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Master Recherche Mathématiques appliquées
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3.2 Modèle d’Abrams Strogatz en deux Dimensions . . . . . . . . . . 16
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Introduction

La théorie de la viabilité est une théorie mathématique permettant d’étudier
des évolutions gouvernées par un système complexe. Celles-ci doivent être main-
tenues dans un ensemble de contraintes donné. Ce type de problème possède
de nombreuses applications dans des domaines aussi variés que l’écologie, la
théorie des jeux, les sciences économiques, les sciences cognitives,...

Un outil majeur de cette théorie est la notion de noyau de viabilité. Il s’agit
de l’ensemble des états d’un système desquels partent au moins une évolution
qui reste dans un ensemble de contraintes au cours du temps.

Nous allons ici présenter différentes façons de le caractériser. Nous ver-
rons qu’il est possible de le faire grâce à la notion de cône tangent. Puis nous
définirons de nouvelles fonctions, fonction de temps de sortie maximale, fonc-
tion de temps d’atteinte minimale que nous mettrons en relation avec le noyau
de viabilité.

Dans une deuxième partie, nous nous attacherons à l’étude des frontières
du noyau, nous démontrerons qu’il est semi-perméable.

Enfin, nous appliquerons cette théorie à un cas concret sur la dynamique
des langages. Nous ferons une étude théorique partielle, puis nous utiliserons
les algorithmes déjà développés pour obtenir des résultats sur l’évolution des
langages.
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Chapitre 1

Premières Notions de la
Théorie de la Viabilité

1.1 Premières Définitions

Viabilité et Capturabilité

Soit X l’ensemble des états d’un système (X ⊂ Rn;n < ∞ ).
On appelle évolutions les fonctions continues x(.) : t ∈ R+ 7−→ x(t) ∈ X qui
décrivent les différents états d’un système au cours du temps.

Définition 1.1.

Soit K un ensemble de contraintes, K ⊂ X.
Une évolution x(.) est dite viable dans K si ∀t ≥ 0, x(t) ∈ K.
Soit C une cible, C ⊂ K.
On dit qu’une évolution x(.) atteint la cible C si

∃T ≥ 0 tq

{
x(T ) ∈ C
∀t ∈ [0, T ] x(T ) ∈ K

Système Evolutionnaire

Soit U l’ensemble des rétroactions (U ⊂ Rn;n < ∞).
Soit une application U : X 7−→ U qui à un état x ∈ X associe un ensemble
U(x) de contrôles qui rétroagissent en x.
Soit f : X × U 7−→ X une application qui à toute paire (x, u) associe la
vitesse de l’état x.

Définition 1.2.

Un système évolutionnaire S : X −→ C(0,∞;X) pour (f, U) est l’appli-
cation qui à tout x ∈ X associe l’ensemble S(x) des évolutions gouvernées par

le système suivant :
{

x
′
(t) = f(x(t), u(t))

u(t) ∈ U(x(t))
et partant de x.
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Noyau de Viabilité et Bassin de Capture

Définition 1.3.

Soit K un ensemble de contraintes, K ⊂ X et C une cible, C ⊂ K.
Le sous-ensemble ViabS(K, C) des états initiaux x0 ∈ K desquels part au moins
une évolution x(.) solution du système S, viable dans K ou atteignant la cible
C est appelé le noyau de viabilité de K avec une cible C.
Si la cible est réduite à l’ensemble vide (C = ∅), on dit que ViabS(K) =
ViabS(K, ∅) est le noyau de viabilité de K.

Définition 1.4.

Soit K un ensemble de contraintes, K ⊂ X et C une cible, C ⊂ K.
Le sous-ensemble CaptS(K, C) des états initiaux x0 ∈ K desquels part au moins
une évolution x(.) solution du système S, atteignant la cible C est appelé le
bassin de capture de C dans K.

Remarque. Un sous-ensemble K est appelé un repeller si son noyau de viabilité est
vide.

Un sous-ensemble C est dit isolé dans K si CaptS(K, C) = C.

1.2 Le Théorème de la Viabilité

On rappelle la définition d’un cône tangent TK(σ) :

Définition 1.5.

TK(σ) =
{

x;∃(σn)n ∈ K tq σn → σ,∃(hn)n ≥ 0 tq hn → 0, 1
hn

(σn − σ) → x
}

On peut maintenant énoncer une caractérisation du noyau de viabilité par
le cône tangent.

Theorème 1.1.

K est viable ⇐⇒ ∀x ∈ K F (x) ∩ TK(x) 6= ∅
où F (x) = {f(x, u) ; u(t) ∈ U(x(t))}

La preuve de ce théorème sera admise ici.

1.3 Temps de Sortie et d’Atteinte du Noyau

Fonction de Sortie et d’Atteinte

Définition 1.6.

Soit K ⊂ X un ensemble.
La fonction τK : C(0,∞;X) −→ R+ ∪ {+∞} qui associe à x(.) son
temps de sortie τK(x(.)) défini par :

τK(x(.)) = inf{ t ∈ [0,∞[ ; x(t) /∈ K }

est appelée fonction de sortie.
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Définition 1.7.

Soit C ⊂ K une cible.
La fonction ω(K,C) : C(0,∞;X) −→ R+ ∪ {+∞} qui associe à x(.) son
temps d’atteinte ω(K,C)(x(.)) défini par :

ω(K,C)(x(.)) = inf { t ∈ [0,∞[ ; x(t) ∈ C et ∀s ∈ [0; t] , x(s) ∈ K}

est appelée fonction d’atteinte.

Remarque. Par convention, inf {∅} = +∞ et sup {∅} = −∞.

Fonction de Sortie Maximale-Fonction d’Atteinte Minimale

Définition 1.8.

On considère un système évolutionnaire S : X −→ C(0,∞;X) .
Soit C ⊂ K et K deux ensembles inclus dans X.

La fonction τ ]
K : X −→ R+ ∪ {+∞} définie par

τ ]
K(x) = sup

x(.)∈S
τK(x(.))

est appelée fonction de sortie maximale.

La fonction ω[
(K,C) : X −→ R+ ∪ {+∞} définie par

ω[
(K,C)(x) = inf

x(.)∈S
ω(K,C)(x(.))

est appelée fonction d’atteinte minimale

Quelques Propriétés

On peut alors, grâce aux définitions précédentes, donner une caractérisation
du noyau de viabilité et du bassin de capture :

Proposition 1.1.

ViabS(K) =
{

x ∈ K; τ ]
K(x) = +∞

}
CaptS(K, C) =

{
x ∈ K; ω[

(K,C)(x) < +∞
}
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1.4 Relation entre Noyau de Viabilité et Temps de
Sortie

On considère le système suivant :
x
′
(t) = f(x(t), u(t))

y
′
(t) = −1

u(t) ∈ U(x(t))
(1.1)

Theorème 1.2.

La fonction de temps de sortie maximale τ ]
K(x) est en relation avec le noyau

de viabilité par la formule suivante :

τ ]
K(x) = sup

(x,y)∈Viab(1.1)(K×R+,K×{0})
y

La fonction d’atteinte minimale ω[
(K,C)(x) est en relation avec le bassin de

capture par la formule suivante :

ω[
(K,C)(x) = inf

(x,y)∈Capt(1.1)(K×R+,C×R+)
y

Démonstration. • Montrons que

τ ]
K(x) = sup

(x,y)∈Viab(1.1)(K×R+,K×{0})
y

Montrons dans un premier temps que :

∀(x, T ) ∈ Viab(1.1)(K × R+,K × {0}) τ ]
K(x) ≥ T

Soit (x, T ) ∈ Viab(1.1)(K × R+,K × {0}).
Alors, ∃(x(.), y(.)) solution de 1.1 tel que x(0) = x et y(0) = T , viable dans
K × R+ définitivement ou avant d’atteindre la cible K × {0}.
y

′
(t) = −1 et y(0) = T donc y(t) = T − t.

Donc ∃(x(.), y(.)) solution de 1.1 tel que x(0) = x et y(0) = T tq :

∀t ≥ 0 (x(t), T − t) ∈ K × R+

ou

∃t∗ ≥ 0 tq
{

(x(t∗), T − t∗) ∈ K × {0}
∀t ∈ [0, t∗] (x(t∗), T − t∗) ∈ K × R+

Or T − t ≥ 0 si t ≤ T donc x(t) ∈ K et ∀t ∈ [0, T ] (x(t), T − t) ∈ K × R+.
Donc, x(.) est solution du système évolutionnaire viable dans K sur l’intervalle
[0, T ].Donc,

τK(x(.)) ≥ T

Or, ∀x(.) solution de 1.1 partant de x, τ ]
K(x) ≥ τK(x(.)),donc :

τ ]
K(x) ≥ T

7
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Pour chaque (x, T ) ∈ Viab(1.1)(K ×R+,K × {0}), on peut trouver x(.) solution
du système évolutionnaire tel que x(0) = x et viable dans K sur [0, T ].
Donc, ∀(x, T ) ∈ Viab(1.1)(K × R+,K × {0}), τ ]

K(x) ≥ T . Donc :

τ ]
K(x) ≥ sup

(x,T )∈Viab(1.1)(K×R+,K×{0})
T

Montrons maintenant l’inégalité inverse par l’absurde :
Supposons que

τ ]
K(x) > sup

(x,T )∈Viab(1.1)(K×R+,K×{0})
T

Comme τ ]
K(x) = sup

x(.)∈S
τK(x(.))

∃x∗(.) tel que τK(x∗(.)) = T ∗ > sup
(x,T )∈Viab(1.1)(K×R+,K×{0})

T

Soit u∗(.) la rétroaction qui gouverne x∗(.) Si on applique cette rétroaction
au système 1.1 partant de (x, T ∗), comme x∗(.) est viable dans K jusqu’à T ∗,
(x, T ∗) ∈ Viab(1.1)(K × R+,K × {0}), donc :

T ∗ ≤ sup
(x,T )∈Viab(1.1)(K×R+,K×{0})

T

ce qui contredit l’hypothèse initiale.

• Montrons que
ω[

(K,C)(x) = inf
(x,y)∈Capt(1.1)(K×R+,C×R+)

y

Montrons dans un premier temps que :

∀(x, T ) ∈ Capt(1.1)(K × R+, C × R+) ω[
(K,C)(x) ≤ y

Soit (x, T ) ∈ Capt(1.1)(K × R+, C × R+).
Alors ∃(x(.), y(.)) solution de 1.1 tel que x(0) = x et y(0) = T , viable dans
K × R+ avant d’atteindre la cible C × R+ à un temps fini.
y

′
(t) = −1 et y(0) = T donc y(t) = T − t.

Donc ∃(x(.), y(.)) solution de 1.1 tel que x(0) = x et y(0) = T et

∃t∗ ≥ 0 tq

{
(x(t∗), T − t∗) ∈ C × R+

∀t ∈ [0, t∗] (x(t), T − t) ∈ K × R+

Or T − t∗ ≥ 0 si t∗ ≤ T .
Donc

∃t∗ ∈ [0, T ] tq

{
x(t∗) ∈ C
∀t ∈ [0, t∗] x(t) ∈ K

Donc x(.) est solution du système évolutionnaire tel que x(0) = x et atteint la
cible C avant T , donc

ω(K,C)(x(.)) ≤ T

Or pour toute solution x(.) de 1.1 partant de x, ω[
(K,C)(x) ≤ ω(K,C)(x(.)), donc

ω[
(K,C)(x) ≤ T

Pour chaque (x, T ) ∈ Capt(1.1)(K × R+, C × R+), on peut trouver x(.) solution
du système évolutionnaire tel que x(0) = x et atteignant la cible C avant T .
Donc ∀(x, T ) ∈ Capt(1.1)(K × R+, C × R+) ω[

(K,C)(x) ≤ T On a donc

ω[
(K,C)(x) ≤ inf

(x,y)∈Capt(1.1)(K×R+,C×R+)
y
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Montrons maintenant l’inégalité inverse par l’absurde :
Supposons que

ω[
(K,C)(x) < inf

(x,y)∈Capt(1.1)(K×R+,C×R+)
y

Or ω[
(K,C)(x) = inf

x(.)∈S
ω(K,C)(x(.))

Donc ∀x(.) ω(K,C)(x(.)) = R < inf
(x,y)∈Capt(1.1)(K×R+,C×R+)

y

Alors, ∀t ∈ [0, R] x(t) ∈ K et x(R) ∈ C.
Soit u(.) la retroaction qui gouverne x(.). On l’applique au système 1.1 partant
de (x,R), on a : (x, R) ∈ Capt(1.1)(K × R+, C × R+).

Donc R ≥ inf
(x,y)∈Capt(1.1)(K×R+,C×R+)

y

ce qui contredit l’hypothèse de départ.
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Chapitre 2

Semi-perméabilité des
Frontières du Noyau de
Viabilité

Soit X un espace de dimension finie et K un sous-ensemble de X.
Soit F : X 7−→ X une fonction.
On définit l’inclusion différentielle suivante :

∀t ≥ 0 x′(t) ∈ F (x(t)) (2.1)

On note SF (x) l’ensemble des solutions x(.) de l’inclusion différentielle 2.1 par-
tant de x.

2.1 Tube de Sortie

Pour la suite, nous avons besoin de définir l’ensemble des points de K viables
sur l’intervalle [0, T ] :

Définition 2.1.

Soit T ≥ 0.
L’ensemble ExitF (K, T ) =

{
x ∈ K; τ ]

K(x) ≥ T
}

est appelé tube de sortie.

Propriétés.

ExitF (K, 0) = K

Si T1 ≤ T2, alors ExitF (K, T2) ⊂ ExitF (K, T1).

10
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Définition 2.2.

Soient X et Y deux espaces vectoriels de dimension finie.
On dit qu’une fonction f : X 7−→ Y est Marchaud si :

– le graphe et le domaine de F sont non vides et fermés
– les images F (x) sont convexes
– l’accroissement de F est linéaire, i.e. :

∃c > 0 ∀x ∈ X ‖F (x)‖ = sup
v∈F (x)

‖v‖ ≤ c(‖x‖+ 1)

Remarque. Une fonction F est dite stricte si toutes ses images F (x) sont non vides.

Remarque. Si x ∈ ExitF (K, T ) alors x(t) ∈ ExitF (K, T − t)
car si x(0) = x viable sur [0, T ] alors x(t) viable sur [0, T − t]

Définition 2.3.

Un sous-ensemble K ⊂ X est dit (localement) invariant sous F si : il existe un
T ≥ 0 tel que pour tout état initial x0 de K, toutes les solutions de l’inclusion
différentielle 2.1 partant de x0 sont viables dans K sur [0, T ].

Proposition 2.1.

Soient F : X 7−→ X une fonction Marchaud stricte et K ⊂ X un en-
semble fermé.
Soient 0 < T1 < T2 et x ∈ ExitF (K, T1)\ExitF (K, T2).
Alors toutes les solutions x(.) ∈ SF (x) viable dans K sur l’intervalle [0, T1]
restent dans le complémentaire du tube de sortie :

∀t ∈ [0, T1] x(t) ∈ ExitF (K, T1 − t)\ExitF (K, T2 − t)

En particulier, ∀x ∈ ExitF (K, T )\Viab(K), toutes les solutions x(.) ∈ SF (x)
satisfont :

∀t ∈ [0, T ] x(t) ∈ ExitF (K, T − t)\Viab(K)

Démonstration. On suppose que x ∈ ExitF (K, T1)\ExitF (K, T2) et que pour une so-
lution x(.) ∈ SF (x) viable dans K sur [0, T1], ∃τ ∈ [0, T1] tel que x(τ) ∈ ExitF (K, T2−
τ).

x(τ) ∈ ExitF (K, T2 − τ) donc τ ]
K(x(τ)) ≥ T2 − τ càd sup

y(.)∈SF (x(τ))

τK(y(.)) ≥ T2 − τ

donc ∃y(.) ∈ SF (x(τ)) tel que τK(y(.)) ≥ T2−τ d’où y(0) = x(τ) viable sur [0, T2 − τ ]

donc y(s) = x(τ + s)viable sur [0, T2 − τ − s] d’aprés la remarque précédente.

donc ∃y(.) ∈ SF (x(τ)) tel que y(s) ∈ ExitF (K, T2 − τ − s)

On définit ensuite la fonction suivante :

x̂(t) =
{

x(t) si t ∈ [0, τ ]
y(t− τ) si t ∈ [τ, T2]

∀t ∈ [0, T2] x̂(t) ∈ ExitF (K, T2 − t).

11
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En effet,

x(.) viable dans K sur [0, T1].
De plus, ∃τ ∈ [0, T1] tq x(τ) ∈ ExitF (K, T2 − τ)
Donc x(.) viable dans K sur [0, T2 − τ ]
Donc ∀t ∈ [0, τ ] x(t) ∈ ExitF (K, T2 − t)

y(s) ∈ ExitF (K, T2 − τ − s) donc, y(t− τ) ∈ ExitF (K, T2 − t)

Donc x̂(.) ∈ SF (x) et x ∈ ExitF (K, T1)
Contradiction car x ∈ ExitF (K, T1)\ExitF (K, T2)
Donc ∀x(.) ∈ SF (x) viable dans K sur [0, T1]
∀t ∈ [0, T1] x(t) ∈ ExitF (K, T1 − t)\ExitF (K, T2 − t)

Proposition 2.2.

Soit F : X 7−→ X une fonction Marchaud stricte et K ⊂ X un ensemble
fermé.
Si ExitF (K, T ) est contenu dans l’intérieur de K, alors son complémentaire est
invariant sous F .
En particulier, si le noyau de viabilité de K est contenu dans l’intérieur de K,
alors le complémentaire X\ViabF (K) est invariant sous F .

Démonstration. Supposons que la conclusion est fausse, c’est-à-dire que X\ExitF (K, T )
n’est pas invariant sous F , c’est-à-dire : pour tout état initial x ∈ X\ExitF (K, T ) ∃x(.) ∈
SF (x) ∃τ ∈ [0, T ] tels que x(τ) ∈ ExitF (K, T ).

On pose alors :

t∗ = sup {t ∈ [0, τ ] ; x(t) /∈ ExitF (K, T )}

Comme ExitF (K, T ) est ouvert, x(t∗) ∈ ExitF (K, T ).
Par hypothèse, ExitF (K, T ) est contenu dans l’intérieur de K et x(.) est continue, donc
on peut trouver α et η tels que x(t) ∈ B(x(t∗), α) ⊂ Int(K) ∀t ∈ [t∗ − η, t∗] et ∃t0 ∈
]t∗ − η, t∗[ x(t0) /∈ ExitF (K, T ).

Comme x(τ) ∈ ExitF (K, T ) ∃y(.) ∈ SF (x(τ)) telle que y(t) ∈ ExitF (K, T − t).
On définit ensuite z(.) ∈ SF (x(t0)) par :

z(t) =
{

x(t0 − t) si t ∈ [0, t0 − τ ]
y(t) si t ∈ [t0 − τ, T ]

∀t ∈ [0, T ] z(t) ∈ K
Donc ∀t ∈ [0, T ] z(t) ∈ ExitF (K, T − t)
Donc z(0) = x(t0) ∈ ExitF (K, T ) d’où la contradiction.
Donc X\ExitF (K, T ) est invariant sous F
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2.2 Frontière du Noyau de Viabilité

Theorème 2.1.

Soit F : X 7−→ X une fonction Marchaud stricte et K ⊂ X un ensemble
fermé.
On suppose que la fonction solution SF est semie-continue inférieurement de
K dans C(0,∞;X) et que ExitF (K, T ) est contenue dans l’intérieur de K.
Alors : si x ∈ ∂(ExitF (K, T )), toute solution x(.) ∈ SF viable dans K sur [0, T ]
reste sur la frontière du tube de sortie :

∀t ∈ [0, T ] x(t) ∈ ∂(ExitF (K, T − t))

Démonstration. Comme x ∈ ∂(ExitF (K, T )), il existe x(.) ∈ SF solution viable dans
K sur [0, T ]. Donc ∀t ∈ [0, T ] x(t) ∈ ExitF (K, T − t).

On suppose qu’il existe une suite xn ∈ X\ExitF (K, T ) qui converge vers x.
ExitF (K, T ) est contenu dans l’intérieur de K donc d’aprés la proposition 2.2,
∀t ∈ [0, T ] ∃xn(t) ∈ X\ExitF (K, T − t) solution de l’inclusion différentielle 2.1.

On a alors xn(t) converge vers x(t) pour chaque t ∈ [0, T ].
Donc x(t) ∈ X\ExitF (K, T − t)∀t ∈ [0, T ].
Donc x(t) ∈ ∂(ExitF (K, T − t)).

En prenant T = +∞ dans le théorème précédent, on obtient le théorème de
semi-perméabilité suivant :

Theorème 2.2.

Soit F : X 7−→ X une fonction Marchaud stricte et K ⊂ X un ensemble
fermé.
On suppose que la fonction solution SF est semie-continue inférieurement de
K dans C(0,∞;X) et que ViabF (K) est contenue dans l’intérieur de K.
Alors ViabF (K) est semiperméable, c’est-à-dire :
si x ∈ ∂(ViabF (K)), toute solution x(.) ∈ SF (x) viable dans K reste sur la
frontière du noyau de viabilité.
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Chapitre 3

Modèle de Dynamique des
Langages

3.1 Modèle d’Abrams Strogatz

On considère une population parlant deux langues différentes. On note :
– σA la densité de personnes parlant la langue A
– σB la densité de personnes parlant la langue B

L’évolution du nombre de personnes parlant A ou B est régie par le système
suivant :{

σ
′
A = (1− σA)σA(σa−1

A s− (1− σA)a−1(1− s))
σA ∈ K

s est un paramètre appartenant à [0, 1]. Il correspond au statut social, au pres-
tige d’une langue, ou aux politiques engagées en sa faveur. On considère que
si s = 0, le prestige de la langue A est nul et celui de la langue B est à son
maximum, et inversément si s = 1.
a est une valeur qu’on prendra égale à 1,31.
K est un ensemble de contraintes tq K ⊂ [0, 1].

Ce système admet 2 points fixes stables qui correspondent à l’extinction du
langage A ou du langage B.
On cherche les états initiaux à partir desquels il existe une évolution qui permet
de maintenir des personnes parlant A et d’autres parlant B.
On exclut donc les cas σA = 0 et σA = 1.
On pose donc : K = [σ, σ] où 0 < σ < σ < 1
De plus, on fait l’hypothèse que le paramètre s varie entre deux paramètres s−

et s+ tels que 0 ≤ s− ≤ s+ ≤ 1. On pose : Σ = [s−, s+].
On pose aussi :

f(σ, s) = (1− σ)σ(σa−1s− (1− σ)a−1(1− s))

F (σ) = {f(σ, s); s ∈ Σ}
Afin de trouver des conditions nécéssaires et suffisantes pour que K soit viable,
on cherche le cône tangent à l’ensemble K.
On a : ∀σ ∈ K̊ TK(σ) = R.
Il reste à trouver TK(σ) et TK(σ).
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Démonstration. Montrons que TK(σ) = R+

TK(σ) ⊂ R+

Soit x ∈ TK(σ).
Alors, ∃(σn)n ∈ K tq σn → σ et ∃(hn)n ≥ 0 tq hn → 0 tq 1

hn
(σn − σ) → x.

Or, σn − σ ≥ 0 ∀n et 1
hn
≥ 0 donc x ≥ 0.

TK(σ) ⊃ R+

Soit x ∈ R+

On pose σn = σ + (σ−σ
n ) ∀n ≥ 1. On a bien σn ∈ K ∀n et σn → σ.

On pose ensuite hn = (σ−σ
xn ). Comme x ∈ R+, hn ≥ 0 ∀n et hn → 0.

Et 1
hn

(σn − σ) = x donc x ∈ TK(σ).

De la même façon, on montre que TK(σ) = R−.

D’aprés le théorème 1.1, on obtient la condition suivante :

K est viable ⇐⇒
{
∃s ∈ Σ tq f(σ, s) ≥ 0
∃s ∈ Σ tq f(σ, s) ≤ 0

Kest viable ⇐⇒

{
∃s ∈ Σ tq ( σ

1−σ )a−1 ≥ 1−s
s

∃s ∈ Σ tq ( σ
1−σ )a−1 ≤ 1−s

s

La fonction s ∈ R∗ 7−→ 1−s
s ∈ R est décroissante, donc pour que la

première inégalité soit vraie, il faut qu’elle le soit au moins pour s = s+. De
même, la deuxième inégalité doit être vérifiée au moins pour s = s−. On a
alors :

K est viable ⇐⇒


σ ≥ 1− 1

1+( 1−s+

s+
)

1
a−1

σ ≤ 1− 1

1+( 1−s−
s− )

1
a−1

Remarque. Si s− = 0 et s+ = 1, alors K est viable ∀σ et ∀σ.

Dans cette partie, nous avons donc un modèle régi par une dynamique
(σ

′
A = (1− σA)σA(σa−1

A s− (1− σA)a−1(1− s))) et un ensemble de contraintes
(σA ∈ K). Le paramètre de contrôle s n’est soumis qu’à une seule condition :
appartenir à l’ensemble [s−, s+]. Il n’y a donc aucune exigence sur ses variations.
Mais cela pose un problème. En effet, le prestige d’une langue évolue lentement,
il ne peut pas passer brutalement d’un statut à un statut opposé en un temps
très court. Pour cette raison, nous introduisons dans la partie suivante une dy-
namique sur le contrôle (s

′
(t) = u avec u appartenant à un ensemble borné )

qui permet de limiter les variations de s. On se retrouve donc avec un modèle
en deux dimensions.
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3.2 Modèle d’Abrams Strogatz en deux Dimensions

Dans cette partie, on considère le modèle d’Abrams-Strogatz en dimension
2.
On considère l’ensemble de contraintes K = [σ;σ] × [0, 1] où σ > 0 et σ < 1.
On a le système suivant :{

σ
′
A = (1− σA)σA(σa−1

A s− (1− σA)a−1(1− s))
s
′
= u où u ∈ [−0.1; 0.1]

On va chercher le noyau de viabilité de K pour ce système. Dans un premier
temps, on cherche à connâıtre les courbes théoriques de frontière du noyau.
Puis, on utilise l’algorithme d’approximation du noyau de viabilité à l’aide de
support vector machine (Laetitia Chapel) pour trouver une approximation du
noyau de viabilité que l’on pourra comparer aux courbes théoriques.

3.2.1 Calcul des Courbes Théoriques

On cherche la frontière théorique du noyau de viabilité. Pour cela, on cherche
les coordonnées du point d’abscisse σ situé sur la frontière supérieure noté M
et du point d’abscisse σ situé sur la frontière inférieure noté N . On pourra alors
chercher les trajectoires permettant d’atteindre ce point.

Au point M , on sait que σ
′
A = 0 et s

′
= −0, 1. En effet, si σ

′
A 6= 0, alors le

point M ne serait plus dans l’ensemble K au pas de temps suivant et donc M
ne serait plus viable.

On a donc : ∃s1 ∈ [0, 1] tq (1− σ)σ(σa−1s− (1− σ)a−1(1− s)) = 0
Ce qui donne :

s1 =
(1− σ)a−1

σa−1 + (1− σ)a−1

Pour σ = 0, 8 et a = 1.31, s1 ≈ 0, 39.
De la même façon, on cherche les coordonnées du point N . Au point N ,

σ
′
A = 0 et s

′
= 0, 1. Donc, on a :

s2 =
(1− σ)a−1

σa−1 + (1− σ)a−1

Pour σ = 0, 2 et a = 1.31, s2 ≈ 0, 61.
On obtient l’équation différentielle classique suivante :

σ
′
A = (1− σA)σA(σa−1

A s− (1− σA)a−1(1− s))
s
′
= −0.1

∃T tel que σA(T ) = σ et s(T ) = s1

La solution de ce système nous donnerait l’équation de la frontière supérieure
du noyau de viabilité. Comme c’est trop compliqué à calculer, on se contentera
de chercher une approximation plus tard grâce à la methode d’Euler.

De la même façon, on cherchera une approximation de la courbe de la
frontière inférieure du noyau en s’appuyant sur le système suivant :

σ
′
A = (1− σA)σA(σa−1

A s− (1− σA)a−1(1− s))
s
′
= 0.1

∃T tel que σA(T ) = σ et s(T ) = s2
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On obtient alors les courbes suivantes calculées par Sophie Martin :

Fig. 3.1 – Courbes théoriques de la frontière du noyau de viabilité du modèle
sans bilingues ; en abscisse σA, en ordonnée s

3.2.2 Approximation du Noyau de Viabilité

Dans cette partie, nous allons calculer le noyau de viabilité grâce à l’algo-
rithme de Laetitia Chapel.

Principe de Fonctionnement de l’Algorithme

On considère un ensemble de contraintes K ainsi que le système dynamique
suivant : {

x
′
(t) = f(x(t), u(t))

u(t) ∈ U(x(t))

On définit une grille finie de points de pas h qui discrétise l’ensemble K. On
appelle Kh l’ensemble des points de K définis par la grille.

Afin de calculer le noyau de viabilité de K pour le système dynamique
précédent, on utilise une méthode de classification dite méthode des SVMs. Il
s’agit de construire une fonction qui associe à chaque état xh ∈ Kh le label +1
ou −1 selon que le point xh + f(xh(t), u(t)) se trouve ou non dans le noyau
au temps t + dt suivant. On obtient ainsi un nouveau noyau à chaque étape
constitué des points assignés du label +1. Au temps t = 0, tous les points sont
marqués par +1. L’algorithme s’arrête quand tous les points du noyau gardent
le même label à l’étape suivante. On peut montrer que l’algorithme termine en
un nombre fini d’itérations.

On peut choisir une grille plus ou moins fine. L’approximation du noyau de
viabilité sera plus précise pour un pas h petit, mais le temps de calcul sera plus
long. On peut montrer que dans ce cas, l’algorithme converge vers le noyau de
viabilité réel. Le contrôle u(t) est soumis à certaines conditions : il doit être
compris entre −c et +c avec c > 0 constante donnée.

17

C
em

O
A

 : 
ar

ch
iv

e 
ou

ve
rte

 d
'Ir

st
ea

 / 
C

em
ag

re
f



Résultats

On introduit ici l’ensemble K = [0.3, 0.7] × [0, 1]. L’intervalle [0.3, 0.7] in-
dique que l’on considère qu’il est nécessaire d’avoir au moins 30% de la popu-
lation qui parle la langue A ou B pour que celle-ci ne s’éteigne pas. L’intervalle
[0, 1] correspond au prestige de la langue. On rappelle que si s = 0, cela signifie
que le prestige de la langue A est nul et celui de la langue B maximal.
On choisit ensuite de borner le contrôle u par la constante c = 0.1. Cela permet
de prendre en compte le fait que le prestige d’une langue ne peut pas varier
brutalement, qu’il évolue lentement. On décide d’avancer d’un pas de temps
dt = 0.1 à chaque étape. Et on prend une grille de resolution = 31 ∗ 31.
Pour ces paramètres, on obtient la figure 3.2 au premier pas de temps, puis
les figures 3.3 et 3.4 aux pas suivants et enfin, on a la figure 3.5 à la fin de
l’approximation.

Fig. 3.2 – Noyau de Viabilité du modèle sans Bilingues ; en abscisse σA, en
ordonnée s

Fig. 3.3 – Noyau de Viabilité du modèle sans Bilingues ; en abscisse σA, en
ordonnée s
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Fig. 3.4 – Noyau de Viabilité du modèle sans Bilingues ; en abscisse σA, en
ordonnée s

Fig. 3.5 – Noyau de Viabilité du modèle sans Bilingues ; en abscisse σA, en
ordonnée s

Ce résultat était prévisible. En effet, si une langue est très peu parlée (par
exemple σA = 0.3) et qu’elle n’a aucun prestige ou qu’aucune politique n’est
engagée en sa faveur (s = 0), il est naturel que la langue ne progresse pas, voire
même qu’elle disparaisse. Quand les deux langues sont autant parlées l’une que
l’autre, elles vont coexister à condition que l’on ne favorise pas l’une au dépend
de l’autre. On constate par ailleurs que ce résultat est conforme à ce que l’on
avait prévu par le calcul des courbes théoriques dans la partie 3.2.1.

On constate que si l’on choisit une résolution de la grille plus grossière
(11 ∗ 11 par exemple), la précision est moindre (cf 3.6).
On peut afficher les trajectoires suivies par chaque point comme dans la figure
3.7.
Si on choisit une constante plus grande (c = 0.5) pour borner le contrôle, le
noyau est plus gros (cf 3.8). En effet, cela revient à autoriser le prestige d’une
langue à évoluer rapidement.
Et si on prend un pas de temps plus petit (dt = 0.02), l’approximation du noyau
devient là aussi un peu moins précise (cf 3.9).
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Fig. 3.6 – Noyau de Viabilité du modèle sans Bilingues avec une résolution
= 11 ∗ 11 ; en abscisse σA, en ordonnée s

Fig. 3.7 – Noyau de Viabilité du modèle sans Bilingues avec une résolution
= 11 ∗ 11 ; en abscisse σA, en ordonnée s

Fig. 3.8 – Noyau de Viabilité du modèle sans Bilingues avec un contrôle borné
par une constante c = 0.5 ; en abscisse σA, en ordonnée s
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Fig. 3.9 – Noyau de Viabilité du modèle sans Bilingues avec un pas de temps
dt = 0.02 ; en abscisse σA, en ordonnée s

3.3 Modèle Bilingue de Minett-Wang

Dans ce cas, on considère une population composée de personnes :
– parlant la langue A (densité σA)
– parlant la langue B (densité σB)
– parlant les deux langues A et B (densité σAB)

Les interactions entre ces différents groupes de population sont gouvernées par
le système suivant :

σ
′
A = (1− σA − σB)(1− σB)as− σAσa

B(1− s)
σ
′
B = (1− σA − σB)(1− σA)a(1− s)− σBσa

As
(σA, σB) ∈ K

s est un paramètre appartenant à [0, 1]. Il correspond au prestige de la langue
A par rapport à la langue B. Donc si s = 1, le prestige de la langue A est à son
maximum et celui de la langue B à son minimum.
a est une valeur qu’on prendra égale à 1,31.
K est un ensemble de contraintes tel que K ⊂ {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] tels que x + y ≤ 1}.
On cherche les états initiaux à partir desquels il existe une évolution qui permet
de maintenir des personnes parlant A et d’autres parlant B.
On exclut donc les cas σA = 0, σA = 1 et σB = 0, σB = 1.

Dans ce cas, il est trop compliqué de calculer les courbes théoriques de
frontière du noyau de viabilité. Donc, on se contente de l’approximation donnée
par l’algorithme. Pour cela, on associe au modèle de Minett-Wang, le système
en 3 dimensions suivant :

σ
′
A = (1− σA − σB)(1− σB)as− σAσa

B(1− s)
σ
′
B = (1− σA − σB)(1− σA)a(1− s)− σBσa

As

s
′
= u

La première équation correspond à la dynamique sur σA, la deuxième à
celle de σB, et la dernière, à celle du contrôle s. Comme dans la partie 3.2, la
dernière équation permet de s’assurer que le prestige d’une langue évolue de
manière progressive.

On introduit l’ensemble :

K = {(x, y, z) ∈ [0.3, 0.7]× [0.3, 0.7]× [0, 1] tels que x + y ≤ 1}
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Fig. 3.13 – Coupe à z = 0.5 ; en abscisse σA, en ordonnée σB

Fig. 3.14 – Coupe à z = 1.0 ; en abscisse σA, en ordonnée σB
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3.4 Calcul de la Résilience pour le Modèle d’Abrams
Strogatz

Dans cette partie, nous allons étudier la résilience du modèle d’Abrams
Strogatz, c’est à dire que nous allons nous intéresser au coût engendré par
une évolution qui sortirait de l’ensemble de contraintes avant de l’atteindre
définitivement.

Pour cela, on définit l’ensemble H = [0; 1]× [0; 1] qui contient l’ensemble K
de la partie 3.2 (K = [0.3, 0.7] × [0, 1]). On considère les états initiaux de K
et on étudie les évolutions partant de ces états qui vont atteindre K en temps
fini éventuellement en passant par l’ensemble H. Dès qu’une évolution sort de
l’ensemble K, on lui attribut un coût à chaque pas de temps. Ainsi, si elle sort
définitivement de K son coût sera infini, et tous les points du noyau de viabilité
ont un coût nul puisque l’on sait qu’ils restent définitivement dans K.

On utilise l’algorithme de Laëtitia Chapel afin de représenter ces coûts.
On reprend le même modèle que dans la partie 3.2 et on ajoute une dimen-

sion correspondant au coût. On a donc un modèle en trois dimensions gouverné
par le système suivant :

σ
′
A = (1− σA)σA(σa−1

A s− (1− σA)a−1(1− s))
s
′
= u où u ∈ [−0.1; 0.1]

c
′
=

{
0 si on est dans K
−1 sinon .

On obtient alors le résultat de la figure 3.4. Il représente une coupe à z =
0. Le petit cadre noir représente l’ensemble de contraintes précédant K. On
retrouve le noyau de viabilité de la partie 3.2. En effet, il n’y a que les éléments
du noyau de viabilité qui ont un coût nul.

On trace ensuite des lignes de niveaux correspondant au « nouveau noyau
de viabilité » quand on autorise un coût plus élevé. Dans la figure 3.4, on
a représenté 4 courbes de niveaux. La première (la plus proche du noyau)
nous donne tous les états initiaux qui permettent d’atteindre l’ensemble de
contraintes K quand on autorise un coût de 1. La dernière (la plus éloignée
du noyau) est le « nouveau noyau de viabilité » pour un coût autorisé de 4.
La figure 3.4 montre que si on prend un état initial qui n’est pas dans K mais
qui est à l’intérieur des courbes de niveaux, il existe une évolution qui part de
ce point et qui va atteindre K en passant pendant un temps fini en dehors de
l’ensemble K. Le coût « mesure » le temps passé en dehors de K.
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Fig. 3.15 – calcul de la résilience ; en abscisse σA, en ordonnée s

Fig. 3.16 – calcul de la résilience avec courbes de niveaux ; en abscisse σA, en
ordonnée s

Fig. 3.17 – calcul de la résilience avec une trajectoire ; en abscisse σA, en or-
donnée s
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