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Ce cours de mécanique des milieux continus est a la base de I'enseignement de mécanique a I'ISITV. Les
notions abordées ici, transport de champs, lois de conservation, ..., seront reprises ultérieurement en
mécanique des solides et mécanique des fluides. Dans une premiere partie, nous aborderons les notations
tensorielles et vectorielles indispensables a toute étude scientifique, puis dans une deuxiéeme partie, nous
étudierons la cinématique des milieux continus. Aprés avoir introduit la modélisation des efforts et les lois de
conservation par le principe des puissances virtuelles, nous appliquerons ces lois de conservation aux lois de
comportement de I'élasticité linéaire (en mécanique des solides) et aux lois de comportement des fluides
newtoniens (en mécanique des fluides).
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Notations tensorielles

NOTATIONS TENSORIELLES

1 Vecteurs et tenseurs

Avertissement: L’objectif de ce chapitre, est de familiariser les étudiants avec les notations tensorielles. Afin
d’en simplifier le contenu, nous ne considérerons que des bases orthonormées.

1.1 Notations

1.1.1 Vecteur

Dans un espace euclidien ¢ a trois dimensions, soit é'l, é'z, 53 une base orthonormée. Un vecteur V est

représenté par ses composantes V, V., V,

Ve
Vi (1.1)

e

V =V3e + V@, +V§E, =

171 272

5

En utilisant la convention de sommation, ou convention d’Einstein, on écrit

(1.2)

ou, chaque fois qu’un indice est répété, il convient de faire varier cet indice de 1 a 3 et de faire la somme. Dans

I'expression (2) I'indice i est un "indice muet".

En notation matricielle on écrira parfois

2 (1.3)

et le vecteur transposé
—T =" i
v =} =)= "

1.1.2 Application linéaire de ¢ dans ¢

Soit A une application linéaire, dans la base é'l, é'z, 53 . Cette application est représentée par une matrice 3x3
notée [A]:
A, 4, 4,

4, 4, 4,
A31 A32 A33

Si W est un vecteur tel que W = AV, alors les composantes de W sont données par

W, =AYV, + AV, + AV,
W, =AV, + AV, + AV,
W, = A.ﬂvl + A32V2 + Axsvs

et en utilisant les conventions de sommation ou j est un indice muet
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W =AV
i UM

(1.5)
et en notation vectorielle
{w}=al{v}
On définit les symboles de Kronecker par
5 — 1 st 1=
i 0 si i=j (1.6)

En particulier I'application identité 1 est représentée par la matrice

511 512 613 100
21 622 523 =010
631 532 533 0 01

La composition de deux applications linéaires se traduit par le produit de leur matrice représentative, c’est-a-
dire

C=AoB ouencore [C]=|A]B]

et en notation indicielle

CU = Akaky‘ (1.7)

1.1.3 Formes bilinéaires
Soit A une forme bilinéaire sur ¢, c’est-a-dire une application bilinéaire de ¢ x ¢ dans R. Dans la base

€, €,, ¢, elle est représentée par une matrice A, telle que

A(V’W) =AYV, (1.8)

ou en notation matricielle

A=)l
En particulier, la forme bilinéaire représentée dans toute base par les symboles de Kronecker est le produit

scalaire. Si (€, €,, €, ) est une base orthonormée, alors

et le produit scalaire de deux vecteurs est donné par

VW=V -We =VW, -8 =6VW =VW

i JjJ i

ou en notation matricielle

—

o= () )
1.1.4 Tenseurs

1.1.4.1 Tenseur du second ordre
Un tenseur du second ordre 7' est un opérateur linéaire qui fait correspondre a tout vecteur V' de I'espace

euclidien un vecteur W de ce méme espace.

Golay - Bonelli -10-
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W:Tﬁ)

ou T, telle que

Cet opérateur peut étre représenté par une matrice 3x3, notée [T] ou|T

W =TV

VA

ou en notation matricielle

(7} =7}

ou

* Un tenseur est dit symétrique si T].]. = Tﬁ

* Un tenseur est dit antisymétrique si T].]. = —Tﬁ.

* Un tenseur est dit isotrope si sz = tézj

* On peut toujours décomposer un tenseur en une partie symétrique et antisymétrique

= =S =A

_ ms A
T=T +T oy TUiszjLsz

avec T[Jq :E(TLJ +Tﬂ)et T;JA :E(IL 713[)

1.1.4.2 Tenseur d’ordre supérieur

On peut définir un vecteur V par ses composantes V,, ou par les coefficients de la forme linéaire

XHX'V:XJV]., car la base choisie est orthonormée (voir les notions de vecteurs covariants et

contravariants).
On peut alors considérer le vecteur comme un tenseur du premier ordre.

De méme, une fonction scalaire peut étre considérée comme un tenseur d’ordre zéro.

—

Un tenseur du troisieme ordre S est un opérateur linéaire qui, a tout vecteur Z fait correspondre un tenseur

du second ordre E

Dl

T=5(Z) ouencore T =57

1.1.4.3 Produit tensoriel

On définit le produit tensoriel du vecteur U par le vecteur V', noté U ® V', comme le tenseur d’ordre deux,

défini par la forme bilinéaire qui aux vecteurs } et }7 fait correspondre (U-X) (V . Y)

Les 9 produits tensoriels a ® 8}. définissent une base de I'espace vectoriel des tenseurs d’ordre deux, si bien

que I'on peut écrire un tenseur T comme

E:TQ@%

9

ou encore, par exemple,
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S5 uo, Y, Uy

uRU=uve Qe =|uv uv, U
VAR J 271 272 :
u3 Ul U3 U2 u3 U3
1.1.4.4 Contraction et produit contracté

Soit le produit tensoriel A ® B® C, on appelle contraction, I'opération qui lui fait correspondre le vecteur

—_ - —

A(B- (). Le produit contracté d’un tenseur d’ordre 4 R et d’un tenseur d’ordre 3 S est défini par le tenseur
d’ordre 5

6, ©¢)-(S, ¢ ®¢ ®¢)=R, S ¢ 0EDE

ijkm ™ mar i j q T

= I
w I
Il
KoY
®
ol
®
9
®
o

Le produit doublement contracté d’un tenseur d’ordre 4 R et d’un tenseur d’ordre 3 S est défini par le
tenseur d’ordre 3

— — -

2é):(s,¢ ®¢ ®c)=R S &ocad

" p q T ignm™ mnar i j r

=
w

:(R. ¢ ®E®

ikl "1 j

B

Par exemple, le produit doublement contracté de deux tenseurs d’ordre 2 T' et T’ est le scalaire

S

:?:(Té ®e):(T e ®e)=T,Tf

i Pqgp yoogi

1.2 Changement de repére

1.2.1 Matrice de passage
P T T P =) o) o ,
Soit ¢, ¢,, €, une base orthonormée et e, eg, €, une autre base orthonormée.

On définit la matrice de passage () telle que:

gl/:Q 5 +Q €2+Q13§3
52’:Q € + Qpf, + Qe
é’é = Qu6 + 08, + Quf,

ou encore, en notations indicielles

=Qc

v

et en notation matricielle

e} =lel{e}

Les deux bases étant orthonormées, on doit avoir

0. = a/ e = = Q,¢, Qﬂgl = anQl ki Q,;ijk

ij

ce qui montre que la matrice inverse de ) est QT. En particulier on tire la relation inverse:
- -/
e =Q,€

1.2.2 Vecteurs

=) o) o

Soit V' un vecteur de composantes V, dans la base é' e e et V/ dans la base €, €,, €, .

o Indd
]
V=VE=VE

Golay - Bonelli -12-
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En utilisant la matrice de passage
V=VE=VQE
soit
Vi=VQ, e V. =VE,
ou encore, en notation matricielle
I AR U ST

Remarque: le produit scalaire est un invariant, c’est a dire que cette fonction est indépendante du repere
choisi.

En notation indicielle
VW = VW =VQWQ, = VW, = VW, = VI
et en notation matricielle

7=

-7 )eralf}- )}

L,
——
<l
=
QO
—
=
—

1.2.3 Application linéaire

Soit A une application linéaire, de composantes A dans la base el, 27 e, . et A dans la base e17 62, 63

En notation indicielle

W= AV = QW =QA,V, =Q,A

iy~ gm

!/
ka ‘/I\

iy gm m
d’ou

=Q,A

i " jm

ka

W)= [ =lel{w} = [ellal{v} = [ellallel (V]

[4]=lal[4]le]

1.2.4 Forme bilinéaire

=/

Soit A une application linéaire, de composantes A dans la base e17 ez, e . et A dans la base e17 ez, €, -

—_ —

A(V’ W) = A[J‘/:Wj = A{j‘/[{/l// = Ai QMV Qr

nj o m
soit
km - Q}C’LQ”U

et en notation matricielle
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[4]=al[4)le]

1.2.5 Tenseur d’ordre 2

Soit T' un tenseur d’ordre 2, en notation indicielle

" _ - - = —/ = -/ -/
T - T:e ® e, = 1€ ® ej - ]_;ijéek ® Qmjem - CZ_;ijéQmjek ® em

ij 1 J /)
puis

Tk:n = 1:] ka Q1

mj

2 Permutations et déterminants

2.1 Les symboles de permutation

On introduit les symboles de permutation

+1 si1,7,k est une permutation paire de 1,2,3

€ =11 sii, 7,k est une permutation impaire de 1,2,3

0  sideux indices sont répétés
Ces symboles représentent le produit mixte des vecteurs de base
€ = (ei, €, ek)

€, sont les composantes d’un tenseur du troisieme ordre, qui représente, par exemple, la forme trilinéaire

produit mixte:
(5, 17.7 W) =¢c, UVW,
il i j

Avec un peu de patience on peut démontrer les résultats suivants

67',1 wm in
e e =Detld, 6 6
ijk " lmn gl Jm n
6k:l 6km 61011
€ijk€imn = 6jm,5kn 76]‘71 6km
e e =20
ik~ ijn km
€= 0

2.2 Déterminant d’une matrice

Les symboles de permutation permettent le calcul du déterminant d’une matrice par

8z'jk Det(A) = gnmp Azm Ajn 141'@

(1.9)

Oou encore

ijk mnpAim jn” “kp

Det(A) = % € €

On peut également déterminer I'inverse d’une matrice

Golay - Bonelli -14 -
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1

B=A" o0 B =——" ¢ c A A
J 2D€t(A) imn~ jpq” “mp” ngq

2.3 Polyndme caractéristique
Les valeurs propres d’un tenseur du second ordre sont obtenues par la résolution de I’équation caractéristique

P(\) = Det(A— \I)
soit en développant

1

e.e (A
6 ik~ mnp im

B Aézm ) (A

Jn

— A6, )(4, =X, ) =0
Ou encore
P\) =1, =\, + NI — X\
avec
I zls A A A = Det(A)

3 6 ijk Enmp im” jn” Tkp
1 1 9 9
I ==|AA —AA |==|(Tr Ay —Tr A
2 2 W [/ 2

]1=A”:Tr A

I, 1,, I, sont appelés les invariants fondamentaux du tenseur A.

2.4 Adjoint d’un tenseur antisymétrique
Soit €2 un tenseur antisymétrique

0 Qu Q:n
Q= _Qm 0 Q23
QJI _923

. W, Q23
W= 1w, = le
w3 QIZ
soit
0 w, —Ww,
Q= —w, 0 w,
w, —w 0

Le vecteur w est le vecteur adjoint du tenseur antisymétrique 2. En notation indicielle on a:

Qij =

w=Le
i 2Tk gk (1.10)
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3 Calcul vectoriel et analyse vectorielle

3.1 Calcul vectoriel
Le produit vectoriel

-

c=daAb
s’écrit en notation indicielle

- —

ce = szjka].bkei

On peut montrer que
(a/\b)/\c:(a-c)b— b-c)a

(ond) (e nd)= (-85 d) - (55

‘3.2 Analyse vectorielle

On note d’une virgule la dérivée partielle, soit ,i = ai Les opérateurs exposés dans cette partie seront
x

i

exprimés dans un repere cartésien orthonormé.

* Soit f une fonction scalaire

Le gradient d’une fonction scalaire est un vecteur

of
oz

1
of
oz
of
B,

grad f=Vf=f ¢ =

Le laplacien d’une fonction scalaire est un scalaire

2 2 2
8]:+6]:+8]:
Oz, Oz, Oz

3

Af=1 =

* Soit v un vecteur

La divergence d’un vecteur est un scalaire

dv, Ov v,

2

Oz, Oz Oz,

2

Divvzvh =

Le rotationnel d’un vecteur est un vecteur

81}3 dv,

Oz, Oz,

- - - R dv, Ov,
rotv=VAv=¢g v € = -
s dz, O

dv, Oy,

Oz, O,

Le gradient d’un vecteur est une matrice

Golay - Bonelli -16 -



dv,  Ov, Oy

Oz, Oz, Oz,

- L dv, Ov, Ov,

Vv=uv € Q¢ =
Mo Oz, Oz, O,
81)3 81)3 81)3
Or, Oz, 8x3
Le laplacien d’un vecteur est un vecteur
821)1 821}1 821}1
+—L+

oz} Oz, 0z

- . 821)2 821}2 821}2
A v= 1 i = 2 + 2 + 2
7 oz, Oz, O,

2 2 2
0 v, N 0 v, N 0 v,
8:312 8:3; ox?

* Soit 7' un tenseur du second ordre

La divergence d’un tenseur est un vecteur

0T, 0T, 9T,

Ox Ox

1 2

ox

3

= 0T, 9T, 0T,

LR Oz, Oz,
o1, 0T,

oz,

3

L 0T,

Oz, Oz,
* Quelques formules utiles

Dz’v(fé):szuZ+Z-ﬁz'f
Dw(ZAZ) —b-rota—a-roth
Div(r;t;) =0
r;t(ﬁf) =0
M(fg)= fmg+g%§f
r;t(f;): fr;t;+MfA;
Dzu(ﬁif):Af

r;t (r;t ;) = grad(Div;) — A;

81:3

‘3.3 Transformation d’intégrales

AV
sz
AUS

Notations tensorielles

Soit 2 un domaine borné et 92 sa frontiére, de normale n .

Soit ¢ une fonction scalaire, alors
ff[m@s nds = fffszgr&d ¢ dv

Soit A un vecteur, alors

ff[mz'; ds = fffsz Dz’v(Z) av

-17 -
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Soit E un tenseur, alors
ffag}';l s = ffoDzv(E) av

Soit 02 un domaine plan de normale n , de frontiére I" . Soit U un vecteur défini sur ce domaine. Si 7 est le
vecteur unitaire tangent a I, alors

[[rotU)-ndS = [[U-Tdl
Tous ces résultats sont issus du théoréme de la divergence

ffﬁﬂtjklnl s = fffn tjkLl av

4 Formules essentielles en Mécanique des Milieux Continus

4.1 Coordonnées cartésiennes orthonormées

OM = zé, +ye + ze,

ey o o o
Soit v=vwe + ve, + v.e, un vecteur, alors

dv,  Ov,  Ov,
or Ody 0z
- = Ov ., o v Ov Ov
Vv)=Vv=—="¢€ Qe =v e Qe =|—% l L
or. ' vt or Jdy 0z
dv. Ov. Ov,
or Ody 0z
et
- Ov, —_— - = dv  Ov v
dwv:—’:v..:Tr(gmd(v)):vz;;]: R A s 3
6xi " Oz ay 0z
T Pv . . . R
Av = div (V(v)) = e =v_¢e=Ave +Ave +Ave
ax ax ! LU T vy z z
J J

* Soit f une fonction scalaire, alors

of

grad(f)=vf=2Lz—yz -l
Oz, ' o

0z

et
N 0 0’ 0° 0’
Af:dw(gmd(f)): / =f :—J:+_J:+_{
Oz 0z, " Or Oy 0Oz
= 1111 Tty th
*Soit T = Tij é’i ® é'j = TW Tw Tyz un tenseur symétrique du deuxiéme ordre, alors:
Tzz 112‘1/ Tzz

Golay - Bonelli -18-



et

= a7, _
div(T)=—=>L¢ =T
or. ' Y

J
L
= - ®e
8$k;8$k; ' !

4.2 Coordonnées cylindriques

87111 Ty Tz
Ox oy 0z
oT oT oT
e = - = =
. Oz dy 0z
8sz 2y 22
oz dy 0z

Notations tensorielles

OM =ré +z¢ et

9OM __
or e 90

d(OM) = & dr + rd0é, + ¢ dz
Oe o€, Oe
-0 , —t=0 , —==0
or or or
oe. e, . o€,
o 69 s T 7er s T
00 00 00
e e, 0e€
o0, —t=0 , —==0
0z 0z 0z

*Soit v = v € +v,€, +v.e unvecteur, alors

dv. 1|0v, v,
17, =
or r| 00 0 0z
P pr— 8 8 8
grad(v) = Vo = 9% 1 ﬁ+ 97
or r| 00 ! 0z
a'UZ 1 al}z 8’UZ
or r 00 0z
et
. - - = v Oy 10y
dwv:Tr(V(v)):Vv;[:_7+ R
r Or r 00
- - 0
Av = dzv(V@) =|Av _lﬁ_v_’ g T+ Aw
7’2 00 7'2 !
* Soit fune fonction scalaire, alors
8f d 1 af b afﬂ
grad(f) =Vf oy o T G T e
et
2 2 2
O'f 10f 10 0

Af = div(Vf) = P

2
r

ror 0 5

-19-
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= TT’V‘ Tr9 Trz
*Soit T=\T, T, T, untenseursymétrique du deuxieme ordre, alors:
Tzr Tz€ 1122
oT 1 or, 0T —
T T + rz + rr 00
or r 00 0z r
= oT 6T oT 2T
d“}(T) — or l 00 0z rf
ar r 00 0z r
611” ]' 87;0 6112: 2r
or r 00 0z r
4.3 Coordonnées sphériques
Wzré ol 8OM:a’ l@OM:gw 1 (9OM:g
' or ' r 00 rsinf  O¢ ¢
d(OM) = & dr + 1d6é, + rsin d €,
6_6; -0 , 6_89 -0 , 6_5@ -0
ar or or
o ¢, ~ de,
“—g o, L-—z =0
00 00 00
o¢ o de, o e, = .
== sinfle, , —- =cosbe, — = sintle. — costle,
o) 6 () 6 T
Soit ; =ve +v,e, + voé; un vecteur, alors
dv. 1|0v, 1] 1 Ov
- v H———L =0,
or r|ob o r|sinfd 9¢ ¢
—_— = 10 0
grad(v) = Vv = 9y, 1Y —+w 11 9 cotgfu,
or 00 " r|sinf 0¢
v ov ov
To 1% 1 L——f—cotgﬂv +o
or r 00 r|sinf O¢
et
- - = v, 1 ov, 1 Ovy,
divv =Vv: I = ———l—cotg@
r r r 00 rsinf 0P r
O(sin 0 v
Av. 2 - 1 O(sinbv,) N 1 9y
"o " sinf 96 sinf O¢
- o ov
Av—div(V( ))z Ave—i-l v Y 089 7%
r?| 90  2sin’# sin’6 9o
v,
A’Uc‘, + - 2 Yy -_o
7 sin 6 5‘¢ 5‘¢ 2sin 6
Golay - Bonelli -20-



* Soit fune fonction scalaire, alors

of
or
10f
rad(f) =1 ——=
grad(f) pry
1 or
rsind d¢
et
N o’f 20f 1 of
Af = dw(gmd f ) =—4+——+ —cotgd —+——
() or*  rog* 1’ 96 r*sin’ 0 0¢°
= L I, T,
*Soit T = T T, T% un tenseur symétrique du deuxieme ordre, alors:
]"()7 714)(') CTG)G)
oT oT oT
mpd ey Loy Lo 7, T+, cotgo)
or r 90  rsinf ¢ r‘\ 7 T
= oT, oT oT
dio(T) = ooy 12wy L 2w (T eotgd + 3T
@) or r 00 rsinf O¢ r(( o0 ‘”) g ”9)

oT, +l8TQ9 1
or r 00 rsinf 0¢

4.4 Comment retrouver les formules

or,
LR —(2TMcotg<9 + STM)
o\ :

Notations tensorielles

Nous nous plagons par exemple en coordonnées cylindriques. On note

.
v=1€ 4+, +veE =ve aveci=r,0, zet i=

T z z

0 10

Donc, avec cette convention

0,0

Chercher le gradient d’un tenseur consiste a augmenter I'ordre de ce tenseur, soit

V(x) = (xx) @€
Si on applique cette remarque a un vecteur, on obtient:

V()= (ve), ®¢,

ar’ 7’3975

En n’oubliant pas de dériver les vecteurs de base, car nous sommes dans un systeme de coordonnées

cylindrique,
Vv = L 6O Fu e Qe =0 eQ¢€ +v 6,0
R o 5 i o
- Um' ¢ ® 6_7' + U, 67;0 ® 69 + Yo 9 ® €
- ’UT — - vg — -
=v,;¢ ®€j +7 ) @€ _Ter e,

Pour obtenir I'opérateur divergence, il suffit de contracter doublement avec le tenseur unité d’ordre 2,

div(xx) = V() : ;

soit dans le cas d’un vecteur:

-21-
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div(s) = V(o)1= v+ o=t Q% 100 | Ov
)=V l=y +L=—ryp T 4 704 "=
sy r or r 00 0z

et donc l'opérateur Laplacien pour un scalaire

. e, o 10p 1 0¢
Ap=div[Vp)=¢ +-—L= +-F 4=
4 ( <p) P r 9t ror o0 92

Appliquons maintenant cette méthodologie a un tenseur d’ordre 2.

V(1T) = (17 ®8) ©F
= ];]Lé;,@é‘]@é‘k—‘rj‘;jé:k@g]@é;+I:jg1,®gjk®é;\
= Tij.k%@@%®5k+7Zj5,g®5j®%+%5,;®5m®%
= T ¢ Q¢ Q¢ +£“ ®E Q€ f&* ®E Q€
= 16 Qe 06 L o € e , € e, e,
r., . . T,,
+ "ei®9®9__761®er®e(9
T T

Pour obtenir la trace de ce tenseur d’ordre 3 on contracte les deux derniers indices:

F o . Tr,. T,, T
dv|T|=V(T):1 = T e +-"€ ——"¢ +—¢
LAV r r r r i
6717'7’ + 1 6110 + 6112 1—‘99 + TLT -
= — - = e
87‘ T 89 82 r r r
L |on 101, o1 1, T,)
or r 00 0z r r|?
oT, 10T,

oT T 1.
+ -+ +—= g
or r 00 0z r

On peut donc maintenant retrouver |'opérateur Laplacien d’un vecteur :

Av = dw(vﬂ)

%] T
- o o Vg g Uro r oo Yo * - i o
=0, € €, ——¢€ + € e + €,
’ r r r r r
2 0v, v |, 2 0v. v |, .
=|Ay —=—L——Ll€ +|Ay, +————--"L|¢ +Ave
r 7”2 80 7”2 T 7”2 80 r2 z z
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5 A retenir

Convention de sommation :
V=ve
Produits tensoriels :

u,v u,, u,,

- N 171 172 173
URQ V= uivj_ei X ej =0y WU, U,

u,v u,, u,.

+1  sii,j,k est une permutation paire de 1,2,3
e’:‘Uk = (g, é’,, Hk) =4{—1 sii,jk est une permutation impaire de 1,2,3

0 si deux indices sont répétés

Produit vectoriel :

c=aANb=c_abé
ik i ki

Quelques opérateurs :

—

R N o
. R o .
Dwv:v”, rotv:V/\vzal,v.e, Vv=wv e ®e, Div

S

=T

isJ

gk k., i ] J

En systemes de coordonnées cylindrique ou sphérique, mieux vaut utiliser un formulaire !

Notations tensorielles

-23-

Golay - Bonelli



MMC

Golay - Bonelli

-24-



Cinématique

CINEMATIQUE

1 Le mouvement et ses représentations

1.1 Configuration

L'espace physique est rapporté a un repere orthonormé direct (O,¢€,,¢,,¢,). L'ensemble des particules ou

points matériels constituant le milieu continu étudié, occupe a chaque instant t, un ensemble de positions dans
I'espace: c’est la configuration du systéme a l'instant ¢, noté ﬁ(t) (d’intérieur Q(t) et de frontiere 9Q(¢)).

On introduit aussi la notion de configuration de référence: c’est la configuration particuliere du systéeme a un
instant ¢ fixé. Souvent on prendra §_20 = (0), et on parlera alors de configuration initiale.

Toute particule M de S_)O est repérée par son vecteur position )?(t) dans la configuration de référence. Toute

particule M de K_Z(t) est repérée par son vecteur position Z(¢) dans la configuration actuelle (a I'instant t).

1

)

Figure 1 : Configurations de référence et actuelle
La position de chaque particule M sera donc déterminée si on connait sa position dans la configuration de
référence et une fonction ® telle que:

i(t) = (X¢) (2.1)

—

® définit le mouvement par rapport a (O,¢ ,e ,€,). On devra donc déterminer trois fonctions scalaires, telles

77107203
que:
7, =® (X, X, X,.1)
x, = ®,(X,X,,X,,1) 2.2)
z, = ®,(X,,X,,X,,1)

Dire que le milieu est continu, c’est dire que ¢ est une fonction continue et biunivoque de X . On supposera
que ® est différentiable. Le déplacement par rapport a la configuration (_20 , alinstant ¢, de la particule M est

le vecteur

QX6 = F(X, 1) - X (2.3)
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1.2 Variables de Lagrange et variables d’Euler

Une grandeur attachée a une particule (masse volumique, vitesse,...) peut étre définie,

- Soit en fonction de X et ¢ : variables de Lagrange
- Soit en fonction de 7 et ¢ :variables d’Euler

Le vecteur vitesse d’une particule M est défini par

—

(E.H = dOM _ 09(X,1)

dt ot (2.4)

Le vecteur accélération d’une particule M est défini par

— o AV(Xl) PRt
T 25

1.2.1 Trajectoire
On appelle trajectoire d’une particule, la courbe géométrique lieu des positions occupées par cette particule au

cours du temps. T(t) = CIJ(X t) est une représentation paramétrée en temps de la trajectoire. Par définition

de la vitesse,

~ _ JOM dz,_ dx,_ dz, .
V(x’t)ZTZd_tleleEe?Jr_d%

les trajectoires peuvent étre obtenues par la résolution des trois équations

dz, B dz, B dz, _
Vi (2, x,,,,t) B V(2,2,,2,,1) Vg(:cl,:cg,:vs,t) B (2.6)

17727737

1.2.2 Lignes de courant
A un instant donné, on appelle lignes de courant du mouvement, les lignes qui sont en tout point tangentes au

vecteur vitesse de la particule située en ce point. Soit pour ¢ fixé, deux équations:

dx dz, d:v3

1

V(z,z,,z,,t)  V,(z,z,,z,t) V,/(r,z,2,1) (2.7)

17727 17727732 17727732

Remargue: Pour un mouvement stationnaire (ou permanent) V(Z,t) = V(Z). Les lignes de courant et les
trajectoires sont confondues.

1.3 Dérivées particulaires

1.3.1 Définition
Lorsque I'on suit une particule dans son mouvement, la grandeur A attachée a la particule ne dépend que de
t. Par définition, on appelle dérivée particulaire de A a lI'instant ¢, la dérivée de A par rapport a la seule

variable ¢.

En variables de Lagrange: A = A(X,t)

_(Xat) ( 7t) (2.8)

En variables d’Euler: A = A(Z,t)
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o 0A 0A
dA(Z,t) = — (Z,t)dt + — (2, t)dx.
(:0) = g (B + 5 G

dA A A da;

—(Z,t) = —(Z,t) + —(Z,t)—

dt( ) 6‘15( ) 81’].( )dt

dA 0A ., 04

—(x,t) = —(z,t) + —(z,t)V.

dt(w) 8t(fﬁ) ax(fﬁ)]
ou encore

dA  0A [z

—=—+(V-V]A

dt ot +( ) (2.9)
1.3.2 Application a I’accélération

- dVED OV (~ )~

I'z,t)=———=—+(V-V|V

== = " (2.10)
que I'on peut également écrire

- 7 —2 -5 - —

I‘(:f,t):a—VJerV +roaVAV

ot 2

2 Déformation d’un milieux continu

2.1 Notion de déformation

On dira qu’un milieu continu en mouvement subit des déformations si les distances relatives des points
matériels varient au cours du temps.

En différenciant (2.1), on obtient:

S = L 00
di(t) =V o dX dre =——dXe
11 aXJ ]t

On note F' I'application linéaire qui fait passer de I'espace vectoriel dans lequel peut varier dX dans I'espace
vectoriel ol varie a priori dZ. Cette application linéaire, appelée tenseur gradient ou application linéaire
tangente, permet donc le passage de la configuration (‘20 a la configuration ﬁ(t).

20,
a0(t)

RN,

ol

Figure 2 : Application linéaire tangente

En notation indicielle,

Oz, Or, Oz
0X, 0X, 0X,
0P oz = O0x, Oz, Oz,
T o = oo soit F= (2.11)
6‘Xj 6‘X}. 0X, 0X, 0X, .
0z, Oz, O,
0X, 0X, 0X,
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2.2 Tenseur des déformations

2.2.1 Définition
Le tenseur gradient décrit la transformation locale au voisinage d’une particule donnée. Afin de rendre compte
des déformations, c’est a dire des changements de forme autour de cette particule, on s’intéresse a |’évolution

du produit scalaire de deux vecteurs matériels pris respectivement dans les deux configurations f_z“ et S_)(t) .

Considérons trois particules voisines X , X + d)z, X + ax'. Apres déformations, elles occupent dans ﬁ(t)

les positions respectives 7, 7 + dZ , © + dZ’ .

A1)

Figure 3 : Notion de déformation

7 - dz’ = [E()?, t)df(] : [E(f(, t)df(’} =

Oz,
dX
ox.

ax/k- dX/
ox', '’

d’ol sa variation autour de la transformation

I > =, |0z, 61:}: , ,
Az -dz' —dX -dX' = | "k _§ |dX dX' = [FF —5,]dx,dX,
aX aX/ ij i J ki~ kj ij i J
g J
soit
47 -d7' —dX - dX' =2 dX e dX’
en posant

F (X)) F(X,t) - 1] (2.12)

L’application linéaire ¢ est appelée tenseur des déformations. Cette application est symétrique mais dépend

bien sir de la base (0, €,,€,,€,) initialement choisie.

2.2.2 Remarques

* §’il n'y a pas de déformations, alors ¢ = 0 (et inversement).

= =T =

* = F F estappelé le tenseur des dilatations. Ce tenseur est symétrique.

On peut démontrer:

Théoréme 1: Les valeurs propres de C' sont strictement positives.

Théoréme 2: Det[F] >0 Vit

Théoréme 3: ¢ est symétrique et posséde les mémes vecteurs propres que C .

* Variation de longueur

Soit dX = dX = di, ¢, et |z = di, alors
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dF - di' — dX -dX' = di’ —dP =2 dX e dX' = 2dPe

ou encore, si les déformations sont petites

dl dl—dl
— =\J14+2 =~1+e —e = 0
dl xrr xr xTr dl

0 0

€, représente au premier ordre la variation de longueur dans la direction z .
* Variation d’angle

soit dX =di, € , dX = di, €, alors

0 "z

0% - di —dX - dX = cos6dldl' =2 dX ¢ dX' =2de,

Oou encore,

2e, =cosOy1+2e 142

donc € représente au premier ordre la variation d’angle entre les directions z et y .

2.2.3 Autre écriture
D’aprés (2.3) et (2.1)

= P = ou
F(Xt) = —(X,t) = 1 + —(X,1)
0X 0X
soit
- 1 8: p—— T 8_
e =~ o= (X,t) + 0% (X,0) + DU (X)X )
210X X ox 0X (2.13)
ou encore en notation indicielle
1| Ou. 3U7. Ou, Ou,
g, == =+ — :
Y2 8Xj 0X, 0X, 8Xj
2.2.4 Cas des petites perturbations
. o= ou .
Cette hypothése correspond au cas ou ”u(X, t)” et ﬁ(X’t) sont petits.
En reprenant (20) et en ne retenant que les termes d’ordre 1, on obtient:
= _1 E(X t) +ET(X t)
enrr 9l gx " o ’ (2.14)

0X
ou encore en notation indicielle

1

Eoupp = 5

8u7_ + 8uj
oX,  0X,
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2.3 Conditions de compatibilité

A tout déplacement % on fait correspondre une déformation ¢ . On peut aussi se poser le probléme inverse.
Ce probléme est dit ‘probleme de compatibilité géométrique d’un champ de déformation’, ou encore ‘probléme
d’intégrabilité d’un champ de déformation’.

Les conditions de compatibilité peuvent étre établies dans le cas général, cependant nous ne les établirons que
dans le cas des petites perturbations.

Décomposons maintenant le gradient des déplacements en une partie symétrique ¢ et une partie

antisymétrique w .

au = =
—(X,t) = e(X,t) + w(X,t
LX) = (X ) + w(X.0)
w==|oo(X 1) - O (X)) w, =t
210X X Y 2 an aXi
Ona
wzj,k = skm 76;1”

soit en dérivant une nouvelle fois

wo =w 75kl dans {1,2,3}

ij,kl ij.lk

Vinkl e +e  —¢ e =0

ikl i Sikgl gLk (2.15)
Oou encore

2¢e =e + ¢

2393 13,22 22,33 + permutation circulaire

Six équations

€305 T €931 ~ 1233 ~ Ea3m + permutation circulaire

Réciproquement, si ¢ vérifie (2.15), alors les formes différentielles

| da

dw, = [Ekm T Cik

k

sont exactes; elles permettent donc de construire le champ w de tenseur antisymétrique. On vérifie ensuite
gue les formes différentielles

du, = [wm + sik] dz,
sont exactes, d’ou la possibilité de construire un champ de déplacement #(X,¢) défini dans §_20 .

3 Transport, dérivées particulaires

3.1 Transport d’un volume

Soit dQ2, un élément de volume de la configuration de référence, défini par trois vecteurs dX ,dX,,dX,.Parla

transformation, ces trois vecteurs se transportent en trois vecteurs dz ,dz,,d7, qui définissent dans la

configuration actuelle un volume df2.
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Figure 4 : Transport d’un élément de volume

Le volume df) est représenté par le produit mixte des vecteurs d7,,dz,,d7, :

dQ = (di, A d7, ) dF

3
donc

dQ) = o d:vu dx% d:vgi

Or, d’apres (2.11)
dQ) = € F.p qu F Xmp dqu X,

: i i

et, d’apres (1.9)

Q0 =e, del(F)dX,, dX, dX, = del(F)(dX, AdX,)-dX,
donc en définitive

dQ = Det(F) d, (2.16)

3.2 Transport d’une surface orientée

Soit dS un élément de surface de la configuration de référence de normale N . Par la transformation, cette
surface se transporte en une surface dsde normale 7 dans la configuration actuelle. En considérant un

vecteur V dans la configuration de référence qui se transporte en un vecteur ¥ dans la configuration actuelle,

on peut définir I'élément de volume (dS N)-V qui se transporte en un élément de volume (ds 71)- v .

Figure 5 : Transport d’un élément de surface

D’apres (2.16)
ds -7 = det(F)dS N -V

et comme avec (2.11)

V=detFdS N-V
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on obtient finalement
= =T

dsn=det(F)F dS N (2.17)

3.3 Dérivée particulaire d’une intégrale de volume

Soit K(t fffﬂ(t) Z,t) d2, une intégrale de volume sur le domaine () dans la configuration de référence.

Pour en déterminer la dérivée temporelle, nous devons au préalable exprimer K(¢)sur la configuration de

référence pour "passer" la dérivation sous l'intégrale. En effectuant le changement de variable (2.1), et en
utilisant (2.16)

42 = Det(F ) dQ, = J d9,

on obtient

= JJJo, K t)J dS,
puis
kd—J] as)
dt

0

dK dk
_t = fffszn [E

A ce stade nous devons expliciter d.J / d¢ . En utilisant les notations indicielles, et en particulier les symboles de
permutation, on a:

J:detE:éa €

e FFF
ik " pgr= ip~ jq kr

soit
a7 la.ke ~F F.
dt 2 gy
or
OF, _2eX0)_ 0 |90 0 (V(X.0) = o (v,@,1)) 2
ot otoXx, oX |ot| ox V' oax VU ox X ox "
donc
ﬂ:lglkg ‘_" ) F;\
dt 2 ko par axl P9 T
mais
e FFF =€ detF
prgr tp o Jq
soit
v 0 = Owv
4L o O ger =6, der =2
d 2" 7 0z 8:cl oz,
dJ S
— =J divv
dt (2.18)

En reportant dans I'expression de dK / dt

= IIf,, [ J+kJ dwv] dQ,
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puis en exprimant I'intégrale sur la configuration actuelle, on obtient finalement

= [Ty + k dwv] a0

(2.19)

En utilisant les égalités suivantes,

dk _Ok vk
dt ot

div(kv) = v - Vk + kdivy

on peut écrire (2.19) sous la forme

= fffﬂ

+ dw(kv)] ds)

ou encore, en utilisant le théoréme de la divergence

dK ok oS
E = fffsz(oa 2 + ff[m(t) kv -7 dOSY

Application fondamentale: conservation de la masse

La masse d’un systeme matériel qu’on suit dans son mouvement reste constante.

M= [ff,, platde M _,
et gt

ol p est la masse volumique. On a alors:

dp-i—p divi =0 @—i-div(pﬁ)zo

dt ou ¢ (2.20)

3.4 Dérivée particulaire d’une intégrale de surface

Soit K(t ffE ® (Z,t)-n d¥, une intégrale de volume sur le domaine X(¢) dans la configuration de

référence. Pour en déterminer la dérivée temporelle, nous devons au préalable exprimer K(¢) sur la
configuration de référence pour "passer" la dérivation sous l'intégrale. En effectuant le changement de variable
(2.1), et en utilisant (2.17)

==

dZn—det( JEdY, N

on obtient
=-T
= [J, (X 0] F s, N
puis
- —_— d =-T .
—ff JF N+k£JF N|ds,
=-T
on doit donc calculer dF' /dt
=1 = =1
=-1l= = = =1 = —1 1
Fr-1 - ® pipd_o o 4 _ % dFF
dt dt dt dt
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dF = dv. 0X L Ov 297 — Vi
— d e =—re ®e. =Vv
dt 6Xk oz, ' ! 8::3]. ! !
donc
=-T T
—1 —T
A p Vil =V F
dt
et
=- =-T =T
- — —_— + 10U v
Cg: E‘;IZJFN de F N— kJVTﬂF NdE
K dz ST g T =7T"
— = — wuk—k-V'ou
ffz dt+d k—k-V'ul|JF NdZO

puis en exprimant I'intégrale sur la configuration actuelle, on obtient finalement

-

—|— divv k Vi

- —

k|- ndX

—ff

(2.21)

en utilisant la dérivée particulaire, (2.21) s’écrit

-

——ffz(,)[ +divi k+Vk© -V k| ndy

—

= Jso| 5, ndX

—i—rot(k:/\v)—i—v dwk

car

ﬁt(ém?) — Fdivi — idivk +VET -V k
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4 A retenir

On appelle Variables de Lagrange le temps et la position initiale : X ett

—

On appelle Variables d’Euler le temps et la position courante : 7 et ¢

Dérivée particulaire
dA 0A (=
—=—+ (V . V) A
dt ot
Application linéaire tangente
o

F="igge
ox

Tenseur des déformations

o™l

1?%&&3Xﬁq

Tenseur des déformations sous I’hypothéese des petites perturbations
= l/or- S
€= —(V u+ Vu)
2
Transport d’un volume

dQ = Det(F) d,

Transport d’une surface

= =-T

ds 7t = det(F)F dS N

Dérivée d’une intégrale de volume

dK
E = fffsz(t)

ok | dw(ka)] o
ot

Dérivée d’une intégrale de surface

-

dK dk L7 B B
E:ffm) E—&—dka—Vv k| -nd2

Cinématique
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Equilibre

EFFORTS DANS LES MILIEUX CONTINUS

1 Définitions

1.1 Forces

Elles résument les effets mécaniques, autres que cinématiques, exercés sur le milieu continu considéré par le
reste du domaine physique. Leur schématisation a chaque instant repose sur la définition d’'un champ de

vecteur 5(57 t) et d’'une mesure positive w, définis sur la configuration actuelle Q(t). 5(57 t) est une densité
de force pour la mesure w.

*Si w est une mesure de volume, alors ®(Z,t) est une force volumique (densité volumique de force) définie
dans 2 (t) de la configuration actuelle, par la fonction

—

fi ZeQit)— f@@ e R

* Si w est une mesure de surface, alors ®(Z,t) est une force surfacique (densité surfacique de force) définie

sur 9Q ,(t) de la configuration actuelle, par la fonction
F: Ze€dQ,(t)— F@t)e R’

* ..etc...

Remarques:

* Les forces sont définies sur la configuration actuelle.

* A un instant donné et en un point donné z de 9Q)(¢), on ne peut imposer a la fois le déplacement et la force!.
Mais I'un des deux doit étre imposé. On note 0Q ,(t) la frontiere ou la force est imposée, et 99 (t) la

frontiere ou le déplacement est imposé. Dans le cas des appuis mobiles, les composantes non imposées
cinématiquement le sont pour les forces

* Le monde extérieur au milieu considéré doit, pour imposer le déplacement U(¢) au bord 09, (t), exercer

des forces que nous noterons R(Z,t¢). Comme elles sont a priori inconnues, nous les appellerons réactions
pour éviter de les confondre avec les autres forces qui, elles, sont données.

‘ 1.2 Vecteur-contrainte et tenseur des contraintes

1.2.1 Contrainte de Cauchy

Soit un corps (C) en équilibre par application d’un systéme d’actions mécaniques
extérieures. Imaginons qu’une surface ¥ divise (C) en deux parties (1) et (2). La
partie(1) est en équilibre sous les actions mécaniques extérieures qui lui sont

appliquées et les actions mécaniques exercées par la partie (2). Nous admettrons que

sur chaque élément de surface d> de X, (2) exerce sur (1) une force dﬁ'(i, t, ﬁ)l/Z de

densité superficielle T'(Z,t, 7).

dF (i,1,7),, = T(Z,1,71) dS

(3.1)
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T(Z,t,7) est le vecteur contrainte au point z, relativement a la facette d> définie par son vecteur normal 7 .

La densité surfacique de forces exercées en x dépend de z, ¢ et aussi de l'orientation de la surface > au

voisinage de z. Elle est linéairement dépendante de n . On introduit alors I'application o telle que:

T(@,t,n) = o(Z,t) n (3.2)

L'application o(Z,t) s’appelle le tenseur des contraintes de Cauchy en z a I'instant ¢; il caractérise, dans la

configuration actuelle, les efforts intérieurs de cohésion exercés sur une partie du solide a travers I'élément de
surface n dX

1.2.2 Autre écriture du tenseur des contraintes
En utilisant (2.17), (3.1) devient:

- —

dF[#(X,0),t,n(N,8)| =TI N(X) dS

ou II estle tenseur

—

(X,t): NeR —IX,LN)=I(X,)N ¢ R’
défini par
= ==-T

I(X,t) = (det F) o F (3.3)

Cette application linéaire TI(X,t), définie pour X € (_20 , S’appelle le premier tenseur des contraintes de Piola-

éme

Kirchoff en X a l'instant £, la composante H”. est lai composante du vecteur contrainte exercée sur la

déformée d’une surface unité, normale a éj, de la configuration de référence. On prendra garde au fait que le

tenseur II n’est pas symétrique.
Si maintenant on cherche le vecteur "force de cohésion" dans la configuration de référence

=-1 — [

dF, (} L N) —F (X,8) dF[2(X,0),6,n(N,1)| = § N(X) dS
ou g est le tenseur défini par

-1=

IT

Nl
Il
=l

(3.4)

Cette application linéaire S(X,t), définie pour X € (_20 , S'appelle le second tenseur des contraintes de Piola-

+ éme

Kirchoff en X a l'instant ¢. Attention, sa composante Sv. n’est pas la i composante du vecteur contrainte

exercée sur la déformée d’une surface unité, normale a é’j, de la configuration de référence, mais seulement la

s eme

i "¢ composante de son transporté dans la configuration de référence.

Selon le jeu d’écriture adopté, on a donc trois descriptions des contraintes:

= =\l ==T =\l ===r
U—[detF] IIFr —[detF] FSF (3.5)
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2 Equilibre

2.1 Le Principe des Puissances Virtuelles (Germain 1972)

Pour schématiser les efforts mis en jeu, il est commode d’imaginer des mouvements fictifs (ou virtuels) et
d’analyser le travail ou la puissance qui en résulte. Par exemple, pour évaluer les forces de gravité agissant sur
un objet, on peut imaginer de le soulever (mouvement virtuel de bas en haut).

Un milieu matériel étant isolé, on peut distinguer les actions extérieures qui agissent sur le milieu, des actions
intérieures qui représentent les liaisons existant entre toutes les parties du milieu.

Axiome d’objectivité
La puissance virtuelle des efforts intérieurs associée a tout mouvement rigidifiant est nulle.
Axiome d’équilibre

Pour tout milieu matériel repéré dans un référentiel absolu, a chaque instant et pour tout mouvement virtuel, la
puissance virtuelle des quantités d’accélération Ha est égale a la somme des puissances virtuelles des efforts

intérieurs HZ, et des efforts extérieurs HC.

2.2 Puissance virtuelle des efforts intérieurs

Soit un milieu continu §(t) d’intérieur Q(¢) et de frontiere 052 (t). Isolons maintenant un domaine X(¢) de

frontiere 9 (t) intérieur a Q) (t), et soit 7 la normale en un point de 9% (t) . A un instant ¢ fixé, un mouvement

virtuel défini par une vitesse virtuelle §v est appliqué a X(¢). Cette vitesse est supposée continue et
continment dérivable sur X(¢).

Pour déterminer la puissance virtuelle des efforts intérieurs nous ferons les hypotheéses suivantes:

* II, admet une densité volumique p :
I = fffz p, dz

* 11, est en chaque point une forme linéaire des valeurs en ce point de dv et de ses dérivées premieres:

En décomposant le gradient des vitesses virtuelles en une partie symétrique 6D et une partie antisymétrique

W,

9 _5p 4 ow

oz

L1 ey | sy _ L[0%n 0%y
2 6I E v 2 6Ij 6I7
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6:D _1|d%w e 661; D — Db, N dbv,
61:1, oz

1
2 313 (9:6 vo2

la densité volumique des efforts intérieurs devient:
p, = AV + BU.(?Wﬂ — UU(SDﬂ

Le premier axiome du principe des puissances virtuelles impose que pour tout mouvement de solide rigide la
puissance des efforts intérieurs soit nulle. D’ou:

- Soit un mouvement de translation: v = 0, W =0 et 6D =0

alors

= [ffp, de= [[fA-dvde=0 VS @
ans

— —

soit Z~6;:0 A 6;),ou encore A =

- prm—

- Soit un mouvement de rotation: v =0, W = 0 et 6D =0

alors

= [[fp, de= [[[.B:6W dz=0 VT @
ans

soit B: W =0 V W, ou encore E 6

Donc en définitive:

I =— [[[.o:6D dx (3.6)

On peut montrer que le tenseur ¢ introduit ici correspond bien au tenseur des contraintes de Cauchy.

2.3 Puissance virtuelle des efforts extérieurs

Les efforts extérieurs comprennent

- des efforts exercés a distance par des systémes extérieurs a €2, supposés définis par une densité volumique

de forces ;” ,

- des efforts de cohésion schématisés par une densité surfacique de force T' sur 0%

2.4 Application du Principe des Puissances Virtuelles

Si v est I'accélération et p la masse volumique de chacun des points de }_, alors

-5;daz

=L M o0 de = 11,22

Yt div( pv ® v)

= JIJ

p——ﬁ—v? —|—va v+dzv(pv) ] S dz

et en utilisant la conservation de la masse (2.20) et la définition de I'accélération (2.10)

= fffzp - dv dr (3.8)
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En application du Principe des Puissances Virtuelles on obtient:

—[ff,o 6D dz+ [[f,f-6vdn+ [[,,T-6vdz = [[f,p~-bvda (9)

Pour exploiter le fait que (3.9) est vérifié pour tout mouvement virtuel, nous allons faire apparaitre év dans
chacun des termes.

En appliquant le théoréme de la divergence, le premier terme devient:

lfy s D da = [ff, % do=— [[0-60-nde+ [[f.div.o- 60 de
Soit:
ffax[? - :.E] b0 dx+fffz[} tdivo - ;ﬁ].éi de V6
Ou encore
Fr dw; — oy dans T
T—on  surdy (3.10)
2.5 Equilibre

En considérant les développements du paragraphe précédent et en se ramenant au domaine )(¢), nous
pouvons donc écrire les équations d’équilibre d’un solide soumis a un champ de forces extérieures f dansQ(t)

, @ un champ de forces extérieures F. sur 0Q(t) et a un déplacementimposé U: sur 09, (t).

Dans la configuration actuelle:

f@,t) + div o(m,t) =0 ¥z e

(3.11)
= Fu(zt)  Yzeon,()
o(z,t) -n(z,t) =1
Rlat)  Vaed,) (3.12)

Dans la configuration de référence:

De méme, si on note f,, Ry et F, les densités volumiques et surfaciques de forces mesurées dans la

configuration de référence:

fo(Xot) + div JI(X, 1) = 0 Vzeq, (3.13)

= — - -1
T Nix. = |Fo@d Ve 09,00
R\ t) Ve GQOU

(3.14)

Cas des petites perturbations

Reprenons (3.10), en I'exprimant en fonction de X

f (x(X, t),t) + ?(x(X,t), t)=0 vV x(X,t) € Q1)

¥ do;
£ (2(X, 1)) + X

k

0X
(X, 1) —5(X,t)=0 VXeQ
5‘:1:]
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OrRX¢ﬁ4}+;un)mn§§uuy= +g§@%)

=1l

On peut donc écrire I'’équation d’équilibre sous la forme

J— -1

ﬂaxwﬂ+§ﬂ¢Xﬂi+QQXﬂ =0 VXeQ
i o ox oxX 0

k

kj
Sous I'hypothése des petites perturbations, on peut alors écrire:

— -1 R

= Ou = Ou
14+ —(X,t =1———X,t
aX( ) 8X( )
soit
80’.. 8u
(2(X,0),t) + —2 (X, 1) |6, ——(X,t)|=0 VXe
f;(CE( ) ) aX]‘( ) jk 8X7( ) 0

Enfin, en ne retenant que les termes d’ordre 0, et apres avoir effectué un développement de f, au voisinage de

X, on obtient:

Oo .
ij

“Xﬂ+0Xf&ﬂ:0 VXeQ

soit

—

f(Xt) +div o(X,1) =0 Vzeq, (3.15)

Le raisonnement qui a permis de remplacer f(ac(X7 t)) par f(X, t) , permet aussi de remplacer F'.(z(X,t)) par

F.(X,t) et R(z(X,t)) par R(X,t).Donc, comme condition sur la frontiére on obtient:

—

= - Fe(X,t) VXEGQOF
o(X,t)- N(X,t) = |~ i1
R(X ) VX €00, (3.16)

2.6 Autre présentation: Principe fondamental de la dynamique

(3.10) revient a écrire le Principe Fondamental de la dynamique. Dans un repeére galiléen, pour tout systeme X
, le torseur dynamique (dérivée par rapport au temps du torseur cinématique) est égal a la somme des torseurs
des actions intérieures. Soit:

d .~ d .~
— [vdm =—[vpdX
dt;[ dtL[ P

dvp
dt

~+ v pdivy | dX

—

dv ~dp - .~
= — +v— + v pdivv |dX
Jlp T v T

ax

dp .
— + pdivv
i’ ]

=[|lpy+v
z

donc avec la conservation de la masse
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4 Sdm = [ prds
— [ fdS + [ ondds
z o

et le théoreme de la divergence
[ pydS = [ fdS + [ divodS
z P P

on retrouve le bilan de la quantité de mouvement

dive + f = py
L’équation de bilan sur les moments du principe fondamental de la dynamique s’écrit:

-

— du - == YV,
JIfoMA— dm = [[,; OM Ao -n da+ [[J;OM A f d (3.17)

3 Quelques propriétés du tenseur des contraintes

Dans tous les développements a venir, nous nous placerons dans le cas des petites perturbations pour un
solide en équilibre. En conséquence, nous omettrons les variables z et t.

3.1 Symétrie du tenseur des contraintes

On sait que
ffooTwA(p; - }) dz = [f,, OM Aon de
soit en notation indicielle

fffn Eat; (p’yk - Ji) e de = ffosz EaT;Ou™ ¢ dv

puis, par application du théoréme de la divergence

e, dr =0

fffﬂ \Eijk:mj (p'yk, - JZ) - 8i (gijkmjgkd)
z,

fffﬂ[gijkmj(pﬂyk - ]3« - Uku) - Eijk:o—kj} ¢idr=0

et par application de I'équation du mouvement

[f],e0.€ dz =0 v Q(t)

ik ki
c’est a dire

e o.=0 Vi

ik~ kj
ce qui implique

81230-23 + 81320-32 = 0 82130.13 + 6231031 = 0 83120-12 + 63210.21 = 0

10, =0y, = 0 —0, 1o, = 0 to, =0, = 0
donc en définitive
o =0
Pq qp

Le tenseur des contraintes est symétrique
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‘3.2 Contrainte normale et contrainte tangentielle

Considérons une facette de normale n . Tout naturellement, le vecteur contrainte

— —

T(n) peut étre décomposé en une composante normale o, et une composante

tangentielle 7.

o =T(m)n=n-on 518
et
4 B e e e a19)

On dira que o est positive en traction et négative en compression.

‘3.3 Directions principales, contraintes principales
La matrice représentant le tenseur des contraintes est symétrique, elle est donc diagonalisable. Les valeurs

propres sont réelles et appelées contraintes principales (a[,aH,am) . Les vecteurs propres, orthogonaux deux

a deux, sont les directions principales (ﬁ]a ﬁmﬁm) .On adonc:

.n[

) UI[I = T(n 11

o, = T(ﬁl) ’ ﬁ[ Oy = T(ﬁn) 7 HI)

1

3.4 Invariants
Le tenseur des contraintes posséde trois invariants définis mathématiquement comme les coefficients de

I’équation caractéristique det[a -« 1] . C’est a dire les quantité scalaires:

X = Tr(o) (3.20)
1 = =,

2, =5 |Tre) —Tr(e ") (3.22)

Xy = Det(;) (3.22)

Exprimés en fonction des contraintes principales, on obtient

E = 01 +0-11 +0-111

1

E11 = 01 UII + UIIUIII + U[IIUI

EHI = UIUIIUIII

3.5 Cercles de Mohr

Connaissant le tenseur des contraintes o, on se propose de déterminer le domaine engendré par I'extrémité

du vecteur contrainte quand n varie. Par commodité, nous nous plagons dans une base orthonormée dirigée

suivant les directions principales de ¢ . Soit
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. n, _ o, 0 0 _ n, o,
n=n, , oc=10 s 0 et T=1n, 0,
n3 O 0 U]]I n3 0-111

avec n! +n +nl =1
on trouve aisément

a

n

_ 2 2 2
=on + Oy My + O TL3
et
2 2 2 2 2 2 2 2
T +Un =on +U[[ m, +UUI n

Dans I’'hypothése ol les contraintes principales sont distinctes, on obtient alors aprés résolution du systéme:

2
n? = 7 +(0n B U]])(Gn B UI]])
' (01 - ‘711)(01 - Jm)
n? = T+ (Gn B G])(Un B UI]I)
? (0]] - JI)(UH - U]I])
2
o T +(an - 01)(0n — O'U)
3 -
(JII] - 01)(0111 - JI])
Si on ordonne les contraintes principales de telle sorte que o, > o, > 0o, , alors
= +(Un - U[[)(Un - 0111) 2 0

TZJV(U 701)((%*0111) < 0

n

2
T+, —0)o, —0,) > 0
ou encore
2 2
72 e — Oy + O N Ou =~ Om
" 2 o 2
(3.23)
2 2
72 e — o, + O < Oy =0y
" 2 - 2
(3.24)
2 2
2 4lo _01+0u > 0, =0y
" 2 - 2
(3.25)
- Dans le plan de Mohr, I'extrémité du vecteur contrainte, d’apres (3.24), est donc
intérieure au cercle centré sur Oo d’abscisse (o, +0,)/2 et de rayon
(6,—0,,)/2. Par contre, d’aprés (3.23) (res. (3.25)), I'extrémité du vecteur
1 g, J\! contrainte est extérieure au cercle centré sur Oo d’abscisses (o, +o0,,)/2
>
o (resp.((c, +0,)/2)etderayon (o, —0,,)/2 (resp.(o, +0,)/2).
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Description des Cercles principaux:

Nous allons étudier la description du grand Cercle de Mohr. Les facettes concernées

nr R sont paralléles a la direction associée a la contrainte principale o, .
- n
t q On constitue avec les directions I, 111,11 un triedre direct (O,€,,€,,,€,), la normale n
)] de la facette évoluant dans le plan I I11.
Et on définit I'angle § = (I,ﬁ) , etle vecteur ¢ tel que (7,¢,II) soit direct.
On a alors
n = Cost e, +Sind €,

et

—

T'=0,Cosbe +ao, Sinde,
En utilisant les formules de changement de base de (0,€,,€,,,€,,) a (7, t,1I), on a donc

o +o o, —0
o = I ; Jiig i I ; 1 Cos20

9;

—0
r=—-"L " Sin2p
2

™A

Lorsque la facette tourne autour de la direction de la contrainte
/\ principale o, d’un angle donné, I'extrémité du vecteur-contrainte
m tourne sur le cercle de Mohr d’un angle double dans le sens opposé
T 2 o1 > (autour du centre du cercle).
260 O,

[
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4 Exemples de tenseur des contraintes

4.1 Tenseur uniaxial

Equilibre

€ ®e =

O':O'1 1

S © 9
o o o
===

L’équilibre des forces sur la frontiére du domaine nous donne:

2

) T
N\,

Sur ¥, : i = —¢, donc on=Fyet Fy z—aél

>0

]

Sur X : 77 = € donc on = Fi et F1 = o€,

Sur la frontiere latérale les pressions sont nulles.

On se trouve en présence d’un chargement uniaxial de traction/compression.

Si 0 > 0 c’est un état de tension uniaxiale
Si 0 < 0 c’est un état de compression uniaxiale

La direction principale est ¢,

4.2 Tenseur sphérique

_ _ [—» 0 O
oc=—-pl=|0 —-p 0
0 0 —p

Dans ce cas, toute direction est direction principale. La contrainte normale principale est -p. p est appelé la

pression. Si p > 0 on a un état de compression, etsi p < 0 on a un état de tension.

Par exemple pour un fluide au repos:

D’aprés I'équation d’équilibre

div; + p; = 6
—divp} + p; = 6
0

— -

—gradp + pg =
Or,  Oux, Oz,

el p=p,—pIT,

Donc, pour un fluide au repos p + pgz, = Cste.
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5 A retenir

Vecteur contrainte et tenseur des contraintes de Cauchy
T@ 1) =o(@t) 7

Le tenseur des contraintes est symétrique !

Equilibre
fz,t) + div_o(z,t) = 0 V oz e Qt)
= - ]_*'"e x,t Vaxed, (t
J(I,t).n(x,t): ')( ) F()

R(z,t) Yz € 09, (t)

Contrainte normale

—

o =T(n)n=n-o-n

SHl

Contrainte tangentielle

= J[i . ] - [;.E.;]Z
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ELASTICITE

1 Approche expérimentale: essai de traction

Pour déterminer I'évolution d’'un systeme déformable, nous avons déja déterminé les équations de la
cinématique et de la sthénique. A ces équations, il est maintenant nécessaire d’adjoindre une relation
supplémentaire reliant les efforts internes et les grandeurs cinématiques. Cette relation, appelée Loi de
Comportement, dépend du matériau considéré. La construction d’une loi de comportement est basée sur des
observations expérimentales.

Dans ce chapitre nous exposerons le modéle de comportement des matériaux élastiques, sous I’hypothese des
petites perturbations.

Pour effectuer un essai de traction simple sur un métal, on utilise une

F éprouvette cylindrique caractérisée par:
- des extrémités surdimensionnées
- des congés de raccordement (pour éviter les concentrations de contrainte)
S, L L+al une partie médiane cylindrique dans laquelle le champ de contrainte est
supposé homogéne, de traction simple parallelement a I'axe de I'éprouvette.
L’essai de traction consiste a enregistrer I'évolution de |'allongement relatif de la
» longueur initiale L, en fonction de la force de traction F', ou du rapport F' / S
l ,0u S représente I'aire initiale de la section de I'éprouvette.
La figure ci-contre représente un tel enregistrement pour un acier
Plasticité inox. On remarque alors les propriétés suivantes:
, i irréversible _ ; indé ;
7 A Elasticité Le diagramme est indépendant de la vitesse de chargement
s réversible - La partie OA du diagramme est réversible. Si on charge jusqu’a un
Oe VA niveau inférieur a o, alors la décharge décrit la méme courbe OA.
1
: - La partie réversible est linéaire
: - Si on effectue un chargement au dela du seuil o, puis une
0 : décharge, I'éprouvette présente une déformation permanente.
i La partie réversible du diagramme de traction est, par définition,
(: """"""" ) - AL représentative du comportement élastique du matériau. o est la
Déformation u L ) ) ) o
permanente limite initiale d’élasticité du matériau. La linéarité du segment OA A

caractérise le comportement élastique linéaire du matériau.
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2 Loi de comportement élastique linéaire (en HPP)

2.1 Forme générale

A partir des observations expérimentales on peut écrire que les contraintes dépendent linéairement des
déformations. En I'absence d’effets thermique et de contraintes initiales on a:

o(z,t) = Z(x) s e(z,t)

(4.1)

C est un tenseur du quatriéme ordre, dont les composantes sont les coefficients d’élasticité du matériau.

o (zt)=C, €, (1)

ij

En utilisant les propriétés des tenseurs de contrainte et de déformation, on peut montrer que:

c.=C =C_ =C

ijhl jikl ijlk jilk

Le tenseur C', dont la matrice représentative comporte 81 composantes, ne dépend donc plus que de 21
paramétres indépendants.

2.2 Matériau élastique homogeéne isotrope

Toutes les directions sont équivalentes, de telle sorte que la loi de comportement est invariante dans toute
rotation de la configuration de référence. Ce modele s’applique a la plupart des matériaux: acier, béton, ...

Si la configuration est libre de contraintes, alors la loi de comportement s’écrit:

oc=ATr(e)14+2pe 4.2)

ou encore en notation indicielle

o, = Ae O+ 2pe,

kk " ij

Les coefficients matériel A et p, qui dépendent de la particule considérée, sont appelés les coefficients de
Lamé. Leur expression en fonction du module d’Young E et du coefficient de Poisson v/, est

E v E
p=—— e A=—-—"79—4—
2(1+v) 1+v)1-2v)
ou
5 w(3A +2p) ot y— A
A1 20\ + )
avec, en inversant (4.2)
= v = = 1+v=
€= —ETT’(O')]. + Z o 4.3)

2.3 Matériau élastique homogeéne orthotrope

Le matériau possede trois directions privilégiées deux a deux orthogonales. La loi de comportement est
invariante par les symétries par rapport aux plans orthogonaux construits a partir de ces directions. Dans ces
matériaux, on peut classer les toles laminées, les composites tissés, le bois, certains bétons structurés, ...

Dans ce cas on montre que la matrice de comportement est définie par 9 parametres indépendants. Dans le
repére principal d’orthotropie, la loi se met sous la forme:
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i _V12 _VB 0 0 0
E1 E1 El
_V21 L _V23 0 0 0 .
11 E2 E2 E2 11
22 _V31 _V32 i 0 0 0 022
2 _ E, E, E, T3
2e o (4.4)
12 0 0 0 L 0 0 12
2623 G12 O3
2e, 0 0 0 0 1 0 T3
G23
0 0 0 0 0 L
G13

2.4 Matériau élastique homogeéne isotrope transverse

Un matériau homogene isotrope transverse est tel que la matrice de comportement est invariante par toute
rotation autour d’un axe privilégié. En utilisant cette invariance, on montre que seuls 5 parameétres
indépendants caractérisent le comportement. Si I'axe est porté par la direction 3, on a alors:

i Yy TV 0 0 0
El El El
"V i Vi 0 0 0 -
11 E1 E1 E1 11
2 Yy TV i 0 0 0 T2

€33 _ E, E, E, O35

26 o 0o o = o of | @3l

2e,, G, Oy

2, 0 0 0 0 1 0 O3

G13
1
0 0 0 0 0o —
G13

2.5 Caractéristiques de quelques matériaux
Matériaux isotropes usuels:
Matériau E en Gpa v p enkg/l
acier 210 0.285 7.8
fonte grise 90a120 0.29 7.1
aluminium 71 0.34 2.6
béton 10 0.15 2.4
fibre de verre E 73 0.15 2.54
Graphite HM 350 0.4 1.92
résine époxy 3.8 0.31 1.15
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Matériaux composites:

Unidirectionnel Tissu Unidirectionnel Unidirectionnel
Verre/Epoxy Verre/Epoxy CarboneHT/Epoxy |Kevlar/Epoxy
50% 50% 50% 50%

p en g/cm 3 1,87 1,87 1,49 1,32

E, en Mpa 38000 21000 116000 65000

E , en Mpa 11500 21000 7500 4900

v, 0,28 0,26 0,32 0,34

2.6 Criteres de limite d’élasticité

Les critéres de résistance que nous allons définir représentent des valeurs limites pour les contraintes

maximales, et permettent de ce fait de garder un caractere élastique aux déformations.

2.6.1 Critere de Tresca

Il consiste a considérer de maniére indépendante les trois contraintes de cisaillement maximal du tricercle de

Mohr. Soit en fonction des contraintes principales

SUP[JI Oy % T % | — JHI] < 2(70
2.6.2 Critére de Von-Mises
1 2 2 2
\/_ [(01 - U[I) + (01 U[II) + (UH 0111) ] > 9

Oou encore

2.6.3 Critére de Hill
le critere de Hill s"applique dans le cas de matériaux élastique orthotropes

F(Uu - 022)2 + H(Ull - 0:5:5)2 + G(022 - 033)2 + QLU;'; + QMUf:s + QNUfz =1

ou F,H,G,L,M,N sontdes constantes fonctions des contraintes a ruptures.

(4.6)

(4.7)

(4.8)
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3 Le probleme d’élasticité

‘3.1 Ecriture générale
Cinématique : + Equations de compatibilité

ZL = 50(X) sur 8QU

Equilibre :

3.2 Formulation en déplacement

div; + } =0

div (/\Tr(:)? je) 4 f =0

AVITHE) +2 de(z) 4 =0

AV(div ) + pdiv(V u) + pdiv(V u)+ f =0

soit ’équation de Navier

O\ + )V (div) + pdiv(Vu) + f = 0

(4.9)
Remargue: Si on prend la divergence de I'équation de Navier
A+ 2u)A(divu) + div(f) =0
Donc, si le champ de forces volumiques est tel que div} = 6 alors divu est une fonction harmonique.
3.3 Formulation en contrainte
En partant de I'écriture des équations de compatibilité, on peut démontrer les équations de Michell
dio(V o) + ——V(V Tr(0)) + —2—divf I + Vf + V" f =0
(Vo) + 1= VIV Tr(o)) 4 dinf T+ V4 V'] 4.10)
Soit, si le champ de force est uniforme, on obtient les équations de Beltrami.
(1 +v)div(V o)+ V(VTr(o)) =0 (4.11)

3.4 Théoreme de superposition
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— o — —_— o —

Si (U,f,F) et (V,g,G) sont deux jeux de données engendrant respectivement des solutions u et ;, alors
a;+ﬁ; est solution du probléeme de données (aU + GV, af + B9, «F + 6G) (Le probléme est

évidemment linéaire).

3.5 Elasticité plane

3.5.1 Contraintes planes
Dans le cas ou le chargement est dans le plan 12, la structure mince dans la direction 3, on peut faire
I’hypothese que le probléme est plan et libre de contraintes dans la direction 3.

Dans ce cas
= 11(1:17 2) 12(1:17 2) 0
0= 21(I17I2) »(7,2,) 0
0 0 0

et d’apres la loi de comportement

= 511($17m2) 611(:E1,:E2) 0
&€= f521@17% Ezz(mv 2) 0
0 0 E:s:s($17m2)

On remarquera que la déformation suivant 3 est non nulle.

3.5.2 Déformations planes

Dans le cas ou le chargement est dans le plan 12, la structure tres élancée dans la direction 3, sans possibilités
de déplacement suivant 3, on peut faire I'hypothése que le probléme est plan sous I'hypothése des
déformations planes.

Dans ce cas

et d’apres la loi de comportement

= Ull (wl7w2) 012 (wl7w2) 0
0= 021($1’$2 Ty (ml’%) 0
0 0 o, (z,1,)

On remarquera que la contrainte suivant 3 est non nulle.
D’apres (4.3)
1+v v

€3 = E 03375[011+022+033 =0

donc
033 = V[Ull + 022]

Nous allons prouver que les contraintes peuvent étre déterminées par une seule fonction scalaire.

En appliquant I'équation d’équilibre (3.11) ona:
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1011‘1 + Olpn = 0

21,1

donc

El(é(xlvxz) /011 = ¢)2 et 0'12 = _¢‘1
W(z,z,) [ o,=p, et o=,

comme le tenseur des contraintes est symétrique, ona ¢, + ¢, = 0, donc

Ix(z,z,) [o=x, e P=-x,

en définitive on a prouvé

O = Xoao
HX(:EN%) / 9=X11
01, = X12

x est appelée la fonction d’Airy.
Le tenseur des contraintes devant vérifier I’équation de Beltrami (4.11), on a

+o,. =0

Kk,ij

1400,
d’ou
AAx =0

x est donc une fonction biharmonique.

3.6 Thermoélasticité

3.6.1 Thermodynamique : équations de bilan
Jusqu’a présent nous avons utilisé les équations de bilan suivantes:

Conservation de la masse

4P 4 dive = 0
dt

Conservation de la quantité de mouvement
dive + f = py dans Q)

Conservation du moment cinétique (3.17)

Nous introduisons maintenant I'équation de bilan de conservation d’énergie, ou encore le premier principe de
la thermodynamique:

%(E+K):Pm +Q
ou

E'représente I'énergie interne F = fpe dQ) (edensité d’ énergie interne)
Q

K représente I'énergie cinétique K = f%pv-v dQ) (v lavitesse)
Q
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P, représente la puissance des efforts extérieurs P = ff v Q)+ fF v dQ)
2%}

Q représente le taux de chaleur recu @ = fr dQ) — f q-n dS) (gvecteur de chaleur et rsource de chaleur)
Q o0

Par application du premier principe, en utilisant (5.7) on a:
fpd—d9+fpv v dQ = ff vdQ+ [ F de+frdQ [q-ndS
dt Q o0 o0
en utilisant la conservation de la quantité de mouvement (3.9)
fp—dQ fa 6dQ+f7”dQ fq n d9
dt Q a0

Soit, par application du théoréeme de la divergence, la forme locale du premier principe

pe=o0:ec+r—divg

(4.12)
Nous présentons également, sans plus de discussion le second principe de la thermodynamique:
is IR
-_=> f— dQ — f
a oT s T
ou T est la température et S I'entropie. Ce second principe s’écrit sous sa forme locale
. .q T
s+ div=———2>0
P T T (4.13)

ou s représente I'entropie massique

3.6.2 Equation de la chaleur
On peut exprimer |'énergie interne massique e en fonction de I’entropie massique s, de la température T' et
I’énergie libre 1 .

e=v+Ts (4.14)

En thermoélasticité, sous I’"hypothése des petites perturbations, pour un écart de température par rapport a la
température au repos T — T petit, on a:

Y =1(eT)

Grace au second principe on peut montrer que
= 0 0
c=p o =

9e oT

donc, le premier principe peut s’écrire
pé = pi + pT's + pTs
et comme

1/.1:—2} ;+—¢T:£:E—ST
Oe or p

ona

o:é—psT + psT + psT = o : é + 1 — divg

or
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_w
oT

2 = 2 - =
P T Oy 100 T, 05y
00T oT? pOT oT

S‘:

c’est a dire que le premier principe s’écrit

oo =

0s -
T —: 5+pT—ST =r —divg
oT oT
En introduisant la chaleur spécifique C' = Taa—;
oo T .- .
—T—: 4 pCT =r —div
oT p q
puis la loi de Fourier ¢ = —kV T, ol 2 représente la conductivité thermique,

197 0T = 1 dikV T
aT

En général la contribution mécanique est négligeable par rapport aux autres contributions, si bien que
I’équation de bilan de I'énergie conduit a I’équation de la chaleur :

pCT = pC (4.15)

%—erZ-VTJ:rerw%VT

Dans le cas ol le probléme a traiter est stationnaire, sans source de chaleur, avec une conductivité constante,
on retrouve |’'équation habituelle :

AT =0

3.6.3 Loi de comportement thermo-élastique
Dans le cadre de la thermoélasticité , I’énergie libre spécifique s’écrit comme un développement limité au

second ordre en déformation et température, ou plut6t en déformation et écart de température 7 =T — T,

(supposés “ petits ”) :

QI

o™l

Pd)(z, T) =

= 1 = =
:57p5775pb776:57

N | =

Par définition

;—pa—z_p(z,T)—E:ZET—E:[zc:)ﬁ]

ou « représente le tenseur des dilatations thermiques

Dans le cas isotrope la loi de comportement thermo-élastique s’écrit :

o = NTr(e)l + 2ue — (3X + 2)ar
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4 A retenir

Loi de comportement élastique linéaire isotrope

=/\Tr(;)i+2u;

Q |l

= v = = 1+v=
e= ——Tr(0)l + o
FE FE
Critere de Tresca
SUP[JI Ty % T % % 70111] < 2(70

Le probleme d’élasticité

vﬁ+vTﬁ)

dive+ f = 6 dans 2

Equation de Navier

O+ p)V(div) + pdiv(V u) + f = 0

En élasticité plane sous I'hypothése des deformations planes :

033 = V[Ull +0—22] et 633 = 0

Conservation de I'énergie

%(EJrK):meLQ

Forme locale de la conservation de I'énergie

pé:;:;‘f"f*dil);
Equation de la chaleur
pC[%—fnLZJ'VT] = r+d2’szT

Loi de comportement thermoélastique isotrope

o = ATr(e)l + 2ue — (3X + 2p)ar
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INTRODUCTION A LA MECANIQUE DES FLUIDES

1 Loi de comportement

En mécanique des fluides, nous travaillerons toujours en variables d’Euler

Comme pour les matériaux solides (qui sont des fluides qui s’ignorent ..) les lois de comportement fluide sont
élaborées a partir de I'expérience.

viscoplastique

Fluide
épaissjfsant

A 4

du
dy

1.1 Fluide Newtonien
Pour un fluide Newtonien, les contraintes sont une fonction affine des vitesses de déformation. Soit,

o =—pl + X Tr(D)I +2pn (5.1)
ou
D (—dH + Tﬁ)
=—|gradv v

soit, en notation indicielle

_l
ij_E

aui ov.

J

8:1:]. O,

1 est la viscosité dynamique (dimension Poiseuille = %
A est le second coefficient de viscosité

2
On introduit également la viscosité cinématique v = i<l (dimension Stokes = L)
P
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1.2 Fluide incompressible

Si le fluide est incompressible, alorsonavu que divo =0 ou TrD =0

Donc, (5.1) devient

o= fp}+2u5

(5.3)
1.3 Fluide non-visqueux
Si le fluide est parfait, alors on a ne tient pas compte de la viscosité, donc (5.1) devient
= -
T="P (5.4)

Le tenseur des contraintes est alors sphérique.

En particulier, I'action d’un fluide non visqueux sur une paroi est normale a la paroi (d’aprés I’équation
d’équilibre).

1.4 Fluide au repos

Si le fluide est au repos, alors v = 0, donc (5.1) devient

SHl

=l (5.5)

2 Conservation de la masse
La masse d’un systeme matériel qu’on suit dans son mouvement reste constante.

M= [ffy, oty a2 et 2L

dt

ol p est la masse volumique. On a alors (2.20)

dp - dp N

— +pdivv=0 o ——l—dw( v)zO

a ot P (5.6)

Si on considére une grandeur différentiable ¥ quelconque, on a alors pour un fluide incompressible

fffﬂ P dm _fffm)d (5.7)

Démonstration:

d d
Efﬂ;)(t)w dm = _ffﬂz(t)w pd§2

d
= 1o :Zp +7¢1pdwv

ds2

= [f]ow|P dw —+ w + Ypdiv v] e,

_ diﬁ dp >

- fffﬂ(l,) pE"‘ » E + pdivv|| dS2
LA

= fffn(/) at

= fffn(z)% dm

Soit > un domaine géométrique fixe traversé par le fluide,
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I p; 1 dO% = Jiie div(p;) dys (d'aprés le théoréme de la divergence)

= fffz—% dy (d'apreés la conservation de la masse)
= f%fffzp dx (car X est fizé)

0
= 75 fffz dm

Si le fluide est incompressible, alors la masse volumique est constante et

o _dp _

ot dt

Sion note ¢ le débit massique a travers une surface Set ¢ le débit volumique, alors

qm = ffspv.n daz = pffSU'TL daz = qu
Donc, en définitive:

Pour un domaine X fixe traversé par un fluide incompressible ffazv-n do¥ = 0: le débit volumique a

travers la frontiére 9% est nul.

3 Equation du mouvement

D’aprés I'’équation du mouvement(3.10),

-

- = dv
+ divo = p—
f P

D’oU, pour un fluide newtonien

p% = } + div[—p} + )\T’I“(E)} + 2,u5
= } —div [p}] + Adiv [TT’(B)}] + 2udiv [B]
—f-Vp+ Av(de) + udw(% +V7 5)

Soit I'équation de Navier-Stokes compressible

-

PLLN u)V(de) + plw

dt (5.8)
* Pour un fluide incompressible, div; = 5, donc (5.8) devient:
v |ov - | - -~
— =p|l—+v-Vu|=f-Vp+ plAv
rrintd ey f=Vp+p
(5.9)
* Pour un fluide non visqueux, (5.8) devient:
N
—=p|—+v-Vu|=f-V
it ey f=Vp
(5.10)
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4 A retenir

Loi de comportement pour un fluide newtonien

o= —p} + /\Tr(D)} + 2ul_)
Conservation de la masse pour un fluide incompressible
dive =0

Grace a la conservation de la masse pour un fluide incompressible

d d
[l dm = [l o

0 dt
Equation de Navier Stokes compressible

—

p% = }—Vp +(A +u)V(dz’v;) + uA;

Golay - Bonelli -62-



Bibliographie

BIBLIOGRAPHIE

[1] Mécanique des Milieux Continus, Cours ESIM 1984, Equipe IMST Marseille.

[2] G. Duvaut, Mécanique des Milieux Continus, ed. Masson 1990.

[3] P. Germain - P. Muller, Introduction a la Mécanique des Milieux Continus, ed. Masson 1995.

[4] J. Salengon, Mécanique des Milieux Continus, ed. ellipse 1988.

[5] P. Germain, Mécanique, ed. ellipse, ecole polytechnique, tomes | et Il.

[6] G. Dhatt, J.L. Batoz, Modélisation des structures par éléments finis: Solides élastiques, ed. Hermes, tome I.

[7]1 A. Bazergui, T. Bui-Quoc,A. Biron, G. MclIntyre, C. Laberge, Résistance des matériaux, ed. de |'école
polytechnique de Montréal 1993.

[8] J. Coirier, Mécanique des Milieux Continus, ed. Dunos 1997.
[9] J. Lemaitre, J.L. Chaboche, Mécanique des matériaux solides, ed. Dunos 1996.

[10] O. Débordes, Thermodynamique des milieux continus, ESM2, Cours du DEA de Mécanique 2001.

-63- Golay - Bonelli



MMC

Golay - Bonelli

-64-



Annexes

ANNEXES: RAPPELS DE MECANIQUES DES SOLIDES RIGIDES

1 Cinématiques du solide

Avertissement: L’objectif de ce chapitre, est de familiariser les étudiants avec les notations tensorielles. Afin
d’en simplifier le contenu, nous ne considérerons que des bases orthonormées.

1.1 Description du mouvement

Soit S un ensemble de particules tel que la distances entre deux particules quelconques reste pratiquement
constante au cours du mouvement. On étudie I'ensemble S en le considérant indéformable: solide rigide.

1.1.1 Systéme de référence

—

Dans un espace euclidien ¢ a trois dimensions, soit € €., e, une base orthonormée. On définit un référentiel

17 727 73
d'observation par cet espace euclidien et le temps: ER(S, t) . On définit la dérivée d'un vecteur U par rapport

au temps dans ce référentiel par:

du| dU,

— €.
dt dat '
R

1.1.2 Mouvement d'un solide

Soit S'un solide rigide en mouvement par rapporta Jt. Soit £ (0, *1, 82, 53) un espace euclidien lié a S.

Considérons un vecteur lié a S, dont les composantes sont représentées par X dans ¢ et X dans ¢ .
On note () I'opérateur linéaire définissant le passage de ¢ a ¢, .

)_(.5=Q)_(: etXZQTXS

Comme X s estindépendant du temps puisque lié a S, on a:

v | _, T - -
ax| _aQ"| g Q| oy %
dt dt dt
P R R
or
QIQ=1
C'est a dire
Q" rd@ =
2%
dt Q Q= dt
L+IL"T=0

R (6.1)

avec
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1.1.3 Torseur cinématique
Soient A et P deux particules du solide S.

OP = OA + AP
donc par dérivation

d0P|  a0A| aAP| 404
at | dt at | dt

|§R R

+QAAP

|¥R |¥R

soit
V(P)=V(A)+ 0 AP o

On définit le torseur cinématique par le vecteur vitesse de A par rapporta R, V (A) et le vecteur de rotation

nsmonge &1 vl [V (4)
instantanée ) : VLQ = 6

1.1.4 Accélération

— — —_ ——

V(P): V(A)+Q/\AP
(P av(a) e
a | dt dt |

AP+ dAL
dt

dt

R R

Soit

— —

—

— = = — 0
/\AP+Q/\(Q/\AP):7<A)+E

—

T(P)=7(a)+ 2 NAP + (0 AP)G - 07 4P

0 (6.3)

R

‘1.2 Composition des mouvements

L'espace temps est commun a tous les référentiels d'observation. on considére deux référentiels R* (5“,15) et

§Rb(§,t).

1.2.1 Dérivation composée

2a Za 2a )

Soit U un vecteur dans la base £* (O, e's¢€, e,

i1

,U=Ug¢" pardérivation:

| du,
— =—t¢
dt dt
e
Soit U un vecteur dans la base &' (O, é'lb,é’;,é’;), U=Ug' par dérivation:
| dv, ., . dé’
— =—L¢ —i
dt dt ' “odt
w
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Car &' est en mouvement par rapport a £, et d'apres (6.1)

dgb _
e = Qe NE

d'ol, avec Q¢ représentant le vecteur rotation de &' par rapporta £°:

aU awl = ~
= Que AU

Annexes

dt| dt
R %’ (6.4)
1.2.2 Composition des vitesses
Soit P §S':
O"P =0"0"+0'P
dO'P| do"0" n dO'P
dt dt dt
R R R
Et donc d’apres (6.4)
aP a b bP - _
do = d0"0 + do + Qe ANO'P
dt dt dt
R R R’
soit
VIL(P) = Vb(P) + Ve(P)
M ST i/ MY/ (6.5)
Vitesse /R* Vitesse /geb Vitesse d'entrainement
1.2.3 Composition des accélérations
On dérive (6.5) par rapport a R*°
dQO”P| d20 0” 2OP| = 40'P|  dGee d0'P
+ Qerye A + “f| ANO'P + Qo n L
‘ ‘ dt? dt ‘ dt dt
R R R’ i R R
V. (P) = 7,(0") 4+ 7,(P) + Qe AVi(P) +
Qe | = - oprl = —
% 4 Qe AQuje |[NOP + 400 AL 4 Que AOP
R R’
. .. Bow| — = = = =
v, (P)=7,(P)+7,(0") + =20 ANO'P + Qaje A [Qfa/@ A ObP] +2Q¢1 e AV o(P)
t R Accélération de Coriolis
Accélération d'entrainement
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2 Cinétique

La cinématique ne s'intéresse au mouvement des corps que du point de vue de l'espace et du temps: durée,
vitesse, distance, etc ...; tandis qu'en cinétique on introduit, en plus, le concept de masse, c'est a dire qu'on
tient compte aussi de la masse

2.1 Définitions

On définit la masse d’un solide S par:

m = fffs dm(P) = fffs p(P,t)dv (6.7)
Ou p représente la densité volumique de masse.

On définit G le centre de masse (ou d’inertie) du solide S par :

voce [[f,0Pdm(P)=mOG

(6.8)
‘2.2 Eléments de cinétique
2.2.1 Torseur cinétique
On définit le Torseur Cinétique ou Torseur des quantités de mouvement par :
| R= I/, V(P)dm(P) Résultante cinétique de S /R
LI fffbA-IS A V(P)dm(P) Moment cinétique en A /R (6.9)
On peut remarquer que si le repére R est fixe, alors :
= % [[1,OP(P)im(P) = mV(C)
2.2.2 Torseur dynamique
On définit le Torseur dynamique par :
d= I/ ;(P)dm(P) Résultante dynamique de S /R
" 81 = fffgﬁ A ;(P)dm(P) Moment dynamique en A /R (6.10)
2.2.3 Relation entre torseur cinématique et torseur dynamique
En dérivant par rapport au temps dans 3 on obtient :
- 4R
d=—
dt (6.11)
B 1 BE AV PP+ [[f, AP AS(P)am(P)
dAO = dOP = e -
= fffS7 AV(P)dm(P) + [[]. s NV (P)dm(P) + [Ifs AP A~(P)dm(P)
=-V(A)A fffs V(P)dm(P) + 624
2 déA = =
64 = 0 + V(A AmV(G) (6.12)
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84 = 11, AP A 7 = [[[, AG A(P)dm(P) + [[[,GP A ~(P)dm(P)
6A = AG A d + 6(;
dkc -

5 +AG/\m7(G) (6.13)

81 =

2.2.4 Energie cinétique
On définit I'énergie cinétique du solide S par :

1 —2
S) = EfffSV (P)dm(P) (6.14)

2.2.5 Théoréme de Koenig

Soit 5(0, eNez,ed) un espace euclidien et £, (G7 81,52,53) un espace euclidien barycentrique lié au solide S.

%A = %G + A—é/\ mV(G)

(6.15)
84 = b0+ AG Amr(G) (6.16)
fffb ddOtP dgtP
s>:§fffs% 0 g 1,50 AL gy 4 06,
T(S) =T, (S)+ %mVZ(G) (6.17)

2.3 Cinétique du solide rigide

2.3.1 Opérateur d’inertie

On définit I'opérateur d’inertie par J , tel que :
g, det—J,@)= fffﬁA(ﬁAﬁ)dm
Si AP — € alors

AP/\u/\APfs xE uxe—éé:tuxe 6éxuxe—xuxe TUTE
k™" j " kpq piogij P g qipjJ P gl JoJi

AP A (ﬁ A ﬁ) — (¢, ®8,)-(u2) - (r,2, ©8)-(ui)) = (%8, @7, - 0,08 ©¢)-(ug)

Et 'opérateur d’inertie est représenté par la matrice :

Il _112 _IB
I4 = _In I2 _Iz?,
—I; -1 I
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1= [ff (@} +a3)dm I, = [[[zz,dm
1, = [[f (a} + 2} )dm 1, = [[f zz,dm
1, = Jff (a} +a2)dm 1, = [[f 2,2,dm

2.3.2 Influence des symétries matérielles

* Silesolide S posséde un plan de symétrie (A,é’l,é;) , alors

[f[ zz,dm = Tffzfoxlxsdm +{f<f0xlxgdm = fffxlmgdmf!fzfoxlxgdm =0

T >0

Soit
Il _In 0
IA = —Im 12 0
0 0 I

* Silesolide S possede un axe de symétrie (A, 53) , alors
[f[ - pdz dx,dx, = [[[--- prdrdfdz,
Q Q

Et comme

J £ [ z,z,pdx dz,dz, = [ { [ 7 cos Oz, prdrdfdz, =0
f{f Tz, pdr, dv,dr, = f{f r* sin 6 cos Oz, prdrdfdr, =0

on a finalement

I 0 0
I,=[0 1, 0
0 0 I

*  Moment d’inertie par rapport a une droite A (de vecteur unitaire 6 ) passant par A

Soit H le projeté orthogonal d’un point P du solide S, on a alors :

‘ﬁz]dm—flf o

dm = [[] S.[Zs'(ﬁﬁ) _ap (E.S)]dm

2

3\ 2
— (AP.&) dm

ST
HAP

I, =

P an = fjf

I, = fff[ APAP (AP.S)2
ff[H(APAP) AP(AP&)]
Etcommem(z}’m):(a-a)a—(a-a’)a,

:S.fff,TpA(SAXﬁ)dm:5.jA<3):3.1A-3
S
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e Théoréme de Huyggens généralisé
jA(a):fffZEA(aAXﬁ)dm
:fffA—éA(ﬁ/\ﬁ)dm+fff5§/\(ﬁ/\ﬁ)dm
:A_éA(ﬁAfffXﬁdm)+fff@]g/\(ﬁAA—é)dm+fff55A(ﬁAaﬁ)dm

= AG A ﬁAmA—é)+(fff513dm)A(ﬁAﬁ)+fff513/\

ﬁ/\a];)dm

Soit
7,(@) = AG A (i nmAG)+ 7, (i)

e Théoréme de Huyggens appliqué au moment d’inertie par rapport a une droite A (de vecteur unitaire

6 ) passant par A (tel que AG O6)etA’ (de vecteur unitaire § )passant par G.

— —_—

- o o - - N - - 2 H o — -
IA:5.%(5):51A5:5.[AGA(5AmAG)+JG(5)]:5.[mAG 6—m(5.AG)AG+IG<5]

soit

2.3.3 Moment cinétique du solide

ki = [[f, AP AV(P)dm(P)

Soit Q un point quelconque du solide

s = fffsﬁA(V@H?mQ‘ﬁ) dm(P)
ki = mEAV(Q)Jrff[q(A—@Jraﬁ)A(ﬁAaﬁ)dm(P)

ka = mﬁA?(QHEA(ﬁA[M@dm(F)) +fff5Q_P'/\(§/\Q_P')dm(P)
D’ou
k4 = mEAV(Q)+m@A(§AQ?) +JG(§)
Dans le cas particulier ol Q=G, on obtient :
ki =mAGAV(G)+ T, Q)
C'est-a-dire
ko = J,(Q)

2.3.4 Energie cinétique du solide

7(5) = 5 IV (Pam(P)

Soit Q un point quelconque du solide
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T(S) = é I/ (17(62) FOA @)Z dm(P)
1(8) = L [I1,(V(@)] am(P) + [11,(V(@): & A Q| dm(P) + L [11, (1 GF am()

7(5) = 27 (@) + mV(Q)- (81 QG) + 1 [11,5-[@F (8 QP jan(r)

Soit
7(8)= 2V (@) + mV (@) (2 QG) + 8- 7,0

Dans le cas particulier ol Q=G, on obtient :

7(s) = LY (G)+é§.JG(§)

3 Equations fondamentales de la mécanique des solides

3.1 Torseur associé aux efforts externes

Soit f(P) une densité volumique de force exercée sur le solide S .
Soit F'(P) une densité surfacique de force exercée sur la frontiére du solide 9.5 .
Soit §(P) une densité linéique de force exercée sur une courbe T .

Soit F'; une force ponctuelle exercée en un point P de S'.

Le torseur des efforts extérieurs est défini par :

- ﬁ:f{f}(p)+£{F(P)+[§(P)+Zifi
3.(5) = o, :IHEA}(p)JrffﬁAF(P)+[ﬁA§(P)+Zﬁ/\Fi

3.2 Loi fondamentale de la dynamique

Il existe au moins un référentiel Galiléen associé a une chronologie, tel que :

VS, Vt  Torseur dynamique=Torseur des forces extérieures

Ou encore

- —

VS, vt A (d, 84| =F.(R,C)

En conséquence, on peut énoncer :

Théoréme de la résultante dynamique : dans un référentiel galiléen
R =my(G)
Théoréme du moment dynamique : dans un référentiel galiléen, soit A un point fixe
- dk
61 =—2
dt

—Ca
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