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Modeles rhéologiques élémentaires

E modele rhéologique de I’énergie emmagasinée
(élasticité ou écrouissage)

o= FEe

modele rhéologique de la viscosité

o =ne

modele rhéologique de la plasticité

‘U‘—O’Y <0, /\20, /\(‘U‘—O'Y>:O

¢ = Asgn(o)

(sgn(o)=1si0 >0 ,sgn(o)=—-1sioc<0)
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Assemblages
E, E, assemblage en série
g .
-——/\/\/-——j\/\\/—- déformation e =¢ +¢,
g = g €, = <z . E\E,
E, © E, contrainte o=
i El + EQ
o, =FEe assemblage en parallele

déformation ¢ = g
El + E2
contrainte o=o0,+o0,
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Modeles rhéologiques
de

I’élasto-plasticité
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Modele élastoplastique parfait

Plasticité parfaite=sans écrouissage

E o, ¢lasticité  linéaire o = Ee°
' ' plasticité
Ee gp . . .
L . . eP = Asgn(o) et \a\—aygo,Azo, )\(‘a‘—ay>:0
additivité des déformations R — : - . ,
écoulement consistance plastique
plastique

e=c¢e4¢€b

Constantes matérielles

E : module d’élasticité, o, : limite €lastique

Comportement

* si ‘a‘ < o, ,alors 6 = E¢ ,le comportement est €lastique (¢ = 0)

o =0 et ¢ = ¢” (indéfini), le comportement est plastique parfait

* sinon ‘a‘ =0, ,
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Modele élastoplastique parfait

courbes contrainte/déformation

Lorsque la limite élastique est atteinte, la vitesse de déformation est indéfinie

Modeles 3D : criteres de Von-Mises ou de Tresca (métaux), criteres de Drucker-Prager ou de Mohr-
Coulomb (sols)
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Modele élastoplastique avec écrouissage isotrope linéaire

Ecrouissage isotrope : la limite élastique évolue avec la déformation plastique cumulée

t
Déformation plastique cumulée : ¢” = f Adr (remarque : e’ > 0)
0

E oy (e?) élasticité linéaire o = Fe°

écrouissage isotrope linéaire o, (c?) = o) + He?

. p comportement plastique

DX N P \ \ _ PY) —
" e? = Asgn(o) et ‘O" oy (e?) <0, A >0, )\(‘a‘ oy (e )) =0
Constantes matérielles
E : module d’élasticité, oy : limite élastique initiale , # : module d’écrouissage isotrope

Comportement

*si|o| < oy(c”), alors ¢ = E¢, le comportement est élastique (¢” = 0)

¢ , le comportement est élasto-plastique

e sinon |o| = oy (¢?) et & = [E+ -
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Modele élastoplastique avec écro

uissage isotrope linéaire

y \ traction
R S
EH
R Ay
Y

écrouissage isotrope:
augmentation de
la limite élastique

compression

0 .. » .
Ty la limite élastique
' en compression
e (0" + He?) aaugmenté
ad apres un écrouissage
en traction
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Modele élastoplastique avec écrouissage isotrope non linéaire

élasticité linéaire o = Ee°

écrouissage isotrope non linéaire oy (c?) = o) + h(e”)

g€ eP

additivité des déformations comportement plastique

e= e 4 & = Xsgn(o) et |o] =0y (") <0, A= 0, A|o| -0y (e”)) = 0
Constantes matérielles

E : module d’élasticité, o) : limite élastique initiale , H : module d’écrouissage isotrope

+ fonction d’écrouissage isotrope h(c?) a définir

Comportement
*si |o| < oy (e?), alors ¢ = E¢ , le comportement est élastique (¢” = 0)

éavecH:ﬁ

oe?

* sinon |o| = o, (c”) , et ¢ = {E+ -

10
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Ecrouissage isotrope limité

Exemple : loi d’écrouissage exponentielle h(c?) = (1 — exp(—asf))(au —oy)

écriture en vitesse 6, = alo, — o, )\
. . . . ) EH |.
en évolution élastoplastique 6 = | |¢avec H = a(o, —|o))
+

Constantes matérielles d’écrouissage

a : coefficient d’écrouissage isotrope, o, : contrainte ultime

Tant que o, < o, ,1’évolution est €lastoplastique avec €crouissage isotrope
Lorsque o, = o, ,1’évolution est €lastoplastique parfaite

Ecrouissage limité : la loi d’écrouissage définit implicitement une limite ultime

Modele plus général : avec un exposant 6, =aloc, — o

Modeles 3D : » = 1 (modele de Lematitre-Chaboche, métaux), n = 2 (modeles Cambou/Jaffari/Sidoroff ou de
Hujeux, sols)

11
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Ecrouissage isotrope limité

s & o
plasticité
parfaite
écrouissage
isotrope
o
g

L’écrouissage isotrope limité est utilisé pour modéliser un comportement ductile (écrouissage) avec

contrainte ultime (rupture)

12
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Ecrouissage isotrope non limité

Exemple : loi d’écrouissage exponentielle h(c?) = (exp(apsf) — 1)0?,

écriture en vitesse 6, = a’o, A
Ce modele est utilisé en compression (o < 0 et € < 0), avec une loi €élastique non linéaire ¢ = a‘(—0)e

a‘a?

a® + a?

On obtient en évolution élastoplastique 6 = (—o)

Constantes matérielles

a® : coefficient d’élasticité, o” : coefficient d’écrouissage isotrope, o) : limite élastique initiale

Ecrouissage non limité: la loi d’écrouissage définit un durcissement en compression

Modgele plus général : avec un exposant G = a’(~0)"é¢ et 6, = a’(o, )"\

Modeles 3D : » = 1 (modele de Cam-Clay, sols argileux), n ~ 0.6 (modeéles Cambou/Jaffari/Sidoroff,
sols sableux)

13
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Ecrouissage isotrope non limité

-0
0’?, exp(—apef)

i

€crouissage
isotrope

L’écrouissage isotrope non limité est utilisé pour modéliser un comportement ductile en compression

compression (o < 0,e <0)

élasticité
non
linéaire

B

(écrouissage) avec durcissement du matériau (densification)

14
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Indices des vides

L’indice des vides ¢ est une grandeur d’usage courant en mécanique des milieux poreux

(sols, bétons, roches).

P volume interstitiel ) variation de volume interstitiel
Définition e = é =
volume solide volume solide
En grandes déformations e=(1+¢)exp(e,)—1 é = (1+e),
En petites déformations e=¢,+(1+e)e, é=(14¢),

e, = treg : déformation volumique

v

e, - indices des vides a 1’état initial défini par ¢, = 0

L’indice des vides est une mesure du volume interstitiel (le volume qui peut étre rempli par de I’eau dans un

volume de sol par exemple).

Sa variation refléete la variation de la déformation volumique

15
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Courbe eedométrique

compression

densification

- Slasto-plasticité
élasticité

non linéaire

a‘a? .
é

—o 0+ o) +a7)
4 e < g
g — a & indice de compression
—0 1+e
NS
indice de
gonflement

e

oy Ij> log(‘ o ‘)

o, : contrainte de consolidation
(variable d'écrouissage isotrope)
écrouissage

isotrope

Modeles 3D : modele de Cam-Clay, sols argileux

16
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Modele élastoplastique avec écrouissage cinématique linéaire

Ecrouissage cinématique: translation du domaine élastique
C . e e - .
o \ ¢lasticité linéaire o = Fe
A AE X
A SNES écrouissage cinématique linéaire X = Ce?

comportement plastique
EC Sp
e el , ) oc—X|-0, <0, A>0, M|lo—X|-0,)=0 et &’ = Asgn(c — X
additivité des déformations ‘ ‘ Y (‘ ‘ Y> en( )

e=c¢e4¢€b

Constantes matérielles
E : module d’élasticité, o, : limite €lastique, C : module d’écrouissage cinématique
Comportement

*si ‘a - X ‘ < g, ,alors ¢ = E¢, le comportement est élastique (¢7 = 0)

* sinon ‘U—X‘:ay,soita:X—i—ay en tractionet o = X — o

. . EC |.
» en compression et ¢ = g, le

E+C

comportement est élasto-plastique

17
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Modele élastoplastique avec écrouissage cinématique linéaire

iy traction
(7?, L EC
. g E + O
GY T T

écrouissage cinématique:
translation du
domaine élastique

ﬁl la limite élastique
- - - .. .Y 709y encompression
a diminué

apres un écrouissage
en traction

compression

(effet Bauschinger)

18
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Différence entre écrouissage isotrope et écrouissage cinématique

écrouissage isotrope:

augmentation
du domaine élastique
limite traction
élastique I

défori

w7 plas

o
mation

tique

compression

écrouissage cinématique:

translation
du domaine élastique
limite traction
élastique

[
\

s déformation

7

plastique

compression

L’écrouissage cinématique permet de rendre compte de [’effet Bauschinger (la limite élastique en compression est

inférieure a la limite élastique en traction apreés écrouissage)

Autre différence essentielle qui n’apparait pas sur une représentation 1D telle que celle-ci : I’écrouissage isotrope

est une mémoire des amplitudes des déformations plastiques (scalaire), alors que 1I’écrouissage cinématique est une

mémoire des amplitudes et des directions des déformations plastiques (tensoriel)

19
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Modele élastoplastique avec écrouissage isotrope et cinématique

AN Y loi élastique linéaire o = Fe°
X

loi d’écrouissage isotrope o (¢”) = o} + h(e?)

o, (e? . sz . . . -,
r(&) loi d’écrouissage cinématique lin€aire X = Ce?

g€ eP

comportement plastique 7 = Asgn(o — X) et
additivité des déformations ' '
|0 = X|= oy (") <0, X >0, A|o = X[ 0 (7)) = 0
e =¢g% 4 ¢£P

Constantes matérielles

E : module d’élasticité, o : limite élastique initiale, C' : module d’écrouissage cinématique

+ fonction d’écrouissage isotrope h(s”) a définir

Comportement
*si —o, + X <0 <o, + X ,alors ¢ = E¢ , le comportement est €lastique (¢ = 0)

E(C + H)
E+C+H

on
oe?

*si|o—X|= o0, ,alors ¢ = ¢ avec H =

20
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Modeles rhéologiques
de

la visco-élasticité

21
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Modele viscoélastique de Maxwell (fluide)

E n
86 Ev

additivité des déformations

loi élastique linéaire o = Ee°

loi visqueuse linéaire o = ne’

modele de Maxwell 6 + % = F¢

avec T = % (temps caractéristique)

e=¢"+¢€"
Fluage a contrainte constante o = o
g,
)= 2|14+ L
E T

0

(1)

Relaxation a déformation constante ¢ = ¢,Y(t)

+

o(t) = Ee,exp

22
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Modele viscoélastique de Kelvin-Voigt (solide)

_/\f/\/ loi élastique linéaire o, = Ee
9

— loi visqueuse linéaire o, = 7e

i modele de Kelvin-Voigt o = E(e + T%)

additivité des contraintes avec T — % (temps caractéristique)

0201—1—02

Fluage a contrainte constante o = o, Y(t) Relaxation a déformation constante ¢ = ¢,Y(t)

0

1—exp —iH o(t) = E€0<T(t)+T6(t))

%
E

indéfini en t=0

23
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Modele viscoélastique de Zener

H o, = He, ,0,=me, , o= F¢g
\ F, o

n o, modele de Zener 6+ L —Fle+ =
T Tf
& ) L.
° temps caractéristiques T <T,
additivité
n . Ui
T = relaxation T, =—
c=o0,+0,,c=c¢ +¢, r E+H(e on) , T, I (fluage)
Fluage o = oX(1) Relaxation ¢ = ¢,Y(t)
T T
O'(t) = E80 L 4+11--=L exp| ——
Tf Tf r

24
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Modele viscoélastique de Zener

!

H' g _ _ .

oo =H'e ,o0,=F'e, ,0,=1'c
N/ \/o
1

E ‘ Y . O- . 6
ANA Lo modele de Zener o+—=FE|é+—
Y 2 T T
r f
€ €y aveCc K = E'+ H'
additivité temps caractéristiques T.<T,

o=0,+0,,=¢ +¢,

r

_ i =7
T = o (relaxation) , T, =17

Les deux représentations du modele de Zener sont équivalentes.

! !
1+1 E—Eet n 0

Correspondances : 11,1 , = L
H' E H H' H E+H FE

Le modele de Zener est parfois appelé Modele Linéaire Standard (ou SLM : Standard Linear Model)

25
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Transformée de Laplace

Toutes les fonctions du temps considérées sont causales : f(t) = 0si ¢t < 0

o0
Définition de la transformée de Laplace f(t) A F(s) = f f(t)e *dt
—— transformée de Laplace
fontion 0 y ,
du temps ¢ fontion du nombre complexe s=Re(s)+Im(s)i
Quelques propriétés utiles
- linéarité sa f(t) + af(t) — a f(5) + ayfy(s)

- théoréme de la valeur initiale : lim f(t) = lim sf(s) ,théoréme de la valeur finale : lim f(t) = lim sf(s)

7—0 §—00 T—00 5—0

- transformée de la dérivée temporelle

- f(t) continue (sauf en 0) . = sf — f(0F) ou f(0T) = lim f(7)
7>0

- f(t) continue saufen {t, = 0,¢,...t,} 1 f> sf — Zn:exp(—stk)[[f(tk)ﬂ
k=0

ol [f(t,)] = f(t7) — f(t;) estle sautde f en ¢,

Propriété essentielle de la transformée de Laplace

La transformée de Laplace d’une équation différentielle linéaire est une équation linéaire ordinaire

Y+ ay = br + ci — (1+ as)y = (b + ¢s)z + termes de discontinuités

26
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Dirac et Heaviside

Distribution de Dirac, appelée aussi impulsion ou pic

+00

Notation : §(¢) Définition : f S(r)dr =1

+00
et plus généralement f S(t — t)f(r)dT = f(t)

—0o0

Distribution de Heaviside, appelée aussi échelon unitaire ou marche unitaire

0sit<O
1sit>0 TA

Notation : Y(¢) Définition : Y(¢) = {

Relation avec le Dirac : §(t) = Y(t)

27
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Produit de convolution

t 00
Définition d’un produit de convolution S (a*b)(t) = f a(t — 7)b(T)dT = f a(T)b(t — 7)dT
—00 0

Propriété essentielle de la transformée de Laplace

La transformée de Laplace d’un produit de convolution de fonctions causales est un produit ordinaire

a*b— ab
Quelques résultats
t t
Pour des fonctions causales a(t) et b(t) : f a(t — T)b(T)dT = (a *b)(t) = (b * a)(t) = f b(t — 7)a(T)dT
0 0
Convolution avec un Dirac en zéro D(@*o)(t) =a(t) ,ent i a(t)*6(t—t)=alt—t)
t
Convolution avec un échelon S (a*Y)(t) = f a(T)dT
0
. . . . B Im| d(iw) |
Convolution avec un sinus :a(t) * sinwt = gsin(wt + ¢) avec g = a(iw)| et tan¢g = _
— Re[d(zw)

norme d'un
nombre complexe

28
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Fonction fluage d’un matériau visco-élastique

On considere une sollicitation causale en contrainte o(t) = 0si t < 0 et on note o, = o(0")
On suppose que la réponse en déformation est de la forme &(t) = (h * o) (¢)

. . 0
Introduction de la fonction de fluage : h(t) =—=—1 Y(t) F(t) t
réponse échelon fonction
impulsionnelle par  fluage
en déformation causalité

or h(t) = 8§(t)F(t) + Y()E (), f 8(t — T)F(t — T)o(7)dT = F(0)o(t) et f Y(t — 7)E(t — T)o(r)dr = f E(t — T)o(r)dr

donc |(t) = (F * 0)(t) + F(0)o(t) ol (F*o)(t) = f B(t — m)o(r)dr
0+
SOit &(f) = [8(;F ) o a](t)

avec

8(;ftF ) & 0]@ _ f E(t — T)o(r)dr + | Y(0)F(0)]o(t) (produit de convolution généralisé)
O+

La réponse instantan€e est ¢(0) = F(0)o,

29
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Fonction fluage d’un matériau visco-€lastique (suite)

Si o(t) est différentiable (sauf en 0), par intégration par parties :

f F(t — 7)o(r)dr = (F * 6)(t) — F(0)o(t) + F(t)o(0") ou (F *6)(t) = f F(t —7)o(r)dr

Il vient |e(t) = (F * 6)(t) + F(t)o,| soit e(t) = (F ® 6)(t)

avec (F ® o) f F(t — 7)6(r)d7 + | 0(0)| F(t) (produit de convolution généralisé)

La fonction fluage F(t) est la réponse en déformation a un échelon unitaire de contrainte o(t) = o,Y(t)

Si o(t) est différentiable sauf en {t, = 0.¢,...,¢, } , il vient e(t) = (F ® 6)(t)
avec (F ® o) f F(t — m)6(r)dr + [o(t,) | F(t — t,)Y(t —t,) { enposant ¢, =t
b,

La transformée de Laplace est &(s) = F(s){s6(s) }

De maniere générale, la fonction fluage peut etre définie par |F(s) =

30
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Fonction relaxation d’un matériau visco-élastique

Compte-tenu des résultats précédents, pour une évolution causale en déformation &(t) = 0 si t < 0 (on note
6() = 8(0+) )7
la réponse en contrainte est |o(t) = (R * )(t) + R(0)=(t)| ot R(t) est la fonction de relaxation.

Si e(t) est différentiable (sauf en 0) alors |o(t) = (R * €)(t) + R(t)g,

La réponse instantanée est o(0) = R(0)g,

La fonction relaxation est la réponse en contrainte a un échelon unitaire de déformation e(¢) = ¢, Y(¢)

0

Si e(t) est différentiable sauf en {t; = 0,¢,,....t, } , il vient o(t) = (R ® €)(t)
i

avec (R ® é)(t) = Z f R(t — T)é(r)dT + | e(t,) | R(t — t,)Y(t — t,){ en posant ¢ =t
k=0 Q

De maniere générale, la fonction relaxation peut étre définie par |R(s) =

31
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Fonctions fluages et relaxation, résultats généraux

Récapitulation :

Si o(t) et e(t) sont différentiables (sauf en 0) :

Les fonctions F et R vérifient

e(t) = (F®o)(t) et o) = (R®é)(t) (produit de convolution généralis€)

e(t) = (F *6)(t) + F(t)o,

et|o(t) = (R * &)(t) + R(0)e(t)

F(s)R(s)s* =1

La fonction relaxation est la réponse en contrainte a un échelon unitaire de déformation «(¢) = ¢

Du théoreme de la valeur initiale, on déduit la réponse instantanée (court terme)

o(t = 0) = Eye(t = 0) avec E, = R(t = 0) = lim sR(s) =

1

1

§—00

Du théoreme de la valeur finale, on déduit la réponse a I’infini (long terme)

lim o(t) = E__ lim £(t) avec E_ = lim R(t) = lim sR(s) =

t—00

t—00

32

t—00

1

lim sF(s) ~ F(t =0)

1

s—0

lim sﬁ’(s) " lim F(t)

t—00
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Quelques transformées de Laplace

f(@) F(s) f(@) F(s)
ot — ) o ¢ 1
2
3
T(t) 1 efozt 1
S a—+ s
Y(t—7) o TS Tt a
S s(a+ s)
Y(t —7) g(t —7) e 7°g(s) at —1+e o
s*(a + s)
t 1 — exp(—st cos wt S
—Y(t, —t)+ Yt —t,) # —
4 57 w*+s
sin wt w
w? + s

33
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Application au modele viscoélastique de Maxwell

6+ T =B s+ L6 = she
T T

Fonction fluage
)= <141
E T

Fonction relaxation

t ~ ET
_E] ’ R(S)

R(t) = Eexp = T

Module instantanée : E, = E

Module a long terme: E_ =0

Le modele de Maxwell est bien un modele de fluide : aucun charge constante n’est supportée
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Application au modele viscoélastique de Kelvin-Voigt

0=E(e+Té) 6 =E(1+1Ts)é

Fonction fluage

F(t) = %{1 — exp

—%]} () = ———
sE(1+ Ts)

Fonction relaxation

R(t)=E(1+T6(t) ,R= E[T +1]

Module instantanée : E, = co

Module a long terme: E_ = E

Le modele de Kelvin-Voigt est un modele de solide sans élasticité instantanée : aucune déformation instantanée
n’est possible
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Application au modele viscoélastique de Zener

c+—=F é+i s s—i—i c=F s+i €
r Tf TT Tf
Fonction fluage
T, | T, . T, (1+sT
F(t) = 21 | 2L 1 fexp| - - o Bls) = —L |
E|T |T T, ETs|1+ sT,
Fonction relaxation
T T - ET |1+ sT,
R(t)=FE{—++4+|1——L|exp _t ,  R(s)=—r|—L
Tf Tf TT Tfs 1+3Tr

Module instantanée : E, = E
T

Module a long terme: E_ = E .
f

Le modele de Zener est un modele de solide avec €lasticité instantanée, avec E_ < E,
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Exemples de sollicitations : 2 échelons

Deux échelons successifs FE—
Osit < ¢ 1 o
ft) =q1sit, <t <Ht,
2s1t, <t }
Sl 9 tl t2 :
. A 1
ft) = 0t —t)+ Tt —t,) S f(s) = ;{exp(—stl) + exp(—st,) }

Deux échelons de contrainte successifs

Osit<t Osit<t
o(t) =q0,sit, <t<t, — e(t) = o F(t—t)sit <t <Ht,
20, si t, <t o {F(t—t,)+ F(t—t,)} sit, <t

Exemple : avec le modele de Kelvin-Voigt

0sit <t
5(75):‘%{1—6:@ —t;tl }si t, <t<t,
%{l—ﬂexp —%” sit, <t
avec 8 = %{exp %1 + exp b }
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Exemples de sollicitations : créneau

Créneau
O0sit < ¢ 1 o
ft) =q1sit, <t <Ht,
0 si t, <t A "
. A 1
f&) =Tt —t)— "1t —t) S f(s) = ;{exp(—stl) — exp(—st,) }

Un créneau de contrainte

Osit<t Osit<t
o(t) =q0,sit, <t<t, — e(t) = o F(t —t)sit <t<Ht,
Osit, <t o {F(t—t,)—F(t—t,)} sit, <t

Exemple : avec le modele de Kelvin-Voigt

0sit <t
o t—1
g(t) =1Ll —exp| ——L | sit, <t <t
o, t—1, t—t .
— 1 exp| — — exp| — sit, <t
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Exemples de sollicitations : rampe puis plateau

Rampe puis plateau

i sit < £
f(t) = t1
1 si i, <t
t . ; 1 — exp(—st,)
) = Lxi, -0+ 1 -1, S ) = —)
tl S t1

Exemple : avec le modele de Kelvin-Voigt , une rampe puis un plateau de contrainte

/
—0o, sit <t

o(t) = {t, ° Ly (1) :;—g{t—T(l—e‘t/T)JrT(t—tl)(tl—t+T(1—e(ttl)/T))}
a, si i, <t 1
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Analyse harmonique

Si e(t) = F(t)* 6(t) et si la sollicitation en contrainte est cyclique o = o, sinwt ,
alors la réponse en déformation est également cyclique en régime permanent (accomodation), avec un gain G et un
déphasage ¢

| | tm[ 5P
g(t) = o,Gsin(wt +¢) avec G = ‘sF(@w)‘ et tang =
norme d'un Re [ SF ]
nombre complexe

o =0, sin wi

sollicitation &(t) = o,Gsin(wt + ¢)

réponse

déphasage
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Analyse harmonique

Exemple : sollicitation cyclique en contrainte du modele de Kelvin-Voigt

. 1 t
Fonction fluage F(t) = —11— ——
g (2) _E{: exp T]}
Sollicitation o(t) = o, sinwt
Réponse e(t) = o, Gsin(wt + ¢) — 00G2e_t/T

régime permanent transitoire

1

EN1+ (wT)?

avec G = et tangp = —wT
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Analyse harmonique

Sollicitation cyclique en contrainte du modele de Kelvin-Voigt

Si la sollicitation est « lente » (wT <« 1),
alors g~ 1/FE et ¢ =~ —wT ,soit (t) ~ %sin(w(t -1T))

T est le retard entre sollicitation et réponse : c’est un moyen expérimental possible d’identifier T

o =0, sin wt
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Analyse harmonique

Exemple : sollicitation cyclique en contrainte du modele de Zener

Fonction fluage

Sollicitation

Réponse

e(t) = 0,Gsin(wt 4+ ¢) (régime permanent)

T 1+ (W) w(T, = T,)

avec G = L et tangp = —
2 1+ W*T,T,
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Analyse harmonique

Sollicitation cyclique en contrainte du modele de Zener

Si la sollicitation est « lente » (wa < 1),

alors g ~ I et ¢ ~ —w(T, — T.), soit &(t) ~ ﬁﬂsin(w(t —(T, - 1))
ET fooe ET o

A
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Modeles rhéologiques
en
visco-plasticité

et €lasto-visco-plasticité
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Modele viscoplastique de Bingham

oy viscosité linéaire " = ne
—!\——» o— ol plasticité
o . o ¢ = Asgn(o —o") et ‘J—U” —UYSO,XEO, X(‘a—a” —O'Y):O
-

c Constantes matérielles : o, : limite élastique , n : viscosité

Comportement

*si|o| < oy ,alors ¢ =0 (rigide)

*si|o|> oy ,alors & = 1(‘0‘ —a,) (visqueux)
n

Formulation équivalente du comportement

Osiz <0
O =
1 pose <x> {x siz >0
. (@) , \ . . oo
¢ = Y—Lsen(o) avec f(o) = ‘a‘ — o0, : le modele de Bingham est une loi de Newton a seuil !
n

f(o)

Avec un exposant & = <—> sen(o) , on obtient le modele de Herschel-Bulkley (loi de Norton a seuil)
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Bingham avec écrouissage isotrope

o, (e . e e g . )
v(E") viscosité linéaire o’ = mne

g —0

t
écrouissage isotrope linéaire o, (¢?) = oy, + He? , e = f AdT
0

- plasticité

— UY<€p)> =0

— oy (e?) <0, A >0, )1(‘0 — o’

¢ = Asgn(o —o") et ‘O’ -0’
Constantes matérielles :

oy limite élastique initiale , # module d’écrouissage isotrope , n viscosité (7 = 1y
H

Comportement a partir d’un état initial nul : on obtient une loi de Kelvin-Voigt a seuil !
*si|o| < oy, alors ¢ =0 (rigide)

*si 0 > o, (traction), alors H(e + T¢) = o + oy, (visqueux)

*si 0 < —o, (compression), alors H(e + T¢) = o0 — oy, (Visqueux)

Formulation général du comportement

<f(0',UY)>

¢ = ~——"sgn(o) avec f(o,0,) = ‘0‘ — oy
n
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Bingham élasto-viscoplastique

E

O'Y

W

M~

™

e =¢°

e vp

+ ™

Constantes matérielles

g —0

2

élasticité linéaire o = Ee°
viscosité linéaire o’ = ne™
plasticité

£ = Asgn(o —o’) et ‘a —o'

—o0y, <0, ).\20, ).\(‘U—O'U

E : module d’élasticité, o, : limite €lastique, 4, : viscosité (ou T = % temps caractéristique)

Comportement a partir d’un état initial nul : réponse de Maxwell au-dela du seuil élastique !

*si ‘0‘ < g, ,alors ¢ = E¢ (élastique, &7

*si o > o, (traction) , alors ¢ +
Y

*si 0 < —0, (compression) , alors ¢ +

o — 0

~0)

= E¢ (visqueux)

% _ g (visqueux)

Formulation générale du comportement

élasticité linéaire : o = E(c — &)

, Vvisco-plasticité : é” =

(f(o))

Ui
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Bingham élasto-viscoplastique : Fluage

Fluage a contrainte constante

si ‘0’0‘ < Oy

SIKECGIA

[1—1—%} si ‘O‘O‘>O'Y

Si

‘ 9 ‘ < oy
€ oy
____________________ "R
Y0
E
>

On obtient une réponse de Maxwell a seuil
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Bingham élasto-viscoplastique : Traction simple

Traction simple a vitesse de déformation constante

o
Eesie <Xt

¢ = constante>0 (1.€ e(t) = tg,T(t)) —> o(t) = E
]} sie > L

. Fe -0,
oy+neql - exp -
e

a0y, + 47

s O, —+ 2ne

' oy + e

e

e

La courbe de traction simple n’est pas unique. Elle dépend de la vitesse de déformation imposée.
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Bingham élasto-viscoplastique avec écrouissage isotrope

G

)

plasticité
e =g 4"

g’ = ngn(a —od"),

Constantes matérielles

» élasticité linéaire o = Fe®

viscosité linéaire o” = ne”

t
écrouissage isotrope linéaire o, (¢”) = o) + He? , e” = f At
0

o—o’

— 0o, (e”) L0, >0, X(‘a— o’

— ay(avp)) =0

E : module d’élasticité, o, : limite élastique initiale , # : module d’écrouissage isotrope,  : viscosité

n

Temps caractéristiques 7, =

(relaxation) , T, = % (fluage).

0,0
On note &) = X+
E

Comportement a partir d’un état initial nul : réponse de Zener au-dela du seuil élastique !

*si|o| < oy ,alors ¢ = E¢ (Elastique , & = 0)

. . . O — 03 . e— 83
*si o > o, (traction) ,alors ¢ + =FE|é+
r Tf
. . . o+ ag .
*si 0 < —0, (compression) , alors ¢ + = E|é¢
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Bingham élasto-viscoplastique avec écrouissage cinématique

X_ v Z C e Z M z . o, . V) .
9 élasticité linéaire o = Ee¢ , viscosité linéaire o' = ne”
» €crouissage cinématique linéaire X = Ce”
o plasticité
n :
e = Asgn(oc — X — o),
e e’ ) )
‘O’—X—UU -0, <0, A >0, )\(‘O'—X—O'v —O'Y) =0
e = g° + gwp

Constantes matérielles

E : module d’élasticité, o, : limite élastique, C : module d’écrouissage cinématique, 5 : viscosité

Temps caractéristiques T = :Z (relaxation) , T, = g (fluage). On note ¢, = %

Comportement a partir d’un état initial nul : réponse de Zener au-dela du seuil élastique !
*si|o| <oy ,alors 6 = E¢ (Elastique , & = 0)

O'—O'Y

. . . . E— &y .
*si o > o, (traction) ,alors ¢ + =FE|é+ (visqueux)

T

o+ oy €+ ey

*si o < —o, (compression) , alors ¢ + (visqueux)

f
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Bingham élasto-viscoplastique avec écrouissage

Ecrouissage isotrope : Formulation générale du comportement

t
élasticité linéaire : o = E(s — ") , écrouissage isotrope linéaire o, (") = oy. + He” , £ = f
0

<f(070y)>
n

visco-plasticité : % = sgn(o) avec f(o,0y) = |o| -0,

fe )
n

Généralisation : avec un exposant ¢ = <

Ecrouissage cinématique: Formulation générale du comportement
élasticité linéaire : o = E(c — ") ,écrouissage cinématique linéaire X = C&”

(f(o = X))
n

visco-plasticité : é% = sgn(c — X) avec f(o—X)=|o—X|-o,

Généralisation : avec un exposant ¢ = <M> sgn(oc — X)

Ecrouissage isotrope et cinématique: ... (cf Lemaitre-Chaboche)
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