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Les techniques
d’évaluation
genetique

des bovins laitiers

Les méthodes d’évaluation génétique des animaux domestiques ont évolué
constamment depuis le début du siecle sous I'influence combinée

du progres des connaissances en génétique et en statistique, de I'extension
du controle laitier et de I'accroissement des moyens informatiques
disponibles. La sophistication progressive de ces méthodes a rendu de plus
en plus délicate leur explication, alors méme que I'utilisation des index

de valeur génétique est de mieux en mieux admise par les éleveurs, surtout
de bovins laitiers. Nous tentons de montrer ici que I'évolution

des méthodes d’indexation résulte naturellement d'un souci de cohérence
et de description aussi fidele que possible des effets, génétiques ou non,

qui influencent la production laitiere.

L’évaluation génétique (ou « indexation »)
d'un reproducteur peut étre définie comme
I'estimation de sa valeur génétique a partir de
performances mesurées sur lui-méme et / ou
sur des individus apparentés. En général, on ne
s’intéresse qu'a sa valeur génétique « addi-
tive », c’est-a-dire a celle qu’il sera susceptible
de transmettre & sa descendance. Par opposi-
tion, la partie non additive du patrimoine géné-
tique d'un individu est recréée aléatoirement a
chaque génération.

Résumé e

Les méthodes statistiques utilisées au cours des 50 derniéres années pour 1'éva-
luation génétique des taureaux et des vaches laitiéres sont présentées en insistant
sur les raisons ayant motivé leur développement, puis leur abandon. La théorie
classique des index de sélection appliquée aux données de base telles que les
écarts des performances des vaches a leurs contemporaines d’étable est devenue
obsoléte car la correction des effets du milieu était imparfaite et le progres géné-
tique sous-jacent n’était pas pris en compte. La meilleure prédiction linéaire non
biaisée (BLUP) permet une évaluation simultanée des effets génétiques et du
milieu. Appliquée initialement a des modeles simples pour I'estimation des tau-
reaux (modéles pére ou pére-grand-peére), elle est maintenant de plus en plus uti-
lisée avec un « modele animal », qui permet I'évaluation conjointe des males et
des femelles. Certaines propriétés intéressantes sont alors respectées. D’autres
aspects, tels que la modélisation des performances, la prise en compte de plu-
sieurs lactations et les difficuliés de calcul des index sont également abordés.

L'objectif de I'évaluation génétique est de
donner aux sélectionneurs - éleveurs et unités
de sélection en bovins laitiers - les outils néces-
saires au classement aussi juste que possible
des reproducteurs selon leur valeur génélique.
Les meilleurs animaux ainsi identifiés pourront
contribuer a la procréation de la génération sui-
vante de vaches et de taureaux. Clest cette
sélection des meilleurs qui est a l'origine de
tout progres génétique. Secondairement, les
valeurs génétiques estimées - les « index» -
peuvent aussi servir a éviter ou au contraire a
rechercher les accouplements entre animaux
génétiquement tres différents (accouplements
raisonnés). Enfin, un calcul de moyennes d’in-
dex par catégorie de reproducteurs et par année
de naissance ou par génération permet d’analy-
ser a posteriori 'efficacité d’'un programme de
sélection, au niveau d’un élevage, d’'une unité
de sélection, d’'une race ou d'un pays ainsi que
d’en prédire I’évolulion dans le proche avenir.

Les premieres tentatives d’eslimation de la
valeur génétique d'un taureau a travers la pro-
duction de ses filles datent du début du siecle.
Tres grossiéres a l'origine - la valeur d’un tau-
reau était appréciée par exemple a partir de la
moyenne brute des meilleures lactations de ses
filles - les techniques d’évaluation génélique se
sont peu a peu améliorées au cours des (rois
derniéres décennies sous l'influence simulta-
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née de progrés en statistique, en informatique
et en génétique quantitative et grace au déve-
loppement du contréle laitier et de schémas
rationnels de sélection. « BLUP », « modele
pére », « modele animal », « approche multica-
ractére », « écriture matricielle » : I'indexation
a atteint un tel niveau de sophistication que sa
compréhension semble réservée a quelques
spécialistes alors méme que l'utilisation prati-
que de ses résultats ne cesse de s’étendre.
Ainsi, la valeur commerciale d'un animal est
maintenant plus souvent une fonction de son
index que de son aspect extérieur ou de son
pedigree. Pour bien percevoir les fondements
de I'évaluation génétique et la portée des chan-
gements passés et a venir dans ce domaine, il
est nécessaire de faire le point.

1 / Les données et le modele
debase

Les performances sur lesquelles est basée
toute évaluation laitiere sont des mesures, le
plus souvent mensuelles, de quantité de lait et
de taux butyreux et protéique. Mais celles-ci ne
sont pas actuellement utilisées directement
dans les calculs. Elles sont combinées en
mesures brutes par lactation qui sont ensuite
transformées en production « standard ». Par
exemple, une production standard adulte en
305 jours (Q,,;) est calculée a partir d'une pro-
duction brute (Q) comme :

Q5= ¢ ¢, Q (1]
ol ¢, est un coefficient dépendant du numéro
de lactation et de I’dge de la vache et ¢, est une
fonction de la durée de la lactation DL
(c, = 385 /(80 + DL); Poutous et al 1981).

Cette premieére transformation a pour but de
corriger les effets d’échelle non liés a la valeur
génétique de la vache. Ces corrections multipli-
catives raménent a des niveaux plus compara-
bles les moyennes et les variances de ’ensem-
ble des performances brutes et, a travers le
coefficient ¢,, réduisent la liaison positive (et
donc défavorable pour la fertilité femelle) qui
existe entre longueur de lactation et production
en 305 jours. Les constantes multiplicatives
sont définies une fois pour toutes et ne doivent
pas varier sensiblement avec le temps.

L’étape préliminaire a I'évaluation génétique
proprement dite est la modélisation des perfor-
mances brutes, que I'on peut définir comme
une représentation mathématique des effets
génétiques et non génétiques (conditions d’éle-
vage entre autres) influengant le caractére étu-
dié. Cette étape est tout a fait déterminante : de
fagon évidente, il n’est pas raisonnable d’utili-
ser des techniques tres sophistiquées d’évalua-
tion génétique sur des données décrites selon
un modeéle d’analyse déficient.

En pratique, le modéle comprend toujours
deux parties résumées par I’équation classique
de la génétique quantitative :

Phénotype = Génotype + Environnement [2]

Le phénotype est représenté par les mesures
de production brutes standardisées (v). Les
effets des genes (génotype) et de I’environne-
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ment sont supposés indépendants et additifs.
De facon plus précise, on écrit pour une perfor-
mance y, d'une vache i :

vi= gt (ptm)+oe 3]
ou : .a; désigne la valeur génétique additive de
i. Sous 'hypothése d'un déterminisme polygé-
nique du caractére, classique en génétique
quantitative, les genes influencgant le caractére
considéré sont supposés trés nombreux et
ayant chacun un effet fiable. En application de
la loi des grands nombres, la somme a; de ces
génes suit une distribution normale. Il est d’au-
tre part important de remarquer que dans le
modele décrit par I'équation [3], a; est la valeur
génétique de 'animal auteur de la performance
mesurée et non pas celle d’individus apparen-
tés (le pére, la mere...) comme il sera étudié
plus loin. Un modgle possédant cette caracté-
ristique est appelé modéle individuel ou
modéle animal.

.u représente une moyenne, par exemple la
moyenne des performances brutes standardi-
sées des vaches adultes de la race considérée
ayant vélé une année donnée ;

.m; est la somme d’effets du milieu identifia-
bles influencant la performance vy, tels que
I'age au vélage de la vache i, ses mois et année
de vélage, son étable (qui caractérise une ali-
mentation et un type de conduite du troupeau
particuliers), etc. Chacun de ces effets est
exprimé en écart a p. Aucune hypothése n’est
faite concernant la distribution statistique de
ces effets. On les appelle « effets fixés » : en
théorie, ils peuvent prendre n’importe quelle
valeur avec la méme probabilité ;

.e; est la «résiduelle» ou 1' « erreur» du
modele et englobe 'ensemble des facteurs non
encore pris en compte, qu’ils soient d’origine
génétique (valeur génétique non additive) ou
liés a I'environnement (facteurs non identifiés
tels que I'état reproductif de I'animal, le temps
séparant 2 traites, la position dans la salle de
traite, etc, ou facteurs non identifiables tels que
Perreur commise en calculant la production
totale a partir de controles mensuels). La
encore, ces facteurs sont nombreux et sont sup-
posés avoir chacun un effet faible sur y,. En
conséquence, on considere que la résiduelle e,
suit une distribution normale de moyenne
nulle, indépendante de la distribution de a;.

Le choix du modele n’est pas un acte inno-
cent. Considérons par exemple I'effet du
numéro de lactation sur la production laitiére.
Cet effet peut étre pris en compte a travers une
correction multiplicative, a priori comme en
[3], qui conduira par exemple a ajouter systé-
matiquement 1 200 kg a la production de cette
méme vache. Dans bon nombre de pays, seul le
premier type de correction est réalisé. En
France, Poutous et al (1981) ont choisi de com-
biner les deux types de corrections afin d’affi-
ner cet effet du numéro de lactation en fonction
de I'année, la région, etc.

Le choix des effets du milieu est une étape
délicate. Ignorer certains effets ayant une
influence réelle sur la performance conduit a
des estimations biaisées des autres effets, en
particulier de la valeur génétique. Par exemple,
si on omet de corriger les performances pour



I'effet du mois de vélage, une vache vélant en
été sera pénalisée: on imputera sa plus faible
production laitiere a une valeur génétique
moins élevée. Le classement des animaux can-
didats a la sélection sera modifié, conduisant a
des erreurs dans les opérations de sélection.
Une autre conséquence de ces biais est de sur-
estimer la précision de I’évaluation. Celle-ci est
en effet calculée sous 'hypotheése d’absence de
biais systématique dans I'évaluation.

Inversement, l'inclusion dans l'analyse de
facteurs de variations inutiles, c’est-a-dire dont
les effets sont sans importance réelle, est a évi-
ter: elle ne biaise pas 'estimation des autres
facteurs mais diminue la précision des valeurs
génétiques. Elle accroit aussi les risques de dis-
connexion dans I'évaluation. La disconnexion
est I'absence d’informations permettant une
comparaison fiable des animaux. C'est le cas
par exemple lorsque l'on tente d’évaluer les
valeurs génétiques respectives d’animaux de
troupeaux différents fonctionnant exclusive-
ment en circuit fermé (en n’utilisant que la
monte naturelle) et n’ayant aucune ascendance
commune, Comment alors séparer la supério-
rité des animaux qui est d’origine génétique de
celle due a la technicité de I’éleveur ? La dis-
connexion est un phénomeéne bien connu pour
les évaluations des bovins a viande {Foulley et
al 1984) mais peut trés bien exister a un autre
niveau (entre unités de sélection, entre mois de
vélage dans un méme troupeau, etc.) pour les
bovins laitiers.

Le dernier élément a considérer dans le
choix des effets fixés du modele est 'existence
fréquente d’interactions: l'effet du mois de
vélage, par exemple, ne sera a priori pas le
méme pour une année de sécheresse que pour
une année humide, pour une vache en pre-
miere lactation que pour une vache en troi-
siéme lactation. On doit définir alors cet effet
du mois de vélage pour chaque année et pour
chaque lactation. La encore, la prise en compte
d’interactions non justifiées diminue la préci-
sion et peut créer des disconnexions.

2 / La comparaison
aux contemporaines
et les index de sélection

La difficulté essentielle de I’évaluation géné-
tique réside dans le besoin de séparer objecti-
vement les effets génétiques des effets de I'en-
vironnement. Vers le milieu des années 50,
apparaissait au Royaume-Uni, en Finlande, aux
Etats-Unis et en Nouvelle-Zélande, un systéme
d’évaluation génétique des mailes de race lai-
tiere appelé « comparaison aux contempo-
raines ». Son principe est de se débarrasser des
effets fixés de [3] en retranchant de la produc-
tion y; de la vache i, fille du taureau t, la pro-
duction moyenne y de ses contemporaines
d’étable, c’est-a-dire des vaches dont la lacta-
tion est soumise exactement aux mémes effets
fixés au méme moment.
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Avec :
Vi= ot mi+§at+ €;

ety=u+m+ a+ e
on obtient un écart :
di=vy-y= (%at—a]+ (e -e)

(e; inclut ici la partie génétique additive qui
n’est pas d’origine paternelle).

On calcule ainsi la moyenne w, des écarts
aux contemporaines d; de toutes les filles du
taureau t qui, moyennant certaines hypothéses
(niveau génétique des péres et des meres des
contemporaines égal a la moyenne de la popu-
lation), peut étre considérée comme une
mesure de la moitié de la valeur génétique
additive du taureau t (en fait, ce serait la
mesure qui serait utilisée comme estimation de
la valeur génétique de t si on ignorait 'apparte-
nance de a, a une distribution normale, ¢’est-a-
dire si on considérait la valeur génétique addi-
tive comme un effet fixé). w, est une donnée de
base pour I'estimation de la valeur génétique a,
a partir de la théorie des index de sélection ini-
tialement développée par Smith (1936) et Hazel
(1943).

Pour pouvoir relier cette théorie aux
méthodes plus modernes d’évaluation, elle
peut étre présentée comme une méthode statis-
tique de prédiction d’une variable aléatoire : la
meilleure prédiction linéaire (« Best Linear Pre-
diction », BLP) telle que I'a définie Henderson
(1973). Le point de départ est la recherche d'un
prédicteur a, d’une variable aléatoire a, non
observable (101 la valeur génétique additive
d’'un individu i) & partir d’observations w;. Ces
observations sont regroupees dans un vecteur
w (U et proviennent d’animaux ou de groupes
d’animaux apparentés a I'individu i. Pour cela,
on suppose connues a priori les espérances
E(a;) de a et E{w) de w (c’est-a-dire leur
« moyenne », que l'on supposera nulle sans
perte de généralité : E (a;) = 0; E (w) = 0) ainsi
que les variances et covariances entre les obser-
vations incluses dans w d'une part et entre
celles-ci et a, d’autre part :

Var(w) = V; Cov(a, w) = ¢

¢; et V sont des fonctions de la variance généti-
que et de la variance de la résiduelle du modele
[3]. Ce sont donc en particulier des fonctions
de Dhéritabilité du caractére. Le prédicteur
retenu sera celui dont lesperance de l'erreur
quadratique E[( & - a] ] - c’est-a-dire la valeur
« moyenne » du carré de la différence entre la
valeur vraie et la valeur prédite - est minimale
(meilleur prédicteur) parmi I’ensemble des pré-
dicteurs de la forme

/a\i= o+ BIW: at Blwl+ e ann’
c’est-a-dire des combinaisons linéaires des
observations (prédicteurs linéaires). Selon un
résultat classique d’algebre, la valeur minimale
de E[( a-a,)?] est obtenue lorsque ses dérivées
partlelles par rapport aux inconnus «, By,...,
sont nulles. On montre ainsi que l'index de
sélegtion pour I’a; anunal i est .
A= Pw=Piw,+ Bow,t Lt an otl ‘0=0 et P est
le vecteur solution du systeme d’équations
linéaires :

V/B\= (o
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' Une lettre minuscule
en caractére gras désigne
un vecteur ; une lettre
majuscule en caracteére gras
représernte une matrice.
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Si I'animal i est évalué a partir d'une seule
performance propre w;, le calcul conduit a un
index de sélection de la forme a- h’w, ot h?
est I’héritabilité du caractere. En ce qui
concerne |'évaluation du taureau t précédem-
ment considéré a partir de la moyenne w, des
écarts aux contemporaines de ses n filles, la
résolution de [4] permet de définir un 1ndex de
sélection a peine plus compliqué : a=pw, ou
B= 0,5 n h?/[1+ 0,25(n-1)h?].

La théorie des index de sélection s’applique
exactement selon les mémes principes, que les
observations aient été faites sur un seul indi-
vidu (ou groupe d’individus) ou sur plusieurs,
ou bien qu’elles concernent un seul caractére
ou plusieurs {Rouvier 1969). Si toutes les hypo-
théses faites sont adéquates, I'index de sélec-
tion posséde un certain nombre de propriétés
intéressantes c’est un prédicteur non biaisé
(E(a)- E(a;)), c’est-a- -dire que si on calculait un
grand nombre de fois a; a partir d’observations
indépendantes, en moyenne cette valeur géné-
tique estimée serait égale a la valeur vraie, L'in-
dex de sélection conduit & l'estimée a, qui
maximise la corrélation entre valeur prédite et
valeur vraie (p(a; a) maximum). Enfin, il cor-
respond a la prédiction qui maximise la proba-
bilité d’un classement correct des valeurs géné-
tiques des animaux pris 2 a 2.

Mais en pratique, les hypothése faites sont
trés fréquemment mises a défaut, tout particu-
lierement celle prétendant la connaissance a
priori de l'espérance des observations (E(w)
=0). Celle-ci suppose une correction parfaite
des données pour les effets fixés, ce qui n’est
réalisable que lorsque les contemporaines sont
nombreuses et représentatives de I'ensemble de
la population. Or, le nombre de contempo-
raines « vraies » d'une vache, c’est-a-dire sou-
mises exactement aux mémes effets de 'envi-
ronnement, est en général trés réduit. De plus,
une constatation fondamentale met en cause la
représentativité « génétique » de ces contempo-
raines. Dans la comparaison aux contempo-
raines, les taureaux de testage sont systémati-
quement désavantagés : leurs filles sont compa-
rées a des filles de meilleurs taureaux - car
sélectionnés - taureaux qui en outre sont plus
vieux et ont donc eux-mémes été évalués a une
période ou le niveau moyen des contempo-
raines d’étable de leurs filles était plus faible
(Harville et Henderson 1969, Hargrove et
Legates 1971, Everett et Quaas 1979). Ce pro-
bleme n’existait évidemment pas a Porigine,
lorsque les schémas de sélection ont été mis en
place et que le progrés génétique de 'ensemble
de la population était trés faible. C’est ce princi-
pal facteur de distorsion dans les évaluations
qui a conduit les généticiens de I'Université
Cornell (USA) a abandonner la comparaison
aux contemporaines et 1970 et ceux de 'USDA
(Ministere de I'Agriculture des USA) en 1974 et
de France en 1978 a la modifier en introduisant
une correction des écarts pour le niveau généti-
que moyen du pére des contemporaines.

Il existe d’autres problémes non pris en
compte par la théorie des index de sélection, au
moins dans sa version simple utilisée en prati-
que, comme 'existence de biais dus aux diffé-
rences de niveau génétique moyen des vaches
accouplées aux divers taureaux (Everett 1974)
ou l'absence de prise en compte du fait que la
variance génétique des caractéres varie au
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cours des générations sous l'effet de la sélec-
tion et des accouplements raisonnés. Enfin, on
peut reprocher a cette méthode son manque de
souplesse : si pour chaque animal, on a un
nombre variable de performances propres et /
ou d’individus apparentés, il faut a chaque fois
recalculer les coefficients de I'index. Cette
contrainte a conduit les généticiens - en parti-
culier dans les espéces porcine et avicoles - a se
limiter & un nombre relativement faible de
sources d’information différentes (parents,
freres ou demi-fréres, descendants de premiére
génération).

3 / Le BLUP, les équations
du modéle mixte

Pour contourner 'ensemble des difficultés
liées a la comparaison aux contemporaines et
définir un cadre d’évaluation plus général que
la théorie des index de sélection, Henderson
(1959, 1963 et 1973) a développé une méthode
statistique d’évaluation simultanée des effets
fixés et aléatoires du « modele mixte » défini en
(3) : la meilleure prédiction linéaire non biaisée
(« Best Linear Unbiased Prediction » = BLUP).
La différence essentielle avec la théorie des
index de sélection est que 'on abandonne I’hy-
potheése de connaissance de [I'espérance des
observations, précédemment représentée par
E(w) = 0.

Considérons de nouveau les performances
élémentaires y,, regroupées dans un vecteur de
performances y. Pour 'ensemble des animaux,
on peut réécrire le modéle [3] sous forme matri-
cielle :

y=Xb+ Za+ e [5]

ou b, a et e sont des vecteurs regroupant res-
pectivement I'ensemble des effets fixés (les élé-
ments inclus dans my; dans 'équation [3]), des
valeurs génétiques et des résiduelles. X et Z
sont des matrices dites « d’incidence» qui
relient les observations aux effets fixés et aléa-
toires qui les ont influencées. Par exemple,
pour le pedigree et les performances des ani-
maux schématisés a la figure 1, on écrira :

Y, 5000 100
vs| |4500 100
Ve [= | 5500 |= | 010
y,| | 5000 010
vs| | 6000 001

10000 | |a, e,
1 01000} |a, e,
00100
3 00010 | |a, e,
00001 | [ag ey

N
+

ou b,, b, et b, correspondent aux effets
« année » 1, 2 et 3. On retrouve bien, par exem-
ple, pour la vache 6 : y; = 5500 = b, + a, + e,.

En fait, pour pouv01r inclure dans I'évaluation
des animaux qui n’ont pas de performance pro-
pre mais qui nous intéressent, tels que les tau-
reaux 1, 3 et 5, on modifie la matrice d’inci-

"dence Z en lui ajoutant des colonnes nulles.
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Ainsi S
a,
v 100 01000000 | | 22 | | e,
Va 100 b, 00010000 a e,
Ve |= | 010 b, [+ | 00000100 0[] s
v, 010 b, 00000010 o e,
Ve 001 | 00000001 a‘; €y
dg

- {7

Les espérances de a et e sont supposées
connues (E(a) = E(e) = 0) ainsi que les matrices
de variances et covariances des effets aléa-
toires : Var(a) = G, Var(e) = R, Cov(a, €¢’) = 0.
On a alors Var(y) = V= Z G Z’ + R et cov{a, y)
= g est la i* colonne de Z G .Par construction,
E(y)= X boub est inconnu.

Comme pour les index de sélection, le pré-
dicteur a, de a __que l'on retiendra sera celui
pour lequel E [( a; - a;)%] est minimum (meilleur
prédicteur) parmi ceux de la forme

a= ot fy= ot Byt .t By,

(prédicteurs linéaires). Pour estimer b, une
condition supplémentaire est introduite: le
prédicteur doit étre sans biais, soit E @ =
E (a;). Cette absence de biais était une propriété
des index de sélection. Cest ici une contrainte
que l'on choisit. Elle revient a imposer que la
prédiction de a; ne soit en moyenne pas affectée
par les effets fixés. Cette contrainte est choisie
par souci d’objectivité: il semble raisonnable
d’imposer dans une évaluation nationale qu’en
moyenne, une vache ne soit pas systématique-
ment surévaluée ou sous-évaluée suivant son
élevage, sa région, sa période de vélage, etc.

La recherche du minimum d’une fonction
avec contrainte passe /Ear 1 annulatlon des deri-
vées partlelles de E[(a [E(a) - E (a;)] par
rapport a o, B, .. Bn )» est une varlable
fonctionnelle appelée multiplicateur de
Lagrange. La résolution du systéme des déri-
vées partielles conduit a un prédicteur tel que :

- B (yXb) -

By (yi-Z byt + Ba(Vu-Zbjp)  [8]
. j j
ou :
B, ... B, sont solutions du systéme V/[3\= (o
2 /[?)\j[i] = m, est la somme de solutions des
]
« moindres carrés généralisés » des effets fixés
affectant la performance de 'animal i {I’estima-
tion par moindres carrés généralisés des effets
fixés d'un modele M est la recherche des solu-
tions de ces effets telles que la somme pondé-
rée des carrés des erreurs de prédiction sur
I'ensemble des observations, = w, [yy - vi (M]]%
soit minimale. Les pondérations w, prennent
alors en compte la structure non homogeéne de
variance et covariance des performances). En
fait, il peut arriver qu’il existe une infinité de
solutions b; i) du systéme des moindres carrés
generahses mais on peut montrer que le choix
de n’importe laquelle de ces solutions ne modi-
fie pas la valeur de’a,.

Sous cette forme, 1'évaluation BLUP des
valeurs génétiques a; peut étre considérée
comme celle résultant de 'application de la
théorie des index de sélection sur des données

corrigées a partir de la meilleure estimation
possible (au sens des moindres carrés générali-
sés) des effets fixés. Elle posséde les mémes
propriétés que les index de sélection mais sous
des hypotheses de départ moins strictes. Goffi-
net et Elsen (1984) ont également montré
qu’une sélection sur les estimées BLUP des ani-
maux maximise |'espérance de la valeur généti-
que vraie des sélectionnés. D’autres justifica-
tions du BLUP ont été données, par exemple
par Gianola et al (1988).

Malgré tous ces avantages, une difficulté
majeure pourrait laisser penser que ce type
d’évaluation est irréalisable en pratique : le sys-
teme d’équations a résoudre pour obtenir des
solutions des moindres carrés généralisés des
effets fixés b est de la forme :

(X’ ViX)b= X' V'y (9]

Mais V= Z G Z’ + R est une matrice dont le
nombre de lignes et de colonnes est égal au
nombre d’observations. Or, méme sur les plus
gros ordinateurs, on ne peut inverser directe-
ment une matrice dont la taille dépasse quel-
ques centaines ou quelques milliers de lignes.
Sous cette forme, l'obtention des estimées
BLUP des valeurs génétiques pour des popula-
tions de grande taille paralt donc impossible.

En 1963, Henderson a montré qu’on pouvait
alléger considérablement les calculs. Suppo-
sons que dans le modele [5] :

y=Xb+ Za+e
les valeurs génétiques additives soient considé-
rées de fagon provisoire comme fixées et non
plus comme aléatoires. On a alors Var(y) =
Var {e) = R. Les équations des moindres carrés
généralisés pour 'estimation de b et a s’écri-
vent, par extension de I’équation [9] :

Kt 1]

soit :

' -1 ' -1

XR'x xRz b} xRy
zrR'x zr'z |lal T|zry]| (0]

Henderson a découvert qu’en modifiant légeé-
rement ces équations des moindres carrés
généralisés et plus précisément en ajoutant
l'inverse de la matrice Var (a) = G au bloc
Z’R Z de la matrice de gauche de [10], le sys-
téme obtenu fournit simultanément les solu-
tions b des moindres carrés généralisés des
effets fixés et les solutions BLUP a des valeurs
génétiques :

(11]
. -
xR x X'R'z m xRy
zr'x  zr'z+c'|la] T|{zry

Ce systeme d’équations s’appelle équations
du modele mixte (mixte parce que l'on consi-
dere a la fois des effets fixés et des effets aléa-
toires). Elles présentent un intérét considérable.
En effet, les matrices inverses R? et G sont
beaucoup plus simples & calculer que V. Par
exemple, on fait trés fréquemment I’hypothése
que les résiduelles du modele [5] sont distri-
buées selon une loi normale de moyenne nulle

INRA Productions Animales, février 1990
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Figueo

Généalogie et performances utilisées
dans I'exemple (voir texte).

Année 1
1 1 @ 3
5000 4500
J
Année 2
5 6
5500 5000
Année 3
6000

et de variance 0% et sont indépendantes entre
elles. On a alors Var (e) = R = o2I ou Ilestla

matrice identité (matrice carrée dont les élé-
ments de la diagonale descendante sont égaux
a 1 et dont tous les autres éléments sont nuls),
et doncR* = (02 )'L

Le calcul de G est moins immédiat mais ne
pose pas de difficultés majeures (cf. encadré).

4 / Le modele animal

Connaissant G? et R, il est possible d’écrire
les équations du modéle mixte correspondant a
I'exemple de la figure 1. Pour simplifier les
notations, on peut multiplier toutes les équa-
tions du systéme [11] par 0% ce qui revient a
supprimer la matrice R™. A partir des valeurs
des matrices X et Z correspondant a I’exemple
(cf. équation [7]), on obtient :

Lors de la définition du modéle 5], il a été sup-
posé que la matrice Var (a) = G était connue. Pour
bien comprendre comment celle-ci et son inverse
sont obtenues, il n'est pas inutile de revenir aux
principes de base de la génétique. On sait que les
génes d'un individu i proviennent pour une moitié
de son pére p et pour 'autre moitié de sa meére m,
mais qu’ils ne sont réellement identiques ni a I'un
ni a 'autre a cause des recombinaisons des génes
ayant lieu au cours de la méiose. On écrira :

a=05a,+ 05a,+ ¢ [12]
ou a, a, et a, sont les valeurs génétiques additives
(la somme des effets moyens des génes) de I'ani-
mal i, de son pére et de sa mére et ¢; correspond a
la « contribution » de l'aléa de la méiose a la
valeur finale a,. Compte tenu des hypothéses clas-
siques concernant le nombre et le mode d’actions
des génes, on a:

E(9) - ik

0 et Var (¢) = -;—(1— F”%

(Foulley et Chevalet 1981 ; Verrier 1989)
ou F, et F,, sont les coefficients de consanguinité
du pére et de la mére de i et o? est la variance
génétique additive du caractére étudié. Pour pou-
voir introduire dans I'analyse des animaux dont les
parents sont inconnus, on peut modifier et étendre
I'équation [12] :

) of [13]

e Lorsque les parents de i sont connus :
a=0,5a,+ 0,5a,+ 1

avec E (i) = 0 et Var (1) = Var (¢:) [14]

e Si un des parents, par exemple la meére, est
inconnu et non sélectionné :
a = 0,5a,+ 3 1

avec E ()= Oet Var(y)= (—- Y F,) o2

. [15]

e Lorsque les parents de i sont inconnus et non
sélectionnés (animaux « de base »} :

a = Y

avec E (y,) = O et Var () - o} [16]

; est ici une sorte de résiduelle regroupant tout ce
qui, dans la valeur génétique additive de i, ne peut

La matrice de parenté et son inverse

Cette partie est largement inspirée des présentations
de Quaas (1984) et Kennedy ef al (1988)

étre expliqué par 'ascendance. L’absence de sélecH
tion des parents inconnus est indispensable pour

avoir E (y) = 0.

On aura pour 'exemple de la figure 1 :
a,= 0,6as;+ 0,5a;+ Py

mais comme: a;= 0,5a,+ 0,5a,+ s

a = 0,5a,+ 0,ba, +
a, = wl
a; = Y,

ona:az= 0,5y, + 0,5y,+ 0,5¢;+ 0,59+ Py

Sous forme matricielle, on obtient pour I'ensemb
des animaux :

a=Ty [1

avec .
-
- - V4
1 00000O0O Vo
01 0000GO0O Vs
001000TO0TGO v,
t_Jooo01 0000 \V=W
05050 0 1 0 0 O 5
05050 0 0 1 0 O Ve
0 005050 0 1 O V7
05050 005050 1 Vg

le

7]

-

La matrice T est trés simple a construire. Il suffit
pour cela de calculer systématiquement les lignes
correspondant aux descendants aprés celles de
leurs parents selon la formule: t; = 0,5 (1, + tu)
ou p et m sont les parents de i ett; = 0 siin’a pas

de parents connus. Par exemple : ty, =

0,5 (tm + tm]

= 0,5(0,5+ 0,5) = 0,5. L'équation [17] montre que
chaque valeur génétique peut étre exprimée
comme combinaison linéaire des valeurs généti-
ques des animaux sans parents connus et des aléas

de méiose créés a chaque génération. Sous

le

modele polygénique, ces aléas de méiose sont bien
sir indépendants des valeurs génétiques des
parents et sont donc non affectés par la sélection
et la dérive génétique. Les animaux sans parents
connus constituent une population de fondateurs,

supposés non consanguins et non sélectionnés.

INRA Productions Animales, février 1990
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200 01010000 y2+yq
X'X=[020 X'Z=/00000110 Xy=lyg+y7
001 00000001
00000000 0
01000000 y2
00000000 0
. 00010000 . va
2Z=1 40000000 ZY=]o
00000100 Y6
00000010 ¥7
00000001 v8

de Z’y. Enfin, I'élément (j, k) de la matrice X’Z
est égal au nombre de performances de I'ani-
mal k réalisées I'année j.

En posant a = o2 /02, on obtient le systeme
des équations du modéle mixte correspondant
au modele animal décrit par I'équation [7] :

Ces matrices et ces vecteurs ont une interpréta-
tion simple : I'élément (j, j) de la matrice X’X
représente le nombre d’observations y; recueil-
lies ’année j. 1’élément j du vecteur X'y est la
somme de ces observations. De méme, |’élé-
ment (k, k) de Z’Z est égal au nombre de per-
formances réalisées par ’animal k et la somme
de ces performances se trouve a la k-ieme ligne

2 o] 0 0 1 0 1 0 0
[ 2 0 [ 0 0 [ 0 1

0 0 1 0 [ o] 0 0 ]

0 0 0 2a o 0 0 B -a
1 0 0 [+ 1+2a 0 0 B4 -
0 ] 0 0 0 1,5 05a 0 0

1 o 0 0 0 05a 1+15a © [

0 0 0 -o -0 0 0 250 05a
0 1 0 -a -a 0 o 0,5a 1+2,5a
0 1 0 0 0 -« - [ o

0 0 1 o 0 0 0 B3 -

A partir de ’équation [17], on tire :

Or linverse de D' est tres simple: c’est une
matrice diagonale dont I'élément (i,i) est égal a 1,
4/3 ou 2 suivant que i a 0, 1 ou 2 parents connus.
T ' a aussi une structure trés simple car chaque
ligne i a au plus 3 éléments non nuls : 1 sur la dia-
gonale et - 0,5 dans les colonnes correspondant
aux parents dei:

1
- |

G= Var(a)= Var (Ty)= TVar(¢)T'= T(Do?) T
2
= A o [18]
avec A= TDT et:
100 0O0OO0D0O
0100O00O0O0OTG
00100O0O00O0
D = 0 00100O0TGO
0 00 005000
0 00 O0O0O0B500
0 00O0OOTG 0050
0 00 0O0O 0,5

D est une matrice diagonale dont I’élément (i, i) est
égal a 1, 3/4 ou 1/2 suivant que ’animalia 0, 1 ou
2 parents connus. A est appelée matrice de
parenté: I’élément (i, j) de cette matrice est égal a
2 fois le coefficient de parenté entre i et j, tel que
défini par Malécot (1948).

Compte tenu des remarques précédentes, il appa-
rait que cette maniére de construire G ou A prend
en compte les changements de variance génétique
dus a la sélection, a la dérive génétique et méme a
la consanguinité. L’animal 8 de l'exemple est
consanguin et on peut vérifier, a partir de I'équa-
tion [18], que :

var (as)
= var (0,59, + 0,59, + 0,5¢s+ 0,5 Ys + )
= [(0,5)* (1) + (0,5)* (1) + (0,5)* (0,5)
+ (0,5)(0,5) + (1)° (0,5)] o7
= 1,25 07 # o7
L’équation [18] est également trés utile pour obte-
nir I'inverse de G. En effet :
G=Aoc2=TDT o?doncG'= A" (o]} "
etA' = (T') 'D ' T

10000 0 00
0O 1 0000 0 O

0 0 1 00 0 00O

;1 oo 0100 00
05050 0 1 0 0 ©

05060 0 0 1 0 0

0 0-05050 0 1 O

0 0 0 0-05050 1

2 10 0-1-10 0

1 2 0 0--10 0

0 01505 0 0 -1 0

-1 0 00515 0 0 -1 O
etdonc: A "= 4 4 5 02505 0 -1
41 0 00525 0 -1

0 0-1-100 20

0 00 0--1 0 2

Cette présentation permet de retrouver les régles
de Henderson (1976) de calcul direct de l'inverse
de la matrice de parenté A Elles peuvent étre
résumées de la fagon suivante :

¢ Si p et m sont le pére et la mére de i et ne sont
pas eux-mémes consanguins :

- ajouter 2 & 'élément (i,i) de A™*
- ajouter - 1 a (i,p), (p.i), (i,m}, (m,i)
- ajouter 1/2 & (p,p), (p.m), (m,p), (m,m}

® Si I'un des parents est inconnu, par exemple la
meére :

- ajouter 4/3 a (i,i)

- ajouter - 2/3 a (i,p), (p.i)

- ajouter 1/3 a (p,p)

e Si les 2 parents de i sont inconnus :
- ajouter 1 a (i,i)

INRA Productions Animales, février 1990

4 o0 o+ o0

-0
[¢]
0
1+2a
0

00 00 <+ 00

-0
-
0
1+2a

by |
by
b3
aq
az
ag
a4
as
ag
ay

ag

(19]

y2+va §
Ye+Y7
Y

Y2
Y4
Y6

Y7
Y8
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Compte tenu de la définition h? = ¢2 /(0% +
02} de I'héritabilité, a s’exprime trés simple-
ment en fonction de celle-ci: a = (1 - h?) / h%
On peut remarquer également que les valeurs
génétiques estimées solutions du systeme [19]
sont obtenues directement, sans letape inter-
médiaire de calcul des coefficients B, de I'ex-
pression [8].

A ce stade, il est particuliérement instructif
de considérer la maniére par laquelle chaque
effet peut étre logiquement estimé si tous les
autres effets étaient connus et de montrer le
lien entre I'estimée ainsi obtenue et la solution
correspondante du systéme [19]. Par exemple,
il parait naturel d’estimer chaque effet fixé par
une moyenne des performances influencées par
cet effet, aprés correction pour tous les autres
effets. Le premier effet « année » de ’exemple
de la figure 1 serait ainsi estimé comme la
moyenne des lactations des vaches 2 et 4 traites
pendant I’année 1, aprés prise en compte de
leur valeur génétique :

1 ~ ~
b - 2y + (vaal)] [20]
En réarrangeant ces termes, on obtient la pre-
miere équation du systéme [19] :
2D, +a, + 7, =

v, + v, (= 9500) [21]

Pour l'estimation des valeurs génétiques, 3
sources d’information sont en théorie disponi-
bles : pour chaque animal i, a, peut étre obtenu
4 partir des performances propres de i, a partir
de la connaissance de la valeur génétique de
ses parents ou a partir de celle de ses descen-
dants. Notons que I'information provenant des
collatéraux de i (fréres, sceurs, cousins, etc.)
n’est pas considérée directement ici car elle est
logiquement prise en compte indirectement, a
travers son influence sur la valeur génétique
estimée des ascendants communs. Pour calcu-
ler chacune des contributions de ces différentes
sources d’information, il est utile de revenir
aux modeles de base des équations [5] et [14] a
[16] {cf encadré). Comme pour l'obtention des
estimées des moindres carrés généralisés, 1’ esti-
mée finale est une moyenne pondérée pour
laquelle le poids donné a chaque source d'in-
formation est égal a I'inverse de la variance de
la résiduelle de I’équation lui correspondant. La
contribution a la prédiction de a; d'une perfor-
mance propre y; est ainsi obtenue a partir de
I’équation [5] comme :

@= Yi'E/b\k

avec un poids de 1/var (g,)= 1/0,* [22]

Pour la prise en compte de ascendance, les
équations [14] a [16] conduisent aux contribu-
tions suivantes :

® Si les deux parents p et m sont connus et non
consanguins :

—— e~

ap+anm

@)=

2
Ca
avec un poids de 1/ var{y; ) =1 /[—~2 ] [23]
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e Si un seul parent est connu, par exemple le

pere : —
~ a
@n=-%
2
30,
avec un poids de 1/ var( y; ) = 1 /[T] [24]
¢ Si aucun parent n’est connu :
@)=o0
avec un poids de 1/var(y;} = 1/0,? [25]

Enfin, la contribution de chaque descendant f
de i a I'estimation de a, est également obtenue a
partir des équations [14] et [15] :

Si le conjoint ¢ de i est connu (équation
[14]):

@)=2(a-29) [26]

2

avec un poids de 1/ var(2y;)=1/[2 o4l

Si le conjoint est inconnu (équation [15]) :
(@)= 2%
avec un poids de 1/var(2y;) = 1/[30,%] [27]
La correction de &; pour la valeur génétique a,
du conjoint ¢ de i dans I’équation [26] est fon-
damentale car elle montre que I’évaluation de i
ne sera pas biaisée par des accouplements rai-
sonnés (non aléatoires) avec des animaux meil-
leurs ou moins bons que la moyenne de la
population.

La moyenne pondérée de ces différentes
contributions peut s’écrire de fagon générale :

Ge—— i Zb ]
"~ t+ad+ Z dy : k [28]

ac
2(ap-3) }

+od [ ]+ Z Edf
oud, (x=1ou f] est égal & 2, 4/3 ou 1 suivant
que x a 2, 1 ou aucun parent connu et ap, m
et'a, sont pris égaux a 0 lorsque p, m ou ¢ sont
inconnus.

L’équation [28] permet de mieux raisonner
les facteurs influencant le calcul d’index: on
sait par exemple qu'une forte production vy,
peut éventuellement provenir d’un traitement
préférentiel de l'animal i, que l'on définira
comme une conduite (nourriture, rythme de
reproduction, 4ge au premier vélage, etc) de cet
animal délibérément différente de celle de ses
contemporains. Dans un tel cas, I'écart [y;-} b, b, ]
est surévalué et la contrlbutlon de sa perfor-
mance propre a son index 3, conduira & une
évaluation biaisée de celui-ci, comme le montre
I'équation [28]. 1l n’existe malheureusement
pas a I'heure actuelle de moyens efficaces de
détection et de correction de ces biais.

Pour illustrer la démarche ayant permis d’ob-
tenir '’équation [28], considérons 'animal 8 de
I'exemple de la figure 1, qui a 2 parents connus
et une performance propre s La Contrlbutlon
de cette performance a son évaluation est y,-b,
avec un poids de 1; celle de son ascendance

t a5+ ag AveC un p01ds de 2 a et par consé-

2
quent :

——

—~

{1(Y8'65)+2a(352—a6) } [29]
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Les équations du modele mixte constituent un
systéme d’équations linéaires classiques, dont la
caractéristique principale est sa grande taille, qui
rend difficile sa résolution. Considérons, par
exemple, la résolution du systéme suivant de deux
équations a deux inconnues x et y :

{ 3x+y=2
X+ 2y= -1

soit sous forme matricielle :
3 1 X 2
1 2 v] ~ -1

La technique consistant & inverser la matrice des
coefficients permet d’obtenir les solutions sui-

vantes :

x 31 2] 1[2-1][z 1

2 B Syt s5 1131111711
Mais cette technique est trés lourde. Le nombre
d’opérations a réaliser pour inverser une matrice
de n lignes et n colonnes est de 'ordre de n?, soit
de l'ordre de 10" opérations pour un millions
d’équations ! En fait, I'inversion directe n’est pas
envisageable pour des systémes comprenant plus

de quelques milliers d’inconnues, méme sur les
ordinateurs les plus puissants.

Pour réduire la taille du systéme, on peut éliminer
certaines inconnues en les exprimant en fonction
des autres. C'est la technique dite d’absorption.
Par exemple, pour ’exemple ci-dessus, la
deuxiéme équation peut s’écrire y = 0,5 (-1-x]J, et
en remplagant y par cette expression dans la pre-
miére équation, on se rameéne a un systeme de
taille plus réduite (une seule équation): 3 x + 0,5
(-1 - x) = 3. Par conséquent, x = 1 et en rempla-
gant x par sa valeur dans I'équation dey : y = 0,5
(-1 -1) = -1. Compte tenu de la taille du systéme,
cette technique n’est réellement intéressante que
lorsqu’il est possible « d’absorber » un grand
nombre d’équations simplement et en méme
temps. En pratique, la encore, I'absorption seule
n’est pas une solution envisageable dans le cas
des équations du modele animal (sauf pour les

Résolution des équations du modéle mixte

effets d’environnement permanent), car la plupart
des inconnues ne s’exprime pas simplement en
fonction des autres.

Pour contourner ces difficuliés, la technique de
choix est 'utilisation d’une méthode itérative de
résolution (Golub et Van Loan 1983). Celle-ci
consiste a résoudre séquentiellement chaque
équation du systéme, en supposant que la valeur
de toutes les inconnues sauf une a déja été obte-
nue. Pour I'exemple retenu ici, on considérera la
premiére équation en supposant que y est connu
et égal par exemple & 0. En résolvant pour x, on
obtient x = 2/3. En remplagant x par cette solu-
tion dans la deuxiéme équation, on ay = -5/6. A
partir de cette nouvelle valeur de y, la premiere
équation donnera x = 17/18, et ainsi de suite.
Moyennant certaines conditions sur la nature du
systeme, conditions toujours respectées par les
équations du modeéle mixte, on obtient une suite
de solutions (x; y) qui, a chaque « cycle » appelé
itération, se rapprochent (elles convergent) de la
solution vraie (1; -1}: (2/3; 5/6), (17/18; 35/36},
(107/108 ; -215/216), (647/648 ; -1295/1296), etc.
Ces méthodes ont le trés grand avantage de la
simplicité et de nombreuses variantes existent.
Certaines méthodes itératives ne nécessitent pas
la création ni le stockage de la matrice des coeffi-
cients du systeme (Schaeffer et Kennedy 1986). Le
calcul se fait alors en lisant simplement un fichier
incluant données et généalogie. Par contre, dans
le cas du modele animal, il apparait que la
convergence des solutions, ¢’est-a-dire I'obtention
de solutions du systéme [11] ou [47] satisfai-
santes, nécessite un trés grand nombre d’itéra-
tions (plusieurs dizaines a plusieurs centaines).
Lire un tel nombre de fois un fichier incluant plu-
sieurs millions d’enregistrements n’est envisagea-
ble qu'en disposant d’'un ordinateur ayant une
mémoire interne particulidrement vaste (Wiggans
et al 1988). Une approche différente, également
itérative, mais faisant appel & certaines caractéris-
tiques des techniques d’inversion directe (Poivey
1986) et d’absorption a été retenue pour 'évalua-
tion frangaise (Ducrocq et al 1990). Sa vitesse de
convergence est un peu meilleure que les
méthodes itératives classiques mais surtout elle
est réalisable sur des ordinateurs de capacité net-
tement plus restreinte.

ce qui peut s’écrire :

b, - dag - dag + (1+ 2a)a, = [30]
On retrouve la derniére équation du systeme
[19]. On peut aussi écrire [29] sous la forme :

ag = 2 142 o [ (YB b3) 2
[31]

La valeur génétique a , comprend alors deux
parties. La premiere est liée a I'espérance de a,
au moment de 'accouplement : c’est la
moyenne des valeurs génétique des parents. La
deuxieéme est une estimation de la contribution
de I'aléa de méiose : I'expression entre crochets
mesure en effet la différence entre la perfor-
mance corrigée et la valeur génétique moyenne
des parents. Le terme 1/ (1+ 2a) est I'héritabi-
lité intra-famille, mesurant la variabilité généti-

que parmi les descendants d’un couple peére-
mere donné. En 'absence de consanguinité :

2
h2 _ 0,5n 1
intra — 1 2a

0,5h2+(1 -hz)

De méme, le méle 1 est évalué a partir de 2
descendants, un male (5) et une femelle
(6).Leurs coniributions a I'estimation dea, sont
égales respectivement a 5\2 et . aAz

2(@s-+) 2(ag ")

En pondérant chacune de ces contributions

par 5 et en ajoutant celle de 'ascendance (=0
avec un poids de a car les parents de 1 sont
inconnus), on obtient :

(32]

—~

1 —~ a
a1=§{a.0+%{2(a5-72))+%{2(as-7)}}

INRA Productions Animales, février 1990
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On retrouve donc la quatrieme équation de
[19]:

2a5;+ a;z-agz-, -agg=0 [33]

Enfin, 'animal 6 regroupe les 3 sources pos-
sibles d’information : une performance propre
corrigée (= ys - b, avec un poids de 1), une
contribution des parents aj+ap avec un

poids de 2 «) et une contribution d’'une fille

— —~ . o .
(8)1-2@5-yas)avec un poids de 7). En combinant
ces 3 sources, on obtient :

_ 55

1 —~
ae=m{1(y5—b2)+2u( > [34]

- 1A
)+% 2(8g-535) }

Encore une fois, aprés manipulation, on
retrouve I’équation correspondante du systéme
[19]:

6\2-ua/;-u;;_+0,5a;5+(1+2,5a);6-a;8=y5 [35]

Ces exemples illustrent clairement la « logi-
que interne » des équations du modele animal.

La résolution du systeme [19] en faisant 'hy-
potheése d’une héritabilité égale a h? = 0,25
(= 3) conduit aux solutions suivantes :

—~

aq
[ 55 28
Ej 4750 P 83
b2 =15250] et — -28
~ 1 15930 da § 83
E HIE

g 83
[36] a7 0

ag

On peut noter qu’il a été possible d’estimer-
l'effet « année 3 » (b,) alors qu'une seule obser-
vation était disponible. Cette estimée b, est dif-
férente de y, car elle tient compte de la valeur-
génétique supérieure de 'animal 8 (‘az= 70). La
prise en compte des conséquences de la sélec-
tion dans I’évaluation est illustrée par le calcul
de la moyenne des valeurs génétiques estimées
nir classe d’age, qui, de fait, mesure le progrés
genétique réalisé. Pour la premiére génération,
cette moyenne est nulle: 0,25 { a, +
a, + a,+ a,) = 0. Elle est par contre égale a 18
en deuxiéme génération et & 70 en troisieme
génération.

5 / L’évaluation idéale
et ses approximations

Des trois paragraphes précédents, il ressort
que la méthodologie BLUP présente des pro-
priétés particuliérement intéressantes : les
effets du milieu sont estimés en méme temps
que les effets aléatoires (génétiques), de facon a
ne pas biaiser I'évaluation de ces derniers.
Lorsqu’'un modéle animal est retenu, 'ensem-
ble des performances et des généalogies est uti-
lisée simultanément sans qu’il soit nécessaire
d’identifier toutes les sources d’information en
fonction de leur degré d’apparentement avec
I’animal & évaluer, et en corrigeant « automati-
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quement » pour tout accouplement non aléa-
toire. Les « coefficients de 'index » en [8] n’ap-
paraissent nulle part explicitement. Enfin,
I'évolution de la variance génétique au cours
des générations, suite a la sélection, a la dérive
génétique et a la consanguinité est directement
prise en compte a travers I'inverse de la matrice
de variance-covariance G de valeurs génétiques
additives.

Néanmoins, pour que ces propriétés soient
effectivement vérifiées, certaines conditions
assez restrictives doivent étre respectées. En
particulier, nous avons déja souligné la néces-
sité impérative d’'une description correcte des
effets génétiques et environnementaux lors du
choix d’'un modele. 11 est également essentiel
pour un calcul exact de G* de connaitre (a un
facteur de proportionnalité prés) la variance
génétique additive of dans la population de
base supposée non consanguine et non sélec-
tionnée ainsi que I’ensemble des relations de
parentés entre les animaux depuis la popula-
tion de base jusqu’aux animaux les plus jeunes
inclus dans 1’évaluation. Enfin, en toute
rigueur, pour un suivi correct de I’évolution de
la variance génétique, toutes les données ayant
servi aux opérations de sélection depuis cette
population de base et sur I'ensemble des carac-
téres liés au caractére auquel on s’intéresse et
sur lesquels a pu porter la sélection doivent
étre incluses dans 'analyse (la prise en compte
de plusieurs caractéres dans une évaluation
BLUP ne modifie pas fondamentalement les
équations du modele mixte présentées en [11] ;
seuls les calculs de G et R™? sont plus com-
plexes car ils font intervenir la connaissance
des corrélations génétiques et résiduelles entre
caracteres). Seule une telle évaluation BLUP
multicaractéres compléte basée sur un modele
animal adéquat posseéde la totalité des proprié-
tés précitées. Toutes les autres approches, y
compris la théorie de index de sélection, ne
sont que des approximations de cette évalua-
tion idéale. Par exemple, si les parentés entre
femelles d’élevage différents sont ignorés, on
ajoute (implicitement) 'hypotheése que les dif-
férences génétiques entre élevage sont dues
aux méles, et aux maéles seuls.

En fait, ces approximations sont le plus sou-
vent nécessaires et inévitables car la taille du
systéme a résoudre est, pour le cas idéal, égale
a C (n; + n,) ou C est le nombre de caractéres
considérés simultanément, n; est le nombre
d’effets fixés et n, le nombre d’effets aléatoires
(c’est-a-dire ici le nombre total d’animaux a
évaluer). De fait, une approximation trés cou-
rante consiste a négliger les effets corrélés de la
sélection ayant porté sur des caractéres autres
que celui auquel on s’intéresse, ce qui conduit
4 se ramener a une évaluation indépendante
pour chaque caractére. Méme dans ce cas, pour
I’évaluation nationale en race Francgaise Fri-
sonne et en utilisant I'information collectée sur
une période de 10 a 20 ans, le systéme a résou-
dre comprend plusieurs millions d’équations.
Cette résolution est particulierement délicate et
n’a pu étre menée a bien que trés récemment
(cf encadré). Ceci explique que, jusqu’'a il y a
peu, d’autres hypotheses simplificatrices
concernant la structure de parenté et la nature
des données prises en compte étaient couram-
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ment retenues pour diminuer le nombre
d’équations a résoudre simultanément. On
peut, par exemple, ignorer les performances
propres des individus dans leur évaluation,
celle-ci n'étant alors basée que sur les perfor-
mances mesurées sur les descendants. Le
modeéle descriptif qui sera le point de départ de
I'évaluation ne correspondra plus & I'équation
[3] mais a:

1 1 *
+ 58 + z8m +€ [37]

yi= {p+mi} 3

ou a, et a, sont les valeurs génétiques du pere
p et de la mére m de ’animal i. On parle alors
de « modéle peére-meére» par opposition au
« modele animal » car cette fois, la valeur géné-
tique de i n’apparait pas directement dans
I'équation [37]. La résiduelle e*; du modele est
différente de e; en [3] car elle inclut la contribu-
tion de l'aléa de méiose ¢; . La méthodologie
BLUP s’applique de la méme fagon au modele
pére-mére qu’au modele animal. Pour 'ensem-
ble des performances, on pourra en effet écrire
[37] sous la forme :

Yy = XbysZuy,e [38]

avec p = (3 a). Les équations du modele mixte
correspondant a [38] sont obtenues comme en
[11] mais leur nombre est plus réduit car seuls
les animaux ayant des descendants sont inclus
dans le vecteur u.

En allant plus loin, on peut également igno-
rer les relations de parenté entre femelles. Les
meres considérées dans le modele pére-mére
sont supposées apparentées uniquement a tra-
vers les grand-péres maternels et le modéle [37]
peut alors étre encore simplifié :

yi = {H + mi} + %ap + %agpm + ei** [39]

ol a,,, est la valeur génétique du grand-pére
maternel de i. On obtient alors un « modéle
peére-grand-pére maternel », qui, traité avec la
méthodologie BLUP, aboutit a un systéme
d’équations du modeéle mixte dont la taille ne
dépend que du nombre deffets fixés et du
nombre de méles dans la population. Le
modéle « pére-grand-pere maternel » a été uti-
lisé a 'université Cornell pour I’évaluation lai-
tiere des taureaux du nord-est des Ftats-Unis
de 1979 a 1989 (avec une approche « multica-
ractéres » a partir de 1982). Les valeurs généti-
ques des femelles sont ensuite estimées en
combinant a travers un index de sélection sim-
ple leurs performances corrigées pour les effets
fixés considérés dans le modele [39] et la valeur
génétique estimée de leur pére (et éventuelle-
ment de leur grand-pére maternel).

Enfin, si 'on fait 'hypothése extréme quc les
meres des individus contr6élés ne sont pas
apparentées et n’ont jamais plus d’'un descen-
dant chacune dans I’évaluation, on peut définir
un « modele péere » qui sera décrit par I'équa-
tion :

yi= {u+ my+ %ap +og” (40]
La résiduelle e, comprend a la fois la rési-

duelle du modele [3], la moitié de la valeur
génétique additive de la mere de i et la contri-

bution de 'aléa de méiose. La taille du systéme
des équations BLUP correspondant au modeéle
pére est égale a la somme du nombre d’effets
fixés et du nombre de péres a évaluer. Le
modele pére a été utilisé a I'Université Cornell
de 1970 (initialement sous forme « simplifiée »,
en négligeant les parentés entre taureaux) a
1979.

Pour illustrer les avantages et les inconvé-
nients de ces modéles « approchés » du modéle
animal, considérons l'utilisation d’un modele
pére pour I'évaluation des maéles de I'exemple
de la figure 1. Le modele complet, sous forme
matricielle, s’écrit :

+

eg [41]
el [10]r,,7 [100]|u .
y7=10[2]+010 ugl+| e
01]|P3] {oo1
Y8 us eg

ou ui=% a;. Compte-tenu des hypothéses, on a
d’autre part :
G = Var(u) = Var(% a;) = %032 A
24 2 24 3502
eto,°+ = 0+ 40,
En appliquant les régles d’'Henderson pour la
construction de A, et en notant que le seul

apparentement connu se limite ici a la relation
pere-fils entre 1 et 5, on obtient :

1 2
1+§ 0 3
Al =10 1 o
2 4
3 0 3
En définissant a = o0+ /0,2=(40,2+ 30,%)/0,7%,

les équations du modele mixte [11] appliquées
au modele pére [41] s’écrivent :

2 0 1 1 0
0 1 0 0 by Y6+ Y7
b
1 0 1 4 2 2 "
+za 0 “za ug = Y6
u
1 0 0 1+a 0 3 Y7
_“5 b£:]
0 1 -%a 0 1+70
L ..4 [42]

La encore, il serait possible de construire
chacune de ces équations par un raisonnement
indirect, illustrant la maniére naturelle utilisée
pour combiner les différentes sources d’infor-
mation disponibles pour I'évaluation de chaque
taureau ou chaque effet fixé.

Avec une héritabilité h? = 0,25 (o = 15), la
résolution du systéme [42] conduit aux solu-
tions suivantes :

- Uil 186 a1l [s2

/\2 = [5250} U3 =|-16 === 83 =|-32

ba 58992 o 8 - 16
5 5

Sur cet exemple trés simple, la différence
avec les solutions du modele animal est frap-

INRA Productions Animales, février 1990



14 / V. DUCROCQ

pante. L'effet « année 3 » est surestimé dans le
modele pére car la supériorité génétique de
lanimal 8 est imparfaitement reflétée par la
moitié de la valeur génétique de son pere. Le
male 1 est surévalué dans le modele peére parce
qu'une partie de la supériorité de sa fille 6, due
a la femelle 2, lui est incorrectement attribuée.
Le male 5 est sous-estimé parce qu’en faisant
I'hypothése que la vache 6 est d’'un niveau
moyen (= 0), on atiribue la plus grande partie
de la bonne performance de la fille 8 & des
conditions de milieu favorables (excellent effet
année). Ces exemples illustrent parfaitement
lintérét du modele animal par rapport a un
modele plus simple, qui accumule certaines
hypotheses souvent oubliées.

A titre de comparaison, et sans vouloir entrer
ici dans les détails, il n’est pas inutile de rappe-
ler les caractéristiques générales du calcul d’in-
dex de la méthode frangaise IF2 utilisée de
1978 a 1989 (Poutous et al 1981). Cette
méthode est essentiellement une version amé-
liorée de la comparaison aux contemporaines
mais certaines caractéristiques la rapprochent
d’une évaluation de type « modéle animal ». La
formulation générale des index maéles dans la
méthode IF2 s’écrit trés schématiquement :

aj=wi R + 0202 y- bl [a3]
K

ol yf—i/gk est une moyenne (pondérée) des

productions des filles du taureau i corrigées
pour tous les effets fixés. Ceux-ci ont été esti-
més précédemment et individuellement par
calcul de moyenne de performances, corrigées
pour tous les autres effets, y compris généti-
ques. R; est une « référence », qui joue (surtout)
le role d’index sur ascendance, faisant interve-
nir I'index du peére et du grand-pére maternel
du taureau. La valeur des index des fils du tau-
reau i est aussi introduite dans cette référence.
w, et w,= 1-w, sont les poids accordés a cha-
cune des deux informations. o, est égal au
coefficient de détermination de I'index sur des-
cendance, fonction de I'héritabilité du caractére
et du nombre de filles dont les lactations sont
connues. Pour les femelles, 'index s’écrit :

/a\i= ol + o, [y - leb\k] [44]

ol cette fois, I, est réellement un index sur
e~
ascendance et y; - ibk est la moyenne des

productions de la vache i, corrigées pour les
effets fixés. Comme précédemment, o, et
w,= 1-w, sont des facteurs de pondération. w,
dépend du nombre de lactations de I'animal, de
I'héritabilité et de la répétabilité du caractere
(voir ci-apres).

Il apparait donc un grand nombre de simili-
tudes entre les index de IF2 et les équations du
modele animal. Les équations [43] et [44] sont
d’une forme voisine de I'équation [28], combi-
nant plusieurs sources d’information. Effets
fixés et aléatoires sont estimés simultanément.
Par contre, le modéle animal est beaucoup plus
clair (la définition de la « référence » est expli-
cite et identique pour les males et les femelles},
plus complet (la descendance des femelles est
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intégrée dans le calcul des index vaches), plus
précis (les pondérations accordées a chaque
type d’information apparaissent naturellement,
sans l'intermédiaire de coefficients de détermi-
nation, qui ne sont que des approximations de
la précision des éléments de lindex), plus
rigoureux (le modele et ses propriétés sont
connus parfaitement}, ce qui en rend I'explica-
tion et I'interprétation des résultats plus aisées.

6 / Modeéles plus complexes

6.1 / Modele animal avec effet
de groupes génétiques

Les données de terrain sont nécessairement
incomplétes : il n’est pas possible de connaitre
I’ensemble des généalogies jusqu’a la « popula-
tion de base » non sélectionnée, ni ’ensemble
des performances ayant servi aux opérations de
sélection. Pour certains animaux, on pourra
remonter 5 ou 10 générations en arriere. Pour
d’autres, par exemple pour ceux d’élevages
entrant au contrdle laitier, aucune information
ne sera disponible sur leurs parents. Or les
modeles présentés jusqu’ici supposent que les
animaux dont les ascendants sont inconnus
font partie d’'une méme population non sélec-
tionnée, « d’espérance nulle » (E(a) = 0). Cette
hypothése n’est plus justifiable dans le
contexte actuel : une vache Holstein de 1989,
méme issue de parents inconnus, n’a certaine-
ment pas la méme espérance de valeur généti-
que qu'une vache frisonne du début des années
70. Pour surmonter cette contradiction, il a été
proposé de définir des groupes d’animaux issus
de parents inconnus qui prennent en compte
leurs différents degrés de sélection depuis la
population de base, en fonction de leur type
génétique (par exemple, Holstein ou Frisonne),
de leur date de naissance (par exemple par
classe de 2 ou 3 ans), leur sexe (par exemple,
pére inconnu de taureaux, ou pére inconnu de
vaches). De cette facon et par une légére modi-
fication du systéme des équations du modele
mixte [11] (Westell 1984, Quaas 1988), il est
possible d’estimer a posteriori 'espérance de la
valeur génétique de ces animaux dont les
parents sont inconnus.

6.2 / Modéle animal avec répétabilité

Une autre modification fréquemment consi-
dérée est I'extension du modéle [3] permettant
la prise en compte de plusieurs lactations par
vache. Ce modele est en effet trop simple car
les résiduelles e, de [3] sont supposées indé-
pendantes. Or un grand nombre de facteurs du
milieu (conditions de naissance, de croissance
et d’élevage propres a l’animal) et génétiques
(effets génétiques non additifs) contribuent a
rendre 2 lactations d’'une méme vache plus
semblables que deux lactations de deux vaches
différentes, méme contemporaines. Pour se
rapprocher de cette réalité, on ajoute au
modele [3] un « effet vache » ou « effet d’envi-
ronnement permanent » p; regroupant tous les
facteurs autres que la valeur génétique qui
affectent la production laitiere d’'une vache
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pendant toute sa carriere. Pour la jeme perfor-
mance de la vache i, on écrira :

V= {u+rm) + at pit e [45]

Comme pour les autres effets aléatoires, I'ef-
fet d’environnement permanent p, est supposé
étre la résultante de nombreux effets élémen-
taires, chacun d’importance réduite. Pi est donc
un effet aléatoire suivant une distribution nor-
male de moyenne nulle et de variance o, Les
résiduelles e; sont distribuées normalement
avec une moyenne nulle et une variance o2 Le
rapport r= (6,*+ 0,%)/(0,*+ 0,*+ 0,%) est la repeta—

Figure 2. Schéma résumant la succession chro-
nologique des méthodes d’évaluation génétique
des bovins laitiers utilisées aux Etats-Unis (Minis-
tére de l'agriculture (USDA) et Université Cornell)
et en France.

(La méthode frangaise IF1 repose sur le principe
de comparaison aux contemporaines. La
méthode IF2 est une comparaison aux contem-
poraines modifiée, dont certaines caractéristi-
ques sont proches des évaluations de type
« modéle animal »).

USDA Cornell France
bilité du caractére et represente la fraction de la
variabilité totale correspondant la variabilité 1935
des performances d’'un méme animal.
La méthodologie BLUP s’applique sans
modification majeure pour ce modele animal '
PRPTCE I 3 o comparaison
avec répétabilité. Sous forme matricielle : mére-fille
v=Xb+ Za+ Zp+e [46]
Les équations du modéle mixte pour I'obten-
tion des solutions de b, a et p s’écrivent par 1954
extension de [11]: %
xR 'x xRz xRz o 'y z
zr'x  zR'z.oia’  zR'z [a |zr? y E;
zr'x zr'z 2R zW 1 zR'y 1962 X
1965 A comparaison N
R aux o RN
us.. contemporaines o N
o~ o~ ) oy v RS
a; + p, est une mesure de la capacité produc- O ¥
tive de la vache i Cette somme caractérise 1970 :
mieux la valeur réelle de i que a;. En effet, a+p; x
est une prévision de la production future de i, 1974 3
a mois de vélage, numéro de lactation, setc,
fixés. C'est donc un critére important a consi- 1976
dérer lors du choix des vaches a réformer. Par »
contre, la sélection des descendants de i ne doit :g;g comparaison
faire intervenir que la partie transmissible du t aux g
atrimoine de i, ¢’est-a-dire a,. COmOMPOraInges :
P 1982 modifiée
Des modeles incorporant d’autres effets aléa- :
toires tels gqu’une interaction taureau x trou- multicaractéres
peau reflétant un traitement commun aux filles
d’un méme taureau dans chaque troupeau ont
été également suggérés (Wiggans et al 1988). 1989

BLUP modele animal
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Conclusion

Les recherches sur de nouvelles méthodes
d’indexation laitiere ont toujours répondu au
méme objectif : fournir aux praticiens des esti-
mations de valeur génétique de leurs animaux
de plus en plus fiables et précises. Dans un
contexte international des animaux reproduc-
teurs de plus en plus concurrentiel, il est impé-
ratif de rechercher sans cesse I'obtention d’un
classement aussi correct que possible de tau-
reaux dont certains auront plusieurs dizaines
de milliers de filles et de vaches dont certaines
fourniront les élites males et femelles de
demain. La méthodologie BLUP appliquée au
« modele animal » permet de se rapprocher
d’une évaluation idéale, en s’affranchissant des
nombreuses hypothéses implicites ou explicites
des méthodes précédentes. Mais un regard sur

le passé (figure 2) appelle a la modestie. L’évo-
lution des méthodes s’est faite de maniére de
plus en plus rapide, a tel point que 'adoption
dans l'ensemble des pays développés d'une
évaluation basée sur le modeéle animal n’aura
pris que quelques mois. Le modeéle animal tel
qu’il a été présenté ici n’est probablement
qu'une étape vers d’autres évaluations plus
sophistiquées, qui devront utiliser encore
mieux linformation de base (contrdles men-
suels), intégrer les apports de la génétique
moléculaire et des biotechnologies (sélection
assistée par marqueurs, transferts de génes),
s’adapter au développement de nouvelles
techniques de reproduction (« splitting », clo-
nége), et suivre 'évolution des schémas de
sélection et des techniques d’élevage (Colleau
1989, Colleau et Mocquot 1989).
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Summary

Genetic evaluation techniques in dairy cattle.

The statistical methods used during the past
50 years for genetic evaluation of dairy bulls
and cows are presented with special emphasis
on the reasons which motivated their develop-
ment and then their withdrawal. The selection
index theory applied to data such as deviation
of the cows’ records from their herdmates
became obsolete because environmental
effects were imperfectly corrected and the
underlying genetic trend was not accounted
for. The Best Linear Unbiased Prediction
(BLUP) enables simultaneous estimation of
genetic and environmental effects. Initially
applied to simple models for sire evaluation
(sire or sire-grand-sire models), BLUP is
increasingly used with an « animal model »
nowadays, allowing a joint evaluation of
males and females. Using this method, some
interesting properties are obtained. Other
aspects, such as the modelling of performance
records, the inclusion of several lactations and
the computation difficulties involved are also
tackled.
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