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Résumeé.

Le but de ce rapport est d’étudier un probleme de contrdle optimal, ot la fonctionnelle de colit a minimiser
représente le temps de crise, c’est-a-dire le temps passé par une trajectoire solution du systéme controlé en dehors
d’un ensemble donné, noté K. La fonctionnelle considérée peut étre exprimée au moyen de la fonction indicatrice
de K, qui est discontinue et, de ce fait, empéche I'utilisation classique du principe du maximum de Pontryagin.
Pour remédier a cela, 'emploi d’'un schéma de régularisation sera utile : I’approximation de Moreau-Yosida sera
celui employé ici, appliqué a la fonction caractéristique de K.

Apres deux sections présentant les motivations du probléme ainsi que quelques rappels nécessaires & la bonne
compréhension du probleme étudié, il sera établi la convergence d’une suite optimale pour le probleme régularisé
vers une solution optimale du probleme d’origine. Ensuite, le principe du maximum de Pontryagin permettra, entre
autres, d’établir la convergence du vecteur adjoint lorsque le parametre de régularisation tend vers 0. Enfin, nous
présenterons brievement la notion de viabilité, considéré comme une alternative a la régularisation proposée ici.

Mots-clés : Controle optimal - Systéeme dynamique - Systéme hybride - Temps de crise - Noyau de viabilité -
Analyse convexe - Calcul des variations - Principe du maximum de Pontryagin - Principe du maximum hybride -
Régularisation.
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Chapitre 0

Introduction : définition du cadre du
sujet et motivations.

0.1 Vous avez dit < temps de crise > 7

Dans de tres nombreux domaines, comme la finance, les sciences sociales ou encore 1’économie, ’étude des
périodes de crises peut étre intéressante. Typiquement, un probleme issu de I'un de ces domaines est assujetti a
répondre & certaines contraintes, qui doivent étre constamment vérifiées. Par exemple, un probléme d’économie peut
étre 1ié a I’étude des variations de taux (d’intérét, de chomage...), et les contraintes sont définies par l'intermédiaire
de seuil(s).

Ce que 'on peut intuiter est le fait qu’en pratique, il existe des périodes ou ces contraintes ne sont pas satisfaites.
Ces périodes sont appelées périodes de crise. Considérant un domaine de contraintes prédéfini pour le probleme
considéré, il est donc possible que ’évolution temporelle de ces contraintes quitte ledit domaine. Pire, I’évolution
temporelle peut présenter un caractere d’irréversibilité suite a la sortie de ce domaine.

Ce qui introduit la licité du probléme de minimisation du temps de crise : ce que ’on cherche est, étant donnés
un systeme et son jeu de contraintes associé, de quelle maniere peut-on influer sur ce systeme afin de réduire au
minimum le temps pendant lequel les contraintes ne sont pas assujetties.

0.2 Formulation mathématique du probléeme de temps de crise.

0.2.1 Enoncé général et notations relatives au probléeme.

Donnons-nous un réel T' > 0 fixé, f : R™ x R™ — R™ une fonction, K un sous-ensemble non vide de R™, U un
sous-ensemble non vide de R™, et considérons un systeme dynamique contrélé de la forme suivante :

{i 8 - J; sxe(z;)( Ju(t)) sur [0,7) 02.1)

ou x est ’état et u le contrédle, que I'on suppose pris dans I’ensemble des contrioles admissibles ainsi défini :
U ={u:[0,T] — U ;uest Lebesgue — mesurable}

Par la suite, on désignera par K¢ le complémentaire de K dans R", et par 1x. la fonction indicatrice de K€,

définie comme suit :
0 sise K
1 c(S) =
K= () {1 sis ¢ K



Le but est de considérer et d’étudier le probléme de Lagrange® suivant, appelé probléme du temps de crise sur
Uhorizon fini [0,T] :

T
inf J7 (u) = / 1o (za () dt (0.2.2)
u(-)eU 0

On désignera par x, 'unique ? solution de (0.2.1), associée au contréle u. La fonctionnelle & minimiser s’appelle
fonction de temps de crise sur [0,T]. L’objectif est donc de trouver un contrdle optimal v € U afin de minimiser le
temps pendant lequel une trajectoire, associée a une solution de (0.2.1), soit en dehors de K.

FIGURE 0.2.1 — Trajectoires issues de K.

Sur la représentation schématique ci-dessus, on se donne un ensemble K (ici, un disque), des conditions initiales
xo € K (symbolisées par des croix), ainsi que des trajectoires issues de ces conditions initiales (la fleche indiquant
le sens croissant du temps). Remarquons, sur ce schéma, que :

— Il y a exactement une seule trajectoire optimale (i.e. ne sortant jamais de K).

— La trajectoire de gauche est celle qui, parmi les trois autres trajectoires, va étre le moins longtemps en période
de crise.

— Les deux autres trajectoires sortent de K pour y rentrer a nouveau par la suite.

0.2.2 Hypotheéses sous-jacentes sur le systeme.

Tout au long de cette étude, nous ferons les hypothéses suivantes sur le systeme :
(Hy) L’ensemble U est un sous-ensemble non vide, compact et convexe de R™.
(Hg) L’ensemble K est un sous-ensemble non vide, compact et convexe de R™.

(Hy) La dynamique f est une application continue sur R™ x R™, localement lipschitzienne par rapport au
couple de variables (z,u), et satisfait la condition dite de croissance au plus linéaire, i.e. :

Ik >0, Ve e R”, Yu e U, |f (x,u)|gn < Kf|T|ga
(Hp) Pour tout z € R™, I'ensemble des vitesses augmentées ainsi défini :
F(z)={f(z,u) ;2 €U}

est un ensemble non vide, compact et convexe.

1. C’est-a-dire que ce probléeme de controle optimal ne fait pas intervenir de pay-off terminal.

2. Sous certaines hypotheses classiques de controle optimal, que I’on rappellera dans une section ultérieure pour éviter de surcharger
la section actuelle.



0.3 Exemple : un modele de proie-prédateur controlé.

Soit & > 0. On considere le systeme proie-prédateur3 contrélé suivant :

£L:1 =T (1 — .’L‘Q)
:L:Q = —XT3 (1—.’131)4—%’1’2
ol x1 représente le nombre de proies, x2 le nombre de prédateurs, et u (-) € [0, umax| la variable de contrdle. On

se donne un certain horizon T' > 0, et on cherche un contréle w (-) astreint & minimiser la fonctionnelle de cotit
suivante :

T
inf /0 Txce (ay () dt

u(-)eU
ol x,, = (r1,x2) désigne la solution du systéme proie-prédateur controlé associé au contrdle u que 'on prend dans
I’ensemble des controles admissibles suivant :

U :={u:]0,T] — [0, umax| ; uest Lebesgue — mesurable}
et ou 'on se donne le soin de choisir ’ensemble K de la fagon suivante :

K = {z, = (z1,22) € R} ; 21 > a}

D’apres le systéme, il est évident que (z7,23) = (1,1) est un équilibre du systéme non contrélé. Pour bien
illustrer la situation, quelques simulations numériques peuvent nous permettre d’intuiter le portrait de phase en
(z1,x2) pour pouvoir étudier, a posteriori, le comportement des trajectoires.

FI1GURE 0.3.1 — Portrait de phase associé au systeme de Lotka-Volterra.

Ici, nous avons fait le choix d’indiquer le domaine K par des hachures, afin de repérer aisément les trajectoires
qui rentrent en période de crise, et combien de temps celles-ci y restent. Un approfondissement de 1’étude de ce
modele pourrait mener & considérer la fonction de Liapunov?® définie par :

Vv o R2 — R
(r1,22) +— Inzy —21 +lnzg — 29

3. Le modele sous-jacent est appelé < de Lotka-Volterra >, du nom de deux mathématiciens éponymes du 20°™¢ siecle, théoriciens
de la dynamique des populations.

4. Aleksandr Mikhailovich Lyapunov (son nom, lorsqu’il est écrit en caractéres romains, comporte de nombreuses variantes ortho-
graphiques), né en 1857 et mort en 1918, était un mathématicien Russe, mais aussi un mécanicien et physicien. Il est connu pour ses
travaux sur la théorie autour de la stabilité des systemes dynamiques, ainsi que pour ses contributions a la théorie des probabilités.

3



Celle-ci est constante le long des solutions du systéme proie-prédateur associé. En particulier, I’équilibre (z}, z3)
est stable et vérifie :
Veg =V (a}a3) = V (1,1) = =2 < 0



Chapitre 1

Avant-propos : rappels en controle
optimal et optimisation.

Ce chapitre n’étant consacré qu’a des rappels, aucune propriété ne sera ici prouvée. Pour le lecteur intéressé,
la plupart des résultats présentés ici sont prouvés dans [TRE]. Cette partie est subdivisée en plusieurs théemes et
problématiques.

1.1 Quelques rappels d’analyse convexe.

Le but de cette section est de rassembler diverses définitions et notions mathématiques d’analyse convexe, qui
viendraient a étre utilisées par la suite. Rappellons brievement quelques notions de base.

Etant donné un espace vectoriel X, un sous-ensemble A C X sera dit convexe si toute combinaison convexe
d’éléments x et y de A, du type Az + (1 — A)y ot X € [0, 1], appartient & A. Par exemple :

— Si X est équipé d’une norme, la boule fermée de R™ de centre Og» et de rayon p, notée B (Ogn, p), est convexe.

— Un segment privé de son milieu [—1,0[U]0, 1] C R n’est pas convexe.

Un espace vectoriel normé X est dit de Banach s’il est complet, c’est-a-dire si toute suite de Cauchy de points
de X converge vers un élément de X. Parmi la liste des espaces usuels de Banach, on peut citer, a titre d’exemples :

— L’espace vectoriel R” muni de la norme euclidienne usuelle (n > 1),
— L’espace C° ([a,b]) des fonctions continues sur un intervalle fermé [a, b],

— L’espace Lip (2, R™) des fonctions lipschitziennes de  C R™ & valeurs dans R", muni de la norme suivante :

|f () = f (¥)lgn
1Al = sup | (2)|gn +§‘;}ZH

Rm™

Les ensembles compacts et convexes de R™ sont les plus intéressants, ceux-ci nous apportant diverses propriétés,
dont voici un exemple qui nous sera utile par la suite, notamment dans certaines preuves d’existence.

Proposition 1. Soit K un ensemble compact et convere de R™.

— Tout élément © € R™ admet une unique projection sur K, notée Pk (x), telle que Pk (x) € K et :

|Pk (z) —

— : r_
g = 0L |27 — 2|,

— Toute fonction f: K — R" telle que K est stable par f admet un point fixe, c’est-a-dire :

IkekK, f(k)=k



En reprenant la notation de la proposition précédente, si on suppose de plus que K est non vide, on peut définir
le céne radial Rk (z), le cone tangent Tk (x) et le cone normal Ni (z) & K en z, respectivement de la fagon
suivante :

— Ri(x) ={heR";3acR,Vae0,a], z+ahec K}.
— Tk (z) = {heR”;Ho>0,x+ah+o(U)€K, @
— Ng(z) ={heR";Vy e K, (h,y —x) < 0}.

ou (-,-) désigne le produit scalaire usuel sur R™.

R\o}.

Désormais, considérons que X est un espace de Banach, équipé de la norme |.|. On définit la distance d'un
point € X & un sous-ensemble A C X comme la plus petite distance séparant & d’un point de A, autrement dit :

A) = inf |z —
d(z,4) = inf |z —alx

Supposons de plus que Y est également un espace de Banach, une multi-application F' est une application
qui, & tout point z € X, associe un ensemble F' (z) C Y. On dira naturellement qu’elle est & valeurs compactes si,
pour tout € X, F (z) est un sous-ensemble compact de Y. De méme, dire que F est & valeurs bornées signifie
que toutes les valeurs prises par F' sont contenues dans une boule fixée Br C Y. Enfin, on dira que F possede un
graphe fermé si ’ensemble :

Graphe (F) == {(z,y) e X xY;y € F ()}

est fermé. Une traduction séquentielle de la propriété précédente permet d’affirmer que pour toutes suites (z,,) € XV,
(yn) € YN convergeant respectivement vers x, y vérifiant 'inclusion y,, € F (z,,) pour tout n > 1 vérifie également
I'inclusion y € F (x).

Enfin, nous dirons que la multi-application F' est de Marchaud si celle-ci est non triviale, a valeurs compactes
et convexes et si elle vérifie de plus la propriété de semi-continuité supérieure, i.e. :

Vzg € X, Ve >0, In >0, Vo € B(x0,n), F(x) C F(x9) +eB(0x,1)

en désignant par + la somme de Minkowski de deux ensembles, et si elle vérifie également la propriété de croissance
au plus linéaire suivante :

Jkp >0,Ve € X, |z|p < kplo|y
en désignant par || la norme suivante :

|z = sup |yly
yEF ()

1.2 Qu’est-ce qu’un systéme controlé?

Un systeme controlé est un systéeme d’équations différentielles dépendant d’un parametre (ici, une fonction) u
de la forme suivante :

()= fz(@),u), tel
ou I est un intervalle, u est une fonction mesurable prenant ses valeurs dans R, et f : R x R" x R™ — R"

une fonction appelée dynamique du systeme controlé. Ici t € I désigne le temps, x € R™ I’état du systeme, et u le
controle.

Le controle u est assujetti a prendre ses valeurs dans 1’ensemble des contréles admissibles, ainsi défini :
U ={u:[0,T] — U ; uest Lebesgue — mesurable}

ou T > 0 est donné. Enfin, on se donne deux sous-ensembles non-vides My et Mp de R", ainsi qu’une une
application £ : R x R™ x R™ — R que 'on appellera lagrangien du systéme, et ¢ : R™ — R que I'on appellera cotit
terminal (ou pay-off terminal). Un probléme de contréle optimal peut se formuler ainsi :

it /0 0tz (8)u (8) dt + 0 (20 (T)) (12.1)

6



La notation z,, désigne une solution du systéme controlé, associée au controle u, et satisfaisant & x,, (0) € My et
2y (T) € Mp. Un probléme de Bolza est un probleme tel qu’exposé ci-dessus. On parlera de probléme de Lagrange
lorsque ¢ = 0 uniquement, et de probleme de Mayer lorsque ¢ = 0 uniquement. Plusieurs questions se posent face
a un probléme de controle optimal :

1. Existe-t-il une solution x,, reliant My & M ?
2. Existe-t-il un contréle optimal u*, autrement dit, le probleme admet-il une solution u* € U ?

3. Est-il possible de caractériser un controle optimal u* 7

Pour se fixer les idées, voici deux exemples concrets de tels problemes :

1. Quel est le temps minimal pour rejoindre Uzes a partir de Montpellier, en sachant que la vitesse maximale de
la voiture est de 130km.h™!, et en tenant compte de facteurs extérieurs (routes pratiquables, limitations de
vitesses, aspects des routes, puissance de la voiture...) 7

2. Peut-on « s’arranger > pour que, quelque soit la température de mon four a l'instant initial ¢y = Omin, la
température intérieure du four soit égale, a 'instant ¢; = 5min, a 73, =210°C?

1.3 Résolution de problemes d’existence relatifs au systéme controlé.

1.3.1 A propos de I’existence d’une solution du systéme controlé.

Considérons un systéme dynamique controlé & = f (¢, x,u) ol u désigne un controle mesurable par rapport & t.
Introduisons la fonction g ainsi définie :

g : RxR* — R™
(tz) — f(tz,u(?))

dont la dépendance par rapport au temps est également mesurable. De ce fait, il convient d’introduire la notion de
solution au sens de Carathéodory, avant de présenter le théoreme de Cauchy-Lipschitz et le lemme de Gronwall.

On se donne [ un intervalle de R, et g : I x R™ — R™ une fonction astreinte & vérifier les conditions suivantes :
(C1) Pour tout t € I, la fonction = — g (¢,z) est continue.
(C2) Pour tout z € R™, la fonction ¢ — g (¢, x) est mesurable.

Définition 1. On appelle solution de & = ¢ (¢, x) tout couple (J, z (+)), ot J = [to,t1] est un sous-intervalle de I,
et = est une fonction absolument continue sur J telle que :

VteJ,a:(t):x(to)+/ g(r,x(r))dr

to

On peut donc voir que x (+) est une solution au sens de Carathéodory si elle vérifie I’équation différentielle
= f (t,x) pour presque tout ¢ € J.

Soit maintenant 2 un sous-ensemble ouvert de R x R™ et définissons Q; = {x € R"; (t,2) € Q} ainsi que
Q, = {t e R; (t,z) € Q}. Considérons maintenant une fonction g : & — R™ vérifiant les hypotheses suivantes :

(C1) Pour tout t € R, la fonction = — g (¢,z) est continue sur 2.
(C2) Pour tout z € R™, la fonction ¢ — g (¢, x) est mesurable sur €2,.
(C3) Pour tout compact K C €, il existe deux constantes cx > 0 et Lx > 0 dépendantes de K, telles que :

|9 (8, 2)|gn < K

v((t,2),(ty) € K x K, {|g(t,33)g(t7y)

R < LK |I —Yirn



et, se donnant (¢, o) € 2, on considére le probleme de Cauchy suivant, que I'on appellera systéme dynamique

controlé réduit :
t=g(t2) (1.3.1)
x (to) =29

Le lemme suivant est un outil mathématique d’estimation d’une fonction vérifiant une certaine inégalité différentielle.
Cet outil, puissant, permet notamment de démontrer 'unicité du probléeme de Cauchy (1.3.1).

Lemme 1 (Lemme de Gronwall (1919)). Etant donnée une fonction z, absolument continue et positive, vérifiant
le systeme d’inéquations suivantes :

{z’<a(t)z+,8(t)
z(to) <7

oty 20, a, B sont deux fonctions intégrables sur [to,T|, on a lestimation suivante sur z :

VE € [to, T, = (£) < yexp </t:a(s)ds> +/tt [ﬁ(s)exp </t:a(7')d7) ds]

Sous ces hypotheses, il ne reste plus qu’a énoncer le théoréme de Cauchy-Lipschitz pour le probléeme (1.3.1).

Théoréme 1 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz (version locale)). Sous les hypothéses précédentes, il existe
e > 0 tel que le probléeme de Cauchy (1.3.1) admet une unique solution locale x () définie sur [tg,to + €].

Théoréme 2 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz (version globale)). Sous les hypothéses précédentes, et s’il
eziste deux constantes ¢ >0 et L > 0 telles que :

g (t,2)|gn < c
|g (tal‘) -4 (t7y)‘]R" < L |LE - yl]R"

YV ((t,x),(ty)) € QxQ, {

alors, pour tout T > to, le probléme de Cauchy (1.5.1) admet une unique solution globale x (-) définie sur [to,T], et
la solution dépendant continiment de la condition initiale xq.

Ces énoncés garantissent donc ’existence d’une solution du systéme dynamique controlé, un controle u € U
étant donné. Cependant, un probleme typique de controle optimal est la considération d’'un systeme dynamique
controlé, d’une part, et d’'un probleme d’optimisation d’une fonctionnelle d’autre part. C’est l'objet de la section
suivante, dont les résultats portent sur ’existence d’une solution au probleme d’optimisation.

1.3.2 A propos de ’existence d’une solution du probléme de contréle optimal.

Le but de I’énoncé suivant, appelé théoreme de Fillipov!, est de fournir quelques conditions suffisantes pour
garantir I'existence d’un contrdle optimal sous un probleme d’optimisation de Mayer :

Théoréme 3 (Théoréme de Fillipov). Considérons le probléme de Mayer suivant :

inf o (2, (T
oo ¢ (@ (1))

ot x,, est l'unique solution de & = f (t,z,u), u € U vérifiant x (0) = zo et (T, z (T')) € S. De plus, supposons que :
— L’ensemble U C R™ est compact, la cible S est fermée et S C [0,T] x R™.

— Le cott ¢ est continu, la dynamique f est continue par rapport au triplet (t,z,u), contindment différentiable
par rapport a x et est a croissance au plus linéaire en x.

— L’ensemble des vitesses augmentées F (t,z) = {f (t,z,w) ; w € U} est conveze.

S’il existe une trajectoire reliant xo a S, alors il existe une solution optimale au probleme de Mayer considéré.

1. Aleksei Fedorovich Fillipov, né en 1923 et mort en 2006, était un mathématicien russe. Ses travaux portaient sur les équations et
inclusions différentielles, la théorie de la diffraction et les méthodes numériques.



Ce théoreme d’existence est sensiblement modifié pour un probleme de Bolza, devenant ainsi :

Théoréme 4. Considérons le probléme de Bolza suivant :
T

u(lr)lgu o C(t,z(t),u(t)dt+ ¢ (2, (T))

ol x,, est Vunique solution de & = f (t,z,u), u € U vérifiant x (0) = xo et (T,  (T)) € S. De plus, supposons que :
— L’ensemble U C R™ est compact, la cible S est fermée et S C [0,T] x R™.

— Le cott ¢ est continu, la dynamique f est continue par rapport au triplet (t,x,u), contindment différentiable
par rapport a x et est a croissance au plus linéaire en x.

— Les ensembles FT (t,z) == {(y, y) ER™L g >0 (tx,w) , y = f(tr,w) pouruncertainw € U} sont convexes.
— La fonction £ est continue.

Si lensemble des trajectoires atteignant la cible S est non vide, alors il existe une solution optimale au probléme de
Bolza considéré.

1.4 Autour du concept d’inclusions différentielles.

Pour étudier certaines propriétés des systemes dynamiques controlés, il conviendra d’utiliser le concept d’inclu-
sions différentielles. Ainsi, on se donne un systéme dynamique controlé :

= f(tz,u),u el

ou U désigne I'ensemble des controles admissibles. On supposera que 'ensemble U C R™ est compact, que 'ensemble
Q C R x R™ est ouvert et que la fonction f: 2 x U — R" est continue et continiment différentiable par rapport a
sa premiere variable. On note F' ’ensemble des vitesses augmentées :

F(t,z) ={f(t,z,w), we U}
Considérons maintenant 1’inclusion différentielle ci-dessous.
i (t) € F(t,z(t), ppt€[0,T]

Les inclusions différentielles offrent souvent une approche commode pour 'analyse des systeémes controlés. La
différence entre les équations aux dérivées ordinaires et les inclusions différentielles est résumée de la fagon sui-
vante :

7
7 PR
; i o P
Vi ¥ 3 ‘
- 4 i/
'
L ,."/f - r
F iy ;
- "_/_,/. »
Xn " -

FIGURE 1.4.1 — Différence schématique entre équation différentielle et inclusion différentielle.

Dans le premier cas (celui illustré & gauche de la figure précédente), nous avons un modele déterministe donné
par ’équation différentielle. En d’autres termes, pour une condition initiale xy donnée, il correspond une unique
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trajectoire ¢ — x (xg,t). A contrario, dans le second cas (celui illustré & droite), nous avons un modele non-
déterministe o, pour toute condition initiale ¢y donnée, plusieurs trajectoires ¢ — x (xg, t) sont possibles.

On a la caractérisation suivante d’une solution du systeme dynamique controlé, appelé résultat de Fillipov.

Proposition 2. Une fonction absolument continue x : [0,T] — R™ est solution du systéme dynamique contrilé
= f(t,x,u), u €U si et seulement si elle satisfait linclusion différentielle précédente pour presque tout t € [0,T].

Par ailleurs, la proposition suivante, énoncée dans [CLA], énonce un résultat important quant & la convergence
des arcs 2, pour une inclusion différentielle donnée.

Proposition 3. Soit (2;),.; une suite de fonctions absolument continues de [a,b] dans R™ telle que l’ensemble
(wi (a));c; est borné, et vérifiant :

;i (t) e F(ri(t), z (t) +vy:i (t)+ 7 (t)B
pour presque tout t € [a,b], ot B désigne la boule ouverte unité de R™ et (y;),cr, (74);cq, (Ti);c; désignent des suites
de fonctions mesurables sur [a,b] telles que :
— (Yi)se; converge vers 0 dans L2 ([a, b]).
— (ri);e; est une suite & termes positifs convergeant vers 0 dans L? ([a, b]).
— (Ti);e1 converge vers t presque partout sur [a, b].

Sous ces conditions, il existe une sous-suite de (Ii)ieI qui converge uniformément vers x, ou x désigne une fonction
absolument continue de [a,b] dans R™ vérifiant & (t) € F (t,z (t)) pour presque tout t € [a,b], et dont la suite des
dérivées converge faiblement vers .

1.5 Quelques variations du principe du maximum de Pontryagin.

Le principe du maximum de Pontryagin®, né & la fin des années 1950, a pour optique de trouver une <« poli-
tique > optimale, permettant de guider un systéme contrélé vers une certaine cible.

1.5.1 Principe du maximum de Pontryagin : Enoncé général.

On se donne trois applications f : R x R™ — R" (appelée la dynamique), £ : R" x R™ — R (le lagrangien),
¢ : R® = R (le payoff terminal), toutes supposées de classe C', un réel T > 0 et U C R™ un ensemble compact.
On considere le systeme de controle suivant :

L (t) = f(z(t),u()) (1.5.1)
ol les controles u sont pris dans I’ensemble U dit des contréles admissibles :

U :={u:[0,T] - U; uest Lebesgue — mesurable }

N

et on suppose de plus que tous ces controles sont associés a des trajectoires reliant un point initial de Mo C R a
un point final de M; C R™, en un temps ¢ (u) < T. On consideére le probleme d’optimisation ci-dessous :

T
inf C(xy (t),u(t))dt + @ (x4 (T)) (1.5.2)
u(-)eU Jo
ol, comme précédemment, la notation x,, désignera la solution du probléme de Cauchy (1.5.1) sur [0,T7], T désignant
le temps final, pouvant étre fixé ou non. Le but de ce qui est suit est d’énoncer le principe du maximum de Pontryagin,
qui énonce une condition nécessaire d’optimalité sur le controle u.

2. On désignera par arc sur [a, b] toute application absolument continue x de [a, b] & valeurs dans R™.
3. Lev Semionovitch Pontriaguine (plusieurs orthographes sont rencontrées dans la littérature), né en 1908 et mort en 1988, était un
mathématicien soviétique. Ses recherches se sont orientées en topologie, théorie du contréle optimal et sur les équations différentielles.
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Théoréme 5 (Principe du Maximum de Pontryagin). Sous les considérations précédentes, si le contréle
u € U associé a la trajectoire x () est optimal sur [0,T], alors il existe une application p (-) : [0,T] — R™ absolument
continue, appelée vecteur adjoint, ainsi qu’un réel p° <0, tels que :

— Le couple (p ) ,po) n’est pas trivial.
— Il est licite d’écrire le systéeme d’égalités suivant pour presque tout t € [0,T] :

{:L‘(t) = ?371;[ (l‘ (t),p(t),po,u(t)) (1.5.3)

p(t) __%% (m(t),p(t),po,u(t))

ot H désigne le Hamiltonien du systéme, défini par ({-,-) désigne le produit scalaire euclidien sur R™) :

H : R"xR"xRxR™ — R
(z,p,p°,u) — (p, f (x,u)) + p°L (z,u)

— La condition de maximisation suivante a lieu pour presque tout t € [0,T] :
H (2 (1), (1) 2%, (1)) = mas H (2 (1), (1) .1, 0) (1.5.4)
— Si T n’est pas fixé, on a la condition de maximisation au temps final T suivante :

d

max H (2 (T),p(T),p°,v) = —p° 2 (x(T)) (15.5)
vel dt

— Si My est une variété de R™ ayant un espace tangent en x (0) € My, alors p (0) LTy, (z(0)).

— Si My est une variété de R™ ayant un espace tangent en x (T') € My, alors p (T) fpo'ilj—f (z(T)) LT, (2 (T)).

Une extrémale du probleme de contrdle optimal est un quadruplet (z (-),p(-),p° u(-)) solution de (1.5.3) -
(1.5.4). Dans le cas ou py = 0, on parlera d’extrémale anormale, et d’extrémale normale le cas échéant. Les
conditions d’orthogonalité 5. et 6. du théoreme précédent sont appelées conditions de transversalité sur le
vecteur adjoint, et '’équation (1.5.5) s’appelle condition de transversalité sur le Hamiltonien.

1.5.2 Principe du maximum de Pontryagin : Enoncé dans le cadre de systemes hy-
brides.

La théorie du contrdle est si vaste, qu’il existe une multitude de variantes au principe du maximum de Pon-
tryagin. Des a présent, 'auteur en introduit une d’entre elles. Un probleme sera dit hybride s’il implique plusieurs
systeémes de controle (ici, nous en aurons deux) autonomes, le second succédant au premier & un certain temps de
commutation 7. En d’autres termes, nous avons :

z(t)=f(x@t),u®) wu(t)eU 0<t<r P-p.
yt)=g@),v@®) v@®) eV 1<t<T  pp.

Au systeme précédent, on adjoint également deux conditions portant sur les états initial et final :

{x(O) € B

Yy (T) e b
ainsi qu’une troisieme condition, portant sur x et y a l'instant précis ou I’on franchit le temps de commuation ¢ = 7 :

(r,z(r),y(r)) €8S

ol l'on a pris le soin de se donner un certain ensemble S. De plus, il n’est pas nécessaire de supposer que les
dimensions de x et y sont identiques, et on peut supposer que 7 peut également varier. Assujettie aux trois conditions
précédentes, la fonctionnelle & minimiser est donc du type :

T T
J::/0 b (I(t%u(t))dH/ b (y (1), v (£)) dt + o (7,2 (1), y (7)) + @1 (2 (0)) + @2 (y (T))
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Par souci de simplicité, nous supposerons que toutes les fonctions ici utilisées, a savoir f, g, ¢1, 2, @0, ¢1 €t 2,
sont localement lipschitziennes (ou continiment différentiables, ce qui implique le caractére localement lipschitzien).
Nous supposerons également que les ensembles U et V sont bornés, et que E7, F5 et la cible S sont tous trois fermés.
Il convient également de définir les Hamiltoniens respectifs :

H? (Qf,p, u) = <p7 f (fIJ,U)) - 7761 (.Z',U) H;] (y7Qa U) = <Q7 g (yvv)> - 77£2 (y,U)
ainsi que les Hamiltoniens maximisés respectivement sur U et V :

Mln (%,p) = maXycy HI] (.T,p, 'U,) Mg (yv q) = maXyey H;] (y7 q, ’U)

Lorsque l'on a saisi 'importance du principe du maximum de Pontryagin énoncé précédemment, il convient de
s’attendre une version similaire dans le cadre d’un systeme hybride. Intuitivement, le lecteur doit s’attendre a étre
confronté & deux principes du maximum de Pontryagin < classiques >, avec un lien < & la frontiere » (lorsque t = 7),
dans le sens suivant.

Théoréme 6 (Principe du Maximum de Pontryagin Hybride*). Sous les considérations précédentes, si les

controles u € U et v € V respectivement associés auz trajectoires x (-), y () sont optimauz sur [0,T], alors il existe

deuz applications p (+) : [0,7] = R™ et ¢ (-) : [7,T] — R™ absolument continues, ainsi qu’un réeln € {0,1}, tels que :
— Le triplet (n, p(7), q (7)) n’est pas trivial.

— 1l est licite d’écrire les inclusions adjointes, c’est-a-dire le systeme d’inclusions différentielles suivant, pour

presque tout t € [0,T) :
{—p (1) € B HY (p (8),u(t) (x (1)) ppt € [0,7] (15.6)

—q(t) € dcHy (,q(t),v (1) (y (1)) ppte[rT]

— Les contréles u et v maximisent les Hamiltoniens sur chaque strate respective. Autrement dit, les conditions
de mazximisation suivantes ont lieu pour presque tout t € [0,T] :

{te 0,71 = H{ (x(t),p(t),u(t)) =M (z(t),p(t)) (1.5.7)
q(

x (t)
tel[rnT] = Hj(y(t),q(t),v(t) =M (y(t),q(t))

— Les Hamiltoniens sont conservés sur chaque strate ot ceuz-ci sont définis. En d’autres termes, la condition
de constance suivante a lieu :

7 _ A _
S € R, Shy € R, JPPEE [0, 7], H% (@ (t),p(t),u(t) = M717 (@(t),p(t) =M (15.8)
ppt€[mT], Hi(y(t),qt),v(t) =M (y(t),q(t))=hs
— Les conditions de transversalité suivantes sont vérifiées :
p(0) € ndgr (2 (0)) + NE, (2 (0)) (159)
—q(T) € ndrps (y (T)) + Ng, (y (T))

— Enfin, a la transition ou t = 7, s’applique la condition de < switch > suivante :

(hl - h2a P (T) 4 (T)) € naLSDO (T7 z (T) Y (T)) + Né (Ta z (T) Y (T)) (1510)

Globalement, il est clair que le principe du maximum hybride ressemble fortement a celui énoncé précédemment.
Les seules nouveautés résident principalement dans appartition de la condition de < switch » (qui, intuitivement,
< fait le lien entre & = f (x,u) et y = g (y,v) ») et des notations suivantes :

— 91v (€), faisant référence a la notion de sous-différentiel > de Mordukhovich de la fonction v au point (.
— 9ot (€), faisant référence & la notion de sous-différentiel de Clarke de la fonction 4 au point .

— NZ£(¢), faisant référence a la notion de céne normal de Mordukhovich & I'ensemble X au point .

4. Dans la pratique, nous abrégerons le nom de ce théoréme par < principe du maximum hybride .
5. Le lecteur intéressé pourra consulter [PEN] pour de plus amples informations & ce propos.

12



Le résultat suivant, que I’on admettra, simplifiera notablement le travail lors de I’étude approfondie du probléeme
de temps de crise.

Fait 1. Dans le cadre du probléme de temps de crise, on peut faire les simplifications suivantes.

— L’ensemble K étant supposé conveze, les sous-différentiels de Mordukhovich et de Clarke seront assimilés au
sous-différentiel de 'analyse convexe classique®.

— L’ensemble K étant supposé convexe, les cones normaux de Mordukhovich seront assimilés au cone normal
de l'analyse convexe classique.

— Le < vecteur adjoint > q < continue > le < vecteur adjoint > p, au sens suivant : p(7) = q (7).

— La constance des Hamiltoniens est préservée < 4 gauche et a droite >, au sens suivant : hy = ho.

Eléments de preuve. Nous ne donnons ici que des éléments de preuve, ou plutot des intuitions pouvant guider le
lecteur sur la preuve.

— La raison de la licité des deux premiers items réside dans les hypotheses faites sur les différentes fonctions
intervenant dans le probleme de temps de crise.

— En ce qui concerne les deux derniers items, c¢’est un énoncé” qui peut étre démontré & titre d’exercice, dont
I'ingrédient principal consiste en le fait que le second état est une continuité du premier, au sens ou :

S=A{(rz,y);z =y}

et dans le sens ol g est identiquement nulle.

6. Le sous-différentiel d’une fonction f convexe et propre est ’ensemble de ses sous-gradients en z € X, eux-mémes définis comme
les vecteurs s € X tels que Vy € X, f(y) = f (x) + (s,y — z).
7. Cet énoncé, d’ailleurs, n’est pas propre qu’au probléme de temps de crise!
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Chapitre 2

Du probleme de temps de crise a sa
régularisation : étude théorique.

2.1 Etude du probleme de temps de crise non régularisé.

2.1.1 Etape 1 : Existence d’un controle optimal pour le probléme non régularisé.

L’existence d’une solution au systéeme dynamique (0.2.1) est simple & démontrer : en quelques mots, il suffit de
prendre zg € R™ quelconque, et d’utiliser 'hypothese (Hy) pour montrer que le probleme de Cauchy (0.2.1) admet
une unique solution z, définie sur l'intervalle [0, 7T]. Il ne reste plus qu’a démontrer pourquoi on peut trouver un
controle optimal au probleme de temps de crise. C’est ce que nous faisons maintenant.

Proposition 4. Le probléme (0.2.2) admet un contréole optimal.

Démonstration. Commencons la preuve par quelques notations :
— 1 désignera I'infimum de la fonctionnelle J7 sur U, i.e. p = infyecyy J© (u).
— (un) € U sera une suite minimisante de la fonctionnelle JT sur U.
— 1z, désignera la solution associée au probleme (0.2.1) sous le controle wu,,.

— pin désignera I'évaluation de J7 en uy, i.e. f, = J7 (u,) .

Maintenant, définissons la fonction y,, : [0,7] — R comme la solution du probléme suivant :

Un () = 1ge (2, (1)) p.p-t € 10,7
Yn (0) =0

et, en désignant par P (]R”‘H) I'ensemble des parties de R"+!, définissons la multi-application © par :

© : R'xR —» P (R7H1)
f(z,U) x {0} size€Int(K)
(x,y) = R f(x,U)x[0,1] sizedK
fx,U)x {1} siz¢ K

Cette application est bien définie, remarquant que R™ peut se décomposer suivant I'union disjointe triviale
Int (K) U 0K U K°. Deux remarques viennent :

— L’ensemble © (x,y) est non vide, compact et convexe, en utilisant les hypotheses (Hp) et (Hy).

— Utilisant de plus P'hypothese (Hy), il vient que © est semi-continue inférieurement.

1. De ces définitions, il vient que up, —> p.
n—-+oo
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Soit maintenant w € O (z,y). Il vient que :

lwlgnsr < |f (va)|”P(Rn) +1
< Kflolgn +1
< /if‘(.%',y) ]R"x]R_._l
en utilisant ’hypothese (Hy) relative a la croissance au plus linéaire de f. En posant z, = (z,,yn) pour tout
n € N, on a l'inclusion différentielle suivante :
Zn € O (2y)

Il existe donc? une extractrice ¢ : N — N rendant la sous-suite (Zw("))n N uniformément convergente vers la
trajectoire z* = (a*,y*), telle que 2* (t) € © (2* (t)) pour presque tout ¢ € [0, 7], et telle que toutes les dérivées de
Zp(n) convergent faiblement vers Z*.

De la premiere déduction, il s’ensuit que &* € F (z* (¢)) pour presque tout t € [0,7], et donc que z* est une
solution de (0.2.1). De plus, par définition de p,(,), et grace a la convergence de ¥, vers y*, on peut vérifier que :

T
Yp(n) (T) = /0 1k (xgo(n) (t)) dt = Ho(n) — y* (T)

n—-+oo

D’autre part, on a l'inégalité suivante, par définition de O :

y* (T) > /0 e (2 (1)) dt = JT ()

Et il s’ensuit que JT (z*) = p, ce qui achéve la démonstration. ]

2.1.2 Etape 2 : Application du principe du maximum hybride au probléeme non
régularisé.

Sur le probleme non régularisé, on peut appliquer le principe du maximum hybride, qui nous donnera des
conditions d’optimalité. Dans un premier temps, il convient d’introduire la notion de temps de croisement régulier,
adapté au contexte.

Définition 2. Nous dirons que t. € [0,T] est un temps de croisement régulier de K a son complémentaire K¢
pour une solution x du probleme de temps de crise non régularisé, si les propriétés suivantes sont vraies :

— z(t.) € OK.
— 1l existe une constante 1 > 0 telle que :

(i) < (-) est dans K avant ¢, >, i.e. Vt € [t — 7, t[, x () € K.

(ii) < () n'est pas dans K apres t. >, i.e. Vt € Jt., te+ 1), z(t) ¢ K.
— Le controle u est continu a gauche et a droite de ..
— La trajectoire est transverse® & K en t, i.e. pour tout h* € Nx (x (t.)), s’il existe un élément h € Tk (x (t.))

vérifiant h ¢ Ry (z (t.)) et (h,h*) =0, alors :
(h*, f(x(te), u(te))) #0

La définition d’un temps de croisement régulier de K¢ a son complémentaire K s’obtient de la méme fagon, en
remplagant K par K¢ dans la définition précédente.

2. D’apres la proposition 3 du chapitre précédent, relative a la convergence des arcs.
3. En d’autres termes, cette condition signifie qu’une trajectoire ne peut rencontrer K de facon tangentielle a K.
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Remarquons que si la frontiere de K est lisse dans un certain voisinage de t., alors la quantité h* évoquée dans
la derniére propriété est le vecteur normal unitaire sortant de K en z (t.). De méme, il convient de remarquer que la
condition de transversalité de la trajectoire n’affirme rien d’autre qu’une trajectoire ne peut rencontrer K de fagon
tangentielle. Enfin, il convient d’introduire la derniere hypothese majeure, appelée condition transverse, avant
d’énoncer le principe du maximum hybride.

(H;) Une trajectoire optimale pour (T'C) n’admet aucune (m = 0) ou un nombre fini (m > 1) de temps de
croisements réguliers sur [0, 7], notés {t1, ..., tm}.

Le principe du maximum hybride donne les conditions nécessaires suivantes : considérant un contréle optimal
u € U, on note H le Hamiltonien du systeme associé, défini de la maniere suivante :

H : R*"xR"xRxR™ —s R
(z,p,p°,u) — (p, f (z,u)) + p°L (z,u)

en supposant que la solution x du probléme de temps de crise non régularisé satisfait & 'hypothese (Hy,.). Dans ce
cas, il vient que :
— 11 existe une constante p < 0 et une application absolument continue par morceaux p : [0,T] — R™ appelée
vecteur adjoint tels que (p () ,po) # (0,0). De plus, p(-) est absolument continue entre chaque temps de
croisement régulier, et satisfait & I’équation adjointe suivante, pour presque tout ¢ € [0, 7] :

B(t) = — (1), Daf (@ (1), u (1))
— La condition de maximisation suivante a lieu pour presque tout ¢t € [0,77] :
u(t) € argmax (p (t), f (z (t) , @))
— Pour tout t. € {t1,...,tm}, nous avons la condition de saut relative au vecteur adjoint p :

o), flx(te), ut)) — fx(te), utd))) +op° I
<h*a f (*T (te), u (tj)»

ol 0 = —1 si t. est un temps de croisement régulier de K a K¢ et 0 = +1 dans le cas inverse. Les notations
t et tF renvoient & la notion de continuité & gauche et a droite de t..

3n* € Nk (z(te)), p (t5) =p (t7) +

— Le vecteur adjoint satisfait & la condition de transversalité suivante p (T') = 0, dés lors que x (T) est libre.

—1 d’apres la condition de trans-

Des lors que le couple (po, p ()) est non nul, nous pouvons supposer que p° =
(x(-),p(),u()) satisfaisant (0.2.1),

versalité. Enfin, 'appellation trajectoire extrémale désignera un triplet
ainsi que I’équation adjointe et la condition de maximisation précédentes.

Nous pouvons modifier ’hypothese (Hy.) en supposant qu’une trajectoire optimale pour (7'C') peut entrer ou
quitter K de manieére tangentielle lorsque le nombre de temps de croisements réguliers est fini. Cependant, si la
trajectoire rencontre K de maniere tangentielle a un temps t., la condition de saut relative au vecteur adjoint p
s’écrit alors :

p(t5) —p(t7) € Ni (z (tc))

Pour pouvoir établir le principe du maximum hybride, le nombre de temps de croisements réguliers doit étre fixé,
pour une trajectoire optimale donnée. Ce n’est pas trés commode : il convient donc de régulariser le probleme étudié,
afin de pouvoir trouver des conditions d’optimalité dans un cadre, disons, plus commun, sans aucune connaissance
a priori sur le nombre de temps de croisements. Le fait de ne plus avoir & supposer la véracité de I’hypothese (Hy,.)
est plus commode, et n’est plus obligatoire des que nous appliquerons le principe du maximum de Pontryagin sur
le probleme régularisé.

Il convient maintenant de prouver I’équivalence entre les résultats énoncés précédemment ainsi que la formulation
du principe du maximum de Pontryagin.
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Démonstration. Il convient de rappeler que le probleme du temps de crise consiste a minimiser la fonctionnelle :

. T . T T
Jnt I () = /O ke (2 (1)) dt

ou z est I'unique solution du systeéme différentiel suivant :
z(t) = f(x(t),u(t)) sur0,T]
z(0) =29 K
ou u est le contréle, que 'on suppose pris dans ’ensemble des contrédles admissibles ainsi défini :

U ={u:[0,T] — U ;uest Lebesgue — mesurable}

Sans aucune perte de généralités®, on supposera que la trajectoire optimale x admet un unique temps de
croisement régulier 7 € 10, T, libre, comme indiqué sur la figure de gauche suivante. (Sur la figure de droite est
représentée une trajectoire optimale admettant cinq temps de croisement réguliers : nous excluerons ce type de cas
pour la suite). Nous supposerons de plus que z (t) € K pour ¢ € [0, 7] et que x (t) ¢ K pour t € |7,T].

D’apres les considérations précédentes, il conviendra donc de prendre g, 1, @2 identiquement nulles, /1 = 0 et
¢ = 1 sur leurs domaines de définition, f = g, ainsi que les égalités ensemblistes U =V, Fy = {x¢}, F2 = R™. On
supposera que le passage de K & K¢ se fera de maniére continue, autrement dit que x (7) = y (7). Enfin, on définit
la cible S ainsi :

S§:=10,T[x{(z,z) ;x € K}

(1) Le principe du maximum hybride implique I’existence d’une constante i € {0,1}. En posant p® := —n et en

utilisant le fait que p (1) = ¢ (7), la condition de non-trivialité (p(-),p®) # (0,0) est vérifiée.

(2) Ecrivons les équations adjointes : d’apres le principe du maximum hybride, il existe deux applications
absolument continues p () : [0,7] = R™ et ¢ (+) : [7,T] — R™ vérifiant, pour presque tout ¢ € [0, 7] :

{—p (t) = % (2 (1).p(1) u(®) ppt € [0.7]
—q(t) = %52 (y(t),q(t),v(t) ppte[rT)

ou les Hamiltoniens respectifs sont définis de la fagon suivante :

{H? (@ (t),p(t),u(t) = (p(t), f(z(t),u(?)

Hy (y(t).q(t),v(t)=(q(t), gy (t).v(1)) — Lk (y (1))
Supposons que, de fagon presque stire, ¢t € [0, 7]. Alors, il vient ’équation différentielle suivante :

50 = 2T ) p 0w (1) = (1), Das (2 (1) u(0)) 0t €[0.7]

4. Si  admet plus d’un temps de croisement régulier, il conviendra de décomposer le systeme @ = f (z,u) sur [0,7] : la < parti-
tion > [0, 7[U]7, T] est adaptée pour un seul temps de croisement 7 € ]0, T'[. Pour plusieurs temps de croisements réguliers, il faudrait
< scinder > [0, 7] en autant de segments que nécessaire.
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Supposons maintenant que, de fagon presque sire, t € [7,T]. Alors, il vient 1’équation différentielle suivante :

—q(t) = 88[?7 (y(t),q(t),v(t) =(a(t), Dyg(y(t),v (1)) ppte[r,T]

en utilisant le fait que 1k« (¢) = 1 pour presque tout t € [, T]. Ceci prouve que les équations adjointes sont bien
vérifiées.

(3) La condition de maximisation est triviale, celle-ci n’étant qu’une traduction de ce qu’affirme le principe
du maximum hybride.

(4) Supposons que x (T') est libre. Les conditions de transversalité se traduisent trés facilement au moyen de
I’analyse convexe. En effet, on a d’une part :

P(0) € Nyzgy ({zo}) =R
De la méme fagon, on peut écrire que :
—p(T) € Ne» ({z (T))})

Par définition du cone normal, il vient que pour tout élément w € R™, I'inégalité (—p (T') , w — = (T')) < 0 est vérifiée.
Posons w =z (T) +¢s, ot € > 0 et s € S~ ! appartient & la spheére unité. Il vient que :

Vs € 8" e (—p(T),s) <0
et il s’ensuit que p (T') = 0. Les conditions de transversalité sont donc bien vérifiées.

(5) Enfin, prouvons la licité de la condition de saut sur le vecteur adjoint. La encore, nous supposerons qu’il
existe un unique temps de croisement 7 € ]0, T[ pour la trajectoire optimale x (-) et ce, sans perte de généralités.
Constatons que S est convexe : comme produit cartésien d’un segment ouvert de R (convexe) avec la diagonale d’un
ensemble convexe. D’apres le principe du maximum hybride, on a :

(h1 —ha, =p(77), p(v")) € Ns (7, z (1), x (1))
Posons Ah := hy — ho de sorte que l'inclusion précédente implique celle-ci :
Ah (S ]V]O,T[ (T)

Par définition du cone normal, il vient que pour tout w € [0,7], I'inégalité (Ah, w —T) < 0 est vérifie. Soit
maintenant € > 0 quelconque.

1. D’une part, si 'on écrit w =T — &, on obtient I'inégalité —eAh < 0.
2. D’autre part, én écrivant w = T + €, on obtient I’égalité eAh < 0.

Ces deux inégalités, valables pour tout € > 0, ne peuvent étre simultanément satisfaites que si Ah = 0, soit :
hy = hy

Ce qui implique® la constance du Hamiltonien le long d’une trajectoire extrémale. Poursuivons notre raisonnement,
il reste a étudier I'inclusion suivante :

(=2 (7). p(77)) € Niwa);exy (2 (1), 2 (7))

Par définition du céne normal, et en utilisant le produit scalaire adéquat sur 1’espace produit induit par la diagonale,
il vient que pour tout w € K, I'inégalité (—p (77) + p (7F), w — 2 (7)) < 0 est vérifiée. Ceci n’est rien d’autre qu’une
traduction de l'affirmation suivante :

p(r7) —p(r7) € N (2 (7))

5. <« Moralement >, le principe du maximum hybride nous indiquait que, & un ensemble de mesure nulle pres, chaque Hamiltonien
était constant sur [0, 7], respectivement [, T]. Ici, le résultat h1 = ho n’est que la traduction que la valeur du Hamiltonien est presque
partout conservée sur [0, 7] tout entier, autrement dit, que celle-ci ne dépend pas de la < strate temporelle > [0, 7] ou [r, T] sur laquelle
nous nous positionnons!
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Ceci implique Dexistence de h* € Nk (z (7)) et d’un réel a > 0, tels que :
p(th)—p(r7) = ah*
Or, quelques brefs calculs peuvent mener & Iexpression explicite du scalaire o en fonction des données du probleme :
p(rT) =p(r)=ab® = (") —p(), f(z(m),u(r7))) =alh®, f(z(r),u(rT)))

") —p(7), flz(r),u(rh))
(%, f(z(7),u ()

De plus, il convient de rappeler que le Hamiltonien est entierement préservé le long d’une trajectoire extrémale. En
utilisant I’expression des Hamiltoniens ainsi que la continuité® de la trajectoire au voisinage de 7, on a :

() f2m)u(m))) = (), f(2()u(r))) -1

En combinant les deux égalités précédentes, il vient finalement que :

_ () fla@),u@T) - fla@),u(@)) +1
(h*, [z (7),u(rF)))
ou la constante 1 apparaissant dans 1’expression du coefficient « symbolise le fait que la trajectoire z (-) admet

un temps de croisement 7 permettant le passage de K a son complémentaire K¢ . Le cas échéant, cette constante
aurait été —1. O

— o=

2.2 Etude du probleme de temps de crise régularisé.

2.2.1 Avant-propos : Pourquoi régulariser le probleme ?

Le but de cette étude est de fournir des conditions nécessaires d’optimalité vérifiées par les trajectoires solutions
du probleme (0.2.2).

Cependant, la discontinuité de la fonction 1., au niveau de la frontiere de K, ne nous permet pas d’appliquer
directement le principe du maximum de Pontryagin. En effet, cela provient du fait que I’on n’a aucune hypothese
usuelle concernant le caracteére lipschitzien des données : cela ne permet pas I’application du principe du maximum
de Pontryagin classique.

Pour surmonter cette difficulté, nous devrons utiliser une méthode de régularisation basée sur une approximation
de Moreau-Yosida. Ainsi, la sous-section suivante nous permettra de comprendre le lien entre le probleme de temps
de crise initial (T'C) :

inf /0 1k (za (1)) dt

u(-)eU

et la famille de probleémes de temps de crise régularisés (T'C.), paramétrée par ¢ > 0 :
T 1 )
inf 1-— ——d(xy (t), K dt
), (o (gt 507))

2.2.2 Introduction : Quelques notations et concepts utilisés pour la régularisation.

Par la suite, la notation d (-, K) désignera la fonction distance a l’ensemble K, tandis que xx désignera la
fonction caractéristique de l’ensemble K, définie par :

0 sir e K

Vr € R", =
v xx (@) {Jroo siz ¢ K

6. Attention : la trajectoire x () est continue, mais il n’en est pas de méme pour le contréle u (-) ou le vecteur adjoint p(-)!
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Il est aisé de vérifier que cette fonction est convexe et semi-inférieurement continue en tout point de R™, si
K C R” est fermé et convexe. Pour la régularisation du probleme de temps de crise, il est également nécessaire
d’introduire la notion suivante.

Définition 3. Soit ¢ > 0. On appelle enveloppe de Moreau de xx et de parameétre ¢ la fonction définie sur
R™ telle que :

1
Vo e R", e, (x) = Q—d(x,K)2
3

Cette notion, indispensable dans la future approximation de Moreau-Yosida dans notre probléme de minimisation
du temps de crise, satisfait & ’assertion suivante :

Proposition 5. Soit K un sous-ensemble de R™ fermé et convexe, et notons Pk : R"™ — K [Uapplication de
projection sur K 7. Alors e, vérifie les propriétés suivantes :

— e est différentiable sur R™ et pour tout x € R", Ve, (v) = e~ (z — P (z)).
— Pour tout x € R", e, (z) — xk ().
e—0

Démonstration. Le premier item étant prouvé dans [POL], nous ne prouverons que le second item. La preuve, aisée,
repose sur 'union disjointe R” = K U K°.

— Danslecasou z € K, d(z,K) =e. () = xx (z) = 0.

— Le cas échéant, si x ¢ K, et K étant fermé, il vient que d(x, K) > 0. Par conséquent, on voit bien que e, (z)
est une quantité tendant vers +oo des lors que € tend vers 0.

O

Enfin, nous noterons « l'application définie pour tout z € R™ par « (x) := 1 — exp (—x), de sorte que 'on puisse
écrire 1xc = 70 xx . La fonctionnelle & minimiser pour le probleme régularisé sera définie de la fagon suivante,
pour tout w € U :

T
J7T (u) = / v oe. (za () dt
0
ou x,, est I'unique solution de (0.2.1). Ainsi, on notera (T'C)) le probléme du temps de crise :
inf J7
AN
et (T'C.) la famille de problemes de temps de crise régularisés paramétrée par € > 0 :

: T
A

2.2.3 Etape 1 : Existence d’un contréle optimal pour le probleme régularisé.

La preuve de l'existence d’un contréle optimal pour (T'C.) est simple et repose sur l'utilisation du théoreéme de
Fillipov, ce que nous énongons et démontrons maintenant.

Proposition 6. Le probléeme (T'C.) admet un contréle optimal, i.e. le probleme (TC.) est bien posé.

Démonstration. 11 suffit de constater les points suivants :
— L’hypotheése (Hy) affirme que U est compact.
— L’hypotheése (Hp) affirme que 'ensemble des vitesses augmentées est convexe et compact.
— L’application £ — v o e. (§) est continue sur R™ et bornée par 1.

Ce qui acheve la démonstration. O

7. Cette application est correctement définie, dans la mesure o K est un sous-ensemble fermé et convexe de R™.
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11 est donc licite de considérer un contrdle optimal : nous noterons u. un minimiseur pour le probleme (7'C;),
et x. la trajectoire associée, vérifiant z. (0) = xo € K. Le lemme suivant permet de justifier la corrélation entre les
fonctionnelles J7 et JZ.

Lemme 2. Soit u € U un contréle. L’assertion suivante est légitime :
JE (u) — JT
T w) — I (1)

Démonstration. Considérons I'espace [0,T], muni de la tribu borélienne sur R, et de la mesure de Lebesgue. Cet
espace est mesuré. Il est clair que la suite de fonctions (y o e. 0 2y,), -, converge simplement vers 1. oz, sur [0, 7],
c’est-a-dire que pour tout ¢ € [0,7] :

Yo ee (wy (1)) E*)HO 1xe (24 (1))

De plus, par construction de +, il est facile de voir que cette suite de fonctions est uniformément bornée par 1. Le
théoréeme de convergence dominée permet de conclure. O

Constatons de plus que, pour tout € > 0, il existe un couple (ue,z.) tel que u. minimise la fonctionnelle JZ .
D’apres la proposition 3, il existe un couple (u*, z*) avec u* € U solution de (0.2.1) et telle qu’a une sous-suite pres,
(z2).>o converge uniformément vers z* sur [0, 7] et (i), converge faiblement vers #* dans L?([0,7],R"). Ces
considérations faites, il ne reste plus qu’a prouver que z* minimise le probleme (7'C).

Proposition 7. Reprenant les mémes notations que la remarque précédente, la trajectoire x* minimise le probleme
de temps de crise (T'C).

La preuve de cette proposition repose sur le lemme suivant. Tout d’abord, donnons-nous une fonction p définie
de la maniere suivante :

p : R"x[0,1] — R
0 sizelInt(K)
(z,v) — v six € OK
1 siz¢ K

Donnons-nous deux suites (g;) et (A;) de réels strictement positifs telles que £;, A; et 2‘—2 convergent vers 0 a I'infini.

Lemme 3. Considérant une solution x (-) de (0.2.1), il existe trois fonctions mesurables par rapport au temps
a; : [0,T] = R™, b; : [0,T] = R et v; : [0,T] — [0,1] telles que pour tout i € N, [’égalité suivante ait lieu pour
presque tout t € [0,T] :

voee (z(t) =g (x(t)+ai(t),vi(t)) +bi(t) (22.1)

De plus, a; et b; convergent vers 0 et sont controlées de la maniére suivante, pour tout t € [0,T), indépendamment
de la trajectoire x (-) considérée :

0 < |ai(t)

o <& 0 < |bs (£)lp < exp (—;;g) (2.2.2)

Démonstration. Dans toute cette preuve, B (Ogn, ;) désignera la boule fermée de R™ ayant pour centre Og» et pour
rayon \;, et K, désignera I'ensemble ainsi défini :

Kkl :K—i—F(ORn,Al)

Soit t € [0, 7. Distinguons les cas pour faciliter ’écriture de la preuve :

Cas1l. Siz(t)eK.
11 suffit de prendre a; =0, b, =0 et v; =0 : les assertions (2.2.1) et (2.2.2) sont alors triviales.
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Cas 2. Siuz(t) ¢ Ky,.
Prenons a; =0, v; =0 et b; (t) = —exp (f%d(x (t) ,K)Q) et on a alors :

VOQJxa»1K4xm>Wp<2;duafo>guu>+mamwu»+ma>

Ce qui prouve I’égalité (2.2.1). Les controles (2.2.2) sont également obtenus : celui relatif & a; est trivial,
celui relatif & b; est évident puisque z (t) ¢ K, et donc que d (z (t),K) > \;.

Cas3. Siz(t)e Ky, N\ K.
Prenons b; =0, a; (t) = Px (x (t)) — z (t) et v; (t) =~ (%’d(m (t) ,K)Q). Par construction de a;, il vient
que z (t) + a; (t) = Pk (z (t)) € OK et, par conséquent :

g (x (1) +ai(t),vi (1)) = vi (1)

Ce qui prouve 1’égalité (2.2.1). Les controles (2.2.2) sont également obtenus : celui relatif & b; est trivial,
celui relatif & a; est évident par définition de z (t).

L’achévement de la preuve repose sur le fait que x (-) est absolument continue et, de ce fait, les ensembles
suivants sont mesurables pour tout i € N :

{t €[0,T]; z (t) € Int (K)} {t€]0,T]; z(t) € Kz}

ce qui rend les fonctions a;, b; et v; mesurables par rapport au temps. O

Avant de continuer sur la preuve de la proposition précédente, et gardant les mémes notations que précédemment,
nous emploierons les notations suivantes :

T, ={t€[0,T]; a*(t) € Int (K)} Ty :={t€[0,T]; z*(t) € 0K} T3 ={te[0,T];z*(t) ¢ K}

Preuve de la proposition précédente. Pour alléger les notations, u; fera référence a u.,, tout comme x; fera référence
a xe,. Il convient de rappeler que pour tout u € U, ng (u;) < ng (u).

Sans pertes de généralités, nous pouvons supposer que, lorsque i tend vers +o0o, (x;) convergera uniformément
sur [0,T] vers z*, et (&;) convergera faiblement vers £*. Appliquant le lemme précédent & x;, il vient que :
€

7 (5@ (0,5)%) = g (@i () +a (1) 01 (1) +b: (1) (2.2.3)

Remarquant que [0,T] = Ty UTo UT3, posant g; () :== g (z; (t) + a; (t) ,v; (t)) et intégrant 'équation (2.2.3) entre
0 et T, il vient que :

T
T T> Ty 0
Etudions chaque terme de ’équation (2.2.4) :

1. Convergence de l’intégrale le g (t) dt.
Supposons que t € T;. D’apres le lemme précédent, a; converge vers 0. De plus, x; converge vers z*. Il s’ensuit
donc que g; (t) = 0 si ¢ est suffisamment grand. Sur Pensemble T3, g; converge donc vers 1k (z* (+)). Enfin,
la bornitude de g; entraine la convergence de cette intégrale vers 0.

2. Etude de Vintégrale [, g (t)dt.
Supposons que t € Ty. Il est évident que g; (¢)

WV

0 et, par conséquent :

T
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3. Convergence de ’intégrale ng gi (t) dt.
Supposons que ¢ € T5. Si ¢ est suffisamment grand, z; (t) + a; () ¢ K et, de ce fait, g; () = 1. Sur ’ensemble
T, g; converge donc vers 1. (z* (+)). Cette intégrale converge donc vers J7 (u*).

4. Convergence de 'intégrale fOT b; (t) dt.
D’apres le lemme précédent, b; est bornée et converge vers 0. On peut donc écrire que :

T
/0 bi (t) dt < T |[bi| e o,y . — O

11— 400

D’ou la convergence de cette intégrale vers 0.

Des considérations précédentes vient 1'inégalité suivante, valable pour tout ¢ € N :

T
[ awies [ aans [ bod< L) <L)
Ty Ts 0

Pour conclure que u* est le contréle optimal, il suffit d’observer que pour tout u € U, on a :
et, en faisant tendre I'indice i vers 400, il vient I'inégalité suivante, ce qui acheve la preuve :

JT (u*) < JT (w)

2.2.4 Etape 2 : Application du principe du maximum de Pontryagin au probleme
régularisé.

Nous avons construit la famille de problémes régularisés (T'C.) afin de pouvoir appliquer le principe du maximum
de Pontryagin, ce que nous faisons ici. Pour cela, nous allons construire un probleme auxiliaire, noté par la suite
(T'Ce?). Tout d’abord, posons V I’ensemble des contréles admissibles ainsi défini,

V :={v:[0,T] — K ;vest Lebesgue — mesurable}
et W :=U x V. La notation u := (u, v) désignera un élément de W. On introduit le systéme augmenté :
= f(x,u) x (0) = g
{y—v(;e 2= o) y(©) =0
dont zy = (Ty, yu) désigne I'unique solution du systéme augmenté assujetti aux conditions initiales précédemment
exposées. On définit le probleme (T'C¢?) comme le probleme de Mayer suivant :

inf gy, (T
¥ ()

(2.2.5)

Lemme 4. Les probléemes (T'C.) et (TCS?) sont équivalents.

Démonstration.

(=) Une solution du probléme (T'C.) est aussi solution du probléme (T'C¢7). Soit u. € U une solution
optimale du probléeme (T'C.) dont on dénote par x. la solution au probléme de Cauchy associé. On a :

Vuel, JE (u) < JT (u)
On note z la solution du probléme de Cauchy associée & u. K étant convexe, on a, pour tout v : [0,7] — K :
T r1 2 T T 1 2
[ (gt w2y a<arws [ (20 -v0k.)
0 2e 0 2e
Donc (ue, Pk (z:)) € W est une solution optimale de (T'C¢?).
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(<) Une solution du probleme (TC¢9) est aussi solution du probléme (T'C.). Soit (u.,v:) € W une
solution optimale du probleme (T'C¢?) dont on dénote par z. la solution au probléeme de Cauchy associé.
Supposons qu'il existe I' C [0,7], de mesure de Lebesgue positive vérifiant v, (t) # Pk (zc (t)) pour tout
t € T'. La convexité de K implique I'inégalité stricte suivante :

vVt e, |z: (t) — Pk (ze (t))‘]R” < |we () —ve (t)hRn

~ étant une application strictement croissante, il vient que :

/OT'y <21€ |z (t) — Px (. (t))|]2Rn> dt < /0T7 <215 |ze () — v- (t)|§n> dt

Ce qui contredit loptimalité de (u,v.) € W. Il s’ensuit que l’ensemble I' n’existe pas, et que l'on a, pour
presque tout ¢ € [0, T, égalité v. (t) = Pk (z< (t)). Mais alors, 'optimalité de (uc,ve) € W implique :

T
1
g [ (gle0-v0k )
0 5
ouwu €U, v eV, etz est la solution du probleme de Cauchy associé au probleme (7'C'). Prenons v définie sur
[0,T] par v (t) := Pk o x (t). On obtient ensuite que u. € U est une solution optimale de (T'C.) :
I (ue) < I (u)

O

11 ne reste plus qu’a appliquer le principe du maximum de Pontryagin. Les problemes (T'C;) et (T'CE?) étant
équivalents, nous travaillerons sur le second, par commodité. Définissons d’abord le Hamiltonien du probleme

comme :
H, : R xR xR™ xR? — R

(z,y,p,q,u,v) = (p, f (z,u) +qv (715 \x—vlfgn)

Soit un contréle optimal u. = (u.,v.) € W relatif au probleme (TC¢?), dont la trajectoire associée est notée
ze = (Z¢,y:) . L’application du principe du maximum de Pontryagin aboutit aux assertions suivantes :

— 1l existe une constante ¢. < 0 et une fonction absolument continue p. : [0,7] — R™ appelée vecteur ligne
adjoint tels que (pe (+),qe) # (0,0). De plus, p. (+) satisfait & 'équation adjointe suivante, pour presque
tout t € (0,7 :

: qe 1
() = = 02 (0. Daf (o2 ) 0) = & 2 ) = v () (5o () = O )
— La condition de maximisation suivante a lieu pour presque tout ¢t € [0,7] :

{ue (t) € argmaxqev <ps (t) ; f (xe (t) 7a)>

Ve () € argmaxyex gy (2—16 |ze () — w|ﬂ2v

— Nous avons la condition de transversalité p. (') =0 et ¢. = —1.

Toute trajectoire optimale correspond & une trajectoire extrémale normale (c’est-a-dire telle que g # 0). On
peut remarquer que la condition de transversalité provient du fait que (p- (-),q-) # (0,0) et le fait que z. (T) et
ye (T) sont libres.

La convexité de K et la condition de maximisation impliquent que v (t) = Pk (z. (t)) pour presque tout
t € [0,T], ve désignant un controle extrémal. De plus, le systéme étant autonome, le Hamiltonien est conservé le
long de toute trajectoire extrémale. En particulier, pour t =T, on a 1’égalité :

H. = — (215 @2 (T) — ve (T)Inin>

D’ou le fait que pour tout € > 0, |H.| < 1.
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2.2.5 Etape 3 : Convergence du systéme relatif a I’état adjoint.

Dans cette partie, nous supposerons que les hypotheses (Hy ), (Hg), (Hy) et (Hp) sont satisfaites. Le but de
cette sous-section est simple : il s’agit de montrer que, lorsque le parametre de régularisation € > 0 tend vers 0,
alors une extrémale du probléme régularisé converge (& une sous-suite pres) vers une extrémale du probléme non
régularisé.

A cet effet, notons (U, vy) la solution de (T'CEY) pour € = &, x,, I'unique solution de (0.2.1) associée au contrdle
U = Uy, et p, 'unique solution du probléeme de Cauchy :

{pn (t) = = {pn (1) Def (o (1) (6)) + & (o (6) = 0 () (5 [ (6) = 00 ()20 ) DDt € [0,7]

Pn (T) =0

Le lemme suivant, d’apparence simple, est capital. Sa preuve est, cependant, trés technique et pourra étre évitée
en premiere lecture pour le lecteur novice.

Lemme 5. La suite (py),,cy est bornée dans L> ([0, T]). En d’autres termes, il existe une constante P > 0 vérifiant :

Vn €N, [|pall o (o,77) < P

Démonstration. Soient 71 € [0,T] et u; € U. La dynamique étendue fassociée au systeme est définie par :

F ) = (f (x,u), 7 (2))

et le vecteur de variation v,, == (vn, vg) :[0,7] — R™*! du probleme régularisé (TC;Z) est défini comme 'unique
solution du probleme de Cauchy ci-dessous.

{aﬁn (£) = Do f (w0 (1) , tn (1) T (1) p.pt € [0,7]
On (1) = [ (@n (t1), ur) = f (@0 (t1) , un (1))

Ce systeme est équivalent au nouveau systéme suivant :

{@n (t) = Daf (xn (), un (1)) v (t) p.pt €[0,T] (2.2.6)

U.g ) = (Vy(zs (1)), v (1))

assujetti au systeme de conditions initiales ci-dessous.

{vn (1) = f (20 (11) , w1) = f (20 (1), un (11))
00 (1) =0

n

De l'uniforme bornitude de x,, (-) sur [0,7] et de la continuité de f, il vient que la suite vy, (-) est uniformément
bornée sur [0, 7], par une constante notée C.

Considérons maintenant la constante A > 0 vérifiant ’assertion suivante :
Vn e N, Vt €[0,T], |z, (t) — Px (xn (t))|g. < A

Prouvons maintenant que la suite v0 (-) est uniformément bornée sur [0, T]. Supposons que t. est un temps de
croisement pour z, (), tel que la suite (ti)n c ainsi définie converge vers un certain 1, ou t; est le premier temps
de croisement pour x* (). Puisque ¢; est un temps de croisement isolé pour z*, nous pouvons supposer, sans pertes
de généralités, que :

r,(t)eK 0<t<th

r, ()¢ K t>th t~t}
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Ici, la notation x ~ y aura pour sens < x est dans un voisinage proche de y ». Considérons €,, > 0 et choisissons
t € [th, th +e,]. L'intégration de la seconde équation de (2.2.6) sur I'intervalle [t}, t] donne :

0= [ o (<o o () = P (o 1)

£) o () = Prc (20 (0). 00 0)
En Jiy
ce qui entraine, puisque t € [t;, th+ en} :

100 (1)],, < AC

et il s’ensuit que v2 (-) est bornée dans un voisinage du premier temps de croisement t1. Par suite, on peut prouver

que v? (-) est bornée sur tout intervalle compact I ne contenant pas un temps de croisement pour z*.

8

De plus, ’égalité suivante a lieu pour presque tout ¢ € [0,7] :

3 (o (1), 00 () = (V1 (2 (1), 00 (1)) = 05 1)

En intégrant cette relation et sachant que p, (T') = 0, il vient que :

(P (8) , v (2)) = v () = v (T)

Puisque v§ (+) est uniformément bornée sur [0, 7], alors la suite (p,, (-), v, (+)) est uniformément bornée sur [0, 7.
Enfin, pour tout ¢ € [0,7], le cone de Pontryagin K (¢) C R™ est défini comme le plus petit cone de R™ conte-
nant tous les vecteurs de variations® v (t) pour tous les points de Lebesgue 0 < 71 < t. En utilisant le fait que
(n (), pn (4), u(+)) est une extrémale normale, on peut démontrer que K (t) = R™ (voir [HAB]), ce qui permet de
déduire 1% que p,, (-) est une suite uniformément bornée. O

Une fois cette preuve finie, il convient de remarquer que la suite désignant 1’état adjoint est bornée... pourtant,
qu’en est-il de la suite des dérivées? C’est 'objet de ce qui suit.

Précédemment, nous avons établi qu’il existe une solution z* de (0.2.1) définie sur [0, T telle qu’a une sous-suite
pres, la suite x, (+) converge uniformément sur [0,T] vers z* (+), et la suite &, (-) converge faiblement vers z* ()
dans L2 ([0, 7).

Effectuons I'’hypothese relative au caractere fini du nombre de temps de croisement réguliers pour z*. Dénotons
par (tg), <k<m Ces temps de croisements réguliers pour x* et remarquons que ceux d’indices impairs correspondent

tr41—1lk

au passage de K & K¢. Par convention, on posera tg = 0 et t,,41 = 7. Enfin, choisissons 0 < 7° < minjcx<m 5

et, pour tout 0 < n < %, nous emploierons la notation suivante :

Li=0,ti-=n U | | [tetnten—a )| Ultm -+, 7]
1<k<m—1

Constatons que I,, C [0, T]. Mieux que cela, les intervalles I, ont été créés pour leurs qualités de compact évitant
tout temps de croisement. Par extension, toute preuve de convergence reposant sur la manipulation des I,, pourra
s’étendre a des compacts évitant ces instants de croisement. Le lemme ci-dessous est un exemple d’utilisation de
tels compacts.

8. Plus précisément, pour tout intervalle compact I ne contenant pas un temps de croisement pour z*, il existe une constante y; > 0,
telle que pour tout ¢ € I, on ait d (zn (t), K) > 5 si n € N est suffisamment grand. On obtient alors, pour presque tout t € I :

. AC ~3?
vp () < P (26I>
n n

si n € N est suffisamment grand. Il ne reste plus qu’a intégrer pour obtenir le résultat souhaité.
9. C’est-a-dire ceux correspondant & une variation en aiguille du contréle un, (-).
10. Si tel n’était pas le cas, il existerait une suite ¢/, telle que ||pn (¢},)|| — +o00. Prenant un vecteur de variation normalisé, colinéaire
A pp, (t),), on aurait une contradiction avec le fait que le second membre de 'équation (py, (t), vy, (t)) = v (t) — 9 (T) est uniformément
borné.
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Lemme 6. Pour tout n € }O, 770], il existe une fonction absolument continue py : I, — R™ telle que, a une sous-
suite prés, pn (-) converge uniformément vers p}, () sur I, et p, (-) converge faiblement vers pj, () sur L? (I)). De
plus, I’égalité suivante a lieu pour presque tout t € I, :

Py () = = (p; (t), Dof (" (t), u” (1))

Démonstration. x, () est une suite convergente dans L? ([0, T]) et chaque temps de croisement est transverse. De
ce fait, il existe un entier ng € N et un réel p,, > 0 tels que :

Vn = ng, Vt € Iy, d(zy, (t), OK) = py

Utilisant le fait que K est compact et f est continue par rapport & chacune de ces variables, la suite (2, (+), uy, (+))
est uniformément bornée sur [0, 7] et il existe un réel a > 0 tel que I'on ait simultanément, pour tout ¢ € [0,T] :

?DJ@MﬂmMﬂmnéa
(2 (1) = Pic (2 (1)) |gn < @

Donc, pour tout réel ¢ € I,,, on a :

[Pn ()] < lpn (B)]g siz, (1) € K
pn (D] < alpn Olg + 29" (5 pn) siza () ¢ K

Posant &, == %~/ (%pn) pour tout n € N, il vient I'inégalité suivante, pour presque tout ¢ € I, :

|pn (t)|R S o ‘pn (t)|R +&n

Et, d’apres le lemme précédent, il s’ensuit que la suite p, (+) est uniformément Lipschitz-continue. Par le théoréme
d’Arzela-Ascoli, il existe une fonction absolument continue py : I;, — R" telle que, a une sous-suite pres, py ()
converge uniformément vers p* (). Puisque p, (-) est bornée dans L?(I,), la convergence faible est immédiate.
Enfin, I’égalité demandée est immédiate, en utilisant le fait que 'application

En 2e,

0 L (o () = 00 O ) (20 0 00 1)

est uniformément convergente vers 0 sur I,,. O
L’intérét du lemme précédent réside dans ’énoncé et 1'utilité de la proposition suivante.

Proposition 8. Il existe une fonction p* : [0,T] — {t1,...,tm} — R™ satisfaisant aux propriétés suivantes :

— A une sous-suite prés, pp (t) — p* (t) pour presque tout t € [0,T], lorsque n tend vers +oc.

— La fonction p* est absolument continue sur tout intervalle |t;, t;y1[, pour 0 < i < m (avecty =0 et typy1 =T),
bornée sur [0,T)] et satisfait a :

p(t) = —(p* (), Duf (2" (t) ,u* (1)) p.p.t€0,T]
p*(T)=0

Démonstration. Démontrons ces deux propositions dans cet ordre.

— Sin <n <1’ ilest clair que I, C I, et donc que py (t) = py () pour tout t € I,,. Le lemme précédent
affirme donc qu’il existe une extractrice ¢ telle que la convergence p,, (,) — p; est uniforme sur I, et telle
que la convergence p,, (,) — p; est faible sur L% (I,).
Soit maintenant 7’ < 7, il existe une extractrice s telle que la convergence py, oy, (n) — P; est uniforme sur
Iy et telle que la convergence py, op,(n) — Py, est faible sur L? (Lyr)-
Répétant ce raisonnement avec une suite décroissante 7, vers 0 de rationnels tels que 7, < 1°, il existe une
extractrice ¢, telle que la convergence de la sous-suite diagonale py, .. (n) —* P}, soit uniforme sur chaque
intervalle I,,, (k € N), ce qui conclut la preuve.

0pn
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— Posons p,, = Pyro...0p, (N). De par le lemme précédent, la fonction p* coincide avec p;, sur chaque I,,. Par
conséquent, pour presque tout t € I, :

py () == (p; (1), Do f (2" (1), w* (1))

Puisque 1 > 0 est arbitraire, et que p, (T) = 0 pour tout n € N, on obtient facilement le systéme :

pr) == @t), Duf (2" (t),u* (1)) p-ptel0,T]
P (T)=0

Et, de fagon similaire & la preuve du lemme précédent, 'inégalité suivante a lieu pour presque tout ¢ € [0, 7] :

" ()] < o fp” (t)lg

L’intégration de la relation précédente grace au lemme de Gronwall donne l'inégalité suivante, valable pour
tout indice i € {1,...,m — 1}, et pour tous réels t € |t;, t;11[, 7 € Jti, tiy1[

p* Ol < Ip* ()| ™"

Ce qui prouve le fait que p* est bornée sur [0, T].
O

Ayant introduit la notion de temps de croisement, il convient de se demander quel peut étre le comportement de
la fonction p* lors du franchissement d’un tel temps de croisement. La proposition suivante vient répondre a cette
question.

Proposition 9. Les assertions suivantes sont vraies :
— Soient (tk) et (t%) deux suites telles que, pour tout n € N, tL < t; < t2. Supposons de plus que (t}z) et (t%)
convergent toutes deuz vers t1 lorsque n tend vers +00. On a alors :

lim_[pn (7)) = pa (t)] € Nic (2" (t1))

n—-+oo
— Les quantités p* (tl_) et p* (tf’) ezistent, et satisfont a :
p* (tf) —p* (tf) € Nk (x* (t1))

— La fonction p* satisfait o la condition de saut'' suivante, relative au vecteur adjoint p, et ce & chaque temps
de croisement t. :

(p(to), f(@(te), u(ts)) = f(x(te), u(td))) + op’

CNIGGRIG), "

In* € Nk (2 (te), p(t5) =p (t7) +

Démonstration. Démontrons ces trois propositions dans cet ordre.

— Soit 7 < °. De 'uniforme convergence de z,, (-) vers z* (-) sur [0, T] résulte I'existence de ,, € [t; — 7, t1 + 1]
tel que z, (tn) € 0K. Sans perte de généralités, on peut supposer que :

tp =min{t € [ty —n, t1 + 1] ; 2, (t) € OK}

Il vient que £, — t;. Définissons maintenant, pour n € N :
n—-+oo

t2

Guim = [ (on ). Daf (@ (0. ()

n

11. On rappelle que p® < 0 est la constante donnée par le principe du maximum hybride, 0 = —1 si t. est un temps de croisement
régulier de K & K¢, et o = +1 dans le cas inverse. Les notations t; et tJ renvoient & la notion de continuité & gauche et & droite de .
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Cette quantité tend vers 0 lorsque n tend vers +oo. De plus, on rappelle que I’équation suivante a du sens
pour presque tout ¢t € [0,7] :

mwmw»mﬂmwmumwgymmwww(gﬁmmwm$)

Ce qui donne, en intégrant sur le compact [tiw t%] :

mﬁb—m@m—@+;l”v(la%w—%mﬁjmuwwumw

}1, QEn
De plus, il existe £, € |}, t2] tel que :
T L U S
Pn (tn) Pn (tn) = Cn + c Y 2 !xn (t'n) Un (tn) |]R" (xn (tn) Un (tn))
n n
Posons p,, == %’y’ (2; T (tn) — vn (£0) ;n) ES (tn) — vn (tn) ’Rn et w, = % de sorte que
g v ) Irn

I’égalité précédente s’écrive :

Pn (ti) — DPn (t}L) = (n + pnwn
La bornitude du membre de gauche entraine la bornitude de la suite (p,wn), ey ((n — 0 lorsque n tend vers
+00o donc la suite associée est également bornée). De plus, w, a été construit de sorte & étre de norme 1 : il
existe donc w € S" ! tel que w,, — w lorsque n tend vers 400, & une sous-suite pres. En prenant de nouveau
une sous-suite, nous pouvons supposer le fait qu’il existe p > 0 tel que p, — p lorsque n tend vers +o0o. De

plus, on rappelle que :
vt € [0,T), vy, (t) = Pk (2, (t))

donc, pour tout y € K, on a : R
<wn7 Yy — PK (I’n (tn))> < 0

Faisons tendre n vers 4o0o pour obtenir le fait que (w, y — Pk (z* (¢1))) < 0, ce qui prouve que w €
Nk (z* (t1)), ce qui achéve la démonstration.

— D’apreés la proposition précédente, p* est bornée sur [0, 7] — {t1,...,tm}. Il existe donc une constante C' > 0
telle que pour tout indice ¢ € {0,...,m — 1}, on a I'inégalité suivante, valable pour tous ¢,t" € [t;, t;11] :

P () —p* (M)e <Clt =g

p* satisfait donc au critere de Cauchy au point ¢; , ce qui prouve 'existence lim, ,,— p* (t).

— Puisque le systéme est autonome, le Hamiltonien H,, est conservé (constant) le long de toute trajectoire
extrémale de (TC;‘{). De ce fait, nous pouvons supposer (& une sous-suite pres) qu'’il existe un réel h € R tel
que H, — h lorsque n tend vers +oo. Maintenant, considérons deux temps ¢, ¢’ tels que t < t; < t'. Si n est
suffisamment grand, en utilisant la convergence uniforme de z,, (), il vient que :

(Pr (&), f (@n () yun (1)) = (pn (¢'), f (2 (¢') un () =7 (2 (t))

Le fait de faire tendre n vers +oo dans ’égalité précédente implique que :
(" (tr)  f @™ (ta),u™ (0)) = (p* (1), f (2" (1) ,u” (1)) — 1

et la conclusion vient d’elle-méme, en utilisant le fait que p* (1) — p* (t7) € Nk (z* (t1)).
O

Par souci de brévité, il convient de reformuler tous les théorémes précédents, pour conclure cette partie relative
a la convergence du systeme adjoint.
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Résumé. Supposons que les hypotheses (Hy), (Hr), (Hy) et (Hg) sont toutes satisfaites. Considérons une
suite (g,),cy de réels décroissante, convergeant vers 0. Considérons également une solution (z,,,u,) du probleme
(TC;g) et p, 'unique solution du probleme de Cauchy :

{pn (1) = = (u (8), DS (2 (8) 10 () + 2 (0 (1) = 00 (1) (22 2 (8) = vn (D) DD € [0,7]
Pn (T) =0

Alors les propriétés suivantes sont satisfaites, a une éventuelle sous-suite pres :

(1) 1l existe une solution (z*,u*) du probleme (T'C) telle que :
(a) @, () converge uniformément vers z* (-) sur [0, 7).
(b) dy, (+) converge faiblement vers #* (-) dans L? ([0, T]).

(2) La fonction valeur associée au probléme (TC’SE) converge ponctuellement sur [0, 7] x R™ vers la fonction valeur
associée au probleme (T'C).

(3) De plus, si x* satisfait & 'hypothese (Hy,.), il existera une fonction p* : [0, 7] — {t1,...,tm} — R™ vérifiant :

pt)=—®@),Duf (z(t),u(t))) p-p.t €[0,7]
u(t) € argmaxaev (p(t), f (z(t),a)) p.p.t€[0,T]
p(T)=0

et a la condition suivante, dite < condition de saut relative au vecteur adjoint p > pour tout temps de
croisement t. € {t1,...,tm} :

(p(te), f(@(te), u(ts)) = f (@ (te), u(td))) + op’

(s 1 (00, u (1)) "

In* € Nk (2 (te), p (t5) =p (t7) +

telle que :

(a) pp (+) converge vers p* (-) presque partout sur [0, 7.

(b) Pour tout compact Cr C [0,T] ne contenant pas de temps de croisement pour z* :

(i) La convergence évoquée au point (a) est une convergence uniforme.

(ii) pn (+) converge faiblement vers p* (-) dans L? (Cr).
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Chapitre 3

Du probleme de temps de crise a sa
régularisation : deux exemples.

3.1 Exemple 1. Une stratégie naive pour une dynamique planaire.

Dans cette section, nous allons considérer un exemple pour lequel nous pourrons calculer une politique optimale
explicite, aussi bien pour le probleme régularisé que pour le probleme non-régularisé. A cet effet, il convient de
considérer la dynamique planaire linéaire !

L) e (0 D) (3) a1

ot u: [0,T] = [—1,1] est un contrdle mesurable. La dynamique (3.1.1) sera étudiée sur le disque de rayon R :

suivante :

D= {(z1,22) € R?; 27 + 23 < R?}
De plus, 'ensemble compact convexe K représentant les contraintes est défini de la manieére suivante :
K = {(z1,72) € D; x5 > 0}

En utilisant les mémes notations que précédemment, notre but sera de minimiser la fonctionnelle suivante, sous la
condition initiale z,, (t9) = xz¢ € D :

T
ir(lf/ 1pare (2, (t)) dt (3.1.2)
u(*) J¢,

Lemme 7. Le domaine D est invariant par la dynamique (3.1.1).

Démonstration. Soit (:L'(f, 18) € D le couple de conditions initiales respectives de x1 et x2. On sait que la dynamique
peut s’écrire de la forme suivante :

i‘1: *I2(2+u)
jJQ = X (2+U)

L’intégration d’un tel systeéme différentiel donne la relation suivante :
2 2
Vt € R, 2% (t) + 23 (t) = 21 (0) + 23 (0) = (29)" + (29)

Or, il vient que 29 + 29 < R? par définition de 2? et 2. Ce qui permet de conclure que le domaine D est invariant
par la dynamique considérée. O

1. Celle-ci peut s’écrire X = AX avec X = (x1 mg)T et A= (2 2 “ _20_ u)
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La construction du systeme planaire fait apparaitre une matrice A dont les valeurs propres associées laissent
suggérer une certaine licité de 1'utilisation des coordonnées polaires. Ceci est ’objet du lemme qui suit.

Lemme 8. La dynamique (3.1.1) peut s’écrire de la fagon équivalente suivante :
0=2+u (3.1.3)

Démonstration. Soient r > 0 et § € R. Posons x1 = rcosf et x5 = rsinf. Différentions ’expression de x; par
rapport au temps : ) )
T1 = —rfsinf = —6Oxy

Utilisons 'expression de x1 donnée par la dynamique (3.1.1) :

. i
=——=24+u
T2
Ce qui est I'expression alternative recherchée pour la dynamique étudiée. O
Les trajectoires sont donc des cercles de rayon r = (/2% + 23 = ‘(:E(f,xg)‘w centrés en l'origine Ogz, et ce

quelque soit le contrdle u (-) choisi. Ce dernier agit comme une vitesse angulaire pour les trajectoires. Désormais,
considérons le contrdle (avec retour d’état, feedback en anglais) construit de la fagon suivante :

N -1 osiz(t) e K
“[x(t)]'{1 siz (t) € K°

En regardant de plus pres la construction de ce controle, on voit que 'on souhaite minimiser la vitesse angulaire
lorsque 1’état appartient a K, et a la maximiser lorsque 1’état n’appartient plus & K. C’est ce que nous appelons ici
stratégie naive, comme l'illustre la figure suivante.

FIGURE 3.1.1 — Mlustration de la stratégie naive : lorsque I'on est dans K, on minimise la vitesse angulaire. En
dehors de K, on la maximise pour < revenir plus vite » dans K.
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Etant donnés deux réels 6y € [0, 2] et T > 0 fixés, 0,, (-) désignera I'unique solution du probléme suivant :

Om (1) =24 Uy, (t) p.p.t €[0,7)
O, (0) = 6o

ol Uy, est défini de sorte que u,, (t) = u* [0, (t)]. Par la suite, nous montrerons que cette stratégie, bien qu’elle
n’est pas unique, est optimale pour le probléeme (3.1.2).

3.1.1 Etude du probléme non régularisé.

Dans cette partie, nous cherchons un controle optimal pour le probléme (3.1.2), en utilisant le principe du
maximum hybride. Pour simplifier le cadre, nous supposerons que ¢y = 0 et que 7 = 1. De plus, conformément a la
construction du controle u* précédemment explicitée, il convient d’introduire les deux sous-ensembles de R :

CTi=sin"" (RT) = {z € R;sinz >0} = U 2k, (2k + 1) 7] C =R-C"
kEZ

Fixons maintenant un réel 6y € [0, 27|, ainsi qu’un contrdle Lebesgue-mesurable u : [0,7] — [—1, 1], et désignons
par 6, (-) I'unique solution du probléme suivant :

O(t)=2+u(t) pptecl0,T]
0 (0) =6y

Proposition 10. On dénote par u un contréle optimal relatif au probléeme (8.1.2).

— 8i 0, (T) € CT, alors lexpression de u est donnée par :

ult) = {v e[-1,1] sif,(t)eCt (3.1.4)

1 sif, (t) € C~

— 806, (T) € C—, alors Uexpression de u est donnée par :

_ )1 sif, (t) e Ct
"= {” €[-1L1] sif,(t)eC™ (3.1.5)

Démonstration. Désignons par H le Hamiltonien associé au systeme, défini de la maniere suivante :

H R3 — R
0, u) — A2+4+u)—1c-(0)

u désignera un controle optimal du probléme (3.1.2), associé a la trajectoire 6,,. D’apres le principe du maximum
hybride, il existera une fonction absolument continue par morceaux A : [0,7T] — R satisfaisant & I’équation adjointe
A (t) = 0 pour presque tout t € [0,7], et & A (T) = 0. La condition de maximisation, quant & elle, se traduit ainsi :

1 siA>0
u(t)=< -1 siA <0
ve[-1,1] siA=0

Rappelons que le Hamiltonien est constant le long de toute trajectoire extrémale.
u prenant ses valeurs dans [—1, 1], il vient que 6> 1, puis que les temps de croisements, qui sont tous transverses,

sont en nombre fini. L’hypothese (Hy,.) est donc satisfaite, et le principe du maximum hybride implique donc que
A a une discontinuité en un temps de croisement ¢, et que la quantité A (¢7) — A (¢7) est finie.
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(1) Supposons que 6, (T) € C*. Alors, puisque A (T") = 0, 'expression du Hamiltonien donne H = 0.

a) Supposons que 0, (t) € C—. Alors 0 =2\ + |A| — 1, ce qui impose A = % puis u = 1.
(a) 3

(b) Supposons que 6, (t) € CT. Alors 0 = 2X + |A] implique que A = 0 et on prend u (¢) € [-1,1].
(2) Supposons que 0, (T) € C~. Alors, puisque A (T') = 0, 'expression du Hamiltonien donne H < 0.
(a) Supposons que 0, (t) € CT. Alors H = 2\ + |\| < 0, ce qui impose la condition A < 0. On en déduit
donc aisément que A = H < 0 tant que 6, (t) € CT et, dans ce cas, u (t) = —1.
(b) Supposons que 6, (t) € C~. Alors H = 2\ + |A| — 1, ce qui impose que X > 0 est constant dans C~.2
Enfin, si A = 0 dans C~, alors u (t) € [-1,1] dans C~ et, si A > 0 dans C~, alors u (t) = 1 dans C'~.

Cette distinction de cas et les remarques précédentes permettent de retrouver les expressions de u escomptées. [J
Notre but était de prouver qu’ici, la stratégie naive était optimale. C’est ’objet de ce qui suit.

Corollaire 1. u,, est un contréle optimal pour le probléme (3.1.2). En d’autres termes, étant donné un contrile u
mesurable, astreint a satisfaire ['une des conditions (3.1.4) ou (3.1.5), et tel que 6, (0) = 6y, on a :

TV (w) =TT ()
ou JT est la fonctionnelle que Ion désire minimiser dans (3.1.2).

Démonstration. Dans un premier temps, il convient de changer I'expression de la fonctionnelle J T au travers d’un
changement de variables. Puisque 6,, > 1, on peut transformer I’expression de JT (u,,), pour y faire apparaitre une
dépendance en § = 6, (t) :

T 0 (T)
T () = [ e @uat=3 [ 10 @)@

(1) Supposons que la valeur terminale de 6, (-) appartient & CT. Alors u est donné par (3.1.4) et, suivant
un raisonnement similaire a celui effectué précédemment, on peut écrire que :

]_ 0u(T)
I (u) = g/ 1c- (0)do
0o

et on en déduit la relation suivante :

1 gu(T)
T () = 7 () = 5 /0 , le @O

Que les trajectoires associées a 0, et 0, soient toutes deux dans CF ou C'~, il vient que Ou — Qm > 0 et, par
conséquent, I'inéquation 6,, (t) = 6., (t) est vérifiée pour tout ¢ € [0, T]. Il vient alors que 6, (T) > 6* (T) > 0,
d’ou le résultat escompté.

(2) Supposons que la valeur terminale de 6, (-) appartient & C~. Alors u est donné par (3.1.5) et, suivant
un raisonnement similaire a celui effectué précédemment, on peut écrire que :

t 0. (t) U -1 (61
O (®) = 0.0 = [ fum (1)~ u(r)dr = [ (0.2 0) —u (0.7 ) 4

to 0o 2 +u (0171 (9))

L’expression donnée par (3.1.5) permet d’en déduire que :

0. (t)
O (1) — 0, (1) = / 10 (0)

” 2+ u (021 (0)) -1

; ]de

2. En effet, le fait de supposer que A est strictement négatif dans C'~ serait absurde : on aurait A= H +1 < 0et A(T) = 0.
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Il s’ensuit que la fonctionnelle de cott peut s’exprimer de la maniere suivante :

0.(T)
JT ) = % 0 (T) — 0. (T) + /9 1. (6) dH]
1 eu(T)
= T ) + 5 [0 (1) = 6,(T) + /9 R0 d@]

Que les trajectoires associées a 0, et 0, soient toutes deux dans CT ou C—, il vient que éu — ém < 0 et,
par conséquent, 'inéquation 8, (t) < 6, (t) est vérifiée pour tout ¢ € [0,7] ce qui, de méme que dans le cas
précédemment, donne le résultat escompté.

Cette distinction de cas acheve la preuve. O

Comme dit précédemment, les trajectoires pour le probléme (3.1.2) ne sont pas uniques. En effet, quelque soit
le comportement du controéle u (-) dans un voisinage de ¢t = T, la fonctionnelle de cotit est inchangée si la trajectoire
prend fin dans K¢ ou dans l'intérieur de K. Par exemple, si 6, (T') est dans un voisinage proche de 6,, (T) € C~,
alors il vient immédiatement que JT (u) = J7 (u,). Ceci ne change rien au fait que le controle u,, est optimal.

3.1.2 Etude du probléme régularisé.

Dans cette partie, nous cherchons un contréle optimal pour le probléme (3.1.2), en utilisant le principe du
maximum de Pontryagin, apres régularisation du probléeme subséquent au moyen de la méthode de régularisation
de Moreau-Yosida. Pour simplifier le cadre, nous supposerons toujours que o = 0 et que » = 1. De par la construction
de K, il vient que la fonctionnelle « distance & K > prend la forme suivante :

d(z(t),K)=—min|0,sin (6 (¢))]

de sorte que le probléme de contréle optimal (3.1.2) se régularise ainsi :

int J7 (u) = /OT [1 —exp <—21€ min [0, sin (6, (t))fﬂ dt (3.1.6)

ol nous désignerons par v un contréle Lebesgue-mesurable v : [0,T] — [—1,1], 6, (-) désignant I'unique solution du
probléme suivant :

0(t)=2+u(t) pptel0T]
0(0) = 6y

pour une condition initiale §y € R donnée. Fixons maintenant un réel 6; € }0, g] De fagon similaire a 1’étude du
probleme non régularisé, il convient d’introduire les deux sous-ensembles de R suivants :

Cy = [2km — 01, 2k + 1) 7+ 64] Cy =R —Cy
keZ

La proposition suivante nous donne des conditions d’optimalité pour le probléme régularisé (3.1.6).
Proposition 11. Considérant u. un contrdle optimal pour le probléme régularisé (3.1.6), les assertions suivantes
sont vérifiées :

— Si 0, (T) € CT, alors expression de u. est donnée par (5.1.4)3.
— S8i0,_(T) € C, alors il existe un unique réel 05 € ]O, g] tel que :

—1 sif,, (¢ o
we () = si g()eCl
1 sib,, (t)ECG_T

3. 1l est intéressant de noter que, dans ce cas, nous retrouvons l’expression de u établie dans le cadre du probléme non régularisé!
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Démonstration. Désignons par H. le Hamiltonien associé au systéme régularisé, défini de la maniére suivante :
H. R3 — R
@, \u) — A(2+4+u)-— {1 — exp (72% min [0, sin 9]2)}

ol A € R jouera le role du vecteur adjoint, u. désignera un contrdle optimal du probleéme (3.1.6), associé a la
trajectoire 6, définie comme I'unique solution du probléme suivant :

0(t)=2+u.(t) p.ptel0,T)
0(0) = 6o

D’apres le principe du maximum hybride, il existera une fonction absolument continue A, : [0, 7] — R satisfaisant
a I’équation adjointe suivante, pour presque tout ¢ € [0,7] :

A1) = éexp <215 min [0, sin (0, (t))]2> min [0, sin (0. (£))] cos (0u. (1))

dont la condition de transversalité implique que A. (T') = 0. La condition de maximisation, quant & elle, implique
la loi de commande suivante :

1 sidc (£) >0
ue (1) = ¢ -1 side (1) <0
e €[-1,1] siA(¢)=0
Constatons que A (-) joue le role d'une fonction de commutation, croissante pour 6, (-) € [m, 2F] (modulo 27)

et décroissante pour ,_(-) € [37“, 277] (modulo 27). Rappelons que le Hamiltonien est constant le long de toute
trajectoire extrémale et, de ce fait, on a :

1
HE - 2)\6 + |AE| - |:1 — €Xp <2Emln [07Sin9u5]2>:|

(1) Supposons que 0,_(T) € C*. Alors, puisque A, (T') = 0, 'expression du Hamiltonien donne H, = 0.

(a) Supposons que 0, (t) € CT. Si, pour t € [0,T], Ac (t) < 0 ou A (t) > 0, on obtiendrait une contra-
diction avec lexpression du Hamiltonien précédente (sachant que H. = 0). On a donc, dans ce cas,
Xe (t) = 0 et, dans ce cas, le contrdle u. peut prendre toutes les valeurs possibles de [—1,1].

(b) Supposons que 6,_(t) € C~. Alors, de fagon similaire au cas précédent, on obtiendrait A (t) > 0 pour
tout ¢t € [0,T] et, dans ce cas, u. (t) = 1.
(2) Supposons que 0,_(T) € C~. Alors, puisque A (T') = 0, 'expression du Hamiltonien donne H, < 0.

(a) Supposons que 0,_ (t) € CT. Dans ce cas, il est aisé de voir que A, (¢) est constant, et que A () < 0.
On en déduit donc aisément que A (t) = H. < 0 tant que 8,,_ (t) € CT et, dans ce cas, u. (t) = —1 pour
tout ¢ € [0, T7.

(b) Supposons que §,,_(t) € C~. On sait que 0, (T') € C~ et que A, (T') =0, d’'ou :

1 .,
H. = exp ~5% sin“ 0, (T))] -1
Ceci implique clairement que H. + 1 > 0, et ce qui légitime 'existence d'un réel 6] € ]O, g} vérifiant

Pégalité sin (m + 05) = —y/—2¢In (H. + 1). L’expression du Hamiltonien est invariante par changement

de variable § <— 7 — 6. 1l vient alors que pour tout k& € Z, la fonction de commutation A. (-) admet

exactement deux zéros 0] + (2k + 1) 7 < (2k + 1) 7 + § — 07 sur l'intervalle [(2k + 1) 7, 2 (k + 1) 7]. Au
temps terminal ¢t = 7', 6,,_ (T") est nécessairement 'un de ces deux zéros. Enfin, la monotonie de A. ainsi
qu’une symétrie centrale par rapport a 6 = 37” donne le résultat escompté.

Cette distinction de cas et les remarques précédentes permettent de retrouver les expressions de u. escomptées. [

La petite différence par rapport au probleme non régularisé réside dans la proposition suivante, qui établit le
caractére optimal de la stratégie naive dans un seul des cas précédemment exposés.

36



Corollaire 2. u,, est un contréle optimal pour le probléme (3.1.6). En d’autres termes, étant donné un controle
ue mesurable, astreint & satisfaire la condition (3.1.4), et vérifiant 0, (0) = by, on a :

IZ (ue) = JT ()
ou JI est la fonctionnelle que l'on désire minimiser dans (3.1.6).

Démonstration. Puisque la valeur terminale de 6, (-) est dans Ct, lexpression du controle u. est donnée par
(3.1.4). De facon similaire au corollaire 1, quelques calculs ménent & 1’expression suivante :

1 [Oue(T) 1
T () — JX () = f/ 1c- (6) [1 —exp (—sin2 9)} de
3 9m(T) 26
et, utilisant le fait que lon ait 6, (¢t) < 6,_ (t) pour tout t € [0,T], I’égalité précédente implique que u,, est un
controle optimal pour le probleme régularisé, ce qui acheve la preuve. O

Notons que dans le deuxieme cas de la proposition précédente, on pourrait se demander si le controle subséquent
converge vers le controle avec retour d’état suivant :

-1 siz(t) e K

W)= 1 siz(t) € K¢

La réponse a cette question n’est malheureusement pas affirmative, dans la mesure ou les trajectoires optimales du
probléme ne sont pas uniques.

3.2 Exemple 2. Le probleme de temps de crise appliqué au chémostat.

3.2.1 Introduction : le chémostat, outil d’étude de la croissance de micro-organismes.

L’exemple suivant, relatif au chémostat?, témoigne de l'application des mathématiques & I’écologie. Le terme
chemostat a été introduit en 1950 par Monod ®, Novick® et Szilard”, et provient de 'acrostiche < Chemical en-
vironment is static ». Ce dispositif permet 1’étude de la croissance de micro-organismes au travers de la connexion
en série de trois récipients, comme indiqué sur la figure ci-desous.

FIGURE 3.2.1 — Représentation schématique simplifiée du chémostat : trois récipients connectés en série a ’aide de
pompes réglées a la méme vitesse.

4. Pour le lecteur intéressé, le chémostat a été présenté dans [CAU], et étudié dans sa quasi-globalité par Hal Smith.

5. Jacques Monod, né en 1910 et décédé en 1976, était un biologiste et biochimiste frangais de I'Institut Pasteur de Paris, lauréat en
1965 du prix Nobel de physiologie et médecine. Les apports de Jacques Monod & la biologie moléculaire sont considérables. Intéressé
par la génétique des micro-organismes, il mettra en évidence 'existence de ’ARN messager.

6. Aaron Novick, né en 1919 et décédé en 2000, est considéré comme 1'un des fondateurs de la biologie moléculaire. Il s’est associé
avec Leo Szilard, avec qui il a travaillé au laboratoire de Métallurgie de I’Université de Chicago durant la seconde guerre mondiale.

7. Leo Szilard, né en 1898 et décédé en 1964, était un physicien hongro-américain. Deés 1933, il a participé au projet Manhattan tout
en menant une action publique contre 'utilisation de ’énergie nucléaire et promouvant le désarmement. Il s’intéressa par la suite a la
biologie moléculaire naissante et fut I'un des initiateurs du Laboratoire européen de biologie moléculaire.
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En conditions opératoires simples (nutriments en quantités excédentaires sauf un, conditions optimales pour la
croissance des bactéries), on cherche & comprendre la dynamique dans le récipient C (récipient de culture) recevant
en continu des substances nutritives.
Présentons quelques notations® nécessaires & la compréhension du systéme du chémostat ol n espéces sont
en compétition : S désignera la concentration de substrat, S;, désignera la quantité de substrat entrante dans le
récipient NV, D désignera le taux de dilution exercé dans le récipient C, et X; désignera la concentration en espece
i au sein du récipient de culture. Enfin, nous supposerons que chaque espéce i suit une cinétique de type Monod ?,
c’est-a-dire de la forme : S g

Hi
(S) =
ot fi; > 0 est une constante, appelée constante de saturation de la cinétique'® et K; > 0 est une constante, appelée
constante de Michaelis-Menten''. Continuons avec quelques définitions :

Définition 4. Pour chaque espéce i considérée, la plus petite valeur de S assujettie & vérifier X; = 0 est appelée
break-even concentration de ’espece i, et est communément notée \;.

Une conséquence directe de cela est que, dans le cadre d’'une cinétique monotone, I'expression de \; est donnée
par \; = ui_l (D). Ici, ayant choisi le cadre d’une cinétique de type <« Monod » pour toutes les espéces, on peut
alors écrire 1’égalité suivante :

K;D
fi — D
cette définition ayant du sens pour un taux de dilution D aussi bien constant que fonctionnel, & la seule condition
que p; > D.

i =

On rappelle la proposition suivante, rappelant 1'utilité de la break-even concentration dans le cadre de plusieurs
especes en compétition dans un chémostat. Celle-ci affirme, dans les grandes lignes, que la break-even concentration
est un < indicateur de survie » d’une espece.

Proposition 12. Supposons, quitte a renuméroter les especes, que l'espéce 1 a la plus petite break-even concentra-
tion. Si, de plus, A\ < S;y, alors ’espéce 1 est la seule espéce a survivre dans le chémostat.

Le systeme d’équations différentielles du chémostat, modélisant I’évolution de la concentration de n especes en
compétition pour obtenir du substrat, s’établit de la fagon suivante :

S = =Yt (S)Xi+ D (S —9)

X, = S)X, - DX

1 - pa () ! ! (3.2.1)
X, = pin (S) Xy — DX,

ol les quantités proportionnelles a D sont des termes d’ordre physique, ceux d’ordre biologique étant modélisés par
des quantités proportionnelles aux quantités p; (). Les quantités S, X, X5 doivent étre positives pour respecter
une certaine cohérence avec la biologie sous-jacente du systéme précédent. Cette propriété, démontrée dans [CAU],
se reformule mathématiquement de la forme suivante :

Proposition 13. Le domaine Ri est invariant par la dynamique (3.2.1). Autrement dit, la positivité des conditions
initiales S (0), X1 (0) et X5 (0) entraine la positivité des valeurs de S (t), X1 (t), X2 (t), et ce pour tout ¢t > 0.

8. Le probléme peut s’appréhender de multiples fagons : par exemple, il serz;(parfois intéressant de considérer la quantité de biomasse
B := =1 X; courante dans le récipient de culture, ou la proportion p; = ‘g d’une espece i dans le récipient... les notations d’une
importance moindre seront présentées au fur et & mesure du développement, lorsqu’elles présenteront une utilité.
9. Dans la littérature, on trouvera également ’appellation de < équation de Michaelis-Menten .
10. L’appellation se congoit une fois que 'on a constaté que I’égalité suivante est vraie : limg_, 4 oo fti (S) = fs-
11. Cette constante a la dimension d’une concentration : plus précisément, c’est la concentration en substrat pour laquelle la vitesse
initiale de la réaction est égale a la moitié de la vitesse initiale maximale.
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Les autres propriétés suivantes, relatives au systéme différentiel (3.2.1), ont aussi été démontrées dans [CAU],
et sont rappelées ici a titre purement indicatif. Elles pourront servir par la suite.

Proposition 14. Le systéme différentiel (3.2.1) du chémostat, ot n = 2 espéces sont en compétition, satisfait aux
assertions suivantes :

— Les quantités S (-) et X; (-) sont bornées.
— En posant Z la quantité définie par Z =S + X1 + Xo — Sin ¢
— Z satisfait & Uéquation différentielle Z = —DZ.
— Z =0 est une variété stable attractive'? : on a donc S + X1 + Xo = Sip, a Uéquilibre.

— Toute solution périodique du systeme (3.2.1) vérifie Z = 0.

3.2.2 Une variation du probleme de temps de crise adaptée au chémostat.

Pour cette sous-section, nous considererons que les deux especes en compétition suivent toutes deux une cinétique
de type Monod, dont les courbes se croisent en une unique intersection non triviale (S*, D*) # (0,0), comme 'illustre
le graphique ci-dessous.

H(S)

FI1GURE 3.2.2 — Cinétiques de Monod avec intersection non triviale.

Le probléeme biologico-mathématique suivant se pose : on se donne un chémostat, ou vivent deux especes X;
et Xo contrélées par un taux de dilution u (-) := D (-). On souhaite maintenir la quantité d’espéce 1 au-dela d’un
certain seuil X7 : autrement dit, on souhaite que X; (-) > X7. Mais, de facto, 'espece 2 est aussi présente.

Sur la variété S+ X1 + Xo = Sin, on a donc le systéme dynamique en dimension 2 suivant, & variables (X7, X5),
controlé par u (-) :

):(1: (1 (Sin — X1 — X2) —u] X4
Xo= [u2(Sin — X1 — Xa) —u] Xo

ol le domaine K = {(X1,X5) € R* x RT; X7 > X7} est 'ensemble dont le complémentaire représente la
crise. Remarquons que la positivité de S entraine I'appartenance des valeurs de (X7, X3) au domaine triangulaire
X1+ Xo < 8.

12. En I’absence de perturbations, le systéme va évoluer de fagon irréversible vers cette variété.
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Quelques simuations numériques sous Scilab permettent d’appréhender le probléeme du maintien de X; au-dessus
de la valeur seuil X7.

1

0 e N N
T T T T T T T T T T T T T T T 1
o] 20 40 B0 a0

100 120 140 160 1&0 200

especel temps
especed
15 — —
14
0.5 4
0 T T T T T T T T T 1
1] 20 40 1] &0 100 120 140 160 180 200
commande temps

FIGURE 3.2.3 — Simulations numériques du systeéme chémostat sous Scilab.

La figure précédente présente, pour des valeurs de parametres et de conditions initiales fixées, I’évolution tem-

porelle de la quantité des espéces 1 et 2 au sein du chémostat, ainsi que la loi de commande associée. Remarquons
que :

— Il existe un temps 7 > 0 au-dela duquel les évolutions des concentrations en espece 1 et 2 semblent périodiques,
alternant entre périodes de crises, courtes et effectivement existantes, et périodes de non-crises, plus longues.

— Le controle u () :== D (-), correspondant au taux de dilution, est choisi constant par morceaux.

— Avec un taux de dilution D suffisamment faible, on assure la pérennité de 'espece 1 pendant quelques
unités de temps. Les deux especes 1 et 2 assurent leur survie au sein du chémostat. L’évolution quanti-
tative de leurs concentrations est lente.

— Avec un taux de dilution D suffisamment grand, on assure le retour en période de non-crise rapidement,
de sorte que la quantité X; redevienne rapidement supérieure au seuil X;j. Durant ce méme temps,
I’espece 2 décroit en concentration, aussi rapidement que la concentration en espece 1 augmente.

De plus, d’autres simulations numériques prouvent que, ayant choisi des conditions initiales dans I’ensemble
défini par X; + X5 < S, avec X (0) faible et/ou X; (0) arbitrairement grand, les périodes de crises sont toujours
existantes, mais de durées inévitablement plus courtes.
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Chapitre 4

Du probleme de temps de crise a sa
viabilisation.

4.1 Introduction : la viabilité comme outil d’étude des systemes controlés.

Dans le langage courant, le mot viabilité décrit la capacité d’une entité a survivre. Comme expliqué précédemment,
I’étude des périodes de crises peut s’avérer utile dans de nombreux domaines, comme par exemple en économie,
en finance ou en sciences sociales, entre autres. Le premier point de vue que 'on peut adopter est celui développé
jusqu’alors, la viabilité étant un autre point de vue pour la résolution et ’appréhension d’un probleme de temps de
crise.

Compte tenu du contexte mathématique posé jusqu’alors, le lecteur pourra intuiter que cette notion est relative
au comportement d’un objet au sein d’un domaine donné. Mathématiquement parlant, il vient la définition suivante.

Définition 5. Etant donnés un ensemble K C R™ et une trajectoire x (-), on dira que cette derniére est viable
dans K si celle-ci reste constamment dans K, i.e. :

VE>0,z(t) e K

Avec les mémes notations que précédemment, nous nous donnerons un systeme dynamique s’exprimant sous la

forme d’une inclusion différentielle :
i (t) € F(xz(t)) ppte€RT (4.1.1)

sous la condition initiale x (0) = xy € R™. Il est naturel de penser que les trajectoires seront différentes selon la
condition initiale a laquelle est soumise la dynamique : ces trajectoires pourront étre viables ou non, au sens de la
définition précédente. Cette remarque motive donc une nouvelle définition.

Définition 6. Etant donnés un ensemble K C R™ et, sous linclusion différentielle (4.1.1), on peut définir le
noyau de viabilité de K, noté Viabp (K), comme I'ensemble des conditions initiales pour lesquelles il existe une
trajectoire viable dans K, i.e. :

Viabp (K) = {zo € R™; 3z (-) solution de (4.1.1) issue de z¢ et viable dans K'}

Dans le cas d’une application de Marchaud, on peut démontrer que le noyau de viabilité de K est, lorsque K
est fermé, le plus grand domaine de viabilité fermé relatif a F' et contenu dans K.

La définition de viabilité est assez restrictive, dans la mesure ou elle n’autorise aucune trajectoire z () & sortir

de K, que ce soit pour un temps infinitésimal ou non. Il convient donc d’introduire une nouvelle notion, plus élargie.
On note A la mesure de Lebesgue usuelle sur R” muni de la tribu borélienne.
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Définition 7. Etant donnés un ensemble K C R™ un réel T' > 0 et une trajectoire x (-), on dira que cette derniere
est viable dans K a D’échelle T si celle-ci sort de K pour au plus 7" unités de temps, i.e. :

A{t=0;2(t) ¢ K}) <T

Par exemple, en reprenant la figure schématique (0.2.1), il vient que :

— La trajectoire du haut est viable dans K (ou viable dans K & I’échelle 0, ce qui est rigoureusement identique).

— La trajectoire de gauche est la trajectoire viable dans K a la plus petite échelle T # 0.

La derniere définition est une combinaison de la notion de noyau de viabilité, avec celle de viabilité d’un ensemble
a une certaine échelle. On a ainsi la définition suivante.

Définition 8. Etant donnés un ensemble K C R”, un réel T > 0 et, sous l'inclusion différentielle (4.1.1), 'ensemble
des points zg € R™ tels qu'il existe une trajectoire z () viable dans K & 1’échelle T est appelé voisinage de viabilité
de K a l’échelle T

4.2 Le probleme de temps de crise, écrit comme un probleme de via-
bilité.

Des a présent, on se place dans ’espace vectoriel X = R"™, de dimension finie, afin d’étudier le probleme de
Cauchy associé a 'inclusion différentielle suivante :
t(t) € F(z(t pteRT
F()€F () b e
z (0) = zo

Les exemples principaux d’inclusions différentielles sont, en réalité, des systemes controlés par une dynamique
de la forme & = f (z,u), avec une certaine condition u € U (z) liant le controle u a I’état . Dans ce cas, il suffit de
considérer la multi-application F' définie par F (x) :== {f (z,u) ; u € U (z)} afin de pouvoir continuer 1’étude.

Etant donnée une dynamique F', Pauteur emploiera la notation Sg (z¢) pour désigner 'ensemble (éventuellement
vide) des fonctions absolument continues, solutions de l'inclusion différentielle (4.2.1) ayant o pour point de départ.
De plus, on se donnera un ensemble K C X fermé, qui aura pour role de définir les contraintes d’état. On souhaite
donc étudier la fonctionnelle de cotit suivante :

+oo
Crer (o) = A{t>0,2() ¢ K}) =  inf /0 L (2 (7)) dr

inf
z(-)ESF (o) z(-)ESF (o)

en admettant que Ck p (z9) = 400 des lors que toute trajectoire x (-), solution de l'inclusion différentielle (4.2.1)
et ayant xo pour point de départ, n’est jamais viable dans K, c’est-a-dire si elle ne satisfait jamais a la contrainte
d’état x (-) € K, et ce pendant un temps infini.

Constatons ici que I'on étudie le probleme de temps de crise sur un horizon infini (ce qui correspond, moralement,
a T = +oo dans le probléme précédent). La fonction indicatrice de K¢ n’est que semi-continue inférieurement, ce qui
géne 'application des techniques de controle optimal sur un horizon infini. C’est donc pour cela que 'arriére-plan
de cette partie est dédié aux techniques liées a la viabilité, afin de lever cette difficulté.
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4.3 Exploitation du probleme de viabilité.

Dans un premier temps, il convient de modifier I'inclusion différentielle (4.2.1) dans le sens suivant. Introduisons
d’abord une version multi-valuée de la fonction caractéristique de K¢ définie de la fagon suivante :

[0,1] siz € 0K
1. (2)=41 siz € K¢
0 sinon

de sorte que 'inclusion différentielle (4.2.1) devienne l'inclusion différentielle < augmentée > ci-dessous.

{x' (t) € F (2 (1)) p.p.t € RT

g(t) € —1%. (z (1)) (4.3.1)

On rappelle de plus que toute fonction ¢ : X — R U {400} & valeurs réelles étendues admet un épigraphe
défini de la fagon suivante :

EpiGr (¥) = {(z,y) € X xR; ¢ (z) <y}

Deux caractérisations peuvent étre obtenues : I'une d’entre elles, que I'on appellera < Version <« X-viable » >,
est applicable a la fonctionnelle Cx r de sorte a obtenir une trajectoire viable sur X. L’autre version, que l’on
appellera < Version « H-viable > >, sera applicable & la fonctionnelle C# ;. définie de la fagon suivante :

+oo
CgF (zo) = inf )/ 1ge (z(1))dr
0

z(-)eSH (zo
ott SH (z4) désignera I'ensemble (éventuellement vide) des fonctions absolument continues, solutions de I'inclusion

différentielle (4.2.1) ayant xy pour point de départ, et viable dans le domaine H C X que l'on supposera fermé.
Nous énongons maintenant ces deux versions.

Théoréme 7 (Version < X-viable ».). On considére une multi-application F : X = X de Marchaud, et un sous-
ensemble K fermé dans X .
— Pour tout zg € X tel que Ck p (x0) # +00, Uinfimum est atteint, ce qui signifie :

+oo
Jz* (-) € Sk (zo), Ck,r (z0) = /0 1ge (2" (7)) dr

— En considérant F la dynamique définie par F (z,y) = (F (), —1ke (), il vient que :
EpiGr (Ck,r) = Viabj (X x RT)

Théoréme 8 (Version < H-viable ».). On considére une multi-application F' : X = X de Marchaud, et deux
sous-ensembles K et H fermés dans X.

— Pour tout xog € X tel que C]Ig’F (zo) # 400, Uinfimum est atteint, ce qui signifie :
+oo
Ja* (1) € Sg (o), CI%F (z0) = / 1o (2" (7)) dr
0

— En considérant F la dynamique définie par F (z,y) = (F (z),—1g- (x)), il vient que :
EpiGr (C ) = Viabz (H x RY)

Nous ne démontrons ici que la caractérisation <« H-viable >, la version < X-viable > s’en inspirant largement.
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Démonstration. 1l y a deux assertions a prouver.

— Prenons zg € X quelconque. De la définition méme de CH ,;, il vient que, pour tout entier n € N, il existe
une trajectoire z,, (-) € Sg (x) viable dans H vérifiant :

+oo 1
Clp(eo) < [ L (o (1) dr < Cff o (wo) +
0

On admet que le graphe de la restriction de Sg (+) & tout compact est, lui-méme, compact. Il existe donc une
sous-suite z, (-) qui converge vers z* (-) € Sp (xg) pour la topologie de la convergence ponctuelle. H étant
fermé, il est clair que z* (-) est viable dans H, et que z* (-) € SH (x). De plus, K étant aussi fermé, 1x. est
semi-inférieurement continue et on peut écrire 'inégalité suivante pour tout t € Rt :

1xe (2" (t)) < liminf 1 ke (z, (2))
n——+oo
A cette inégalité, on applique le lemme de Fatou, de sorte que ’on obtienne :

+o0 +oo +oo
/ 1ge (" (t)) dt < / liminf 1xe (2, (¢)) dt < lim inf/ ke (@, () dt
0 0 n—+o0o 0

n—-+oo

De I'inégalité de départ, il vient que :

+oo
| e @ @)de < )
0

Et I’égalité est ainsi assurée.

— 1an () et F (+) sont toutes deux des applications de Marchaud. Rappelons de plus qu'une égalité ensembliste
peut s’obtenir au moyen d’une double inclusion réciproque. C’est ce que nous faisons ici.

(C) Soit (x,y) € EpiGr (Cf 1). Il existe une trajectoire z (-) € Sp (x9) viable dans H vérifiant :

—+o0
Clireo) = [ Loz (mydr <y
0
Définissons y (-) par y (t) ==y — fot 1ge (z(7))dr : il est clair que y (0) =y, que y(-) = 0 et :

9 (1) = —1ge (@ (t) € ~1i. (2 (1))

Ce qui prouve que (z,y) € Viabz (H x R*).
(D) Soit (z,y) € Viabz (H x RT). Il existe alors une trajectoire z (-) € SF (z) et une solution y (-) vérifiant :

y<t>=y+/0y'(7)df>o

avec i/ (s) € —1%. (x (s)). Puisque K est fermé, on peut supposer que pour tout v € lﬁKC (), 1k (z) <
v, ce qui meéne a l'inégalité —y’ (s) > 1k (z (s)) qui, étant intégrée puis passée a la limite, mene a :

+oo
/0 lge(z(1))dr <y

On en déduit aisément, d’apres les résultats précédents, que :

+o0o
cH (z)= inf / 1re (z(7))dr <
K,F( ) o()ESH @) Jo ke (2 (7)) Yy

Ce qui prouve que (z,y) € EpiGr (C{ r).
O

Par la suite, nous allons étendre les notions de viabilité < & 1’échelle T >, adaptée au contexte du probleme de
temps de crise, ce qui motive la définition suivante.
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Définition 9. Soient F' : X == X une application de Marchaud et K un sous-ensemble fermé de X. Pour tout
réel T > 0, le voisinage de viabilité de K a I’échelle T sous la dynamique F, que I'on note Viabg (K), est
I’ensemble défini par :

Viabr (K) = {z € X ; Cx.r (z) <T}

De la définition précédemment énoncée, il vient immédiatement la caractérisation suivante, dont la preuve est
un simple exercice laissé au lecteur :

Lemme 9. Etant donnés F: X = X une application multi-valuée et K C X un ensemble fermé, on a :

Viabr (K) = Viab% (K) = {z € X ; Cx.r (x) = 0}

Le voisinage de viabilité & une échelle T peut étre caractérisé comme un noyau de viabilité d’un probleme
augmenté, dont 'augmentation est similaire a celle énoncée précédemment. D’un point de vue numérique, cette
caractérisation est intéressante de par son exploitation facile par des schémas numériques.

Proposition 15. Etant donnés F : X = X une application de Marchaud, K C X un ensemble fermé, etT >0 :
Viaby, (K) = IIx (Viabz (X x [0,T]))

ou Ilx désigne la projection sur X, et F désigne la dynamique augmentée définie par F (z,y) = (F (z), lﬁKc (q:))

Démonstration. La preuve s’inspire largement de celle portant sur la caractérisation < H-viable ». F () est une

application de Marchaud. Rappelons de plus qu’une égalité ensembliste peut s’obtenir au moyen d’une double
inclusion réciproque. C’est ce que nous faisons ici.

(C) Soit z¢ € Viabk (K). Tl existe une trajectoire z (-) € Sp (x0) viable dans H vérifiant :
+o00
/ lge (2 (7))dr <T
0

Définissons y (-) par y (t) == fot 1ge (z(7))dr : il est clair que y (0) =0, que y (-) < T et :

9 (t) = 1 (2 (1) € Ve (2 (2)
Donc (2 (-),y(-)) € Sp (20,0) et satisfait, pour tout ¢ € R :
(z(t),y (1) € X x[0,T]

Par suite, (z9,0) € Viabz (X x [0,77]), ce qui prouve enfin que zy € Iy (Viabz (X x [0,77)).
(D) Soit zg € x (Viabs (X x [0,77)). Il existe yo € [0, 7], une trajectoire z (-) € Sg (o) et y (-) vérifiant :

t
Vt€R+,y(t)=yo+/ y (r)dr <T
0

avec i (s) € 1%. (2 (s)). Puisque K est fermé, on peut supposer que pour tout v € 1%, (z), 1x. (z) < v, ce
qui mene & l'inégalité v’ (s) > 1ke (z (s)) qui, étant intégrée, donne :

¢
/ 1ge (z(7)dr <T -y T
0

Par conséquent, A ({t € Rt ; z (t) ¢ K}) < T, ce qui prouve que xo € Viabg (K).
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Désormais, on considere (Ay,), oy une suite de sous-ensembles de X. La notion de limite inférieure d’une suite
d’ensembles au sens de Painlevé-Kuratowski est définie de la maniére suivante :

liminf A,, == {x € X;liminfd(z, A,) = O}
n—-+oo n—-—+oo
et, de la méme fagon, on définit la notion de limite supérieure d’une suite d’ensembles au sens de Painlevé-
Kuratowski :
limsup A, == {x € X; limsupd (z, A,) = O}
n—+00 n—+o00
sachant que, lorsque ces deux limites coincident, la notation lim,,_, |, A, désignera la valeur commune de ces deux
limites. Il convient maintenant d’établir des propriétés standard relatives aux voisinages de viabilité : d’abord,
concernant la < croissance temporelle et ensembliste > du voisinage de viabilité.

Proposition 16. Etant donnés F : X = X une application de Marchaud, K un sous-ensemble fermé de X, et un
réel T > 0, les applications < partielles > t — Viabh (K) et K — Viabk (K) sont croissantes, dans le sens ot :

— 8i 0 <ty < to, alors Viab’: (K) C Viab'2 (K).

— Si K1 C Ky sont deuz sous-ensembles fermés de X, alors Viabg (K) C Viabp. (K5).
Démonstration. La preuve du premier point n’est qu’'un exercice d’écriture provenant de la définition méme d’un
voisinage de viabilité. Pour le second point, on se donne deux sous-ensembles K7 et Ko, fermés dans X et tels que
K, C Ky, ainsi qu'un élément z € Viab% (K1) associé & une trajectoire * (-). On peut écrire la chaine d’implications

suivante :
KiCKy = K;CKy = VE€X, 1k (§) < 1kg (§)

Pour tout ¢ € R*, on pose £ = z*(¢). En intégrant I'inégalité précédente sur R et en utilisant le fait que
Ck, r (r) < T, on obtient immédiatement que = € Viabk (K»). O

De la méme fagon, il convient d’établir la < continuité temporelle > du voisinage de viabilité.
Proposition 17. Etant donnés F : X = X une application de Marchaud et K un sous-ensemble fermé de X,
Vapplication < partielle > t — Viabl (K) est continue, dans le sens ot 'on a, pour tout t € RT :
Viab’, (K) = lim Viab'™" (K)
h—0
En particulier, on a :

Viabp (K) = Jim Viab (K)

Comme dit précédemment, le probleéme de temps de crise étudié consiste a atteindre une cible (ici, 'ensemble K
choisi) le plus rapidement possible. Ce probleme a été étudié & de maintes reprises lorsque la fonction & minimiser
est continument différentiable. Lorsqu’elle ne I'est pas, nous avons la possibilité de régulariser cette fonctionnelle,
comme illustré ici avec la méthode de Moreau-Yosida. Une deuxieme méthode consiste a utiliser les méthodes
relatives a la viabilité, ce que nous faisons maintenant.

Pour cela, notons ¥k p (-) Papplication qui, & toute condition initiale o € X, associe le temps minimal pour
atteindre I’ensemble K sous la dynamique F' soit, en d’autres termes :

Ui p (vo) = inf {t € RY; Fz* (-) € Sp (0), 2" (t) € K}

Ce qui permet d’établir des conditions nécessaires afin que K soit viable par rapport a la dynamique F.
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Théoréme 9. Etant donnés F : X = X une application de Marchaud et K un sous-ensemble fermé de X, et
supposant que K est viable sous la dynamique F', il vient que :

— Les applications Ck p et Uk p sont confondues.
— On a Végalité Viabp, (K) = {x € X ; Vg (v) < T}.
Démonstration. La seconde assertion étant une conséquence de la premiere, on ne cherchera qu’a prouver 1’égalité

des applications Ck r et ¥k . Ces deux applications étant semi-inférieurement continues, il suffit de prouver que
leurs épigraphes sont confondus.

(C) Soit (z,T) € EpiGr (k). Il vient immédiatement I'inégalité T = ¥ p () < T et, de ce fait, il existe une
trajectoire z1 (-) € Sp () telle que z* := z1 (T*) € K. De la viabilité de K, il vient I’existence d’une deuxieéme
trajectoire xa (-) € Sp (z*) telle que z2 (t) € K pour tout ¢ € RT.

En concaténant les deux trajectoires x; (-) et xa (), on obtient une troisiéme trajectoire Z (-) € Sp (x) telle
que A ({t e RT; & (t) € K¢}) < T* < T. Ceci prouve que (z,T) € EpiGr (Ck r).
(D) Soit (x,T) € EpiGr (Ck r). Par Pabsurde, si 'on suppose que ¥k g () > T, il viendrait que pour toute

trajectoire z () € Sp (x), on ait :
Vte[0,T],2(t) ¢ K

La trajectoire x (-) considérée étant continue et K étant fermé, il existe un réel n > 0 vérifiant :
Vte[0,T+n],z(t) ¢ K

Dans ce cas, la suite d’inégalités suivante aurait lieu :

+oo T+n
/0 1Kc(x(s))d32/0 lge (z(s)ds=T+n>T

Ceci aboutissant & une contradiction, on prouve ainsi que (z,T) € EpiGr (¥k ).
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