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Historical example of PDP : Cell cycle toy model

PDMP sur C (R*, L1)

Bursting gene expression



cell cycle

On note x, une quantité physiologique d'une cellule aux instants
de division t,, modélisé par

Xnt+1 = k1 (Q_l(Q(Xn) =+ 7n+1)) (1)

ou
H(r) = P{rta=7|xa=x},

Qz) = fso<y>/g<y>dy. )

Si xp a pour densité fy € L1(R*), alors x, ~ f, ol

far1(x) = Ph(x),

k(x)
Pf(x) = Jo n(x,y)f(y)dy, (3)
K0y) = D HQUK(X) ~ QW) -

On vérifie que si @, k sont des bijections, absolument continues de
R* — R*, et Hde RT — [0, 1], alors P est un opérateur de
Markov, i.e. laisse {f € L1, ||f| = 1} invariant.



cell cycle

Theorem (Lasota, Mackey (84))

Si 7, a une densité h, {xh(x)dx < oo, et

Qk(x)
A0 T (4)

Ixp =0 tg. h(x) > 0, Vx> xp,

alors (P") est asymptotiquement stable sur L*
Exemple :
» p =1, g(x) = gx? k(x) =2x.
» h(T) = V(T — tp) Lz, (T)
Alors Q(2x)/Q(x) = 21=% - asympt. stable pour a < 1.

l—«

1 —a
i1 = 5 [0+ g (1= )] (5)



_cllocePOMP B B
Sur F=Ex I, ECR? |I|<, aun PDMP Y, = (X, i) de
caractéristique (g, ¢, k), on associe le semi-groupe P(t) sur L1(F)
solution de

ou d(gu)

a_ _ K

o 8 s K. ©)
ol K est un opérateur de Markov donné par, VB € B(E), u e L,

f Ku(y)dy =f r(y, Bu(y)dy .
B E
On remarque que Vf € B(E), ue L},

f f(y)Ku(y) =J u(y)K*f(y)dy,
E

E

ou

K*f(y) = L F(2)nly, dz) = E[F(Y(m)) | Y(r7) = y].



On construit P(t) avec un théoreme de perturbation

d
d—?:A0u+Bu, (7)

ou Agu = (g ) — u génere un semi-groupe Sy
sous—stochast|que donné par

f So(t)uly)dy = f 15 (mey)e o) () dy
B E

(— L 15(rey)H (Q(rey) — Q(y)) u(y)dy)
On remarque que Vf € B(E), ue L1,

f F(0)So(t)uly) =j u(y) To(t)F(y)dy
E E

ol
TO(t)f(Y) = f(ﬂ't)/)e_ fow(mey)ds _ Ey[f(yt)1t<t1] .



PDMP

Théoreme de Perturbation (Philipps, Kato...)

On a (formule de variation de la constante)
P(t)u = So(t)u—i-Lt So(t — s)BP(s)uds (8)
Si B est borné, ou si B : D(Ag) — L1, et
JE Au(y) + Bu(y)dy = 0,Yu e D(Ap)( = L;)

alors on peut définir un semi-groupe 'minimal’ solution de (8),
sous-stochastique, donné par

Zs

Swia(tlu = fSot—s)BS( uds—fsot—s) (0Sn(s)u) ds.

B
—~
~
~—
<
Il



Interprétation : on montre que (Tyran-Kaminska et al. 2012)

L P(t)uly)dy = J B, {Y(t) € B.t < t,}uly)dy
En effet, soit T,(t)f(y) = Ey[f(Y¢)le<t,,, ], par la prop Markov,

To(®)1a(x) = To(t)1a(x) + JotTo L(0)16)) ().

Ainsi, par dualité,

j To(t)15(x)u(x)dx = j So(t)u(x)d
E B

t
. j f Toa(t = ) 1a(x)K (pSo(s)u) -
o JE
Par récurrence, on a

f Z Si(t)u(x)dx = JE To(t)1a(x)u(x)dx|.




L'approche 'thm de perturbation’ permet de donner des conditions
pour obtenir un semi-groupe stochastique (autre que t,, = o). Par
exemple,

» Pour tout e L, lim 137 (K(oR(X, Ao)))ku exists in L

» J =limy_0 K(¢R(\, Ag))u est ergodique en moyenne.

Remarque : J est un opérateur stochastique associé au noyau

0

J(x,B) = f K(1sx, B)g(msx)e™ Yo #(msy)ds
0

e (JF(y) = §g f(2) Ty, d2))



Avec F = E =R*, g =—v(x) <0, et k(x,-) a densité k(x,y)dy.
o0
1
R\ A)u :j — DW= () dy
SR MTey V)

ol @y = @+ A\G, et
Q(x) :f ?2) 0 G :J B

T(x,dy) = j(x.y)dy, j(x.y) = L " Liom(2k(z.y) 58 LQ)-Qe) g

Theorem (Mackey, Tyran-Kamirska, Y.)

Si Q(0) = G(0) = oo, et si l'une des deux conditions est vraie
» J a une mesure invariant v* > 0 a.e.

» Si k est borné, my(x) = {7 (y — x)k(x,y) est loc. borné, et si

lim supf (ml(z)w(z) - 1) eQX=Q@) gy < 0
x—w Jo 7(2)

alors P(t) est un opérateur stochastique.



Burst

Temps long

L'étude en temps long repose sur des résultats du type

Theorem (Pichér, Rudnicki (2000))
Si P(t) est stochastique, partiellement & noyau, et posséde une
unique densité invariante alors P(t) est asymptotiquement stable.

Partiellement a noyau : il existe typ > 0 et p s.t.

0

f:" fooc Plx,y)dy dx >0 et Plto)u(x) >L p(x,y)u(y) dy

Remark
Il est facile de montrer que P(t) est partiellement a noyau si
§§ k(x,y)p(x)dxdy > 0 en utilisant

P(t)u = Si(t)u.



[

e A

DNA T mRNA Protein
Si k(x,y) = —V/I(jﬁr)y), v>0, v\, etv—y0, alors
vi(x) = =/ (x)e" Q) et u*(x) = g,gg) exp (SX %dy) sont des

densités stationnaires “candidates”.
Si Q(0) = G(0) = w0 et

0 o8}
c= f V() e W™dx <0, et — f V' (x)e” QM dx < o0,
o 7(x) 0

alors pour toute densité initiale ug, la solution P(t)u converge en
norme L! quand t — oo vers I'unique solution stationnaire donnée
par u®.



» Remarque : on peut utiliser ce résultat pour prouver une
convergence en temps long dans des cas 'non-triviaux'.

En particulier, dans le modéle de croissance-fragmentation, avec

) U puen) + [ euten D,

X

En prenant
o(x) = axP1 4 xPH1

mais



. . . La densité stationnaire u* vérifie,
Application : bifurcation

du* X u*(x)
, a — (14—
. vl L2 GO Rt b(x)) x
0.9
" with b(x) = —VV,(();)) . and y(x) = yx.
"
03 The presence of bursting can drastically alter regions of bistability
02 ' ' ' ' n=4
0 1 3 4 5 6 7 20|
» Inducible : Kl

Uni-modal or
Bi-modal.

» Repressible :
Uni-modal.




Burst

Stationary distribution (¢, ~, b) = (u*)




Burst

Extension a un modele 2d

dX1 ng
= —y1X = —Yax2 + A1x1,
dr Y1Xx1 dt Y2Xx2 1X1
Et x; effectue des sauts positifs de loi expo (v = e~*/P) 3 taux
N
P1 + P2x.
p=ple) = "4

1+ <p3x2N '

» Voir [Tyran-Kamiriska et al.
2015] pour I'étude en temps
long (selon N, 3 etc...)

» En cours : étude des
‘oscillations’.




Burst

Inverse Problem :(u*) = (X, ~, b)

For a constitutive gene, we can infer the burst rate (in protein
lifetime unit) % and the mean burst size b from the first two
(stationary) moments

bA
B E[X],
_ Var(X)
b= EX]

For an auto-regulated gene, we can inverse the formula for the

stationary pdf : u*(x) = Cl'j’s)(()Z) exp (SX %dy>




Single cell data on
. Noise Can Induce Bimodality in Positive
self- regu lati ng gene Transcriptional Feedback Loops Without Bistability
Tsz-Leung To, et al.
Science 327, 1142 (2010);
S DOI: 10.1126/science. 1178962
. o Dox

YFP

E Travail en cours (avec O.
xte} Z-his3 [1xietOl jo,2 Radulescu)

s

» Approches
non-paramétriques
(probleme mal posé)

1xtetO

=

m s
p » Approches paramétriques
= i =3 7 . N
107 10° 107 g (sélection de modeles
7xtetO a régulé/non-régulé)
g
<
=

|

10° 10°
YFP reporter [AFU]
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