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Un exemple simple. Modélisation par une constante

Y = β01 + E; Y à valeurs dans R2

y est une réalisation de Y

Projection de y sur la droite engendrée par 1 =

[
1
1

]

2 / 43
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Quelle projection ?

Y = β01 + E
Quelle projection ?
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Quelle projection

Y = β01 + E
Projection minimisant la longueur de ‖y − ŷ‖
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Projection orthogonale

Y = β01 + E
Projection orthogonale minimisant la longueur de ‖y − ŷ‖
y − ŷ⊥1
1t(y − ŷ) = 0
1t(y − 1β̂0) = 0
1ty = 1t1β̂0

β̂0 = (1t1)−11ty
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Moindres carrés ordinaires

β̂0 = (1t1)−11ty
1ty = y1 + y2

1t1 = 2

(1t1)−1 =
1

2

β̂0 =
y1 + y2

2
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La régression

On a une variable aléatoire Y, une réalisation de cette variable,
composée de n valeurs, yi , i = 1, ..., n
On regroupe ces n valeurs dans un vecteur y, appartenant à Rn

On modélise y en fonction d’une constante et de p variables
explicatives
x : Y = β0 + β1x(1) + . . .+ βpx(p) + E
Ces variables engendrent un espace à p+1 dimensions.
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Le modèle linéaire général

Modèle : Constante

Y =1β0 + E

Y =


1
1
:
1

 β0 + E

Résolution

β̂0 = (1t1)−11ty

Modèle général

Y =Xβ + E

Y =

 1 x
(1)
1 x

(2)
1 . . . x

(p)
1

: : : : :

1 x
(1)
n x

(2)
n . . . x

(p)
n



β̂0

β̂1

β̂2
:
βp

 + E

Résolution

β̂ = (XtX)−1Xty

8 / 43
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La régression simple. Le modèle et son écriture matricielle

Y = Xβ + E

Y =

1 x1

: :
1 xn

[β̂0

β̂1

]
+ E

XtX

XtX =

[
1 1 . . . 1
x1 x2 . . . xn

]1 x1

: :
1 xn

 =

[
n

∑n
i=1 xi∑n

i=1 xi
∑n

i=1 x
2
i

]
=

[
n sx
sx sx2

]

XtY

XtY =

[
1 1 . . . 1
x1 x2 . . . xn

]Y1

:
Yn

 =

[ ∑n
i=1 Yi∑n

i=1 xiYi

]
=

[
sY
sxY

]
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La régression simple. La résolution

(XtX)−1

XtX =

[
n sx
sx sx2

]
(XtX)−1 =

1

nsx2 − s2
x

[
sx2 −sx
−sx n

]

(XtX)−1XtY

(XtX)−1XtY =
1

nsx2 − s2
x

[
sx2 −sx
−sx n

] [
sY
sxY

]
=

1

nsx2 − s2
x

[
sx2sY − sxsxY
nsxY − sxsY

]
Solution

β̂1 =
nsxY − sxsY
nsx2 − s2

x

=
s(x−x̄)(Y−Ȳ )

s(x−x̄)2

β̂0 == mY − β̂1mx
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Propriétés de l’estimateur

Propriétés

Justification géométrique (hors hypothèses de distribution)

Equivalence avec l’estimateur du maximum de vraisemblance
E ∼ N(0, σ2)

Sans biais

Variance minimale

convergent

Prédiction

β̂ ∼ N(β, (XtX)−1σ2)

Ŷ = X(XtX)−1XtY = HY,

H encore appelée ”hat matrix”.
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Estimateur de la variance résiduelle

σ̂2 =

∑
(Yi − Ŷi )

2

n − p − 1
Sans biais

Variance minimale (parmi les estimateurs quadratiques sans biais)

(n − p − 1)σ̂2

σ2
∼ χ2

n−p
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Interprétation des coefficients

Signification de β0 ?

x −→ x − x̄
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La régression simple. Une autre paramétrisation
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La régression simple. Une autre paramétrisation
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La régression simple. Une autre paramétrisation

¯̂β1 inchangé
¯̂
β0 égal à la moyenne des Y
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La régression simple. Une autre paramétrisation

La covariance entre les estimateurs est nulle

Colinéarité...
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Estimateur de la variance résiduelle

σ̂2 =

∑
(Yi − Ŷi )

2

n − p − 1
Sans biais

Variance minimale (parmi les estimateurs quadratiques sans biais)

(n − p − 1)σ̂2

σ2
∼ χ2

n−p
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Lois liées à la loi normale

Loi du χ2

Soient X1, . . . ,Xn des v.a. indépendantes de même loi N(0, 1), et
Z =

∑n
i=1 X

2
i . Z suit une loi du khi-deux à n degrés de liberté χ2(n)

Loi de Student

Soient X ∼ N(0, 1), Y ∼ χ2(n), et T =
X√
Y
n

. T suit une loi de Student à

n degrés de liberté (T(n), Student(n)).

Loi de Fisher-Snedecor

Soient deux variables indépendantes X ∼ χ2(n), Y ∼ χ2(m), et T =
X
n
Y
m

.

T suit une loi de Fisher-Snedecor F(n,m).
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Décomposition de la variance
Somme des carrés

∑
(Yi − Ȳ )2 =

∑
(Ŷi − Ȳ )2 +

∑
(Yi − Ŷi )

2

SCT = SCE + SCR

SCT : Somme des carrés totale

SCE : Somme des carrés expliquées

SCR : Somme des carrés résiduelles
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Somme des carrés
R2

SCT : Somme des carrés
totale

SCE : Somme des carrés
expliquées

SCR : Somme des carrés
résiduelles

R2 =
SCE

SCT
= cos2(Y , Ŷ )
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Hypothèses

Inférence sur le modèle

SCR :
∑

(Yi − Ŷi )
2 ∼ χ2

n−p−1

SCE et SCR sont indépendantes

Le modèle explique-t-il quelque chose ?

H0 : β = 0

SCE :
∑

(Ŷi − Ȳ )2 ∼ χ2
p

SCE
p

SCR
n−p−1

∼ F (p, n − p − 1)

Table d’analyse de la variance

22 / 43
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Hypothèses
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Hypothèses
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Un modèle de régression simple

Fichier cats, du package R MASS
144 chats, sur lesquels on a mesuré les poids du corps et du coeur.
Les variables ont également été transformées (logarithme)
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Passage aux logarithmes
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fonction lm du package R

fic.lm=lm(y x,data=fic)

summary(fic.lm) : Résumé

coefficients(fic.lm) : Coefficients du modèle

confint(fic.lm, level=0.95) : Intervalles de confiance

fitted(fic.lm) : valeurs prédites

residuals(fic.lm) : résiduelles

anova(fic.lm) : Table d’analyse de variance

vcov(fic.lm) : Matrice de covariance des paramètres

plot (fic.lm) : Diagnostics

influence (fic.lm)

drop1, add1, anova (modèle1,modèle2) comparaison de modèles
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La droite de régression

log(Hwt) = β0 + β1 log(Bwt) + E

28 / 43
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Analyse de variance.1
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Analyse de variance.2
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Student / Fisher
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Intervalles de confiance
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Diagnostics-1

plot(data.lm)

Courbure

Hétéroscédasticité

Outliers
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Diagnostics-2

plot(data.lm)

Normalité

Hétéroscédasticité

Outliers
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Diagnostics-3

plot(data.lm)

Normalité

Hétéroscédasticité

Outliers
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Diagnostics-4

plot(data.lm)

Données influentes

Outliers

Courbes isocook (non
visibles)
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Développement musculaire bovins allaitants
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Développement musculaire bovins allaitants

Histogrammes (hist)
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Développement musculaire bovins allaitants

Boxplot (bôıtes à moustache) (boxplot)
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Développement musculaire bovins allaitants

QQplots (qqnorm)
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Dessus d’épaule en fonction des 4 autres notes

dm.lm=lm(DE DO+AC+LC+EP,data=dm)

41 / 43
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Dessus d’épaule en fonction des 4 autres notes

dm.lm=lm(DE DO+AC+LC+EP,data=dm)
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Dessus d’épaule en fonction des 4 autres notes

dm.lm=lm(DE DO+AC+LC+EP,data=dm)
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