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Résumé

Nous étudions un modèle de dynamique de population bactérienne (2 espèces dans ce sujet), qui
prend la forme d'un système contrôlé. Le but de ce stage est de proposer une méthode de maximisation
de la production de l'une des 2 espèces en compétition avec une autre dans un bio-réacteur alimenté en
substrat à concentration contrôlable.

Dans la pratique, la présence d'une deuxième espèce nous empêche de maximiser la productivité de
notre espèce d'intérêt (sans perte de généralité, nous conviendrons dans la suite qu'il s'agit de l'espèce 1)
car à commande constante, la théorie prévoit que l'optimum favorise la croissance de l'espèce 2 (cf [7]),
au détriment de l'espèce 1 en raison du principe d'exclusion compétitive.

Une idée pour pallier cette di�culté est de faire varier périodiquement la commande (elle sera
typiquement constante par morceaux) entre les domaines de croissance des deux espèces, a�n de dépasser
sur un intervalle de temps à optimiser (en nous ramenant à une période), le seuil pour lequel le rendement
de l'espèce 1 est maximal à commande constante.

La première partie de ce rapport, essentiellement bibliograpique, est consacrée à l'étude du chemo-
stat et l'induction de résultats d'existence et de stabilité de points �xes pour une commande constante.
Dans la 2ème partie, nous nous concentrons davantage sur un système à 2 espèces et traiterons la question
de la commande périodique. L'écriture d'une loi de commande optimale telle que donnée par le principe
de Pontryagin reste encore une piste de recherche.
La 3ème partie traite d'optimisation et de calcul numérique. Nous donnons une loi de commande in-
dépendante (explicitement du moins) du temps, pour laquelle les concentrations en bactéries obéissent
asymptotiquement à un motif périodique, et l'espèce 1 dépasse sur une fraction d'une période l'optimum
à commande constante. En�n, comme 2 questions sont soulevées par le résultat de nos simulations, nous
abordons les problématiques de la réduction du temps passé en zone de crise, ainsi que la maximisation
de la production moyenne de l'espèce 1. Les preuves de ces résultats sont toutefois encore à l'état de
recherche.

Remerciements :

Je suis reconnaissant au Labex NUMEV qui a assuré le �nancement de mon stage. Je remercie pour leur
apport à ce travail mes encadrants MM. Térence Bayen et Alain Rapaport. J'adresse mes plus sincères
remerciements à MM. Hal Smith et Paul Waltman dont la paraphrase du livre "Theory of chemostat"
constitue la majeure partie des résultats ici présentés. En�n, toute référence consultable sur ces questions
m'aura été indispensable et me renvoie à ce que je dois aux di�érents experts en la matière.
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1 GENERALITES SUR LE CHEMOSTAT

1.1 Le chemostat à une espèce

La dynamique de la population microbienne et du substrat introduit dans le bio-réacteur est du type :

ẋ(t) = µ(s(t))x(t)−Dx(t) (1.1.1)

ṡ(t) = −µ(s(t))x(t) +D(sin − s(t))

Avec :
• x(·) la population microbienne (exprimée en concentration) de notre bio-réacteur
• s(·) la concentration en substrat du réacteur
• µ : R+ → R+ est la fonction de croissance de la population bactérienne. On la supposera continue,
di�érentiable de di�érentielle continue, nulle en 0, croissante strictement, avec e�et de saturation.
• D est le taux de dilution du réacteur, strictement positif. Dans toute cette partie nous supposerons D
constant.
• sin est la concentration en substrat introduite dans le réacteur. C'est une constante positive.

Pour compléter le problème (1.1.1), nous nous donnons des conditions initiales x(t0) = x0 et s(t0) = s0
(t0 = 0 ici).
Si aucune confusion n'est possible, on pourra poser dans toute la suite x = x(·), s = s(·).
Le cadre de l'étude sera un intervalle de temps [0,∞), et x, s, des applications de R+ à valeurs dans R+.
La mise en équations de notre modèle nous permet de montrer le résultat suivant, dont nous constaterons
l'intérêt lorsque nous aborderons la recherche des points d'équilibre :

Lemme 1.1. On considère le problème de Cauchy (1.1.1), avec les conditions initiales x(0) = x0, s(0) = s0.
Alors :
• Si x0 > 0, alors x(t) > 0 pour tout temps t ≥ 0.
• ∀s0 ∈ [0, sin], l'ensemble {t|s(t) = 0} sera de mesure nulle.

Démonstration. L'équation sur x s'écrit sous forme intégrale :
x(t) = x0 exp(

∫ t
t0

(µ(s(τ))−D)dτ).

On déduit de l'expression de x(t) que si x0 > 0, alors x reste strictement positive pour tout temps t > 0.
Aussi, s(t) reste positive pour tout t : en e�et, supposons qu'il existe un temps t̃ ≥ 0 tel que s(t̃) = 0. On
aura : ṡ = Dsin > 0 et s(t) > 0 pour t ∈]t̃, t̃+ dt], dt > 0.

Une autre quantité d'intérêt dont nous nous servirons dans la suite est s + x = ζ, qui est solution du
problème de Cauchy suivant :
ζ̇ = −Dζ +Dsin, ζ(t0) = x(t0) + s(t0).
Soit, après intégration, ζ(t) = (ζ(t0)− sin)e−D(t−t0) + sin.

1.1.1 Recherche des points d'équilibre de (1.1.1) :

Ils véri�ent : f(x, s) = 0, c'est à dire :

µ(s)x−Dx = 0

− µ(s)x+D(sin − s) = 0

On posera une fois pour toutes dans la suite µ−1(D) = λ, appelé seuil de croissance, au-delà duquel la
quantité de nutriment à disposition dans le système ne permet pas à l'espèce présente en culture de survivre.
x(µ(s)−D) = 0 admet 2 solutions : x = 0 et s = λ, si ce dernier existe.
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(a) (b)

Figure 1 � (a) Deux courbes de croissance de type Monod s'intersectent en deux points au plus : 0 et
ŝ > 0. Ici, µ1(s) = 1.387s

3+s , µ2(s) = 0.817s
2.5+s , ŝ = 2.033. (b) Un exemple de comportement de x à l'équilibre.

Modélisation par une fonction de Monod ; µ(s) = 3s
1.388+s , sin = 7, D = 1.76

Cas x = 0 s véri�e alors l'équation : ṡ = D(sin−s), et dès lors (0, sin) est un point d'équilibre du système.

Cas s = λ L'équation véri�ée par s se réécrit : D(sin − λ − x) = 0 pour x = sin − λ (si tant est que
sin − λ > 0).
Le système a 2 points d'équilibre : (0, sin) et (sin − λ, λ), si D < µmax .

1.1.2 Stabilité des points d'équilibre

Dé�nition On appelle ensemble ω-limite pour la dyamique (1.1.1) l'ensemble { lim
t→∞

(x(t), s(t)), (x, s) solution

de (1.1.1) }

Dé�nition On appelle fonction de Lyapunov V : R2
+ → R associée à la dynamique (1.1.1) une fonction

di�érentiable telle que :
• V (x, s) ≥ 0 ∀(x, s) ∈ R+ × R+, et V (x, s) = 0⇔ (x, s) = (x∗, s∗)
• d
dtV (x, s) = ∇V.f(x, s) ≤ 0 ∀(x, s).

La méthode des fonctions de Lyapunov (cf [1] et [2]) donne la propriété de stabilité asymptotique (i.e stabilité
et attractivité) d'un point d'équilibre (x∗, s∗).
On pose S = {(x, s) ∈ R+ × R+|V (x, s) < ∞, d

dtV (x, s) = 0}, et S′ le plus grand invariant de S pour la
dynamique (1.1.1). On utilisera dans cette partie le résultat général suivant de stabilité au sens de LaSalle :

Lemme 1.2. Soit f : Rn → R une fonction continûment di�érentiable. Soit V une fonction de Lyapunov et
soit x(t), t ≥ 0 une trajectoire associée à la dynamique ẋ = f(x). Supposons que V soit dé�nie sur X variété
invariante par la dynamique f . Alors ω ensemble ω-limite pour la dynamique f véri�e ω ⊂ S′.

Démonstration. Pour preuve, comme la fonction V décroît le long d'une trajectoire et reste positive sur X,
lim
t→∞

V (x) = l existe dans R, et V (x) ≡ l sur { lim
t→∞

x(t)}. En particulier d
dtV (x) ≡ 0 sur cet ensemble, ipso

facto inclus dans S′ invariant par dé�nition.

Remarque : une autre version du théorème de LaSalle énoncée dans [2] donne la convergence de x(t)
pour t → ∞ vers le plus grand ensemble de {x ∈ X| ddtV (x) = 0} invariant pour la dynamique f , sous les
hypothèses que :

� V ∈ C1(X)

� ∀α ∈ R+, V (x) ≤ α est un compact de X. (V sera une fonction dite propre)

� V̇ (x) ≤ 0 ∀x ∈ X.

(Remarque : il n'est de fait pas nécessaire que V soit une fonction de Lyapunov sur X.)
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Caractérisation des points d'équilibre :

Nous dé�nirons dans cette partie la dérivée directionnelle de V dans la direction de la dynamique f par :
dV
dx (x, s)ẋ+ dV

ds (x, s)ṡ.
En fonction du signe de sin − λ, l'un ou l'autre des points d'équilibre sera stable et attracteur (asymptoti-
quement stable) au sens de LaSalle. Nous allons appliquer ici le lemme 1.2 à notre système chemostat à une
espèce pour conclure.

Proposition 1.3. Sous l'hypothèse x0 > 0 :
• Si sin − λ > 0, x(t)

t→∞
→ sin − λ, et s(t)

t→∞
→ λ. Aussi, (sin − λ, λ) est asymptotiquement stable.

• Si sin − λ ≤ 0, x(t)
t→∞

0, et s(t)
t→∞

→ λ. Le point (0, sin) est asymptotiquement stable.

1er cas : sin − λ > 0 Nous resteindrons pour notre étude [0, sin] × [0, sin] au sous-ensemble Ω =
{(x, s)|x > 0}.
Le point d'équilibre (sin − λ, λ) sera asymptotiquement stable, dès que x(0) > 0.

En e�et, posons : V (x, s) = x − (sin − λ) − (sin − λ) ln( x
sin−λ ) +

∫ s
λ
µ(σ)−D

D dσ, et montrons que V est une
fonction de Lyapunov.

� V est bien positive :

•
∫ s
λ
µ(σ)−D

D dσ est l'intégrale d'une fonction de même signe que s− λ.
• Aussi, x− (sin − λ)− (sin − λ) ln( x

sin−λ ) est bien positive :
d
dx (x − (sin − λ) − (sin − λ) ln( x

sin−λ )) = 1 − sin−λ
x , qui s'annule en x = sin − λ, valeur de x pour

laquelle x− (sin − λ)− (sin − λ) ln( x
sin−λ ) = 0.

� On calcule :

d

dt
V (x, s) = (1− sin − λ

x
)(µ(s)−D)x+

µ(s)−D
D

(−µ(s)x+D(sin − s))

=
−1

D
(µ(s)−D)2x− (µ(s)−D)(s− λ) ≤ 0

puisque µ est monotone croissante sur R∗+, ce qui implique que µ(s)−D est du même signe que s− λ.
V est bien une fonction de Lyapunov ; le théorème de LaSalle donne donc la convergence de (x, s) vers le
plus grand ensemble invariant de {(x, s)| ddtV (x(t), s(t)) = 0∀t ≥ 0} dans {(x, s)|x(t) > 0∀t ≥ 0}, ici le point
(sin − λ, λ).

2ème cas : sin − λ < 0 Remarque : posons x+ s− sin = ζ.
ζ véri�e : ζ̇ = −Dζ. On remarque que ζ(t) = ζ(0)e−Dt →

t→∞
0.

0 est donc un point exponentiellement stable de ζ. On peut donc ramener notre étude à l'hyperplan ζ = 0.
Dans ce cas, le système (1.1.1) se réduit à l'équation :

x
.

= µ(sin − x)x−Dx (1.1.2)

Et nous nous placerons dans notre étude sur : {(x, s)|x ≤ sin}.
Le point d'équilibre (0, sin) est asymptotiquement stable pour la dynamique f(x, s).
En e�et, si on pose V (x, s) = x : on remarque que d

dtV (x, s) = (µ(sin − x) −D)x < (µ(sin) −D)x < 0 en
vertu de l'hypothèse sin − λ < 0.
Dans ce cas, V est une fonction propre et sa dérivée directionnelle dans la direction de la dynamique f
est négative. Le théorème de LaSalle nous donne la convergence de x(t) vers le plus grand sous-ensemble
invariant de

{(x, s)| d
dt
V (x, s) = 0 ∀t ≥ 0}

dans {(x, s)|x(t) ≤ sin ∀t ≥ 0}, c'est à dire x = 0 et donc s = sin.

5



Remarque : si sin = λ, 0 est asymptotiquement stable pour la dynamique (1.1.1), avec pour bassin
d'attraction R2

+, mais pas exponentiellement stable.
En e�et, supposons x(0) ∈ R+, et s(0) > sin. Alors : ẋ ≥ 0
ṡ ≤ −µ(sin)x(0) +D(sin − s)
au moins pour t su�samment petit. Alors, soit 1) s > sin pour tout t ≥ 0, soit 2) il existe un temps t̃
tel que s(t̃) ≤ sin et (x, s) reste dans l'ensemble R+ × [0, sin]. Le premier cas est absurde : pour s > sin,
D(sin − s) < 0 et |µ(s)x| va croître avec le temps de sorte que ∀{t1, t2 ∈ R |t1 < t2}, ṡ(t1) < ṡ(t2), ce qui
contredit l'assertion s reste supérieur à sin pour tout temps t ≥ 0.

Or, l'ensemble R+ × [0, sin] est invariant par la dynamique (1.1.1), ce qui nous place dans le cadre de
l'application du théorème de LaSalle : on sait que (0, sin) est un point d'équilibre du système invariant par
la dynamique (1.1.1).

1.1.3 Etude du maximum de x.D

L'objectif est ici de caractériser max
D>0

D(sin − λ(D)), où pour rappel λ(D) = µ−1(D). A cet e�et, nous

montrons la proposition suivante :

Proposition 1.4. Si la fonction µ est croissante strictement et concave strictement (ce qui sera le cas dans
notre problème), alors D 7→ D(sin − λ(D)) est concave strictement.

Démonstration. Pour preuve de ce résultat, supposons µ concave strictement. Nous voulons alors étudier le
signe de :
d2

dD2D(sin − λ(D)) = −D d2

dD2 (λ(D))− 2 d
dD (λ(D))

Or :

� Si µ est concave strictement, µ−1 est convexe strictement, ce qui induit d2

dD2 (λ(D)) < 0 et conséquem-

ment −D d2

dD2 (λ(D)) < 0.

� µ étant croissante strictement, µ−1 est aussi croissante strictement et d
dDµ

−1 > 0 sur R+ en entier. De

facto −2 d
dD (λ(D)) < 0 ce qui induit la concavité stricte de D 7→ D(sin − λ(D)).

Nous montrons ainsi l'unicité d'un tel maximum dans le cas de fonctions de croissance concaves stricte-
ment.
Un calcul analytique (prenons l'exemple d'une cinétique Monod, i.e µ(s) = µmaxs

K+s ) donne :

λ = KD
µmax−D

d
dD (λ) = K

µmax−D + KD
(µmax−D)2 = Kµmax

(µmax−D)2

Nous cherchons donc les solutions de :
0 = sin − λ−D[ d

dD (λ)] = sin − KD
µmax−D −

Kµmax

(µmax−D)2

En réduisant au même dénominateur (µmax −D)2 :
0 = sinµ

2
max + sinD

2 − 2sinµmaxD −KµmaxD +KD2 −KµmaxD
= D2[K + sin] +D[−2sinµmax − 2Kµmax] + sinµ

2
max

Nous cherchons les racines de ce trinôme en D, de discriminant :
∆ = 4s2inµ

2
max + 4K2µ2

max + 8Ksinµ
2
max − 4Ksinµ

2
max − 4s2inµ

2
max

= 4µ2
max[K2 +Ksin]

Ainsi donc : D± = 2µmax[K+sin±
√
K2+Ksin]

2(K+sin)

Ces racines doivent correspondre à des valeurs acceptables de s c'est à dire qu'il doit exister un s̃ ∈ [0, sin]
tel que D± = µ(s̃). Or :

µmax(1±
√
K2+Ksin
K+sin

) = µmax
s̃

K+s̃ = µmax[1− K
K+s̃ ]

Nécessairement, K+s̃
K = + K+sin√

K2+sin
, i.e s̃ =

√
K2 +Ksin −K =

√
K(
√
K + sin −

√
K).
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Figure 2 � xD est bien une fonction concave strictement

Nous obtenons donc une valeur D̃ = µmax(1 −
√

K
K+sin

) pour laquelle xD est maximale, et la valeur du

maximum est x̃D = µmax(1−
√

K
K+sin

)(sin −
√
K(
√
K + sin −

√
K)).

1.1.4 Synthèse

L'evolution dans le temps de la population bactérienne est dictée par la valeur de D (ou de façon
équivalente λ). 2 cas se rencontrent :

� Le lessivage de l'espèce présente dans le bio-réacteur, si D > µ(sin). (0, sin) est alors point d'équilibre
asymptotiquement stable.

� L'équilibre (sin−λ, λ) asymptotiquement stable si sin−λ > 0. Pour cet état d'équilibre, la quantité xD
admet en pratique un maximum x̃D = argmax

D
(xD) pour un D̃ optimal, correspondant à la production

biologique maximale à D �xé.

L'objectif de la partie 3 sera précisément de déterminer une commande périodique (parmi les commandes
constantes par morceaux telles que x̃ soit dépassé sur un intervalle de mesure non-nulle) pour laquelle x D
en moyenne s'approchera de x̃D.

1.2 Le chemostat à 2 espèces

Le système à étudier est alors (ẋ1, ẋ2, ṡ) = f(x1, x2, s), pour une dynamique :

ẋ1 = µ1(s)x1 −Dx1 (1.2.1)

ẋ2 = µ2(s)x2 −Dx2
ṡ = −µ1(s)x1 − µ2(s)x2 +D(sin − s)

pour des conditions initiales (x10, x20, s0) ∈]0, sin]×]0, sin]× [0, sin].
Ici encore, D et sin sont des constantes strictement positives. Nous supposerons pour simpli�er que les
interactions entre les représentants des deux espèces sont uniquement indirectes par le substrat commun,
autrement dit pour i, j ∈ {1, 2}, j 6= i, ẋi ne contient pas de termes exprimés en fonction de −xixj , que l'on
retrouverait par exemple dans la modélisation d'une chaîne alimentaire.
Similairement au système chemostat à une espèce, nous pouvons montrer la proposition suivante :

Proposition 1.5. • Si xi0 > 0, i ∈ {1, 2}, alors xi(t) > 0 ∀ t ≥ 0.
• Pour presque tout temps t ≥ 0, s(t) > 0.

Démonstration. Nous savons que si xi0 = 0, i ∈ {1, 2}, alors xi(t) = 0 ∀ t ≥ 0.
Si l'on suppose qu'il existe un temps t̃ ≥ 0 pour lequel xi(t̃) = 0, autrement dit xi intersecte la solution nulle,
alors le théorème de Cauchy-Lipschitz induirait xi(t) ≡ 0 sur R+ tout entier, ce qui contredirait l'hypothèse

7



xi0 > 0.
D'autre part, reprenant le raisonnement déjà proposé pour le chemostat à une espèce, s'il existe un temps
t̃ pour lequel s(t̃) = 0, alors d

dts(t̃) = Dsin > 0, et donc {t|s(t) = 0} est un ensemble de mesure nulle de
R+.

D'autre part, le changement de variables ζ = x1 + x2 + s donne une équation di�érentielle véri�ée par ζ
du type : ζ̇ = D(sin − ζ)
Que l'on intègre comme dans le cas à une espèce en :
ζ(t) = (x10 + x20 + s0) exp(−D(t− t0))− sin exp(−D(t− t0)) + sin.

1.2.1 Recherche des points d'équilibre :

Une fois encore, nous poserons dans la suite λ1/2 = µ−11/2(D), seuils de croissance associés aux espèces 1

et 2 présentes dans le système.
Remarque préliminaire : le système est symétrique en x1 et x2.
Les points d'équilibre de (1.2.1) seront les triplets (x1, x2, s) tels que :

x1(µ1(s)−D) = 0

x2(µ2(s)−D) = 0

−µ1(s)x1 − µ2(s)x2 +D(sin − s) = 0

x1(µ1(s)−D) = 0 admet deux solutions : x1 = 0 et s = λ1

Cas x1 = 0. Alors :

µ2(s)x2 −Dx2 = 0 (1.2.2)

−µ2(s)x2 +D(sin − s) = 0

Comme précédemment, la résolution du système induit que (0, 0, sin) et (0, sin − λ2, λ2) en seront les points
d'équilibre, à condition toutefois que λ2 < sin.

Cas s = λ1. Comme µ1(s)x1 = Dx1, (1.2.1) se réécrit :

µ2(s)x2 −Dx2 = 0 (1.2.3)

−µ2(s)x2 +D(sin − s− x1) = 0

Alors, soit x2 = 0 et x1 = sin−λ1, soit µ2(s) = D = µ1(s), auquel cas 2 équations donnent une seule condition
sur s, et une seule sur (x1, x2). On obtient de facto une droite d'équilibres, d'équation : x1 + x2 = sin − λ,
où l'on a posé λ1 = λ2 = λ.
Remarque : il n'est pas nécessaire que µ1 ≡ µ2 pour que µ−11 (D) = µ−12 (D).

x2(µ2(s)−D) = 0 admet 2 solutions : x2 = 0 et s = λ2

Cas x2 = 0. En vertu de la remarque précédente, les points d'équilibre seront : (0, 0, sin) (redondant)
et (sin − λ1, 0, λ1) (là encore redondant), sous réserve que λ1 < sin.

Le cas s = λ2 fait écho au cas s = λ1 pour l'équilibre x1(µ1(s)−D) = 0.
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En�n, le cas λ1 = λ2 (ce qui ne signi�e pas nécessairement µ1 ≡ µ2) nous permet de ramener le système
de 3 équations à un système sur (x1, s) du type :

µx1 −Dx1 = 0 (1.2.4)

µx2 −Dx2 = 0

−µx1 − µx2 +D(sin − s) = 0

où l'on a posé µ := µ1(s) = µ2(s). La résolution nous conduit à deux points d'équilibre : x1 = 0, qui donnera
(0, 0, sin) (une fois de plus redondant !) et s = λ, ce qui induit après réinjection dans l'autre équation :
x1 + x2 = sin − λ. C'est le seul cas de coexistence des 2 espèces.

1.2.2 Stabilité des points d'équilibre

Nous allons supposer une bonne fois pour toutes que λ1 < λ2, le cas opposé se traitant de la même
manière.
Remarquons là encore qu'en posant ζ = x1 + x2 + s − sin, ζ̇ = −Dζ et 0 est un point exponentiellement
stable de ζ.
Dans le cas limite, le système (1.2.1) se réécrit :

ẋ1 = f1(x1(t), x2(t)) = µ1(sin − x1 − x2)x1 −Dx1 (1.2.5)

ẋ2 = f2(x1(t), x2(t)) = µ2(sin − x1 − x2)x2 −Dx2

Nous pouvons montrer en nous référant à [1] :

Proposition 1.6. � Si λ1 < sin, x1(t) →
t→∞

sin − λ1, x2(t) →
t→∞

0, et s(t) →
t→∞

λ1. (sin − λ1, 0, λ1) sera

asymptotiquement stable.

� Si λ1 ≥ sin, x1(t) →
t→∞

0, x2 →
t→∞

0 et s(t) →
t→∞

sin. Aussi, (0, 0, sin) sera asymptotiquement stable.

Remarque L'interprétation biologique de la proposition est l'exclusion compétitive que x1 livre à x2 dans
le cas λ1 < sin, et un phénomène de washout qui élimine les espèces x1 et x2 dans le cas λ1 ≥ sin.

Démonstration. Pour preuve, supposons d'abord sin − λ1 > 0. Nous nous intéressons aux sous-ensembles
E1 = {x1 + x2 ≥ sin − λ1}, E2 = {x1 + x2 ≤ sin − λ1} et posons V (x) = x1 + x2 − (sin − λ1).
On a en e�et, dès que x1(0) + x2(0) ∈ E1 :

ẋ1(t) + ẋ2(t) ≤ (µ1(sin − x1 − x2)−D)x1 + (µ2(sin − x1 − x2)−D)x2

≤ [µ1(λ1)−D]x1 + [µ2(λ1)−D]x2

≤ [µ2(λ2)−D]x2 ≤ 0

car λ2 ≤ D. Alors, soit x1 + x2 ∈ E2 à partir d'un temps t0, soit x1 + x2 reste pour tout temps dans E1 et
converge vers le plus grand invariant de {(x1(t), x2(t))|V̇ (x1, x2) = 0} dans E1.
Dans le cas x1 + x2 ∈ E1, le théorème de LaSalle donne la convergence de (x1, x2) vers (sin − λ1, 0) seul
invariant de {(x1, x2)| ddtV (x1, x2) = 0} pour le système (1.2.5).
Si x1 + x2 ∈ E2 pour t ≥ t0 :

Considérons le cas (x1 + x2) ≤ sin − λ2 :

ẋ1 + ẋ2 ≥ (µ1(λ2)−D)x1 + (µ2(λ2)−D)x2 ≥ (µ1(λ1)−D)x1 ≥ 0

Ce qui nous donne la croissance de x1 + x2. L'ensemble

Ẽ2 = {(x1, x2) ∈ R2
+|x1 + x2 ≤ sin − λ2}

ne contient pas d'invariant par la dynamique (1.2.5) ; il existe ainsi un temps t̃ à partir duquel x1 + x2 va
sortir de Ẽ2.
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Dans le cas sin − λ2 < x1 + x2 ≤ sin − λ1 : on remarque déjà que µ1(s) ≥ µ2(s) pour sin − x1 − x2 ∈
[λ1, λ2].
Aussi, le seul invariant de {(x1, x2)|V̇ = 0} dans E2 \ Ẽ2 sera là encore le singleton (sin − λ1, 0). En e�et,
x2(µ(sin − x1 − x2)−D) s'annule ssi : 1) x2 = 0. 2) x2 = sin − x1 − λ2.
Notons que 2) induit ẋ1 = (µ1(λ2)−D)x1 > 0, et le champ de vecteurs pointe vers l'extérieur de la surface
de niveau x1 + x2 = sin − λ2.
Nous remarquons que pour x1 + x2 ∈ [sin − λ2, sin − λ1], on aura pour t su�samment grand ẋ1 + ẋ2 ≥ 0.
En e�et, si l'on suppose ẋ1+ẋ2 < 0 pour un certain t ≥ 0 (par exemple t = 0 si le bioréacteur est initialement
davantage chargé en x2), (µ1(sin − x1 − x2)−D) > (µ2(sin − x1 − x2)−D) implique x1(t) < x2(t)
Or, pour sin − x1 − x2 ∈ [λ1, λ2], ẋ2(t) ≤ (µ2(λ2)−D)x2 ≤ 0 et ẋ1 ≥ (µ1(λ1)−D)x1 ≥ 0, ce qui induit la
décroissance de x2 vers l'attracteur 0 de {(x1, x2)|x1 + x2 ∈ [sin − λ2, sin − λ1]} et la croissance de x1 vers
l'attracteur sin − λ1.
Il existe ainsi un temps t̃ pour lequel x1(t̃) = x2(t̃) et x1(t) > x2(t) dès que t > t̃.
Dès lors, nous concluons de l'existence d'un temps T > 0 tel que ∀t ≥ T , x1(t) > x2(t) et ẋ1(t) + ẋ2(t) ≥ 0.
Ainsi, pour t ≥ T , x1 + x2 va croître vers sin − λ1 et (sin − λ1, 0, λ1) sera bien asymptotiquement stable
pour sin − λ1 > 0.

Si maintenant sin − λ1 ≤ 0 : on pose V (x1, x2) = x1 − (sin − λ1) qui véri�e bien :

V̇ ≤ µ1(λ1)x1 −Dx1 ≤ 0

Ce qui nous donne en vertu du théorème de LaSalle la convergence de (x1, x2) vers le plus grand invariant
de {(x1, x2)|V̇ = 0} dans l'ensemble {(x1, x2)|x1 + x2 ≤ sin}, i.e x1 = 0.
En e�et, {(x1, x2)|x1 + x2 = sin − λ1} n'est pas invariant pour le système (1.2.5) : si x1 + x2 = sin − λ1,
alors X(t) = x1(t) + x2(t) véri�e :
Ẋ(t) = (µ2(λ1)−D)x2 < (µ2(λ2)−D)x2 par hypothèse.
Ẋ(t) ≤ 0.
Donc, si x1(t) + x2(t) = sin − λ1 pour un certain temps t, x1 + x2 ≤ sin − λ1 pour tout temps ≥ t.
De facto, x1 = 0 est le seul invariant pour (1.2.5), et donc (0, 0) est la limite de (x1, x2) pour t→∞.

En�n, si sin = λ1, le même développement que dans le cas à une espèce nous donnera la convergence
de (x1, x2, s) vers (0, 0, sin) pour t→∞.

Remarque : Dans le cas où les taux de mortalité des 2 espèces seraient di�érents :

ẋ1 = µ1(s)x1 −D1x1 (1.2.6)

ẋ2 = µ2(s)x2 −D2x2

ṡ = −µ1(s)x1 − µ2(s)x2 +D(sin − s)

Nous ne pourrions pas nous ramener à un système de 2 équations di�érentielles véri�ées par x1 et x2 pour
l'étude de la stabilité des points d'équilibre. En e�et, ζ = x1 + x2 + s véri�e l'inéquation di�érentielle :

ζ̇ ≤ −D̃ζ +Dsin (1.2.7)

Où D̃ = max(D1, D2, D) et D = min(D1, D2, D).

Alors : ζ(t) ≤ D
D̃

+ exp(−D̃t)(ζ0 − D
D̃

).

Ce qui induit une limite supérieure sur la quantité ζ (lim sup
t→∞

ζ(t) ≤ D
D̃
) mais en l'état, il n'y a pas assez

d'information pour montrer la convergence en temps long de ζ : en particulier, la limite supérieure ne fait
pas intervenir les fonctions de croissance µi(s), i ∈ {1, 2}.
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1.2.3 Synthèse

Pour toute valeur (constante) de D sauf une, l'état d'équilibre du chemostat à 2 espèce se traduit par
la survie d'une espèce au plus : les deux espèces se livrent une exclusion compétitive. L'ensemble des points
d'équilibre du chemostat à 2 espèces est :

� (0, 0, sin) asymptotiquement stable si λ1 > sin. Les deux espèces sont lessivées par le �ux trop important
de substrat pour que son ingestion soit possible par l'une ou l'autre des espèces.

� (0, sin−λ2, λ2) asymptotiquement stable si λ2 < inf(sin, λ1). x2 survit à l'exclusion compétitive livrée
à x1.

� (sin−λ1, 0, λ1) asymptotiquement stable si λ1 < inf(sin, λ2). x1 survit à l'exclusion compétitive livrée
à x2.

� La droite d'équation {x1 + x2 = sin− λ} dans le cas particulier λ1 = λ2. On notera qu'en fonction des
conditions initiales, tout point de la droite est un point d'équilibre !

2 COMMANDE OPTIMALE PERIODIQUE

Dé�nition Soit une fonction f : R+ × R+ → R+ Lipschitz continue par rapport à la deuxième variable, et
F : R+ × R+ → R+. On considère l'équation di�érentielle ẋ = f(t, x).
Soit ψ l'application dé�nie comme suit :

ψ :R+ → R+

t 7→ ψ(t) = F (t, x(t))

On posera dans la suite ψ̇(t) = d
dtF (t, x(t)) + d

dxF (t, x(t)) ddtx(t).

Ḟ (t, x(t)) ainsi dé�nie est la dérivée en temps de F le long de la trajectoire (x(t))t≥0.

Dé�nition Pour une fonction f : t ∈ R+ → f(t) ∈ R+ mesurable du temps, pour T ∈ R+, on posera dans

la suite 〈f〉T = 1
T

∫ T
0
f(t)dt.

2.1 Résultats d'existence

2.1.1 Le chemostat à une espèce

Nous nous intéressons au système d'équations di�érentielles suivant :

ẋ = µ(s)x−D(t)x (2.1.1)

ṡ = −µ(s)x+D(t)(sin − s)

pour lequel il existe un réel T > 0 tel que D(t+ T ) = D(t) ∀t ∈ [0,∞[, x(0) = x0 > 0 et s(0) = s0 ≥ 0.
Dans toute la suite, nous supposerons µ continue, localement Lipschitz, strictement croissante et nulle en 0 ;
aussi nous ferons l'hypothèse D 6≡ 0.
Le résultat suivant est issu de [3] :

Proposition 2.1. Pour D continue, l'hypothèse
∫ T
0
µ(sin)−D(t)dt > 0 induit l'existence d'une unique solu-

tion (x, s) de (2.1.1) (avec condition initiale (x0, s0) ∈]0, sin]× [0, sin[) positive, de période T . Si
∫ T
0
µ(sin)−

D(t)dt ≤ 0, x(t)
t→∞

→ 0 quelles que soient les conditions initiales.

Démonstration. Pour preuve, posons d'abord ζ(t) = x(t) + s(t) − sin, de sorte que ζ(t) véri�e l'équation
di�érentielle :
d
dtζ = −D(t)ζ, que l'on intègre en :

ζ(t) = ζ0 exp(−
∫ t
0
D(τ)dτ)
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⇔ ζ(t) = ζ0 exp(−
∫ t
0
D(τ)− 〈D〉T dτ) exp(−t〈D〉T ) →

t→∞
0

En e�et, exp(−
∫ t
0
D(τ)− 〈D〉T dτ) est une fonction T -périodique et 〈D〉T 6≡ 0 induit exp(−t〈D〉T ) →

t→∞
0.

On peut alors étudier, comme dans le cas à commande constante, (2.1.1) pour l'égalité particulière x(t) +
s(t) = sin.
(2.1.1) devient alors :

d

dt
x = x[µ(sin − x)−D(t)] (2.1.2)

Comme D(·) reste positif pour tout temps, notre ensemble d'intérêt est : {x|0 < x ≤ sin}. On remarque,
comme x(t) est bornée sur R, il en est de même pour s(t), et la solution de (2.1.1) existe globalement sur
R∗+ × R+.

1er cas : traitons d'abord 〈µ(sin) − D〉T ≤ 0. On dé�nit φ(t, 0, x0) le �ot associé à (2.1.2), tel que
φ(0, 0, x0) = x0, ainsi que l'application de Poincaré π(x0) = φ(T, 0, x0).
Si 〈µ(sin)−D〉T ≤ 0, on aura pour tout t ∈ R+ :

π(x(t)) = x(t) exp(

∫ t+T

t

µ(sin − x(τ))−D(τ)dτ)

< x(t) exp(

∫ t+T

t

µ(sin − x(τ))−D(τ)dτ)

< x(t)

De sorte que {πn(x0))}n, suite décroissante minorée, converge pour n→∞, vers un x∗ ∈ [0, sin].

Si
∫ T
0
µ(sin)−D(t) < 0 : la limite sera nécessairement nulle.

(En e�et, pour tous t1 ∈ R+, t2 > t1, t2 = t1 + nT + δt, où δt est le reste de la division de t2 − t1 par T .

Alors : x(t2) < x(t1) exp(
∫ t1+δt
t1

µ(sin)−D(t)dt) exp(T 〈µ(sin)−D〉)n, avec
exp(

∫ t1+δt
t1

µ(sin)−D(t)dt) < δtµ(sin) nécessairement borné. La limite x(t2) →
n→∞

0 vient immédiatement.)

Si
∫ T
0
µ(sin) − D(t) = 0 : soit x∗ sera la solution identiquement nulle, auquel cas l'assertion sera prouvée,

soit x∗(·) > 0 ∀t ∈ R+.
Dans ce dernier cas, posons x = lim inf

t≥0
x(t) > 0. Nous aurons alors pour tous temps t, t̃ tels que t̃ > t :

x(t̃) ≤ x(t) exp(
∫ t̃
t
µ(sin − x)−D(τ)dτ) →

t̃→∞
0, ce qui montre bien que 0 est la seule limite possible de x(t).

2ème cas : regardons le cas
∫ T
0
µ(sin) − D(t)dt > 0. Remarquons pour commencer qu'en vertu du

théorème de dépendance continue par rapport aux conditions initiales, l'application π est continue. 0 en est
évidemment un point �xe. De plus, nous savons que π envoie [0, sin] dans [0, sin]. Nous voulons prouver que
π possède un unique point �xe x∗ di�érent du singleton 0 sur [0, sin].
Pour celà, nous allons étudier le comportement de l'application x 7→ π(x) − x. Tout d'abord, remarquons
que π(0) = 0 puisque 0 est évidemment point �xe trivial de (2.1.2). D'autre part, π(sin) < sin en vertu de
nos hypothèses sur x et du fait que sin n'est pas point d'équilibre de (2.1.2).
Or d

dx0
π(0) = d

dx0
φ(T, 0, 0).

Si on linéarise (2.1.2), on aura, pour tout x0 ∈ Ω :

d

dx0
π(x0) = exp

(∫ T

0

µ(sin − φ(t, 0, x0))−D(t)− φ(t, 0, x0)µ′(sin − φ(t, 0, x0))dt

)

Donc : d
dx0

π(0) = exp(
∫ T
0
µ(sin)−D(t)dt) > 1 en vertu de notre hypothèse.

Donc π(x) − x prend des valeurs strictement positives sur un voisinage ouvert de 0, et est négative pour
x = sin. En vertu du théorème des valeurs intermédiaires, il existe sur l'intervalle ]0, sin] un x tel que
π(x)− x = 0, i.e un point �xe de π.
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(a)

Figure 3 � Dans le cas où les courbes de croissance des deux espèces s'intersectent, l'équilibre est une
situation de coexistence (cf �gure 4.a)

Remarque L'inégalité précédente nous donne également la répulsion de la trajectoire (périodique) identi-
quement nulle. On dira que (2.1.2) est un système uniformément persistant.

Reste à montrer que d
dxπ(x) < 0.

Pour ce faire, si x est un point �xe de π, on aura
∫ T
0
µ(sin − φ(t, 0, x))−D(t)dt = 0, et d

dxπ(x) se réécrit :

d

dx
π(x) = exp

(
−
∫ T

0

φ(t, 0, x)µ′(sin − φ(t, 0, x))dt

)
< 0

Ce qui nous montre l'asymptotique stabilité de x, conséquence de l'uniforme persistance de 0 qui empêche les
trajectoires φ(t, 0, x0) (pour x0 quelconque dans ]0, sin]) de converger vers 0. On pose alors (x∗(t), s∗(t)) =
(φ(t, 0, x), sin − φ(t, 0, x)) qui est bien solution périodique de (2.1.1).

Pour preuve de l'unicité de la solution : soient x1(·) et x2(·) deux solutions distinctes de (2.1.2) pour
des conditions initiales x10, x20. Sans perte de généralité, nous pourrons supposer x10 > x20, l'autre cas
étant parfaitement symétrique.
Alors en posant yi(t) = ln(xi(t)), (2.1.2) prend la forme :

ẋ1
x1

=
d

dt
y1 = µ(sin − ey1)−D(t)

ẋ2
x2

=
d

dt
y2 = µ(sin − ey2)−D(t)

Ce qui induit : d
dty1−

d
dty2 = µ(sin− ey1)−µ(sin− ey2). En vertu du théorème de Cauchy-Lipschitz, comme

les deux solutions ne peuvent s'intersecter pour un temps t > 0 déterminé, d
dty1(t) − d

dty2(t) est de signe
constant, donc y1 − y2 est une fonction monotone du temps. Ici, y1 − y2 décroît ; soit l sa limite. Comme
l < 0 contredirait le théorème de Cauchy-Lipschitz, y1 reste bien toujours au-dessus de y2, ce qui nous donne
un ordre des solutions en fonction de leurs conditions initiales.
(Remarque : la preuve de ce résultat nous montre également que pour toute condition initiale x0 ∈]0, sin],
|φ(t, 0, x0)− x∗(t)| →

t→∞
0, autrement dit que la solution x∗ est asymptotiquement stable)

On cherche alors des solutions T -périodiques de (2.1.1) sous des conditions plus faibles que D continue,
par exemple D continue par morceaux. L'hypothèse minimale pour la preuve du résultat est D mesurable
en temps, ce qui sera le cas en pratique (D constante par morceaux le plus souvent).

2.1.2 Le chemostat à 2 espèces

Notre système sera le suivant :

ẋ1 = µ1(s)x1 −D(t)x1 (2.1.3)
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(a) (b)

Figure 4 � Deux états d'équilibre périodique di�érents. Modélisation des µi, i ∈ {1, 2} par des fonctions de
Monod. A gauche, µ1max = 2.7, µ2max = 3.1, K1 = 0.617, K2 = 0.758, sin = 7, D(t) = 0.8+0.5∗cos(2pi/T ∗
t), T = 4. A droite, pour D(t), T et sin identiques, K1 = 0.5, K2 = 0.4, µ1max = 4.5, µ2max = 3.5.

ẋ2 = µ2(s)x2 −D(t)x2

ṡ = −µ1(s)x1 − µ2(s)x2 +D(t)(sin − s)

où D sera une fonction T -périodique, µ1 et µ2 des fonctions continues, croissantes et localement Lipschitz
en s. On suppose également que
(x1(0), x2(0), s(0)) = (x10, x20, s0) ∈ Ω =]0, sin]×]0, sin]×]0, sin].
Deux cas de �gure s'o�rent à nous :

� L'une des deux espèces s'éteint (ce qui est le cas si sa courbe de croissance est toujours strictement
"en-dessous" de l'autre) : alors le comportement asymptotique rejoint celui du cas à une espèce.
On posera dans ce cas x∗j la concentration de l'espèce j survivante pour la solution périodique, telle

que d'après (2.1.3), x∗j (t) = xj0 exp(
∫ t
0
µ(sin − x∗j (τ))−D(τ)dτ), j ∈ {1, 2}

Et la concentration en substrat sera, en vertu de la partie 1 :

s∗(t) = sin − xj0 exp

(∫ t

0

µ(sin − xj(τ))−D(τ)dτ

)
� Les deux espèces coexistent (ce qui implique que les courbes de croissance des deux espèces doivent

s'intersecter). Nous pouvons montrer qu'il existe une solution périodique (x1, x2, s) qui attire une so-
lution de (2.1.3), pour une certaine condition initiale (x10, x20, s0) ∈]0, sin]×]0, sin]× [0, sin].
La question de l'unicité reste ouverte. Certains résultats présents dans la littérature donnent des condi-
tions su�santes pour l'unicité de la solution d'un système de type Lotka-Volterra (cf [9]). En revanche,
aucun théorème n'a encore été démontré pour une dynamique de type chemostat.

On montrera la proposition suivante (cf [1]) :

Proposition 2.2. Pour D continue et T -périodique sur R+, pour i, j ∈ {1, 2}, j 6= i, si
∫ T
0
µi(sin − x∗j ) −

D(t)dt < 0 (où l'on a posé x∗j la solution périodique associée à la survie de la seule espèce j), l'axe des

xj sera attractif pour la dynamique (2.1.3). Si
∫ T
0
µi(sin − x∗j ) − D(t)dt > 0, il existe une unique solution

(x1(·), x2(·), s(·)) périodique à (2.1.3) dans ]0, sin]×]0, sin]× [0, sin].

Remarque Pour comprendre intuitivement le résultat, plaçons-nous près d'une solution d'équilibre pour
laquelle seule l'espèce j est présente, et introduisons une faible concentration d'espèce i. Pour induire le
comportement de l'espèce i au voisinage de 0, l'idée sera de linéariser notre système au niveau de la solution
d'équilibre xi = 0, xj(·) = x∗j (·).

Démonstration. On introduit une fois encore la grandeur ζ(t) = x1(t) + x2(t) + s(t) − sin. Alors, comme
d
dtζ = −D(t)ζ, on aura ici encore ζ(t) →

t→∞
0
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En e�et, on peut écrire, pour tout t ∈ R : ζ(t) = ζ0 exp(−
∫ t
0
D(t)−〈D〉T ) exp(−t〈D〉T ), où exp(−

∫ t
0
D(t)−

〈D〉T ) est T -périodique, et exp(−t〈D〉T ) →
t→∞

0.

On peut donc étudier (2.1.3) sur la variété invariante x1 + x2 + s = sin, c'est à dire :

d

dt
x1 = µ1(sin − x1 − x2)x1 −D(t)x1 (2.1.4)

d

dt
x2 = µ2(sin − x1 − x2)x2 −D(t)x2

Comme dans le cas à une espèce, une intégration de (2.1.4) induit l'existence de la solution maximale sur
l'intervalle [0,∞[.
Notre ensemble d'intérêt sera ici : Ω = {(x1, x2)|x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x1 + x2 ∈ [0, sin]}
Soit φ(t, 0, x10, x20) le �ot associé à (2.1.3), pour lequel φ(0, 0, x10, x20) = (x10, x20). On posera π l'application
de Poincaré associée à (2.1.3), ie :
π(x10, x20) = (x1(T ), x2(T )).
L'idée est d'utiliser le théorème du point �xe de Brouwer sur un compact de R2

+ qui n'inclue pas les axes
d'équations x2 = 0, ni x1 = 0. S'il existe un point �xe (x̃1, x̃2) de l'application de Poincaré sur ce compact,
alors φ(t, 0, x̃1, x̃2) sera notre candidate pour la preuve de la proposition. A cet e�et, nous montrerons d'abord
sous quelles conditions les solutions (x∗1(·), 0) et (0, x∗2(·)) seront répulsives (i.e (2.1.3) sera uniformément
persistant), puis restreindrons notre ensemble Ω d'intérêt à un compact sur lequel il sera pertinent d'appliquer
le théorème de Brouwer.

Stabilité des solutions périodiques Sur le bord de Ω, les solutions périodiques seront (x∗1(·), 0) et
(0, x∗2(·)), et en vertu de la première partie :

x∗1(t) = x10 exp(
∫ t
0
µ1(sin − x1(τ))−D(τ)dτ)

Et x∗2(t) = x20 exp(
∫ t
0
µ2(sin − x2(τ))−D(τ)dτ)

L'étude de la stabilité des deux solutions périodiques fait intervenir les multiplicateurs de Floquet.

Calcul des multiplicateurs L'idée est de linéariser notre système (2.1.3) au voisinage des solutions
(x∗1(·), 0) et (0, x∗2(·)).
Pour ce faire, posons χ1(t) = x1(t)− x∗1(t) et χ2(t) = x2(t)− x∗2(t).
Appelons f(t, x1, x2) la dynamique associée au système di�érentiel (2.1.3).
On écrira la matrice jacobienne de f par rapport à x en (t, x) sous la forme ∇xf(t, x) dont les entrées sont
données par :

j11 = µ1(sin − x1 − x2)−D(t)− x1µ′1(sin − x1 − x2)

j12 = −x1µ′1(sin − x1 − x2)

j21 = −x2µ′2(sin − x1 − x2)

j22 = µ2(sin − x1 − x2)−D(t)− x2µ′2(sin − x1 − x2)

si bien que l'équation variationnelle au voisinage de la solution (x∗1(t), 0) sera :

d

dt
χ1 = χ1[µ1(sin − x∗1(t))−D(t)− x∗1(t)µ′1(sin − x∗1(t))]− χ2[x∗1(t)µ′1(sin − x∗1(t))] (*)

d

dt
χ2 = χ2[µ2(sin − x∗1(t))−D(t)]

On peut déduire au voisinage de (0, x∗2(t)) le résultat suivant :

d

dt
χ1 = χ1[µ1(sin − x∗2(t))−D(t)]

d

dt
χ2 = χ2[µ2(sin − x∗2(t))−D(t)− x∗2(t)µ′2(sin − x∗2(t))]− χ1[x∗2(t)µ′2(sin − x∗2(t))]
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Si M(t) est la matrice variationnelle de l'application de Poincaré, (i.e la matrice jacobienne de l'application
de Poincaré π en (x∗1(·), 0) l'équation variationnelle véri�ée par la matrice fondamentale X(t) au voisinage
de (x∗1(·), 0) est :

d

dt
X(t) = M(t)X(t) (**)

Avec pour condition initiale X(0) = Id. En (x∗1(·), 0), M(t) =[
µ1(sin − x∗1(t))−D(t)− x∗1(t)µ′1(sin − x∗1(t)) −x∗1(t)µ′1(sin − x∗1(t))

0 µ2(sin − x∗1(t))−D(t)

]
De fait, la matrice fondamentale associée à (**) pour t = T est du type :[

exp(〈m11(t)〉T ) 〈m12(t)
∫ t
0
m22(τ)dτ

∫ T
t
m11(τ)dτ〉T

0 exp(〈m22(t)〉T )

]
(où l'on a posé mij(t), i, j ∈ {1, 2} les coe�cients de la matrice M)
Les résultats pour la solution (0, x∗2(·)) se déduisent directement du cas (x∗1(·), 0). Les valeurs propres des
matrices fondamentales en (x∗1(·), 0) (respectivement (0, x∗2(·))) donneront les multiplicateurs et exposants
de Floquet dont découleront les propriétés de stabilité des solutions (x∗1(·), 0), (0, x∗2(·)).
Ces exposants sont : − 1

T

∫ T
0
x∗1(t)µ′1(sin − x∗1(t))dt, 1

T

∫ T
0
µ2(sin − x∗1(t))−D(t)dt

(respectivement 1
T

∫ T
0
µ1(sin − x∗2(t))−D(t)dt, − 1

T

∫ T
0
x∗2(t)µ′2(sin − x∗2(t))dt)

Alors, si 1
T

∫ T
0
µi(sin−x∗j (t))−D(t)dt < 0, pour i ∈ {1, 2}, j 6= i, alors les solutions respectives (xi = 0, xj =

x∗j (·)) seront asymptotiquement stables. Elles seront instables si 1
T

∫ T
0
µi(sin − x∗j (t))−D(t)dt > 0.

Nous revenons donc à la preuve : supposons que (x∗1(·), 0) et (0, x∗2(·)) soient instables. Nous voulons
utiliser cette propriété pour trouver des réels δ1, δ2 > 0 su�samment petits tels que si (x10, x20) ≥ (δ1, δ2),
alors π([δ1, sin]× [δ2, sin]) ⊂ [δ1, sin]× [δ2, sin].
Pour ce faire, on cherche à montrer que la dynamique (2.1.4) préserve une relation d'ordre de deux solutions
périodiques x et y pour deux conditions initiales x0 et y0 telles que x0 − y0 appartienne à un cône C.
Les relations d'ordre dont nous devons montrer la conservation seront :
• Soit x10 ≥ y10 & x20 ≥ y20 ⇒ x1(t) ≥ y1(t) & x2(t) ≥ y2(t) ∀t ≥ 0
• Soit x10 ≥ y10 & x20 ≤ y20 ⇒ x1(t) ≥ y1(t) & x2(t) ≤ y2(t) ∀t ≥ 0.
Dans le cas x10 ≥ y10, x20 ≤ y20 :
Rappelons au préalable que le système (2.1.4) est de type compétitif, i.e :

∂fj
∂xi

(t, x1(t), x2(t)) = −xjxiµ′j(sin − x1 − x2) ≤ 0

pour i ∈ {1, 2}, i 6= j. Nous allons montrer le résultat suivant de conservation d'ordre :

Lemme 2.3. Soit f : (t, x) ∈ R+×R2 7→ R2 3 f(t, x) une C-fonction. On considère l'équation di�érentielle
ẋ = f(t, x), où pour tout temps t > 0, x(t) ∈ C sous-ensemble connexe de R2.
Soient deux conditions initiales x0, y0 telles que x10 ≥ y10, x20 ≤ y20. Alors pour tout temps t ≥ 0,
x1(t) ≥ y1(t) et x2(t) ≤ y2(t).

Démonstration. La connexité de l'ensemble C induit les égalités :

• f1(t, x1, x2)− f1(t, y1, y2) =

∫ 1

0

∂f1
∂x1

(t, λy1 + (1− λ)x1, x2)(x1 − y1)dλ

+

∫ 1

0

∂f1
∂x2

(t, x1, λy2 + (1− λ)x2)(x2 − y2)dλ
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• f2(t, x1, x2)− f2(t, y1, y2) =

∫ 1

0

∂f2
∂x1

(t, λy1 + (1− λ)x1, x2)(x1 − y1)dλ

+

∫ 1

0

∂f2
∂x2

(t, x1, λy2 + (1− λ)x2)(x2 − y2)dλ

Supposons par l'absurde que l'on ait x1(t) < y1(t), x2(t) ≤ y2(t) sur un intervalle de temps [t, t], avec t < t.
Appelons t̃ = inf{t ≥ 0|x1(t) ≤ y1(t), x2(t) ≤ y2(t)} (en particulier, t̃ < t). Pour t = t̃, nous aurons :

x1(t̃) = y1(t̃)

f1(t̃, x1(t̃), x2(t̃))− f1(t̃, y1(t̃), y2(t̃)) =

∫ 1

0

∂f1
∂x2

(t̃, x1(t̃), (λy2 + (1− λ)x2)(t̃))(x2 − y2)(t̃)dλ

En vertu des hypothèses formulées sur le système (compétitif) et sur le signe de x2 − y2 pour t = t̃,
f1(t̃, x1(t̃), x2(t̃)) − f1(t̃, y1(t̃), y2(t̃)) > 0. Ce résultat contredit x1(t) < x2(t) sur un intervalle de temps
[t, t], avec t > t̃.

Nous montrons de même que l'ordre x2 ≤ y2 sera donc conservé pour tout temps t ≥ 0 si x20 ≤ y20,
x10 ≥ y10.
Dans le cas où x10 ≥ y10 et x20 ≥ y20 : nous allons induire le résultat par une intégration en temps rétrograde.
Posons (x̃1(t), x̃2(t)) = (x1(T − t), x2(T − t)).
Remarquons d'abord que pour i ∈ {1, 2} : ∂x̃i

∂xi
= ∂x̃i/∂t

∂xi/∂t
= −1.

x̃1(t) et x̃2(t) vér�ent le système :

˙̃x1 = −ẋ1(t) = −f1(t, x1(t), x2(t))

˙̃x2 = −ẋ2(t) = −f2(t, x1(t), x2(t)) (2.1.5)

Après changement de variables t→ T − t, (2.1.5)se réécrit :

˙̃x1 = f1(T − t, x̃1(t), x̃2(t))

˙̃x2 = f2(T − t, x̃1(t), x̃2(t))

Et comme, pour i, j ∈ {1, 2}, j 6= i ∂fi
∂x̃j

= ∂fi
∂xj

∂xj

∂x̃j
= − ∂fi

∂xj
, le système (2.1.5) est bien de type coopératif.

Ainsi, reprenant les arguments énoncés ci-dessus, x̃1(0) ≥ ỹ1(0), x̃2(0) ≥ ỹ2(0) est totalement équivalent à
x̃1(T ) = x10 ≥ y10 = ỹ1(T ), x̃2(T ) = x20 ≥ y20 = ỹ2(T ).
Pour quanti�er ces réels δ1, δ2 : si l'on calcule les vecteurs propres vi = (ai, bi), i ∈ {1, 2} de la matrice
jacobienne (par rapport à x) de l'application de Poincaré associés aux valeurs propres µ1(sin− x∗1)−D(t)−
x∗1µ

′
1(sin − x∗1) et µ2(sin − x∗1) (sans perte de généralité, nous nous placerons en (x∗1(·), 0)) :

• v1 = (1, 0)T est associé à la valeur propre positive (µ2(sin − x∗1))
• Pour µ1(sin − x∗1)−D(t)− x∗1µ′1(sin − x∗1), a2 et b2 sont liés par la relation :

a2 = b2

[
x∗1µ

′
1(sin − x∗1)

µ1(sin − x∗1)−D(t)− (µ2(sin − x∗1)−D(t))− x∗1µ′1(sin − x∗1)

]
.
Nous pouvons poser b2 = 1. Mais le dénominateur (donc a2) est de signe variable : il est positif pour x∗1
proche de 0, négatif pour x∗1 proche de sin− ŝ par exemple, où ŝ est la valeur strictement positive de s pour
laquelle µ1(s) = µ2(s).
Considérons un temps t tel que, pour x∗1(t), a2 < 0. Si nous perturbons le vecteur u = (x∗1(t), 0) suivant le
vecteur propre v2 (on appellera w = u + εv2, où ε > 0 est supposé petit) : la préservation de la relation
d'ordre nous donne u1 > π(w)1 et u2 < π(w)2.
Nous pouvons alors choisir δ2 = π(w)2.
D'autre part, comme la suite des (πn(w))n∈N est monotone et bornée, elle converge vers un w∗ = π(w∗).
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En particulier, nous pouvons prendre δ1 = w∗1 , de sorte que l'ensemble [δ1, sin]× [δ2, sin] reste invariant par
l'application de Poincaré.
Dans ce cadre, le théorème de Brouwer nous donne (x∗1, x

∗
2) point �xe de π dans [δ1, sin]× [δ2, sin].

On pose alors (x1(t), x2(t), s(t)) = (φ(t, 0, x10, x20), sin − φ(t, 0, x10, x20)) solution périodique de (2.1.3).

Aussi, les mêmes arguments que dans le cas à une espèce nous permettent d'étendre le résultat à D mesurable
en temps, par exemple D continue par morceaux ou D ∈ Lp[0, T ] quelconque. En particulier, il su�t que
la dynamique f soit une C-fonction (i.e t 7→ f(t, x,D) est mesurable sur [0, T ], x 7→ f(t, x,D) est continue
sur Rn) pour obtenir existence et unicité de la solution périodique de (2.1.4) (application du théorème de
Cauchy-Lipschitz).

2.2 Conditions d'optimalité

Dans toute cette partie, nous considèrerons un système périodique (dont nous noterons T la période) de
type chemostat à 2 espèces :

ẋ1 = µ1(s)x1 −D(t)x1 (2.2.1)

ẋ2 = µ2(s)x2 −D(t)x2

ṡ = −µ1(s)x1 − µ2(s)x2 +D(sin − s)

Avec donc (x1(T ), x2(T ), s(T )) = (x10, x20, s0) ∈]0, sin]×]0, sin] × [0, sin]. Comme nous nous placerons à
l'équilibre, nous pouvons nous ramener au système en dimension 2 :

ẋ1 = µ1(sin − x1 − x2)x1 −D(t)x1

ẋ2 = µ2(sin − x1 − x2)x2 −D(t)x2 (2.2.2)

L'intérêt de notre modélisation est la maximisation, en fonction de D, de l'expression 1
T

∫ T
0
xi(t) D(t)dt,

i ∈ {1, 2}. Dit autrement, quelle commande peut maximiser la production de l'espèce xi, sous la contrainte
de la présence de l'espèce j dans notre bioréacteur ? Ces problèmes se rencontrent par exemple, dans des
problématiques de type dépollution des eaux usées.
Dans toute la suite, nous conviendrons de i = 1, j = 2. Nous voudrons montrer que pour une commande
périodique, x1 peut dépasser l'optimum x∗1 pour le critère maxx1.D à D constant (dont le calcul fut e�ectué
dans la partie 1).
En toute généralité, D ∈ U ensemble des applications mesurables bornées (i.e u(t) ∈ U ∀t ≥ 0 pour U un
compact de R), muni de la norme L∞(R). Nous imposons ici que les fonctions de U sont T -périodiques.
Notre critère sera donc ici :

max
D(·)

1

T

∫ T

0

x1(t)D(t)dt (2.2.3)

(c'est un problème de type Lagrange).
Remarquons que nous pouvons nous ramener à un problème de type Mayer en 3 dimensions en posant x0 la
solution du problème de Cauchy :

ẋ0 = − 1

T
x1D

ẋ1 = µ1(sin − x1 − x2)x1 −D(t)x1

ẋ2 = µ2(sin − x1 − x2)x2 −D(t)x2

Pour la condition initiale (x0(0), x1(0), x2(0)) = (0, x10, x20). La contrainte devient −min
D(·)

x0(T,D). La pro-

position suivante nous donne un résultat d'existence d'une commande optimale, à T �xé.

Proposition 2.4. On considère un système d'équations di�érentielles ẋ = f(t, x,D), pour une contrainte
d'optimisation min

D(·)
x0(T,D). Sous les hypothèses :
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• La dynamique f est une C-fonction, continue par rapport aux variables (t, x,D) et à croissance au plus
linéaire en x.
• x0 est continue.
• L'ensemble des x(T,D) est fermé dans Rn (n sera égal à 2 pour notre modèle).
• L'ensemble des commandes admissibles U est compact. Sans perte de généralité, nous puvons supposer
U = [0, Dmax].
• Les ensembles {(f0, f)|f0 < x0(T, ω), f(t, x, ω) = ẋ}, ω ∈ [0, Dmax] sont convexes.
Alors, s'il existe une solution à (2.2.2), il existe une commande optimale au problème (2.2.3).

Remarque Pour notre modèle, l'ensemble des commandes admissibles est inclus dans le compact [0, Dmax],
où Dmax = (µ2max + µ1max)/2 par exemple, si nous souhaitons éviter le lessivage de notre bio-réacteur.
De plus, (x1(T ), x2(T )) = (x10, x20) est un singleton donc fermé dans ]0, sin]×]0, sin].
Nous pouvons donc construire une commande optimale pour le problème (2.2.1) sous la contrainte (2.2.3).

Démonstration. Comme l'ensemble des trajectoires reliant (x10, x20) à (x1(T ), x2(T )) est non-vide, nous pou-
vons nous donner une suite de trajectoires xn (chacune associée à une commandeDn) telles que (xn1(Tn), xn2(Tn)) =
(xn10, xn20) et xn0(Tn, Dn)→ min

D
x0(T,D), pour {Tn}n∈N une suite de temps de [0, T ].

Comme la suite des xn est uniformément bornée, la suite des ẋn est uniformément Lipschitz continue. Donc
en vertu du théorème d'Ascoli, nous pouvons supposer (quitte à extraire des sous-suites) que Tn →

n→∞
T et

que {xn} converge vers une trajectoire x∗ associée à une comande D∗.
(Nous noterons que x∗0(0, D∗) = 0)
Il nous reste en�n à montrer que la trajectoire x∗ (ainsi que la commande D∗ de facto) est optimale. C'est
une conséquence de xn0(Tn, Dn)→ min

D
x0(T,D), puisque x∗0(T,D∗) = lim

n→∞
xn0(Tn, Dn).

Pour un temps terminal T variable, une preuve générale du résultat est donné dans [8].

2.2.1 Le principe de Pontryagin

Il s'agit tout d'abord dans ce paragraphe de prouver un principe de type Pontryagin pour notre système
(2.2.1), a�n de déterminer une commande D optimale à période T �xée. Dans un deuxième temps, nous
chercherons à optimiser la période T qui maximise 〈(x1.D)(t)〉T .

Dé�nition On posera :

H :(R+ × R2 × R2 × R× R)→ R

(t, x(t), p(t), p0, D(t)) 7→ (p(t), f(t, x(t), D(t)))− 1

T
p0x1(t)D(t)

le hamiltonien associé au problème (2.2.1), où (, ) est le produit scalaire usuel dans Rn et p0 ∈ R.

Dans toute la suite, nous poserons (x∗10, x
∗
20) = x∗(0) = x∗(T ) ∈]0, sin]×]0, sin].

Nous voulons prouver la proposition suivante :

Proposition 2.5. Si la commande D ∈ U est optimale sur [0, T ], il existe une application absolument
continue p(·) : t ∈ [0, T ] 7→ p(t) ∈ R2 appelée vecteur adjoint et un nombre réel p0 ≤ 0 tels que :

� ẋ∗1(t) = ∂H
∂p1

(t, x∗(t), p(t), p0, D) = x∗1µ1(sin − x∗1 − x∗2)− x∗1D
ẋ∗2(t) = ∂H

∂p2
(t, x∗(t), p(t), p0, D) = x∗2µ2(sin − x∗1 − x∗2)− x∗2D

� ṗ1(t) = − ∂H
∂x1

(t, x∗(t), p(t), p0, D) = −µ1(sin − x∗1 − x∗2)p1 +Dp1
+x∗1µ

′
1(sin − x∗1 − x∗2)p1 + x∗2µ

′
2(sin − x∗1 − x∗2)p2 − 1

TD

ṗ2(t) = − ∂H
∂x2

(t, x∗(t), p(t), p0, D) = −µ2(sin − x∗1 − x∗2)p2 +Dp2
+x∗2µ

′
2(sin − x∗1 − x∗2)p2 + x∗1µ

′
1(sin − x∗1 − x∗2)p1

� H(t, x∗(t), p(t), p0, D) = max
u∈U

H(t, x∗(t), p(t), p0, u)
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� p(0) = p(T )

Remarquons déjà que notre problème de Lagrange peut s'écrire comme un problème de Mayer en n+ 1
( = 3 ici) dimensions, où l'on posera x0 la solution de l'équation di�érentielle : d

dtx0 = − 1
T∗x1D, avec

x0(0) = 0.
La preuve pour un problème de Mayer avec temps terminal T ∗ �xé et point terminal x(T ∗) = x0 est donnée
en annexe.
Si la période T est libre, nous pouvons montrer un résultat similaire (cf [4]), avec la condition supplémentaire :
max
D(·)∈U

H(t, x(t), p(t), p0, D) = 0.

2.2.2 Application du principe du maximum

Dans notre exemple, x(0) = x0 = x(T ) donc il n'y a pas d'autre condition de transversalité.
Dans la suite nous poserons p0 = −1, de sorte que le hamiltonien s'exprime par :
H(t, x, p, p0, D) = p1x1µ1(sin − x1 − x2) + p2x2µ2(sin − x1 − x2) +D(−p1x1 − p2x2 + 1

T x1).

D doit être une commande admissible, et doit donc prendre ses valeurs dans un intervalle [0, D]. D'après
la proposition 2.2, nous pourrons par exemple poser D = (µ1(sin − x∗2) + µ2(sin − x∗1))/2 pour respecter la
contrainte d'existence de la solution périodique.
Pour le calcul du vecteur adjoint, p1 et p2 obéissent au système d'équations di�érentielles :

ṗ1 = −[µ1(sin − x1 − x2)−D − x1µ′1(sin − x1 − x2)]p1 −
1

T
D

+ [x2µ
′
2(sin − x1 − x2)]p2 (2.2.4)

ṗ2 = [x1µ
′
1(sin − x1 − x2)]p1 − [µ2(sin − x1 − x2)−D − x2µ′2(sin − x1 − x2)]p2

Pour la condition p(0) = p(T ).
Aussi, nous poserons φ(x1, x2, p1, p2) = −p1x1 − p2x2 + 1

T x1 la fonction de commutation de la commande.
L'intérêt de cette fonction réside dans la détermination de la loi de commande, puisque pour {t|φ(t) < 0}
nous voudrons D(t) ≡ 0, et pour {t|φ(t) > 0}, D(t) ≡ D.
Si φ(t) = 0, nous aurons 2 possibilités : soit 1) φ̇ = 0 et φ s'annule sur un intervalle (il s'agit d'arcs singuliers),
soit 2) φ̇ 6= 0 et la commande change d'une valeur extrémale à l'autre (on parle de points de commutation).
Dans le premier cas nous ne pourrons caractériser une unique loi de commande sur les arcs singuliers.
On calcule : φ̇(x1, x2, p1, p2) =

− p1(µ1(sin − x1 − x2)x1 −Dx1)

+ {µ1(sin − x1 − x2)−D − x1µ′1(sin − x1 − x2)]p1 +
1

T
D − [x2µ

′
2(sin − x1 − x2)]p2}x1

− p2(µ2(sin − x1 − x2)x2 −Dx2)

+ {−[x1µ
′
1(sin − x1 − x2)]p1 + [µ2(sin − x1 − x2)−D − x2µ′2(sin − x1 − x2)]p2}x2

+
1

T
µ1(sin − x1 − x2)x1 −

1

T
Dx1

= −p1x21(µ′1(sin − x1 − x2))− p2x1x2µ′2(sin − x1 − x2)

− p1x1x2µ′1(sin − x1 − x2)− p2x22µ′2(sin − x1 − x2) +
1

T
µ1(sin − x1 − x2)x1

= −[p1x1µ
′
1(sin − x1 − x2) + p2x2µ

′
2(sin − x1 − x2)][x1 + x2] +

1

T
µ1(sin − x1 − x2)x1

2.2.3 Calcul des arcs singuliers

Nous recherchons ici des solutions "acceptables" de φ = 0, dn

dtnφ = 0, ∀n ∈ N. Autrement dit, nous
voulons savoir si la commande optimale telle que donnée par le principe de Pontryagin nous impose de rester
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un certain temps sur un arc singulier.
Le PMP nous donne le système d'équations véri�ées par les quantités pixi :

− p1x1 − p2x2 +
1

T
x1 = 0 (2.2.5)

− [p1x1µ
′
1(sin − x1 − x2) + p2x2µ

′
2(sin − x1 − x2)][x1 + x2] = − 1

T
µ1(sin − x1 − x2)x1

Et la conservation du hamiltonien le long de la trajectoire (x1(t), x2(t)) :
p1x1µ1(sin − x1 − x2) + p2x2µ2(sin − x1 − x2) = cste.

Comme φ̇ ne dépend pas de D, nous ne pouvons pas inférer de condition sur la commande associée à
un arc singulier. Pour induire un résultat plus précis concernant {D | φ ≡ 0} sur un ensemble de mesure de
Lebesgue non-nulle, il nous faut calculer φ̈ :

φ̈ = −[ṗ1x1µ
′
1(sin − x1 − x2) + p1ẋ1µ

′
1(sin − x1 − x2)− p1x1ẋ1µ′1(sin − x1 − x2)

− p1x1ẋ2µ′′1(sin − x1 − x2) + ṗ2x2µ
′
2(sin − x1 − x2) + p2ẋ2µ

′
2(sin − x1 − x2)

− p2x2ẋ2µ′2(sin − x1 − x2)− p2x2ẋ2µ2(sin − x1 − x2)][x1 + x2]

− [p1x1µ
′
1(sin − x1 − x2) + p2x2µ

′
2(sin − x1 − x2)][(µ1(sin − x1 − x2)−D)x1

+ (µ2(sin − x1 − x2)−D)x2] +
1

T
µ1(sin − x1 − x2)(µ1(sin − x1 − x2)−D)x1

+
1

T
x1ẋ1µ

′
1(sin − x1 − x2) +

1

T
x1ẋ2µ

′
1(sin − x1 − x2)

= µ′1(sin − x1 − x2)µ1(sin − x1 − x2)x21p1 + µ′1(sin − x1 − x2)µ1(sin − x1 − x2)x1x2p1

−Dµ′1(sin − x1 − x2)x21p1 −Dµ′1(sin − x1 − x2)x1x2p1 − µ′1(sin − x1 − x2)2x31p1

− µ′1(sin − x1 − x2)2x21x2p1 +
1

T
Dµ′1(sin − x1 − x2)x21 +

1

T
Dµ′1(sin − x1 − x2)x1x2

− µ′2(sin − x1 − x2)µ′1(sin − x1 − x2)x2x
2
1p2 − µ′2(sin − x1 − x2)µ′1(sin − x1 − x2)x1x

2
2p2

− µ′1(sin − x1 − x2)µ1(sin − x1 − x2)x21p1 +Dµ′1(sin − x1 − x2)x21p1

− µ′1(sin − x1 − x2)µ1(sin − x1 − x2)x1x2p1 +Dµ′1(sin − x1 − x2)x1x2p1

+ µ′′1(sin − x1 − x2)µ1(sin − x1 − x2)x31p1 −Dµ′′1(sin − x1 − x2)x31p1

+ µ′′1(sin − x1 − x2)µ1(sin − x1 − x2)x21x2p1 −Dµ′′1(sin − x1 − x2)x21x2p1

+ µ′′1(sin − x1 − x2)µ2(sin − x1 − x2)x21x2p1 −Dµ′′1(sin − x1 − x2)x21x2p1

+ µ′′1(sin − x1 − x2)µ2(sin − x1 − x2)x1x
2
2p1 −Dµ′′1(sin − x1 − x2)x1x

2
2p1

− µ′1(sin − x1 − x2)µ′2(sin − x1 − x2)x21x2p1 − µ′1(sin − x1 − x2)µ′2(sin − x1 − x2)x22x1p1

+ µ′2(sin − x1 − x2)µ2(sin − x1 − x2)x1x2p2 + µ′2(sin − x1 − x2)µ2(sin − x1 − x2)x22p2

−Dµ′2(sin − x1 − x2)x1x2p2 −Dµ′2(sin − x1 − x2)x22p2

− µ′2(sin − x1 − x2)2x1x
2
2p2 − µ′2(sin − x1 − x2)2x32p2

− µ′2(sin − x1 − x2)µ2(sin − x1 − x2)x1x2p2 +Dµ′2(sin − x1 − x2)x1x2p2

− µ′2(sin − x1 − x2)µ2(sin − x1 − x2)x22p2 +Dµ′2(sin − x1 − x2)x22p2

+ µ′′2(sin − x1 − x2)µ1(sin − x1 − x2)x21x2p2 −Dµ′′2(sin − x1 − x2)x21x2p2

+ µ′′2(sin − x1 − x2)µ1(sin − x1 − x2)x1x
2
2p2 −Dµ′′2(sin − x1 − x2)x1x

2
2p2

+ µ′′2(sin − x1 − x2)µ2(sin − x1 − x2)x1x
2
2p2 −Dµ′′2(sin − x1 − x2)x1x

2
2p2

+ µ′′2(sin − x1 − x2)µ2(sin − x1 − x2)x32p2 −Dµ′′2(sin − x1 − x2)x32p2

− µ′1(sin − x1 − x2)µ1(sin − x1 − x2)x21p1 +Dµ′1(sin − x1 − x2)x21p1

21



− µ′1(sin − x1 − x2)µ2(sin − x1 − x2)x1x2p1 +Dµ′1(sin − x1 − x2)x1x2p1

− µ1(sin − x1 − x2)µ′2(sin − x1 − x2)x1x2p2 +Dµ′2(sin − x1 − x2)x1x2p2

− µ′2(sin − x1 − x2)µ2(sin − x1 − x2)x22p2 +Dµ′2(sin − x1 − x2)x22p2

+
1

T
µ1(sin − x1 − x2)2x1 −

1

T
Dµ1(sin − x1 − x2)x1 −

1

T
µ′1(sin − x1 − x2)µ1(sin − x1 − x2)x21

+
1

T
Dµ′1(sin − x1 − x2)µ1(sin − x1 − x2)x21

Après simpli�cation par application de (2.2.5) :

φ̈ = −p1x21µ′1(sin − x1 − x2)µ1(sin − x1 − x2) + p1x
3
1µ
′′
1(sin − x1 − x2)µ1(sin − x1 − x2)

+ p1x
2
1x2µ2(sin − x1 − x2)µ′′1(sin − x1 − x2)− p2x1x2µ1(sin − x1 − x2)µ′2(sin − x1 − x2)

+ p2x
2
1x2µ1(sin − x1 − x2)µ′′2(sin − x1 − x2) + p2x1x

2
2µ
′′
2(sin − x1 − x2)µ2(sin − x1 − x2)

− p1x1x2µ′1(sin − x1 − x2)µ2(sin − x1 − x2) + p1x
2
1x2µ

′′
1(sin − x1 − x2)µ1(sin − x1 − x2)

+ p1x1x
2
2µ
′′
1(sin − x1 − x2)µ2(sin − x1 − x2)− p2x22µ′2(sin − x1 − x2)µ2(sin − x1 − x2)

+ p2x1x
2
2µ1(sin − x1 − x2)µ′′2(sin − x1 − x2) + p2x

3
2µ
′′
2(sin − x1 − x2)µ2(sin − x1 − x2)

+
1

T
x1µ

2
1(sin − x1 − x2)− 2

T
x21µ

′
1(sin − x1 − x2)µ1(sin − x1 − x2)

− 1

T
x1x2µ2(sin − x1 − x2)µ′1(sin − x1 − x2)− 1

T
x1x2µ

′
2(sin − x1 − x2)µ1(sin − x1 − x2)

+D{−p1x31µ′′1(sin − x1 − x2)− 2p1x
2
1x2µ

′′
1(sin − x1 − x2)− p2x21x2µ′′2(sin − x1 − x2)

− 2p2x1x
2
2µ
′′
2(sin − x1 − x2)− p1x1x22µ′′1(sin − x1 − x2)− p2x32µ′′2(sin − x1 − x2)

+
2

T
x21µ

′
1(sin − x1 − x2) +

2

T
x1x2µ

′
1(sin − x1 − x2)} = 0

Nous introduisons les quantités intermédiaires : α = p1x1µ
′
1(sin − x1 − x2) + p2x2µ

′
2(sin − x1 − x2) et

β = p1x1µ
′′
1(sin − x1 − x2) + p2x2µ

′′
2(sin − x1 − x2) pour obtenir :

φ̈ = α(x1µ
′
1(sin − x1 − x2) + x2µ

′
2(sin − x1 − x2))

+ β(x21µ1(sin − x1 − x2) + x22µ2(sin − x1 − x2) + x1x2µ1(sin − x1 − x2) + x1x2µ2(sin − x1 − x2))

+
1

T
x1µ

2
1(sin − x1 − x2)− 2

T
x21µ

′
1(sin − x1 − x2)µ1(sin − x1 − x2)

− 1

T
x1x2µ2(sin − x1 − x2)µ′1(sin − x1 − x2)− 1

T
x1x2µ

′
2(sin − x1 − x2)µ1(sin − x1 − x2)

−Dβ(x1 + x2)2 +
2

T
D(x21µ

′
1(sin − x1 − x2) + x1x2µ

′
1(sin − x1 − x2))

φ̈ est de la forme A + DB où la condition de Clebsch-Legendre (i.e la positivité du hessien du hamiltonien
le long de la trajectoire optimale) nous impose B > 0. Ainsi donc :
Darcsingulier = −A

B .

Il s'agit en�n de véri�er que −A
B correspond à une valeur acceptable de D, i.e −A

B ∈ [0, Dmax]. Ce résultat
est encore une piste de recherche à l'heure actuelle...
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3 PROBLEME DE COMMANDE HYBRIDE : CALCUL NUME-

RIQUE ET OPTIMISATION

3.1 Cadre

Nous nous consacrerons au système :

ẋ1 = (µ1(sin − x1 − x2)−D)x1 = f1(t, x,D)

ẋ2 = (µ2(sin − x1 − x2)−D)x2 = f2(t, x,D)

Pour D ∈ {Dmin, Dmax} mesurable en temps, x1, x2 ∈]0, sin]×]0, sin].
On suppose que les courbes de croissance de x1 et x2 sont de type Monod, et s'intersectent en ŝ. On supposera
aussi µ1(s) < µ2(s) ∀s ∈]0, ŝ], µ1(s) > µ2(s) ∀s ∈]ŝ, sin]. Nous ferons aussi l'hypothèse ŝ > sin − x∗1.
On pose K l'ensemble {(x1, x2)|x1 > x∗1}, où x∗1 = argmax

Dconstante,x2≡0
(x1.D).

En�n, la condition suivante est imposée sur Dmin et Dmax : 0 < Dmin < µ1(ŝ) < Dmax < µ1(sin).

Nous étudierons dans cette partie 2 problèmes d'optimisation : inf
u

∫ T
0
1Kc(x1(t))dt et sup

u

∫ T
0
x1.Ddt.

Nous pouvons montrer (cf [7]) qu'aucune commande constante n'est optimale pour le critère de rendement
1
T

∫ T
0
x1.Ddt = x1D, où l'on a posé x1 la valeur à l'équilibre de x1 associée à une comande D constante.

En e�et, nous déduisons de la partie 1 que pour D > µ1(ŝ), x1(t) →
t→∞

sin − µ−11 (D) < sin − ŝ < x∗1, tandis

que si D < µ1(ŝ), x1(t) →
t→∞

0.

La proposition suivante vise à étendre ce résultat à une commande mesurable :

Proposition 3.1. Pour toute commande D mesurable bornée, sous les hypothèses :

� Pour s ∈]0, ŝ], µ1(s) < µ2(s). Pour s ∈]ŝ, sin], µ1(s) > µ2(s). µ1(ŝ) = µ2(ŝ).

� 0 < Dmin < µ1(ŝ) < Dmax < µ1(sin)

� sin − x∗1 < ŝ.

Pour toute condition initiale (x10, x20) ∈]0, sin[×]0, sin[, il n'existe pas de temps T > 0 tel que x1(t) ≥ x∗1
∀t ≥ T .

Démonstration. Nous débutons la preuve par un lemme intermédiaire :

Lemme 3.2. Il existe un temps t0 ≥ 0 et des réels 0 < s < s < ŝ tels que ∀t ≥ t0, s(t) ∈ [s, s].

Démonstration. En e�et, la borne supérieure est évidemment donnée par sin − x∗1 par hypothèse.
Quant à la borne inférieure, nous remarquons que pour s = 0, ṡ = Dsin > α > 0 ∀D ∈ {Dmin, Dmax}, où α
est un réel positif su�samment petit.
Nécessairement, par continuité de s(t), il existe une valeur δ de s pour laquelle ∀s ≥ δ, ṡ > 1

2α.
Nous avons 2 possibilités : soit s0 ≥ δ, alors s(t) > δ ∀t > 0 et on peut prendre s = s0. Soit s0 < δ, et
il existera un temps t̃ > 0 tel que s(t) > s0 exp( 1

2αt) > δ ∀t > t̃, en raison de la stricte positivité de ṡ au
voisinage de 0. On peut donc choisir s = s(t̃)

Supposons par l'absurde x1 ≥ x∗1 ∀t ≥ T .
Considérons d'abord la grandeur p = x1

x2
, qui obéit à l'équation di�érentielle :

ṗ =
ẋ1
x2
− x1ẋ2

x22
=

1

x2
[(µ1(sin − x1 − x2)−D)x1 − x1(µ2(sin − x1 − x2)−D)]

= p[µ1(sin − x1 − x2)− µ2(sin − x1 − x2)]

D'autre part, comme par hypothèse, x1 ≥ x∗1 et x2 > 0 ∀t, nécessairement s < sin − x∗1 < ŝ compte tenu de
l'énoncé. En particulier, on peut trouver un réel s < ŝ tel que s < s ∀t ≥ T
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Il existe donc un réel α < 0 tel que, pour tout temps t > T , ṗ < αp. Donc p(t) < x1(T )
x2(T ) exp(α(t− T )) →

t→∞
0.

Donc il existe un temps t̃ tel que, ∀t > t̃, x1(t) < x∗1, ce qui contredit x1(t) > x∗1 ∀t ≥ T .

Notre objectif est donc de déterminer une loi de commande périodique pour laquelle :
• le seuil x∗1 peut être atteint et dépassé le plus longtemps possible.
• ou 〈x1D〉T est aussi proche que possible de la valeur en l'absence de x2.

(a) (b)

Figure 5 � (a) Simulation (par des fonctions de Monod) d'une commande périodique pour laquelle x1
dépasse sur un ensemble de mesure non-nulle la solution x à l'équilibre pour le chemostat à une espèce.
Ici, µ1max = 5, µ2max = 4, K1 = 1., K(2) = 0.2. (b) Représentation dans le plan de phase : la trajectoire
(x1(·), x2(·)) converge rapidement (au bout d'une période) vers un motif périodique.

Figure 6 � µ1max n'est pas une valeur admissible de Dmax : le lessivage de x1 l'empêche de franchir le seuil
x∗1.

3.2 Résultats d'existence

L'hypothèse 0 < Dmin < µ1(ŝ) < Dmax < µ1(sin) nous impose de restreindre les intervalles de dé�nition
deDmin (respectivementDmax) à des sous-ensembles compacts de ]0, µ1(ŝ)[ (respectivement ]µ1(ŝ), µ1(sin)[).
Soit ε0 un réel petit (par exemple 10−3) et considérons Dmin ∈ [ε0, µ1(ŝ)−ε0], Dmax ∈ [µ1(ŝ)+ε0, µ1(sin)−
ε0].
Nous allons montrer dans ce paragraphe que pour une condition initiale (t0, x10, x20) (nous pouvons sans
perte de généralité supposer que t0 = 0 et x10 = x∗1), D(0) = Dmax et x20 > ε (où ε > 0 est un seuil
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(a) (b)

Figure 7 � résultats de l'application d'une commande périodique, pour un système de type chemostat à 2
espèces. Etude du rendement de x1.D et du temps de crise pour ε ≥ 0.15

(a) (b)

Figure 8 � Pour ε ≤ 0.15, nous agrandissons l'échelle

pour lequel nous changerons la valeur de la commande, comme nous le verrons ci-dessous), se répète le motif
périodique suivant :
• D = Dmax jusqu'en un temps t1 = inf{t > 0|x2(t) ≤ ε}.
• D = Dmin et x1 croît jusqu'à atteindre x∗1 en un temps t2 = inf{t > t1|x1(t) ≥ x∗1}
• D = Dmin et x1 atteint son maximum (> x∗1), puis décroît jusqu'en un temps t3 = inf{t > t2|x2(t) ≤ x∗1}
Dans cette partie, nous choisirons pour commande hybride :
D(x1, x2) =

� Dmax si x1 < x∗1, ẋ1 < 0 et x2 > ε

� Dmin si x2 ≤ ε
� Dmin si x2 > ε et x1 ≤ x∗1 et ẋ1 > 0

� Dmin si x1 > x∗1, x2 > ε

� Dmax si x1 = x∗1, x2 > ε et ẋ1 < 0.

Ce rétro-contrôle est exhaustif compte tenu de la nature de notre motif périodique.
Nous pouvons montrer la proposition :

Proposition 3.3. Pour toute condition initiale (x10, x20) ∈]0, sin[×]0, sin[, il existe des constantes Dmin ∈
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[ε0, µ1(ŝ) − ε0], Dmax ∈ [µ1(ŝ) + ε0, µ1(sin) − ε0], et il existe ε̃ su�samment petit tel que, ∀ε ≤ ε̃, il existe
une solution périodique du système di�érentiel avec commande D.

Démonstration.
En vertu des résultats de la partie 1 à propos du chemostat à 2 espèces avec commande constante, (x1, x2) →

t→∞
(sin − µ−11 (Dmax), 0) donc il existe un temps �ni t1 > 0 tel que x2(t1) = ε (de toute évidence, l'intersection
de la trajectoire x2(t) avec le seuil ε ne peut être tangente, car x2 ne peut être égal à ε à l'équilibre).

Partant de t1, D prend la valeur Dmin et x2(t1) = ε. Nous savons de la partie consacrée au chemostat
à une espèce avec commande constante que si x2 était égal à 0, x1 convergerait vers sin − µ−11 (Dmin) que
l'on a supposée strictement plus grande que x∗1. Donc il existe un temps t̃ > t1 et un réel α > 0 tels que
x1(t̃) ≥ x∗1 + α.
Nous pouvons donc induire de la propriété de continuité des solutions par rapport aux conditions initiales
qu'il existe un δ su�samment petit tel que, si x2(t) ≤ δ pour t > t1, il existera un temps t2 > t1 tel que
x1(t2) ≥ x∗1, et un temps t > t2 tel que x1(t) > x∗1 +α. En particulier, il existe un ε̃ > 0 tel que, si x2(t1) < ε̃,
alors x2(t2) < δ.
Ainsi partant de la condition initiale x2(t1) = ε, x1(t1) ∈]0, x∗1[, il existera un temps t2 > t1 tel que
x1(t2) = x∗1.

En�n, pour une condition initiale x1(t2) = x∗1 et x2(t2) > ε, x1 va atteindre son maximum (> x∗1 + α)
en un temps t, puis décroître. Supposons par l'absurde que pour tout t > t2, x1(t) reste supérieur à x∗1. Alors
( lim
t→∞

x1(t), lim
t→∞

x2(t)) serait un état d'équilibre de notre chemostat à 2 espèces à commande constante Dmin.

Or le seul état d'équilibre est (0, sin − µ−12 (Dmin)) ce qui contredit notre hypothèse x1(t) > x∗1 pour tout
t > t2.
Donc il existe bien un temps t3 > t2 tel que x1(t3) = x∗1, et l'intersection de la trajectoire t 7→ x1(t) avec la
droite d'équation t 7→ x∗1 est nécessairement transverse. Nous changeons alors la commande (Dmin → Dmax)
en t3.
Partant en t2 de x2(t2) = x∗1, D = Dmin < µ1(s∗), x1 va décroître et intersecter {(x1, x2)|x1 = x∗1} de façon
transverse.
Il nous reste pour �nir à montrer que x2(t3)− x2(t0) = 0 car x1(t3)− x1(t0) = 0 et D(t3) = Dmax.
Considérons donc l'application

ψt :]0, sin[→]0, sin[

x20 7→ x2(t) = x20 +

∫ t

0

(µ2(sin − x1(τ)− x2(τ))−D)x2(τ)dτ

ψt3 joue le rôle de l'application de Poincaré π introduite dans la deuxième partie. La di�érence ici est que le
réel t3 (et donc la période du motif) est libre.
Nous voulons montrer que ψt3 possède un point �xe. Pour ce faire, considérons une suite (x2n(·))n∈N telle
que x2n0 → x20.
D'une part, la suite des (µ2(sin − x1(·) − x2n(·)) − D(·))x2n(·) est continue par morceaux en vertu de la
dé�nition de D. De plus, pour x2n0 → x20, nous pouvons véri�er (de proche en proche) que (µ2(sin−x1(t)−
x2n(t))−D(t))x2n(t) converge simplement vers (µ2(sin − x1(t)− x2(t))−D(t))x2(t) pour t ∈ [0, t3].
D'autre part, nous pouvons majorer la dynamique (µ2(sin − x1 − x2)−D)x2 par sinµ1(sin)
Ce qui nous donne en vertu du théorème de convergence dominée :
x2n0 +

∫ t
0
(µ2(sin − x1(τ)− x2n(τ))−D(τ))x2n(τ)dτ → x20 +

∫ t
0
(µ2(sin − x1(τ)− x2(τ))−D(τ))x2(τ)dτ

Et donc la continuité de l'application ψt.

Evidemment, si x20 = sin − x∗1 (et donc s0 = 0), nous aurons à l'instant t3 : x2(t3) ≤ sin − x∗1.
Aussi, il existe un ε′ > ε tel que x20 = ε′ ⇒ x2(t3) ≥ ε′. En e�et, par hypothèse sur notre commande
hybride, à l'instant t1 où l'on bascule la commande de Dmax à Dmin : ẋ2(t1) = (Dmax−Dmin)ε. Puis, pour
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t ∈]t1, t3], ẋ2(t) est positif, de sorte que x2(t3) > x2(t1). Il su�t donc de choisir ε′ > ε+ c(Dmax −Dmin)ε,
où c est un réel strictement positif su�samment petit, pour retrouver ψt3(ε′) > ε′.

En conséquence, ψt envoie le compact [ε′, sin − x∗1] dans lui-même. Une application du théorème du
point �xe de Brouwer nous donne alors l'existence d'un x20 ∈ [ε′, sin − x∗1] tel que ψt(x20) = x20.
Dans la suite, nous poserons donc T = t3 − t0.

Nous nous intéressons manitenant aux propriétés de convexité de x1. Comme :

ẍ1 = (µ1(sin − x1 − x2)−Dmax)2 − (ẋ1 + ẋ2)x1µ
′
1(sin − x1 − x2)

ẍ2 = (µ2(sin − x1 − x2)−Dmax)2 − (ẋ2 + ẋ1)x2µ
′
2(sin − x1 − x2)

sur [t0, t1[, en particulier, ẍ1 sera positive si ẋ1 + ẋ2 est négative, autrement dit si x1 +x2 décroît sur [t0, t1[.
Nous avons par hypothèse : d

dt (x1 + x2)(t)|t=t0 < 0. En e�et, Dmax > µ2(sin − x∗1) donc d
dtx2|t=t0 < 0. De

même, comme Dmax > µ1(sin − x∗1), d
dtx1|t=t0 < 0.

Si l'on suppose ẋ1 + ẋ2 = 0 en un temps t̃ ∈]t0, t1[, alors x1 + x2 sera constant sur {t|t ≥ t̃}, et ẋ1 + ẋ2 ne
pourra changer de signe sur [t̃, t1[.
De la même manière, nous montrons que ẍ1 ≤ 0 ⇔ D = Dmin.
En e�et, rappelons d'abord qu'à l'instant t̃ pour lequel la commande bascule de Dmax à Dmin, la dynamique
est discontinue. D'autre part, ẍ1 ne peut être strictement positive sur {t > t̃}, car x1 est évidemment bornée
supérieurement par sin.
Ainsi, ẍ1 est soit strictement négative, soit change de signe sur {t > t̃}. Dans ce dernier cas, ẋ1 admettrait
son maximum en un temps T > t̃, et en particulier ẋ1(T ) > ẋ1(t̃), ce qui est absurde compte tenu de la
Lipschitz-continuité de la dynamique sur {t > t̃}.
Donc D = Dmin ⇔ x1 est concave (strictement) sur {t|D(t) = Dmin}.

Nous voulons en�n trouver une borne uniforme sur ε qui nous assure l'existence du motif périodique.
Par exemple, si ε > sin − x∗1, il n'existera évidemment aucun temps t tel que x1(t) ≥ x∗1. Il sera bien sûr
indispensable d'induire une meilleure borne sur ε pour conclure quant au résultat d'existence. L'étude de ces
résultats reste du domaine de la recherche...
En�n, la détermination d'une commande optimale pour les critères de temps de crise et rendement de
x1D reste là aussi inachevée. Les simulations numériques (�gure 10) nous donnent néanmoins l'intuition du
résultat, faute de mieux...

(a) (b)

Figure 9 � In�uence de di�érents paramètres sur le motif périodique obtenu via la commande périodique
avec mémoire D : ε = 0.07, 0.28
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(a) (b)

Figure 10 � ε = 0.49, 0.7. On constate que pour ε = 0.7, x1 ne passe plus le seuil x∗1, la valeur de
min

nT≤t≤(n+1)T
x2 étant trop grande

(a) (b)

Figure 11 � In�uence du paramètre Dmax (a) Dmax = 3.88875, (b) Dmax = 4.16656

(a) (b)

Figure 12 � (a) Dmax = 4.44437, (b) Dmax = 4.72219
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(a) (b)

Figure 13 � In�uence du paramètre Dmin (a) Dmin = 0.05, (b) Dmin = 0.2

(a) (b)

Figure 14 � (a) Dmin = 0.35, (b) Dmin = 0.5

(a) (b)

Figure 15 � (a) Pour Dmax = µ1(ŝ) + ε, Dmin = µ1(ŝ)− ε, 〈x1D〉T atteint 85% du maximum calculé dans
la partie 1. (b) Pour Dmax = µ1(sin)− ε, Dmin = ε, le système passe 77% d'une période hors zone de crise
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3.3 Un autre modèle de commande hybride

Figure 16 � Pour la commande D, x2 est proche de 0, et la dynamique de ln(x2) est linéaire. Pour D = Dmin,
s peut également être petit, et x1 aussi proche que souhaité de sin sur la majeure partie d'une période.

L'objectif de maximiser 〈x1D〉T peut se comprendre comme une condition de notre commande de main-
tenir x2 près de 0, ce qui est toujours possible à partir d'un certain temps t ≥ 0, quitte à lessiver fortement
l'espèce 2 à l'instant 0.
Nous allons alors poser α, β deux réels strictement positifs, t0 ≥ 0 un temps pour lequel α ≤ x2 ≤ β, et
proposer une loi de commande pour laquelle x2 ∈ [α, β] ∀t ≥ t0 :
• Si x20 < β : D = Dmin jusqu'à ce que x2 = β puis D = Dmax jusqu'à ce que x2 = α.
• Si x20 ≥ β D = Dmax jusqu'à ce que x2 = α puis D = Dmin jusqu'à ce que x2 = β.

Autrement dit, D =

� Dmax si x2 ≥ β
� Dmax si x2 ∈]α, β[ et ẋ2 < 0

� Dmin si x2 ≤ α
� Dmin si x2 ∈]α, β[, ẋ2 > 0.

D ne "voit" pas la trajectoire t 7→ x1(t). L'intérêt de cette loi de commande est que pour x2 su�samment
proche de 0, x1 se comporte "presque" comme si x2 était nul, et peut en particulier dépasser le seuil x∗1, avec
là encore une restriction sur les commandes Dmin et Dmax (similaire à l'exemple de la �gure 10 et au cas
ε = 0.7).

Le résultat d'existence du motif périodique se prouve comme similairement au cas de la commande
hybride D portant sur x1, x2, ẋ1 introduit précédemment.
En e�et, nous pouvons sans perte de généralité considérer t0 = 0, x20 = β, D0 = Dmax. L'existence de temps
t1 > t0 tel que x2(t1) = α et t2 > t1 tel que x2(t2) = β peut se prouver comme dans la partie 3.2. Nous
voulons alors déterminer un x̃1 > 0 tel que : x1(0) = x̃1 ⇒ x1(t2) = x̃1. Le résultat d'existence se montre
comme dans la preuve de la proposition 3.3.

Nous voulons alors déterminer une loi de commande (sous-)optimale (optimale parmi l'ensemble des com-
mandes constantes par morceaux prenant 2 valeurs distinctes sur une période) pour nos critères 〈x1D〉T et∫ T
0
1x1≥x∗

1
.

Les simulations numériques montrent que le choix de Dmin = ε0 et Dmax = µ1(sin)− ε0 optimise le critère

〈x1D〉T , alors que Dmin = µ1(ŝ) − ε0, Dmax = µ1(sin) + ε0 est optimal pour
∫ T
0
1x1≥x∗

1
. La preuve reste

encore actuellement du domaine de la recherche...
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(a) (b)

Figure 17 � Etude du rendement de 〈x1D〉T en fonction de Dmin et Dmax. A gauche est présentée la
croissance en Dmin, à droite la croissance en Dmax.

(a) (b)

Figure 18 � Pour un système de commande hybride portant sur la seule espèce x2, sont représentées les
trajectoires associées aux comandes optimales pour les critères de : (a) temps de crise, (b) rendement de
x1D. Pour Dmax = µ1(sin)− ε, Dmin = ε, le temps passé en zone de crise est de moins de 1% d'une période.
Pour Dmax = µ1(ŝ) + ε, Dmin = µ1(ŝ)− ε, 〈x1D〉 dépasse 85% du maximum.

SYNTHESE :

Pour un système de type chemostat à deux espèces, aucune commande constante n'est optimale pour le
critère 〈x1D〉T . En e�et, pour la comande optimale telle que calculée en partie 1, la croissance de l'espèce 2
est privilégiée et le principe d'exclusion compétitive se traduira par l'extinction de l'espèce 1.
En faisant varier périodiquement D entre les domaines de croissance de x1 et x2, nous garantissons de
la survie de l'espèce 1 et nous approchons de l'optimum, jusqu'à 85% pour une commande constante par
morceaux pouvant prendre deux valeurs.
Nous nous sommes assurés de résultats d'existence d'une solution périodique pour certaines valeurs de Dmax,
Dmin et du / des paramètres de bascule de la commande. Nous sommes alors en droit d'espérer améliorer la
production de l'espèce 1 en déterminant les valeurs optimales de ces paramètres. Pour ce faire, il faudra dé�nir
un intervalle de dé�nition pour lesquels nous nous assurons l'existence d'une solution périodique telle que
décrite en partie 3, puis chercher (analytiquement et numériquement) l'optimum pour chaque paramètre...
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4 ANNEXES

Addendum : la théorie de Floquet pour le chemostat périodique

Nous rappellerons quelques résultats pour le système d'équations di�érentielles :

ẋ = f(t, x) ∀t ≥ t0
x(t0) = x0 (4.0.1)

Pour une dynamique f T -périodique. Sans perte de généralité, nous pourrons nous limiter au cas de la
dimension 2.
Nous poserons φ(t, 0, x0) le �ot associé à (23), et appellerons π l'application de Poincaré associée à (23), i.e
π(x0) = φ(T, 0, x0).
Nous posons Jxf(t, x) la jacobienne de f en (t, x). Le système (1) linéarisé s'écrit, au voisinage d'une solution
(t, x(t)) de (23) :

ẏ = Jxf(t, x(t))y (4.0.2)

Considérons l'équation variationnelle matricielle : Ṁ = Jxf(t, x(t))M .
On appelle matrice fondamentale une solution M(t) de ladite équation pour la condition initiale M(0) = Id.
M véri�e les propriétés suivantes :

� Toute solution y de (24) est de la forme M(t)v où v est un vecteur constant.

� M(T ) = π′(x0) = ∂x
∂x0

(T, x0).

On appellera multiplicateurs de Floquet les valeurs propres de M(T ), par exemple dans notre cas λ1, λ2. Si
pour i ∈ {1, 2}, λi = exp(Tµi), on appellera µi les exposants de Floquet du système périodique.
Le résultat suivant est montré dans [1] :
Soit x(t) une trajectoire périodique pour (23). Si tous les exposants de Floquet de la solution x(t) ont une
partie réelle négative, la trajectoire est asymptotiquement stable. Si un exposant est à partie réelle positive,
la trajectoire est instable.
(Autrement dit, les valeurs propres de M(T ) doivent toutes appartenir à l'intérieur du cercle unité du plan
complexe). Une caractérisation plus �ne des points �xes de π peut également être prouvée selon le signe des
exposants (cf. [1]).

L'intérêt de cette théorie est une caractérisation facile de la stabilité des trajectoires périodiques d'un
système di�érentiel. Une méthode de résolution de tels systèmes consiste à déterminer les solutions sur le bord
d'un ensemble d'intérêt puis à l'intérieur du dit ensemble. L'étude de leurs multiplicateurs de Floquet induira
leur propriété de stabilité. Nous exprimons une solution ad hoc de (23) T-périodique, asymptotiquement
stable, puis étudions éventuellement son unicité...
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Addendum : preuve du principe de Pontryagin pour un problème de Mayer
Le cadre est l'équation di�érentielle : ẋ = f(t, x,D) pour f une C-fonction.
Le problème de commande optimale sera : min

D(·)
x0(T,D), où T est �xé et D ∈ U = {u(·) : [0, T ] → U , u

mesurable } Soit :

H :(R+ × R2 × R2 × R× R)→ R

(t, x(t), p(t), p0, D(t)) 7→ (p(t), f(t, x(t), D(t)))− 1

T
p0x1(t)D(t)

le hamiltonien associé à l'équation di�érentielle, et p0 ≤ 0

Proposition 4.1. Si la commande D ∈ U est optimale sur [0, T ], il existe une application absolument
continue p() : t ∈ [0, T ] 7→ p(t) ∈ R2 appelée vecteur adjoint et un nombre réel p0 ≤ 0 tels que :

� ẋ∗(t) = ∂H
∂p (t, x∗(t), p(t), p0, D)

� ṗ(t) = −∂H∂x (t, x∗(t), p(t), p0, D)

� H(t, x∗(t), p(t), p0, D) = max
u∈U

H(t, x∗(t), p(t), p0, u)

� p(0) = p(T )

Le 4ème item est appelé condition de transversalité sur le vecteur adjoint.

Démonstration. Nous allons procéder par perturbations en aiguille de notre commande D. Nous dé�nirons
(Dδ)δ∈R la suite de perturbations de D telle que :

Dδ(t) = D∗(t)|t ∈ [0, T ∗] \ [t̃− δt̃]
= u|t ∈ [t̃− δ, t̃]

Pour t̃ ∈]0, T ∗] quelconque, et u ∈ U . Les trajectoires associées constituent également une suite (xδ) indexée
par δ.
Nous voulons montrer que le long de la variété {xδ(T ∗)}δ∈R, p(t).f(t, xδ, Dδ) sera toujours strictement infé-
rieur à p(t).f(t, x∗, D∗).
A cet e�et, remarquons que le trajectoire xδ(·) est déviée à l'instant t̃ de la trajectoire x∗(·) de : 1

δ (xδ(t̃)−
x∗(t̃)) = 1

δ

∫ t̃
t̃−δ f(t, xδ(t), Dδ(t))− f(t, x∗(t), D∗(t))dt →

δ→0
f(t̃, x∗(t̃), u)− f(t̃, x∗(t̃), D∗(t̃)).

p̃(t) = lim
δ→0

1
δ (xδ(t)− x∗(t)) = f(t, x∗(t), u)− f(t, x∗(t), D∗(t))

d
dt p̃(t) = lim

δ→0

1
δ [ ddt (xδ(t)− x

∗(t))] = lim
δ→0

1
δ (f(t, xδ(t), Dδ(t))− f(t̃, x∗(t̃), D∗(t̃))) = ∇xf.p̃(t).

p̃ est donc solution d'une équation di�érentielle, de condition initiale p̃(t)|t=t̃ = f(t̃, x∗(t̃), Dδ(t̃))−f(t̃, x∗(t̃), D∗(t̃)),
dont on peut appeler R(t, t̃) la résolvante.
Ainsi, p̃(t) = R(t, t̃)(f(t̃, x∗(t̃), Dδ(t̃))− f(t̃, x∗(t̃), D∗(t̃))

D'autre part, comme la commande D∗ est supposée optimale, nous aurons à l'instant T ∗ : 1
T∗

∫ T∗

t̃−δ x1δ.Dδ −
x∗1.D

∗dt = (x0δ − x∗0)(T ∗) < 0.
Nécessairement, lim

δ→0

1
δ (x0δ − x∗0)(T ∗) = ∇xx0(T ∗).p̃(T ∗) < 0.

Posons alors p(t) la solution du système di�érentiel dé�ni en temps rétrograde :
ṗ(t) = −p(t).∇xf(t, x∗(t), D∗(t)), p(T ∗) = ∇xx0(T ∗).
On aura p̃(t).p(t) constant sur [0, T ∗]. Or, son signe est négatif, puisqu'à l'instant t = T ∗ : p̃(T ∗).p(T ∗) =
p̃(T ∗)∇xx0(T ∗) < 0.
En particulier, en t = t̃, p(t̃).p̃(t̃) = p(t̃)(f(t̃, x∗(t̃), Dδ(t̃)) − f(t̃, x∗(t̃), D∗(t̃)) < 0, et comme l'inégalité est
vraie pour tout t̃ ∈]0, T ∗], on aura p(t).f(t, x∗(t), D∗(t)) > p(t).f(t, x∗(t), u(t)) ∀u ∈ U .
Pour �nir la preuve, on prolonge le résultat à 0 par continuité, et on remarque que ∇xH(t, x, p, p0, D) =
p(t).∇xf(t, x,D) pour recouvrer le principe du maximum.
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Addendum : Exemple de code C++ pour une modélisation de commande hybride

MatrixXd Chemostat::automate(double mu, double K, double s0, VectorXd initialconditions,

VectorXd mumax, VectorXd A, VectorXd ic, double epsilon)

int N = 2000, M = 1000;

MatrixXd x(N, 3);

x.setZero();

initialconditions.resize(nbsp);

mumax.resize(2);

A.resize(2);

ic.resize(2);

double sstar;

double mu1moinsmu2 = 1.;

VectorXd s(N);

s.setZero();

for(int n = 1; n < N; n++)

s(n) = s0 / N * n;

if(abs(monod(mumax(1), A(1), s(n)) - monod(mumax(0), A(0), s(n))) < mu1moinsmu2)

mu1moinsmu2 = abs(monod(mumax(1), A(1), s(n)) - monod(mumax(0), A(0), s(n)));

sstar = s(n);

cout << sstar << endl;

VectorXd temps(N);

temps.setZero();

MatrixXd Matrix(N, 7);

//les 5 colonnes supplémentaires : temps, s(t), x1équilibre(t), x*, D(t)

Matrix.setZero();

double h = 0.02;

x(0, 0) = 0., x(0, 1) = initialconditions(0), x(0, 2) = initialconditions(1);

double u = 0.;

double Dmax = (mumax(0) + monod(mumax(0), A(0), sstar)) / 2.;

double xstar = 0.1, maximum = 0.1, ustar = 0.;

for(int j = 0; j < M; j++)

for(int i = 1; i < N; i++)

double m1 = 0, m2 = 0, m3 = 0, m4 = 0;

double k1 = (monod(mu, K, x(i - 1, 2)) - u) * x(i - 1, 1);

m1 = m1 - monod(mu, K, x(i - 1, 2)) * x(i - 1, 1) + u * (s0 - x(i - 1, 2));

double k2 = (monod(mu, K, x(i - 1, 2) + h / 2. * m1) - u) * (x(i - 1, 1) + h / 2 * k1);

m2 = m2 - monod(mu, K, x(i - 1, 2) + h / 2. * m1) * (x(i - 1, 1) + h / 2 * k1)

+ u * (s0 - x(i - 1, 2) - h / 2 * m1);

double k3 = (monod(mu, K, x(i - 1, 2) + h / 2. * m2) - u) * (x(i - 1, 1) + h / 2 * k2);

m3 = m3 - monod(mu, K, x(i - 1, 2) + h / 2. * m2) * (x(i - 1, 1) + h / 2 * k2)

+ u * (s0 - x(i - 1, 2) - h / 2 * m2);

double k4 = (monod(mu, K, x(i - 1, 2) + h * m3) - u) * (x(i - 1, 1) + h * k3);

m4 = m4 - monod(mu, K, x(i - 1, 2) + h * m3) * (x(i - 1, 1) + h * k3)

+ u * (s0 - x(i - 1, 2) - h * m3);
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x(i, 1) = x(i - 1, 1) + h / 6. * (k1 + 2 * k2 + 2 * k3 + k4);

x(i, 2) = x(i - 1, 2) + h / 6. * (m1 + 2 * m2 + 2 * m3 + m4);

temps(i) = temps(i - 1) + h;

x(i, 0) = temps(i);

if(x(N - 1, 1) * u > maximum)

maximum = x(N - 1, 1) * u;

xstar = maximum / u;

ustar = u;

for(int k = 0; k < N; k++)

Matrix(k, 3) = x(k, 1);

u = u + mu / M;

cout << xstar * ustar << endl;

for(int i = 0; i < N; i++)

Matrix(i, 0) = temps(i);

Matrix(i, 5) = xstar;

VectorXd D(N - 1);

Matrix(0, 1) = xstar;

Matrix(0, 4) = initialconditions(1);

double Dmin = 0.01;

for(int i = 1; i < N; i++)

if(i == 1)

if(Matrix(0, 2) >= epsilon)

D(i - 1) = Dmax;

else if(Matrix(0, 2) < epsilon)

D(i - 1) = Dmin;

else if(i >= 2)

if(D(i - 2) == Dmin && (Matrix(i - 1, 1) - Matrix(i - 2, 1))

/ (Matrix(i - 1, 0) - Matrix(i - 2, 0)) > 0)

D(i - 1) = Dmin;

else if(D(i - 2) == Dmin && (Matrix(i - 1, 1) - Matrix(i - 2, 1))

/ (Matrix(i - 1, 0) - Matrix(i - 2, 0)) < 0 && Matrix(i - 1, 1) - xstar > 0.01)

D(i - 1) = Dmin;
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else if(D(i - 2) == Dmin && (Matrix(i - 1, 1) - Matrix(i - 2, 1))

/ (Matrix(i - 1, 0) - Matrix(i - 2, 0)) < 0 && Matrix(i - 1, 1) - xstar < 0.01)

D(i - 1) = Dmax;

else if(D(i - 2) == Dmax && Matrix(i - 1, 2) > epsilon)

D(i - 1) = Dmax;

else if(D(i - 2) == Dmax && Matrix(i - 1, 2) < epsilon)

D(i - 1) = Dmin;

Matrix(i - 1, 6) = D(i - 1);

Matrix(N - 1, 6) = Matrix(N - 2, 6);

double l1 = 0, l2 = 0, l3 = 0, l4 = 0;

MatrixXd k(4, 2);

for(int j = 0; j < 2; j++)

Matrix(i, j + 1) = Matrix(i - 1, j + 1);

for(int j = 0; j < 2; j++)

k(0, j) = (monod(mumax(j), A(j), Matrix(i - 1, 4)) - D(i - 1)) * Matrix(i - 1, j + 1);

l1 = l1 - monod(mumax(j), A(j), Matrix(i - 1, 4)) * Matrix(i - 1, j + 1) + 1. / 2 * D(i - 1)

* (s0 - Matrix(i - 1, 4));

Matrix(i, j + 1) += h / 6 * k(0, j);

for(int j = 0; j < 2; j++)

k(1, j) = (monod(mumax(j), A(j), Matrix(i - 1, 4) + h / 2. * l1) - D(i - 1))

* (Matrix(i - 1, j + 1) + h / 2 * k(0, j));

l2 = l2 - monod(mumax(j), A(j), Matrix(i - 1, 4) + h / 2. * l1)

* (Matrix(i - 1, j + 1) + h / 2 * k(0, j)) + 1. / 2 * D(i - 1) * (s0 - Matrix(i - 1, 4) - h / 2 * l1);

Matrix(i, j + 1) += h / 3 * k(1, j);

for(int j = 0; j < 2; j++)

k(2, j) = (monod(mumax(j), A(j), Matrix(i - 1, 4) + h / 2. * l2) - D(i - 1))

* (Matrix(i - 1, j + 1) + h / 2 * k(1, j));

l3 = l3 - monod(mumax(j), A(j), Matrix(i - 1, 4) + h / 2. * l2)

* (Matrix(i - 1, j + 1) + h / 2 * k(1, j)) + 1. / 2 * D(i - 1) * (s0 - Matrix(i - 1, 4) - h / 2 * l2);

Matrix(i, j + 1) += h / 3 * k(2, j);

for(int j = 0; j < 2; j++)

k(3, j) = (monod(mumax(j), A(j), Matrix(i - 1, 4) + h * l3) - D(i - 1))

* (Matrix(i - 1, j + 1) + h * k(2, j));

l4 = l4 - monod(mumax(j), A(j), Matrix(i - 1, 4) + h * l3)
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* (Matrix(i - 1, j + 1) + h * k(2, j)) + 1. / 2 * D(i - 1) * (s0 - Matrix(i - 1, 4) - h * l3);

Matrix(i, j + 1) += h / 6 * k(3, j);

Matrix(i, 4) = Matrix(i - 1, 4) + h / 6. * (l1 + 2 * l2 + 2 * l3 + l4);

return Matrix;
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