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- Avertissement -

Ce document présente les notes qui ont servi de base à

un cours d'econométrie à l'E.N.S.A.R. Pour leconstruire, nous avons

essentiellement utilisé le livre de JOHNSTON (*). Les travaux prati

ques et les lectures d'articles qui l'ont accompagné donneront ulté

rieurement lieu à une publication.

L'exposé traite d'abord des modèles à une équation, puis

des modèles à équations multiples. Sa lecture suppose une bonne con

naissance des éléments de Probabilités, Statistique Mathématique et

Algèbre linéaire. Il est nécéssaire d'avoir à l'esprit la théorie de

l'estimation et celle de la régression généralisée.

En ce qui concerne des compléments, nous renvoyons à :

MALINVAUD E., 1969 - Méthodes statistiques de l'économétrie. Dunod,

Paris.

où tous les points que nous abordons sont développés.

La bibliographie de base peut être complètée par deux

ouvrages :

CHRIST C. F., 1966 - Econometrie models and methods. Wiley, New York.

GOLDBERGER A. S., 1964 - Econometrie theory. Wiley, Nex-York.

(*) JOHNSTON J., 1963, Econometrie methods - Mc Graw Hill, London.



Chapitre l
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;40DI:LE3 LrJE!lmES il.. SR~:;;:U-?S SUR LES VARB.B_M_lC_s__J
--

,;
l:lous avons admis que les variables intervenant dans le mod~le

de la régressicn étaient observées sans erreur. Cette h~othèse est souvent

justifiée en fait. Car, si les données statistiques sont généralement sujettes

~ de nombreuses imperfections, leu~ précision est néanmoins suffisante pou~

l'estÏ!nation de relations qui ne SOl't p!lS ey.actes. Autrement dit, les erreurs

qui affect~nt les équations sont le ;;>lus souvent pré:;oondérantes vis-à-vis de

celles qui peuvent affecter la mesure des variables.

Cependant, les variab18s d'un modèle ne sont pas toujours obser

vées direct,~ent. On est souvent obligé de leur substituer d'autres variables

en relation étroite, mai3 non rigoureus3, avec elles. Par exemple en vue

d'estimer la relation entre le revenu du menage et telle ou telle de leur

conso~tion, on dispose des resulta~s d'une enquête indiquant, pour un

échantillon restreint, et pour une certaine periode, les dépenses totales

du ~ênage et les dépenseG pour la catégorie de consorumation considérée. o~

retient alors souvent les depensGs totales comme une évaluation des revenus

bien qu'il existe entre les unes et les autres une différence inconnue,

;;Jar fo is L'!lportant e.

Les erreurs sur les variables sont donc tout d'abord des erreurs

d2 mesure, elles sont dues aussi au fait que l'on travaille sur ur. êchan-

t ilIon restreint, mais la source d f·:!rreur 1a plus im':Jortante nrovie!lt de ce

1UE l'on n'observe pas directenent les variables de la t~éoric.
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Quels sont les effets d~ ces err~urs sur les estL~tions des

paramètres du ~odèle lineaire ? Ce noâele rest~-t-il valable ? Sinon quel

nodèle doit-on ado~ter ? C'est l~ les questioüs auxquell~s ~ous allo~s

essayer d'apporter ~nè repons&.

1 - L~ cas du ~odèlc lineaire à dËUX variaùles

30iv ~our illustrer le cas d~ ncdèle li~êairc à deux variables.

Supposons ~u.::.:

(2)

O~.l ~~ (·~t Y sor..t les vB.leurs mesurecs, X et 'r 1'2.5 ·"raies va.leurs des variables

considê!"E:;(~s ct où li et v dssignent les ~rr2U.rs d' observ~ltion. :>n suppose en cutre

que l'on a :

relation for:ct. iOJ:"l..l'1ell~ exact2 entï"l: leG ~al~S valeurs t Anal;y'sons le modèle

:iéfini par les relations (1), (2) et; (3), nous avons:

, ~

(4) L'-'=et+jl X""~

3.vec w :: .". _. B u.

Nous pouvons supposer <!ue les erreurs Ut et v t soP..t mutuellcr.lent indépendantes

et suivent des distributions indcp2ndantes de t, centrées de variances cons-

tantes, e:l outre indêpendap.t0s d.es vraies valeurs X etlf Les hY1.Joth~ses néc6s-

saires ...- l't:.tilisation d'une régression siraplc ~. partir de (4) ne soz;t cepen

dant pas vér~fipcs, car v ~~ X sent de?~ndantes. ~n effet calculons la cova

riance de X 8t .~ :

r {'li [X - Il (X il } ê u) U}

car" (v) - (U) -

= e Vur (u) ,. 0

donc l; (X) " X



Il en résulte, que l'arplication des formules du modèle de la

régression simple conduit à une f;stimation biaisce de Cl ct S . D8 plus, les

cstirlateurs sont asymptotiquement biaisés, ils n.:: so~t donc pas corrects, *
)Iontrons ce résultat pour l 'nstimat8ur de ~' obtf:nu par la m~tnode des

moindres c~rrés, le désignant par b , nous avons ;
n

b
n

\' L. - X) (y. - y)
L 1.. l

L (:C - xJ2
J.

= L(X - X)('f- ~) + I( X- X) (v-v) +L ('!'-~') (u-u) .;. L (u-u) (v-v)

I(x-x)2 + 2 L (X - X) (u .. u) + L (u - u)2

Introduisons les hypothèses suivunt0s

unes des autr~s ~t des vraies valeurs.

les erreurs sont indépendantes les

plim b = _8---::.I--=(:--x."..-_----oX):--2_~
n L(X _ X)2 + L(u .. u)2

L(X - X)2 ('f' ~ ~)2

comme 8 :::: on o!)tiel1t
L(X .• X)2

'.

li!!!. 1.>
ep --n cr 2/1 + cr

X
2u

Donc~ b ~ e-'" on 0. donc une sous-estimation de C . Si la var1.2..:.:.ce de1- n
l?errcur 8St 10 ~ de celle de la vr~ic va10ur on aboutit par une application

direct~ des moindres carres il une sous ...·e~tiroa.tion de 10 %de t3 •

* 13n estimateur t de e est cor~<2ct si
n

li:."'2 ? rob Il t " a > -4 \ ~ 0
n - )

r~ -+- '"
0n dit '::!!core que: l'estimateur t con7'~rg':: en probabilité (ou stochastique ..

n
"lent) vers e :

p ::. in t ~ e "' st
nn .* 00

lin t .- 9
n

n-+~
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On peut etudier ce pro:,lème de trois façons

(i) Approche cl2.ssique qui suppose vérifiée des hypothèses fortes

sur les distributions de probabilité des ~rreurs.

D6veloppements basés sur un regroupement des observations et des

hJ~ot~~ses plus faibles sur les erreurs.

(i, i,i) I~troduction de variables instrunentales.

~ - Approche classique

Or peut considerer deux cas selon 125 hypothèses faites sur les

vral.es valeu.rs, les f0r:2~.ùe8 d. testi~ation sent cependcp-t ident::'ques.

i?artons des rdations (1), (2) et (3) :

(1): X ==x"!" u
1

(2) 1 y "''l'+ V

1 ., ) , "II :=: a. + 8 X\ ~ 1 ,

et supposons que u et v sont des varül.bles e.leatoires normalzs, ir..dépenC:antes,

centrées et de variances cr L ct cr 2 • !~ combinaison des trois relations deu __. v
base conduit i

X=x+ u

Y~a+ex+v

La :oncticn èe vraisembl~nce 1'un éc~a~tillon de taille n ~tecrit

e
n/2

-I (;;·_X·)2 /2
l 1

cr 2
u l .c

(2n 0 2 JC'12, y

-I (Y
l
· -0(1 e X·)2/2cr2

., v

(6) Log



,ious cherchons des estimateurs de Cl , B , G .f- et cr V4 ~.jais les Xi
" -

etant inconnus, nous devons aussi les estimèr. Calculo~s donc les dérivées

part i elles de L* :

:) T* n~

" -
~ cr 2 2 Gu 2

u

+ __l_I (X. - xY
") 4 1. l
~ G

U

~ .*
-,-~=

o cr
v

n
-2(12

"

(y, - Cl 
l

p X,) 2
~

a T* 1
-~-~-,.,-(X. - v.)(lx. CL' 'l "l

1; li

+ B Iy. -Cl~ Bx.) (::'=1,2, ''', n)(iL' J. l
V

"Cl"fl X·)
l

En annule.r..t les d~ux premières deriv'~cs partielles) nous obtenoI:s

(7) ~ 2 ~--!.-.-I(x. ~.)2
li TI .1_ l

'" --.:!:.. l'(y. ~ ~
n l. l

'" '" )2- P. X·l

onsiderons pour tout l, l'équatio:l

a ,

*.- 0 ( i l, 2, n)
il

., ,. ... ,
X·l

'" ",2
(9) "

'v '" '" cr (x. ~. ), . - Cl - P Xi ~ -l '" '" 2 l l
Il cru

En égalar.t les carres des deux memebrcs, ~uis en sommant ~ur l ~ l, 2, •.. n

menbres à Ller.J.bres, et enfin en divisant p2..r n, on obtient ;
'" 4

'" cr6. 2 ," ... v
v'\.,., "v 2Il L cr

U



( lé) )

c 'est .....à...dire :

Relation 'rra~e quelle que soit la taille ~e l'cchantillon : nous savons que

les est imateurs du maximum de vraisemblance sont asymptot iqueI:lent corrects.

ce qui conduit ~"

cr 2
v

~.-;-Z-

u

relation qui nia aucune ralson d?être vrale, donc la méthode àu maXLmUffi de

vraisemblance ne convient pas ~ cette application.

3~osons qu'il existe un À connu tel que
r- -2Î
1 À ~-~-I
I_~~J

Ce qUl ~araît possible, dans la mesure ci l'on connait les sources ù'erreurs.

~a relat ion 'q) peut alors s '1 écrire sous la for~e\ .

(:\ ~. ) ~ (Y.
'C

~
'C- + À " - X· ) : 0

~ 2 ~

"
'C 'C 'C..... ... À R Y. - À " 6

( 11)
'C 2 2
X;. ::-_.

l À
'C2+ B

Annulons :J L*,IOŒ
'C

" :

, 0n a :
- :\; ''l'''(j
y .... S X

o~J. ~ dési:~ne la. ~oyenne des n estimateurs Xi. Puis erl annulant" ()L.*Id e
on obtient

0,) '\J '\.; 'Î.J-x (y.- " ~. S X·) ~ 0
~ ~



Lrl efîet :

l ~ (

- B -

'\.. '\t"v ""\' "" ""'VY. - (l- S X·) <= X L(Y. - (l '" a J;.)
l. ~ 1. 1.

car aL*; a (l '" 0

Substituons (12) dans (13), nous obtenons

\rv'V, -
1 (X, - X) (Y. - y)

?r'" 1. l
P

formule ~abituelle lorsqu'on calcule une ré~~ession simple de Y par rapport
'V

.• X

La relat.ion ("-1) peut s'écrire sous la forme

7)- " + À ~ (Y. - "I)-:
, 1 J

Introduisons les notations
l , -.

m.'y·'-'L(Y' -X) (ï.* n l l.

l '( '"")2mXX '" .- L X. - X
~ n 1.

- "I)

:r..ous avons

'\.B ---
!t',XX +

")2- ,
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"?or m ~ 'lua:i~a.ti~u.~ en 6 qUl s' écrit

et qui a toujours deu."{ r1.cines distinctes : ( *:)

(15) 1" vr-"-I-
~2 ~ e _1e2 + f JL:3, ., 9 ... 62.. -. . À

o\.;.
1

1
1

'0 - (1/1. ) "'xx 1
(16)

1

6
-yy

1

2 ~Œ JL

apparaît que:

est négatif.

~ est calculée ~ partir des vale~s cb3~rvcês et de À. Il

",-u.elCJ.ue

"Comme 8

, "soit 1·:, sign,? de 6_,_01 ~st_..::::ositi:f tendis qu~ 1'2

m12sur,~ la pent8 dc; la droit2 de rC3ression de IV sur X , on choisira

. '"com.'"l1e estme BI lorsque la covariance ,")nt?e valeurs obseryées c '·~st-à··dire

~ sera pos~i~i,r2 et }::2 de.:ls le cas contY'llirc. Ai:lsi (15) four~it un esti

!:1?.tE:UT de ?'et (12) un ...:Gtima.teü.r de a :

(12 )

"appelons la

(il )

~elation (~l) ""
" X, + À SY. - À aS
X•- j. ._:c-....::.l _

~ "2l .;. À ~

(* )a-ÎF- 'ù
))8 - C ~ r;

B ,
Ce .J.= - ~ r = - A

A2
A. = B <.- 4 'tC = I~ /\2 6 2 + 4 -• À

et on a :
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qu~. entraîne :
'ü

Asr - 'VI, ""- '" - '"'\;" X+ Àap v + il SY 1. S (y - G xx .- ="'? }2l + À .,- l . À.,

,----'1
Ix"'=Y' 11 ~. l
L. .J

L' est imat~ur du l:la.ximu..w de vraiserl't)l3.nc(~ d.e ex est dene

[[
,

'\. - "\..-,
a = Y - !lX 1____--1

Considérons ëeux cas particuliers ~e ce ~od~le. Supposons tout d'abord ~ue X=O,, ....
czcst-a-dlre Que
a ~ O. 0~ns c~ cas X 0Dt obEcrvé sans err0ur :
u

réduit <'.

x = X

(1~) se
'x'Y

ct l t é,!ue.t ion

G

qui est l~ rd~te de la droite à2 rcgresslon 1e ~ sur X. Soit naintcnant

le cas cl;. À ~Joa: " ou encore
'V :1·(V
S ._~

:"~l

0 2 :-:::: O..."Llors :
v

qUl. est l' ip.·,er~,' d~ la pcntl- de la è.roit2 de regrcssion de X sur Y.

Voyons mgint~naI:t s'il est possible dE: ô];cneraliser cc modèle er. incluant un

terme ~léc.toirG dans la relat ion entre les v:l:".:lies -ro.leurs. L2 modèle s'écrit

alors

(l) 1 v -- Xi ... il.

1
l l

(2)

1

v -- 'i'. + v,-i 1 l

(3-a~ '1' • .- a+ px· + €'

1
l l l

il peut ~ncor( s'écrir~ sous la forme

X..;y. + u.
1."]. ].

Y. = a + e x. + €. ~ V.
1. 1. 1. l
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si l'on suppos~ que u, v, et E sont inê~p~nd~ntes, ccntrêes, suivent une

distribution normale et ont ~our vari&~C2 02 ,02 et 02 respectiveme~t.
- U V E .

alors il est f9.~ile de voir que les résulta.ts pr~cLd.ents se g6neralisent

en remplaçù.nt y par E+ v. ~..n efi'et v +E: e~~t centré: suit une distributic~

nornale et sa Varlo.nce est eS:llr .::t 02
-1- cr:'_ Si 2.. f on peut :llors 0bt·3!lir er..

V' ,::_

esti::.c â !,rio~i ùe :
,--------,
· 2 i
• '1 11 U
i À aL + cr:! 1
• E: V

le:. estlm~ticns bas Les sur (15) s'a~?li~uent. Il faut reEUrqu~r qu'il

beaucoup ~lus d~fficile d'estiner ~ priori ~ ici ~JG précédc~e~t.

On peut a.prroc~er le prob1êb~ p:lr 1'1 :l,~tj:odc eu maxunlJn de waisenbla~ce

en supposa.nt q'..le 0 2 est co:mu (*). :":; logarithn'ç d2 la fonct ie!} de 9J"!"Q,is 3:.1
u

blance S ':.lcrit

(18) L * ~ const
n _

( C'2 + ( 2 )
l L (" X. )2- '2 Le] " aL A. .-, c v ~ 1 '1

U

l
)~ (Y. ~ X' ) 22( a2 +0 2 ) Ct .-

1 l
E: V

~n obtient en annulant les dér:iy~-=s partielles

(19) '" 2 "'2 l L (Y. " .'.. ~,

2cr ... a = - Ct - é' X: )
E: V n J. ~

l
C'-: '" 73 (Y. '" '" '" (i :1), - X·) ...

(;ï2 ~2 ~ Ct- fi X· ) .- 0 = 1:- "- , ... ,
a~ ... 1 + l J.

U V

l' (Y. '" ~ '"cr - y. ) .. 0L 1 -1

L '" ". '" ."xiY· ~ s x· ) - 0
l 1 1

Pour s i.."!lpl ifier, posons

~a deuxiètl<:~ équat ion du

07.= 0 2 + 0 2
(";t estimons globalem3nt cette so:tl.De.

E: y

syst~e (19) dO~r.0 :

~.)+Sa2(y.
l U l

'"- Ct

( *) On pose 'luel'lucfois que 0 2 0st aussi con!!u~
v

Ici on cstir:e simplement le. ~Omr.1e a2 + a2
v E:

ce qUl p~rmet d1csti~er 02
E:



Qui dO!lne en sorm.ant pour

02(X. - r.) +
l l

tout

~ 0 2
, li

- l2 -

i et en felisant la n:oyenne

(y - ~ - ~ xl ~ 0

et ~ur soustraction nous o~tenons :

(20) -- x.
l

- Z et y. =
l

Y.
l

- y

Les deux du syst~e (19) donue

&t en utili~~nt (20) Oh obtient

f"'2 r +g 0 2 l y?-) 1"'2 + 62 ( 2 )

'"
\,v xi "J'i ,0

li l li
f' -----

"'4 L x? + [j2 0 4 r y? + 2 ~~20 2 L :< ycr il il l li l

ce qui donne: :

~J Î est imo.t ion du naxmlLu de vra ise!.~,'::'l9.nce de 02 st écrit ù. 1après le. preni'~rc

2r;.U~t i.OI:. du s~~Btèrr:.e (19)

"'" l'v 'V '-
a-P.X·)

l

(?",- -)

~! r-Ï -~

"'2 y? '" r '" -X j0 - R y. XinI l l

S( "'2 '" 0 2 -1Cl '"xy + e u L '(y)
= '-'yy 'u i52-20 2 + ~. "'u

ili ut ilisant (22) da.ns (21), et en sinp~ifi3.nt on obtient

ou

r;1 3 ..-O'-1----,,~c-:2-+-~-1-+-;, -:- -0-'
L.:.o__--:=- 2=-__..cJ::--_----'1

___ 0 2
u

= -



On re.-:u::.rquC,;; que si l'on fait o2:.~~ 0 la relatiol~ (~l) se réduit .~:
u '

~ente de la ~roite àe ;1..0. rê:5ressicrl j,.~ ''!. :'1.!' rU!,p')rt ~ X s

o = 71.rr - BrJ..'y__ .L

forr:.ule h2.bit:lclle pour estii!.er la va.rl~!1Ce rêsid:lclle.

et (22) è..OU:.ïe

'" ..r. , ces coefflClents 88
cs~ir~teur ~~B ~ la

Co!!siè.(~rons l '2que.tion du troi:J:'i~;_~e degrÉ: en
calculent :-- pa.rt i.r des observat ions. On c~~oisit pour

'----------"--'--
rncir:e réellE' oui !!l.D..xr.lise la fonction Y.J* défi:J.ie par la relation (ll)).

Or.. peut obt.=nir plus sir.1pl\:;.Oent des estl1.13.tûUrG cor:'ects, à partir des rela-

tions (1), (2) et (::-d. ';ous avons

l l (Xi "'\ 2 l
I( Xi X) 2.;- l I(u. üV 2

I(Xi ·X) (u. ïï)- AJ
_.

+ ..
r. n - l - l_. .-

l l (Y e
~\2 =S2l:. l( Xi X)2 l l' - ? l

I(v: v)2- l 1 - + \ E .. - f:)- - + ternes rGctanglcs
!~ ~ ri n , n ~

l l ("r •• y) ( ..
~_ !. ,. i - X) =s l ) (X.

:;;'''' 1.
X)2 ~ ternes rectangles

Prenons l'~s espérances des !!lcuÈlrcs d~ c ... s rela.t ior:s

\
~ l l n-l 2(;{. X)2J (Xi _ X)2+ --0

]. n !1 U

(Y. - Y")2J = S2 11 (xi
'-)2 n-l

( 0 2 +02
v)... X +--

l n - n E

(25)

( 2(,)

(27)

-~ {~ l

E {~ l

~ {~ l (Y. ~ y)
l

ex ,,) l. i - ., ) =c1I(x.
n l

C~ effet :~i l'OL 8UppoS~ lês crr~urs Dutu2ll~cnt indépendantes et indépe~d3ntes

des vrai2s valeurs alors les esp~rences ~e~ te~0S rectangles sont null~s.

0n peut est~~ar les preni~rs m~TIbr2S de

et :L..x:y Y'espectiV8tlrmt. On obtient al''Jrs

(~')), (2(.) et (27) par r"'xX' nT!

C~l sup:>OS'3.nt 0 2 connu :
- u

'" :'lE 1

(28) '" ,s = n-l
0 2r- ..'-'X,: P- u .J



(29) i
1

l n

CçS estL~ateurs sont corrects, car ~{X ' f lIT ct ~y convergent en prababilité

vers les limites de leurs espérances. ?hw,l:ament, on estine Ct pa!' la r~~lation

:3~pposon3 T:l2.intenant que xcst une variable 8.1ée.voire. L'approc~0 précéd8nte

reste V3.1e..blc si et seulement 81., 1 ?'2r.s·~!1ble des ve.leurs de x p~ut être répété

dans plusieurs tirages successifs, cc qui est irréaliste. Aussi Dosons

X , li 2t v s~~t indépendantes, ce~tr2~3, nOT7.Jales de variances a~ _,_o~

D'apr2s

(1) 1
X1 ... X

,. u,
'? )

1
1. ~ '1' + v\-

(3 ) 1 'V .- Cl + 8 X,,--

'lue

et a2_-v

COl':lme X ct Y." sont des for!:.1es li:r..èo..ires de variables norna.les, leur distrib1.l~

tian conjoi~tG est norl~le à deux dincnsions.

et 2 = 02 + 02-- -j

°x ,
X u 1

1

011

02 = 82 0 2+
Y X

1
0XY = S 02

1 X
L j

Conne X et

a 2.,"' , 0 2
A Y

hypothèse

y sont nonlalcs les esti~teurs d~ naxL~um de vraisenblance de

et02"v sont !:'l,.."v, '"'= et "".~' ,~;n rerrene.nt la relation (10) co",""'c
./1.... ,~.f\. y,+ J,.~

nous obtenons trois

1

" =:t;2
~·)(X X

'.l. =02
- IY

'"
1 '" = p·7" 1-', ,"

ê'luations

+À ~2
y

"'2ov
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'lui se resoud par r",pport à ~2 ,~2 et êl, fournissant ainsi les estioateurs du

naxin= de vraisecblance de ~2, va~, st B' Le système (31) donne l'équation
'" _ X

du second degr€ en E sU1vante :

-, ) ~ .
'-;:X ,. Xy .- 0

qui est lE: nê."'.1e que celle obt~r.uc en (IL), pour le cas o~:. les v.s.le:J.rs de

sont fixéos. ,,<oc rehtions (15). (lf) ",t (2.7) 3 'appliquent donc :

Consi~2rOnG :;.our finir le ï:lod31e
r;.

~ X'" u

l1 •.

\: ='1'+ v

"':: Ct. ~ (~ X+ C
1 1

en su~osant que X' il, V et Esont !lcrr13.1es et ind~:?2!1dantes. Jans Ce (::as

.: et Y sont. rlor::'zll2s et nous avons

c--

1(::;2 )
i t? = a2 .,. 0 2

l " X u i
1 o~ S2 02~ 0 2 ... 0 2 1

~-v
X E vI

!
~ B ,,2 J-,. X

x

en r €Dylaçe.:.!t 2 2 et °XY par leurs c:stinateurs du DaXl.:lll."!l de yràisenblnncc°X' 0y

GUpp0sant 0 2 connu et posn.nt ?
0 2 + 0 2 obtenor.sen en a"'~:' nousU € v

( 33) ( r:·yV = "'2 + 0 20.J. X u

~r-~,
= 82 0 2 ... "'2'5

x v

'" "'2
~'''';~Y

.. B Cl

'1.Ul. dOi1I!-:= pour est irn.ateur du 08.:Y.J.r:nn: de vrais2L1blar:.cE àe B

~.-

1,
r:l.~.{

(34)
, '1' A.

1

1 0 ------_.
1 '"XX

,. oZ

L
u _1

fOrr2ule 3.~al,.)glJ.e ., celle d8 la rel3.tior! (2~).
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3 - Problè2es de pr2vision

:: :~tant donné ~ y.;osons nous le prob10me de la prévision de Y (ou \f).

Pour fixer les i.dées, raiso:mons sur J. g exG..T"2ple suivant ou Y nl2sure la consou

~ation et X le revenu ,1vec

III
" •.

v

Cor_naissant ".A
n

,

par

~ c + BX. _ 4· c
"t""1. t

on peut utiliser COrL~Q e5ti~ateur de v la quantit~ définit-n+l

(35)

où ~ et esont 00tcnues par l'une QU liautre des néthodes précédentes.

Calculons 11cs?èr~nee de Y l sachant X
n+ n

0: (y ., / X ) = E CL -, 0, Xn
+ "S .,. v / X )

r..."?'...I.. r. n+l n+l !l

.• a. ~ 9 ;0- (x" / X ),.' n

ce qUI nécêssite

on a : (*)

~e c~lc'ller L (X / X ),
n r:.

~,

'J:.. X et li sont r:orI:'sles indépendantes

d'où

).1)\ a 2 -; ,- ,,2.
1 ,

Y ) li :J 1G.;~, \Xn
, -

0 2 +0'2n
); li

(36)
La
X

.,
+ 0'

U

( 6) , - +" ~ 'V tpt J que nis a part les rluctua,,10ns ~;.e Cl eon constate

~, ~n+l
est

Sl " < ).1 ,A
n X------

,.r: ·0 Cl!1parant (35)

biaise.: sa'.lf'~: ~~
n X

~"ol X > ~X le bil1is est positif, il est négatif
n

(*) Si X et Y so~t nOrQales et indèp0ndantes

dfccarts ty.~es et Sl an d6fini~ Z ~ X_ Oz Gy,

d'eBpêrances \.lX I:'!t ~y

+ y on montre que :

(avec ~v .~ 0)

s (:;;:/Z) -
+ Z

+

POli.r le nop.tr.::r, on définit d 1abord 13. distribution de Z, pUJ.s cell'? de X sachant

7, en remar Quant que

f (X / z)
f (X, z)

f (Z)
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~us avo~s vu au pracl~r paragr~phe que l'application dir2ct~

des tloindres carres aux ~'alcurs de Z et d2 Y conduisait a un estID.:lteur b
n

de f co~v8rgeant ~n prob~bili~c

.3t l in à fi
n -+ Al 1': _. 1 +"'~Ticr2

li X
prenons alors pour prC:iictenr :.-

y ~

n+l
(;; - X)

n

et étudions ~:a linitc en proo3.bilité

st lli'rl !n+l = ':t "'r'

~l-ko

= Ct ..)..

=f:,lv lx)
\-:lTl n

Ai~si bien que IJ~p?licatio~ directe des ~oindr~3 carrés ne canv~e~~2 pas peur

est.î.::.er le mo\:':'le, elle 1Jr;r'uet d' obt ..:mir de bonnes prévision:::.

,~ - Regr0Upel.1ent dos o1:<~ervations

d . IJald* * t rt' .'Jans ce O!:l.al.n2 ct B8.rtlett on c.pra t: la C0:"1trl:J"J.t1.0n 11.

plus m?ortante. i.To.ld* ~se qU() :

x ;:,: x+ u

y = 'jI + v

'fi '" " + Bx

il su~pose qU2 u et v sont sérielle~e~t et ~utuellement indérend~~tes, que l~

nO!l:brs cl 'obscrvat ions est pair: n ~ 2 n. r3upposo~s que les ~(i soier.t rang:~s

en crdre croissa~t :

... X
n

'.:·t soit la série à0 Y. corresxtldente
l -... Y

~F. ~T

~:!' J.~+l)··· ... ::

-~-----~---'--""--'---,---,---------:---------------1* A. VJrLD~ "'l'fie fitting of ntr2.ight lines if bath vélrie.bles a:ce subjcct ta error tl

A'IS, Vol Il, p~. 2S4-3~0. 1940

!1. S. 3IL1TLl!.'l'T "l'he fitting of sT;,r3.ight lir:.es if bath vari9.bles 9.r~ sub.~cct

ta crror"" Bio,",etrics, "01 J, pp. 207-242, 1949.
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On définit les Doyenne::; :

l
::1

Xl . L x.
Il

l
l

l
Cl

v y Y."1
..

"',-~

l
].

(37 j Y, - Y2
il

.L
~

Xl - X
2

1
!.l

X2" L x.r::
~+l

l

1
n

y ~ L Y.
2 r,

n+l
l

(38) a = Y - b X

'Yi 19hypothèse suivante est verifiée (*)

1
ID J, n

(39 ) l i!.'l infl L ~

1 >0X· - L X'ï1 l r.: ' l
n "* m i=l J_;::::.m-~l .

Ces estino.teurs sont corrects. '!'Fald .}, cJ.cterliné (~~:s intervalles di:' cor.i'iance

]our Ct et S. L r ~_1~r:.):)thi}se (39) ni '2St P.J.3 Vl'~ il? pour des V"ariables nornales

Bartlett " qu~Ü':lUCS ~odificr.rGionsa I,ropose

1
k

1
n

" ,- L x. X ~ .L X."1 ,.
l 2 ~: ll l:;::n..·~\:+l

l
}~

l
fi

Y ~ L ,.
Ir, . ~ v-,

l~ " i k L .Li
l " 1..i~-lç:+l

( 1.;0)
x.... ,~ 'X

" 1

( 41) a,l_Y_":J?X

Dans le ~as particulier où les vnleurs de X sont r~~~lièr~ent espacées, la

vaO'ia,nce d" b' est rci.nimun pour k ,'= n/3.

Ces nêthodes ont le :nérite d0 ln. si.n~licit.2 et peuvent être gér..éralis~~s~).

* f30i.t une suit·" (u ) on définit lie inf u ~ lm (inf li )
n no+ro n p-+OO n?;. I) n

.~~ J. Tl. HOO.?ffi :1. TEr;IL~ 'IThc extensio:! of ';.laId \,s ~ethod of fitting stra.ight
line~: t·0 :-::.ultiplc rcgression" ..

Rev. ~Gtcr!'l .. Sta.tist. Inst. 1958



:> =- Introduc~ ion de vari3.blcs instrt'.~cat2.1~s

rtcprenons les relations {l), (2) ct (3) ~t posons

(4) Y~a+PX"""

al: ;.r :: V ... Bu

nous avons ~~ que l'epplic2tion dE l~ ~ct~çdc des moindres carrés à la relation

(4j n'2st pas satisfaisant~.

Il est ,ossible de trouver une uutr0 variab12 Z qUl est indép2ndante

de u et v. Soit l'estinatcur

l Y.: z.
(l12) < l

B
I"'A. LOil

sIx. z. +I z. ( ,,' . - w. )
- l 1 1 l 1

;3
~ Ix. ~.

l 1

Corme: z (;st ind.êpendCl.nte de li et de v ~I Z. (-~\r. no 'W) converge e~ probabil ité
1. l.

vers zéro4 Donc l 'c:sti...-ntcur fournit par 12.. relation (h2) est correct.

7. est appele v~riable i~strunent~le elle per~et d'obtenir des

estiaateurs corrects4 On peut ~6néraliser ::lU cas 'l'Ull nonbre quelconque de

variables. On càoisira. Z de telle s(Jrte ClUE sa corréle.:tion avec X soit forte.

L'introduction d~ vari~bles instruncnt~les pose trois problèD€3

part lllportante d'~rbitrairc d~ns leur choix d!où il resulte des

variations des est;-1ateurs corr8sponjar-ts,

.. difficult'2S pOllr verifil:r l' indépend.ance entr8 erreurs ei: variables

instru.tnentales ,

~ on irlsiste bcaac:oup sur le Ilconsistency".

ex=ple (*)

Goit le problène de l'cstioation d0S clasticités de conso~~tion

à partir d8S résultats d'enquêtes Gur les budjets fa~iliaux. Pour les ~énages

d'un échantillon de taille n, on connait les dépenses tot~lcs X ~t les dépenses

y effectuées sur le type d'articles ccnsid6r~. Le nodèle S96cifie une r:l~

tion linéairé entre Y et le revenux iu ~~nas~ (entièrement dépe~se)

(*) ~1. 'LIVIArJUJ "Err )rs in vario.bl~s and T.ngel cuve e.nal~rsisa

Econo:Jetricn., juil12t l~H~l.
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Par ailleurs l'ec~rt entre la de~2ns~ tot~le et 10 revenu est consid€rê

co~e bien décrit par une v~riable ûl~~toire centree :

on S~ trouV0 ainsi ën fùce d'un ~od?le i erreurs sur les vari~bles.

Il arY::'v~~ Ciue 11'~)!l dispose égc.lcI-:ent à.li revenu c1p.clar6 2. ; ~ 1.est une

évalue.ticn :''1t.:di::;cr~ du rcv€:nl~ réel "lu j il flOUS estÎJ.'Tle. Une régressicn entre Y

et Z conduira.it à u..'1e mauvaise est iï'J.t ic-r. du rlodèle s aussi introduit..on la

Y:lriable instrœ:12ntale 2. El~ effet la c0~rélation reV2nu r~el, revenu décl~rê

doit être ilevee, (tout au :.l()ins pour les tranches noyennes de reyen-ù') alors

qu 1ellG est sans dcute faibl~ entre le r2venu dcclare et 8. Car ~~ dèrnier est

dû aux .ll(;as dans le rythne des déper:5 f !S lesQuelles jouent dè la :cêr:le :oe.nière

Ù divers n~veaux de revenu. ~:cù :

!!

2 (Y. - YI (~ - z),. '

~"l
l l

A

G ",.

:1

2 c., - z) (z. Z)
i~l

l '-
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AUTOCO,RELATIOF

1 "'" 16 CD"S è.u nodèle linéaire à deux variables

Une des hypothèses intr:-;dui t;= dans 1; (~tude de la régression pose

que 1'28 'terEes résiduels ne sont :nas D.utocorr61~s :

P (il U : cr
1.-' t t+s ~ t, \ls '# O.

c'est-a..·dire ..,..., notations I!18.tricielles :

E (U '1') = 02

Ja~s de nonbreux c~s il semble très hasardeux d'adoettr8 cette

hY?Jthès2o Guppasofls, I?ar 8Xel"lpl~, qUè la r81ation eutr.;) la variable exogène

8t la variable endogène soit nal spécifiée. Nous avons pose que Y dépend

linéairement d8 X, alo~s ~utelles sont liées par une forne du second degré.

~fâle si les ~rreurs ne sont pas autocorrelées dans la relation exacte, le

résidu <le la relation lin<iaire contiendra un tenne en X2 • S'il existe une

autocorrêlation des X, lES residuG sont aussi aotocorreles. Cet exe~ple est

un cas particulier d'onission d 1une variable explicative. En gênér~l on ne

tient cOTIpte que de l'influence de certaines variables et'l~B ternes résiduels

re~résentent aussi 19influence des variables anises. Toutefois une autocor

rélation des vEn'iabll"':s anises n' Ïr:!.pl ique pas nêc~ssairêDent une autocorréla~

tien des erreurs, il peut se produite une conpensation. Cependant si l;nuto

corrêl~tion ~ lieu sur toutes les variables oTIises, et si celles ci se nodifient

en ptass, on a toutes les chances d'avoir des erreurs autocorrelées.

Ajoutons ~ue l'~utoc~rrêlaticndes erreurs peut provenir des erreurs de

mesure.
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Considéron~ le cas du noèèle

et Su:ppo30ns que les erreurs sont liées pa!' la relation 3.utorêgressive

olt 101 <1 ail c. satisfait aux hypot:':'~ses suivantes
"

(3) ~

(Et) .. 0

) !cr? 1,1: t, - t ~
,.

" ( Et "
E:t +s = OE V. ~ t

'"
" , s s

~~us aVGns alors

(h)

~P(D u ~ E ) +E
tt-2 t~·l .

Ut : Et +PE
t

_
1

+0 2 E
t

_
2

~

=.,
" l PE

t
_

r·t
r~

et .,rU )
~ 0 car E (<;i~ 0._\ t

car les e ne sont pas liés et fipzlement

(5)
1

1
cr;

l _ p2L --'-_

+ •••

Calculonf3 :

- :;; ~ Et + pEt ...1 ~ 02 Et ..2

=,. ft Et +p (E
t

_
1

.;. OE
t

__
2

+
L_

.. pl; ~ Et _1 + r ê t ..2 ~ .,.
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et de façon génerale

(G) ~E lu 11 )-
\"t. 't·,s

----

qUl ~eut s:écrire sous la forme de

F (11~ U )
... t ....s s

.. p
7' (u 2 \. t'

.~e membre dG sauche de cette relati0~ èt:init le coeffici~!1t d'autocGrr-élar-o

Le sch~na autorègressif dê~init par la relation (2) est le plus

simple p~ssible.

2 Conse~uences de la liaison entre erreurs

~upposons q~1il Y ait ~e liaison entre les erreurs et que l'on

applique les rJrnules cla3si~ues de la ~éGreBsion, il er- résulte U~ c~rtain

nombre de c~nséquenceG

1 0
e .. On obtient des estiL12.teurs biaisés d.~ a et .f: dont les variances

3ant tr'~s Grandes comparées ~ ~ellen Clue l'on ·')btiendrait par des méthodes

l ég èr êr:18nt différe nt es .

3°

èlevées.

... l~s variances sont sous ...estitlêeL, aussi les tests r.e sont pas valables

les prêvisi0ns sont innefficaccs, car leurs variances sont trop

3 ~ Ioindres carrés generalisés

Utilison3 la notation ~atricielle

(7) L". ~ _~:B -=- u~;



Oü.

-,
r- -- l, X

l1 ;{21 ... R·1 A!:ll 1

Y~ 1:
12

X
22 ;'k"

,
ID." 2<- c<-

( Il) v - X =1 B ,:-
1

l 1 l'y -, - _.
lB }-. !1 -~ln

--c
2n "l'~!'. ..J L .,

u
n

iTous Suppo;'O!lS maintenant que li' on a

V est donc la rc.atrice des variances .~ covariances des termes ~és idusls, elle

est carrée sJ'TI,,:trique d 10rdre n, et est:=08 ulière. Si par exemple 11erreur

respecte

( ?)
,~

le schéma autorLp,ressif

p

P

1

1
1 )

_._- ---------------'-'

( 1

1
p

V =02
li

,,

1
1 Pn-1
'-

l:Jéfinissons :
(11) I-a*-=-A-Y--'\

1__-----

COIDm0 es~imateur linéaire de B, A est donc une matrice rectar~ulaire k x n.

Pour que S*soit un estimateur sans biais il faut que

;: (Aï) = ;?,

-!'lis E (AY) = S CA (7. B -'- u]

.- A X S car (u) = 0



et 2 (AY)

(12)

.et .
= 6 51 5eule::ent S1
~---.-1

!AX = l 1, )

- :=:5 -

a~ est
1

princ ipale

La matrice des variances cov~rianccs des ~stimateurs

do!mée par r r{f,Jf., ,< \ (G * - S}J-;l ,0\1 les termes de la diagonale
L.

représentent ~es va~lances. iaisons la somm~ des variances, nous obtenons;

- [8* -. 3}'(8* ~~ =::: bAU}' (f..U~
car E"= AY "A..XB + Au = B+ Au d'après (12)

Ainci

ô. '0;'. (voir annsxe) :

(13)
~,

:.: '(B*
L..

(;}'(B * .. d - tr (A'l3)
.J

Lp., rechercl1û d~u..""l estÏI:1att?u!" linçai:rE:, sans biais, tel que la somme ':les

variances scit minüJQm se r&~~ne ~ :

~rO~V2r une matrice A, t~lle.
que lu condition ~~{ ~ l soit vèrif~ce.

'lue tr (A'AV) soit l'unl!num et telle
. . 2 ..

:~us IntroduIsons k ~ultlpllcateurs

<le Lagranp,e

de

lJ... (i, j '== l, •.. k) ct le prc.;>lè.'llc se œ.rJ.ène à la minir!lis2.tior..
1J

(I
i=l

n
( I
i=l

il . X ')Il 2:1. t. t t

- 11lk

n
( L a1ii=l

v )1.",. .'\....
LI .!.l

n
,. Il (I a y

22 i =1 2i ~'2i
-1) t ••

" n n
( L T ,

llk2 ( L -, ) ( L v 1)-lly~ ab 'li' - p~~ '- -? ., . -Il "'h' /~ki -
i=l i=l

:.:~ __ 1 1:k
i=l

. ~

ou encore

~ = tr (A'AV) - k[.l' (AX ,- i)]



,~~
1 <.1

!Il
Llù

il ne reste plus qui~ dêriv~k ~ par r~ppor~ aux éléments

tr (k'AV) = 'Il' L ~jl + V~A L a?2 + ••• +
.J.. i=l.L I::":c: i::.~l 1

+ 2 V'
12

d'où l'on obtie~t

k

L
i=l

a'l a'2 + •• ,l 1_
a. +•••

ln

!r
+ 2v vIa. la.

n-1~. 1,n-_ l,n
l'~l

;) <P

'aa
21

= 2. (vu a~l'" '112 "22 + ....... 'lln a2n )-(Il21 Xll +1l 22 X21+·"+1l2,. Xli)

et en giinéral

;) <P
'---=2

<la ..
lJ

l .-

j -

ou encore
;) <P._-_. .. 2
3a.ij

l, "', 1<

l, .. " n

(i '" ligne de A Xj e colonne de v) _ (i"'ligne de '1 X,jieligne de: X)

ce qui donne e!l annulant les dérivées l'équation matricielle

(15) :2AV = "Gt]

.. , ",1
:!ultlpllOns p, clroltc par '.' X

2 AV V~l X = ~ X' V-lX

or liX = l donc

? l' - • (Y'V-1 v)..... -~.l.>. .i ..

2 AV = 2 (X'V-l x)-1 X' car 2.W ,;1 X' (15)
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ct enfin

(16) [A '" (X'V-1X)-1 Y.'V-1

~.ous obtenons denc une valeur extrê!!le de la sû.!!!I!le des var1ances pour la

valeu~ de A définie par la r~lation (1(.), il nE reste plus ~u'~ montrer ~u!il

s'agit bien d'un minimum.

Définissons un estimateur linéaire sans biais

B ::nat!"ice k x n, non nulle. b .est sans biais donc

'" E [}A+n) (XI3

=B+(BxS)

C" qUJ. impl i~ue

B X = 0

+ u) J
.J

La somme des variances PJur ce nouvel estirr...atcur s'écrit ;

E ~b - 13)' ('0- BD = E {u. [(x'V-1X)-1 X'V··I + ~J 'Lx'v-1X)-1 x'V-l+~ u)
= T, {u' L'f-'IZ (X'v··l ;:j"l +B~l ['{'V"lX)~l X'"I-1+~] u)

( r- ., ,
•. E (u'.",' I.u)+8Iu'! ,"lX (X'v·-~)-l! :3U)'

1 L. -

+ L[u'B' (X'V-1;;j-1 x'v-1 u] + ::: (u'B'Bu)

on montre a.lors que ; ,...... 1
E {u' [v-lx (X'V-1X)-~1 Bu} = tr l.v-1x (X'V-1X)-1 :s~i

r; ["" B' IX'V-1X)~1 ~:'v-1",J = tr [~, (X'V-I X)-l x]

d'autre part :

t!' (ABCD)

;- -1
trL" X

= tr (3C:DA) ~ .,. etc.

(X'V-1X)-1 lNl = tr k:e,,-lx)-l
_J l... .

~ f) car l' X '" 0

Donc :

(17 ) E [ (b •. 0)' (b "' 8TI = r. (u' A' Au) .. E (u' J' 3u)



Gons idérons le deuxÜne m<i'I!lore de 1 ... rel3.t ion (17)

... le prELlier "terme est la S;)ID!!le des VariD.!lCCS pour 1 festimat~ur A,

définie pa~ l~ ~elaûi0n (lG)

'- le deuxi'~~e term~ est l'cspéranc(. da le. :'on~e quadratique u'B'Bu,

qUl pour toute matrice ~eellG TI est definie positive ou semi-définie positive.

~~le S0ra ~Qsitive si le ra~g de B 2St égal à k. Ainsi, la son~e des varlanccs

pour l'23timatêur A, est nu mcins aussi p~titc que celle de tout autre esti

m~t~ur I1nêairc.

On estime donc i3 par AY ou A est donnée par la relation (16).

~~tons que lorsque les erreur3 ne sont pas liées : V-1 = 1/02 l
_, u

et A = (X'X) ~\', r.ila~ion que nous ~von3 re~contrée dans la régression

~ un ~o~t~c ~~21con~ue de var~~b12s.

La fomule (lb) :)eut !l~lG5~ Btrc obtenue P.r.. rcchercr.2.nt un estimateur

qUl 1..1ininisc

(y _ X'o ) , '.;-1 (y •. Xb) _. (V, .. /" -"
,r, \ ,,-1 (y "b)
A J '1 .,. A

? ~I yI v-l '" ~ ~1.... ..J., .1. J 7' ".-1 X'~. ~ 4 ;,)

en è.:'ffércncisr:t par rapport atL'C composantes d.e ~ et en annulant on obtient

2 X 1 V-1y =: 2 X~V""l Xb

" _ (y ,,,-l'f)-lv'V-l ''[
...- - ~.. ..... .4'.

Etudions l' "~stimateur i3*~ AY

La ~trice des varlances - covarlances des élêments de B s'écrit
.,.. :(;,* 6) (G" S) 1 J ~ E (Au u ' A' )

'--

(18) l' il B* (~ ) ( 6* - S), ""1 = (:'-'V-lX)-l
~ ..J

(*) si on suppose que 183 erreurs sont distribuées normal~€nt, cette

so~~e apparaît co~e exposant d~ l'exponer.tielle de la fonction de

vraisemblance.
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Une fois encore, nous définissons U~ estimateur linéaire sans biais

(19) b = (MB) y

cc~~e on lia ~ontrê ~X ~ o. La ~~trice des variances COyarlanCes de

E "('0 13) (b D)" .. Tè /'_,,'.".+1]) uu' (.:1 '+B'-l'l"1 - -~ 1 _ ~_ •
1__ -...J

-·AV~\~ + RV1..... ' +~t:._V!3? + BVE'

(20 )

car

8) (b- 13) ~ ~ O~I v··l x)"·l+ EVE'

~ IlVV-l X (x'V-ly)'.l = 0

et. t VT< 7 -= 0

Les êlêmer.ts de l~ diagor.ale principale d2 (18) et (20) définissent les

v.;:J,riances d(:s elér.wnts de S* i;-~t de b. :Ses élements d,=: la diagonale pri.nci""

pale de EVE' sont positifs dorrc

VaT 0.*< -far b.
l ~

(i ~ l, 2, ••• 1;)

_~ *" est donc l~E ~~sti!!k1.teur sans hiais, la SO::1lI'le des varlancec}2 ses êlerncnts

'~st _~il:.i.mUE~, 8~acun de ses élément:: 3. une variance mininn.L":lo DVautre part $*

est l ~estil.'13..t(;:u.r du mc..XJ.!.1lL'il de vrc.d.s,-.:nblance 2 si les erreurs suivent une

dis~~ribution yo~r:ale.

eXe!Ilple 8cit le modèle Qutoré~ressif jéfini par les relations (1), (2) et

Yt = Cl + flXt .. Ut

Ut .... oUt ._l + Et Ip 1<1

l

n.•l
p
n-2

p

2P - - _.

p - - - _..

o

n....2 n .....3
p p ----

p

l

n ....l
p

-p

1+,02 _ri
~"'., "

" ... "" \
"- ",..... P

l
- P

•.-1

-po

cn et (G). nous avons :

. o~ Il.l
E(uu')=V=

r- l
-1 l

è. 'où V P
?

1
0'-

E

1

1
1..._

D'a-près
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lOi'! peut montr~:r que la !'.lêthode go;;;néralisêe des moindres carrés équiv9.ut 2.

1 un processus Gn dtUX étapes

(1) transformer les va!'iables initiales sl210n le r.'~oclèle

(2j appliquer l~ méthode simple des moindres carrés aux

1 trans formÉ'es 0L_

,

1
1

aut~r~gr"ssif '1
varla~les 1

Transfo~ons par la matrice r la relation

y --= XB + u

(23) TY = TXS + Tu

L ~cstimateur des moindres carrés de Gest

(24) 0*= [tTX) , (TXTI.,l (T:,) , (TY)

( ··9m'T ,,)-=1 vi ~''''r-1'i
~.. A.l A .J\. 1.".l

~n conparant (2J~) et (Ir) on ?iroit qu,'~ les deux esti.:T:at8urs sont iclenti'lues

S~ (25) T'T =v-l

Prenons pour s-Lr:lplifier a~::; l dans (22). !.r:,. relation (25) est satisfcite pour

la oatrice T, d'ordre (n~l) x n :

ç '-/ '
-' 1

T -,

1
'--

'{
« ( v

l '.

)
/-,

(26)

et T'T est 13 l~trice n x n

=r2
._p --r

!-p\+P2\""f\ 0 i

1 0\ \ IlI·p '"L ..... l J
-1

en cO!!lparant avec V , on sait que 1::1 seille différence provient dt:. premier

terne de la prCftlièr~ ligne.
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T transforme les variables t!n

~ ,-'
Y2 pY

l 1y.~ oX.
<',

y] - pY" et IX3
y

L P""2
1

- - - -

lx" PYn- l pX 1"1"2 t n n-~Jc-

Cette transfor...i"l.ation donne des variables auxquelles on peut .J.ppliquer la.

nétnode s~llplc des moinjres carrés. La ~~tricd des variances~covariancesdes

erreurs transforEées st ecrit :

.' LCru) (Tu) ~1 = T '1 Tt

~l~~l
, 0 _ 1
'- -

et l'estL~teur des moindres carrés ~lnWJlSe

quantitê sensiblc.:~ent é-3a1f.? à

(y - ;; b) t v-l (y .• X b)

Lorsqu'on a lieu de penser que les 8rreurs satisfoat.~ _ a un

oodèlt:~ 3.utcrcgressif s.ÏL1::-;üe, de par2:nètre p \connu~ on adoptera cette trans

formation des variables initialos. C~t'tai.ns écononetriciens ont pris p égal

à l'unité.

Gi ')!1 applique la ~éthode ~limple des moindres carrés pour estiner

les parar1ètres cl 'une rela.tion à erreurs aut.ocorrelées on obtient des esti.ma

teurs san8 biais, dont on 80us~est~c les variances qui ne sont 8n aucune f~çon

. . ,
lUln 1I!le....es.

Considérons 18 nodèle définit par les relations (7) à (10).

y~J:5+u

et soit (l l t astinF.teur d8 S obtenu par la nê,thod" si'?lple des noindres c"rrés

;, '~ (xt.,\-l '"t··,_\., .f\. 1.

;'; (S) - oC; [Ix'x)"'l ',"1 (xp + u}]
= G

car E (u) = 0
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~

Détcrninons la 5latrice des vari3.nces-eovariances de S

(2g) E L(ii - a) (â - B)~ -- (X,:-:)-l X'VX (X'X)-l

51 les ~rrGurs ~e sont pas liées

co~e peur la relation (11)

v " 0 2 :i: ct (2g) se réduit à a2 (X'X)-l
u u

L'eaplai de la formule (11) ?Our calcu18r les vnrlanCCG p~ut être

tronpeur lcrs~ue l~s erreurs sont autocorrclées et ce-ci pour deux ~~isons :

10 ~ ~n 19r-ore de nonbreux ternes,prenons le cas du modèle nutorégressif

donne :
n···l
2 x-x. 1
1 l 1.+-

----- +
n

2
l

x?
l

n

2
l

(1+ 2p
n

2x?
l 1

d'ordre un, la relation (28)

(29 )

Ln formule des noindres caT~és s~p10 s'êcrit

(30 ) Var
A 0 2

(S) __u __

;0

2x?
l 1

81 P est positif e~ si la variable explicative X est autocorrelée positivenent,

la SOInDe des ternes dans la paren"Ghèsc è" la rel::ltion (29) est supérieure à un

et la variance calculée plus grande ~le celle ob~enue par la fo~ule (30)

2° - l'0st~ntio~ de 0 2 à partir d'une série autocorelléc conduit ~ un
u

biais négC'.t if.

+s X

+ bX

-------------..
X
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Supposons Cl:.L' U et x soient autocor_"~lés. Si au poiGt (Xl' YI) correspond

un li positif, il est possible ~ue 123 p0ints observés se répartissent dans

leur cnscnble au~dessus de la dToitc représentant la relatio~ exact8.Donc

une mesure de la dispersion autour de la droite ajustée ccnduira à une sous

estimation de 0 2
u

Ces points sont confirnes par 190x~nen d8S résultats cx~~êrr~en

t~ux. Ln recterche de tels résultats peut d~ailleurs être conduite de uanièrc

systé.nn.tiqu8. Il suffit de fabriquar q p~rtir d 'un nod~l,= autor6gressif connu

U~ certain noubr~· d'échantillons ertificiels et 1c dëterminer les cs~inetior.s

que l'on aurait c:llculi:'~s sur chacun des echantillons si l'on avait effecti"

v~~ent observé cet êchantillon et lui seu~. On dispose aussi p~ur chaque

estimateur d'~utant de ve~eurs qU 1il y a d 1échnntillons. Ln distribution enpl

riClue de ces valeurs fournit une a:pp~oxi.::ation d2 la loi théorique c;.ue l":n1

souhaite COnnf1Ltre. Cette ::léthode dite H:nêthcxle à2 1onte-Carlo" 2. été adcptéto

nota=ent par r;ocilrar,,, ct Orcutt (*) et ,?3.r :1p.linvaud (* *). Cochrane et

Orcutt ont considèTé l~ relation

(31 ) " "
n v + X_ ... u""l L A-

L j

c:' ils ont enge:-,'ir6 x2 '
~. et u se.l.:")f!. les C112Q. I:lodèles suivants
'~
~

(1'. )

(B)

Zt+l -- Z. -- 0,3 ( Zt o' Ze 1) + Et "'l
(processus autorégreEisif du

1; ,--
second ordrc ) ,

"/ - '7 + E (linite du processus autorégressif du pre"''1i~r....t+l Ut t+l
ordre lornque e tend vers un),

(C) ZtH =0,3 Zt + EtH (processus 'lutorbgressif du prenier ordre)

(D) Zt+l " etH (processus alea.toire)

(E) Zt+l = E
t

+
l

~ Et (différence des deux processus elfatoires).

Ils appl iquèrent la :-1êthode des :,lOindres enrrés à 20 ense:lbl'2S

de 20 observ~tions de X2 , X
3

et li pour chaque type de plDcessus générateur

(A, B, C, D ou E) et ils comparèrent les variances des residus par rapport

aux variances des erreurs vr~ies.

(*) D. Ccchr3.ne, G. H. Orcutt - Il.,'\:?pliclltion of lcast Squal'f:lS regressions t')
rclationsr..ip containing auto-correlat cd error t 2rms /T. J. An. 3tatist.
Assoc. , vol ),4, pp. 32-61, 19)19.

(**) 3:. ~·L4.LIlr.JALiD - "Estimation ct prévision dans 1'2s nodèles €concniques
autorégressifs lt Re\'". I~st. Intrn. è.e Stat. vol 29, n02, 1961.



T3.blcau ; Cœ~pD.raison des -r2.ri2.nces

---1

1

1

1

1
749

1

l 725

l 466

4 386

4 3%

va.:r~ancc..:

noyenne des 1
. 1erreurs vral_ss j

V'3.rlanCC 1
1

wOYI~n::t: . . 1

de: :::l~l

1 375 !

784 1

1

1 prcccssus e;nné'P 1 nc:"'1bre de:
nO 1 rateur des varia·.. 1 'ra:iablf:':s

1 1bl(:s ~xplica"t...vès 1 _~llC:2.tlves,- ----;--- --r-----
Il 1 13 : 1

1 2 1 Il 1 1

l '3! 13 i 2 +tPL!pS

l ~ 1 ~ 1__:__-,--_1_:_~~_--,-_.

~n ~onstate qu 9 il y a toujours sous estiw~tion de la v~r J.n.nc c.

Utilisons les foruules (lq) et (23) pour co~pnrsr les varlances

relatives 3.U CO.S dp.s r.ioinàres carr2S sl..'"1plcs et :~ c(~lui des woir.':ires carr'2s

générali3,;~s. COl';siderons ,our illustrer l(; cas d ~une seuIl:: ·I-::~i9,~1E: explic::l.ti~.:-,.;

C~ d'un erreur suiw~nt un proc ...;ssus autorë~3ressif d ;ordre UE. T"ous avons :

s =
Var (e)

( y.v)"l -T'Y_. t~ ~.

__ ('"' y)-l Y 'V·,
- .. , _, •• A

e-* = (:>:>V -1--:) -1 X 'V-1y

var (G*)" (X'V" l X)"l

;2 qui donne è.ans le C:J.S particulier ;~tu0_iL'

Var (6 )
'.1 2

=--~ (1
Il

Lx?
1 l

n.....l
L x. x. 1
l J. 1.1"_

~ 20-----·- 2p
rl-l

+ Y1. x )n

Var (2") -- n-ln
(H p2) L x? - pZ( xi ~ x2 )- 20 L x. x.+ 1

l
l n

1
l l

J'après (5) a~ (1- pZ) =02 d'OU, si les 7 ne sont pas ~utocorrelées ~pproxi-
._ E

::.13.t Ïll"c:lcnt :

var (6*)

var (3)

l,;n nè.~ligc~nt 1(~Gc9n.ri3.nc2:s sérielles. Si po~ 0~5 1 'efficacité d~s noindres

c!l.rr&s sim:;ücB est 6g<'.:.le ~ fI) .., de ct.lle les .::.oind:cc:3 c~rrês ~itnêralisês,

tandis o.uc si p :.:: 0,9 le ra~?port n'c~)t Que de 10 ~.
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4 - La statistique4de Durbin .. i!atso;). (*)

IJous 5vons vu quelles pouv:lient être les conséquences d'une

appliclltion brutale de la I!léthode des !Joindras cllrrés sinples ?i une relation

cooptant des liaisons entre erreurs. Pour tester l'existence de telles auto

corrélations l'f~ploi de la st~tisti~ue d d2 Durbin-Watson est perticu1i~r~

nent siJ:::lplc.

d :

rapport

Soit Zt {t = 1, 2, ••• rd les r~sidus d'un nU9..ge

.J une rêgressioll ajustêe. Nous è.éfiniss-:>ns :
n
L (Zt - Zt_l)2

t '- r

Z2
t

d'observations

ùurbin et 'lat SOl'. ont calcul.. des bornes inférieure do et su:;érieure d en
1 s

fonction du nombre d 'obsGrvation !1 et du nom"bre de va.!'iables ex;üicatives k.

S1 d < cl 0

l

Sl d > d
s

si d·<d<d
1 S

01:. rejette l fhypot~~èse d. teTrèur~; aléatoires

on adaet l'h~thèse d'une autocorrélation positive.

on ne rejette pas I 1hypotbese à 1 erreurs aleatoires

on ne conclut pas.

5 - :~éthodes d. 'estimation

Lor~qu'il Y a autocorrélat:i.o::'l des erreurs, trois méthodes pr lnc 1

pales d ~estimation peuvent être employées

( 0' ~ "l, on connaJ.t ;

ceote aituation est idéale ma1S innaccessible, cependant dans ce

cas, en a

fl*=

var

(X' ,-lX)-l X'V~ly

(8 ) ~(X'V-l X)-l

(*) .I. Durbin~ G.':. Fatson "TestiE~ for seriaI correlation El least squares

regressions" Biometrika, 1950, partie 1; 1951, partie 2.



??rlois on dispose d'un estimateur

plaçant V par V, seront sacs biais

( -'- -1 )-1
X' V, X

.L

'3(, -

V1 de V, les estimateurs obtenus en rem··

mais la matri~e des variances-eovariances?

connue avec inexactitude, il faudrait en

(v'" -1 ,,)~l X'" -1 _; " -1 ,.
.il. "1 A ~ i If VI

fait prendre :

(X' v
i
- i X)-l

qui fait i:1tervE:nir if qui 0St inconnu. ~outefois, il est prétÊrab1 e d 'util': se:;

un estimateur ~~parfait ae V plutôt q~e d'utiliser les moindres carrés si~ples.

(ii) ;orocéde itératif.. _-- --.. _.. -- ---

On utilise les moindr~s carres simples en calculant,

è ~ (g' x)-l X'Y

PU1S on calcule les résidua

û~y .... X~)

~uc 1 ion 'ùtilise pOUl' estimer le. matrice des varia!1ces-eovaria!'ices des er!'~urs

V,,=ûû 1

c.

puis

":f3.is malheureusement V2 est singulière

•. 0

û
l

û2 û
l

Û û
l û1 · ..

A 1
u' li

1
,

11
1

V2 ûû, -2 Û,., Û
û2 1

U2 Û
1

_ A

Û
2

A

0= 2 A < n = u 2 · .. 'iln ul") ••• ~

<

-- --_ ..

Û VI Û v2 û2 Û Û ... Û
n n n n n n

Il est ~êcéssaire d'admett~c que les erreurs obeissent a un ~odèle

autorégressif fixé par exEn!Jle, le :.ioclèle sinple

puis d'est~er p en calculant la régression
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le coefficier:-, r est alors utilis'J po-rr transformer les variables en

(y - rY_ ~), (Y"'t" !";:'t 1)' ••• (X - rX 1)
t -C-c.. .::. c:;. ,. kt kt-

et on applique les moindres carrés s~ples aux vark~bles trans~ormées. Si les

!'ésid,us 'lui en résultent n,; 50:1'[', p:ts autocorr.21ées, le calcuI est arrêt(~,

S1non O~ effectuo un~ deuxième cJtimation dep qui pernct de calculer un deu-

xième ensè!.1ble de var iablcs transfornc.::s, et un nouvel ajustc;!ler..t.. jusqu'à

ce que l"}s résidus ne soient plus autocarrélés.

(iii) Est~ation de tous les nar~~tre5- - - - - - - - - - - - - _. - ----- -- - - --
Soit le ::lodèlc:

Y·-.i:}3,+u

o·.:: X sc.tisfr.it -Z! modèle autorê.c;ressif! l)n peut t:::ouver une matrice telle qU2

rrU::E

où les E sent indcpendants: , c€ntrcs:, de var2.ance cOD.stantc, si ë.e plus ils

suivent un·~ distribution nor.'!Jo.le, on peut rcc:llercr:er des 2stimateur.s du :laXl:lur.'~

de vraisei!lblanr:,:~. On mini-'nisc alors ;

(12) ~ Y' r'TY ~ 2 B' XI T'rY + B1 X7 r'TXp

2n derivant par rapport am:: élf.;r..cnts de B et de T.

Durbin (*) a propose ilne nétl10de d lest inat ion en deux éto.p;~s, /lu:

est plus sÎ1:mlc. Elle fournit des cstinateurs Qui ont a3ynptoti'1.ue::lent la nœe

espérance, st la nêne matrice des varianccs~ivarienc2sque ceux obtenus direc

tement à partir de (32). ~urbin raisolli,e sur le Dodèle :

t:~ ••• , -l, 0, l,

(t=1,2 ... ,a)

oii {ut}est

(3h)

Y+_ = Ill;ct + ... Il X~ +ut_ --2 q ':Iv

un processus autorégrèssif stetiormaire engendrée p~r

et où chaque sÉrie :·~il' xi2 ' ••. (i:::l, ••• Q.) est une série de constantes

donnces. On supposç qU2 les Et sor..t J.nd~pGnda:1ts" équidistribués, cGntrés, de

v~riance constante.

(*) O. Durbin "~:3ti.nc."ttion ,)f parar.1et n r::; in time·",series regresSlOr.. moc1els tl

J. Royal Statist. 30~., série B, vol 22, nO l, 139 ~153, 1960,
!
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De (33) et (34) on tire

soient - al' •.• , -ap les coefficients de Yt - l , ,,;Yt - p dans la rél>ression de Yt

par rapport il. Yt - l , Yt - P' }:lt'· .. ,Xqt ,Xlt _l , ... XC[ t-l' .. ' \ t- p, ...X t P
'l - •

Soit

et

alors 6 J!

de v part

exEJ!!lple

tl;;>,.. ... 6'1 sont les coefficients de "lt" .. "'lt dans la régression

rapport à "lIt' ••• wClt •

Soit :

Yt = 6Xt + Ut

à la pr~ière étape nous calculerions la régression de Y
t

par rapport à Yt-l'

X
t

et X
t

_
l

, en désignant par -a le coefficient de Y
t

, Puis nous calculerions

les séries 1

et la régression de v
t

par rapport à "t 'lUl. fournirait les estimés de B

6 - Probl~es de prèvisicn

tes liaisons entre er~eurE se rencontrent rréQu~ent dans l'esti

mation de relations ~ partir de données c~Donolo~iques. ~icus avens YU, ~ue

les estimations étaient anéliorees si l'o~ conn~issait la structure des li~isons

il en est Je même pour les prévisions.
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30ient les obser"lat ions X
t

, :!'t (t=-:i., 2) ••• n) ct le I:l.odèle

(1) 'ft - CL '0 BXt + Ut

(2) Ut _. 0 1\_1 + Et

et où s~tisfait aux ~'1?ot!1eses (3) • ?~évoir Yn+l S.3.c:m.nt X
n~l'

On a

(Jï) r: (Y"-H / ill " .. u ) - ct + B -.0 + (u lu U )~

n '1+1 n+1 l, ... n

= et +

d'o~ en ~~loyant la relation (1)

(~C) C': (YlO+l/U
l

, ... Un) ~ CL (1-· 0) + S (X
n

+
l

- pX
n

) + 0 Y
n

E [(Y,,-H- PYnV(ul ,

3i 1 ton con?'laît p, on êcrit (1) sous la forne

qUl s~tisf~it les hJ110thèses de la ré~ression s~ple. E~ appli~u~nt l~ ~éthode

des moindre3 c~rrés sioples, on 00tient le weilleur esti~~teur linéaire sans

biais de Y - oY c'est-ii-dire
'1+1 "

d'où

(41 ) v'" = CL'" (1- p) + C"'('· - pX ) + pY" - " -1::+1 n·,. n n

(42) = CL"'+ ,,*X + ~!n (ct'" + r!X il-.... n+1 nJ

Ainsi le ::lCil12ur

- il utilise

estinateur de Y l
~+

l~ connaissance du

3. 1eux propriétés intéressa.ntes

processus autorêgressif,

- on corr~ge

perturbatio~ pour

CL '" + s"X »ar le produit d~ p
n

l~ periode précédente.

p3.r un esti.r:J.o..teur de ln.

L'ut ùisat ion brutale des noilldrcs carrés à partir de la rClltt1i.ion

(1) ~uruit conduit a -y = â + 'Yn+1 f.,U·n+l

r:ui est d'une ?n.rt biaisé, dt autre part L~01ns efficace qUB (1~2).

Ces résultats sc gcntrnlisent ~ un nombre quelconque de variables

explicatives.
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Exerc ice
,joient les donn:es sur 1.::. consa:::rr:1ation Y ct le rl~venu fi: .'lUX Eto.ts~

Unis, p:lr 10.. L1i..:thçd~ des Y.lcindres c~rrês on a. c:::lculc

y -.:: 7,0 + 0 ,)02~ X

1955 i

195( i
1;'57 !,

1951 i

1')52 i
1953 1

1
1Q<;4 ',/ !

2034

l 'J.nn·.::c

1 (1)

r- 191:D

1 1?49

1930

, "'"Y' ',_ - - " ..... , :
con~_...u "-0""', rl;:v~nu 1 y ..... A..... 1

1 t . \" 1 'r _ 1 li 1 LlU 1

! 1O~ (;) ~ /~L+-~_-r=-+~-)_i
199 Il 212 ! 198,3 1 0, 7 1 3,2 1
204 1 :::1

l
j 1 200,l 1 3,9 Il -3,4 I[

216 231 215,5 0,5

aS '237 l' 220,) ,i, -2,'1 ; -3,4 1
..0,3

221, 241, , 227,::>/, -3,2 1,1

;::':'·5 255 237,1 -2,1 1,2
233 257 238,9 l,' , ..0,9 3,5

25G 273 253,4 2,6 9

1

-1,
263,3 0,7 60, ...,

270 ~__2~~__ 2:;3--'~__!_l, : ,

hil1brds de
dollars 1954)

Û :: y - y

nous calculcns 1'], statistique de Durbin""F2.tson

valeur qui indique une nutocorrel~tion ~ositiv8 des erreurs. Considérons ûlors

le !:1odèl::: :

Û
t-1

On dôfinit a.lr~rs It::s vnris,bles ;

0,457 y ....1
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--------,---;x~-__;__

1,5

-5,0

-1,9

1,2

1,1

0,7

2,J

!1 li 't

0,3

-3,1

-1,9

...() ,8

-0,1

-0,7

l(~(j ') 3

121~ ,0

122, 1~

13~, )~

130,7

141"h

11,7,7

1)13,6

, 1 uAlt
1 y t i

~-~l- 3,3
1

X't

117,1

133,2

131,4

135,7

140,5

155,6
159,2

160,2

132,6

130,6

1'47,2

147,0

149,1,

1935
2956

1957_----'__---:._"-__-'-_..L--_---:. -'- _

, o.nnee 1 Y't

1 19 JO--+- 113,1

i 1950 1 122, ')

: l;'C:l J 'lC'.,
1 _:;1.-'_ ! .J.._.:t,...>

l 1952 t 12~ ,li.

i 119'; 3

195); 1

!,

L'applic3ticn des uoindres carres donne

Y't ~ 2,6 + 0,911 1, X't

on c~lculc alors les résidus û 1t, ~uis l~ nouv011e valeur dl ùe l~ statistiqu~

de Durbin-~]Qtson

dl :: l,ln

qUl siBnifie QUo l'nutoccrrélaticn ~ ~resQu~ disparu.
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"11 " ,., ... ''; .- ,--
'+1i

1~ ln
1

utA'Au ,.
1

u1 ' li,." ... , li 1 li2
-,

~ r-
I,

1-1 'i-T
n2 " i li

n1 nn n

-,
i" ll + i-:2 w21 + ••• + u~1 iln1 ;··· ul -ri1n + ll2\-'-2:1 +•• •un~.[nn!

li
!O

+... + ?'i-T 11 li
- n-1,n -n-1 n

- 0
;1

11 "12 ... 1-f
1n

li~ li L. li U
1 1 1 '1

"fAuu' ~
li li u

2
U2

u.., --l n.
1

i
\l
nl "n2

... u
u 2 1nn u u .... :n 1 n

tr (.\';\ li u') ::::: 1rl u 2 + Il u 2
11 1 22 2

~ " ,-
~ '- '12 + ••• u

n
+ 2 ,;

n-l,n
li li

n-1 n

D'où

= tr

= tr

'1
tr (A '.'.uu 1 L
C· 'A S(u u' n
(A'.\'V)



?,UELQurs POI~~:~8 Ft'frrrCü'SIERS VE L' [·.rtJDI: D!:S -IODI:LES

Hous abcrderons successivc:J.cnt

l~ collinéaritc,

l'h~tcroscGdasticite,

les ::lodË:1es a rr.;:t.:t.rds cc '::,elol1n..;s ,

l'introduction de v'J.ri~.1Jles fict ives dans les T_:cdèlcs.

l Colli~è~rit6

l",vrS1.U2 les v:1ri:J.o10s '2x::?lico.tivos, ou un'2 pertie d'entre ellDs,

sont h~utc~ent corrélêe~, il dcvie~t ~res~uc i~possi~18, O~ Dour le ~oins

très difficile, de Sr2:9J.rer leurs 0ff0tS • .\. cett2 situc.tion ~orr2spond. lE:

problè:-:w de 10. collinèarit6 des "':1ri~:')~es .2xplico..~jY0~.!

~Io"J.s considL'renons trois CQ,S :

( . )
1, Sup::.:·osons qu~ 13. th~crie rl01.lS conduist2 ri sUJ::nser qU(! Y soit

liCe ::~ X
2

ct :~3 :I0ur \lne rel;),ticll li)1~1..ir(? :

(1) v::.:: r.. .1. 0, Y . () ·r +
-t '1' "2 "-:Ct ~ ~3 A 3t Et'

~';. ::.,)artir è:2 n observo.ticns, nous dêsir:Jns 8sti:..J.er les :!o,rn,1".l:-trcs de 10.

rcl.'1tion (1). Haus s'J.vons 'lue! si l1QUS c;crl"'0!18 ;

-, ; ..... "'1, X21 z~, 1
1 v 1

1

00 ,
1

- l, ,i 1
,

i 1 1
v ~i v fi-'- , C3

1- Y~j " - x''")'J x3")~ ;, -; f •. .._ ~i ,
1

, i ~

1 ;?-, 1
1 1

1 Y i Y..f)
; . ni ,-.i1 .)L ~

--
( cm. introùuiso.nt 112s v:J.rin.blcs cr-;;ltr..::cs)



les cstinc.tcurs des noindrcs carrt;s sont donnês par

~ = (X'c)-l X'Y

8"VCC

CŒtt-:; ::J":thcde Gst :')rise el! d,.f:-..ut si i :{':q = O. 3upPoGo:lS que X
2

et X..,
.)

soient li~s ~~r une r21~ti0n lin0~irc stricte

:;)ou.r tout t,

cl 'su

_T'

d'où Ix'xl .- 0

::x2i:~:?le d ~un cas ::.:::::1rfa.it de cc.lliné3.Titc, cu il est o.OS:Jlu.:l8l1t i:1possible

de Sé:,x1I'Cr les effets de:; X et X.,. L:inter~r_t.'J.ti0n :;eO:".êtriqu0 Est tr~'s
2 .)

., t' T • • t l' " , 1 (-' y) t t d" trf..:Vi.:_Q.. r1.Cc • .i.J'::S ~!OUlI.JS son a lsnes C!.E!,ns _e ::!!1r1 /'1.2' "'~3 ~ en er aJus er

un ;-la.n, revient ~i r~chp.rch2r un !~lc.n ve:::rtic'J.IG

Rcvcncn:.:; ~:u c'~s rsu1(::rJ.l ·:nè ~ est -:1' .'rdr;, r' x 1:, un\~ rclt:.ti::m. strict~ (,r~,trc

c;.;rtr-:.ü12S YG,ri,.....blcs Lx!,J.icu.tiv~s rbduit i:. une v31cur r(k l~ r2n:; da 1CL

jJ.:.t~'ico =~'i:{ ••\:.;rc.~:3 jJ.rr:.ni:sa.·1(7::'lts cl0f; li',;nes d~~ c,,:;ttc ~.lC'.trice or: l:cut ccnsidê:rGr

que 185 k""r dernières li3nes SC:1t lir..,.;~~irtEc:'1t (~:..:/~~dD.nt.~s dos r ::.r-:;:·:i;~res J

ct J.u lieu de !".1isunaer sur l' ense:.:::..blc cc:.l:'.'l ct d' c,qu:,~t ions nor:~:'2.1es :

(?)

(3) J~ =7'r Y

r :œ(:-lières v:2.ra:lbles .::.:..x.:.:üica.t ives. J ::. 'lU :'::'~jins un :.:iuf.;ur à" ordre r,

nSD nul. 1u':"csons :):J.r sX:'~~~lc que les r ~,)rc:.~ièr(;s colonn0s d.~:: S saic!1t

ü~c!I.:·~;;ndo.nt.cs. ~~oas ::OUV:"~1S écrire (l) s-:.::us l~, fSr:10 Ù(~ :

( 1: ) ,. ,
/.

r



,-=- .~) ",.

en partitionnant :3 en une l:latrice r·':6uli.~re S~ d'ordre r et une !'1atrice
.LA

d~ordre r:~ (2::.-r), 3.1.!1S~ que r; • .3upposons que B, soit connu, on peut
"\:"",,r

~lors résoatrG (4)

(5 ) ~-l
,--

1Br
y, '; B-- ',)-: ! A ,) "r '. ' ]::.""1' 1

Une soluti:)~ .'),.no.logue :98Ut être obtenu PQU1~ tout ens8..l7l"ble de; r colonnes

inclepend.:?:J.t.::.s à8 :::, Il est ;:ossible, ceper.d3.nt, <lue mœ8 si k-r co(~fficients

sont connus .... ~œiori, les r coefficicp..ts l"'estant puissent correspondre ;i. nn en~

ensemble de colon::1es d6pcndant'~B, é!uq"J.f;l C '13 il n'y z. pas de solution.

?011r illustrer cette tcc~'uliQue, considerons le cas ùe trois

variables, la relation (~) pEut s'êcrire :

S :L

'[LX;> X~I
- -.:J

est r;;cJ.ondant et Cl) s'êcrit

si est co;:;.uu, on trOUY2 :

LX2

A

LxnY..,:! LX2
1 .. x~)" - " -. C

A " 1:'3 \,y f)3
( (, ) p C J :,.

2
L"~ L;{~·'"2

lJ.ui est 1 icstl.I!luteur de la. ~?ente de la drcito de régression d,) (y W," 5~x .... )
J .'

:Jar ra:?port ~L x
2

• .La techniqu2 d' ,~st :W12.t ion déduite de la r81ation (;:i),

êflUiv3..ut .\ corr:I..;cr la variable dép'2ndE.l'lte dt: l'influence dcs variabl·:;s expli·

?ativ_es corrl~sl')':-:mdant aux cOf:ffic ients cc:_n;~u.s, p~is de fe.ire un.,) regrF-JSS1C~

ces r0sidus Dar rapport ~ux variat1 2s e}~licatives restante~.

:'::;l-;;'tt..:.: technirrJ.G ne convient ,::,::ponde:r..t pas toujours, :?renons 12

cas c1,~ tr:Jis vG.rin.bles i~t sup~:)sons 'l.US l'sn c.it

dovient 31')rs 1- • - .
i

. ,
r- 1'-- l' /.."2

'-1 j Cl i LY 1, :.:.
L

C '2 ! .,.~ i 1

,
Iy~ L,,2 i ~~ 1

;;:1
1L" k

~::2L A" ~-" i , •.~ 1 J~ ~ ~

1B~
'. -1



A

S l 5..... -:u 6.... sont ccnnus 0::'1 :peut en deduire 128 doux ::lutTes, malS S 1
<::. j

connu 12 !1incur

i I-'2 'I X
2

,-

1 "~ '.'
1 I--2 '·I ,,2

L...
.'1..

2 ""Cl

(j est
1

(ii) Uj c~s nClns extrêne ~t plus vraisemblable est celui o~ il existe

une c-::;rr~lation fO.It~ (sans lic.ison Dtricte) 8P-.trc 128 variables ·3xplicatives.

Dans le CQS d(~ tiDois v~'!.ri2blGs

vo.r

.- x
2

b 2 ?
x
3.2 b~ 2.'

Ar
c:

(b~3 et b32 cCGfficiGnt de

régression sim~le)

L~rsqu1 il y 3. une corrélation forte entre X2 et X
3

' Lx~. 3 et

Ix; ,.., sont petites 2t decroiss--=nt lorsque la corrêlo.ticm croit. Aussi Y-G.-t ...
_" t:::

iJ_ UD2 très forte Ll;lprécision quo.nt il. l' 2stùne.tion d0S 2ffets (les v:lri3.bles.

0 2 est e~ gêné~~l inconnu, et 0~ l'estime sur la ~ns8 de Ixf.23'
Il n'y a p~s de r~ison ~ppo.r0r;tG ?cur ~ue cet estimateur soit biQisé en

baisse lorsque ln. corrêlation z!ltre: v:lriablcs explicatives croit. !Is.o.veillo pense

que "1'esti~o.tc:ur de 0 2 niest pas diminué du fait qu,,; les v!1ri8.b18s indé!Jendantes

sont fort2T:~Q:lt carrelées". Ccp,::nda.nt :)t~JDC) 50 bo.sn.nt sur le :f3.it que :

v.:::r

1 -q2
-1.23

2 .

r 23
':'"12 ==
"1.23

coeffic ient
multiple

de correlation

-::: coef:'icient
simple"

de correfhatiun

et qUE '1 2t r2~ s')nt voisins de l'unitê :9r:nse que var (ê,,,,) peut être
1.23 ->.... c.

fQible ~ar r~p?ort ~ 22 cc Qui ]eut entr~îner la c0nc1usion c~ronè0 selon
A

lo.r"lU8J.l02 CI") cst rel.,.tive.:1eLt bic~ déternin6. ;Jtone :'::0se 2TI fait i2:?licitû'"
~

~sr.t qU'U~2 c~rrélo.tion crsiss~ntc entre v~rio.bles ~xplicativ2s entrainent

~êcéss'\irU'l~nt une di"!1Ïnuti'Jn de LX1 :
23

(d.onc un o.ccrOiSSGr:l8nt de ]f.23).

Ce qui n' .;st p:1S li :?rlCrl exacte ni nêt12 confirme: 2!c.r 112xpEr:'lI'1;~ nur1êrique

suivant.
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0n ~ construit les v~leurs de X
3

de t~lle sort0 ~utel1e scient ccrrêlees

:lVCC c e11 cs d,.~ ù 2'

Les !J.oindrc2 cC1rrés o.~1:?liQues ?. ces d:)~!1ées donne

_2 - 0.74 - 2 0.9991 Lxi.23 3.1 Lx t3 ~ 261.9
'''l')~ 31 0"( - -
'-~ .,- ....

P-, _. 2.0~C v-~r (rU - '). Ol~;)

Ex&:!innns c.~ Qu'il result2 d'U!1 :l.ccr,~ i.3scn~~nt de 13. ccrrCüo.tion entre X2

et x
3

• ?renVr!s :Jour v les v:llcurs

-2, l, -l, 4, -4

C'Gst-~-dire ~llJinuons 188 v~l~urs initia10s en les divisant par trois.

L0S ~0indr8s carr~s d~nnent su~ l~s nvuvelles donnces :

r 2 '~O.0~2:3 • -

ïi
2

= 2.20 v'J.r (S...,) = a.lSh?
~

~ 2 l,.. ,;LX-. ?~ ':; .,.
-'~.,

LX
2
2 ~ ~ 36.:;
'"

L..l. ccrrLla.tion ~~ntrc vari:lcles cr--lic:ltivcs est ::<asse~ de O. 14 é~ 0.9(;, ::.e.is

cll~ ne siest ']:i.S :1ccO~_":':l3el·:(. d'une réë..ucti0ll de Lxi ,.,., qui en r6alit~ au~-
" - - ...... ''-; ....

!J'~!1t8 d~ :..>;1 _ l=:.)s qU:2.nt -. 1~ V.lrH.l.!lC2 Ge 3..... e110 n. et~ r.:ult1"~11.0e par
Co -

12.

(iii) Il s'agit d'un ,roblè~~ etudié pur Frisch. Su~posons ~ue les

vo.riabl ....:s 80 1_CO:-.~?CS;2nt ~!1 deux n~1.rties :

une COT.1IJ:JS3.!1te: systt~I.uti:J.ue X' it

.. un·:.:: COi:l~OSo.nt3 d'~rreur Xit

it

."( :::: 'l~ + v'~
~ït .- it .1. it



.n 1;3 -

et ~uc 13. thecrie s)\.-cifie une relation linêc.irG entre CO!'lposn.ntes systé
!.la.tiques :

~ ~ ~ S'"
'1 ? .. 2 ~ S '(' ..,

l J

il pst ~'"l"")ossibIc de dèteI':".:incr t._ ct- :J

:3' il existe une rclc.tion linéaire strict2 Q!ltr'~ ::';")
c., .

'.2.J.5, C0

ct X'~, co~e d~ns (i),
~

fa.it, peut ê"tre n~squt

en pr:-:..ti~uc :?o.r 1'), ?rE..sence cl' .=rrr::urs cl' G~)sGrvc..ti(;~, et li np::?lic:lt ion d.:: 1::t.

l"h~thod'~ des :.:oindrcs c3.r!"cs peut conduir.a dG:s est :be.tions en !J.!=,p'J.renc (:

bOnn2G. 6.1()r~ ~u..:.· les 'l!'a.ies valeurs sc~t oJ.ign6es dans un espaci) f~ trois

di-:'.~Dsic~'3 lr:s v r..1eurs obscrvc2s S'):1t dispersées du fait des erreurs, et ce

sont c2-11cs-ci qUl. s::rvt.::lt de :)Q.s~ ~ l'astin:.ticn.

st il existe une corrêle..t ion élcyr:,c entr,3! ~2 et X
3

l'est i:.l3.t i~:l

risque cl'ê'tr2 encor d-:?tlinéc :::'.J.r l€'t> :~Tr2u.rs. ~risch .:t :ns .. IJoint U:18 :::lê-

thod,-'! cl' J.nr.lyse dfl.ns Cè ~2S. Il ?ro:pcsc (l(~ dfterniner differents ~l[ms de

r;5~rcssion, Cl1 ':":lini:lis.J.nt 1:::. SOI:JJJ.C des c2Y'rés des r\~sidus clc.ns differèntcs

dirt.:cti:'lr.3. :Ji :025 rc::sid:ls s0nt :tl~~t:)irps, les l1l~ns cbtcnus 5€!'ont tY"~s

difi'~r2!'.ts ~lcrs qu'ils S2r)nt :yr8c:lcs dn.~:s le c~s c::1tr2.1r8.

(iv) L ~ re:"1.'dc :l le. c011~!l<;~c.rit::: cst clJ.ns l 'acquisition d~ nouvelles

d:-nn6e:5. ~2S ::~·..i:·lières :tuie:s de 12 d,:;:::.n:le, b3.sces sur d.~s dcmuees c~Tonolo

gi~les, r~~ccntrèrent des difficult2s dU05 à l~ ccrr€laticn ~ntre ?rix ct

revenu. :. 'utilise..ti::n cl'.'! clonn6es :?onctucl18s n. pernis de détcIT:).iner aY8C une

bOTh~e :pr,-ci~-JiG!l l iinfluc~cc du rcve!lu. 8ctte utilisJ.tion con,j8ir..te de séries

cllr.)nclc-:;iql..~es ,:±, de ù=,nnées ~snctu211cs est ::l.:.i!lten.1.nt cle.ssiqut: d.::.ns C2

tY?c d 1 ,~tuû.·~n. Ccrt['.,i!l(~s difficultés 1e s:;:Jêc ification et d' intEr:?rét3.t ion

L-:rsqu8 l':)n se ~ro:,':'sc d·? f~ire ùcs previsions ~ 1:;. corr.élc.t ion

0ntrc v'lri:l.bl_s explicatives es"t i::.::')ins :r'J.ve:, dans 10. nesure o-~~ elle 3. :'outes

lèS ch~nccs de se pcrpctu2r.

Une des hy-poth;~s(;s du ~!odt;12 lin2D.ir0 de le. r~~r0ssio~ est que

r (uu') = 02r
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:::::;ï~ not1:tio!: ~:J..triciellG on e..

(7) ~ . X8 + u,

::Y.Jsons que

(::: ) E (u u' ) . 0 2

! ()
ct dcfi.nisso!""s 13. !"1.1tr iCE::

[rH

~

diusonalG

o 1

1

1r,>..p.!

.J

:Sa rel3.tion (7) s '~crit sous 1 ..... fCrrl2

(10) i ,\y =l'.X ,1 +,',u 1
'. ---" ----_ ..'

et 1:1 :'Jlltrics d2S v'::rianC2s-c·~v'J,ri.anccsdèS erreurs trCl.nsfoTI::i€es

un nulti~le de li unit0, en effet

1"' ("\u u' ~,i) ~ 02±

u est

lÀ.
l

lÀ.X.:L 1.

Ainci ~eut en a:nli1ue~ les ~oip.dres c~rr~s s~~les a la rcl~tiQn (la).
(u) !~ = (;:'. \ 2X)-1 X',. 2y

ct

~~ns le c~s d'une seule vari~bl~ 2XDlicativc

l i...x. 1
1 l L

1

l> .X~!
~ 1.'

et 1
A

l ~~ l lt'l À. + À. y - >.. ~ .
(13)

l '- l ~'ï l l

i ~ ~ YL '{~ "'lU:. vp. x. "-
\."1

,~ -il l " - l l l l

v::..r

3i nous

A 0 2 1À i
(G ) =----.---------

2 (' L) (, À. ::~ ) _ (I-L ):.)2
L 1 L1.L l'lI

avions :!'~~liqu6 direct'0.J2nt les :10inclrès co.rrts à le. relnt bn (7)

nous aurions obtenu :

) * _ ( 1 ).1(15 Il - X X



.,. ~o -

~Ul est sans bi~is et düp.t la netric~ ècs v~riences-covariancesest dcnn6

:lar

Lorsçu' il Y ~ une seule vari~ble explicative (15) et (16) do~~ent

f n Gr + st Lx -: Li
i

t
"1 Ix + s;I ft2 =IxY

Lorsque le:. ::J.:Ltrice ..'\ est connue 12 choix entre une a.p:)licc.t ion directe des

~oindres carrês ct une application a,rès transfor~atiùn se f2it en con~rant

(12) et (16). Illustrons cette conparaison dans le cas d'une variable expli-

cative en f'J..isar..t cles hJr:1othèses sur 1:1. for~lc de l'hétéroscéda.sticité .

.]up:;;osons Cl.UC:

(19) '"' (u?)
l

situation Q.ue l'on

i:::l, 2... n

rcnc~ntre dans les enqudtes sur budjets.

(20) l
X.

l

Le3 relCltions (14) et (13) donnant

( 21)

(Ix. )
l(6*)

2
v'J.r

( I X~) ( IX,)2 - 2 n(I x~)
_ a 2 l.c l

ln y X? - (I :,:.)2'; 2
\__.'-'l 1.,J

?rBnOnS pour v~l~urs de X : 1, 2, 3, 4 ~t 5, on trouve alors

var S2 0,69- . .- 0,56
var f~ 1,21..

~

on choisit dene 62 ,

ci nous appliquons la relation (20) à la relation (la), on obtient

l
1::::: 1, 2,... n v. = u./X.

l l l
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Traitons ~~intenaht 18 cus ou

et

E (U?) =02X.
l 1 l

À. =y-
1 .'i

relations (14) et (13) donnl2~ü'j

2( lI::.)
=0 2 ]. _

1:( l/X
i

) I:z i _n 2

(1: X.)3 - 2a( 1: ::f) O/i) + n2<L:{~)
'ro.r (Il *) =02 =--:-' ---0= l

2 \~ N cL Xi )2Y
ct l'c.?:!lication nUL1éri~ue

'l:J.r (13~ =
--- .. 0,13
vur

=ontre que les noindres csrr6s ~];liqués directe

::.:·.:!P.t donno::' de neilleurs résultats Clue :;œ~cédro-

~ent.

3 - ~1-:>d21es1. ret?rds échelonnes

Ju:":"::::;sç,as lue les vD.l~urs de: 1'3. v:1riable de:~nd.:lnte soient

liées, l~ cas 13 ~lus s~~12 est:

(23) : Yt - C< + 5 Yt-1 ., Et :

On suit ~u'u~c des conditions nécé3s~ires ~our ap~liquer les ~cindres carrés

est :Iue, drt.ns le cas d 'ur.~' seu12 ·J"q,riablc c.:x:,lic3.tive on élit

(24) - (
.!....o.( E.,.

! "

= 0 :.: t, \Lr = ••• -l, 0, 1 ...

Cette conditiol". ~ignifie {}.Uè Et est indi:;~nd~nte è.2S v2.1eurs futures

s0nt2s et ~;~ss(:es des vo.riàb1cG ex~:üicn.tiYes. J 'o.r>rès le :L.1odèle (23)

X
t

::.: Y
t

-
1

, donc Et influenc,-:: Y
t

-;X
t

+1 , .:lussi Et n'r]st-ellc p..l8 indê:;>endantc

;les v'J.leurs futur3s de le. varie.blc 8X]licativE:. L·a~),lica.tiQn des !:loi~dres

cB.rrés d:lES cc c~,s conduit 8. des est 1.:.1'J.teUYS biaises ; ils sont cepcnd:lnt

3.aisoIUlons sur 1-= modèle



..,. ~i2 .,.

(~t SUp~)osons Clue les Et soient nor:-:nles, :i.r:,.-l2?c!ldllntcs~ centrl:cs de v2.~i:-...ncG

02 . Su~posons 1ue YI sait fix8e~ ct donc ~ue la suite des v~leurs dé~end

des n-l v~surs E~,
"-

E • L::. l'onet ion lL; vraiser::-ü3.nce s ~ 1.;(: rit :
"

f (s2'
\ f ( SC' ) f( E ~i) fi c )E? •• s ) -- ...

~ 11 é \ n

1 1
n

-
)"-1

ex:, (~ L s?)
( cr /2;; 202 i=2 1

1
:::;-!:._~l

(cr 2rr r' -
, 1

G"1- --==--.,
n

l
i=2

(y.- Ct -
1

"

BY. ) 2 !
1-1 1

naxir:1is'~r le.. fonction de vraiSel:lbl:1nce ~~uiV'e.ut ~:: ninLY'liser

Ce qUI conduit o.ux est m:lt0urs 1GS :loinè.:""::3 ca.rr~~s Ct et n en rés.:üvant

n ~1.

Y. Y 0 â l Yi - 1
"~. ' s l y 2

1 î-l i=2 i ·~2
i-l

Y.
1

r:.

Ci + 13 L
i=:2

Y. l1-_

alnSl lorsque YI est fix6, nous obt2nons rlc~: estiru:.:.teurs ;).sy;:;~t0tiquenC"nt

e~fic~ces et corrects.

JUPJcsons que YI soit ~lcnt2irQ, nous obten~ns :oartir de (23)

(26) l
r=O

r
!3 IBI < l

(27)

(23)

cO::Jr.:e c est !lo!1":'~.'ll, Ytl J est aussi r~t 83. distribut ion est cntière!:1ent définie

:nr les !'èln.tions (27) ct (2:]). La densité de !lrobabîlith de YI s'êcrit :

.,
.__~_.)2 i
1 - 8 1

et l~ foncticn Qe vrQisenbl~nce d'un éc~~ntillJn

./,:,::"cr • '-- Il

('[ - Ct --t



LGS esth~teurs du D~Xll1~~ de vraise~blancc sont diffG~ents de ceux des

:?O ir.dres crJ.rrés, :71J.is ils convergent ,-\sYlJ~)tQti-:..;.ue!:lent les uns vers les

:mtr2S. (*)

Les écono:.1ôtricicns ut il îsent très souvent cle :)et it séchant ilIons

.).u~3si les =.;ro,?ri6t 28 :1s:V;;1:;toti0_'les ne les int6resGent-ils :?D..S bc'lucoup.

[ur~.ric.z (**) :l étudié le bi:J.is des cstirtlteurs, sans en étudier le. valeur.

DctGrI~inons en le f; igne. 30 it :

(23) v
't

l'esti~at0ùr des ncindres c2rrcs de 6:

=
(y . _ y)2

t .....l

+ ••• + Y )
n

y J.
(YJ. Y )='E-l + ... +

n-l

( 23) =
(l1,1:!rë?s Y _.

,~ + ~
'C +" E

y) St

( 30) et

r:.

l (Yt - 1.... t:=2
S = G +---------

~ (?) con~rend donc I10spérance du quc~ient (),Ul est dif~ic ile ?t êVD.luer.

('o:r..sidérons son signe, c?cst celui du nl.lrJ.\~rQ.teur. (23) donne:

(*) 'lljalling ~. \os:)l:lans (;.:::diteur ••• ) ":Jt.::.tistico.l inference in dyna:1ic

cc::n':;T.llC I::Jdf;ls Cü....tlcs CGLl""tission !onogr.:'l.ph 10, ;o:iley, :'fe1~~...Yor!~, 1950,

Ch'l:)itre 7 :;o,r L. Hurvicz "Prediction CLnd 106st sQuares" :.?e..ge 293 note n03.

t**) :Ln :Coc~:c::.::'.ns (0"9. c:i.t.) ch'J.)itre 15 ::nr L. IIur'vicz 11Least s'1uares oias

in t iJ~ie series" :)a~es ::;65 .... 383.



y ~

l

Y2 ~

y~ =

14 .-

1
l

Ct .~. ,,0+ r: 2
Yl .;- ;'le + é""'2

"
'"

•L <:13+ "3 2+ ~3 v ... r2

"
... Il "3 + E4-- ,- ~

.l. 4

011 les::: sont des noyen!l2S des nUJ.ss:;.nces ùe f?. Si 13> 0 tous les e sont

positifs. Si 11 cn suppose ~U2 les E sont indêpentiants

!1

Et 1

n-l
:s L (y - y) = _0 2 L ?

1 -~ ,
1

1t·.:ê;
L-~ i=2.. j

donc le binis 2st nt::g.:ltif.

c.:ol":".(Jino.nt des vo..rie.blcs d-êcull.;es et des résidus :l.utocorriilês,

J.rcutt et 8oc':rane (*) ont exanln~ le j:J,où-êne :

c~ les u. sont corr~l~s positiv~ênt.
L

biais dus :l des V-tr ia.blcs d'~c~lêes et des erreurs G.utocorrGlées

est ~!':'::J:t ~:)1l écart type 1

-1;,3( tl,71 l
J ,)0 Cl ,02 i

lŒlar~UOns ~uc l~ corr61e~ion d~s résid~s n0 conduit ~as à un biais, ~ue

les varillblc;s déc'llL..:s en entr'J.iul'='rrt ur: ~lui (Ost !lt..~at.if et <lue si.rlulta~é:":1Cnt

ces deux influènces ent~~inent un biais positif.

Les v~ri~bles dcc~lçes sont 1c ,lus en plus utilisées dans 128

travaux d' écon:J~:ctrie (**). 30 it le ncd21c

(*) \S.n. Orcutt e:t J. COehrD.118 : :t/,,- sa.zpling stuè.y of the :1crits of :'..utcre
gressivc J.nù. rcduced far~: tyo.nsfcrr.:c..tions in regression J:'~nfl.l:/:3i511

** ë •.~.,. ,}tatist. Assac., val 44, :?:p. 3%-372 , 1949.
( )~. '1. I<OYCK : ltDistribute,l lc..gs :Lnd investr:H~nt c.r,a..lysi3" Horth...Holland

Puùlishing C:J::Jpa.n;l, A..1stèrù.<......1, 1954. -

.lare =~crlove : "Jistributed ':'Ji.d ù.c~-_1D.nd <.in21ys.i~ for 3.gricultura.l und
other co~~odities ~?!'..3riculturè iI::L~l>cl)~: 145, V;J :ljtof agricültur.~, 195~.



et soit l'hypothès8

(J2 ) v - 1, 2 ...

.'),<>'<1

(3~..) PC;:U"V s'éc!"ir8 :

et cleL; :

(::13) Yt +l
,. ÀY + (J. Xt +l

+ (Ut+l -À Ut)t

(J4 ) 6Yt =
,.

yY.. + (uo 01 ÀU )w," _ - -... +.1.. 0 o~ t

O~l. t:.y - Yt+l
o, y-t t

y = 1 " À

(35 ) "J. - Àu -= E
t t-l t

ou les E: sont inclo..::pen.d:..ntcs, ccntr(~cs è.\::: nê!.i::' V,J,rlD.nC>2. :"cs residus du i..;.oclt'l02

(3:) s::mt in1c?E:~<l2.nts 2t lèS ~sti~~tcu~s f.cs :~oin<!res cc.rrcs de 1) et )..

s'lnt ccrrèc~s, ~:::.is ùio.is,,:s l10ur è.es ~c~le.!:t:'ll:::ms finis. Il reste c:;::?end:lnt

~2U vr~is~~bl~blc 1UP. (35) s0it v~rifiéc.

')!1 a rechG:rc~.1ê des e5tL-:'l~tours corrects des pararlètres du r.1'.)dèle

(33). riait

+ €....
o

et sup~osc~n ~U2 l'en ~it c~lculc l~s est~teurs âet A des ~cindres c~rcs.

C~lcu10ns la sc~~e des c~rrGs des Tesidus :

n

l zf =
t=l

n

l
t=l

( a l ··2 .. À I Yt - l " l''t y
l't "t -,., 0

( 37)
i

CÀ - 1;) I z2

I \ Yt '0 + AI y2 =I y v -lo. t
(J. °t_l" -.1- -t ..l t

Â (À 1;)l- I; À +

Il ne ~rO::OS2 ::!:1S de n-':thodç pour csti:::.cr f,:, 11~is su:;gère de rU30udre (37)

:four difff~rentes valeurs de ,;, et c1'·~Il d~duire l::?s v:rriations de a et f.
Les l:tUd.28 c.j~iri(lu::;s de ~(oyck !::ontr02nt r:;.U\..; ces v"':,ric.ti0ns sont r3.ibles.

(*) D'P. cit.
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Lors~ue ~ ~ 0, ~2ein (*) a montré ~ue les estimateurs de Koyck

pouvaient être obtenus plus sir!~l~lent. =crivons (33) sous la forme

(35) \ - Ut '" a::t + !. U t _1 ~ ut ..1 )

CO~~~2 on li ~ VU (**) les estimateurs des pa~am2tres d'une telle relation

dépendent du :rapport des -"'arian~es. nn ?E:ut !,rendre ce rapport égal \ un.

~: i Ut ~st r..or3.ul on obti2nt un estiLlat':?;ur du maximum de vraiserr~blance pour

À en résolvant ;

(Tl

+

~ 40)

11 autre est ÏIr.at eur est donne par

- est ÀLXt It_l
est Ct -.

~,,2

L-'t

'1!1 obtient -3.insi des cstimo:tCtlrS en une étape au lieu de deux,

ils sont identi'lues .3. ceux qui sont donnees par (37) pour i; = O. IG.ein (***)

l)ropose d'/autre part une méthode iterativspour calculer des estimateurs 10rsque

~ f; o. routes ces l!H.:thode:;s dorm8nt de:.. estimateurs biaises pour les teilJ.es

d'echantillon Q.U0. l'on r'2ncontre lD.bituell~";h.mt en économétrie.

KOYCE avait obtenu la ~01ation (31) à partir de considÉr2tions

techniQues, institutionnelles, et psychologiques ~uant aux réactions de3

consor.una"teurs. JUPPOS')113 que la v:J.riable X ait étê ::LU niveau ~"::o pendant

suffisal'J1!lent longte.~ps pour que Y soit a,justée au niveau Yo =: CtX
O

' :3upposons

1u'a la période un X atteiSl1c 10 niveau Xo + ~x et qu'èllè conservo ind6fi~

~iment cette valeur. 10 système de réactions

y •• y ~ a
O

AX
l 0

, *) T """1 7rr 1""····- H·n> . t' -' ..... l' t '- t dl" ~ t' -r l "6~ .:..l ••\ •• ....:.J..:.,.:.:.•.•. ~le es lLl8.'t..lon 0,- c~lS rl:)U e aGs ~conor~le r.le?.., \0_ (..),
nO I~,,. P:9. 55 3-~~(), octobre 1053

( **' cbapi+r" l-.., ---""1.:-.

(***) op. cit. I)). 557 ....559 voir aUSt:l : E. L\LI~nrAUD "The estimation of
distributcd la(5s : G. CODi71ent". EcGno~.-:trica vol 29, nO 3, pp. l-~30-!l33,

juillet 19G1. !ali:lvù.uà montre qU?'~n e;Énéral les estirn.at,~urs sont corrects.
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donne

Y
2 - " Ct

1
:':;.:-'1

Y
3

Yr, .. cx
2

;"cc•..
...

t-l t-l
'r = (Ci - l Ct • ) " ... ( l Ct • ) (Ka ~ M)-t

i=() ~ "0
i~:0

2

~. nous SupposDns X prend partir àe le. ::9éri~d0 1 les valeurs Xl' Xr",:;)l 'lue '. <.

X~ ... en chailgœht li CM'lUe 'Oériod~ alors le s~rstèoc des réactians s'êcrit
j - .

Y
l

1
0 ." al) ("' ~·O)"2

Y" - "/ = " ( 'r " ) .. al ( A. Xa).,
0 ' 2 ·'\.1

~ .L J.

'1., v ". a (X
3 - " ) 4- (Xl (:'" ;:1 ) ... a,2 C' - hO)·2 ù,-, '"].a c: ~

t-l

+ (Ct - lai) Aa
i"O

C:e syst6e supp0se donc ~ue Y
t

... :{... ., ~t è. i U:1<; conposant\;,:
:"'-.L

varia";:;12 explic;q,tivc.

'ït,w;l est la se,r.Zle Ci 'une cor.:posant~ for.ct icn

fonction de toutes les varj~~ions antéri~~e5

our
Sup:?::>sans qu~.:J.lU 1:Jas·: d'_~ 12. car..nalss~r.c0 h.i.storique de X, o!.'.

s'attendç à U~ ~iv8au futur vraisenb12tl~ ~~al ~ ~=* ct que l'o~ désh'û

a,justcr Y d0 ~(~ll·~ sort~ lue

(41) r = 1:J -~*

soit Vrale. ~.Ja fOITlat icn de :~* :!!cut-:"Yt";\"] ::lécrite par

( 42) :;,* •• :{*
t t-l

relat ion !?ui ['.CÈ!et un

~ e(',( - ''--* )
~t "'·y ...l'

ajustei:(:nt base 1'. ·;c.leur courante et 1" v'üeur

p:-evue prêcé<L:~:1te, cl12 é~u.iva.ut ..

Il peut y

'"
x; ~ l e(l- e)À \-À

À='J
a·r'ir (lussi des dêca.lagcs d.J.~1S l fa.juster.'H~nt de Y

t
~t y*

t

(44) \ -\-1 ~ é(Y~ ~ \-1)

cc qui ê1Uivo.ut ~

(45 ) y
t L

À~O



s'êcrire :

... 5 ~ "~

.wa valeur attendue de ~~ =st donc une moyenne r:onùéréc des

7aleurs réelles precêdentes, alors ~ue la valeur reelle àe y~ est une moyenne
v

pondéree dEs valeurs att'2ndues préceclcnteso Ge modèle défini par (1;.1) ~ (L~2)

et (45) peut

(46) Y
t

= t S6{ ::t+ L(l- S)+ (1..8)\ J:t~l+L(l- G)2+ (l-S) (l-<\)+(l-ô)~Xt_,?+
,

'(1- S)3 + (1- ")2 (1~0) + (1- B) (1_6)2 + (.L~o)~JXt_3+ ... i

équation difficile ::i e~1tir.l8r. 'ln peut obtenir une autre réduction

y = oy* ~ (l_ô) Y
t t' t-l

Do r'
SX~ ~ (1-5 )X:_1

-1+ (1'-6 )Y~ ( !~2 )-, : , 0··1L. v -.1

- b6 ! BXt + (1-8 ) ( ..1:.... Y l~.. 6
\-2)1 + (1'0 ) Yt - 1L_ ' b ê t-1 b 6

L'2stir.lation de (t~7) n'est lx:t~ trop difficile, c8::?endant on ne :peut

:!?8-S estimer sépart'mcnt 13 et 5Cll1i entrcnt symétriquEmcnt dans la relation. On

peut estincr b, B cet G +- ô. lfcrlove (*) discute en dète.ils ceG modèles e~

les problèmes ~u'ils pos~nt.

4 - Var iablGs fict ives

J)2 nombreuses rechercr..eE. économê.:triques introduisent des variables

fictives dans l,_~s aIl..alyscs de rêr;rcssion. :~lles servent à rl2'présenter des

effets transitoires commè: CGUX 0.'2S 1uerres, les diff~r.;nccs entr·~ saisons. _.

Elles servent aussi a reprcsent0r des variab18s qu~litatives comme le sexe,

l iétat matrinonial, la catégorie socio"':pY'ofessionn..::lle~ ou quantitatives

lo~sq,u 'il y Cl. U!18 classification 112.r c:xunple CD classes d'âge POU2." l 'â~2.

Comms illustration, soit un~ fonction de consol~~ation linéaire

(!~8 a) C

(48 b) C

~

"1
~ Ci

2
~ GY temps de ~Qix

·... ~,..ec Ct >a
-' 2 l

(*) Nerlove op- cit. "The ê.Yl1amics of supply : -:;stination of farr.ier's response
to pr ie e Il ,j,,)Im Hop-Lins, fuI t i~'1ore, 195~)
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On peut bien sur esti:r.1er sé~Q.rêm'-::1t ces deux r01ations en uiLilis~,nt les

données cQrrespondG.ntes. C')~:2nda.nt si n'Jus faisons l t hypothèse 11..l'2 la pr0

pensIon margina.l::; [i, C:)l'lSOi'"T~G~~ est c'Jnst::!.llte, il 2St pr&férabl~ d 1estimer

S en utilisiJ.nt t0utes les c1·')nnées, aussi c'Jiî_binons (~r; a) ct (t}3 b) :

l es X Gont des

( h9) C ::.: j~, + (t r X,... .~. GY
.l. .::. c:.

variables fict ive:? diéfinies par :

r l temps de guerre " 0 temps de gueTre
X

j v
,

; AI" Î ll , 0 t2!::'pB de palx " temps de paIxc

:1ais il n'est p'1s' possible d 1estincr directeE13nt (1~9) ca.r la ~C'.trice n i est

pan in,.er8ibl<~ cn effet, soit m le nombre dï:' périodes de guerre, n le nonbrc

de périodes dG ~alx

::1+ n

,.

m

n

o

n

o

n

m+n

L Y.
i~l

1

!"l

L Y.. , j.
1=.,L

r:+n
j' Y.

i:::: ~::::l l

'J.+n

1 L
! i=l
~ -

v..
1

I:1

L
i=l

Y.
'-

r..+n

L 'L
i~:+l l

n+n

l
1.=1

Y?-,
,

-~

Gst sinl~ulière. On l?lodifiz o.lors (1.~9), en é1üe;inar..t une vo.ri3b10 'fictive

d'e,),

Y, = Ct..,
~ .l.

::icn<~..rquon3 que 1 ton peut aussi sup?oser que jes propens~ons ::.mr:;il13.1sB ~

c~nsor.ne:r s0nt différentes :

_la te,-"ps
-ü tlenpS

de guerre
rl~ palx

8e {J.Ul donne e!;. ten!}s de guerre

(;._y +~

"1 "'lY
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et en t enpf:i de ~3.ix

(y +v)'> (B + i3~) Y
1'~ l ,.

ces relations contiennent ùans leur c~cond ~embre des v~yiablcs fictives

et des vn.ria:)les ex]licatives ha-oituelles. Qn peut aussi n'avoir que des

v~riaà10s fictives. ~uprosons par exe~ple que la variable expliquée Y

soit le nOJ:bre d 'heures passée::.: par ·].li à lire des ro~ar..s qui ne sont p8.8 cl..;!

fiction et Q.U 'elle dépende dG a.:~ux variables l1uaJ_it.:!.tivcs : le sexe et 12

niv0au d'instruction. Le sexe est repres2nté par une variable fictive à

deux nivca~~, l~ de;ré d'instruction ?ar une variable fictive i trois

nlveaux, il y a ainsi six cus possiàles. rtaisonnons sur le mod21e suivant

(53) .., ~ y +f) "+ +Q V' 1" ~ Pl -'1 '02 "2 • • • ~G "(, u

ou les X.sont définies par :
l

,

1 niv·~o..u j

,
1 1 11

1 1i d' instruction 1
sexe i X, ~~,...

!
X

3
X, XI":'

1
X

"- ) 6
1

1

1l I l '; 0 0 0 ::J

l
1

:n: l

1

0 0 l () 0
1

II

1

I l . l 0 0 ') ')

II II l l 0 l l .~

"

nI I l .) l '0 0 J

III II 1 1 :j
1

, l 1) 1 l-, 1
1 ! 1 ,

; ,

3i r. (Y/II~I) d.ésig:le l;.:s~E'r::tnc~) de Y sachant que 18 niveau d;instruction

est le niv~Qu II ct qu~ le sexe est I, ~ous avens:

"' (y/!,I) ~r,

l

"
(Y/l,II) - B1

~, S.
~

~ (Y/II,I) ., el .;. 82

I: (>:/II,II) - 81 + 82
~ '\ + 8,

/

z( Y/III,I) .. 81 + 8
3

~ (Y/-II TT) •..... \ 1- , .... - :::: t~l +

Ce mod~le per~0t d'introduir~ les in~eractio~s. Ainsi la différence entre sexe

pour une i~struction cle niveau l est 21al~ J. q~, ~our une instr'...ictior. de

niveau Li 1. 61 + G~ ,-:t Îi CI + ~6 :-;our lQ niveau III. Df:) la !!lêm(~ façon pour
'~:J 1
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le S2X2 l, la diffêrel'!ce entri! le r-iYeal~ f~; instruction II et le nlveau l

III ût II i3 J - />2 • Pour

+ Gr, G~ + .', - G., ~a5' ) e ,_

1" sexe II

On peut considèr0r d(~s cas cu la variable ~xpliquee re\rêt ces

fOrr!les

possédèr ou non une autonotile

nvoir une maison h:-pct"'l0.1Ue ou non••

~ans tous les cas, la pr&s2nce ~3t notée par l'unité, l'absence

par un zéro. Si nous faiso!1s une rê:~r-=;jGion multiple dey ~ar rapport ~ des

variab10s e~licatives X, nous pouvons interpréter lu valeur calculêe de Y,

pour des X don~és co~~e un estimé de la probaàili~6 conditionnelle de Y ~our

les X donnés. f;n econometrie, CCtt2 approche est très utilis~e par Ift~quipe

de 'Jrcutt dl:.. Jocial .:':~t3tE:rnS .1esenrc:-l Institut·2 de 11Univ~rsit6 de ~J!isconsin (*),

Ille essaie dtintégrer des variables sociologiques ~ côté de variab12s écono

miques dans l'étude dynfu~ique des Systè~9S socio-éconorniquBs, ce qui conduit

à utiliser èes variables fic~iv~s.

?our étudier les :1ett83 hy!)othécaircs è.f..'S unités de consommatio~

aux Etat s-Unis, Orcutt c;t :~ivl in ont proc:éde L.?:l :ieux éte.pcs

(i) esti~1.tion d'u~e équd.tio:--~ pour esti.rner la probabilité qu'une

unitê de consomr'1Q.tion ::lit. une àett,~ ~l~rr>othécaire,

1ii) êsti!:'lation d'une éQ.uo.t io~ pOlll" ectirier le montant de la dette

hypothéc::.ire :;our lçs unites d~ consoE.""!l::ttion (lUl ont une dette de cette

nature.

L-;, l)r t2lJlière: é<luJ.tion, obte:lue 'j, '9nrtir des données de Surv~r

of Consuner Financ2, s'ecrit

YI "' - 0,03 + F1 ,1 + "1.2 + rI.:> + F1.J~

cu t
l

est la v'lleur estimcic: de .la !,robabilit~~ pour une unité de consonrlation

d'avoir une d'?tte hypoth8cairc 3t où les fonet ions sont d0nn0e:::: par

(*) ~u~r Orcütt, -Iartin Grcenber,!er ,;o~ln Korbel ct Alice ï 1,1ivli:'1,

"!4icro3.~:l1;,~sis of soc io :ico'lOrnic Sjst2:.!S : a simulation stuclyU

~-Iarper lJ.nd ~':)";;, jEn-l-'York, l~ -(1.
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!Jtat !!lC1trinonia.l
,
1;:'" 1

1-')1.11

r
cflib:l.tn.ir..:.~ ;ldur:::' 0 d.:. :=v.lr iat~c () 2 '1.11S

" 2 ~

'l~S

1 " ~

0,1:> 1

3 a i. ans ') ,l~

" 4 ". 5 ens 0,27
.,

5 ", ') uns 0,31

" 10 i'L 20 :lns 0,25

" plus de 26 '1DS 0,14 1
.__ J

Age (e!1 annees ) ~_:
l~ 20- 1 0

21 .... 24 ! . jJ ,02
1

25 - 29
1

0,00

3-') - 34
1

0,16
-:>l~ - 3?

1
0,25.>-

40 - 44 '1,22

45 - 49 0,24

50 _ )1~ 0,16

1

55 ,~ 59 0,15

60 - Gh 0,12

1 plus de 65 0,07
l_

seconda.ire

:
"

1
·1. :; r r:lce F 4 1

1. 1

j 1
0

blene 0--1
0,02

nOlr ,10
0,05

1 ~utr2 -0,14
0,0'\ 1

Cl,12 j,
0,13 !

-.J

r'lliV2D.U d' instruct ion

Irli~lôme secondaire

'1 su:)é!'" i811r

dip10~e sup~rieur

1

1 sans

!"rÎE3.irc:
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Ainsi 1<: protJ:l.bilit~ qi..i.'un DOr. de ')2 ans ::"~~~!1t i'rêquentf l't.;;cole secor..d3.ire t

!!l.:!.riê de.9uis 3 ,J.r..s :lit une d,~tt,: hypotl1éc9.ir2 est estinêc pur

Y1 " ~ 0,0:1 ... 0,19 + 0,15 + O,O~ - 0,10 ~ 0,22

Pour les unites de consomnution ayant une dette hypothécaire

son montant est est i..cc IXl,.r :

y ~ 3,040
2 + r 2.2

'::>ù les s:>nt donnës per :

r·- r

1
1 \~tQt :·~o.trinoni.:ü

ç. i j '" .. (en 8.r~~LC:S ) ;;'

~ 2.1 ~.• o. •. "" "'>

-1
CI ,_

c' li11>:o.t:J.irc ')

i
1° - 20

')~~J.urLe è:.l :·;-:.:rl~ ":"( :" 2:J.n 1; ):;'"' 21 24i -
" " .....ns 1 '"\r1"l 25 2:::- 1 2')').> . , 1 -
- II '1D8 1 53J 1 30 31, 1 5(1).)

1 l
4 c r

,;,~s ' r-, ,
j :5 39 1 200.' .,.LUI i

'-:9
,

}.!o 44 0611') 9 :ms
1

10 <::", 20 ·.1.ns 7ir·l~

1
4:; - 49 l'll~

:?lus è.c 20 .J.ns
1

21~)
1

')0 51~ IG6
1
1 ,5 '-0

-.J. 2ïClJ.

60 6l -1 1 llÛ

1
)lus è.c 65 -1 000

1

ï è.'1..!:struction "
.-.

j .s.~"..C€ 1:':lveJ.ü ,
" 1

1 i 2'_~j 2.<; 1

1

S:l.~G 1 :1

1

bl2.11C JI
Dri:-l:!.ir c

1
':35 040 1

1

1 1
!î.Clr -1

1

second-lire 11 1)') 1 :lutre -1 010 1

t , !

1

di:?lô::l(~ sr;ccndD,irf-~ 1 :;.))

SU"îI:rl :our
~

~li'l

1
di::,15D~ Gu:-, ..rlGu::,~

,
?3-J 1,

1
-----

,

Le ~ont~~~ de l~ Qettc '~()çth~c~ir0 ~our Itunits de ccns0r.~~tion pr~c{dentG

est est ir.li:. :o~r

1
2

~ 3,:140 + 1530 ... l 5e, + 1 100 .. l 01,0 - 6290 do1ln.rs.



C1.:J.cune des 8qu..i.tir:ms ~r~cèdcntcs e3t esti..-:-.(::e ::n utilisant 1:1 nCthode

dc:s r.l0inùrcs co.rres et '::n i:..~troduis:tnt des v'::.rie.bles fictives, se~t :par

ûXo'p1e 90ur l'~t~t ~~t~i~Jni~l. ~c ~odel~ ~tilisê sU7:Ase qu~ 123 effets

sont additifs, rien n,~ G'0~)~OS2 à c:~ Gue s0iei1t introduits dss interc..ctions.

~~lùèe~~2r c.. ~0ntr~ que si Y est une variü~10 dichotG~i~ue

l~s erreurs nE. sont ~i.l.S };.;)~"~osct.-d:J.stiquE;s. 3:::it X' le v8ctuur des observa...

tio:ls n l'instant t (:; lest lu. tilb=: li~ne dE; :':) ~ous ';.yons :

corne Y
t

est è:p.l soit ;'v 0, scit -, l,

l~ v~lcur l - X9

t
8 • ~n distribution

~rend soit le valeur - xt.~ soit

Ut siJ.=:hJ.nt X' test 3.1ors :

1 -

X' C
t

1 _ vI C
. t'"'

Sl ':: (Ut)"

(55)

'J. V'au:

V,,_r (., ) ~ ~ (•. 2) = (VI c.) (,_..", ~ )- .....t _ .....t .\. t" ~ .. t t-'

on en aGdui~~ 1::1 !':latrie C' des V8.rlc.:.~c~S

IX " c
1 -

1
1

r:( llU ' ) ~

(1 ....~, ~

- ., l"

...
.. '.. ')

:l.ussi :;?Ci.lT cbtcnir la :::eilleur ,~st~·~Qtr:.·.lT linl:~irc S3.ns ·oi:-..is ècit- or. '..:.tili

scr cett2 ~l~tricc dD.!13 (11). ... :tJ.nt il:c::>nnu Go1bcr~er pro~osC' une teer~1ique

en 'icux êt.l::"h..'S : il 8ubstitue d:!.~s (ll~; l'.'J:ç:ressicn ù:J (56) o'i;tenUQ cr:

re::I:;l::ç::lnt S ~!J.r son csti.::.~ d~s !J.oindr::s c~rrl.S si:~.=üt.Js.
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DA!~3 LES :fODELES ...1.

l - Genc'rr.lit ts

Jusqu'à n~il~c~nt nous nous sounes intéresses à des nodèles

ne co~~ort~n~ qu'une seule ~qu~tion. !Tous ~llons étendre ~otre ~~alyse dnns

üe~~ directic~s :

(1) esti~Qtion d'une 8qua~ior. QQns un Dodèle à équations Dulti~les.

(ii) estinntion è.2 toutes les equc..tions dans un r:odèle à équations r:ultiples.

où

~oit le nodèle
r ..----.----~
, C~ '" CL ... GY~ + Ut 1,. "

'------------

C = conseoF.2!C'.tic·r: ,

y -. revenu,

Z = ê:;xJ"rel1G ,

u .. ter:::;.;.:: alêatoire.

t = périoè.e de te:~ps.

"

~9cqu~tiçn (1) est une foncticn de cansonnation et la rel~ti~n

(2) 0xprlD0 une ider~it~. On c0nsid~re que l'épargne est une v~ri~ble sxogèr.e

et qu~ 1::.. ccnscr~:~tion Et le revenu sant endogènes : leurs v::..leurs sont d,cter

cinées par les rcl~ti0ns d~ ~cdèle à pul~ir de celles de la v~riabl~ exogène.

I~tr0duisons une troisiè~ê equation

O~ r
t

dési~ns le t~ux d'intcrêt. an dsfinit alors un ncdèle à trois équations

cù le taux cl' intÉ.rêt 0st cxc~ène et 0Ù l' (?3.rgne est cnâQgène. Il y e. autant

d'éQuations dans le ~odèlc ~ue de v~riables enùo~ènes. ~~ cl~ssificnti0n en
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variables endo3ènes et variables exo~~nes est très relative, elle depend du

système étudié et des objectifs ?ou~ les~uels le modèle est construit.

Raisonnons sur le modèle u deux ê1uations, dans lequel Z

est exo3ène. On introduit les hypothèses suiv~ntes sur le résidu :

(3-b)

r---
(Ut)i r: = 'l \!t

i

E (Ut ) ro \!t, \!s t 0
ut +s

.-
lc2 1,tt , s = a

Z et u sont indépendantes

----- ------- ~

!.J 'hypothèse (3-e) est fin particulier vérifiée S~ les valeurs de Z sont fi~ées.

?ou~ estimer la fonction de consonrnetion (1), on peut penser

appliquer les moindres car~és ~ la relation entre C et Y. Les erreurs sont

11omosc édastigues (3-11) et ne sont pas autocorrÉle2s (3-b). Il faut étudier la

dépendance entre u et Y. :n substituant (1) dans (2), nous obtenons:

Yt
... Ct + S Yt

... ~ + UtUt

l
'.l

Y
Ct

. Z.... t::::---- + .,. ------t
l -0 l -B v ,

-1l~

donc Yt dépend de Ut'

... (y )
t

Ci
=: -----+

l -S

E 'I.Ut i Y - E( Y ) iL t t ... i

Dans la fonction dG consommation, r8venu et résidu sont dépendants, nous

sommes donc dal!S le: cas d'un modèle ~i erreurs sur les va.riables. On ~e peut

appliquer direetenent les moindre ear,,-es simples. Introduisons les moments

eopiriques du second ordre :

'IPIY
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Les estL~oeurs des ~oindres carres de ~ et B sont

a = C -s y

3êsolvons les équa~ions (1) ~t (2) par r~pport aux variables endogènes

u

Zt .~ i--~ -6- + l-~-·r·( l, )

(J)

r
I
1,,
!

(' -
v.;. -l::~

Z +
t

~ + Ut
l - il 1-6

1

1

ce qUI s'écrit encore

c = _-.Ê__ ( :3
t

Z) l iïrCt - - + -----(u -l -8 l -6 t

l
( Zt z) 1 iï)y~ - y = - + -_:":_-(u -

" l -8 l -6 t

d'où

muu

ce 'lui do!'.:ee

il =
13 "'?Z -;- (1 + a) On +!:l

'-J l'...IU UU

"ZZ + 2 mZ + nu tiU

~n supposant 'lue lorsque n tend vers l'infini

n ->- ",2
uu

~:Zu ->- 0

on obtient : *
P lL"! B

n ->- ~

B iii'ZZ + 0
2

= -=----- -- 2
D..,,, + cr

,-" ...
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Donc S1 0 < B< l alors p lin Il > ~. On a un biais pos itif qU1 n'est pas éli-
:l -+ lX>

niné en uu~ent~nt l~ taille de l'éch~ntillon.

Considérons une autre ~éthode diestimction basée 3ur les équ~

tions (~) c.t (5) qui sont "-ppelées for-~"l2 rêduite du Llodèle. Lorsqu'ur. nodèle

est mis 80U3 fon':1c reduite, il n' ::l.PP:1.!'J.ît dans chaque équat ion q,u 'une seule

variable endo3ène. Et~nt les hypothèses (3) on ~eut appliquer la nêthoje

sL~plc des ncinères c~rès ~ux équatioES réduit~s.

( h) 8
l -8 est t:stinê pa.r

n
--,.., r"

~, /,

l
l -8

est estinê
:lyz

nJ.r----. ~

··~ZZ

(f;)

(9)

ct ce sont les n~il1eurs estinnteurs linê~ir2s sans ~iais. (6) ou (7) donne

ur. <>stL=teur dG B • (8) ou (9) de (j. • DG (6) on tire:

~

'~zB*~ ~''''----:.:;
•·.../Z + o..l....... '1

(-' ' '..,':';

et de (T)
* '\Z - ;-oZZ8 ~---_._- ..

rJ.., ...
~lJ

nontrons que ces deux est;""oteurs sont idc::tiques

Y::C+Z

donc P-yZ _. ne,', + r1zz

(10 )d'où
T:Jez + ::lZZ

Dy:,: - I:lZZ

"yZ
et ::g* =r~~l

1 r"v 7....... 1: J

ce qul pr'ouvc l'identité. Las relo.tiOTIs (1) et (9) fournissent aussi des,

estinateurs ider.tiques de: Ct.

(11)
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Les estimateur2 (10) et (U) 'lui ont été obtenue i3. partir d'estî-

mateurs sans biais des paranztres des i§quations réduites, sont des estimateurs

biaisés des paranèt:-es structuraux Œ et B du p.!odèlc défini lJUr (l) et (2) •

Ce sont par contre des estimateurs corr~cts. :~ontrons ces résultat~ !",ur8*

mczB* ~.----- =
'"yZ

0 ..11 .:- T"1
"'''Z7 ~

~ "u d'après (4) et (5).

Lorsque n -)- co , ~'7 -+ 0 donc
«.JU

(1-) pli~lj*=G-)

n+ oo

C~lculons son biais

:r:( 5*)
a D 7n + TIl.,.

__ E (.__~z, ~:'.!..

!r:.zq + IDZ '
~ 1.

o ~ ,

_r(.-"'ZU'
1 + m

Z.u

p~enons les Z constants, ce qui entraîne E (m ) =0 ~ais non E(e*) =o.Zu
Pour sten convaincrl2 considerons J. 'exe:D!>le suiva.nt

--- ---r .- ------

-j--_. -------~----_..
;
,--

i "''Z,u_~mzz__t!robabi2.~_~ ! * ------tl.! -, ~~_j

1

1·_- 0,2 1 0,25 '3n = 1) ,3750 1

0,1 1 0,25 i 1;19 = 0,4440 1

1 0,1 j 0,25 1 Glu = 0,5);54 1

0,2 ! 0,25 7/12 = 0,5333 !
! !

!Ai !!lethode d' estimat ion ~ue nous ver:ons d 'util iser s'appelle

méthode indirecte QCS moindres carrés ; elle procède e~ deux étapes :

(i) estination ~2S ?aran~tres des ~quations ré3uites par lu méthode s~ple

des moindres carrès,

(ii) es-:.i.~ation ùes para.':l0tl·($ structuraux,

comr.!c nous 18 v~rrons 9ar la suite, ~le ne peut être appliquce que dans

certain~ cas spéciaux.
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en ùcux etapes (O~ ~oubles ~oinQ=es C " ........ .:;.~).J-_ ......

Jd.:1S le I::todèle précéd.f-:r.t, lu. difficulté fondanentale est due

À. la corrélation entre le terrl~, résidw:;l et la variable: explicative dans la

fonction de consool'lJ.tion (1). La ::.éthode indirecte des ",oindres carrés .i'ournit

une néthode possib~e d;estirm-:ion, la ::lethode des :J.oindres cn.rrÉs ~n deux

étapes est d 'D.:?plication plus .3énéralc. ~!ous en verrOfiS 'olne descri:9tion assez

conplèt 02 , aupara7ant presentons .;n l'idee fondanentale.

~ous désirons éli~iner de l~ variable explicative Y l'in~_uence

du te~e résiduel u. Ce résultat ~eut être obtenu de la ~anièrc suiv~nte :

(1 ) Dètcr-winer 1.:. régcssion de Y pJ.l'" rapp0rt 13. le. seule varia.ble

exo:;ène Z, ct re:lplc.cer './ lJo.r sen esti~e.teLlr fonction de Z.

( .. ),11 AppliQ.ucr la I1JêthOàG sinple des ~1.oindrcs carres à 10.. r~l['J-;ion

qU1 r~sulte de (1).

, ,
prenler'2 étape de n:l C de ne

(14) y. .- n .,.
'1 11.., Z + 8

~

(~
-,

J,:
rZ

'):1: -, "zz,
(15) 1

<
\ ~

\ .. y J 7:
.2

"

et (16) v .. TI., + IT,., Z•
~ c.

pour est :ino.te~r è.e Y. ::;n cc

(17) n .. a + G (Y)~

qUl concerne la seconde étape nous obtenQ~s

+(u+Se)

30US cett~ !~~0 l~ relation (1) est telle que la v~ri~ble ŒX?licativB est

ind(?enda~te du resiùu. Pour finir, n~~s avons

D'a::>rès (14 ) Y = II,", z,
~

~

~

~ rr? "7:.,..v '" . 'SZ
~. ~

:~yy = 1t 2
-,
--,., r.
~Ù
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nez
~ =_-"-_0"

~ _~c~

:·.lyz

on obtient l~ ~~~e 0xpresslon que pur la ~éthode indirecte des noinùres

cnr~ês (ln). C)n en déduit que l'·2sti'"':18.teur de a obtenu p?.T la nêthode indi

recte est idc~tiquc :."i celui cbte..l'lU ~r la. ï..~hode en deux et9.pes.

Le r~pport de la plus )etit~ v~lanc9

Tel qu'il est spicifié par la relatio~ (1), le nod~lc inplique

l'lue la co~so:-.w.aticn èst déter_!Ïr..ê0 ;>t'3.r le revp.nu et 'lue l'épargne Z n'intervient

l'es d::!.ns 12. fonction de c:Jnso::t-:-..:J.ticn. COI:lpa~ons

(lil -a)

(18 -D)

e - (j. + ~y + u

c ,- Ct + fJl + y;:' .!. V

on [1. y = 0, cepencla.nt 1. ; ....~r"tir d''611 échLlntillon de ta.ille finie l'inclusion,

de Z C8DTI0 v~riable ex:)lic~tive conduire ~ un coeffici~nt de l!é~r~ne dif

férent de zêra 2t à une v~ri~ncc r~~iduellQ ,lus f~ib12.

L2 ?rinci:;:€: du rap~0rt ù.e la :>lus :Jétitc Varlo.nC0 ?':)se (lue les

esti7'lla.t2U2'"S des 1?~r3..":Îètrcs (1 a 13 doivsnt être choisis de telle sorte que

le ra.p:?ort de 1::>. vGrin.nce résiduell.:? de (lq-~) ?t celle de (1 \~b) soit ::nin:i!Jur.!.

Définisscns ;

(19 ) c* = e - ( (l*+ 3*Y)

où a* et i5*re?rés2ntent les esti::l.~.teurs obter.ues ::>nr la :léthoàe du rn.::nx:lTt

de la plus p~tite v~rianc2.

En introdu:isn.TIt. les vn.ri:tb10s rC)duit2s, n:)us obtenons

(20) c*=c-/3*y

La 50='--:'2 dèS c3.rr~s des r[sidus de (13 - Go) est alors L0*2. E!: utilisn.I!t la

définition de C *, or. ;Jeut considér~r que (l:-\-b) est une rela.tion '.=r..tre

c* et Z. Z éta.nt excrsène, on ;eut lui 3.l?:P1iquer les :ïloindres c!3.rr[;'G et III

SOr:tr:"IC: des co~"rt:s des T~sidur:: de (lG~·1) est a.lnrs :
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::):l Y est l '1;'"~stirJ.a.teur des I::0indres carrC's
\'c * '7

Y, = /)--~I.z2

1'( ~ \2 l' 2 (l'c*z)2l. c* - y z/ ~ LC*~' L-Ez2--
et le rn.~:;ort des var1.a.nccs (lu 'il flJ.ut î:1inir.:.is~r s'écrit

(2l )

le ninbU:1 de ce rn.~r>ort est égal à un et il est attemnt si ct scul~ent 51

Lc* Z ;: 0, ce qui donne d'o.près (20)

C 7est -à-dire
'"[l*~_:~Z_

'YZ

ainsi àsns cet 0X~1~lc slllple les trois D~t~odes d'estinations

( i)

(i i)

( i " , )
.~~

:léthode indirecte des ::::oindres carrés,

~éthod8 ~es ~oindren c~rrê3 en deux êta,es,

::lÊt~Od2 du r:;.ppcrt de 10. plus petite v'J.rianc:2,

ccnduis6:lt ;'1. des cstiJ~8.t ::urs identiques. CO;.1l:l0 nous le v::;rrons ceci est dû

au n~dèlQ c~~sidérê.

Les reInt ions (1) et (2) sont les r(~lat ions structurelles du

!:lodèle, ID. ?rt::"'1ièr.;] est une rel~.t ion <le cO::1portencnt qui trn.duit une bY:Jottèsc

qU?v':1t à le. fonction rie consowm.o.ti.Jn to.nè.is (lue la seconde est une sinylc iden

titc~ Se no~èle cQ~~rcnè à~uz r€l~tions structur211es et deux vuri~bles

end01(~neS, les h~{~othèses ~Ul~ les r~sidus cO::lplètent SQ s!J&cific~tior.. ün en-

smble de v'11eurs nunLriqu'2:s ..ionIlces 3.UX lJ~r[l..v.letr2s inco!1Ilus ex,

=lnE une structure :}articulière du :~oùèle. L'2S relations (4) et

S et ,,2 d6t er
:.l

(5) en consti-

tuent 1::. fOn1e réduite, elles ex:?licit0nt les vari~bles e:1dogènes CQr';::le des

:'nnctior-s des autres vc.ria.bles . .Jc.ns la forme yL1J.uite les résidus sont è.es fo1'"ca

:!les linéaires c.es residus originaux. Les trois ::lGthoèes d'esti.1"Jation introduites

ont conùuit ~. :les résult!1ts identiquas, :":1ais ce n'est pas en ~é~fral vrai. lise

~ ,art la brève ùiscuGsion sur 1~ tr2nsforD~tio~ des est~teurs des p~r~è

tres dB l~ for~e ~eduite des estjTi~teurs des p~r~ètres s~ructurels, ~ous

TI'e.v0ns :;Kis encore aüordi le: clelicat problàne de l'i'.1cntification. ?k>U5 veru

rons que lors1u'il y Q, s(lus-identific:).tio:~, il est bpossible d'esti~er cer

t~ins p~r~~ptres, ~~~ corr~re 10rsqu f il y ~ identificatio~ eXQcte les trois

~2th'J<.les è' est i"';~'"'..ticn introduites c i-dess'.ls conduisent aux ::lê:les résultats ~
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er~in un ca.s de sur...identificat ion a:~~ ne veut pas utiliser la I!léthodc indi

rect2 das ::loindres carrés) si les deu:{ autres I!léthodes sont applicables elles

doru1ent des r0sultats differents.

~ror~ulation }éneralc

Posons le i:lodèle à 6qu.a.tio:ls swultanées dar.s tout,~ 52 gêné

r:tlite. 30it '.ln !J.od~l·.j lin~n.ire ::1 G :r~.le.tiions structurelles, la ièùe relation

s'écrit, pour l'instant t :

(22) ]lil Y1t + 1\2 2t + ... + 3iG YGt + "il "lt+... + Yikx}ct; ~ u it (*)

(t = l, 2... ,,)

où les Yit sont les variables endogènes, les xit des varia~les exo6ènes ou des

valeurs décalées d~s variables endogènes. Ces deQx derniers grouy~s de varia

't10S fOr:1ent 11en8erlbl~ des variables préde:ter.Llinées. Le !:lodè10 repr~S8!lte une

théorie qui eX:J._lique la. dtStersination cOl~.jlJintc des variables denendantes y 0t
- - l

(i = l~ 2..•G ; t: l~ 2,. •• n) ? part;-... des V'::triables prédl~ter:liné0:; x
it

(i ~l,

••• K; t ~:: J~ •.• n) et des rcsidus uit (i "'= 1, ••• G ; t -= 1~ ••• n). En

gSnéral ')n :?CSè Que certains des r·~ et Y sont nuls ~ si ,')n ne le faisait pas

l'estirn.e.ticn du ~od:~l~ ser':1.it ii~:.:>ossiblè C3.r on ne :9ou1"r~it pus distinr-3uer ses

relations les "U::~'S d.es a:J.tres. :ous fcr-~e ::latrici·:;lle, le nodèlc s'êcrit :

endor;ènes,

pr~-dGterninées;

Yt ' x
t

ct Ut sont d·.)s vecteurs c~lonne:3 ?i Gl,K et G E'1&11lents respectiveI!lent.

r- ,- T

Y1t
1 '\1; u

lt 1

,
Y2t x

2t u2i;

-:I~ ~ x~ =1 U~ J
v o 1 c 1

1
1

1
1

.? f}t i X
kt UGt__

i,
_.... •

si nous sup_ osons que B est re~ulièr(, la. forDe réduite du rlodèle peut être

::crite :

v -= II x~ -,- v
t"t u

(*) nous uDtO!lS par ,les Zliniscu2.cs les v:lleurs c.ctuelles des vari3.èles.
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TL -~ s'J.trice G x K cleo coefficients de l~ for..lc r~du.ite,

v ~ -J'ecteur colonne à G eléne~t3, d.es résidus de la forne r6d.uite.
t

2 - Identific~tion

:.... es:' il.'1ation des par3.r.1ètrcs du nodèle (23) ne peut se faire

qu'en introduisant des hypothèses sur la distribution de prob'3.bilité des résidus.

Supposons que l'on ait

( 26) - (Ut ) ~ ')

,-
°l~-i, °11 (112

( 27) ,. (u. u' \ = 4> - cr 21 cr .'22 o.'è G1• 1
0 v

1
O~, °S2 (fC-G. .:.L

L. ._....

<:> ,~st 1" ::C\trl.c e (' x ~ J2S Y~riauces-c~vori~ncesdes li" ... éln a sup:yos[ que-'
1-

~ est indC':?'3ndant r) du t~~::?s , !'"_~lS aucune hypct~èse n'est f3.ite sur les el(~~ents

r:.l:).!,po.rtena::t pas ù 1::.. di2gcnc..le princi~);"!.le. Les résidus de dif:'.,_rentes rela

tiOES pC'..lvent donc être li6s. :(1. toute j.d,:)ntité, ex:prim~~e par le r.wd.:~le, il

corrcs~nd une li3ne et une colonne ~e $ nulles, cc Qui entr~ine ~U~ $ est

sii""~t;uliE:r0. Si 1<:: ::lodele a eti';: rcsolu d-2 telle sorte (';.ue les identités ':lient

étb ~lirlineE'::s 9 on peut su:?pos":.:r 'lue les rLuidus sont lin6aircn r::nt ind~pel"!dants

donc qU8 cfl est rcguliè:re. 3uPPos0ns en o".ltre Que les résidus ne so::t Iûs auto""'

correl~2s do~c 1ue :

( 23)
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Ut est indépendante de Xt ' xt _l ' xt _2 '" Ceci est évident pour les variables

exogènes, pour les variables prédéterminées comme Yt - l , elles dépendent de

Ut_l"" qui sont indépendantes de Ut d'après (23).

On peut calculer la probabilité conditionnelle de Y
t

sachant

au...
Id8mi~necil 1a,," la valeur absolu!! du déterminant de la matrice"t

(30 ) 1 ault au t aUl"à
--,

1
,

1 aylt ~.t-
...

dl.r t
2 'G

au2t au2t ... au?t
-;lY;C ------

aylt dYnt..,

a~t auGt .. , auGt i---- ----- ----
aylt ay t ayGt ,

2 _.JL......

cette matrice est simplement la matrice 11 donc
, 1

-. 1det BI

En utilisant l'~~poth~sc expri2ée p~ (23) ; on ~elcule la fonction de vrai

senblance d'un écha:-ltlllon de vs.riables endogènes sachant les xt :

Transformons la relation (23) en multipliant ses deux membres par une matrice

régulière A. Ce qUl revient à remplacer chaque équation de la structure initiale

par une combineison linéaire des équations de cette structure. La nouvelle

structure s'exprime par :

( 33) (AB) :lt + (A r) xt = ~r.
1;

( 31+) ·tT
t =Aut

La matrice des variances-eovariances de i"t est

:c; (101 101' ) = E (A Ut u' 1.')
t t t -

(35 ) E h t
H' ) = A $ A'

t
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et on a

...
La fonction de vrais~blance conditiop~elle d'ur. échantillon

calculée 'i !,artir de la structure (33) s'écrit :
n

P (YI' ••• Yn l "l''''X) - Idet (AB)l
n

P("l) P("2) ... PÙ'n)

.. Idet Ain Jàet Bl n Idet ~-lln p(~) p(u
2

) ... p h
n

)

car det A3 ~ det A
-1et cOIllJ1le àet A

x det B

= (det A)-l, on obtient

Les structur::$ c},:primé<:s par les relations (23) ,:>t (33) sont

donc équivalentes, du point de vue de l'observation: on dit que ces struc

tures ne sont pas identifiables. Quand les structures ne sont pas identifiables,

il est D~possible ùe déterminer à partir des observations, tous les paramètres

introduits d~ns la représentation du phénomène. Les caractéristiques internes

du processus :;énérateur des dormées ne seront pas COrL"lues complètement, an ne

peut préciser exactement le modèle. Si nous calculons la forme réduite du mo

dèle (33) nous constatons qu'elle est éze2e à celle du modèle (23), en effet:

éq,uivaut à

Y + 3-1 fx
t t

Ln fonction de vraisemblance peut être écrite sous la forme
".

Comme vt
éléments

p(Yl ' .. , yn/xl , ... xn ) = p(v
l

) p(v
2

)

= Yt - nxt , les paramètres de la fonction de

de ln matrice TI des coefficients de la forme

... p(v )
n

vraisemblance sont les

r~duite. Les éléments

de la matric8 des varian~es-eo~ria~cesdes résidus de la fanne rgùuite

B- l ~ ( E-l ) 'L ' , . " .sont ~ • e probl~1e de 1 ldcntlf1c~tlon revient à déduire les

v~leurs des paraEètrcs des relations structurelles à partir d'une connais

sance des p~rŒmètres de le fo~e réduit3.
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Poser alnSl, Itid2ntification est ~~ pro~l~~e insoluble. si

~ucune hypo~hèse n'est faite sur les m~trices B et f, l~s paramètres de la

~trice n de la forwû reduite représentent lli2 vaste ensemble de structures

obtenues i psrtir de ln structure ~nitiale par nultiplicntion par une m~trice

arbitraire A. tlidentific~tlon n'est possible Qu'en posant des P~pott~ses ~

prlor1 sur E, r ct ~ . Les plus simples expriment que certains de leurs élé

ments sont nuls. En d'~utres termes, la spécification du modèle nécessite

que certaines variables n'apparuissent pas dans certaines relations. Un nodèle

où toutes les vari~bles apparaissent dans toutes les relations est ur.c propo

sition st~tistiQue sans espoir. Cependant l'exclusion u priori de certaines

variables, bien ~ue necéssaire ) n'est pas une condition suffisante permettent

l'iderrtificc.tion co!Jl!le le montrent les exeaples suivants.

Exet'.ple 1

Considérons 'le modèle ;

o '
.., ,- -1

i l I:S,? ! 'Y11 0 , on a ;
j) =/ ~--I ~ <P

12
1!

, = ! =
821

1
Y22 0

12 0"22
1

i li
, ()

~

,
L -'

La fo:tTle réduite s'êcrit

(3') ) Ylt = fi
11 x

lt fil 2 x2t + "lU

(40 ) v = 11
21 xlt

+If x2t + v2t-, 2t 22

En cO:lbinant (39) et (40) nous obtenons:

( 41)

cO!J.p~rons c..lors (41 ) et ( 37) nous aV':'DS nécéssairenent

( 42) Y11 = 11
11 + P12 l1a

(43) 1) '" Il <- $12 Il
12 'JI')

~-

et Ult = vlt + 1"12 v2t
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On on déduit
IT
12( 41, ) ~, '"' ~ - IT,,:;-~t:.

c .....

TIl 2 Ïl
21

~ lI
ll J1;?2

(45 ) Yll
,-

"1.
22

~cs p~r~~~tres d~ (37) slexyr~ent dê façon unlQue en fonction des êlénents

àe il. li e,', est de ::1ibe pour les par:miètres de (38). Faisons le nê2e calcul

pour 13. natric·; des variances-covari2..l1ces.

-1
vt':B ut

( 46)

(47)

on est donc dans U~ eus d'identific~ticn ex~cte.

Dêter:l:inc~s une t1utre structure coopatible avec le nodèle

en prEriulti!Jlic.nt (37) et (33) peI une natrice régulière /1 d'ordre 2. Par

co~patible, nous entendons qu1aucun~ des hypothèses du nodelc ~'est violée

X::, n'apparaît pes dans

cient de YI est l dans

deuxiène. On définit :

la ~renière rcl~tion) x, dans l~ seconde; le coeffi..
12.. )remière relation celui de Y2 cussi ~ais d~ns la

d'où ~ "11 + <1
12

, ,
"12 +

'-'1 r,;- Yll Q,12 y 2;121 .....11 ~, ,., l'-ll~/- 1

;~B =i 1 u ~
0 P.

12 ~I')?!" "' Q,22 "21 "21 + 1G.2..l Yll a
22 Y221 _"")~L (~l. ~-I

••••• 1 ,,-1

nQtric8S des coefficients de ln structure transïo~ée. Les hypothèses quant

uux coefficicn~s d~ Xl C~ XI") mpl i~ue:2t que :
<.

celles
~2

conccrnarrt

~ a = ()
21

les coefficients et "j'...,
<.
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La seule matrice A ~ui dOlli,e une structure compatible ~vec lû ~odèlG

est donc la matrice unité. La forme réduite conduit d ur. ensemble unique de

parambtres structurels ~our le mod~le. C1est un cas d'identification exacte.

_::xemple 2

10it le mod.èle

--] c--

1
Jo il °12li l C12 i 1 0

B ~

i r =1 'Î'
1

; 1a21
l Y21 la 0 22 i1 i 1 , 12

1 i , --!
,
'- -'

En multipliant

Ar

,
gauche"-
r--
1 a

12

" a 22, ..

par une mn.trice Ad' ordre 2, nouS obtenons

Ya 1

Les hypothèses du modèle conduisent j

a12 y 2]. = 0 ) "12 = (\

D'où

l 0 ,,
A " 1a~, 1-a21 fl12 ,

"'~ -.J

avec a
21

arbitraire.

Bous définissons ainsi U~ ensemble d'une infinité de matrices cOTIpatitles

avec le mod·èle et nous avons

;- -,
l 13, ')

,
01

AB 4
-~ ; Af =i1

(1- ~ C2l ) + 621 l 1 8
12

)a~, ;.112 , 1(1-<121 Y2l"'~ i
!- ~
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... uour l ' ~ .... . t dl' , l·ous voyons :.ue 6'toutes es s'tructure3, -,-es cee!;- le l.en f: e a pr0..'T..lere re a-

tian restent lnchangés, tandis que ceux de 1& seconde varient~ 1üs pera~~tres

de la :?re!1ièrc relation sont exa.ctenent id~n1iifiés ~lQrs que ceux de l~: seconde

sont s~~s i~è~ifi~~ (ou in1dcnti~ies).

On peut nettre enccre ce rCBultat en évidence e~ expri~nt les

~ar~~ètr0s structurels en ~onction de ceux de la fOr3e réduite. Pour l~ pr~i~re

relation il -:J. ::l ur:.icite, ce q,ui est f'J..ux en ce qui concerr.e la seconde. D'après

(25) :

ce qUl errt1"9.i!lc

r -312 1 Î
-4

[ ITu '-!l ~

1
J

1

11
1 --

1

r>21 lY2~11 - 1 1I 21 J1.. _ J L _

c'est ...à-dire :
•• 1

1
1

.• J

Clvec /0 = l

mais on ne peut pas dêterniner e21 0.t y ....l.
"

Or. ne ge~t vérifier ~~'il y a id~ntification 2xacte en prena~t

i cru Cl ---,
i,

<1> -
, .~ cr'_j
L..

d.

pour fo..irG le cc.lcul, ·:-.n id.entifie 41 "t ln. ne.trice B'f 3' où 'Y est la na.trice

des varia~ces-e~varianccsdes rcsidus d0 l~ forDe réduite.

EX<;I:.ple 3

(51 ) J'lt ',- l>12 Y2t + YU '1.t = u1t

(52) 3?1 YU -:. ., + Y2l Xu = ....2t,"2t
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L~ Q~tric8 AB est l~ ~~j0 ~U~ précéden~ent

~

::Ln + P-12
-,

Yu Yu Y2l 1

f =i Ar =1
1

1 Y2l ! 1 "21 'Ill + 0.22 Y22L
,

. . J 1 •. . --

les 82ules contraintes concGrnent 1";8 ·.;:>efficients de YI et y 2

" ','
~12

c ... ,
-n 21

,.

[l.?l
n + 2 22 " 1~, "~~

C'~S condit.i':l:ls l'lissent Ul: ('lb~..:nt n.r~itra.ire da.ns ::haQ.ue ligne de A, aucun?

des rcl~ti2r-s n'~st identifiée.Il est ~possitle d'cxprincr les p~r~~ètres

~ t l ' t '. dl" ~d 't d' '( ~5 )SvrliC ure~8 en !or.c lOD ~e ceux e ~ IQ~e rc U1 e, apres ~ :

._ ':"T

"11

Ce qui r:~ :9~r:1et pus d'obtenir un SC".ll 'ies Q,uatre po.rcnètres.

Conditic~ neccss~ire 0t sU~fis~nte dti~e~tification

~~nitons 12 façon ;é~èrale le pr0bl~e d~ l'identification et

i:1t~ressons nous à 12. :pre:nière r~l:lt i2.:1 du wodèle (23) :

cü 01 dési~;ne la. prenière lignç de Li , YI 1'1 pr·2mière liGne de r . Prênulti

:?lio~s la f:)r~e rtduit2 (24) :?2.r.2
l

.--~

"21 b
G1

,
\lItun

,0
~1

=[~n
0

1~1
l D

12
b ... brr , u~-tv

t - Cl B li jBl- 22 \Jo::.
~1 t ••• j.... 1

J 1
1 ,
1

,
i i

b2G
.. , bG,} i li J, -lG 1 GtL 1 l•. _l

ou. b .. désigne le cofacteur de ijl'oJ
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1 ') •.•

,
'5": ;
.. ; i

(*)

U~t

Li:S coe::fici-:=:nts de xt des

~" n'1 .,

rel~tions (57) ~t (5G) doivent être iGerctiques

n • Gf1 1JOlt 1 C nonè~8 de vari~bles ,~~dog~nes et Ï:* le r.ombre de variables prê-

dctersinê~s qui üpp~r[lissent dans la rcl~tion ~vec des coefficients différents

d i> '70Y'u'. ".• ~t. =- rr _ Gf1 ~_t .::-. **:-= .v.. ï,~* sont do~n l' "o,.-,br" è.~ v'ri~~ol"'s e"do..... "- __.... - _ _ •• ,_ l.: __ ~ ~ ..... _ _c. _ .....-

';'~nC3 et pr2déten.::inées respect ivenent t1'..1l. sent exclues de lë:l. relation. Les

v3.riables peuvent être DtLT'.lêrotoes de façon :~, ce Q.ue les variables qui ne sont

?3.S 3xclucs G.il~nt les indices les plas petits, on po.rtiti0nne donc les vecteurs

Cl et Yl CC!1I!l:,' suit :

~.
r· .

ot'~f11 -r~ .,
°1 °l?·]=l~l - "1' "lGf1 G+l[, ...

1 L - ,

Y1 ~rYl* ')*~Î {i y
* 0, *

··1
~l

FT K~l °l~: -J
...... 1. -,

On ?artitiJ:"!r:2 les Jo lig:1es de TI en 2.!:s G'~ pYeni~res ct les Gb tJ restantes et

les le c')1~r;n3s ~n les le*" prem.ières et les K** dernières, ce qui per.::let d'écrire

(59) sous la for.Jc :
-,

II II ** i
~, 1

TI bll , **:
...J

( Co ) - Yl * .. ,
;j li *·1<1

((;1 ) r'i<* .. r'
nô * *'. t~16 ,

G = 0 cur 'Jn nulti-

le produit est un vecteur ligne

+- ••• ~

b:?l

à :

r-;
1 °11

! -i °12

i,

o ·1
"'6 :_. _ 1

son l)rE'2:11er él€:n0nt

li êlÊnent i est égal ~

(i f. 1)

(*) C~lculons :

:;?lie les âœe!lt:J de 10. 1ère li17ne IJar lC3 oofacteurs de la i~e lig::lE:,

est l'expr€8sion <;.ue 1 'c,n obtiendr3.~-~ en calculant le 1éter:J.inc.nt d'ur.e

natr ic e dont ln. l.~re l il!!l2



en partiti~nn~nt les lî3nes en lu prenière et les Ç-l dernières, les
~l. ...tJ.!J. ~'* ot -,** 1~ _,. .colom1E:s e~ q~latre :2tlselJbles de J ,: ,.!.!.. ..... l\. C'J .. r:r:r.=..:" resyect~"e:1ent.

Iultiplions 3. r.r1uche:; ...)~!' 13-
1

• 1. 1 '"' -il ... <2011 ~ **-1 ,- . -1 1 ..1 !l,66( (6) 2 ::: TI ;::1 L:D 6, Ü,- ! - '-, 1 i
_. 1 " l ~.~ t. Il ..,.TI,~6,* -n

M
,_ i

.J~~,!J -, \-
....1

J.:9t:..':S UVOl.!' partitionné les li~ncs et ll?S color.nes d,~ 3-1 Clr.. iroit ,::n

c~nl)ar~nt (65) ~~ (GC) que:

(67)

( 6,,)

-n 1
D., **

TI 1
-1 1

• !>Il, *~.J

=j
1 ~

i **,jt.

-il
6ê,**

-1
~*, **.

~-l - -
.Jj l'J..il q

I,.. \/._.. ,--'

Il
,~ ,**

0",•. **J_,

C~"2..::e il ::iC::t ré;}1l1ières, ct _~ snt des ra!}3s égaux (*). Et

cl ~ J.près l~l.. d·.::f 'ln it icn de l :

~

r!ln,c; <~ .- r2..ng. 1;'bt. ;. 1
~- **:._, ..;

t'. J'::; ~. __. + r::'~1G (n, **
L. ,

r ~·,- ln ) - ~J.-?
"·~·es \ .. \ ** - - .....>

,~ , . ~..
..-"' ...

,-- --_.-,--------------~
ï j", ".,,.., ]

T1.!l] L~6!., Ù*~;::';.J'" - f

L .. J

(*) S i .~l ~t r;

~ rang (3)
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La r~~trice qui "pp~rcit dans la relation (71) est la natrice

des coefficients, lJ.?riès c.rr2.n~e:wnts, des G-l équations res"tP..ntes fomees des

v~ri~bles endogènes et prédéten~inèes exclues de lu prenièrc rel~tion. La ~trice

~'~\ili A",,*~ a (} ...l lignes, donc son ra.ng est cu plus égal à G-l, on en déduit d'après
~ -, b
~ 70) CLue le ran; n~ **est au ~!lus é3o..l ~ G -1 ..."\insi :::J.êne si K**est supérieur

~ .~, A fi
;l G . -l, ce qui entrai!le que 11 I~ est '~[;- l i'~nes et 3.U ~oins à G colonnes, son

rans 8St au pl'J.s f-:go.l fi. a:t. -1 ;t aux coefficients de 13. rame rf:'duite ne corres

1:0nd qu'un ensmblf) unique de valeurs des para..':lètres structurels.

-1 vU que

'GD. la -,

relation sont identifiables.
!:!.selon que K** = G

ser3., en ,-sénêral, égalrang de II ,', **-,
indirecte des

~ Gâ -1, les parawètres d'une

l 'cstination ;:>euvent être différents
A

le prenier cas, le

dans (6:!.) les vraies valeurs '?'lr les estinations :

ce qui pernet d'utiliser la !Jêtheàe

Les résultats de

1\**> Gb -1. Dans

on obtient ~lù ' et Y1* est tiré de

il f~ut soit ::lodifier la :i:1éthodc

~ra.oètrespartir des

indirecte d,~s tloin
{,

i G -1, soit utiliser

~. -r= Cr.. l.:Il .'.7P'<"> 1 _,

dres carrés àe telle serte que le rang de TI, ** soit cgal
-,

une néthode g~i n'estiôe pas les par~ètres structurels à

de la. for:u.e rédu ite.

L' ide:ltificat ion problène fondn..raental.

Pour'luni dira-t.-on peut-être, se ::>réoccuper de caractêristiques qU1

n'affectent pas les :~nifestations 0bservQ:~les du phénonène cor~sidêré ? Fe

suffit-il ::>as toujours de connaître la loi de probabilite des variables endo

gènes pour cha.que ;~nsemble de valeurs de::; variables exoe;ènes ? L'identification

n'est-elle pas un fuux problème ?
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Ces do,;.tes aeraient parfaitement fondfs si le modèle offrait

une représentation valaè·le intégrale:nent et universellenent, pour les induc

tions st~tistiques considérées comm~ pour les utilisations auxquelle3 leurs

résulta.ts donneront lieu.. h:l.ü:; il arrive souvent que le r10dèle retenu co~e

base des invGsti~ations éccnonetriques, sur une collectivité ou pendant une

periode, ne convi~nne pas tel ~uel ~our une autre collectivité ou une autre

période. Certaines lQis du nod~le s'~ppliquent bien sans changement, nalS

d!autres doivent être ~oii~iêes. Seule alors une connaissance exacte des

structures peut servir de ~~se aux révisionü nécéssaires. Ce point a été

développé de façon particulièrenent convaincar.te par J. èlarschak (*)

3 - :léthodes d'est W.9.t ions.

Il existe plusieurs méthodes d'estimation utilisables, on

doit distinguer entre celles 'lui s 'appliquent ~. une équation et celles qui

s'appliqu8nt à toutes les équations sinultanénent.

··loindres carrés ordinaires.

·)n applique la méthod0 sinple des moindres carrés à chaque

équation. L.es estimateurs sont biaisés et Le sont pas cor:-ects. Cependant,

du fait de sa siLplicité, cette méthode n'est pas nécéssairanent .I,ttl.,P'}C/,.I~

~loindres carrés indirects
. ne

Cette néthode peut s'ul)pliquer qu'à une rele.tion exactenent

identifiée. On applique les noindres carrés ordir.aircs au ~odèle réduit et on

déduit 10S estiuateurs pour les par~~~tres structurels ~ partir de ceux des

parao~tres des fo~es réduites. L~s estioateurs des p~ramètres structurels

sont biaisés" nais cc sont ceux du ::laxim~ de vraisenblance si les erreurs

suivefit une distribution no21!ale.

~n dispose de deux autres méthodes qu~ s'appliquent à une

équation à la fois

- la. nêthode du ~.1aX1l:lu:n de vrc.isenblancc avec in:frorrnc.tion

IÎBitee ou nêtilode du rapport de le. plus petite variaocc.

- la ~éthode des moi~dres carrés en de~{ étapes

(*) J. 'l~HSC!L\K (1953) - "Eco"ü"lÎc G" as urener.t for pol icy and prediction dans
'T.C. Food ct I.C. KoOUE1~"S (ed.) (1953) • .3tudies i:l econonetric nethod,
CO":-Tles CO~.L."lÎ8sion L1on;gro:ph, nO 14, ~'!iley, jlc'·T&a1or1<..
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Pour est~~er toutes les êquations si~ultanenent, on verra

la nét~odc du n~x~url de vraisenblancç avec infon~ation totale,
la nethode des ~oindres carrés ~n trois étapes.

4 - ~Iéthode dll ':l!:.X:inu::J. de vrD.ise~bla:lce a7-;C infonation linitée ou r:lêthode

du ra)port de la plus petite variance.

Il s'agit de deux ~êt!lodes qui conduisent DoUX ornes femlÙes

d'est~~ation cance nous allons le v0ir. Considérons la preDière éqtiation

du nodèle ::; Yt +1 xt :: Ut ' c'est.-.à-dire :

t·-l,2, ... ,n

{~t suppt')sons 'lu telle soit suridenti:ic,;; dor;c 'lue

~'éQuation (74) s'êcrit :

S, .. Y'.t .....
.c.L J

Soit la fcr:::.e réduite : Yt :=: IIz
t

.. v
t

• Si les vecteurs li sui'ller!t une distri

èution ~o~~nle ct sont indé~0nd~nts, il en est de mQ~c des vecteurs v.

·:';onGiàerons les G~ é'luations réduites qui correspondent aux variables endogènes

à coefficients différents de Z~~O ; ct detc~inons leur fonction de vreisen

bl<lncc. 'l11.e s'ex?rine en fonction de!.ITl\.* ,fll\.,"':J (lui correspond eux GD )re

~ières lib~es de l~ ~utyice TI de la fome réduite. Sa naximisation cond~it à

[

A Al.. - ,
lfestinateur TI ... * TI,. ** ls Fi.B.l.S IT** a. au mOlns G- colonnes, donc un rang

Lo', ,.~~ _1 ,

qui peut être égal ~ G~ , d'üpr2s (72) on <l :

D** -- Su fi il **,

ce ~Ul. l'errlet ~)as de cnlcu12r 1\",.

1~ ·1ét~odc du z:J.aXlr:lUr1 ùe vraisemblance avec infomo.tion li.ni-

tée, ~evient ~ :mxiciser ln foncti0n de vro.isecblance sous la contrainte :

r - n. (" )= ~ lJ -1........0 HI::. ** 1.;, -
ce 1ûi pe~et de calculer E,~.

-;~
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Jn nontre ù.lo:"s que le ~;roblèI:le st: ranène à rechercher u..11 a, dont les élê..
~t:.

( T6) ~ _. l
2

~ ..* D'
'·1" '1t.6~ l~

L01 ----.-.--0.--
Q '1 ,~

"l' '" ~lA...:. uù ..J

Pou!'

',';*[,:,
sir>li:::""i:~r

et ~,i.\. designent des :a~triccs de résidus Clue
uU

l'~~riture, dcrivcns (75) sous ln fo~!e :

nous expliciterons.

(H) t~1,2, ••• n

et défil'liss'JYls les tl:ltrices des O~)sêrvctior.s suivantes :

,- V .A x
ll

... xK' l
,

'11 G'J. ,

y ~ A.)(-1- ,...
YIn y t- A X 1Cl n , 1:1 'K"n

~I,.~•. L_..

,
X,/h, -11 l x IU!y = 1

~-** , 1
1

.c.* i
xl' i·lC+l, n _n

,-
X =.;~

l_.

--,
X '-** :___ J

On peut alors écrire
--- ~ ---,

~l :

(79 )

Y'n
1-- . _'

~a relation (75) s~éci~ie que ~ depEL~d2 de X* et ncn pas QC y~)(-, nous

allons ceyend~nt utiliser cett& n~tric~ ~our estincr (75). Le prlnclpe de

19. Déthod~ du rf3.!?pcrt de le. ;?2.us :retite vo.rJ..~nce pose qus 105 ;3 qui inter-

(*) Ce résultc.t est dé..'J.:mtré è.nns :

T ~ U ArrDEHSOI~ H. ~IUBII'J "LBtin~~tion oi' p:::trcr.:eters of Q. sin;?~lc equation

ir. n con?letr.~ systen of stocf'.:$stic equati')!1s Ti J\.:18, 20, 46-63, 1949.
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viennent dans (75) doiveno être choisis ùe telle sorte que le rapport de

'"la varia~c2 résiduel12 de ln régression de y par rap,ort à X* à la variance

'"résiduelle de la ré~ression de ~- ::a.y rupport ~ X soit minimu:n. ')n utilise le

fait que l'introduction des observations sur 1;:':3 ·.,rariables excla€s permet la

réduction de la variancé.

'"1a sop~~~ des carres ~cs y es~

'"v - a ,~V' y lti
, .. - ~1.:J - ~ - t'J Pl ~

.'\,

dans la rcgression de- y sur ~ ~ le vecteur des estmateurs est (;.: ~

X' '" ~ ..' ~" ('"' ",-1., '"* y et la. so!!r.J.e des carres expll.quef:? est.) X * _'\ * ...\ *' X* y ,

des carrés dos résidus

.. ,-1
A...

(&l ) Y'
'"

Y
,~

v- ,
L

~e la n~f~çon, O~ calcule la SGr~e des carrés des résidus de ~~ régression

de ysur X~ c'est-~-dirc

C " il'~l:'..' LI>, L\

= Y't..
y '"" -r 1

f:,

On cherche a.lors le Pl.:qui nininise

Pl':' 1/* S\.:.
(82) 1 = 'L

f3l :.. '!:L G! }
"_w

L~ com~erant (~2) et (76) on constate ~lors, que l~ nin~is~tion de lest

équivalente à la naxinisation de L.

C~lculons l'esti:~teur ; on calcul~ les dérivées partielles de

l peur rapport uux B1i (1 = l, ••• G t) ~U2 l'on ar..nulle.

(33) l=l, ••• G....

cil 'f':i Gt ":i clésig!!clnt les lignes l de .-* et ',:, le syst~ne (83) se ~et sous

la fo="

',1"* -.L' ',' ) 0' ,·0·U.. . ~,~ 'L



(].ui 2d.r::.et une solution non trivi0.l\:: si

Cette equ~tion s'ex~~i~e ~~ fonction ~€s pU1ssanc2s Qe l ct des o~scrv~tions.

Joit l s:. ?lus ::;Jctite r~1.C1n(.', en c:llcul.? alors i3~ôen résolvll:~t

( 'i6) (' *,,1, 1-,

Jn estine 108 coe~ficients des vu~i~bl~s ~redéte~i~ées, on 8ùtient en c~lcu-

l t 1 's" ~ ..... 'V r po t - X 0 o't'e t (X' ~.,-l ._'_*' y'" • n,. lAU'~ .'nn :J. rerç:. es "lan Ch; :I l'ar o.p r a * n .).1. n I.*.w ~.J -'

(87) '. 1
.L .'~ (X~

c'est Bx~ctenent C'2

= -

~ue l'or. obtiendrait ~n utilisant (73) c'e5t-~-dire

II ... * etD..nt obtenu en :r9pli'lu;],!1t la ::::let:Iode sm::>le des r:l0indres cf!.rrés ~' chJ.cune,
des G~· w.1ri2bles endog~~n(-;s, po.r ro.ppart aux K * varia"Jles prédéterninées de

la relJ.tiùn.

( . ),1

(ii)

( iii)

(iv)

~~ conclusio~, l~ c~lcul s~ dér0ul~ de l~ f:.son suiv~nte

d.étErr.1Ïner les Matrices d,~s obs::rvatiQi"lS Y1 ,X * et ..... ,
w

.... ".,culnr -.. * n~· \1
~-~ - ·t~ Vtt.'
èJ:ter:liner 19. plus ::'êtite raclnc jE. de I~"'t~~ - l ··,"ll!..l - ')

~uis r8soudre

E::t Y1 * ::: ... ) -1

'*

5 - lethc::12 des !'.':.oindres c'J.rrés (;n ~eux ~t:J.pes

"r:>c.ns l'~qu!.ltion (75) ~)osonG PlI::::: 1

('36 ) * * +-y"" Xv t u1tJ..l\. .,. _

7 :: l, ••• r..
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LG s~rstène d? Êqu:l.tio:ls st ècrit sous ln. fo~e :l'ltricielle sui'ln.nte

'J.vec

, -,
'lI

,-
JIn

••• J

y A
G:; !__ .1

~81~
--,

1
1

1 ip' .J
1

" ïc_
i

1
1 1

! SlG~
1

L. 1
_ • .1

i
v t -. 1*-1

! y 11-:*
0.._. _ ....

Con~2 nous l'avons vù

y). L'idée de base de
~

u
1

la

est en sént~al cor~éli avec les variables explicatives

méthod.e des ~Joind.res ~arrês en deux étapes consiste

fi. remplacer :ia.ns ('19) Y2 par un esti!l1<lteur Y2 obtem.: en fêvisa!1t une régression

de Y0 par ra~)ort à toutes les variables prédéterminées. ~nfin d'appliquer
<. "

les r:lOirrè.retl carrés simples "! la relation entre ~l' Y2 ~t X*' Il Y a entre

cette :néthoàe et celle du !:laxioun a·1CC i~formation limitée une lègère Sl..T'lJ.

litude. L'une et l'autre utilise ~our ~3timer les para~ètres d'une relation

do~~ée tout~s les variables prédéterninéez, mais sans introduire lèS autr~s

r~lations du mod~le.

J. X donne :

ci X COI'.duit

:-strlOr.s tout dJa~ord y~. La
" YIVI--)-l -n -) l '--Y;:: :- .~\J_ .'", -'- Y2. 'c n. l'1e2C

" -'(-. ,._)-1 X' --,,"... Y:3 ~ J\. .i~ ~~'" Y3. l.J ou :

ré~~ess ion de

façon celle de

';j 2

Y3

par rapport

par rapport

, = Y2'
"

Y'Jll l"-2 ,) 3' ...

('11) v = Z (""y)-l X'Y2~2
-'. ..,

ou (92) -, - X (X'X)-l "'''IY + '/·2 _. 2

ou V dési~ne la rat=icc des résidus pour les :6 -1 var~~oles endogènes qUl

apparaissent dans le menbre de clroit2 cl" (iJ9).
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(89) peut s'écrire sous la fome

(? 3) y, = -CC, - V) B1 ~ - X" y' l + ('cl - V 8' ~)
...1.. <.. r... _* c:.

f( _,. ~ .... i .J.,....
l "

+ (u - V G' )?

~~ appliquant les maindrês carrf;s ~ cett2 relation, on obtient
r-..... . '1

B' .
2 ,

y' 1*)

, It y 'l)
,. 1

-, -. - X.*J1
-2

(y.. - V) , Iy - V) = v, y .... V iY ') - Y' V + V'V, 2 " 2 2c.

'l'y ::: V'
2

= V"[

(';'~ .. 'i) d'a.près (91) et (92)
~

Or, on sait Que si on appliqu~ la m~t~ode des Moindres carréE les rési1us

et les val~ùrs ajustêès ~e sont pas carrolées, donc: V' Y2 = 0

:02 la ~Sne faço!1 :

vI V ~ V'V
" 2

(y _ 11) '(y - V) = Y' Y ~ 'l'V2 . 2 . ::' 2

X' "

,- J

cs qui ~llustrc 1& propriété selon laquelle les résidüz ne sont p~s corr~lés

aux variables explicatives. f1uant XJE. V 0:-J.i est une sous-matrice de X'V, elle

est aussi iQenti~l~~ent nu1l2. ~'est;~'atcur des ~oindres carrés eL deux

f"tapes (95) ~2Ut être écr it sous la fOl"l:le

r' 1-1
.-. ~

! S· ....
, Yi Y2

V;V Y' .' i y' V' !..,
"*, 2 2 i

1
2

(97):
. -; Yl1 1y' X' Y X' *X * l.

Y'
1 .~1 * 2 ù ..

...J,
L.

il Y a ider:::'i.ficat.ion possible 51 C0ttt.~ ::'.at!'ice lnvcrse
.. -,** rob. ,.-(-

dire SJ.".. ~ J •..1. A = Y2 ...' V X*. est une matrice P. n
.. ---J ..., r:,

colonnes. ~ 'A e:~t donc une :::1atr1.CC carre2 d ordre G -1

rau" (A).

existe, ct est-à...
, r:, *llgnes et G -1 + Y.

+ K* et ra,,!>; (A 'A) =
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v) ;;* 1., " X ICCX)-l X'"
1 M ~2

i-l
1 1'aT.>_,rès (92)

°.1

unité d'ordre ;tet 0 la ~3trice nulle à ft * lignes

rang de X, qui est

alors A'A est s ingu-

egal au

l + K*

àe A est donc au ~lus

. . "'. ... n.
K. Sl le ranr; de A est lnfer ::.cur '. G~gal S.

l ""st la natrice

*e--c K colonnes. Le rang

0 ·\..

li?~re. ceci sa produit S1

+ -r *. "
t .... • ** ... !J. 1

C eS"t-à~ll"'e Si K < J '""_

et (88) est sous identifiée.

6 - Estir:.ateurs de cla.sse ,-

~heil (*) e i~troduit les estll~teurs de classes k de (97) à

partir de

~- ,-. '-. ,
1

~ ,'1 yi y kV 1;/ Y'2 x*
-... : Y' !N'1 - - 1

2 1= 1 2 2 ! 2
(98) 1 !

,
1..

1 YI1

1
1

, 1
.... t i

1y 1*:
X

1* Y r

,. 1
*4 x' 1

•. j k 1. L * 1
~- .; ~ •• J

trois des esti~teurs que nous avons introduits jusqu'ici app~rtiennent a
cette catêgorie. A ~~1 correspondent las eotinateurs des noindres carrés

ordinair~s, c~r (93) ~~vient ~ une applic~ticn dir.~te des ~oindres carrés

sll1ples À. la. relation (83), avec jY? ~-!Cor.lI!le matrice des observations sur
L. ~ .. ....!

les variabl:;;s ex:P1ic3.tiv2s. Les rlcü:dre3 c:'.rr~s en deux étapes correspondt~nt ?i

1:.:=1, et le r:ill.Xil:1lli!1 de vraisE'J.lblance 9,YCC information 1 rnitl~c 3, k = î, où

î est dcfi:el. par (a5). ~emontrons c 8 de!"nicr résultat. Les estit'l.ateurs du

:J.3.Xl.:'1UT1 de vr~isecblance ayec inforI.13mn li.r2itée sont obtenus .j~ pa.rtir de

(86) :

Dans l'est~;atcur de cl~ssè l, n0US posons

el/; = r.~ 52'i

(*) ! .• Tl~::IL i1Eco:lo:lie forœ'J.sts J.nd pol icy" 2ë. cd, ~:jorth-Ho11a!!d ?ulüishing

Conpa~", _4..""1sterda."J, 19(1, ch3.pit.r::: G.
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= 1. D'U!Jr2S 125 déf5_nitions de 1;1*
M

et d~ w
66

' liOUS ~uvons

"-' ;v' :'* '{ t,. 1 1
(99 ) "'- Y' -, \'

1

,., .
*

. , " .
M Ù Cl Y, n y

2 " t,,-- ,

avec

(l'JO) B l, X (--,,.) -1 X'
, * = - -* "* --.,. *

(101)
r-

Yô::=l..J1"l

de la mê:1c f3.çon

"1
y~ .

'". _.1

(102)

c-
y' :3 Yt,

Y' -,"{ 1
1;t,t, ~ .'• .-. t,

w y' B Y
2 !i

Consiàêrons alors le syst~me (n6), il stécri~ (en laissant de côté ln

première équation) :

(lDI\) (Y'2 B* Yt,

LGS est~teurs de class~ k peuvent être introduits sous la for~e
~

:['2 y~ l' V'V Y' X* . ï S'
_._,

'-Y1 kVil- -
(105) " 2 2 1 2 !i ,~

YI1 i
1

, 1 ... , ;
,

X' Y X' X* 1 X'*'* 2 * Ly l*jk 1
L_ ._J

ce qUl conduit .:1.

(106) = -

~ partir de (92) on nontre que

"{ 'V ~ ': ''1 TI YI")... ".

car B est s:imétrique et idenpotente. :0e l~ mêmê' façon

'l'y ~ Y~'i ~.. ,l (_.J.

:2~ substitu2nt d~ns (10~) on ooti~nt

(107) (y' y - k v'- ~ 2 - 2

De (105) on tire aussi

(103) y) -1 ! y'
.~ [ ... *

~-

--1

Y2 (8'2\ ~ X'* Y~.1



(1))) .. 'r t ~ v\..:. ::. .:* ..!.2
~

( (; ') ,- + (Y'~ j _V t
• 2

qu~ s'~crit encsrc :

(
~t -, ~,

- 2 "'* - t. ) "!~ -

cel'..li du :-!~X~T'J.:::. :le vr ..... isœ::bl.Lncc .:.v:~c infc;~:.tion li-.~i-

~cv(.r.cn~ sur 1:1. si~nii'ic:J.ti::n des ":.cindres cJ..rrcs ~!1 d~ux CtJ.I>cs.

:t c0nsidL~~ns l~ r~lcti~~ (;2)

Pl'd

C~ :!t~ut ~-lC:2tr2r f"~uc 1..:5 ,,;st i:.:J.t-.;urs c1:::8 _:.::Ïi::clres c~.rres 12!1 deux ....JtO':..1es

:'-linÏi.J.isent '-P. C:J.lculcns lE::s d(:riv~cs di2 4J :lur r2.:-':!8rt w· f,1.6; JI: s'otie11t

)". ="
v 11, "

C-::::l~ SIl == 2, r:-:: :'cut i.1tilis...:r 105 ~·.:::l::).ti~ns (99) '. (lC}!t) ct ce s~rstd"",,~0.

r1, ? t~lluat ic,l1s Si ricrit ::.l()rs

c:l'~sist,..mt

Iyt 'r" ',' _ Y'
\ - "1 .. '* - ~ 2 ) ' .

o IJ.
, 0

de vr~is.::::.:1:1::.!!c;:;. ['~v-..:c inf"'r"_nt icn li :.itl.-~ en :::.ini.:isc le r~~~-' ~rt.

-J0 c:'(::ix d'un esti:..w..t~ur .'. 'J.rticuli..::r de cl").sse l~ d~:,cnd d..o s,:s

)ro:"\riêt~:s ~~t ~!(. cCDsil..ll'r'l.ticns sur les c'.'.lculs 'J., effectue!". O!'l :'~':mt!"0 (*)

Qu'ils sont co!'r~cts s::" p ~i~ ce1\.::"'1. Cc r..1Cf..:t :;;J.5 le CJ.S des esti:::~teur3 des

':...:\in'1rcs ~~rrc....:J '_r~.inJ.irGs :=,cur ll.?s,,:.uels nous ~v')ns ~::.~, ~er c'.:'::i.trc 128 :-.~:-i!l

ÙECS Cc.rrE::3 :m ;~2:':X "':-:'a~""c::: :"!.C:Lln(;!!ü ,::'(.:8 )st i-:::.t 2"urs ~ crrcctr. (! ',=1) ""':.1::"18 1 ~~1J.~

1.;:; :~l..'1.Xi'2tr; rlc V'r~"l.is€:·.1'1:.\r..C2 :..vec inf,:r=..J.ti::m li ï.itce c:\r p li.:~ î= l

!Jes ':.1.istri"buticns cldS 23ti:~~tc·urs :1e cl(~ssü }~, n':")nt ~)as 0tC cbtenus

~!ou;: de :let :'ts .:::c ~D..nt illc.l'lS, '_,J.r c Grrt~::"'e ':~ lis~os(: ,.le lUel ,,-ucs r~sul't:lts

cît. • 2J2.



·- - ,- --,
i- l i e1 !

~ 2
.J1: " y' 1 J, Y !1*.J L 1 .1

"l~rs si pli '.

(111) (ne, ~. )
~ L

;-.- ..
1 yt_
i .

- a2 pli, i
r~ -+ ((lj ~,. 1

! '.*
L ..

y
2

..,. V'V

yI

"'* *.
- j

(* )

C·l'. o2c1ôsi~:'le l~ vô..rl:.!nce du :'_~aiJu -Ie l'è~:.uc..tion ""lue l'r:n ~Sti:·:3. On 23ti':l,z

0 2 :-'nr 1:;. 3 j::: ~c ....:..es C:l,rrc:: des rèsid~s O:;~'::'.iri 'lues divis~~e ·_~;;.r le :l·:::::bre de

:..;,:1rê d0 libertc, et le. li~.itê en :~r .... t::lbilite 12 1:'.. :·:n.tric~ :'Al.r 1::1. :"lJ.t!'ice

v~riance3 cçv~ri~nc8s.

Ji.:13 1-: cas de :JI--;tits C:cr.:!.ntillcns le chaix rl;.; l ~ ··!;itho':1c d. t csti

:'"12ti:)n G:3t ~::~licCt.t ') il exist:! 1uel î.U2t; ri:3ult:l.ts (**), les ~6thoJ..:: de . tonte-

C::..rlc sE!."2blt:nt dêycir être tr,2S fructueuses,

'''., .'. rx -== u.
""'t . t "

... " 1"'n '
.._,
~ ,

(0, Q) ;31:.!'s

(112) Lo,,; T ;. ~cr; Icl!'t.
.., 1+ '.let (- " Loç l"t<l> )~.l

~ n - '
2

1
P.-

··1
-;; l lt 1 . ~ '~.

t. "'1
t "

(*) c';:. cHEri.. ~~). cit..

!**) A L ~i:\':_[\.~ Il?hc hi~s (ln:1 '-:'7_:e:"!t :-l2..trix :::>f t~le :;(;!J2~~..1 ,- - c12ss Qst·i-:t:ltors

of th;:; ~):.1.r~:.ct2rs in si:lUltan2:::>us 2'1'J.J.ti:m.s" rcon:r.:ietricD. 27, ?? )75 ...595, 1959.
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La. :'l~xi.!is::tion è.c L* cO~1duit

r,::!:;,ort o..ilX élé:-:c:nts ~8 J, r Ct Q. ~ .... r'_sJlut ion du Systè:..18 ott enu est en r; ... _

n-.:.r ....l très è.iffic île. ?::.~ Gxc::r~le :

où
.... --,.... --.....

_. -=
as ii

-1

a jù"t :JI
- ae. . ..

lJ

-_1;:. C"J.8 ~)n.rticulier r;ù 13. r:,solution est :·ossiblc est celui des

s;.rstèrles ::'H:aasifs. Un ex~:'.:'le ~le syst;:'-:~e rœuasif est fourni =,3.~

( 3
i y1t + 2 Y, . x' t

. u
ltj:-:l -J J

!

)
~.,

;1 ;? " + Y2t + 2 y'")..: x ..... = u')....,
l"lt,

,i'-'l '-.J J u '_u
1

i

v.~.
-'J

:-L... r.s ce cas ~ est tr iCl.n~:tl2.irc., ':'et B .'"; 1 - "\ C ·:-5 syst 81:;(;5, on assoc l.e génLr:::L

la.:.ent le ns:~: de qold (*) ,:ui ;.;. :?rLter:~\1. ~.!.us ces :h'3.ines de rel~tions caus:'lles

f0urnisse:!1t '".;..'10 r,::~)r~sGnt:'..ti::.n v:l]Z)l·..:. des n~c:tn:':.:.:.es de l' t:-c.,n;J::lie. Ce:::-(~ndant,

.)n ,eut cor..siëL?re:- (-**) /"l.ut:: 11utilisati:)n è.c Q·.)nnces :nrtant sur di'J..ssez lon

g~cs ~briodes induit une itit2rd0,cnd~ncE ~~S ~1uaticns. )~~S le C~G an syst~n~s

r-.:cussi:::s si ~) est :'.ic.g0n .....l: l 'esti]~"1ti('n est fo.cile. Los csti-::-..n.tEurS obtenus

.Ll s '~':sit ..1 'une :;.ét~ode 3.ssez r..::centE(*** ) , scit li Ll}ue..t ion CJ9)

;crit0 s.:)us l~. fcr::l(~ :

( 113)

(*) H. l'TOLD L. jtjrtID~l7 "DŒ:l::1n<.l :\na.lysis" ~~i.lGY ~ ~!0"i.'T-Y(Jrl·, 1953.

(-) ~. :,.:lltzel D. :r.::l,nsen "0:.. rccussivanes5 c.nù indG~Î~ndency in econ0!::1ic

:".lOdI31s fi ~3V. ~-ecnc:-.:.ic Stur2.ics, vol .~(? ~ -, :::-'. 153-1GS, 19:>4-1955.

(***' '1 f7'-~"1_"'''''' ~~ n~el'l Hfj"l Y' ... ,..., st~~e '"ost. J _'_a LJo..;;.!. ...._~ ~ ..... .1.'~ 1..;0...; , ....::;- • _..:.:.....

--f sï:J.ult."l..n20:.l.J e':,uc.ti .;r...::::" Ec.Jno~c:trica, vol
s1uares : si~ultaneous

30~ "T' 5!~-7~, 1962.
est i: :'"l..tion
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O!1 '):)5e :

(115 ) Zl = [ï') Xw.-I
_~ ..J

J[ v X .,ou __ = !.l'* ** ~

désigne la ~J?~tri~e ~ x k des obscrv~tions sur les vcriables )r0dr~Cr2inéest

nous obtenons :

c;gal

(116)

syst è::-:c â

(114) est

le Î~~).1.o.tions et G~ ..1 + :(* i:lcon!1us 1ui sont les êlé::!ents de °
1

- Si
'd 'f'J .,** Gr:, ,J 'exact nent 1 €nt1 18e ~\. = ~ -1 et le no~!bre d equatl'Jïls est

au ne ::.lbre d ti~1connus. ()n peut

rcsidus X'u1 ,ar sor- ~sperance

~lors esti~e~ 6~ en ren:laçant le vecteur
.L -

c'est-à-dire z<;r::J, l'estiIlateur s'&crit :

des

(117) , (X' ~ )-1 '".u, -- • "'1 ,. Y1

8n ~eut vèrifit-:T que ct est aussi l t esti:J.~teur oàtenu ~r la r:!éthcde indirecte

d25 lloindres carr~s.

f
L::JrsQil'il y " sur idcmtifieation (:~**> G" -1) le systibe (116)

co~?te ?lus d 1êquetions ~ue d'inconnus, ce~enn~nt les ~oindres c~rrés ordi

nalIes ne: convie::1nent ?:Jas.

si nous supposons 1ue les variables yr6dêterninêes sont toutes

exogènes, on '1

(119)

en SU~)i>osn.nt 1ue E (11~ u'1) :': 011 !.

dres c~rrés si~?les ~ (116) d'Où:
;- =r-7, "·(X'y')-l x,,~-1
u1 i.:.J 1.1· ~. Il 1

L.-". =-..J

-1 Z'l X(X 1X)-1 v,
.t~ YI

'lUl est l' cst i:~:'lte'-lr les noindres ca.rres en deux eta:;)es dévelo~~:.:'~ dans (97).

~lii&e de h~se des noindres carr6s en trois étapes est d'écrire

toutes les 6,:uo.tions sous l~ fOT;;le (116) :
...... - ......

)~'y ~ .
l..1

(120) X' i
- Y2' =

1 1

! 1, 1

l :~ l y t"1

_. "-j

ou encore

1

1

::'Zr: 1

".- ,

(l2l) .·\~Bé+v
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(}ui est un n~rst~0 à }<- Go ':'1U"..tions. La :""12..trice des v2.ria:lces

rf~s idus s 7Gc_~ it :
,-- - _., -;Y tu

lé1.:.
~

"iL!}- 1 1 '"1:'2 1

(122) V '"
!

k"
i

v~r --, i ~: 'X °00 o~ 1_"- u;? = ...; l ,-~ ::""':

11_,r, ! l' 8~~ 8~r' 1J. U .....
C~.lJ.J .~C: U,'

.-1

::,~vec O. ~ ~ b i
:li . ) " CI. l

1~ J 12

CQVJ.ri.:.l.nces des

( 2.23)

L l;::.:.?::!lic,~t ion tes l:lOindres c:1.trés à (121) donne

g " (B'V-1 ';))-1 S'v-l,.

Pour cstber V, les _tute.urs rèco:-':::::3.ndent 1~ rm:)lc.cer les

estinés S .. obtenus )Ur l~ n~th0de des ~~inirGs carrés en
lJ

on .J.

q . . Dar 1e~s
lJ -

deux i§t3.~es. r;t

Var (ê) ~ 1

1 ...Gl,.., 9 rtv ,o:)-1 yi ....
1 ~-: 1.. G /~\-'". ". "1
L.

...
.__ :

-1

~.1QS rt.ut0urS :lontrent 'lue les c:sti::Elt02urs obtenus s-:Jr.t :.:eilleurs

f"..!.ue ceux de~j r.loindres c['.rr6s ~n deux i-;ta.::!es. On sait (lue les estÏiJ.!!.teurs du

maxinun de vr~ize~bl~nce ~vec inf0~~~tisn c0~;lète s~n~ peu r0~ust~s relative

nent n.ux €rrJ\.l?S è.c s:?êcifiC::ltior.., 0r~ ,:;st .... il de ::!.êne l:>our ceux des ncindr::5

carrés en trviŒ ~t~)es ?
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G2~êralitGR

?oùr l'essentiel les ~êthodes d;estimation ont été juntifiécs

par leurs propriétés asymptoti~ues. Ieus avons ~~ que les ~oindres carrés or~

din2ires Qonnaient des esti~ateurs non corrects et biaisés. Les autres méthodes

d'estimation conduisent \ des estlinateurs biaists mais ~ar contre corrects.

Sous l'~yp~thèse de normalité et d'autocorrélation nulle des erreurs, les esti

mateurs du r.lo.xi~œn de -.....r3.isG~blanc~ ;1 infonne..tion limitfe sont asymptotiquement

no:-mau.z '2t efficaces (ce sont dc.ns la cIasss d.es esti.û3.teurs définis par l~s

:nê:J.es !1YPot3ès~s ceux Q.ui ont 1::1 ;,lus p2tj.te varianc<.,,:). ~(;S 'noin1res carrés

en deux étapes possèdent les ~êmcs ~ropriétês. Afin d'~~pr~cicr plus précisé

ment ces ~étnodes et les estL~~teurs ~uxquGls c~les co~duiscnt, il conviendr~it

dE: mieux connal.trc leurs prOIJriétés pour les écho.ntillonE" de taille finie.

:,.=ci s8re..it utilc-;. deux :;Joints dr# vue • .J tune ?G.rt, les procé

dures statistitlU88 '3.ssocit:GS 9. chaque nlêthode d. 'Esti:nation seraient nie:ux définies.

J'~utre ~~rt, nos idées st~~ les ~vdntc.~es c~?arés des diverses methodes pour

rr'#ient changer si nous conn.:.issions les distributio!1s ~cur les êcha:ltillonl": ri-

d2 l 'intQ!'0t :~aur 10 tr~:.it2:.1Cr.t de :Jctits 0cr,':.ntillons de 1'1 t'1.ille de ceux

e.':!J..üoyês an /;c:mométri·:. 'ln .:J. 2.insi :,?3.rfcis J,vnnc~:. Q.'"J.s l i:1justœ:ant direct des

équ~tionG structurGll.::s )ourr3.it ~)ifm c')nstituer la. ncilleure m(.t~;")de d 'est ma...

d :~utrE:s r.2,;tl:~r:es.

~eux :'~'~,roc:125 s8nt c(",r-.c8vJ.bles :-::our l t i~tud~: des distrir)ut ions

v~l~bles avec les ~etits ect~ntillons :
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rCC!1erc::e de: 1: f0r.i1.C t:.n::l.l~rti'lue eX:lctc dûs 1.:;i5 d.e :!roi::2"Lilitt. (*).

nethoële dit·__ de .~ Iontc-C lrlo '!.

:'TOUS n2 n·.Jus int;;rCSS0ns t~U' à la. deuxi~ne .'1:?:."Ir,')chc. :8110

consiste ;:, "?urt ir d fun 20dèl~; à..or.n\::) d.ont les "I:~r1D(;trl;s sont d2terr.in6s, ~.

tr::lv:iiller sur des écl1':1.i;.tillc~s c.rtiL'iciels. :i.. SUJ:l['l--~S (**) s2;-Jole av')ir

et~ ll..11 des :::re:::dr:;rs :1 d..::vclo:?-i cette ~:?~rvc:le. AV'n.nt Ù:' :Jrci:senter ClU~l'lues u~s

de ces ré.sulta-:s, d "Jnnüns des d€.:~i.nit i,)ns ut îles.

Soit () la. vrc..le v:1.1eur d.u ::'''(1ran~tre rJ.ue l'on cherche ;i estimer.

SuP?osons <lue l' r:n ait 8nscndr~ ;' écha!:tiJlons :1.rtificiels 9t que 1 1 0n .jtudi~

une !:1&t~odc: d,:)nnêe j t estima.tion. 1)êsi~Esr.s Jar ~.
- l

:l...'!.tion :Jour l t .~chn.ntillon i; et rar j :~ ::l:>yennc

l~ valeur ~rise 7ur l'esti

des El .• 'ln d,;fi,1Ït :
l

- le bi::.':s par .' Ô ',\T- 0,.
l (e· ê

i-';l
l

:,:;.

:r

y (e. 0)2
i';l l

~,,\~ l :.:: --- --------

On r>eut v6r ifier q'.le :
~

:::0;1 '"' v~r + (oü~is )"

(*) ~ - -'I\t'" f~~,~lIi i'" n t· n th ~ '0 t ..,. ·t" ·... r-·· 1 """ -:>, fI.! ... "',..'.\ ....... l.i..... .:>••-•. 1· """ __0 co.. e -..;X_C, lnl ..; 3'-' :... 1;;: rrequency _ nC",10 ..... ,-,

cf ~enC'r:l.1ized cl.1.ssico.1 li!12nr 2sti!!l·'],tors in t1TO lcaùing over idcnti::icc1

cases" T. _:,-~. ~;it::.tist. Assac. vol 5:), :':J. G19 .....6~6, 19(1.

of the l,)3rnneters in sinu1tc.n~Qus C·lu:tt.i0ns· l
• rcono!:l2trica., vol. 2~(,

(* * ) .1. :3(J11K'~3 I:i-\. cJ.~~)iY:ll intensive ~p?Jroc.c~1. ta the small saI!!:;le pr0:!erties

of vnricus sir!ult:lneous equation esti.r!.o.:~ors'I. Econometrie1., j':lnvi'2r 19G::;.
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2 - Quel f!.U2S résultn.t s d'2 Slmncrs

( -, _.'< "r
"lt '12 .) 2t

\., +" ,.
\ j l '>22 J 3t

LJ. vari::lole a1êJ.toire (u1 ' li:) soit U!;<s distribution nor':18.1c à deux <lÎ2:.Gn

sions. ~u.~';".:rs c~ rt;;=-~t6 ses 0x:9ériGnc:,~s l! .= )0 fois ~ r à6si.'1118 1:], t.::.ill..! des

éche.ntillO~Se :.':, t2.ble ~i-desso'.ls indiClt.l(; lE:s valeurs choisit2s ?our les :>ara..

nètres d~nB le3 ~ifférentcs expériences .

•-----,---------'---~------:,----- '-j
l eXJ6r icnc c 1 Q 'y '( Y i 0 ' y • y 'y 1 (] cr 1 (] ! ;;1 1

,- ~12 J ~ 12 ! l"l 1~22 i 23 i 21, 1 20 II 11 ti l::?~_~r.! '. 1/-----,I----+-- i 1 i --+---1 ' , -ru <
Il:, "t lB 1.•0,7 0,11 O,7:-1 h9,5! 0,'-: 1 0,6 l-o,4j-149,61 400 j 200 1 4°°1 20 1

! 2.\. 2t 2:3 1.

1

-.'~,'lT 0,31 ~':I'-1:.9,S. i éJ,!1 1 ),6 1 -0,41_11;:>,61 40012001110°1120

1 :V' 2t 33 "" .) ,31 ,)" :-149,~ , Q,4 l '),G i -0,41.149,6. 400 12('1) 1 40Cl 20

1

14." et lm 1-1," 0,$1 o,TI~149,5' 0,1;"1,(: -0,);h:49,,,1 40') 12')01,400120
, : r ! 1

511 ;~t 55 i -0 ï O/,'·j 0,7 ;..,.149 ,51 ') IL c,;~ 1 -O,41-1'~9,61 4C8 i 200! hOO! 20
:,' !: l ," '"

1 l ' 1
! 6A iJt Gn -),7 0,0' O,7i·-149,;;' :l,4 o,GI ..o,h:'11~9,6: 400 ,2()01 1;00;20

. , _.-'-

Il BU::'J:)ose ~u 1 il y a une err(;:ur de s!)êcific3:tion dans les

eXrerlences ~ et 6, 2t ~U8 z~ ~2paruit d~ns 1~ deuxi~e squatian ~vec un
"-

coeffi~ie~t no~ nul. Il ~ yris :

y 21 :::: 0 ~5 :?OU2' 5~ 0t 5TI

y 21 - ..l],5 YO'..lr Cc >. ~t (;1].

Da.ns les eY:"?~ri,~::lc"'~S A les Yari~~lt:s cxogèr:.es sont fG.ihl~'::ent corrGl&cs, la

corr~latio~ 2St ~ar contre forte à2ns lèS expériences.

SU!.l.~02rS .... ~tudiê '.luutr~ :lét11CG.CS J.iff~rer:tes :iour esti.:-rer les

~~~~ptrès structur~ls

- ,:t3.:{1::U!.'. de vr?isenblnncE; ·1 infor::t3.tior.. Ibit2G (~\'-IL)

- !!"i.oindres cn.rres ~n r.eu,""C o..:t3.:)CS (i82)

..... rloindres carres ordin1.ir·.;f; (. reo)

..... :''K':..xinlLTJ. d~ vrc. iser..blanc 2 ·i. in:Gr:13.t ion totale (··fJJrr)
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Considt.ro!1S les Tt:sult2.ts c0ncerrnnt les exp&rie~ces 1 •
~,

Haus estiuons ?i C~1D.1UC fois S rgr3.0~tres, nous :).vons don~ q,u total 32 esti~és.

Pour ch3.l}ue crit ~re, le to.ble'J.u ci-dessous donne 18 nœ::br02 d.t.~ fois 0-: la

n~:thode corrl=-s:?ond?.nte a. don:1~' le !Jeilleur rt.isultr:.t (c test~à-dire la plus

?ctit2 valeur du critère).

T~blen.u

n6thod~

!VIS

.1C2

'iCO

Tot3.1

FrciaU0nces des ~eiIburs résult~ts (*)
~xpêriences 1 :~ 4

frcrïücr.cc·s -----·---f

-~.i.'::::T': 'Y"i;~1
5 l' 0,5 f.,) 1

l 20 7,5 1

13,5 1 11 ,', 15 ,5
1 1

32 32 32_1

On const~te ~ue :?our le critère ~E"Q! la :-:.éthode flIT don..Tle les neilleurs

résultat s, tandis 'lue ?cur le critère écart"'·type 13. méthode _,ICa lui est su:!c

rieure. Le critère éCD.rt ...t~"'pe est ::l0ins bon que ~EQ;1 car l'écart-type est

calculé autour d'une vcleur fausse de l'experi2nce. Si l'on considère les

exp~riences 5f~ et 6:\, les re;sulto.ts sont tr~~s clifférl2nts ct ~1VIT ne

--------r

plus.

To.bleo.u ~ ?rt:;rlu2nce des ~cillcurs résultats (expériences 5_~1. et 6':d

fI'cau~nces l_. ---1---------... " -~

1_t'_·e_-t_~_:_:_e_1 'i'" i,oort:':T:;:i
i reo 1;, ! 14 i <; i
~. :lVIl' L!_-L__2__-+__2_lf3_ i

l 'i'otal' lG i 16 : 16

(*) REQ i désigr..:: la r3.cJ.ne Cl1rrc de EQ'..1

~arsqu02 deux ~C:t:JOd2S donnent le !1eil18ur résultat, on J. don.'1ê 3. chD.cune

ln fréquence 0.5.
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::bus ne cit0rons ?.3.S d ~3.11+,res !"t:sult:lts et r~.ous tCr:lincrons par

l'énoncé de quel l'lues ccnc:lusicns.

Pour esti:-:ler les =-~aralJ2tr8s struc"turels, la :;".1t~thocle du ;.1[lXl.I1ur:l

de vraisewblaIlce a. inforr.:~tion toto.lG est sJ.ns d')u1Je 13. ::':leilleure. Les cal ....

culs sont cQ~endant lourds et l~ v~lêur des rcsultats est très sensible

:LUX erreurs de Gpêcific'lticn.

Pour èstker une seule c'1113.tion, les ::!outres nûth0des :?l2uvep..t

o:lassè:- :l.insi {en ~:l.rtant de 1:1 neilleure) :

~vindres carrês en de~~ ~ta~es,

::lG..XiolL~ de vr[Liscrr:fbl·:l~ce i. infor!"!~ti~Hi l mitf_e,

r:lO ind1' es carr ~s crdinr..ires •

duites est Q~conseill~e, nais il est difficile de tirer d~s c~n~lusions géné-

rales.

Bien è~s ?roblèm85 ~c so~t ~as résolus, nais les recherctes s~Jblent

devoir être B8~ées dQns l'~tuàe de la statistiQ~G ~es processus st0chastiques.

C:1T ~ue deviel~nent ~es néthcdes et ces resal:'.5.ts lors 'lue les er!".::.urs sont

autoc cr:r el êes.
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