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- Avertissement -

Ce document présente les notes qui ont servi de base a
un cours d'econométrie 3 1'E.N.S.A.R. Pour leconstruire, nous avons
essentiellement utilisé le livre de JOHNSTON (*). Les travaux prati-
ques et les lectures d'articles qui 1l'ont accompagné donneront ulté-

rieurement lieu & une publication,

L'exposé traite d'abord des modéles & une équation, puis
des modéles & équations multiples, Sa lecture suppose une bonne con-
naissance des éléments de Probabilités, Statistique Mathématique et
Algebre linéaire, Il est nécéssaire d'avoir & 1l'esprit la théorie de

1l'estimation et celle de la régression généralisée,

En ce qui concerne des compléments, nous renvoyons i i
MALINVAUD E,, 1969 - Méthodes statistiques de 1'économétrie. Dunod,
Paris,

ou tous les points que nous abordons sont développés,

Ia bibliographie de base peut €tre complétée par deux
ouvrages :
CHRIST C. F., 1966 - Econometric models and methods, Wiley, New York,
GOLIBERGER A. S., 1964 - Econometric theory, Wiley, Nex-York,

(*) JOHNSTON J., 1963, Econometric methods - Me Graw Hill, London,



Chapitre 1 MODELES LINFAIRES A ERREURS SUR LES VARIABLES

POTTS

o

Yous avons admis qus les variables intervenant dans le modéle
de la régressicn etaient observées sans arreur. Cette hynothSse est souvent
justifiée en fait, Car, si les donnees statistiques sont généralement sujettes
4 de nombreuses imperfecticns, leur précision est neammoins suffisante pour
1'estimation de relations gqui ne sont nas exactes. Autrement dit, les erreurs
qui affectznt les 2quations sont le plus scuvent prépondérantes vis-s=-vis de

celles qui peuvent affecter la mesure des variables.

Cependant, les variables d'un modéle ne sont pas toujours obser=
vées directament. On st souvent obligé de leur substituer d'autres variables
2n relation &troite, mais non rigoureusz, avec elles. Par exemple. en vue
d'estimer la relation entre le ravenu du menage =t tzlle ou telle de lesur
consommatior, on dispose des resultats d'une enquéte indigquant, pour un
échantillon restreint, et pour uns certaine période, les dépensas totales
du ménage et les dépenses pour la catézorie de consommation considérée. On
retient alors souvent les dépenscs totales comme une évaluation des revenus
bien qu'il existe entre lcs unes et les autres une différence inconnmue,

narfois importante.

Les erreurs sur les variables sont donc tout d'abvord des erreurs
d2 mesure, elles sont dues aussi au fait que 1l'on travaille sur un échane-

illon restreint, mais la source d'arreur la plus importante provient de ce

que 1'on n'observe pas directement les variables de la théorie.




MQuels sont les effets d2 ces erresurs sur les estimations des
paramétres du moddle linéaire ? Ce modéle restz=t=il valable ? 3inon quel
nodéle doit-on adovter ? C'est 13 les guestions auxquelles nous allons

essayer d'apporter uns reponse.

1 = Le cas du medéle lineaire 2 deux wariables

30it pour illustrer le cas du moddle lingaire & deux variables,

Supposons guée

(2} Y=¥ %+wv

o X ¢t ¥ sont les valeurs mesurées, ¥ &b ¥ les vraies valeurs des variables

considérees ab on u ¢t v désignent les srreurs d'observation. On suppose en outre

rzlation fornctionnellc exacte entr: les vraies valeurs. Analysons le modéle

défini par les relations (1), (2) et {(3), nous avons :

(%) [ Y=g+ 8 X%y

aAVee W = V = g U

Nous pouvons supposer que les errours uy et v, sont mutuellement indépendantes
et suivent des distributions indep:zndentes de t, centrées de variances cons=-
tantes, en outre indépendantos des vrailes valeurs x et¥ . Les hypothdses nécés=-
saires f 1l'utilisation d'une régression simple Z partir de (4) ne sont cepen-
dant pas vérifices, car v et ¥ scnt dépandantes. Bn effet calculons la cova=

riance de X et v :

:)“l
]
=

(/)}} T {(v - 2 u) u}

]

~ B Var (u) #0
T (u) = done L (%) = y

oQ
i
5|
:€
ft



I1 en résulte, que l'application des formules du moddle de la
régression simple conduit A une estimation biaisée de a et 3 . D= plus, les
estimataurs sont asymptotiguement biaisés, ils nc sont donc pas corrects, ¥
Montrons cs résultat pour l'cstimateur de ( obtenu par la m&thode des

noindres carrés, le désignant par ‘::-p, nous avons :

i
-

2 Lx =309+ J( x= x) (v-v) 4} (v<¥) (u=u) + ] (u-u) (v-v) |
Jx=x)2 +#2J (x= %) (u=u) +} (u=u?

-

Introduisons les hypotheéses suivantes : les erreurs sont indéperndantes les

unes des sutrss =t des vrales valeurs.

D lim b_= SE_(_x—;(-)‘Z .
B Yx - %)% + J(u - u)2

Yy = x)2 (¥ =¥)?

»

comne 3 s - on ohtient :
1x ~X)?

H\

(5) p lim b_ = B

n

2
+
i C".l / O‘XZ

f 5 2 1 = = . .
Donc ltp lim o, £ £, on a donc une sous-estimation de £ . 51 la variance de

1l'errecur est 10 § de celle de la vraie valeur on aboutit par une application

a

directe des moindres carres 4 unc sous-estimation de 10 % de B .

*  Hpn cstimatcur t'q de 8 est correct si

iim 2 rob {| t_ ~ 9 | 35} =
n
Y. % o

Lo ]

On dit encore qu2 1'estimateur t_ convorg: en probabilité (ou stochastique-

nent) vers 8 :



On peut etudier ce protléme de trois facons :

(1) Approche classicue qui suppose vérifiée des hyvothéses fortes
sur les distributions de probabilité des erreurs.

(ii Développenents basés sur un regroupement des observations et des
hypoth3ses plus faibles sur les erreurs.

(i, i,i) Introduction de variables instrumentales.

2 - Approche classique

On peut considérer deux cas selon les hypothéses Tailtes sur les
vraies valeurs, les Formules d'estimation sont cependart identigues,

Partons des relations (1), (2) et (3) :

(l)g X =y+u
(2)] ¢ =¥+ v
(3)i ¥ =+ B X

ot supposons que u et v sont des variables aléatoires normales, indépencantes,

centrées et dz variances guz et ovz . La combinaison des trois relations de

base conduit I ;

¥ =x+u

=a+8X + v

T2 foncticn de vraisemblance d'un échantillon de taille n ='eerit :

e - n B o 1
(6) Log L = L¥ = const -3 Log ci -5 Logo, *=3
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llous cherchons des estimateurs dey ,8,4.2 €t o 2 Yais les y.
- -
etant inconnus, nous devons aussi les estimer., Calculons donc les dérivées

partielles de L* :

-
3% n i ¥ °
= = - - h L (X1 - X_‘)?.
N oy 2 o e =
3 s 2 g, 2 cu
L *
3 L o 3 . Sl 2
g e —— o ——— (Y, == 2
o g 2 a. @ %) g =" x:)
v v e v
A ! 8 ,
ax. :c—-:’_r- (XL = )’i) +—2-(c Y—. = - B xi) W1 = l, 23 Y --)
T u v i

3 T_.-* 1, i
a(}[ = "_2_]‘(1- “a"‘qx)
bv v
*
5 L 1 4
58 G2 Lx;(¥; =0 =8 x;)

En annulant la2s deux premidres dérivees partielles, nous obtenons :

] ¥ 9 oo & T % xo
(M & TE i~ e
N, i ) Ny
f q = f ! I - . 2
(8) %, = J(v, A x;)

3 L*
EES =0 (1i=1, 2, seey 0)
f\‘, ’)
r L v - g n*™ i 3
(9) -ieaaGXi—u-’bmé{_‘{.mx)
B o,

En 8galant les carres des deux memchres, puis en sommant pour i =1, 2, ..en

menbres i membres, et enfin en divisant par n, on obtient ;
o

n
6 2 =

A

2

acl<
£

Ez
53



c'este=d=dire :
M
s}
%2 o ¥
-
1

Relation vraie quelle que scit la taille Jde 1':Zchantilion : nous savons qus
les estimateurs du maximum de vraisemblance sont asymptotiquement corrects,

ce qui conduit 4 :

.

relation qui n's aucune raison d'&ire vraie, donc la méthode Gu maximum de

vraisemblance ne convient pas . cette application.

r§ggpg§9ns qu'il existe un A connu tel que :
=

x &
g

(1) |y 22w
%

Ce qui parait possible, dans la mesure c¢v 1l'on connait les sources d'erreurs.

Da relation (2) peut alors s'écrire sous la forme :

< S "\’J » ﬂ’b.’x :\; . :
(4: = xi) + A (-—i o £ ’(i) 0
W X tA¥T -nrak
{ll) Xs = 7
B 1+ 2 a2

Annmulons 3 I*/da , on a
n - ny G
) X

o =Y =8

b 0 5 Y 3 -
ou X désizne la moyvenne des n estimateurs X; e Puis er annulant’ 3L%¥/3 2 H
.o N
(T, =Ex) =0
L

qui s'zerit encore :

4w

(13) L% X)) (= d=Bx) =0



)

In effet

~ . . " ;
Y x ( Y.~ a= 8 ;;) = X 3y~ ¢ - 8 ;i) =0 ecar ¥/ 3 a =0

Substituons (12) dans (13), nous obtenons :

Y T At ‘;‘
:Z( Xz = X (Yi - )

',-\.'.
B

z (;i"‘ ?)2

formule habituelle lorsqu'on calcule une régression simple de Y npar rapport

"
X

La pelation (11) peut s'écrire sous la forme :

" = 1 | - % - |
X. =X f—————— |(X. =X) + 2 8 (Y, =Y);
1 l“‘)lgzl—— 1 1 J
D& 12
— 1 {- --:
Doy b LT s ) = - % - 7)2
ox=x) (1, = 7) ___ZE(Xi X) (v,=Y) 2 £ ] (¥; =T)Y
lfl‘é’l__ -
Tt

r -
-y P b = X)2 + 2 A8 J(X. - T) (1.-7) + 22 B2 ~T)2
X =x) Y Z)Ztﬁz (X; = X)2 + 2 A€ J(X, = X) (v,~Y) + 22 82} (v, Y{]

Introduiscns les notations
3 w X)) (Y - ¥
MY, =X) (¥, =)

B3

o
il
8|
[}
Lo
=
=
:
&
S
[
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Form 2 guadratigue en B qui s'écrit
(111') )\qél'ﬂ, "?(Am = m_ ) = T, =0 .
Y i XY |

et qui a toujours deux racines distipctes : (%)

I e T
(15) I_E’ "-8-7-'/:'7“—’+%— ??? --B--/e-2+§
ou
' |
B = (1/5 ) m i
(16) | o =X A X
| 2 Dyy
1

8 est calculée I partir des valeurs chsarvies et de A, Il appara®t qus

~

; ; y e 5 A
guelque soit le signe de 6 ;31 est positif tandis que b,

g . . 63
Comme B mesure la pente de la droite de rcgression de¥ sur y , on choisira

est neégatif.

o D P . . ok
comme estime {51 lorsgue la covariance antre valeurs observées c'zsteawdire
n

ol , N % g : . .
m.., Sera positive et f, dans lc cas contraire. Ainsi (15) fournit un esti-
—

=

[, -
mateur de ot (12) ua cstimateur de o @

m™e
=e|

(32) 4 =T =

Rappelons la relation

a an s o] . - ol
(ll) )(;’- A - £ )
T 14 ) B2
(*)AB2- 5§ ~ C = 0
e - E ;L-: ,.g
- X A
2
A=B7% hAC =L A2 g2 +hi—



qui entraine :

T T ART 0B T W aR(T-RY)
14252 1+ %2

n, - .}_:. '
[ ®==

Ll'estimatour du nmaximun de vrailsemblance dea est done

{

&l
1)

¥

— v A 3

(17) g =Y = BYj
——

Considérons <eux cas particuliers 3e ce moddle. Supposons tout d'abord que A=0,

clest~d-dire qus )
e 0, Dans c& cas x est obssrve sans srrour o

X =%
et 1'équetion (1}%) se réduit 3 :

Ay
?i, :-HL‘_{};_
e
T
dudy

qui est 1n pente de la droite de regression de Y sur X. Soit maintenant

e
le cas ou X »e , ou encore °2v = 0. Alors :
& _ “¥Y

ST

Sk

¥

qui est 1l'inverse de la pente de la droite de régression de X sur Y,

Voyons maintenant s'il est possible de généraliser ce mod@le en incluant un

terme aléatoire dans la relation entre les vrales valeurs. Le modéle s'dcerit

alors :
% = + 1. !
(1) ..i Xi 11 |
b4 =
(2) R | 1
(3=2) Y. = o+ Bx, + e, |

il peut oncore s'écrirc sous la forme :
X: =px: + U,
i i

I. =2a B y. ¥ g. ¥V,
i 1 1

(]



.

3i 1'on suppos= que u, v, et € sont indencndantes, centrees, guivemt une

2

distribution normale et ont pour variance o o2 . et cg respectivement ,

u? v
alors il est facile de voir que les résultats priccdents se gBnéralisent

en remplacant v par e+ v, In effet v +e est centré, syit une distributien

normale et sa variance est égalec 3 o2 =+ ¢2. 5i 1%on peut alors obtenir e

v

L3

m N

estinzé 4 nriori de :

S T e |
i 32 }
[ & =gy |
! oz + o2 |
: € L' l

les estimations basces sur (15) s'applicuent. I1 faut remsrquer qu'il es

beaucoup nlus difficile d'estimer i prior iei gue précédemment.
On peut apmrocher le probleéme par la methode du maximum de Praisemblance
en supposant que ozu est connu (* ). L= logarithme d= la fonction de vraisane-

blance s'ierit

n l ar
(18) L* = const - 7 Log (c2c - og) - .":T_c?z‘z (%, = "-i)z
u
1 )‘ (7 )2
G A |
€ v
On obtient en annulant les dérivees partielles :
i) Z b '\02 " !'.. B N - '“.‘J Py 7
(19) g %+ d% = Z (Yi o~ F xi)
1 m E LV . ¥
—_— (. = . + Y. = Qe = o= 1 = . 'l‘
o7 (hl xl) _32_:'33 Y, =a= & Xl) B el By 2l
4 " ¥
i = - oy, =
! (¥, ~a =6x;) =0
v VIR, VR
wi¥ o N em —
Ixfy, ~=~8x,)=0
Pour simplifier, posons o?= ci + sz ot estimons globalement cette scrme.

La deuxidme équation du systéme (13) donne :

(*) On pose quelquefois que gzv est aussi connu, ce qui permet dfestimer o2
€

a8 ]

Ici on estime simplement lz somme 0% + ¢

<A
™



-0

Jui domne en sommant pour tout i et =n faisant la moyenne

= vl o - A oA
2 2 s
. = . + - - = q
o2 {X; = x;) + B8 o2 (Y ~a g %)
et par soustraction nous ohtsnons :
t\uﬂ Lad
- n-é_x_ + é 2 1 A
TR L s Sl o S T, X ut Y. - Y
A, = Ml h. = A, = £ € . = 1. = 1
£q X o Yo P 1 i yl 1
c + B G

Les deux dernicres égustions du systenme (19) donrne :
A\
y Zyi ( %i X/

g B —
I (= X)?

et en utilisant (20) or obtient :
) . (. 2y (V2 Ra 2
- {c in Y3 +F o2 ¥ y2) (2 + §252

o Y xg + 2 ot ¥ ¥2 ¥2 X520.2 ¥ % ¥

ce qui donnec :

Lisstimation du maximum de vraisermblance de g2s'éerit dfaprés la premidre
druation du systéme (19) :

O 2tV %, - & = E o)
g% =i Z (Li =0 = f Xi)

- v |
” l[ % A o
a % Yo + % 52 r .
Ey D 2( o Ty 4 Uu JYY)

YY o2 4 52,2

u

~ v 2
(2"‘3} 62 == :ﬂn — EL_L)'Y “’ﬁbjz

=)

™n utilisant (22) dans (21), et en simplifiant on obtient :

r—™ Y == e
(23) i a 83 + 3 E2+ 3.9 'é + 3, = D i
2 1 = k. |
v Oh . = = 2
= (24 ) %o % xx

8y = Ty (2 07 = mye)

o
n
i

i 2 -
Pyv +EYY (m}‘ Uu)

83 = = Byy By

(4]
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On remarque que si 1l'on fait n§m=0, la relation {£l1) se réduit i :

.

»echte de la g;oite de %& rézression dz Y nar rapport 3 ¥, et (22) donme
J

oy

forrule habituclle pour estirmer la variznce résiduclle.

o y . 5ol e y v .
Consicdérons 1l'équation du troisicme degré en @ , ces coefficients s2
calculent - vartir des observations. On choisit pour estimateur deB , la

racine réelle qui maxinise la fonction L* définie par la relatien (13).

On peut obtenir plus simplenent des astimateurs corrects, 4 partir des relua=-

tions (1), {2) et (Z=n). Wous avons :

1 : 12 ) = 1 = g - s
-{ (X; ~X)2 == ):(xj-_ - %) Fe= Hu, - )2 + = E(xi - x) (u; =)
=% 1 = 1y = 1 =
% Z (Yi - ¥)? =¢2: E(Xi - X)? * N Z(Ei - €)% - ;—Z(v{ - ¥)? + termes rectangles

%‘Z (Y; - ) {Ti - X) =8 %-E (xi - i)z + termes rectangles

Prenons las espérances des mcmbres d: cos relations

RS 57 "‘2}__1: =y2, n=1 o
(25) - {n ) (%; = X f 7 n ) (g = W5 5F oy

(26) = {% L (1 - ?)2} = g2 -J,Ef (x; = X)%+ 531: (02 +02 )
(27) E&Z (¥, - ) (X, - ")} = @i .;} Z(Xi . )2

3 e

cn effet 51 1'or Buppose les crreurs nutucllement indépendantes et indépendantas
des vraies valeurs alors les esperances <es termes rectangles sont nulleas,
On peut estimer les premiers membres de (25), (26) =t (27) par Myys Ty

et oy respectivenent. On obtient alors en supnosant c& connu

.

'\‘ ‘o’
(28) | FoE




=
i m gy
{ e [t - i i
(29) 1 o7y (myy i 1]
mﬁX T Thn .

-

Ces estimateurs sont corrects, car Ty s Ty et mXY convergent en probabilité

vers 12s limites de leurs espérances, Finalsment, on estime o par la relation

habituellew%% ey fw
L o =Y = E

';*«.!

Supposons maintenant que xest une variable zleatoire, L'approche précédente

reste valable si et seulement si, l'cnssmble des valeurs de x psut Stre répété

dans plusieure tirages successifs, ce cul est irréaliste. Aussi nosons que

. . . o
u et v sont indépendantes, centreoes, normnales de variances g< o2 et o2 ,
& s i 5 [ s u =
ylaprds :
I < "
(1) | X=x+u
(2) | T=¥%+x
|
(2) P Eee @y

Comme X ot Y sont des formes linéaires de variables normales, leur distribue

tion ccnjointe est normale 4 deux dimensions.

. B gt 4 gt |
et UX X u |
B e 2
(ot = U -+ 4
T X
8 o2
Ly L a
D:%:4 X i

-

Comme X et ¥ sont normales les estinateurs du maximum de vraisemblance de

UZX , 02, eto? vy Somt M., Ty et m. . n reprenant la relation (10) comme
hypothése : 2
u
A =
v

nous obtenons trois équations :
N
(31) mVK = + U?

Ny N

-y Te

v
vy al 2
AL X



- 15 =

. W b " LY . . - -
qui se résoud par rapport & g2 gi et g, fournissant ainsl les estimateurs du

paximm de vraisenblance de g2, g2 ct g. Le swstéme (31) donne 1'équation
X

r
" v .
du second degre en ¢ suilvante :

n2 ’b ”» 2 Y ™" =
AP2myy = B0 myy iy ) mm gy =0

qui est le nére que celle obtenue en (1h), pour le cas ol les vzleurs de X

sont fixfes, Les relations (15), (1€) et (17) s‘*appliquent done :

ConsidZrons pour finir le mod3le

i:\:‘;x*u

L =¥+ v

<

Y =gk B oy g
L

en supposant qus y, u, Vv et esont normeles et ind&pendantes. Dans ¢ cas

. et Y sont norrmles et nous avons

r 1
32) | pef o= g2+ o2 !
(32) i 0% = o o2 i
| 2 = g2 224 =P o =20}
'cy ) Gx OE Uvi
1
i |
\oyzy = B 02 !

er remnlagant o%, g% et oy, Dar leurs cstimateurs du maximum de vrdisemblance

en supposant ¢2 connu =t en posant 2= gg + czv nous obitenons :

1]

v 2
0 + ¢
( u

b -
Pyy g % %

By = 8 2

(33) ( Drr

i

aui donnz paour estimateur du meximum de vrailsemblance de B

f o,

() | BBl
| b N Uﬁ
[ £

Ih
]
[
|_J
(1]
W
e
=
L
“;%
(84)
)
¥
w
i—l
i—l
[
2
[
!—J
i}
H
o
’-‘
5
ct
H .
Q
3
—~~
X
O3



3 = Problémes de pravision

7 ztant donng, rosons nous le probldme de la prévision de Y (ou ¥).
Pour fixer les idées, raisonnons sur l'exemple suivant ou Y mesure la consom-
mation et ¥ le revenu avec :

. = By . FE
t K T

Cornaissant Kn’ on peut utiliser comms estimateur de Yj+1 la quantité définie
- L.
par
" Y Ny
(;l:') =g + 8 X
T+l n
N

W g 2 Pyl
cd a et g somt obtemues par 1l'une ou 1llautre des méthodes précédentes.

Calculons 1'espérance de Yw+l sachant Xn g
L ' X)=Z (a+s + N X
( o+l / n) (o Xn 7 Fnel n+l / n)

P

X

on
ioG2 @ ¥ 52
%y /%)= XU n X
‘n ¥ g¢  +o¢
x_ u

(36) By . /R)s5gep-E 8. T

- S . n
n constate cn comparant (35) et (36) que mis 8 part les fluctuations de o et

Na: B S 3. d fros e " .
Bq %ﬂ+1 28t biaisc saufxﬁﬂ=ux . 53 X >y, le bisls est positif, il est négatif
5 -i_ }{ < u °

: X

(¥) 61 X et Y sont normales et indépendantes d'espérances uy ot uy (avec p, = 0)

5

dtacarts tyves o, B ¢, 51 on définit 7 = X + ¥ on montre que :

% Cye
Mo 0% + 2 U%
B (X)) =—nt =
e a2
Y% Oy

Pour le montrer, on définit d'abord 1la distribution de Z, puis celle de X sachant

7 en remarquant que :
y <L (X, 2)
z)

3

=
4

—~
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Jous avons Vu au premisr paragraphe que l'application directe

des noindres carres aux valeurs de ¥ et de Y conduisait 4 un estimatour br

de £ convergeant en probabilité

as

8L

st lim b _ e
n+= 1+ g% fo?
u X
prenons alors pour prédicteur
PR S
;n+l Ta bx (X, = %)
et Studions sa limitec eon probabilité ;
st lim ¥ . =a + gy + : X =)
n+i n
v X i = /02 X
i
p o2 +¥_ o2
= g +* S X = =r A
a2 wyd
X u
=8 (¥ X
S e / n)

4insi bien que l'application directe dss moindres earrés ne conviesmne

pas pour

zstirer le modile, elle permet d'obtenir de bonnes prévisions.

% = Regroupement des observations

Dans ce domaine Vald® ot Bartlett® ont nprorté la contribution 1a

plus importante, Wald® nose que :

wr

;x=X+u
Y=Y +v
Y = a + By

il suppose que u et v sont sériellement et nutuellement indépendantes, que le

nombrez d'observations est pairi 0 = 2 .

en ordre croissant :
- 1r » - -
By By wvie Bs Bognp woe By

ot soit la série de Y. correspondante ;
1[9 lOnY‘Y

v .
2 md """

ar
o £

-
-

Supposcns que les Ki soient rangis

* A, VXLD, "The fitting

M35 Vol 11,

BARTLEIT

of straight lines
op. 234200, 1940

M. S,

to error"- Biometrics, vol 5,

"The fitting of straight lines

if both variables are subjcect to error"

if both variables are subject
pp. 207-242, 1949,



On définit les moyennes :

>

'
r
by

=
13
| =
F= I~
b
Bl
!
A=
~1
B

4l
ii
|
g i
=
=
i
Bl

(37) T -1,
no= = =

X, =,

(358) a=4Y b X

P ~. -2
3

5i 1"hypothése suivante est verifide : (¥)

(39)  Lim 4 »| = [ X ,,’:

r X'|>O
¥ Ci=

=] 3

'_l t»‘J i3

Ces estimabeurs sont corrects. Wald 3 deteraing des intervalles de corfiance

oour aet 8. Liihyonothdse (39) n'est pas vraie pour des variables normales

Bartlett a rroposé quelques aodifications :

s il g ]

- pyts?
Eig™

1 Tk i 4
1=ne1+1
1 I 1 n
L, =5 ) i T, =3 ) T
= % ¥ = " pnakel

gt les estimateurs
(ko) bl =

(L) al =Y = u' X

»

Dans le cas particulier ot les valeurs de X sont régulidrcmant espacées, la
variance de b' est minimum pour k = n/3.

Ces nithodes ont le mérite de la simplicitd et peuvent 8tre généralisées@t),

* {301t une suite (u ) on d&finit Yin inf 1u = lim (1nf RH )
n @ n e NEpon

*% J. "7, HOOPIR H. TEGLIL, "The extension of Wald's “ethod of fitting straight
lines to multiple regression'

Revs 1ntern, 3tatists Inst. 1958
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5 = Introduction de variables instruzentales

Reprenons les relations (1), (2) et (3) =t posons :
Y.

=g +B X +w

ot W=V o= fBu
nous avons vu qus 1'amplication de la methede des moindres carrés 4 la relation
(%) n'est pas satisfaisante.
11 ecst possible de trouver une autre variable Z qui est indépendante

de u et v. Scit 1l'estimateur :

Y. 2.
(b2)
Xxi 2
3 foi z; +) z, (v, = W)
2 ¥=. 2.
i “i

Corme z est indenendante de u et de v Z % (Wi -~ W) converge en probabilité

vers zéro. Donc ll'ecstimateur fournit per 1" relation (U42) est correct.

7 est appele varieble instrumentazle ; elle pernet d'obtenir des
estimateurs corrects. On peut gEnéraliser au cas <d'un nombre quelcongue de

variables. On cheisira Z de telle sorte aue sa corrélation avec X scit forte.

L'introductior de variables instrumentales pose trois probléncs :
-~ part inportante d'arbitrairc dans leur choix d'od il resulte des
variations des estinateurs correspondants,
~ difficultis pour verificr 1'indépendance antre erreurs et variables
instrumentales

- on insiste beaumoup sur le "consistency"

3Joit le probléme de l'estination des clasticités de consormation
2 partir des réeultats d'enquétes sur les budjets familiaux. Pour les nménages
d'un &chantillon de taille n, on connait les dfpenses totales X 2t les dépenses
Y effectuées sur le type d'articles ccnsidéri, Le modéle spécifie une rzla-
tion linéaire entre Y et le revenuy du nménage (entiérement dépensé) :

Y=a+ B x+Ww

(*) i, LIVIATAN "Brrors in variables and Fngel cuve analysis

Econonetrica, juillet 19€1.
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Par ailleurs 1l'Zcart entre la dépensc totale et lo revenu est considéré
comme bien décrit par une variable aléatoire centrse :

X=yxy+¢
on sz trouve ainsi en face d'un nod3le 3 erreurs sur les variables.,

I1 arrive que l'on dispose égeleonment du revenu déclaré Z 3 o'est une
évaluetion mediscre du revenu réel qu'il sous estime. Une régressicn entre Y
et Z conduirait Z une mauvaise estinmaticn du medcle, aussi introduit-on la
variable instrumertale Z. En effet la corrélation revemu réel, revenu déclaré
doit &tre élevee, (tout au moins pour las tranches meoyenncs de revenu) alors
qu’elle est sans dcute faible entre le revenu declar? et e. Car 2= dernier est
@i aux 1léac dans le rythme des dcpersrs lesguelles jouent de la méme manidre

& divers niveaux de revenu. 2Dct :




Chapitre 2 = t AUTOCOTRRELATION

£
w3

1 = Le cas du moddle linéaire 4 deux variables

Une des hypothéses introduite dans 1°:itude de la régression pose

que les termes résiduels ne sont pas autocorrélis

- - - 1 LA
i (at u . =@ ¥4, ¥s ¥ 0,
clegt=d-dire on notations matricielles :

(w 2') = o2

Dans de nombreux cas il semble trés hasardeux d'adnettre cetts
hyoothése. Supposons, par exanple, que ls relation entre ls variable exogéne
¢t la variable endogéne scit mal spéeifide, Hous avons posé que Y dépend
lindairement de I, alors gu'slles sont liges par une forme du second degré,
&ne si les erreurs ne sont pas autocorrelées dans la reiation exacte, le
résidu de la relation lincaire contiesndra un terme en X2 , 5'il existe une
autocorrelation des X, les residus sont aussi aotocorrelés. Cet exemple est
un cas particulier d'omission d'une variable explicative. En général on ne
tient compta gus de 1'influence de certaines variables et lee termes résiduels
représentent aussi 1'influence des variables omises. Toutefoils une autocor-

&lation des variables omisss n'implique pas nfcfssalrement une autocorréla-—
tion des erreurs, 1l peut se produire une compensation. Cependant si 1'auto=
corrélatior 2 lieu sur toutes las varisbles omises, et si celles ci se rndifient
en phassz, on a toutes les chances dfevoir des erreurs autocorrelées.

Ajoutons que l'sutccwrrilaticn des erreurs peut pro¥enir des erreurs de

nesure.
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Considérons le cas du modéle

(1) Y =34+ BX + u |l

|
t e

et supposons que les erreurs sont liées per la relation autorégressive :

{2) u =pu + e

% Bl ~ g |

ot |p| <1 ot €y satisfailt aux hypotl:ses suivantes :

(3) =) =0

2 = -
- o e ut:_-t—'.
i t.5 t#s
lious avons alors
By OR Mg TRy
=n! i o j
PiD Ve T Ty Ve
ut €y +pEt=l +p €t .0 + suin
(v=]
(k) w = §  pe
t Sy t=r

™ 2) = © 2Y #x27f =2 + AU 2
_-(ut) E (et ) +o —(Etwl) + pTE (Et=2) # e
car les ¢ ne sont pas liés et finalement :
- 2) = 2 i 2
| 2
| o U%‘. i
(5) Lc =
u 2|
1 L] {} 1
Calculons :
o . e % [T 2 2 N
3t (ut \.-.t_l) 25 I(Et + Oet'-'l Ll E‘F_'.-,.?_ - R ) (E tal +p Et:-? "'p Et"-3“')_l|
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et de facon génerzle :

2 - =
{ E Fag 1 I 2
(€) - uws) u
qui peut =‘éerire sous la forme de :
P 5 T
[ tns) s
2 P
2 (ug)

Le membre de zauche de cette relaticn definit le coefficient d'autoccorréla-

)
[

tion de rans s de la série u .

Le schéma autorégressif dAfinit par la relation (2) est le plus

simple possible,

2 = Conséguences de la liaison entrs crreurs

Supposons qu'il y ait une liaison antre les erreurs ot que 1l'on
applique les formules classigues de la regression, il en résulte un certain
nombre de consfquences :
1° « On obtient des estimzateurs bisiseés d= o et .6 dont les variances
sont tros grandes comparées i celles que 1'on obtiendrait par des méthodes
légéranent différentes.
2° ~ les variances sont sous-cstimées, amssi les tests ne sont nas valables

3° = les prévisions sont innefficaces, car leurs variances sont trop

glevées.

3 - joindres carrés géneralisés

Utilisons la notation matricielle :



ou
I r i '-»\:' ' b'a N ; hl = F]
a.l .z.ll «’\21 o0 e "L}Ll 1 ul
s E1p fLop eee Ao P Y
1 \ ! H
(8) w = X = | R 3 u =
! ' | : 1 i
. . )
| o | F_Kln 2n *°° “kn 8 k! Yy

Nous suppocsons umaintenant que l'on a

(9) | z(w =0
(10) | E{uu') =V

V est donc la matrice des variances -- covariances des termes résiduszls, elle
est carrée symetrique d'ordre n, et est régulisdre. Si par exemple l'erreur
respecte le schéma autor:gressif

(2) u T opu o+ g

[ 1 o p? ¥ uia pnﬂl
=2
D 3. P ce e 0
V=2 | ! ] i
193 1 1 | |
E i i
i
\pnul Pne2 Pn-3 1

Définissons :

(11) ! B¥ =AY

1
i

comms estimateur linéaire de B, 4 est donc une matrice rectangulaire X x n.

Pour que R¥soit un estimateur sans biais il faut que :

fais E (AY)

T (AY) = 2

il

EjA(Xg+u]

AX@g car 2 (u) =0



et E (AY) = 8 siegallez'_ent si

(12) fax=7)

——

La matrice des varilances covariances des estimateurs 3;{" ast
donnée par T ir(B*ﬂ Y (8%~ B)-'] ,0u leg¢ termes de la diagonale principale

- \

représentent les variances, faisons la somme des variances, nous obtenons j

2 ?é*~.s}*(3* - éﬂ =':flgu)*(ggﬂ

car = AY = AXR + Au = 8+ Au  d'aprds (12)
Ainsi B Es*asé'(a*méq = T (u* A' Au)

d'ou (veir annsxe) :
-

(13) © i(Ee* - B)'(g¥- éﬂ = tr (A727)

La recherche d'un estimateur lincaire, sans biais, tel gue la somme des

variances scit minimum se ramsne &

Trouver une matrice A, tolle que tr (A'AV) soit minimum et telle
. S

que la condition AX = I soit vérifice. Tous introduisons X° multiplicateurs

de Lagrange u.. (i, J =1, «.. k) et le prchldme se manéne i la minimisation

i
de :
J.J‘. n
= 4 ﬁ '- - X . - - . .
¥ =852 ANAVY =y (Z_ By Kyq D) g (03 %oy
1=1 1=1
n YL n
“ g (L3 %) =y (0 an; X500 (] an, T 1)
1=]1 1=1 y =18
. n
wow (1 2y %)
1=]
a n n
My (1 ) = (1 e %) v -u 1 ¢ ! - 3 % o™ 2
i=1 i=) “t° §=1. BE &

ou encore :



uu ]J.‘ 5 e ul“’
ot M = uEl u2? s w u,.J.l{
Mg Mre o0 M

il ne reste plus qu's dériver

tr

d'ou 1'on obt

38

e 8. 2

Ball

3 ¢

-— T

Bagl

et en gBnéral
3 ¢

g
1J

|

J
cu enecore

C

a1

2 (v

(AtaV) = v

ient :

(Vi1 331% Vo

13 281 * ¥y

(v v

_.'.+
ji i1

=:|_3

E Lyseny N

%0 g k

2

(i © ligne de

%

% par rhnpor$

.'iln +|. n":"
=

A
£4

X3

aux €léments de A.
= lf
z 82 _ + cee + ¥

i 12 nn

i=1

I

L aln)w(

e a8 4 S |
colenne de v) = (1cllgnc de ¥ XJ

ce qul donne en annulant les dérivées 1'2quation matricielle :

(15)

2 AV =M X'

“ultiplions &
2

droite par vV
AV vV l M XV

71y

=l
X) T XY car 2AV =

X (15)

brp oy Wae Tpyteeetuy, B

a: A
i,n=1"1,n

+--|"A' i = }: + ‘n. +-nc+ K
oo T1n Pon) (o ¥y tuon Eoy Moy i)
R A . =(p., X, .+ Xootawety.. X .
32 VJn 1n) (“11 13 Riz 23 Hik k]

eligne de X)



et enfin :
{

-

- =
5

[

= (X'V

...J

Tous obtencns donc une valeur extréme de la somme des variances pour la
valeur de A définie par la ralation (14), il ne reste plus qu'i montrer qu'il
s'agit bien d'un ainimum.
Définissons un estimateur lindaire sans biais :
— (A"':)Y

B matrice k¥ x n, non nulle. b -est sans biais donc

E (b) = E [(A+B) (X8 + u) |
8 + (B x 8)

Ce qui implique :
BX=0

La somme des variances pour ce nouvel estimateur s'@erit ;
r— - TR, g I T e -
E (b =28)" (b= 8)] [u' | vyt gy B_’ | xwTx)T xw Lip] u}
s ; el o,
= T;{u“ v ovrixyd '-l [‘{'v x)™ xw v:| )

b )gr I v )

i
=

i
s}

b u'B' (x1y Flapyrl g™ 4+ 3 (u'B'Ba)
Ll

+

on montre alors que , -
gl v (xrv i)™t | Buf = ur] v (xv)™t sy
] i

| ut B! X'V X) %y J'u = tr [ﬁ' (:{'v"l:x:)'l x{]

-
I

d'autre part :
tr (ABCD) = tr (3CDA) = ... ctc.

= [ . S -
% % 5wy J1::) - ij | (x'y lx) o B x_]

Dcar PX =0

tl

(17) E[(b « 8)% (b = ):] =T (u! &' au) + E (u' 2* M)



Considérons les deuxiZme membre de 12 relation (17)

- le premisr terme est la somme des variznces pour 1l'estimateur A,
définie par la relafion (16)

~ le deuxiime terme est 1l'espérance ds la Torme quadratique u'3'Bu,
qui pour toutez matrice reelle T est definie positive ou semi-définie positive,
Flle sera positive si le rang de ® est égal 3 k. Ainsi, la sorme des variances
pour l'estimateur A, est au mcins aussi petite que celle de tout autre esti-

mateur lindaire,

On estime donc § par AY ou A est donnée par la relation (16).

5 1 s =1 -
Hotons que lorsgue les errsurs ne sont pas liees : V& = 1/05 )
et A = (X'X) X', relation guec nous avons rencontrée dans la régression

2 un nomtro gucleongue de variables.

La formule (16) peut aussi Atre obtenue en recherchant un estimateur

qui minimise
(2 - x0)* 7™ (¥ = xB) (¥)

(Y = XB)t V™ (Y w ¥b) = (¥ =B X') V5 (¥ =X b)
=1 viy 2w w0 vt

Y+utxt v

en différenciant par rapport aux composantes de b et en annulant on cobtient :
viy =2 xvl
b= (v i)yt v

4.

2 X

Ttudions l'zstimateur %= AY

(:q'v'"l -4 yiy~L (X + u)

Ty =] e
8+ (X' vt 1 vy

B* = AY

La matrice des variances = covariances des éléments de & s'écrit :
(8% - 8) (8¢ - 8)']=E (Au u' &7)

8
y=1

(18)  r [18* = 8) (8% = £)']= (X 7X)

s r

(*) si on suppose que les erreurs sont distribuées normalement, cette
somme apparalt comme exposant de l'exponentielle de la fonction de

vralsemblance.
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Une fols encore, nous définissons

(19) b= (A+B) ¥

-

oy =

un estimateur lindaire sans bials

commz on 1%a montrg BX = 0., La matrice des variances - covarisrnczs de

L stéerit
t =

=

E f}by 8) (b= 8)

B o(A+R) un’ (A'+B'7]

AVAT + BYAY + AVBY + BVBY

™ ey
(20}  E [(b= 8) (b= R)"| =
car VAT = WYY X (XW
et LYRY = O

Les 2léments de la diagonale principale de (18) et (20) définissent les

pale de BVB' sont positifs donc :

Var (X< Var b. {i
1 T

7@* est donc un sstimateur sans bi

Py

]
(F' v77X%) l_+ BVE®

e b, Les Blements de la diagonale princi-

= Yo 8 wam B

nis, la somme des variances de ses Blements

23t minimum, chacun de ses elemen

ts 2 une variance minimum. D'autre part 3%

est 1'estimstcur du meximum de vr

alsomblance, si les erreurs suivent une

distribution rormalse.

exemple 2ecit le modéle autoré

(3).

Y, =0 + X, +u
Ry * My

TR LU |
W, p‘ltz_l = 8-‘5 ID|<‘I'

D'aprds (5) et (G), nous avons :

grecsif 4éfini par les relations (1), (2) et

Ué 1 e 82 ... pn“l |
5 {1 ¥ = = i 2
E(uu') =V | : N Rea?
A B casmcez
' n=l n=Z ne3
I 8] D o BB o
3 i = o ]
=3 a
dlell ¥ - we= cp 1+p?  mp
52
e =p L+p? B
g-qo t\\‘\ \\
? e
S
- -p




On peut montrer que la méthode genéralisée des moindres carrés équivaut 3

un processus en deux étapes %
(1) transformer les variables initiales sclon le modéle autorégressir,
(2) appliquer la méthode simple des moindres carrés aux variabtles

transformées,

Transformons var la matrice T la relation :

Y =X8 +u

(23) TY = TXR + Tu

Licstimateur des moindres carrés de Jest
- il e .
{2h) g*= [(Tx)7 (TX)] %) {TL)
- ,
= (X'T'T X) Loy 4 T
en comparant (2h) et (14) on woit gque les deux estimateurs sont identiques

si (25) i = v

Prenons pour simplifier o%= 1 dans (22). Ta relation (25) est satisfoite pour

m

la matrice T, d'crdre (n-1) x n :

= Y "3 vy
=p 1 ‘] 4 . F (
x G | . |
- - \\“\\ I ’J fo / 5
- =2 TG 3 ‘ |
~— g, \ |
S 1 ~
~ > /
m \ / 7
) 1 s f i -
e i L ”

et T'T st la matrice nx n

1p?  =p
(2€) QAL = |
=p l+p?

N
fe L

=

en comparant avec V ~, on salt que la seule différence provient du premier

terne de la premiére ligne.




T transforme les variables en

T = L
Iy =.p%y - )
Y3 - ng et X3 - p¥,
Ic - pYnal n DXﬂwl

]

Cette transformation donne des variables suxguelles on peut appliquer la
néthode simple des moindres carrés. La matrice des variancese—covariances des
erreurs transfornmées s'eerit

T {(Tu) (Tu)ﬂr- T v T

et 1l'lestimateur des moilndres cerrés nminimises

i
(Y = Xb)" T'T (Y=X b)

Lorsqu'on a lieu de penser que les errsurs satisfopp. . & un
nodeéle autcregressif simple, de paramétre p '‘connu, on adoptera cette transe
formetion des variables initiales., Cettains €conometriciens ont prisp égal

i 1'unita.

51 on applique ls méthode simple des moindres carrés pour estimer

les paramctres d'une relation d erraurs autocorrelées on obtient des cstima-

teurs sans biais, dont on sous-estime les variances qui ne sont en aucune fagon

minimales,

2,

Considérons le nodéle définit par les relations (T) & (10).
¥ =X 8+

"
et soit B l'zstimateur de B obtemu par lz methode simple des moindres carrés :

Qe {x't{)"l Xty

% (B) =1 Ef:{’:{)“l

xr (XE + u__)i

car T (u) =0
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-3

. . - . . - -~
Determinons la matrice des wvarlancec—covariances de B @

x5yt xvx (xrx)~t

_—
"o
o
S
=
_—
o)
i
o
_——
™
]
wm
e
il

si les errcurs ne sont pas lices V = s& T ot (28) se réduit & Ui (X'X)’l

corme pour la relation (11)

L'emploi de la formule (11) pour calculer les variances psut &tre

trompeur lorsgue las erreurs sont autocorrclées et ce ci pour deux raisons :

1° ~ »on igrore de nombreux termes,prenons le cas du modéle autorigressif

d'ordre un, la relation (28) donne :
n=1 n=2

(29) '
x ai E e 5 | E % X 1
var (B) = (1% 202 & 2p° - # eeet 2p B3 X
rfz E 2 T o
%% x< Y xS
s i A i =

La formule des noindres carrés simple s'éerit :

g2
u

() Var (8) =

si p est positif et si la variable explicative X est autocorrelée positivement,
la somme des termes dans la parenthése d2 la relation (29) est supériesure 3 un

et la variance calculée plus grandec que c2llc obtenue par la formule (30)

2% « 1’¢stination de c& a4 partir d'uns série autocorellée conduit 3 un

biails négatif.

Y4
/'ﬁ +8 X
o )/"
&~ == B ¥ BE
o sl
L
¢ © e
- : — -~ Q
1 _____—‘:"‘/ O/
=
//’.
L~ H

ar

.'-‘4“
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Suppcsons gu: u et x soient autocorrelés, 51 au point (Xl, Yl) correspond

un u positif, il est possible que les points observés se répartissent dans
leur enserble au-dessus de la droitc représcntant la relation exacte. Done

une mesure de la dispersion autour de la droite ajustée ecrnduira I une sous
estimation iesil .

Ces points sont confirmes par l'sxamen des résultats exp-érinen=

auX. La recherche de tels résultats peut d'ailleurs &tre conduite de naniére
systé&natique. Il suffit de fabriqusr 3 partir d'un mod3le autorfgressif comnnu
un certain nombre. d'échantillons artificiels et de déterminer les estimetions
que 1'cn surait calculées sur chacun des echantillons si 1l'on avait effecti-
vament observé cet Zchantillon et lui seul, On dispose aussi pour chaque
estimateur d'autant de valeurs qu'il y a é'échantillons. La distribution empi-
rigue de ces valeurs fourniit une approximation de la loi theorique gue 1l'on

scuhaite connalftre. Cette méthode dite "méthode d= Yonte=Carlo" a £t€ adgptés

notarment par Cochrane ¢t Orcutt (*) et par Malinvaud (* *). Cochrane et —

Orcutt ont considéré la relation j

{31) Kl = 7 Xz + X +u

ot ils ont engendré X,, ¥, et u selon les cinq modéles suivants ;

)

l‘.\l. £] = - ?1 - 7 B 1 ) & 2] 1
(a) Tpsy =8y ¥ 0,3 ( " étml) *eia (processus auterégressif du
second ordre ),
T 7 = 7 + iriite 1 rOCaes & = il Yeeli]
(B) Brag SO *Epy (linite du processus autorégressif du prenier

ordre lorsague C tend vers un),

c 7 =3,3 + € 3SUS e if i

(c) bt+l 043 Zt £+l (processus autorégressif du premier ordre)
(D) Zew = Sepn (processus aleatoire)

T A = o 1 ~ e & o131 S ~ é, 1 -
(E) gt ™ g * 5 (difference des deux processus zléatoires)

Ils appliqudrent la néthode des moindres carrés 3 20 ensembles
de 20 observations de X?, X3 et u pour chaque type de processus générateur
(A, B, C, D ou E) et ils compardrent les variances des résidus par rapport

aux variances des arreurs vralies,

(* ) D. Cochrane, G.H, Orcutt = "Anplication of lecast squares resressions ts
relationship containing auto-correlatederror terms', J. Am, 3tatist,
Assoe. , vol kU, pp. 32-61, 1943.

(¥¥) 3, MALINVAUD - "Estimation et prévision dans les modéles éconcniques
autorégressifs” Rev. Inst. Intrn. ée Stat. , vol 29, n°2, 1961,
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Tableau : Comparaison des variances

| processus gAnée | nombre de variance | variance !
n® rateur des varia~ | variables moyenne noyenne des !
: bles explicatives I;x@licatives des résidus| erreurs vraiss
= , M |
i § B ! Bl 5 1h2 1 725
2 D l i | 1 375 1 Lé6
]
3 B | 2 +temps 784 L 386
b 3 2 1 690 L 386
5 D 2 634 T
L I 1

on constate qu¥il y a toujours sous estimntion de la  variance.

Utilisons les fornmules (19) et (23) pour comparsr les variances
relatives au cas des moindres carrés simples et 4 celul des moindres carrcés
généralises, Considérons nour illustrer le cas d'une seule variable explicative
¢t d'un erreur suivant un procassus autorésressif dlordre un. Tous avons

g = (xm)t oy o = (7Y™t xwytly
= - | - ; i -3
ar(p) = (X'X)7 XWX (X'X) ¥ var (g8 *) = (XW 3 %) +

e qui donne danc le cas particulier otudic

n-l n=2
52 % o Xa ) Xi¥s 50
Var (B) P 5§ i b B s S s, T nel )
n X r i O -
o2 W2 S 2
JZ::{]-. Jz.-. _%X]_
v 0.2 (1“92)
(%) =
Ve {50 ? n=1
(1+p2) J 22 ~oH 2 +x2 )-2p ] x. %41
1 - xl n 1 T

d'aprés (5) o2 (1 p?) =cg d'ol, si les ¥ nc sont pas autccorrelées approxi-
nat igement
var (g*) _ 1 - o2

var (8) 1+ p?

o . e , = - s G .
en negligeant les Jariances sérielles. Si p= 0,5 1'efficacite des moindres
carrés simples est Zgale 4 60 7 de celle des moindres carrés généralisés,

tandis gue si p = 0,9 le ranport n'est que de 10 7.
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L = 1a statistiqued.de Durbin - Tatscn (%)

Tous avons vu guelles pouvaient &tre les conséquences d'une

application brutale dc la méthods des moindres carrés simpies 4 une relation

A

comptant des liaisons entre errsurs. Pour toster 1l'existence de telles auto=-
corrélations l'smploi de la statistioue 4 de Durbin-Yatson est perticulifre-
ment simple.

S0it z {t =1, Z,4s. n) les résidus d'un nuage d'observations

-

par rapport 4 une régression ajustées Mous ¢éfinissons :

9 2
L (2 =2 )
= r

Durbin et ‘atson ont calculeé das bornes inférieure d; et suzérieure d_ en
=]

fonction du nombre d'observation n et du nombre de variables axplicatives k.

on rejette 1'hypothése d'erreurs aléatoires

si d<d, on admet 1'hypothéssz d'ure autocorrélation positive.
gid > d, onne rejette pas 1’kypothése d'erreurs alZatoires
si d;<d<d  op nec conclut pas.

2

5 = M&thodes d'estimation

Lorsqu'il vy a autocorrélation des erreurs, trois méthodes princi-

pales d‘estimation peuvent &tre emplovéss :

(1) on connalt V
cette #ituation est idéale mais innaccessible, cependant dans ce

cas, cn a :

p¥= (X' V vy

) =(xwL )1

B %

var (f

(*) J. Durbin, G.Z. Vatson "Testing for serial correlation in least squares

regressions’” DBiometrika, 1950, partie 1; 1951, partie 2.
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Parfois on dispose d'un estimateur Vl de V, les estimateurs obtenus en ren-

plagant V par V., seront sans biais mais la metrice des variances-covariances?
IS S, |
(x* v, X)
connue avec inexactitude, il faudrait en fait prendre :
=1 -1 ol ool =1 =1
(X, 7 X)) XW, TV, T I (X VT X)

qui fait iatervenir V qui est inconnu. Toutefois, il est préffrable d'utiliser

un estimateur imparfait de V plutdt gue d'utiliser les moindres carres simples,

(ii) procéde itératif
On utilise les moindres carrés simples en calculant,
v o= (% 0T w0y
puis on calcule les résidus :
1=Y~X0%b

que l'on utilise pour estimer le matrice des variances=covariances des errcurs
v

v xSl oy 5 il
b = (X7 V2 ]?() Xt V2 i 4

"ais malheurcusement V o €st singuliére ;

&2 i @ 6 @ & ...t
l l 2 L l ‘: i lll l.'. l
vV u, ".]_| ﬁz Y ﬁ ﬁ A
= ') = o~ -~ 2 e Pl e —
2 = 21 2 2 n =0y ...y 5 Useer U, =
Y Py - - -~ -~ -~
unvl un V2 e 1 un untui un
|
| |

I1 est nécéssaire d'admetir- que les srreurs obéissent % un moddls
autorégressif fixé par =xemple, le nodéle sinmple :

W, = opu, . +E
4 e

puis d'estimer p en calculant la régression :

u =rutﬂl+e_t

ct



le coefficieri r est alors utilisi pour transformer les variables en :

Vil wunlX

£l e~ T

ot on applique les moindres carrés simples aux variables transformées, Si les
résidus qui en résultent ne sont pas autocorrélées, le calcul est arrété,
sinon on effectuc une deuxidme cstimation dep qui permet de calculer un deu=
xidme ensenmble de variables transformess, et un nouvel ajustemert.. jusqu'a

ce que l=s résidus ne soient plus autocorréles.

(i1i) Estimation de tous les param3ires

Soit le modéle:

o X satisfeit un modéle autorégressif, on peut tmouver une matrice telle que :
Tu=¢e¢

ou les e scnt independants: , centres, de variance constante, si de plus ils

suivent une distribution mormale, on peut rechercher des estimateyps du maximunm

de vraisemblancs. On minimise alors

gfe=(¥Y? - BTXT) TP (¥=X 8)
{(32) = ¥t PP - 2 /Y AY BT & gt X PYINE

sn dérivant par rapport aux éléments de § et de T.

Durbin (*) a propose€ une rnéthode d'estinmation en deux &tapes, qui
est plus simple. Elle fournit des cstimateurs qui ont asymptotiguement la méme

espérance, =t la mre matrice des variances-civariancses que ceux ottenus direc=-

tement i partir de (32). Durbin raisonne sur le nocdéle :
(32) Y, =B8X, +...8 X, +u £ 21, B iisy n)

t 11 q at t

ol {ut}est un processus autorégressif statiomnnaire engendrée par :

(3k) u o toy U, ot e ta Uyp = By Paaw, =1y 0, 1, vex

o -

"y, < o o f —
et ou chaque sérile iy ki2’ ees (i=l,.,. g) est unc sériec de constantes
données. On sumpose que les e, sont indépendants, équidistribués, centrés, de
veriance constantec.

(*) D, Durbin "Istimation of parametors in time-series regression models"

J. Royal Statist. 3oc., série B, vol 22, n® 1, 139 ~153, 196q,
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De (33) et (34) on tire :

5 $ LR =QX o e > -y as e X
(35) Yt + alyt—l+ +(¥pyt-p & 1t+ +3¢th+ alp ¢Xl,t-1+ +ap Bqlq,t—p+st

solent = By eees -ap les coefficients de Yt-l’ "thnp dans la régression de Yt

par rapport & Yt-l’ Yt‘F? hlt""’xqt’xltal’ see Xq LT Xl . Ro--xq S

Vt = Y+ x g al Yt—l * ses apXi t-P

v

et w., =3%., +a8 X X

i Tt T Wi T Y T ReR v b (i, aew )

alors B P QE,...BQ sont les coefficients de Wigaees Wét dans la réegression

[ 4 é LN L]
de Vv, Par rapport 2 Wy, wqt

exemple Soit :

3 la premiére étape nous calculerions la régression de T, par rapport a Yt—l‘

Xt et Xt—l’ en désignant par =a le coefficient de Yt' Puis nous calculerions

les séries ;

vt = Yt + a Yt-l

et la régression de v, par rapport i W, qui fournirait les estimés de B

€ = Probliémes de prevision

Les liazisons entre erreurs se rencontrent fréquerment dans 1'esti=
mation de relations & partir de données chponoclozigues. ‘Tous avons vu, que
les estimations étaient amcliorees si 1l%n connaissait la structure des liaisons

il en est de m@me pour les prévisions.



Soient les observations Zis Ty (t=1, 2, +sen) et le modéle :
¥, = - gX, +
(1) e o 3 S}t u,
= pu +
(2)  wy = ou ) tey
et oli satisfait aux hypothdses (3). Préveir ¥ sachant X_ ... On s :
n+l n+l
37 r ces U ) =g +B8F . +E ~ ;
(37) B (Yn+l / 4 Ln) o F B Zia (un+l/d1, ‘oo hn)
=g + B j‘_n+l + Qu:}
d'21 en employant la relation (1) :
30 A “as = - + B X = pX :
(38) = (Y,,,/w, u)=a (1~0) +8 (X ,=pX ) +0 ¥

n

pa—

(39) 3 [(Ynﬂ- _oifn)/(‘l, sre B Yi =g (1-p) +8 (X .= 0X)

5i 1'on connalt p, on écrit (1) sous la fornme

ifig 2 "

qui satisfait les hypothdses de la régression simple. En appliquant la méthode

1-p) + 8(X, = oX
= (1-p) + B(X, = 0X

t
des moindres carrés simples, on cotient lz meilleur estimateur linéaire sans

biais de Y - pY c'est=i-dire :
n+ n

i

o* (1= p) + 9‘(:{:!4_1 - an)

d'ou :
k1 ¥* = gf(1-p) + 85X, - pX ) + oY
(42) ndl ( p) : (Ln-‘rl e n) P n
Lo = o¥+ g* + - (a4 &)
( -f-) a ~ xn""l _Yn VO - --n)-!
Ainsi le meillcur estinmateur de Y a deux propriétés intéressantes :

n+l
-~ il utilise la connaissance du processus autorégressif,

- Oon corrige o ¥+ B*Kn par le produit de p par un estimateur de la
perturbation pour la periode précédente,
L'utilisation brutale des noindres carrés 3 partir de la relafion

(1) aurait conduit a :
il -
L ¥ = & + BY
th3) n+l = an+l
nui est d'une part biaisé, d'autre part moins efficace que (h2).
Ces réesultats se genéralisent 2 un nombre quelcongue de variables

explicatives, -
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Exercice
Joient les donnzes sur 1: consgmmation ¥ et le ravenu X aux Ttatse

Unis, par la nethode des moindres carrés on a caleculc

Y = 7,0 +0,7025 X

;EEESQ | consorge | reveny | i A A
: tion ¥ y S - ! | |
gLy (2) (3) (W) (5) 1 (6)
[ ! | !
! 1940 129 212 l 198,3 | 0,7 z 4 oA
{ 3,2
1C an) ~1) 1 . ;
! 1949 S 21k | 200,01 3,9 | =2,h (milliards de
1950 | 216 | 231 | 45,5 0,5 P 3.0 aollars 195L)
=Js
1951 | 213 237 i 220,9 | ~2,0 | o4
=9
1652 a2k 24l | 227,2 | =3,2 o1
]
19531 235 255 { 23T 41 ] =B, 1
1 &
1951‘7 i 233‘ 257 ! 9’2859 =0 :9 ‘ - 5
! " ] ] =
1955 | 256 213 | 2534 2,6 | 4
; ) - -1,
| 1956 | 26k 284 | 263,3| 0,7 o
; 1 i ]
| 1957! 270 | 290 | 268,71 1,3

=YY

valeur qui indigue une autocorrelation npositive des arreurs. Considérons alors

le moddle :

On définit alors les varishles

' o2 X e L!r”‘? ¥
¥ -t ‘t, O, 2 i}"—"l

X', =X, = 0,b57 X

<
ct



année | T'& | X' | T | 8% Au'
i 11 T T
19k | 113,1 117,41 109,3 } 348 ? 5.0
i A A 5 n i [ - 3
i 1950 | 122, 1382 124,0 Po-1,2 | 1.9
1551 F 119,3 131,%4 1224 ] -3,1 1,0
1952 g 12k | 135,7 | 126,3 L =1,9 1,1
| 1953 132,6 143,535 133,k | -0,8 0.7
I | ¥
| 195k | 130,6 | 1M0,5 130,7 i -0,1 at
| . |
| 1955 | 1h71,2 155,6 | 1hh,h | 2.5 e
| | B T
E 1956 | adr,0 | 159,2 | 1b7,7 B A R
i I | [ ?
i 1957 ikg,b | 160,2 | 1k3,6 | 0,3 !

L'application des moindres carrés donne @

Yt = 2,6 + 0,911 X't
on calcule alors les résidus @'t, nuis la ncuvelle valeur 4° de la statistique
de Durbin-Watson :

g% = 1.k

qui signifie gue l'autoccrrilaticn a presque disparu.
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S _\! QUZLAUES POIYS PARTICULIERS DE L'DIUDE DES “IODELES
Chapitre 3|

i A UNE EQUATION

lous abeorderons successivenent

la collincarite,

i

= 1'heteroscédasticite,
= les modéles a retards bdele

= 1'introductisn de varisbles fictives dans les ncddles,

1 = Collincarité

Lorsque les variables explicatives, ou une partic d'entre elles,
sont hautcment corrélées, il devient presque impossibla, ou pour le roins

tras difficile, de séparer leurs =ffets. A cstte situction correspond le

ilous considirenons trois cas
Y 3 T, . s are 10 nAila T ians 49 1% s . a5 ot
(1) Suproscns gque la thiéorie nous condulsc 4 supnoser que Y 561t

2

¥ =8 + 5 X & A o
(1) By * By o * B3 Ay * 5

licte = X, et KS pour une relaticn lindaire :

na

A partir de n observaticns, nous dcsirons zstimer les narandtres de la

relation (1). Wous savons que si nous derivons

5= S en) B
L 1J

o= ot

¥ o

w
n‘n;

“11 [ 21 31
|

|

| i

i ]

| i

| R
: 1

(an introduisant les variables centrics)



s JEl o

les estimatcurs des neindres carri:s sont donnés par
= (x) oy
avee
var (%] = 20002
cetta ncthode st nrise en defaut si| X'X| = 0. Supposons que X, et KE
soient 1lils par une rclation lincaire stricte @ -

X = k. # k. X Hour tout t
2% o 3 3t o ?
a'scu
X = It X,
=L | R}
Zaﬂ Zx X | 12 Xo
s 3 & 3
alors JX'X = | = ) ol i
IZX %, %2 I g 1
LR N3 LT3 73
s - | B -}

zxarple d'un cas parfailt de ccllinéarité, o i1 est absclunent inpossible

de sénarer les effets de X, et ¥X_. Liinternritaticn géonétrique est trls

2 3
revilatrice. Les points sont alignés dans le plan (X,, X,), tenter d'ajuster
un nlan, revient A rzchercher un plan vertieal.

oy

Revencns 2u eus general ok X est d'vrdrs n x k, une reletizn stricts entre
cortaines varisbles cxrlicatives redult & une valcour r<k le ranz de la
matriee X'E. Avrds arrangenents des lisgnes de estte mctrice on peut ecnsidérer
que les k-r deranidres liznes scnt lincairement Goepdantaos des r nranidres,
gt au lieu de raisonner sur llensetble conrlet d'Countions noriales

(2) (') § o= XY
on roisonne sur

(3) 38 =X'r ¥

20 5 est une iirice d'ordre r x k formée mar les r vreridres ligres de

G

X', ot X'r une matrice d'ordre rxn comvirenant les observations sur les

reiiéres vardables exolieatives. O a au oins un mineur d'ordre r,
nan nul. Justosons sar exerle que les r nrasidres eolonnes de S seient
ind¢rendantes, TTous nouvons éerire (

(%) 3, B +8, B =X ¥
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en partitionnant 3 en une matfice rigulidre Slﬁd'ordre ¢ oh e seteles
d%ordre v x (k_r), ainsi que f. 3upposons que B, . soit connu, on peut
alors résoudrs (L)
* e Sll E AR Az-nrﬂ%
e B
Une solution analcgue peut Btre obtenu pour tout ensemble de r colonnes

independantes de 3. Il est possible, cependant, aue méme si ker coefficients
sont connus % priori, les r coefficients restant puissent correspondre 7 un en#
ensemble de colonnes dépendantes, muguel caz il n'y a pas de solution.

Pour illustrer cette technique, considérons le cas de trois

variables, la relation (2) peut s'@crire :

R VI B ot B
! w ;
! I !
| F,“‘”'f‘x R EX_E} [ £ 2N iz:{-ﬁ :ri
=" A 2 | i <3 | =

T2 Tx <1 T8

L35 1% X, ! |:>Ei )

. —d ! . i m 2){2 :]'
i B
I 731

X
2..;

)

o

Po M

o) J
a
'y
A%

e
Lk

it
o~

b
N

A

]

m
K.
T}

~ @8t connu, on trouve :
3

r~1
)

SN
[~
4

oL

qui est 1l'estimateur de la vpente de la drcite de régression da (y = G

apport 4 x,. La technique d'cstimation déduite de la relation (5

r
dquivaut 4 corrizer le variable dépendantc de 1l'influence des variablas expli-

catives corrcspondant aux coefficients conmus, puis de faire unce régressicon
de cas residus par rapport zux variabvlas explicatives restantes.

Tettc technicque ne convient cependant pas toujours, nrenons la2

~]

cas de trois variables ot supposons aus 1'on git X, = k X+ L'Squation (3)

3 2
devient alors : SRR =t
e e ral
I n E.".Q T EIT2 | ' ,:l] ! XY |
e o WS . Byl =
Ix, I x z‘rz,l | ‘:?I e Y(
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- - - - - - o
si 6., 2u B, sont connus ca peut en deduire les deux autres, mals si 51 est
fd ‘_‘)
connu le mineur :
I
Bk 5 .»_ G
| Y2 ¥ w2
1% R ;
(ii) Un cas neoins extrdme ot plus vraisemblable est celui oi 1l existe

ane esrrélation forte (sans liaison stricte) entre les variables explicatives.

Dans lc cas d= tpois variables

2
A - o
wor (Ba) meatt® o var (B,) se—m—
- zx?_ 3 Xz
23 Fel
oll X =¥, =D % X = x_ =5 %A et b efficient de
1 19'3 “&2 2 3 ’3 b] 3°2 3 3 2 ps) ( 23 3 ehel (6] nt:

résression simnle)

Lorsqu’il ¥y & une correélaticn Toxte entre Xo et XB’ ZxS.S et

Exg'g sont netites ot decroissent lorsque la corrclation croit. Aussi yeG=t-

il une trés forte imorécision guant 4 1'estimation des effets des variables
o2 est en général inconnu, et on l'estime sur la »ase de Exl ot

'v a pas de raison apparconte nour que cet estimateur soit biaisé en

balssc lorsaue la corrélation entre variables explicatives croit. Hzavelmo pense

2]

que "1l'estimateur de 0¢ n'sst pas diminué du fait que les variables indépendantes

sont fortement correlées". Cependant Stone, se basant sur le fait que

1 - ®2
-~ ‘}_ 23 s
var (Ej) 2 1 - g2 ﬁi oy = coefficient de correlaticn
- 23 "S- multiple
rgﬂ = coefficient de corréhation
7 simnle.
et que Uy 5, ot r,, sont voising de 1'unit? nense que ver (B ) peut Stre
e ~ o~ . i - .
Taible par rapsert a £, ¢¢ gqui peut entrafner la conclusion erronee selon .
&
laquelle £, cst relativement bien déterniné. Stone poge en falt implicite-

o 9

went qulune eorrélation croissante entre varisbles explicatives entrainent

done un accroisscnent de 32
l ( A= 1.23)0

Ce qui n':st pas 2 pricri exacte ni néne confirme nar 1'expempls numérique

ceéssnirement une diminutinn de Zh

sutvant.
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Txerinle mmeérigue de ¢collinearite

: f E -
X 1 10 | 20 | 30 i 4 | 50
= I { !
o PR | I '
v = 2 -3 | 12 | <12
[ =
x3 = X v L : 23 27 52 33
€ i} 0 L I 2
3 -': & i 7] { b
X, =2X#X +e|l 25 | 63 i 91 123 | 1o
= = i : : | i
On 2 construit les valeurs de X, de telle sorte qu '211e scient corrélaes
avec celles de 32.
Les rioindres carres anpligués 2 ces donn nées donne :
r2, 0 0.7k R2 020,999 Jxf o= 8.1 Jxd o = 61,9

B, = 2,006 wvar (8,) = 0.0155

Exaninons c2 cu'il resulte 4'un aceroissement de la ccrrélation entre XE
et X.,. Prenons pour v les valeurs :

-y 19 =Ly h: <l
c'osted=dire dininucns les valcurs initiales en les divisant par trois,

Los mnindres carres donnent sur 125 nouvelles donnees @

?2 = 2,20 var (8,) = 0,18k

La corrclation entre variables explicatives est nasses de 0.4 & 0.96,

elle ne s'est oas acconpagnés d'une riduction de Yx 52 qui en réalitc aug-

nente de 531 3 12.5. Quant = 12 variancs de 3 ellb o &t¢ rultirliée par

n

12,

{343} T1 s?agzit d'un »robldne &udié psr Frisch. Supposons que les
f=1 - K

variables sc¢ diconpesent en deux parties

- une composante systematique K'it

- unc composante d'erreur XV,
it

X, =4x7, o

it Tit It



et que la thecrie spcicifie une relation linécire entre composantes systé-
natiques :

3'i1 existe une relation linéaire striete entre X', ot X',, corme dans (i),
& 3

2
il est impossible de déterminer &, ot 8, . fais, ce fait, peut &trs masqué
en pratique par la presence d'srréurs d;cﬁservaticn, et 1'apnlication de la
nethods des noindres carrds peut conduire o des estimations en apparence
bomnes. Alers auc les vraies valcurs seont aliznCes dans un espace 2 trois
dinensions les valeurs cbserveas sont dispersées du fait des erreurs, et ce
sont celles=ci quil szrvent de has:z 3 1l7estimaticn.

3'il existe une corrcélaticn élevee entre X, et X? l'estination
risque 4'Stre encorc dominée nar les arreurs., -risch a nis au ﬁoint une e
thode d'analyse dans ce cas. Il propese de déterminer différents rpleans de
régression, en mininisant la sorric des carrés des rosidus dans différentes
directions. 31 les residus sont aléstoires, les plans cbtenus seront trds | .-

diffirents 21ors qu'ils scront »roches dans lz ecas ceontraire.

(iv) Ly remdde 4 le enllinecrits est dans l'acquisition @2 nouvelles
données, Les preaiéres Studes de la demcnde, basees sur des données chronolo-
gicues, rercontrérent des difficultés dues 4 12 corrélaticn antre »rix et
revenu. L'utllisaticn de donnfes monctuellss a pernis de déterminer avee una
bomne pricisicn l'influence du revenu. Cebtte utilisation eonjointe de séries
chrcnclezigues ot de domnées nonetuslles est mcintenant clessique dans ce
type d'-tud:s. Certaines difficultés de spécification et d'interarétation
deneurent.

Lorsque 1'on se proncose de faire des privisions, la corr@letion
entrc variables explieatives est :oins grave, dans la mesure ol elle 3 toutes

les chances de se perpétucr.

2 » Hotdrcscedastieise

Une des hypothéses du nodfle lindaire de la régression est que :
T (uu') = 621

ce agui sizniTie sue les errcurs sont independantes et de varianc

]
0
v
B
m
ct
8
=
ct
(1]

ot

2, Ta condition : variance constante, est anpelic homoseddasticit

Q

négotion hiétiroscédasticite,




- 4G -

Zr notation patricielle on 2 :

(1) L = X8 + u
nosons que ! 1/A1 5
{(3) E(uu') = o2

17X,
=4

| o 1/x W

et definissecns la matrice diagonale @

(9) g/_il

O

i 9] /kkn_

! |
3 !

Za relation (7) s'Zerit sous 1o forme

(10)  {AY =nX R +Au |

et 1a matrlce Sh krlancgs-ctvarinnccs des erreurs transformées u est
un nultivle de 1%unitsd, en effet

P (Auu'A') = ¢?l
Airsi neut on appliquer 1es roindres carrés simples & la relation (10).

|-~

(11) I8 = (X% 2}) 2y

var (B) = 02(K’:1?Y)_l

Dans le cas d'une seule variable explicative :

-
s 0

1
g
i
N
)
i
o~
>
HE,
[l
o~
>
_l
s o

st s . i y
. (8 Ta;+ 8, I, x, =]y,
ksl LA; Yl ® By Ekl Yi _lezi Iy
o2 A

(1) var (B,) =
= 0 x;) (Y A, %2) - aSA. A
3i nous avions aprliqué dlrect 1nt lua rioindres carriés 2 la relation (7)
nous aurions cbtenu :

(15) 3% = (X'x)“l b



oui est sans biais et dont la nmatrice des variences=covariances est donné

GHY 3
(16) B[ (8% 8) (p* = 8"} = (x0T 27 Blw') x(x'x)7
Iorscutil v o ) une seule yariaple explicative (15) et (16) domment :
(n s*f-rsgﬁf-‘:ﬁ[f
(17 ‘zai % + B] %2 =Jxv
(I 2 NI x)% -2 nl] 2% (J7) +n2 (I3 12)
(13) var (B;) e - B ERE z i
1

Lorsque la natrice A est connuc le choix entre une apnlication directe des
rioindres carrés ct une applicaticn arrds tran8fornation se fait en comparant
(12) et (1€). TIllustrons cette conparaiscn dans le cas dfune variasble expli-
cative en faisant des hyooth3ses sur la Torue de 1l'hétéroscédasticité,

SUpposSons oua

(19) E (u?) = 022 isl, Buss 1
situation que 1l'on rencontre dans les enquites sur hudjets.
1
(20) l/;\-L = —3—{—"

Le3 relations (14) et (13) donnent :

o o2 Y(1/x.2)
(21) var (8,) - o —
- n) (1/%,7) < 4 1/X1J2

(22) g s g2 (1x2) ( Jx)2 =2 n(] x]) (Ix) + n2(Jx})
2 var (B%) =¢

“ En %2 - (L7

L

[+

wrenons pour valeurs de X ¢ 1, 2, 3, b et 5, on trouve alors :

& .

var B -
2 0,69

o 8D 0. Bl
var g} 1,04

on choisit donc £,

3i nous appliguons 1la relation (20) & la relation (10), con obtient :
i W S . _
= By e By + vy =i, Zyves Ty ui/Xi
i e ¥

1 i I



Traltons mointenant l2 cas
E (u?) =02
iE
et A, = o=
1 X.
il

Les relations (1L) et (13)

- 21 =

ou

donnent

X /%

var (6,) =02

)

(Z

[(1/x€ 231 -n?

.ﬂ.-

- 2a(] x2) (Jx

;) + 2(Jxd)

y *
yar (Be) =
l'l

1'epnlication numériquu

(p) =

— 1':),33

ot

var (6%)

Zx - £3 % )2 12

, montre gue les nolindres carrés anpliqués directe-

zent donne de neilleurs résultats que nrécéden-

nent.

2 - .dod3lesi retards échelonncs

Surpcsons que les valeurs de la variable dérondante scient
liées, le cas 1z plus sinrple est :
2 Y =a+3%Y . +¢g,|
(23) L %% t=1 ti
On sait gu'unc des conditions néeésscires pour gppliquer les mcindres carrés
est que, dans le cas d'unc seule variable cxzlicative on ait
I Fs s
(24) =le [X, B(%,, ) l =0 ¥ b, ¥ =...=l, O, l...
!Uhv I‘ .

Cette condition signifie
sentes et

L = ft—l’ done €,

25 valeurs futuras de la variable

aes

sonneons sur

(o]
L}

+ 0O
Tl il

que €
passces des varidbles

influencs ¥

g valeurs futures , nri-
nodéle (23)

n'est=elle pas indépendante

¢ o5t indirzendente de

exnlicatives. D'aprés le

=i

b g aussi g

t

explicative. L'application des moindres

4 des estimateurs biaisés 3 1l1s sont cependant
et cecrrects
le modsle :

-+
€t
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et supposcns que les e soient normales, irdésendantes, centriass de vari
g2 . Suprosons jque Y, soit fixce, et done que la suite des valeurs dénen
des n=1 valsurs Ens ses €0 Lo fonetion de vraisemblance s'cerit

H
44

T (E,:,s E:,;,--.Eu) = T (E,_,,) f(sﬁ) e 40 f(e )

2 2 n
n
= W T I e2)
‘‘‘‘ n=1 - P
(¢ V27 ) 2% i=0
. n 2
1 i L 3 |
: s Tie= 1 {"K::i“ = (Y'H ao= S.i{ﬂ_l)z'
(¢ ¥2m )" L Bge d=f N !

naxiniser la fonetion de vraisemblance Couivaut = mininiser :

3 . - 2
(Ii o BYi_l)

Ce qui conduit aux estimatcurs des moindres carrés ¢ et B ean résclvant

! n n

P i=2 i=32

/

\

i n n n

, Y. v, . =&Y Y. «f ¥ v.2
E-E, f] Ti-l m.zl flml B ;Z i=1
“1=2 1=2 i

ainsi lorsgue T, est fixe, nous obbtenons des estinuteurs asymptotiquement

efficaces et corrects.

Suppcsons que Yl soit zleatoire, nous obtenons 7 partir de (23) ¢

foal
. i
(66} 9 =tk I F e [8l =2
Tr=
T oY - &
(27) (Y, ) T3
(23) T L
t 1 =g~

corme € est normal, Itl‘est cussi et sa distribution est entiérement définie

par les relations (27) et (28). La densité de probabilité de Y, s'derit :

e -

T :_'-‘_.-_.——_—i/ 1 - B..z’:n{-w j _l _Ez(Y - .,_@____)2 i;

1 Pl s T N

g Jan 1 )

et 1o fonecticn de vraisemblance d'un fehantillon

y 5 =
T ( 1 .)na—.-l o 1 (v av )2 4
LJl /.,ﬁ_, ».X_ : = ——-Zf _.,_t' R A !‘J.tal |
o V2r | 2o gap i



tiviateurs du maximun de vralsemblance sont différents de ceux des

es
moindres carrés, mais ils convergent asymutetiguement les uns vers les

Les &conorittriciens utilisent trés souvent de petits échantillons

c
aussi les prooriétés asymntobtiques ne les intéressent-ils pas beaucoup,
turviez (¥*) 2 2tudié lc bpiais des estirmateurs, sans en étudier le valeur,

Déterminons en le signe. 30it
(23) Y, =a =+ BY . +c¢

4+
v

ltestimatedr des ncindr

(29) n _ -
. ﬂ(ft—Y) (¥ q=Y)
~ T=
o=
n =
-f 7 - " 2
tzo (v, , = 1)
= 1 .
ave B e A + e +Y
R ( 5 n)
E- AT .
I = __ml (fl 2 s b ln*-l)
dlanrds (23) ¥ = a4 + B-T—'-_"+E
v oV o= & [t ,:; =
By =Y 3 (ftsl ) + (Et £)
n =
S )
A +§Q(*t—1 1) ey
(30) e B = g8
In —
- Y
ISR
CES
Z (7) comrend done 17espérance du quotient qui est difficile & évaluer,

Considérons son signe, c'est celul du numcrateur. (23) donne :

(*) Tjalling 7. locnmans (editeur...) "3tatistical inference in dynanic

T=

econcnic models j; Cowles Commission lonograph 10, Wiley, New-York, 1950,

i

chapitre 7 var L. Hurvicz "Prédiction and least squares” nage 2998 note n°®2,

cit.) ehapitre 15 roar L. durvicz "Least squares bias

365 - 302,




Y = .
i 4 1
Y. = a ng_‘ : 4 E,:
YE = o+ apt 02 Yl * S€2 * 53
- e 2 3 % A
Yh = a + af+ aBc+ B . + B= g - + 8 €y + £),
R . D=3 N2, ne2

v = + 53 + o2 = r- 2
'n—l o ol + e 0y + [ g + E 52+ vae T En-l
Alnsi Y = termes eh o , # et Yl nlus BE €n +8 3 € 3+ YT L Bn-le Bl
oi les T sont des movennes des puissances de R, 31 B> O tous les g sont
positifs. 5i 1l'cn suppose que les e sont indépendants :

i™n — — n~1

3 (¢, , =Y) g | ==02 ] E.
| = He] + g 1
{t=2 ; i=2

done le biais est negatif,

Combinant des variable

décalees et des résidus autocorréleés,

Orcutt et Coclhrane (*) ont exaniné le medéle

x, =0,bh x

+
Ev > el &

ou les u, sont corréles positivenent.
biais dus 2 des variables dlca2lées et des erreurs autocorrilées
vraic valeur estimation &cart type |
|« 0 -13,36 b,71
| & | 3,4 5,90 9,02 |
| :
Remarcuons e 1a corrélation des résidus ne conduit nas 3 un viais, que

les variables dce
ces deux influcnces

Les variables decalcees

alées en entrainent un

qul est nemabif et que simultanénent

entrainent un biais positif,

gont de nlus en plus utilisées dans las

travaux d'écononctrie (¥¥), 3oit le neddle :
3 Y =a X s & + 4
(31) B ct i t-l nd :
(*) G.H. Orcutt et J. Cochrane : "A sampling study of the merite of outore-
gressive and reduced form transfcriictions in regression analysis”

J. Am, Dtatist. Assoc., vol 4L, op. 356-372 ,
"Distributed l“vﬁ and investuent
Aasterdwa, 1954,

( )‘u.\.r(:or'i"r:
Publishing Cunpany,
Harc Nerlove :

other

"Distributed xnd denand analysis for
cormodities "Agriculture Hanbeol: 145,

1949,

aralysiz" North-=Holland

agricultural and
V3 Ditof agriculturs, 1958.



et soit 1'lypothdse
32) uiﬁuk‘) 3 w2, 9w
o [ S |

(31) peut s'éerire :
¥ Sux oo = G )
s e e + 94 -+ it oy 1
g T Oy ® 0N Yo B o *
A, = XL oo A% + vee + A

% G An T 0 ek t

et deld :
(32) ¥ .LT:AYt+uX +(ut+ -} i )

1+ t+1 i t
- 17 e N i ' = u
b) A =aX . -yl o+ lu - )
ol M’t = Yt-i-l - It
y=1e=A
&e 1'Ctude da modéle (33) est difficile, 51 u suit le noddle autorégressify
(35) u - Aut-l =&

ou lese sont independantes, centriées de ménc varilance. Les résidus du modél
32) sont indcperdants et les estimatcurs des noindres carrés de o et A

sont corrscts, moils biaises pour des cehantillons finis. I1 reste cenendant

F

neu vraisanblable que (35) soit vErifiée,
On a recherché des estimatours corrocts des paramétres du modéle
(32), Boit 2

(36) u = 5utu1 - £y O< E<1

st suproscns cue l'cn 21t ecalcul# les estinateurs get £ des nmcindres carreas

Caleulons la scmme des carris des résidus

n
Ya?-=z(f - 8% -rY )2
g=1 © =1 : e

Pour odbtenir les estimateurs corrects, Koyck (%) propese le systéme :

{7 AL LT WRE B

(37) ¢ (X =¢£) ) 22
(7w Yx ¥ . +%Vv2_ =Yy v _ & t
T LR Yy L% T ey 1w ET + 2 (X =£)

I1 ne pronose nas de mithode pour estinmer £, u2is suzglre de resoudre (37)
nour différentes valours de £, et d'en 4%duire les varintions de a et X.

Les ¢tudes enviriques de ¥oyelk nontrent cue ces variations sont faibles,

(*) op. cit.



Lors~ue £ = 0, lein (*) a montré aque les estimateurs de Koyek
pouvalent &tre obtenus plus simnlement, Teriveons (33) sous la forme :

(33) Y_t = ut = oy G (Ltml =1 )

Commz on 1" a2 vu (¥*) les estimateurs des parandtres d'une telle relation

ct
—

dépendent du rapport des variances. On peut prendre ce rapport &gal i un,

%1 u, est rnormal on obtient un estimatcour du maximum de vraisemsblance pour

T_::Y ) (Y £ ¥Y)) 1 (¥x )-2-(3‘{'1’)?
) !,_‘ ):5 £ _ - T X i
A ,,i(z % Ypur) L% Y ) =
VAT I |
I ‘t _i

l'autre estimateur est donné par :
i

~est AL X ¥, o 4] X Y

f{Lo) est o =

7n cobtient ainsi des estimatcurs en une &tape au lien de deux,

ils sont identiques & ceux qui sont domness par (37) pour £ = 0. Klein (%)

nropose d'autre nart une méthode iter&tivepour calculer des estimateurs lorsque

£ +# 0. Toutes ces methodes donnent de: estimateurs bilaisés pour les tailles
d'echantillon gue l'on rencontre habituellement en économétrie.

Koycl avait obtenu la relation (31) & partir de considérations
techniques, institutionnelles, =2t psychologiques quant aux réactions des
consormateurs, Suppossns que la variable y ait été au niveau XO nendant
suffisamnent longtemns pour que ¥ soit ajustée au nivcau I, = uXO. Bupposons
+ AX 2t qu'elle conserve indifi-

H"

m'a la période un X atteisne le nivesu Xq
niment eette valeur. Lo systéme de réactions

Yl - ¥ = G.O AY

3

ributed lacs" Teonometrica, Vol 24,

s

\

n®

( *®) chapitre 1,

( %% op. cit. pp. 557-559 voir aussi : E. IALINVAUD “”ha estimation of

distributed lags : a comment", Deonomstrica wol 29, n® 3, pp. 430-U433,
I

juillet 1961, laliavaud montre qu'ewn cBnéral les estimatours sont corrects.



Y, =¥, =a A
2 i 1
Yq = ¥ = o M ‘
B = [
L
donne
t=1 t=1
Y = - X X
ft (o .Z ai) Ty (_Z ui) (AO + AX)
1=0 1=0
51 nous suppecsans que X prend = partir de la période 1 les valeurs Xl, Xns
X, «.. en changeant & chaque période, alors le systéme des réactions s'éerit :
Y «Y =g, (I =X
1 0 ] ( 3 O)
Y =7 =u o AR 3 o qA =X
2 =¥y Ty (- X)) 1 5 - %)
" - Y - - 7 - T e :)‘ -
-{,j 2 (10 (X3 .A,.‘.) + al (-2 J-l) (!.: (-]_ 4\0)
d'ou tel
v -— r 1 -r A -
I, T 0up, . A + @, A + eee + 0 = s A
% g g Fpg e Kot ees 'Zo ;) %y
Ce systine suppose done que Y -1, _, est la somme a'une conposante foncticn
de Xt - X, ] €t d’'une composante fonction de toutes les variztions antérieures

de la variable explicative,

Supposons que If bas: da lz cornaissance historique de X, on

s'attende 3 un niveau futur vraisemblatle &gal I XI* ot que l'on désire

ajuster Y de tazlls sorte

(k1)
soit vrale,

(k2)

relation cui edmet un

prévue précédente,

(43)

aue o
¥ = T*
Le formaticn de X* peut-5tro déerite par :
~ ¥ - ~r ~- K
XE o X = R(A = X
¢ te=l ( t yn-l)
ajustement base zur la valeur ccurante et la valeur

elle équivaut & :

©
¥* = - B A hid
el s otn

11 peut y avelr aussl des deécalages dans 1'ajustement de Y, a x:':

(Lk)

I, Y
t

t=1

v
G(Lt

ce qui équivaunt 2

(45)

¥ @

(oo

[

t a0

51§

)

t-A
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his

La valeur attendus de 7 :5t donc une movenne pondérec des

¥, es8t une moyerne
¥}

valeurs réelles préecédentes, alors aue la valeur reelle de

pondéree des valeurs attendues précedentes. Le moddle défini par {k1), (42)

o)

et (45) peut sfécrire :

(45) xt:bBW&E+L@“BH(lJE %{ﬁﬁzm@ﬁ+upm ﬂé)ﬂbﬁg?%ﬂ+
(1= 8)% + (1= )2 (1) + (1= 8) (1=5)% + (1-8)3[X, .+ oui)

dquation difficile 3 estimer. 7n peut obtenir unc autre réduction ;

1=6) ¥ (d'eprds (Lh))

+ t=1 =
= vs | Bx -B)XF T4 (1 }
0§ B + (1 ,)Xt L £ (¢ 5)Yt=-1 (k2)
1 8

]
o
(o]

]
(1=8) + (1= 9] ¥, _, = (1= M1-8) Y, ,

=
(b7) T =D X + |

L'sstimation de (47) n'est pac trop diffiecile, cevendant on ne peut
pas estimer séparement B et Squi entrent symetriguement dans la relation, On
veut estinmer b, B Sat § + 8. erlove (¥) discute en détails ces moddles et

les problémes qu'ils nosent.

L = Variables fictives

De nombreuses recherchas fconométrigues introduisent des variables
fictives dans 123 anslyvees de régression. 7lles servent 4 représenter des
effets transitcires comme coux des Tuerres, les différencces enbtre Saisons...
Elles servent aussi d repriésenter des variables qualitatives comme le sexe,
1%8tat matrinonial, la catégoric socio-professionnelle, ou quantitatives
lorsqu’'il y a une classification par oxemple en classes d'dAge pour 1'dze.

Comme illustration, scit uane fonction dc consommation linéaire i

(8 a) C = @, * 3Y temps de guerre
(48 1)

>0
*q

2

=qa, + BY temps de waix

=,

avec o o

(¥) Nerlove op. cit. "The dynamice of supply : =stimation of farmer's response

to price'" John Hop=ikins, Ealtimore, 1953
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On peut bien sur estimer sénarémoent ces deux relations en utilisant les
données correspondantes, Ccrcndant si nous faisons 1'hypothdse que la pro-
pension marginale & consormer est constante, il est prifirable d'estimer
B en utilisant toutes les dornées, aussi combinons (85 a) et (48 b)

(9) € = o, xl *+a, X2 + B
ol les X sont des variables fictives definies par :

[

'l temps de guerre 70 teaps de guerre
X3 . ¥, A :
1 0 temps de palx 2 11 temps de paix

Mais il n'est pas pdssible d'estimer directement (L49) car la motrice n'est
pas inversible on effet, soit m le nombre de périocdes de gucrre, n le nombre
de périodes de paix :
& i m+n
M+ n m n Z Ta
- i
1=l

m

kN r m+n ri+n
| e I Py, 1
| i=1 i=l 7 i=mtl i=l

bz
sst singuliére, On modifisc clors (49), en éliminant une variable fictive :
0 C = vy + i+ BY

0 temps de gusrre
1 temps de paix

d Yol

(51) v, =a by, = o, = o

2 e
Remarquons que l'on peut aussi supposer que les propensions marzinaies 3
conscmmer sont différentes

(52) C =y +y, X, + B ¥ #,

« _[/0 tesps de guerrs
“2 Til temps de paix

e qui donne en tenns de guerre @

Somoy. o+ 0



et en temps de paix :

Bl ('g:l -}-'\{ﬁ) " (5 +58)Y

ces relations contiennent dans leur second membre des variables fictives

et des variables exnlicatives habituelles. On peut aussi n'avoir gue des

variablss fictives. Jupposcns par exemple que la variable expliguée Y

soit le nombre d'heures passfe: par an & lire des romans gul ne sont pas da
Tiction et qu'elle dépende de deux variables qualitatives : le sexe et le
niveau d'instruction. Le sexe est représsntf par une variable fictive a
deux niveaux, lc degré d'instruction par une variable fictive i trois
niveaux, il y 2 ainsi six cas possibles. Raisonnons sur le mod3le suivant :

vy = B X $ o ¥
(53) Y = ;;l X 1-8,_) <5 e s -HSG % + u

“

ou les X.sont définies par :

1

giggj:ruction e Xl IE XB Xk XS Xs
T 1 1 0 0 °1 ° i

1 1T i 0 . 2 -

11 I 1 | 1 0 o) S i

11 11 1 1 9 | B )

ITI I 3 e . ’O : ’

IiT II 1 2 + i B B

3i & (Y/II,T) désigne 1l'esnérance de Y sachant que le niveau d'instruction

est le niveau TI et que le sexe est I, nous avens :
L (v/1,1 =R
(1/1,I) 5
® (¥/1,11) =18, + 8

il
=
+.
w

o (¥/11,1)

3 2
E (Y/11.7F) = By + By + B + 85
Bl PAEIELY) = B, + B,
B (¥/1%1,11) = 8 * 33 + B) + Be

Ce mod2le permet d'introduire les interactions. Ainsi la différence antre sexe
pour une instruction de niveau I est émalc 2 @, rour une instruction de

e
niveau I1 3 B, + B <t 4 gh + 66 pour le niveau III. Do la m@me fagon pour



o
le sexe I, la différence entre le niveaun d’instruction II et le niveau I

est B, entre III et I B, entre I1T et II £, = B, . Pour le sexe IT

3 37 "2
on a 125 différences R + B, By ¥ Ers L<.3 + 8. = B, =B

2 "5 8] 5

On peut congidércr des cas ou la variable axpliquee revEt ces

- possédsr ou non une automotila

- avoir une maison hypeth3que ou non..

Dans tous les cas, la présence est notée par l'unité, 1l'absence
par un zéro. Si nous faisons une régrzssion multiple de!/ nar rapport @ des
variables explicatives X, nous pouvcns interpréter la valeur calculée de Y,
vour das X donnés comme un estimé de la probabilité conditionnelle de ¥ pour
les ¥ donnés. @in &conométrie, cette approche est trés utilisée var 1'équipe
de Orcutt du Social Zysteams Research Institute de 1'Université de Wisconsin %
Ille essaiec 4'intégrer des variables sociologiques i c¢Bté de variables Zccno=
miques dans l'8tude dynamique des systémes socilo-économigques, ce qui conduit

»

A utiliser das variables fictives,
Pour etudier les dettes hynothécalres des unites de consommation
aux EBtats-Unis, Orecutt et DNiviin ont procéde en deux &tapes :
% estimation d'une égquation pour estimer ia probabilité qu'une
unitée de consommation ait une dette hypothécaire,

¢ii) estimation d'une eouation powr estimer le montant de la dette

hypothéeaire pour les unites de consonmation aqui ont une dette de cette
ngture.

La premidre &quation, obtenue i vartir des données de Survey

of Consumer Finance, s'eerit :
¥ =-0,08+F, _+F _+T _+F
i § . 1t T F1z 3 710

ou Y est la valeur estimée de la probabilité pour une unité de consormation

1om
N !

d'avoir une dette hypothdcaire st ou les fonctions sont données par ;

(*) cuy Orcutt, iartin Greenberser. John Korbel et Alice 'f Rivlin,
meioroanalysis of socio Zeoiomic systams : a simulation study”

Harper and Dow, New-York, 10€1,



Btat matrimonial ?l.}
cElibataire g
durfe &u moriage : 0 2 2 ans G507
! 2 & 3 ans 0,15
1 33 L ans 7,19
4 4 5 5 ans 0,27
3 5 % 9 ans 0,31
" 10 & 20 ans 0..85
" plus de 26 ans 0,1k
Age (en annees) Fio
18 - 20 0
Bl w2 0,02
25 = 29 0,09
30 = 3k 0,16
3% - 3D | 0,25
4o -~ Lk | n,22
L5 - 49 0,24
50 = 5l 0,16
55 = 59 G Lh
60 = Gk 0,12
plus de b ! 0,07
L L
niveau d'instructien Fl.
[ sans 0
primaire 0,02
secondaire 0,05
dinldme secondaire 0,08
| supéricur 0,12
diplAdme supérieur 0413

race i Fl.h !
blanc | 0O i
noir =0,10
autre =0,1k
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Ainsi la probabilite qu'un non de 32 ans =2yant Iréquenté l'éccle secondaire,

marié depuis 2 ans ait une dette hypothfcaire est estimée par :

3?1 = = 0,00 + 0,19 + 0,16 + 0,05 = 0,10 = 0,22
Pour les unites de consommation ayant une dotte hypothéecaire

son montant est estire par :

o~

< s : - Pl - o P

I, = 2,040 + Fag ¥ Fp0 vTs 5+ FE.h
ou les ¥, . sont donnés par :

I T '
{tat matrimonial ?2.1 IAge (en annces) FE.?
culibotaire 0 ! 1% = 20 N
durée du morinze 9D 2 2and b 53 | 21 -~ 24 506

3 4 3 ans{ 1 255 25 - 25 290
3% bans)| 1530 | § 30 -3k 150
bz 5 ans 167 f' 35 = 39 1 200
5 » 9 ans Lo {40 - 4k 6L
19 & 20 ans Thh 45 - kg 13h
nlus de 20 ans 215 ¥ 50 « 5k 166
! - 55 = 509 =1 270
1 % - &k =11k
»lus de 65 -1 000
niveau é'instruction T i Race ' F,
Ca ! 244

sans 0 blanc 2

primaire 135 | ncir l =1 0UW0

secondaire 1 190 | autra I ~1 010

dinl8ae sceondaire 1 930 .

sunérisur 3 610

dirldne surcrieur k930

Le nontont de 1la dette Iymcthecaire mour 1'unitZ de consormaticn prfcddente

T, = 3,050 + 1530 + 1 562 + 1 190 - 1 0h0 = 62%0 deollars,



w0l

Cracune des equations nrecédentes est estimée an utilisant la mithode

des noindres carres et on introduisant des wariables fictives, sent par
exenple nour 1'¢tat notrizonial. Le medéle utilisé supnese que les effets
sont additifs, rien ne s'oprose & ce que soient indroduits des interactions,

foldrerger o montre que si ¥ est une variable dichotomiqu

w

les erreurs ne sont pas hionoscedastigues. Scit X' le vacteur des observa-
ticns & 1l'instant t (z'est 1la ticne ligne de X) nous avons 3
= o Y = |
)h 1, = ¥, =X
(58)  w, =Y, -8

corme Y, est ¢zal soit % 0, scit = 1, u, orend soit la valeur = X' 2 soit

la volecur 1 - X’t i « La distribution ds i sachant X't est alors

i Pro
u, _r:b (ut)
- X 5 1-%'8

B T

- ¥l a T
l S o + &

v ~
si B (u) =0.D%u :

(55) Var (ut) =1 (Lg) = }:'t {:) (l".':!tb )

[ §]
o
e

on en AGduit la matrice des vorisacues - covariances do

:_.“ \ 4 . ‘-!

-
fer]
—

l..J
n"‘ '
-
s
&
S
o

(5¢) L{au')= i . \

Xt g (1=X" E)
n n

aussi pour cbtenir le wmeilleur estimateur linCaire sans biais doit= on utili-
sor cetts natrice dana (11), 7 =tant ineconnu Golberger pronose une technique

S

en deux &tapes : 11 substitue dans (11} 1'sxoressicn do (5€) obtenue en

replagant 5 nar son estind das moindrus carrcs siimnics.



Chapitre 4 'ESTIUATION DANS LES MODRELES A ZQUATIONS IT.ILJ.I'C"""-lI

,_A_‘._..

= Géncralites

Jusqu'sd maintenant nous nous sormes intéresses i des moddles
ne comportant qu'une seule équation. Nous allons étendre notre analyse dans
deux directicns :

™,

(1) estination d'une 2quadior dans un nodsdle i Equations rultiples,

(1i) estination dc toutes les cquations dans un nmodéle 2 Zquations rultiples,

Joit le ncddle : 2\

r e e e o ———
= I r i
(J—) | c =q + 'r"‘.u. +u !
1 19 v t
5 ]
s I X z 0, 7 I
(2) t t t |
; o 4
ol t C = consormption
Y = reven
Z = epargne,
u = ter:e gleatcire,
t = période de teups.

Liequation (1) est une fonecticn de conscrmation et la relation
(2) exprine une identiti. On eonsidére que 1'éparzne est une variable cxogéne
q 23
et gus 1z cenmscrmation et le revenu sont endogénes : leurs valeurs sont dcter-

ninges par les relations du redéle & partir de celles de la variable exogéne.

Introduisons une troisiémae équation

Lsd

: 5 7 -
Zpo=y (T =T o) + 87 + vy

- .

ol r, désisne le taux d'interdt. On d2finit alors un modéle i trois équations
oli 1 taux d'intérét =st excgéne et o1 l'e¢pargne est endogéne. Il y =2 autant

d'équations dans le nod2le que de variables endogSnes. La classification en
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variables enduzénes et variables exozines est trés relative, clle dépend du

systdme &tudié et des objectifs pour lesquels le modéle est construit,

RNaisonnons sur le modéle u deux ¢uations, dans lequel Z

est exozéne. On introduit les hypoth3ses suivantes sur le résidu :

(3-a) ' C(y) =0 ¥t g
|

(36) | Blu m, )= {0 ¥V £0
: o {c2 ¥, s=08

(3-c) ' 7 et u sont indépendantes |

L'hypothdse (2-c) est en particulier vérifiée si les valeurs de 2 sont {imées,

Pour estimer la fonction de consermation (1), on peut penser
appliquer les moindres carrés  la relation entre C et Y. Les erreurs sont
homoscédastiques (3-z) et ne sont pas autocorréleées (3=b). I1 faut étudier la

dépendance entre u et Y. In substituant (1) dans (2), nous obterons :

Yt =a + B Yt - Zt +u,
u
1
Y‘t :-._-aq T PP ey Zt - --_.-.E_h
1= 1=58 1 -8
Anend
done Yt depend de Uy .
.
Er Y. .2 4 = @
t
Laf 18 °
5 by 1% - B(Y )'; = .1 EBu2) #0
[t L't t 1 - é t

Dans la fonction dc consommation, revenu et résidu sont dépendants, nous
sormes donc dans le cas d'un mod2le 4 erreurs sur les veriables. On ne peut
appliquer directement les moindre carres simples. Introduisons les moments

erpiriques du sccond ordre :

t=1

rn
s

Tyy s Tyzs Pggs Dz, 6 Mye

=
1
=
Il B3

-~ T) (1, - T}

e
e
i3

t



t
|9
=

Les estimateurs des moindres carres de ¢ =t R sont :

m

I 1 { A
B=———-et 8=C=p Y
Il'l.rv

Résolvons les équations (1) =t (2) par rapport aux variables endogdnes :

oI WO/ T TR -
£ 1w  1I=8 1

(L)

i
cF
1]
H
£
»]
2
*

|..A
[

|

!

| l
i u

H

|

L

ce qul s'écrit encore
a

— 2 — l —
-0 =—— (2 = % - -
e T og (B = 2) H g (uy - u)
- 1
Y =« ¥ =27 (2 o T —— -
s = T=1 (% )+ g (g =)

_ - B 1 +8 I
Moy T - )2 Paz YT < g Y {1- B)2 B

~

- S IR
Yy T - g%z (R
ce qui donee :

8 myy, * (1 +8) Bon ¥ Mo

-~
B =
i} +2n,. +n

LU

22 uu

In supposant que lorsque n tend vers 1'infini :

_ 2
Fee g u + 6
My, >0
Roz T Tgg
lent % -

on obtlern u B =, ¥ a2 (1 = 8) Gzﬁa—ZZ

Plin B sg =y =Bt gz o
Lria ZZ

o o im
% En effet p linn = = p,_];q._g
' plin 0

‘



Donec si O <8< 1 alors plin R >, On a un biais positif qui n'est pas éli=-
->

B =]

niné en augmentant 1z taille de 1l'échantillon,

Considérons une autre néthode d'estimption basée sur les équa=-
tions (%) «t (5) qui sont appelées forme reduite du modfle. Lorsqu'un modéle
est mis souz forme reduite, 1l n'apparalt dans chaque &quation qu'une seule

variable endozdne., Dtant les hypothéses (3) on peut appliguer la méthode

\

simple des mcindres carrés aux Squaetions réduites.

R - Poz
{6) g est estimé par --=t- —
- Bog
l e
B L4
{(7) —— est estimé par- =
1 =g Lo
d iy
T
et o . ~ L =
(5) 5 —— o5t estiné par € = —- 2
1 =B = oo
ZZ
: _—
(9) % .est estingd par ¥ ~-== B
l1-38 e

et ce sont las meilleurs estimateurs linéaires sans biais. (6) ou (7) donne

un estimateur de g , (8) ou (9) de o . De () on tire :

gre _CL
i, +
77 G
et de (7) :
P ¢ B

nontrons quc ces deux estimateurs sont identigues :
Y=0+3

done Dyp = o + Do

Pl

! ]
Dy, = I s = ;
- e Ei— aon e =2 | (o)
vz 6z T Bz : Yz |
RS e 4

ce qui pwouve 1'identité, Les relations (3) et (9) fournissent aussi des .

estinateurs identiques dz a,

Do, C =n,, 4

(11) } ¥ a5
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Les estimateurs (10) et (11) qui ont été obtenus & partir d'esti-
mateurs sans biais des param3tres des éguations réduites, sont des estimateurs
biaisés des paramdtres structuraux o et B du modle défini rar (1) et (2),

Ce sont par contre des estimateurs corracts. fontrons ces résultats pourg* ,

My B m,. * !,
(12) B :E@;‘_-'._.: -~--ﬂ—éu—-:*-§l~ﬂl~l-- dtaprds (L) et (5).
Z 72 Zu

Lorsque n > » , m,_ -+ o donc :

(13) plim g¥*= 8

n > o

Calculons son biais :

~ /

B n +m s ul m
T(6%) = E (— e Ty Lo fal ZZ
R - m,, +m T Ml +m n
24 Zu Zu/ ZZ
prenons les U constants, ce qui entralne E (m7u) = O mais non E(f*) = O,
=

Pour s'en convaincre considérons i'exemple suivant

5 N / Rpo | probabilit% B * ! B = 0,5
- 0,2 ' 0,25 2 3/% = £,3750 T
- 0,25 % /9 = 0,LLko %
0, 0,25 | 6/11 = 0,545k |
; 2 | o2 |112=05m | |
i ; L & i
Y i (g%) = 0,4370

-

La methode d'estimation que nous venons d'utiliser s'appelle

méthode indirecete dos moindres carréds ; e=lle procéde en deux éhapes

(i) estimation des nparamdtres des ~fquations ré&duites par la méthode simple
des moindres carrés,
(ii) estimation des parandtres structuraux,
comrme nous le varrons nar la suite, clle ne peut 8tre appliguée que dans

certaine cas spéciaux.



w T =

Mfoindres carrés en deux ¢taves (ou Aoubles moindres carrés)

Dans le modéle preécédent, la difficulté fondamentale est due
A4 la corrélation entre le terns résiduel et la variablc explicative dans la
fonction de conscrmmation (1). La méthode indirecte des moindres carrés fournit
une néthode possible diestimation, la methode des noindres carrés en deux
étapes est d'application plus zénérale. Tous en verrons une descrintion asscz

conpldte, auparavant présentons on 1'idee fondanmentale,

¥ 1'influence

41]

Hous dfsirons &lininer de lz variable explicativ

du terme résiduel u. Ce résultat peut &re obtenu de ia manidre suivante :

(1) Determiner la rézression de Y par rapport A la seule variabie

%, ¢t remplacer Y nar scn estimateur fonetion de Z.

Q
o
I
Qs
o}
@
3

(ii) Appliquer la methode sinple des moindres carrés i la reletion

ui resulte de (1), )

La prenidre étape dennc done
-~ -
(14) Y=, - N, % +c
e [ =
* “yz
312 A o= —
I = i 159
! 2z
(15) {
; -~ — - -
; ﬁl =Y = 3:, Z
et (16) Y=10 +0,2
e La
pour estinoteur d= Y, In ce qui concerne la soéonde étape nous obtenons :
-

(17) C=a+06 () + (u+ pe)
sous cette forme la relation (1) est telle que la variable explicative est

indépendante du residu. Pour finir, nnus avons :

s Hay
9 e

vy

D'aprds (14) : y = 1, z,
- 7 )

Ty 15 Ty
-~

vy T R Py



on ovtient la n@me oxpression que par la néthode indirecte des moindres
carrés (10). Or en déduit que l'estimateur de o obtenu par la méthode indi=-

recte ast identique 3 celui cbtenu par la riéthode en deux étapes.

Le rapport de la plus netite variance

Tel qu'il est spécifié par la relation (1), lc mod3le implique
que la consommaticn est déternirée par le revenu et que 1'épargne Z n'intervient

pas dans lo fonction des consormaticn. Comparons @

(18 -a) C =a + BY +u
(18 -b) C=a+ 87 +y0+v

ona Yy =790, cependant i nartir d"an €chantillorn de taille finie 1'inclusion
de Z corme variable explicative conduira i un cosfficient de 1'épargne dif-

férent de ziro ot 3 une variance riésiduslle nlus faible.

Le principe du rapnort de la plus petite variance pose nue les
et g doivent Gbre choisig d= telle sorte que

siduelle de (1%-a) 2 celle de (i3-b) soit mininum,

(19) C% = C = ( a*+ B¥Y)
ou o* et Freorésentent les estimateurs cbterues par la =méthode du rapport

de 1la plus petite variance.

En introduisant les variables réduites, nous obtenons ;
(20) c* = ¢ - ¥y
La sorme des carrds des risidus de (18 - 2) est alors ) o*2, Er utilisant la
définition dc C¥*, on peut considerer que {13-b) est une relation entre
C* et Z. 7 Ghant exczéne, on peut lui apvliquer les moindres carris et 1s

sommie des carriés des risidus de (18-%) est alors :

Z (c*n; z)2



= T2 =

-~
ou y est l'astimateur des moindres carrés :

Yadt
g = L%Eﬁé
*
enfin  J (c* ~ § 2)2 = Jox2. (2‘32%}?

gt le raprort des variances qu'il fout nminimiser s'@erit
] o
21 1 =

le niniru de ce rapport est ¢zal 4 un et i1 est atteint si et seulenent si :

Je* z =0, ce qui donne d'aprds (20) :
y (e = #*y) z=09

clest=g=dire :

@*_;Jgé‘

weyrry
il

ainsi dans cet =xenple sinple les trols néthodes dlestimations :

{ i) néthode indirecte des moindres carrés,

e ) méthodz Zes =oindres carrés en deux étanes,

(i) méthoda du rappert de la plus petite variance,
cenduisent i des estimatzurs identigues, Corme nous le verrons ceci est 4
au modeéle considlré,

Les relations (1) et (2) sont les relations structurelles du
nodéle, la previére est une relation de comportement qui traduit une hypothdse
quant & la foncticn de consommation tandis que 1la seconde est une simnle iden-
tite: Ce modile comprend deux relaticns structurzlles et deux variables - el
endozdnes, les hypothdses sur les résidus complitent sa spieification. Un en-
semble de valeurs nuniriques données aux parandtres inconnus «, B et gi déter=
mine une structure narticulidre du noddle. Les relations (L) et (5) en consti-
tuent 1o forme réduite, elles explicitent les variables endoganes corme des
Tonetions des autres variables. Deans la forme réduite les résidus sont des fore
mes linéaires des résidus originaux. L.es trois néthodes dA'estimation introduites
cnt conduit 3 des résultatc identiques, male ce n'est pas en génfral vrai., ‘lise
8 part la breve discussion sur lz transformation des estimateurs des parante
tres de 1a forme reduite des estiumateurs des poranétres structurels, nous

=

n'avnns pas encore avord: le delicat probldéme de 1l'identification. lous ver-
rons que lorsqu’il ¥y a sous-identificstion, il est impossible d'estimer cer=-
tains 7 3r1me+re;, par conbre lorsqu'il y a identification exacte les trois

néthodes d'estimation introduites ci-dessus conduisent aux méaes résultats,



= T3 =

enfin un cas de sur-identification on ne peut pas utiliser la méthode indi-
rectzs des nmoindres carrés, si les deux autres mcthodes sont applicables elles

donnent des résultats différents

~

Pormulation Zénérale

Posons le modsle 2 équations simultanées dans toute sa géné-
ralité. 3oit un mod®le linéaire # G relations structurelles, la idne relation

s'écrit, pour l'instant t :
(22) By Yy * Byp Yo *oeee ¥ Byg You * Yyy Xypteeot YKy T Uy (%)

ol les ¥ig sont les variables endogénes, les x Xy dec variables exogdnes ou des
valeurs décalées des variables endogdnes. Ces deux derniers groupes do varia-
tles forment 1'enzemble des variables prédétermin€es. Le modéle reprissente une
th

oy

orie qui explique la dftermination conjninte des variables dépendantes Yig

( =1, 24043 3 t= 1, 2,...1) & partir des variables prédéterminées X, {3 =1,
coe K35 =1, ¢oe n) et des résisus ug, (=1, 40063t =1, .0 n)

général on posc que certains des £ et Y‘sonu nuls, sl on ne le faisait pas
1l'estimation du modsle serait imnossible car on ne pourrait pas distinguer ses
relations les unes des autres. Jous fcrze matricizlle, le modéle s'éerit

23) By, +Tx =u
B = matrice 3 x G des coefficients des variables endosénes,

[ = matrice & » K des coefficients des variables prédéterminces;

et

L
+
-

%, e u, sont dos vecteurs colonnes % G1,K et G éléments respectivement,
¥

: Tg X4 | ; Y |

: § ! t | i

Yoy | = | Yot |

:Fa_ :J: 1 x'l- t! ' u‘.‘ J| ‘
o ; Y “=p B
e - Lo |
ot | )t | Yot

.

31 nous supposons aque B est rézulisre, lo forme réduite du moddle peut &tre
Zerite

(2h) v, = x, +v

(*) nous nctons par des miniscules les valeurs actuelles des variables.



I = natrice G x K des coefficients de la forme réduite,

i

v vecteur cclonne & & éléments, des résidus de la forme riduite.

o
]
=

dentification

L'estination des parandtres du mod8le (23) ne peut se faire

qu'en introduisant des hypcthéses sur la distribution de probabilité des résidus,

Suppesons que l'on ait

(26) Z(u) =0 ] ]
~ l =1

%11 12 ... %6

(27) Bla u' )=ss= |20  Ipp %20
“e1 %2 ‘ce

ost 1o matrice @ x 3 des variances-covariances des Uy I & SupRosE que
~

)
¢ est independante du temps, riais aucune hypcthése n'est faite sur les élénents

1fappartenart pas 4 la disgonele principale. Les résidus de diffirentes rela-

tions peuvent done ©tre lids. A toute identité, exprimfe par le modéle, il

correspond une ligrne st une colonne de & nulles, ¢2 qui entraine que ¢ est

.

singuliére. 3i le mod€le a ¢té resolu de telle sorte que les identités aient

=
¢

e Climinees, on peut sunpossr que les risidus sont lin€airement indéperndants
done quc ? est reguliére, Supposons en outre que les résidus ne sont ras auto=
correlies donc que ¢

(22) p(ut o ) = p(ut) p(ut+s)

+5

Considerons malntenant 12 relastion (23)

——
Mo
(WY
S
w
A
-

4

-3

X = u

YT t t
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u, est indépendante de Xpo Xy 19 Xy _peee Ceci est &vident pour les variables

exogines, pour les variables prédéterminées comme Yiop» elles dépendent de

Uy qaees qui sont indépendantes de u, d'aprds (28).
On peut calculer la probabilité conditionnelle de y, sachant
Xg ¢ ] u,
D (Yt / xt)’1 ﬂut rg Xt)|7r§;'
d ut
(29) ) fy{ / xt) = p(ut)lgj;;-
ou,
oli |9y, |dBzizne la valeur absolue du déterminant de la matrice :
P - 1t «
bl | . T ek
3y, Byt 3ygt
auzt rauet e dugt
aylt aygt ath
BuGt BuGt auct
.t = U 5 x|
3y, t 3y 5t 3y, l

cette matrice est simplement la matrice 2 done

(31) p (v, / xt) = |det B] p(ut)

En utilisant 1'hypothise exprimée pagx (2%) ; on celcule la fonction de vrai-

semblance d'un &chantillon de variables endogénes sachant les X
_ n
(32) p(ylg JE’ s Yn / H, }-'-29 sea xn) = |det B! p(ul) p(ue)lovp(un)

Trans formons la relation (23) en muitipliant ses deux membres par une matrice
régulisre A. Ce qui revient a remplacer chague égquation de la structure initiale
par une combinaison linéaire des équations de cette structurs, La nouvelle

structure s'exprime par :

(33) (AB) Vg * (A T) X, =V

i W, =
(3) v_t Aut
La matrice des variancesecovariances de w, est :

. ] '
E(AatutA)

o (wt w'. )

H

(35) B (w. w'. ) A% AT



et on a

But

P('vrt} = p(ut)|—-3—;:[
(26) pli,) = |aet A7 plu, )
2 Tt E \ t

La fonction de vraisemblance conditionnelle d'un échantillon

Vi Tps see ¥y caleulée i partir de la structure (33) s'éerit :
T
P(yys voe ¥y /X peeux ) = |det (AR)] plw, ) plwy) ... plw )
= |aet A|" Jaet 3|7 |aet A™|" p(u,) pluy) woep (u)

car det AD = det A x det B

wi - .
et comme det A = (det A) l, on obtient :

n

Py s vee ¥ /%5 oee x) =|det Bj p(y) plu,) vee plu)

Les structurss exprimées par les relations (23) =t (33) sont
done 2quivalentes, du point de vue de l'observation : con dit que ces struce
q 3 no a ces _struc-

tures ne sont pas identifiables, Quand les structures ne sont pas identifiables,

il est impossible de déterminer 3 partir des observations, tous les paramétres
introduits dans la représentation du phénoméne. Les caractéristiques internes
du processus générateur des données ne seront pas connues complétement, on ne
peut préciser exactement le modéle. 5i nous calculons la forme réduite du mo=-
d8le (33) nous constatons qu'clle est ézale & celle du moddle (23), en effet :

(AB)“l (AB) v, + (;‘,B)'l (.,1“)}:,G =% (A

]
—
FE)
t
S

équivaut £

La fonction de vraisemblance peut €tre écrite sous la forme :

p(yl, sve yn/xl, 4 xn) = p(vl) p(ve) aec p(vn)

Corme V. Nx, , les paramétres de la fonction de vraisemblance sont les

§ g T s
€léments de la matrice I des ceefficients de la forme r&duite., Les éléments
de le matrice des variances—covariancas des résidus de la forme r8duite

- -]l W . —_— . : & e s
sont B A ¢(B)'. Le probléne de l'identification revient 3 déduire les

rvaleurs des paramstres des relations structurelles a partir d'une connais-

sance des paramétres de la forme réduita.
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Poser ainsi, l'identifieation est un protléme insoluble. Si
aucune hypouhdse n'est faite sur les matrices B et T, 1los paramStres d= la
matrice B de la forme réduite représentent un vaste ensemble de structures
cbtenues 3 partir de la structure initiale par rultiplication par une matrice
arbitraire A, L'identification n'est possible qu'en posant des hypothdses a
priori sur 3, I et & ., Les plus simples expriment que certains de leurs élé=
ments sont nuls. En d'autres termes, la spécification du mod&le nédcessite
que certaines variables n'arparaissent pas dans certaines relations, Un modéle
ou toutes les variables apparaissent dans toutes les relations est une propo=-
sition statistique sans espcir. Cependant 1l'exclusion a priori de certaines
variables, bien gque necéssaire , n'est pas une condition suffisante permettant

1'identification corme le mentrent les exemples suivants.

Exemple 1
Considérons le modsle
(37) Y1 * P Yo Y Y11 ¥ T YWt
8 A - -
" ~ = = o | ' il =
a) i '
1+ Syat S AET] Y i "1 12 !
D= | = ! d = .
- | o Yoo ! %12 Top
(- — oy et y
La forme réduite s'iéerit :
(30) Yig = Uiy Xy T Lo ¥ + Vg
(ko) Vot = Top Xy T 5o Xop + vy
Tn conmbinant (39) et (4) nous obtenons :
3 ~ = 4 =}
(k1) Vg ¥ Byo Vo =( Iy + 8, 0) xpp + (B4 6, 1) x, +

comparons alors (L4i) et (237) nous aveons néeéssairement ;
g L]

)
(h2) =Yy S Pt R, Ty

]
=

(43) & 12 ¥ P12 Ton

et e =V *Bio Vo
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On zn déduit :

1
. 12
(1k) Ta—
l:‘. HE:
(15) Ty Ty =Ty Ty
1 i " -
1t
22

Tes paramctres de (37) s'expriment de fagon unique en fonction des éléments
de M. I1 en est de méze pour les parandtres de (38). Faisons le mée calcul

pour 1z matrice des varilances=covariances,

IO §

W 3 Uy
(16) Bv, v',) =¥ = 5 ¢ (27)
(L7) ?=3BY B

on est donc dans un cas d'identificaticn exacte.

Déterniinens une autre structure compatible avec le moddle
en prémultipiioant (37) et (38) per une matrice réguliére A d'ordre 2, Par
compatible, nous entendons qu’aucune des hypothéses du modéle n'est violée :
i n'apparalt pas dans la premidre reclation, %y dans la seconde ; le coeffi=
cient de ¥y est 1 dans lz2 Hreniére relation celui de Yy cussi mais dans la

deuxiéne., On définit

g 11 12 |
f E
| 8o Gon
1ok e . ; , T £ =1
I e Ml TR M s E- R - f11 "1 %12 Yoz
AB =i | AT =
24 & = i i
| %5, ™ BB Py A1 Fag T Bagi By Y11 B0 Yoo

natrices des coefficients de la structure transformée. Les hypothéses quant
aux coafficients de X et X, implioquent que :
= a ::O
2 21
celles concermant les coefficients de yl et v, @

o]

By == 8y
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La seule matrice A cqui donne une structure compatible aveec le moddlz
est donc la matrice unité. La forme réduite conduit i un ensemble unique de

praramétres structurels pour le modsle. Clest un cas d'identification exacte,

Zxemple 2 @
301t lc moéile :

hg 3 = 0.5
(M8) oy *B Y T Yy

(B9 35y vy * Yoy * Yoy Xyy = Upy
. = i =g i
Pl B [0 | lo &, - |
B = i 12 v o= i 5 o 11 12 i
| By X | Yop | 1912 %22 |
(- sorl s . b ot

~

En multipliant 2 gauche par une matrice A d'ordre 2, nous obtenons :

- _

; ®12 ¥ T j
AT = j
Bop " Yo i

Les hypothéses du modéle conduisent o :

=0 = a12=0

%2 Y21

Sy ¥ Bp Py M=y <A

85 Bip ¥ agy =1
D'ou :
b1 0 T
A= | . i i
] 1-a5 Bio |
L 1

avee an arbitraire,
Hous définissons ainsi un ensemble d'une infinité de matrices compatitles

avec le modsle et nous avons
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Tous voyons 1ue toutes les structures, les coefficients de la premiére rela=-
tion restent inchangés, tandis gue ceux de la seconde varient. Les paramdtres

de la preniérc relation sont exactement identifiés a2lors que ceux de la seconde

sont sous identifiés (ou inidentifiss).

On peut mettre enccre ce reosultat en évidence en exprimant les
paramdtres structurels en fonction de ceux dz la forme réduite. Pour la prenidre

relation 11 ¥ 2 unicité, ce qui est faux en ce qui concerne la scconde. D'aprds

25)

-1 [—k . '51;» i 2] {ﬁll.i
1= f, By " e v | ) }n |
o L, & _ L?%J L 2]

12 FaLt
: - Hll
‘)’ '-: _= S :
s nEl

mais on ne peut pas déterminer [ 1 et Yope

Orn ne peut verifier au'il y a identification axacte en prenant

) "
|12 |
¢ = !
b0 Osol
g = <&}

pour faire le ealcul, on identifie & i 1la matrice BY B' oii ¥ est la matrice

des variances=covariances des rosidus deo la forme réduite.

52 { ar A = " -
(52) By vqy T sy * Yy Xy T Vg



La natrice AB est la

t Y11

Yo1 E

i
|
Ll

les seules econtraintes concernent les

3 -— N

"1l

"
o) a
=y Man

=8 L

@8

~
(&

des

structurels en fonction de ceux de 1o

Y
i

~

s

(S W
=

12

+

conditions laissent un elément arbitraire dan

relations n'sst identifiée.Tl est

= 31

néie que précedemment
™ e e
P2 Yt B2 Yo |
Ar :i :
8 + 3 o i
| 11 22 Yoz |

coefficients de vy et y, ¢

0

chague ligne de A, aucunz
impossible d'exprinmer les paranétres

forme réduite, d'aprés (25) :

= M

i
11

a1

Conditicn nécessaire

21

dfobtenir un scul des quatre parandtres.

Traitons

interesscns

de

=4

acon z&nérale le probline de l'idemtification

nous & la preniére relation du noddle (23)

ol Gl désigne la premiére ligne de B , v, la premiére ligne de I' o Prémulti-
vlions la forme réduite (24%) per 2 :
53 G, ¥, =8 N X +8 v
(55) AR TR T T
7“[} b s o8 b,, ‘? Tu i
P11 P2 Gl | | M1t
=1 4 = ok | B B e e | | m
B, v, = L. B u, =(4 wis B s N .~ a2z gz | "2t
L i.L + _)ll vl lG E’ 1 = \r i I ‘
- o ! P
b B s I
Lie Pttt Tae || et
. | S— —_—
olt b.. désigne le cofacteur de .. .
=<



T,
By vy = 18 a0} % i (%)
o ! -1} Yot |

{ i

i H

| Yag

¢s coefficients dec x, des relations (57) ot (53) doivent &tre idertiques :

it 62 1o nombre de varisbies wndogfnes et ¥ le nombre de variables pré-
deterniinéss qui apparaissent dans la relation avee des coefficients différents

. A . - " S o
GAL =G - G° ot II%%¥= ¥ - ¥ gont done 1o nombre de variables endo-

variables peuvent &tre nunéroties de facon 3 ce que les variables qui ne sont

pas exclues sient les indices les plus petits, on partitionne denc les vecteurs

gl et Yy comme sult ¢
s =[p o] =3 2 0.~
1 75R OAA] [fll s fogk Y guh »55 Oy |
Y1 ¥[Y1x J*¥_] o RIS * ea 0, |
i 1 IX i, Ba 1% |

~ .3
28 G= premidres et les G4l restantes et

-1

On partitisnne les & lignes de Nen

m
s

les K enlonnas en les IX¥ premidres les X*¥* dernidres, ce qui permet d'écrire

Yizx T fia o Apw
(61) O = [, HA’**

(*) Calculons :

s " S
b b sew B : .
i A ) = 21 Gl | le prodult est un vecteur ligne
B son |4 i =
11 16 | b s 3
o g o it D 9] e fo!
I 12 22 22
|
1
]
| D B o wm D
! "1G 2G GG |
5 snler &lement est &gal & : D B 5 B B o owaa FE = 3
on pren elem est &g 11 "1 12 Pyg 10 blG !Pl
1%El éner st & 5 1 i s * B B F saih . = ar on multi-
1f&leanent est egal 1 bll 32 Pip s 15 bl G = 0 car on nulti

rlie les érentz de lo lére lisne par les cofacteurs de la ifme ligne, qui
est l'expression que l'on obtiendra’® ¢n calculant le A&terminont d'une

natrice dont la lére ligne égale & la idnme.



en partiticnnant les liznes en la or

colonnes en guatre zneemblses

Pl

f4a

fuls

(€€)

aptés avoir partitionné les lignes

aomparznt (G3)

(57)

ol (52)

multip

ons & gauche nar

sl

.
X mm ;T
S - & =

.-
=

en

. -

| aa
=1
|

(g

iére et les C-1 derniéres, les
A

, KL* et K*¥¥* onlonnes resnectivenent,
5 <t =1 o
A 0L A, * Ky ¥* |
I =1] Il "
sB TAAAL TUABK Thag ¢ |
==Ll i
colornes de 3 ~. On woilt =n

ot (G6E) que :
| D.’_,..'lf; -HA *% ,
] - ! 2 2
BT = | ‘
i I =1
Ab AL AA ¥ |
ghe |
]
= Bar Oxs!
A~ =) . . I
1AL .**;
ions(€7) 2 droite par N definie par :
P I, .. =il i
i AA AL AL %
T :i i
!9 =1 Ji
Poes AL TR, Rk
9. . " =
o AL VAN A swx |
B ATl = I
| 0
i AALAL A %% !
L1 ¢t A ont des rangs égaux (¥). B
d = rang; K, ., '.*_*!
. FAYL) !
e .
ranz (B A M) =67 + rang (M, 4 )
3
% f == A 2 "".J‘A
rang (I, ) =rang 4,, 4, = (G=G")
Ly AR

L condition (64) est donme &

guivalente & @

(71) rang 4, fge 1 =0 ~1 |
— = = P
(%) 81 A =t gras
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La matrice qui apparait dans la relation (71) est la matrice
des coefficients, aprés arranzenents, des G-=1 Zquations restantes formées des
variables endogénes et prédéterminees exclues dec la premidre relation. La matrice
Tiaﬁ Ay 2 G=1 lignes, done son rang est au plus £gal # G=-l, on en 48duit d'aprds
(70) qus le rans M, 4x€St au Hlus ézal i G° -1, iinsi méme si K*¥
3 ¢t -1, ce qui enf;aine que I ¥ est &t liznes et au meins & gt colennes, son

3 LA ®
ranz =st au plus €gal 3 &° =1 &t aux coaifTicients de 12 forme réduite nz corres-

est supérieur

pond qu'un ensemble unique de valeurs des paramctres structurels,

wE ER 2 . 5 g
81 ¥ Z g0 -1, les paramétres d’une relation sont identifistles.

o
» : ; a — A
Les résultats de 1l'estination peuvent €tre différents selon que K¥¥ = G© <1 cu que

‘n‘ - - N ]
K¥> 7 <1, Dans le premier cas, le rang de 1, ., sera, en gzénéral, égal A et -1,
el )

ce qui permet d'utiliser la néthcde indirecte des moindres carrés, In remplagant

dans (€1) les vraies valeurs nar les estimations :

(72) Oy = 913 Hl’**
on obtient Cl& s €t Ypy oSt tiré de :

(72) T ™~ B‘t HA %

3i Z#> G~ =1, il faut soit modifier la néthode indirecte des moin-

; S ; S
dres carrés de telle scrte que le rang de IT, xx SO1t égal i =1, soit utiliser
et

.
une néthode qui n'estime pas les paramétres structurels 2 npartir des nparamétres
de 1la forme réduite.

L'ideatification : probléne fondamental.

Pourquoi dira-t-on peut-8tre, se préoccuper de caractéristiques qui
n'affectent pas les manifestations cbservables du phéncriéne considéré ? Ile
suffit-il nas toujours de connaltre la 101 de probabilité des variables endo-
génes pour chaque ~nsemble de valeurs des varizbles exogdnes ? L'identification

n'est-elle pas un faux probléme ?
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Ces doutes gseraient parfaitement fondés si le modéle offrait
une représentation valable inmtégralement et universellement, pour les induc-—
tions statistiques considérées commz pour les utilisations auxquelles leurs
résultats donneront lieu. fais il arrive souvent que le modéle retenu comme
base des investizations &conometriques, sur une collectivité ou pendant une
période, ne convienne pas tel auel pour une autre collectivité ou une autre
période, Certaines lais du modZle s'appliquent bien sans changement, mais
d'autres doivent &tre modifiZes, Seule alors une connaissance exacte des
structures peut servir de base aux révisions necésszaires. Ce point a été

dévelopné de facon particulilrenent convaincante par J. Marschak (%) .

3 - 'I8thodes d'estimations.

I1 existe plusieurs méthodes d'estimation utilisables, on
doit distinguer entre celles qul s'appliquent & une éguation et celles qui

s'appliquent 4 toutes les 2quations simultanément.

loindres carrés ordinaires.

On applique la méthode simple des noindres carrés d chaque

8quation. Les estimateurs sont biais®s et re sont pas corrects. Cependant,

du fait de sa simplicité, cette méthode n'est pas nécéssairement _tyuliliyjen €

“foindres carrés indirccts

Cette néthoden%eut s'appliquer qu'a une relation exactenment
identifige. On applique les noindres carrés ordinairaes au modéle rzduit et on
déduit los estimateurs pour les paramitres structurels © partir de ceux des
parandtres des formes réduites. Les estimateurs des paramétres structurels
sont binisés, mais ce sont ceux du maximum de vraisemblance si les erreurs
suivent une distribution normale.

On dispose de deux autres méthodes qui s'appliquent £ une
equation 2 la fois 3

= la méthode du maximum de vroisemblance avee infformation
linitée ou methode du raprort de le plus petite variamce.

= la méthode des moindres carrés en deux ebapes

(*) J. MARSCHAK (1953) = "Tconomic m=2asurenernt for policy and prediction dans
et T.C. Koovmans (ed.) (1953). Studies in econometric method,
ion moncgraph, n® 1%, iley, New-York.
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Pour estimer toutes les équations simultanément, on verra :

- la méthodec du maxirun de vroiserblance avec information totale,
- la méthode des noindres carrés on trois étavpes.

b - "Bthode du maxinum de vralsertlance avze information linitée ou méthode

du rapport de la plus petite variance.

I1 s'agit de deux rméthodes qui conduisent aux mémes formules

d'estimetion corrme nous allons le voir. Considérons la prenidre &quation

.

du medéle B +T x, =1 c'est-a=dire :
Vi )

t T

(T4) By ¥y * Vg X = n £ e ly By wawg B

A
o0 | WV + Y. i Toue =
(75) & 1 Y31t Foee e [ e "C—A t "Y1 n s = Yix* ¥¥g = Wi

Soit la forme raduite : ¥ . 51 les vecteurs u suivent une distri-

i~
bution normzle et scnt indé&pendants, il en est de m@ue des vecteurs v,

Considfrons lesc G~ éauations réduites qul correspondent aux variables endogzénes

— -
Hzt Vt

d coefficients différents de z€ére ; et déterminons leur fonction de vraisen-

blance. Tlle s'exorine en fonction de Tax ol s qul correspond cux gd ore-
3

nidres ligzes de 12 nmatrice 11 de la forme ré&duite. Sz meximisation conduit 3
- - ‘—'1 - A
l'estinaxeur[:HA % I, % |, mails Hxx 2 au molns G~ colonnes, donc un rang
£ s [AY !

3
qui peut Btre égal & G~ , d'aprd3s (72) on 2 :

Mex = B

-

ermet pas de calculer ElA'

(]
[F]
Q
fort
e

=

T2 nethode du maximun de vraiscemblance avec information limi-

tée, revient I naxiniser la fonction de vraisemblance sous la contrainte :
& A
H —’1'1 =
rang ( “g,**) =G =l

ce gil permet de calculer Byae
o
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On montre a2lors que le »roblénme s¢ ram3ne 4 rechercher un 8’& dont les élé-
i 1y, |

ments maximiscent

A" 1A
- (%)

Wk, et ¥, désignent des matrices de résidus que nous expliciterons,

tare, cerivens (75) sous le forme :

s &
b4 = A + r =
(TT) vy = By ¥yy * Byp Yoy * eee + 857 Vol oy Lmls2s wwe
ot définissons les matrices des obsarvations suilvantes :
¥ R . T Ze ees Xgbq |
R o G1 i s | G o B
i :
T = f %7
} 1
iy g ¥4 ! n e i X
| ¥in G | ' Tin “K'n |
s o i | God
| P41, 1 ... %,
X = | -
HH 1 |
I 1
5 % %
| "K#l, n "7 ¥n |
. I o B
X=X, k** |
L. ek
On p=ut alors &crire :
{ ﬁl a
A
;T2
(79) ¥= i | =Y g'
9 = =1, 8",
!
i—- ?n i

X

Ta relation (75) spécifie que ¥ depande de Xx ot non pas de Zxx s nOUS

allons cependzat utiliser cetts matries nour estimer (75). Le prineipe de

ia néthodc du ramport de la nlus petite variance pose que les § gui inter-

(*) Ce résultat est démontré dans

T, W AIDERSON , H. RUBIN "Estimation of parometers of a single equation
in a complete system of stochastic equations " A3, 20, L6=63,

1949,
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viennent dans (75) doivent Strec choisis de telle sorte que le rapport de
; . " . " ;
la variance résiduellz de la rézression de v per rapport 3 X, i la variance

X soit minimum. On utilise le

Loy

ik : "
rasiduslle de la régression de v rar rapport
fait que 1l'introduction des observations sur les variables exclues permet la

réduction do la variancc.

4

e n,
a sormme des carrés Ges y es

L

r18
‘qde
i
™
| eed
1<
=
>
he-J
-

. Y . = =l
dans la regression dc y sur %, le vecteur des estimateurs est (X% X)
= u - - g - 4 . . v -
X! ¥ et la somze des carrés expliquée est ' X x (X% X4 ~ X% y , d'cil la somme

des carras des résidus

(80) WX =%' ¥, -¥' X (X %)

AL & A A A

oy

De la m&mefagon, on calcule la scrme des carrés des rdsidus de la régression

N y
de y sur X, c'est=i-direc :

i8] 1

Bya "aaP1a
(E}l) T =Y! Y . ¥Y ¥z (X?;\\"l Yy
AA 4 T4 T AT ey

On cherehe alors le B, ,qui ninimise :

ux pr
SlL !Lﬂ e &
g

",n,.- B';

A
& AE AL

—
(92)
P\)
S
)
il
b

En comparant (52) et (7€) on constate zlors, que la minimisation de 1 est
&quivalente i la maximisation de L.

Calculons liestimateur ; on calcule les dérivées partielles de

.

]
A

15

_

i=21, vas G ) que 1'on armulle,

()

i par rapport aux ﬁl

-1W-B' ‘-:O i=l,nnaC‘_

33 w¥ gf
(33) i Blaa i1

ot w¥ ot v. désignent les lignes i de ¥ et ¥, lo sgstime (83) se met sous

la forme i

(84) Gk, -lw,) e, =0



qui admet une sclution non triviale si

o - = @k
(5)) l . = 1% AN = 0
Jette equation s'exmrirne en fonction des puissances de 1 ct des ohservations,

Joit 1 s2 plus petite racine, on caleule alors 8, .en résolvant :

A

(26) (Wfﬂ -1 w,

LA Ab 1A
On estine los coefficients des variables predéterminées, on obtient cn celcu~
. n N " wy=l _ "
lant 1z regression de y par raprport 4 X 4 on obtient (X§ P Il y . Dot
o _~
o — - s - - —l
(87) Yix = = Blﬂ L'A Y l; E*J

C'est exactement c2 que 1'on obtiendrait on utilisant (73) c'est=d=direc :

-~ -~

Vi, = 7 By Mo

1,% etant obtenu en appliquant la methode sinple des moindres carrés 7 chacune

»
des G© varizbles endogcnes, par rapport aux K ¥ variables prédéterminées de

la relation,

n conclusion, le caleul sz dérnule de la facon suivante

(i) déterminer les matrices ées obssrvations Y, , X et X,
[ &
(i) caleuler '.:'?"& eb w,, » )
(iii) aéterniner 1a plus nebite racine & do | % =1 '.'M| =0
30 LATAY
(iv) Puis résoudre :
- -
w¥* ~lw, ) e ., =0
( AL uu) £ 1A
- -
= . =1
o3 = = R wi ¥ r r
& Y= = Brp Yy X (B X))
5 = fethcde des mcindres carrés en deux ctapes
Dans 1l'tquation (75) noscns Bpq =1 ¢
36) y., = <8 .3 B AL, =Y. XLoe rEX. +0
(38) 12 Yot ***"P1670g % 11 ¥ip vt ik *re T Yas
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Le systéne d'équations s'eerit sous la forme natricielle suivante :

(V) gy == =X My vy

avec 3
Py [ Yoy see Yoby | iBn |
i 11 ] . 21 Gl i1 |
| ! i |
| | ! | %
'!,_rl = | , 'f: :! E [3'2 = J
| | | | |
! | i ! |
P . i n |
| Y1n | Yon *0e Yohy | "16° |
i i b = -
(90)
i v % ] & -
Sy e ¥y | T
| | |
; ! , |
Ve ow i ' = |
#= | il MR
| %, Xk | | Y
— - e =

Comma nous 1l'avons va u, est en 2éniral corrélé avec les variables explicatives
Ya. L'idée de base de la méthode des meindres carrés en deux &tapes consiste

b=
i remplacer dans (79) Ye par un estimateur Y2 obtenu: en Taisant une régression
de Y, par rarvort 4 toutes les variables prédéterminées. Infin d'appliquer
les moindres carrés simples 2 1la relation entre ¥, ¥, et X0 11y 2 entre
cette méthode et celle du maximum avec information limitée une legére simi-
litude. L'une et 1'autrc utilise nour cstimer les paramétres d'une rclation
domnés toutss les variables prédéterminfes, mais sans introduire les autres

relations du modéle,

Tstinons tout d'abord Y,. La régression de y, par rapport
) ) = -
i X denne : ¥. = X{(¥X'X)

i X conduit 4 §, = ()™ X'y Dol :

K’ya. De la méne fagon celle de ¥ par rapport

:2 =‘ ?2’ :?3, R ?G' [
, g
{o1) Y. =% (9 % Y,
ou (92) I, =X (X'X)™ Xy, + v

: - L. = I A . = .
ol V désigne la natrice des résidus pour les O° -1 variables endogdnes qui

apparaissent dans le membre de droitc de (39).
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erire sous la forme :

Eain

e
9
v
i
w
fD‘

1 1% 2
r SR .
(98) g =l (=% Bl o4ty
L L. 2 J'Y' I &
.
Tn appligugnt les moindres carrss & cette relation, on obtient :
e =
B
(95) | | 2 - At A'y,
?r |
L ¥
& . = r-'\’ « V] X I
(9¢) A !L('E ) Xy
= t (3 = Y! 3 - Y YN RTALA
(1’- V) .{2 V) 5 .f2 v 5 ' oY + 7Y
V'Y, = V' (Y, +7V) d'apras (91) et (92)

= V'Y

Or, on salt que si on applique la mcthode des moindres carrés les résidus
-

et les valeurs ajustées ne sont vas correlées, donc : V! Y2 =0

De la m3me fagon :

2
P 5 w TN - = Yt - T
d'oh (T, =) Y, =V) =Y, ¥, ~V
ow=x" Y, -x (x0T x,)
L2 2
=0
ez qui 1llustrs la propriété selon laguelle les résidus ne sont pas corrélis

.

aux variables explicatives. Tuant X} V qui est une sous-matrice de X'V, elle
@st aussi identigquement nulle. T'estimatour des moindres carrés er deux

neut Stre éerit sous la forme :

[l | | T = =1 1
gF,. | Y'Y - V'Y Y? N Y A
i Bla | 2 Y2 5 By | % 2 5
eyl = l-'. |
] Tt w1 r P
'y % | X W Y X' oy l 1 * i
L I i, I —
il v a identitication possible si cctte matrice inverse existe, ¢! esu-aa
3 . kN A o - - . *
dire si £ > Gf ~l. A = (Y, - V X, est une matrice & n lignes et Rl

& . - A
colonnes. A'A ast done une matrice ecarrés d'ordre G- -1 + K¥ et rang (A'A)
g |

rang (4).



= 93 =

- — i i—‘

- AT i,_ = ifve L B et |
A=Y, ~ V) X l= XUXR)T XY, | d'aprds (92)

A vl — -

.

o I 2st la matrice wunité d'ordre X et O la matrice nulle 3 K¥¥ lignes

L = & <
et K colonnes. Le rang de A est donec au plus egal au rang de ¥, qul es

, 2 .3 - 3 A 5 el % i
Zpal 4 K. S1i le rane de A est inféricur % G =1 4+ ¥ alors A'A =st singu-
20 | 2 =1

lisre. Ceci su produit si :

e

< ol

=1 + K
R Tk g LA
c'est~fi~dire oi K¥ < 3" a1

et (88) est sous identificde.

Y-

6 - Istimateurs de classe k

Theil (*) & irtroduit les estimateurs de classes k de (97) &

ot ] T o v Tr=l e _awgr

}621 IR PR P AU AP ST P av%

a ! | = o | i ! !
- I - L

2 PO (O £ Nae¥e i | 2% I

- --J'!\- Lo = = { S5 s

2

trois des estimateurs que nous avons introduits Jjusgu'ici appartiennent 3
cette catégoric, A =) correspondent lass estimateurs des moindres carrés
ordinaires, car (98) revient i une applieaticn dirscte des moindres carrés
simples 4 la relation (89), a.vecirYg g;Fomme matrice des cbservations sur

les variables explicatives., Les moindres corrés en deux &tapes correspondent A
k=1, et le maximum de vraisemblance avec information limitée 3 x =1, ou

1 est acrini par (95). Demontrons ce dernier résultat. Les estimateurs du
naximun de vraisemblance avec informatbn limitée sont obtenus 2 partir de

(86) :

-

(w* i w,. ) B

AA TAA =2

1
14
Dans 1l'estimateur de classe 1, ncus pesons :

e .
0= [} %]

(*) 3, THEIL "Econonie forzcasts and policy" 2& ed, NortheHollard Publishing

lie

Company, Amsterdan, 19€1, chapitre G.
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en nosant &£ .. = 1, D'aprds les définitions de w* et de w 1OUS DOUvVons

iyl gl & | AL aa ?
: 3 ; ©A TH#TA
- K v ) r -
(99) Y. f;& * 54T v om
| Y2 % %y |
avec
_ e R |
(100) B, =I~X (% X) X
~ ™
{ D"“ Y =1 Y‘
\101) Ly RS
de la mé&ie facon :
(¥, BY, |
- = R A
{ 3 T =79 Ty -1 |
{102) LI i A Xy b s 2 '
v 2 N _‘J

=1

{103) B=1I-X (X'¥) X'

Considérons alors le systime (56), il s'Serit (en laissant de cdté la
premidre &quation) :
5 ¥ _‘- 17 ] = 1
(108) (Y', B ¥, -1¥', BY ) 8% §

Les estimateurs de classe k& peuvent Ztre introduits sous la forme :

e E SRR LA BN AP0 Sn iy Uhe S o A -
! T 4 § &, IR j i & ; i X1 2 *
5_- L, * o % A _)S_ i il.‘Y l*_] k !L_. R 3 B

ce qui conduit
(106) (X', T, - W) (8",), + T, X d5"), =~ (L, ~@) 3

= o)
z =

.

A partir dec (92) on montre que

VW= Y, BY,

car B est symétrique et idempotente. De la méme fagon :

Ty =¥ By

1 substituant dans (107) on obtient

o7} YV Y -k VY DY i L ¥t L LYY B ¥t % v
(207 (¥ EI“ e 2 J'Q) (8 Z)E = 2 = 273 = 2% ¥ 1*')¥

(A}

De (105) on tire aussi

.

fa) ) o ‘-l . A_- X v “—]
(lOD) (Y'l *)k. - (X'_* }g(') ! J‘-'_* Yg (‘fi )’ ' -"-'* -Brll



gue 1l'on substituz dans (107), cetie Jderniére reolution s'éerit alors scus

qui s'cerit encore

(120) (7", By ¥, =¥, 7Y, ) (B, ), =0

mateur identioue - celui du nmaxiws de vraisemblance avae information linmdi-

[
1
&
EI-

tea, c2 cue l'cn voit ¢n posant ko= 1,

-

Nevencas sur la siznification des —cindres carres en dsux &tanes.
icn (82)

Tt considirons la relaticn

1 = AL G w B
1= By Taaflan 7 Bap as®'aa

¢t definisscns ¢

i
'-;.‘
[>

I
@
G-

; - e
Var Plag ™ Bag Mufia

on naeut tentrer cuc les astizateurs des noindres correés en deux etanes

sininisent \Po Caloulcons les derivees de P par rapoort i Byp 3 OB cobient @

Crozte Sli = 1, ~n nout utiliscr les rcoiazticons (99) & (10%) ot ce systime

k]
d'squaticns s'Zerit alors

mai est la relation (110) »our ¥ = 1, Ainsi les nzirdros carrés en deux 3to-es
eonsistont . zinindser 1o difference des carres des residus, alcors ~ue le maxizns

de vraisaiblancs avee infrrowtion lititee en miniaise le ranosrt.

e chelx d'un estinatzur articulier de classe k devend do ses

sronrigtos ot do conzideraticns sur les caleuls 2 effectuer, On niontre (¥)

au'ils sont corrsets sip ;i; J=ls Ce rnTest Has le cas des estirateurs des
1:

=indres corres crdinaires nour lescuels nous avons k=0, nar eontre las8 ooine-

dees eorres on doux ctanes demnent los astimntsurs ccorrects (k=1) 2insi 2
- - - - = - - - . - -~
le naxioum Ae vraisesblanes avee informabtion lisibee car p 11z 1= 1

i = o

Les distributicns des estinteurs de classe k, n'snd Has etc cbtenus

sour de netits echantilleons, —ar coatre on lispose de muelmies rasultats

(*) THEIL 20, Cito . :32|



teurs de classe k @

E.

agwmrtotisues, Definissons les rosidus des est

:‘A -y r- ,1
fr"r) : %V"-"\ !
11 é] = 1 - F o |
i :-\?' :Y' !
(Faex |72 |

alsrs si pli: % (G=l) =0. Or a :
N e
Y'Y, - VW ¥, X

|

(111) 182 o (ne, &' ) = o2 pli. | | (*)
B - By g

L... & _J

ot 02ddsigne la variance du risidu de 1'ecuation que 1'sn eostine. On astine

02 sar la suiie des carres des résidus aniriques divisee war ls acubre de

Zagre de libertc, et la lizite en r-obabilité 4z 1la matrice Jar 1la matrice

elle-=281e, Les estimateurs des —oindres carrss en deux ¢tones et du naxi-wm de

vraiseblance avee infornation linit-e ont la m&ne 'wirice asytotinuc des

variances covarioncos.

Danz 12 cas de stits Cehantillons le choix de la nethode d'esti=-
rmation est Aclicat, il existz quelnues résultots (¥%), les méthods de Tonte=

Carlo semblent deveir 8tre trds fructueuses.

7 = ¢thode du moxinun de vroaisemtlance 2 information commilste,

les variobles oxogcnes est Ggale J :

3i u, suit 12 distribution ultinormale 7 (0, ¢) 3alsrs

(112) : Log L =X+ n

Log |d=t 3 |+ dct (= 2 Log 12t )
n

e

7 g

S TLIN ]
& t

isl=

(*) ef. THEIL 27. cit.

fe*) A L HAZAR "The bias and ronment natrix of the zonaral ¥ - class ostimators

of the maratetars in sinultancous equations" Feonomstrica 27, PP, 575-595, 1959,



La aaxiaisation de L¥ conduit - znmuler leos icrivees mertiellss de & ¥ =ar

rapnort aux 8léuents de D, T et @, Lo resdlution du syst@ze obtenu est en gi=-

-

néral trés difficile. Par exarle ¢

2n* o ,mn .  2ass] 1 @
38 .. laet 3| 3P, . 2 T af..
iy lJ ll‘]
I . el
Oou > = Z-‘ u't'P lltr.

; . S
cebte cruatlion est non linzaoire.

n cas particulier cd la risslution est -ossible est celui des

systénes recuwmsiis. Un exennle de systine recussif est fourni nar

_. ‘4‘:_
’—l
<t
4
0~
-
j
]
e
ct
"
=
[
ct

3
-3 E N B . = 1u

dans ce cas I est trianmilaire, det B = 1 - A cas systdies, on associe génira=
lezent le non de Jold (*) qui 2 nreterdu qus ces chaines de relations causales
fournissent une representaticn valdle des nmecanines de 1'Ceonomile, Cerendant,
on meut considirer (¥%) que 1l'utilisation de donnces martant sur d'2ssez lone
gues periodes induit une interdenendance des 2nuations, Jans le ecas de systines
récussits si ¢ est diagonal, 1l'estiaation est facile. Les cstimateurs obtenus

1
sont les =8nes sue ceux donnés par 1l'a-rlieaticn des moindres carrcs ordinaires

8 = Igindres cexrris e¢n trois ctanes
11 s’2zit d'une méthode assez rocente(*¥* ) | scit 1'¢ouation (79)
erite sous lo forme @
2 vy, =¥ A ¥ ! + o1
(113) vy =%, Bl vy, Ty

(*) H, WOLD L. JUREE "Demand analysis" iley, Hew-Yorl:, 1953,
(

(%%) B, Tontzel B. lansen "On recussiveness and independency in economic
=aodels"™ Rev, Iconcniie Studies, vol 22, Hne 153-168, 1954-1955,
siultaneous estinntion

(#%) A, Zellen, . Theil "Three staze least sjuares
f Feonomctrica, vol 30, n3. S5W=TS, 1962,

simultaneous ecuations"



On pose
(11%) 5, =2, 8, +u

(115) Y, % | 7 ]
115) Z. = [’fn 3 5 = =]
SR B AP

. . - = N —
fultiplions les deux nenbres de (11h) 2 zauche nar X', ou X =X, X 4 !
— —_—

désigne la matrice n x k des observations sur les veriables -riditerninées,
nous obtenons :

5 X' = X' 7 i
(116) y, = X' I, & + X'y

[

systéme 31 ¥ couations st G7 =1 + X* inconmus qui sont les élénents de 81 3i

(11k) est exactment identifide X ¥*= ¢8

-1 et le nombre d'Zquations est Zgal
au neo nbre d'inconnus. On peut alors estiner §, en remmlacant le vecteur des
L

residus X'ul par son esperance c'estei-dire zcro, l'estimateur s'Eerit :

On peut vérifiar que c'est aussi l'estinmateour obtenu nar la méthede indirecte
des noindres carrés.
. - wige * . A
Lorsqu'il y a sur identification (¥ *¥> G~ -1) le systdme (116)
corpte nlus d'équations oue d'inconnus, cerendant les nmoindres carrés crdi=-

naires ne¢ conviennent nas.

(113) wvar (:{'ul) = 8 (X'u

en supposart que E (u, u'l) = 0., T. Cc resultat suzgére d'aprliquer les noine-
dres carrés simnles & (116) d'ou :

x -
()™t xvz 1L
1]

qui est l'eostinateur des moindres carrés en deux <tapjes dévelonzZ dans (97).

(119) &, = z* zt, X(XE)™ Xty

-
1 1" 1

L 59

L'idés de base des moindres carrés en trois &dtapes est d'écrire

toutes les éruations sous la forme (116) :

g ¥y e T MoevwT
s T i | | i‘slf |+ 8t
I r i ' :
S qre | : X :
(120);..¥y2i:] X*%, 0 | Iaeioj u, |
I ! . i i !
o O TN o |
| X've | ] X241 § Oy X', |
L "4y L & 1.5 G |

ou encore
(121) A=B +v



., g

un systde 4 K G fquations,

risidus s'éerit

=% =%
T, |
L

r
i
!
i
!
i

1
i i
. . |
(122) V=var | ., O 1
i Xt (=X,
! <y ] =ik
. ' i i
i I
L4 'U.G i | 3,.11
- ] L
avee §.. = 3{u. u?.) = ¢.. T
12 d 12

i

’3ﬁjl'

)y !

7L 55~ gyl

i

Pour estiner V, les auteurs recormandent

estinés S..
ij

Ay
LS

obtenus par la nethede des meindres

on 3 @
(124) | st wEm) kv, ...
: 1
var (%) =|
| a3
Lol T e
i.C- L.,G -.\-;' ) {‘t.':l se
2
5 !ﬁ;31 T
o) ] =l e d
t_ I
L. _J
Les auteurs nonbtrent que les
rue ceux des moindres carrés en deux Stapes,

maxinum de vralsen

ment aux errcurs de spécifieation, en

carrés en trcis étapes ?

C.':, “ss 6 :

12 e |

i

Sury avw Do |

Brg e § |
28 ’ GG

=

ation ces Tcindres cakrés 3 (121) donne :

'ﬂlcalﬁsm.ra1ELs

1.

~1G T T
- Z'..! ‘;( -i}-) l::.'z___
4 I
~
Uyl H-l o
3 71 e t e bl |
2 L G A.(X }\.) K, 4 ZG

estimateurs obtenus sort

carrés en deux cbages.

It

meilleur

On sait cque les estimateurs du

sblance avec informatisn compléte sont peu robustes

relative=

28t=1l de m3me pour ceux des ricindres

La natrice des variances = covariznces des

S



DES PROPRIEIIS DES {ETIODES D'ESTLIATION

PAR LA VETHODE DE "ONTE=CARLO

Pour l'essentiel les méthodes d'estimation cont éte Justifiées
par leurs propriétes asymptotiques., Yous avons vu gue les moindres CArrés ore
dinzires donnalent des estimateurs non corrects et biaisés., Les autres m&thodes
d'estimation conduisent - des estimateurs bialses mais nar contre corrects,
Sous 1'hyvothése de normalité et d'autocorrélation nulle des erreurs, les esti-
mateurs du maximum de vraisemblance A informastion limitée sont asymptotiquement
normaux ot efficaces (ce sont dans la classc des estimateurs définis par les

8mes hypothdses ceux qui ont la plus petite variance). Les moindres carrés

o

en deux étapes possédent les mémes propriétis. Afin d'apprecier plus précisée
ment ces méthodes et les estimateurs zuxquels elles conduisent, il conviendrait

de mieux comnaitre leurs propriétés pour les échantillons de taille finie,

-

Ceel serait utile 4 deux points de vus. D'une npart, les procé=-
dures statistiques associées 5 chaque méthode d'estimation seraient mieux définies,
D'autre part, nos idées sur les avantazes comparés des diverses méthodes pour=-
roient changer si nous connzissions les distributions nour les échantillons fie
nis. Jelle nroeccdure, ocul serble inadequate asymptotiquement, =ourrait avolr
de 1'interdt wour le traitement de netits echontillons de 1a taille de csux
employés en ceonométris, dn a ainsi parfnis avancz gus l'ajustement direct des

quations structursllcs -ourrait bisn constituer la meilleure methonde dl'estima~
ticn en oratique. Sans doute impligue=t-il des bials, “i2is si les disnersions
sont faibles, les arreurs d'estimation Heuvent encore Ztre -lus raduites qu'avee

dauktres nethiodes.

Deux znvwrochas sont concevables nour 1l'étude des distributions

valatles avec les metits echantillons



= 101 -

) recherche de 12 Torne analytique exacte des lzois de »robabilite (%),

- =

methodz dite de "lonte=Caris”.

— ——
[
e
el

Tous ne nous interessons ou'd la deuxiZne adproche. Tlle
consiste # mpartir 4'un nod&le dornc, dont les neranctres sont déterminés, &
travailler sur des échantillcns artificigls. R. Surmars (¥*%) sanble avoir
ét€ un des nremicrs o dévelon—c cette anprocle, Avant dc oresenter quslques uns

de ces résultats, donnons des dé€Tinitions utiles.
3

30it O la vroie valeur du raramdtre que l'on cherche i estimer.
Supposons que l'en ait engendré 7 écharntillons artificiels st que l'on Studis
une néthode doanZe d'estimation. Désignons nar ﬁi 12 valeur »rise nar l'esti=-
~

-

nation oour 1l'échartillon i; et par @ la moyenne des Gi. On A3Tinit

- le biais par : binis = § = ©

- la variance par : var = =

- 1l7erreur quadratiquse moyenne nar

On peut vérifier gue :
2
g1 = var + (bizis)”

(*#) R, L. DASIAMN "4 note on the cxact finite sar-le frequency functions
cf generalized classical lincar estimators in tvo leading over identified

cases™ J. Am. Statist. Assoe, vol 58, pp. 6l9=-636, 19€1.

A. L. TAGAR "The bilas and moment matrix of the zeneral k - class estimators

squations™. Economstrica, vol. 27,

D
'-b
=
@
3
0
1
£
&
k
w
=)
=)
:
3
&
of
%)
»
1
9
o
0

(%% ) R. SULIMS "A capiyal intensive approach to the small sample proderties

fa

of waricus simultaneous equation estimators™. Tconometriea, janvier 1965,



Soit le nodéle

- > . -+ . b T + v = i
Ejlt 12 Top F Y11 L Y 10 3 Yio = Yt

r -+ '_; %

Gl Pap jat +Y z u

23 %3t FY oh Foh * Yo = Yo

La variable aléatoire (u » U.) soit une distribution normale # deux dinene

ions. Summiers a reoeté ses expdriences I = 50 fois, T désizne 1a tzilla des

m

échantillons. T table ci-dessous indigus les valeurs choisies pour les nara-

ndtres dans les différentes expiriences,

Tatle = Balour des narandtres

Eﬂﬁﬁf'riemef Bra | Yo |Yi2 | Yo [P22 jYe3 | Yob | Yo o 912 | 2g) * _:
1% et 1B gno,? i 0,3 O,T#nth,v; 0,h i 9,6! =0 hlmth ¢! hoo 2001 40o| 29
25 at 23 0,7 i 0,8 0,7'-1&9,); 2,h ! 3,6! =0, 4 1=1k3 6| Lhoo {200 | b0OO! 20

| 31 et 3B ‘ﬂ0,¢ § Y 5 (,T:«th,)- O L ! 3.(@ -0, h! ,149,6 L00 | 290 | Lool 20
b et 4B iml,? % 0,8 G,?inlh9,5| 0,4 | 0,6 _o,hfm;hg,e 400 | 200 | Loo| 20
SA et 53 1'-0,7 | 0,0 0,75»1&9,5@ 0,b | 0,7 <0,4{-149,6| koo | 200! kool 20

| GA ot 6B Iw?,? 0,8 ,T-ulLD, o,k ! 0,63 mo,h!u1h9,6; Tola) f200@ hGofzo f

I1 surnose cu'il y a une errcur de spécification dans les
expériences 5 et 6, 2t que z, avparait dans la deuxidne <guation avec un
i 5

e,

coefficient non nmul, Il a oris :

Vog = 0,5 nour 54 =t 5B
Yo = =0,5 pour Gi et 6B,

Dans les exsiriences A les variables exogénes sont faiblezent corrélées, la
corrélation est par cantre forte dans les expériences,

Sumers o &tudié quatre niéthodes différentes nour estiner las
Darazetres structurzls

- maxirum de vraisenmblance 3 information limitie ( WIL)

- moindres carrés =n deux tanes (KX2)

~ ricindres carres ordinaires (: 0)

~ maximun éo vraisemblance 3 information totale (CIVIT)
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Considerons les reésultats concernant les expériences 14 3 LA,
llous estimcns 4 chajue fois 8 perandtres, nous avens donc au total 32 estinés,
Pour chaque critire, le tablecau ci-fessous donne le nombre de fois oif la
méthode correspondante a donn- le rieilleur résultat (c'est-d-dire la plus

petite valeur du critdre).

Tableau : Fréguences des meilleurs résultats (*)
expériences 1 2~ 4
friénuernces :

néthode — = — ey
| Bikis iL,CG.J.“t tyne i REQ |

I 12,5 9 i 2,5

MC2 : 5 0,5 | €y

0 1 20 T3

VI 13,5 11,5 15,5

! !
Total P32 C32 P22

On constate aue pour le critére REG! la néthode WIT Jonne les meilleurs
résultats, tandis que »our le critére ccart-type la méthode 10O lui est sunce
rieure. Le critdre écart=tyme est moins bon que REQI car 1'écart-type est
calculé autour d'une veleur fausse de 1'expérience. 51 1'on considZre les
experiences 54 et G\, les résultats sont trds différents ot ‘IVIT ne s'imnose

plus.

Tableau = “riquance des meilleurs résultats (expériences 51 et 64)

r | i __ frcguences B
!  néthode | biais ! éeart tyme | 291

?— _____?___,__._,..,..44. i
| VIL 5 | h5/6 |
3 102 I 5 | 35/6 l
| 100 5 1k | s |
L VIT : 1 2 ' 21/3

' i N

! Total | 16 | € to16

r"
L

(*) REGT désignz la racine carre de EQU
Lorsque deux ncthodes donnent le meilleur résultat, on 2 donné 3 chacune

la fréguence 0,5.
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lious ne citerons »as d'zutres resultats et nous terminerons par

1'énoncé de quelques conclusicns.

Pour estimer les narandtres structurels, la mithode du moxinunm
de vraiseriblance & information totale est sans doute la meilleure, Les calw
culs sont cerendant lourds et 1z valeur des resultats est trs8s sensible

aux err=urs de spécilicaticn.

Pour estimer une seule équation, les autres néthodes neuvent
classer ainsi {en partant de la meilleure)

- moindres carrés en dsux ~tares,

- meximum de vraisemblance A4 informotion limitee,

- moindres carrés crdinaires.

P

Pn rézle gincrale, 1l'application directe des meindres carres aux formes ré-

2

e
=

duites est dcconseilleés, mais

ralesS,

Bien des problémes nc sont pas résolus, mais les recherches semblent

devoir &tre menées dans 1l'3tude de la statistigue des processus stochastiques.

Car que deviennent ces néthedes et ces résultats lorsque les err:urs sont

autocorrelées,

est difficile de tirer des conclusicns géné=
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