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Abstract

Periodic solutions of the chemostat model are studied under integral constraints
on the washout rate, aiming at improving average water quality. For the one-species
chemostat, an optimal control, which may admit a singular arc, is synthesized for
convex-concave growth functions. The optimal trajectories generalize the existing
ones for convex and concave growth functions. Then, unicity of periodic posi-
tive solutions is considered. In the two-species chemostat, a non-generic counter-
example were infinitely many positive periodic solutions exist is constructed. In the
one-species gradostat, unicity is proven for a rather broad class of configurations.
Contrary to many existing results, this result applies for any monotone growth
function.

Key-words : Chemostat model ; Periodic control ; Pontryagin Maximum Principle ;
Singular arc; Competitive & cooperative systems; Gradostat model.
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Introduction

Ce travail, réalisé entre les mois d’avril 2020 et de septembre 2020 (entiére-
ment en télétravail), porte sur plusieurs problémes liés au modéle du chemostat
périodique et issus du controle optimal et des systémes dynamiques.

Le modéle du chemostat

Le chemostat |16}, [29] est un dispositif mis au point dans les années 50 et est
initialement congu pour étudier le croissance de micro-organismes dans un envi-
ronnement constant : a static chemical environment, expression dont est dérivée le
mot chemostat. En particulier, le chemostat est pensé pour étudier la croissance
des micro-organismes en fonction d’une ressource en particulier, choisi par I'expé-
rimentateur, les autres aliments nécessaires a la survie des micro-organismes étant
en excés. On parle donc de substrat limitant. En manipulant certains parametres
opératoires, on peut expérimentalement mettre en évidence la courbe de crois-
sance d'une espéce donnée de micro-organismes en fonction de la concentration
en substrat. Ce dispositif expérimental s’assortit aussi d’une riche modélisation
mathématique.

Le chemostat est constitué d’un réacteur contenant une solution aqueuse de vo-
lume constant, avec une entrée par laquelle arrivent les nutriments, dont le substrat
limitant, et d’une sortie qui évacue le substrat et les micro-organismes. Les débits
d’entrée et de sortie sont identiques pour que le volume puisse rester constant. Ce
réacteur est de plus supposé parfaitement mélangé, son contenu est donc homo-
géne. Ainsi on parle souvent de CSTR : continuously stirred tank reactor. On verra
au Chapitre 3| un modele qui permet de relacher cette hypothese.
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Entrée |——{ Reéacteur |——| Sortie

FIGURE 1 — Le chemostat, schéma de principe

Cependant, les usages du chemostat comme dispositif expérimental et modéle
mathématique se sont tres vite élargis au dela de la micro-biologie.

En écologie théorique, le chemostat permet d’observer dans un environnement
maitrisé des situations telles que la compétition entre deux espéces pour une res-
source ou encore des chaines trophiques simples, et des avancées importantes ont
été réalisées pour comprendre mathématiquement ces comportements. Ainsi, en
complexifiant la modélisation du chemostat, on peut mieux comprendre des phé-
nomeénes observés dans un environnement naturel complexe. Par exemple, on verra
au Chapitre [2| qu'un environnement périodique permet la cohabitation de deux es-
péces en compétition pour une seule ressource.

Le chemostat est également un modele privilégié pour 1’étude mathématique
du traitement de I’eau. Le substrat est alors une substance polluante que les micro-
organismes vont consommer, assainissant ainsi I’eau en sortie. Dans ce cadre, le
choix d’une loi de commande pour le débit peut étre un puissant levier de perfor-
mances, et la théorie du controle optimal peut permettre des gains substantiels en
dépollution, comme cela sera montré au Chapitre [I}

La dynamique du chemostat est modélisé de facon assez simple par des équa-
tions différentielles ordinaires. Le substrat de concentration s(.) est dégradé par
n espéces de micro-organismes de concentrations x = (zy, ..., ,)7 selon la vitesse
de croissance spécifique (s, z) particuliére a chaque espéce, avec un rendement
Y;. On note le débit Q(.), et on suppose qu’il dépend du temps. Le réacteur est
continuellement alimenté en substrat a la concentration s;,.

§= Fom —5) = Sy
;= (ui(s,z) — @)wz, Vie{l,..,n}

(1)

Dans le suite, on notera D(.) ou u(.) dans le contexte de la synthése d’une loi
de commande, le taux de dilution % Par ailleurs, dans le cas ou p;(s, ) = p;(s),
on peut choisir sans perte de généralité Y; = 1. En effet, il suffit alors d’effectuer le
changement de variable z; = % Dans les autres cas, il suffit de redéfinir (s, z),
ce que 'on peut faire en conservant les propriétés de monotonie des fonctions de
croissances.

De facon générale, les fonctions de croissance sont positives : les micro-organismes
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ne meurent pas spontanément (méme si on peut ajouter un terme de mortalité dans
les équations , ce qui n’est pas considéré dans ce travail) ; et nulles en zéro : les
micro-organismes ne croissent plus en ’absence de ressources pas spontanément.
Les principales fonctions de croissance spécifiques sont résumées dans 1’ Annexe [3]

Tout au long de ce travail, on suppose que le taux de dilution est une fonction
périodique du temps. Pour I’écologie, cela peut représenter un environnement qui
varie périodiquement, avec des cycles "jour-nuit" par exemple. Pour le traitement
des eaux et les bioprocédés, cela représente des opérations de pompage périodique,
ou une maintenance journaliére.

A partir de ce modéle, de nombreuses questions se posent. Du point de vue du
controle optimal et de 'automatique, les questions naturelles sont la synthése d’une
commande minimisant un critére donné, mais aussi la stabilisation de certaines
trajectoires. Ce point de vue est celui adopté tout au long du Chapitre [II Du
point de vue des systémes dynamiques, on peut s’intéresser au comportement
asymptotique de . quelles espéces vont survivre 7 le régime asymptotique est-
il unique? Ce point de vue sera plutot celui adopté au Chapitre [2| dans le cas
n = 2, et au Chapitre [3| pour un modéle un peu différent qui prend en compte des
hétérogénéités spatiales.

Le controle périodique des systémes dynamiques

Dans ce travail, le modéle du chemostat avec des taux de dilution périodique est
considéré, dans le but de synthétiser des lois de commande optimales. Cependant,
la notion de "controle optimal périodique" peut recouvrir de nombreux aspects.
Pour illustrer cette discussion, on introduit un systéme commandé & = f(z,u(t)),
ol x représente I'état du systéme et u(.) le controle.

Si pour une raison ou pour une autre, une Condition initiale z(0) = x¢ est fixée,
alors on peut minimiser un critére du type = fo ),u(7))dr, en imposant la
périodicité de I'état par z(T) = xy. On se rameéne donc a un probleme d’optimisa-
tion avec des contraintes aux bords sur un horizon de temps fini qui correspond a
une période. C’est stirement le point de vue le plus simple sur la question et celui
qui a été adopté au Chapitre [1| puisqu’on peut fixer naturellement une condition
initiale.

Cependant, il existe d’autres problémes & considérer lorsqu’on a z(0) = zo. En
particulier, le point de vue précédent ne considére pas de régime transitoire. Mais
si on laisse au systéme le temps d’évoluer avant d’atteindre un régime périodique,
les performances asymptotiques pourraient se révéler meilleures On pourrait alors
considérer des critéres a minimiser du type limsup,_, T f iy u(T))dr,

avec des contraintes sur la périodicité du controle du type = fo ( ))dT = 1, ou
u(t+T) = u(t) pour presque tout t. Sous des hypothéses suffisantes, la trajectoire
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devrait aussi converger vers une trajectoire périodique.

Lorsque rien ne permet d’imposer une condition initiale, la périodicité de z(.)
s’exprime seulement pas I’égalité x(0) = z(T"). On peut alors tout a fait reprendre
la minimisation du critére 1 fOTl(ZL‘(T),U(T))dT avec cette condition. Un tel pro-
bléme est bien posé du point de vue théorique, mais souléve ensuite des pro-
blémes pratiques. Si la résolution d’un tel probléme permet d’exhiber un couple
(x*(.),u*(.)) optimal, P'existence d’une trajectoire z'(.) telle que (2'(.),u*(.)) est
admissible pour le probléme peut poser probléme si, par exemple, la solution z’(.)
est attractive. En pratique, cela signifie que 'on pourrait appliquer le contréle
optimal sans pour autant suivre la trajectoire optimale.

Une fois la trajectoire optimale 2*(.) connue, il serait tout a fait possible d’es-
sayer de la stabiliser, via une loi de commande en boucle fermée par exemple. De
plus, on pourrait poser un autre probléme d’optimisation pour amener en temps
minimum le systéme vers la trajectoire optimale. L’approche privilégiée dans ce
travail reléve plutdét du domaine des systémes dynamiques, et est celle qui a été
adoptée dans les chapitres 2] et [3] Elle consiste a chercher & montrer que pour un
controle u(.) donné (et en particulier pour le controle optimal u*(.)), il n’existe
qu’une seule solution périodique associée, et qu’elle est attractive. Un tel résultat
rendrait inutile la mise en place d'un feedback, potentiellement difficile & synthé-
tiser, puisque le systéme convergerait naturellement vers la solution périodique
optimale.

Une vue d’ensemble du travail effectué dans ce stage

Tout au long de ce stage, j’ai travaillé sur le modéle du chemostat périodique,
en adoptant principalement deux points de vue : un point de vue plutdt orienté
contréle optimal et un point de vue plutdt orienté systemes dynamiques.

Le Chapitre [1] est écrit depuis ce premier point de vue. En effet, pour un dis-
positif de dépollution de I’eau modélisé par un chemostat avec une seule souche
microbienne, un controéle optimal minimisant la concentration en substrat est syn-
thétisé a I'aide du Principe du Maximum de Pontryagin pour une certaine classe de
fonctions de croissance. Ces résultats généralisent ceux de |6}, 7], qui ne concernent
que les fonctions convexes ou concaves. Avec les résultats de ces deux articles pré-
cédents et ceux de ce travail, on connait maintenant le controle optimal périodique
des quatre fonctions de croissance les plus usuelles présentées dans I’Annexe A.

Le Chapitre [2] avait initialement pour objectif de prouver des résultats ana-
logues & ceux du Chapitre [1| dans le cas du chemostat avec deux souches micro-
biennes. Cependant, le comportement asymptotique du chemostat périodique a
deux espéces est moins bien connu que dans le cas d'une seule espéce. En parti-
culier, une question importante liée & ce modéle concerne 'unicité des solutions
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périodiques ou les deux espéces coexistent n’est pas prouvée, bien que pressentie.
La compréhension de ce phénomeéne du point de vue des systémes dynamiques
occupe donc ce chapitre, avec en particulier la construction d’un contre-exemple
(non-générique) pour lequel il existe une infinité de solutions périodiques pour un
controle donné.

Enfin, une extension du modeéle du chemostat est étudiée au Chapitre[3] Il s’agit
du modéle du gradostat, dans lequel plusieurs chemostat sont inter-connectés en
réseau et qui permet de modéliser des inhomogénéités spatiales sans recourir a des
équations aux dérivées partielles. Le gradostat en régime périodique a été beau-
coup moins étudié que le chemostat. On arrive d’abord a étendre dans ce chapitre
quelques résultats connus pour le chemostat. On s’intéresse aussi au probléme de
I'unicité des solutions périodiques et lorsque les réservoirs sont inter-connectés en
série, on montre ce résultat sans autre hypothése que la structure en cascade de la
dynamique.

Simulations numériques

De nombreuses simulations numériques ont été réalisées au cours de ce travail,
pour mieux comprendre les systémes étudiés, obtenir des résultats quantitatifs et
pour illustrer ce rapport. Elles ont toutes été réalisées dans le langage de program-
mation Julia [§].

Presque toutes les courbes présentées ont été obtenues en utilisant le package
DifferentialEquations.jl [24], et une méthode de Tsitouras a l'ordre 5 comme sol-
veur. La Section [I.6]joue toutefois un role particulier dans ce travail puisque toutes
les méthodes numériques présentées dans cette section (& l’exception de l'utilisa-
tion du solveur Bocop) ont été programmées ad hoc.

Thomas Guilmeau - Rapport non-confidentiel 11



Chapitre 1

Controle optimal périodique dans le
chemostat a une espéce

1.1 Introduction

1.1.1 Présentation du probléme

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la dépollution de 'eau avec un dispositif
modélisé par un chemostat, et avec une seule souche de micro-organismes.

Le substrat, dont la concentration est notée s(.) est donc dégradé par les micro-
organismes, dont la concentration est notée z(.) selon la vitesse de croissance spé-
cifique p(s,z) et avec un rendement Y. Dans le cas d’une espéce, la dynamique
(1) s’écrit donc
§= D(t)(sin — 5) — X80, 1)
& = (u(s,2) — D(t))a.

On peut toujours choisir Y = 1 lorsque u(s,z) = p(s). En effet, il suffit alors
alors d’effectuer le changement de variable 2’ = 3. Dans notre étude, nous ne
considérerons pas de vitesse de croissance spécifique qui dépende de x, on peut
donc faire prendre Y = 1 sans perte de généralité.

Dans notre cas, on s’intéresse a des régimes variables ou D = % est le taux
de dilution et dépend du temps. En particulier, on cherche a obtenir un régime
périodique pour une période T' > 0 fixée. La masse équivalent carbone totale
b = s+ 2 qui évolue selon la dynamique b = D(t)(s; — b) évolue elle aussi
périodiquement. Cependant, le seul régime périodique possible pour b(.) est le
régime constant b = s;,. La masse équivalent carbone reste donc constante telle
que s + T = S, et on peut réécrire la dynamique uniquement en la variable s

$=(u(t) —v(s))(sin—s), Vte|0,T]. (1.2)

12
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Le terme u(.) représente le taux de dilution du chemostat D et sera le controle
que 'on peut exercer sur le systéme. La fonction v(.) est la vitesse de croissance
spécifique et est en fait définie par v(.) = (., $;n — .). C’est un cas particulier de
systéme controle-affine, avec f(s) = —v(s)(sim — ) et g(s) = sin — .

Les systémes de dépollution sont souvent pilotés en régime constant. Ainsi, un
enjeu peut alors étre de trouver le régime constant optimal pour un critére donné,
comme dans |11} |5|dans le cas o la dynamique ou le colt ne sont pas connus.
Cependant, cette stratégie n’est pas nécessairement globalement optimale et in-
troduire des variations périodique pourrait permettre de meilleures performances :
meilleure dépollution ou plus d’eau écoulée.

L’utilisation de modes de fonctionnement périodiques plutét que constants est
un axe de recherche important pour I'amélioration des performances des réacteurs
biologiques ou chimiques [2|. Parmi les outils présentés dans cette analyse, le 7-
critére [1| est un outil qui permet de déterminer s’il existe des fréquences pour
lesquelles un controle périodique sinusoidal proche du régime constant améliorerait
le cotit. Cette technique permet de prendre en compte des contraintes intégrales
sur le controle (contrainte sur le débit écoulé), mais il ne permet pas non plus de
déterminer un controle optimal global. Le m-critére peut néanmoins étre utilisé
pour initialiser un algorithme de continuation-optimisation comme dans [10]. Les
auteurs de ce travail examinent plusieurs formes de forcages périodiques, et notent
que les parameétres optimaux qu’ils déterminent sont souvent éloignés de ceux
donnés par le m-critére.

Une caractérisation de la fonction valeur d’un probléme général d’optimisation
périodique est donnée a l'aide de la théorie de Hamilton-Jacobi-Bellman dans
[22], mais introduit des conditions au bord difficiles & vérifier hors du cas linéaire-
quadratique.

L’approche est différente dans |6} 7], puisque des conditions d’existence d’un
sur-rendement sont données. De plus, un controle optimal global périodique lorsque
ce sur-rendement existe est donné a I'aide du Principe du Maximum de Pontryagin.
Ces conditions portent sur la convexité ou la concavité de la fonction de croissance.

Le présent travail, et en particulier le Chpaitre[T], s’inscrit dans la continuité de
[6, 7], et vise & en étendre les résultats pour des fonctions de croissance fonctions
convexes-concaves.

Dans le cadre de traitement des eaux, on s’intéresse d’une part a la qualité
de l'eau traitée, liée a la concentration en substrat s, et d’autre part a la quan-
tité d’eau traitée, liée au taux de dilution u. Habituellement, les performances
en dépollution sont évaluées en prenant le moyenne de plusieurs mesures de la
concentration en substrat sur une période. Ici, on va donc chercher a minimiser la
concentration moyenne en substrat dans le chemostat par un controle périodique,
avec la contrainte d’écouler une quantité d’eau donnée (correspondant & un ré-

Thomas Guilmeau - Rapport non-confidentiel 13



Controéle optimal périodique : Applications a la dépollution de ’eau

gime constant) pendant la période d’étude, dans le cas de fonctions de croissance
convexe-concave. On s’intéresse donc au probléme suivant

1 /T
i - t)dt
I G
t.q. s est solution de (|1.2)),
s(0) = s(T),

/OT u(t)dt = uT.

Un autre probléme d’intérét, qui est en quelque sorte le "dual" du précédent
puisque objectif et contrainte sont inversés consiste & maximiser la quantité d’eau
traitée avec la contraint d’atteindre une qualité donnée. Ce probléme s’écrit

(1.3)

1 T
— t)dt
e T/o u(?)

t.q. s est solution de (|1.2)),
s(0) = s(T),

/OT s(t)dt = sT.

Ce probléme sera traitée dans un second temps, en utilisant les résultats trouvés
pour le probléme ({1.3)).
Les controéle sont pris dans ’ensemble

(1.4)

U={u:[0,T] — [D_, D], u est mesurable}. (1.5)
Dans la suite, on appellera contrainte de périodicité la contrainte
s(0) = s(7). (1.6)

De méme, on appellera contrainte sur le contréle la contrainte
T
/ u(t)dt = uT. (1.7)
0

1.1.2 Hypothéses

Pour que le probléeme admette au moins une solution, on suppose que § €
(0, Sin), avec v(8) =u € (D_, D).

On s’intéresse en particulier a une vitesse de réaction v qui soit

— de classe C! sur [0, s;,],
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— nulle en 0 et strictement croissante,

— strictement convexe sur [0, s.), puis strictement concave sur (s., +00), avec
Se € (0, Sin),

— telle qu’il existe un unique point s* > s, telle que la tangente & v(.) en s*
coupe ’axe des abscisses en 0.

En particulier, ces hypothéses sont satisfaites par la fonction de Hill pour n >

,umaarsn

Par ailleurs, on suppose que I’ensemble (0, s;,) est invariant pour la dynamique

. En particulier, on suppose
— (D4 —v(9))(8in — ) >0, Vs € (0, s4,), avec de plus (D4 — v($))(sin — ) =
0 <= 5 = s;p,
— (D= —v(s))(sin—s) <0, Vs € (0, s4,), avec de plus (D_ — v(s))(sin — $) =
0= s=0.

Lemme 1. Soit un controle u(.) vérifiant fo t)dt = uTl, et s(.) la solution de
associée, telle que s(0) = s(T'). Alors, il exzste t € (0, T) tel que s(t) = s.

Comme les solutions sont périodiques, ce résultat permet d’écrire sans perte
de généralité la contrainte s(0) = s(7") dans le Probléme (|1.3)) sous la formes(0) =
s(T)=s5s

Démonstration. Remarquons d’abord que, comme s(t) < $;,,, pptt € [0,T], on a

/OT %tl(t)dt = /OT v(5) — s(t)dt.

En définissant h(s) = fs oedl, et y() = h(s(t)), on a que y(.) est T-

périodique et que 0 = y(7T) fo S t)dt.
Comme v/(.) est strlctement CI"OISS.ante et que s( ) est absolument continue, on
en déduit qu’il existe t € (0,7") tel que s(t) =3. O

1.1.3 v(.) strictement convexe ou strictement concave

On rappelle brievement dans cette partie des résultats de [6] qui ont trait a
I'existence de sur-rendements.

Proposition 1. Siv(.) est strictement convezxe, alors toute solution non-constante

s(.) de issue d’un controle u(.) satisfaisant fo t)dt = uT permet un sur-
rendement.
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Démonstration. Supposons que s(0) = 5. D’aprés le Lemme , on a fOTV(s(t)) —
v(8)dt = 0.
L’inégalité de Jensen donne alors

L(%iATqadQ<<%iATV@@»dp:V@y

La stricte croissance de v(.) donne alors

1 T
?As@ﬁ<3
]

Proposition 2. Si v(.) est strictement concave, alors aucune solution s(.) non-
constante de issue d’un controle u(.) satisfaisant la contrainte sur le controle
ne permet un sur-rendement.

Démonstration. 11 suffit de supposer s(.) solution de (|1.2)) issue d’un controle u(.)
satisfaisant fOT u(t)dt = uT telle que fOT s(t)dt < Ts, et de suivre les étapes de la
preuve de la Proposition [I| pour conclure par ’absurde. O
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1.2 Une condition nécessaire d’optimalité pour les
trajectoires avec ou sans arc singulier

1.2.1 Application du PMP

On peut réécrire le probléme (|1.3)) sous la forme suivante sans perdre en géné-
ralité :

1
B 7 fy S0
t.q. $= (u(t) —v(s)) (s — ),
i = ult), (1.9)

(5,51)(0) = (5,0),
(s,y1)(T') = (5,uT).
Cette écriture permet de transformer la contrainte intégrale en des conditions
aux bords a l'aide d’'une dynamique augmentée. De plus, comme I’ensemble des
vecteurs vitesse est toujours convexe pour cette dynamique augmentée, le minimum

est bien atteint.
Soit H le Hamiltonien associé a (1.9)), défini par

H = H(s,u,ps,p1,5) = ps(f(s) + ug(s)) + pru + Bs, (1.10)

avec (ps, p1) le coétat associé a (s,y;), et § un scalaire.

Soit u € U un controle optimal de (1.9)), avec (s,y1) la trajectoire associée.
Alors il existe 3 € {0,1}, et une application absolument continue p : [0, 7] — R?
qui satisfait les équations adjointes

(1.11)

—ps = ps (f'(5) +u(t)g'(s)) + 5,
—p1 =0,

avec (B,p(t)) # (0,0), pptt € [0,T].Dans la suite, on notera p;(t) = py.
Enfin, le controle u(.) satisfait la condition de Hamilton

H(s(t), u®), ps(t),p1, B) < H(s(t),v,ps(t), p1, 8),
Yvoe [D_,Dy], ppt€[0,T]. (1.12)

Dans la suite, on définit la fonction de commutation ¢ : [0,T] — R, telle que
¢(t) = Vo H (s(t),u(t),ps(t), p1, 8). En particulier, u(t) = D_ pp.t tel que ¢(t) > 0,
et u(t) = Dy pp.t tel que ¢(t) < 0.
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Proposition 3. Soit s(.) une trajectoire que l’'on suppose optimale pour le probléme
(1.9). S'il existe 0 < t1 <ty < T tels que ¢(t) = 0,pp.t € [t1,to], alors il existe
§ € (0,84) tel que s(t) = 8, u(t) = v(s) et ps(t) = V’(§§g(§) sur [t1,ta]. De plus,
B=1¢etp (3 =-1.

> 0 car 'en-
t) — _ V1

Démonstration. Tout d’abord, on remarque que g(s(t)) = s;, — s(t)
semble (0, s;,) est invariant par la dynamique . On a donc pg(
comme ¢(t) = 0.

Si p1 = 0, alors py(t) = 0 sur [t,ts]. On déduit ensuite de la dynamique de p;
que 3 = 0. Cela donne ensuite —p, = p,(f'(s) + u(t)g'(s)). Comme p; est nulle
sur [ty,ts], on a que ps est nulle sur [0, 7] entier. Mais cela est incompatible avec
la condition (5, p) # 0. Ainsi, p; # 0.

Sur l'arc singulier, on a aussi <;5 =0, pp.t avec

0= ps(f(5)g'(s) = ['(s)g(s)) — By(s).

En injectant l'expression de p, sur [t, 2], et avec ¢’ = —1, on trouve

P1 /
E) (F'(s(t)a(s(t)) = f(s(t)) — Ba(s(t)) = 0.

Supposons par contradiction que § = 0. Alors on a nécessairement 1’égalité
f'(s(t)g(s(t)) — f(s(t)) =0, le cas p; = 0 ayant déja été exclu.

Or, f'(s(t)g(s(t)) — f(s(t)) = —=v/(s(t))(sin — s(t))?. Ainsi, soit v/(s) = 0, mais
cela impliquerait s = 0 ¢ (0, s;,,), ou s = $;,,, que 'on peut exclure aussi pour les
mémes raisons. On en conclut que 5 = 1.

L’équation ¢ = 0 donne alors p; = —m, pp-t € [t1,ta].

Avec les hypothéses sur v, on en déduit que s(.) doit étre constante sur [ty, o,
égale a une valeur 5§ € (0, s;,). On en déduit que ps; = 0, ce qui implique u(t) =
@ = v(8) sur [t1,ts], ce qui conclut la preuve.

]

Définition 1. Soit s(.) une solution de sur [0, T]. On définit s,,, respective-
ment syr, la valeur minimale, respectivement maximale, de s(.) sur [0,T].

Ces deux valeurs existent et sont atteintes, car s(.) est continue sur [0, 7] qui
est compact.

Lemme 2. Soit s(.) une trajectoire que l’on suppose optimale avec un arc singulier
en 5. Alors § > s, et s, < S,.

Démonstration. Si un arc singulier existe dans une trajectoire optimale, en § dans
un domaine ot v(.) est strictement convexe, d’aprés la Proposition , on peut
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trouver une amélioration périodique non constante du cotit. Donc s n’est pas dans
un domaine ou v(.) est strictement convexe.

Par ailleurs, si s,, est dans le domaine concave (et on suppose que § aussi), alors
toute la trajectoire est dans la partie concave et reste constante car il n’existe
pas de déviation périodique profitable d’aprés la Proposition [2, On aurait alors
S =5 =8= 5. ]

On introduit ensuite une condition nécessaire d’optimalité, que 'on appellera
condition de pente.

1.2.2 La condition de pente

Le PMP permet de caractériser la trajectoire sur un arc singulier, mais ne
permet pas de dériver des conditions nécessaires suffisamment fortes sur les tra-
jectoires optimales. On va donc utiliser en plus la conservation du Hamiltonien
le long des trajectoires, afin d’obtenir une condit