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1 Notation

E, F : Espaces de Banach,
Isom(E, F) : L’ensemble des isomorphismes de E dans F,
f~1, : La fonction réciproque de f,
flv : La restriction de f a V,
f'(a),df, : La différentielle de f au point a,
fy(a,b) : La différentielle de f au point (a,b) par rapport a la second variable y,
LASSE : Les Assertions Suivants Sont Equivalents,
B, : la boule ouverte de centre 0 et de rayon r,

B, : la boule fermée de centre 0 et de rayon 7,



2 Théoreme des Fonctions implicites

Définition 2.0.1 Soit X, un espace métrique complet( non vide). La fonction f est dite contrac-
tante dans l’espace X si elle est lipschitzienne de rapport 0 < k < 1
i.e st [d(f(u), f(v)) < kd(u,v) ¥V u,v € X].

2.1 Théoréme de point fixe

Théoréme 2.1 Soit X un espace métrique complet, de métrique d = d(u,v) avec u,v € X.
Si f: X — X est contractante alors f posséde un unique point fize .

Preuve
Soit zp € X. On pose x1 = f(x¢), x2 = f(z1) et successivement pour n > 1 on pose

Tpg1 = f(zn)

Existence
Montrons que (x,) est une suite convergente, de limite a et que a est un point fixe de f, i.e
f(a) = a. Vérifions par récurrence que la propriété

d(Tn+1,2n) < K"d(21,20) (1)
est vraie pour tout entier n > 1.
Pour n=1,o0n a:
d(xze,z1) = d(f(x1), f(z0)) f est contractante
< kd(x1,0)

Supposons que la propriété (1) est vraie au rang n et montrons-la au rang n + 1

d(Tnt2,Tn+1) = d(f(zns1), f(2n)) [ est contractante
< kd(xpi1,Tn) d’apres (1)
é k?n—Hd(xl, .’Eo).

Donc pour tout n > 1, (1) est vrai. Montrons que (x,) est de Cauchy.
Pour 1 < n < m, par I'inégalité triangulaire on a :

d(@Tm,Tn) < d(@pm, Tmo1) + - F d(Tpy1, Tn)
< K™ Ud(zy,zo) 4 - + KMd(x1, 20) d’apres (1)
< KM (K™l 1) d(wy, o)
1 — fmn
< k" 5 d(x1,x0) comme 1 — k™" <1ona
1
< k" T d(x1,29) — 0 quand n — 400

Donc (x,,) est de Cauchy. Puis X est complet, (z,,) converge. Soit a la limite de (zy,).
Montrons que a est un point fixe. i.e f(a) = a.
En faisant tendre n vers 'infini dans x,4+1 = f(zn) ona: f(a) = a Car

li =1l
e Pt = 1R F(on)

et car f est contractante, donc continue. Alors

a= f(a).



Unicité
Soit b un autre point fixe de f

d(a,b) = d(f(a), f(b)) f contractante
< kd(a,b)
Donc (1 —k)d(a,b) < 0 comme k< 1
d(a,b) < 0
= d(a,b) =0
=a=>0.

d’ou 'unicité du point fixe.

2.2 Théoréme d’inversion locale

f:R — R declasse C'. Si f/(x) # 0 pour tout z, alors f admet un inverse global f~! € C!
qui vérifie (f~1)'[f(z)] = % pour tout x.
Plus généralement, si f une application entre deux espaces de Banach F et F I’hypothese
f'(x) # 0 devient df, = f. est inversible et la fonction f est alors localement inversible autour
de x (et non pas globalement comme dans le cas réel).

Définition 2.2.1 Une application f: U — V, avec U un ouvert de EE, V un ouvert F, ou E
et ' sont des espaces vectoriels normés, est un difféomorphisme de classe CP, p > 1 si

1. f est bijective,

2. f et f~1 sont de classe CP.

Théoréme 2.2 Soient E, F' deuz espaces de Banach, U un ouvert de E et f : U — F appli-
cation de classe C*. On suppose qu’il existe a € U tel que df, soit un isomorphisme bicontinue
de E sur F (i.e df; ! existe, df, et df;' sont continues). Alors il existe un voisinage ouvert V
de a et un voisinage ouvert W de f(a) tels que :

1. la restriction f|y de f a V' est une bijection de V' sur W,
2. Uapplication inverse g : W — V est continue,

3. g est de classe C' et pour tout x €V, dgf(z) = dft.

Avant de démontrer ce théoréme, on va montrer que f~ ' est différentiable. Pour cela on va
énoncer et démontrer le lemme suivant :

Lemme 2.2.1 Soit f : U — V un homéomorphisme différentiable tel que, en a € U, f'(a) €
Isom(E, F). Alors f~! est différentiable en b= f(a) et df ~*(b) = a

Preuve
On pose f~' =g, f(a) =bet L= f'(a).
f est différentiable en a € U si f(a+ h) = f(a) + L.h + ||h|le(h)
Comme U est un ouvert et a € U pour h proche de 0, a +h € U.
Par continuité de f, f(a+ h) — f(a) = k tend vers zéro lorsque h tend vers zéro.
Remarquons que
k= f(a+h) - fla) = h=gb+k) — g(b)

k+ f(a)= f(a+h)

k+b=flath)
glk+b)=a+h



glb+k) —g(b) =h

Par continuité de f et g, k tend vers zéro si et seulement si h tend vers zéro.
Ona:
k= fla+h)—f(a) = L.h+||hlle(h)

Comme
f'(a) = L € Isom(E, F), L est bijective, donc L™" existe

En appliquant L~! aux deux membres, on obtient
L™k = h+||h||L™"e(h) = g(k +b) — g(b) + ||h[[L™ e (h)
Le lemme sera donc prouvé si on vérifie que ||h||L~te(h) est o(k) car
g(k +b) = g(b) = L'k = —||h||L™ e (h)
et
f'(a) € Isom(E,F) = (f'(a))"' = L™! € Isom(F, E)

donc L~ est linéaire et continue.
Or
Yk —||n|| L7'e(h) =h

1Al < LMK + (Rl IZT e(h)]]
IRl (1 =1 L7 e()I)) < [ L7 11kl
Comme ||L~1e(h)]|| tend vers zéro on a 1 — ||[L=1e(h)|| > 0, pour h petit et donc

-1
P ]
A0

1Al K| < M]|k]|.

D’ou
IR IIL™Y e(R)l] < M |IL™" e(R)| ||k

Quand h tend vers zéro ||[L™1 e(h)|| tend vers zéro. Donc, ||h||L~! e(h) est o(k).

Proposition 2.3 (Von Neumann) Soit E un espace de Banach, u € L.(E) tel que |ju|| < 1
alors Idp — u est inversible, son inverse est

+oo
> u"
n=0

Preuve
D’une part, la série 3,70 u™ converge absolument car |[u™|| < |lul|™ et |jul| < 1.
D’autre part

+o0o +oo +o0o
(Idg — u)(z u") = Z u — Z u" =1Idg
n=0 n=0 n=1
de méme pour

Zu Y(Idg —u) = Idg,

d’ou le résultat.
Preuve( Du théoréme d’inversion locale) :



Pour tout 7 > 0, on note B, la boule ouverte de centre 0 et de rayon r, et B, la boule fermée
correspondante . Supposons pour commencer que E = F, a =0, f(a) =0, f} = f. = Idg et

()™ B B
x> (fo) " f(a+2) = f(a))
Comme U est un ouvert, il existe r > 0 tel que B, C U, et puisque f est de classe C', on a
1
FIr>0]lle—al <r=|f; - foll = Iz - Idell e = 5

pour tout x € B,.. Considérons maintenant = € B,. On a f, = Idg — u avec

lull = I17ds — 741 < 5
Par le théoréme de Von Neumann, f). est un isomorphisme bicontinu qui vérifie
(f) ' =Idp+u+-+u"+...,
et de plus

o0 e} [e.e]
- 1
1T < DoM< Y Jlul™ < D2 5 =2 (2)
n=0 n=0 n=0

i. Nous voulons montrer que f a un inverse local. Plus précisément, nous allons montrer que
pour y € Bz, il existe un unique € Bz vérifiant f(z) = y.
Fixons donc y € B% et considérons la fonction
h: B, — FE
r—y+ax— f(z)

Elle est de classe C!, pour tout = € B,,

1
1hall = [l1de = fall < 5,

donc, d’aprés I'inégalité des accroissement finis, pour tout (z,z') € (B,)2,
1h(z) — h(2)]| < %Hx—fﬂlll 3)
En particulier, pour tout z € B,,
e~ @)l = lln(a) ~ h(O)] < 5zl
Donc pour tout x € By,

1 r o or
IR@)IF < llyll + llz = F@)I < [lyll + Sllzll < 5 + 5 =7

Ainsi, h est une fonction de B, dans B,, donc B, (qui est complet). Comme de plus h vérifie
(3), donc contractante, on peut alors appliquer le théoréme du point fixe qui entraine 1’existence
et l'unicité de 2 € B, tel que h(z) = = et comme h est & valeur dans B,, z € B,.

On a donc f(x) = y.

Résumons : nous avons montré pour tout y € B%, I’existence et I'unicité de x € B, tel que
f@)=y.

En notant V = f~!1(B:z) N B, un ouvert, ceci s’interpréte en disant que fly : V — W = B

r
2
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est une bijection.

ii. Soit g : W — V D’application inverse de f. Désignons par h I'application h : © — z— f(x)
c’est Papplication h précédente avec y = 0), de sorte que = = h(x) + f(z) pour tout = € B,.
Pour montrer que g est continue, il suffit de remarquer que pour tout (z,z') € B,

le—all < k@)~ b + 1) - £
< glle—all+117@) — @)
< 2l|f(@) ~ f)

On en déduit pour tout y,y’ € W

Hg(y) — gl < 211f(9(v)) — Fl9(v))

Autrement dit g est lipschitzienne, donc continue.

| =2|ly =] (4)

iii. Montrons que g est différentiable en tout point de y € W :
9(y +k) = g(y) + g,-k + o(||k]]) ou g, € L(E, F)

fla+h) = f(a)+ fo-h+o(|hl)) ov gy, = (f5,) "
lg(y + k) — g(y) — gy-kll = llg(y + k) — 9(v) = (fi)) " kIl = o([[E) car
h définie par g(y + k) =z + h
y+k=flx+h)— f(x)+ fr.h+o(||nl)

e k= fh+o(|hl)
& h=(f1)""k+o(||kl)

2.3 Théoréme des fonctions implicites

Théoréme 2.4 Soient E, F et G trois espaces de Banach, U un ouvert de E x F,

f: U— G
(z,y) — f(z,y)
une application de classe de C'. Soit (a,b) € U x V, supposons f(a,b) =0 et
fiy(a,b) € Isom(F,G), alors il existe :
1. 'V Un voisinage ouvert de (a,b) dans E x F,
2. W un voisinage ouvert de a,

3. Une fonction g : W — F de classe C' tel que on a l’équivalence suivante : Pour tout
(x,y) €V, f(x,y) =0 si et seulement si pour tout x € W y = g(x)

Preuve :
On va se ramener au théoreme d’inversion locale. Pour cela, considérons I'application

fll U—ExG
(z,y) — (z, f(z,y))



Vérifions les hypothéses de théoréme d’inversion locale
f1 est de classe C', puisque se composantes le sont.
Sa dérivée est définie par :

' 1 0
fila.b) = [fuf, b £ b)}

Avec 1g € L(E, E), fy(a,b) € L(E,G) et f,(a,b) € L(F,G)
La différentielle de f] au point (a,b) pour tout point (h,k) € E x F est :

fi(a,b)(h, k) = (h, f,(a,b).h + f,(a,b).k)
f1(a,b) est linéaire. Montrons qu’elle est bijective.
Injectivité
f1(a, b) est injective si pour tout (h,k) € E x F et (I1,l2) € EX F
fi(a,b).(h, k) = fi(a,b).(li,ls) = h =1 et k=I5

f{(a7 b)(ha k) = f{(a’ b)'(ll, l2)

h=1

< { Fi(ab)h+ fi(a,b).k = fi(a,b).dy + f)(a,b).k

h=1

‘:’{ k= (f1(a,0) " (f}(a,b))da car fi(a,b) € Isom(F,G)
h=1h

7 k=1

Surjectivité
f1(a,b) est surjective si pour tout (I1,l2) € E x F il existe (h, k) € E X F tel que

f{(avb)'(}h k) = (llalQ)

& (h £ b)h + i (a,b)k) = (11, )

h=1

< { k= (f,(a, b)Yl — (fi(a,b)).l) car fy(a,b) € Isom(F,G)

Donc f](a,b) est bijective. Pour montrer que f{(a,b) € Isom(F,G), il reste & montrer la conti-

nuité de (f1(a,5)) 1 Or (f}(a,)) ™ - (i1, ) = (b, (f3(a,b) " (~fala,b)) - b + Iz)

Vérifions la continuité de (f](a,b))~!

I(fi(a, )" (s )llexe < lhlle + (£ (a,0) @, m iz = fula,0)-ble

< (e 0) e (@ bl ee.a)lille + 1(fa ) iemllr
< (L (e b)) e, I 2@ D)l ee.e)) (e + il r)

< Ol o)l exr

Donc (f{(a,b)) lest continue, par conséquent f(a,b) € Isom(F,G).Nous pouvons donc appli-
quer le théoréme d’inversion locale qui dit que :
- Il existe dans F x F un voisinage ouvert V' de (a,b) (V C U),
- Il existe dans E x G un voisinage ouvert W de (a, 0) = f1(a, b) tel que f; est C!-difféomorphisme
de V sur W

fl V—W

Soit gy le difféomorphisme réciproque de fi,

g W —V



Comme f; et g; sont réciproques fiog; = Idw

Pour tout (xz,z) € W, fiogi(z,2) = (z, 2)

Comme gi1(z,z) € V C E x F, il existe (u,v) € E x F tel que gi(z, z) = (u,v)

fl(gl(CC,Z)) = fl(uvv) = (uvf(uvv)) = (Jj)z)

Donc g; est de la forme g1(x, 2) = (z,g9(x, 2)) pour (z,y) € W

g1 est de classe C! car ses composantes le sont.

Posons z =0, (z,y) € V f(x,y) =0.

D’une part, € E si on identifie F & un sous espace vectoriel de E x F on a :
r€E= (2,00 € EXF;

D’autre part, (z,0) € W. Donc x € W N E qui est un ouvert.

Posons d’autre part g(z,0) = g(z); c’est une fonction de classe de C' dans I’ouvert W. Donc on
apour z=0 xz €W et y=g(x). [ |

3 Application en EDP

3.1 Exemple 1

Montrer que 1’equation

—Au = X\e* dans (5)
u=0 sur of)

admet une solution si (2 C R” ouvert borné régulier et \ > 0 est suffisamment petit.

On vas adapter I’équation au théoreme des fonctions implicites.

Soit,A € E =R,

we F ={ve 2 @v=0sur 00} = C3(Q),
G = CY(Q),

Posons

fi ExXF—G
(A u) — —Au — e
1) Montrons que E, F' et G sont de Banach.
i) E' = R est un espace vectoriel normé complet (de norme valeur absolue). Donc un Banach.

Reste a montrer que F' et G sont de Banach. Rappelons d’abord la définition des espaces de
fonctions holdériennes.

Définition 3.1.1 Soit Q un ouvert de RY ,pour tout 0 < o < 1, on dit que u est holdérienne
d’ezposant « (lipschitzienne pour o = 1) s’il existe une constante C' telle que, pour tout couple
de points (x,y) dans €,

u(z) - u(y)] < Clo - yI°.

On note que u est continue et on pose

u(z) — u(y)]

[u]o.e@y = sup
o o —yl

z,yeQazty

et
ullo.e@) = llullco@) + +lulcoa )

10



Remarque 3.1.1 L’espace C*® est constitué des fonctions de classe C* dont toutes les dérivées
partielles d’ordre k sont dans C%%(Q). On le munie de la norme

" Ou 0Fu
[ullgray = ||U|’CO(Q)+§||%|!LM(Q)+ +|azk|a a”L ~@) 5%

]CO a( )

pour lequel il est complet.

Retour a la preuve

ii)Montrons que G = C%*(Q) est complet.

Soit (uy) une suite de Cauchy dans C%*(Q), or C%%(Q) s’injecte d’une maniére continue dans
C0(9Q), donc (u,) € C*¥(Q) implique que (u,) € C°(Q). Comme C°(Q) est complet, (uy,)
converge vers une limite u € C°(Q).

Montrons que u € C%*(). Reste & montrer que pour tout couple de points (z,y) dans €,

u() = u(y)| < Cle —yl|*.

() = un(z) — u(y) + un(@) — un(y) + un(y)|
Jun () — )| + [un(y) — w(y)] + [un(z) — un(y)|
[un () — up(y)| quand n tend vers 0o

Clz — y|* car (up) € C’OD‘(Q)

u(z) = u(y)]

(VAN VAN VAN VAN

Donc u € C%%(Q), par conséquent G est complet. Donc G est un Banach
iii) Montrons que F' est un Banach

lullr = lullco@) + 1Vull oo @) + 1Dl o 0y + (Do

ou

82
|3;t,da:] (CE) - 0z,0z; (y)‘

[D2u]a =max sup -
W yeaty |z —y]

[Vull oo () = sup [Vul(z)
e

82
2 _
1070l oo () =, max sup\a 8%!( z)

On remarque que CO s’injecte d'une maniére continue dans C?. Soit (u,) une suite de Cauchy
dans C , elle est aussi dans C2. Comme C? est complet donc (uy,) converge vers une limite u
dans 02 Reste a montrer que pour tout z,y € Q, |u(x) — u(y)| < Clz — y|*.

() = un(z) — u(y) + un(2) — un(y) + un(y)|
Jun () — )| + [un(y) — w(y)] + [un(z) — un(y)|
[tun () — up (y)| quand n tend vers 0o

Clz —y|* car (u,) € C**(Q)

u(z) = u(y)]

(VAN VAN VARSI VAN

Donc u € C?%(Q). Montrons que u est nul au bord de Q. (u,) € Cg’a(f_l) équivalent a (u,) €
C%(Q) et (up) = 0 sur IN. Or (u,) = 0 sur 9Q tend vers u = 0 sur 92 dans C>*. Par
conséquent F' est complet. Donc F' est un Banach

2.a) Montrons que f est différentiable par rapport a la premier variable, i.e

A+ E,u) = f(\u) + B.k+o(|k|)Vk € R

11



Avec B € L.(R,G)

fA+ku) = —Au—(AN+k).e”
= —Au-—Xe*—¢e"k
f(A u) — ek
Avec
B:R—G

k— —e"k
Clairement linéaire.
i) Continuité
|B.k| = |k|e*
supper- | % = € =||Bllsr.q)
ii)

FOA+ku) — fOu)+Bk=0Yk € R

Donc f est bien différentiable par rapport a la premiere variable.
b) Montrons que f est différentiable par rapport a la second variable u, i.e

fOu+h)=f(Au)+ Ah+o(||h|)Vh € F
Calculons A.h
f()‘au + Gh) B f()\,U)

A.h = lim
e—0 €
k) — 1—eh
fA\u+eh)— f(\u) el T Ap
€ €
_ __ _eh

tig TR ER) ZFA) 2T
e—0 € e—0

En appliquant la régle de I’'Hospital on a :
lim f()‘a U+ Eh) — f()‘a u)

e—0 €

= fI(\u) = —Ae".h — Ah = A.h

Soit 'opérateur
A: F— G

h+— —Ah — Xe“.h
A est Clairement linéaire.
i) Continuité
| bl = | Abllco + [Ahlcoe

A continue équivaux a

[|A.1]| < C|h||lr & |A.hllco < ClhllF
o et e < Clhle
Montrons la continuité de A
|Ahllgoy = || = Ah— Xe oo
z€Q
< sup|Ah(a)| + Asup |e*@h()
2€Q zeQ

12



0?h(z)  0*h(x) 0?h(x)
Ah =
|Ah(z)] | 0z3 ox3 et 02 |
0?h(z) 0?h(z)
< 1515
xl Ty
< sup|82h(x)|+ +Sup\62h(w)|
N :EGQ adj% :):EQ 6‘73721
< [rlFr
De méme
e“@h(z)| < |h||peltle
Donc

[A-hllcoge) < Cllhllr

Reste a montrer que
[A.h]co.e < C|h|F

Ah(@) ~ AR()| < Ah(x) — Ah(y)] + Ne"h(a) — *Oh(y)|
< hllcmaele — 91"+ M @lh(e) — hy)| + b)) — )

Ah(z) — Ah

AR =L < e A e — ol ALV el —
<l 4 Al pdiam ()= 4 A i ()=
< Clhllr

Donc A est linéaire et continue.
iii) Montrons que

[fAsu+h) = fAu) + Ahbllg =o([hlr),Y h € F

i.e

B _ [fAu+h) = f(Au) + Al = ofl[hlr)
170wt h) = J ) Adlle = oflibllr) < { [FOu+ ) = Fu) + Abllgoa@y = o(lblr) 7
Donc
fOuu—+h)— fhu)—Ah = Xe'(—e"+1+h) ore=1+h+ (tl;)2 avec t € (0,1)
_ )\eu(:c) (t;")Q
2
vt k)= fvu) — Ab| < A
llull
< Ae”“'F(HhQH%) = C||h|Z2  avec C' = AS 5
1fu+h) = f(Au) = Abllco < O(|[R]|F)

= [f A u+h) = f(Au) = Ahllco o(IhllF)  quand h tend vers 0

Reste a montrer que

[fAuth) = F(Au) = Ahlcoaq) = oAl )

13



)\eu(_eh + 1 + h)]C’O,a(Q)

[e“( /O " t)etdt]

Coa(Q)

[e“(feh +1+ h)]CO,a(Q)

IN

IN

IN

IN

IN

IN

h
Ale( / (h = Detdt]co.n o)
0

@ [ (h(w) — t)etdt — e [ (h(y) — t)etdt

|z — y|*

h(z)
|z — y|~]e®) — env))| ‘ / (h(z) — t)eldt
0

h(a) . h(y) .
o=yl [ (bl = )elde = [ (h(y) — et
0 0

|z — y| Ve || ooyl — yl[|B]| FelPlI

( . h(y) . h(z) ; h(y) .
EIOIES / (h(z) — t)e'dt +/ (h(z) — t)etdt —/ (h(y) — t)e'd
0 h(y) 0

| ™17 |z — y '~ [Al|Fe (si [[pllr < 1)

] ) . h(z) : h(y) .
14|z — g~ / (h(z) — t)etdt +/ (h(z) —t)e'dt — / (h(y) —t)e'd
0 h(y) 0

h(v) .
| @) = hwpetar

| eI |2 =y~ |[BlfFe + el 17—y~

}

h(x)
/ (h(z) — t)etdt
h(y)

h(z)

Cla —y|~*{le = ylllRlF + |h(z) — h(y)|le"® — 1] + | /h(y) (h(x) —t)e'dt|}

—(h(z) — h(y))e"W) 4 (@) _ hly)

@ — W) _ W) (h(z) — h(y))

1
5eh(y)”h(x)(h(a:) — h(y))? Par le développement limité

Clhllzlz — yf?

Clz —y|' A%
Cdiam(Q) | h||%
C|hlE

O(Irl%)

VAN VAN VAR VAN

= [e"(=e" + 1+ h)] o (o) = o([hllr)

Donc f est différentiable par rapport a la second variable.

3) Montrons que f € C*

Dans le cas ol il n’y a pas d’ambiguité nous allons notés C* & la place de C*(Q).
fecCtsi %(/\,u) est continue et %(/\,u) est continue.
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of

Montrons que gy (A, u) est continue.
Pour cela montrons que si A\, — A dans E et si u,, = v dans F' alors

Donc

Of A,y un) B Of (A, u)

| O, oA

e —e"llzma) — 0

1/ ()lla

I fllz(e,c) = sup ———
£0

T

]l &

[ fllc =l fllco + [fleoe(q)

leee,e) = (e — ")kl (p,c) = sup

[(e" —e")klla

[ —e“)klla = l[(e" — e*)kllco + [(e" = e*)k]oa
Montrons d’abord que ||(e"" — e*)k||co — 0

|((me* ek < (e =€)k
<
<
(et + ekl _
K|

IV ()| o () 1n — wl| P[]

(et ) | 0 gy NN e, — ]| o

([unllr + |JulF)elwnletlule |y, —ul|z  tend vers 0 quand n tend vers co

Montrons maintenant que [(e" — e*)k] 0o — 0

(" — ek o

[(e" — e*)k] o
K|

Donc %(A,u) est continue.

Reste & montrer que %(A, u) est continue.

IN

IN

IN

[(—en @) 4 @ — (eun¥) — W)Yz — y| =
(‘eun(w) — U@ 4 [eun®) — eu(y)|> Ik[|z — y| @
2[[V (%) oo (up ) lltn — wl| p[K|diam (€)™

Cllun —ullr

tend vers 0 quand n tend vers oo

Pour cela montrons que si A\, — A dans F et si u,, = u dans F' alors

Of (A, un) B Of (A, u)

| Ooup, ou

Of (An, un) .

lera) = (=A = Ape") = (A = Xe") | (ray — 0

Af(\,u)

=5

Or

ou

|(=Ane" + Xe*)h||lq

l2(rc) = sup
. 1Al F

[(=Ane™™ + Ae")[lc = [[(=Ane"™ + Ae")[lco + [(=Ane"™ + Ae")] co.a
Montrons d’abord que |[(Aye*" — Ae")h|[co — 0

(= A = Ape™)h — (—A — Ae)h|

N (A = Apet )h — (—A — Xe*)h||co

lrairs

— 0

(VAN VAN VAN VAN
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|(=Ane"™ + Xe")h|

| — (An — A)e™ — Xe" + Xe"|||h|| 7

A = Al |15+ [\][e"n — ||| 2] »

A = el 1= (1n]| 2 + NIV (€ 2% (w0 [t = w212 ]| 2
0



Montrons maintenant que [(—A,e"" + Ae")h]0a — 0

[(=Anetn(®) 4 Ne®) — (=), etn¥) 4 \euW)))h|

|z — y|*

(= Ane™ + Ae") ] o =

<A@ g xet @ — (a6t @) A W) |z — y[ A
< = (= A)ern ) = M@ — e )) — (A, et ) — Xe W) — y| = n|
< 2(An = Alel e 1 20\ [, — wf pell el ey ) o — g~
—An€ + Ae")A] 0.0
(Ane™ +AeDhena
[ull
Donc f € C!

4) Montrons que f;(0,0) € Isom(F,G)

fy\u): F—G
h+— —Ah
fy(\u) € L(F,G)VA € E,V € F en particulier f,(0,0) € L(F,G)

Montrons que f;(0,0) est bijective i.e Yk € C*(Q)3!h € Cg’a(Q) tel que —Ah = k dans Q c’est
équivalent a dire

—-Ah = &k dans 2
{ h o= 0 o0 (8)

D’apres le théoréme de Shauder( vue en cours) qui dit :
Si k € C%2(Q) alors il existe un unique h € C%%(2). De plus

|hllr < Cllkll

Donc f,(0,0) est bijective.

Reste a montrer que ( fé)*l est continue. Comme F et G sont de Banach et que f; est bi-
jective et continue, on a d’apres le théoreme d’isomorphisme de Banach ( f;;)_l est continue.
Ceci dit tous les hypotheses de théoreme des fonctions implicites sont vérifiés. Par conséquent
il existe
. V un voisinage ouvert de (0,0) dans FE x F,

. W = (—e¢, €) un voisinage ouvert de 0,
. une fonction g : W — F de classe C tel que on a I’équivalence suivante

V(A u) €V, f(Au)=0 si et seulement si VA€ W u = g(})
i.e, Donc pour chaque A € W = (—¢,€), il existe u = g(\) € F tel que

—Au = e dans
fu)=0= { u = 0 sur 0f) ()

5) Montrons que ’EDP n’a pas de solution si A > \;(—A; Q)
D’une part rappelons tous d’abord le théoréme de principe de maximum.

Théoréme 3.1 Soit Q un domaine borné et u € C2(Q)NC(Q) tel que

—Au
U

alors u > 0 dans 2 ou soit u =0 dans (.

e dans €
0 sur OS2

AV
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D’autre part montrons ce résultat; e/ >tVt € R.

Pourt<Oonae' >t;carVt c¢Rel >0
Pourt >0onael >t;car g(t) =e' —t = g(t) >1 VteR, en particulier g(¢) > 0.

Résonnant par absurde.
Supposons que 'EDP admet une solution classique pour A > Aj(—A; ). i.e

il existe u € C? tel que
—Au et dans 2
u = 0 sur 0f)

On veut montrer que A < A1(—A; Q)

Soit ¢ la fonction propre du Laplacien, par le théoréeme du cours on sait que la fonction propre
du Laplacien est de signe constant.

Supposons que ¢1 > 0 et A < A;. Multiplions PEDP par ¢; et intégrons sur €2

/ VuVer = N[ e'Pr Par Green et le fait que u = 0 sur 92
Q Q
/ u(—A¢1) = X[ e“¢r a nouveau Green
Q Q
)\1/ upy = A €u¢1 car —A¢p = \por k € {1, ,n}
Q Q

Al/uqﬁl < A P carVt eRel >t
Q Q

(A1 =) / (u—e")p1 <0 = ¢ <0 par le principe du maximum.Absurde car on a supposé que ¢; > 0.
Q

Donc cela implique (A — \) < 0, par conséquent (A\; < A). D’ou le résultat.
Ainsi 'EDP n’a pas de solution pour A < A;(—A; Q).
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