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SOLUTIONS DES EXERCICES SUPPLEMENTAIRES - ANALYSE

2008-2009
DEVELOPPEMENT LIMITES ET EQUIVALENTS
1. (2) )
sin(x x
=1- = 3
. 5 + o(z”)
2.
2(sin(z) + sinh(z)) = 4z + o(z*)
> In(1 + ) 3 11 25
mil+z) 9o H g 20, 4
Tz =ux 2x+6x T + o(z™)
4.
. x2
et =142+ ) + o(z?)
5. Attention dans ce cas! On a:
2 .4 2 3
cosT = 1—%+%+0(m4) et ¢"®) = 1+u(m)+%+%+o(u(m)3) pour u telle que u(0) =0,

or cos(0) # 0 donc on ne peut pas prendre u = cos. On note donc u = cos(x) —cos(0) =
cosx — 1. On a bien u(0) = 0 et donc :

cosw — 1)? cosz —1)3
(cosz —1)? _(cosz— 1)

2! 3!

et =1+ (cosz — 1) + + o((cosx — 1)?),

d’on :

(cosz —1)? N (cosz —1)3

cosT __ cosz—1 __ _
et =exe =e(l+ (cosz—1)+ o a0

+ o((cosz — 1)*)).

En utilisant le DL de cosz au voisinage de 0, on obtient alors :
2

e =e(1 — % + o(x%)).

6. cotanx n'admet pas de DL en 0 car cette fonction n’admet pas de limite finie en 0 (ce
qui est une condition nécessaire a l'existence d’un DL).

Exercice 2



1. Pour utiliser la formule de Taylor Young et obtenir le DL & l'ordre 4, on calcule

f(0), f'(0), f7(0), f(0) et f(0), et on obtient :

1
f(z) = T =1—2%+ 2" + o(z").

, 2 ~ ol
F@) = s = —9(@)

Toute primitive de f est de la forme :

arctanz + k = h(z) + k, k€ R

3. Pour obtenir le DL de g et de h on dérive et on intégre le DL de f puisque g et h
sont (& un signe prés pour g) la dérivée et une primitive de f. On obtient :

2x
g(ﬂf) = m = 2r — 41'3 + 0(373)
x> 2P
h(z) = arctanx =z — Y + 5 + (%)

Développement limité au voisinage de +oo

1. On a: 1
f@ﬂzf@)=mﬂ+y)

Lorsque x est au voisinage de +o00o, y est au voisinage de 0. On utilise donc le DL de
In(1 + y) au voisinage de 0 :

2 3
mu+w:y—l+%~—

v
2 4

+o(y")

et en repassant a la variable z = i, on obtient le DL a l'ordre 4 au voisinage de +oo

de f(x) :
r+1 1 11 11

1
- _ - _ 1,2 2
2.
22 —3x+2 4 5 1 4 5 1
/(@) 2+x+1 x + x2 3 ot + x° +0<x5)

Exercice 4| Développement limité au voisinage de a
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1. Ona:
: , T
sin(z) = sin(y + 5) = CoS Y.

Lorsque x est au voisinage de 7, y est au voisinage de 0. On utilise donc le DL de cosy

au voisinage de 0 :
2 4

) Y
cosy = 1—§+E+0(y)
et en repassant a la variable x = y + 7, on obtient le DL & I'ordre 4 au voisinage de 7
de sin(z) :
(-3  @—3)° T
sin(z) =1 — TR o((x — 5) )

(cos(22))? = 1 = VBle — )+ 20— TP+ 52w = P — Sw - Dy ol (e - )Y

Exercice 5

. 2 .
sin(z) = l—x—+0(x2) donc sin(z) ~ 1 dou lim sin(z) =1
T 6 T 0 z—0
1 ! 1 5 1 . 1 1
(=% —¢)z = gtgetol)done (g -5 5 dot lim(s— =)
INTEGRALES

Fractions rationnelles
1

1 1 1 4 23 21 + 1 T
= = —3 —dr = [~ arct 1 —
/0 P2zl t /0 1+ (2£)2 z=| 3 arctan( V3 o 3V3

/1 3z +2 J /132x+1 +—d 3/1 20 + 1 y +1/1 1 p
————ar = r == ——ar + — ————ax
0o 2+x+3 2?2 +x+3 2 )y 224+2x+3 2 )y 224+2x+3

4

= §1n|a: +z+3]]+ 1/1#@
2 2 Jo 1+(2\7L1)
3 1 20+ 1
= —lnx + x + 3|] + [—= arctan !
sl e+ e

1(§)+\/L_

DO W

(arctan( arctan(

) -



3. Attention, erreur sur le

iet - inté Latl
sujet : Intégrer entre ; et 3.

1 1
3 3 —9 2 2 2 1
———dr = 1+ =+-— d
/i 25—z / (+$2+x x—l) v

-

4

17

2
= [r—Z+2mz|—Injz—1]]? = — +1n6
[z —— +2In|z] —Infz —1[]f =~ +In

ENERNIE

L 2242243 | ! 1
de = dr + —dx
o (@+2)(x?24+2+1) 0 T+2 0o B2+a+1

Exercice 7

1.

1

1
/ dt
g V1 +t2

3
= [nfz+2)+ —= =)+ —

3V3 2’ " 3V3

1 1
21 2
dt = >~ 1du ==
/ o+ 1 /(“ Jdu =3
0 0

argsinh 1
= / du = argsinh 1 — argsinh 0 = In(1 + v/2)
argsinh 0

3. Ce changement de variables était un peu plus délicat. Il fallait remarquer que :

On a alors :

Jus

Ju

0o

Exercice 8

1. Primitives de Inz :

2. Primitives de arctanz :

sin(2x) = (sinz + cosx)? — 1.

V2

N 1 arctan(

8

V2

sin %—i—cos

rlnx —z+k kel

1
a:arctanx—gln‘l—l—xﬂ +k, keR

y i 1 NG) in T 4 cos

_ sinZ 4 cosZ

/cosx' smxdx: / Ji — T S S
3 + sin(2x) 2

)



3. Primitives de arcsinz :
rarcsinx + V1 —a2+k, k€R

4. Primitives de (2% + z + 1)e*® :
2z

%(1+x2)+k,keR

5. Primitives de xzsinx :
—xcosx +sinr +k, keR

INTEGRALES GENERALISEES

Exercice 9

dt
1 [ ———
h t(1 4 t2)1/2
Onposey:%etona:

: probléme en +o00

1 1 y?

t(1+t2)1/2 o i<1+i2)1/2 - (1+y2)1/2.

Au voisinage de y =0 on a :

2
Y 1 1
e v (L+ 50" + o)) = v* + 5y +o(y"),

d’ou, au voisiange de t = 400 :

1 1+11+ (1)
—— 5 — 5 T -5 T o).
H1+e)2 2 2t t

On a donc :
1 1
t(l +t2)1/2 00 t2'

Remarque : n peut trouver cet équivalent sans passer par les DL. On a :
14 t% ~ 2,
oo

d’otu : | )

2\1/2 ) (42\1/2 _ ~

(1+1¢9) ~ (t%)'/% =t et donc EERTITCINET
dt

t(1 + ¢2)1/2

est convergente (intégrale de Riemann)

dt
Finalement, f1+°° converge puisqu’elle est de méme nature que f1+oo = qui



00 COST

2. [F

dx : probléme en 400

23
1 1
CoS T n . .
On a, sur [, +oo[, 0 < ‘ 3 ) < —. Or, [7™ —dx converge (intégrale de Riemann)
™ 3
x x
. . . 4oo | COST .
donc d’aprés le critére de majoration, fw 3 dx converge, ce qui implique que
Loo COST
/ dx converge.
™ LL’3

=~ sinx
3. J7 dx : probléme en 0
x
. sinzx L . . sinz ) ~ sinx
La fonction admet une limite finie en O : hn% = 1. Par conséquent, f02 dx
=0 T x

z
est convergente.



