CORRECTION DE LA FEUILLE DE TD 1 - ANALYSE
2008-2009

LIMITES, CONTINUITE ET DERIVABILITE

Exercice 1

1. Montrer que
lim ¢® =0et lim (V2?2 —-1—2x)=0.

2. Démontrer maintenant ces résultats en utilisant la définition (avec le €) de la limite.

Correction

1. » Montrons que lim,_,,, a® = 0. Par définition, on a :
Ve € R, a® = e*lne,

Or :
lim (zlna) = —oo car a €]0,1[ et lim e =0,

T— 00 r——00

donc, d’apres la formule de la limite d’une fonction composée, on a :

lim a® = 0.

r—00

» Montrons que lim, (V22 —1—12) =0

On a ici une forme indéterminée puisque lim, (Va2 — 1) = 400 et lim, ,oo(—2) =
—o0 : on ne peut donc pas conclure directement sur le limite de la somme. Cependant,
on a :

vat—1+zx -1
22 —1—z=W2z22-1—2 = avec lim (\/xQ -1+ x) =400
( >\/x2—1+33 Vat—1+x T—00

d’ou, d’apres la formule de la limite d’un quotient :

—1
lim(vVa2—1—2)=lm [ ——— | =0
:EHOO( ) xﬂoo(\/x2_1+x>

2. » On veut montrer que lim,_ ., a® = 0 c’est a dire que :

Ve >0, JA(g) > 0 tel que Vz € R, (z > A(e)) = (|a® — 0| < ).

On se fixe un € > 0 et on cherche A(e) tel que (x > A(e)) = (Ja* — 0] < ¢).

Supposons que 'on connaisse A(g) et considérons un = > A(e). On cherche alors a
majorer |a® — 0| par une quantité qui dépend de A(e) et plus de z. On a :
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zlna < A(e) Ina (puisque a €]0, 1]),

d’ot, puisque la fonction exponentielle est strictement croissante sur R :

’ax . 0‘ — ‘ezlna‘ — e:plna < eA(s)lna.
eAlE)a est bien une quantité qui dépend de A(e) et plus de z. Si I'on choisit A(e) tel
que
e = eA(E) lna7

on aura alors bien :
(x> A(e)) = (la" — 0] <¢).

Or :
|
e=eOMe o ne = A(e)Ina < Ale) = —
In o
Conclusion :
|
Ve > 0, JA(e) = —122 > 0 tel que Vo € R, (z > A(e)) = (|a® — 0| < ¢).

On vient de montrer que lim,_, ., a® = 0.
»On veut maintenant montrer que lim, ., (vz? —1 — ) = 0 c’est a dire que :

Ve >0, JA(e) > 0 tel que Vz € R, (z > A(e)) = <‘\/1:2—1—x—0‘ ée).

On se fixe un € > 0 et on cherche A(e) tel que (z > A(e)) = (|Va2 —1—z| <e).
Supposons que ’on connaisse A(e) et considérons un x > A(e). On cherche alors a ma-
jorer ‘\/ x?—1— x! par une quantité qui dépend de A(e) et plus de . Afin d""enlever"
la valeur absolue, cherchons dans un premier temps le signe de v2?2 — 1 — z. On a,
Vz €]l, o0 :
0<2?—1<a?
— vz —-1<zx

— V12-1-12<0,
donc, Vz €]1, 400,

Viz—1—z|=a2—+Vz?2-1.

Cherchons maintenant & majorer x — v/x2 — 1. Une premiére idée serait de faire la
majoration suivante :
r—va2—-—1<u,

mais ensuite, on ne peut plus faire d’autre majoration : on n’a donc pas réussi & majorer
par une quantité indépendante de x. On va donc faire une autre majoration. On a :

T+ Va?—1 1
r—Vr2—-1l=x—Vz?2 -1 = ,
r+vVae2—-1 zx4++Va?2-1




Or, si l'on suppose que A(g) > 1, on a:
r+vVe2—12Ale)+A>E)?Z2-1>0
d’ou :
1 1
= < .
r+ve2—1  Ae)+A(e)? -1
1 . .. L . . 7 _ _

YA Y AT est bien une quantité indépendante de = et qui majore |\/:c 1 x‘

r—Va?—1

Si 'on choisit alors A(e) tel que

on aura alors bien :

(x > Ale)) = <‘\/aﬁ—x’ gs).
Or :

)+ VJAER -1 =2

1
Ao a1 e

— VAE)P-1= é —Ale) = A(e)* —1

I
—~
M | =
|
:3> ™
—~
™
N—
N—
N

— A(e)2—1_€l2—2A€(5> A )2‘:’2145(6):5_12“
= A(E)Z%(é-#&‘)

Remarque : regardons si avec ce choix de A(e) I'hypothése A(e) > 1 est bien vérifiée :

1.1
Ale) > 1<:>§(g+5)>1

= 1+e?>2¢=e"—-2+1>0
<= (¢—1)% > 0 ce qui est toujours vrai.

Donc A(e) = 3(2 +¢) > 1.

Conclusion :
1.1
Ve >0, A(e) = 5(5 +¢e)>0tel que Ve € R, (z > A(e)) = <)\/a:2 —1- a:‘ < 5) :

On vient de montrer que lim, . (v2? —1—x) = 0.

A SAVOIR FAIRE ABSOLUMENT!!!



Calculer les limites :

et —1 2 —14+x o WVr—1-1

1. lim 2. lim ——— 3. lim

z—0 xT T—00 €T z—2 \/2q +5— 3
in 2 1
i 5. lim <1n(1 + %) sin( ))

1m
z—0 tan 3x z—0

Correction

e’—1 —7
X

Indication : utiliser la définition de la dérivée d’une fonction.

1. llmxﬂo

On a une forme indéterminée ” g”. Or:

et —1 et — ¢l
lim .
z—0 €T z—0 1 —0

Or la fonction exponentielle est dérivable sur R donc en 0 et exp’ = exp, d’ou par

définition :

) et — 60
lim
z—0 1 —

=exp'(0) =€’ = 1.

Va?-ltz 9

2. lim, o —

Indication : factoriser le numérateur

On a une forme indéterminée ” %”. Or:

2_1 ZE( 1—1%24‘1) 1
lim YT gy — lim (y/1— — +1)=2.
T—00 €T T—00 €T T—00 €T

: ve—1—1 _9
3. lim,_,5 Jaot5=3
Indication : multiplier dénominateur et numérateur par la quantité conjuguées.

On a une forme indéterminée 79”7, Or :
0

ver—1-—1 B ve—1—1+vVr—-—14+1V2x+5+3
V2i+5—-3 V2 +5-3Vr—1+1y20+5+3
(x—2) (V2x+5+3) (V2xr+5+3)

2z —4) (Ve —1+1) 2z —1+1)

d’out
g V11 (V2r+5+3) 3
=2 /20 +5—3 $—>22(\/l‘—1+1) 2
4. lim,_q 2228 =7
Indication : utiliser certaines limites connues comme lim,_o 922 = 1 et lim,_,o 822 =

T T

1.



On a une forme indéterminée ” g”. Or:

. in2
. sin2z 2E2
lim = lim =%

z—0 tan 31’ x—0 %3

tanx
T

=1et lim, . m;% = lim,_ .

sin x
T

sin 2x
2z

et comme lim,_,g = lim,_,q =1,ona:

sin 2z 2

im =
z—0 tan 3x 3

5. limg—o (In(1 + 2?) sin(15)) =7

1422
Indication : utiliser le théoréme d’encadrement
Vr € R,
—1 < sin( )< let In(1+27) >0,

1+ 22

d’ou :

1
—In(1+ 2% <In(1 + 2?) Sin(1 n ) < In(1 + 2?).

xr2

Or lim, o (—In(1+ 2?)) = lim,_oIn(1 + 2%) = In(1) = 0 d’ou, d’aprés le théoréme
d’encadrement :

1
lim (In(1 + 2°)si =0
1m(n( +93)51n(1+x2))

r—0

Soit f une fonction définie et continue sur [0, 1] et telle que ([0, 1]) C [0, 1].

1. Montrer qu’il existe au moins un réel zy € [0, 1] tel que f(zo) = 0.

2. Supposons de plus que f est dérivable sur ]0,1[ et que pour tout x €]0, 1], on ait
|f'(x)] < 1. Montrer alors que le réel =, est unique.

Correction :
Attention : modification & apporter sur le polycopié d’Analyse 1 page 5!

Théoréme 1 (Théoréme des valeurs intermédiaires) Soit f une fonction continue sur
un intervalle I et soient a,b € I. Alors pour tout v compris entre f(a) et f(b), il existe
c € la,b] tel que f(c) = 1.

1. On veut montrer qu’il existe au moins un réel xy € [0,1] tel que f(z9) = zo(<=
f(il)o) — Lo = 0)
On considére donc la fonction ¢ définie, pour tout x € [0,1] par :

o(r) = f(r) — 2.

Les fonctions f et x +— —z étant continues sur [0, 1], ¢ est elle méme continue sur
[0, 1]. D’apreés le thoréme des valeurs intermédiaires, pour tout v compris entre ¢(0) et



©(1), il existe ¢ € [0, 1] tel que p(c) = 7.
Or on a :
©(0) = f(0) = 0= f(0) > 0.

Et on a également ¢(1) = f(1) — 1. Puisque f([0,1]) C [0,1], alors on a f(1) C [0, 1]
d’ou

Donc pour tout v € [¢(1), ¢(0)], il existe ¢ € [0, 1] tel que ¢(c) = . Ceci est donc vrai
pour v = 0 : il existe donc ¢ € [0, 1] tel que p(c) =0 < f(¢) = ¢. On a donc prouvé
qu'il existe au moins un zo € [0, 1] tel que f(zo) = zo.

2. Montrons maintenant que ce z, est unique dans le cas ou f est dérivable sur |0, 1] et
telle que que pour tout x €0, 1[, | f'(x)| < 1.
Si f est dérivable sur |0, 1] et telle que que pour tout = €]0, 1], | f'(x)| < 1 alors ¢ est
dérivable sur |0, 1[ (somme de deux fonctions continues sur |0, 1]) et on a :

'(z) = f'(x) -1 <0,

c’est a dire, ¢ strictement décroissante sur |0, 1[.

Raisonnons maintenant par I’absurde, c¢’est & dire que pour montrer que A = B on
va montrer que non B = non A. Dans notre cas : A ="f est dérivable sur ]0, 1] et
telle que que pour tout x €0, 1], | f'(z)] < 1”7 et B ="x( est unique".

On suppose donc que zy n’est pas unique (c’est non B) et on veut montrer une contra-
diction avec I'hypothése A. On considére donc xy et x5 tels que f(zl) =z et f(z2) =
x9. On a alors : ¢(x1) = ¢(x2) = 0 ce qui n’est pas possible car si f est dérivable
sur |0, 1] et telle que que pour tout = €]0,1[, |f'(z)| < 1, alors ¢ est strictement
décroissante.

Par conséquent, x( est unique.

Exercice 4

En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que la limite suivante existe et
calculer sa valeur :
. 1 1
lim ((x 4 1)es+1 — ze=).

T— 00

Correction :

On souhaite utiliser le théoréme des accroissements finis pour calculer la lim, . ((z +
1)6%+1 — ze®). Ce théoréme lorsqu’on I'applique & une fonction f, donne une expression de
la quantité f(b) — f(a) avec a et b tels que f continue sur [a, b] et dérivable sur ]a,b[. Si on
veut l'appliquer ici, il faut savoir sur quelle fonction f. On remarque alors que la quantité
dont on veut calculer la limite est la différence entre (z + 1)e%+1 et zer ce qui nous amene
a considérer la fonction f : z — zex. On veut en fait calculer lim, oo (f(z + 1) — f(x)).

Appliquons donc le théoréme des accroissements finis & f entre z et x + 1.

La fonction f est continue et dérivable sur |0, 400 car obtenue par composition, somme et
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produit de fonctions continues et dérivables sur 0, 400[. Par conséquent, Vz €]0, +00], f est
continue sur [z, x + 1] et dérivable sur |z, x + 1[. D’aprés le théoréme des accroissements finis,
YV €]0, +o0[, Jy(z) €]z, x + 1] tel que :

f@+1) = f(z) = fy(@)(x +1—-2) = f(y(z)).

Or, f:z»—>ze% donc :
, 1 —1 1 1,1
— ez —_— z = 1—_ z
fe) =t b aet = (1= J)e,

d’ou, Va €]0, +o0[, Jy(x) €]z, z + 1] tel que :

1 1
r+1)—f(z)=(1—- evl®)
flat )= 1) = (1= )
On a donc :
lim ((z + 1)em — zer) = lim (1 — eﬁ,

et on cherche donc maintenant a calculer lim, (1 — ﬁ)ey@). Pour cela, voici deux mé-

thodes :
- méthode 1 :
Va €]0, +o0],
r<ylxr)<z+l.

Or, lim, oo (2) = lim, oo (z+1) = +00 donc d’apres le théoréme d’encadrement, lim, o y(z)
existe et vaut +o0. )
De plus, lim, .~ ((1— ;;/)ei) = 1, donc d’apres la formule de la limite d’une fonction composée :

1 1

lim (1 — ——)ev® =1.
3 y(l‘))
- méthode 2 :
Yz €]0, +o0],
O<z<ylr)<zr+1=0< < ! <1
x xr) <x — < =
Y r+1 ylz)

d’ou puisque ’exponentielle est strictement croissante sur R,

1 1 1
el < evle < e, (1)
De plus, pour tout x > 1(pour avoir 0 < 1 — %), on a :
1 1 1
0<l——-<1-——=<<1 (2)

x y(x) I



d’on, en utilisant (1) et (2):

1, 1 1 1
1——ex#t < (1 = —=)ev@® < (1 — @,
(1= DT < (1= —5)eit < (1= —)e

Attention, le produit des inégalités est possible car tous les termes des inégalités sont positifs!
Comme on a :

1 1

1 1
lim (1 — =)e#T = lim (1 — T=1
(= e =g - oopes =1
1
d’aprés le théoréme d’encadrement on montre que lim, (1 — ﬁ)em existe et vaut :

1 1
lim (1 — ——)ev@® = 1.

Conclusion : que ce soit avec la méthode 1 ou 2 on montre que lim, .. ((x+ 1)6#1 — 1176%)
existe et vaut ) .
lim ((z + 1)es+1 — zex) = 1.

r—00

Reégle de ’Hospital

1. Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b] et dérivables sur ]a, b[, ¢’ ne s’annulant
en aucun point de |a, b[.

Montrer qu’il existe ¢ €]a, b| tel que :

2. Soit zg € a,b[ et f ,g : [a,b] — R deux fonctions continues en x, et dérivables sur
la,b[\{xo}, ¢’ ne s’annulant en aucun point de |a, b[\{zo}. Soit [ € R.

(1 £ ) — (g T ) ),

Montrer que :

v—a0 g'(z) a=a0 g(x) — g(zo)
14+ 2)" —1 s -
3. Application : calculer les limites en 0 de % (n>1); L s;nm ot < x?osx'
x T x —sinx

Correction :
1. On cherche a montrer qu'il existe ¢ €]a, b[ tel que :

) - @) 1

g(b) —gla)  g(c)’

c’est a dire qu’il existe ¢ €]a, b] tel que :
(f(b) = f(a)) g'(c) — (g(b) — g(a)) f'(c) = 0. (3)
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Pour cela, on va utiliser le théoréme de Rolle, qui lorsqu’on a une fonction A continue
sur [a, b] et dérivable sur |a, b] telle que h(a) = h(b), nous donne 'existence d’un point
¢ €a, b[ tel que h'(c) = 0. On voit ici que (3) s’écrit sous la forme :

avec h(z) = (f(b) — f(a)) g(z) — (g(b) — g(a)) f(z). On va donc essayer d’appliquer le
théoréme de Rolle a h. Comme f et g sont continues sur [a, b] et dérivables sur |a, b],

h Vest également. De plus,
h(a) = (f(b) = f(a)) g(a) = (9(b) — g(a)) f(a) = f(b)g(a) — g(b)f(a),
h(b) = (f(b) = f(a)) g(b) — (9(b) — g(a)) f(b) = —f(a)g(b) + g(a)f (D),

donc h(a) = h(b). On peut donc appliquer le théoréeme de Rolle : il existe ¢ €]a, b] tel
que

h(c) =0 <= (f(b) = f(a)) g'(c) = (9(b) — g(a)) f'(c) = 0.

2. Vx € [x0,b], f et g continues sur [xg,x] et dérivables sur |zg, x| et ¢’ ne s’annule en
aucun point de |xg, z[. Donc d’aprés la question précédente, il existe y(z) €|xg, 2| tel

- fla) = flay) ()
g(x) —glzo)  g'(y(x))’
d’ou :
i J@) = o) _ ()
ey 9(T) — g(@0) o>, 9'(y(x))
Orona:

o < y(z) <z,
avec lim zo = lim x = x, donc d’apreés le théoréme d’encadrement, lim y(x) = z.
T—>T0 T—>T0 T—>T0

Par composition des limites, on a donc :

i LW@) )
2 I W) =0 9 (W)

=1

On procéde de la méme maniére pour la limite a gauche (on utilise le résultat de la
question précédente sur 'intervalle [x, zo]), et on obtient :

i ) = S o)

ey () — g(w0) -

Par conséquent, on a :
lim f(z) — f(xo)

M) —glae)



3. Ona: .
o (e =1 () — ()

2 0 g(x) — glro)

)

avec 19 =0, f(x) = (1 +2)" et g(x) = .
f et g sont continues et dérivables sur R et ¢’ ne s’annule en aucun point de R.

On a: ()
T . .
i — tho [n(l + ) 1] =n.

Donc d’apreés la question précédente, on a :

. I+ =1
lim ————— =n.
z—0 xT
De méme on peut montrer que :
. xr—sinz 1 . T —XICcosx
lim ———— =—-et lim — = 3.
t—0 3 6 +—0 xr —sinx

FONCTIONS USUELLES

Exercice 6

1. Exprimer tan(a £ b) en fonction de tana et de tanb (lorsque ces quantités existent).

2. Exprimer tan(2a) en fonction de tana.

us

%) en vous aidant de la relation montrée en question

3. Trouver la valeur exacte de tan(
2.

4. De la méme maniére, trouver la valeur exacte de tan(g).

Correction
1. On a, Va,b € R tels que a + b # (2k 4+ 1)5, k € Z (cas dans lesquels cos(a +b) = 0) :

i b
cos(a +b)
avec
sin(a +b) = sinacosb+ cosasinb
et cos(a+b) = cosacosb—sinasinb.

En utilisant la relation sin(z) = tan(x) x cos(x) (valable pour tout x # (2k+1)%, k € Z,
la tangente n’étant pas définie sinon) on obtient alors :

sin(a+b) = cosacosb(tana + tanb)

et cos(a+b) = cosacosb(l —tanatanb),
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d’ou, Va,b € R tels que a+ b, a, b ¢ {(2k+1)2, k € Z},

t tanb
tan(a +b) = ana + tan

(4)

1 —tanatanb’
De la méme maniére, on peut montrer que Va, b € R tels que a—b, a, b ¢ {(2k + 1)%, k € Z}

(5)

tana — tanbd
1+tanatand

. En utilisant la relation (4) avec a = b (2a, a ¢ {(2k + 1)5, k € Z}), on obtient :

tan(a — b) =

2t
tan(2a) = ana

(6)

. En écrivant la relation (6) pour a = Z (I'hypothése 2a, a ¢ {(2k+1)Z, k € Z} est
bien vérifiée), on obtient :

1 —tan?a’

T 2tan(Z)
tan(~) = — 8.
an(4) 1 — tan*(%)
Or, tan(§) = 1 d’ott
1= 2tan(g)

1—tan?(%)

& tan®(%) + 2tan(f) — 1 =0.

tan(%) est donc racine du polynéome X*+2X — 1.Le discriminant du polynome valant

—24+/8

A = 8, ses racines sont 5 = —1+2. Comme.§ € [O, g} on sait que tan(%) > 0,
donc (puisque —1 — /2 < 0) :

tan(=) = —1 +v2 > 0.

T
8
. En écrivant la relation (6) pour a = Z(Phypothese 2a, a ¢ {(2k +1)%, k € Z} est bien
vérifiée), on obtient :

Or, tan(Z) = v/3 d’ot
2tan(%)
\/gz 1 tanQE3 )
& V3tan*(Z) + 2tan(Z) — V3 =0.
tan(f) est donc racine du polynome V3X?% +2X — /3.Le discriminant du polynéme

-2+ 16 1
= /3 0u —. Comme.Z € 0,Z| on sait
— = Commne.f € [0.5]

que tan(g) > 0, donc (puisque —/3<0):

valant A = 16, ses racines sont

tan(%) =
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Exercice 7| Enoncé modifié pour simplifier

1. Donner 'expression de arctan(tan(x)) en fonction de x pour z € [—7, 7].

2. A T’aide d’une des relations de 'exercice précédent, exprimer arctanz 4 arctany en
fonction de z et de y.

Correction :

1. Pour simplifier la question, on va se placer dans le cas ou « € [—m, 7]. Dans ce cas, on

a:
xsixe}—g,g[

arctan(tan(z)) = ¢ x4+ mwsiz € {_7@ -7

5.7
Pour s’en convaincre, utiliser le cercle trigonométrique et revenir a la définition de
arctan.

2. Pour exprimer x +arctan y en fonction de x et de y, on va d’abord chercher I’expression
de tan(arctan x 4 arctany).
Vo, y € R, arctanx + arctany € |—m,w| avec arctanz, arctany € } —
d’apres (4) (voir exo précédent), Vz, y € R, tels que arctan z+arctany ¢ {(

on a:
tan(arctan z) + tan(arctany)

t t tany) = '
an(arctan x 4 arctany) 1 — tan(arctan x) tan(arctan y)

Or Vx € R, arctanz € }—%, %[ et tan(arctanx) = x, d’ou :

r+vy
1—ay

tan(arctan x 4+ arctany) =

On veut maintenant appliquer arctan a cette relation. Pour cela, on utilise ’expression
de arctan(tan(z)) demandée a la question 1. Par conséquent :

— Si arctanx + arctany € }—%, %[, arctan(tan(arctan x + arctany)) = arctanz +
arctany et
T+
arctan x + arctan y = arctan( i ),
— Si arctanz + arctany € [—m,—Z|, arctan(tan(arctanx + arctany)) = arctanz +

arctany + m et

T+
arctan x + arctan y = arctan( Y )—m,

1—a2y
— Siarctan z+arctany € |2, 7], arctan(tan(arctan z+arctany)) = arctan z-+arctan y—
T et n
T
arctan x + arctany = arctan( Y )+ .

Ramenons a présent les conditions sur arctan x + arctany sur z et y.
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— Quelles sont les conditions sur x et sur y pour que l'on ait arctanx + arctany €

]

Rappelons que

cos(arctan x + arctany)

5507

al2n] € } —g, g [ <= cos(a) > 0.

Donc

T
arctanr + arctany € ] 59 [ <= cos(arctan x + arctany) > 0.

Or cos(a + b) = cosacosb — sinasinb = cosacosb(l — tanatanb). Do

cos(arctan ) cos(arctan y)(1 — tan(arctan x) tan(arctany))

cos(arctan x) cos(arctan y)(1 — zy).

Or arctanz, arctany € |—2, Z[, donc cos(arctanz) > 0, cos(arctany) > 0 et donc :

arctanx+arctany€]—g,g[<:> l—2y>0<=1>uay.

Quelles sont les conditions sur x et sur y pour que l'on ait arctanx + arctany €
(- —3[?
Rappelons que

al27] € [—W, —g [ <= cos(a) < 0 et sin(a) < 0.

Donc
{ cos(arctan z + arctany) < 0

arctan T + arctany € [_W’ 2 [ sin(arctan x + arctany) < 0

Or cos(a + b) = cosacosb(l — tanatanb) et sin(a + b) = cosacosb(tana + tanb).

D’ou
cos(arctan x 4+ arctany) = cos(arctanz) cos(arctany)(1l — xy)
cos(arctan x) cos(arctan y)(x + )

et sin(arctanz + arctany) =

Or cos(arctanx) > 0, cos(arctany) > 0, donc :

{1—95y<0 { z,y <0

T
arctanx+arctany€}—§a§[ r+y<0 1—2y <0

Quelles sont les conditions sur x et sur y pour que 1’on ait arctan x+arctany € } 5 ﬂ ?

Rappelons que
al27] € } g,ﬂ'] <= cos(a) < 0 et sin(a) > 0.
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Donc

{ cos(arctan x + arctany) < 0

T
arctan + arctany € } 2’ W} sin(arctan x + arctany) > 0

Or cos(arctan z 4 arctany) = cos(arctan x) cos(arctan y)(1 — xy) et sin(arctanz +
arctany) = cos(arctan ) cos(arctan y)(z+y). Comme cos(arctan x) > 0, cos(arctany) >
0, on a finalement :

s 1—2y <0 z,y >0
arctanx+arctany€}2,7r](:>{ z4y>0 {l—my<0 .
Conclusion :
T
arctan x + arctan y = arctan( Y ) +cm
1 -2y
avec

—lsiz,y<0Oetl—ay<0
c=14¢ 0sil>uay
lsiz,y>0et1l—ay<O.
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CORRECTION DE LA FEUILLE DE TD 2 - ANALYSE
2008-2009

EQUIVALENTS, DEVELOPPEMENT LIMITES, INTEGRATION ET INTEGRALES
GENERALISEES

Exercice 1

Soit F': x — flx eﬁlydy. On veut montrer que : F' ~ .

1
Pour cela, on considére la fonction f :y +—— e — 1 — 1

1.

2.
3.

+o0

y
Donner le développement limité a ’ordre 3 au voisinage de 0 de la fonction x — et
et en déduire un équivalent de f quand y tend vers +oo.

Montrer alors que f;roo f(y)dy converge.

Montrer ensuite que F' ~ x
“+oo

Correction :

1.

On cherche le DL3(0) de & — eT++. On connait le DL, (0) de x — T qui est

1
1+«

=l—-a+2> 2"+ ..+ (=1)"2" + o(a"),

et on connait le DL, (0) de z — €” qui est :

v _ 1 r? 28 z" .

e’ = +$+?+§+...+H+o(x )-
Ici on cherche le DL(0) de z +— et & lordre 3, donc on va développer les DL
précédents & I'ordre 3. Attention cependant, ce n’est pas toujours le cas! par exemple,
si on veut trouver le de x —— 61;1 a l'ordre 3, il faudra développer le DL de x —— e*

a l'ordre 4 puisque celui-ci sera ensuite divisé par x. Faites le calcul pour vous en
convaincre...

Revenons donc maintenant au DL3(0) de  — et. On a, a ordre 3 :

1
=1—z+22—2°+ oz,
1+ (=)
d’ou .
=z —2? + 2% — 2t + o(z?).
1+
Comme la fonction x —— —£ vaut 0 pour z = 0 , on peut utiliser le résultat sur le DL

1+z
d’une fonction composée et puisque :

2 .1'3

T __ .CIZ'_ - 3
ef=1+x+ 5 —|—3! + o(x?),



ona:
etie = 1
(2 — 2 + 2% — 2* + o(2?))

1
+§(x — 22+ 2° — 2t +o(z*))?

1

3' —(z —2* + 2° — 2* + o(2*))?
Ho((x — 2% + 2 — 2* + o(2))?),

soit aprés développement et en ne gardant que les puissances de x inférieures ou égales

ad:

et+e = 1
tx— 2 + 28
—l—%(xZ — 22°)
+éx3 + o(z?)
= 1+x—1x2+1m3+0(x3)

2 6

On cherche maintenant un équivalent de f quand y tend vers +oo.
On a :

1 1
fly) = emv —1——
Y
1 1
= g(-)—1--
Y Y
1
= _Yy_
avec g : x — e+ (en effet : g(i) —e'ty —61+v)

Pour obtenir un DL de f a partir de celui de ¢ il faut donc effectuer le changement
de variable z = X dans le DL de g. Attention & bien regarder quand méme qu’avec ce
changement de variable, si x est au voisinage de 0 alors y est au voisinage de +o00. Le
DL de f que I'on obtiendra alors aprés changement de variable z = % dans le DL au
voisinage de 0 de g sera donc un DL au voisinage de +00. On a donc, au voisiange de

+00 :
1 11 1.1 1 1
fly) = 1+§_§(§)2+6(§) +O(<y))_1_§
o i1an
22 Tep T (3)

Un équivalent de f au voisinage de +oco est alors donné par le permier terme non nul
de son DL(+0o0) :



2. Montrons maintenant que f1+°° f(y)dy converge.

On a :
1 1

o A e 2
Les fonctions -f et y — ﬁ sont toutes deux continues sur [1,4+o00| car elles sont
obtenues par composition, somme et produit de fonctions usuelles continues. Ces deux
fonctions sont donc localement intégrable sur [1,+oo[. De plus Yy € [1,+o0], ﬁ >
0, donc on peut utiliser le résultat sur les intégrales généralisées de deux fonctions
équivalentes :

+o0 +o0 1
— f(y)dy et / ~—dy sont de méme nature.
1 1 2y

Or f:roo #dy est convergente car c’est une intégrale de Riemann avec a@ = 2, donc

— 1+oo f(y)dy converge, ce qui implique que f;roo f(y)dy converge également.
3. On souhaite maintenant montrer que F' it ou F':zr— flx eﬁdy.

Par définition, F' ol < lim @ =1

On a: e
Fx) _ [femdy _ [[(F@)+1+)dy
_ flx(f(y))dy i flw(l + i)dy

T T
Or [[(1+ i)dy =y+hnjylf=z+mnlz|-1—-In|l|=z+1In|z| -1 dou
F(x) _ [/ (f()dy Lot -1 flx(f(xy))dy s lnf’ 1

i T T i

Ona lim (lngcﬂ) = lim (1) = 0. De plus on a montré que [, (f(y))dy est convergente :

notons donc [ € R sa valeur. On a :
* d
T

r—00

= lim (—)=0.

r—00 I
D’ou
lim (x):1<:>F~x.

r— 400 €T +o0

Exercice 2

1. Montrer que l'intégrale suivante converge.

+oo 1
/ dx.
0 ]. + $3

Trouver ensuite une primitive de x —— H% et en déduire la valeur de l'intégrale.
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2. Vn € N, on note :
I, = /2 sin” (y)dy.
0

Calculer la valeur de I,, en fonction de n.
3. En utilisant le changement de variable y = /e* — 1, calculer toutes les primitives de :

ew

(1+et)er — 1

T =

Correction :

1. Montrons que f0+ ——dx converge.

On a, Vz €]0, o0

1+3

La fonction z ——

131“ est localement intégrable sur [0, 4+-00| car continue sur [0, +o0].
La fonction z +— z% est localement intégrable sur |0, +0o[ mais pas en 0. Donc on ne
va pas pouvoir conclure directement sur l'intégrale entre 0 et +o00. On va donc séparer

I'intégrale en deux morceaux :

teo g L teo
dr = d dx.
/0 1+ /0 1+ a3 $+/1 1+ "

La borne 1 a ici été choisie de maniére arbitraire.

La fonction z —— 933;4-1 est localement intégrable sur [0, 1] car continue sur [0, 1] donc
1 1

Jo Tissd est convergente.

On s’intéresse maintenant a f1+ ——dx. On a toujours, Vz € [1, 400,

1+3

1 1

— =2 —>0.
237 a3+ 1

Les fonctions x —— ﬁ et 2 — Z5 sont localement intégrables sur [1, 4+o0[ car conti-

. +o00 +00 )
nues sur [1, +oo, donc si [ &da converge alors [ sdx converge Or, [ Ldax

1+3

est un intégrale de Riemann avec o = 3 donc elle converge. Donc, f | 1izdr converge.

1+ 1+a3
Cherchons a présent les primitives de x —— H%

On admettra ici(décomposition en éléments simples) que :

1 11 +1 2 — 1
1+23 31+x 31—x+22

Une primitive de +— est In |14 x| .
On va ensuite essayer de décomposer le deuxiéme terme ﬁ en la somme d’un terme

4



de la forme {21 = % avec u(r) = 1 — x4 2% et d'un terme de la forme (—%—. On
a:
2—x —5(2c—4)  —3(2z-1-23)
1 —x+2? l—2z+22  1—x+a2

_ ol w-1 3

21 —x+22 21— +a2?
Le terme 1_ + 5 est de la forme % avec u(z) = 1 — x4+ x*. Une primitive de - + 5 est
donc In |u(z)| = In |1 — x + 2?|.
Pour le dernier terme m, on doit le mettre sous la forme CHM% qui a pour

primitive arctan(v/k(z + a)). On a :
1 1

1—z+a22

(r—3P+1

Une primitive de ﬁ est donc \/g arctan(\/g (z —3))-
Au final, une primitive de ;

2)-

ST

sle—g)P+1

T est donnée par 3 In |1 + z|—

Cherchons maintenant la valeur de +°° T +1x3 dx.
On a:
+oo 1
/ 3 dx
o 1+=x
. Y . 1 1 9
= lim ;dr = lim “In|l+z|—-In|l—z+a2? +
y—oo Jo 1+4+x y—oo \ |3 6

B 1 1 41
= yli_mOO §1n|1+y|—61n‘1—y+y2’_f_ﬁarctan(\/;(y—a))
o[ () 1 \/Z 1 1
= lim |=-In|——|+ —arctan(y/=(y — =)) — —= arctan
Y—>00 6 ‘1_y+y2 \/g ( 3(9 2)) \/§
Or LH° o 2 — 1 d'on lim In |- 225 | = In(1) = 0. De plus, lim
1—y+y? +oo y Y—00 1—y+y? . 7y_>oo
yhlnm [ arctan(y } = \%% On a donc :
/+°O 1 p 1 7 1 tan(— 1) 17 T
T = —— — — arctan )= ——=+ —=
o 1+a3 V32 V3 37 V32 6V3

2. Soitn e N. On a:

sin(y) sin” ' (y)dy.

sin” (y)dy

n

0 0

gIn [l — 2 + 2|+ 7= arctan(

fie-

1 4 1

% arctan(\/;(x — 5
1 1

— % arctan(—\/;)]

(- é)] .

[\/Lg arctan(\/%(y — %))}

B 2\/§7r
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s

On pose u : y — sin™ '(y) et v/ : y — sin(y). u est dérivable sur [0, 3] et u/(y) =
(n — 1) cos(y) sin® ?(y). Une primitive de v" est v : y — — cos(y). Les fonctions u et
v sont de classe C!, donc on peut faire une intégration par parties. On a :

jus
e 2

I, = /0 sin(y) sin” ' (y)dy = [~ cos(y) sin™ ! (y)]3 +/O cos(y)(n — 1) cos(y) sin"*(y)dy

us
2 ™

us
2

= (n—1) /0 * cos?(y) sin"2(y)dy = (n — 1) /0 (1 — sin?(y)) sin"2(y)dy

= (n—1) /02 sin" 2 (y)dy — (n — 1) /2 sin"(y)dy = (n — 1)1,—o — (n — 1)I,,.

0

On obtient donc :

On considére alors deux cas :
-sinest pair:n=2k, k€ Z. On a:

Lo k=D @k-1)@k-3) (k-1 (2k-3) (2k-5),
Tk TPk k-2 T 2k (2k—2)(2k—4) *°

_ (k- 1)(2k—3)(2k—5) x..x1,
T 2k(2k—2)(2k—4) x .. x2 7

Or
k(2 — 1)(2k — 2)(2k — 3)(2k — 4)(2k —5) x .. x 1 (2k)!

(2k—1)(2k—3)(2k—5)x...x1 =

2k(2k — 2)(2k —4) x ... x 2 o 2R(K!)’
d’ou (25)
[2k == W[g
Comme on a : i
Iy = /2 ldy = T
0 0 27
on obtient :
(2k)! «
Iy = -5 5
4k (K12 2

-sinest pair : n =2k + 1, k € Z. De la méme maniére que pour n pair, on montre
que :
4R (k1)?
1 = ——1



avec

d’ou
I B 4% (K!)?
2k+1 — m

3. Une primitive de f : x — Wﬂj est la fonction F' définie par :

F(t):/otf(x)dx:/ot (Hex‘i/mdx.

On effectue le changement de variables y = ¢(x) avec p(z) = v/e* — 1. On a alors :

y = )= y=Ver—1le=yP=¢e"—-1
— YP+l=e" <=y’ +1)=ur

e®

On a également dy = ¢'(z)dx avec ¢'(z) = %\/ﬁ’ d’ott

dy dy _dy  2ydy
@) @(n(y+1) 1L g2

On a donc :

Ft) = / t a e [P WL 2ydy / w2
0o (1+e%)ver—1 o0 WP +2yy?+1 o0 (Y +2)
w(t)
t) ©(0)
= \/§arctan Y } = \/§arctan & — \/§arctan —
[ ) ) )
V=1

Vi)

Les primitives de f s’écrivent toutes v/2 arctan( f};l) + K, K € R.

On considére la fonction f définie par :

f: [—%,i] — R
T In(1+x)

—— arctan (H—I)

= V2arctan(

1. Calculer le développement limité & I'ordre 4 au voisinage de 0 de la fonction f.

2. Montrer que f admet une réciproque f~! sur [—}1, i]

3. On admet alors que f~! admet un développement limité a tout ordre au voisinage de
0. Calculer le développement limité a I'ordre 4 autour de 0 en utilisant le résultat de
la question 1.



Correction :
1. On cherche le DL,(0) de f.

Au voisinage de 0, on a :

P B L2+ -
¢ TS n
arctan(z) T—3 + 5 + (—1) T + o(x*"),
1
Tz = l—z+2? =23+ ..+ (=1)"2" + o(z"),
1'2 ZL‘S L n
In(1 — T T 1) n
n(l+ z) z- o+ + (-1 n+0(x)
Donc, au voisinage de 0, on peut trouver le DL du produit de 1% par In(1 4+ z). On
In(1 2 3 4
% =(1—ao+2°—2*+ 2" +o(z")(z - %+%—%+0(1’4)).

Aprés développement et en ne gardant que les puissances de z inférieures ou égales a
4, on obtient alors :

% =z — ;xQ + %x?’ - %ﬁ + o(z).
Comme on a % = 0, on peut faire la composition entre le DL de % et celui de
arctan au voisinage de 0. On a :
arctan(%) = r— ng + %x?’ — %fl + o(z*)
B (xz — 322 + %x:— Bt 4 o(x?))? ol
= r— gxz + %aﬁ — %x‘l + o(z*)
_& —3%3:4) + o(z?)
= r— ;xQ + gx?’ — 1—72x4 + o(z).

2. La fonction f est continue et dérivable sur [—i, }l] car obtenue par composition, somme

et produit de fonctions continues et dérivables. On a :

1 —1In(1+2)

/ —

F@) = Ay maror

Vo e[—1,4] ,ona:
3 D 3
Z<1+x<Z:>ln(é—l)<ln(1+x)<ln(—)<l,



d'ou Vo € [-1,1] ,
l—In(l4+2z)>0= f'(z) > 0.

Par conséquent, f est strictement croissante et continue sur [—}1, %] : elle est donc
bijective de [—%, }1] dans f([—i, %]) et admet une réciproque f! sur [—1, %]

. On admet que f~! admet un DI a l'ordre 4 au voisinage de 0. On note :

fH(2) = ap + ar1x + asx® + aza® + agx* + o(a?).

On a de plus :
— 39,3 35 T 4 4
fl@) =2 —Sa* + 5a® = at 4 o(a),
et on sait par définition que, Vx € [_%u i],
ftof(z)=ua.
On a donc, Vz € [—1,1]:
“lof(a)=a
— a0+ af(n) + aa(f(@)? + as(f(@)* + af@) + o((f@)) =z
<~ Qg
+ai(z — 322 + 32° — Lat)
+as(z — 32% + 22° — Lat)?
+as(z — 52% + 32° — Lat)?
tay(z — 32 + 32° — Sat) - o(at) =

Aprés développement et en ne gardant que les puissances de = inférieures ou égales a
4, 0ona:
21

3 3 7 9
ag+a,x+ (—§a1 +a2)x2+x3(§a1 —3ay+as) +x4(—ﬁa1+za2 — §a3—|—a4) +o(z?) = x.

En identifiant membre & membre les coefficients du polynome, on a :

CLOIO
CL1:1
—%al—i-ag:O
%a1—3a2+a3:0
—1—72661—1-%@2—%@3—1-@4:0,

d’ot1, apres résolution du systéme :

_0 1. 5 149
ap = U a1 = 1 as = 7@3—,(14—24.

On a donc : 3 149
i r)y=2+ 5352 + 32° + ﬁxﬁ‘ + o(x*).



On considére la fonction f définie par :
fi]-mn — R

L L gigA£0
T — T  sinz
Osiz=0

1. Donner le développement limité a 'ordre 4 de f au voisinage de 0.
2. En déduire que f est continue et dérivable en 0 et donner la valeur de f’(0).
3. Montrer que f est de classe C! sur | — 7, 7[.

Correction :
1. On cherche le DL,4(0) de f. Vx €] —m,w[\{0}, on a :

1 1 sinr —x
fla)=-=—=—""—.
r sinx xrsinx
On remarque que f(—z) = %}f:x = —f(z) donc f est impaire. Par conséquent, le

DL de f n’aura que des puissances impaires de x.
Au voisinage de 0 on a :

) B 3 b x" n
sinx = x—a—i-g%—...—i-m—ko(x ),
1
= l+a+2>+...+2"+o(z").
1—=z
On a alors :
f(a) sinz — x —Z + 2+ o(2°)
xsinx z(z — ﬂg_f’ + ﬂg_f + o(z%))
$3 1'5 X $3
_ —§+§+0($6) _ —54—54—0(934)
:L'Z(l—g—f—l—fg—?—l—o(:ﬁ)) 1—2—?—1—%—?—1—0(:55)
Or, on a :

1 1
[—Z1 8 4o 1 u@)

2

avec u(r) = 3 — E—T — o(z°) tel que u(0) = 0. On peut donc trouver le DL de
' . .
4

———r——— par composition avec celui de % On a:
1-%7 + % +o(2°) -

1 x?  xt 2 xt

1_%4_%4_0(335):1+(___)+(___> + o(z"),

3! 5l 3! 5l

ce qui donne, aprés développement et en ne gardant que les puissances de x inférieures
ou égales a 4 :




On a alors :
3 2
_(_r T 4 LA R S 4
f(x)-( 3!—|—5! + o(x )) <1+ 5 +<36 120)1: + o(x ))

Apres développement et en ne gardant que les puissances de x inférieures ou égales a
4, on obtient :

fla)=—2 — o +o(a?). (1)

Remarque : Attention, ici on est obligé de considérer le DL de sin a 'ordre 6 pour
trouver ensuite celui de f a 'ordre 4!

. Le DL de f est valable au voisinage de 0, excepté éventuellement en 0. De (1), on
déduit : .
f r(\; _67
d’ou .
Ilinof(at) = lim 5= 0.

z—0
Or, par définition de f on a f(0) = 0. Par conséquent, limO f(z) = f(0) : f est continue
en 0.
On a alors au voisinage de 0 :

x—0 x x 6 360
d’ou :
f@) —f0) 1
x—0 o 6
On a alors lim w = lim (—%) = —% : f est donc dérivable en 0 et sa dérivée en
z—0 z z—0
0 vaut —%.
. La fonction z — 2 est de classe C* sur | — m, 7[\{0}. La fonction z — sinz est de

classe C* sur R et ne s’annule pas sur | — 7, 7[\{0}. Par conséquent, z — - est de
classe C! sur | — 7, 7[\{0} et f également.

Il reste donc & montrer que f est de classe C' en 0. Dans la question précédente, on a
montré que f est continue et dérivable en 0. Il reste donc & montrer que f’ est continue
en 0.

Vo €] —m, m[\{0}, on a :

, 1 cosz —sin’z+a2’cosx
f(x) :__2+ -2 2 2
2 sin®z 22 sin’ x
2 5in?

rona:sinx ~ z dou, x x ~ x%. On cherche maintenant un équivalent de
O d’oi, 4. On cherch t t lent d
0 0

—sin?x 4+ 2% cosz en 0. Attention, il est interdit d’additionner des équivalents : on va
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donc passer par les DL. On a :

.I‘3

sinx =z — a + o(z*),
d’ou :
o
sin?x = 2% — 3 + o(z?),
et :
S1- Do)
cosx = o7 T T o),
d’ou A .
™z
2 _ 2T 6
récosx =x 2!+4!—|—0(m ).
On a donc :
z! A
r?cosz —sinx = % + o(x%),
d’ou .
, x
r? cosx — sin® x ~ — .
o 6
Finalement, on a :
) 2 _at
—sin“x + x“ cosx s —1
r2sin’x o at 6
On a donc lim f/(z) = Zt = f/(0) : f" est continue en 0.

z—0

Exercice 5

Donner le développement limité a 'ordre 4 au voisinage de 0 de la fonction f définie sur
un voisinage V' de 0 et telle que :

{ Ve eV, f'(x) = tan(x + f(z))
f(0) =%

Correction :
Par définition, f dérivable au voisinage de 0 et on a, Vz € V :

f'(@) = tan(x + f(2)).

Comme f et la fonction tan sont dérivable au voisinage de 0, la fonction f’ est aussi dérivable
au voisinage de 0 et on a :

f'(@) = (£ (@) (I+tan®(z+ f(2)) = (1 (2)) (1H(f'(2))?) = 1+ (2)+(F'(2))*+(f (2)).
Comme f’ est dérivable au voisinage de 0, f” 'est aussi et on a :
f"(x) = f"(2)(1+2f'(x) +3(f'(2))?).
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Comme f’ et f” sont dérivables au voisinage de 0, f"” I'est aussi et on a :

f"(@) = (@)1 +2f () + 3(f(2))%) + [ (2) (2" (2) + 6" (2) f ().

On a donc :
fo) = 5
F(0) = tan(0 + f(0)) :tan@ -1
f1(0) = 1+ f1(0)+ (£(0))* + (f(0)* =4
F70) = f"0)(1+2f(0) +3(f(0)%) = 24
£7(0) = FTO)(L+2/(0) + 3(f'(0))%) + f(0)(2f"(0) + 6(0) f'(0)) = 272.

D’aprés le théoréme de Taylor Young, on a donc au voisinage de 0 :

flx) = f(0)+ fll(!o)x + f/;(!o)x + f/;(!())x + fﬂ;(o)x‘l + o(x*)

34
= %—i—m+2x—|—4x+§x4+o(m4).
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