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�� ������� ��� ������� ���������� �� ������!����� �� �!�������! �
��� �������� ���� ����� � ��

������ �� ������ �
��� ��������* � �������� ��� �������! �� �����������

"��� �� �����* �� ������$�� ��� �������� f �� �� ���� Df ��� ������� �� �!
������* ��� �
��

��������� ��� /��� �� ����������� 0� ������$�� !�������� �� ����� x0 ��� ��� ���� �� !�!���� �� Df

���� �
��� �� ��� �%��!���!��

����� ������  ��� �!��� "
�	��
� �� �� �
���

� ����
� �

�� ��� ��� f 	�
�� ��� ��
��� l ∈ R 	� �
��� x0 �� 
� �
�� lim
x→x0

f(x) = l ��� �
�� �
�� ε > 0�

�� ������ δ > 0 ��� ��� �
�� �
�� x ∈ Df \ {x0}� �� |x − x0| � δ, 	�
�� |f(x) − l| � ε.

�������� � �� ������ 	
�� ���
��
�������
 �

∀ε > 0, ∃δ > 0 
�
 ��� ∀x ∈ Df \ {x0}, |x − x0| � δ =⇒ |f(x) − l| � ε.

����� ������ �� ��� �!��� "
�	��
� �� �� �
���

� ����
� �

�� ��� ��� f ���� ���� +∞ ��	�� x ���� ���� x0 �� 
� �
�� lim
x→x0

f(x) = +∞, �� �

∀M > 0, ∃δ > 0 ��� ��� ∀x ∈ Df \ {x0}, |x − x0| � δ =⇒ f(x) > M.

� ����
� �

�� ��� ��� f ���� ���� −∞ ��	�� x ���� ���� x0 �� 
� �
�� lim
x→x0

f(x) = −∞, �� �

∀M > 0, ∃δ > 0 ��� ��� ∀x ∈ Df \ {x0}, |x − x0| � δ =⇒ f(x) < M.

����� ������ �!��� "
�	��
� �
����� x ���� ���� ±∞
0� ������� ��� ��� f ��� �!
��� ��� ]a,+∞[⊂ Df �

� ����
� �

�� ��� ��� f 	 �
�� ��
��� l ∈ R ��	�� x ���� ���� +∞ �� 
� �
�� lim
x→+∞ f(x) = l, �� �

∀ε > 0, ∃δ > 0 ��� ��� ∀x ∈ Df , x � δ =⇒ |f(x) − l| � ε.

�� ��� ��� f 	 �
�� ��
��� l ∈ R ��	�� x ���� ���� −∞ �� 
� �
�� lim
x→−∞ f(x) = l, �� �

∀ε > 0, ∃δ > 0 ��� ��� ∀x ∈ Df , x � δ =⇒ |f(x) − l| � ε.

	



� ����
� #

�� ��� ��� f ���� ���� +∞ ��	�� x ���� ���� +∞ �� 
� �
�� lim
x→+∞ f(x) = +∞, �� �

∀M > 0, ∃δ > 0 ��� ��� ∀x ∈ Df , x � δ =⇒ f(x) > M.

�������� � 
�� �����
���� �� lim
x→+∞ f(x) = −∞� lim

x→−∞ f(x) = +∞ �
 lim
x→−∞ f(x) = −∞ ���
 ���
������

����� ������� $ ��
��� �� $ ���	%�

� ����
� &

��� �
����
� f 	�
�� ��� ��
��� � ��
��� l �� x0 �� �	 ���������
� �� f � Df∩]x0,+∞[ ���� ����

l ��	�� x ���� ���� x0. �� �
�� �

lim
x→x+

0

f(x) = l = lim
x→x0
x>x0

f(x).

0� �!
��� �� �� �/�� ��1�� �� ������ � �������

����# '��	�� �� �������

2����� f �� g ���% ��������� �!
���� ��� �� ���������� I. 2��� x0 �� !�!���� �� I �� �
��� �� ���
�%��!���!�� 0� ������� ��� f �� g ��������� ���� ���% ��� ������ �� x0 �� �� ���� 3

lg = lim
x→x0

g(x) �� lf = lim
x→x0

f(x).

0� � 3

�4������� 3 ��(���� ��� ������� �� lim
x→x0

(f + g)(x) :

lf \ lg ∈ R +∞ −∞
∈ R lf + lg +∞ −∞
+∞ +∞ +∞ ?
−∞ −∞ ? −∞

�5������������� 3 ��(���� ��� ������� �� lim
x→x0

(fg)(x) :

lf \ lg ∈ R∗ 0 +∞ −∞
∈ R∗ lf lg 0 sign(lf ) ×∞ −sign(lf ) ×∞

0 0 0 ? ?
+∞ sign(lg) ×∞ ? +∞ −∞
−∞ −sign(lg) ×∞ ? −∞ +∞

�



�"������� 3 ��(���� ��� ������� �� lim
x→x0

(
f

g
)(x) :

lf \ lg ∈ R∗ 0+ 0− +∞ −∞
∈ R∗ lf

lg
sign(lf ) ×∞ −sign(lf ) ×∞ 0 0

0 0 ? ? 0 0
+∞ +∞ +∞ −∞ ? ?
−∞ −∞ −∞ +∞ ? ?

������������ 3

(%

�)�� *

���
��
� � �
���� f : I → R �� g : J → R ������ ��� f(I) ⊂ J. �
�� x0 �� ���
��� �� ��������	���

I 
� ����� �� ��� �����
�����

�� lim
x→x0

f(x) = l ∈ R ∪ {−∞,+∞} �� �� lim
y→l

g(y) = m ∈ R ∪ {−∞,+∞}� 	�
�� �

lim
x→x0

g ◦ f(x) = m.

����& +�
���
�
� ��� ��� �������

6���� ��� ����� �� ������!�!� ��� ��� ������� ������� /��� ������ �� �������� 3

� 2� ��� �������� f ����� ��� ������ 
��� �� �� ����� ����� ����� ������ ��� ������

� 2� f ��� �!
��� �� x0 �� �� limx→x0 f(x) �%���� ����� limx→x0 f(x) = f(x0) �� limx→x+
0

f(x) =
limx→x−

0
f(x) = f(x0)

� 2� f ��� �!
��� ��� ]x0 − a, x0 + a[\ {x0} ����� 3
lim

x→x0

f(x) = l ⇐⇒ lim
x→x+

0

f(x) = lim
x→x−

0

f(x) = l.

� 2����� f �� g ��� ��������� �!����� �!
���� ��� �� ���������� I �� ��� �!��
��� 3

∀x 
= x0, f(x) > g(x).

2� f �� g ��������� ��� ������ �� x0 �����* �� � 3

lim
x→x0

f(x) � lim
x→x0

g(x).

�
(%

�)�� , -�������� 	�
 ���	
���
� �� 	����
	������.

�
���� f, g �� h ��� �
����
�� ������� ������� ��� �� ������	��� I �� ��� �������� �

∀x 
= a, f(x) � h(x) � g(x).

�� lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = L� 	�
�� h 	�
�� ��� ��
��� ��	�� x ���� ���� a �� 
� 	 �

lim
x→a

h(x) = L.

�
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�����
���

����� �
 ����
� �� ��
���
�
�

� ����
� �

��� �
����
� f : I −→ R ��� ���� �
������ �� �� �
��� x0 ∈ I �� ���� ��� ������ �� x0 �� ��

lim
x→x0

f(x) = f(x0).

��� �
����
� f ��� ���� �
������ ��� I �� ���� ��� �
������ �� �
�� �
��� �� I� �� �
�� C(I)
������
 �� ��� �
����
�� �
������� ��� ��������	��� I�

"� �/�� ��� ���� ��� �������* �� �!
��� ��� ������� �� ���������! � ������ �� � ������ �� ��
����� x0�

 ��� ������� �� ���������! �
��� ��������* �� ��!��$�� ������� ��� ��$� ������

(%

�)�� ��

� �� f, g ∈ C(I) 	�
�� f + g, f − g �� f.g ∈ C(I).
� �� f, g ∈ C(I) �� �� g(x) 
= 0 ��� I� 	�
�� f

g ∈ C(I).
� �� f ∈ C(I) �� g ∈ C(J) 	��� f(I) ⊂ J 	�
�� g ◦ f ∈ C(I)�

����� (%

�)��� ����	����/ ��� ��� "
�	��
�� 	
�������

(%

�)�� �� -�������� 	�
 �
����
 �������	�
���
.

�
�� f ��� �
����
� �
������ ��� �� ������	���I �� a, b ∈ I. !�
�� �
�� �
��� �	���� γ �

�����

����� f(a) �� f(b)� �� ������ c ∈ [a, b] ��� ��� f(c) = γ.

'
�
������ ��

"��
	#� f(I) ���� ������	��� I ⊂ R �	� ��� �
����
� �
������ ��� ���
�� �� ������	��� �� R� �
��

���  
���� �
�� inf
I

f := inf{f(x), x ∈ I} �� sup
I

f := sup{f(x), x ∈ I}�
!����
��� ���� �� f �
������ ��� [a, b] 	������ ��� �	����� f(a) �� f(b)	�
�� f 	������ �
����

��� �	����� ����� f(a) �� f(b)� $� �	���������� �� f(a) < 0 �� f(b) > 0� 	�
�� f ��	����� 	� 

���

��� �
�� ��� [a, b].

'
�
������ ��

�
�� f ��� �
����
� �
������ �� �������
��� 

�
�
�� ��� ��������	��� I. !�
�� f ���  �%������ ��

��������	��� I �	�� ��������	��� f(I)�

�������� � �� f ��� ���������	� ��
����	�� �� �
� �� I = [a, b] �
��� f(I) = [f(a), f(b)]
� �� I =]a, b[ �
��� f(I) =] lim

x→a
x>a

f(x), lim
x→b
x<b

f(x)[

� �� I = [a, b[ �
��� f(I) = [f(a), lim
x→b
x<b

f(x)[

� �� I =]a, b] �
��� f(I) =] lim
x→a
x>a

f(x), f(b)]

�� f ��� ���������	� �
��
����	�� �� �
� �� I = [a, b] �
��� f(I) = [f(b), f(a)]
��
��

�



����� �
�	��
�� �
	���
����

(%
���0� ����
� ��

�� f ��� ���  �%����
� �� I �	�� f(I), 	�
�� �� ������ ��� �
����
� �
��� f−1� 	������ �
����
�

������
��� �� f �� ������ ��� f(I) ����� ���� ∀x ∈ I �� ∀y ∈ f(I) :

f−1(y) = x ⇐⇒ y = f(x).

0� � �� ��!�!������� ��� �
����� �
�� ���������� ��� ��� �������� �������� ��� �� �����������

���� �
��� ���� ���� ���� �
����� �!�������� �
�� ���������� ��� ��� �������� ��������� "� ����* ��

�!�������� �
��� �������� �������� �
��� ��� ����!���� ��������� �� ��!��$�� ��7������� ���� �����

��� ��������� ��8����� ���� ������� �� ���������! �� �� �������� �!�������� 3

(%

�)�� �#

�
�� f ��� �
����
� �
������ �� �������
��� 

�
�
�� ��� ��������	��� I� !�
�� ��	�����	��
� ��&

����
��� f−1 ��� �
������ ��� f(I) �� ������
��� 

�
�
�� ��� f(I) �� 
'
� 

�
�
��� ���
f ��

�������� � ��	�����
�
��� ���	����� � 
� ������ �� f−1 ���� �� ��	��� ��
�������
 ��
 
� ����
����� ��
��

� �� f 	�� ��		��
 � 
� ����
� ������
��� y = x�

��� ������������

����� �
 ����
� �� ��
���
�
�

� ����
� �&

��� �
����
� f ��� ���� �����	 �� �� �� �
��� x0 ∈ Df �� �	 ��
��� ����	��� ������ �

lim
x→x0

f(x) − f(x0)
x − x0

�� ��� ()*)$ +���� ∈ R,. "	 �	���� �� ����� ��
���� �
��� f ′(x0), ��� 	������ ������� �� f �� x0�

��� �
����
� f ��� ���� �����	 �� ��� �� ������	��� I �� ���� ��� �����	 �� �� �
�� �
��� �� I.
-	�� �� �	�� ��	�����	��
� x �−→ f ′(x) ��� 	������ �
����
� ������� �� f.

	
����

 � �� ��
� f ′′ 
� ������� ������� �� f ������ 	�� f ′′ = (f ′)′. �� ��
� f (n) 
� ������� nième �� f
������ 	�� 
� ���������� f (n) = (f (n−1))′.

� ����
� �*

�� �
�� C1(I) ������
 �� ��� �
����
�� �
�������� �����	 ��� �� � ������� �
������ ��� ��������	���
I�
�� �
�� Cn(I) ������
 �� ��� �
����
�� �
�������� n �
�� �����	 ��� �� � ������� nième �
������

��� ��������	��� I.
�� �
�� C∞(I) ������
 �� ��� �
����
�� �
������� �� �������
��� �����	 ���.

'



�������� � �� �		�

� ������� � ����
�  ���	��
������
 � ������! �� f �� x0 
� ����
�
� lim
x→x0
x>x0

f(x) − f(x0)
x − x0

 ���	��
������
 lim
x→x0
x<x0

f(x) − f(x0)
x − x0

!�

�
����������

 ��
�������� � � �� ���
�� ��� 
� ����
� ������
��� y = f(x0) + (x − x0)f ′(x0) ��
 
�

�����
� � 
� ������ �� f �� 	���
 x0 � f ′(x0) ��
 ���� 
� 	��
� �� ��

� 
�����
��

0� � �� ����������� ���������� �������� 3

+�
�
����
� �,

�� f �����	 �� �� �� �
��� x0 ∈ Df � 	�
�� f ��� �
������ �� �� �
��� x0�

1������
� 2 �� �!�������� ��� ������ 9

�� ��!��$�� ������� ������ �� ������� �� �!����(����! �� ���(������ ��������� ����� ��� ��

�������� ����� ��������� �!���!�:��

(%

�)�� ��

�
���� f �� g ���� �
����
�� �����	 ��� �� �� �
��� x0 ∈ R� !�
��

� f + g �� f − g �
�� �����	 ��� �� x0 �� 
� 	 �

(f + g)′(x0) = f ′(x0) + g′(x0) �� (f − g)′(x0) = f ′(x0) − g′(x0).

� f g ��� �����	 �� �� x0 �� 
� 	 �

(f g)′(x0) = f(x0)g′(x0) + f ′(x0)g(x0).

� �� g(x0) 
= 0� 	�
�� f
g ��� �����	 �� �� x0 �� 
� 	 �

(
f

g
)′(x0) =

f ′(x0)g(x0) − f(x0)g′(x0)
(g(x0))2

.

� �� f �
����
� �����	 �� ��� ��������	��� I �� g �
����
� �����	 �� ��� ��������	��� J ��� ���

f(I) ⊂ J, 	�
�� g ◦ f ��� �����	 �� ��� I �� 
� 	 �

(g ◦ f)′(x0) = g′(f(x0)) f ′(x0).

� �� f : I → f(I) ��� �������
��� 

�
�
�� �� �
������ ��� I �� ����� ��� f ′(x0) 
= 0 	�
�� �	

�
����
� ������
��� �� f � f−1 : f(I) → I� ��� �����	 �� �� y0 = f(x0) �� 
� 	 �

f−1(y0) =
1

f ′(f−1(y0))
=

1
f ′(x0)

.

;



����� (%

�)��� ����	����/ ��� ��� "
�	��
�� �
��������

(%

�)�� �� -�������� 	� �����.

�
�� f �
������ ��� [a, b] �� �����	 �� ��� ]a, b[� �� f(a) = f(b) 	�
�� �� ������ c ∈]a, b[ ��� ���
f ′(c) = 0.

(%

�)�� �� -�������� 	�
 
�����

�����
 ���
.

�
�� f �
������ ��� [a, b] �� �����	 �� ��� ]a, b[� 	�
�� �� ������ c ∈]a, b[ ��� ��� f(b) − f(a) =
f ′(c)(b − a).

� ����	
��� ��������

	�� ��������� ����������� ������������� �� �
��������

����� �
�	��
� �
�����%��

� ����
� ��

"	 �
����
� �
#	����
�� �
��� ln ��� �	 ���
����� �� x �−→ 1
x ��� ��	����� �� 1�

�
����� �� �
 ����
� 2 �� �������� ln ��� ���� �!
��� ��� R∗
+.

'
�������
 2 �� �������� ln ��� �������� ��� R∗
+.

�
���������
 2 �� �������� ln ��� �!����(�� ��� R∗
+ �� ����� ���* 3

∀x ∈ R∗
+, ln′(x) =

1
x

.

������� ��/ �
���� �� �
����� �� �
 ����
� 2

lim
x→0

ln(x) = −∞ �� lim
x→∞ ln(x) = +∞�

(������ �� �������
�� �� ���	
 2

)
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������ � < ��(���� �� ���������� �� ����! �� �� �������� ln

+�
���
�
� 2 �� �������� ln ��� ��� (�=������ �� R∗
+ ���� R.

3������ ������������ 2
ln(1) = 0 �� ln(e) = 1.

4�����
�� 2

∀x, y ∈ R∗
+, ∀α ∈ Q

ln(xy) = ln(x) + ln(y),

ln(
1
x

) = − ln(x),

ln(xα) = α ln(x).

����� �
�	��
� �/�
���������

� ����
� ��

"	 �
����
� ���
���������� �
��� exp ��� �	 �
����
� ������
��� �� ln

�
����� �� �
 ����
� 2 exp ��� �!
��� ��� R �� ��� � ������� ���� R∗
+.

 �� �!
������* �� �* ∀x ∈ R∗
+, ∀y ∈ R 3

exp(y) = x ⇐⇒ y = ln(x).

5
����
� 3 0� ����* ∀x ∈ R,
exp(x) = ex.

'
�������
 2 �� �������� exp ��� �������� ��� R.
�
���������
 3 �� �������� exp ��� �!����(�� ��� ���� R �� �� � 3

∀x ∈ R* exp′(x) = exp(x).

������� ��/ �
���� �� �
����� �� �
 ����
� 2

�+



lim
x→−∞ exp(x) = 0 �� lim

x→∞ exp(x) = +∞�

(������ �� �������
�� �� ���	
 2
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������ � < ��(���� �� ���������� �� ����! �� �� �������� exp

3������ ������������ 2

exp(0) = 1.

4�����
�� 2
∀x, y ∈ R* ∀α ∈ Q 3

exp(x + y) = exp(x) + exp(y),

exp(−x) =
1

exp(x)
,

exp(αx) = (exp(x))α.

����� �
�	��
�� �������	��

� ����
� ��

∀α ∈ R� 
� 	������ �	 �
����
� �����	��� α �	 �
����
� �
��� ��� fα �

fα : x �−→ xα = eα ln(x).

�
����� �� �
 ����
� 2 �� �������� ��������� �
����� α ��� �!
��� ��� R∗
+.

'
�������
 2 �� �������� fα ��� �������� ��� R∗
+.

�
���������
 2 �� �������� fα ��� �!����(�� ��� R∗
+ �� �� �!���!� ���� >������� �� �!��������

������!�? 3

∀x ∈ R∗
+* f ′

α(x) =
α

x
eα ln(x) = αxα−1.

������� ��/ �
���� �� �
����� �� �
 ����
� 2

limx→0 xα limx→∞ xα

α ∈] −∞, 0[ +∞ 0
α ∈]0,+∞[ 0 +∞

��



(������ �� �������
�� 2
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������ 	 < ��(���� �� ���������� �� ����! ��� ��������� ����������

����� '�
�����	�� 	
����
�� ��� "
�	��
�� ln� exp �� �������	��

+�
�
����
� �#

∀α > 0� 
� 	 �

lim
x→∞

ln x

xα
= 0

lim
x→0+

xα ln x = 0

lim
x→∞

ex

xα
= +∞�

4�������� ���* @��� ��������� ���������� �
��������� ��� �� ����������@ �� @�
�%����������� �
��7

����� ��� ��� ��������� ����������@�

	�	 ��������� ����
������

����� �
�	��
�� 	
����� �� �����

� ����
� �&

"�� �
����
�� �
����� �� ������ �
���� ����������
��� cos �� sin� �
�� �������� �
���� �� �
����
��
�����	 ��� C, S : R → R ������ ��� �

C ′ = −S, S′ = C,

C(0) = 1 �� S(0) = 0.

��



�
����� �� �
 ����
� 2 ��� ��������� cos �� sin ���� �!
���� ��� ���� R�

'
�������
 2 ��� ��������� cos �� sin ���� ��������� ��� R�

�
���������
 2  �� �!
������* cos �� sin ���� ���� ���!
������ �!����(��� ��� R �� �� � 3

cos′ = − sin �� sin′ = cos .

+����
 2 �� �������� cos ��� ����� �� �� �������� sin ��� ������� 3

∀x ∈ R* cos(−x) = cos x �� sin(−x) = − sin x.

+
��
��	��
 2 ��� ��������� cos �� sin ���� �!��������� �� ���� ������ �!����� ����������� ��������
2π :

∀x ∈ R* ∀k ∈ N* cos(x) = cos(x + 2kπ) �� sin(x) = sin(x + 2kπ).

(������/ �� �������
� �� ���	
� 2

����� cos �� sin ���� �!��������� �� �!����� 2π* �� ��8� �
!������ ��� ���% ��������� ���

�
���������� [−π, π] ��� �%������ "� ����* cos �� sin ���� �������������� ����� �� �������* ���� ��

�!���� �
���������� �
!���� � [0, π]. 0� �(����� ��� ��(����% �� ��������� �������� 3
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������ � < ��(���� �� ���������� �� ����! �� �� �������� cos
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������ � < ��(���� �� ���������� �� ����! �� �� �������� sin

�	



0� ������ ��� ��� ������� ��� ���% ��������� cos �� sin ���� �!����!� >���� 
����� � �� �? ��

��������!�� �
��� �� �
������ 0� � �� �A�� 3

sin(x +
π

2
) = cos(x) �� cos(x +

π

2
) = − sin x.

B�
�* �� � 3

cos(x + π) = − cos x �� sin(x + π) = − sinx.

3������ ������������ 2

0 π
6

π
4

π
3

π
2 π

cos 1
√

3
2

√
2

2
1
2 0 −1

sin 0 1
2

√
2

2

√
3

2 1 0

�
������ ����
�
�
������� 2

∀x ∈ R* cos 2x + sin 2x = 1

cos(a + b) = cos a cos b − sin a sin b

cos(a − b) = cos a cos b + sin a sin b

sin(a + b) = sin a cos b + cos a sin b

sin(a − b) = sin a cos b − cos a sin b

cos a cos b =
cos(a − b) + cos(a + b)

2

sin a sin b =
cos(a − b) − cos(a + b)

2

sin a cos b =
sin(a − b) + sin(a + b)

2

cos(2a) = cos 2a − sin 2a = 2cos 2a − 1 = 1 − 2 sin 2a

sin(2a) = 2 sin a cos a

cos 2a =
1 + cos(2a)

2
�� sin 2a =

1 − cos(2a)
2

����� �
�	��
�� ��������

� ����
� �*

"	 �
����
� �	�#����� �
��� tan ��� �	 �
����
� ������ �	� �

tan x =
sin x

cos x
.

��



�
����� �� �
 ����
� 2 3 �� �������� tan ��� �!
��� ���� ���� x ∈ R \ { (2k+1)π
2 , k ∈

Z} = ∪k∈Z
]kπ − π

2 , kπ + π
2 [>�� �������� �
��� �� �A�� ��� �!
��� ������� cos x = 0?�

'
�������
 2 �� �������� tan ��� �������� ��� �
�����(�� �� ��� ������� �� �!
�������
�
���������
 2 �� �������� tan ��� �!����(�� ��� �
�����(�� �� ��� ������� �� �!
��������� ��

� 3

∀x ∈ R \ {(2k + 1)π
2

, k ∈ Z}* tan′(x) =
1

cos 2x
= 1 + tan 2x.

+����
 2 �� �������� tan ��� ������� 3

tan(−x) =
sin(−x)
cos(−x)

=
− sinx

cos x
= − tan(x).

+
��
��	��
 2 �� �������� tan ��� �!�������� �� �!����� π :

tan(x + π) = tan(x).

������� ��/ �
���� �� �
����� �� �
 ����
� 2

∀k ∈ Z* lim
x

>→kπ+ π
2

tan(x) = −∞ �� lim
x

<→kπ+ π
2

tan(x) = +∞�

(������ �� �������
�� �� ���	
 2

����� �� �������� tan ��� �!�������� �� �!����� π �� �������* �� ���� �!����� ��� ����������

�
!���� � [0, π]� 0� � 3
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3������ ������������ 2
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3

tan 0
√
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�
������ ����
�
�
������� 2

��



tan(a + b) =
tan a + tan b

1 − tan a tan b

tan(a − b) =
tan a − tan b

1 + tan a tan b

tan(2a) =
2 tan a

1 − tan 2a

tan 2a =
1 − cos(2a)
1 + cos(2a)

����� �
�	��
�� 	��	������� �
	���
����

 ��� �!
��� �� �������� �!�������� �
��� ��������* �� ���� ��� �����7�� ���� �������� �� ��������*

�� ��� �
��� ��� �� ��� ��� ��������� ������������  ��� �!
��� ����� ��������� �!���������* �� ���� ����

����������� ��� ��������� ����������� � ��� ����������� ��� �������� ����� ���� ����������� ��������� ��

����������

� ����
� �, -�� 	��
���
 	� 	��������.

�"	 �
����
� sin ��� �
������ �� �������
��� 

�
�
�� ��� [−π
2 , π

2 ]� "	 �
����
� arcsin ��� ��	�&

����	��
� ������
��� �� �	  �%����
� sin : [−π
2 , π

2 ] → [−1, 1]. �� �	 �
�� arcsin : [−1, 1] → [−π
2 , π

2 ]
�� 
� 	 �

∀x ∈ [−1, 1]� arcsin x = y ⇐⇒ x = sin y �� y ∈ [−π

2
,
π

2
]�

�"	 �
����
� cos ��� �
������ �� �������
��� 

�
�
�� ��� [0, π
2 ]� "	 �
����
� arccos ���

��	�����	��
� ������
��� �� �	  �%����
� cos : [0, π] → [−1, 1]. �� �	 �
�� arccos : [−1, 1] → [0, π]
�� 
� 	 �

∀x ∈ [−1, 1]� arccos x = y ⇐⇒ x = cos y �� y ∈ [0, π]�

�"	 �
����
� tan ��� �
������ �� �������
��� 

�
�
�� ��� ]− π
2 , π

2 [� "	 �
����
� arctan ���

��	�����	��
� ������
��� �� �	  �%����
� tan :] − π
2 , π

2 [→ R. �� �	 �
�� arctan : R →] − π
2 , π

2 [ ��

� 	 �

∀x ∈ R� arctan x = y ⇐⇒ x = tan y �� y ∈] − π

2
,
π

2
[�

1������
� 2 0� � �� �������� 3

cos(arccos x) = x, ∀x ∈ [−1, 1],

���� �� �
� ��� ���=���� arccos(cos x) = x�
6/����� 2 x = −π

2 . 0� � 3 cos(−π
2 ) = 0 �� arccos(0) = π

2 �

0� ���� ����� �� �/�� �������� ���� arcsin �� arctan�

'
�������
 �� �
���������
 2

�� �������� arcsin ��� �������� ��� [−1, 1] �� �!����(�� ��� ] − 1, 1[* �� �!���!� 3

arcsin′(x) =
1

cos(arcsin x)
=

1√
1 − x2

.

��



�� �������� arccos ��� �������� ��� [−1, 1] �� �!����(�� ��� ] − 1, 1[* �� �!���!� 3

arccos′(x) =
1

− sin(arccos x)
= − 1√

1 − x2
.

�� �������� arctan ��� �������� �� �!����(�� ��� R* �� �!���!� 3

arctan′(x) =
1

1 + x2
.

+����
 2 ��� ��������� arcsin �� arctan ���� ���������
(������/ �� �������
� �� ���	
 2

�� �������� arcsin !���� �������* �� �
!����� ��� [0, 1]�
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arcsin(x)

������ ' < #���! �� �� �������� arcsin

0� !����� �� �������� arccos ��� �
�����(�� �� ���� ������� �� �!
������ [−1, 1]�

�'
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������ ; < #���! �� �� �������� arccos

�� �������� arctan !���� �������* �� �
!����� ���������� ��� [0,+∞[�
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������ ) < #���! �� �� �������� arctan

3������ ������������ 2

x 0 1
2

√
2

2

√
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2 1
arcsin x 0 π
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2
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	�� ��������� ����������
��

����� �
�	��
�� cosh� sinh �� tanh

� ����
� �� -�� 	��
���
 	� 	��������.

�"	 �
����
� �
����� �.��� 
������ �
��� cosh +
� �	��
�� ch, ��� �	 �
����
� ������ ��� R �	� �

cosh : R −→ R∗
+

x �−→ cosh x =
ex + e−x

2
.

�"	 �
����
� ����� �.��� 
������ �
��� sinh +�� �	��
�� sh, ��� �	 �
����
� ������ ��� R �	� �

sinh : R −→ R

x �−→ sinh x =
ex − e−x

2
.

�"	 �
����
� �	�#���� �.��� 
������ �
��� tanh +�� �	��
�� th, ��� �	 �
����
� ������ ��� R

�	� �
tanh : R −→ R

x �−→ tanh x =
sinh x

cosh x
= e2x−1

e2x+1 .

'
�������
 �� �
���������
 2

�� �������� cosh* sinh �� tanh ���� ��������� �� �!����(��� ��� R* �� �� � 3

cosh′ = sinh
sinh′ = cosh

tanh′ = 1 − tanh 2 =
1

cosh 2

+����
 2 �� �������� cosh ��� �����* �� �������� sinh ��� ������� �� �� �������� tanh ��� ��������
������� ��/ �
���� �� �
����� �� �
 ����
� 2

lim
x→−∞ sinhx = −∞ �� lim

x→∞ sinh x = +∞,

lim
x→−∞ cosh x = lim

x→∞ cosh x = +∞,

lim
x→−∞ tanh x = −1 �� lim

x→∞ tanh x = +1.

(������/ �� �������
� �� ���	
� 2

�)
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������ �� < ��(���� �� ���������� �� ����! �� �� �������� cosh

�+
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−1
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0
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1
tanh(x)

������ �� < ��(���� �� ���������� �� ����! �� �� �������� tanh

�
������ 2

cosh 2x − sinh 2x = 1

����� �
�	��
�� %7����
������ �
	���
���� arg sinh, arg cosh �� arg tanh

� ����
� �� -�� 	��
���
 	� 	��������.

�"	 �
����
� 	�#�
��� �� ����� �.��� 
����� ��� ��	�����	��
� ������
��� �� �	  �%����
� sinh :
R → R. �� �	 �
�� arg sinh : R → R �� 
� 	 �

∀x ∈ R� arg sinhx = ln(x +
√

x2 + 1)�

�"	 �
����
� 	�#�
��� �� �
����� �.��� 
����� ��� ��	�����	��
� ������
��� �� �	  �%����
�

cosh : R+ → [1,+∞[. �� �	 �
�� arg cosh : [1,+∞[→ R+ �� 
� 	 �

∀x ∈ [1,+∞[� arg cosh x = ln(x +
√

x2 − 1)�

�"	 �
����
� 	�#�
��� �� �	 �	�#���� �.��� 
����� ��� ��	�����	��
� ������
��� �� �	  �%��&

��
� tanh : R → ]−1, 1[. �� �	 �
�� arg tanh : ]−1, 1[→ R �� 
� 	 �

∀x ∈ ]−1, 1[� arg tanh x =
1
2

ln(
1 + x

1 − x
)�

'
�������
 �� �
���������
 2
�� �������� arg sinh ��� �������� �� �!����(�� ��� R* �� �!���!� 3

arg sinh′(x) =
1√

1 + x2
.

�� �������� arg cosh ��� �������� ��� [1,+∞[ �� �!����(�� ��� ]1,+∞[* �� �!���!� 3

arg cosh′(x) =
1√

x2 − 1
.

��



�� �������� arg tanh ��� �������� �� �!����(�� ��� ]−1, 1[* �� �!���!� 3

arg tanh′(x) =
1

1 − x2
.

3������
�� �� ���	
� 2

��� ��������� arg sinh* arg cosh �� arg tanh ���� ����������� ����������� ��� ���� �������� ��

�!
������ �����������
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argsinh(x)

������ �	 < #���! �� �� �������� arg sinh
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������ �� < #���! �� �� �������� arg cosh

��
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argtanh(x)

������ �� < #���! �� �� �������� arg tanh

� ������������	� �
�
	�� �	 ���
�����	�

"��� �� ���������� �� �� �������� � �������� ��� ��������� �
	�������* �
��� � ���� ������

�
�� ����� 3 �� ����!��������* �� ����� �� @��������� �
�� �����@�

� ����
� �� -���
��
��.

�� 	������ ��������� 	
�� �
�� x0 �
��� �	���� �� R ��� �
������ �� ������	��� 
����� �
����	��

x0�

�� 	������ ��������� 	� +∞ +����������
��� −∞, �
��� �	���� �� R ��� �
������ ��

������	��� �� �	 �
�
� ]A,+∞[ +����������
��� ] −∞, A[, 	��� A ∈ R�

�� ��� ������ �����
�
 ��� �
����
� �� ��������� 	
�� ����� ���� ������ �� �
����	#� ��

�
��� �	�� ������ �	 ��
������ ��� ��������

������ � "����
 a, b ∈ R, a < b

• �
�������� 
����� � ��
����

� �� 
� #���� ]a; b[= {x ∈ R, a < x < b}
• �
�������� ����� � ��
����

� �� 
� #���� [a; b] = {x ∈ R, a � x � b}
• �
�������� �����
����� � ��
����

� �� 
� #���� ]a; b] = {x ∈ R, a < x � b} �� [a; b[= {x ∈ R, a �
x < b}

��� �������� ������������ ������� �� ��
��������

��� �����$��� ������� ���� �� ������� ���� �������� ���% ��������� �� ��������� �
�� �����

���� ��� ������� �� �������� �!������(��* �������� �����!� �� �������� !�����������

�	



� ����
� �� -�������� �������
���� 	������ �� �����
�����.

�
�� I �� ������	��� �� R �� x0 �� ���
��� �� I 
� ����� �� ��� �����
���� +x0 �
��	�� '���

�#	� � ±∞,� �� �
������� ���� �
����
�� f �g : I\{x0} → R �

� �� ��� ��� f ��� �
��������� 	����� g �� ��������� 	� x0 ∈ I �� �� ������ �� �
����	#�

v(x0) �� x0 �� ��� �
����
� ε : v(x0)\{x0} → R ���� ��� �

∀x ∈ v(x0)\{x0}, f(x) = ε(x) g(x) �� lim
x→x0

ε(x) = 0.

�� �
�� 	�
�� f = ox0(g) �� 
� ��� ��� f ��� �� /����� o �� g 	� �
����	#� �� x0/�

� �� ��� ��� f ��� 	����
� ��� g �� ��������� 	� x0 ∈ I �� �

∃C > 0 �� ∃v(x0) �� �
����	#� �� x0 ���� ���

∣∣∣∣f(x)
g(x)

∣∣∣∣ � C, ∀x ∈ v(x0).

�� �
�� 	�
�� f = Ox0(g) �� 
� ��� ��� f ��� �� /#�	�� O �� g 	� �
����	#� �� x0/�

� �� ��� ��� f �� g ���� 
����������� �� ��������� 	� x0 �� f − g = ox0(g).
�� �
�� 	�
�� f �

x0

g�

B� ��������* �� ��������� ������� �� ����������� ���������

+�
�
����
� �� -�
�
�����

����.

�� f
g ��� ������ �	�� �� �
����	#� �� x0 +�	�� ����������
��� �� x0,� 	�
�� 
� 	 �

f = ox0(g) ⇐⇒ lim
x→x0

f(x)
g(x)

= 0

��

f �
x0

g ⇐⇒ lim
x→x0

f(x) − g(x)
g(x)

= 0 ⇐⇒ lim
x→x0

f(x)
g(x)

= 1.

�������� � $� ���
 ��� �% f
g ����
 	�� ������ ���� �� ��������� �� x0 ��
 
�������
 �&��
� ��� ���
� (yn)n�0


�

� ��� ∀n ∈ N� g(yn) = 0 �
 yn →
n→∞ x0�

'���
 
� ��� 	�� �&��	
� 
������ g(x) = cos( 1
x−x0

)� (� �)�
� 
� ������� ������
� �� 
��
 	���
 (2k+1)π
2 , k ∈

Z, ���� g ������
� �� 
��
 	���
 �� 
� #���� x0 + 2
(2k+1)π , k ∈ Z �
 x0 + 2

(2k+1)π →
k→∞

x0�

�������� � Fonctions négligeables

• ∀α > 0, ln x = o∞(xα) �� ��������� �� +∞� (� �)�
� lim
x→∞

ln x

xα
= 0�

• ∀α, β ∈ R2 
�
� ��� α < β, xα = o∞(xβ) �� ��������� �� +∞� (� �)�
� lim
x→∞

xα

xβ
= lim

x→∞xα−β = 0�

• ∀α, β ∈ R2 
�
� ��� α > β, xα = o0(xβ) �� ��������� �� 0� (� �)�
� lim
x→0

xα

xβ
= lim

x→0
xα−β = 0�

Fonctions dominées

• ∀α > 0, ∀k > 0, xα = O(k xα) �� ��������� �� 
��
 x0 ∈ R� (� �)�
� ∀x ∈ R,

∣∣∣∣ xα

k xα

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣1k
∣∣∣∣ ��*����.

• �� �+��� ∀α > 0, ∀k > 0, k xα = O(xα) �� ��������� �� 
��
 x0 ∈ R� (� �)�
� ∀x ∈ R,

∣∣∣∣k xα

xα

∣∣∣∣ = |k|
��*����.

��



Fonctions équivalentes
• ���
 f : x �−→∑n

k=p akxk ���� p � n� ,
���� f(x) �
0

apx
p �
 f(x) �±∞ anxn.

+�
�
����
� ��

•
f = o(g) =⇒ f = O(g) >�?

•
f � g =⇒

{
f = O(g)
g = O(f)

>�?

���

������

 � -��� �����
��� 
� 	��	���
���� �� �� ��������� 	�� ���
��� 
� ����

�
 ������
 �

"� ��� #���
��� f : I → R ����
 ��� 
���
� ���� �� x0, �
��� f ��
 ������ �� ��������� �� x0.  .!

(� �)�
� ���
 x0 �� �
����
 �� 
���
����

� I �� 
���� �� ��� �&
����
��� �
 ���
 l ∈ R 
�
 ���
lim

x→x0
f(x) = l�

��� 
� x0 ∈ R �

lim
x→x0

f(x) = l ⇐⇒ ∀ε > 0, ∃δ > 0 
�
 ��� ∀x ∈ Df \ {x0}, |x − x0| � δ =⇒ |f(x) − l| � ε

=⇒ ∃δ > 0 
�
 ��� ∀x ∈ Df \ {x0}, |x − x0| � δ =⇒ |f(x) − l| � 1

��
|f(x)| � |f(x) − l|+ |l|

���� �

∃v(x0) =]x0 − δ, x0 + δ[ �� ��������� �� x0 
�
� ��� |f(x)| � 1 + |l| , ∀x ∈ v(x0)
⇐⇒ f ������ �� ��������� �� x0�

��� 
� x0 ∈ {−∞, +∞} � ������
��
��� ���
���� 
������ �� 
��
����

�������� � 	�����
 � 
� ������
��
��� ��  /! �
 ��  0!�

������ �� ��� � �� � � f = o(g) ⇐⇒ limx→x0
f(x)
g(x) = 0 �� ��� ���	���  .! ��	
���� ��� f

g ������ ��

��������� �� x0 �� ��� ��
 
� �����
��� �� f = O(g)�
������ �� ��� � f � g ⇐⇒ limx→x0

f(x)
g(x) = 1 ���� f(x)

g(x) ������ �� ��������� �� x0 ⇐⇒ f = O(g)� ��

#��
 �� �+�� 	��� g = O(f) 	������ f � g ⇐⇒ limx→x0
g(x)
f(x) = 1�

0� ���� ��������� ����C ���������� ��� ��������� ��������(���* �����!�� �� !����������� �� ���� ��

��������� ������������ �� !������������ 0� � �� �A�� ��� ������������ ��������� 3

+�
�
����
� �# -����
����
 
�� ��
 ��������
 �������
���
 �� 	������
.

�
���� f, g, h, u, v �����
����
�� ������� 	� �
����	#� �� x0 ∈ R�

• �������� �

{
f = o(g)
h = o(g)

=⇒ f + h = o(g),
{

f = O(g)
h = O(g)

=⇒ f + h = O(g)

!������
� � �	� �
����� f = o(g) �� u = o(v) � f + u = o(g + v).

��



• �	
���
������� ��
 	� ���
��
�: �
�� k ∈ R∗,

f = o(g) =⇒ kf = o(g), f = O(g) =⇒ kf = O(g)

• �
��	�� �

f = o(g) =⇒ hf = o(hg), f = O(g) =⇒ hf = 0(hg),

��{
f = o(g)
u = o(v)

=⇒ fu = o(gv),
{

f = O(g)
u = O(v)

=⇒ fu = O(gv),
{

f = O(g)
u = o(v)

=⇒ fu = o(gv),

•{
f = O(g)
g = O(h)

=⇒ f = O(h),
{

f = O(g)
g = o(h)

=⇒ f = o(h),
{

f = o(g)
g = O(h)

=⇒ f = o(h),

• ����������� � �
���� �{
f = ox0(g)
limx→y0 h = x0

=⇒ f ◦ h = oy0(g ◦ h),
{

f = Ox0(g)
limx→y0 h = x0

=⇒ f ◦ h = Oy0(g ◦ h).

!������
� � �� ������	� ��� �	�� 	��� �	 �

�
����
� � #	�����

+�
�
����
� �& -����
����
 
�� ��
 ��������
 �����
�����
.

�
���� f, g, h, u, v ��� �
����
�� ������� 	� �
����	#� �� x0 ∈ R�

• �����
�� �� �
���������� � �� f �� g �� ��	������� �	� 	� �
����	#� �� x0� 	�
�� �

f � g ⇐⇒ g � f, ��

{
f � g
g � h

=⇒ f � h.

• �������� � �� ��	 �	� �� ��
�� ��	�����
���� ��� �����	����� 0 0 0 f � g �� u � v � f +u � g+v.
• �
��	�� � {

f � g
u � v

=⇒ fu � gv

• �	������ � {
f � g
u � v

=⇒ f

u
� g

v

• �	������� � ���� α ∈ R

f � g =⇒ fα � gα


1 fα : x �−→ (f(x))α

• ����������� � �
���� � {
f �x0 g
limx→y0 h = x0

=⇒ f ◦ h �y0 (g ◦ h),

!������
� � �� ������	� ��� �	�� 	��� �	 �

�
����
� � #	�����

��



B� ��������* �� ������� ������� ��� ��������� !����������� ���� �������� ��� �������� 0� � �� �A��

��� �!������� �������� 3

+�
�
����
� �*

•
lim

x→x0

f(x) = L ∈ R∗ =⇒ f �x0 L 
1 L : x �−→ L

• {
f �x0 g
lim

x→x0

f(x) = L =⇒ lim
x→x0

g(x) = L.

��	 �������������� �������

4��$� ����� ������! � �������� ���% ��������� �� ��������� �
�� �����* �� �� �
���!������ � ��

����������� ����� ��� �������� f �� �� ���,���� �� ��������� �
�� ����� 3 �� ������� ���� 1� ��

������ �� �!����������� �����!�

� ����
� �,

� �
�� x0 ∈ R� I �� ������	��� �� R �� f : I�{x0} → R� �� ��� ��� f �	��� �� 	
��������

���� �����
 � �
��	�� n �� x0� 
� 	� �
����	#� �� x0 �� �� ������ �� �
�.�2
� Pn �� ��#�� � n
�� � �
�3������ ����� �� �� �� ������ ε : I → R ���� ���� 	� �
����	#� �� x0 +������� ����������
���

�� x0, �
f(x) = Pn(x − x0) + (x − x0)nε(x) 	��� lim

x→x0

ε(x) = 0.

� �
�� x0 ∈ {−∞,+∞} ���  
��� �� ��������	��� I� �� ��� ��� f : I → R �	��� ��

	
����������� �����
 � �
��	�� n �� x0 ∈ {−∞,+∞} �� �� ������ �� �
�.�2
� Pn ��

��#�� � n �� � �
�3������ ����� �� �� �� ������ ε : I → R ���� ���� 	� �
����	#� �� x0 +�������

����������
��� �� x0, �

f(x) = Pn(
1
x

) +
1
xn

ε(x) 	��� lim
x→x0

ε(x) = 0.

�������� � 1��� 
� ���
� �� ��
��� �� #�2�� ������� 1$n(x0) � 
� 	
��� �� 3����
�		����
 
���
� � 
������
n �� x03�

�������� � �� 	����� 
��*���� �� ������� � �� 1$ �� 0 ���� 
� ���������
 �� ������
� y = x − x0 ��
x0 ∈ R∗ �
 y = 1

x �� x0 = ±∞�

�������� � 1��� ���
���� 
������ ���� 
�������4 ���� 
� �����
���

f(x) = Pn(x − x0) + ox0((x − x0)n)

�� 
��� �� f(x) = Pn(x − x0) + (x − x0)nε(x)� (� �)�
� lim
x→x0

(x−x0)
nε(x)

(x−x0)n = lim
x→x0

ε(x) = 0 ���� (x −
x0)nε(x) = o((x − x0)n)�

(%

�)�� �� -�������.

�� f 	�
�� �� -"n(x0) 	�
�� �� ��� ������� ����� � ���� ��� �� �
���� (Pn, ε) ��� �������

�'



"��� �� �����* �� ������ Pn = Pn(f).
�� ����������� �������� ��� ��� ����!������ ���!����� �� �� �!
������ �� ����� ��� ����������

��8������ � �
�%������� �
�� "��

+�
�
����
� ��

•�� f 	�
�� �� -"(x0)� 	�
�� f 	�
�� ��� ��
��� ���� �� x0 �� �

lim
x→x0

f(x) = Pn(0).

-	�� �� �	� 
1 f ��� ������ �� x0 �� ����� ��� f(x0) = Pn(0)� ���	 ��	���� �	 �
�������� �� f ��

x0.
•�� f 	�
�� �� -"n(x0) 	��� n � 1 �� �� f ��� �
������ �� x0� 	�
�� f ��� �����	 �� �� x0 �� �

f ′(x0) = P ′
n(0)�

�������� � ,

��
���� ���� �� �� ������
��� 	�� ��& �������� � 
������ ��	������ �� ���
 � 2�

���

������

 � "� f ����
 �� 1$(x0)� �
���

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

(Pn(x − x0) + (x − x0)nε(x)) = lim
x→x0

(Pn(x − x0)) = Pn(0).

"� �� 	
�� f ��
 ������ �� x0 �
 f(x0) = Pn(0), �
��� limx→x0 f(x) = f(x0). (� 	����
 �

Pn(x) =
n∑

k=0

akxk �� � Pn(0) = a0.

1����

lim
x→x0

f(x) − f(x0)
x − x0

= lim
x→x0

f(x) − a0

x − x0
= lim

x→x0

∑n
k=1 ak(x − x0)k

x − x0
= lim

x→x0

(
a1 +

n∑
k=2

ak(x − x0)k−1

)
= a1

���% f �������
� �� x0 �
 f ′(x0) = a1 = P ′
n(0).

0� �� ���������� �������� ��� ��������� ��8����� ���� ��
��� �������� ������� �� "� �

�
����� n�

(%

�)�� �� -������� 	� �
���� !����.

�
�� f : I → R ��� �
����
� �� ��	��� Cn ��� I� n ∈ N� �
�� x0 ∈ I� !�
�� f 	�
�� �� -"n(x0)
�� 
� 	 �

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x − x0) +
f ′′(x0)

2!
(x − x0)2 + ... +

f (n)(x0)
n!

(x − x0)n + (x − x0)nε(x)

=
n∑

k=0

f (k)(x0)
k!

(x − x0)k + (x − x0)nε(x)

	��� limx→x0 ε(x) = 0.

���������� ��� �������� ��!������� �����(��� ��� ��� "�* �� ������� �� �� ����������� ���������

�;



+�
�
����
� ��

• �
�����	
� � �� f 	�
�� �� -"n(x0) 	�
�� f 	�
�� �� -"k(x0) 	��� k ∈ {0, 1, ..., n}, �� Pk(f)
��� �	 ��
��	���� �� Pn(f) � ��
���� 4�

• ����� �� �	
���
������� ��
 	�� ��������� �

�� f, g 	�
������ �� -"n(x0)� 	�
�� �
�� �
�� λ ∈ R� λf+g 	�
�� �� -"n(x0) 	��� Pn(λf+g) =
λPn(f) + Pn(g).

• �
��	�� �

�� f, g 	�
������ �� -"n(x0)� 	�
�� fg 	�
�� �� -"n(x0)� Pn(fg) ��
 ���	�� �	� ��
��	����

�� Pn(f)Pn(g) � ��
���� n.

• ����������� � 
� �� �	
��� � �� -" �� 0 �	� ��	�#�
��� �� �	��	 ��

�� f : I → R �� g : J → I 	�
������ �� DLn(0) �� �� g(0) = 0� 	�
�� f ◦ g 	�
�� �� DLn(0) ��
Pn(f ◦ g) ��
 ����� �� ��
���	�� Pn(f) ◦ Pn(g) 	� ��#�� n�

• �����
����� �

�
�� I �� ������	��� �� R �� x0 ∈ I� �� f : I → R �
������ ��� I �� 	�
�� �� -"n(x0) �� �.�� �

f(x) =
n∑

k=0

ak(x − x0)k + (x − x0)nε(x),

	�
��� �
��� ���
����� F �� ��� I 	�
��� �� -"n+1(x0) �

F (x) = F (x0) +
n∑

k=0

ak

k + 1
(x − x0)k+1 + (x − x0)n+1ε(x).

• ��
������� �

�
�� I �� ������	��� �� R �� x0 ∈ I� �� f : I → R ��� n � 2 �
�� �����	 �� �� x0 �� 	�
�� ��

-"n(x0) �� �.�� �

f(x) =
n∑

k=0

ak(x − x0)k + (x − x0)nε(x),

	�
�� f ′ 	�
�� �� -"n−1(x0) :

f(x) =
n∑

k=1

kak(x − x0)k−1 + n(x − x0)n−1ε(x).

!������
� � ���.�
����� f n � 2 �
�� �����	 �� �� x0 ��� ������	��� 0

0� ������ !�������� �� �!������ ������� ��� ���� /��� ����� �� �������� 3

+�
�
����
� ��

�� f 	�
�� �� -"n(x0) 	�
�� �
& �� f ��� �	���� Pn(f) ��� �	��� ����� � ���� ����� ��	 ��� ��� �����	���� �	�����
& �� f ��� �
�	���� Pn(f) ��� �
�	��� ����� � ���� ����� ��	 ��� ��� �����	���� �
�	�����

0� ���� !�������� �� ������ ��� �!������������ �����!� ���� ������� ��� �������� !����������

� ��� ������

�)



+�
�
����
� ��

�� f 	�
�� �� -"n(x0) 	��� x0 ∈ R∪{−∞,∞}, 	�
�� f ��� �����	����� �� x0 	� ���
��� ���
�

�
� ��� �� �
� -" �

x0 ∈ R : f(x) = ap(x − x0)p + ... + (x − x0)nε(x) 	��� p 
= 0 =⇒ f(x) ∼
x0

ap(x − x0)p

x0 ∈ {−∞,∞} : f(x) = ap

xp + ... 	��� p 
= 0 =⇒ f(x) ∼
x0

ap

xp

� ��	����	
��

 �� !��������� �� "������

����� �
 ����
� �� ��
���
�
�

-� �%���� ��������� ����$��� �
���!���� ��� ��������� �
���!������� ��!����!� ���� �� ����� ���

�
���!������� �� .������� "��� �� ������� �����* �� �!
��� �
���!����� �
��� �������� �� ��������*

����* ��� ������� � �� ������* �� �!
��� �
���!����� �
��� �������� �������� ��� �������%�

0� ��������� ���� �
�(��� �������� �(=��� ������ ���� �� ������

� ����
� �# -
��	���
���.

�
�� [a, b] �� ������	��� ���
�  
���� �� R�
�� 	������ ���	������� 	� [a, b] �
��� �	
���� ���� (xi)i=1:n 	��� n � 1 ����� ��� �

a = x0 < x1 < ... < xn−1 < xn = b.

"� ��� 	
��� ���	������� ��� �	 ��	����� � max
i=1:n

(xi − xi−1).

� ����
� �& -�������� �� �
�
����.

�
�� f : [a, b] → R� �� ��� ��� f ��� ��� �������� �� �������� �� �� ������ ��� �� ������
� σ =
(xi)i=1:n �� [a, b] ����� ��� f �
�� �
���	��� ��� ��	��� ������	��� 
����� ]xi, xi+1[, i = 0 : n − 1.
-	�� �� �	�� 
� ��� ��� σ ��� �	���
� f �

"��� �� �����* �� ������ E(a, b) �!�������� ��� "
�	��
�� �� ��	����� ��� [a, b].

� ����
� �* -������
�� 	���� �������� �� �
�
����.

�
�� f ��� �
����
� �� ���	���� ��� [a, b]. �
�� σ = (xi)i=1:n ��� �� ������
� �� [a, b] 	�	���� �
f � �� 	������ ���
����� 	� f ��� [a, b] �� 
� �
��

∫ b
a f(x)dx �	 ��	�����

∫ b

a
f(x)dx :=

n∑
i=0

(xi − xi−1)fi


1 fi ��� �	 �	���� ����� �	� f ��� ]xi−1, xi[.

�������� � $� ����
�
�
∫ b

a
f(x)dx ��
 ����	�����
� �� 
� ����������� σ�

	+



�������� � �� ��
��� ������

∫ b

a
f �� 
��� ��

∫ b

a
f(x)dx�

0� ������� ���������� � �!
��� �
���!����� �
��� �������� �������� ��� �������%�

� ����
� �, -�������� �������� �
� �����
�".

�
�� f : [a, b] → R� �� ��� ��� f ��� ��� �������� �������� ��� �������� �� �� ������ ���

�� ������
� σ = (xi)i=1:n �� [a, b] ����� ��� f|]xi,xi+1[ �
�� �
������ �
�� �
�� i = 0 : n − 1.

 ��� �!
��� �
���!����� �
��� �������� �������� ��� �������%* �� ������� � ��������� �� ��������

��� ��� ��������� �� �������� ���� ���������� �
���!����� �� .������ � !�! �!
��� ��!�!��������

(%

�)�� ��

�
�� f : [a, b] → R ��� �
����
� �
������ �	� 

���	��. 5
�� �
�� ε > 0� �� ������ ���� �
����
��
�� ���	���� gε �� hε ������ ��� �

gε � f � hε �� hε − gε � ε�

4 ������ �� ��* �� ���� �!
��� �
���!����� �
��� �������� �������� ��� �������% �� ������� ���

�� ��������� �� �������

(%
���0� ����
� #� -������
�� 	���� �������� �������� �
� �����
�".

�� f ��� ��� �
����
� �
������ �	� 

���	�� ��� [a, b]� 	�
�� �� ������ ���� ������ (gn)n �� (hn)n
�� �
����
�� �� ���	����� ������ ��� �

∀x ∈ [a, b], |gn(x) − f(x)| � hn(x) �� lim
n→∞

∫ b

a
hn(x)dx = 0.

"	 ����� (
∫ b
a gn(x)dx)n �
����#� 	�
�� ���� ��� ��
��� ��������	��� ��� ������ (gn)n �� (hn)n�

6���� ��
���� �
���
∫ b
a f(x)dx ��� �
���
����� 	� �� �������� f ��� [a, b].

�
���!����� �� .������ � ��� ������!�!� ����������

+�
�
����
� #�

�
���� f � g : [a, b] → R ���� �
����
�� �
������� �	� 

���	�� ��� [a, b]�

• 7��	��
� �� 6�	���� � ∀c, d, e ∈ [a, b],

∫ d

c
f +

∫ e

d
f =

∫ e

c
f,

• 
����
��� � ∀λ ∈ R, ∫ b

a
λf + g = λ

∫ b

a
f +

∫ b

a
f,

• ���������� �

f � 0 =⇒
∫ b

a
f � 0,

• �
�������� �

f � g =⇒
∫ b

a
f �

∫ b

a
g.

	�



• ∣∣∣∣
∫ b

a
f

∣∣∣∣ �
∫ b

a
|f |

• )��#	���� �� 6	���.&���8	��9 �

(∫ b

a
fg

)2

�
(∫ b

a
f2

)(∫ b

a
g2

)
.

����� +��������� �� 	��	��� �!���
������

�� ������ �� ��������� �� �������� ��� ���������� �� ����� ���� �� ������ �
���!�������

� ����
� #� -���������.

�
�� f : I → R� �� 	������ ���
����� �� f ��� I �
��� �
����
� F : I → R �����	 �� ����� ���

F ′ = f ��� I�

+�
�
����
� #�

�� F ��� ��� ���
����� �� f ��� I� 	�
�� �
���� ��� ���
������ �� f ��� I �
�� �� �	 �
�
�

F + c, c ∈ R.

(%

�)�� #�

�
�� f : [a, b] → R ��� �
����
� �
������ ��� [a, b]�
"	 �
����
�

F : [a, b] → R

x �−→ ∫ x
a f(y)dy

��� �����	 �� ��� [a, b] �� ����� ��� ∀x ∈ [a, b], F ′(x) = f(x) : ����� �	 ���
����� �� f ��� [a, b] ���
��	����� �� a.

 ��� �������� ��� ���!�����* �� ������� ��� 3 ��!��$��� ���������� ���������
(%

�)�� ##

�
�� f : [a, b] → R ��� �
����
� �
������ ��� [a, b] �� F : I → R ��� ���
����� �� f ��� [a, b]. ��
	 	�
�� � ∫ b

a
f(x)dx = F (b) − F (a).

"	 ��	����� F (b) − F (a) ��� �#	��
��� �
��� [F (x)]x=b
x=a.

(%

�)�� #& -��
������� 	� �
��
���.

�
�� ϕ : [a, b] → R ��� �
����
� �� ��	��� C1 �� f : ϕ([a, b]) → R ��� �
����
� �
������� !�
�� �

∫ b

a
f(ϕ(y))ϕ′(y)dy =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)
f(x)dx.

�� 	 �:����� �� ��	�#�
��� �� �	��	 �� � x = ϕ(y)�

	�



(%

�)�� #* -#�����
���� �
� �
����.

�
�� f, g : [a, b] → R �� ��	��� C1 ��� [a, b]. �� 	 �

∫ b

a
f(x)g′(x)dx = [f(x)g(x)]x=b

x=a −
∫ b

a
f ′(x)g(x)dx.

 �	 !��������� ������������

D����
� ��!����* �� � �!
�� �� ��
!���� �
���!����� ��� �� ���������� ����! (���! [a, b] �
���
�������� �������� ��� �������% ��� ��� ����������� 0� �� ���������� �������� � ������ �� ����

� �
���!�����
∫ b
a f(x)dx ������� a �� b ∈ {−∞,+∞} �� ������� f �
��� ��� �!
��� ��� [a, b] ����

��������� ��� ]a, b[�

� ����
� #, -�������� ���
������ ������
���.

�
�� I �� ������	��� �����
���� �� R �� f : I → R�

�� ��� ��� f ��� �
�	��
��� ����#�	 �� ��� I �� f ��� ����#�	 �� ��� �
�� ������	��� ���
�  
���
[a, b] ⊂ I�

B� ��������* �� ��������� �� �!������ ������� 3

f �������� ��� �� ���������� I =⇒ f ���������� ���!���(�� ��� I.

� ����
� #� -������
�� 	� f.

�
�� f : [a, b[→ R �
�	��
��� ����#�	 �� 	��� −∞ < a < b � +∞� �
�� F : x ∈ I �−→ ∫ x
a f(x)dx.

�� l = lim
x→b
x<b

F (x) ������ �� ��� ����� 
� ��� ��� �
���
����� �
�
�����
�
∫ b
a f(x)dx �������� ��


� �
��
∫ b
a f(x)dx = l.

-	�� �� �	� �
���	���� 
� ��� ��� �
���
����� �
�
�����
�
∫ b
a f(x)dx 	�������

�������� � 
������ f ��
 ��� #���
��� 
���
����
 ��
�����
� ��� ]a, b] ���� −∞ � a < b < +∞� �� �����


�� �+��
∫ b

a f(x)dx = lim
x→a
x>a

∫ b

x f(x)dx 
������ ��

� 
���
� �&��
��
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+�
�
����
� &�

• �� f : [a, b[→ R ��� �
������ ��� [a, b[ �� �� lim
x→b

f(x) ������ �� ��� ����� 	�
��
∫ b
a f(x)dx �
����#��

• �
�� f : [a, b[→ R ��� �
����
� �
�	��
��� ����#�	 �� ��� [a, b[ 	�
�� �

∫ b

a
|f(x)| dx �
����#� =⇒

∫ b

a
f(x)dx �
����#�

		



• �����
�
�� �� ������� �

�
�� α > 0 : ∫ ∞

a

dx

xα
�
����#� ⇐⇒ α > 1∫ a

0

dx

xα
�
����#� ⇐⇒ α < 1.

• �����
����� �� ��������� ���������

�
���� f, g : [a, b[→ R ���� �
����
�� �
������� �
�	��
��� ����#�	 ��� ��� [a, b[ ������ ��� f � g�
!�
�� � ∫ b

a
g(x)dx �
����#� =⇒

∫ b

a
f(x)dx �
����#�∫ b

a
f(x)dx �����#� =⇒

∫ b

a
g(x)dx �����#�

• ��	���
���� �

�
���� f : [a, b[→ R �
�	��
��� ����#�	 �� ��� [a, b[ �� � �	����� �
�������� �
�� g : [a, b[→ R

�
�	��
��� ����#�	 �� ��� [a, b[� !�
�� �

g = Ob(f) ��
∫ b

a
f(x)dx �
����#� =⇒

∫ b

a
g(x)dx �
����#�

f �
b

g =⇒
∫ b

a
f(x)dx ��

∫ b

a
g(x) �
�� �� 
'
� �	���� +�
����#����� 
� �����#�����,

• ���
� � !"�
 �

�
���� f, g : [a, b[→ R ���� �
����
�� �
������� �
�	��
��� ����#�	 ��� ��� [a, b[ ������ ��� �
(i) f ��� ����
���	��� �� limx→∞ f(x) = 0
(ii) �� ������ M > 0 ��� ��� ∀x ∈ [a, b[,

∣∣∫ x
a g(x)dx

∣∣ � M.

!�
��
∫ b
a f(x)g(x)dx �
����#��

	�
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