FEUILLE DE TD 1 - ANALYSE
2008-2009

LIMITES, CONTINUITE ET DERIVABILITE

Exercice 1

1. Montrer que

lim a® =0et lim (V2?2 —-1—2x)=0.

T—00 T—00

2. Démontrer maintenant ces résultats en utilisant la définition (avec le ) de la limite.

Calculer les limites :
e’ —1 22 —1+x . Ve—1-1

2. lim ——— 3. lim

S R sl T =2 /20 +5—3
- 1
4. lim 5. lim (m(l + %) sin(l n 2))

z—0 tan 3x z—0

Soit f une fonction définie et continue sur [0, 1] et telle que f(][0, 1]) C [0, 1].

1. Montrer qu'il existe au moins un réel zo € [0, 1] tel que f(xg) = xo.

2. Supposons de plus que f est dérivable sur ]0,1[ et que pour tout = €]0, 1], on ait
|f'(x)] < 1. Montrer alors que le réel zy est unique.

Exercice 4

En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que la limite suivante existe et
calculer sa valeur :
. 1 1
lim ((z + 1)es+1 — zex).

T— 00

Reégle de ’Hospital

1. Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b] et dérivables sur ]a, b], ¢’ ne s’annulant
en aucun point de |a, b[.
Montrer qu’il existe ¢ €]a, b| tel que :




2. Soit zg € Ja,b[ et f ,g : [a,b] — R deux fonctions continues en x et dérivables sur
Ja,b[\{xo}, ¢’ ne s’annulant en aucun point de |a, b[\{zo}. Soit [ € R.

(s 57 =1) = (im0 =)
x—sinz oz wcosw

1 "—1
%(n21), . : )
x x xr —sinz

Montrer que :

3. Application : calculer les limites en 0 de

FONCTIONS USUELLES

Exercice 6

1. Exprimer tan(a £ b) en fonction de tana et de tanb (lorsque ces quantités existent).
2. Exprimer tan(2a) en fonction de tana.

3. Trouver la valeur exacte de tan(Z) en vous aidant de la relation montrée en question

2.

0|3

4. De la méme maniére, trouver la valeur exacte de tan().

Exercice 7

1. Donner l'expression de arctan(tan(z)) en fonction de z. Attention a bien considérer
tous les cas!

2. A T'aide d’une des relations de l’exercice précédent, exprimer arctanx + arctany en
fonction de z et de y.



INDICATIONS POUR LA FEUILLE DE TD 1 - ANALYSE
2008-2009

LIMITES, CONTINUITE ET DERIVABILITE

Exercice 1| Pas d’indication.
Exercice 2

1. Utiliser la définition de la dérivée d’une fonction.

2. Factoriser le numérateur

3. Multiplier dénominateur et numérateur par la quantité conjuguée.

4. Utiliser certaines limites connues comme lim 322 = 1 et lim 882 = 1,
x—0 x—0

5. Utiliser le théoréme d’encadrement

Exercice 3

1. Utiliser le théoréme des valeurs intermédiaires.

Exercice 4
Considérer la fonction z — zer
Appliquer le théoréme des accroissements finis entre z et x + 1.
Appliquer ensuite le théoréme des gendarmes pour calculer la limite.

Exercice 5
1. Utiliser le théoréme de Rolle.

FONCTIONS USUELLES

Exercice 6

1. Développer et ne faire apparaitre que des cos et des tan en utilisant la relation sin =
tan X cos.

2. Utiliser les résultats de la question précédente.

3. Utiliser la relation de la question 2 avec a = %.
Trouver les racines du polynéme X2 + 2X — 1.

Montrer que tan(%) est racine du polynéme X? 42X — 1.



Exercice 7

1. Utiliser le cercle trigonométrique.

2. Calculer d’abord tan(arctan z + arctany)



FEUILLE DE TD 2 - ANALYSE
2008-2009

EQUIVALENTS, DEVELOPPEMENT LIMITES, INTEGRATION ET INTEGRALES
GENERALISEES

Exercice 1

Soit F': x — flx eﬁdy. On veut montrer que : F' ~ .
+o00

1
Pour cela, on considére la fonction f:y+—— eT™v — 1 — i

1. Donner le développement limité a l'ordre 3 au voisinage de 0 de la fonction x —— eTe
et en déduire un équivalent de f quand y tend vers +oc.

2. Montrer alors que f;roo f(y)dy converge.

3. Montrer ensuite que F' ~ x
+oo

Exercice 2

1. Montrer que l'intégrale suivante converge.

+oo 1
/ dx.
0 1 + Q?3

Trouver ensuite une primitive de z —— # et en déduire la valeur de 'intégrale.

2. Vn € N, on note :

I, = /2 sin" (y)dy.
0

Calculer la valeur de I,, en fonction de n.
3. En utilisant le changement de variable y = /e* — 1, calculer toutes les primitives de :

T

e
(1+er)Ver —1

X —

On consideére la fonction f définie par :
f: [—%, i] — R
T In(1+x)

—— arctan (H—I)

1. Calculer le développement limité a 'ordre 4 au voisinage de 0 de la fonction f.



2. Montrer que f admet une réciproque f~! sur [—}1, }1]

3. On admet alors que f~! admet un développement limité & tout ordre au voisinage de
0. Calculer le développement limité a I'ordre 4 autour de 0 en utilisant le résultat de

la question 1.
On considére la fonction f définie par :

f:|-mr] — R
T — {%_snllmSlx#O

Osiz=0

1. Donner le développement limité a ’ordre 4 de f au voisinage de 0.

2. En déduire que f est continue et dérivable en 0 et donner la valeur de f/(0).

3. Montrer que f est de classe C' sur | — 7, 7[.

Exercice 5

Donner le développement limité a ’ordre 4 au voisinage de 0 de la fonction f définie sur
un voisinage V' de 0 et telle que :
{ Ve eV, f'(x) =tan(z + f(x))
f(0) =7
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