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�� ��
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�� � � � � � � � � � � � � � � � �

����� #�	
�	�
 �
 ���
����	�	�
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $

� �
���
��� �� ��	��� ����� �

��� �����	�
� �
 �%� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %
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 �	*��

�	
��
 
�� �

 �����	�
 �����
� ��� �
� ���	��
� ���

 +�
��	�
, ��
�� ! �	�


�

 �����	�
 �
 �� +���
 -

y(p)(t) = F (t, y(t), y′(t), ..., y(p−1)(t)),

�. F 
�� �

 +�
��	�
 ��

��
��
�

� 
�
 �	
��	�
, y(n) 
�� �� ���	��
 nième �
 y 
� p ∈ N
∗ 
�� ���
��

����� �� ���
���
��.
 �
� �
 ��� ��
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 ����	
, �
 

 ��	
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 �����0 �����	�
� �	*��

�	
��
� �	�
� 1�	
��	�
�1, ��
�� ! �	�
 



��������
� ��
 �
� �
��
� �
 �� +���
 an(t)y(n)(t) 
� b(t)� 2
 �
��� ���	� 
�� ����� ���+�	� ����	3�

�
 ��


� ��
0��
��	�
 �
��/�	��
 �
� �����	�
��

� ����	
��� �� ����
�� �����

2
 ��	
���
��
 ��
� �
 ��
�	
� �
��� ��0 �����	�
� �	*��

�	
��
� �� ��
�	
� ����
, ��
�� ! �	�


��0 �����	�
� �
 �� +���
 -

y′(t) = a(t)y(t) + b(t), ∀t ∈ I, ���

�. I 
�� �
 	
�
�����
 �
 R 
� a : I −→ R, b : I −→ R ��
� �
�0 +�
��	�
� ��
�	
�
�� 2
 �
��
���


�
� �����	�
� y : I → R �
 ��� ��
�	
4�

� ���	��3�
��

���������	�� 
 �� ��� ��� 	
������
� ��� ��� ����	��� �� b(t) = 0, ∀t ∈ I �
�� ��� ��� 	
������
� ��� ��� 
 ���������� ��������� �� a(t) = cte, ∀t ∈ I�

�������� 
 �� ��
�	��� ��� �� �
�� �
����� �� �������� �
������ � ��
���� 	� �
	���
� y : I → R �� ���
�
��������� �������	� �� ��		� ��� y(t0) = y0 ∈ R, t0 ∈ I.

��� �����	�
� �
 ���

5��
� �
 ��
���
� ! �������
 ���, 	� +��� �������
� �
 ��
0	��

�
 �
 �����	�
�, �
 ��
 �
��
� �


�������
 ��	��
��

� ������ �

���� ���� t0 ∈ I �� ���� ���� y0 ∈ R� 	
 ��	��� �
� �
	��� ��
��	�
 y : I → R �� ��� ��
�	
���
�

���	���
� �� ��

� ��� y(t0) = y0�

������������� 
 �������

6�
0	��

�
 �
 �����	�
� ���
� ������
, �
 ��	
���
��
 ! ����

� ! �� �������	�
 �
 ���� #���
�
��, �
 � �
 �������� ��	��
� ��� �
��
� 
�� 3���
 �� ������
 �
 �������	�
 ����	��
 �
� �����	�
�

�	*��

�	
��
� -

!�����
�
�� �

��	� ŷ �
� ��
��	�
 ����	��
	��� �� ���� ��� ��
��	�
� �� ��� �����	��
� �
���� ���� ���� t ∈ I �

y(t) = ŷ(t) + ȳ(t),

�



���� ȳ ��
��	�
 �� 
������	�
 �	��  �������� �		�
��� �

y′(t) = a(t)y(t), ∀t ∈ I� ���

������������� 
 �
���� ŷ1 �� ŷ2 ���� �
	���
�� �������	����� �� ���� �	
��  

ŷ′
1(t) = a(t)ŷ1(t) + b(t) �� ŷ′

2(t) = a(t)ŷ2(t) + b(t)!

�

"
ŷ′
1(t) − ŷ′

2(t) = a(t)(ŷ1(t) − ŷ2(t))�

�� � �
��  ŷ1(t) = ŷ2(t) + ȳ(t) ���� ȳ(t) := ŷ1(t) − ŷ2(t) �
	���
� �� �#��

#��� �����
� �
� �����	�
� �
 ��� 	� +��� ��
� �����
� �
� �����	�
� �
 �������	�
 ������

 �����	�


��� 
� 
0�	3
� �

 �����	�
 ����	���	��
 �
 ����

��� �������	�
 �
 �������	�
 ������

 �����	�


!�����
�
�� �

��	� A �
� ��	�	�	�� �� a ��� I� ���
����
� ��� ��
��	�
� �� 
������	�
 !���"�
� �

y′(t) = a(t)y(t), ∀t ∈ I,

#����
� �
 ���� ������ ������	�
 �� �	��
�	�
 1 �� 
������� ������	�
 C1(I, R) ��� #�
��	�
�

��
�	
���
� ���	���
�� ��� I $ ��
��� ��
� R. %

�� �����	��
�� ���� ���� t ∈ I �

y(t) = CeA(t), C ∈ R�

������������� 
 �
�� y �
	���
� �� �#�� �	
��! y ��� �
	���
� �� e−A(t) (y′(t) − a(t)y(t)) = 0 ⇐⇒
(e−A(t)y(t))′ = 0 ⇐⇒ e−A(t)y(t) = C, ���� C ∈ R�

��� ����������� 
 y′(t) = cy(t) ���� c ∈ R � �
�� �
	���
�� Ceat, C ∈ R�

������� 
 y′(t) = (1 + t)y(t) ����� �
�� �
	���
�� y(t) = Cet+ t2
2 , C ∈ R�

��� �
��
���
 ���

 �����	�
 ����	���	��
 �
 ���
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�� 2
 �
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 �����
�

�

 1��� 	
��	�	�
1 ����
 ��
� ��
0
���
 �	9�
������

������� 
 �� �
������ 	
������
� y′(t) = (1 + t)y(t)− t2 − t + 1. �� ���� �������� ����$�� ��� ŷ(t) = t ���

��� �
	���
� �������	���� �� ����� ������
�� %�� �
	���
�� �
�������� �	
��  y(t) = t + Cet+ t2
2 , C ∈ R�

 �
� �
 ��� ��
���� �
�

��
�, �
 ���+��
�� ��	�	�
� �� ��� ��� �
�� 1�� �� "��
��
�� ��

�� 	��������1 �� �
���	
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0
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 ��
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 ! �
��
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 ����	���	��
 �
 ��� ���� �� +���
 -

ŷ(t) = C(t)eA(t),


� ! ��
��
� ��
 C ���	<
 ����� �

 �����	�
 �� ��
�	
� ����
 +��	�
 ! �������
 ��� 

 ��������
�

����
 �
��
 

 C ′ �
� ��� �
 �
��
 

 C�.

������� 
 �� �
������� 	
������
�

y′(t) = −1
t
y(t) + 1 �&�

�� 
� �'���'� 	� �
	���
� �� �&� ��� [1, +∞[ ��		� ��� y(1) = 1.

%�� �
	���
�� �� 	
������
� '
�
(��� ���
���� y′(t) = − 1
t y(t) �
�� �
����� ���  

y(t) = Ce− ln|t| = −C

t
, C ∈ R, t ∈ [1, +∞[.

)���*
�� ���������� �� ��
���� ��� �
	���
� �������	���� �� �&� �� ���	����� 	� ���'
�� �� 	� �������
�

�� 	� �
�������� �� �'���'� �
�� ŷ �
�� 	� +
��� ŷ(t) = −C(t)
t

. ,
��� ŷ ��� �
	���
� �� �&�! 
� �  

ŷ′(t) = −1
t
ŷ(t) + 1. �-�

��! ŷ′(t) = −C′(t)
t + C(t)

t2 , �

"! �� ����	�.��� ���� �-�  

−C′(t)
t

+
C(t)
t2

= −1
t
(−C(t)

t
) + 1 ⇐⇒ −C′(t)

t
= 1 ⇐⇒ C′(t) = −t ⇐⇒ C(t) = − t2

2
+ cte.

)� $���� ��� ������� ����������� 	� �
������� � 0! 
� 
������ �	
�� �
��� �
	���
� �������	���� �� �&� 	�
+
����
�  

ŷ(t) = (− t2

2
)(−1

t
) =

t

2
.

%
������	� ��� �
	���
�� �� �&� ��� [1, +∞[ �
�������� �
��  

y(t) = −C

t
+

t

2
, C ∈ R,

�� 	� �
	���
� �� �&� ��		� ��� y(1) = 1 ��� ��$��� ���  y(t) = 1
2t + t

2 �C = − 1
2 ��

�#�#� %��� �� 	�� ����� �
���
�� � 	���	
���� 	��������

 �
� �
 ��� ����	���	
� �. �������	�
 ��� 
�� ! ��
"�	

�� ��
���
�� -

y′(t) = ay(t) + b(t), �$�

�
 � �
 �������� 	
���
���
� ��	��
� -

!�����
�
�� �

�	 b(t) = Q(t)ert �& r ��� �
 ���
 �� Q �
 ��
'
(�� $ ���)�	�
�� ���
� �� ��"�� q� �
��� �*�

����� �
� ��
��	�
 �� 
� #����

ŷ(t) = P (t)ert,

�



�& P ��� �
 ��
'
(�� �� ��"�� p ���� �

� p = q �	 r �= a,
� p = q + 1 �	 r = a.

������������� 
 %� +
����
� t 	−→ ert ����� �
��������� �������	� �� �
� ��		� ��� I! 
� ���� ���'��/
�'�� ��� �
	���
� �� �0� �
�� 	� +
���  ŷ(t) = u(t)ert� �� �  

ŷ′(t) = a ŷ(t) + b(t) ⇐⇒ u′(t)ert + u(t)rert = a u(t)ert + Q(t)ert ⇐⇒ u′(t) + u(t)(r − a) = Q(t).

/ �� r = a! �	
�� u ��� ��� ��������� �� Q �
��� � ���� �� �
	*�
�� �� ��(�� q + 1,
/ �� r �= a! �	
�� �� u �
	*�
�� �� ��(�� p! ��� ������$����
� ��� �
�1������ 
� � p = q�

������� 
 y(t) = −(t2 + 2t + 3)et ��� ��� �
	���
� �������	���� �� y′(t) = 2y(t) + (t2 + 1)et

�#�#� !�
�	
�� �� ��������
�
��

6
 ��	
�	�
 �
 ���
����	�	�
 ���
�
�
 �
 �� ��
	��
 ��	��
�
 -

!�����
�
�� �

��	� y1 ��������	����
� y2� �
� ��
��	�
 ��� I ��

y′(t) = a(t)y(t) + f(t) ��������	����
� y′(t) = a(t)y(t) + g(t)��

�
���� ���� ���� C1, C2 ∈ C� C1y1 + C2y2 ��� ��
��	�
 ��

y′(t) = a(t)y(t) + C1f(t) + C2g(t).

������������� 
 ���������

#��� �� �
��
���
 ���

 �����	�
 ����	���	��
, �
 ��	
�	�
 �
�� :��
 ���� ��	�
�

������� 
 2��� 	� ��� �
��� ������
� � �
�1������ �
������� 
" b(t) = cos(ωt)Q(t)ezt 
� b(t) = sin(ωt)Q(t)ezt!

� �
���� ���	���� 	�� +
���	�� �
)�	��  

cos(ωt) =
eiωt + e−iωt

2
�� cos(ωt) =

eiωt − e−iωt

2i
,

�� ��
���� ��� �
	���
� �������	���� �
�� �'����� ��� ������
�� ���������  

y′(t) = ay(t) + Q(t)ezteiωt �� y′(t) = ay(t) + Q(t)ezte−iωt

�� ���	����� 	� ��
�
����
� -� 3�4�� �� �������� �� ������
����
� 
� �
���� �	
�� ��'���� ��� �
	���
�
�������	���� �� y′(t) = ay(t) + b(t)�

� ����	
��� �� ������ �����

2
 

 ���	�
�� 	�	 ��
 �
 ��� ����	���	
� �
� �����	�
� �	*��

�	
��
� �� �
��
� ����
 ! ��
"�	

��

��
���
��, ��
�� ! �	�
 �
� �����	�
� �
 �� +���
 -

y′′(t) = a1y
′(t) + a0y(t) + b(t), �%�

$



�. I 
�� �
 	
�
�����
 �
 R 
� a1, a0 : I −→ R, b : I −→ R ��
� �
� +�
��	�
� ��
�	
�
�� 2
 �
��
���


�
� �����	�
� y : I → R �
 �%� �
�0 +�	� ��
�	
4�

� ���	��3�
��

;���
 ��
� �
 ��� �
� �����	�
� �� ��
�	
� ����
, �� �������	�
 �
 �%� ����
�� ��� �� �������	�


�
 �������	�
 ������

 �����	�
 
� �� �
��
���
 ���

 �����	�
 ����	���	��
�

�������� 
 2��� 	� ��� �
������
�� ��5�������		�� �� ���
�� 
���� � �
�1������ �
� �
�������! 	� ���
	���
�
�� �6� �
��� ��� �*����������� 7
�� ��'���� 	� �
	���
� ���	*����� �� 	
������	� ��� �
	���
�� �� �6�!
�	 +��� �� ����	��	� �
������� ��� �
	���
� �������	���� �� 	
������
� '
�
(��� ���
����! �� ��� ��� ��
(�����	 ���
����	��

��� �����	�
� �
 ���

6�
0	��

�
 �
 �����	�
� �
 �%� +�	� ���38
� �� �������
 ��	��
��

� ������ &

���� ���� t0 ∈ I �� ���� ���� y0, y1 ∈ R� 	
 ��	��� �
� �
	��� ��
��	�
 y : I → R �� �+� ���� #�	�

��
�	
���
� ���	���
� �� ��

� ��� y(t0) = y0 �� y′(t0) = y1�

������������� 
 �������

 
 �:�
 ��
 ��
� �
 ��� �
� �����	�
� �� ��
�	
� ����
, �
� �����	�
� �
 �%� ��
� �3�

�
�

����
 �� ����
 ���

 �����	�
 �
 �������	�
 ������

 �����	�
 
� ���

 �����	�
 ����	���	��
�

!�����
�
�� '

��	� ŷ �
� ��
��	�
 ����	��
	��� �� �+�� ��� ��
��	�
� �� �+� �����	��
� �
���� ���� ���� t ∈ I �

y(t) = ŷ(t) + ȳ(t),

���� ȳ ��
��	�
 �� 
������	�
 �	��  �������� �		�
��� �

y′′(t) = a1y
′(t) + a0y(t), ∀t ∈ I� �=�

������������� 
 ����	���� � ��		� �� 	� ��
�
����
� #�

��� �������	�
 �
 �������	�
 ������

 �����	�


� ������ (

��	�
� r1 �� r2 
�� ���� ���	
�� ��	���	
���� �� ��
#�
����� ���

�� �� ����
����� �� 
��
������


���
����	��
�� �� �+� �
r2 − a1r − a0 = 0, �&�

�� Δ = a2
1 + 4a0 ��
 �	���	�	
�
��

��� ��
��	�
� �� �,� #����
� �
 ���� ������ ������	�
 �� �	��
�	�
 2 �� 
������� ������	�
 C2(I, R)
��� #�
��	�
� ���� #�	� ��
�	
���
� ���	���
�� ��� I $ ��
��� ��
� R.
%

�� ��
� ��-
	�� ��� �

. �	 Δ > 0 �r1 �� r2 ���	
�� �	��	
���� ���

��� �

y(t) = C1e
r1t + C2e

r2t, C1, C2 ∈ R,

%



. �	 Δ = 0 � ���	
� ���

� ����
� r1 = r2 = α� �

y(t) = (C1t + C2)eαt, C1, C2 ∈ R,

. �	 Δ < 0 �r1 �� r2 ���	
�� ����
���� ��
/�"���� � r2 = r1 = α + iβ� �

y(t) = (C1 sin(βt) + C2 cos(βt)) eαt, C1, C2 ∈ R.

������������� 
 %� +
����
� t 	−→ er1t ����� ���� +
�� �������	� �� �
� ��		� ��� I! 
� ���� �'���'��
	�� �
	���
�� ��� I �� �8� �
�� 	� +
��� y(t) = u(t)er1t. �� � �	
��  

y′(t) = (u′(t) + r1u(t)) er1t �� y′′(t) =
(
u′′(t) + 2r1u

′(t) + r2
1u(t)

)
er1t,

�

"  
y′′(t) = a1y

′(t) + a0y(t)
⇐⇒ (u′′(t) + 2r1u

′(t) + r2
1u(t))er1t = [a1(u′(t) + r1u(t)) + a0u(t)] er1t

⇐⇒ [
u′′(t) + (2r1 − a1)u′(t) +

(
r2
1 − a1r1 − a0

)
u(t)

]
er1t = 0,

�
��! ������� r1 ������ �� �9� �� er1t > 0  

u′′(t) + (2r1 − a1)u′(t) = 0.

�� �
�� Δ = a2
1 + 4a0 �� 
� ������(�� �	
�� 3 ��� ��5������  

: �� Δ > 0 �	
�� 	�� ������� �� �9� �
�� a1±
√

Δ
2 �
�� r1 �= a1

2 =⇒ 2r1 − a1 �= 0� )� �
���� z = u′,

� �� ������ �
�� � 	
������
� �� ������� 
���� ��������  

z′(t) + (2r1 − a1)z(t) = 0,

�
�� 	�� �
	���
�� �
�� �
����� ��� z(t) = Ce−(2r1−a1)t, C ∈ R� %�� �
	���
�� u �
�� �
��
�
����� ��� 	�� ���������� �� z �
��� � ���� ���  

u(t) = − 1
(2r1−a1)Ce−(2r1−a1)t + C1, C, C1 ∈ R�

�� � �	
��  

y(t) =
(
− 1

(2r1−a1)Ce−(2r1−a1)t + C1

)
er1t = − 1

(2r1−a1)
Ce(a1−r1)t + C1e

r1t,

�
��! �� �
���� C2 = − 1
(2r1−a1)

C �� ������� r2 = a1 − r1 :

y(t) = C2e
r2t + C1e

r1t�

: �� Δ = 0 �	
�� r1 = r2 = a1
2 ! �

" u′′(t) = 0 �� �
�� u(t) = C1t + C2, C1, C2 ∈ R�

: �� Δ < 0 �	
�� r1 = r2. %� ������'� ��� 	� �;�� ��� ���� 	� ��� Δ > 0! 	� ���	� ��5������
����� ���! �
��� r1 �� r2 �
�� �
��	����! C1 �� C2 	� �
�� ������ ,
��� 	

� �'���'� ���
�
	���
�� � ��	���� ���		��! 
� ������� C1 = C2. ����� 	�� �
	���
�� �
�����
��  

y(t) = C1e
r1t + C1e

r1t = 2 Re(C1e
r1t) ∈ R!

�
��� � ����  

y(t) = 2 Re
(
(Re(C1) + i Im(C1)) e(Re(r1)+i Im(r1))t

)

= 2 [Re(C1) cos(Im(r1)t) − Im(C1) sin(Im(r1)t)] eRe(r1)t

= [μ2 cos(Im(r1)t) + μ1 sin(Im(r1)t)] eRe(r1)t

���� μ1 = −2 Im(C1) �� μ2 = 2 Re(C1)�

=



��� �
��
���
 ���

 �����	�
 ����	���	��


 
 �:�
 ��
 ������
��

�, �� �
��
���
 ���

 �����	�
 ����	���	��
 �
 �%� ������ �
 +�	�
 �


�	*��

�
� ��
	��
��

�#�#� $�� ��� �� �� "��
��
�� �� �� 	��������

��	� (v1, v2) �

 3��
 �
 ��
����
 �
� �����	�
� �
 �������	�
 ������

 �=� - �
� �����	�
� �
 �=�
�����	�

� ��
� y(t) = C1v1(t) + C2v2(t), C1, C2 ∈ R. 6� ������
 �
 �� ���	��	�
 �
 �� ��
���
�

��
� �
 ��� ���

 �����	�
 ������
 2 ��
�	��
 ! ��
���
� �

 �����	�
 ����	���	��
 �
 �� +���
 -

ŷ(t) = C1(t)v1(t) + C2(t)v2(t),

�
��
 ��
 - {
C ′

1(t)v1(t) + C ′
2(t)v2(t) = 0

C ′
1(t)v

′
1(t) + C ′

2(t)v
′
2(t) = b(t).

�������� 
 ,� ����	��� ��� � ������� ��� �	 �
��� ��� ������� � ����
���� <

�#�#� %��� �� 	�� ����� �
���
�� � 	���	
���� 	��������

#��� �����
� �

 �����	�
 ����	���	��
 �
 �%�, �
 ������ ����
�

� ��	�	�
� �
 �������� ��	��
�

������
 b0 
�� �
 �����	� ���
 ���/
��
 
� ���

 
0��


�	
��
 -

!�����
�
�� �

�	 b0(t) = Q(t)ert �& z ��� �
 ���
 �� Q �
 ��
'
(�� $ ���)�	�
�� ���
� �� ��"�� q� �
��� �+�

����� �
� ��
��	�
 �� 
� #���� �

ŷ(t) = P (t)ert,

�& P ��� �
 ��
'
(�� �� ��"�� p ���� �

� p = q �	 r ���	� ��	 ��
��� �� 
������	�
 ��������	��	��� �0��

� p = q + 1 �	 r ��� ��
��� 	����� �� 
������	�
 ��������	��	��� �0��

� p = q + 2 �	 r ��� ��
��� ������ �� 
������	�
 ��������	��	��� �0��

������������� 
 ����	���� � ��		� �� 	� ��
�
����
� -�

�#�#� !�
�	
�� �� ��������
�
��

6
 ��	
�	�
 �
 ���
����	�	�
 �
��
 ����
�

� ����3�
� 2
 � -

!�����
�
�� �)

��	� y1 ��������	����
� y2� �
� ��
��	�
 ��� I ��

y′′(t) = a1y
′(t) + a0y(t) + f(t) ��������	����
� y′′(t) = a1y

′(t) + a0y(t) + g(t)��

�
���� ���� ���� C1, C2 ∈ C� Cy1 + C2y2 ��� ��
��	�
 ��

y′′(t) = a1y
′(t) + a0y(t) + C1f(t) + C2g(t).

������������� 
 )��������

&



� ���	���� ������	
��� �� ����
�� ����� � �����
��	� ����	��	�

2
 ��
�	���
 	�	 �
 �/����
 �������	�
� �	*��

�	
��
� �	
��	�
� ! ��
"�	

�� ��
���
��, ��
�� !

�	�
 �
 �/����
 �
 �� +���
 -

∀t ∈ I,

⎧⎪⎨
⎪⎩

y′1(t) = a11y1(t) + ... + a1nyn(t) + b1(t)
���

y′n(t) = an1y1(t) + ... + annyn(t) + b1(t)

��	, ���� +���
 ����	�	
�, �����	� -

Y ′(t) = AY (t) + B(t), ∀t ∈ I, �'�

��
�

Y (t) =

⎡
⎢⎣

y1(t)
���

yn(t)

⎤
⎥⎦ ∈ R

n, B(t) =

⎡
⎢⎣

b1(t)
���

bn(t)

⎤
⎥⎦ ∈ R

n, 
� A =

⎡
⎢⎣

a11 · · · a1n
���

���

an1 · · · ann

⎤
⎥⎦ ∈ Mn(R).

�������� 
 =
��� ������
� ��5�������		� 	������� �

���� p :

y(p)(t) = ap−1y
(p−1)(t) + ... + a0(t)y(t) + b(t)! t ∈ I, ��>�

���� �
������ �
�� 	� +
��� �
�� �*����� �� p ������
�� ��5�������		�� 	�������� �� ������� 
�����

������� 
 ���� p = 3 : y
′′′

(t) = a2y
′′(t)+ a1y

′(t)+ a0y(t)+ b(t) �
����� �
�� 	� +
��� �?� ���� n = 3 ��  

Y (t) =

⎡
⎣ y(t)

y′(t)
y′′(t)

⎤
⎦ , B(t) =

⎡
⎣ 0

0
b(t)

⎤
⎦ , �� A =

⎡
⎣ 0 1 0

0 0 1
a0 a1 a2

⎤
⎦ .

2
 ��
���
 �
� �����	�
� Y : I → R
n �
 �'� ��
�	
4�

� ���	��3�
� ��� I ! ���
�� ��
� R

n.
6
� ��������� ���3�	� ��
� �
 ��� �
� �����	�
� ������
 1 
� 2 �
 ��
����	�

� �� ��� ���
 �/����


�	*��

�	
��

��� �����	�
� �
 ���

� ������ ��

1
 ��
�	���� 
� �'����� �������	�
� 
	
��	��� �2� ���� I 	
�����

� �� R� �� B : I −→ R
n ��

A : I −→ Mn(R) ��� #�
��	�
� ��
�	
����

���� ���� t0 ∈ I �� ���� ���� Y0 ∈ R
n� 	
 ��	��� �
� �
	��� ��
��	�
 Y �� �2� ��-
	� ��� I ����

�
�	�� ��

� ��� Y (t0) = Y0�

������������� 
 �������

!�����
�
�� ��

��	� Ŷ �
� ��
��	�
 ����	��
	��� �� �2�� ��� ��
��	�
� �� �2� �����	��
� �
���� ���� ���� t ∈ I �

Y (t) = Ŷ (t) + Ȳ (t),

'



���� Ȳ ��
��	�
 �� 
������	�
 !���"�
� �����	�� �

Y ′(t) = A(t)Y (t), ∀t ∈ I. ����

������������� 
 �
���� Ŷ �� Ȳ ���� �
	���
�� �������	����� �� �?�� �	
��  

Ŷ ′(t) = A(t)Ŷ (t) + B(t) �� Ȳ ′(t) = A(t)Ȳ (t) + B(t)!

�

"
Ȳ ′(t) − Ŷ ′(t) = A(t)(Ȳ (t) − Ŷ (t))�

�� � �
��  Ȳ = Ŷ + Y ���� Y := Ȳ − Ŷ �
	���
� �� �����

��� �������	�
 �
 �������	�
 ������

 �����	�


!�����
�
�� ��

��	� A : I −→ Mn(R) �
� #�
��	�
 ��
�	
��� ���
����
� S0 ��� ��
��	�
� �� 
������	�
 !���3

"�
� �

Y ′(t) = A(t)Y (t), ∀t ∈ I, ����

��� �
 ���� ������ ������	�
 �� �	��
�	�
 n �� 
������� ������	�
 C1(I, Rn) ��� #�
��	�
� ��
�	3


���
� ���	���
�� ��� I $ ��
��� ��
� R
n.

������������� 
 �
���� Y 1 �� Y 2 ���� �
	���
�� �� ��#� �� C1, C2 ∈ R� �	
��  

(C1Y
1 + C2Y

2)′(t) = C1Y
1′(t) + C2Y

2′(t)
= C1A(t)Y 1(t) + C2A(t)Y 2(t)
= A(t)

(
C1Y

1 + C2Y
2
)
(t).

2
�� S0 ��� �� ������ �� C1(I, Rn)� 2� �	��! �
�� �
�� t0 ∈ I $��! 	
���	�����
� Φt0 : Y ∈ S0 −→
Y (t0) ∈ Rn ��� �� ��
�
��'����  	� 	�������� �� ���
���� �� ������� ������	� @ 	� +��� ��� Φt0 �
��
��A������ ���
�	� �� �'�
���� ��� �� � �
�� S0 �� �������
� $��� �� dim(S0) = dim(Rn) = n.

;
�� �	�
	<
 ��
 �	 ���
 � n �����	�
� �	
��	�
�

� 	
���

��
�
� Y 1, ..., Y n �
 ����, �
 ��

�	�

����
� �
� �����	�
� �
 ���� ��	 ��
� �3�

�
� ��� ���3	
�	��
 �	
��	�
 �
� Y i -

C1Y
1 + ... + CnY n, Ci ∈ R�

 �
� �
 ��� ����	���	
� ���
 �/����
 �	*��

�	
� ������

 ! ��
"�	

�� ��
���
��, �
 � �
 ��������

��	��
� ��	 ��
����	�
 �
��	 �
 �� ������	�	�
 � -

!�����
�
�� ��

��� ��
��	�
� �� 
������	�
 !���"�
� �

Y ′(t) = AY (t), ∀t ∈ I,

�����	��
�� ���� ���� t ∈ I �

Y (t) = eAtC, C ∈ R
n�

�& eAt ��� 
�����
�
�	�

� �� 
� ����	�� B := At ��-
	� ��� eB :=
+∞∑
k=0

1
k!B

k.

�(



������������� 
 �������

>
 ����	��
, �
 ������ �
 ��
0��


�	
��
 ���

 ����	�
 A 
�
�� ��� ��	�

��  �
� �
 ��� �. A

�� �	���
��
 �� �	���
��	��3�
, �
 � �
�

��
� �
� ��������� ����	��
� ��	��
�� ��+  � ��5���3�


�	
��	�
� -

? �	 A =

⎡
⎢⎣

λ1 0
� � �

0 λ2

⎤
⎥⎦ ����� eA =

⎡
⎢⎣

eλ1 0
� � �

0 eλ2

⎤
⎥⎦

? �	 A = P

⎡
⎢⎣

λ1 0
� � �

0 λ2

⎤
⎥⎦P−1 �	�
� A �	���
��	��3�
� ����� eA = P

⎡
⎢⎣

eλ1 0
� � �

0 eλ2

⎤
⎥⎦ P−1.

��
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