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1 Introduction

L’objectif de ce stage était de mettre en ceuvre en simulation numérique des conditions d’impédance
adaptée dans le cas de ’équation des ondes bidimensionnelle et pour une frontiére circulaire,
selon une approche introduite dans [3, 4].

Cette approche consiste a utiliser les propriétés d’analyticité du symbole de l'opérateur
d’impédance pour construire une réalisation d’état entrée-sortie de cet opérateur (de la forme
abstraite: X = AX + Bu, y = CX ) de nature diffusive, donc présentant des propriétés intéres-
santes quant au colit numérique des approximations et & leur stabilité.

Dans un premier temps sont introduites les notions nécessaires & la compréhension du prob-
léme. Puis sont présentés les divers schémas d’approximation utilisés. Enfin quelques résultats
de simulation permettent d’illustrer la validité numérique de ’approche diffusive ainsi que la
convergence des approximations réalisées.

Le cas d’une frontiére droite, beaucoup plus simple et qui, en un certain sens, est limite
de frontiére circulaire lorsque le rayon tend vers l'infini, est davantage développé au plan de
I'analyse. Par ailleurs, ce cas simplifié ayant servi de point de départ pour la mise au point
(techniquement assez délicate) des algorithmes, il a été nécessaire de bien en maitriser la com-
préhension au niveau de I'analyse aussi bien que de 'algorithmique. Afin de ne pas surcharger le
document sont en revanche présentés seulement des résultats numériques concernant la frontiére
circulaire.

Les listings des programmes (réalisés sous Matlab) sont donnés en annexe.

2 Le probléme considéré
On considére I'équation des ondes 2D (dans un domaine précisé ci-apres):

Ofp—c?Ap = f
go((),x,y) = 900($7y) (1)
8t§0(0,.%’,y) = @1($,y),

ou la fonction f est 'excitation (source sonore par exemple), g et 1 sont les conditions initiales,
et ¢ la célérité du milieu considéré (par la suite, on prendra ¢ = 1) .

and Set-
tings/ours. WINDAUBE/Bureau/projet/domaine.bmp

¥
Support spatial de I’excitation f 4

Domaine 2

On distingue deux types de problémes :



e En espace libre : (1) est vérifié V(x,y) € R2.

e Dans un domaine connexe ) C R?; il faut alors compléter (1) par des conditions sur le
bord 092 (appelées conditions aux limites) que I'on peut essentiellement trouver sous trois
formes :

¢loq = g : condition de Dirichlet
Oyploa = g : condition de Neumann

F (¢laq, Ovplan) = 0 : condition d’impédance,
ou J, désigne la dérivée normale & 9€) et F' est en général un opérateur.

Remarque 1 L’équation (1) est conservative, c’est-a-dire que lorsque f = g = 0 (aucune source
et réflexion totale des bords), en posant

1d
Eo)(t) == 22 / / (100 ? + [Vl 2) de dy,
2dt | /g
on a : d
—FE =0.
dt 0

Si lon se place dans le cadre d’un domaine Q C R2, et pour certaines conditions aux limites,
on a :

d , .
EE < 0 (absorption d’énergie par le bord).

Lorsque €2 est convexe, on admet qu’il existe une condition aux limites particuliére appelée
condition d’impédance adaptée, telle que pour toute ¢_, dans une classe suffisamment riche
(c’est-a-dire une classe de solutions génératrices que l'on précisera plus tard) de solutions en
espace libre, sa restriction a 2 coincide avec une solution ¢, du probléme dans (2 :

Pl = pa.

Autrement dit, en admettant son existence, cette condition adaptée s’obtient en considérant la
trace de Dirichlet-Neumann de toute solution ¢_, sur la frontiere 952
L’opérateur d’impédance adaptée s’exprime alors sous la forme:

vloa = Z 0vplan.

De maniére équivalente, 9,¢|an = ) o oit Y = Z~! s’appelle I'opérateur d’admittance (adap-
tée). Lorsque 'impédance adaptée est réalisée, 'onde réfléchie par le bord est nulle, la totalité
de l'onde est transmise a I'extérieur du domaine (en fait absorbée par 9€). On parle alors de
bord parfaitement absorbant ou transparent.

Le probléme est de déterminer cet opérateur et de le mettre en ceuvre numériquement. Deux
cas seront traités ici, le cas = Ry x R, (donc 9 = {0} x Ry, frontiere droite) et le cas
2 = D(0,1) (donc 99 = C(0,1), frontiere circulaire). Il sera également fait référence au cas
monodimensionnel, trés simple a établir et & mettre en ceuvre.

3 Description des solutions en espace libre

Définition 2 Une solution ¢, est dite harmonique si elle est de la forme :

Pu(t,z,y) = Y (z,y).



Soit @ueq(t, 2, y) = ewtel&@+m) yne onde plane. On a
O Pugn =~ Puin
82x¢w7£777 = _62 SDW:&J]
Oyugn =~ Pugn-

On obtient alors la condition sur w,& et 1 pour que ¢, ¢, soit solution de (1):
oluti 2 2, .2
Puen solution <= —w*+&"+n" =0

Par ailleurs, on va montrer que toute solution (tempérée) peut s’obtenir & partir d’ondes planes.

En effet, soit ¢ solution de équation 02¢ = 92 + 654,0. Par transformation de Fourier par
rapport aux trois variables! ¢, z et y, on a la relation algébrique équivalente :

2~ 2~ 2~
—wp =010,
c’est-a-dire :
(—?+ & +n") g =0,
On obtient donc une condition nécessaire et suffisante pour que ¢ soit une solution de I’équation
des ondes :

supp @ C {(w,&,m) /w® = & +n*}.

Remarque 3 Ce support est de mesure nulle dans R® (4 w fivé, on a (&,n) € C(0,|w|) ), ce
qui implique que @ ne peut étre une fonction (sinon, elle serait nulle presque partout) mais une
distribution tempérée, cadre sous-jacent au probléme naturellement adapté o la transformation
de Fourier.

De plus, par bijectivité de la transformation de Fourier, toute solution ¢ vérifie :

—1~ 1 i(wt+&x -~
o= F 190:@///]1%3 I G, €, ) duw dE dn.

Donc ¢ est bien une superposition linéaire d’ondes planes W€z +nY) qvec pour poids (distri-
butionnel en fait) @ (on fait une synthese sur toutes les pulsations w, £ et 7 possibles).

On peut donc obtenir les solutions de 1’équation des ondes par synthése de Fourier de ces
solutions harmoniques. Certains résultats pourront donc étre établis sur celles-ci et étendus
ensuite au cas général.

Pour I'étude de 'opérateur d’'impédance Z, les ondes planes sont bien adaptées au cas {2 =
R, x R,. Pour un domaine quelconque, elles sont remplacées par des solutions harmoniques
de la forme ¢, (t,z,y) = e“o¢ (2, y) avec ¢, fonctions spéciales adaptées au domaine € (la
condition de Sommerfeld, dont on parlera plus tard, interdisant 1'utilisation des ondes planes).
Dans le cas d'un disque, une classe suffisante est constituée par les ondes dites rampantes
définies par ¢ = k(p,r)e“e™ n € Z. La transformation de Fourier est alors remplacée par
une transformation adaptée au domaine €2.

Lw, € et 1 sont les variables duales respectives de t, z et y.



4 Expression symbolique de 'opérateur d’impédance

4.1 Domaine 2 =R xR,

On établit le résultat dans le cas d’ondes planes pour ensuite ’étendre a toute solution.

Soit une onde plane ¢, ¢ ,(t, 2, y) = ewtel€@+m) golution du probléme en espace libre (w? =

€2 4+ n?). Trouver 'expression de I'opérateur d’impédance sur 9 = {0} x R, revient & chercher
la trace de ¢, ¢, sur OS2

On a |
Putnlon = Puen(t,0,y) = M),
De plus,

81/90“;,&,77‘89 = Oz, 1100

= 8E30w,f,77 (t7 07 y)
— i¢ elwttm),

Comme £2 = w? — 7% on a —(i£)? = w? — 7%, d’on

i€ = v/~ 4 1,
ce qui donne :
axsowé"r](t’ 0’ y) - :I: —w2 + 772 el(wt+ny).
On obtient donc la relation d’impédance :
1

90%5,77‘39 - i\/ﬁ 8&3(Pw,§777|89‘

Remarque 4 Le signe est déterminé par la condition de Sommerfeld qui traduit le fait que
les ondes ne peuvent que sortir du domaine. Les ondes planes se propageant dans la direction
(=&,—n), il faut donc interdire les solutions correspondant ¢ & > 0. Comme £ = +/w? — 7?2,
on aboutit a la relation d’impédance :

Puwenlon = ENarE 2P £m|00-

Cherchons maintenant ’opérateur d’impédance pour une solution ¢ plus générale. On con-
sidére ¢ superposition linéaire de solutions ondes planes :

p(t,z,y) e / / /R \ WHHET ) G0 € ) dw dE dn.

1 i(w L
Plonlt.) = 9(t.0.9) = sz [ e oo™ ()

Alors

De plus :
Dalon(t,y) / / [ [0, I, o Bl €m) d

Comme établit précédemment, [8 elwteetny)] o = —\/—w? + 2@t dou :
ty
Oxploq = ( )2 // /=22 (wi+ny) |8Q (w,n) dwdn
= Foul—V—w? +7? eoa 1,



Sous transformation de Fourier, I'opérateur d’admittance s’exprime précisément par son symbole:Q (iw,in) :=
—y/—w? +n2. Par conformité aux opérateurs différentiels, on notera :

De méme, 'opérateur d’impédance a pour symbole :
1

/_w2 + ,'72

z=_Jr_o

Expression de 'opérateur sous la forme H, (0;)

H<iw7 177) - -

et sera noté :

On a la condition d’impédance suivante :

vloa = H (0, 0y).0up|o0

Or par transformation de Fourier par rapport & la seule variable y, 'opérateur Z s’exprime :

v ——y
wlaa (t,n) = (H(0,n).0uplon )(t,n) VneR.

On notera pour tout n € R :
Hy(0:) = H(0,m)-

En notant gp/l\agz = gp/l\agy(., 1), on obtient alors :

—y —
Ploa, (t) = (Hy(0).0vplon,)(t) ouneR.

Cette notation a ’avantage de mettre en évidence une évolution au cours du temps en vue d’une
mise en ceuvre numérique : a t fixé, il s’agit d’une relation entre deux fonctions qui, & une
transformation de Fourier prés, exprime la correspondance ¢ — 9,¢ sur le bord (a chaque n
correspond un opérateur temporel H,(0;) particulier).

4.2 Domaine Q =D(0,1) [2], [3]

Dans le cas d’une frontiére circulaire, la variable y est remplacée par 6, la transformation de
Fourier par rapport a 6 sur le cercle 9Q2 est celle d'une fonction périodique sur R de période
27. Interviennent alors les séries de Fourier : la relation, a ¢ fixé, entre deux fonctions de 7 est
remplacée par une relation entre deux suites de coefficients de Fourier.

Les solutions harmoniques considérées pour établir le symbole de Z sont les ondes rampantes
issues d’une source a ’origine, définies par:
Pw,p,n (t,r,0) = et kn(p,7) eine’ (3)

ou k, est une fonction de Bessel [1], solution de I’équation différentielle résultant de I’expression
du Laplacien en coordonnées polaires. Par une démarche similaire au cas précédent, I’opérateur
d’impédance Z est alors donné par [3]:

— 0 — 0
Vn € Zv 90|39 (tvn) = Hn(at) 8V90|8Q (tvn)7 (4)
avec: (1)
1 H,
H,(-iw) := _T(w), Yw > 0, Vn € Z, (5)
WHy (w)

ott H" est la fonction de Hankel de premiére espéce de rang n [1].



Remarque 5 Dans la suite, on notera génériquement H(0;) lorsque l'on établira des résultats
valables pour Hy(0;) comme pour H, (0;).

4.3 Propriétés de 'opérateur d’impédance
Nature convolutive et causale de Z
L’opérateur H(0;) est tel que pour toute fonction u € S(R) :
H(8)u = F; [H(iw)u!]
= F  H(w)] * Fta!
= h*u.

L’opérateur H(0;) est un opérateur convolutif dont le noyau de convolution est h. De plus, il
est, par nature, causal , c’est-a-dire que H(0;).u ne dépend que du passé de w.

En notant u’ la restriction de u & ] — oo, ] :

U = U X))

on obtient la propriété

Yt >0 (H(8).u)(t) = (H(0;).ub)(t).
Remarque 6 Cela peut également se traduire par :
supp(h) C Ry.

Prolongement analytique du symbole de Z
On note £ la transformation de Fourier-Laplace. On a le résultat :

Théoréme 7 Si f est a support dans R™, alors Lf se prolonge analytiquement dans un domaine
Y D R +iR.

On sait que h = L£7'[H(iw)] est & support dans R* par causalité de H(9;). D’aprés le
théoréme précédent, on a le résultat :

Lh = H(iw) se prolonge analytiquement a H(p), p € 3 D R} +iR.
En fait, ce prolongement analytique s’étend a:
e C privé de deux points de branchement en —in et in dans le cas (2).

e C privé d’un ensemble de poles et d’un point de branchement en 0 dans le cas (5) [2].

gamma pol.bmp

Fig.4: Péles de K et contour Gamma_,,
30

25

20

Partie imaginaire

-30 -20 -10 0
Partie réelle



H(p) étant dans tous les cas multivoque, il faut effectuer des coupures. Dans le premier cas,
on choisit R_ 4+ ni et R_ — ni. Dans le cas du disque, on choisit R_. Ces choix permettent
d’obtenir la symétrie H,(p) = Hy(p).

5 Formulation de Z par représentation dynamique d’état

5.1 Représentation dynamique d’un opérateur convolutif causal

Soit H(0:) un opérateur convolutif causal, c’est-a-dire:
H(0)).u=hx*u avec h = F, ' [H(iw)], supp(h) C Ry.

Pour réaliser H(0;), il est trop cotteux d’approcher la convolution h % u par une quadra-
ture. Par son caractére dynamique (équation différentielle en t), la réalisation d’état de H(0;)
(lorsqu’elle existe) est mieux adaptée a la résolution numérique. 11 s’agit d’un systéme différentiel
a résoudre d’entrée la fonction u et de sortie la convolution A * u.

Considérons le systéme dans F, espace de Hilbert :

% — AX + Bu, X(0)=0 (6)

avec X (t) € E appelée variable d’état, A un opérateur dans FE.
On sait que la solution d’un tel systéme s’écrit :

t
X(t) = / A=) Bu(s) ds
0

avec et € L(E) supposé tel que V Xy € E, %etAXo = AettX,.
Avec y(t) = CX(t) ou C : E — R, on obtient :

y(t) = /Ot Cet=*)Bu(s)ds € R. (7)

Remarque 8 e nest en général pas Uexponentielle de opérateur A au sens de la série con-
vergente dans E. C’est le semi groupe engendré par A. Par ailleurs, le couple d’expressions
(6,7) s’appelle représentation d’état de lopérateur H(Oy) : u — h * u.

Avec h(s) = Ce**B, y s'¢écrit :

t
y(t):/o h(t — s)u(s) ds = h* u(t).

Si I'on choisit A, B et C convenablement, on peut donc réaliser la convolution A * u.

D’ou le probléme : étant donné H(9;), trouver A, B et C tels que :

Par transformation de Laplace de (8), on obtient :

pX=AX+ Bu
y=CX.

On aboutit alors a :
y=C(pl—-A)"'Bu=H(p)u



Définition 9 C(pI — A)™'B est dite fonction de transfert du systéme.

Le probléme est donc équivalent & trouver A, B et C tels que la fonction de transfert de la
représentation d’état qu’ils définissent soit H(p).

Remarque 10 Lorsque E =R", B R", C € R" et A € M,(R).

5.2 Reéalisation diffusive d’un opérateur causal H(0;) [4]

Ce qui suit est valable dans le cas d’une frontiére droite (2 = R, xR,) comme dans le cas d’une
frontiere circulaire (2 = D(0, 1)) a quelques détails prés qui seront précisés au fur et & mesure.

L’opérateur H(0;) s’exprime par transformation de Laplace :

H@)u = H@O) it = L H(p) Lul] = — / L SHEC ) dp Va0

2im

Si, |H(p)| | |—> 0 uniformément par rapport a ’argument, par le lemme de Jordan et le théoréme
p|—o0

de Cauchy [1], on a :
1
— pt t
H(0).u 5im 7{6 H(p)Lu'(p) dp,

ou 7y est un arc simple orienté laissant les singularités de H(p) sur la gauche.

On suppose que u est & support dans Ry. En posant U(t,p) = eP! Lul(p), on obtient :

H(p
" % 7{

OV =p¥ 4+ u
v(0,.) = 0.

Proposition 11 ¥(t,p) vérifie :

Preuve. On a

+oo
U(t,p) = e’ Lul(p) = / P9yt (s) ds
+o00 - t
—/ ePt=3)yl (s) ds —/ ePt=3)y(s) ds.
0 0

Donc

t
WV (t,p) = u(t / Ay [eP=%) u(s)] ds u(t)+p/ =)y (s) ds
0
= p¥ + u.

Enfin, comme u est a support dans Ry, u’(s) = 0 Vs € R, donc Lu'(p) = 0, qui implique
v(0,.)=0. m
On obtient alors une représentation d’état de H(0;).u

{&5‘1’ p¥ 4w, ¥(0,.)=0
y(t) = 5z $, Y (t,p)H(p) dp,

dont la sortie est précisément [H(0;).u|(t). La relation 0;¥ = p¥ + u est valable pour tout p
appartenant au domaine d’analycité de H(p), mais seul I’arc 7 intervient dans la détermination

de y(t).

10



Une expression plus concrete de cette réalisation de H(0;) est obtenue en paramétrant -y :
R — C_. On a alors:

WELwaW@WZi-Q%%mHM@¥®%

27 27 Jp

et en posant 1(£) = 5=H(v(£)) 7 (€) et h(t, &) = U(t,v(€)), on aboutit a la réalisation d’état :

{ Opp = 7(5)7»0 +u, 711(0, ) =0 (9)
y= Jpb(t, &) u(&)dé =< p,p > .

Remarque 12 p est appelé ~-symbole de H(0y), et ¢ ~y-représentation de u. L’équation (9) est
diffusive si vy vérifie une condition de secteur [4]. Dans ce cas, il est possible de construire des
approrimations numériques stables et précises.

5.3 Approximation numérique d’une réalisation diffusive de H(0;)

Pour la résolution numérique de (9), plusieurs discrétisations sont a envisager. On considére en
premier lieu la discrétisation du contour v, c’est-a-dire R¢ en K points &, k = 1..K, discrétisation
d’ou découle I'approximation de < p,1 > par une quadrature. La fonction (¢, .) devient alors

un vecteur (11 (t), ..., 0 ()T ot v (t) = (¢, v(&)), k= 1..K.

On a alors la réalisation d’état approchée :

O, = v(§) vk +u avec ¥(0,.) = 0
K

y= > WP
k=1
Ce systéme est équivalent au systéme matriciel :
{ o = AY + Bu
y=Cy

avec A =diag(y(&)), B = (1,...,1)T et C = (u1, ..., uxx) & optimiser. Pour ce, rappelons que
le but de cette réalisation d’état est d’approcher au mieux le transfert H(iw) par celui de la
représentation d’état noté Hy(iw). Le C optimal doit donc minimiser la distance L? entre
H(iw) et HE (iw).

D’aprés ce qui a été dit, H(p) = C(pl — A)™'B. Or (pI — A) est une matrice diagonale,
donc :

(p — A)™" = diag] B

1
p— (&)

d’ou :

H(p) = C ding[—— ] B

p—7(&)
—2:

Minimiser la distance L? entre H (iw) et Hf (iw) s’écrit donc :

min /
CeCK Jpr

P ’Y&c

K 2

ZL — H(iw)| dw.

20— (&)

11



Si 'on approche cette intégrale par une quadrature en L points sur les fréquences w, on

obtient :
L | K 2
min Z L (iwy)

ceck = | iwp — (&)

En posant H = [H (iw})]j=1.., et @ = [m]lzl-L k=1.K, on arrive a l'expression :
min C—H|?.
min QC — H|
On reconnait 1a un un probléme de moindres carrés dont la solution est :
C=Q'H.
avec Qf = (Q*Q)~'Q* pseudo-inverse de la matrice Q.

Remarque 13 En fait, pour éviter d’éventuels problémes de conditionnement de (), on ajoute
un terme de pénalisation €; on considére donc le probléeme :

min |QC — H|* +¢]|C||,
CeCk
de solution :

C=Q'H+ (eI)'Q*H.

On a donc & présent tous les éléments pour mettre en ceuvre cette réalisation d’état. Il
faut ensuite discrétiser le probléme en temps pour le résoudre numériquement. On sait que
P(t) = fot e=%) Bu(s) ds. On va donc prendre u constante sur [t,t + At]. Cela donne :

t+At
Wt + At) ~ eFTATDAY (1) 4 u(t) / eATA=) 45 B
t

~ BAtA¢(t) t)[—A_leA(t+At_s)]§+AtB
~ GAtA¢(t) t)A_l(eAtA _ I)B
~ Fi(t) + Gu(t)

+ u(
+ u(

avec [' = A4 et G = A~1(e24 — 1)B.
d’ou :
y(t+ At) = C(t + At) ~ h* u(t + At).
On déduit le schéma d’approximation de (9) :
AL — Pt + Gut avee 90 = 0 N
{ gt—&-At _ C;ft—&-At v =y~ (H(0)u) T

6 Mise en ceuvre numérique

6.1 Schéma numérique utilisé pour la résolution de I’équation des ondes

Pour résoudre numériquement (1), une discrétisation en temps et en espace s’'impose. L’évaluation
du Laplacien est alors basée sur un schéma aux différences finies explicite classique. La stabil-
ité de ce schéma est assurée pour un pas de temps garantissant une vitessse de propagation
numérique supérieure a la vitesse de propagation physique.

e Domaine 2 =R~ x R,
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En notant @ﬁ ; la valeur de ¢ a I'instant k£ au point (xi,yj), équation devient :

k+1 k k—1 k k k k k k
Pig — 2Pty Py — 2 T Py P — 20 e

A2 Az? Ay?

pour ¢ =2.N,—1,j=2.N, —1 (ne concerne que I’évolution de 'intérieur du domaine, les
conditions au bord étant traitées a part)
En isolant ¢!, on obtient :

.3
k+1 k -1 AP k k A k k
Gij =205 =i + A—SEQ(%’HJ — 2055+ 1)+ A—yg(%,jﬂ — 275+ ¥ij-1)
pour i =2.N, —1,7=2..N, — 1.
e Domaine 2 =D(0,1)
En coordonnées polaires, le Laplacien de ¢ s’écrit : Ay = 83@ + %ﬁpcp + p%@gcp.
En notant @ﬁ j la valeur de ¢ & Iinstant k& au point (p;,0;), 'équation s’écrit alors :
k+1 k k—1
Pig — 2t Py~ 200 ey L1 Pl — 200+ e 1Py — ey
At? Ap? p? AB? i 2Ap
pour ¢ =2.N,—1,7=2..Ng—1.

En isolant cpﬁ}rl, on obtient :

b gk b1 A e gk ok LA o b G LA ek
907,’,]' - Qoz,j (1072,]‘ Ap2 901—&-1,] (101,3 901—1,] p?AQQ 907,,3—&—1 901,3 901,]—1 i 2Ap ()OH—IJ 901—1,]
pour ¢ =2.N,—1,7=2..Ng— 1.

Ces schémas nécessitent le stockage de trois matrices correspondant & ’état du systéme aux
temps t — At, t, t + At.

6.2 Quelques mots sur 'impédance dans le cas monodimensionnel

En considérant les solutions de type ondes planes ¢, ¢(t,x) = eWtel® on établit aisément dans

le cadre 2 = R (092 = {0}) la relation d’impédance :

dvplan = —iw ¢|aq,

le signe étant fixé par la condition de Sommerfeld. Pour mettre en ceuvre numériquement cette
relation, on remarque queiw plgo = dyp|aq, d’ou :

dvplan = — Owplaq-

Ainsi, pour simuler une condition d’impédance monodimensionnelle sur un domaine 2D dont on
veut rendre le bord droit transparent, on approche cette égalité par un schéma aux différences
finies :

k+1 k k k
PNpj ~ PNayj _ PNayj — PNe—1
At Az ’
d’o11, en isolant (pf;'l:
k1 _ At

k k k
PN, = A—x(SONfl,j — PN,.5) T PN,

Remarque 14 Dans le cas d’une frontiére circulaire, j sera remplacé par 0 et N, par N, pour
rendre le bord transparent selon une condition monodimensionnelle.
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6.3 Mise en ceuvre de la réalisation diffusive de ’opérateur Z

La relation d’impédance s’exprime :

<P/\a\s2 = H(0}).0u¢laa

Lors de la mise en ceuvre numérique de l'opérateur Z via la représentation d’état de H(d;),

—

— Y . — . Y
Pentrée u est J,plan  (respectivement d,¢|sq dans le cas du cercle), la sortie étant alors ¢|sn

(respectivement ¢|pq ). Ainsi, on a le schéma:

{ YAl = Pyt 4+ GOl , ¥0 =0
© t(;glAt _ th+At.

Il reste maintenant & discrétiser la frontiére en N points. A t fixé, ¢|sq (fonction de y) devient
alors un vecteur (¢|spn)n=1..n. Par transformation de Fourier discréte, <p/\a\g (fonction de 7)
devient donc un vecteur (g0/|3\g Jn=1..~ des coefficients de Fourier. Avec n changent les poles de
H,(p), les coupures, donc v également (c’est-a-dire les &), A, C, donc F et G. A chaque pas
de temps, il faudra donc effectuer pour tout n la représentation d’état :

{ ZLAL: an; + Gn(&/@’%&))n ’ 1/}0 =0
(90|taJ§rzAt)n = anﬁ_At'

Remarque 15 Le nombre N est en pratique fizé a 20, ce qui permet d’obtenir une erreur
d’approzimation relative dans tous les cas et a toute fréquence inférieure o 1073,

Remarque 16 Dans le cas d’une frontiére circulaire, le fait de discrétiser la frontiére a pour
conséquence par Fourier de borner le spectre des fréquences balayées (n représente ici une
fréquence car la longueur de la frontiére est 2m), ce qui se traduit par le fait que n appartient
non plus a Z mais a [—5, 5.

F,, G, et C,, sont indépendants du temps, on peut donc les calculer hors ligne et les stocker
définitivement. En fait, on calculera au préalable les matrices A et les vecteurs C, qui ne
dépendent que de la longueur de la frontiére et du nombre de points, les matrices F, et G,
s’établissant facilement & partir de A. Il faut pour cela faire un choix quant au contour 7,
considéré :

e Dans le cas d’une frontiere droite, il est composé de 7, et ~,, respectivement R_ + ni et
R_ — ni. Du fait de la symétrie H, (p) = H,(p), on ne considerera que les calculs sur 'y; .




gamma.bmp
iR

i 111
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e Dans le cas d’une frontiére circulaire, il est composé de la coupure R_, et de deux contours
¥ et 7, conjugués entourant les poles de H(p). En pratique, le contour entre les poles et
I’axe imaginaire est suffisant.

-0dn

~
-

-1

De méme que dans le cas précédent, la symétrie H,(p) = H,(p) permet de ne considérer que
la coupure R_ et le contour ;.

Schéma récapitulatif :

‘Calcul préalable des F,, G,, et Cn‘

!
3u<Pt’89 L) dvetlon —— | Boucle sur n
T

I { ?—At = Fn@[’;tz + Gn(0v¥t|o)n

—_—
(@t 2 g0)n = CppftAt

«—— | Fin
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7 Reésultats de simulation

Les simulations ont été effectuées sur un maillage de 128 (r) x1024 () points dans le disque
unité privé d’un disque centré a 'origine, de rayon 0.1 avec conditions de Dirichlet nulles. La
condition d’impédance est quand a elle discrétisée au moyen de 20 points en la variable £. La
transformation de Fourier sur le bord transparent est la FFT, fonction disponible en standard
sous Matlab.

Les résultats de simulation confirment dans tous les cas la parfaite absorption de la frontiére,
tant pour les incidences orthogonales aux bord qu’obliques ou rasantes. Il faut noter que des
fluctuations trop rapides engendrent des erreurs numériques qui se propagent et dégradent la
solution: il faut en pratique respecter un minimum de 10 points par période pour une onde
sinusoidale.

En Figure 1 est visible 1’évolution d’un ébranlement provoqué par une source ponctuelle.
La neutralité du bord aux ondes rasantes est clairement mise en évidence. Aprés passage de
I’ébranlement, le milieu reste au repos.

Une onde rampante de la forme ¢ = Re (k:(r) ei(”H”e)), provoquée par une source sur le cercle
de rayon 0.375 animée d’un mouvement de rotation uniforme, est montrée en Figure 2. N.B.: la
transition entre la zone de champ proche (c’est-a-dire lorsque la vitesse de 'onde est inférieure
a la célérité du milieu, la décroissance étant alors exponentielle) et la zone de rayonnement par
propagation (en spirale, a décroissance en %) est clairement visible.

Enfin, on peut voir en Figure 3 I’évolution provoquée par une source ponctuelle constante.
En simulant une évolution en espace libre, la condition d’impédance permet ainsi de résoudre
au moyen de ’équation des ondes dans un domaine limité un probléme d’équilibre statique du
type: A® = f dans R
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Figure 3: Résolution d’un probleme d’équilibre statique.
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Listing des programmes

ondepol _inmp_RE stock. m

% résolution de |'équation d ondes 2D pour un donmi ne circul aire absorbant.
% Programe unifié qui pernet d utiliser indifférement inp pour frontieére
droite sur un cercle ou

% inp adaptée pour le cercle en choisissant a |'appel 1 (pour adaptée)
autre chose (pour frontiére plane).

% En conmentaires : possibilité de nmettre une source haute fréquence, une
Gaussi enne, une source tenporaire

% sur tout le bord interieur, ondes ranpantes..

%rmet rs sont les rayons mn et max du donai ne

% N et Nth sont les nonbres de points de discrétisation selon | e rayon et
| "angl e

% A0, Al e A2 sont les matrices Nr*Nth-1 des valeurs de Phi en tn-1, tn et
tn+l

% T est le nonbre d'itérations en tenps, donc a quel que chose preées
(multiplication par dt) le tenps de sinulation

% X et Y naillage du donmaine, Mmatrice des val eurs de phi

function [ X Y, M =ondepol _inmp_ RE stock(rmrs, Nr, Nt h, T, choix)

di m=20;

Mezeros(Nr, Nt h, 20); % vecteur de matrices Nr*Nth qui servira a stocker de
tenps en tenps |'état du systeéne

V=zeros(20,1); %vecteur qui servira a stocker |les valeurs en un point
pour expl osion

dr=(rs-rm/(Nr-1);

dt h=2*pi / (Nt h- 1) ;

di scretr=linspace(rmrs, Nr);

di scrett=linspace(0, 2*pi, Nt h);

X=di scretr' *cos(discrett); % matrice des absci sses de discrétisation
Y=di scretr' *sin(discrett); %nmatrice des ordonnées de discrétisation

% | mpul si on de départ : Gaussi enne
%MW :,:, 1) =gaussi ennepol (X Y,0,0.8,0.001);

% Cl pour la sinmulation de |a source ponctuelle
M round(8*Nr/10),1,1)=1

AO=M:,1:Nth-1,1);

Al1=A0;

A2=zeros(Nr, Nt h-1);

dt =0. 25*mi n(dr, rmrdt h)

tenps_de sinu=dt*T

cl=( (1-dt~2/dr~2)*ones(1,Nr-2)-dt~2./(discretr(2:Nr-1)*dth).”2 )";
c2=(dt"2./(2*discretr(2: Nr-1)*dr))";

c3=(dt"2./(discretr(2: Nr-1)*dth).”2)";

Cl=cl*ones(1, Nth-3);

C2=c2*ones(1, Nth-3);

C3=c3*ones(1, Nt h-3);

mu=4; % fréquence de |la source

onega=2*pi *rmu; % pul sation de |a source

psi =zeros(dim Nth-2); % une col onne de psi est |e vecteur a k conposante
psi _n, n balayant |es fréquences.

psi O=zeros(dim1);

fftphi =zeros(Nth-1,1); %vecteur sortie de la RE (vecteur Fourrier(phi))
F=zeros(di mround((Nth-1)/2));



G=zeros(dimround((Nt h-1)/2));
k=15; % vitesse angul aire des ondes ranpantes

MR=di m

% éval uation du cas a traiter puis chargenent de A C et calcul de FO, & et
C0 en conséquent

if (choix==1) % inp adaptée
| oad acpol i np. nat ;
FO=exp(di ag(a0) *dt);
@=(1./diag(a0)).*(F0-1);

else %inmp frontiére droite

| oad acpol . nmat

FO=eye(MR, 1);

@=dt *eye( MR 1);

CO=-eye(1, MR)/2; % pour palier le 2*real(...) de la RE
end

%calcul de F,G C

%****************

% kkkhkkhkkkhkhkkhkhkkkhkhk

C=C(l:round((Nth-1)/2),:); %seuls les Nde 1 a (Nth-1)/2 sont consi dérés,
méne si C en contient bcp +
for N=l:round((Nth-1)/2)

F(:, N=exp(A(:, N *dt);

A N=(L /AN (F( N -1))

end

% Début de |l a sinulation
%**********************

% EIE IR R I I R I I I R R

for t=1: T % boucl e de tenps

% Evol uti on du systene

%********************

% calcul de la premi ére colonne a part (relatif raccord de theta en 0 et
2 pi)

A2(2:Nr-1,1)=(dt"2/dr”2)*(AL(3: Nr, 1) +A1(1: Nr-2,1)) + (c2.*(AL(3:Nr,1)-
AL(1:Nr-2,1))) + c3.*(AL(2:Nr-1,2)+AL(2: Nr-1,Nth-1)) + 2*A1(2:Nr-1,1).*cl-
AO(2:Nr-1,1);

% autres col onnes

A2(2:Nr-1,2: Nth-2)=(dt~2/dr”*2)*(AL(3: Nr, 2: Nt h-2) +A1(1: Nr-2,2: Nth-2)) +
(C2.*(AL(3:Nr,2:Nth-2)-A1(1: Nr-2,2: Nth-2))) + C3.*(AL(2:Nr-1,3:Nth-
1)+AL1(2: Nr-1,1:Nth-3)) + 2*CL. *AL(2: Nr-1,2: Nth-2)-A0(2: Nr-1, 2: Nt h-2);

% calcul de |a derniére colonne a part(idem relatif raccord de theta en
0 et 2 pi)

A2(2:Nr-1, Nth-1)=(dt"2/dr~2)*(AL(3: Nr, NNh-1)+A1(1: Nr-2,Nth-1)) +
(c2.*(AL(3:Nr,Nth-1)-A1(1: Nr-2,Nth-1))) + ¢3.*(AL(2: Nr-1,1)+A1(2: Nr-1, Nt h-
2)) + 2*A1(2:Nr-1,Nth-1).*cl-A0(2: Nr-1, Nt h-1);

% Réal i sation de |'inpédance adaptée par RE
%******************************************

deriv_nornrzeros(Nth-1,1);
deriv_norm=(AL(Nr,:)-AL(Nr-1,:))"/dr;
fftderiv_normefft(deriv_norn); % passage dans |e domai ne des fréquences
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% cas n=0
psi 0=FO0. *psi 0+&0*fftderiv_norn(1);
fftphi (1)=C0*psi O;

% n=1..round((Nth-1)/2)

for n=1l:round((Nth-1)/2)
psi(:,n)=F(:,n).*psi(:,n)+@ :,n)*fftderiv_norm n+l);
fftphi (n+l)=C(n,:)*psi(:,n);

end

% n=1..round((Nth-1)/2)-1

for n=1l:round((Nth-1)/2)-1
psi(:,Nth-n-1)=F(:,n).*psi(:,Nh-n-1)+@:,n)*fftderiv_norn Nth-n);
fftphi (NNh-n)=C(n,:)*psi(:,Nth-n-1);

end

phi=ifft(fftphi);
A2(Nr,:)=2*real (phi.");

% Opti ons

%*******

% sour ce
%A2(round(9*Nr/ 10), 1) =1- cos(onmega*t *dt) ;

% bord interieur source 1 periode
% f (t*dt<=1/nmu)

% A2(1,:)=1-cos(onega*t*dt);
%end

% source durant 2 periodes

% f (t*dt<=2/mu)

% A2(round(8*Nr/10), 1) =1-cos(onmega*t*dt);
%end

%A2(round(8*Nr/10), 1) =1;
%A2(round(Nr/3), round(5*Nt h/ 7)) =-1,;

% sour ce ponctuelle
%A2(round(8*Nr/10), 1) =1;

%ondes ranpantes 3 periodes sur |le bord
%A2(floor(3*Nr/8),1: Nth-1)=( 1-exp(-21000*(t*dt)"2/2) )*sin(
10*2*pi *(1: Nth-1)/ (Nt h-1) +k*t*dt );

%A2(1:floor(3*Nr/8)-1,1: Nth-1)=0;

% St ockage
%*********
% Sél ection de "tranches spatial es" pour afficher |'évolution, tous les
pas de tenps. Méne si A a pour taille 20 a
%Il'initialisation, cette taille augmente au fur et a nesure que |'on
t stocker.
if (nmod(t, 100)==0)
M:,1:Nth-1,(t/100) +1) =A2;
M:,Nh, (t/100)+1)=A2(:,1); %rajout de |a derniére colonne (2 pi)

égale a la prem ére (0) pour le tracé

%/((t/100)+1)=A2(round(8*Nr/ 10), round(Nt h/ 4));
end
i f (nod(t, 100)==0)

t %indi cateur de progression
end



AO=A1;
Al=A2;
end

acpolinp. m

% fonction qui renvoie les matrices A0, C0, A et C de |la RE pour

frontiére circulaire avec |'inpédance adapt ée

%L est la |longueur du cercle
% Nth e nombre de points de discrétisation de [0, L]
% dt pas de tenps

function [ A0, C0, A C] =acpol i np(L, Nt h)

di m=20;

A=zeros(dimround((Nth-1)/2)); % matrice des diagonal es des An;
C=zeros(round((Nth-1)/2),dim;

% matrices AO et Q0

%*****************

% kkhkkkkkhkhrkkhkhxkkkx

MR=di m % i nension de la realisation sur R-
onR=l ogspace(-1,3,MR); %definition des qsi sur R-
on=onR; % ensenbl e conpl et des points de discretisation

% Calcul de la matrice Q a "pseudo-inverser"
0/8:******************************************

ON=1000; % nbre de points de discretisation en frequence de Kn
L=QN;

MEMR, % di mension de la realisation d'etat

w=l ogspace(-1,3,QV); %discretisation sur iR

OVEEw,

OME[OM - OM

epsi |l on=1e-8; % pour penalisation

l=eye(M ; % matrice identite

% matrice Q
Qones(2*L, 1) *om+(i *OM *ones(1, M);
&E1./Q

% Pseudo- i nversi on
%***************
QXQ *Qtepsilon*l;
Q=inv(QQ; % pseudo-inverse de Q

% Cal cul du transfert KO

%************************

k=conj ((2*bessel h(0,w) ./ (bessel h(-1,w) -besselh(1,wW))./w;
H=k. " ;

H=[ H, conj (H)];

m=Q *Q *H, % vecteur mu opti mal

% Matrices de réalisation d' état

%******************************

A0=di ag(-onR); % (par synétrie)
CO=mu."'/2; % pour palier le 2*re(..)

une



% matrices A et C

%***************

% kkkkhkkkhkhkkhkhkk*

My=15; % di nmensi on sur partie courbe de ganma

MR=di m My; % di nension de |a realisation sur N +R-

gsi =l i nspace(0, 3, My) ;

Q\=1000; % nbre de points de discretisation en frequence de Hn
L=QN;

MEMR+2*M; % di mension de |la realisation d'etat

epsil on=1e-8; % pour penalisation de |a pseudo inversion

l=eye(M ; % matrice identite

for N=1:round((Nt h-1)/2)

N

onR=N. *| ogspace(1, 3, MR)./100; % definition des gsi sur R

gamma=N*i *exp(i *(1-tanh(qgsi)).*pi./2);

gamma=0. 4*r eal (ganmm) +i *i nag( gamma) ;

onF[ onR -ganmma -conj (ganma)]; % ensenbl e conpl et des points de
di scretisation

w=N. *| ogspace(1,5, Q\)./100; % discretisation sur iR

OVEw,

OME[OM - OM ;

% matrice Q
Q=ones(2*L, 1) *om+(i *OM *ones(1, M) ;
&E1./Q

% Pseudo-i nver si on

%****************

QQ=Q *Qrepsi l on*1;
Q=inv(QQ; % pseudo-inverse de Q

% Cal cul des transferts Kn

%***********************

gO=bessel h(1,w) ./ bessel h(0, w);

if (N==1)
q=q0;
el se
if (N==2)
g=(2./w-1./90; %calcul de QL
el se
g=(2./w-1./q0;
for n=2: N1
g=(2*n./w-1./q; %calcul de QW1
end
end
end
k=(1-2./(2-(1./(-21+2*N*q./wW))))/N, %cal cul de KN
H=k" ;

H=[ H;, conj (H];
m=Q *Q *H, % vecteur mu opti mal

% Matrices de réalisation d' état

%******************************

A(:,N=(-om(1: MR+My))."'; % di agonal e de A (par synetrie)

C(N, :)=transpose(nu(1l: MR+tMj)));

C(N, 1: MR =C(N, 1: MR)/ 2; % pour palier au 2*re(phi), on divise la partie
concernant R par 2



end

Gaussiennepol.m

% renvoi e une matri ce contenant |es valeurs d' une gaussi enne dans un
dormi ne caractérisé par X et Y qui sont

% les matrices de discrétisation en abscisse et
ordonnée du donai ne.

% nmx et nmy sont |a noyenne de | a gausi enne et var sa variance

function [ M =gaussi ennepol (X, Y, nx, ny, var)

nx=si ze(X, 1) ;

ny=si ze(X, 2);

Mezer os( nx, ny) ; % Matrice des val eurs de | a Gaussi enne

for j=1:nx
for k=1:ny
OIl\/(j,k)=e><|0(-( (X(j,k)-m)"2 + (Y(j,k)-ny)~2 )/ (2*var))/(2*pi*var);
en
end



