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Le développement des techniques de séquencage haut débit géneére un volume de
données en forte croissance a des cofits relativement faibles. Ces données sont souvent
de trés grande dimension, hétérogenes et mesurées de manieres appariées sur plusieurs
niveaux de ’échelle du vivant. Dans le cadre de la biologie des systemes, de nombreuses
méthodes ont été développées pour intégrer ces informations, c’est-a-dire, pour com-
biner les différentes vues obtenues sur les mémes échantillons avec de I'information a
priori et mieux comprendre les mécanismes sous-jacents ou mieux prédire une quantité
(souvent un phénotype) d’intérét. Parmi ces approches, les noyaux présentent de nom-
breux avantages qui en font une approche couramment utilisée pour ces applications.
Dans ce chapitre, nous présentons le cadre général des approches a noyau et leur utilité
pour l'analyse de divers types de données biologiques. En particulier, nous nous foca-
liserons sur les approches exploratoires (non supervisées) et I'intégration de données.
Nous illustrerons les approches présentées par leur mise en ceuvre sur une partie des
données du projet TARA Oceans (Karsenti et al., 2011; Bork et al., 2015) & I’aide du
package R mixKernel (Mariette and Villa-Vialaneix, 2018).
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1. Introduction

Les avancées des nouvelles techniques de séquengage et la diversification des protocoles per-
mettent aujourd’hui d’étudier un organisme a différentes échelles biologiques. Celles-ci permettent
d’étudier le génome, ensemble des génes d’un organisme, le transcriptome, ensemble des ARNs
transcrits, mais aussi I’épigénome, ensemble des mécanismes moléculaires qui modulent I’expression
du patrimoine génétique. Les données ainsi produites font partie de la famille dite des omiques dans
laquelle on retrouve aussi par exemple les données décrivant le protéome, ensemble des protéines
exprimées, ou encore le métabolome, ensemble des métabolites. Les données ainsi produites sont
hétérogenes, volumineuse, de grande dimension et sont souvent obtenues sur un petit nombre
d’individus ou d’expériences en comparaison avec le nombre de variables mesurées. Souvent les
caractéristiques de ces données les rendent mal adaptées aux outils classiques de la statistique.
Typiquement, ces données sont des données de comptage pour lesquelles la distance euclidienne
usuelle est peu informative, les rendant mal adaptées aux approches utilisant des hypothéses
de distribution gaussienne. En outre, ces données sont souvent collectées selon plusieurs types
d’expériences de maniere appariée, avec ’objectif de combiner I'information apportée par chacun
des niveaux de I’échelle du vivant qui est capturé par ces expériences. Il est alors fréquent que cette
intégration nécessite de considérer la combinaison de données de types différents (données conti-
nues, données de comptage, spectres — ou fonction, réseaux. . . ) en particulier lorsqu’il est pertinent
d’intégrer dans analyse une information biologique additionnelle fournie a priori (fonction d’un
géne, annotation, structure spatiale d’une protéine, information de régulation entre génes. . .).

Dans un tel contexte, de nombreuses méthodes intégratives ont été développées afin de combi-
ner ces informations et ainsi considérer un systéme biologique dans son ensemble. Pour aborder
ces questions, les approches & noyauz sont couramment utilisées (Scholkopf et al., 2004) car elles
offrent un cadre naturel a ’analyse de ces données. En travaillant sur des mesures de similarité
entre échantillons (dont le nombre est généralement faible), ces approches sont plus efficaces en
calcul et mémoire que les approches fondées sur la représentation classique des données en ta-
bleaux individus x variables car elles compressent 'information contenue dans ’ensemble des tres
nombreuses variables mesurées. En outre, les noyauz offrent un cadre mathématique justifié per-
mettant d’étendre beaucoup d’approches statistiques standards de maniére naturelle. Enfin, ils
sont adaptés a des données de types tres variés et fournissent un cadre commun pour la com-
binaison de ces données, que ce soit & des fins exploratoires (Rappoport and Shamir, 2018) ou
prédictives (Lanckriet et al., 2004; Borgwardt et al., 2005).

Dans ce chapitre, nous présentons ces approches et leur utilité pour divers types de données
biologiques. En particulier, la section 2 définit ce que ’on appelle noyau et positionne la notion dans
le contexte plus large des données relationnelles. La section 3 décrit des extensions de méthodes
classiques au cadre des noyaux en se focalisant sur les approches exploratoires, non supervisées.
On renvoit le lecteur & Ben-Hur et al. (2008) et Vert (2007) pour une description des approches a
noyau supervisées en biologie. Ensuite, la section 4 décrit les approches utilisées pour I'intégration
de données avec des noyaux dans le cadre de I’analyse exploratoire en décrivant plus spécifiquement
sur approche proposée dans Mariette and Villa-Vialaneix (2018). Enfin, la section 5 illustre la
mise en ceuvre de ces méthodes pour ’analyse sur une partie des données du projet TARA Oceans
(Karsenti et al., 2011; Bork et al., 2015) & I'aide du package R mixKernel disponible sur le CRAN !,

1. https://cran.r-project.org/package=mixKernel


https://cran.r-project.org/package=mixKernel

2. Données relationnelles

Dans ce chapitre, on considére que les échantillons d’intérét (aussi appelés observations) sont
notés (;)i=1,..,n et qu'ils prennent leurs valeurs dans un espace arbitraire, X, qui recouvre tous
les exemples discutés en introduction.

2.1. Données décrites par un noyau

On appelle noyau une fonction K : X x X — R qui peut étre évaluée pour toute paire d’obser-
vations : k;i := K (z;,2;). Cette fonction mesure une similarité entre paire d’observations et elle
doit étre symétrique (Vz,z’ € X, K(z,2') = K(z/,x)) et positive (VN € N, V{a;}i=1,.. .~ CR,
et V{z;}i=1,. v C X, Zfi,:l oz K(x;, i) > 0). Elle permet de définir une matrice noyau,
K := (ki)iir=1,... n, de dimensions n X n qui est donc symétrique et définie positive.

Cet encart vise a illustrer la diversité des noyaux utilisés, avec un angle particulier sur les
données issues de la biologie, en proposant un panel d’exemples utilisant des données de formes
diverses (numériques, séquences, graphes. .. ) et d’origines diverses (données transcriptomiques,
protéines, métabolites. .. ). Il ne prétend pas a I'exhaustivité.

Exemple 1 (Noyau pour des données numériques) Un des noyauz les plus fréquemment
utilisés, lorsque les données sont des éléments de X = RP, est le noyau gaussien : K(x,2') =
exp (—7llz — 2'||2,), pour v > 0, fizé. Toutefois, celui-ci est mieuz adapté a la description
de données continues dont l'asymétrie de distribution reste modérée. Pour ['utiliser avec les
données de comptage issues des séquencages haut-débit (données RNA-seq, par exemple), il est
courant de faire subir aux données un pré-traitement pour transformer les données initiales en
données continues avec une variabilité réduite. Les transformations les plus fréquentes sont la
transformation logarithmique ou bien le centrage et réduction par géne (Gonen and Margolin,
2014).

Les noyaux gaussiens (ou d’autres noyaux pour données numériques comme le noyau polyno-
mial ou méme le noyau linéaire qui correspond au produit scalaire ordinaire) sont fréquemment
utilisés pour traiter des échantillons décrits par des données non numériques. Les applica-
tions sont nombreuses comme dans Meher et al. (2016) pour le calcul préalable de descripteurs
numériques pour l’identification de sites d’épissage a partir de séquences d’ADN ou bien Qiu
et al. (2007) pour la classification de protéines a partir de divers descripteurs numériques.

Exemple 2 (Noyau pour des séquences) De nombreux noyaur ont été proposés pour
calculer des similarités entre des séquences biologiques, c’est-a-dire, des séquences x; =
(@it .oy Tip) qui premnent leurs valeurs dans X = A®P ou A est un alphabet fini. De telles
séquences pewvent, par exemple, étre une molécule d’ADN (avec A ={A,C,T,G}) ou bien des
protéines (avec A l'ensemble des acides aminés). Pour des séquences de protéines, Jaakkola
et al. (2000) définissent un noyau basé sur un modéle de chaine de Markov cachée qui corres-
pond a la famille de protéines d’intérét et utilisent ensuite le noyau gaussien du score de Fisher
entre deuzx protéines basé sur ce modéle. Leslie et al. (2002, 2004) ont proposé des moyaux
alternatifs rapide a calculer qui sont fondés sur les occurrences de k-mers dans la séquence :
cette approche est appelée noyau spectral (spectrum kernel).

Des approches alternatives pour la définition de noyauz sur les séquences utilisent des méthodes
d’alignement ou d’alignement local, comme [’approche générale du noyau de convolution
présentée dans Haussler (1999) qui est étendue pour la définition d’un noyau entre protéines
dans Saigo et al. (2004). Une alternative fondée sur le principe de l’alignement est aussi décrite
dans Qiu et al. (2007). Ici, Ualgorithme MAMMOTH, pour ’alignement structurel de séquences
de protéines Oritz et al. (2002), produit un score asymétrique entre paires de séquences. Ce
score est ensuite transformé en noyau par Uapproche décrite dans Tsuda (1999).

Exemple 3 (Noyaux pour des données structurées : arbres, graphes) De nom-



breuses applications en biologie utilisent des données représentées par des objets structurés
comme les arbres ou les graphes : arbres phylogénétiques, arbres de fragmentation issus des
spectres obtenues en métabolomique par spectrométrie de masse, graphes de co-expression
entre genes, graphe d’interactions protéine/protéine, représentation de la structure 3D d’une
protéine sous la forme de graphe. .. Ces objets sont également bien adaptés au traitement par
approches a noyau.

Les noyaux de comparaison d’arbres utilisent soit des approches fondées sur des comparaisons
entre sommets, soit des approches qui tirent partie de la structure de ’arbre en comparant les
sous-arbres ou les chemins communs auzx deuz arbres (voir Shen et al. (2014); Dihrkop et al.
(2015); Brouard et al. (2016) pour de multiples exemples correspondant a des arbres construits
sur des arbres de fragmentation de spectres de masse en métabolomique, voir aussi Vert (2002)
qui propose un noyau pour comparer des arbres phylogénétiques fondé sur la combinaison d’un
modéle d’évolution probabiliste et d’une similarité entre sous-arbres).

Concernant les graphes, il faut différencier les approches de comparaison des sommets d’un
graphe donné, souvent fondées sur des régularisations du Laplacien du graphe (Kondor and
Lafferty, 2002; Smola and Kondor, 2003), des approches permettant de comparer une famille
de graphes, fondées sur des comparaisons de sous-structures (Ramon and Gdartner, 2003; Mahé
and Vert, 2009) ou des comparaisons de chemins dans les graphes (Gartner et al., 2003; Vi-
shwanathan et al., 2010). Les noyauz de comparaison entre sommets d’un graphe sont utilisés,
par exemple, dans Vert and Kanehisa (2003); Rapaport et al. (2007) pour lier expression des
génes et voies métaboliques. Les seconds sont utilisés dans Borgwardt et al. (2005) pour compa-
rer des protéines sur la base de leur structure 3D et dans Mahé and Vert (2009) pour comparer
des molécules quelconques sur la base de leur réseau de covalence entre atomes.

Ce formalisme permet de représenter ’espace arbitraire X comme un espace muni d’une distance
et d’un produit scalaire standards. En effet, Aronszajn (1950) montre que, lorsque les conditions
de définition du noyau sont remplies, celui-ci définit de maniére unique un espace de Hilbert H,
appelé espace image et muni du produit scalaire (., .), et une fonction de plongement ¢ : X — H,
liés au noyau par la relation :

Vo' € X, K(z,2') = (¢(x), ¢())n. (1)

En pratique, H et ¢ ne sont pas explicités mais sont utilisés implicitement au travers du noyau.
C’est ce que I'on appelle 'astuce noyau. Celle-ci consiste a utiliser le plongement de X dans H en
exprimant les produits scalaires et distances dans H a partir des valeurs du noyau. Par exemple,
une distance, dy (x, 2'), est définie entre deux éléments z et 2’ dans X', comme la distance entre leur
image respective dans H, ||¢(z) —¢(z')||%, qui s’exprime, en utilisation la relation de I’équation (1),
par

dy(z,2") = VK (z,2) + K(2/,2') — 2K (z,2"). (2)

L’utilisation de ’astuce noyau en fouille de données et apprentissage est décrite de maniere plus
précise dans la section 3.

2.2. Données décrites par une mesure de (dis)similarité générale

Comme décrit précédemment, le cas de données décrites par un noyau offre un cadre formel
rigoureux pour ’analyse de données de types tres variés. Il est également strictement équivalent
au cas de données euclidiennes décrites par leurs distances (calculées dans ’espace image de
maniére implicite). Toutefois, il ne suffit pas a couvrir 'intégralité des applications des données
relationnelles. En effet, comme décrit dans Schleif and Tino (2015), les données relationnelles
peuvent étre décrites par des mesures de ressemblance ou de dissemblance qui peuvent sortir du
cadre euclidien. Nous parlerons alors de similarité ou dissimilarité, dont la définition formelle n’est
pas completement fixée dans la littérature, mais que nous formaliserons de la maniere suivante :

une dissimilarité est une mesure de dissemblance, § : X x X — RT, qui peut étre évaluée
pour toute paire d’observations : Va;, z; € X, ;7 := §(z;,x). On suppose, en outre, que



0(z,z) = 0 pour tout x € X et que la fonction est symétrique (Vx, 2’ € X, §(x,2’) = 6(2/, x)).
On peut aussi définir la matrice de dissimilarité des observations comme A := (0;3); i'=1,....ns
qui est une matrice de dimensions n x n, symétrique, a diagonale nulle et & entrées positives ;

une similarité est une mesure de ressemblance, S : X x X — R, qui peut étre évaluée pour
toute paire d’observations : Va;, zy € X, s; := S(x;,x#). On suppose, en outre, que cette
fonction est symétrique (Va,2’ € X, S(x,2’) = S(a/,2)) et a diagonale positive (V& € X,
S(x,z) > 0). On peut alors définir la matrice de similarité des observations comme S :=
(8447 )iir=1,...n, qui est une matrice de dimensions n x n, symétrique mais pas nécessairement
positive.

Les deux définitions précédentes tombent dans le cadre euclidien lorsque :
— la matrice de similarité, S, est définie positive. S est alors simplement une matrice noyau et
le formalisme de la section précédente s’applique;
— la matrice de dissimilarité, A, est une matrice de distance euclidienne (Schoenberg, 1935;
Young and Householder, 1938).
Schleif and Tino (2015) font une revue des approches permettant d’analyser des mesures de simi-
larité non euclidiennes. Celles-ci se séparent, schématiquement, en deux grandes familles : 'une
consiste & transformer les données d’une similarité non euclidienne en noyau (par correction du
spectre, approches par troncature spectrale ou inversion spectrale (Chen et al., 2009), ou plon-
gement dans un espace euclidien en minimisant la distorsion avec les mesures initiales (Kruskal,
1964)). L’autre utilise les mesures de similarité directement et s’appuie sur un cadre formel appelé
espace pseudo-euclidien (Goldfarb, 1984). De maniére plus précise, si S est une matrice de simila-
rité quelconque, on peut montrer qu’il existe deux espaces euclidiens uniques, £; et £_, et deux
plongements ¢4 : X — & et p_ : X — E_ tels que :

Vai,zi € X, sij = (04 (x:), o1 (xir)) e+ — (p—(w5), o (2ir)) e~

De maniere schématique, les approches basées sur ce formalisme utilisent des extensions des
méthodes d’analyse statistique qui sont similaires aux extensions s’appuyant sur l'astuce noyau,
en travaillant dans les espaces de plongement £, et £_ de maniere implicite.

Le cadre de la dissimilarité peut paraitre encore plus général. Si on suit l'analogie dissimila-
rité/distance et similarité/produit scalaire, on peut définir une matrice de dissimilarité & partir
d’une matrice de similarité de maniere unique en reproduisant ’égalité de I’équation (2) :

85 := Sii + Sirir — 284t (3)

& condition toutefois que le terme de droite de I’égalité soit positif (on dit alors parfois que la
matrice de similarité est & diagonale dominante). Réciproquement, la donnée d’une matrice de
dissimilarité ne définit pas de maniére unique une similarité, méme en s’appuyant sur ’analo-
gie précédente, car les valeurs de s;; restent a fixer de maniere arbitraire. Toutefois, lorsqu’une
dissimilarité ¢ est donnée, le cadre pseudo-euclidien reste valide avec une égalité du type :

Vagop € X, 65 = [164(2:) = ¢4(2a) |3+ = llo-(2:) — o (@) I3~

En pratique, dans la suite, nous utiliserons la transformation suivante (Lee and Verleysen, 2007),

2 E 2 E 2 E 2
Siit i — _5 6“'/ - — 5ik - — 5ki’ + ) 6kk’ 5
k=1 k=1 k,k'=1

qui satisfait I’équation (3), pour passer d’une dissimilarité & une similarité. Lorsque la matrice de
similarité, S est définie positive, cette similarité est un noyau qui présente ’avantage d’étre centré
(c’est-a-dire, que toutes les observations ont une moyenne nulle dans I'espace image), ce qui la
rend directement utilisable pour une ACP & noyau par exemple (voir section 3.2).



Exemple 4 (Biodiversité) L’analyse de la biodiversité conduit a étudier des échantillons qui
sont caractérisés par l’abondance d’un ensemble d’especes ou de taxons. Pour ce faire, différents
indices ont été proposés, en particulier pour comparer des échantillons (diversité ). Les pre-
miers indices utilisés, tels que les indices de Jaccard (Jaccard, 1912) et Sprensen (Sorensen,
1948), traitent les espéces rares et abondantes de fagon équivalente en comparant uniquement
le nombre d’espéces partagées et uniques entre les échantillons. St x; = (1, ..., Tip) aVEC Ty
le nombre d’observations de l’espéce k dans [’échantillon i, l’indice de Jaccard est défini par

P_ 1. Lo+ 1, o
8 (zi, i) = Zk_l ( {zix >0, z;/,=0} {21, >0, 231 0}) .

P
Zk:l 1{37ik+$i’k>0}

D’autres indices, comme la dissimilarité de Bray—Curtis, proposée par Bray and Curtis (1957),
améliorent ces premiers indices en tenant compte de [’abondance elle-méme :

_ Zi:l |x7,k - l’i'k|
bt @ik + Tik)

D’autres approches, comme la distance UniFrac (Lozupone and Knight, 2005; Lozupone et al.,
2007), la distance UniFrac pondérée ou bien la distance UniFrac généralisée (Chen et al.,
2012) proposent le calcul de distance entre échantillons en tenant compte de la phylogénie des
especes observées ainsi que, parfois, de la rareté de certaines espéces. Le principe global est de
pondérer les quantités présentes dans le calcul de l’indice de Jaccard ou bien de la dissimilarité
de Bray-Curtis par la longueur des branches d’un arbre phylogénétique entre espéces.

dpc(xs, zir)

Exemple 5 (Données de séquencage (RNA-seq)) Witten (2011) montre que la distance
euclidienne est mal adaptée aux données issues du séquencage haut débit et développe une
dissimilarité basée sur une modélisation par une loi de Poisson en utilisant la statistique du
rapport de vraisemblance d’un test de différence entre les moyennes des échantillons comme
mesure de l’écart entre les deux échantillons.

3. Analyse exploratoire pour des données relationnelles

La plupart des méthodes d’analyse statistique, qu’elles soient exploratoires ou prédictives, font
Ihypothese que les données d’entrées sont des données numériques multivariées de RP (pour un
p € N*). L’utilisation de ces outils classiques de la statistique & des données décrites par des
relations, comme nous les avons présentées ci-dessous, nécessite donc une adaptation. Lorsque les
données a analyser se présentent sous la forme d’un noyau, le principe général de ces adaptations
repose sur deux principaux ingrédients :

1. les calculs de produits scalaires et de normes qui sont réalisés au cours de I’algorithme sont
remplacés par leur équivalent dans I’espace image, H. L’avantage de ce principe est que le
produit scalaire ou la norme dans l’espace image sont connus a partir des seules valeurs
du noyau (ki )ii=1,...n : ils ne nécessitent pas la définition explicite de I'espace image, qui
peut étre tres complexe. Cette faculté a pouvoir travailler dans un espace image de maniére
implicite est ’astuce noyau dont nous avons parlé en section 2.1;

2. lorsque l’algorithme nécessite la définition de nouvelles observations, qui ne sont pas des
éléments de lensemble initial des observations (comme par exemple le barycentre d’une
classe), celles-ci sont exprimées sous la forme d’une combinaison linéaire ou convexe des
images par le plongement ¢ associé au noyau des données initiales : Y | B;p(z;). Les dis-
tances a ces nouveaux individus s’expriment eux aussi exclusivement a partir des valeurs du
noyau initial et il n’est donc pas utile de les calculer explicitement (seuls les coefficients 3;
sont calculés).

Nous détaillons ci-dessous des extensions particulieres de cette approche générale dans le cadre
de T'analyse exploratoire, en particulier pour la classification non supervisée, ’ACP et les cartes



auto-organisatrices. La présentation est limitée au cas des noyaux mais elle s’étend de maniere
similaire au cas de données décrites par des dissimilarités quelconques en utilisant une approche
similaire a ’astuce noyau mais fondée sur le contexte pseudo-euclidien. Dans certains cas, nous
expliciterons les différences entre les deux approches. La section se termine par une discussion sur
les limites des approches a noyau et sur quelques extensions visant a résoudre ces limites.

3.1. Classification non supervisée a noyau

La classification non supervisée est une approche trés commune pour 'exploration de données.
Son objectif est de regrouper les observations similaires dans des groupes (ou classes) sans a priori
(contrairement & la classification supervisée qui cherche & apprendre un modele de prédiction
a partir de classes connues pour certains échantillons). Les deux approches les plus simples de
classification non supervisée sont la classification ascendante hiérarchique (CAH) et 1’algorithme
des k-moyennes.

CAH et CAH a noyau Le principe de I'algorithme CAH est fondé sur la création itérative d’une
suite de partitions imbriquées. La méthode est initialisée par la définition d’une partition triviale,
Py, ou chaque classe de la partition est un singleton {z;} avec i € {1,...,n}. Puis, par fusions
successives de classes deux a deux, l'algorithme produit une hiérarchie de partitions qui se termine
avec la partition triviale, P,, composée d’'une unique classe dans laquelle sont regroupés tous les
individus {z; }i=1,... n- A chaque étape de I’algorithme, les fusions sont choisies de sorte & minimiser
une certaine quantité déterminée a I’aide d’un critere de lien qui définit une dissimilarité entre
classes (disjointes). Ce critere de lien est généralement fixé directement & partir de mesures de
dissimilarité fournies entre les individus et 1'algorithme est donc directement adapté a ce type de
données. C’est le cas des criteres de liens dit de lien complet (maximum des dissimilarités entre les
observations des deux classes), de lien simple (minimum des dissimilarités entre les observations
des deux classes) ou de lien moyen (moyenne des dissimilarités entre les observations des deux
classes).Toutefois, un des critéres de lien les plus utilisés, en raison de son interprétation naturelle
et de son lien avec 'algorithme des k-moyennes, est défini initialement pour des données de RP :
il s’agit du lien de Ward (Ward, 1963) qui mesure Paugmentation de I'inertie intra-classes induite
par la fusion de deux classes :

VC, C" C{xi}iz1,. s L(Cc,cy=1(CuC’) —I(C)—I(C"),

1 o 2 - 1 ) 1e o . sz
avec I(C) = el Y e,cc |z — Tcllge avec To = e > e,co Ti- En utilisant les principes généraux
décrits plus haut, la CAH s’adapte aux données décrites par un noyau

— en redéfinissant le critere de lien au travers de l'inertie intra-classe dans I’espace image :

1(C) = ﬁ S lléai) — 7el2,

z, €C
— et en redéfinissant le barycentre des observations dans ’espace image par :
_ 1
rc = cl Z ¢(l‘z)
‘ | z, €C

Cette approche, décrite par Qin et al. (2003), a été modifié dans Ambroise et al. (2018) pour
fournir une formule explicite simplifiée de la définition du critere de lien L(C,C’) qui permet de
définir la CAH a noyau comme dans l’algorithme 1.

k-moyennes a noyau Une alternative a 'algorithme CAH se base sur la définition d’un centroide
par classe : c’est I'approche des k-moyennes. Dans sa version initiale, formulée pour des données
qui prennent leurs valeurs dans RP, 'objectif de cette méthode est la définition d’une partition



Algorithme 1 Classification Ascendante Hiérarchique (CAH) & noyau avec lien de Ward

=

Initialisation : P; = {{z1}, {z=2},...,{zn}}
Pour t =1 an — 1 Faire
Calculer les criteres de lien entre tous les clusters de la partition courante P; :

Jeliel (1 | >
C,C’ —=3 ) ——— Yoo
MG = rerrien \jop e oo feen ¢ )

avec Ecc/ = Ziec’i/ecl kii’-

4: Fusionner les deux classes pour lesquelles le critere de lien est minimal pour obtenir la

partition Pjiq
Fin Pour
Retourner {Py,...,P,}.

qui minimise 'inertie intra-classe pour un nombre P de classes, fixé a I’avance :

argmln - Z Z lzi — Zc, 2,

Clv 7P ] 1’t€c

La méthode procede de maniere itérative en alternant une phase de calcul des centres de classes,
Z¢,, avec une phase d’affectation d’une observation (version stochastique de l'algorithme) ou
de toutes les observations (version batch de 'algorithme) au centre de classes le plus proche.
La configuration initiale est généralement choisie au hasard ou bien dérivée des résultats d’un
algorithme CAH (qui permet alors de s’appuyer sur la représentation graphique en dendrogramme
pour le choix d’un nombre de classes P). L’extension de cette méthode aux données décrites par

un noyau est tres similaire a extension de la CAH. Elle est décrite dans I’algorithme 2.

Algorithme 2 k-moyennes a noyau

—

Initialisation : choisir (au hasard) une partition des données en P classes P
{Cl,...,Cp} (t=1)
On note f1(z;) la classe (dans {1,..., P}) de I'observation x;
Pour ¢=1 a T Faire
Affecter toutes les observations aux classes de P, de barycentre le plus proche :

()= argmh; lp(xs) — Zer 132
=1,

_ 1 5 . 92,39
avec Zot = o Zz,ec; ¢(x;) et Pastuce noyau qui permet d’écrire

llp(z:) — ifc;”%t = ki — |Ct Z ki + =5 |Ct|2 Z o

ECt Ty, Xy EC;

> Phase d’affectation

6: Redéfinir les classes a partir de I'affectation précédente > Phase de représentation

Pl ={CIT,...,CH"} avec CF = {z;: fi(z;) = 4}

7: Fin Pour > Convergence

8: Retourner {CT 1 ... CT+1}.




Une autre extension pour des données décrites par des dissimilarités a été proposée par Kaufman
and Rousseeuw (1987) sous la forme d’un algorithme des k-médoides dans lequel les centroides
de chaque classe sont remplacés par une observation dans X. Ce type de solution approchée peut
étre lourd a mettre en oeuvre car il nécessite une phase d’optimisation discréte dans I’ensemble
d’apprentissage. Une généralisation a été proposée dans Rossi et al. (2007). Celle-ci est fondée
sur le cadre théorique d’espace pseudo-euclidien présenté en section 2.2, qui est tres proche de la
version de 'algorithme 2. En outre, Rossi et al. (2007) proposent une version parcimonieuse de la
représentation des centres de classes et un algorithme efficace utilisant des calculs pré-stockés et
une mise a jour astucieuse pour traiter de gros volumes de données.

3.2. Analyse en composantes principales a noyau

L’Analyse en Composantes Principales (ACP) est une autre approche trés courante en analyse
exploratoire des données, dont ’extension aux données décrites par un noyau a été décrite dans
Scholkopf et al. (1998). Dans sa forme initiale, ’ACP est une méthode de réduction de dimension
qui projette des données, (z;)i=1,...n, de RP, dans un espace de dimension plus faible, R?, avec
g < p ou g < p. Pour cela, les variables observées sont combinées linéairement pour définir un
nouvel ensemble de variables linéairement décorrélées les unes des autres et appelées composantes
principales (ou axes principaux). Ces dernieres sont obtenues par décomposition spectrale de la
matrice de variance/covariance (empirique) des données initiales et correspondent aux axes per-
mettant de reproduire au mieux l'inertie (c’est-a-dire la variance) de la projection des données en
dimension . La projection des données sur les composantes principales autorise, non seulement,
une représentation graphique simplifiée des données, mais fournit aussi une simplification des
données par leur représentation dans un espace de dimension plus faible. Dans le cadre de I’ACP,
la projection des données est linéaire et le critére minimisé est de type moindre carrés, mais de
nombreuses extensions existent, comme les approches de projections non linéaires présentées dans
Lee and Verleysen (2007) ou l'utilisation de pertes non quadratiques pour PACP comme dans
Collins et al. (2001).

L’extension de PACP au cadre des données décrites par un noyau est une de ces approches de
réduction de dimension non linéaire. Elle correspond exactement a la réalisation d’'une ACP dans
I’espace image H associé au noyau et comporte les mémes étapes :

1. les données sont centrées dans I’espace image. Ceci revient & modifier la fonction image
associée au noyau, ¢, en une nouvelle fonction image correspondant aux données centrées et
définie par :

Hre) = o) — - D olaw)
i'=1

On montre que cette fonction image est associée au noyau centré K de valeurs

ki = <<5(l‘z), &(%/)>H = ki — %Z (Kir + kin) + % > k.
=1 LU=1

D’un point de vue matriciel, K est obtenu par K = K — %Lan — %Kln + +1,K1,,, dans

2
lequel 1,, est une matrice de dimension n x n dont les entrées sont toutes ég@lles al;

2. la décomposition spectrale du noyau centré, K, est réalisée. En effet, si I’ACP
est généralement présentée sous la forme d’une décomposition spectrale de la matrice de
variance / covariance, sa forme duale se base sur la décomposition spectrale de la matrice
des produits scalaires entre paires d’échantillons (cgntrés)7 c’est-a-dire, dans l’espace image,
la matrice dont les entrées sont (¢(x;), ¢(zi))2 = kiv. Notons alors (5;),=1,...» les vecteurs
propres de K associés aux valeurs propres (Aj)j=1,...n, rangées en ordre décroissant. On
peut, sans perte de généralité, supposer que ces vecteurs sont orthogonaux et de normes
respectives 1/ \/E . IIs permettent alors de définir les composantes principales, dans H sous



la forme N
a; =Y Biid(x;).
i=1

On peut alors montrer que ces composantes principales sont orthonormées dans H ;

3. les données sont projetées sur les ¢ premieres composantes principales. La
projection de ¢(x;) sur la composante a; a alors pour coordonnée (¢(x;),aj)s; =
Soir—1 Biir{ (@), (i) 7 = [KBjli = NjBji-

Ces coordonnées sont utiles pour obtenir une représentation des échantillons dans un espace de
faible dimension, qui met en valeur leur structuration. Cependant, contrairement & I’ACP standard,
I’ACP a noyau ne permet pas de représenter les variables, les échantillons étant décrits par leurs
relations, a travers le noyau, et non pas par des valeurs numériques standards. Les composantes
principales sont alors plus difficiles a interpréter car elles sont définies par leur similarité a tous les
échantillons et pas par des corrélations individuelles avec des variables décrivant les échantillons.
De plus, la complexité de la décomposition en valeurs singulieres du noyau est de I'ordre de O(n?),
ce qui fait de ’ACP a noyau une analyse mal adaptée aux jeux de données dans lesquels le nombre
d’observations, n, est grand (voir la section 3.4 pour une discussion plus approfondie sur les limites
des méthodes & noyau).

L’extension de cette approche au cas de données décrites par des dissimilarités porte le nom
de PCoA (Principal Correspondance Analysis) ou de MDS (Multi-Dimensional Scaling). Elle est
basée sur la recherche de coordonnées principales (a;)i=1,....n, qui sont des vecteurs de R (d<mn)
et qui minimisent une fonction dite de stress, dont le but est de préserver les distances entre
individus dans I’espace de projection :

n

Stress(ay,...,an) = Z (82 — a; ay)?,

i,i'=1

ot 62 correspond au centrage de la dissimilarité AZ?. Les coordonnées principales sont alors obtenues

par décomposition spectrale de A% = (6~2ii/)i,y:1w’n.

3.3. Cartes auto-organisatrices a noyau

Les cartes auto-organisatrices, aussi appelées cartes de Kohonen (Kohonen, 2001) ou SOM
(Self-Organizing Maps), sont une méthode de classification non supervisée permettant d’allier
projection des données dans un espace de faible dimension et classification. Initialement inspirées
par des principes biologiques, elles font partie de la famille des réseaux de neurones artificiels.

L’algorithme SOM est proche de celui des k-moyennes mais, a la différence de ce dernier, il
affecte les observations & des classes qui sont organisées sur une grille munie d’une distance (ou
d’une structure topologique) comme illustrée dans la figure 1 (& droite). De maniére plus précise,
on appelle grille ou carte un ensemble de U classes, souvent appelées unités ou neurones. Celle-ci
est munie d’une distance ou d’une relation de voisinage. Pour simplifier, on peut considérer que les
neurones sont positionnés dans R? selon une grille réguliere et que la distance entre les neurones u
et u' est la distance usuelle de R? entre leur position respective. Dans sa version standard, définie
pour des données a valeurs dans RP, I'algorithme SOM itere deux étapes tres similaires aux étapes
de 'algorithme des k-moyennes. Ces deux étapes sont basées sur la définition d’un prototype de
Punité wu, p,, qui prend ses valeurs dans l'espace des données, RP, et représente I'unité (donc est
proche des observations classées dans cette unité). Les deux étapes de l'algorithme sont alors :

— Détape d’affectation dans laquelle une observation choisie au hasard, x;, (version stochas-

tique) ou toutes les observations (version batch) sont affectées a 'unité dont le prototype est
le plus proche de 'observation :

f(w:) = argmin [|z; — pulEs ;
u=1,...,U
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— Détape de représentation qui recalcule les valeurs des prototypes pour les mettre en accord
avec la nouvelle classification. Dans sa version stochastique, cette étape prend la forme d’une
pseudo-descente de gradient stochastique autour de l’observation x; traitée dans ’étape
d’affectation, pour les prototypes des unités voisines de f(x;) :

Pu < pu+ pH(f (2),u) (@i — pu),

ol p > 0 est généralement choisi de maniere a décroitre avec les itérations, ¢, de I’algortihme,
par exemple en 1/t, et H est une fonction décroissante en la distance sur la grille. Elle est
généralement choisie constante par morceaux ou de forme gaussienne et son intensité diminue
au cours de 'apprentissage (pour généralement étre restreinte a la fonction qui vaut 1 si et
seulement si f(xz;) = u en fin d’apprentissage, ce qui correspond & des itérations finales
semblables & celles d’un algorithme de k-moyennes).

Input space

F1GURE 1 — Algorithme des cartes auto-organisatrices. Chaque neurone de la grille est as-
socié a un prototype qui le représente dans 1’espace d’origine. Une observation x; est
choisie aléatoirement. L’observation x; est affectée au neurone vainqueur u, i.e., le
neurone orange, dont le prototype p,, est le plus proche de x; dans ’espace de départ.
Le prototype vainqueur, p,,, ainsi que les prototypes des neurones voisins sont mis a
jour dans la direction de x; lors de I’étape de représentation.

De nombreux travaux se sont intéressés aux propriétés théoriques de cet algorithme et notam-
ment a sa convergence (voir Cottrell et al. (2016) pour une revue). Dans sa version standard,
aucune garantie théorique de convergence n’est prouvée pour I'algorithme SOM, contrairement a
celui des k-moyennes qui converge vers un minimum local du critére de variance intra-groupes.
Toutefois, 'avantage de ’algorithme SOM est sa capacité a produire une typologie des données tres
facilement interprétable. La grille permet de visualiser la topologie des observations dans ’espace
de départ par I'utilisation d’une projection non linéaire des données initiales. Son adaptation a des
données non euclidiennes pose les questions de la définition des prototypes dans ’espace initial
(non nécessairement vectoriel) ainsi que du calcul de la distance entre une observation et un pro-
totype (pour l’étape d’affectation de ’algorithme). Pour cela, plusieurs extensions du SOM ont été
proposées : le SOM médian (Kohohen and Somervuo, 1998; Kohonen and Somervuo, 2002) et ses
variantes (Ambroise and Govaert, 1996; El Golli et al., 2006) choisissent, & I'instar de 1’algorithme
des k-médoides, les prototypes dans I'espace des données observées. Il a toutefois été montré par
Rossi (2014) que cette approche pose des problémes de représentation et d’organisation de la carte
produite. D’autres extensions aux données décrites par des noyaux ont été proposées dans Graepel
et al. (1998); Mac Donald and Fyfe (2000); Andras (2002); Villa and Rossi (2007) et aux données
décrites par des dissimilarités (SOM relationnel) dans Hammer and Hasenfuss (2010); Olteanu and
Villa-Vialaneix (2015) pour les versions batch et stochastiques de l’algorithme. Les deux principes
généraux décrits en introduction de la section 3 s’appliquent ici pour :
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— redéfinir la distance au travers de la distance induite par le noyau dans l’espace image ;

— redéfinir la notion de prototypes en la restreignant aux combinaisons linéaires (ou convexes)
des images dans l’espace image des données initiales. Ceux-ci s’écrivent alors p, =
Z?:l Buid(z;) et Palgorithme consiste alors essentiellement a mettre & jour les (By;)i. sans
calculer explicitement les prototypes.

La version stochastique du SOM a noyau est donnée dans I’algorithme 3 et la version relationnelle

(adaptée aux dissimilarités quelconques) est trés proche de cette version, s’appuyant sur les calculs
équivalents dans ’espace pseudo-euclidien défini dans la section 2.

Algorithme 3 SOM a noyau, version stochastique

1: Vu=1,...,U et Vi =1,...,n initialiser 8, aléatoirement dans [0, 1] tels que > ., B, =1
2: On note : pl, = Y7, BL.d(x;)
3: Pour ¢t =1 a T Faire

4: Tirer un échantillon au hasard : i € {1,...,n} > Etape d’affectation
fH ) = argmin lp(zi) — pell3
u=l1,...

)

= argmin | k;; — 2 Z Brika + Z BB kur
1=1

u=1,...,U 1L,I'=1

B Pour tout u=1,...,U, > Etape de représentation
pat = D H (F T (@), w) (wi—p) & BL = Bt HU(F (2a),w) (17 - BL)

our 17 est un vecteur de dimension n avec une seule entrée non nulle, ’entrée 4, dont la
valeur est 1.

: Fin Pour

: Retourner (pI*+1), (ensemble des prototypes) et (f7+1(x;)); (la classification finale des
observations sur la carte).

N O

3.4. Limites des approches relationnelles en apprentissage

Les approches relationnelles souffrent de deux désavantages principaux qui peuvent limiter leur
utilisation pour 'apprentissage statistique. Nous décrivons ici deux limites fréquemment mises en
avant : leur manque d’interprétabilité et leur complexité computationnelle. Des pistes de réponses
a ces problemes sont également décrites.

Manque d’interprétabilité. Si les données initiales étaient décrites par des variables, les va-
leurs de celles-ci ont été condensées dans le noyau et ne sont plus directement utilisables pour
I'interprétation des résultats. En particulier, pour les méthodes basées sur des représentants de
classes (centres de gravité pour 1’algorithme des k-moyennes ou bien prototypes pour 1’algorithme
SOM), les représentants n’ont plus une forme explicite facilement interprétable dans I’espace initial
mais sont représentés (symboliquement) par leurs proximités avec ’ensemble des observations de
I’échantillon sous une forme du type ~ Y7 B,:2;. Lorsque n est grand, ce type de représentation
les rend tres peu utilisables pour interpréter le sens des classes, contrairement au cadre eucli-
dien standard. De méme, pour les méthodes similaires & ’ACP & noyau, les axes factoriels n’ont
plus de représentation explicite dans ’espace de départ et souffrent donc du méme manque d’in-
terprétabilité que les représentants de classes. Pour résoudre cette difficulté, diverses propositions
ont été faites.
Description des prototypes et des axes sous des formats plus parcimonieux. Dans cette propo-
sition, le représentant de chaque classe (centre de classe ou prototype) ou bien ’axe factoriel
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en ACP est exprimé avec seulement un faible nombre de coefficients (,; non nuls. Cette ap-
proche est notamment proposée par Hofmann et al. (2015) qui proposent diverses stratégies
pour obtenir des représentations parcimonieuses (seuillage dur, pénalisation ¢1...) dans un
cadre supervisé mais qui peut s’étendre aisément au cadre non supervisé, par Rossi et al.
(2007) pour l'algorithme des k-moyennes et par Mariette et al. (2017) pour lalgorithme
SOM.

Permutation des valeurs initiales. Lorsque la forme des {z;};=1,. ., le permet, c’est-a-dire
lorsque les observations sont, par exemple, décrites par des variables numériques, des ap-
proches par permutation ou par permutation des valeurs initiales permettent de voir 'in-
fluence d’une variable sur le résultat final (classification, projection sur les axes d’une ACP,
etc) et d’ordonner les variables par importance de leur impact sur le résultat de analyse.
C’est I'approche développée dans Mariette and Villa-Vialaneix (2018) pour I’ACP & noyau.

Sélection de variables. Egalement pour le cas ou les observations {; };=1,..., sont décrites par p
variables numériques, des approches de sélection de variables peuvent étre incorporées dans
le modele. Elles consistent généralement a apprendre une pondération w; > 0 pour chaque
variable j € {1,...,p} oll une contrainte de parcimonie (par exemple par une pénalisation
£1) est proposée sur le vecteur w = (wn,...,wp). Ce type d’approche a généralement été
développé pour le cadre supervisé (voir, par exemple, Allen (2013)) et ne s’étend pas de
manieére simple au cas non supervisé, car il est fondé sur l'optimisation de la fonction de
colit associée a la régression ou a la classification.

Complexité (computationnelle) importante lorsque le nombre d’échantillons, n, croit. En
effet, la complexité de 'ACP & noyau est O(n?) (complexité de la décomposition spectrale) et la
complexité de I’algorithme SOM & noyau (dans sa version stochastique) est O(yn3U) (Rossi, 2014)
pour un nombre d’itérations de la forme T" ~ yn. Outre les approches de description parcimonieuse
des prototypes et des axes, présentées plus haut, les principales méthodes permettant d’aborder
ce probléme sont :

Approzimation de Nystrém. L’approximation de Nystrém (Williams and Seeger, 2000) permet
d’obtenir une approximation de la décomposition spectrale d’un noyau K a faible cott. Plus
précisément, la décomposition spectrale de K est approchée en sélectionnant (par exemple
aléatoirement ou plus efficacement comme proposé dans Kumar et al. (2012)) m observations
parmi {z; }i=1, .n, Tm, et en utilisant la décomposition spectrale du noyau réduit K =
(kiir)iireT,, - Le cotit total de 'approche a une complexité dominée par O(nm?) et, lorsque
le noyau K est de rang supérieur a m, I’approximation est exacte.

Approches exactes. Rossi et al. (2007); Mariette et al. (2014) proposent des approches exactes
pour réduire la complexité des approches a noyau. Ces approches sont basées sur le stockage
de calculs intermédiaires et une mise a jour a plus faible cout des prototypes et du calcul
des distances. De maniere plus précise, pour un coiit de stockage de O(nU), le cotit de cette
approche, pour I’algorithme SOM, est O(yn2U) pour un nombre d’itérations de 1’ordre de
T ~ yn.

4. Combiner les données relationnelles

4.1. Intégration de données en biologie des systemes

Le développement des techniques d’acquisition de données, en particulier des approches de
séquencage haut débit, ainsi que la mise a disposition publique, de plus en plus fréquente, des
données omiques, ont créé des besoins importants pour le développement de méthodes d’intégration
de données ou d’approches multi-omiques. Les articles qui font une revue de ces approches sont
nombreux (Noble, 2004; Kristensen et al., 2014; Franzosa et al., 2015; Ritchie et al., 2015; Bersanelli
et al., 2016) et ils proposent des typologies de ces approches selon les types d’outils mathématiques
utilisés ou bien selon les objectifs de la méthode, par exemple.
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L’objectif général est de combiner M types de données collectées sur les mémes n individus, cha-
cun de ces types de données pouvant éventuellement prendre ses valeurs dans un espace arbitraire
non nécessairement numérique et fournissant une image spécifique des données. La combinai-
son peut avoir un objectif exploratoire, non supervisé (comprendre la structure des échantillons,
réaliser une projection des données dans un espace de faible dimension pour les visualiser, effec-
tuer une classification non supervisée ou bien une typologie, comme décrits dans la Section 3)
ou bien prédictif, supervisé (apprendre une fonction de prédiction utilisant I'information apportée
par les M jeux de données pour prédire une quantité d’intérét sur les échantillons). Suivant la
nomenclature de Noble (2004); Ritchie et al. (2015); Rappoport and Shamir (2018), illustrée dans
la figure 2, on peut alors choisir de :

— concaténer les M tableaux de données en un seul sur lequel on effectue une analyse unique
(exploratoire ou prédictive). Ces approches font généralement I’hypothese que les différents
tableaux de données sont numériques et utilisent cette propriété pour obtenir un résumé
pertinent des M informations avant analyse, comme dans Singh et al. (2018) pour 'analyse
canonique des corrélations ;

— réaliser M analyses indépendantes sur chacun des tableaux de données et combiner les
résultats. Ces approches sont généralement regroupées sur le nom d’approches d’ensembles et
sont particulierement utilisées pour les analyses supervisées pour lesquelles la combinaison
des résultats prend, par exemple, la forme d’une moyenne des prédictions. Dans le cadre
non supervisé, la combinaison de plusieurs résultats est moins naturelle et les stratégies
sont variées, comme décrit par Vega-Pons and Ruiz-Schulcloper (2011) dans le cadre de la
classification non supervisée ;

— plonger les M tableaux de données dans un espace de représentation commun dans le-
quel ils sont combinés avant une analyse unique. Ces approches utilisent généralement des
représentations des données sous la forme de graphes ou de noyaux et les combinent sous la
forme d’un méta-graphe (Tang et al., 2009) ou d’un méta-noyau. L’avantage de ces approches,
sur lesquelles nous allons nous focaliser dans la suite de cette section, est qu’elles permettent
de combiner des données hétérogenes, c’est-a-dire, qui n’ont, par exemple, pas toutes une
représentation numérique. Egalement, elles utilisent généralement une représentation des
données sous la forme de relations entre échantillons : comme le nombre d’échantillons
est souvent petit, en génomique, comparé au nombre de caractéres ou de variables les
décrivant, I'intégration a ce niveau de représentation est plus rapide et plus facile. Ce type
d’intégration peut étre considéré comme effectué a un niveau intermédiaire, entre les données
et les résultats, car l'intégration est généralement effectuée au niveau des relations entre
échantillons vues selon les différents types de données.

4.2. La place des approches a noyaux dans I'intégration de données

Un des avantages des approches a noyau est qu’elles permettent de combiner des sources de
données hétérogenes obtenues sur les mémes individus en proposant un cadre de représentation uni-
forme. Cette approche, connue sous le nom d’apprentissage par noyauz multiples (multiple kernel
learning), propose de combiner des informations provenant de M noyaux différents, (K™ )p=1,... .M,
évalués sur les mémes n observations, en un noyau unique

WmZO, szl,...,M
2%21'7771:1

Par construction, K* est également symétrique et positif (et donc un noyau valide) et peut donc
étre utilisé dans des analyses exploratoires ou prédictives comme résumé de 'information intégrée
provenant des M noyaux initiaux.

Un choix naturel pour les coefficients (Vi )m=1,..., s est de les choisir tous égaux & 1/M. Toutefois,
ce choix considere de maniere identique tous les noyaux et ne permet pas de prendre en compte
le fait que certains noyaux peuvent étre redondants ou bien atypiques, et que, selon le cas, un
choix plus pertinent est de leur accorder un poids plus ou moins important. Cette question a été

M
K* = Z Y K™ tel que { (4)
m=1
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(a) Concatenation based (b) Model based integration (c) Transformation based
integration integration

.-g :-GH-E..: ﬂ B :-nﬁ-E..: ﬂ I
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A4l
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[

FIGURE 2 — (a) L’intégration par concaténation implique la combinaison des jeux de données
au niveau des matrices de données, qui peuvent étre les données d’origine ou une
représentation numérique de celles-ci. (b) L’intégration par agrégation de résultats de
modeles nécessite d’analyser chaque jeu de données indépendamment avant d’agréger
les résultats des analyses. (c¢) L’intégration par transformation projette ou transforme
les données d’origine pour pouvoir les combiner. L’objet combiné, pouvant par exemple
prendre la forme d’un graphe ou d’un noyau, peut alors étre analysé par n’importe
quelle méthode congue pour traiter ce type d’objet. (Figure inspirée de Ritchie et al.
(2015)).

abordée de maniere importante en apprentissage supervisé ou une stratégie consiste a choisir les
(Ym)m=1,...,m de maniére & minimiser 'erreur de prédiction (Gonen and Alpaydin, 2011). Dans un
cadre non supervisé, un tel objectif n’existe pas. Pour la classification non supervisée, Zhao et al.
(2009) proposent de choisir les (Vi )m=1,...,m de maniére & optimiser la marge entre les différentes
classes et (Yu et al., 2012; Gonen and Margolin, 2014; Huang et al., 2012) de maniére & minimiser
la variance intra-classes entre les differentes classes dans des approches k-moyennes ou fuzzy c-
moyennes. Toutefois, ces approches sont restreintes au cadre de la classification non supervisée et
ne sont pas valables pour d’autres types d’analyses exploratoires comme I’ACP par exemple. Dans
le cadre de ’ACP, Speicher and Pfeifer (2017) montrent que 'optimisation directe des valeurs de
(Ym)m=1,....m dans le critere de ’ACP conduit & une solution triviale (la sélection d’un seul noyau,
celui dont la variance reproduite sur les d axes d’intérét est la plus grande). Ils proposent donc
une approche pénalisant la perte d’inertie induite par la combinaison de noyaux de maniére non
linéaire sur chaque axe. Cette approche est également restreinte au cadre de ’ACP.

D’une maniere générale, les propositions pour combiner des noyaux dans un cadre non supervisé
sont beaucoup moins nombreuses et peu d’entre elles abordent la question de la combinaison
des noyaux de maniere générique, sans recourir a un critére basé sur une méthode exploratoire
spécifique (par exemple, classification non supervisée ou approche de réduction de dimension).
Zhuang et al. (2011) identifient deux critéres principaux permettant une combinaison générique
non supervisée de noyaux tous calculés sur des données (z;);=1,..» & valeurs dans R? :

— la minimisation de I'erreur de reconstruction entre le méta-noyau et les données initiales :

i = i1 ki | ;
— la préservation, par le méta-noyau, de la structure initiale de distances entre échantillons
dans R?, qui se traduit par la minimisation du critere > 5 _, k% |2 — 243,
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Les approches utilisant ces critéres sont fondées sur le fait que les données permettant le calcul
des noyaux sont des données de R? et elles sont donc essentiellement liées a la représentation
des échantillons dans cet espace : ce critere est donc contre-productif si on considere que les
noyaux obtenus sur les données initiales sont plus informatifs que la distance euclidienne. Lin
et al. (2010); Speicher and Pfeifer (2015) utilisent une approche permettant d’utiliser le critere
de préservation de la structure locale des distances sans utiliser explicitement les valeurs ||z; —
zy||3,. Pour cela, ils effectuent une projection préalable des données (a partir de données dans
RP dans leurs exemples) dans un espace de faible dimension (en utilisant, en particulier, des
approches de projection qui préservent le voisinage comme celle décrite dans He and Niyogi (2003))
et utilisent le graphe des plus proches voisins dans cet espace de projection pour remplacer les
valeurs ||z; —x; |2, par des similarités basées sur ce graphe. Ainsi, méme si le critere n’est pas fondé
explicitement sur la distance euclidienne, il en dérive toutefois directement. Outre le fait que cette
méthode ne s’applique par lorsque les données originales ne sont pas numériques ou lorsque les M
données initiales ne prennent pas leurs valeurs dans un espace commun, le fait d’utiliser la distance
euclidienne comme mesure d’une vérité sous-jacente, atténue, de nouveau, la portée du recours a
un noyau (différent de la distance usuelle) sur ces données. Enfin, Wang et al. (2017) proposent
une approche d’intégration multi-noyaux qui apprend simultanément, par itérations successives,
des pondérations pour les différents noyaux et une matrice de similarité globale de faible rang.
Cette approche est utilisée pour combiner des noyaux gaussiens de parametres différents pour la
visualisation de données simples cellules RNA-seq et fait ’hypothese sous-jacente que les données
sont structurées en P classes ol P est un parameétre a fixer.

Dans Mariette and Villa-Vialaneix (2018), nous proposons trois approches permettant d’aborder
la question de la combinaison de noyaux multiples dans un cadre non supervisé et sans hypothese
de structure a priori. La premiere permet d’obtenir un noyau consensuel, qui est le noyau le plus
proche, en moyenne, de tous les autres noyaux. La deuxieme et la troisieme approches utilisent
un point de vue différent, similaire & celui de Zhuang et al. (2011), et définissent un noyau qui
minimise la distorsion avec I’ensemble des autres noyaux. Ces deux dernieres approches different
dans le fait d’utiliser une pénalité /5 ou ¢; dans le critére optimisé, la pénalité ¢; permettant,
en outre, une sélection parmi les M noyaux d’entrée. Ces approches sont implémentées dans le
package R mixKernel et illustrées dans la section 5.

4.3. Un noyau consensuel

La premiere proposition, STATIS-UMKL, utilise une approche de type STATIS (L’Hermier des
Plantes, 1976; Lavit et al., 1994) pour déterminer un consensus. STATIS est une méthode d’analyse
exploratoire des données qui est utilisée pour obtenir une analyse intégrée lorsque les données sont
décomposées en blocs multiples. Une matrice consensus est obtenue comme la matrice ayant la
similarité moyenne la plus grande avec ’ensemble des blocs, au sens de la norme de Frobenius.
Cette approche s’étend aisément au cas ou les blocs correspondent a des noyaux différents.

De maniere plus précise, une mesure de similarité entre noyaux est obtenue par calcul de leur
cosinus au sens de la norme de Frobenius : Vm, m' =1, ..., M,

(K™, K" )p Trace(K™K™)
Cmm/ = ’ = 7 : (5)
[K™|r|K™|lF  \/Trace((K™)2)Trace((K™)2)

Cme est une extension du coefficient RV (Robert and Escoufier, 1976) au cadre des noyaux et peut
étre utilisé pour une analyse exploratoire des relations entre noyaux (repérer les noyaux atypiques
ou les groupes de noyaux redondants, identifiés, respectivement, par des valeurs C,,,,,» proches de
0 et de1).

Ainsi, la matrice C = (Cpym/)m,m’=1,...,m contient les informations sur les similitudes entre
noyaux et est utilisée pour déterminer un noyau consensus, K*, qui maximise la similarité moyenne
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avec les autres noyaux :

max K", (6)
v < ||Km|F>

v Km
avec Z <K |Km|F> =v'Cv, (7)

pour KV = Z v K™,

E

et v.e RM tel que ||[v|2ax = 1.

La solution du probléme d’optimisation de I’équation (6) est donnée par la décomposition spec-
tral de C. De maniere plus précise, si v = (Uy)m=1,...,m €st le premier vecteur propre, de norme 1,
de cette décomposition, alors, ses coefficients sont tous positifs (car les matrices K™ sont définies
positives) et il maximise la quantité v Cv. En définissant v = ﬁ, on obtient une solution

m=1Ym

satisfaisant les contraintes de I’équation (4) et qui correspond & un résumé consensuel des M
noyaux initiaux.

Enfin, notons que cette méthode est équivalente & effectuer une analyse canonique des
corrélations (CCA) multiples entre les M espaces images induits par les M noyaux, comme proposé
dans Wang et al. (2008); Ren et al. (2013), respectivement pour un cadre supervisé et pour une
ACP a noyau multiple. Toutefois, dans notre approche, seul le premier axe de la CCA est conservé
et la contrainte sur la norme 5 (||.||gnm) est utilisée pour obtenir une solution & 1’aide d’une simple
décomposition spectrale. Cette solution est bien adaptée au cas ou le nombre de noyaux est petit.

4.4. Un noyau parcimonieux qui préserve la topologie des données initiales

La proposition précédente vise a obtenir une information consensuelle. Elle a donc tendance &
donner plus de poids a des noyaux redondants dans I’ensemble des noyaux et & ne pas tenir compte
de I'information amenée par des noyaux atypiques. Il peut cependant étre intéressant d’avoir une
stratégie inverse, qui pondeére de maniere privilégiée des informations complémentaires plutét que
des informations redondantes. Dans notre seconde proposition, sparse-UMKL, nous établissons un
critére permettant de préserver la géométrie locale des données, de maniére a pondérer de maniere
plus équitable les diverses visions portées par les différents noyaux.

Pour mesurer la géométrie de ’espace initial de chaque noyau, et contrairement a Zhuang et al.
(2011), nous utilisons uniquement l'information fournie par les noyaux que nous simplifions sous
la forme d’un graphe des k plus proches voisins non orienté (pour une valeur donnée de k € N*)
au sens de la métrique induite par K. On note ce graphe G". La matrice d’adjacence d’un
graphe combiné, G, est ensuite obtenue en sommant les matrices d’adjacence des graphes G™.
Cette matrice, W, est donc de dimensions n x n et comptabilise, pour chaque paire d’observations
i et ¢/, le nombre de fois ol i’ est dans les k plus proches voisins de i (et inversement) pour un des
M noyaux.

Un critere est finalement défini, permettant de trouver des poids 7., reproduisant au mieux la
topologie telle que représentée par W. Pour ce faire, si ¢” est la fonction image associée au noyau
K7 = Z:\le Ym K™, on assure que lorsque Wy est grand, ¢7(z;) et ¢7(x;) sont proches dans
1ebpace image (et réciproquement). Un critére naturel serait de trouver v € RM | tels que 7,, > 0
et Zm | Ym = 1, minimisant Y., Wiy ||¢7 (z;) — ¢ (zi)||3,~. Toutefois, de maniére similaire a ce
qui est observé par Speicher and Pfeifer (2017) pour PACP, ce critére revient & minimiser

M
Z TYm Z Wii km + kz/z/ 2kZL/)
m=1 1,4’

=am
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qui a une solution triviale

* o, 3
o = 1 pour m* := argmin,, a,,
m 0 sinon

Suivant l'idée de Lin et al. (2010), nous proposons de nous restreindre & une représentation de
¢7(x;) qui correspond & la similarité de ¢”(x;) avec 'ensemble des (¢ (zi/))ir=1,... n,

¢ (z1) K (xi, 1)
Ci(vy) = <¢>7($i)7 : > :
¢ (rn) o K (x4, 2,)

Le probleme d’optimisation suivant est alors résolu :

min Y Wi [[Ci(y) = Cor (Dl -

iyi'=1
M
pour v € RM tels que Ym > 0 et Z Ym = 1.
m=1
qui est équivalent a :
M
min Z IYmYm' Pmm/ (8)
K m,m’=1
M
pour v € RM tels que v, > 0 et Z Ym =1,
m=1
avec Spym/ = vai/zl Wi (C — CI, C{”/ — Zf“) La matrice S = (Sym/)m,m/=1,....m €st positive

et le probléeme d’optimisation est donc un probléme standard de programmation quadratique (QP)
avec des contraintes linéaires, qui peut étre résolu avec le package R quadprog. De plus, comme
Ym > 0, la contrainte Zf‘le Ym = 1 est une contrainte en norme ¢; dans un probleme QP et
elle réalise donc une sélection parcimonieuse des noyaux (la solution produite aura tendance a
ne retenir que certains coefficients v, non nuls). Cette propriété, qui peut étre vue comme une
limitation si on souhaite utiliser I’ensemble des noyaux disponibles, peut étre levée en modifiant
le critere de I’équation (8) comme décrit dans la section suivante.

4.5. Un noyau complet préservant la topologie des données de départ

Une approche simple (que nous appelons full-UMKL) pour lever la propriété de parcimonie de
la solution de I'équation (8) consiste & remplacer la contrainte sur la norme ¢; par une contrainte
sur la norme ¢, de maniére similaire & ce qui est réalisé dans 1’équation (6) de STATIS-UMKL :

M
rr{/in Z VU’ Smm! » (9)

m,m/=1
v € RM tel que vy, > 0 et ||v|[zn = 1,

puis a définir v = ﬁ Ce probleme est un probléeme de programmation quadratique avec
contraintes quadratiques (QCQP) qui est réputé étre plus difficile que les problémes & contraintes
lindaires. Nous proposons d’utiliser une résolution par ADMM (Alterning Direction Method of
Multipliers ; (Boyd et al., 2011)) qui utilise la réécriture du probléme initial en :
min x7'Sx + Tix>0y (%) + Iiz>1y,
x et z
tels que x —z =0,

et permet d’obtenir la solution finale par v := D
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5. Application

L’objectif de ce chapitre est de décrire les différentes étapes permettant d’intégrer et d’analyser
les données de Sunagawa et al. (2015) & l’aide des méthodes & noyau non supervisées disponibles
dans le package R mixKernel (version 0.3). Les informations de session correspondant aux résultats
présentés dans cette section sont disponibles en Annexe A.

Les données utilisées ont été collectées dans le cadre de I'expédition TARA Oceans (Karsenti
et al., 2011; Bork et al., 2015) qui a facilité 1’étude des communautés planctoniques en mettant a
disposition un ensemble de données de méta-génétique océanique couplé a des mesures environne-
mentales. L’analyse présentée se concentre sur ’étude des 139 échantillons enrichis en procaryotes
collectés & partir de 68 stations de prélevements et sur trois couches océaniques : la surface (SRF),
la couche du maximum de chlorophylle (DCM) et la zone mésopélagique (MES). Les 68 stations
choisies sont localisées sur 8 océans et mers différents : 'océan Indien (I0), la mer Méditerranée
(MS), 'océan Atlantique nord (NAO), 'océan Pacifique nord (NPO), la mer Rouge (RS), 'océan
Atlantique sud (SAO), l'océan Pacifique sud (SPO) et Pocéan Austral (SO).

Pour simplifier I’analyse et avoir des temps de calcul raisonnables & des fins illustratives, nous
utiliserons uniquement un sous-ensemble des données analysées dans Mariette and Villa-Vialaneix
(2018). Ce sous-ensemble, disponible dans le package mixKernel, inclut 1% des 35 650 unités
taxonomiques opérationnelles en procaryotes et des 39 246 genes bactériens. Ce sous-ensemble a
été sélectionné aléatoirement.

Le package mixKernel est installé et chargé sous R avec les commandes :

install.package (mixKernel)
library(mixKernel)

5.1. Chargement des données TARA Ocean

Les jeux de données, préalablement normalisés, sont fournis sous la forme de matrices dont les
noms des lignes, représentant les différents échantillons, sont identiques :

data (TARAoceans)

# more details with: 7TARAoceans

# we check the dimension of the data:

lapply (list ("phychem" = TARAoceans$phychem,
"pro.phylo" = TARAoceans$pro.phylo,
"pro.NOGs" = TARAoceans$pro.NOGs),

dim)

## $phychem

## [1] 139 22

##

## $pro.phylo

## [1] 139 356

##

## $pro.NOGs

## [1] 139 638

5.2. Intégration des données par approches a noyaux

Pour chaque jeu de données, un noyau est calculé en utilisant la fonction compute.kernel
qui permet de choisir parmi le noyau linéaire, gaussien, Poisson (Witten, 2011), phylogénétique
(Lozupone and Knight, 2005; Lozupone et al., 2007) ou d’abondance (Bray and Curtis, 1957;
Serensen, 1948; Bray and Curtis, 1957). L’utilisateur a aussi la possibilité de définir sa propre
fonction & 'aide du parametre kernel.func (pour plus d’information ?compute.kernel).
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Les résultats sont retournés sous la forme d’une liste dont I’élément kernel stocke la matrice
noyau. Les noyaux ainsi obtenus sont des matrices symétriques dont la dimension est égale au
nombre d’échantillons, i.e., le nombre de lignes présentes dans le jeu de données d’origine.

phychem.kernel <- compute.kernel (TARAoceans$phychen,

kernel.func = "linear")
pro.phylo.kernel <- compute.kernel (TARAoceans$pro.phylo,
kernel.func = "abundance")
pro.NOGs.kernel <- compute.kernel (TARAoceans$pro.NOGs,
kernel.func = "abundance")

# check dimensions
dim(pro.NOGs.kernel$kernel)

## [1] 139 139

Une fois I’ensemble des noyaux calculés, la fonction cim.kernel permet d’obtenir une vision
globale de la structure des corrélations entre ceux-ci :

cim.kernel (phychem = phychem.kernel,
pro.phylo = pro.phylo.kernel,
pro.NOGs = pro.NOGs.kernel,
method = "square")

La figure 3 montre que pro.phylo et pro.NOGs forment la paire de noyaux la plus corrélée. Ce
résultat est attendu car ces noyaux fournissent tous deux une vue de la méme communauté : la
communauté bactérienne.

phychem

pro.phylo

pro.NOGs

FIGURE 3 — Similarités entre noyaux calculées & 1’aide de I'approche STATIS-UMKIL. La couleur
ainsi que l'aire du carré représentent le niveau de similarité entre deux noyaux.

La fonction combine.kernels propose trois méthodes différentes pour combiner plusieurs
noyaux : STATIS-UMKL, sparse-UMKL et full-UMKL, toutes trois décrites dans les sec-
tions 4.3, 4.4 et 4.5. Cette fonction retourne un méta-noyau qui peut étre utilisé en entrée de la
fonction kernel.pca. Les trois méthodes apportent des informations complémentaires et le choix
d’une approche devra se faire en fonction de la question de recherche posée. L’approche STATIS-
UMKL donne une vue d’ensemble sur I'information commune entre les différents jeux de données.
La méthode full-UMKL retourne un méta-noyau qui minimise la distorsion entre les différents
noyaux fournis en entrée et sparse-UMKL est une version parcimonieuse de fulll-lUMKL qui
sélectionne les noyaux les plus pertinents.

meta.kernel <- combine.kernels(phychem = phychem.kernel,
pro.phylo = pro.phylo.kernel,
pro.NOGs = pro.NOGs.kernel,
method = "full-UMKL")
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5.3. Analyse exploratoire : ACP a noyau

Une ACP & noyau peut alors étre obtenue a partir du noyau combiné a l’aide de la fonction
kernel.pca. Le parametre ncomp permet de choisir le nombre de composantes a extraire de I’ACP
a noyau.

kpc.res <- kernel.pca(meta.kernel, ncomp = 10)

La projection des échantillons sur les axes de 'ACP & noyau peut étre affichée a 'aide de la
fonction plotIndiv (résultat & gauche de la figure 4) :

all.depths <- levels(factor (TARAoceans$sample$depth))
depth.pch <- c(20, 17, 4, 3) [match(TARAoceans$sample$depth, all.depths)]
plotIndiv (kpc.res,

comp = c(1, 2),

ind.names = FALSE,

legend = TRUE,

group = as.vector (TARAoceans$sample$ocean),
col.per.group = c("#£99943", "#44a7c4", "#05b052", "#2f6395",
"#bbb5352", "#87c242", "#07080a", "#92bbdb"),

pch = depth.pch,

pch.levels = TARAoceans$sample$depth,
legend.title = "Ocean / Sea",

title = "Projection of TARA Oceans stations",
size.title = 10,

legend.title.pch = "Depth")

Ces résultats sont similaires & ceux présentés dans Sunagawa et al. (2015) : les échantillons sont
séparés par leur couche océanique d’origine, i.e., SRF, DCM ou MES, avec une forte atypicité
des échantillons MES. La variance expliquée par chaque axe de I’ACP & noyau peut étre obtenue
avec la fonction plot (résultat a droite de la figure 4) et peut aider l'utilisateur dans le choix du
nombre de composantes & extraire. Ici, le premier axe explique 20% de la variance totale.

plot (kpc.res)

Projection of TARA Oceans stations
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FIGURE 4 — A gauche : Projection des échantillons sur les deux premiers axes de ’ACP & noyau.
Les couleurs et les formes représentent respectivement les régions et les couches
océaniques. A droite : Variance expliquée par les 10 premiers axes de ’ACP a noyau
réalisée sur le méta-noyau obtenu par ’approche full-UMKL.

Dans la suite de ce chapitre, nous nous intéressons uniquement & l'information portée par la
premiere composante. Afin d’étudier I'influence des variables des différents jeux de données, leurs
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valeurs sont permutées aléatoirement a I’aide de la fonction permute.kernel.pca. La figure 5
présente le résultat de la permutation des variables physico-chimiques au niveau des variables
elles-mémes (noyau phychem), des abondances en unité taxonomique opérationnelle (OTU) du
noyau pro.phylo au niveau du phylum (les phyla des OTUs sont stockés dans la seconde co-
lonne, nommée Phylum, de ’annotation taxonomique disponible par I’entrée taxonomy de 1’objet
TARAoceans) et des abondances en génes du noyau pro.N0Gs au niveau des GOs (les GOs sont
disponibles & partir de 'entrée GO du jeu de données) :

head (TARAoceans$taxonomy[ ,"Phylum"], 10)

## [1] Actinobacteria Proteobacteria Proteobacteria

## [4] Gemmatimonadetes Actinobacteria Actinobacteria

## [7] Proteobacteria Proteobacteria Proteobacteria

## S

## 56 Levels: Acidobacteria Actinobacteria aquiferl ... WCHB1-60

head (TARAoceans$G0O, 10)

## [1] NA NA "K" NA NA ngmn ngn wngn NA ngn

# here we set a seed for reproducible results with this tutorial

set.seed(17051753)

kpc.res <- kernel.pca.permute(kpc.res, ncomp = 1,
phychem = colnames (TARAoceans$phychenm),
pro.phylo = TARAoceans$taxonomy[ ,"Phylum"],
pro.NOGs = TARAoceans$G0)

Les résultats, présentés dans la figure 5, peuvent étre visualisés a l'aide de la fonction
plotVar.kernel.pca. Le parametre ndisplay permet de définir le nombre de variables a affi-
cher pour chaque noyau :

plotVar.kernel.pca(kpc.res, ndisplay = 10, ncol = 3)

Proteobacteria est la variable la plus importante du noyau pro.phylo. Pour visualiser les va-
leurs d’abondance relative des Proteobacteria, celles-ci sont extraites pour colorer chacun des 139
échantillons, comme présenté a gauche de la figure 6 :

selected <- which(TARAoceans$taxonomy[ ,"Phylum"] == "Proteobacteria™)
proteobac.sample <- apply(TARAoceans$pro.phylo[ ,selected], 1, sum)
proteobac.sample <- proteobac.sample / apply(TARAoceans$pro.phylo, 1, sum)
colfunc <- colorRampPalette(c("royalblue", "red"))
col.proteo <- colfunc(length(proteobac.sample))
col.proteo <- col.proteo[rank(proteobac.sample, ties = "first")]
plotIndiv (kpc.res,

comp = c(1, 2),

ind.names = FALSE,

legend = FALSE,

group = c(1:139),

col = col.proteo,

pch depth.pch,

pch.levels = TARAoceans$sample$depth,

legend.title = "Ocean / Sea",

title = "Representation of Proteobacteria abundance",

legend.title.pch = "Depth")

De la méme fagon, la température est la variable la plus importante de noyau phychem. Les
valeurs de température peuvent alors étre affichées sur la figure représentant la projection de ’ACP
a noyau (& droite de la figure 6) :
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FIGURE 5 — Les cinq variables les plus importantes pour chacun des trois jeux de données, rangées
par importance décroissante.

col.temp <- colfunc(length(TARAoceans$phychem[ ,4]1))
col.temp <- col.temp[rank(TARAoceans$phychem[ ,4], ties = "first")]
plotIndiv (kpc.res,

comp = c(1, 2),

ind.names = FALSE,

legend = FALSE,

group = c(1:139),

col = col.temp,

pch = depth.pch,

pch.levels = TARAoceans$sample$depth,

legend.title = "Ocean / Sea",

title = "Representation of mean temperature"

legend.title.pch = "Depth")

Pour les deux graphiques de la figure 6, les gradients de couleurs observés sur le premier axe
de ’ACP a noyau entre la gauche (faibles abondances en Proteobacteria et faibles températures)
et la droite (fortes abondances en Proteobacteria et fortes températures) confirment la contri-
bution des variables Proteobacteria et température a la définition du premier axe. Ces variables
structurent de maniére principale ce sous-échantillon de données (ce qui était déja observé dans
létude préliminaire de Mariette and Villa-Vialaneix (2018) sur I’ensemble des échantillons et est
concordant avec les résultats discutés dans Sunagawa et al. (2015)). Ces variables séparent les
échantillons selon leur profondeur, particulierement les échantillons de la zone mésopélagique des
autres échantillons (la plus profonde et la plus froide, en triangle sur la figure). Le deuxiéme
axe montre une association inversée entre échantillons & température forte (en haut) qui corres-
pondent a des échantillons dans lesquels ’abondance des Proteobacteria est plus modérée. D’une
maniere intégrée, ’analyse a permis ’extraction des variables les plus structurantes de la variabi-
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FIGURE 6 — Projection des échantillons sur les deux premiers axes de I’ACP & noyau. A gauche :

Les couleurs représentent ’abondance relative en Proteobacteria. A droite : Les cou-
leurs représentent la température (bleu pour les eaux froides et rouge pour les eaux
chaudes).

lité entre les échantillons et une représentation permettant 1’association entre ces variables et les
caractéristiques des échantillons.
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A. Information de session pour les résultats de la section 5

sessionInfo ()

## R version 3.4.3 (2017-11-30)

## Platform: x86_64-pc-linux-gnu (64-bit)

## Running under: Ubuntu 16.04.5 LTS

##

## Matrix products: default

## BLAS: /usr/local/lib/R/1ib/libRblas.so

## LAPACK: /usr/local/lib/R/1ib/libRlapack.so

##

## locale:

## [1] LC_CTYPE=fr_FR.UTF-8 LC_NUMERIC=C

## [3] LC_TIME=fr_FR.UTF-8 LC_COLLATE=fr _FR.UTF-8
## [56] LC_MONETARY=fr_FR.UTF-8 LC_MESSAGES=fr _FR.UTF-8
## [7] LC_PAPER=fr_FR.UTF-8 LC_NAME=C

## [9] LC_ADDRESS=C LC_TELEPHONE=C

## [11] LC_MEASUREMENT=fr_FR.UTF-8 LC_IDENTIFICATION=C

H#

## attached base packages:

## [1] stats graphics grDevices utils datasets methods base
H#

## other attached packages:
## [1] mixKernel_0.3 mixOmics_6.3.2 ggplot2_2.2.1 lattice_0.20-35
## [5] MASS_7.3-50 knitr_1.20

##

## loaded via a namespace (and not attached):

## [1] Biobase_2.38.0 tidyr_0.8.1 splines_3.4.3

## [4] jsonlite_1.5 foreach_1.4.4 ellipse_0.4.1

## [7] shiny_1.1.0 assertthat_0.2.0 stats4_3.4.3

## [10] phyloseq_1.22.3 yaml_2.1.19 corrplot_0.84

## [13] pillar_1.2.3 backports_1.1.2 quadprog_1.5-5

## [16] glue_1.2.0 digest_0.6.15 manipulateWidget _

0.9.0
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stringr_1.3.1
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igraph_1.2.2
rmarkdown_1.9
codetools_0.2-15
R6_2.2.2
bindr_0.1.1
permute_0.9-4
parallel_3.4.3
tidyselect_0.2.4
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promises_1.0.1
psych_1.8.4
Matrix_1.2-14
zlibbioc_1.24.0
corpcor_1.6.9
later_0.7.2
IRanges_2.12.0
mnormt_1.5-5
mime_0.5
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tools_3.4.3
S4Vectors_0.16.
bindrcpp_0.2.2
compiler_3.4.3
grid_3.4.3
htmlwidgets_1.2
miniUI_0.1.1.1
multtest_2.34.0
rARPACK_0.11-0
gridExtra_2.3
rprojroot_1.3-2
ape_5.2
Rcpp_1.0.0
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XVector_0.18.0
htmltools_0.3.6
plyr_1.8.4
purrr_0.2.5
scales_0.5.0
tibble_1.4.2
BiocGenerics_0.24.0
survival_2.42-3
evaluate_0.10.1
vegan_2.5-2
matrixStats_0.53.1
munsell_0.4.3
Biostrings_2.46.0
rlang_0.2.1
iterators_1.0.9
crosstalk_1.0.0
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gtable_0.2.0
reshape2_1.4.
dplyr_0.7.6
LDRTools_0.2-1
stringi_1.2.2
rgl_0.99.16
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