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Résumé

L’irrigation à la raie compte parmi les techniques d’irrigation les plus répandues dans le monde

et le recours à la micro-irrigation, qui permet d’adapter les apports d’eau et de fertilisants selon les

besoins de la plante au cours de la saison de culture, est en forte augmentation. La maîtrise des

transferts bi- et tridirectionnels eau-solutés dans le contexte de ces pratiques est très importante.

Elle permet leur amélioration afin de limiter les gaspillages d’eau, le lessivage d’azote et d’optimiser

le rendement des cultures.

La modélisation développée ici se propose de représenter les transferts eau-soluté en se basant

sur une résolution semi-analytique des équations de transferts bi- et tridirectionnels (équation de

Richards et équation de convection-diffusion de solutés). Le caractère analytique de ce type de

modélisation permet de simuler des événements dont les pas de temps variant entre l’heure pour

une irrigation et la journée pour la redistribution de l’eau et des solutés dans le sol. Cette méthode

permet en outre de s’affranchir des contraintes propres aux schémas numériques : conditions de

convergence de la solution et temps de calculs conséquents. Cette modélisation fondée sur des bases

mécanistes conserve, en dépit de certaines hypothèses simplificatrices, un caractère hautement pré-

dictif.

Compte tenu de la complexité de la géométrie du domaine, notamment en irrigation à la raie,

et afin de pouvoir traiter des conditions initiales hétérogènes, le problème général est décomposé

en problèmes élémentaires dont la résolution analytique est rendu possible par l’utilisation de la

fonction de Green. La solution du problème général est alors obtenue par superposition des solutions

analytiques de ces problèmes élémentaires.

La méthode utilisée a l’avantage d’être adaptative. Elle permet de modéliser différentes pratiques

d’irrigation et de fertilisation sur une vaste gamme de temps caractéristiques de l’événement. La

résolution analytique peut également être appliquée de la même façon sur les transferts hydriques,

les transferts de solutés et permet également la modélisation de l’extraction racinaire. Son effica-

cité et son domaine de validité sont cependant limités par les hypothèses sur lesquelles repose sa

construction. Des méthodes permettant d’accroître les potentialités de cette modélisation sont à cet

égard proposées.

Mots-clés Irrigation à la raie, micro-irrigation, transferts eau-soluté, modélisation bi- et tridirec-

tionnelle, semi-analytique, fonction de Green
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Abstract

Furrow irrigation is one of the most commonly used irrigation techniques in the world and the

use of micro-irrigation, which is an irrigation technique that enables the farmer to adjust to plant

needs the amount of water and fertilizer applied in the field during the crop season,has increased

significantly . The tight control of water and solute bi- and three directional transfers in the context

of these practices is very important and enables the improvement of these techniques by limiting

water wastage, nitrogen leaching and by optimizing crop yields.

Modelling developed here proposes to represent water and solute transfers based on a semi-

analytical resolution of the bi- and three-directional transfer equations (Richard’s equation and

the solute convection-diffusion equation). The analytical character of this model makes it possible

to simulate events with variable time steps : the hour for irrigation events and the day for water

and solute redistribution in the ground. In addition, it allows us to free ourselves from constraints

specific to numerical methods : conditions of solution convergence and significant computing time.

This model, which is based on mechanistic principles maintains, in spite of certain simplifying as-

sumptions, a highly predictive character.

Taking into account the complexity of field geometry, particularly in furrow irrigation, and to

better manage heterogeneous initial conditions, the general problem is split into elementary pro-

blems of which the analytical resolution is made possible by the use of Green’s function. The solution

of the general problem is then obtained by superposing the analytical solutions of these elementary

problems.

The method used has the advantage of being adaptable. It facilitates the modelling of different

irrigation and fertilization practices of for a wide range of time steps. Analytical resolution can

similarily be applied to water and solute transfers while allowing the modelling of root uptake. Its

effectiveness and its scope of validity are however limited by the assumptions on which its construc-

tion is based. Methods that improve the potential of this modelling technique in this respect are

proposed.

Keywords Furrow irrigation, micro-irrigation, water and solute transfers, two- and three-directional

modelisation, semi-analytical, Green’s function
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Introduction

L’irrigation gravitaire occupe dans le monde une place très importante. Elle représente 80% des

surfaces irriguées et est réalisée principalement par irrigation à la raie. Son faible coût d’investis-

sement et son fonctionnement au niveau de la parcelle font de ce mode d’irrigation, une technique

qui est difficilement concurrencée dans l’irrigation des grandes cultures (maïs, canne à sucre, sor-

gho, tournesol, soja,...). De plus, de récentes modernisations (planage au laser, distributeurs d’eau

en tête) permettent de réduire la pénibilité des travaux et d’améliorer l’efficience de l’eau distribuée.

Ce chiffre de 80%, qui reste encore très élevé, tend cependant à diminuer au profit de la micro-

irrigation. Ce mode de distribution permet une meilleure utilisation de l’eau en l’apportant directe-

ment au niveau des racines et en adaptant la quantité apportée aux besoins de la plante au cours de

la saison de culture. Selon la culture à irriguer, ce mode de distribution est préféré à d’autres, il est

souvent utilisé dans l’irrigation des arbres fruitiers ou des vignes, comme en Californie par exemple

(Zapata, 1999). Le coût de sa mise en place est beaucoup plus important que celui de l’irrigation

à la raie, cependant sa souplesse et son confort d’utilisation ont poussé de nombreux exploitants à

cet investissement.

Ces deux techniques d’irrigation font l’objet de nombreuses recherches théoriques et expéri-

mentales visant à leur amélioration. En effet, compte tenu de leur utilisation prépondérante en

irrigation des sols cultivées, des pratiques mal adaptées au contexte pédoclimatique peuvent en-

traîner des risques environnementaux importants (gaspillage d’eau, pollution du sous-sol par les

nitrates) et nuire au rendement des cultures. L’efficience de l’eau distribuée par irrigation à la raie

peut varier entre 50%, si elle est mal maîtrisée, et 80% (Playàn et al., 2000), et entre 75% et 90%

par micro-irrigation (Clemmens and Dedrick, 1994). On comprend donc l’enjeu des améliorations

de ces systèmes de distribution, particulièrement en irrigation à la raie.

En irrigation à la raie, les pratiques traditionnelles de fertilisation, combinées au traçage des

sillons, provoquent une forte hétérogénéité de la repartition horizontale de l’azote en surface du

sol. Une mauvaise redistribution de l’azote pendant la saison de culture peut entraîner des lessi-

vages importants en période hivernale et une utilisation du fertilisant par les plantes qui n’est pas

optimale, particulièrement dans un contexte d’apport d’engrais adapté aux besoins de la plante

(Fernandez et al., 1994). Des expérimentations in situ ont permis de montrer qu’il existe des pra-

tiques permettant de réduire le lessivage d’azote (Benjamin et al., 1998; Mailhol et al., 2001; Popova

et al., 2000). Ces expérimentations mettent en évidence l’importance des transferts latéraux lors

de la redistribution de l’azote dans un sol irrigué. La micro-irrigation est fréquemment utilisée en
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dissolvant le fertilisant sous forme gazeuse dans l’eau d’irrigation. Ce procédé permet de distribuer

l’azote nécessaire à la plante en suivant le parcours de l’eau. Celui-ci fait intervenir des transferts

tridirectionnels en raison du principe de fonctionnement des systèmes de micro-irrigation.

Les modèles permettant de représenter les transferts eau-solutés à l’échelle de la saison de culture

sont souvent monodirectionnels (Brisson et al., 1998; Mailhol et al., 1997; Jones and Kinity, 1986;

Vanclooster et al., 1993). Leur principe est fondé sur l’écriture des bilans hydrique et de masse

de solutés. Ils permettent de rendre compte à l’échelle de la saison de l’état général du sol et de

prévoir le rendement de la culture dans de nombreuses pratiques culturales. Ils sont cependant

incapables de tenir compte des transferts bidirectionnels, phénomènes qui dans la problématique

de cette étude, sont essentiels. Des modèles permettant de représenter les transferts bidirectionnels

existent également. Ils sont basés sur une représentation plus fine de la dynamique du sol en résol-

vant les équations de transferts. Ils sont cependant adaptés à l’échelle événementielle (Berthomé,

1991; Schmitz, 1993; Wöhling et al., 2003) et limités dans leur domaine de validité (Revol, 1994;

Coelho and Or, 1997). Ils sont par exemple incapable de rendre compte d’un état initial du sol

hétérogène ou d’une géométrie irrégulière de la surface. Le type de modélisation permettant de

traiter de manière satisfaisante les situations complexes représentant des cas concrets d’irrigation

est la simulation numérique (Simunek et al., 1999). Elle est cependant peu opérationnelle à l’échelle

de la saison. Elle demande tout d’abord une connaissance précise de l’état initial du sol et d’un

nombre important de paramètres permettant son application. De plus, pendant la saison de culture,

des événements d’irrigation (d’une durée de plusieurs heures) et de redistribution (d’une durée de

plusieurs journées) se succèdent. La simulation numérique, soumise à des relations contraignantes

liant la discrétisation spatiale et temporelle, doit traiter ces événements séparément, limitant son

utilisation dans le contexte d’une modélisation à l’échelle de la saison.

La modélisation des transferts eau-solutés que nous proposons de mettre en oeuvre a donc

plusieurs objectifs :

• Elle doit être capable de rendre compte des transferts bi- ou tridirectionnels sur un domaine

de validité proche de celui rencontré dans des utilisations concrètes de systèmes d’irrigation.

• Elle doit pouvoir simuler ces transferts à l’échelle de la saison de culture, pour cette raison,

une gestion efficace des pas de temps représentatifs des événements à simuler est essentielle.

• Elle doit être adaptable afin de faciliter l’intégration de modules ultérieurs comme un modèle

de culture calculant le rendement prévu ou des modules améliorant la description de la dyna-

mique du sol.

Ce travail est divisé en cinq parties. Une première partie rappelle les notions liées au contexte

de l’étude et présente différents type de modélisation développée pour représentation les transferts

eau-solutés. Elle présente également les caractéristiques de chacunes de ces modélisations et les com-

pare aux critères définissant une modélisation efficace dans le contexte de ce travail. La deuxième

partie traite de campagnes d’expérimentation mettant en évidence l’importance des transferts bi-

ou tridirectionnels en irrigation à la raie et en micro-irrigation. Les pratiques de culture testées dans

ces expériences ont été reproduites par une simulation numérique (Hydrus-2D). Cette deuxième

partie présente également ces simulations afin de justifier l’emploi d’Hydrus-2D comme outil de
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comparaison avec le modèle développé. La troisième partie rassemble les outils mathématiques et

algorithmiques utilisés au cours de ce travail. Ces outils permettent le développement du modèle

dont les principes sont présentés dans la quatrième partie. Celle-ci traite du développement d’un

modèle basé sur la résolution semi-analytique des équations de transferts. La solution générale du

problème est considérée comme la superposition de problèmes plus simples dont la solution ana-

lytique est accessible grâce aux outils développés dans la troisième partie. Enfin, la cinquième et

dernière partie présente les résultats de la modélisation sur des pratiques concrètes d’irrigation.

Elle définit le domaine de validité du modèle développé en évaluant ses applications possibles sur

différents types de sol, d’événements et de pratiques culturales. Des méthodes permettant d’étendre

ce domaine de validité du modèle et d’y adapter des modules supplémentaires seront également

proposées dans cette partie.

3
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Première partie

Etat de l’art de la modélisation des

transferts bi- et tridirectionnels

eau-solutés : recherche d’une

technique de résolution adaptée à la

problématique
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Introduction de la partie

L’objectif de ce travail est de rendre compte des transferts bi- et tridirectionnels eau-solutés dans

un sol cultivé et irrigué. Depuis le début du XXème siècle, les moyens et les outils à disposition

n’ont cessé de se développer et de représenter ces phénomènes avec une connaissance de plus en

plus précise. Cette partie dresse un état de l’art des modélisations existantes. Elles peuvent être de

différents types, conceptuelles, analytiques, numériques, basées sur des relations mécanistes ou em-

piriques. Le choix d’appliquer un type de modélisation dépend des contraintes de précisions voulues

et des données initiales à disposition. Ainsi, les modèles conceptuels donneront une bonne première

approximation pour un faible coût de calcul, alors que les modèles numériques pourront prendre en

compte de nombreux phénomènes se produisant dans le sol si on cherche à représenter les concepts

physiques de manière plus précises.

Cette partie présente tout d’abord les principes de bases des transferts eau-solutés. Elle dé-

finit les notions utilisées tout au long de cette étude, en précisant les hypothèses sous lesquelles

elles peuvent être appliquées. Les différentes modélisations existantes sont ensuite introduites. Pour

chacunes de ces modélisations, on précisera leurs principes généraux et le cadre dans lequel elles

peuvent être efficaces.

Cette présentation non exhaustive des modélisations disponibles permet de choisir le type de

modélisation le mieux adapté à la problématique du travail entrepris ici. Ainsi, les contraintes de

représentations bi- ou tridirectionnelles des transferts sur des événements dont le pas de temps varie

entre l’heure et la journée vont permettre d’orienter le choix de la modélisation à privilégier.
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Chapitre 1

Le recours à la modélisation pour

représenter les processus de

transferts dans un sol cultivé

1.1 L’intérêt de la modélisation

Outre l’intérêt d’approfondir les connaissances du domaine scientifique concerné, la modélisa-

tion est utilisée pour simuler des scénarii, évitant la mise en oeuvre d’expériences complexes et

coûteuses à réaliser. Pour des phénomènes physiques se produisant dans des conditions de pression

et de vitesse extrême (aéronautique), nécessitant la destruction du matériel testé lors de l’expérience

(résistance des matériaux) ou qui requièrent une période d’essai très longue (changement global du

climat), la modélisation est essentielle pour estimer l’évolution du phénomène physique considéré.

Elle consiste à désigner les phénomènes physiques prépondérants, à les représenter mathématique-

ment, soit à partir de bases mécanistes, ou d’observations et de fixer les limites de validité de la

représentation. Une modélisation ne peut cependant s’affranchir de mesures expérimentales. Celles-

ci doivent être réalisées en amont de la modélisation, afin de dégager les processus essentiels du

phénomène physique, et en aval, afin de valider la modélisation et les limites entre lesquelles elle

peut être appliquée.

L’impact d’une pratique culturale n’est souvent visible qu’en fin de saison, et ce sur le niveau

de production obtenue. Si les suivis tensiométriques (mesures de charges hudrauliques) nous ren-

seignent sur l’état de l’eau dans le sol, celui des solutés est quant à lui plus difficile d’accès, aucun

dispositif ne permettant une connaissance directe et précise. La modélisation dans ce cadre permet

d’éviter des campagnes d’expérimentation longues, parfois perturbées par des conditions climatiques

défavorables.

Dans un sol, eau et air évoluent entre les constituants solides du sol et les éléments chimiques

se retrouvent sous les trois phases de la matière (en solution dans l’eau du sol, adsorbés par les

particules solides du sol et sous forme gazeuse après volatilisation). On devine alors la difficulté
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d’une modélisation dans un milieu aussi complexe. Les phénomènes physiques et biochimiques qui

participent à l’évolution du milieu sont très nombreux et interagissent entre eux. Une modélisation

efficace doit donc définir très précisément les phénomènes dont elle tient compte et surtout les li-

mites de validité qu’elle se donne lorsqu’on envisage de négliger certains de ces phénomènes. Le sol

étant un milieu souvent très hétérogène et parfois localement discontinu (effets macropores), il sera

très important de trouver le compromis adéquate entre les simplifications facilitant la modélisation

et un domaine de validité le plus large possible.

1.2 Les différents types de modélisation

Différents types de modélisation peuvent être adoptés pour représenter les transferts hydriques.

Avant de choisir le type de modélisation à utiliser, il faut donc définir les contraintes liées au phé-

nomène à modéliser. Elles vont orienter le choix de la modélisation. Ces contraintes sont relatives

aux données dont on dispose, à la complexité des processus physiques et à la précision recherchée

des résultats finaux.

Par ordre de complexité croissante, on trouve dans la classification de la modélisation :

• la modélisation par analogie. Elle consiste à reproduire les concepts du processus physique à

modéliser par analogie à un processus connu plus simple. Cette modélisation revêt un caractère

opérationnel. Elle a l’avantage de ne mettre en jeu qu’un faible nombre de paramètres mais

dont le sens physique est parfois discutable. Elle nécessite en général la connaissance d’une

faible quantité de données initiales et le temps de calcul est réduit. Cependant, elle ne permet

de reproduire que partiellement un événement donné. Certains phénomènes physiques doivent

donc être écartés ou supposés négligeables ce qui n’est pas toujours le cas.

• la modélisation empirique. Elle permet de définir des lois mathématiques représentant un

phénomène physique grâce à la mesure et à l’observation. Ce type de modélisation nécessite

de nombreuses campagnes d’expérimentation afin de vérifier la validité et la répétitivité de la

loi établie. Bien souvent, chaque paramètre ne peut être utilisé en dehors du domaine propre

à l’expérience, ce qui limite à l’évidence l’utilisation de cette approche.

• la modélisation mécaniste. Cette modélisation est fondée sur la résolution d’équations établies

sur des bases physiques. Elle permet une représentation plus précise de l’événement modélisé.

Cette précision n’est cependant possible qu’au prix de développement analytique et théorique

souvent lourd à mettre en oeuvre ou d’une résolution numérique nécessitant un long temps

de calcul et des données initiales difficiles d’accès.

• la modélisation stochastique. Elle reprend généralement un modèle existant en introduisant

l’étude de la variabilité des paramètres. Il s’agit d’un processus qui fait varier selon une loi

de distribution aléatoire adaptée, les paramètres d’entrée du modèle. Cette étude statistique

permet de définir un résultat final moyen ainsi que la probabilité de s’écarter de ce résultat.

Dans ce type de modélisation, le problème essentiel est le temps de calcul qui peut rapidement

prendre des proportions importantes.

10
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Tout phénomène physique peut être représenté grâce à ces quatres types de modélisation. Ce-

pendant, choisir une modélisation adaptée au phénomène revient à trouver le compromis adéquat

entre précision et rapidité d’exécution. Ainsi, le gain de précision d’une modélisation mécaniste sur

une modélisation plus simple n’est pas toujours suffisant pour équilibrer le poids d’une complexité

et d’un temps de calcul accrus.
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Chapitre 2

L’eau et les solutés dans le sol

2.1 Représentation du sol

Avant d’entrer dans la description des phénomènes physiques existants dans le sol, il convient

de rappeler l’importance d’une des plus fines couches constituant la Terre : le sol. Le sol fournit aux

plantes un réservoir d’eau et de matière minérale et organique essentiel à leur développement. Il

transforme le flux intermittant d’eau issu des précipitations en un flux généralement continu pour les

racines des plantes. Ainsi, la plante a à sa disposition l’eau nécessaire à ses fonctions physiologiques.

Fig. 2.1.1 – Triangle des textures du Soil survey Manual permettant de classer les sols selon leur

granulométrie
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Sa composition fait intervenir des constituants minéraux et organiques. Celle-ci est complexe

du fait de l’hétérogénéité de ces constituants en taille et en propriétés physiques et biochimiques.

Cependant, la distribution des particules de sable, limon, argile et de matières organiques entrant

dans sa composition permet de définir une classification en différents sols type (Fig. 2.1.1). Cette

classification donne une première approche du comportement général d’un sol et la définition de

caractéristiques homogénéisées est un premier pas vers une modélisation des phénomènes physiques.

Le système sol considéré dans le cadre de ce travail est défini sur une profondeur de 1 à 2

mètres. Cette profondeur correspond à la profondeur racinaire dans la plupart des grandes cultures.

La modélisation entreprise dans cette étude s’intéresse plus particulièrement au devenir de l’eau et

de l’azote dans le contexte de leur utilisation par la plante. Dans le cas du maïs, par exemple, cette

profondeur est environ de 1, 5m au maximum du développement racinaire. Au delà de cette profon-

deur, les racines n’étant plus présentes, l’eau et les solutés qu’elle entraine par drainage échappe à

la plante en sortant du système.

2.2 L’eau dans le sol

2.2.1 Le cycle de l’eau

La modélisation des transferts hydriques doit tenir compte du cycle de l’eau, celui-ci définit les

entrées-sorties en eau du système sol. Ce systême n’est pas isolé : à la quantité Shi d’eau initialement

présente dans le sol s’ajoute les apports de surface Ph,Ih et R correspondant aux apports sous forme

de précipitations, d’irrigations ou de ruissellement venant d’autres parcelles et selon la position de la

nappe souterraine, les apports RC dus aux remontées capillaires. Cette masse d’eau n’est conservée

que partiellement par le sol. Une quantité ETR (evaporation réelle) est prélevée par la culture, les

quantités Dh et R sont drainées vers les couches profondes du sol ou ruissellent en surface. Ainsi,

le stock final d’eau dans le sol Shf peut s’écrire

Shf = Shi + Ph + Ih + RC − ETR − Dh ± R (2.2.1)

2.2.2 Teneur en eau et charge hydraulique

Deux variables permettent de définir l’état de l’eau dans le sol.

Dans un volume de sol donné, l’eau n’occupe qu’une fraction de ce volume, cette fraction, appe-

lée teneur en eau ou humidité volumique, exprimée en [L3.L−3], sera notée θ dans la suite de l’étude.

En un point donné, l’énergie potentielle de l’eau dans le sol est définie principalement par deux

types d’énergie potentielle : celle due à la différence de profondeur entre une profondeur de référence

(la surface) et la profondeur du point considéré et celle due à la structure même de la matrice po-

reuse du sol. Cette énergie totale ramenée à un poids d’eau unitaire donne la charge hydraulique en

[L] notée H = h− z ou h est la pression matricielle ou succion et z la profondeur verticale orientée

positive vers le bas.
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2.2.3 Courbe de rétention du sol

La pression matricielle est directement reliée à la répartition entre air et eau dans les pores

du sol, ainsi il existe une relation entre la pression matricielle et la teneur en eau du sol. Cette

relation dépend du type de sol. Elle est différente entre une phase d’absorption de l’eau par le sol

et une phase de désorption et doit donc être définie par une relation à hystérésis. Cependant, on

considère généralement que cette relation est une fonction. Différentes représentations peuvent être

utilisées, elles ont souvent une forme proche de la fonction |h| = aθb avec a et b des paramètres

empiriques. Parmi les représentations les plus fréquemment utilisées, on trouve celles de Brooks et

Corey (Brooks and Corey, 1964) (2.2.2) et celles de van Genuchten (van Genuchten, 1980) (2.2.3)

θ − θr

θs − θr
=

(

hA

h

)λ

(2.2.2)

θ − θr

θs − θr
=

1

(1 + (α|h|)n)
m (2.2.3)

avec































θr : la teneur en eau résiduelle en [L3.L−3]

θs : la teneur en eau à saturation en [L3.L−3]

hA : la pression d’entrée d’air en [L]

α : paramètre empirique en [L−1]

λ, n, m : paramètres empiriques en [−]

2.2.4 Conductivité hydraulique

La structure du sol peut être considérée comme un milieu poreux, à ce titre, il est soumis à

l’équation de Darcy-Buckingham (Buckingham, 1907) (2.2.4), généralisation de l’équation de Darcy

(Darcy, 1856) pour le milieu non-saturé.

~qh = −K(h)~∇H (2.2.4)

avec















~qh : le flux de l’eau du sol en [L.T−1]

K(h) : la conductivité hydraulique en [L.T−1]
~∇f =

∑

i

∂xi
f~ei

On voit ici apparaître la conductivité hydraulique K(h) qui lie linéairement le flux de l’eau du

sol au gradient de la charge hydraulique. Cette fonction dépend de h. Les formes (2.2.5) et (2.2.6)

sont dérivées des fonctions de rétention en eau du sol citées plus haut. La forme (2.2.7) développée

par Gardner et Mayhugh (Gardner and Mayhugh, 1958) est également largement utilisée.
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K(h)

Ks
=

(

hA

h

)ν

(2.2.5)

K(h)

Ks
= θa

e (h)
[

1 − (1 − θ1/m
e (h))m

]b

(2.2.6)

K(h)

Ks
= e

−
h − hA

λc (2.2.7)

avec



















Ks : la conductivité hydraulique à saturation en [L.T−1]

θe(h) : la fonction de rétention du sol du modèle de van Genuchten (2.2.3) en [−]

ν, a, b : paramètre empirique en [−]

λc : la longueur capillaire en [L]

Les équations (2.2.5), (2.2.6) ou (2.2.7) définissant la forme de la conductivité hydraulique,

comme celles définissant la courbe de rétention du sol du paragraphe précédent, ont été établies

sur des données expérimentales. Cependant, les limitations des outils de mesure ne permettent pas

cette validation pour toute humidité du sol. Dans un sol trop sec par exemple, les mesures expé-

rimentales sont particulièrement difficile à effectuer en raison du dispositif tensiométrique utilisé,

limitant la mesure des tensions à un maximum de l’ordre de 800 mbar. Les notions de conductivité

hydraulique ou de rétention du sol sont conservées et leurs valeurs sont obtenues par extrapolation

des équations vérifiées expérimentalement. Il ne faut cependant pas perdre de vue le domaine de

validité expérimentale de ces équations.

2.2.5 Equation de Richards

L’équation générale de l’écoulement (2.2.8) ou équation de Richards est obtenue en combinant

l’équation de Darcy avec celle de la conservation de la masse.

∂tθ = ~∇.
[

K(h)~∇(h − z)
]

(2.2.8)

Selon la fonction privilégiée pour une réécriture de cette équation, celle-ci peut prendre deux

nouvelles formes, parfois désignées comme équations de Fokker-Planck, dans lesquelles seule la

fonction h ou la fonction θ intervient. La forme diffusive de l’équation de Richards (2.2.9) privilégie

la résolution de (2.2.8) en θ et introduit la diffusivité D(θ) d’un sol, exprimée en [L2.T−1] qui

représente K(θ)∂θh. La forme capacitive de l’équation de Richards (2.2.10) privilégie la résolution

de (2.2.8) en h et introduit la capacité capillaire ou de rétention C(h) d’un sol, exprimée en [L−1]

qui représente ∂hθ.

∂tθ = ~∇.
[

D(θ)~∇θ
]

− dK(θ)

dθ
∂zθ (2.2.9)

C(h)∂th = ~∇.
[

K(h)~∇h
]

− dK(h)

dh
∂zh (2.2.10)
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Notons que l’utilisation de l’équation de Darcy, et donc de l’équation de Richards, repose sur

des hypothèses très fortes quand elles sont appliquées à un sol. De nombreux auteurs, (Flühler and

Roth, 2003), (Morel-Seytoux, 1973) ou (Mailhol and Gonzalez, 1993) insistent sur les limites qu’il

convient de fixer à l’utilisation de cette équation :

• Le milieu poreux représentant le sol est considéré homogène, les flux préférentiels dus notam-

ment aux fentes de retrait dans le cas de sols argileux ne sont pas pris en compte par cette

équation.

• Il est également considéré indéformable, or les phases d’absorption et désorption du sol peuvent

localement mettre à mal cette hypothèse. Lors d’une première irrigation sur un sol initialement

sec, une forte hauteur d’eau appliquée dans une raie d’irrigation peut modifier la structure du

sol en surface.

• La relation linéaire entre le flux et le gradient de pression matricielle n’est pas toujours vérifiée,

notamment en présence de flux importants dans le cas de sol à texture grossière, ou en présence

d’adsorption d’eau par les sols à texture fine.

• L’air présent dans le sol est un gaz compressible, dans certaines situations, il peut être piègé

dans les pores du sol lors d’une infiltration et la pression n’est plus égale à la pression atmo-

sphérique. Ce phénomène peut réduire de manière notable l’infiltration de l’eau.

• Une partie de l’eau du sol peut être également transporté sous forme de vapeur d’eau, parti-

culièrement sous des climats arides, ce qui n’est prévu par l’équation.

Ce modèle est cependant un modèle universellement utilisé et son application dans ce travail

devra toujours être accompagnée de la vérification de son domaine de validité.

2.3 Le soluté dans le sol

2.3.1 Le cycle de l’azote

Dans le système sol, le stock final SNf d’azote minéral (la forme d’azote directement utilisable

par la plante) est calculé sur la base des phénomènes faisant varier le stock SNi d’azote initiale-

ment disponible. Celui-ci peut être augmenté grâce aux précipitations PN , contenant de l’azote en

solution, aux irrigations fertilisantes IN et aux engrais E déposés en surface du sol. Dans le sol,

des processus biochimiques comme la fixation F par la culture ou la minéralisation M de l’azote

organique contenu dans l’humus ou dans les résidus de culture participent également à l’augmenta-

tion du stock initial. Le stock d’azote du sol est diminué par l’absorption des racines de la plante

A et par le lessivage L due à l’eau drainée en profondeur. Des phénomènes biochimiques ici encore

entrent en jeu et réduisent le stock, comme l’organisation de l’azote minéral O en azote organique,

la dénitrification D de l’azote minéral et la volatilisation V des apports de surface.

SNf = SNi + PN + IN + E + F + M − A − L − O − D − V (2.3.1)
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2.3.2 Les différentes phases d’un élément chimique dans le sol

Pour illustrer la complexité de la modélisation des transferts de solutés dans le sol, on a noté

précédemment qu’un élément chimique peut se trouver sous les trois phases de la matière. Nous

nous intéresserons principalement à la concentration des nitrates en solution dans l’eau du sol. C’est

en effet sous cette forme que la plante préléve sa ressource nutritive. Cette concentration sera notée

cN exprimée en [M.L−3]. En présence de plusieurs formes d’azote en solution dans l’eau du sol, il

faudra préciser cNO2−

3

, cNH+

4

ou cNO−

2

pour une présence de nitrate, d’ammonium ou de nitrite,

principales sources d’azote en solution.

L’azote peut également se trouver sous forme solide. Si le nitrate n’est que très faiblement adsorbé

par la matrice poreuse du sol, l’ammonium l’est dans une proportion non négligeable (Vereecken

et al., 1991), (Wang and Alva, 2000). Cette forme d’azote en présence dans le sol doit être prise en

compte. En effet, le processus d’adsorption est un processus qui permet la fixation réversible d’ions

de la solution sur la matrice poreuse du sol. Cette interaction peut être représentée par une relation

linéaire, en évaluant l’expression (2.3.2) avec β = η = 0, ou plus complexe en gardant l’expression

générale entre la concentration de soluté dans l’eau du sol cN et celle adsorbée par le sol sN .

sN =
Kdc

β
N

1 + ηcN
(2.3.2)

avec

{

Kd : le coefficient d’adsorption [M−1.L3]

β, η : paramètres en [−] et [M−1.L3]

Cette fixation étant réversible, l’ammonium est donc toujours disponible dans le sol. Il peut

donc, à la faveur de réactions biochimiques, donner à nouveau du nitrate.

Enfin, la dernière forme d’azote présente dans le sol est la forme gazeuse. Cette concentration

notée gN en [M.L−3] est surtout élevée en surface du sol et dépend des paramètres du milieu, du

climat, des pratiques culturales et de la source d’azote. La volatilisation est par exemple réduite

dans le cas d’une fertilisation par apports sous forme de granulés alors qu’elle peut dépasser 30%

dans le cas d’apports organiques (lisier, fumier) (Olesen et al., 1997). L’aération du sol par labour

permet également de réduire les perte par voie gazeuse (Stanford and Epstein, 1974). En profondeur

du sol, la forme gazeuse est moins présente, en particulier sur un sol sec, dans lequel la présence

d’oxygène limite la réduction des nitrates. Elle est due essentiellement à des réactions biochimiques

dont l’importance dépend principalement de la présence d’eau et d’oxygène, du pH et de la tempé-

rature (Wendland, 1994).

L’étude des formes solides et gazeuses sera peu abordée dans ce travail. Nous nous focaliserons

sur l’évolution de la concentration de l’élément azote en solution dans l’eau du sol en notant cepen-

dant les cas où les interactions avec les autres phases pourront être importantes.
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2.3.3 Flux d’un soluté dans le sol

La diffusion d’un soluté dans l’eau pure au repos est régie par la première loi de Fick (Fick,

1855) (2.3.3) qui relie proportionnellement le flux du soluté au gradient de sa concentration.

~qN = −D0
~∇cN (2.3.3)

D0 est le coefficient de diffusion moléculaire du soluté dans l’eau pure exprimé en [L2.T−1].

La diffusion correspond aux mouvements aléatoires des molécules dus aux échanges d’énergie par

translation, rotation et vibration. Ce phénomène fait migrer le soluté des fortes concentrations vers

les concentrations plus faibles et tend à homogénéiser la concentration du milieu.

Dans le cas de l’étude, nous sommes en présence d’une solution évoluant dans une matrice

poreuse. Dans ce cas, la diffusion est perturbée par la structure de la matrice et dépend de la

quantité d’eau disponible dans le milieu. Le coefficient de diffusion doit donc être corrigé par un

coefficient représentant cette perturbation. Ce coefficient est le facteur de tortuosité du milieu, noté

τ [−]. Un modèle simple permettant de représenter la tortuosité fait intervenir la porosité du milieu

(qui en général est proche de la teneur en eau à saturation) et la quantité d’eau dans laquelle

le soluté peut évoluer (Millington and Quirk, 1961) (2.3.4). Des modèles plus complexes existent,

cependant, celui-ci permet de représenter de manière satisfaisante le phénomène de tortuosité sans

rajouter de paramètres supplémentaires.

τ =
θ

7
3

θs
(2.3.4)

L’eau du sol dans les cas étudiés n’est que rarement au repos. Un flux principalement vertical,

mais qui peut comporter localement une composante latérale importante anime le profil hydrique

du sol. Ce flux influence l’évolution de la concentration de soluté dans le milieu, par convection et

par dispersivité mécanique. La dispersivité mécanique rend compte du brassage d’agrégats de fluide

ayant des compositions différentes. Un flux supplémentaire doit donc être introduit pour compléter

le flux diffusif pur. Ce flux dépend de la structure du milieu et du flux de l’eau dans le sol. Le flux

de soluté total résultant (2.3.5) permet de rendre compte des mouvements de solutés dans le sol.

En représentation bi- ou tridirectionnelle, les coefficients de dispersivité mécanique et de diffusion

moléculaire peuvent être réunis sous la forme d’un tenseur global D exprimé en [L2.T−1] qui dépend

du flux Darcien et de la teneur en eau du milieu.

~qN = −D(qh, θ)~∇cN + qhcN (2.3.5)

Cette équation donnant une forme mathématique au flux de soluté est également écrite sous des

contraintes de milieu homogène et indéformable. Dans certains cas, son application peut donc être

discutable. A chacune des applications de cette équation, il convient de confronter, comme pour le

flux Darcien, les conditions du milieu au domaine de validité de l’équation.
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2.3.4 Equation de diffusion-convection de solutés

De la même manière que dans le cas des transferts hydriques, l’équation générale régissant

l’évolution d’un profil de soluté est obtenue en combinant l’équation de la conservation de la masse

avec les équations de flux définies ci-dessus. Son écriture est cependant plus complexe, car elle doit

prendre en compte les différentes phases dans lesquelles le soluté est présent dans le sol. L’équation de

conservation de la masse relie ainsi les variations temporelles des concentrations de l’azote sous forme

liquide, solide et gazeuse à la divergence de leurs flux. Les réactions biochimiques qui définissent

la création ou la disparition de l’azote sous les trois états de la matière sont aussi à intégrer dans

l’équation générale. Celle-ci peut donc s’écrire de la manière suivante

∂t(ρsN ) + ∂t(θcN ) + ∂t(aνgN ) =

~∇.(θD
h~∇cN ) + ~∇.(aνD

g ~∇gN ) − ~∇.( ~qhcN ) − ScNr

− µs(ρsN ) − µh(θcN ) − µg(aνgN ) − γsρ − γhθ − γgaν

(2.3.6)

avec



















































ρ(x, z, t) : la densité apparente du sol en [M.L−3]

aν(x, z, t) : la teneur en air volumique en [L3.L−3]

D
h

: le tenseur de dispersion du soluté en phase liquide en [L2.T−1]

D
g

: le tenseur de dispersion du soluté en phase gazeuse en [L2.T−1]

µs, µh, µg : les constantes de réactions du premier ordre en [T−1]

γs, γh, γg : les constantes de réactions d’ordre zéro en [T−1], [M.L−3.T−1] et [T−1]

ScNr : l’extraction de solutés par les racines de la plante en [M.L−3.T−1]

Cette équation très complexe peut cependant être simplifiée en négligeant certains termes qui

n’entrent pas ou peu en jeu dans notre étude. Ainsi, en première approche, la phase gazeuse peut

être négligée et les réactions réunies sous un seul terme du premier ordre. En utilisant l’équation de

conservation de la masse d’eau et la relation linéaire liant sN et cN introduite précédemment, on

obtient

(θ + ρKd)∂tcN = ~∇.(θD
h ~∇cN ) − ~∇.( ~qhcN ) − µhθcN − ScNr (2.3.7)

Malgré ses nombreuses simplifications, cette équation rend compte de manière satisfaisante des

transferts de nitrate se produisant dans un sol cultivé. En effet, considérer la phase gazeuse négli-

geable est possible dans certaines conditions. Le paragraphe 2.3.2 fait remarquer que dans des cas

où le sol est bien aéré et où le fertilisant n’est pas apporté sous forme organique, les pertes par voies

gazeuses sont réduites de manière notable.

Les transferts d’eau et de nitrate ont été ici présentés à deux échelles différentes. Un bilan global

du système permettant de décrire les grandes tendances des transferts et une description obtenue

par l’utilisation d’équations de transferts et de paramètres homogénéisés sur un sol considéré comme

un milieu poreux. La première description est utilisée sur des grands pas de temps (pas de temps
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journaliers) et respecte les équations de conservation de la masse. Elle est cependant incapable de

représenter la dynamique de l’eau et des solutés dans le sol à une échelle de temps plus faible. La

seconde approche, fondée sur des bases mécanistes, permet quant à elle une description plus précise

des phénomènes se produisant dans le système. Les différents types de modélisation capables de

rendre compte des transferts utilisent ces deux échelles de représentation. Leurs principes généraux

sont présentés dans la suite de ce document. Cette présentation est suivie par une analyse des

contraintes et des avantages dans le contexte de la problématique de l’étude. Leur analyse permet-

tra de choisir le type de modélisation le mieux adapté.
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Chapitre 3

Simulation numérique des transferts

eau-solutés

3.1 Principes

La modélisation numérique des transferts bidirectionnels permet de représenter le plus fidè-

lement possible les phénomènes se produisant dans le sol. HYDRUS-2D, code de calcul qui fait

référence dans la simulation de l’écoulement de l’eau dans un sol, utilise ce type de modélisation.

Celle-ci consiste à résoudre les équations générales des transferts en les discrétisant sur un maillage

représentant le sol étudié.

Les étapes de ce type de modélisation sont

• La construction du maillage (Fig. 3.1.1 à gauche, dans le cas d’HYDRUS-2D, il s’agit de

mailles triangulaires) qui doit prendre en compte les particularités de la géométrie du domaine

et peut être raffinée localement là où l’écoulement risque d’être rapide (en général, à proximité

de la surface humide de la raie d’irrigation).

• La définition des conditions initiales et aux limites (Fig. 3.1.1 à droite) afin de définir l’état

initial du sol et les contraintes à la frontière du domaine pendant la simulation (charge ou

flux imposé sur une partie de la frontière).

• La discrétisation des équations de transferts sur le maillage en utilisant la méthode des élé-

ments finis de Galerkin.

• Leur résolution qui se résume, après utilisation des éléments finis, à une itération de résolu-

tions numériques d’un système linéaire.

La méthode des éléments finis consiste à projeter la solution des équations de transferts sur une

base de fonctions Un continues. Ainsi, la solution h de l’équation de Richards bidirectionnelle peut

être approchée par h′

h′(x, z, t) =

N
∑

n=1

Un(x, z)hn(t) (3.1.1)
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Fig. 3.1.1 – Construction du maillage et définition des conditions initiales et aux limites par

HYDRUS-2D (cas de l’irrigation à la raie)

avec











N : le nombre de noeuds du maillage

hn(t) : les N coefficients à déterminer définissant h aux noeuds

Un(xm, zm) = δnm

La teneur en eau θ et la conductivité hydraulique K qui sont liées à la pression matricielle h

par le modèle de van Genuchten, peuvent être projetées sur la même base.

θ′(x, z, t) =

N
∑

n=1

Un(x, z)θn(t) (3.1.2)

K ′(x, z, t) =

N
∑

n=1

Un(x, z)Kn(t) (3.1.3)
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Pour discrétiser l’équation de Richards, on écrit tout d’abord que l’opérateur différentiel associé à

l’équation de Richards est orthogonal à toutes fonctions Um de la base (Un)n=1,N (3.1.4). Le domaine

Ω est ensuite écrit comme la réunion des cellules du maillage, chacune occupant le domaine Ωe.

L’application de la transformation de Green permet de faire apparaître une intégrale sur la frontière

afin de prendre en compte les conditions aux limites (3.1.5). Enfin, la substitution de la solution h

par h′ définie par (3.1.2), ainsi que celle de θ et K par θ′ et K ′ transforment la somme d’intégrales sur

les domaines Ωe en un système linéaire (3.1.6) dont les inconnues sont les vecteurs ~θ = (θn(t))n=1,N)

et ~h = (hn(t))n=1,N).

∫

Ω

Um

(

∂tθ − ~∇.(K(h)~∇h) + ∂zK(h)
)

dΩ = 0 (3.1.4)

∑

e

∫

Ωe

(

∂tθ Um + K(h)~∇h.~∇Um − K(h)∂zUm

)

dΩ

−
∑

e

∫

Γe

(K(h)∂~nhUm − K(h)~ez.~nUm) dΓ = 0

(3.1.5)

A∂t
~θ(t) + B~h(t) = ~C (3.1.6)

Les valeurs de θ et K sont obtenues grâce aux modèles de van Genuchten et la résolution de ce

système linéaire est effectuée par une méthode numérique adaptée (celle utilisée par HYDRUS-2D

est le gradient conjugué). En considérant ∆t le pas de temps, cette résolution permet de calculer

la valeur de ~h(t + ∆t) en fonction de ~h(t). La solution h(x, z, t) est alors obtenue par un proces-

sus itératif dont la convergence dépend principalement de la condition de Courant-Friedrichs-Lewy

(condition CFL). Celle-ci définit une valeur limite de chaque pas de temps dépendant des caracté-

ristiques du milieu et des pas d’espace.

L’équation de Richards peut être complétée par la prise en compte d’un terme source, représen-

tant l’extraction racinaire. L’équation de convection-diffusion utilisée pour représenter l’évolution

du profil de soluté est également résolue de la même manière et peut prendre en compte, l’extraction

racinaire, la création ou la dégradation du soluté, ainsi que son adsorption et sa volatilisation.

HYDRUS-2D est un code de calcul très général. D’autres modélisations numériques ont été déve-

loppées. Elles permettent la prise en compte d’une quantité de phénomènes moins importante, mais

approfondissent, en revanche, l’étude d’un phénomène en particulier dont la complexité requiert

une modélisation très précise. Ainsi, grâce à ce type de modélisation, certains auteurs (Aboujaoudé

et al., 1991) étudient l’infiltration dans un sol encroûté en utilisant un maillage structuré adapté à

la géométrie de la surface et d’autres (Mansell et al., 2002) proposent des méthodes permettant de

mieux rendre compte des flux du sol en modifiant le maillage selon l’évolution du profil hydrique à

chaque pas de temps.
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3.2 Avantages et contraintes de la méthode

Cette méthode comporte de nombreux avantages.

• Elle permet de représenter un nombre très important de phénomènes entrant en jeu dans

l’évolution des profils hydriques et de concentration du soluté, chaque terme des équations de

transferts pouvant être discrétisé par la méthode décrite plus haut.

• Les conditions initiales et aux limites peuvent être considérées variables en espace et en temps,

ce qui est généralement le cas dans un problème réel.

• Des théorêmes mathématiques permettent de prouver la convergence de la méthode vers la

solution exacte du problème et de définir l’erreur de la solution approchée. Ces informations

sont de grands intérêts, puisqu’elles permettent de juger de la validité de la solution obtenue.

Cependant, dans le contexte de la problématique de ce travail, ce type de modélisation présente

des contraintes importantes dont on ne peut négliger les impacts.

• Les théorêmes mathématiques prouvant la convergence de la méthode reposent principalement

sur une relation entre pas de temps et pas d’espace. Selon l’événement simulé, cette relation

peut être contraignante et entraîner une consommation importante de temps de calcul. En

considérant la même maillage, simuler une irrigation ou une redistribution ne fera pas interve-

nir le même pas de temps (la gestion de pas de temps variables intégrée à HYDRUS-2D n’est

pas suffisante pour traiter la différence d’échelle temporelle très importante entre les deux

événements). Il est donc exclu de simuler un cyle cultural complet en une seule simulation

sans une adaptation en profondeur de la modélisation.

• Ce type de modèle permet de représenter un grand nombre de phénomènes physiques. Leur

mise en équation est cependant tributaire de la définition d’un jeu de paramètres importants.

L’obtention de ces paramètres ou leur calage si on dispose de mesures expérimentales, peut

se révéler être une opération délicate. Ainsi, bien que le gain en précision dû à la complexité

du modèle soit un avantage, il n’est pas toujours possible d’exploiter celui-ci à son maximum.

Sa capacité à donner des résultats fiables et précis fait de ce type de modélisation une référence

pour la simulation de phénomènes qui ne peuvent pas être représentés par d’autres moyens plus

simples. Cependant, sa complexité lors de sa mise en place et son besoin important de données

initiales et de paramètres militent en faveur du développement d’un modèle plus opérationnel pour

atteindre les objectifs fixés.

La simulation numérique restera cependant la référence avec laquelle nous compléterons les

données expérimentales à disposition pour juger de la validité du travail effectué (mais dans des

conditions particulières de fonctionnements événementiels).
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Chapitre 4

Modélisation de type capacitif

4.1 Principes

4.1.1 Transferts hydriques

Une modélisation simple, mais qui est cependant utilisée avec des résultats satisfaisants dans de

nombreux cas est la modélisation conceptuelle. Le sol est représenté de manière monodirectionnelle

par un empilement de réservoirs se déversant les uns dans les autres (Fig. 4.1.1). Lors d’un apport

d’eau en surface du sol, le premier réservoir se remplit. Dès qu’il a atteint sa contenance maximale,

il se déverse dans le réservoir inférieur. Le procédé est répété jusqu’à épuisement de la quantité

apportée.

Fig. 4.1.1 – Modélisation capacitive monodirectionnel des transferts hydriques

Ce principe est utilisé dans de nombreux codes de recherche ou des codes commerciaux, comme

par exemple PILOTE, modèle de culture développé au Cemagref (Mailhol et al., 1997), (Mailhol,

2001) ou STICS (Brisson et al., 1998), code de référence dans la simulation des pratiques de culture

développé à l’INRA. Les données initiales à fournir sont le remplissage de chaque réservoir avant la

simulation (l’état initial du sol) ainsi que sa capacité maximale (la capacité de stockage de chaque
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couche de sol : la réserve utile (RU), différence entre la capacité au champ - quantité d’eau retenue

par le sol après une période de pluie et un ressuyage partiel d’une durée conventionnelle de 48 heures

- et le point de flétrissement permanent - humidité du sol au delà de laquelle les racines de la plante

ne sont plus capables de prélever l’eau du sol, valeur déterminée en laboratoire proche de 15 bars).

En poussant l’analogie plus loin et en complétant la représentation d’un réservoir (Fig. 4.1.2),

STICS est capable de représenter les phénomènes de macro-porosité, la présence de cailloux et celle

de fissures dans le cas de sol argileux gonflant.

Fig. 4.1.2 – Modélisation du sol utilisée dans STICS (Mary et al., 2002)

Ce type de modèle, malgré ses principes de base simples, permet de représenter, pour un faible

coût de calcul, un grand nombre de phénomènes physiques participant aux transferts hydriques

dans le sol au pas journalier (pas de temps retenu pour ce type d’approche où le principe de la

conservation de la masse est respectée alors que la dynamique y est difficilement représentable). De

plus, la description du sol comme empilement de réservoirs permet la prise en compte d’un sol hété-

rogène, en affectant des caractéristiques particulières à chaque réservoir. Les remontées capillaires

ne sont cependant pas décrites dans ce type de modèle au même titre que le phénomène de diffusion.

Un réservoir est soit rempli complètement et transfère la quantité d’eau qu’il ne peut retenir, soit

reçoit la quantité d’eau restante à répartir. Le profil hydrique dans le cas d’une irrigation est donc

abrupte. Ce qui ne représente pas toujours un cas réel.

4.1.2 Transferts de solutés

Le transfert de nitrate peut également être décrit par cette analogie de type réservoir. Elle a été

développée tout d’abord par Burns (Burns, 1975) qui définit sur un sol au profil initial uniforme la

fraction fN de la quantité totale de nitrate lessivée au delà d’une profondeur h grâce à l’équation

(4.1.1).
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fN =

(

Qh

Qh + θcct

)
h
t

(4.1.1)

avec











Qh : la quantité d’eau drainée à travers le sol en [L]

θcc : la capacité au champ volumique en [L3.L−3]

t : l’épaisseur du réservoir (supposée constante sur tout le profil du sol) en [L]

Ce modèle est utilisé notamment dans STICS sous une forme modifiée permettant une meilleure

description des processus. Tout le nitrate arrivant par convection avec l’eau dans un réservoir se

mélange avec le nitrate déjà présent. L’excès d’eau repart ensuite avec la nouvelle concentration du

mélange. En choisissant une épaisseur de réservoir égale au double de la dispersivité du sol, cette

description donne des résultats très similaires au modèle de convection-dispersion monodirectionnel

(Mary et al., 1999) (elle était fixée à 1 cm jusqu’à la version 4 du logiciel ce qui conduisait souvent

à une dispersion trop faible, elle est désormais paramètrable dans la dernière version).

4.2 Adaptation au cas bidirectionnel

La modélisation que l’on cherche à développer doit représenter les transferts bi- ou tridirec-

tionnel. Ce type de modélisation efficace pour un événement monodirectionnel est cependant plus

complexe à mettre en place dans un cas bi- ou tridirectionnel. En effet, le principe de ce type de

modélisation définit naturellement un flux vertical descendant. En rajoutant une ou deux directions

dans la représentation, le profil de flux reste globalement descendant, mais des flux latéraux doivent

être introduits. La transposition d’une modélisation de type capacitif dans le cas bidirectionnel

pourrait consister en la représentation du sol par plusieurs empilements de réservoirs côte à côte

échangeant latéralement des quantités d’eau entre eux. Dans ce cas, il faut être capable de définir

dans quelles proportions un résevoir se déverse dans le réservoir inférieur, celui de droite et celui de

gauche. Ces proportions peuvent être définies grâce à la connaissance des caractéristiques du sol.

Un sol à texture grossière sera plus soumis à la gravité qu’un sol à texture fine et la vidange dans

le réservoir inférieur sera plus importante que dans les réservoirs latéraux.

La Fig. 4.2.1 représente cette adaptation du modèle capacitif. Pour raisons de symétrie du

système d’irrigation, la frontière à gauche du domaine est soumise à un flux latéral nul, nous consi-

dérons donc uniquement la moitié du domaine. Une quantité d’eau initiale est apportée sur un des

réservoirs supérieurs et se distribue dans les autres réservoirs selon le principe décrit plus haut.

On a choisi arbitrairement les coefficients 2
3 , 1

3 comme les proportions d’eau se déversant dans le

réservoir inférieur et à droite.

La prise en compte de proportions de déversement constant ne donne pas de résultats satisfai-

sants. La Fig. 4.2.2 représente le résultat de cette adaptation sur un sol initialement homogène. Les
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Fig. 4.2.1 – Principe d’une adaptation du modèle capacitif au cas bidirectionnel

Fig. 4.2.2 – Résultat du modèle capacitif au cas bidirectionnel (unités et caractéristiques du sol

arbitraires)

proportions de déversement dépendent certes de la nature du sol (et ceux-ci définissent la proportion

d’effets de la gravité et d’effets diffusifs du sol), mais la nature du sol définit également la forme du

profil du flux de l’eau. Il faudrait donc connaître plus en détail ce profil. C’est précisément l’objet

de la problématique. Ce mode de représentation ne semble donc pas adapté aux objectifs de travail

présenté ici.
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Chapitre 5

Adaptation d’un modèle analytique

d’infiltration bidirectionnel au calcul

des transferts hydriques

5.1 Le modèle FURINF

5.1.1 Principes généraux

FURINF est un modèle bidirectionnel de transfert d’eau appliqué à l’irrigation à la raie. Le

calcul de l’infiltration cumulée totale est réalisé par intégration de l’infiltration cumulée monodi-

rectionnelle sur un nombre fini de directions, celles-ci étant considérées orthogonales au profil de

la raie (Fig. 5.1.1). Le modèle prend également en compte l’influence de la gravité selon l’angle

réalisé entre la direction d’infiltration et la verticale, donnant ainsi plus d’importance aux forces

de gravité pour une direction proche de la verticale et privilégiant les effets capillaires dans le cas

d’une direction proche de l’horizontale. Le modèle tient aussi compte de l’évolution de la hauteur

de la lame d’eau en fonction du temps, il peut ainsi simuler un remplissage de la raie d’irrigation

et sa vidange.

Hormis les conditions de sol indéformable, homogène et isotrope dans lesquelles on se place pour

résoudre l’équation de Richards, les hypothèses du modèle reposent sur trois points essentiels.

• Les lignes de flux sont considérées comme étant orthogonales au profil de la raie.

• Les conditions initiales de teneur en eau sont homogènes dans tout le milieu.

• Les plans de flux nul ne sont pas pris en compte par le modèle.

Des études théoriques et expérimentales montrent qu’il existe une différence entre le taux d’in-

filtration sur sol plat et sur sol incurvé. Un facteur de forme tributaire du temps est pris en compte

dans la formulation de l’infiltration cumulée afin de représenter cet effet. Il s’agit d’un coefficient

multiplicatif intégré au calcul de l’infiltration cumulée et du taux d’infiltration. Ce phénomène a

été étudié par Philip (Philip, 1984a) et repris par Schmitz (Schmitz, 1993). Philip (Philip, 1984a)
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Fig. 5.1.1 – Le modèle FURINF : représentation des directions d’infiltration considérées orthogo-

nales à la raie

montre une relation entre le taux d’infiltration en régime stationnaire Q0 et la variable adimension-

née R0 = r0

2λc
avec r0 le rayon de la cavité et λc la longueur capillaire du sol. Des ajustements ont

été apportés récemment (Wöhling et al., 2003) et définissent le paramètre de forme par l’expression

suivante

λ(t) = 1 + (λ∞ − 1)






1 − e

−zs(t)

2r0






(5.1.1)

et

R0 ≤ 0.2 ⇒ λ∞ = −π

2

1

R0

(

E + ln R0

2

) (5.1.2)

0.2 ≤ R0 ≤ 0.5 ⇒ λ∞ = −6.547R0 + 5.859 (5.1.3)

R0 ≥ 0.5 ⇒ λ∞ =

(

1 +
1

R0

2
3

)

(5.1.4)

avec























E : la constante d’Euler

zs(t) : la profondeur de la zone saturée en [L]

R0 =
r0

2λc

r0 : le rayon de courbure moyen de la raie en [L]

La dépendance en temps est traduite par le terme zs(t). Il permet de rendre compte de la prédo-

minance des effets capillaires en début d’infiltration et de simuler la diminution de leur importance

à mesure que le temps augmente jusqu’à une inversion du phénomène pour les temps d’infiltration

plus long. L’infiltration cumulée de la raie d’irrigation est ensuite calculée en intégrant l’infiltration

cumulée monodirectionnelle sur un nombre fini de directions.
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I(t) = λ(t)

∫ sR(t)

sL(t)

I1D(s, τ)ds

= λ(t)

m
∑

j=0

∫ σj+1

σj

I1D(s, τ)ds

= λ(t)
m
∑

j=0

σj+1 − σj

τj+1 − τj

∫ τj+1

τj

I1D(σ(τ), τ)dτ

(5.1.5)

avec































I(t) : infiltration cumulée totale en [L2]

λ(t) : facteur de forme en [−]

σ : abscisse curviligne en [L]

τ : temps d’opportunité en [T ]

I1D(t) : infiltration cumulée 1D en [L]

On obtient une formule similaire pour le taux d’infiltration total en dérivant la formule de

l’infiltration cumulée (5.1.5).

q(t) = λ(t)

∫ sR(t)

sL(t)

q1D(s, τ)ds +
dtλ(t)

λ(t)
I(t) (5.1.6)

Les calculs de l’infiltration cumulée ou du taux d’infiltration 1D sont réalisés grâce à une for-

mule analytique à base physique : Haverkamp-Parlange (Haverkamp et al., 1990) ou empirique :

Kostiakov-Lewis (Kostiakov, 1932) ou grâce à une résolution numérique de l’équation 1D de Ri-

chards. Cette équation est modifiée pour tenir compte de l’effet de la gravité. Celui-ci dépend de

l’orientation de la direction considérée. L’équation monodimensionnelle à résoudre est la suivante

∂tθ = ~∇.
(

K(h)~∇(h + γz)
)

(5.1.7)

γ = cosω (5.1.8)

avec ω : angle entre la direction d’infiltration et la verticale.

5.1.2 Validation du modèle

Des tests de validation du modèle ont été effectués. Leurs buts étaient à la fois de comparer

les résultats de FURINF avec ceux d’un modèle numérique (Hydrus-2D) et d’évaluer l’impact des

hypothèses fortes du modèle. Des sols à caractéristiques très différentes ont été choisis afin de tester

la robustesse de ce modèle. Un sol type Yolo Clay, le sol de Lavalette, sol à texture limono-argilo-

sableuse et un sol à texture plus grossière, le silt de Roth.

L’hypothèse du flux radial est valide dans le cas de sol à texture fine où la conductivité hydrau-

lique est faible et où les forces gravitaires ne prédominent pas sur les effets capillaires (dans le cas
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Fig. 5.1.2 – Courbes d’infiltration cumulée obtenues par FURINF et Hydrus-2D

d’un sol Yolo Clay par exemple où Ks = 0, 044cm/h et λc = 27.6cm). A mesure que les caractéris-

tiques du sol favorisent les effets gravitaires, les lignes de flux s’éloignent d’une distribution radiale.

Cependant, même pour un sol à conductivité hydraulique élévée, sol peu utilisé en irrigation à la

raie, les résultats sont satisfaisants concernant l’évaluation de l’infiltration cumulée (Fig. 5.1.2)

L’influence du plan de flux nul a été évaluée en simulant avec Hydrus-2D plusieurs essais d’in-

filtration pour différents écartements de raie. Pour un espacement de raie de 80 cm (espacement

assez souvent utilisé), on voit apparaître une différence entre les deux modèles à partir de 7 heures

d’irrigation pour le sol de Lavalette. Ces durées d’irrigation sont cependant rarement atteintes sur

des longueurs de raies ne dépassant pas 250m.

Concernant l’hypothèse de teneur en eau initiale homogène, l’utilisation du code de calcul

Hydrus-2D montre peu d’impact sur la courbe d’infiltration cumulée en prenant une teneur en

eau moyenne à la place d’une répartition réelle. Cette remarque est à nuancer à mesure que l’hété-

rogénéité du profil de teneur en eau augmente, l’erreur sur l’infiltration cumulée n’excède cependant

pas les 15% en conditions d’hétérogénéité fortes sur le cas du sol de Lavalette (Mailhol, 2001).

Les hypothèses fortes du modèle FURINF ne semblent donc pas nuire à la qualité du calcul de

l’infiltration cumulée. Ce modèle a l’avantage d’être peu consommateur en temps de calcul, d’être

opérationnel (peu de paramètres sont à fournir en entrée du modèle) et de donner des résultats

dont la précision est satisfaisante.

De nombreux modèles et équations proposent un calcul de l’infiltration cumulée. Elles n’ont pas

été présentées dans ce document, car ce calcul ne permet pas en général d’apporter des informations

suffisantes concernant les transferts hydriques dans le sol. FURINF présente l’intérêt de calculer

l’infiltration cumulée par directions d’infiltration et permet ainsi une meilleure connaissance de la
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répartition de l’eau dans le sol. A partir de ce modèle, nous allons donc estimer dans quelles me-

sures ce modèle peut être adapté à la problématique de l’étude. En effet, même si les lignes de flux

sont considérées comme étant orthogonales au périmètre de la raie, la prise en compte des effets

gravitaires permet de définir une profondeur de saturation et une profondeur moyenne du front

d’humectation spécifiques à chaque direction d’infiltration. La suite de l’étude consistera à évaluer

la précision de l’approximation du profil hydrique en utilisant ces données.

5.2 Adaptation de FURINF à la problématique

Grâce aux caractéristiques de l’infiltration calculées par FURINF, et sous les mêmes hypothèses,

nous allons proposer une formule analytique pour le cas de l’irrigation à la raie qui décrira les profils

de teneur en eau, pression hydraulique et flux de Darcy grâce à une méthode proche de Green et

Ampt (Green and Ampt, 1911).

5.2.1 Représentation monodirectionnelle du profil hydrique

Dans le cas monodimensionnel, Green et Ampt définissent le front d’humectation :

zf (t) =
I1D(t)

∆θ
(5.2.1)

Furinf calcule la profondeur de la zone saturée en utilisant Darcy :

zs(t) = Ks
hcharge − hentrée d’air

q1D(t) − γKs
(5.2.2)

La solution de l’équation de convection-diffusion à coefficients constants peut s’écrire en utilisant

la fonction d’erreur complémentaire. Une solution de l’équation de Richards pour la teneur en eau

peut être proposée en utilisant la même forme (β est un paramètre de calage de la fonction sur les

valeurs remarquables de l’écoulement θ(zs) = θs et θ(zf ) = 1
2 (θi + θs). Il ne dépend que faiblement

du type de sol puisque cette dépendance est prise en compte dans le calcul de zs et zf . β est sans

unité et de l’ordre de 2, 5).

θ(z, t) = θi +
∆θ

2
erfc

(

β
z − zf (t)

zf (t) − zs(t)

)

(5.2.3)

On peut ainsi calculer le flux de Darcy en utilisant l’équation de conservation de la masse en

prenant comme condition initiale un flux nul à l’infini.

q(z, t) = −
∫ z

zmax

∂tθ(z, t)dz (5.2.4)

L’intégrale est convergente, elle donne certes une forme complexe mais explicite. Ainsi, le calcul

des profondeurs de saturation et du front d’humectation permettent à eux seuls de représenter de
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manière satisfaisante les profils de teneur en eau et de flux de Darcy. Les comparaisons des profils

issus de FURINF et de Hydrus-1D sont représentés sur la Fig. 5.2.1 dans le cas d’une infiltration

monodirectionnelle.
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Fig. 5.2.1 – Comparaison des profils analytiques avec ceux donnés par Hydrus-1D

5.2.2 Représentation bidirectionnelle du profil hydrique

Dans le cas bidirectionnel de l’irrigation à la raie, on reprend le même principe en se plaçant en

coordonnées polaires. La valeur de la teneur en eau reste inchangée, en revanche, en considérant les

lignes de courant radiales selon les hypothèses de FURINF, la valeur du flux de Darcy devient :

q(r, t) = −1

r

∫ r

rmax

r∂tθ(r, t)dr (5.2.5)

Il convient cependant d’ajuster les valeurs données par FURINF concernant l’infiltration cu-

mulée et le taux d’infiltration par direction d’infiltration. En effet, ces valeurs sont issues d’une

résolution d’un problème monodirectionnel et le passage au cas bidirectionnel s’effectue par in-

tégration sur l’ensemble de la raie et par ajustement grâce à un facteur de forme. FURINF, qui

donnait les caractéristiques de l’infiltration en moyenne, a tout d’abord été modifié afin qu’il donne

ces valeurs pour chaque direction d’infiltration. Des ajustements ont ensuite été réalisés pour mieux

illustrer le caractère bidirectionnel de l’infiltration.

Concernant l’infiltration cumulée, l’égalité suivante permet de déterminer la profondeur du front

d’humectation ajustée (Les variables utilisées sont illustrées sur la Fig. 5.2.2). Cette égalité signifie

que l’eau infiltrée dans le sol entre les abscisses curvilignes sj et sj+1 est répartie dans la surface

du secteur circulaire délimité par les directions d’infiltration ωj et ωj+1.

λ(t)

∫ sj+1

sj

I1Dds = ∆θ
(ωj+1 − ωj)

2

[

(zf + Rc)
2 − R2

c

]

(5.2.6)

Concernant l’ajustement sur le taux d’infiltration, la même démarche que pour l’infiltration cu-

mulée est utilisée. La profondeur de la zone saturée est ajustée de la manière suivante.
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Fig. 5.2.2 – Notations utilisées dans l’ajustement du front d’humectation bidirectionnel

λ(t)

∫ sj+1

sj

q1Dds + ∂tλ(t)

∫ sj+1

sj

I1Dds =

∫ sj+1

sj

q(r0)ds (5.2.7)

zs = Ks
heff − hs

q(r0) − γKs
(5.2.8)

Nous parvenons à obtenir une correspondance satisfaisante entre le profil issu de FURINF et

celui donné par Hydrus-2D comme le montre la Fig. 5.2.3. Cette figure représente une infiltration

d’une durée de 4h sur un sol de type limono-argilo-sableux (Ks = 1, 4cm.h−1 et λc = 10cm),

en arrière plan, la figure représente les résultats obtenus avec Hydrus-2D, les rayons orthogonaux

à la surface de la raie, superposés aux résultats d’Hydrus-2D, représentent les résultats obtenus

avec l’adaptation de FURINF. Les écarts les plus importants sont observés sur les directions d’infil-

tration trop proches de l’horizontale, là où les lignes de flux s’incurvent dès le début de l’infiltration.

Fig. 5.2.3 – Comparaison des profils analytiques avec ceux donnés par Hydrus-2D
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Le modèle représente de manière satisfaisante l’infiltration cumulée lors d’une irrigation à la

raie sur un sol au profil uniforme. Le prise en compte d’un facteur de forme permet de corriger

l’infiltration monodirectionnelle pour la faire correspondre au cas bidirectionnel. L’adaptation du

modèle FURINF représente également correctement le profil hydrique dans le cas d’une irrigation

à la raie. Les impacts de l’hypothèse d’un flux orthogonal à la surface de la raie sont réduits par la

prise en compte des effets gravitaires selon l’angle des rayons d’infiltration.

Cependant, dans l’optique d’une représentation des transferts eau et solutés, les plans de flux nul

jouent un rôle particulièrement important. Ils participent en grande partie au lessivage des nitrates

concentrés en partie haute des billons vers les couches profondes, ainsi qu’à l’homogénéisation du

profil de solutés. L’adaptation de FURINF n’est pas capable de simuler ces plans de flux nul. Il

faudrait pousser encore plus loin cette adaptation, en considérant par exemple des transferts d’eau

entre les directions d’infiltration lorsque le front d’humectation atteint les plans de flux nul. Cette

nouvelle adaptation permettra certainement d’améliorer le modèle. Il restera cependant le traite-

ment de la redistribution de l’eau dans le sol après irrigation. Le modèle FURINF n’est pas adapté

à ce problème. Il faut donc étudier d’autres types de modélisation permettant de représenter direc-

tement le profil de flux, problème principal qui ici encore nuit à l’efficacité de l’adaptation du modèle.

38

C
em

O
A

 : 
ar

ch
iv

e 
ou

ve
rte

 d
'Ir

st
ea

 / 
C

em
ag

re
f



Chapitre 6

La modélisation analytique fondée

sur des bases mécanistes

Précédemment, nous avons évoqué les fortes contraintes de la simulation numérique appliquée à

notre cas d’étude et la difficulté d’adapter les modélisations de type capacitif et le modèle FURINF

à la problématique. Dans le premier cas, la complexité de la modélisation n’était pas toujours né-

cessaire, ni exploitable à son maximum, de plus, cette complexité menait à une mise en place peu

opérationnelle des simulations réalisées. Dans le second cas, le modèle ne représentait pas avec suf-

fisamment de précision les phénomènes physiques à modéliser.

La modélisation analytique peut pallier dans certaines situations ces carences. Elle permet de

représenter les phénomènes physiques de manière plus complexe qu’une modélisation conceptuelle,

tout en évitant les fortes contraintes de convergence des simulations numériques. Elle a également

l’avantage de donner une solution exacte à l’équation considérée en un point donné sans avoir re-

cours à un processus itératif évaluant la solution dans tout le domaine de l’étude. La capacité de

cette solution à représenter un phénomène réel reste cependant dépendant des approximations ef-

fectuées pour obtenir l’équation à résoudre.

Le principe de ce type de modélisation est de résoudre les équations de transferts dans des cas

particuliers où les solutions existent et dont l’expression est exploitable. De nombreuses simplifica-

tions sont en général nécessaires pour atteindre ces cas particuliers. Ce type de modélisation doit

être traité avec précaution car aux hypothèses de l’équation de Richards ou celles de l’équation

de convection-diffusion se rajoutent de nouvelles hypothèses qui réduisent encore le domaine de

validité. Parfois, des restrictions trop limitantes peuvent rendre ce type de modèle peu exploitable.

6.1 Résolution de l’équation de Richards

L’équation de Richards est une équation fortement non-linéaire à cause de la non-linéarité de

la conductivité hydraulique ou de la diffusivité du sol. La transformation de Kirchhoff introduit le
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potentiel de flux (6.1.1) qui permet une première simplification de l’équation de Richards (6.1.2) et

(6.1.3) (où ∇2 est le laplacien) sans introduire aucune hypothèse supplémentaire.

φ =

∫ h

hi

K(h) dh =

∫ θ

θi

D(θ) dθ (6.1.1)

C(h(φ))∂tφ = K(h(φ))∇2φ − ∂hK(h(φ))∂zφ (6.1.2)

∂tφ = D(θ(φ))∇2φ − ∂θK(θ(φ))∂zφ (6.1.3)

Cette nouvelle écriture est très souvent utilisée dans la résolution analytique de l’équation de

Richards. En effet, l’introduction de modèles de conductivité hydraulique et de diffusivité adaptés

permet la linéarisation partielle ou complète de cette équation. Le modèle du sol quasi-linéaire,

utilisant l’équation de Gardner K(h) = Kse
αh pour représenter la conductivité hydraulique a par

exemple l’avantage de transformer l’équation de Richards en l’équation quasi-linéaire (6.1.4) ou

(6.1.5).

C(h(φ))

K(h(φ))
∂tφ = ∇2φ − α∂zφ (6.1.4)

1

D(θ(φ))
∂tφ = ∇2φ − α∂zφ (6.1.5)

6.1.1 Résolution analytique de Berthomé appliquée sur une raie d’irri-

gation trapézoïdale

Cette méthode de résolution a été développée dans le cas particulier d’une raie d’irrigation de

forme trapézoïdale (Berthomé, 1991). Alors que, comme nous le verrons plus loin, de nombreuses

études traitent du cas de la micro-irrigation, les études théoriques concernant l’irrigation à la raie,

l’un des systèmes d’irrigation les plus utilisés au monde, sont moins fréquentes. Cette méthode de

résolution de Berthomé est peu connue du monde scientifique, car elle n’a pas été publiée dans des

revues scientifiques. Elle présente cependant l’intérêt de donner des solutions intéressantes dans le

cas d’un système d’irrigation peu traité par des méthodes alternatives. Ce travail datant de 1991,

une critique formulée était sa consommation importante en temps de calcul. Aujourd’hui, compte

tenu des gains conséquents en capacité de calcul, ce critère n’a plus autant de poids.

Berthomé propose ici une résolution de l’équation de Richards bidirectionnelle par deux approxi-

mations successives. La forme de l’équation de Richards traitée est l’équation (6.1.2) exprimée en

coordonnées polaires (r, ω).

C(h(φ))∂tφ = K(h(φ))∇2φ − ∂hK(h(φ))

(

cosω∂rφ − 1

r
sin ω∂ωφ

)

(6.1.6)

Une première approximation φ0 est la solution de l’équation de Laplace ∇2φ = 0 en prenant

une condition de flux latéral nul à la frontière du domaine, sauf à la surface de la raie mouillée où

φ = φmax. Le domaine Ω de frontière δΩ correspond à une section verticale du sol prise entre l’axe
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de la raie et l’axe du billon. Cette première approximation s’exprime sous la forme d’une série du

type (6.1.8), solution classique de l’équation de Laplace ( 1
g est le flux à travers la surface du sol

saturé et γ dépend de la géométrie de la raie et de Ks).

∇2φ0 = 0 (6.1.7)

φ0 = φmax

(

1 − (
1

g
− γ)

N
∑

n=1

an(1 − r−n cosnω)

)

(6.1.8)

La seconde approximation permettant d’apporter plus de détails à la première approximation

φ0 est obtenue en résolvant l’équation de Poisson (6.1.11).

∇2φ1 = f(φ0) (6.1.9)

f(φ0) =
C(h(φ0))

K(h(φ0))
∂tφ0 +

∂hK(h(φ0))

K(h(φ0))

(

cosω∂rφ − 1

r
sin ω∂ωφ

)

(6.1.10)

φ1 =
1

2π

(∫

Ω

f(φ0)r ln rdrdω +

∫

δΩ

(φ0
~∇ ln r − ln r~∇φ0)

)

. ~n dσ (6.1.11)

Ces deux approximations donnent une solution analytique de l’équation de Richards dans le cas

d’une raie d’irrigation. Cependant, les coefficients an de (6.1.8) doivent être calculés par optimi-

sation. La méthode utilisée par Berthomé est itérative et s’inspire de celle de Parlange (Parlange,

1971) et des techniques permettant de calculer les séries d’infiltration de Philip (Philip, 1957a).

Aux prix de certaines adaptations et d’une augmentation de la complexité des développements

mathématiques, cette méthode permet également de prendre en compte des profils hydriques ini-

tialement non uniformes ainsi que des sols hétérogènes.

Le domaine de validité de cette méthode est donc relativement large. Les calculs et les opti-

misations à l’époque longs à réaliser informatiquement auraient désormais une durée acceptable.

Cependant, cette technique reste encore particulièrement complexe à mettre en place, l’optimisa-

tion numérique permettant le calcul des coefficients an de la série nécessite des développements

mathématiques importants qui n’ont pas été présentés dans ce document. De plus, les fonctions

caractéristiques du sol, qui apparaissent dans les expressions analytiques des solutions, doivent être

remplacés par des modèles classiques existants. Ces modèles seront utilisés par d’autres méthodes

analytiques pour des efforts de calcul et de formalisations moindres. Cette méthode ne sera donc

pas exploitée dans la suite de l’étude.

6.1.2 Elimination d’un des termes de l’équation de Richards

L’équation de Richards, même dans l’hypothèse d’un sol quasi-linéaire, reste complexe à ré-

soudre. Afin de permettre sa résolution et d’obtenir ainsi une première approximation du profil

hydrique, il faut se placer dans des situations qui permettent de négliger un des termes de l’équa-

tion. L’étude du cas stationnaire permet d’éliminer le terme ∂tφ et l’étude d’un cas où les effets

gravitaires sont négligeables permet de réduire l’équation à une équation de diffusion pure. Ces

situations mènent bien souvent à une solution explicite de l’équation de Richards.
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Cas stationnaire

Traitons tout d’abord le cas stationnaire. Cette situation appliquée à l’équation (6.1.4) permet

d’obtenir une équation aux dérivées partielles à coefficients constants.

Wooding (Wooding, 1968) et Raats (Raats, 1971) se sont penchés sur le cas de l’infiltration en

régime stationnaire à partir de sources ponctuelles ou à géométries simples. Dans ce cas, l’équation

de Richards peut être écrite en coordonnées cylindriques (dans lesquelles r et z sont les nouvelles

coordonnées). Sous cette forme, en considérant une humidité du sol initialement homogène, une

source ponctuelle de débit Q et située en surface au point (0, 0), la solution analytique existe et,

selon Raats, a la forme (6.1.12). De cette expression, on peut obtenir le flux de Darcy le long d’une

ligne de courant (6.1.13).

φ(R, Z) =
αQ

4π

[

1

ρ
e(Z−ρ) − e2Z

∫ (Z+ρ)

−∞

eu

u
du

]

(6.1.12)

J(R, Z) =
α2Q

8π

Z

ρ
e(Z−ρ)

√

[

1 + Z

ZR
− Z

R

(

1

ρ
+

1

ρ2

)]2

+

[

1

ρ
+

1

ρ2

]2

(6.1.13)

avec











R = αr
2

Z = αz
2

ρ =
√

R2 + Z2

Cette solution dans le cas stationnaire permet de définir les lignes de potentiel et les lignes de

courant lors d’une irrigation. La Fig. 6.1.1 illustre cette équation.

Fig. 6.1.1 – Solution de Raats - figure et notations tirées de (Revol, 1994)

Ce résultat a été généralisé par Raats (Raats, 1972) dans le cas d’une source ponctuelle placée

à une profondeur donnée.

Cette étude, dans le cas d’un écoulement stationnaire a été complétée par (Philip, 1984b) et

(Clothier, 1984). L’expression analytique permettant de calculer le temps de parcours d’une particule
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d’eau pour atteindre un point donné (6.1.14) a été tiré de la valeur du flux de Darcy (6.1.13) calculé

par Raats. Cette expression est même explicite pour un point situé directement sous la source

(6.1.15) ou en un point de la surface (6.1.16). Ceci n’est possible cependant qu’en déterminant

l’humidité moyenne du sol θ pendant l’irrigation. Les auteurs soulignent cependant la difficulté qui

peut être rencontrée dans la recherche de θ.

t(R, Z) =

∫ ρ

0

θ(ρ)

J(ρ)
dρ (6.1.14)

t(0, Z) =
16πθ

α3Q

[

Z2

2
− Z + ln 1 + Z

]

(6.1.15)

t(R, 0) =
32πθ

α3Q

[

eR

(

1 − R +
R2

2

)

− 1

]

(6.1.16)

Ces deux temps de parcours permettent de donner une première description de l’évolution du

bulbe humide observée en micro-irrigation, une intégration numérique de l’expression (6.1.14) per-

met de préciser cette première estimation (Fig. 6.1.2). Cette figure a été réalisé pour un débit

Q = 2, 5 L.h−1, une humidité moyenne θ = 0, 22 cm3.cm−3 et sur un sol de longueur capillaire

λc = 1
α = 10 cm.

Fig. 6.1.2 – Evolution du bulbe humide en micro irrigation selon Philip et Clothier

Effets gravitaires négligeables

On se place maintenant en régime transitoire, mais dans le cas où les effets de la gravité sont

négligeables. Dans un sol à texture fine ou pour des temps d’infiltration courts, cette hypothèse

n’est que peu restrictive.

L’étude de ce cas a été développée notamment par (Clothier et al., 1985) qui reprennent l’ap-

proche “flux-concentration” de (Philip and Knight, 1974) sur les mêmes hypothèses que précé-

demment (humidité initiale uniforme égale à θi). On considère ici une infiltration dans une cavité
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hémisphérique de rayon r0 dont le débit d’entrée est égal à Q. La gravité négligée, la solution de

l’équation de Richards est caractérisée par des lignes de potentiel circulaires de centre le milieu de

la cavité. Ainsi, définir l’état d’humidité du sol revient à définir le rayon r(θ) (6.1.17) et le temps

t(θ) (6.1.18) pour lesquels l’humidité est égale à θ.

r(θ) = r0











1 −

∫ θ0

θ

D

F
dθ

r0v0











−1

(6.1.17)

t(θ) =
r0

3v0

∫ θ0

θi











1 −

∫ θ0

θ

D

F
dθ

r0v0











−3

dθ (6.1.18)

avec































F =
r2

r2
0

v

v0
, relation “flux-concentration”

v : densité de flux

v0 =
Q

2πr2
0

, densité de flux à r0

θ0 : humidité en r0

En considérant F = 1 et en utilisant une représentation de la diffusivité du sol sous la forme de

l’exponentielle D(θ) = aebθ, deux hypothèses qui ne restreignent que faiblement le domaine de vali-

dité, l’évaluation des expressions précédentes devient plus simple. L’expression de r(θ) est explicite

et le calcul de t(θ) ne nécessite plus qu’une seule intégration numérique.

Ces deux types de modélisation analytique ont permis de proposer des solutions en régime tran-

sitoire pour des temps courts et d’autres solutions en régime stationnaire. Ces solutions peuvent

être complémentaires dans certains cas et permettent de proposer une solution globale pour une

durée d’irrigation plus longue. Cependant, il s’avère souvent que ces solutions sont tout de même

encore trop restrictives et une prise en compte de tous les termes de l’équation est nécessaire.

6.1.3 Linéarisation complète de l’équation de Richards

La linéarisation complète de l’équation de Richards repose sur l’hypothèse du sol linéaire qui

permet de définir une diffusivité constante. Même si certains auteurs considèrent cette hypothèse

très forte, notamment (Ababou, 1981), (Clothier and Scotter, 1982), elle permet cependant la linéa-

risation complète de l’équation de Richards (6.1.19) et dans le cas de faibles variations de l’humidité

du sol, elle peut donner des résultats intéressants. En micro-irrigation, l’eau est apportée directe-

ment aux racines des plantes et la technologie du système de distribution permet de maintenir une

humidité élevée autour des racines pendant toute la saison de culture. Cette situation reste donc

proche du domaine de validité de l’hypothèse.
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∂tφ =
κ

α
∇2φ − κ∂zφ (6.1.19)

D =
κ

α
(6.1.20)

∂θK = κ (6.1.21)

Warrick tout d’abord exploita cette hypothèse (Warrick, 1974). Elle lui permit de définir la

solution de l’équation de Richards grâce à des techniques de résolution développées dans (Carslaw

and Jaeger, 1956) appliquées à la résolution de l’équation de la chaleur. Philip définit également les

valeurs optimales des coefficients constants de l’équation en fonction de l’état initial du sol et de

ses propriétés (Philip, 1986). Il propose une forme pour κ (simplifiée dans l’expression 6.1.22) dans

laquelle intervient la sorptivité S introduite par (Philip, 1957a). Enfin, Coelho et Or reprennent

ces différents développements théoriques et évaluent leurs capacités à être appliquées dans des cas

concrets de micro-irrigation (Coelho and Or, 1997).

κ =
4

απ

(

Ks

S

)2

=
2Ks

π(θs − θi)

(6.1.22)

Ces différents développements permettent de définir l’état du sol dans le cas d’infiltration à

partir de sources ponctuelles enterrées (6.1.23) ou en surface (6.1.24) en considérant un état initial

du sol uniforme et un débit d’entrée constant égal à Q (les adimensionnements des variables et les

notations sont les mêmes que précédemment et T = ακt/4).

φB(R, Z, T ) =
αQ

8π

eZ

2ρ

[

eρerfc

(

ρ

2
√

T
+
√

T

)

+ e−ρerfc

(

ρ

2
√

T
−
√

T

)]

(6.1.23)

φS(R, Z, T ) = 2

[

φB − e2Z

∫ ∞

Z

e−2Z′

(φB)Z=Z′dZ ′
]

(6.1.24)

Enfin, Basha réunit différentes études et résume une méthode générale pour résoudre l’équation

de Richards dans différents cas simples d’infiltration (Basha, 1999). Celle-ci ne traite plus unique-

ment du cas de la micro-irrigation mais peut être appliquée de manière plus large. Il propose la

valeur pour κ et la fonction de rétention (6.1.25) permettant la linéarisation de l’équation de Ri-

chards.

κ =
Ks

θs − θr
(6.1.25)

θ(h) = θr +
K(h)

κ
(6.1.26)

Ces différentes méthodes prenant en compte tous les termes de l’équation après l’avoir linéari-

sée donnent des résultats satisfaisants si le domaine de validité est respecté (Coelho and Or, 1997).
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Celui-ci est encore relativement éloigné des situations réelles : les cas d’infiltration traités concernent

des géométries simples et des conditions initiales uniformes. Cependant, un problème d’écoulement

complexe peut être décomposé en somme de problèmes plus simples qui sont résolus grâce à l’une de

ces méthodes. Ce type de modélisation semi-analytique semble être un choix intéressant à dévelop-

per pour traiter les transferts hydriques bi- et tridirectionnels et sera détaillé dans la suite de l’étude.

6.2 Résolution de l’équation de convection-diffusion

Rappelons l’équation à résoudre pour représenter l’évolution d’un profil de soluté dans le sol.

Elle a été simplifiée afin de ne prendre en compte que les phénomènes prépondérants et permettre

une résolution analytique.

(θ + ρKd)∂tcN = ~∇.(θD
h ~∇cN ) − ~∇.( ~qhcN ) − µhθcN − ScNr (6.2.1)

La similitude formelle de l’équation de transferts des solutés et de l’équation de Richards linéa-

risée permet de les traiter avec les mêmes techniques de résolution. Ce paragraphe ne sera donc

pas aussi complet que le précédent, d’autant plus que la littérature ne fournit pas autant d’articles

traitant du sujet que ceux concernant les transferts hydriques. Il détaillera cependant certaines

particularités de l’équation de convection-diffusion des solutés.

6.2.1 Résolutions monodirectionnelles de l’équation de convection-diffusion

à coefficients constants

Tout d’abord, les premiers résultats fournis par une résolution analytique concernent l’équation

à coefficients constants sans terme de réactions ni terme puits dans un cas monodirectionnel. La

concentration initiale est nulle. Ces solutions permettent une première description du profil de

solutés dans un sol : (6.2.2) pour un problème aux limites de Dirichlet (Lapidus and Amundson,

1952) et (6.2.3) pour un problème aux limites de Cauchy (Lindstrom et al., 1967). La variable cN

c0

est la concentration relative du milieu.

cN

c0
=

1

2
erfc

(
√

Pe

4RT
(R − T )

)

+
1

2
ePeerfc

(
√

Pe

4RT
(R + T )

)

(6.2.2)

cN

c0
=

1

2
erfc

(
√

Pe

4RT
(R − T )

)

+

√

PeT

πR
e
− Pe

4RT
(R − T )2

−1

2

(

1 + Pe +
PeT

R

)

ePeerfc

(
√

Pe

4RT
(R + T )

)

(6.2.3)
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Pe =
vL

D
, coefficient adimensionné de Peclet

T =
vt

L
, variable de temps adimensionné

L : longueur caractéristique du domaine et de l’écoulement

R = 1 +
ρKd

θ
, valeur moyennée sur le domaine de l’étude

6.2.2 Résolutions bidirectionnelles de l’équation de convection-diffusion

à coefficients constants

Sur le même type de conditions initiales et aux limites, en considérant toujours des géomé-

tries simples, plusieurs publications (Cleary and Ungs, 1978), (Javandel et al., 1984) proposent la

résolution de l’équation bidirectionnelle suivante

R∂tcN = DT
∂cN

∂x
+ DL

∂cN

∂z
− v∂zcN − λRcN (6.2.4)

Cette équation présente l’intérêt de représenter un cas bidirectionnel introduisant un tenseur

de dispersion plus complexe. Celui-ci prend en compte une dispersion différente du soluté dans les

directions latérale et verticale. Elle fait également intervenir un modèle d’adsoprtion linéaire et une

réaction du soluté. La solution de cette équation est la suivante dans le cas d’une condition aux

limites de type Dirichlet (la concentration en surface est constamment égale à c0 sur un segment

de la surface compris entre −a et a).

cN(x, z, t) =
c0z

4
√

πDL

e

vz

2DL

∫ t
R

0

1

τ
√

τ
e
−

(

λR +
v2

4DL
τ − z2

4DLτ

)

[

erf

(

a − x

2
√

DT τ

)

+ erf

(

a + x

2
√

DT τ

)]

dτ

(6.2.5)

Cette résolution est cependant soumise à des hypothèse assez limitantes. Elle a donc été complé-

tée par d’autres auteurs, (Lindstrom and Boersma, 1989), (Leij et al., 1991) ou (Shan and Javandel,

1997) qui décrivent des situations plus complexes et traitent différents types de conditions initiales

ou le cas tridirectionnel. Ces solutions étant calculées sur le même principe que celle présentée

ci-dessus, elles ne sont pas détaillées ici. Elles reprennent en général les mêmes hypothèses de

concentrations initiales nulles et de coefficients de l’équation constants.

6.2.3 Résolution de l’équation de convection-diffusion à coefficients va-

riables

Plusieurs études ont été menées afin de préciser ces approches simplifiées des transferts de solutés.

Jusqu’alors, le coefficient de dispersion était considéré constant. Dans (de Smedt and Wierenga,

1978b) et (de Smedt and Wierenga, 1978a), ce coefficient est considéré comme fonction affine de la
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vitesse de pore, D = D0 + av, où a est une constante dépendante des caractéristiques du sol. Après

changement de fonctions et de variables, l’équation de convection-diffusion monodirectionnelle sur

un sol en régime hydrique stationnaire (q constant) (6.2.6) devient (6.2.7)

θ(z)∂tcN = ∂z [D(z)θ(z)∂zcN ] − q∂zcN (6.2.6)

∂zcN =
(Dθ3)(z)

q3
∂2

t cN −
[

θ(z)

q
+

1

q2

d(Dθ2)(z)

dz

]

∂tcN (6.2.7)

Cette dernière équation peut être résolue en posant le changement de variable t′ = t − α(z)

(Warrick et al., 1972). Elle prend donc en compte une certaine dépendance des coefficients en fonc-

tion du profil hydrique. Celui-ci reste encore considéré uniforme dans le temps.

Une autre méthode pour tenir compte de l’hétérogénéité de l’état du sol dans les équations de

transferts est de considérer l’équation en coordonnées lagrangiennes et non pas eulériennes comme

jusqu’à présent. Un développement théorique est proposé par (Smiles, 2000). Cette description

permet de suivre le parcours d’une particule dans la matrice poreuse du sol au lieu d’évaluer la

concentration en soluté d’un point du sol. Elle a l’avantage de mieux représenter les processus

physiques et de conserver naturellement le bilan de masse. Cette méthode donne des résultats ana-

lytiques intéressants, mais ne permet pas une exploitation facile de ces solutions.

Après un tour d’horizon des différents types de solutions analytiques de l’équation de convection-

diffusion, il apparaît que celles-ci, à l’image des solutions de l’équation de Richards, concernent

souvent des cas simplifiés. Ces solutions peuvent cependant, en étant superposées, représenter un

phénomène plus complexe que les différentes situations exposées jusqu’ici.
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Conclusion de la partie

L’état de l’art fait apparaître de nombreux types de modélisations susceptibles de rendre compte

des transferts eau-solutés qui se produisent dans un sol irrigué. Dans le contexte de l’étude, la simu-

lation numérique permet d’obtenir une solution fiable et précise, cependant la lourdeur des calculs,

le nombre important de paramètres à définir et les relations de convergence numérique à respecter

font de cette modélisation un outil peu opérationnel et contraignant à utiliser en liaison avec l’ob-

jectif d’une simulation à l’échelle du cycle cultural.

Des modèles plus simples à mettre en place existent, cependant leurs adaptations ont posé pro-

blème, car ils ne permettent pas une description suffisamment détaillée des phénomènes physiques

du domaine de l’étude. Une représentation précise du profil de flux hydrique est notamment indis-

pensable à l’étude.

L’analyse des résolutions analytiques des équations de transferts montre l’intérêt de ces méthodes

sur des cas théoriques simples. Ces cas simples ne sont pas suffisants pour satisfaire les contraintes

de l’étude, cependant, leur superposition peut permettre de concilier le caractére opérationnel de

ce type de modélisation et la capacité à représenter des situations complexes d’infiltration ou de

redistribution.
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Deuxième partie

Analyse de campagnes

expérimentales et des simulations

numériques de systèmes concerts

d’irrigation
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Introduction de la partie

Comme nous l’avons rappelé en début de première partie, des mesures expérimentales sont indis-

pensables à la mise en oeuvre d’une modélisation efficace. Dans le cas de notre étude, plusieurs cam-

pagnes expérimentales sont à disposition. Elles ont été à l’origine du travail entrepris actuellement.

Ces expérimentations ont été réalisées dans l’objectif d’analyser les impacts agro-environnementaux

de diffèrentes pratiques culturales. Elles permettent également d’apprécier l’importance des trans-

ferts bidirectionnels.

La première campagne d’expérimentation réalisée de 1999 à 2001 sur le site expérimental de

Lavalette (Montpellier) a permis de comparer les bilans hydriques et azotés sur des cultures de

maïs irriguées par aspersion et à la raie. Une deuxième série de mesures sur le même site s’est

intéressée aux impacts de l’effet combiné des hauteurs d’eau et des durées d’apport dans une raie

d’irrigation sur l’homogénéisation du profil de solutés dans le sol et son lessivage. Une troisième série

d’expériences réalisée entre 1997 et 1999 sur le site de Chelopechene (Bulgarie) a permis de tester

deux pratiques d’irrigation et de fertilisation (la pratique traditionnelle et une pratique consistant à

irriguer une raie sur deux et apporter le fertilisant dans la raie sèche). Enfin, ce document reprend

des expériences réalisées en laboratoire et sur site (Clothier and Scotter, 1982; Revol et al., 1991;

Gärdenäs et al., 2005) sur la micro-irrigation qui permettra d’analyser les mécanismes physiques

des flux latéraux liés à cette technique d’irrigation.

La présentation du dispositif et de l’analyse des données expérimentales seront suivies d’une

simulation numérique réalisée avec Hydrus-2D (Simunek et al., 1999). Cette simulation a trois

intérêts principaux.

– Le calage des paramètres d’Hydrus-2D sur les données expérimentales permet de tester les

impacts environnementaux d’autres scénarii de précipitations ou d’apports d’eau et d’azote

sans avoir à mettre en place cette nouvelle pratique sur site et devoir procéder à de nouvelles

mesures. On peut ainsi définir la pratique respectant au mieux l’environnement en limitant

les lessivages d’azote sous la zone racinaire tout en vérifiant l’efficience de la répartition des

nitrates dans la zone racinaire.

– La simulation numérique permet de compléter la connaissance des phénomènes physiques se

produisant dans le sol à tout moment de la saison. Même si ces informations ne sont que

des approximations des phénomènes réels, elles permettent de préciser les mécanismes des

transferts bidirectionnels mis en jeu lors d’une irrigation ou d’une redistribution.

– Les expériences décrites dans cette partie sont pour la plupart réalisées sur site. Même si le

dispositif expérimental permet de suivre au mieux les profils hydriques et azotés, de nom-
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breux événements participent à leur évolution. Nous verrons que tous ces événements ne sont

pas encore tous pris en compte dans le développement du modèle proposé, particulièrement

dans le cas des réactions biochimiques faisant varier la concentration de nitrate dans le sol.

Ainsi, la validation du modèle sera effectuée par comparaison avec les résultats donnés par

Hydrus-2D. La simulation numérique des expériences développées dans cette partie permet

de justifier ce mode de validation.
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Chapitre 1

Devenir de l’azote sous irrigation

gravitaire (Nemeth, 2001)

De 1997 à 1999, plusieurs expériences ont été menées sur le site de Lavalette dans le but de

suivre les bilans hydriques et azotés sous culture de maïs irrigués. Pendant les deux premières an-

nées, les expériences concernaient l’irrigation par aspersion et avaient pour objectif le calage et la

validation du modèle de culture STICS (Brisson et al., 1998). La dernière année, elles ont été axées

sur l’irrigation à la raie dans le but d’analyser les processus de transferts d’eau et d’azote dans un

contexte bidirectionnel.

Nous nous intéresserons plus particulièrement à cette dernière saison de mesures expérimentales.

L’analyse des résultats de ces expériences nous permettra dans un premier temps de comparer les

bilans d’eau et d’azote entre l’irrigation par aspersion et l’irrigation à la raie et dans un second

temps de démontrer l’insuffisance d’une modélisation monodirectionnelle pour décrire l’évolution

du profil d’azote dans le sol en liaison avec une pratique traditionnelle de fertilisation.

Ces expérimentations et leurs analyses ont été réalisées par Nemeth (Nemeth, 2001) et les conclu-

sions de ces expériences ont été reprises par (Triki, 2002).

1.1 Description du protocole expérimental

1.1.1 Les parcelles étudiées

L’expérimentation a été réalisée sur la parcelle expérimentale de Lavalette, située au nord de

Montpellier (latitude 48, 5, longitude 4, 3, altitude 50 m) à environ 10 km de la mer Méditerranée

au bord du fleuve Lez. La parcelle instrumentalisée a une superficie de 1, 5 ha, une longueur de

130 m et une pente de 0, 25% réalisée par planage au laser. Le texture du sol de la parcelle est de

type limono-argilo-sableux et les analyses granulométriques montrent une assez faible hétérogénéité

de cette texture sur toute la parcelle étudiée (Revol, 1994; Ruelle, 1995). 100 raies ont été suivies

durant cette campagne de mesures et ont bénéficié de deux pratiques de fertilisations différentes

sur 30 raies chacunes.
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– Le traitement amélioré, noté Ta, où 180 kgN.ha−1 ont été apportés sous forme de granulés.

La moitié de l’apport a été réalisé lors du semis du maïs, l’autre moitié 36 jours plus tard

juste avant le traçage des raies. Cette technique de fertilisation combinée au traçage des raies

concentre l’engrais aux parties hautes des billons (Fig. 1.1.1).

– Le traitement excédentaire, noté Te, où la quantité totale d’engrais apportée est de 210 kgN.ha−1

repartie en trois apports. Les deux premiers apports ont été réalisés au même moment que

dans le traitement Ta (40% au semis et 35% avant le traçage des raies), complétée par un

troisième apport d’azote supplémentaire sous forme gazeuse dissoute dans l’eau d’irrigation.

Fig. 1.1.1 – Pratique traditionnelle de fertilisation en irrigation à la raie

Afin de suivre l’évolution des profils hydriques et d’azote, neuf sites de mesures ont été mis en

place. Six d’entre eux ont été implantés sur la parcelle dédiée à l’irrigation gravitaire, pour chacun

des traitements Ta et Te, trois sites de mesures sont disposés le long des raies : amont, moyen et

aval. Les trois autres sites de mesures ont été implantés sur une partie de la parcelle irriguée par

aspersion (Fig. 1.1.2). Sur chaque site sont installés deux tubes d’accès pour une sonde à neutrons,

le premier installé dans la raie, le second dans le billon, sont installés également des tensiomètres

et éventuellement des sondes TDR.

Fig. 1.1.2 – Parcelle expérimentale - figure tirée de (Nemeth, 2001)

1.1.2 Les pratiques de culture

Le semis du maïs (de la variété Samsara) a été effectué le 26 mai avec une densité de 115000

grains à l’hectare. Deux irrigations (fin mai et mi juin) ont été réalisées par canon enrouleur afin
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de faire germer les plantes et les raies ont été tracées le 5 juillet lorsque les plantes ont eu atteint le

stade de 6 feuilles. Ces raies ont une forme moyenne trapézoïdale de profondeur 15 cm, une largeur

au fond de 10 cm et 40 cm de largeur maximale.

Fig. 1.1.3 – Précipitations cumulées pour l’année 99 - figure tirée de (Nemeth, 2001)

Compte tenu d’une saison abondante en précipitations par rapport à l’année moyenne (Fig.

1.1.3), trois irrigations gravitaires ont été réalisées seulement. L’apport d’eau a été réalisé par poste

de 15 à 30 raies en fonction des débits utilisés (0, 7 à 1, 2 L.s−1 par raie) au moyen de la rampe

à vannettes. L’irrigation a été effectué en raies bouchées. Le Tab. 1.1.1 résume les apports totaux

d’eau de la période de culture selon les traitements et la position dans la raie.

Précipitation Ta amont Ta moyen Ta aval Te amont Te moyen Te aval

392 226 223 342 539 380 389

Tab. 1.1.1 – Apports d’eau totaux durant la saison de culture en mm

Enfin, les doses d’azote apportées pendant la saison culturale ont été effectuées en fonction du

traitement appliqué. Le Tab. 1.1.2 décrit le calendrier des fertilisations apportées pendant la saison.

Ta amont Ta moyen Ta aval Te amont Te moyen Te aval

25 mai 109 93 89 91 98 90

1er juillet 89 93 82 72 71 66

23 juillet 0 0 0 50 50 50

(irrigation fertilisante)

Total 226 223 342 539 380 389

Tab. 1.1.2 – Apports d’azote durant la saison de culture en kgN.ha−1
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1.2 Résultats expérimentaux

1.2.1 Suivi de l’évolution du profil et du bilan hydrique

Durant les campagnes de mesures, la teneur en eau du sol a été suivie grâce aux sondes à

neutrons et aux sondes TDR. Les tensiomètres ont permis quant à eux le suivi du profil des charges

hydriques. Ces mesures ont été effectuées avant et après chaque irrigation ainsi que tous les 4 jours.

Les profils d’humidité dans les deux sites Ta-moyen et Te-moyen, avant et après la 2ème irrigation,

sont présentés dans les Fig. 1.2.1 et 1.2.2.

Fig. 1.2.1 – Humidité avant et après la seconde irrigation sur le site Ta-moyen - figure tirée de

(Nemeth, 2001)

Ces profils d’humidité montrent qu’à partir d’une profondeur de l’ordre de 20 cm, l’homogénéi-

sation des teneurs en eau entre le billon et la raie est manifeste. Ce phénomène est observable à

partir de quelques jours après une irrigation. Ce phénomène d’homogénéisation est également visible

sur les mesures de charges hydrauliques. Il faut considérer des pas de temps nettement plus courts

(de l’ordre de l’heure) pour voir apparaître le caractère bidirectionnel des transferts hydriques dû à

la géométrie de la raie. En outre, celui-ci est d’autant plus marqué que les doses délivrées au cours

d’un arrosage sont faibles.

Ceci nous amène à conclure qu’en irrigation à la raie, à une échelle de temps du jour, les trans-

ferts d’eau peuvent être considérés comme monodirectionnels, permettant ainsi une simulation du

bilan hydrique selon un modèle monodirectionnel.
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Fig. 1.2.2 – Humidité avant et après la seconde irrigation sur le site Te-moyen - figure tirée de

(Nemeth, 2001)

1.2.2 Suivi de l’évolution du profil et du bilan azoté

La détermination des stocks d’azote dans le sol constitue une opération plus délicate et ceci pour

plusieurs raisons.

– La concentration du fertilisant en partie haute du billon lors du traçage des raies juste après

apport d’engrais rend plus complexe encore cette détermination. Cette forte hétérogénéité est

mise en évidence par les relevés expérimentaux. Cependant, ces relevés ne sont effectués qu’en

un faible nombre de points dans le profil afin de perturber le moins plus possible les écou-

lements (création d’écoulements préférentiels). Il est donc difficile d’extrapoler la répartition

latérale du fertilisant en ne connaissant que sa concentration sous la raie et sous le billon.

– Les phénomènes physiques ou biochimiques faisant varier la concentration d’azote dans le

sol sont plus nombreux et complexes que ceux qui régissent l’évolution des profils hydriques.

L’hétérogénéité de la concentration en azote est plus grande d’un site à l’autre à cause des

variations de température et du rôle de la biomasse microbienne en présence dans le sol.

– Les mesures expérimentales sont également complexes à réaliser. Deux méthodes ont été adop-

tées dans cette étude. Le prélèvement d’échantillons à la tarière analysés en laboratoire risque

de modifier la structure du sol ou détériorer la culture. Ici, le nombre de prélèvements a

été de trois. Les mesures par bougies poreuses qui ont été placées sous la zone racinaire ne

permettent que de connaître la quantité azote lessivée tout au long de la saison de culture.

Ce renseignement est précieux (même si les résultats ont une forte hétérogénéité d’un site à

l’autre) mais ne permet pas de suivre l’évolution du profil azoté dans la zone racinaire.

Les figures représentent les trois campagnes de mesures par prélèvement de la saison. On observe

tout d’abord la forte hétérogénéité des stocks d’azote minéral sous le billon et sous la raie, particuliè-
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Fig. 1.2.3 – Stock d’azote minéral du site Ta-moyen - figure tirée de (Nemeth, 2001)

Fig. 1.2.4 – Stock d’azote minéral du site Te-aval - figure tirée de (Nemeth, 2001)

rement en début de saison et pour les profondeurs faibles (entre 0 et 30 cm). On observe également

les différences entre les deux traitements expérimentés tant au niveau de la quantité totale apportée

par granulés, qu’au niveau de celle apportée par irrigation fertilisante. Celle-ci n’a d’impacts visibles

que sur les premières couches de sol sous le billon, mettant en évidence le caractère bidirectionnel

des transferts d’azote associé à l’irrigation à la raie et l’importance des effets capillaires. Enfin,

dans les deux traitements étudiés, on observe à la récolte que le profil d’azote n’a toujours pas été

homogénéisé, même pendant une saison caractérisée par des précipitations loin d’être négligeables

(deux orages pendant cette période). Une précipitation, contrairement à une irrigation à la raie,

favorise plus l’homogénéisation car elle entraîne naturellement la création de flux hydriques verti-
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caux. Le reliquat d’azote concentré en parties hautes du billon est susceptible d’être entrainé dans

les couches profondes du sol à la faveur des pluies hivernales et pourra provoquer une pollution de

la nappe souterraine (même si une partie des précipitations est évacuée par ruissellement dans les

raies).

Fig. 1.2.5 – Différentes phases en irrigation à la raie - figure tirée de (Nemeth, 2001)

La pratique d’irrigation en raie bouchée entraine une accumulation d’eau en fin de raie comme

l’illustre la Fig. 1.2.5. Lors de la récolte en fin de saison 1999, le rendement sur les parties de la

parcelle en fin de raie était visiblement meilleur qu’ailleurs (Mailhol et al., 2001). Une hypothèse

avancée pour expliquer ce phénomène est que la hauteur d’eau plus importante en fin de raie due

aux raies bouchées a permis une meilleure répartition de l’engrais dans le sol et une meilleure utili-

sation par la plante. Cette observation amène à s’interroger sur l’impact de la hauteur d’eau dans

une raie d’irrigation sur la répartition des nitrates dans le sol.
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Chapitre 2

Essais d’infiltration statique (Triki,

2002)

2.1 Enjeux de la campagne de mesures et de sa modélisation

En 2002, Triki a mené une série d’expériences visant à étudier le phénomène présenti lors de la

campagne de 1999, relatif à l’impact de tirants d’eau élevés (Triki, 2002). L’objectif de cette étude

était de mieux appréhender la dynamique des transferts dans cette situation afin de minimiser les

risques environnementaux et les pertes de rendement. En effet, des reliquats d’azote en fin de sai-

son culturale prouvent que la plante n’a utilisé qu’une partie de l’azote apporté. Dans un contexte

d’apports d’engrais adaptés aux besoins de la plante, un défaut d’utilisation des nitrates par la

culture peut réduire l’efficacité de l’azote. En fin de cycle cultural le résidu d’azote peut être lessivé

en direction des nappes souterraines pendant la période hivernale. L’enjeu de cette étude est donc

important.

Ces expériences ont été réalisées sur des raies de 1, 5 m de longueur, alimentées chacunes avec

deux types de hauteur d’eau : une forte hauteur d’eau sur le site 1 (12 cm), une hauteur d’eau

moyenne sur le site 2 (7 cm). Le protocole expérimental et l’analyse des résultats sont résumés dans

(Mailhol et al., 2005a). Cet article est repris dans son intégralité en annexe B. Comme il est rappelé

en introduction, les objectifs de la modélisation numérique grâce à Hydrus-2D sont multiples. Elle

apporte notamment des informations précieuses pour la compréhension des mécanismes de trans-

ferts, indispensables à la construction du modèle développé dans ce travail et permet de justifier la

comparaison de ce modèle avec Hydrus-2D.

2.2 Analyse des relevés expérimentaux

Les expériences menées par Triki confirment les conclusions de Nemeth rappelées dans le cha-

pitre précédent. Dans les deux cas traités, l’homogénéisation du profil hydrique est réalisée 48 h

après irrigation. Cette remarque peut être à nuancer dans les couches supérieurs du sol (entre la
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surface et une profondeur de 30 cm). Ces observations justifient l’utilisation d’un modèle de culture

monodirectionnel pour proposer des bilans hydriques au cours de la saison culturale et des prévi-

sions de rendement de la plante, dans une hypothèse de disponibilité de l’azote suffisante pour tout

le cycle cultural. La dynamique des phénomènes de transferts hydriques est cependant difficile à

rendre avec ce mode de représentation.

Concernant l’évolution des concentrations en nitrate, l’impact des différentes hauteurs d’eau est

beaucoup plus visible. Sur le site 2, le stock d’azote sous la raie n’est que de 55kg.ha−1 alors qu’il est

de 72kg.ha−1 sous le billon. Dans le cas d’une hauteur d’eau importante, cette différence n’existe

pas, les stocks après apport d’eau sous le billon et sous la raie sont pratiquement identiques et

valent 52kg.ha−1. Il est délicat de réaliser des bilans de masse dans ce contexte. Une représentation

monodirectionnelle des phénomènes affiche ici ses limites. Bien que ces valeurs soient indicatives,

elles permettent cependant de rendre compte des différences significatives entre les deux types de

traitements. Cette différence est due à la différence d’eau appliquée qui induit une meilleure homo-

généisation latérale sous fort tirant d’eau.

2.3 Simulation numérique de la saison culturale

La modélisation de ces expériences a été réalisée avec le code de calcul numérique Hydrus-2D.

Les relevés expérimentaux ainsi que les études antérieures réalisées sur le site de Lavalette (Mailhol,

2001; Muller, 2001) ont permis de caler les paramètres hydrodynamiques du modèle. Les phases

d’irrigation et de redistribution ont dues être traitées séparément du fait de la forte différence des

pas de temps nécessaires à la convergence de la résolution numérique. Les jeux de paramètres choisis

permettent une bonne concordance entre teneur en eau du sol mesurées et simulées que ce soit dans

le cas d’une irrigation ou d’une redistribution (voir article en annexe B). Les différences observées

peuvent être attribuées aux incertitudes de mesures ou à l’apparition de flux préférentiels dans le

sol que le modèle est incapable de prendre en compte.

La modélisation des transferts de solutés est plus complexe. De nombreux phénomènes entrent

en jeu et contribuent ensemble à l’évolution du profil de concentration (voir la première partie

du travail, paragraphe 2.3.2). Les imprécisions des mesures expérimentales et le nombre de para-

mètres à caler augmentent donc fortement. L’approche retenue pour réaliser la modélisation a été

de considérer trois espèces en solution dans l’eau du sol (l’ammonium, les nitrites et les nitrates)

et leurs coefficients d’adsorption et de dégradation ont été calés sur les mesures expérimentales en

respectant la plage des valeurs utilisées dans la littérature (voir article en annexe B). La simulation

reproduit effectivement la différence de profil d’azote entre les deux types de traitement, même si

elle la sous-estime par rapport aux relevés expérimentaux. Ces écarts entre mesures et simulation

peuvent avoir les mêmes origines : la difficulté de suivre expérimentalement la concentration en

azote et les simplifications effectuées lors de la modélisation des transferts de solutés venant aggra-

ver les erreurs introduites lors de la simulation des transferts hydriques.
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Fig. 2.3.1 – Simulation numérique de la concentration de nitrate sur les sites 1 (profil de gauche)

et 2 (profil de droite) 13 jours après une irrigation

Fig. 2.3.2 – Simulation numérique du flux Darcien sur les sites 1 (profil de gauche) et 2 (profil de

droite) après 2 h d’irrigation

La simulation numérique, si elle ne reproduit que de manière imparfaite les mesures expéri-

mentales, apporte cependant des précisions que l’expérience est incapable de fournir directement.

Une fois la concordance des mesures et des valeurs simulées réalisée au mieux, il est possible de

suivre l’évolution de l’état du sol afin de mieux comprendre la dynamique des transferts mis en

jeu ainsi que de donner les quantités d’eau drainée et d’azote lessivé au delà de la zone racinaire.

Ces données sont particulièrement intéressantes car elles permettent d’évaluer les risques environ-

nementaux pendant la saison culturale et prévoir ceux de la période hivernale. Dans le cas présenté

dans l’article (Mailhol et al., 2005a), la simulation a été réalisée sur 13 jours pendant la saison de

culture, le lessivage d’azote pendant cette période est faible. La simulation permet cependant de

mieux appréhender l’impact des différentes hauteurs d’eau lors de l’irrigation. On observe ici que

l’apport d’eau élevé pratiqué sur le site 1 homogénéise le profil de fertilisant de manière plus efficace
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que dans le cas du site 2 (Fig. 2.3.1). Ce phénomène est du à une intensité plus forte des flux

latéraux en parties hautes des billons (Fig. 2.3.2), qui surviennent plus tôt au cours de l’irrigation.

Pour réduire les différences d’homogénéisation observées en conservant les mêmes tirants d’eau, il

aurait fallu augmenter la durée de l’irrigation du site 2, augmentant ainsi la quantité d’eau apportée

et prolongeant de ce fait la présence d’un flux relativement important (même s’il est moins consé-

quent que celui du site 1) en parties hautes des billons. Si la tendance observé sur le site 2 demeure

inchangée en fin de saison culturale (précipitations insuffisantes pour lessiver le nitrate en surface

des billons), le reliquat de nitrate sera emporté par les pluies hivernales vers la nappe.
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Chapitre 3

Etude expérimentale de deux types

de pratiques culturales grâce à des

cases lysimétriques

3.1 Présentation de la campagne d’expérimentations

Nous avons noté précédemment l’importance des quantités d’eau drainée et d’azote lessivée. Ces

données peuvent être mesurées expérimentalement grâce à l’utilisation de cases lysimétriques. Ce

lourd système expérimental permet d’isoler une portion de sol et de recueillir l’eau drainée sous la

zone racinaire de la culture pour l’analyser (Fig. 3.1.1).

Fig. 3.1.1 – Schéma d’une case lysimétrique
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L’institut des sciences du sol N. Poushkarov de Sofia (Bulgarie) a réalisé entre 1997 et 1999 des

campagnes expérimentales visant à comparer la pratique de culture traditionnelle (celle décrite pré-

cédemment), notée EFI (every furrow irrigation) avec une pratique consistant à irriguer une raie sur

deux et apporter l’engrais dans la raie sèche, notée AFI (alternative furrow irrigation). Cette tech-

nique de fertilisation permet, sous certaines conditions pedoclimatiques, de réaliser des économies

d’eau et de réduire jusqu’à 30% le lessivage d’azote sans diminuer de façon significative le rendement

de la culture (Benjamin et al., 1998; Popova et al., 1998). Dans le contexte du projet scientifique

européen ECONET, nous avons repris l’analyse de ces résultats expérimentaux avec comme objectif

une meilleure compréhension des transferts bidirectionnels eau-solutés en s’appuyant sur l’outil de

modélisation (Popova et al., 2005a). Les éléments de cette collaboration sont repris en annexe C et

dans ce chapitre.

3.2 Résultats expérimentaux

Ces expériences ont été menées en lysimètres sur un sol comportant trois couches : une première

couche de type limono-argileuse jusqu’à une profondeur de 40 cm, une couche argileuse entre 40

et 70 cm et une dernière couche de texture plus grossière. Différentes techniques d’irrigation et

de fertilisation ont été testées durant ces trois années d’expérimentations. Nous nous intéresserons

principalement à la campagne de mesures réalisée en 1997 comparant les deux techniques d’irriga-

tion EFI et AFI pour un même apport d’azote de 250kgN.ha−1. Cet apport a été réparti ainsi : un

premier apport avant la confection des raies de 200kgN.ha−1, le reste avant la deuxième irrigation

dans chaque raie pour la technique EFI, dans la raie sèche pour la technique AFI. Trois irrigations

ont été réalisées pendant la saison en respectant un apport total d’eau égal entre les deux pratiques

(dans le cas AFI, une raie sur deux étant utilisé, l’avancement du processus d’irrigation est moins

rapide. A débit égal, il faut donc augmenter la durée d’irrigation de cette pratique pour atteindre

un apport similaire à celui de la pratique EFI).

Ici encore les transferts latéraux ont un impact particulièrement marqué, et ce, même sur la

répartition de l’eau dans le profil. En effet, l’homogénéisation du profil hydrique sur des raies es-

pacées de 80 cm, comme il était question dans les expériences précédentes, est accélérée par la

présence de plan de flux latéraux nul sous le billon. En général, deux raies successives reçoivent au

même moment la même quantité d’eau, ce qui provoque l’apparition d’un plan de flux latéral nul

à la rencontre des deux fronts d’humectation sous le billon. La variabilité des caractéristiques du

sol et les techniques de traçage des sillons (Mailhol et al., 2005b) ont une influence majeure sur le

processus d’avancement de l’eau à l’échelle de la parcelle. Il n’en reste pas moins vrai que l’écar-

tement des raies joue un rôle important sur l’influence des flux latéraux. Ainsi, dans la pratique

AFI, l’écartement entre deux raies irriguées est le double de celui de la pratique EFI. Les mesures

expérimentales mettent en évidence ce phénomène. L’homogénéisation du profil du sol est en retard

dans la pratique AFI sur la pratique EFI (voir annexes C).

Ce phénomène est confirmée également par la quantité d’eau drainée au delà de 2 m. L’aug-

mentation de la durée d’irrigation de la pratique AFI pour égaler l’apport d’eau de la pratique EFI
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au niveau de la parcelle est à l’origine d’un drainage plus important. Sur une période de 106 jours,

le drainage dans la pratique AFI est de 20% de l’apport total d’eau (irrigations et précipitations),

alors qu’il n’est que de 12% dans le cas EFI (Koutev et al., 1999). Cette situation entraîne sur cette

même période un lessivage d’azote légèrement plus important dans la pratique AFI (9, 2 kgN.ha−1

contre 6 kgN.ha−1 dans la pratique EFI). Ces mesures vont donc à l’encontre de l’utilisation de la

pratique AFI dans les conditions pédoclimatiques de la campagne. En effet, le type de sol sur lequel

ont été réalisé les expériences a une capacité de rétention d’eau relativement faible et le sol, peu

humide du fait d’une saison de culture qui a bénéficié de peu de précipitations, a favorisé davantage

un drainage important.

3.3 Intérêt de la modélisation numérique

Les connaissance acquises grâce à ces données expérimentales ont également pu être compléter

par des outils de modélisation. L’article en annexe C présente la mise en place et les résultats de

la simulation numérique Hydrus-2D concernant les transferts hydriques. Le domaine d’étude a été

borné latéralement par les plans de flux nul. Dans le cas de la pratique EFI, il consiste en une

demi raie (la raie étant considérée comme symétrique, l’axe de la raie un plan de flux nul), dans

le cas AFI, le domaine d’étude s’étend entre les axes de deux raies consécutives. Verticalement, il

est borné en surface par une condition atmosphérique (permettant de traiter les précipitations et

la transpiration du sol), remplacée par une condition de charge sur la surface humidifiée lors d’une

irrigation. La frontière inférieure du domaine est une condition de drainage libre. La structure du sol

en trois couches a été reproduite en adaptant les caractéristiques hydrodynamiques aux mesures en

laboratoires et aux champs. Les profils en humidité et en concentration d’azote ont été initialisés sur

les mesures réalisées après la première précipitation suivant le traçage des raies. On a supposé qu’à

cette date, la durée depuis l’apport (40 jours) et la quantité d’eau reçue par le sol (37 mm), étaient

suffisantes pour dissoudre totalement le fertilisant appliqué sous forme de granulés dans l’eau du sol.

Concernant les transferts hydriques, les concordances entre modèle et mesure sont satisfaisantes.

La différence notable entre raie sèche et raie humide est également bien rendue, ainsi que la quan-

tité d’eau drainée dans les deux pratiques. Le décalage observé peut être de l’ordre de la journée

entre l’évolution des profils mesurés et simulés, probablement dus à l’existence de flux préférentiels.

Qualitativement, les transferts d’eau simulés sont cependant proches de ceux mesurés. Ceci permet

de valider l’utilisation d’Hydrus-2D pour représenter les transferts hydriques bidirectionnels dans

des pratiques d’irrigation relativement complexes. Ce type de modélisation pourra ensuite être re-

prise et permettre de tester l’impact de cette technique d’irrigation et de fertilisation sous d’autres

conditions climatiques par exemple.

Cette modélisation des transferts de solutés s’est heurtée à plusieurs difficultés : la durée de la

simulation entreprise et les propriétés du sol étudié, caractérisé par un taux de production d’ammo-

nium important. Afin de limiter les paramètres à caler avec Hydrus-2D sur ce type de simulation,

nous avons choisi de ne représenter que l’évolution des nitrates dans le profil, contrairement aux

simulations réalisées précédemment. La production des nitrates provenant de la dégradation de
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l’ammonium et d’autres réactions biochimiques (voir chapitre 2.3.2) a été calée tout au long de la

simulation grâce aux mesures effectuées. L’ammonium étant peu mobile (Mishra and Misra, 1993;

Nemeth, 2001) et n’étant pas absorbé par la plante, sa répartition dans le sol évolue moins rapi-

dement que celle des nitrates. Nous avons donc défini sommairement (afin de ne pas multiplier le

nombres de paramètres à caler) des zones dans le domaine simulé en fonction de la concentration en

ammonium et des conditions d’aération du sol. Sur chacune de ces zones, un coefficient de produc-

tion de nitrate a été calé sur les résultats expérimentaux. Cette technique peut être critiquable car

elle nuit à la reproductibilité de la simulation sur d’autres sols. Elle est cependant efficace pour tester

d’autres scénarii d’irrigation sur le même sol. Elle permet également d’obtenir des résultats corrects

et ce en devant réaliser le calage d’un faible nombre de paramètres. Ces résultats de simulation sont

reproduits dans (Popova et al., 2005b) et sur les figures suivantes, présentant la concentration en

nitrate le 20 juillet - (D)ay (O)f the (Y)ear 202 - 3 jours après une irrigation et le 25 septembre -

DOY268 - avant la récolte.

Fig. 3.3.1 – Concentration de nitrate le 20 juillet après une irrigation, sous le billon (ridge) et la

raie (furrow) dans la pratique EFI

On peut remarquer, sur ces figures représentant la concentration en nitrate après une irrigation,

que la technique utilisée pour limiter la complexité des phénomènes à représenter est globalement

efficace. La simulation de l’évolution des solutés sous la raie humide sous-estime le lessivage de

nitrate sous la pratique AFI. Là encore, des flux préférentiels ont pu apparaître et accélérer le

lessivage. L’hétérogénéité en surface du profil de nitrate est cependant bien rendu et la simulation

reproduit l’hétérogénéité plus forte encore dans la pratique AFI.

La simulation a été menée juqu’à quelques jours avant la récolte, de nombreuses données dis-

ponibles permettant de contrôler la validité de la simulation jusqu’à cette période. L’état du sol à

cette date permet de prévoir les risques de lessivage pendant la période hivernale. On peut tout

d’abord noter la forte variabilité des mesures illustrée par la Fig. 3.3.3. Dans ce cas, deux séries

de ces mesures ont été effectuées sur deux raies distantes de quelques mètres et soumises au même

type de fertilisation et d’irrigation, une troisième série a été effectuée à un emplacement plus en
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Fig. 3.3.2 – Concentration de nitrate le 20 juillet après une irrigation, sous la raie sèche (dry furrow),

le billon (ridge) et la raie humide (wet furrow) dans la pratique AFI

Fig. 3.3.3 – Concentration de nitrate en fin de saison de culture, sous le billon (ridge) et la raie

(furrow) dans la pratique EFI

amont d’une de ces deux raies d’irrigation. L’observation de la Fig. 3.3.3 et la Fig. 3.3.4 montre

que, sous les conditions climatiques particulières de l’année 1997, le stock d’azote en fin de saison

culturale est globalement équivalent dans les deux pratiques étudiées. Sa répartition dans la zone

racinaire reflète cependant la différence de pratique utilisé. La pratique AFI où l’apport d’eau sur

chaque raie irriguée a été important a favorisé le lessivage du profil.
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Fig. 3.3.4 – Concentration de nitrate en fin de saison de culture, sous la raie sèche (dry furrow), le

billon (ridge) et la raie humide (wet furrow) dans la pratique AFI
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Chapitre 4

Expérimentations en micro-irrigation

4.1 Intérêt des relevés expérimentaux dans le contexte de

l’étude

En irrigation à la raie, un bilan hydrique monodirectionnel est suffisant pour décrire l’état gé-

néral du sol à l’échelle d’une saison, les transferts bidirectionnels ne sont important que pour une

représentation événementielle. C’est la forte hétérogénéité du profil de nitrate due à la pratique de

fertilisation qui impose une description plus précise de ces transferts. En micro-irrigation, la source

de l’eau qui entre dans le domaine est quasi ponctuelle et représente l’origine de la distribution de

l’eau dans la totalité du domaine. L’évolution du profil hydrique dans ces conditions ne peut être

représenter que par une description bi- ou tridirectionnelle de la dynamique des transferts. Cette

remarque est à nuancer en fin d’irrigation lorsque celle-ci est excédentaire. Les systèmes utilisés au

champ étant constitués d’un réseau de sources de distribution d’eau, les bulbes humides de deux

sources consécutives se rencontrent et provoquent la création d’un plan de flux latéral nul. Dans

ce cas, les flux verticaux redeviennent prédominants, notamment lorsque les lignes de culture sont

faiblement espacées (cultures maraîchères, tomates de plein champ).

Ce chapitre présente quelques caractéristiques de la micro-irrigation mises en évidence par l’ex-

périence et l’intérêt de la modélisation pour améliorer cette technique et réduire les risques envi-

ronnementaux qui y sont liés. Nous nous fonderons, pour réaliser ces objectifs, sur plusieurs articles

présentant des expériences en laboratoire ou sur site, ainsi qu’une modélisation Hydrus-2D sur les

conséquences de différentes pratiques de fertilisation en micro-irrigation sur l’état du sol et l’envi-

ronnement.

4.2 Transferts tridirectionnels de l’eau en goutte à goutte

La micro-irrigation est une irrigation localisée. Contrairement à l’irrigation à la raie, qui est

difficilement reproductible en laboratoire sans un lourd dispositif expérimental, il est possible de

suivre en laboratoire un événement de micro-irrigation. Les relevés expérimentaux réalisés en labo-

ratoire ont pour objectifs de contrôler les phénomènes participant à l’évolution du profil hydrique,

comme l’homogénéité du milieu, le débit effectif appliqué en surface et les conditions climatiques,
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alors que ceux réalisés au champ vise à tester une technique dans des conditions réelles d’utilisation.

Une première approche pour suivre l’évolution du profil hydrique en goutte à goutte (technique

de micro-irrigation consistant à apporter l’eau à l’aide d’un goutteur en surface) est de suivre

l’évolution de la tâche humide visible au cours de l’irrigation. Cette approche à l’avantage d’être

facilement réalisable en laboratoire comme au champ. La Fig. 4.2.1 montre l’évolution du rayon

moyen de la tâche humide, ainsi que celui de la zone saturée, la Fig. 4.2.2 illustre quant à elle

l’évolution de la tâche humide au cours de l’irrigation.

Fig. 4.2.1 – Evolution des rayons moyens de la zone saturée et du front d’humectation - figure tirée

de (Revol et al., 1991)

Fig. 4.2.2 – Evolution de la tâche humide - figure tirée de (Clothier et al., 1985)

Ces deux figures sont issues de relevés réalisés au champ, la première a été réalisée sur le site

de Lavalette (voir chapitre 1.1.1) pour un débit de 4 L.h−1, la seconde sur un sable fin pour un

débit de 3, 5 L.h−1. Sur ces deux figures on peut noter qu’en surface, les fronts de saturation et

d’humectation atteignent rapidement un état stationnaire, conformément aux recherches menées

sur le sujet (Raats, 1971; Wooding, 1968; Philip and Knight, 1974; Revol, 1994). La Fig. 4.2.2
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met également en évidence la difficulté du passage entre expérience sur site et modélisation, la

topographie du terrain et son hétérogénéité apparaissent de manière flagrante dans cette figure.

Fig. 4.2.3 – Evolution du bulbe humide dans une section du champ - figure tirée de (Clothier et al.,

1985)

Un moyen de contrôler au mieux ces phénomènes qui perturbent la comparaison entre expé-

rience sur site et modélisation est de réaliser les mesures en laboratoire sur le même type de sol,

la Fig. 4.2.3 permet de comparer ces mesures avec une solution analytique (Clothier et al., 1985)

prédisant l’évolution du bulbe humide. Cette résolution analytique est fondée sur une hypothèse

d’effets gravitaires négligeables dont l’impact est visible sur la figure. On peut en effet remarquer

que sur des durées courtes (inférieures à 100 min) le modèle analytique utilisé restitue de manière

satisfaisante le profil mesuré, cependant, il est incapable de rendre compte de l’évolution du bulbe

humide pour des durées supérieures, les effets gravitaires devenant trop importants. Cette obser-

vation rend nécessaire le passage à un modèle plus complexe pouvant représenter une plus grande

variété de situations.

4.3 Transferts tridirectionnels de soluté en micro-irrigation

Ce paragraphe exploite des simulations Hydrus-2D concernant le test de différentes pratiques

de fertilisation en micro-irrigation sur différents type de sols (Gärdenäs et al., 2005). Ces simulations

numériques permettent de définir pour chacunes des pratiques les risques environnementaux et la

disponibilité du fertilisant pour la plante en fonction des caractéristiques générales d’un sol.
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Trois types de sol ont été testés : limono-sableux (sandy loam), limoneux (loam), limono-argileux

(silty-clay). Ce choix permet de rassembler un large panel de sol pour lesquels la micro-irrigation est

utilisée. Les simulations ont été réalisées avec une condition initiale en azote nulle sur une période

de 28 jours. Les doses apportées ont été introduites conformément aux recommandations agrono-

miques. La Fig. 4.3.1 schématise les quatres manières différentes dont les apports ont été répartis

sur la durée de chaque cycle d’irrigation. Les concentrations de chaque apport ont été calculées

afin de fournir à la plante la même quantité de fertilisant dans chaque scenario. Les systèmes de

distribution comparés sont au nombre de quatre. Nous allons cependant uniquement présenter sur

la Fig. 4.3.2 les résultats obtenus dans le cas du goutte à goutte, le but étant ici d’illustrer l’intérêt

d’une telle modélisation dans l’objectif de limiter les risques environnementaux.

Fig. 4.3.1 – Cinq stratégies différentes de fertigation (P représente en h la durée d’un cycle d’irri-

gation) - figure tirée de (Gärdenäs et al., 2005)

Fig. 4.3.2 – Profils de nitrate après un cycle d’irrigation au goutte à goutte - figure tirée de

(Gärdenäs et al., 2005)

Les cultures irriguées en micro-irrigation ont un système racinaire dont la densité maximale est

à faible profondeur. Dans les cas illustrés par la Fig. 4.3.2, cette profondeur est de l’ordre de 50 cm.

Le nitrate lessivé doit donc prendre en compte le nitrate qui sort du domaine de la simulation ainsi

76

C
em

O
A

 : 
ar

ch
iv

e 
ou

ve
rte

 d
'Ir

st
ea

 / 
C

em
ag

re
f



que la quantité d’azote stockée sous cette profondeur. Le principe d’une fertigation efficace est d’ap-

porter le fertilisant dans la zone racinaire en respectant un taux inférieur à celui que la plante est

capable d’absorbée. Ainsi, on peut formuler plusieurs observations après l’analyse des résultats de

la simulation. De manière évidente, les risques de lessivage sont accrus sur un sol à texture grossière,

comme le sol limono-sableux, dans tous les scénarii de fertigation (mis à part le scenario E). L’azote

apporté peut dépasser rapidement la zone racinaire, et celui-ci est perdu pour la plante. On peut

noter également que la technique C, apportant une faible dose de fertilisant pendant toute la durée

d’irrigation présente l’intérêt de diffuser le nitrate de manière homogène dans la zone racinaire alors

que l’apport d’une forte dose d’azote en début d’irrigation (technique B) crée une forte hétérogénéité

du profil azoté. Ces deux dernières techniques favorisent cependant le lessivage de l’azote apporté

en début de cycle par un flux hydrique qui demeure important pendant le reste de la période d’irri-

gation. La méthode E produit le phénomène inverse, l’azote apporté reste concentré en surface et la

redistribution de l’eau jusqu’au prochain cycle d’irrigation permettra de le diffuser dans le domaine.

Sa forte concentration peut cependant être plus importante que la capacité d’absorption des racines.

Cette simulation illustre l’intérêt d’une modélisation des pratiques de fertigation en micro-

irrigation. Selon la profondeur du système racinaire des cultures et le type de sol, on peut défi-

nir la pratique qui favorisera le moins le lessivage et permettra de rendre le fertilisant disponible

dans la zone racinaire. Même si peu de mesures ont été effectuées pour valider cette simulation

(Gärdenäs et al., 2005) et qu’aucune n’ont été présenté ici, Hydrus-2D a été validé dans d’autres

circonstances, plus haut dans ce document, ainsi que par (Mailhol et al., 2001; Mailhol et al., 2005a;

Abbasi et al., 2003) sur des campagnes d’irrigation à la raie et par (Assouline, 2002) dans le cas de

la micro-irrigation.
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Conclusion de la partie

Ce chapitre a présenté plusieurs campagnes de mesures qui ont permis de suivre l’évolution de

l’état du sol, quant à sa teneur en eau et en azote, à l’échelle de la saison de culture. Ces campagnes,

complétées par des simulations numériques, ont permis de préciser la connaissance des mécanismes

de transferts eau-solutés mis en jeu dans le contexte de l’étude. Différents systèmes de distribu-

tion d’eau et de fertilisant ainsi que différentes pratiques culturales ont été étudiés. Dans chacunes

d’entre elles, l’importance des transferts bi- ou tridirectionnels est avérée. En irrigation à la raie,

ils conditionnent l’homogénéisation d’un profil initial d’azote particulièrement hétérogène, ce profil

étant du à la technique de fertilisation combiné au traçage des raies d’irrigation. En micro-irrigation,

le principe même des systèmes de distribution impose une représentation tridirectionnelle des trans-

ferts. Les transferts latéraux sont particulièrement importants en début de l’irrigation créant parfois

des profils hétérogènes de nitrate (dans des cas particuliers de fertigation). Ainsi, la représentation

tridirectionnelle des transferts doit être conservé même pour la redistribution de l’azote.

L’utilisation d’Hydrus-2D pour représenter l’évolution de l’état du sol a été validée sur les cam-

pagnes de mesures présentées dans cette partie. Si la concordance entre mesures et simulations n’est

pas toujours exacte, Hydrus-2D permet dans tous les cas de décrire qualitativement les processus

se produisant dans le sol. Il représente donc un outil fiable pour comparer différentes pratiques

culturales à l’échelle événementielle. En revanche, n’étant pas couplé à un modèle de culture et

étant peu opérationnel pour simuler cette pratique à l’échelle de la saison, un modèle mieux adapté

doit être développé et Hydrus-2D constituera la référence pour comparer ce nouveau modèle à

l’échelle événementielle.
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Troisième partie

Développement d’outils

mathématiques et algorithmiques

nécessaires à la modélisation
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Introduction de la partie

La première partie de ce mémoire a permis de dresser l’état de l’art des modélisations existantes

concernant le suivi du profil hydrique et du profil de concentration des solutés dans le sol. L’objectif

de cette partie était de confronter ces différents types de modélisations, d’analyser leurs avantages

et leurs inconvénients dans le contexte de l’étude actuelle. Celle-ci repose sur une représentation

bidirectionnelle des transferts et doit être capable de gérer la prise en compte d’événements dont

les pas de temps varient entre l’heure et la journée.

Le but de la deuxième partie a été d’analyser des jeux de données expérimentales mis à disposi-

tion. Cette analyse a permis de comprendre les processus physiques mis en jeu lors de l’infiltration

et de la redistribution de l’eau et des solutés dans un sol irrigué. Une modélisation numérique sur

ces jeux de données a permis de détailler ces processus afin d’en améliorer leur compréhension.

A la lumière de ces deux premières parties, l’étude s’est dirigée vers une modélisation bidirec-

tionnelle basée sur la résolution analytique ou semi-analytique des équations de transferts. Ce type

de modélisation permet ainsi de représenter les profils recherchés sur des bases mécanistes sans tenir

compte d’une discrétisation temporelle contraignante.

Le choix de cette modélisation entraîne cependant un développement mathématique important.

Des outils mathématiques doivent donc être introduits. Ils sont essentiels à la justification de l’orien-

tation du travail vers ce choix. Des outils algorithmiques sont également utilisés afin de simplifier

la représentation analytique de la solution des équations de transferts. Cette partie rassemble ici

ces différents éléments afin de consacrer la partie suivante uniquement aux principes généraux de

la modélisation développée. Les calculs symboliques de cette partie ont été réalisés à l’aide d’un

logiciel de calcul formel et le langage de programmation Fortran90 a permis de valider les déve-

loppements algorithmiques, d’évaluer et de visualiser les résultats.
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Chapitre 1

L’utilisation de la fonction de Green

dans la résolution d’équations aux

dérivées partielles

1.1 Principes généraux de la fonction de Green

La fonction de Green porte le nom du mathématicien britannique George Green qui developpa

le premier ce concept dans les années 1830. Il s’agit d’une fonction utilisée pour résoudre, sur un

domaine Ω de dimension n, une équation aux dérivées partielles (EDP) en la fonction Ψ représentée

par l’opérateur différentiel linéaire L (1.1.1) et soumise à un ensemble de conditions aux limites sur

la frontière du domaine δΩ, elles-même représentées par l’opérateur D (1.1.2).

(LΨ) = f sur Ω (1.1.1)

(DΨ) = 0 sur δΩ (1.1.2)

La fonction de Green G : (U, Us) ∈ Ω2 → G(U, Us) ∈ IR d’un opérateur différentiel linéaire L est

solution de l’équation (1.1.3) (δ étant la distribution de Dirac) vérifiant les conditions aux limites

(1.1.4).

(LG)(U, Us) = δ(U − Us) (1.1.3)

(DG)(U, Us) = 0 (1.1.4)

Selon l’opérateur L, G n’est pas toujours unique. Notons également que G est en général une

distribution. Elle ne peut donc pas être représentée dans ce cas par une fonction même discontinue.

Elle joue un rôle analogue dans la résolution des EDP à l’analyse de Fourier dans la résolution des

équations différentielles ordinaires. La solution de l’EDP considérée est alors l’intégrale du produit

de la fonction de Green G et de la fonction f (1.1.5).
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Ψ(U) =

∫

Ω

f(Us)G(U, Us)dUs (1.1.5)

Ces principes généraux sont développés en détail notamment par (Garabedian, 1964) ou (Arf-

ken, 1985).

1.2 Utilisation de la fonction de Green sur l’équation de dif-

fusion pure

1.2.1 Domaine quelconque

L’utilisation de la fonction de Green est un moyen de résoudre l’équation de diffusion pure 1.2.1

sur un domaine et pour des conditions aux limites quelconques (Carslaw and Jaeger, 1956), (Crank,

1956). Ici, le domaine Ω introduit dans le cas général est constitué d’un domaine de dimension

d = n − 1 auquel appartiennent les variables d’espace (représentées par le vecteur χ) et d’un

domaine de dimension 1 auquel appartient la variable de temps t.

∂tΨ = ∇2Ψ sur Ωχ (1.2.1)

Ψ = ΨCI pour t = 0 (1.2.2)

a∂~nΨ + bΨ = ΓCL sur δΩχ (1.2.3)

(1.2.4)

avec











Ω = Ωχ × IR+

U = (χ, t)

χ = (χi)i=1,d

Selon le type de résolution, le vecteur χ sera égal à (x), (x, z) ou (x, y, z) et d à 1, 2 ou 3 res-

pectivement pour une résolution mono-, bi- ou tridirectionnelle. Notons que l’écriture ∇2Ψ désigne

le laplacien
∑

∂2
χi

Ψ, que ~n est le vecteur normal à la frontière orienté vers l’extérieur.

En intégrant ∂ts
(ΨG) en temps et en espace et en utilisant le fait que G et Ψ sont solutions de

l’équation de diffusion, on obtient

∫ t

0

∮

Ωχ

∂ts
(Ψ(Us)G(U, Us)) dχsdts =

∫ t

0

∮

Ωχ

(G(U, Us)∇2Ψ(Us) − Ψ(Us)∇2G(U, Us)) dχsdts

(1.2.5)
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La fonction de Green vérifie l’EDP soumis à des conditions aux limites nulles et a comme

propriété
∮

Ωχ
G = 1. Après avoir appliqué le théorème de Green, généralisation à la dimension d

de l’intégration par partie, l’équation (1.2.5) mène à la solution (1.2.6) pour a 6= 0 et à la solution

(1.2.7) pour b 6= 0. Notons que dans le cas a 6= 0 et b 6= 0 les deux écritures sont valables. Même

si ces deux constantes n’apparaissent pas dans les écritures suivantes, leur influence sur la solution

est alors représenté par ΓCL et par la forme de la fonction de Green vérifiant l’EDP.

Ψ(χ, t) =

∮

Ωχ

[G(U, Us)]ts=0 ΨCI(χs)dχs

+

∫ t

0

∮

δΩχ

[

G(U, Us)

a

]

χs∈δΩχ

ΓCL(χs ∈ δΩχ, ts) dχsdts

(1.2.6)

Ψ(χ, t) =

∮

Ωχ

[G(U, Us)]ts=0 ΨCI(χs)dχs

+

∫ t

0

∮

δΩχ

[

∂~nG(U, Us)

b

]

χs∈δΩχ

ΓCL(χs ∈ δΩχ, ts) dχsdts

(1.2.7)

Ces écritures sont analytiques. Cependant, selon la valeur des conditions initiales et aux limites

ainsi que celle de la fonction de Green, ces solutions sont rarement explicites. Elles ne peuvent donc

être exploitables que dans certains cas simples.

1.2.2 Domaine bidirectionnel semi-infini

Dans le cas d’un domaine infini IRd avec U = ((χi)i=1,d, t), la fonction de Green a la forme de

la gaussienne suivante

G(U, Us) =

d
∏

i=1







1
√

4π(t − ts)
e
− (χi − χis)

2

4(t − ts)






(1.2.8)

On se place désormais sur un domaine bidirectionnel semi-infini IR× [0,∞[, la droite d’équation

z = 0 est donc la seule frontière fermée du domaine. Dans ce cas, la fonction de Green est une

combinaison linéaire de la gaussienne (1.2.8). En choississant des conditions initiales et aux limites

sous des formes particulières, la solution peut devenir explicite. Deux types de conditions aux limites

sont étudiées, une condition aux limites de type Dirichlet (1.2.9) ou de type Cauchy (1.2.10).

Ψ(χ, t) = ΨCL(χ, t) χ ∈ δΩχ (1.2.9)

∂~nΨ(χ, t) + bΨ(χ, t) = qCL(χ, t) χ ∈ δΩχ (1.2.10)

87

C
em

O
A

 : 
ar

ch
iv

e 
ou

ve
rte

 d
'Ir

st
ea

 / 
C

em
ag

re
f



Les fonctions de Green associées Gh (1.2.11) pour une condition aux limites de type Dirichlet

et Gf (1.2.12) pour une condition aux limites de type Cauchy sont les suivantes

Gh(U, Us) =
1

4π(t − ts)
e
− (x − xs)

2

4(t − ts)






e
− (z − zs)

2

4(t − ts) − e
− (z + zs)

2

4(t − ts)






(1.2.11)

Gf (U, Us) =
1

4π(t − ts)
e
− (x − xs)

2

4(t − ts)






e
− (z − zs)

2

4(t − ts) + e
− (z + zs)

2

4(t − ts) − 2ezs

∫ ∞

zs

e
−
(

λ +
(z + λ)2

4(t − ts)

)

dλ







=
1

4π(t − ts)
e
− (x − xs)

2

4(t − ts)






e
− (z − zs)

2

4(t − ts) + e
− (z + zs)

2

4(t − ts)







− e
− (x − xs)

2

4(t − ts) e(z + zs + t − ts) erfc

(

z + zs
√

4(t − ts)
+
√

t − ts

)

(1.2.12)

avec

{

erfc (v) = 1 − erf (v)

erf (v) = 2√
π

∫ v

0
e−ṽ2

dṽ

1.2.3 Domaine tridirectionnel semi-infini

On se place désormais sur un domaine tridirectionnel. Le volume considéré est le volume semi-

infini IR2 × [0,∞[ et la frontière du domaine est ici la surface d’équation z = 0. Une solution

explicite à l’équation de diffusion pure existe également en choississant des conditions initiales et

aux limites adaptées de la même manière que dans le cas bidirectionnel. Nous considérons ici le

même type de conditions aux limites que précédemment. La fonction de Green est la même que dans

le cas précédent en ajoutant uniquement une composante en la variable y. Comme la composante

y ne contient aucune frontière fermée, la fonction de Green devient Gh (1.2.13) et Gf (1.2.14)

respectivement pour une condition aux limites de type Dirichlet et Cauchy

Gh(U, Us) =
1

8(π(t − ts))
3
2

e
− (x − xs)

2

4(t − ts) e
− (y − ys)

2

4(t − ts)






e
− (z − zs)

2

4(t − ts) − e
− (z + zs)

2

4(t − ts)






(1.2.13)

Gf (U, Us) =
1

8(π(t − ts))
3
2

e
− (x − xs)

2

4(t − ts) e
− (y − ys)

2

4(t − ts)






e
− (z − zs)

2

4(t − ts) + e
− (z + zs)

2

4(t − ts)







− e
− (x − xs)

2

4(t − ts) e
− (y − ys)

2

4(t − ts) e(z + zs + t − ts) erfc

(

z + zs
√

4(t − ts)
+
√

t − ts

)

(1.2.14)
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1.2.4 Expression d’une solution à variables séparables

Les deux cas particuliers cités plus haut permettent de définir une fonction de Green bi- ou

tridirectionnelle qui a la propriété très importante d’être à variables spatiales séparables, c’est

à dire de répartir les dépendances en les variables spatiales de la manière suivante G(U, Us) =
∏d

i=1 Gχi
(χi, t, χsi, ts). En choisissant le même type de propriété sur les conditions initiales (ΨCI(χ) =

∏d
i=1 ΨCIχi

(χi)) et sur les conditions aux limites (ΓCL(χ, t) =
∏d

i=1 ΓCLχi
(χi, t)), on peut réécrire

les solutions de l’équation de diffusion pure comme produits d’intégrales, plus rapides et plus simples

à évaluer. Dans le cas d = 2 par exemple où la frontière est la droite d’équation z = 0, les solutions

(1.2.6) et (1.2.7) s’écrivent respectivement

Ψ(x, z, t) =

∫ ∞

−∞
[Gx(xs, 0, x, t)ΨCIx(xs)] dxs

∫ ∞

0

[Gz(zs, 0, z, t)ΨCIz(zs)] dzs

+

∫ t

0

[

1

a
Gz(0, ts, z, t) ΓCLz(0, ts)

∫ ∞

−∞
Gx(xs, ts, x, t) ΓCLx(xs, ts)dxs

]

dts

(1.2.15)

Ψ(x, z, t) =

∫ ∞

−∞
[Gx(xs, 0, x, t)ΨCIx(xs)] dxs

∫ ∞

0

[Gz(zs, 0, z, t)ΨCIz(zs)] dzs

+

∫ t

0

[

1

b
∂zGz(0, ts, z, t) ΓCLz(0, ts)

∫ ∞

−∞
Gx(xs, ts, x, t) ΓCLx(xs, ts)dxs

]

dts

(1.2.16)

La première partie de la somme composant la solution est à variables séparables. La seconde ne

l’est pas tout à fait à cause de l’intégration en temps. Ce problème sera réglé par une approximation

numérique de l’intégrale qui permet de rendre une solution totalement à variables séparables. Le

principe de cette intégration numérique est détaillé dans la partie suivante.

1.2.5 Remarques sur l’utilisation de ces solutions dans le contexte du

travail

Ce type de solution sur un domaine semi-infini semble peu compatible avec la problématique du

travail entrepris, les équations régissant les phénomènes étudiées n’est pas l’équation de diffusion

pure, le domaine est beaucoup plus complexe, notamment dans le cas de l’irrigation à la raie. Ces

solutions seront pourtant largement utilisées dans la partie suivante. Grâce à un changement de

fonction et de variables, il est possible de transformer l’équation de diffusion pure en une équation

de transferts adaptée à la problématique du travail.

L’utilisation rapide et efficace de ces solutions se heurte cependant à la difficulté d’évaluer celles-

ci. On remarque, en effet, la présence dans l’écriture de ces solutions d’intégrales doubles dans le

cas bidirectionnel ou triples dans le cas tridirectionnel. Leurs valeurs sont certes explicites, mais

le calcul effectif est fastidieux et difficilement exploitable du fait de la lourdeur de l’expression ob-

tenue. De plus, plusieurs opérations sur des fonctions du même type apparaissent et doivent être

répétées plusieurs fois. A la suite de cette analyse, il est apparu essentiel de mettre en place une

technique adaptée d’évaluation des solutions. Cette technique est basée sur l’utilisation d’arbres
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binaires décrivant la structure des solutions à évaluer et décomposant ces solutions en fonctions

appartenant toutes à la même famille de fonctions.
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Chapitre 2

La notion d’arbre binaire et

d’algorithmique récursif

2.1 Définition d’un pointeur et d’une liste chaînée

En algorithmique, un pointeur est un type de donnée dont la valeur fait directement référence

à (pointe sur) une autre valeur stockée en mémoire via son adresse (Knuth, 1997). Généralement,

une adresse correspond de manière unique à une unité de la mémoire du système. Seule une adresse

particulière représente le pointeur nul qui ne fait référence à aucune unité de la mémoire.

Dans ce travail, le pointeur est utilisé en tant que pointeur sur une variable de type structure

de donnée. Cette structure comporte plusieurs champs (variables entières, réelles, logiques,...) et

un pointeur. Ce type de variable permet de réaliser une liste chaînée terminée par le pointeur nul,

indiquant la fin de la liste, et de définir celle-ci de manière récursive (Fig. 2.1.1). En effet, une liste

peut être considérée comme une suite d’éléments, les maillons de la chaîne. Mais cette liste Ln de

n maillons peut être également considérée comme la succession d’un premier élément u1, la tête de

la liste, et d’une autre liste Ln−1 de n− 1 maillons, la queue de la liste, ayant les mêmes propriétés

que la liste initiale.

Fig. 2.1.1 – Représentation récursive d’une liste chaînée
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Il est à noter que même si les problèmes de limitation de la mémoire machine n’est plus la

préoccupation première en programmation, un avantage des listes chaînées sur le stockage d’une

suite sous forme de tableau est sa gestion dynamique. En effet, dans certaines situations, la taille

de la suite n’atteint pas, ou pas toujours, la taille maximale allouée au tableau. La taille du tableau

est donc dimensionnée en fonction du cas le plus défavorable et l’emplacement mémoire réservé aux

cases vides est perdu. Une liste chaînée n’occupe que la taille strictement nécessaire à chaque appel

dans le déroulement du programme.

Notons également qu’une liste sous la forme décrite plus haut ne peut être parcourue que dans

un seul sens. Atteindre un élément précis de la liste sous-entend le parcours complet des éléments

précédents. Dans ce travail, les listes seront toujours utilisées dans leur globalité et leur parcours

sera fait complétement, n’engendrant donc aucun parcours de liste inutile.

2.2 Représentation d’une expression algébrique sous forme

d’arbre binaire

Un arbre binaire est une structure proche de la liste chaînée. La structure récursive est conservée,

mais chaque nœud de l’arbre, au lieu d’avoir au plus un successeur, en possède au plus deux, appelés

ses fils. Le premier nœud de l’arbre est la racine, seul nœud sans père de l’arbre, les éléments

sans fils sont appelés les feuilles. Une structure en arbre binaire est particulièrement adaptée pour

représenter une expression algébrique (Cormen et al., 1990) et traduit exactement cette expression

en notation polonaise directe. L’expression algébrique 2 + (5− 7) se transcrit en notation polonaise

directe (Hamblin, 1962) + 2 − 5 7 et l’arbre binaire correspondant est l’arbre Fig. 2.2.1 avec

l’opérateur + comme racine des deux arbres fils : 2 et 5 + (−7) (afin d’éviter la prise en compte

d’une notion d’ordre dans l’écriture de l’arbre, la soustraction a − b sera en effet transformée en

l’addition a + (−b)). Notons également que les nœuds sont les opérateurs et que les feuilles sont les

entiers.

Fig. 2.2.1 – Représentation récursive d’un arbre binaire

Ce type de notation permet tout d’abord de composer rapidement une expression algébrique

quelconque. Une expression résultant de l’application d’un opérateur binaire quelconque ⊙ (somme,
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différence,...) sur deux expression E1 et E2 est représentée facilement par construction d’un nouvel

arbre. Cet arbre a pour racine l’opérateur binaire ⊙ et pour fils les représentations sous forme

d’arbre des expressions E1 et E2. Concernant des actions plus complexes, le recours à l’algorith-

mique récursive s’avère être un moyen de programmation naturel.

2.3 Algorithmique récursive

La programmation par procédure récursive sur un arbre binaire consiste à définir deux types

d’actions (McCarthy, 1960) :

• L’action à effectuer sur une feuille ou sur un arbre vide, le cas d’arrêt.

• L’action à effectuer sur un arbre en supposant cette action connue sur ses deux arbres fils.

Lors de l’exécution, la procédure est lancée sur la racine de l’arbre. Cet appel déclenche des ap-

pels de la procédure sur les arbres fils, qui de même déclenche de nouveaux appels de la procédure

sur leurs fils. La procédure parcourt l’arbre en profondeur. Les appels de la procédure sont inter-

rompus dès que celle-ci est appelée sur une feuille. L’action à effectuer sur une feuille étant connue,

elle est exécutée et la procédure peut alors remonter l’arbre et effectuer les actions demandées lors

des appels précédents. Ainsi, sans connaître avec précision l’action globale à effectuer, celle-ci est

effectuée par récurrence.

En notant par exemple f(E) l’évaluation de l’expression représentée par l’arbre E, le résultat de

l’expression représentée par l’arbre Fig. 2.2.1 peut être calculé en parcourant celui-ci de la manière

suivante (Tab. 2.3.1)

Profondeur 1 f(2 + (5 + (−7))) = f(2) + f(5 + (−7))

Profondeur 2.a f(2) = 2

Profondeur 2.b f(5 + (−7)) = f(5) + f(−7)

Profondeur 3.a f(5) = 5

Profondeur 3.b f(−7) = −7

Profondeur 2 f(5 + (−7)) = −2

Profondeur 1 f(2 + (5 + (−7))) = 0

Tab. 2.3.1 – Evaluation récursive d’une expression algébrique

Deux types d’actions ont été définies :

• Si l’arbre est une feuille, l’évaluation de l’expression est l’entier contenu dans la feuille :

f(n) = n.

• Sinon, l’évaluation de l’expression est l’application de l’opérateur binaire en racine de l’arbre

sur les deux fils de l’arbre : f(E1 ⊙ E2) = f(E1) ⊙ f(E2).

Dans toute programmation récursive, il faut s’assurer que les cas d’arrêt sont atteints afin que

l’opération puisse se terminer. Dans le cas d’un arbre, il suffit de s’assurer qu’à chaque appel ré-
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cursif l’opération est effectuée sur des arbres de profondeur strictement décroissante. C’est le cas

de l’opération résumée dans le Tab. 2.3.1. Les appels de la procédure sur un arbre sont chaque fois

effectués sur les arbres fils ayant donc une profondeur strictement inférieure à l’arbre initial.

Le principe reste le même pour n’importe quelle action. Si l’évaluation d’une expression algé-

brique paraît immédiate et ne nécessite pas une représentation sous forme d’arbre binaire ni une

programmation récursive, des actions plus complexes à implémenter de manière linéaire sont gran-

dement simplifiées par ce type de programmation. La structure récursive de l’objet qui subit l’action

rend également naturelle le recours à la programmation récursive. Dans le cas d’un arbre binaire,

cette structure récursive est évidente et lors de la réalisation d’actions sur un arbre, la programma-

tion gagnera en lisibilité si elle exploite au maximum ses propriétés récursives.

L’exemple utilisé plus haut illustre la représentation d’une expression algébrique sous forme

d’arbre. Les solutions (1.2.6) et (1.2.7) issues de l’utilisation de la fonction de Green peuvent être

de la même manière représentées par un arbre binaire. Les feuilles ne contiendront plus des éléments

de l’ensemble des entiers mais des éléments d’une famille de fonctions. Le chapitre suivant défini

cette famille de fonctions et quelques opérations nécessaires à l’évaluation des solutions.
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Chapitre 3

Définition d’une famille de fonctions

adaptée à l’utilisation de la fonction

de Green

3.1 La famille de fonctions L

Considérons l’ensemble G des fonctions G de la forme suivante.

G =
{

G | G(Xs, X) = P (Xs, X) e−Q(Xs, X)
}

(3.1.1)

avec

{

P (Xs, X) =
∑

i,j Pij X i
sX

j

Q(Xs, X) = Q20 X2
s + Q02 X2 + Q11 XsX + Q10 Xs + Q01 X + Q00

Considérons maintenant l’ensemble L des fonctions Λ, combinaisons de produits ou de sommes

de fonctions de G. A chaque fonction Gj composant Λ, est associé un intervalle de validité Isj × Ij

en dehors duquel la fonction est nulle.

L =







Λ | Λ(Xs, X) =

n
⊙

j=1

(

GIsj ,Ij

j (Xs, X)
)







(3.1.2)

avec

n
⊙

j=1

fj = f1 (+ ou ×) f2 (+ ou ×) f3 . . . (+ ou ×) fn

GIsj ,Ij

j (Xs, X) =

{

Gj(Xs, X) si (Xs, X) ∈ Isj × Ij

0 sinon
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Toute fonction de L peut être notée de manière récursive sous forme d’arbre binaire. Chaque

nœud de l’arbre binaire contient l’opérateur + ou × ainsi que les liens vers les deux arguments

de l’opération. Chaque feuille représente une fonction Gj à laquelle est associée son intervalle de

validité Isj × Ij . L’expression (3.1.3) peut ainsi être représentée par l’arbre binaire Tab. 3.1.1.

Λ(Xs, X) = GIs1,I1
1 (Xs, X)

+
[

GIs2,I2
2 (Xs, X) + GIs3,I3

3 (Xs, X)
] [

GIs4,I4
4 (Xs, X) + GIs5,I5

5 (Xs, X)
] (3.1.3)

Fig. 3.1.1 – Représentation récursive d’une fonction Λ

Ici, la somme, le produit de deux fonctions Λ et l’évaluation d’une fonction Λ sont effectués

de la même manière que dans le cas de l’expression algébrique classique illustré par la Fig. 2.2.1.

Cependant, sommes et produits ne sont pas suffisants pour évaluer les solutions issues de l’utilisa-

tion de la fonction de Green. Il faut donc introduire les schémas récursifs permettant de réaliser

l’intégration d’une fonction Λ. Sa dérivation sera également nécessaire ultérieurement, notamment

dans le calcul du flux Darcien.

3.2 Opérations récursives sur les fonctions Λ

3.2.1 Opérations préliminaires

Afin de réaliser la dérivation et l’intégration de fonctions Λ, il convient de définir auparavant

quelques opérations préliminaires indispensables pour la suite de l’étude :

• la fonction x → erfc (x) qui apparaît dans les fonctions de Green et qui est nécessaire au calcul

de l’intégrale d’une fonction Λ,

• la multiplication de deux fonctions G,
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• la primitive d’une fonction G,

• le développement d’une fonction Λ.

Approximation de x → erfc (x) comme fonction de L

Afin d’évaluer les solutions issues de l’utilisation de la fonction de Green et d’être capable de

représenter celles-ci comme appartenant à l’ensemble L, il a fallu réaliser une approximation de

la fonction d’erreur complémentaire x → erfc (x) adaptée. Cette fonction a été approchée par une

combinaison linéaire les fonctions particulières de l’ensemble G (3.2.1) : une fonction définie par

des morceaux de gaussiennes. La méthode pour réaliser cette approximation consiste à résoudre un

système d’équations permettant d’obtenir les coefficients des polynômes Q des gaussiennes et les

intervalles de validité Isj × Ij de telle manière que l’erreur d’approximation soit inférieure à une

précision donnée. Le choix du nombre de gaussiennes de la somme dépend du type d’expressions

dans laquelle celle-ci intervient. Une approximation d’erreur absolue de l’ordre de 1%, n’utilisant

qu’une gaussienne, suffit pour représenter de manière satisfaisante la majorité des expressions où la

fonction d’erreur complémentaire apparaît. En effet, la fonction d’erreur complémentaire étant la

seule approximation de l’expression, cette erreur absolue de 1% est l’erreur maximale commise dans

l’évaluation de l’expression. Dans des cas particuliers, la fonction d’erreur complémentaire prend

une valeur très faible mais est multipliée par une fonction exponentielle qui prend une valeur très

élevée. Il a donc fallu augmenter la précision afin de réduire l’erreur relative de l’approximation. La

forme choisie pour l’approximation est la suivante

erfc (x) ≈
Napprox
∑

i=1

Gi(x) (3.2.1)

avec

{

Gi(x) = e−(aix
2+bix+ci) si x ∈ [xi, xi+1]

= 0 sinon

Le système d’équations à résoudre ∀i ∈ [1, Napprox] est le suivant











Gi(xi) = erfc (xi)

Gi(xi + 1) = erfc (xi + 1)
dGi

dx (xi) = d(erfc(x))
dx (xi)

Lors du calcul de la solution du système, il convient de différencier le cas i = Napprox des autres

cas. En effet, dans ce cas, xi+1 = ∞, ce qui simplifie l’expression des coefficients. La solution de ce

système est donc pour i 6= Napprox































ai =
xi

d(erfc(x))
dx (xi) − xi+1

d(erfc(x))
dx (xi) − ln erfc(xi)

erfc(xi+1)
erfc (xi)

erfc (xi) (xi − xi+1)2

bi =
x2

i
d(erfc(x))

dx (xi) − x2
i+1

d(erfc(x))
dx (xi) − 2xi ln erfc(xi)

erfc(xi+1)
erfc (xi)

erfc (xi) (xi − xi+1)2

ci = −ax2
i − bxi − ln (erfc (xi))
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et pour i = Napprox











ai = 1

bi = −2xi − d(erfc(x))
dx (xi)

1
erfc(xi)

ci = −ax2
i − bxi − ln (erfc (xi))

Le choix du système à résoudre permettant l’obtention des coefficients ai, bi et ci a été motivé

par deux raisons principales. Les deux premières équations du système permettent tout d’abord

d’approcher la fonction d’erreur complémentaire par une fonction continue. Le choix de la dernière

équation peut être discutable. Des approximations plus classiques auraient pu être choisies, comme

par exemple la minimisation de la norme L1, L2 ou L∞ de l’erreur d’approximation (respective-

ment la minimisation de
∫

(G(x)− erfc (x))dx,
∫

(G(x)− erfc (x))2dx ou max (G(x) − erfc (x))). Une

approximation au sens de la norme L2 donne les meilleurs résultats, une approximation au sens

de la norme L1 ou L∞ a l’avantage de fournir une équation explicite. L’équation choisie ici vise à

égaler la dérivée au point xi des deux fonctions et permet de restituer une bonne approximation

pour x = 0 là où le gradient de x → erfc (x) est le plus important. Elle donne de plus une forme

explicite relativement simple à la solution du système.

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9

Erreur relative en %

Fig. 3.2.1 – Erreur relative de l’approximation à 5 fonctions G de la fonction erfc

En choisissant une suite (xi)i=1,Napprox
adaptée à la précision recherchée, on obtient un jeu de

coefficients permettant de réaliser une approximation fiable de la fonction x → erfc (x). La réso-

lution du système donne les coefficients ai, bi et ci pour lesquels les valeurs de la suite (xi) sont

des paramètres. Chaque terme de cette suite a donc été défini par dichotomie grâce à un logiciel

de calcul formel de manière à vérifier la précision requise. Les valeurs de cette suite, ainsi que les

coefficients des gaussiennes, ont été ensuite considérés comme des paramètres de l’approximation.

Ainsi, un jeu de paramètres a été associé à un type d’approximation, caractérisé par le nombre de

gaussiennes entrant dans sa composition. La Fig. 3.2.1 montre la valeur en pourcentage de l’erreur

relative de l’approximation pour le cas d’une somme de 5 fonctions G. Dans cette figure, les abscisses

pour lesquelles l’erreur est nulle correspondent aux termes de la suite (xi)i=1,Napprox
.
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Le contrôle de l’erreur a été réalisé ici sur l’intervalle [0 : 9]. Pour x > xNapprox
, l’approximation

repose uniquement sur la gaussienne GNapprox
. La décroissance de la fonction d’erreur complémentaire

étant bien plus rapide que celle d’une gaussienne, l’erreur d’approximation augmente donc rapide-

ment. Pour évaluer des expressions faisant intervenir ces ordres de grandeurs, il convient alors d’aug-

menter le nombre de gaussiennes de l’approximation. Il faut cependant noter que erfc (6, 5) ≈ 1e−38,

correspondant à la valeur minimale que peut atteindre la représentation informatique d’un réel sur

32 bits (simple précision) (Saad, 2002).

Le choix du nombre de fonctions G de l’approximation est important. En effet, il conditionne le

compromis entre précision et temps de calcul. Il est apparu qu’une approximation à 3 fonctions G
donne des résultats très satisfaisants sans augmenter de manière sensible les temps de calcul.

Multiplication de deux fonctions G

En notant G(Xs, X) = P (Xs, X) e−Q(Xs, X) le produit des deux fonctions G′ et G′′ (fonctions

appartenant à l’ensemble G), on obtient de manière triviale

{

P (Xs, X) = P ′(Xs, X)P ′′(Xs, X)

Q(Xs, X) = Q′(Xs, X) + Q′′(Xs, X)

Dérivée d’une fonction G selon la variable X

La dérivée G̃(Xs, X) = P̃ (Xs, X) e−Q̃(Xs, X) d’une fonction G(Xs, X) est également une opé-

ration simple à réaliser. Elle appartient à l’ensemble G. En reprenant les notations introduites en

définition (3.1.1), elle est définie par ses polynômes

{

P̃ (Xs, X) = ∂XP (Xs, X) − (2Q02X + Q11Xs + Q01)P (Xs, X)

Q̃(Xs, X) = Q(Xs, X)

Primitive d’une fonction G selon la variable Xs

L’expression de la primitive d’une fonction G selon la variable Xs est plus complexe. Il est

nécessaire de la représenter par une fonction de l’ensemble L. Celle-ci prend la forme

∫

G(Xs, X)dXs = JG(Xs, X) e−Q(Xs, X)

+

√

π

Q20
KG(X) erf

(

√

Q20 Xs +
1

2

Q11√
Q20

X +
1

2

Q01√
Q20

)

× e
−
[(

Q02 −
1

4

Q2
11

Q20

)

X2 +

(

Q01 −
1

2

Q11Q10

Q20

)

X +

(

Q00 −
1

4

Q2
10

Q20

)]

(3.2.2)
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avec

{

JG(Xs, X) =
∑

i,j Pij Ji(Xs, X)Xj

KG(X) =
∑

i,j Pij Ki(X)Xj

Les polynômes Ji et Ki sont définis grâce aux formules de récurrence























J0 = 0

J1 = − 1

2Q20

Jn(n>2)(Xs, X) = −Xn−1
s

2Q20
− Q11X + Q10

2Q20
Jn−1(Xs, X) +

n − 1

2Q20
Jn−2(Xs, X)























K0 = 1
2

K1 = −Q11X + Q10

4Q20

Kn(n>2)(X) = −Q11X + Q10

2Q20
Kn−1(X) +

n − 1

2Q20
Kn−2(X)

Afin de faliciter le calcul des polynômes Ji et Ki, définis par une formule de récurrence, le sto-

ckage informatique de tous les polynômes utilisés dans ce travail est effectué sous forme de listes

chaînées (voir paragraphe 2.1). Ce stockage aura également l’avantage de ne pas limiter le degré des

polynômes. Chaque maillon de la liste représente un monôme PijX
i
sX

j du polynôme
∑

i,j PijX
i
sX

j,

contenant le coefficient Pij , le degré de la variable Xs, celui de la variable X et un pointeur sur le

monôme suivant. Le pointeur nul représentant le polynôme constant égal à 0.

Développement d’une fonction Λ en somme de fonctions G

Compte tenu de la représentation sous forme d’arbre binaire d’une fonction Λ, développer cette

expression revient à réorganiser l’arbre binaire représentatif. Cette opération est faite de manière

récursive. Nommons develop l’opération appliquée sur un arbre représentant une fonction Λ rendant

un arbre représentant le développement de cette fonction. Rappelons que définir une opération

récursive revient à définir l’opération à réaliser dans le cas d’un arbre réduit à une feuille et celle à

réaliser dans le cas d’un arbre quelconque en supposant connue l’opération à réaliser sur ses arbres

fils. Le schéma récursif est représenté par le Tab. 3.2.1. La première colonne contient la valeur de

la fonction Λ à développer, la seconde contient l’action réaliser.

Précisons que la gestion des intervalles de validité Isj × Ij associés à chaque fonction G compo-

sant la fonction Λ est effectuée ici dans des cas particuliers. En effet, les intervalles de validité n’ont

été introduits que pour le cas de l’approximation de la fonction x → erfc (x). Les multiplications

apparaissant dans l’évaluation des solutions du problème ne font jamais intervenir deux fonctions

x → erfc (x). L’intersection de deux intervalles de validité dans ce cas est donc un des intervalles de

validité utilisé dans l’approximation. Lors du développement d’une fonction Λ et quand il concerne
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Λ develop(Λ)

Λ1 + Λ2 develop(Λ1) + develop(Λ2)

Λ1 × Λ2 distrib(develop(Λ1), develop(Λ2))

G G

Tab. 3.2.1 – Développement récursif d’une fonction Λ

Λ1 Λ2 distrib(Λ1, Λ2)

Λ1a + Λ1b Λ2a + Λ2b distrib(Λ1a, Λ2a) + distrib(Λ1a, Λ2b)

+distrib(Λ1b, Λ2a) + distrib(Λ1b, Λ2b)

G1 Λ2a + Λ2b distrib(G1, Λ2a) + distrib(G2, Λ2b)

Λ1a + Λ1b G2 distrib(Λ1a,G2) + distrib(Λ1b,G2)

G1 G2 G1 × G2

Tab. 3.2.2 – Distribution récursive de deux fonctions Λ

un produit de fonctions G, la gestion des intervalles se limite donc à conserver l’intersection des

intervalles de validité. Pour alléger les explications, cette gestion ne sera pas intégrée au schéma

récursif le Tab. 3.2.1 qui détaille l’algorithme développant une fonction Λ. Elle est cependant effec-

tuée dans le code informatique.

Ce schéma est le suivant. Dans le cas d’une fonction Λ réduite à une unique fonction G, aucune

opération n’est effectuée. Développer une somme de deux fonctions Λ revient à sommer le dévelop-

pement de ces deux fonctions. Et développer le produit de deux fonctions Λ revient à distribuer

le développement des deux fonctions Λ entre elles. La distribution est également réalisée récursive-

ment et le schéma récursif est illustré par le Tab. 3.2.2. Dans ce tableau n’apparaît que le cas où

la fonction Λ est une somme. En effet, l’opération développant une fonction Λ rend cette fonction

sous forme d’une somme. Le cas du produit n’est donc pas à envisager. Les appels récursifs de la

distribution cessent lorsque les deux sommes à distribuer sont réduites chacunes à un élément. Dans

ce cas, l’opération à réaliser est la multiplication de deux fonctions G dont la formule est explicitée

plus haut.

Ainsi, le développement de la fonction (3.1.3) utilisée en exemple au début de ce chapitre est

représenté par un arbre dont tous les arbres fils à gauche sont réduits à une feuille (Fig. 3.2.2). Les

intervalles de validité des fonctions G ne sont pas repris dans la figure pour ne pas la surchargée.

Leur gestion est expliquée plus haut.

Ces opérations préliminaires définies, l’intégration et la dérivation d’une fonction Λ sont désor-

mais possibles.

3.2.2 Dérivation d’une fonction Λ par rapport à la variable X
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Fig. 3.2.2 – Arbre d’une fonction Λ développée

La dérivée d’une fonction G ayant été définie, celle d’une fonction Λ suit le schéma récursif Tab.

3.2.3

Λ deriv(Λ)

Λ1 + Λ2 deriv(Λ1) + deriv(Λ2)

Λ1 × Λ2 deriv(Λ1) × Λ2 + deriv(Λ2) × Λ1

G ∂XG(X, Xs)

Tab. 3.2.3 – Dérivation récursive d’une fonction Λ

3.2.3 Intégration d’une fonction Λ par rapport à la variable X
s

De même l’intégration d’une fonction Λ entre Xa et Xb suit le schéma récursif Tab. 3.2.4. La

fonction Λ doit être tout d’abord développée en somme de fonctions G afin de rendre possible son

intégration. Les cas à étudier sont donc uniquement l’intégration d’une somme d’une fonction G
avec une fonction Λ et celle d’un arbre réduit à une feuille. Les intégrations intervenant dans les

solutions du problème ont pour intervalles d’intégration IR ou IR+. Ces deux uniques cas seront

donc prévus.

Λ integral(Λ)

G + Λ1 [
∫

G(Xs, X)dXs](Xb) − [
∫

G(Xs, X)dXs](Xa) + integral(Λ1)

G [
∫

G(Xs, X)dXs](Xb) − [
∫

G(Xs, X)dXs](Xa)

Tab. 3.2.4 – Intégration récursive d’une fonction Λ entre Xa et Xb

3.3 Remarques sur la programmation récursive
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La programmation récursive n’est jamais plus rapide que la programmation itérative. En effet,

lors de l’exécution d’une procédure récursive, les appels de la procédure sur elle-même sont stockés

dans une pile. Si le nombre d’appels est importants, cette pile peut prendre un espace mémoire

conséquent et ralentir l’exécution de l’opération. On notait dans le chapitre l’intérêt d’un stockage

dynamique. Ce gain d’espace mémoire est rapidement compensé par le remplissage de la pile. C’est

pourquoi, les codes industriels ou commerciaux utilisent rarement ce type de programmation et les

transforment en programmation itérative pour une utilisation optimale.

Cependant, dans ce travail, la représentation des expressions symboliques sous forme d’arbres

est un outil efficace qui rend naturel le recours à ce type de programmation. La programmation est

simplifiée, le nombre de calculs symboliques permettant d’obtenir la forme finale des solutions est

réduit (la composition des expressions, leur intégration ou leur dérivation aurait dû être calculée

complètement et de manière symbolique avant leur codage sans programmation récursive). L’objec-

tif de ce travail est surtout de valider le modèle développé. Une reprogrammation optimisée pourra

être envisagée une fois cette validation effectuée.
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Conclusion de la partie

Cette partie a permis de définir les outils mathématiques et informatiques qui seront appliqués

dans la résolution analytique des équations de transferts bi- ou tridirectionnels. Le développement

de ces outils est théorique et fastidieux, mais nécessaire pour une bonne compréhension de la suite

de l’étude et pour justifier le choix d’une telle modélisation.

Ces développements théoriques ainsi présentés, les parties suivantes pourront donc être consacrés

uniquement au modèle en lui-même et à ses résultats, en insistant sur ses principes fondamentaux

sans entrer dans les détails techniques.

De même, lors du codage informatique, ces développements théoriques ont permis de définir des

procédures effectuant des opérations de manière très générale. Une fois ces opérations validées, le

codage a été largement simplifié, une commande unique permettant la construction d’une expression

symbolique, une autre permettant son intégration, etc... Ce système de programmation a permis

ainsi de définir des actions basiques qui ont servi à traduire de manière symbolique les expressions

issues de la résolution analytique des équations de transferts. Celles-ci pourront être également uti-

lisées ultérieurement pour compléter et améliorer le modèle.
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Quatrième partie

Principes généraux de la modélisation

semi-analytique des transferts bi- et

tridirectionnels eau-solutés
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Introduction de la partie

Cette partie développe les principes généraux d’une modélisation semi-analytique des transferts

bi- et tridirectionnels eau-solutés dans un profil de sol irrigué. Ce type de modélisation permet de

s’affranchir d’une discrétisation temporelle contraignante et facilite la prise en compte de pas de

temps variant entre un ou quelques multiples de l’heure, pour une irrigation, et la journée, pour

une redistribution de l’eau et des solutés dans le sol avec pour objectif la description de l’état du

sol à l’échelle de la saison culturale.

Cette modélisation est basée sur la résolution semi-analytique des équations de transferts (Ri-

chards et convection-diffusion de solutés). La partie précédente a défini un ensemble d’outils ma-

thématiques et algorithmiques qui permettent de résoudre des équations aux dérivées partielles

simplifiées sur des domaines réguliers. Nous détaillons ici la décomposition d’un problème initial

complexe en problèmes élémentaires plus simples. Ces problèmes élémentaires peuvent être résolus

grâce aux développements théoriques de la partie précédente.

La première phase de la modélisation consiste à résoudre l’équation de Richards. Cette équation

est linéarisée, moyennant certaines hypothèses, puis adimensionnée. La décomposition en problèmes

élémentaires et la superposition de leur solution permettent de proposer une approximation de la

solution générale et de définir ainsi l’état hydrique du sol étudié. Ce profil hydrique est néces-

saire pour connaître les coefficients de l’équation de convection-diffusion de solutés. La seconde

phase peut donc être initialisée. Elle concerne la description du profil de concentration en soluté.

Le même procédé de décomposition du problème est utilisé en considérant tout d’abord un flux

Darcien moyen. La solution ainsi obtenue est ensuite raffinée en appliquant une transformation

lagrangienne (également désignée par anamorphose dans la suite de ce document) sur le domaine

dont les caractéristiques sont définies par le profil des flux hydriques.
C

em
O

A
 : 

ar
ch

iv
e 

ou
ve

rte
 d

'Ir
st

ea
 / 

C
em

ag
re

f



C
em

O
A

 : 
ar

ch
iv

e 
ou

ve
rte

 d
'Ir

st
ea

 / 
C

em
ag

re
f



Chapitre 1

Principes généraux de décomposition

d’un problème complexe en

problèmes élémentaires

1.1 Contexte

La partie précédente développe les techniques de résolution d’EDP à coefficients constants sur

des géométries et des conditions initiales et aux limites simplifiées. Ce chapitre décrit les principes de

la décomposition d’un problème complexe en problèmes élémentaires (Crevoisier, 2005) qui peuvent

être résolus grâce aux éléments de la partie précédente. Plaçons-nous dans un cas complexe (Fig.

1.1.1). Considérons une géométrie irrégulière représentant une demi raie d’irrigation. Les conditions

initiales sont quelconques. Ce cas ne peut être résolu en utilisant les techniques classiques.

Le profil à gauche de Fig. 1.1.1 représente le profil initial d’humidité relative du sol au début

d’une irrigation à la raie. Le profil utilisé est quelconque et ne correspond pas à un profil issu d’une

mesure. Le choix arbitraire de ce profil illustre le fait que n’importe quel profil d’humidité réel peut

être traité par le modèle.

Ce profil initial peut également être considéré comme un profil de concentration de solutés.

Les processus de décomposition du problème initial sont valables dans le cas de l’étude des trans-

ferts d’eau ou de solutés. Les paragraphes suivants vont définir les modalités de cette décomposition.

1.2 Décomposition des conditions aux limites

Le deuxième profil de Fig. 1.1.1 représente le profil modélisé. Le principe est tout d’abord de

décomposer la géométrie du domaine en géométries régulières. La surface de la raie est donc dis-

crétisée en segments de droite. Chacun de ces segments est associé à une condition à la limite. Ici,

deux types de conditions aux limites existent. Sur l’ensemble des segments correspondant à une

surface sèche, la condition à la limite est définie comme une condition de flux nul orthogonalement

C
em

O
A

 : 
ar

ch
iv

e 
ou

ve
rte

 d
'Ir

st
ea

 / 
C

em
ag

re
f



Fig. 1.1.1 – Décomposition du problème initial en problèmes élémentaires (les isolignes représentent

ici les lignes d’iso-humidité relative)

à la surface, qui se traduit mathématiquement par une condition de Cauchy. La partie en contact

avec l’eau d’irrigation est soumise à une condition de charge, mathématiquement, une condition de

Dirichlet. Dans le cas d’une micro-irrigation, un autre type de condition aux limites est défini, il

s’agit d’une condition de flux non nul sur une partie de la surface, correspondant à la tâche humide

observée lors de l’irrigation. Ces conditions aux limites peuvent être constantes dans les cas les

plus simples, mais le modèle a été développé de manière à pouvoir traiter également les conditions

variables en espace et en temps.

Ces segments ont donc comme caractéristiques le type et la valeur des conditions aux limites

qui leur sont associés, mais aussi leur longueur et l’angle qu’ils forment avec la verticale. Cet angle

est particulièrement important, puisqu’il définit l’impact de la gravité sur la solution des problèmes

élémentaires.

Le problème général fait également apparaître des conditions de flux latéral nul sur les frontières

verticales du domaine. Celles-ci seront représentées en reproduisant la symétrie du système dans la

modélisation. Ainsi, pour représenter la condition de flux latéral nul sous le billon, les problèmes

élémentaires seront reproduits par symétrie sur un domaine fictif à gauche du domaine considéré

(domaine plus clair sur Fig. 1.2.1).

1.3 Décomposition des conditions initiales

Les conditions initiales sont également décomposées en fonctions simples qui permettent une

résolution analytique. Ces fonctions sont des gaussiennes. Mathématiquement, toute fonction x →
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Fig. 1.2.1 – Traitement des conditions de flux latéral nul sur les frontières verticales du domaine

f(x) régulière sur [−a, a] peut être considérée comme limite d’une série de gaussiennes (1.3.3). Cette

propriété vient du fait que le produit de convolution d’une fonction avec la distribution de Dirac

donne la fonction elle-même (1.3.1) et que la distribution de Dirac peut être considérée comme la

limite d’une gaussienne (1.3.2) centrée sur 0 et d’écart type σ qui tend vers 0. Cette propriété vraie

sur R peut être étendue sur R2 ou R3.

f(x) =

∫ a

−a

f(u)δ(x − u)du (1.3.1)

δ(x) = lim
σ→0

1

σ
√

2π
e
− x2

2σ2 (1.3.2)

f(x) = lim
(N,σ)→(∞,0)

N
∑

i=−N







1

σ
√

2π

a

N
f(i

a

N
)e
− (x − i a

N )2

2σ2






(1.3.3)

Pratiquement, il est donc possible d’approcher une condition initiale quelconque comme com-

binaison linéaire de gaussiennes. Le nombre de gaussiennes à prendre en compte ainsi que leurs

caractéristiques varient selon la forme des conditions initiales et la présence éventuelle de disconti-

nuités.

Les graphiques ci-dessous représentent quelques exemples d’approximations de fonctions usuelles.

Les fonctions créneau, triangle et sinus valident l’efficacité et la robustesse de l’approximation. Fig.

1.3.1 évalue l’influence du nombre de gaussiennes sur la qualité de l’approximation, Fig. 1.3.2 celle

de l’écart type de chaque gaussienne de l’approximation. Pour éviter les effets de bord, le graphique

représente les approximations sur l’intervalle [−a
2 , a

2 ].

De manière évidente, la qualité de l’approximation des conditions initiales dépend du nombre

de gaussiennes utilisé. On remarque cependant que dans le cas de fonctions sans forte discontinuité
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Fig. 1.3.1 – Evaluation de l’influence du nombre de gaussiennes, N = 10 (magenta), 25 (rouge) et

50 (bleu), dans l’approximation des conditions initiales (vert) pour σ = a/N

Fig. 1.3.2 – Evaluation de l’influence de la relation Nσ
a , valant 1/2 (magenta), 1 (rouge) et 2 (bleu)

dans l’approximation des conditions initiales (vert) pour N = 25

(fonction sinus), le nombre de gaussiennes nécessaire à une approximation satisfaisante reste rela-

tivement faible, alors qu’il augmente très vite pour représenter de fortes discontinuités.

La relation entre l’écart type des gaussiennes σ et le nombre N d’élément de la série est éga-

lement un paramètre important à prendre en compte. La valeur critique est σc = a
N (Fig. 1.3.3).

Pour cette valeur, aucune oscillation n’apparaît et les discontinuités sont représentées le mieux pos-

sible à N fixé. Si σ > σc, des oscillations apparaissent, l’écart type de la gaussienne n’est pas assez

grand pour recouvrir l’intervalle entre deux centres de gaussiennes. Dans certains cas cependant,

l’approximation est meilleure, car les fortes discontinuités sont mieux représentées. Dans le cas

contraire, si σ < σc, l’approximation sous-estime la fonction, les oscillations n’apparaissent pas, car

les gaussiennes se superposent, cependant, leur valeur maximale n’est pas suffisante pour atteindre

la valeur de la fonction.

Dans des cas particuliers, il est également possible de construire la série en se basant sur ce prin-

cipe, mais en ajustant quelques coefficients “à la main” afin de minimiser le nombre de gaussiennes

composant les conditions initiales tout en conservant la qualité de l’approximation. Des processus
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Fig. 1.3.3 – Décomposition d’une fonction en série de gaussiennes pour Nσ
a = 1/2, 1 et 2

plus complexes pourront être mis en place pour automatiser ces ajustements.

1.4 Construction des problèmes élémentaires

Une fois cette décomposition des conditions initiales et aux limites accomplie, il faut procéder à

la construction des problèmes élémentaires (troisième partie de Fig. 1.1.1). Ceux-ci sont de quatre

types. Les deux premiers types consistent en l’association d’une gaussienne de la série (représentant

une partie élémentaire des conditions initiales) et d’un segment de la surface (représentant une

partie élémentaire des conditions aux limites) mais en conservant uniquement le type de condition

à la limite (Dirichlet ou Cauchy) et en considérant une valeur de condition à la limite nulle. Les

deux seconds consistent en l’association d’une condition initiale nulle, d’un segment de la surface,

du type et de la valeur des conditions à la limite qui lui sont associés. Tab. 1.4.1 résume cette

qualification (x0 correspond à la demi longueur du segment considéré).

Problème Condition initiale Type de condition aux limites Valeur de la condition à la limite

GDN Gaussienne Dirichlet Nulle

GCN Gaussienne Cauchy Nulle

NDV Nulle Dirichlet Valeur non nulle sur [−x0, x0]

NCV Nulle Cauchy Valeur non nulle sur [−x0, x0]

Tab. 1.4.1 – Enumération des problèmes élémentaires traités par le modèle

Enfin, la quatrième série d’images de Fig. 1.1.1 représente la rotation et la translation des pro-

blèmes élémentaires. Ceux-ci permettent d’orienter le segment associé au problème élémentaire dans

la direction de la droite z = 0 et de le centrer sur l’origine.

Toutes ces étapes permettent de se placer dans un contexte proche de celui traité dans la partie

précédente. Le domaine des problèmes élémentaires sont des demi espaces infinis, les conditions

initiales et aux limites ont été simplifiées. Seules les équations à résoudre n’ont pas encore été abor-

dées. C’est l’objectif des chapitres qui vont suivre.

115

C
em

O
A

 : 
ar

ch
iv

e 
ou

ve
rte

 d
'Ir

st
ea

 / 
C

em
ag

re
f



C
em

O
A

 : 
ar

ch
iv

e 
ou

ve
rte

 d
'Ir

st
ea

 / 
C

em
ag

re
f



Chapitre 2

Modélisation des transferts hydriques

sur les problèmes élémentaires

Les modèles mécanistes basés sur la résolution analytique de l’équation de Richards sont très

nombreux (Basha, 1999), (Berthomé, 1991), (Coelho and Or, 1997), (Philip, 1986) et d’autres

encore. Le début de ce chapitre reprend rapidement ces principes généraux de linéarisation et d’adi-

mensionnement de l’équation qui ont été abordés dans la première partie et les adapte au cas des

problèmes élémentaires.

2.1 Linéarisation et adimensionnement de l’équation de Ri-

chards bidirectionnelle

2.1.1 Rappel de l’équation générale de l’écoulement

Rappelons tout d’abord l’équation générale de l’écoulement bidirectionnel (2.1.1), l’équation de

Richards, combinaison de l’équation de Darcy et de l’équation de conservation de la masse.

∂tθ(h)(x, z, t) = ~∇.
(

K(h)(x, z, t)~∇(h(x, z, t) − z)
)

(2.1.1)

avec







































θ(h)(x, z, t) : teneur en eau volumique en [L3.L−3]

h(x, z, t) : pression hydrique en [L]

z : profondeur orientée positive vers le bas en [L]

K(h)(x, z, t) : conductivité hydraulique en [L.T−1]
~∇.~u = ∂xux + ∂zuz

~∇f = (∂xf)~ex + (∂zf)~ez

Cette équation est associée aux conditions initiales
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h(x, z, 0) = hCI(x, z) (2.1.2)

Et selon que le type de conditions aux limites soit de Dirichlet ou de Cauchy (conditions aux

limites en charge (2.1.3) ou en flux (2.1.4)), les conditions aux limites associées à la frontière du

domaine δΩ sont

h[(x, z) ∈ δΩ, t] = hCL(x, z, t) (2.1.3)

~q [(x, z) ∈ δΩ, t] = ~qCL(x, z, t) (2.1.4)

Cette équation est fortement non linéaire du fait de la non linéarité de la conductivité hydraulique

K et de la fonction de rétention du sol θ(h). Sa linéarisation est réalisée au moyen d’hypothèses

et de transformations adaptées : la transformation de Kirchhoff (2.1.5), le modèle de conductivité

hydraulique de Gardner (2.1.6) et l’hypothèse d’un sol linéaire (2.1.7) concernant la fonction de

rétention du sol. En notant κ = Ks
θs−θr

, ces hypothèses se traduisent respectivement de la manière

suivante

φ(h)(x, z, t) =

∫ h(x,z,t)

−∞
K(h̃)dh̃ (2.1.5)

K(h)(x, z, t) = Kse
αh(x,z,t) (2.1.6)

θ(h)(x, z, t) = θr +
K(h)(x, z, t)

κ
(2.1.7)

Notons que l’hypothèse (2.1.7) imposant une forme spécifique pour la rétention du sol est res-

trictive. Elle définit une diffusivité du sol constante, élément indispensable pour rendre constant

les coefficients de l’EDP à résoudre. Cette hypothèse de diffusivité constante peut cependant être

valide dans le cas d’une faible variation de l’humidité du sol. Ce cas est réalisé en micro-irrigation,

où le sol peut être maintenu à une humidité élevée. Dans le cas d’une irrigation à la raie, la durée

entre deux irrigations est plus longue, les variations de l’humidité du sol sont donc plus importantes.

Nous reviendrons sur l’impact de cette hypothèse en dernière partie, lors de l’analyse des résultats

de la modélisation.

Ces hypothèses permettent néammoins d’obtenir l’EDP suivante (2.1.8), passant d’une équation

non linéaire en la fonction h à une équation à coefficients constants en la fonction φ, le potentiel

de flux (de manière à ne pas alourdir inutilement les écritures, φ(h)(x, z, t) sera désormais noté

φ(x, z, t)).

∂tφ(x, z, t) =
κ

α
∇2φ(x, z, t) − κ∂zφ(x, z, t) (2.1.8)

Elle sera associée aux conditions initiales et aux limites suivantes (on distingue toujours les

conditions aux limites en charge de celles en flux)
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φ(x, z, 0) = φCI(x, z) (2.1.9)

φ[(x, z) ∈ δΩ, t] = φCL(x, z, t) (2.1.10)

αφ[(x, z) ∈ δΩ, t]~ex − ~∇φ[(x, z) ∈ δΩ, t] = ~qCL(x, z, t) (2.1.11)

2.1.2 Changement de repère

Lors de la décomposition du problème en problèmes élémentaires, une translation et une rotation

du repère ont permis de se ramener à un problème connu. Cependant, ce changement de repère

modifie également la forme de l’équation à résoudre. Le domaine subit le changement de repère qui

correspond au changement de variables suivant











x′ = (x − xM ) cosω + z sin ω

z′ = −x sin ω + (z − zM ) cos ω

t′ = t

Ici, ω représente l’angle que fait le segment avec l’horizontale, (xM , zM ) sont les coordonnées

du milieu du segment. Ce changement de variables appliqué sur l’équation (2.1.8) donne l’équation

suivante à résoudre.

∂tφ(x′, z′, t′) =
κ

α
∇2φ(x′, z′, t′) − κ (sin ω ∂x′φ(x′, z′, t′) + cosω ∂z′φ(x′, z′, t′)) (2.1.12)

Celle-ci est associée aux conditions initiales et aux limites correspondantes. Concernant les condi-

tions initiales, le choix d’une décomposition en une série de gaussiennes est particulièrement bien

adapté au problème. En effet, le choix de représenter les conditions initiales sous forme de gaus-

siennes bidirectionelles permet de traiter une fonction à variables séparables (f(x, z) = fx(x)fz(z)).

Les intégrales doubles ou triples apparaissant dans les solutions théoriques développées dans la par-

tie précédente sont donc réduites au produit de deux ou trois intégrales, plus simple et plus rapide

à évaluer.

Un autre avantage de ce choix de représentation est que la rotation du repère n’a aucun effet

sur une telle condition initiale si on choisit le même écart type dans les directions x et z. Un autre

type de fonction aurait été sujet à cette rotation et la condition initiale transformée n’aurait plus

eu la propriété de séparation des variables.

L’équation sur laquelle nous allons poursuivre l’étude est donc l’équation (2.1.12) sur un do-

maine semi-infini R× [0,∞]. Une dernière série d’opérations sur cette équation permet de retrouver

l’équation de diffusion pure, équation pour laquelle une méthode de résolution a été définie dans la

partie précédente.
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2.1.3 Adimensionnement des équations et changement de fonction

On introduit maintenant successivement le changement de fonction et les variables adimension-

nées suivants































x′′ = α x′/2

z′′ = α z′/2

t′′ = ακ t′/4

Φ(x′′, z′′, t′′) = α/Ks φ(x′′, z′′, t′′)

Ψ(x′′, z′′, t′′) = e(−x′′ sin ω−z′′ cos ω+t′′) Φ(x′′, z′′, t′′)

Pour finalement obtenir l’équation de diffusion pure

∂t′′Ψ(x′′, z′′, t′′) = ∇2Ψ(x′′, z′′, t′′) (2.1.13)

Le domaine de résolution des problèmes élémentaires est simplifié à un espace semi-infini. La

rotation de repère a permis de ramener la frontière sur la droite ou le plan d’équation z = 0, les

nouvelles conditions initiales et aux limites sont les suivantes























Ψ(x′′, z′′, 0) = e(−x′′ sin ω−z′′ cos ω) α

Ks
φCI(x

′′, z′′)

Ψ(x′′, 0, t′′) = e(−x′′ sin ω−z′′ cos ω+t′′) α

Ks
φCL(x′′, t′′)

Ψ(x′′, 0, t′′) cosω − ∂z′′Ψ(x′′, 0, t′′) = e(−x′′ sin ω−z′′ cos ω+t′′) 2

Ks
qz′′CL(x′′, z′′, t′′)

Dans la suite de la rédaction, nous reprendrons la notation (x, z, t) pour nommer les variables

d’espace et de temps (x′′, z′′, t′′) afin d’alléger les écritures.

Les développements de la partie précédente permettent de résoudre cette EDP associée à ce

type de conditions initiales et aux limites. La représentation informatique des expressions sous

forme d’arbres binaires permet d’effectuer complétement les calculs symboliques nécessaires à l’éva-

luation des solutions dans le cas du traitement des conditions initiales. Dans ce cas, les intégrations

à effectuer sont des intégrations sur les variables d’espace uniquement. Concernant le traitement des

conditions aux limites, une intégrale en temps intervient. La représentation informatique considère

la variable de temps comme un paramètre. L’intégration sur la dimension temporelle sera donc

effectuée grâce à une intégration numérique.

2.1.4 Cas particulier du traitement des conditions aux limites

Plaçons-nous dans le cas du problème bidirectionnel noté NDV dans Tab. 1.4.1. Rappelons

l’expression symbolique représentant la solution de l’EDP (2.1.13) dans ce cas.
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Ψ(x, z, t) =

∫ t

0

[

∂zGz(0, ts, z, t)

∫ ∞

−∞
Gx(xs, ts, x, t) ΓCLx(xs, ts)dxs

]

dts (2.1.14)

La solution peut être approchée par la somme suivante. Dans cette somme, l’intégrale en la va-

riable xs est réalisée symboliquement en utilisant la représentation définie dans la partie précédente.

Ψ(x, z, t) ≈
N−1
∑

n=0

[

∂zGz(0, ts n+ 1
2
, z, t)

∫ ∞

−∞
Gx(xs, ts n+ 1

2
, x, t) ΓCLx(xs, ts n+ 1

2
)dxs

]

(ts n+1 − ts n) (2.1.15)

En prenant le cas d’une suite ts n = n
N t, on obtient la méthode d’intégration numérique appe-

lée méthode des trapèzes. Cependant la fonction à intégrer possède de forts gradients. La courbe

rouge de la Fig. 2.1.4 illustre une fonction de la forme 2.1.14. Elle a été représentée en fixant ses

paramètres dans une de ses situations défavorables à l’intégration numérique classique. L’utilisation

d’une suite linéaire d’intervalles ne permet pas de traiter efficacement ces forts gradients et impose

l’augmentation du nombre d’intervalles pour obtenir une approximation de qualité. Ces gradients

sont particulièrement importants pour des valeurs de ts proche de 0. La suite ts n a donc été adaptée

pour diviser l’intervalle global d’intégration [0, t] en intervalles courts pour des valeurs de ts proches

de 0 et des intervalles plus larges pour les valeurs supérieures. La suite retenue est la suite définie

par récurrence (2.1.16), initialisée par ts 0 = 0 et dont la différence entre deux termes successifs est

une suite géométrique. At est le paramètre définissant la croissance exponentielle des longueurs des

intervalles.

ts n+1 = ts n + An
t

1 − At

1 − AN
t

t (2.1.16)

Fig. 2.1.1 – Impact de la suite ts n sur l’intégration numérique de la solution aux problèmes élé-

mentaires (à gauche suite arythmétique, à droite suite utilisée)

Ce type d’intégration numérique adaptée à la fonction à intégrer permet d’obtenir une précision

satisfaisante à partir de N = 10. Le critère définissant cette précision satisfaisante est une erreur

absolue inférieure à 2% entre la condition à la limite imposée ΓCLx(x, t) et la solution Ψ(x, z, t)

calculée grâce à l’approximation et évalué en z = 0. Ces deux fonctions sont théoriquement égales

121

C
em

O
A

 : 
ar

ch
iv

e 
ou

ve
rte

 d
'Ir

st
ea

 / 
C

em
ag

re
f



tout au long de la simulation. Pour une condition à la limite en forme de porte, ce critère est res-

pecté. Ce type de fonction présente de fortes discontinuités, un test de précision concluant sur cette

fonction valide l’utilisation de cette approximation numérique sur d’autres fonctions plus régulières.

2.1.5 Remarques sur le cas tridirectionnel

Tous ces développements ont été traités sur un cas bidirectionnel. Le passage au cas tridirec-

tionnel, modélisant les transferts hydriques d’un sol sous micro-irrigation, est réalisé en ajoutant la

composante sur la direction y. La difficulté dans le cas bidirectionnel est de gérer les conditions aux

limites en surface. Dans le cas de la micro-irrigation, on considère une surface plane. La composante

dans la direction y est donc la même que celle sur la direction x. Le passage au cas tridirectionnel ne

comporte donc aucune difficulté majeure et se limite à multiplier la solution du cas bidirectionnel

par une intégrale supplémentaire réalisée sur la variable y.

2.2 Solutions des problèmes élémentaires

2.2.1 Expressions symboliques représentant les solutions

Une fois ces problèmes élémentaires construits, ils sont résolus en utilisant la représentation

symbolique et l’intégration numérique définie plus haut dans le cas de problèmes aux limites.

La Fig. 2.2.1 représente la construction de la solution du problème élémentaire composé d’une

condition initiale sous forme de gaussienne et d’une condition à limite de type Dirichlet nulle. La

fonction de Green et la condition initiale étant à variables séparables, la solution Ψ de ce problème

peut s’écrire comme produit de deux intégrales Ψx, Ψz. L’intérêt de la représentation sous forme

d’arbre binaire réside essentiellement dans la construction de cette solution. Lors du codage, les

fonctions G sont construites indépendemment puis assemblées en appelant les procédures appro-

priées (ici, sommes, produits et intégrations sur la variable xs et zs). Ce procédé permet d’éviter

le codage de formules symboliques longues représentant les solutions des problèmes élémentaires et

l’ajout d’un nouveau terme dans l’équation initiale (terme puits/source dans l’équation de Richards

par exemple) peut être géré sans reprendre le code en profondeur.

Le tableau suivant décrit le nombre de fonctions G (voir paragraphe 3.1 de la partie précédente)

et d’opérations algébriques contenues dans chaque solution élémentaire dans le cas d’une modélisa-

tion bidimensionnelle. Les valeurs contenues dans le tableau sont obtenues avec une approximation

de la fonction v → erfc (v) à 3 fonctions G et pour une quadrature numérique divisant l’intervalle

d’intégration en 10 pas. Dans chaque case du tableau, le premier chiffre de l’addition vaut pour la

partie de la solution dépendant de la variable x, le second de z. Dans le cas tridirectionnel, il faut

ajouter à ces valeurs, le nombre de fonctions et d’opérations algébriques constituant les intégrales

sur la direction y.
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Fig. 2.2.1 – Représentation sous forme d’arbre binaire d’une solution élémentaire

Problème Nombre de fonctions G Nombre d’additions Nombre de multiplications

GDN 26 + 76 3 + 39 2 + 16

GCN 26 + 190 3 + 129 2 + 40

NDV 161 + 286 150 + 259 0 + 19

NCV 161 + 305 150 + 275 0 + 19

Tab. 2.2.1 – Caractéristiques des solutions élémentaires

Ces valeurs concernent l’évaluation d’une solution d’un problème élémentaire. En reprenant le

premier chapitre de cette partie concernant la décomposition du problème global, on s’aperçoit que

le nombre de problèmes élémentaires dépend de la discrétisation de la surface du domaine étudié et

de celle des conditions initiales. On peut ainsi craindre une augmentation très rapide de ces valeurs,

donc du temps de calcul, sur la modélisation complète du problème général.

Ce nombre de problèmes élémentaires est effectivement en rapide augmentation sur la modéli-

sation du problème global. Une raie d’irrigation peut être cependant discrétisée grossièrement, le

tracé de la surface n’étant certes pas plat, mais à pentes faibles et régulières. De même, les condi-

tions initiales en humidité ou en solutés sont également des fonctions qui peuvent être approximées

par un nombre restreint de gaussiennes. Notons également que les valeurs de Tab. 2.2.1 ne repré-

sentent que le nombre de gaussiennes construites lors de la modélisation et que cette construction

consomme très peu de temps de calcul. Ces fonctions ne sont ensuite pas toutes évaluées en tout

point du domaine. Nous verrons plus loin que certaines de ces fonctions ne sont utilisées que sur

une zone particulière du domaine. Le temps de calcul reste donc raisonnable par rapport au temps

de calcul d’une modélisation numérique classique. Ces données concernant le temps de calcul seront

prises en compte dans l’analyse des résultats de la modélisation.
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2.2.2 Visualisation des solutions

Les images suivantes représentent les solutions φ(x, z, t) des problèmes élémentaires notés GDN,

GCN, NDV et NCV en considérant un segment incliné à 20%. Ces simulations, sont réalisées pour

des paramètres α = 2 et κ = 1.5 après 1h et 4h de simulation. Les problèmes NDV et NCV traitent

de conditions aux limites sous forme de porte, ils valent 1 sur [−x0, x0] et 0 ailleurs (x0 est la demi

longueur d’un segment de la surface). Les problèmes GDN et GCN sont résolus avec une condition

initiale de la forme d’une gaussienne de maximum 1 centrée au milieu de la surface.

Fig. 2.2.2 – Profil initial, potentiel de flux à 1h et à 4h du problème GDN

Fig. 2.2.3 – Profil initial, potentiel de flux à 1h et à 4h du problème GCN

Sur ces exemples, les effets de la gravité sur les profils obtenus est plus important que celui de

la diffusivité. Le choix du jeu de paramètres définissant cette prédominance des effets gravitaires

permet de valider la prise en compte de la pente du domaine étudié dans les calculs. Un jeu de

paramètres définissant une situation inverse aurait cependant permis de mieux différencier les deux

types de conditions aux limites, en charge et en flux. Ici, la convection prédominante empêche cette

différenciation. La partie suivante analyse les résultats du modèle sur différents types de sol, nous

y analyserons donc en détail les impacts des paramètres du modèle sur la forme du profil hydrique.
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Fig. 2.2.4 – Profil initial, potentiel de flux à 1h et à 4h du problème NDV

Fig. 2.2.5 – Profil initial, potentiel de flux à 1h et à 4h du problème NCV
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Chapitre 3

Modélisation des transferts de solutés

sur les problèmes élémentaires

A la manière de la modélisation des transferts hydriques, la modélisation des transferts de so-

lutés a bénéficié de nombreux développements analytiques. Ceux-ci sont également basés sur une

résolution analytique exploitant la même technique que celle utilisée pour les transferts hydriques.

Cette équation est formellement proche de l’équation de Richards, ce qui permet de la traiter de la

même manière. Le chapitre qui va suivre ne rentre donc pas autant dans les détails comme l’a fait

le chapitre 2 concernant les transferts hydriques, puisque de nombreuses opérations qui doivent être

effectuées sur l’équation ont déjà été développées. Il insiste plutôt sur l’établissement des équations

générales représentant l’évolution d’un profil de solutés, les hypothèses posées pour permettre leurs

résolutions et les particularités de la modélisation dans le contexte de la problématique.

3.1 Simplification et adimensionnement de l’équation de convection-

diffusion

3.1.1 Rappel de l’équation de convection-diffusion bidirectionnelle

L’équation gérant l’évolution d’un profil de soluté dans un sol est basée sur l’équation de

convection-diffusion. Cette équation peut ensuite être complétée par des fonctions puits et sources

représentant un prélévement ou une production de solutés (dans le cas du nitrate, extraction raci-

naire ou dégradation d’ammonium en nitrate par exemple). Une espèce chimique peut être présente

sous différentes phases dans le sol : en solution dans l’eau, adsorbé dans la matrice poreuse du sol

ou sous forme gazeuse après volatilisation. Des échanges entre les différentes phases peuvent inter-

venir. On comprend donc la complexité de l’équation à résoudre. Rappelons ci-dessous l’équation

complète (3.1.1) déjà détaillée dans le paragraphe 2.3.4 de la première partie. Les interactions entre

les différentes phases et la complexité de l’équation empêche sa résolution analytique sous cette

forme. L’équation que nous nous proposons de résoudre prend en compte uniquement les événe-

ments prédominants et sera appliquée dans les cas où les autres événements peuvent être considéré
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négligeables. Ces cas et les justifications permettant ces hypothèses sont notés dans la première

partie de ce travail au paragraphe 2.3.2.

∂t(θcN )(x, z, t) + ∂t(ρ(x, z, t)sN )(x, z, t) + ∂t(aνgN)(x, z, t) =

~∇.(θD
w ~∇cN )(x, z, t) + ~∇.(aνD

g ~∇gN )(x, z, t) − ~∇.(~qcN )(x, z, t)

− ScNr(x, z, t) − µw(θcN )(x, z, t) − µs(ρsN )(x, z, t) − µg(aνgN)(x, z, t)

+ γwθ(x, z, t) − γsρ(x, z, t) − γgaν(x, z, t)

(3.1.1)

avec























































































c(x, z, t) : la concentration du soluté dans la phase liquide en [M.L−3]

s(x, z, t) : la concentration du soluté dans la phase solide en [M.M−1]

g(x, z, t) : la concentration du soluté dans la phase gazeuse en [M.M−1]

θ(x, z, t) : la teneur en eau volumique en [L3.L−3]

ρ(x, z, t) : la densité apparente du sol en [M.L−3]

aν(x, z, t) : la teneur en air volumique en [L3.L−3]

D
w

: le tenseur de dispersion du soluté en phase liquide en [L2.T−1]

D
g

: le tenseur de dispersion du soluté en phase gazeuse en [L2.T−1]

~q : le flux Darcien dans le domaine en [L.T−1]

µw, µsetµg : les constants de réactions du premier ordre en [T−1], [M.L−3.T−1]et[T−1]

γw, γsetµg : les constants de réactions d’ordre zéro en [T−1], [M.L−3.T−1]et[T−1]

R∂tcN (x, z, t) = D∇2cN (x, z, t) − vz∂zcN (x, z, t) − µRcN (x, z, t) (3.1.2)

avec































R = 1 − ρKd

θ le coefficient de retard en [−]

Kd = le coefficient d’adsorption en [L3.M−1]

D : la dispersion du soluté en [L2.T−1]

vz = qz

θ la vitesse de pore en [L.T−1]µ

: constante de réaction en phase liquide en [T−1]

Cette équation est soumise aux conditions initiales et aux limites suivantes.

cN (x, z, 0) = cN CI(x, z) (3.1.3)

~qN (x, z, t) = ~qN CL(x, z, t) (3.1.4)

En comparant l’équation générale (3.1.1) et cette dernière équation (3.1.3), on remarque que

de nombreuses simplifications ont été réalisées. Les interactions entre les différentes phases ont été

réduite à une adsorption linéaire de la matrice poreuse (sN = KdcN ), les termes réactifs réduits à

un simple terme, le tenseur de diffusivité a été ramené à un scalaire constant et le flux Darcien est

considéré constant et monodirectionnel.
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Sur ce dernier point, notre problématique étant l’étude bidirectionnelle des transferts de solutés,

la simplification est trop restrictive. Cette simplification permet pourtant d’obtenir une équation à

coefficients constants qui sera résolue avec les mêmes outils que ceux développés pour les transferts

hydriques. Sa solution permet d’avoir une première approximation qui est ensuite raffinée par un

procédé expliqué ci-après.

3.1.2 Adimensionnement de l’équation et changement de fonction

L’EDP de convection-diffusion considérée pour la résolution des problèmes élémentaires doit

subir de même que pour l’équation de Richards linéarisée des transformations. Tout d’abord un

changement de repère pour ramener la frontière à l’horizontale, un adimensionnement des variables

et un changement de fonction. Les deux équations de transferts d’eau et de solutés étant formelle-

ment identiques, les transformations à effectuer sont obtenues en changeant les coefficients κ
α par

D
R et κ par vz

R et en tenant compte des termes réactifs, ce qui donne











x′ = (x − xM ) cosω + z sin ω

z′ = −x sin ω + (z − zM ) cos ω

t′ = t



























x′′ = vz

2D x′

z′′ = vz

2D z′

t′′ =
v2

z

4D t′

cNadim(x′′, z′′, t′′) = cN

cNmax
e

„

−x′′ sin ω−z′′ cos ω+

„

1+ 4DµR

v2
z

«

t′′
«

cN (x′′, z′′, t′′)

On retrouve alors l’équation de diffusion pure (3.1.5) traitée par les développements de la partie

dédiée aux outils mathématiques.

∂tcNadim(x′′, z′′, t′′) = ∇2cNadim(x′′, z′′, t′′) (3.1.5)

Ces transformations sont également effectuées sur les conditions initiales et aux limites. Les

conditions aux limites traditionnellement utilisées correspondent à des pratiques de fertilisation. Le

nitrate est apporté soit sous forme d’engrais, et sera mathématiquement représenté en condition

initiale, soit il est apporté sous forme gazeuse dissout dans l’eau d’irrigation, mathématiquement

traduit par une condition de flux imposé. Sur le reste de la frontière du domaine, le flux orthogonal

à la surface est nul.

cNadim(x′′, z′′, 0) =
cN

cNmax

e

„

−x′′ sin ω−z′′ cos ω+

„

1+ 4DµR

v2
z

«

t′′
«

cN CI(x
′′, z′′) (3.1.6)

cNadim(x′′, z′′, t′′) cosω − ∂′′
z cNadim(x′′, z′′, t′′) = e

„

−x′′ sin ω−z′′ cos ω+

„

1+ 4DµR

v2
z

«

t′′
«

qzN CL(x′′, z′′, t′′) (3.1.7)
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La solution des problèmes élémentaires concernant les transferts de solutés sont proches de celles

obtenues pour les transferts hydriques aux coefficients des équations près. Un type de problème élé-

mentaire est éliminé. En effet, physiquement, le cas de conditions aux limites en charge n’est pas

représenté. Il correspondrait à une concentration en soluté contrôlée sur une partie de la surface.

En irrigation à la raie ou en micro-irrigation, ce cas n’apparaît jamais.

On peut noter que la prise en compte d’un coefficient de dispersion différent selon l’axe vertical

et horizontal rend impossible cette transformation en une équation de diffusion pure. Dans les cas

qui seront étudiés plus loin dans ce document, il faudra donc vérifier que l’hypothèse consistant à

considérer un coefficient de dispersion isothrope est bien fondée. Les cas traités font intervenir en

général un flux pondérant sur les effets dispersifs. Cette hypothèse sera donc valide dans des sols à

texture grossière, il faudra cependant tenir compte de cette hypothèse pour analyser les résultats

de simulation sur un sol à texture plus fine.

L’hypothèse d’un flux vertical constant pèse plus lourdement sur la qualité de représentation

des cas traités. Les problèmes élémentaires sont cependant résolus en considérant cette hypothèse.

La solution générale est tout d’abord recomposée selon des techniques adaptées et un procédé per-

mettant une représentation plus précise est ensuite appliqué sur la solution générale. Ces éléments

sont proposés dans le chapitre qui suit.
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Chapitre 4

Recomposition de la solution générale

Les solutions aux problèmes élémentaires permettent de définir les briques élémentaires de la

reconstruction de la solution du problème général. Cette reconstruction suit des règles précises. En

effet, une sommation simple des problèmes élémentaires ne suffit pas à rendre compte d’une surface

non plane, notamment concernant la reconstruction des conditions initiales. Une gaussienne parti-

cipant à la composition des conditions initiales peut être influencée par deux ou plusieurs segments

composant la surface. Ce chapitre définit les modalités de cette recomposition.

4.1 Principes généraux

Les principes de recomposition de la solution du problème ont été développés dans le but de

rendre une approximation de bonne qualité de la solution exacte des équations linéarisées. Nous

ne nous sommes donc pas attaché à prouver complétement leur validité mathématique. Les procé-

dés utilisés dans cette recomposition sont généralement basés sur des formules empiriques qui ont

prouvé leur robustesse par la qualité des résultats obtenus. Ces résultats seront présentés dans la

partie suivante.

4.1.1 Recomposition des conditions aux limites

En reprenant l’expression symbolique de la solution des problèmes élémentaires, on s’aperçoit

que les conditions aux limites sont représentées par une intégrale sur la frontière et sur la variable

temporelle. Ainsi, fractionner la condition aux limites du problème général revient à fractionner

l’intégrale la représentant sur chacun de ses segments constitutifs. Prenons le cas d’une condition

de flux constant sur une surface anguleuse. La recomposition de la solution générale peut être ap-

prochée en sommant les problèmes élémentaires correspondants (Fig. 4.1.1).

Dans le cas d’une même inclinaison pour les deux segments composant l’angle, cette recompo-

sition représente exactement la solution de l’équation linéarisée initiale. Dans le cas d’une faible

différence d’inclinaison entre les deux segments, l’approximation donne des résultats satisfaisants.
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Fig. 4.1.1 – Recomposition des conditions aux limites sur une surface composée de deux segments

Dans le cas de différences plus importantes, l’approximation n’est plus valable. Ces problèmes

peuvent être cependant atténués en discrétisant de manière plus fine la géométrie de la surface.

Ceci peut être réalisé par exemple en intercalant un segment supplémentaire d’angle moyen. Les

angles doivent cependant être extrêmes pour que ces cas de figure apparaissent. En irrigation à la

raie, il est peu fréquent de les rencontrer (des profils moyens de raie sont représentés dans (Mailhol,

2001) au chapitre 5, (Nemeth, 2001) au chapitre 2 ou (Triki, 2002)).

Un cas particulier peut apparaître en irrigation à la raie lors de la recomposition de la solution

générale. Ce système d’irrigation est représenté en juxtaposant en surface un segment ayant en

condition à la limite une charge imposée avec un segment ayant une condition de flux orthogonal

à la surface nul. Cette représentation n’est pas satisfaisante. Elle aboutit à Fig. 4.1.2 de gauche.

Le segment caractérisé par un flux nul doit prendre en compte les effets capillaires induit par le

segment soumis à une charge. Le point de contact entre les deux segments est lui aussi soumis à

une charge constante. Il a donc fallu définir dans ce cas l’évolution du profil sur le segment soumis

à un flux nul (Fig. 4.1.2 de droite).

Le segment soumis à un flux nul est alors remplacé par un segment sur lequel on impose ce profil,

variable en temps et en espace. Ce segment correspond en théorie à une ligne de flux. L’évolution

de l’humidité sur ce segment est donc la solution de l’équation d’écoulement monodirectionnel dont

l’origine du segment est maintenue à une charge constante. Cette valeur est définie par l’équation

(4.1.1) dans laquelle les effets gravitaires sont pris en compte en considérant l’angle du segment.

Cette fonction correspond à l’écoulement monodirectionnel sur la demi-droite positive dont l’ori-

gine (x = 0) est maintenue à la valeur 1, on translatera donc cette fonction pour l’adapter aux

coordonnées du segment et à la position relative des segments l’un par rapport à l’autre.

φ(x, t) =
1

2
erfc

(

x

2
√

t
− sin ω

√
t

)

+
1

2
e2 sin ωerfc

(

x

2
√

t
+ sin ω

√
t

)

(4.1.1)
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Fig. 4.1.2 – Juxtaposition d’une condition de charge imposée et d’une condition de flux nul (à

gauche sommation simple, à droite prise en compte d’un profil particulier)

Si la valeur de la fonction (4.1.1) n’est pas négligeable à l’autre extrémité du segment considéré,

on recommence ce procédé en reportant cette valeur sur le segment adjacent.

4.1.2 Recomposition des conditions initiales

La recomposition des conditions initiales doit prendre en compte l’irrégularité de la surface.

Nous avons calculé, grâce à la résolution des problèmes élémentaires, l’évolution de chaque gaus-

sienne participant à la définition de l’état initial du sol sur un domaine ayant comme frontière la

droite incluant un des segments de la surface. Selon la position d’un point du domaine, l’influence

de chaque segment sur l’évolution des conditions initiales ne sera pas la même. Il faut donc définir

des domaines d’influence et des coefficients de pondération d’un point par rapport à chaque seg-

ment. Dans le cas de deux segments, on peut définir deux domaines d’influence et les coefficients

de pondérantion par rapport aux frontières de ces domaines d’influence comme le montre Fig. 4.1.3.

Fig. 4.1.3 – Domaine d’influence utilisé dans la recomposition des conditions initiales
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Considérons une condition initiale représentée par une seule gausienne G0(x, z). Les deux pro-

blèmes élémentaires permettant de représenter l’évolution de ce profil au cours du temps ont pour

solution G1(x, z, t) et G2(x, z, t). Ainsi, la première fonction G1(x, z, t) représente la solution du

problème d’écoulement sur un demi plan infini de frontière la droite définie par le segment du do-

maine (1) sur laquelle on impose une condition à la limite nulle (de type Dirichlet ou Cauchy).

De même G2(x, z, t) représente la solution du même problème en considérant le deuxième segment

comme frontière du domaine. Au point M la solution est approchée comme combinaison linéaire

de G1(x, z, t) et G2(x, z, t) avec µ1 et µ2 les coefficients de pondération (qui auront la forme 4.1.2)

et µ1 + µ2 = 1. Dans le cas du point M de Fig. 4.1.3, le coefficient µ1 sera proche de 1 et µ2

proche de 0. Dans le cas du point M ′, les coefficients de pondération sera égaux à 1
2 . D’où la forme

(4.1.2) choisie pour ces coefficients qui permet de définir une solution recomposée continue et dé-

rivable (pour β 6= 1). Le point M ′′ n’est compris que dans le domaine de résolution du problème

élémentaire (1), dans ce cas, il n’y aura pas de pondération et la solution générale en ce point sera

celle du problème élémentaire (1). Le paramètre β permet de définir des coefficients de pondération

dépendant linéairement de la distance du point à la frontière s’il est égal à 1, ou des relations plus

complexes sous forme de fonctions puissance. Il est égale à 3
2 dans Fig. 4.1.4.

µ1 =
1

2
+

1

2

(

1 − (1 − 2xM

L1
)β

)
1
β

(4.1.2)

Fig. 4.1.4 est obtenue pour un écoulement de 1 h avec une condition à la limite de type Dirichlet.

On observe effectivement l’influence de chacun des deux segments. La discontinuité de la surface est

reproduite de manière satisfaisante sur la solution du problème recomposé, même juste en dessous

du changement de pente. La pondération réalisée à l’aide des coefficients µ permet justement d’éviter

de reproduire cette discontinuité dans la solution.

Fig. 4.1.4 – Recomposition des conditions initiales sur une surface composée de deux segments (à

gauche condition initiale, à droite une simulation de 1 h)
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4.2 Remarques sur l’évaluation du flux Darcien et de l’humi-

dité du sol

La résolution de l’équation de Richards (2.1.8) sur des problèmes élémentaires et la recomposition

de la solution générale donne l’expression du potentiel de flux. Cette fonction permet d’obtenir toutes

les autres fonctions décrivant l’état du sol en un point du domaine et à un instant donné. En effet,

on extrait directement la charge hydraulique en inversant la forme du potentiel de flux définie par

l’expression (2.1.5) du paragraphe 2.1.1 et le flux de Darcy dont les composantes sont notées qw x

et qw z est obtenu en prenant le gradient du potentiel de flux.

h(x, z, t) =
1

α
ln

αφ(x, z, t)

Ks
(4.2.1)

qw x(x, z, t) = −∂xφ(x, z, t) (4.2.2)

qw z(x, z, t) = −∂zφ(x, z, t) + αφ(x, z, t) (4.2.3)

(4.2.4)

Il est à noter que la dérivation en espace du potentiel de flux peut être effectuée grâce aux

outils algorithmiques qui ont servis à la résolution de l’équation de Richards ou par une approche

numérique. L’approche numérique est dans ce cas moins consommatrice en temps de calcul, la pre-

mière approche a cependant l’intérêt de donner une valeur symbolique exacte et sera intéressante

à utiliser dans des cas où l’approche numérique a besoin d’une discrétisation spatiale fine pour une

bonne précision (par exemple là où les gradients hydriques sont les plus forts, en surface du sol et

à proximité de l’origine de l’irrigation).

Concernant l’évaluation du profil d’humidité du sol, l’hypothèse du sol linéaire permettant la

linéarisation de l’équation de Richards, impose une relation entre h et θ. Cette relation représente

donc le modèle de rétention du sol à utiliser pour évaluer la teneur en eau du domaine.

θ(h)(x, z, t) = θr + (θs − θr)e
αh(x, z, t) (4.2.5)

4.3 Prise en compte d’un flux Darcien non constant dans la

modélisation des transferts de solutés

Nous avons noté plus haut que l’hypothèse consistant à prendre une vitesse de pore verticale

constante dans l’équation de convection-diffusion est trop restrictive dans le contexte bidirectionnel

des transferts de soluté. Elle est cependant un moyen efficace de linéariser cette équation afin de

permettre sa résolution. Les techniques permettant cette résolution dans des cas complexes ont été

décrites plus haut. A partir de cette solution de l’équation linéarisée, nous allons désormais proposer

un processus en trois étapes permettant de prendre en compte une vitesse de pore variable en norme

et en direction.
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1. La résolution de l’équation de transferts de solutés en considérant une vitesse de pore verti-

cale moyenne. Ce calcul de moyenne est différent selon l’événement considéré (irrigation ou

redistribution) et son calcul est à justifier.

2. L’anamorphose du domaine adaptée au flux Darcien et à la teneur en eau du sol précédemment

calculés. Cette anamorphose doit respecter la conservation de la masse.

3. L’interpolation des maillages (maillage du domaine ayant subit l’anamorphose sur celui du

domaine initial).

Les développements ultérieurs sont réalisés sur un domaine bidirectionnel, mais sont facilement

transposables à un domaine tridirectionnel.

4.3.1 Choix de la vitesse moyenne

L’intérêt de choisir une vitesse de pore moyenne adaptée est de proposer une première approxi-

mation de la solution le moins éloignée possible de la solution réelle. Selon l’événement considéré,

la vitesse moyenne n’est pas évaluée de la même manière. S’il s’agit d’une redistribution, le flux

Darcien et la teneur en eau ont tendance à s’homogénéiser au cours du temps dans le domaine de

l’étude. Une moyenne en temps sur l’ensemble du domaine (4.3.1) permet donc de définir la vitesse

de pore à considérer pour résoudre l’équation de convection-diffusion des nitrates.

vz =
1

SΩtmax

∫ tmax

0

∫

Ω

(
qw z

θ
)(x, z, t) dΩ dt (4.3.1)

avec











SΩ : la surface du domaine de l’étude Ω

tmax : la durée de la simulation

qw z : la composante verticale du flux de Darcy

En revanche, lors d’une irrigation, les gradients les plus importants du flux Darcien et de l’hu-

midité du sol sont principalement concentrés dans une zone proche de la source d’irrigation. La

vitesse de pore moyenne est donc calculée sur cette zone particulière où l’évolution de l’état du sol

est la plus visible. En général, cette zone se trouve en surface du sol. On considère donc la moyenne

en temps (4.3.2) au point (xS , zS) où le flux Darcien est le plus important.

vz =
1

tmax

∫ tmax

0

(
qw z

θ
)(xS , zS, t) dt (4.3.2)

La résolution de l’équation de Richards permet d’évaluer le flux Darcien et l’humidité du sol

en tout point et à tout instant. Ces calculs permettent donc d’approcher les vitesses moyennes à

calculer grâce à une intégration numérique. Une grande précision n’est pas nécessaire pour cette

intégration, le choix de la vitesse moyenne permet uniquement de donner une première approxima-

tion de la solution du problème qui sera ensuite améliorée. De plus, la connaissance du flux et de

l’humidité en un faible nombre de points et d’instants suffit pour avoir une bonne approximation

de la vitesse de pore moyenne. Dans le cas d’une irrigation à la raie, la condition initiale est une
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condition de charge, le flux Darcien d’entrée de l’eau peut être approcher par une expression de

la forme kt−
1
2 (Philip, 1957b). Dans le cas d’une micro-irrigation, le flux est imposé, on connait

donc exactement sa valeur en surface dans le temps. De plus, la teneur en eau varie faiblement en

comparaison du flux Darcien. Ces observations permettent d’approcher efficacement la vitesse de

pore moyenne sans augmenter de manière importante le nombre des calculs numériques.

4.3.2 Anamorphose du domaine étudié

Fig. 4.3.1 – Anamorphose du domaine régulier en un domaine adapté à la vitesse de pore (cas d’une

irrigation apportée sur le premier tiers de la surface)

Le profil de la vitesse de pore calculé grâce au flux de Darcy et à la teneur en eau du sol est
~V (x, z, t) = θ(x, z, t)−1~qw(x, z, t). La prise en compte d’une vitesse moyenne dans la résolution

de l’équation de transferts sous-estime le transport de nitrate aux points où vz < Vz(x, z, t) et

le sur-estime quand vz > Vz(x, z, t) (Vz étant la composante verticale de ~V ). L’anamorphose du

domaine vise à rétablir une convection plus proche de la solution réelle. Elle ne prend pas en

compte la dispersion car celle-ci a déjà été considérée dans la résolution de l’équation à coefficients

constants. L’anamorphose du domaine transforme un réseau de points réguliers en un réseau de

points tenant compte de la vitesse de pore réelle. Chacun de ces points subit donc la translation de

vecteur
∫

(~V (x, z, t) − vz~ez)dt comme le montre Fig. 4.3.1 dans le cas d’une irrigation où l’apport

d’eau est effectué sur le premier tiers de la surface. Les points du réseau sont indicés Mi,j avant

transformation (réseau régulier) et M̃i,j après transformation (réseau anamorphosé). Chacun de ces

points est associé à une concentration en nitrate cN (Mi,j) (issue de la résolution de l’équation de

transfert à coefficients constants). Afin de respecter la conservation de la masse, on associe à chaque

point une surface δS(Mi,j) sur laquelle la concentration est supposée constante. La concentration

du point ayant subi la translation cN (M̃i,j) est égale en fin de simulation à

cN (M̃i,j) = cN (Mi,j)
θ(Mi,j)δS(Mi,j)

θ(M̃i,j)δS(M̃i,j)
(4.3.3)
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4.3.3 Interpolation des maillages

Une fois l’anamorphose réalisée, il reste à exprimer le maillage ayant subit l’anamorphose dans

le maillage régulier. Ce passage peut sembler superflu, en effet, les deux premières étapes suffisent

à donner une approximation de la solution de l’équation de convection-diffusion en tenant compte

d’une vitesse de pore variable. Cette dernière étape prendra tout son sens dans la suite du dévelop-

pement. Fig. 4.3.2 illustre la manière dont les maillages sont interpolés en respectant la conservation

de la masse.

Fig. 4.3.2 – Interpolation du maillage après anamorphose sur le maillage régulier

Le maillage source de l’interpolation est le maillage qui a subit l’anamorphose, il est interpolé

sur un maillage destination qui est le maillage régulier. Une cellule du maillage est constituée par

l’aire δS (en bleu clair sur Fig. 4.3.2) centrée sur un point (en rouge). Ses limites correspondent aux

médianes des quadrilatères formés par ces points. La masse de nitrate contenue dans la cellule du

maillage source (qui vaut cNθδS) est répartie sur les cellules du maillage destination de la manière

suivante : elle est fonction de la surface de la cellule source contenue dans chaque cellule destination.

En considérant la concentration de la cellule source égale à cNsrce, cNdestNO celle reçue par la cellule

NO du maillage destination vaut

cNdestNO = cNsrce

θsrceδSNO

θdestδS
(4.3.4)

Par ce procédé, on exprime le profil de nitrate sur le maillage régulier initial en respectant la

conservation de la masse. Cette étape permet de réaliser un processus itératif afin d’obtenir une

meilleure approximation de la solution réelle dans le cas de flux trop important ou de maillage trop

serré.

4.3.4 Application du procédé

Dans le cas d’un flux important ou de réseau de points trop serré, l’ordre initial des points du

réseau peut ne pas être respecté dans l’anamorphose et donner le maillage représenté à Fig. 4.3.3.

Cette situation pourrait entraîner de nombreuses complications au niveau du calcul de la conserva-

tion de la masse et de la distribution des solutés lors de la simulation. Afin d’éviter ce cas de figure,

il est possible de discrétiser le temps total de la simulation en pas de temps grossier (dimensionnés

afin d’éviter le cas où le déplacement d’un point lors de l’anamorphose est plus grand que le pas en
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espace du maillage). Cette dernière remarque fait référence à une condition CFL et de même que

la condition CFL d’un schéma numérique classique, les contraintes sur le temps de calcul qu’elle

engendre dépendent du phénomène simulé. Un phénomène où la vitesse de pore est faible engendra

une condition CFL peu restrictive et les pas de temps pourront être pris grands. A l’inverse, un

phénomène à dynamique rapide imposera la réduction des pas de temps et augmentera le temps de

calcul. Cependant, contrairement à une méthode numérique, la méthode semi-analytique proposée

n’est pas sensible à la discrétisation spatiale. Ainsi, dans le cas d’un écoulement rapide qui entraîne-

rait une diminution significative du pas de temps pour atteindre la convergence dans une méthode

numérique, la méthode semi-analytique peut conserver le même pas de temps en diminuant la dé-

finition du réseau de points du domaine sans perdre de précision sur les points (moins nombreux)

où la concentration sera calculée.

Fig. 4.3.3 – Anamorphose du domaine régulier dans le cas d’un flux trop important

La première étape de la méthode développée ici reste inchangée, l’équation à coefficient constant

est résolue en considérant la vitesse de pore moyenne définie dans le paragraphe 4.3.1. L’anamor-

phose est ensuite effectuée sur un pas de temps assez faible pour respecter l’ordre des points du

maillage initial. Le maillage qui a subi l’anamorphose est alors interpolé sur le maillage initial. En-

fin, le processus d’anamorphose est repris sur ce dernier maillage. Sur le profil initial de nitrate et

le flux Darcien représentés sur Fig. 4.3.4, ces étapes réalisées pour une itération sont illustrées sur

Fig. 4.3.5. Le pas du maillage a été choisi volontairement grand pour une meilleure compréhension

des principes du procédé.

En menant ce processus itératif à son terme, on aboutit au profil de Fig. 4.3.6 sur une irrigation

de 4 h. Sur la figure, nous avons fait apparaître le profil final de flux. Nous avons choisi ici un

coefficient de dispersion faible pour pouvoir mieux suivre la prise en compte d’une vitesse de pore

variable grâce au procédé itératif décrit plus haut.

Nous rappelons que le profil illustré sur les figures sont des concentrations, on observe bien ici

que cette concentration a baissé là où l’eau s’est infiltrée dans le domaine. Ce phénomène de dilution

est plus visible en surface, là le temps de présence de l’eau a été le plus important au cours de la

simulation. Cette simulation peut donner des résultats meilleurs encore en considérant des pas de

temps plus faibles. Le temps de calcul s’en trouve cependant augmenté d’autant.
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Fig. 4.3.4 – Profil du flux Darcien et profil initial de nitrate

Fig. 4.3.5 – Différentes étapes d’une itération permettant la prise en compte d’un flux Darcien

variable

Fig. 4.3.6 – Evolution du profil de la concentration en nitrate et profil final de flux dans le cas d’un

domaine soumis à un flux d’eau imposé en surface

Dans ce procédé qui permet de rendre compte avec plus de précision l’impact d’une vitesse de

pore variable en espace et en temps, nous avons introduit un maillage, des pas de temps et une

relation entre ces deux paramètres. Cependant, cette relation est beaucoup moins contraignante que

celle utilisée par des méthodes numériques. Rappelons que les vitesses de pores calculées sont des

expressions analytiques, et donc que leur évaluation ne dépend aucunement de pas d’espace ou de
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temps. La première approximation du profil de concentration en soluté est également une expression

analytique. Le fait de fixer un pas d’espace définit la finesse de la description des profils à visualiser

et le pas de temps minimal à utiliser pour le processus itératif développé dans ce paragraphe.
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Conclusion de la partie

Dans cette partie nous avons tout d’abord développé la décomposition d’un problème général

en problèmes élémentaires, les moyens utilisés pour résoudre ces problèmes théoriques simples, puis

les principes de leur superposition permettant d’obtenir une approximation de la solution géné-

rale. Cette approche a été appliquée sur l’équation de Richards linéarisée et sur une équation de

convection-diffusion simplifiée. Pour cette dernière équation, une approche itérative a été proposée

afin d’améliorer la prise en compte d’un flux variable en temps et en espace.

Cette méthode analytique ou semi-analytique a de nombreux avantages. Les solutions des pro-

blèmes élémentaires sont les solutions exactes des équations linéarisées, les approximations réalisées

lors de leur superposition ne réduit que faiblement leur précision dans le contexte de l’étude. Le

processus itératif améliorant la description du profil de concentration des solutés augmente certes

les temps de calcul de l’approche, mais pour une prise en compte de phénomènes essentiels à l’étude.

L’approche choisie pour résoudre ces équations est opérationelle, peu de paramètres sont à définir

et la description de l’évolution de l’état du sol au cours d’un cycle cultural complet est facilité par

l’allégement des contraintes sur le pas de temps (même si ces contraintes ne sont pas complétement

éliminées dans le cas de la simulation des transferts de solutés).

Reste maintenant à évaluer l’impact des hypothèses retenues pour linéariser les équations de

transfert. En effet, ces équations ont été simplifiées de manière importante afin de permettre leur

résolution. Il convient maintenant de valider cette approche en définissant précisément leur domaine

de validité.
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Cinquième partie

Analyse des résultats et améliorations
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Introduction de la partie

Cette partie est dédiée à la présentation et à l’analyse des résultats obtenus grâce au modèle

développé. Ce dernier sera testé sur deux systèmes d’irrigation (la raie et le goutte à goutte avec

leur mode de fertilisation) et sur différents types de sol. Il sera comparé à Hydrus-2D, code de

référence ayant fait l’objet d’une validation dans la deuxième partie de ce document à partir des

mesures expérimentales dans le cas de phénomènes événementiels.

Les caractéristiques du modèle à contrôler sont celles qui ont été avancées tout au long du

développement de ce travail :

• Son adaptabilité. L’intérêt de ce modèle est de pouvoir traiter un large panel de techniques

d’irrigation dans lesquelles interviennent des transferts bi- ou tridirectionnels. Il a été conçu

afin de pouvoir décrire des conditions initiales hétérogènes et peut représenter une géométrie

de surface irrégulière. La manière dont est conçu le modèle permet également de rajouter

simplement des modules améliorant la description de la dynamique du sol.

• Son caractère opérationnel. L’abandon des méthodes numériques a été justifié par la lourdeur

de leur mise en oeuvre ainsi que leurs difficultés à suivre l’état du sol à l’échelle de la saison

de culture. Il faudra donc vérifier la capacité du modèle à palier ces inconvénients.

• L’étendue de son domaine de validité. Lors de la création du modèle, de nombreuses hypo-

thèses simplificatrices ont été introduites diminuant son domaine de validité. Cette partie

permettra de quantifier cette diminution et de définir précisément les conditions permettant

l’utilisation de cette modélisation.

Afin d’améliorer chaque point de contrôle précédemment cité, cette partie apporte également

des perspectives de développement à ce modèle. Elle décrit et teste l’efficacité d’une technique

permettant d’étendre le domaine de validité pour une prise en charge d’un plus grand nombre de

sols. Elle pose les bases d’ajouts de modules supplémentaires, permettant notamment de traiter

l’extraction racinaire des plantes et la mise en place d’un calcul du rendement prévu. Enfin, elle

indique les principes d’une méthode améliorant la description de l’état du sol, quant à l’humidité

et la concentration en soluté, à l’échelle de la culture.
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Chapitre 1

Définition des cas tests

La modélisation developpée a pour objectif de représenter l’évolution de l’état d’un sol irrigué

et cultivé. Les cas à tester doivent donc être adaptés à ces objectifs et correspondre à une certaine

réalité. Par exemple, il n’est pas conseillé d’irriguer à la raie un sol sableux. De même, les durées

d’irrigation ou de redistribution sont fonction du système d’irrigation et de la nature du sol. Afin

de ne pas multiplier les cas à tester, trois types de sols sont choisis de manière à couvrir le plus

largement possible les sols utilisés en agriculture avec leur système d’irrigation adapté. Nous rap-

pelons que les deux systèmes que nous avons choisi pour valider le modèle sont l’irrigation à la raie

et le goutte à goutte. Ce chapitre présente le cadre dans lequel on se place pour réaliser ces cas tests.

1.1 Différents types de sols

1.1.1 Choix des sols

La classification des sols selon leur distribution granulométrique a été présentée dans la première

partie de ce document au paragraphe 2.1. Cette classification ne tient pas compte de la matière

organique en présence dans le sol, celle-ci pouvant avoir un impact important sur l’évolution de

l’état du sol et de ses caractéristiques hydrodynamiques, particulièrement concernant la répartition

des solutés. Un choix de sols basé sur cette classification physique permet cependant de cerner les

capacités et les limites du modèle dans la représentation des transferts. Sur ce triangle de textures

des sols, trois zones sont choisies (Fig. 1.1.1). Elles correspondent à trois types de sols adaptés à

l’agriculture dont les caractéristiques couvrent un large domaine de valeurs et permettent de tester

la prise en compte du modèle d’une grande diversité de phénomènes physiques.

Les trois sols testés sont les suivants :

1. Un sol de type argilo-limoneux. La texture de ce sol est fine et sa dynamique est la plus

lente des trois sols choisis. Ces caractéristiques sont favorables à la modélisation. En effet, des

gradients faibles assouplissent les contraintes de convergence des modélisations numériques et

réduisent l’impact des hypothèses simplificatrices des solutions analytiques sur la précision

des résultats. Ce sol est cependant plus sensible que les autres aux phénomènes de flaquage
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en surface (un débit en surface supérieur à la conductivité hydraulique ne peut être absorbé

que partiellement par ce type sol) et à la formation de fentes de retrait lors de l’assèchement

du sol. Ces propriétés sont importantes à noter dans le cadre de la validation. En effet, ni

la version d’Hydrus-2D utilisée, ni le modèle développé, tous deux fondés sur l’équation de

Darcy, ne traitent ces phénomènes. Avant que toutes comparaisons ne soient effectuées sur ce

type de sol, le domaine de validité du modèle est donc limité aux conditions d’humidité et de

débit d’entrée d’eau n’entraînant pas ce type de situations.

2. Un sol de type limoneux. Ses caractéristiques sont intermédiaires entre celles des deux autres

sols. Il est le plus représentatif d’une situation respectant les hypothèses de Darcy. Il présente

généralement une importante capacité de rétention d’eau (Duchauffour, 1991), permettant

ainsi de conserver des conditions d’humidité relativement élevées. Ces conditions sont favo-

rables à l’hypothèse d’un sol linéaire.

3. Un sol de type sablo-limoneux. Dans ce type de sol, la dynamique est plus rapide. Cette ca-

ractéristique, en plus d’imposer aux modèles la gestion de flux plus intenses, peut également

entraîner le non respect des hypothèses de Darcy, rappelées en première partie au paragraphe

2.2.5 (les flux intenses peuvent mettre à mal les hypothèses du modèle de Darcy, notam-

ment celle de la relation linéaire entre le flux et le gradient de pression matricielle ou celle

d’incompressibilité de l’air du sol).

Fig. 1.1.1 – Choix de 3 sols test sur le triangle des textures
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1.1.2 Caractéristiques hydrodynamiques des sols

Le paragraphe 2.2.3 de la première partie présente deux modélisations fréquemment utilisées

pour représenter les caractéristiques hydrodynamiques d’un sol. Hydrus-2D peut utiliser ces deux

modèles. Dans les tests qui vont suivre, nous utiliserons le modèle de van Genuchten pour les

simulations numériques. Ce modèle est plus robuste que celui de Brooks et Corey dans le contexte

d’une simulation numérique (car moins de discontinuités ou de forts gradients) et sa description

des phénomènes physiques plus précise (Kutilek and Nielsen, 1994, chapitre 4.3). Les expressions

définissant les propriétés du sol sont rappelées ici. Celles du modèle du sol linéaire sont décrites

par (1.1.1) et (1.1.2) respectivement pour la rétention d’eau du sol et sa conductivité hydraulique,

celles du modèle de van Genuchten par (1.1.3) et (1.1.4).

θ − θr

θs − θr
=

{

eαh si h < 0

1 sinon
(1.1.1)

K(h)

Ks
=

{

eαh si h < 0

1 sinon
(1.1.2)

θ − θr

θs − θr
=







1

(1 + (αvgn|h|)n)
1−1/n

si h < 0

1 sinon
(1.1.3)

K(h)

Ks
=











√

1

(1 + (αvgn|h|)n)
1−1/n

[

1 − (1 − 1

(1 + (αvgn|h|)n)
)1−

1/n

]2

si h < 0

1 sinon

(1.1.4)

Les tableaux suivants rassemblent les paramètres nécessaires à ces modèles sur les trois types

de sol définis plus haut. Le Tab. 1.1.1 indique les plages de valeurs relevées dans la littérature

concernant les paramètres du modèle du sol linéaire. Dans cette plage de valeur, nous avons choisi

les paramètres de van Genuchten dans la base de données d’Hydrus-2D selon la nature des sols.

Ces valeurs utilisées dans les simulations numériques sont rassemblées dans le Tab. 1.1.2.

Sol θr θs Ks α

[cm3.cm−3] [cm3.cm−3] [cm.h−1] [cm−1]

1 0,10-0,30 0,50-0,55 0,4-1,0 0,02-0,05

2 0,10-0,20 0,40-0,50 0,8-4,2 0,05-0,10

3 0,05-0,10 0,35-0,50 2,0-20,0 0,10-0,50

Tab. 1.1.1 – Plages de variation des paramètres utilisés par le modèle du sol linéaire (Broadbridge

and White, 1988)

A partir de ces tableaux sont tracées sur les Fig. 1.1.2, 1.1.3 et 1.1.4, pour chaque type de sol,

les courbes de rétention d’eau du sol et de conductivité hydraulique de van Genuchten qu’utilise

Hydrus-2D. Concernant le modèle linéaire, une région a été délimitée en utilisant les valeurs mi-

nimales et maximales des paramètres du modèle et un jeu de paramètres approchant au mieux le
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Sol θr θs Ks αVGN n

[cm3.cm−3] [cm3.cm−3] [cm.h−1] [cm−1] [−]

1 0,20 0,50 0,5 0,05 1,6

2 0,10 0,45 1,5 0,09 1,7

3 0,05 0,40 4,0 0,15 2,2

Tab. 1.1.2 – Caractéristiques hydrodynamiques des sols (modèle de van Genuchten)

modèle de van Genuchten a été défini. Ces figures permettent de mieux comprendre les impacts de

l’hypothèse du sol linéaire.

Fig. 1.1.2 – Propriétés hydrodynamiques du sol 1

Fig. 1.1.3 – Propriétés hydrodynamiques du sol 2
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Fig. 1.1.4 – Propriétés hydrodynamiques du sol 3

Concernant la conductivité hydraulique, la forme simple du modèle de Gardner (modèle du

sol linéaire), peut être rapprochée de manière satisfaisante de celle de van Genuchten qui est plus

complexe. La comparaison des modèles de rétention d’eau du sol doit être menée sur deux points,

les valeurs des fonctions et leurs gradients. En effet, la diffusivité est fonction de K et ∂hθ, h variant

sur les figures entre 1 cm et 10 000 cm, les gradients de la courbe de rétention d’eau sont très

importants. Les faibles écarts observés sur les figures ont donc des conséquences importantes sur

l’évaluation de la diffusivité comme l’illustre la Fig. 1.1.5 sur le type de sol où la correspondance

des modèles semble la meilleure.

Fig. 1.1.5 – L’hypothèse d’un sol linéaire sur la diffusivité du sol 3
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1.2 Représentation des systèmes d’irrigation

Deux systèmes de distribution sont utilisés pour valider la modélisation, toutes deux caracté-

risées par des transferts bidirectionnels : l’irrigation à la raie et le système du goutte à goutte. Le

domaine de simulation est une portion d’un champ irrigué. Les résultats sont présentés sur une

section verticale du champ de 50 cm de largeur sur une profondeur de 100 cm. L’extraction raci-

naire et la transpiration (TP ) du sol ne sont pas représentées dans les simulations. Pendant une

phase d’irrigation à la raie, celles-ci peuvent être négligées au vu des doses (DA) généralement

appliquées (en moyenne DA > 10TP ). Dans les autres cas, des approches pour intégrer au modèle

l’action de la plante et de l’atmosphère en surface du sol seront proposées plus loin dans cette partie.

1.2.1 L’irrigation à la raie

L’irrigation à la raie est simulée selon son utilisation traditionnelle (toutes les raies sont irriguées,

le fertilisant est déposé avant le traçage des sillons). On considère la raie symétrique, le système

peut donc être représenté par une demi raie. Le choix du profil de la raie à modéliser est fondé sur

sa comparaison à des profils relevés au champ. Au cours de la saison de culture, ce profil évolue.

Cette évolution est principalement due aux précipitations et aux irrigations. Cependant, un profil

moyen peut être établi. Celui qui est utilisé ici est représenté sur la Fig. 1.2.1, il est accompagné de

profils mesurés au champ au cours de la saison de culture (Mailhol, 2001; Nemeth, 2001). La figure

montre la raie complète pour justifier l’hypothèse de symétrie de la raie.

Fig. 1.2.1 – Profil de la raie modélisée

Le maillage et le type de conditions aux limites utilisés par Hydrus-2D sont illustrés sur la Fig.

1.2.3. Elles seront identiques pour le modèle semi-analytique. La condition à la limite sur la partie

humide de la raie consiste à maintenir une charge hydraulique hCL(x) sur la surface en contact

avec l’eau. Cette charge hydraulique est égale à la différence entre la profondeur de la raie en un

point donné zR(x) et la hauteur d’eau h0 appliquée dans la raie. Dans le cas d’une raie symétrique

triangulaire de largeur 2a et de profondeur b et en prenant le point le plus profond de la raie comme

origine (Fig. 1.2.2), on aura sur la partie en contact avec l’eau hCL(x) = h0− b
a |x|. On peut noter

que le maillage est plus fin au niveau de la raie afin de pouvoir améliorer le traitement numérique

de flux hydriques importants. Les simulations réalisées concernent une irrigation de 3 h (durée cor-

respondant à l’irrigation d’une parcelle d’une longueur de 100 à 150 m en sol limoneux). Durant la

saison de culture, le nombre d’irrigations peut varier de 3 à 7 ou 8 selon les conditions climatiques
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de la saison considérée. A chaque irrigation, l’apport en eau peut être important selon la nature du

sol et la longueur des parcelles, ce qui a des conséquences sur la fréquence des apports. Dans les

campagnes expérimentales décrites dans la deuxième partie, seulement trois apports ont été réali-

sés. Cette pratique provoque des variations importantes d’humidité du sol au cours de la saison et

avant le début de chaque irrigation, le profil d’humidité a été homogénéisé par le système racinaire.

En conséquence, l’humidité moyenne du domaine avant arrosage est faible. Nous prendrons cette

condition d’humidité pour initialiser les simulations d’irrigation à la raie.

Fig. 1.2.2 – Schéma d’une raie triangulaire pour le calcul de la charge imposée en surface

Fig. 1.2.3 – Maillage et conditions aux limites d’Hydrus-2D en irrigation à la raie

1.2.2 Le système du goutte à goutte

Le second système testé est le goutte à goutte. Pour simuler ce système, la surface est considérée

plane et une partie de cette surface reçoit un débit d’eau constant pendant une durée de 10 h.

Hydrus-2D peut traiter des cas axi-symétriques d’écoulement. Il est cependant très contraignant à

utiliser selon cette configuration. En effet les forts gradients créés localement par le débit d’entrée
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entraînent une importante augmentation des contraintes de convergence et le débit d’entrée doit

rester faible sous peine de voir s’accroître considérablement les temps de calcul. Pour ces premiers

tests, on a donc préféré une représentation bidirectionnelle dont la représentation Hydrus-2D est

illustrée par la Fig. 1.2.5. Cette représentation peut cependant être valide dans le cas d’un réseau

composé de lignes de goutteurs avec un espacement important entre chaque ligne et un espacement

faible entre les goutteurs de chaque ligne. Le débit d’entrée testé dans les simulations correspond à

un flux imposé égal à la conductivité hydraulique sur un segment de la surface de 2 cm. Hydrus-2D

propose de représenter ce système d’irrigation par un quart de cercle de faible diamètre soumis à un

flux donné. Cette représentation peut être réalisée avec le modèle semi-analytique, cependant, elle

augmente le nombre de segments et de problèmes élémentaires à considérer dans la résolution. Cette

première approche permet de valider simplement le modèle sur l’irrigation en goutte à goutte. De

plus, hormis dans les sols à texture très fine et pour des durées d’irrigation relativement faibles, la

différence entre les deux représentations n’est pas significative. La Fig. 1.2.4 illustre cette remarque,

il s’agit d’un agrandissement du résultat de la simulation réalisée sur le sol 1, présentée plus bas.

La même simulation a été réalisée en considérant une condition de flux imposé sur un quart de

cercle (le flux a été divisé par π/2 pour conserver le même débit en entrée). Hormis un léger dé-

calage dû au changement de géométrie, les différences, sur cette simulation de 10 h, sont négligeables.

Fig. 1.2.4 – Maillage et conditions aux limites d’Hydrus-2D en goutte à goutte

Le gain en souplesse et en confort de ce système d’irrigation permet de distribuer l’eau de ma-

nière plus régulière, avec des quantités plus faibles. Il est ainsi possible d’adapter les apports aux

besoins de la plante (4 à 7 /j en moyenne). De ce fait, l’état hydrique du sol est en moyenne plus

humide qu’en irrigation à la raie tout au long de la saison de culture. Les simulations seront réa-

lisées en initialisant l’humidité du sol avant chaque irrigation à une valeur plus élevée que celles

concernant l’irrigation à la raie.
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Fig. 1.2.5 – Maillage et conditions aux limites d’Hydrus-2D en goutte à goutte
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Chapitre 2

Simulation de cas concrets de

systèmes d’irrigation

2.1 Adaptation des paramètres des sols

Nous avons vu dans la Fig. 1.1.5 que l’hypothèse du sol linéaire est très forte. Cette hypothèse

nous conduit à considérer la diffusivité, ainsi que la dérivée de la conductivité hydraulique par

rapport à la teneur en eau, comme constante. Rappelons les équations de Richards résolues par les

deux modélisations. Elles sont décrites par les expressions 2.1.1 pour le modèle du sol linéaire et

2.1.2 pour Hydrus-2D.

∂tθt =
Ks

α(θs − θr)
∂2

xθ +
Ks

α(θs − θr)
∂2

zθ − Ks

θs − θr
∂zθ (2.1.1)

∂tθt = ∂x(D(θ)∂xθ) + ∂z(D(θ)∂zθ) − ∂θK(θ)∂zθ (2.1.2)

La définition du jeu de paramètres utilisés dans le modèle du sol linéaire doit donc s’adapter au

mieux aux fonctions de van Genuchten sur l’intervalle de teneur en eau [θmin, θmax] du domaine de

l’étude. Ainsi, les paramètres Ks et α doivent satisfaire

cD = Ks

α(θs−θr) =
1

θmax − θmin

∫ θmax

θmin

D(θ)dθ (2.1.3)

cH = Ks

θs−θr
=

1

θmax − θmin

∫ θmax

θmin

∂θK(θ)dθ (2.1.4)

Du fait des fortes variations des fonctions dont la moyenne est calculée, lorsque l’on s’approche

de θs, les paramètres du modèle du sol linéaire définis par (2.1.3) et (2.1.4) sont valables dans le

cas d’une teneur en eau faible ou dans le cas d’une faible variation d’une humidité proche de la

saturation. Les figures illustrant ces résultats sont représentées dans le paragraphe suivant.

θs − θr, Ks et α ont un sens physique dans le modèle du sol linéaire. Ils sont caractéristiques

d’un type de sol. Notons que la définition des paramètres de ce modèle cD et cH par la moyenne
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des fonctions D et ∂θK de van Genuchten transforme θs − θr, Ks et α en paramètres de calage qui

n’ont plus de signification physique. Cette signification physique de la modélisation est reportée sur

les paramètres cD et cH qui définissent, pour un intervalle de teneur en eau donné, la diffusivité et

la conductivité moyennes du sol.

2.2 Première approche d’une modélisation de l’état hydrique

d’un sol après irrigation

2.2.1 Le cas de la micro-irrigation

Les premiers résultats présentés concernent le système goutte à goutte. La variation de teneur

en eau au cours du cycle cultural est moins grande que dans le cas d’une irrigation à la raie. Les

résultats sont donc plus satisfaisants, car la moyenne des fonctions du modèle de van Genuchten

est moins éloignée des valeurs extrêmes.

Afin de réduire encore l’intervalle des teneurs en eau à considérer, la teneur en eau résiduelle a

été ramenée à la teneur en eau initiale minimale dans le modèle du sol linéaire et reste inchangée

dans celui de van Genuchten. Cette humidité initiale étant relativement élevée, les effets gravitaires

simulés par Hydrus-2D l’entraînent en profondeur, provoquant un assèchement progressif de la sur-

face, plus marqué dans les cas où ces effets gravitaires sont importants (cas du sol 3, sol à texture

grossière). L’approche choisie dans la simulation semi-analytique ne permet pas ici d’obtenir des

teneurs en eau du sol inférieures à θi. Elle a cependant été retenue comme première approche pour

valider la représentation d’une phase d’irrigation. Le domaine de variation de D et ∂θK est égal à

IR+. Il n’est donc pas possible de trouver une valeur moyenne adaptée pour toute humidité variant

entre l’humidité résiduelle et l’humidité à saturation. Il a donc fallu définir un premier intervalle

d’humidité pour représenter les résultats du modèle dans une phase d’irrigation. Cet intervalle est

égal à [θi, θs], intervalle d’humidité particulièrement sensible lors de ces simulations.

Le Tab. 2.2.1 rassemble les paramètres du modèle du sol linéaire utilisés pour réaliser ces simu-

lations ainsi que les conditions initiales homogènes θi pour chaque type de sol.

Sol θr = θi θs cD cH

[cm3.cm−3] [cm3.cm−3] [cm2.h−1] [cm.h−1]

1 0,4 0,5 6,0 0,7

2 0,325 0,45 8,0 2,0

3(1) 0,275 0,4 25 12,5

3(2) 0,275 0,4 12 6

Tab. 2.2.1 – Paramètres du modèle du sol linéaire calculés comme moyenne des fonctions de van

Genuchten (cas du goutte à goutte)

160

C
em

O
A

 : 
ar

ch
iv

e 
ou

ve
rte

 d
'Ir

st
ea

 / 
C

em
ag

re
f



Fig. 2.2.1 – Comparaison de la modélisation semi-analytique (à gauche) / Hydrus-2D (à droite)

pour le sol 1 en goutte à goutte

Fig. 2.2.2 – Comparaison de la modélisation semi-analytique (à gauche) / Hydrus-2D (à droite)

pour le sol 2 en goutte à goutte

La simulation menée sur les deux premiers sols donnent des résultats satisfaisants (Fig. 2.2.1

et Fig. 2.2.2), hormis la redistribution du profil initial (pour les raisons expliquées plus haut) et

compte tenu des hypothèses simplificatrices prises. Le calage des paramètres cD et cH a été effectué

en prenant comme base les définitions (2.1.3) et (2.1.4), puis affiné manuellement par essais succes-

sifs. Ce calage s’est concentré sur l’obtention d’un résultat satisfaisant sur les valeurs de teneur en
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Fig. 2.2.3 – Comparaison de la modélisation semi-analytique (1) (en haut à gauche) et (2) (en haut

à droite)/ Hydrus-2D (en bas) pour le sol 3 en goutte à goutte

eau intermédiare entre θi et θs.

Le sol 3 a une dynamique plus rapide. Les variations de la teneur en eau sont plus importantes,

celles des fonctions de van Genuchten le sont aussi. Ainsi, la moyenne de ces fonctions n’est pas

suffisante pour représenter de manière satisfaisante l’écoulement. Il a fallu définir deux jeux de

paramètres, l’un valable pour les teneurs en eau proches de la teneur en eau initiale (simulation

(1) Fig. 2.2.3 en haut à gauche), l’autre pour les teneurs en eau proches de la teneur en eau à

saturation (simulation (2) Fig. 2.2.3 en haut à droite). Le profil Hydrus-2D est compris entre les

deux simulations (1) et (2) ainsi obtenues.
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2.2.2 Le cas de l’irrigation à la raie

Ici encore la teneur en eau résiduelle est portée à la valeur de la teneur en eau initiale, dans le

même souci de réduire l’intervalle de variation de l’humidité du domaine et de concentrer la qualité

de la simulation sur l’eau entrant dans le domaine au détriment de la redistribution du profil initial.

Cette impossibilité à représenter l’assèchement du sol en effet par cette approche est notamment

la cause du phénomène observé sur le profil simulé par Hydrus-2D sur la Fig. 2.2.6 et noté (1).

Ce phénomène est commun à chaque simulation, mais plus visible sur le sol 3. L’assèchement de

la surface provoque une augmentation du gradient de charge hydraulique renforçant ainsi les effets

capillaires dans cette région. Le modèle semi-analytique ne peut représenter ce phénomène par l’ap-

proche développée ici. La comparaison entre modèle semi-analytique et Hydrus-2D doit donc être

considérée sur les valeurs d’humidité supérieures à la teneur en eau initiale. L’humidité initiale a

été légèrement diminuée de manière à respecter les conditions d’une utilisation réelle de ce système

d’irrigation (elle reste cependant encore relativement élevée par rapport à une pratique au champ).

La durée des irrigations simulées est de 3 h pour les deux premiers sols dont les textures sont les

plus fines, la durée d’irrigation sur le sol 3 est de 1 h30 min afin d’obtenir une meilleure visua-

lisation des résultats et de mieux correspondre à la réalité d’une irrigation sur un sol limono-sableux.

Les conditions de charge ont été traitées en prenant en compte une charge variable telle qu’elle

est décrite au paragraphe 1.2.1. La résolution de l’équation de Richards est effectuée sur le potentiel

de flux (voir (2.1.8) dans la quatrième partie). La condition de charge doit donc être exprimée sur

celui-ci. La condition de charge hydraulique s’exprime donc en terme de potentiel de flux de la

manière suivante

φCL(x) =
Ks

α
eαhCL(x) (2.2.1)

Une condition de charge hydraulique linéaire, comme celle représentée sur une raie triangulaire

sera donc exprimée en terme de potentiel de flux comme une fonction de x à décroissance exponen-

tielle.

Le Tab. 2.2.2 rassemble les paramètres du modèle du sol linéaire utilisés pour réaliser ces simu-

lations ainsi que les conditions initiales homogènes θi pour chaque type de sol.

Sol θr = θi θs cD cH

[cm3.cm−3] [cm3.cm−3] [cm2.h−1] [cm.h−1]

1 0,35 0,5 9,0 2,75

2 0,3 0,45 15,0 6,0

3 0,25 0,4 35 17,5

Tab. 2.2.2 – Paramètres du modèle du sol linéaire calculés comme moyenne des fonctions de van

Genuchten (cas de l’irrigation à la raie)

Contrairement à ce qui était attendu, les résultats de la simulation paraissent meilleurs qu’en

goutte à goutte. Une variation plus importante de l’humidité dans le domaine de simulation aurait
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due augmenter l’écart type des paramètres moyens cD et cH par rapport aux fonctions de van

Genuchten, augmentant ainsi l’écart entre les deux modèles.

On note également que les paramètres utilisés pour ces simulations sont plus élevés que ceux

utilisés pour simuler une irrigation au goutte à goutte pour un même sol.

Fig. 2.2.4 – Comparaison modélisation semi-analytique / Hydrus-2D pour le sol 1 en irrigation à

la raie

Fig. 2.2.5 – Comparaison modélisation semi-analytique / Hydrus-2D pour le sol 2 en irrigation à

la raie
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Fig. 2.2.6 – Comparaison modélisation semi-analytique / Hydrus-2D pour le sol 3 en irrigation à

la raie

Ces deux dernières remarques sont liées. En effet, l’irrigation à la raie impose en condition à la

limite, contrairement au goutte à goutte, une charge hydraulique positive sur une grande partie de

la surface. Ce type de condition à la limite induit une zone saturée très étendue dans le domaine

de simulation, la teneur en eau moyenne au cours de la simulation est donc plus élevée ici que dans

les cas du goutte à goutte simulés ultérieurement, impliquant des paramètres moyens cD et cH plus

élevés. En irrigation à la raie, le passage de la zone saturée à la zone qui n’a pas été affectée par

l’irrigation est beaucoup plus brutal qu’en goutte à goutte. La région de teneur en eau moyenne

est donc faiblement étendue et est représentée, sur les figures, par une couronne de faible épaisseur

reliant les deux zones. Les différences entre modélisation semi-analytique et modélisation numérique

sont bien présentes sur ces figures pour les teneurs en eau proche de la teneur en eau initiale. Ce-

pendant, la zone correspondant à ce type d’humidité, à laquelle les paramètres moyens du modèle

semi-analytique ne sont pas adaptés, est faiblement étendue, réduisant ainsi l’erreur moyenne visible

sur les figures.

2.3 Représentation complète d’une irrigation

2.3.1 Principes de la construction du profil hydrique à partir de plusieurs

jeux de paramètres moyens

Dans les deux paragraphes précédents, nous nous sommes intéressés principalement au profil hy-

drique obtenu lors d’une irrigation pour les humidités supérieures à une humidité initiale homogène,

en négligeant volontairement l’humidité inférieure à celle-ci. Le but était de limiter l’intervalle dans

lequel évoluait l’humidité du milieu afin de réduire l’impact de l’utilisation de paramètres moyens

sur la qualité de la modélisation et de focaliser ainsi la modélisation sur l’événement d’irrigation
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en lui-même. La simulation d’une irrigation au goutte à goutte sur le sol 3 a eu recours à deux

jeux de paramètres pour borner le profil obtenu avec Hydrus-2D, un premier jeu de paramètres

moyens représentant les fortes humidités, un second, les humidités proches de l’humidité initiale. Le

recours à un troisième jeu de paramètres traitant les humidités entre la teneur en eau résiduelle et

la teneur en eau initiale permet de représenter la redistribution du profil initial. Trois simulations

sont ainsi réalisées, les paramètres moyens ci
D et ci

H de chacunes de ces simulations sont associés

à un intervalle [θi
m, θi

M ] dans lequel la solution θi(x, z, t) est valide. Le profil d’humidité final est

obtenu en superposant les plages d’humidité valides de chaque simulation.

Fig. 2.3.1 – Comparaison de la modélisation semi-analytique (à gauche) / Hydrus-2D (à droite)

pour le sol 3 en goutte à goutte (recomposition du profil à partir de trois simulations)

Cette méthode permet de reconstituer un profil à partir des n simulations réalisées et de repré-

senter les effets capillaires dans la zone assèchée du profil initial (phénomène observé sur le profil

simulé par Hydrus-2D sur la Fig. 2.2.6 et noté (1)).

La recomposition du profil donne la Fig. 2.3.1. La comparaison avec Hydrus-2D permet de

constater une bonne cohérence entre les deux modèles, même si certains écarts subsistent. Une

meilleure qualité de la simulation pourrait être obtenue en utilisant plus de trois simulations. Ceci

entraînerait cependant le calage de nouveaux paramètres et une augmentation du temps de calcul.

Cette nouvelle approche permet d’étendre le domaine de validité d’un modèle fondé sur l’hypo-

thèse du sol linéaire. Les fortes restrictions de cette hypothèse ont été contournées en adaptant le

domaine où cette hypothèse peut être valide à celui de l’étude. Le domaine d’humidité de l’étude a

donc été divisé en plusieurs domaines dans lesquels la variation des propriétés hydrodynamiques du

sol sont moins importantes que sur le domaine complet. Notons cependant que si ce procédé semble

donner des premiers résultats satisfaisants, il ne permet pas de respecter la conservation de la masse.

Indépendemment, chaque simulation conserve la masse, mais rien ne garantit cette conservation sur
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la recomposition du profil d’humidité. Le non respect de la conservation de la masse pourra être

quantifié par l’observation de l’erreur commise sur l’infiltration cumulée lors d’une irrigation par

exemple.

2.3.2 Evaluation de la qualité de la modélisation sur différents cas d’ir-

rigation

Ce nombre de trois simulations, divisant l’intervalle [θr, θs] en trois intervalles d’humidité, est

conservé pour évaluer les nouvelles bornes du domaine de validité du modèle avec cette nouvelle

approche. Nous allons donc définir des critères objectifs pour évaluer la qualité de la modélisation

sur différents types de sol, en la comparant au code de référence Hydrus-2D.

Ces critères sont au nombre de 5 :

• L’écart quadratique moyen relatif entre le profil obtenu par Hydrus-2D et celui obtenu par

le modèle développé (εθ).

• Le maximum des écarts quadratiques moyens relatifs entre les modèles sur une section hori-

zontale du graphique (εX).

• Le maximum des écarts quadratiques moyens relatifs entre les modèles sur une section verticale

du graphique (εZ).

• L’erreur relative entre l’infiltration cumulée simulée par Hydrus-2D et celle simulée par le

modèle semi-analytique (εI).

• Le rapport entre les temps de calcul des deux modèles (τCPU).

εθ =

√

√

√

√

1

nXnZ

nX
∑

i=1

nZ
∑

j=1

[

θH2D(i, j) − θMSA(i, j)

θH2D(i, j)

]2

(2.3.1)

εX = max
j0=1,nZ

√

√

√

√

1

nX

nX
∑

i=1

[

θH2D(i, j0) − θMSA(i, j0)

θH2D(i, j0)

]2

(2.3.2)

εZ = max
i0=1,nX

√

√

√

√

1

nZ

nZ
∑

j=1

[

θH2D(i0, j) − θMSA(i0, j)

θH2D(i0, j)

]2

(2.3.3)

εI =
|IH2D − IMSA|

IH2D

(2.3.4)

τCPU =
CPUMSA

CPUH2D

(2.3.5)

avec







































θH2D(i, j) : humidité simulée par Hydrus-2D au point (xi, zj)

θMSA(i, j) : humidité simulée par le modèle semi-analytique au point (xi, zj)

IH2D : infiltration cumulée simulée par Hydrus-2D

IMSA : infiltration cumulée simulée par le modèle semi-analytique

CPUH2D : temps CPU utilisé par Hydrus-2D

CPUMSA : temps CPU utilisé par le modèle semi-analytique
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Concernant les temps de calcul, il convient de préciser les données de chaque simulation. La simu-

lation avec le modèle semi-analytique a été réalisée en évaluant la solution du problème d’écoulement

sur un maillage de 35 cellules en largeur sur 70 en profondeur, permettant une bonne précision de la

visualisation des résultats. Ces valeurs peuvent être diminuées, car dans de nombreux cas, une telle

précision de visualisation n’est pas nécessaire. Les simulations Hydrus-2D ont été réalisées sur un

maillage non structuré comportant 3252 cellules dans le cas du goutte à goutte et 3637 dans le cas

de l’irrigation à la raie. Le nombre de cellules utilisé par Hydrus-2D est donc plus élevé que celui

du modèle semi-analytique, il est cependant nécessaire pour une convergence de la solution dans de

bonnes conditions.

Le Tab. 2.3.1 donne ces critères numériques permettant de juger de la qualité de la modé-

lisation. Il rassemble les caractéristiques des cas testés (type de sol et humidité initiale humide

ou plus sèche, système d’irrigation simulé), les écarts quadratiques moyens, les erreurs relatives de

simulation de l’infiltration cumulée et le rapport entre les temps de calculs requis pour la simulation.

Sol Type d’irrigation Humidité initiale εθ εX εZ εI τCPU

[cm3.cm−3]

1 Micro 0,4 0,36 % 0,79 % 0,91 % 9,5 % 35,0 %

1 Raie 0,35 0,51 % 0,80 % 2,02 % 3,2 % 25,8 %

1 Micro 0,35 0,67 % 0,97 % 1,21 % 7,0 % 15,2 %

1 Raie 0,3 0,87 % 1,14 % 2,42 % 6,7 % 23,5 %

2 Micro 0,325 1,01 % 1,98 % 2,50 % 7,5 % 26,9 %

2 Raie 0,3 3,17 % 5,33 % 8,77 % 4,6 % 25,0 %

2 Micro 0,275 1,54 % 2,13 % 2,76 % 8,0 % 13,5 %

2 Raie 0,25 2,51 % 5,03 % 7,21 % 6,7 % 22,9 %

3 Micro 0,275 6,03 % 13,24% 12,91% 12,5% 13,8 %

3 Raie 0,25 3,20 % 5,76 % 8,62 % 4,5 % 14,3 %

3 Micro 0,2 7,56 % 14,20% 13,02% 11,6 % 14,0 %

3 Raie 0,175 4,12 % 6,32 % 9,79 % 6,2 % 11,9 %

Tab. 2.3.1 – Critères numériques des performances de la modélisation semi-analytique

Plusieurs points sont à noter concernant ce tableau. Tout d’abord, pour un type d’irrigation

donné, la différence entre les deux modèles croît en général à mesure que la texture du sol devient

plus grossière. Ce phénomène peut être dû à deux causes. En premier lieu, les variations des fonc-

tions de van Genuchten sont moins importantes sur un sol à texture fine, les paramètres moyens

représentent donc mieux ces fonctions sur un intervalle d’humidité donné. Une seconde raison est

que le bulbe humide est moins étendu sur la totalité du domaine de l’étude et l’assèchement de la

surface moins prononcé sur les sols à texture fine, l’écart quadratique y est donc négligeable sur une

plus grande partie du domaine que dans les sols à dynamique plus rapide, abaissant ainsi l’écart

quadratique moyen. Une humidité initiale plus faible nuit également à la qualité de la modélisa-
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tion semi-analytique car elle entraîne une plus grande variation d’humidité au cours de la simulation.

L’erreur relative sur l’évaluation de l’infiltration cumulée est une information précieuse. L’ecart

quadratique moyen évalue l’erreur entre les deux modélisations sur le domaine complet de l’étude.

Certains points ne sont pas affectés par l’écoulement (points éloignés de la surface, par exemple) et

l’humidité en ces points ne varie pas pendant toute la durée de la simulation pour les deux types

de modélisations. Ces points ne sont pas significatifs pour quantifier l’efficacité de la modélisation,

ils participent cependant au calcul de l’écart quadratique moyen et contribuent donc à sa diminu-

tion. L’erreur relative sur le calcul de l’infiltration cumulée ne commet pas cette sous-estimation

puisqu’elle concerne directement la variation du stock hydrique dans le sol. La simulation semble

meilleure dans le cas du sol 2. Les conditions aux limites sont les seuls problèmes élémentaires qui

subissent un traitement numérique partiel. Le débit de faible intensité sur un segment de 2 cm,

imposé dans le cas du sol 1, est difficilement représentable par le traitement numérique grossier mis

en place actuellement dans le code. Le flux imposé est sous-estimé par le modèle dans le cas du

goutte à goutte. Dans le cas du sol 3, ce sont les variations importantes de l’humidité qui sont à

l’origine des écarts plus importants constatés.

Sur ces mêmes valeurs, on peut remarquer que l’écart quadratique maximum dans la direction

verticale est plus élevé que celui de la direction horizontale dans le cas de l’irrigation à la raie. Ceci

peut venir du fait que la condition à la limite d’une charge variable a été représentée de manière

trop simple. En effet, celle-ci a été représentée dans un souci d’économie de temps de calcul par un

polynôme de degré 2 qui n’est pas une approximation assez précise de la décroissance exponentielle

attendue (voir paragraphe 2.2.2).

Concernant les temps de calculs, ils sont largement favorables à l’emploi de la modélisation

semi-analytique. Notons cependant que les temps de calcul d’Hydrus-2D peuvent être légèrement

réduits. En effet, nous n’avons pas cherché à optimiser le rapport entre pas d’espace du maillage

et pas de temps, permettant ainsi de définir le meilleur temps de calcul. Même si les pas de temps

gérés par Hydrus-2D sont adaptables en fonction de la dynamique de l’écoulement, une valeur

initiale des pas de temps trop faible a pu augmenter les temps de calcul utilisés par la simulation

numérique. Nous pouvons cependant rappeler que le temps de calcul du modèle semi-analytique

dépend de la complexité du problème à décrire en termes de problèmes élémentaires (segments

composant la surface et fonctions composant la condition intiale). Il traitera donc un événement

de 2 jours ou de 2 h en utilisant le même temps de calcul si le nombre de problèmes élémentaires

est le même. Le temps de calcul d’Hydrus-2D est quant à lui sensible aux gradients des variables

mais également à la durée du phénomène simulé. Cependant, dans le cas d’un phénomène long, les

gradients ont généralement tendance à s’atténuer et Hydrus-2D adapte ses pas de temps, réduisant

ainsi le temps de calcul en fin de simulation. Notons également qu’une condition initiale complexe

pourra produire des gradients importants (pénalisant les temps de calcul d’une méthode numérique)

ainsi que l’augmentation du nombre de problèmes élémentaires dans le modèle semi-analytique.
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2.4 Redistribution du profil hydrique après irrigation

Le profil obtenu après la simulation d’une irrigation est issu de la résolution et la recomposition

de problèmes élémentaires. Du fait de la décomposition de toutes fonctions du problème en fonctions

G proches de gaussiennes (voir troisième partie), ce profil pourrait être entré sous cette forme comme

condition initiale d’une nouvelle simulation. Le Tab. 2.2.1 de la quatrième partie décrit le nombre

de fonctions G à considérer pour composer une solution élémentaire. Le code informatique permet-

tant de calculer et de visualiser les résultats du modèle semi-analytique n’est pas encore optimisé.

Certaines des fonctions G composant la solution du problème sont redondantes ou pourraient être

éliminées car très proches de zéro quelque soit le point où elles sont évaluées. Ces raisons rendent

actuellement difficile la simulation d’une redistribution du profil exact obtenu après la simulation

d’une irrigation. Nous avons donc choisi de construire un profil proche du profil hydrique consé-

cutif à une irrigation en utilisant un nombre restreint de fonctions le composant. Les simulations

Hydrus-2D et semi-analytique seront réalisées en utilisant ce profil. Un exemple du type de profil

pouvant être construit à partir de quelques fonctions G est représenté par la Fig. 2.4.1 (5 fonctions

constituent le profil). Il montre qu’il est possible de s’approcher d’un profil caractéristique d’une fin

d’irrigation avec ce procédé, reste à coder l’automatisation de ce procédé pour une utilisation du

code dans l’optique d’une succession de période d’irrigation et de redistribution.

Fig. 2.4.1 – Profil hydrique initial construit utilisé dans la simulation d’une redistribution après

irrigation

La technique employée pour simuler la redistribution est la même que celle utilisée dans le

cas d’une irrigation. Selon l’intervalle dans lequel varie l’humidité initiale, le découpage de celui-ci

pourra induire une simulation, dans des cas d’humidité initiale faible, deux ou trois simulations,

pour les variations d’humidité initiale plus fortes. Nous ne représenterons ici qu’un exemple de re-

distribution. Les commentaires effectués sur les irrigations sont, pour la plupart, valables également

dans le cas d’une redistribution et les écarts quadratiques varient de la même manière selon la

nature du sol et la variation de l’humidité au cours de la simulation.
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Fig. 2.4.2 – Comparaison de la modélisation semi-analytique (à gauche) / Hydrus-2D (à droite)

pour la redistribution du sol 2 après irrigation à la raie

Le résultat illustré sur cet exemple par la Fig. 2.4.2 a été obtenu en utilisant deux jeux de

paramètres. Même si une évolution similaire peut être constatée dans les deux simulations, la mo-

délisation semi-analytique est plus éloignée du résultat d’Hydrus-2D que les situations précédentes.

La durée de la période simulée étant plus longue, la sensibilié de chaque paramètre est très impor-

tante, rendant le calage complexe à réaliser. Les critères de qualité de la modélisation εθ, εX et

εZ confirment ces observations. Ils sont respectivement égaux à 8,24 %, 13.29 % et 14.78 %. La

différence entre les temps de calcul est également réduite. Les figures ont été obtenues avec une

moins bonne définition que les simulations des irrigations, pourtant, τCPU atteint 85 %, le temps de

calcul est quasiment le même que la simulation Hydrus-2D en ayant réduit de moitié la définition

de la visualisation. Suivant linéairement l’augmentation du nombre des problèmes élémentaires, il

peut être rapidement plus lent qu’Hydrus-2D si des optimisations du code informatique ne sont

pas effectuées.

2.5 Evolution des solutés dans le domaine

Le calcul des transferts de soluté est plus long à obtenir. Il faut calculer les valeurs du flux Dar-

cien en différents temps de la simulation afin de suivre son évolution au cours du temps et traiter le

profil de soluté en conséquence selon la méthode décrite dans la quatrième partie au paragraphe 4.3.

Le processus semi-analytique décrivant les transferts de soluté impose cependant de considérer

un maillage large, afin de pouvoir conserver sa structure lors de son anamorphose. Les itérations

du modèle sont donc réalisées sur un nombre de maille réduit, conservant ainsi un temps de calcul

satisfaisant et toujours inférieur à celui d’Hydrus-2D.
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Fig. 2.5.1 – Profil initial de concentration du soluté [mgN.cm−3]

Le profil initial de soluté que l’on se propose de traiter est celui décrit par la Fig. 2.5.1. Il peut

être considéré comme l’état du sol après un apport d’engrais suivi du traçage des sillons : le soluté

se trouve concentré en parties hautes des billons. L’unité choisie est une unité arbitraire de concen-

tration en unité de masse de soluté par unité de volume d’eau [mgN.cm−3]. Ce profil de soluté est

soumis à l’irrigation à la raie traitée plus haut sur le sol 2.

Les paramètres de transfert de solutés choisis pour la simulation Hydrus-2D sont les suivants.

La diffusion moléculaire du nitrate dans l’eau pure D0 a été fixée à 1, 55cm2.h−1, comme le propose

(Beven et al., 1993). La dispersivité mécanique est définie par les coefficients DL et DT valant

respectivement 1, 5 cm et 0, 5 cm. Ces paramètres sont les paramètres proposés par défaut par

Hydrus-2D. Ils dépendent des dimensions du domaine de la simulation, et le rapport entre DL

et DT peut varier entre 2 et 10 (Beven et al., 1993). Notons cependant que dans le cas de flux

Darciens importants, le nombre de Peclet des cellules du maillage Pei = vi∆xi

Di
(où vi, ∆xi et Di

sont respectivement la vitesse de pore, une longueur caractéristique et la dispersion de la cellule i)

est élevé, les effets convectifs sont prépondérants sur les effets dispersifs. Dans le cas d’un nombre

de Peclet faible, les effets dispersifs sont prépondérants sur les effets convectifs et la dispersion

moléculaire prend le pas sur la dispervisité mécanique. Les paramètres DL et DT ont donc peu

d’influence sur l’évolution du profil de concentration du soluté. Le profil obtenu par Hydrus-2D

en négligeant les autres phénomènes que cette modélisation peut prendre en compte (adsorption,

réaction chimique du soluté, extraction racinaire) est illustré par la Fig. 2.5.5 à droite. La durée de

la simulation est de 3 h.

La modélisation semi-analytique a été réalisée en résolvant l’équation de transfert de soluté à co-

efficients constants. Afin de privilégier la représentation des zones du domaine où les flux hydriques

sont les plus importants au cours de la simulation, nous avons choisi un coefficient de dispersion

moyen élevé (10 cm2.h−1) correspondant aux valeurs les plus élevées du tenseur de dispersion utilisé

par Hydrus-2D (voir première partie, paragraphe 2.3.3 pour le détail de l’évaluation de ce tenseur).
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La Fig. 2.5.2 représente le profil de flux Darcien obtenu au terme de la simulation de 3 h. Ce profil

est un exemple des profils calculés à différents instants de la simulation afin de définir le profil

de flux moyen en temps. Ce profil a permis de délimiter la zone de validité de la simulation pour

un coefficient de dispersion élevé. Il a également permis de fournir les paramètres nécessaires au

processus itératif décrit en quatrième partie, au paragraphe 4.3 basé sur l’anamorphose du domaine

selon le profil des flux Darciens. Ce dernier a ensuite été appliqué sur la solution de l’équation de

transferts à coefficients constants. Le résultat est illustré sur la Fig. 2.5.3. Cette figure représente

également la frontière de validité associée à ces coefficients moyens.

Fig. 2.5.2 – Profil de flux Darcien calculé par la modélisation semi-analytique après 3 h d’irrigation

à la raie

Cette simulation a été reprise en considérant un coefficient de dispersion moyen nul afin de

représenter les zones du domaine d’étude dans lesquelles le flux moyen est faible. Cette simulation

est représentée par la Fig. 2.5.4. De même que dans le cas de la simulation de l’évolution du profil

hydrique, l’évolution de la concentration du soluté dans le sol est obtenue en combinant ces deux

simulations selon leur domaine de validité (Fig. 2.5.5 à gauche). Ici, la résolution de l’équation de

transferts des solutés a été complétée par un processus itératif basé sur l’anamorphose du domaine

permettant la prise en compte du caractère bidirectionnel des flux Darciens.

La qualité de cette simulation est satisfaisante (εθ = 4, 12%, εX = 7, 24% et εZ = 7, 56%). Le

temps de calcul est accru dans une proportion importante par rapport aux simulations précédentes.

Le profil initial de nitrate a été constitué avec un faible nombre de fonctions G, le rapport τCPU

reste inférieur à 1 (63% en considérant un seul jeu de paramètres pour la résolution de l’équation

de Richards et 6 itérations pour le processus prenant en compte un profil de flux spatialement

variable). Cependant, des profils initiaux plus complexes ou une variation de l’humidité du sol plus

importante nécessitant la prise en compte de plusieurs jeux de paramètres peuvent entraîner une

augmentation de ce rapport.
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Fig. 2.5.3 – Profil de concentration de soluté calculé par la modélisation semi-analytique pour un

coefficient de dispersion moyen elevé

Fig. 2.5.4 – Profil de concentration de soluté calculé par la modélisation semi-analytique pour un

coefficient de dispersion nul

L’évolution du profil de soluté lors de la redistribution du profil hydrique sur une durée de plu-

sieurs jours est représentée de la même manière. Des flux moyens d’intensité plus faible et moins

variables au cours de la simulation améliorent la qualité de la simulation, cependant la durée de

simulation plus longue pourra rendre le calage des paramètres plus complexes.
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Fig. 2.5.5 – Comparaison de la modélisation semi-analytique (à gauche) / Hydrus-2D (à droite)

pour l’évolution de la concentration en nitrate sous irrigation à la raie

Enfin, la fertigation peut également être traitée par ce modèle semi-analytique. Celle-ci consiste

à intégrer le fertilisant à l’eau d’irrigation. Cette technique est fréquemment employée en micro-

irrigation. L’apport de fertilisant est représenté dans le modèle par un flux imposé, sur la même

surface qui reçoit l’irrigation. La solution de l’équation de transferts de soluté est formellement la

même que celle de l’équation de Richards sous des conditions aux limites similaires. Cette configu-

ration a été testée. Il reste cependant certaines améliorations à apporter concernant la gestion des

flux Darciens bidirectionnels dans cette situation.

2.6 Bilan sur les capacités du modèle à ce moment de l’étude

Le début de cette cinquième partie a testé les possibilités du modèle semi-analytique décrit

théoriquement dans la quatrième partie. Tout d’abord, une seule simulation sur un cas pratique

d’irrigation a permis de représenter la répartition de l’humidité dans le domaine à un instant donné.

Cependant, le domaine de validité du modèle était restreint aux faibles variations d’humidité, li-

mitant les simulations valables à celles considérant un sol initialement humide avant l’irrigation et

des propriétés hydrodynamiques qui varient faiblement avec l’humidité. Ces conditions sont celles

de l’hypothèse du sol linéaire. Une deuxième étape a consisté à étendre le domaine de validité à

des plages d’humidité plus vastes et des types de sol plus nombreux. Cette étape a été réalisée en

effectuant plusieurs simulations sur une plage d’humidité donnée, permettant ainsi de reconstituer

une solution valable sur la totalité du domaine. Les sols à texture grossière sont également plus

complexes à représenter avec cette approche, mais des résultats satisfaisants peuvent cependant

être obtenus en augmentant la discrétisation de l’intervalle d’humidité [θr, θs]. La redistribution de

l’eau du sol a également été traitée avec la même approche. Le calage des paramètres moyens de
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l’équation de Richards linéarisée est cependant plus complexe, leur sensibilité étant accrue du fait

de l’augmentation de la durée de simulation (de l’ordre de plusieurs jours). Ceci nuit à la qualité des

résultats. Enfin, les transferts de solutés ont été représentés. Le profil d’humidité simulé au préalable

a permis de définir le profil de flux au cours de la simulation. Celui-ci est essentiel à la résolution

de l’équation de transferts de soluté, mais nécessite un temps de calcul plus long pour représenter

de manière satisfaisante la distribution du soluté. Actuellement, ce modèle néglige cependant cer-

tains phénomènes dont la représentation est essentielle à son utilisation sur une saison de culture

complète. La suite de cette partie propose donc les principes généraux de la représentation de ces

phénomènes par le modèle.
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Chapitre 3

Perspectives de développement du

modèle semi-analytique

3.1 Prise en compte d’actions extérieures variables en espace

et en temps

Ce modèle étant basé sur l’utilisation de la fonction de Green, il est capable de gérer de nom-

breux types de conditions aux limites. Nous avons vu que la condition de charge dans le cas de

l’irrigation a été considérée variable dans les simulations testées plus haut. Des conditions aux li-

mites variables permettent de représenter de nombreux phénomènes qui agissent de l’extérieur sur

le domaine étudié.

Concernant le système d’irrigation en lui-même, les conditions aux limites imposées jusqu’alors

étaient indépendantes du temps. Le débit d’un goutteur est en général régulier, de faibles variations

peuvent apparaître mais ne nécessitent pas le recours à une modélisation plus complexe. Cependant,

la hauteur d’eau dans une raie est un processus qui varie dans le temps, principalement en début et

en fin de la phase d’irrigation. En couplant ce modèle avec un modèle d’avancement de l’eau dans

une raie, une condition à la limite variable en temps peut permettre la simulation d’un remplissage

et d’une vidange de la raie.

De même, l’évaporation du sol (ET) est un phénomène très variable à l’échelle de la saison et

celle de la journée. ET est représentée par une condition de flux d’eau sortant du domaine qui

dépend des conditions climatiques. Cette condition accentue l’assèchement du sol dû aux effets gra-

vitaires qui entraînent naturellement l’eau du sol en profondeur.

Enfin, les précipitations peuvent être également représentées par le modèle. Elles consistent en un

flux d’eau entrant dans le domaine. Ici encore, ce flux n’est jamais constant et une modélisation te-

nant compte de la variation de l’intensité de la pluie dans le temps permet une meilleure description

de ce phénomène. Il faut tout de même noter qu’un débit supérieur à la conductivité hydraulique

à saturation sera mal traité par le modèle semi-analytique et que le passage d’une condition de
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flux (débit inférieur à Ks) à une condition de charge (flaquage en surface pour un débit supérieur à

Ks) qui peut être traité dans certaines versions modifiées d’Hydrus-2D ne peut pas ici être effectué.

3.2 Impact de la plante sur l’état du sol

L’utilisation de la fonction de Green dans ce modèle permet également de traiter des termes

sources. Un terme source ajouté dans l’équation de transfert induira l’ajout d’un terme dans la so-

lution analytique proposée dans ce travail. Ce terme aura également une forme intégrale, en espace

et en temps, faisant intervenir la fonction de Green. Les outils algorithmiques développés dans la

troisième partie permettront de traiter ce terme supplémentaire de la même manière que les autres.

Ce terme source peut représenter l’extraction racinaire de la plante en eau ou en azote ainsi

qu’une production de soluté dans le domaine. Concernant l’extraction racinaire, elle modifie non

seulement l’état du sol, mais la connaissance des quantités d’eau et d’azote prélevées permettent de

vérifier que les demandes de la plante sont bien satisfaisantes et de prévoir ainsi son rendement à

la récolte.

Un effort de modélisation devra cependant être fait dans ce contexte. En effet, la transpiration

de la plante est contrôlée par la demande climatique. La quantité d’eau dans le sol n’est pas toujours

suffisante pour satisfaire cette demande, dans ce cas, on dit que la plante est en condition de stress

hydrique. Cette situation peut également se produire dans le cas d’une eau difficilement utilisable

par la plante, c’est à dire dont la pression matricielle est inférieure à la capacité de succion des

racines. La résolution mathématique par l’utilisation de la fonction de Green permet de traiter des

termes sources dépendant des variables d’espace et de temps, il est donc possible de définir une

extraction racinaire variant selon le temps (pour représenter les changements climatiques au cours

de la journée ou de la saison) et l’espace (pour représenter la distribution des racines de la plante

dans le sol). Cependant, elle ne permet pas directement de rendre compte de la variation du terme

source en fonction de l’état du sol à un instant donné. De plus, le besoin en eau de la plante est

décrit généralement par une demande climatique globale qui est répartie de manière uniforme sur

toute la zone racinaire. En pratique, dans le cas de l’assèchement d’une région du domaine colonisée

par des racines, la plante reporte ses potentiels d’extraction sur d’autres racines, permettant ainsi

de satisfaire finalement la demande (Mailhol, 2005, conversations professionnelles). Ce phénomène

suppose que le modèle puisse pondérer l’extraction racinaire selon l’état hydrique local du sol.

3.3 Description d’une saison culturale complète

Un des objectifs de ce travail était de décrire l’évolution de l’état du sol à l’échelle de la saison et

de pouvoir simuler une succession de phases d’irrigation et de redistribution. Le modèle développé

peut être adapté à ce contexte. Nous avons vu que les irrigations peuvent être traitées avec des

temps de calcul faibles et que la méthode générale pour décrire irrigations ou redistributions est la

même. Cependant plusieurs points sont encore à améliorer pour atteindre cet objectif.
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Les simulations réalisées dans ce travail ont nécessité un calage qui a parfois été complexe. La

définition des paramètres moyens cD et cH a été délicate du fait de la forte variation des propriétés

hydrodynamiques du sol en fonction de l’humidité. Un procédé permettant d’automatiser ce calage

sur le modèle de van Genuchten, comme il a été réalisé ici, sur un autre modèle, ou sur des données

expérimentales doit être mis en place pour augmenter le caractère opérationnel du modèle.

Le passage d’une phase d’irrigation à une phase de redistribution est actuellement délicat à

effectuer. La simulation d’une irrigation doit permettre de définir le profil qui servira de condition

initiale à la simulation d’une redistribution. Nous avons vu que ce passage est pour l’instant effectué

en recomposant manuellement cette condition initiale, mais que le profil obtenu est conforme au

profil attendu. Il faudra donc automatiser également ce passage.

Enfin, des imprécisions ont été décelées dans ce modèle du fait du manque d’efficacité de certaines

méthodes numériques. Les conditions de flux imposés en surface ont notamment été sous-estimées

par ces méthodes trop simples. L’objectif premier de ce travail étant de valider les principes de

cette modélisation et sa capacité à satisfaire aux exigeances du contexte, ces méthodes numériques

ont été négligées au profit de cet objectif. Pour les mêmes raisons, la représentation symbolique des

fonctions composant la solution du problème d’écoulement n’est pas optimisée. Une amélioration de

ces points permettra de diminuer le temps de calcul et d’améliorer la représentation des phénomènes

physiques simulés.
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Conclusion de la partie

Cette partie a permis d’évaluer les capacités et le domaine de validité de la modélisation déve-

loppée. Trois critères devaient être testés.

• Son adaptabilité. Nous avons vu que ce modèle était en mesure de simuler différents types

de système d’irrigation, sous différentes contraintes d’humidité initiale et de conditions aux

limites. Entre chaque phase d’irrigation, la redistribution peut être simulée en utilisant les

mêmes mécanismes de résolution que ceux employés dans le cas d’une irrigation. Même si des

améliorations restent à accomplir pour obtenir une meilleure précision, le modèle reproduit

l’évolution générale de l’humidité du sol. Il propose enfin un processus permettant de repré-

senter l’évolution du profil de soluté en partant des principes de résolutions des équations de

transferts hydriques. Enfin, des perspectives sont envisagées pour augmenter le nombre des

phénomènes pouvant être traités par le modèle tout en gardant et en exploitant les principes

fondateurs de la modélisation.

• Son caractère opérationnel. Ce point reste à améliorer, cependant, les cas testés dans cette

partie et les propositions de développements ultérieurs montrent que la marge de progrès est

relativement étendue en ce sens. En effet, le caractère opérationnel est pour le moment dété-

rioré par la lourdeur de certaines méthodes et par des processus qui ne sont pas encore pris

en charge automatiquement par le code de calcul.

• L’étendue de son domaine de validité. Ce point était important à vérifier. Les hypothèses

prises pour construire le modèle étaient très contraignantes et risquaient de nuire à la qualité

des résultats. La validité des premières simulations n’étaient effectives que sur des plages de

valeurs faiblement étendues. Une approche consistant à rassembler plusieurs simulations sur

ce type de domaine de validité a permis d’étendre les capacités du modèle a une plus grande

variété de sols et à un plus grand nombre de situations.

Ces trois points de contrôle sont donc, pour la plupart, relativement satisfaisants. Le modèle en

l’état actuel permet la simulation de nombreuses situations à l’échelle événementielle et ses principes

pourront servir à intégrer de nouveaux modules permettant de compléter le nombre des phénomènes

physiques qui peuvent être simuler. Certains points, notamment l’extraction racinaire d’une plante

en stress hydrique, devront cependant faire l’objet d’études complémentaires, ce travail, en l’état

actuel, ne permettant pas leur prise en compte directe.
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Conclusion

L’objectif de ce travail était de développer une modélisation permettant la représentation des

transferts bi- et tridirectionnels eau-solutés. Cette modélisation devait être capable de combler cer-

taines lacunes des modélisations existantes. Dans le cas des modélisations analytiques, il s’agissait

de prendre en compte un domaine de validité plus important et d’être capable de représenter un

plus grand nombre de phénomènes physiques et de situations pratiques d’irrigation et de fertilisa-

tion. Concernant les modélisations numériques, le modèle développé devait avoir un caractère plus

opérationnel, permettant de décrire par les mêmes principes, différents événements caractérisés par

différentes échelles de temps.

La première partie de ce travail a consisté à dresser l’état de l’art des modélisations existantes en

rapport avec cette problématique. Elle a permis de déceler plus précisément les difficultés de chaque

méthode à représenter les transferts bi- et tridirectionnels dans des situations relativement com-

plexes et les contraintes auxquelles elles devaient faire face en liaison avec la problématique. Mais

cette étude a permis également de retenir les avantages de chaque modélisation afin de les intégrer

au modèle à développer. L’étude des données expérimentales a suivi logiquement cette étude théo-

rique. Après avoir analysé les outils de modélisation à disposition, nous avons cherché à compléter

la connaissance des transferts eau-solutés et des phénomènes physiques mis en jeu dans le contexte

de l’étude par une analyse de campagnes expérimentales. Ces campagnes ont mis en évidence le

besoin d’une modélisation bi- ou tridirectionnelle pour décrire certaines techniques d’irrigation et

de fertilisation. Elles ont permis également de cerner les contraintes et les besoins pratiques que la

modélisation doit satisfaire dans la problématique de l’étude.

Les apports de ces deux analyses réalisées au niveau théorique et expérimental nous ont orienté

vers le développement d’une modélisation semi-analytique fondée sur la résolution des équations de

transferts. Le choix d’une modélisation à partir de bases mécanistes a été motivé par le besoin d’une

description détaillée des processus physiques à représenter. La construction d’un tel modèle a donné

lieu à la définition d’outils mathématiques et algorithmiques permettant la résolution des équations

de transferts. Cette résolution a été effectuée en décomposant le problème général en problèmes

élémentaires plus simples à traiter. L’efficacité de cette modélisation a enfin été testée sur des cas

concrets d’irrigation et de fertilisation. Ce fut alors l’occasion de vérifier l’étendue de son domaine

de validité. Celui-ci, trop restreint du fait de fortes hypothèses imposées lors de la construction du

modèle, a été étendu par la superposition de plusieurs simulations réalisées chacune sur un domaine

de validité restreint, mais dont la réunion permettait de toucher un plus grand nombre de sols et

de situations pouvant être représentées.
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L’apport de cette modélisation par rapport aux modélisations existantes est conforme aux at-

tentes, même si elle doit faire l’objet d’améliorations et d’études complémentaires pour des applica-

tions pratiques. En l’état actuel du développement, ce modèle est capable de décrire l’évolution d’un

profil initial d’humidité et de concentration d’azote hétérogène et de gérer des géométries irrégulières

lors de la simulation d’une irrigation ou d’une redistribution. Cette remarque est particulièrement

valide sur des sols à dynamique lente ou des durées de simulations faibles. Dans le cas de sols à

texture plus grossière ou sur des durées de simulation plus longues (de l’ordre de quelques jours),

cette remarque doit être nuancée. Une meilleure qualité de la modélisation peut être obtenue, mais

au prix d’une augmentation des temps de calculs et d’un calage de paramètres plus complexe. Cette

option rend la modélisaion plus difficile à mettre en oeuvre et la rapproche d’une modélisation

numérique et de toutes les contraintes qu’elle implique.

Ce travail a permis cependant de définir un outil adaptable avec de nombreuses perspectives

d’améliorations. Les processus actuellement utilisés au sein du code de calcul peuvent être optimisés

et la structure de cet outil permet l’ajout de modules supplémentaires. Cet ajout est facilité par le

développement, au cours de ce travail, de méthodes génériques qui pourront s’adapter à ces modules

supplémentaires, permettant ainsi la prise en compte de phénomènes pour l’instant négligés.
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Annexe A

Manuel d’utilisation de DeGETES

(Décomposition gaussienne des

équations de transferts eau-soluté)

A.1 Présentation du code de calcul

Le logiciel DeGETES est un code de calcul permettant de résoudre les équations de transferts

eau-soluté en décomposant celles-ci sous forme de gaussiennes. Les principes généraux de cette dé-

composition sont décrits dans le mémoire, nous présenterons ici un manuel pratique d’utilisation

du logiciel développé. Le langage de programmation utilisé est Fortran90, concernant la partie

calculs scientifiques. La partie graphique est réalisée par des appels de routines Win32.

Trois types de fichiers sont utilisés ici.

• Des fichiers d’entrée (*.in, *.h2d) permettant de définir les paramètres du modèle.

• Des fichiers exécutables (*.exe) qui permettent de définir, calculer et visualiser grâce à des

interfaces graphiques le problème et sa solution.

• Des fichiers sortie (*.dat) qui contiennent les informations concernant la solution du problème.

Le lancement du fichier DeGETES.exe déclenche le lancement des autres fichiers exécutables et

la définition des deux autres types de fichiers.

A.2 Lancement de DeGETES

Le lancement de DeGETES.exe fait apparaître l’écran suivant (Fig. A.2.1). A partir de cette

fenêtre, quatre options sont disponibles.

1. La définition des paramètres numériques et données générales du problème (nom des fichiers

d’entrée, dimension du domaine, type de résolution, caractéristiques du sol).

2. La définition des conditions aux limites et initiales du problème.

3. La résolution du problème.
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4. La visualisation des résultats (profil hydrique, profil de soluté, comparaison avec Hydrus-2D).

Fig. A.2.1 – Menu général de DeGETES

Lors d’un premier lancement du logiciel, ces quatre options doivent être réalisées en respectant

cet ordre.

A.3 Définition des paramètres numériques

La fenêtre (Fig. A.3.1) qui apparaît en sélectionnant la première option du menu permet de

définir les paramètres généraux du problème. Ceux-ci sont regroupés dans les fichiers d’entrée dont

les noms sont spécifiés sur le côté gauche de la fenêtre. Ces fichiers peuvent être enregistrés ou un

ancien jeu de fichiers précédemment défini peut être ouvert.

A.3.1 Contenu du fichier de données générales

Ce fichier renseigne sur les types de phénomènes à simuler (les transferts hydriques étant tou-

jours simulés et pouvant être complétés par le calcul du flux Darcien et celui du profil de solutés). Il

est également possible de comparer les résultats du modèle avec ceux d’Hydrus-2D (des précisions

sur cette option seront données plus loin dans ce manuel).

Le fichier contient ensuite des données numériques sur le domaine de l’étude et la durée des

phénomènes à simuler. Les noms des variables à renseigner sont reprises dans le Tab. A.3.1.
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Fig. A.3.1 – Définition des paramètres généraux de DeGETES

Nom Définition Remarques

xMin abscisse minimale du domaine

xMax abscisse maximale du domaine

Nx discrétisation en abscisse nombre de points de visualisation

zMin profondeur minimale du domaine

zMax profondeur maximale du domaine

Nz discrétisation en profondeur nombre de points de visualisation

Az paramètre de discrétisation Az > 1 raffine la discrétisation près de la surface

tMax durée totale de l’événement

Nt nombre d’intervalles en temps utile surtout pour le transfert des solutés

At paramètre de discrétisation At > 1 indique un raffinage près de t=0

NInt nombre d’intervalles d’intégration NInt < 20 donne des résultats satisfaisants

AtInt paramètre d’intégration numérique voir le mémoire au chapitre 2.1.4

Tab. A.3.1 – Détails des données à initialiser

A.3.2 Contenu du fichier des propriétés hydrodynamiques du sol

Cette fenêtre permet également de définir les propriétés hydrodynamiques du sol à partir de

modèles connus ou de manière empirique. Ces informations sont enregistrées dans le fichier des
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paramètres hydriques. Le mémoire décrit la décomposition de l’intervalle d’humidité comprise entre

θr et θs permettant de réduire les impacts de l’hypothèse du sol linéaire sur la qualité des résultats.

La première étape dans l’initialisation des propriétés hydrodynamiques est de définir le nombre

d’intervalles d’humidité qui seront considérés dans la modélisation. Si l’option de discrétisation et

paramétrage des intervalles est « manuel », il faut définir également les bornes de ces intervalles et

les coefficients associés. Ces derniers doivent être définis pour chaque intervalle soit en renseignant

les valeurs de Ks, la conductivité hydraulique à saturation et α l’inverse de la longueur capillaire

ou en renseignant les coefficients de diffusion et de convection de l’équation de Richards linéarisée.

Si l’option de discrétisation et paramétrage des intervalles est « automatique », un choix de sol type

est disponible et les définitions des intervalles et des coefficients de l’équation de Richards linéarisée

sont réalisées par le code de calcul (pour de plus amples informations sur cette option, voir A.8).

Il est cependant possible d’ajuster les paramètres proposés en sélectionnant à nouveau « manuel ».

Une modification de ces paramètres (comme l’ajout d’un nouvel intervalle d’humidité) doit toujours

être suivie de sa validation en cliquant sur le bouton « modifier/ajouter ».

A.3.3 Contenu du fichier des paramètres concernant le transfert de so-

lutés

L’équation de transfert de solutés est également résolue par DeGETES. Ici, contrairement aux

développements théoriques décrits par le mémoire, il n’est pas encore possible de discrétiser l’inter-

valle de flux Darcien en plusieurs intervalles. Les paramètres à définir sont la diffusion moléculaire

(Dm), la dispersivité longitudinale (DL) et transversale (DT), ce qui permet de définir un coeffi-

cient moyen de dispersion. Le code peut également prendre en compte deux types de réactions :

un modèle linéaire d’adsorption représenté par le coefficient de retard R et une réaction du premier

ordre, représentée par le coefficient µ.

A.3.4 Contenu du fichier comparaison Hydrus-2D

Enfin, le dernier fichier complété dans cette étape est le fichier contenant les simulations Hy-

drus-2D dans l’optique d’une comparaison avec les résultats de DeGETES. Les simulations doivent

avoir été réalisées par Hydrus-2D au préalable et copiées dans le répertoire où se trouve le fichier

DeGETES.exe. Trois types de fichiers sont à indiquer : le fichier du maillage Hydrus-2D traduit

en ASCII (MESHTRIA.TXT), le profil d’humidité simulé par Hydrus-2D (th.out) et celui de la

distribution de soluté (conc1.out).

A.3.5 Enregistrement et ouverture de fichiers existants

Les modifications effectuées dans cette étape doivent être enregistrées avant de passer à l’étape

suivante (en modifiant au besoin le nom de fichier d’entrée et en cliquant sur le bouton « enre-

gistrer »). De même, il est possible d’ouvrir des fichiers existants en changeant le nom de fichiers

d’entrée et en cliquant sur « ouvrir ». Notons qu’ici, on définit uniquement le nom des fichiers dé-

crivant les conditions initiales et aux limites. La création de ces fichiers est réalisée dans l’étape

suivante.
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A.4 Définition des conditions initiales et aux limites

La deuxième étape consiste à définir les conditions initiales et aux limites du problème. L’écran

Fig. A.4.1 apparaît. Il est composé de quatre parties : définition du profil hydrique initial, définition

du profil de soluté initial, définition de la géométrie de la surface et des conditions aux limites (eau-

soluté) et enfin définition des fichiers de données.

Fig. A.4.1 – Définition des conditions initiales et aux limites

A.4.1 Définition des conditions initiales

Les conditions initiales en humidité ou en soluté sont décomposées sur forme de somme de

gaussiennes. Les données à renseigner concernent les centres de ces gaussiennes ainsi que leurs

écarts types et leurs amplitudes. A chaque modification, il faut cliquer sur « modifier/ajouter »pour

visualiser le résultat sur une fenêtre graphique (Fig. A.4.2). Actionner les flèches droite et gauche

permet de visualiser la position du centre, l’écart type et le maximum de chaque gaussienne.

A.4.2 Définition des conditions aux limites

Pour la discrétisation de la géométrie de la surface et la définition des conditions aux limites

associées à chaque segment, le principe est le même. Le menu illustré à la figure Fig. A.4.1 permet de

définir le nombre de segments, les coordonnées de ses extrémités, le type et la valeur des conditions
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Fig. A.4.2 – Visualisation des conditions initiales du problème

aux limites (altitude de la hauteur d’eau pour une condition de charge, valeur du débit pour une

condition de flux) qu’il est possible de visualiser segment par segment sur la fenêtre graphique

illustrée par la Fig. A.4.3.

Fig. A.4.3 – Visualisation des conditions aux limites du problème
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A.5 Calcul de la solution du problème

La troisième étape effectue les calculs de la solution du problème défini par la première et la

deuxième étape. Une fenêtre s’ouvre alors et permet de suivre l’évolution des calculs.

*** MODELE SEMI-ANALYTIQUE DE PREDICTION DE L’ETAT DU SOL ***

- Calcul du profil hydrique : ACTIF

- Calcul des flux hydriques : INACTIF

- Calcul du profil de solute : INACTIF

Etape 1. 1. 1. Resolution de l equation de Richards pour t = 3.00 h

o Parametres hydrodynamiques valables entre 0.100 cm3.cm-3 et 0.200 cm3.cm-3

| thetaR = 0.200 cm3.cm-3

| thetaS = 0.400 cm3.cm-3

| alpha = 0.500 cm-1

| Ks = 1.000 cm.h-1

o Creation des 0 problemes elementaires CI

o Creation des 12 problemes elementaires CL

o Evaluation du potentiel de flux

| Nombre de fonctions sur la composante X : 2241

| Nombre de fonctions sur la composante Z : 3996

Etape 1. 1. 2. Resolution de l equation de Richards pour t = 3.00 h

o Parametres hydrodynamiques valables entre 0.200 cm3.cm-3 et 0.300 cm3.cm-3

| thetaR = 0.200 cm3.cm-3

| thetaS = 0.400 cm3.cm-3

| alpha = 0.500 cm-1

| Ks = 2.000 cm.h-1

o Creation des 0 problemes elementaires CI

o Creation des 12 problemes elementaires CL

o Evaluation du potentiel de flux

| Nombre de fonctions sur la composante X : 2241

| Nombre de fonctions sur la composante Z : 3996

Etape 1. 1. 3. Resolution de l equation de Richards pour t = 3.00 h

o Parametres hydrodynamiques valables entre 0.300 cm3.cm-3 et 0.400 cm3.cm-3

| thetaR = 0.200 cm3.cm-3

| thetaS = 0.400 cm3.cm-3

| alpha = 0.500 cm-1

| Ks = 3.000 cm.h-1
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o Creation des 0 problemes elementaires CI

o Creation des 12 problemes elementaires CL

o Evaluation du potentiel de flux

| Nombre de fonctions sur la composante X : 2241

| Nombre de fonctions sur la composante Z : 3996

o Evaluation de l infiltration cumulee : 38.68cm

Etape 2. Enregistrement des fichiers de resultats

o Noms des fichiers resultats (a visualiser avec affProfil.exe)

| Humidite : humdite.dat

| Flux : fluxX.dat, fluxZ.dat,fluxN.dat

| Concentration solute : concN.dat, concNAnam.dat, concNVar.dat

o Temps CPU requis

| Temps CPU utilisateur : 8.05 secondes

| Temps CPU systeme : 0.03 secondes

| Temps CPU total : 8.08 secondes

FIN DU PROGRAMME

Le listing alors obtenu, et repris ci-dessus, rassemble les informations essentielles de la progression

des calculs.

• Tout d’abord, le type de simulation effectué : évaluation des flux Darciens, simulation des

transferts de soluté.

• Ensuite et pour chaque pas de temps considéré (ici, un seul) : la plage d’humidité dans laquelle

le problème est résolu, les caractéristiques du sol associées à cette plage d’humidité, le nombre

de problèmes élémentaires, la composition de la solution et à la fin de chaque pas de temps,

la valeur de l’infiltration cumulée.

• Enfin, le code de calcul procède à l’enregistrement dans des fichiers et indique le temps de

calcul utilisé.

A.6 Visualisation des résultats

La dernière étape de DeGETES permet de visualiser les résultats du problème. Une fenêtre

apparaît (Fig. A.6.1) et propose la visualisation de l’état initial du sol, celui après simulation et la

comparaison avec un profil simulé par Hydrus-2D.

Les différentes options de visualisation sont rassemblées dans le tableau suivant

Des précisions doivent être apportées sur certaines de ces options. Leur objectif étant plutôt

pédagogique que pratique, elles concernent principalement la simulation des transferts de solutés.

(1) Ce maillage est obtenu suite à la transformation Lagrangienne réalisée au dernier pas de

temps de la simulation. Il permet de vérifier que la déformation du maillage reste admissible.
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Fig. A.6.1 – Visualisation des solutions du problème

Maillage Maillage régulier

Maillage anamorphose (1)

Maillage Hydrus

Conditions initiales Humidité (2)

Soluté (3)

Visualisation des profils Profils hydriques Humidité

Flux de Darcy

Profils de concentration Soluté - convection constante (4)

Soluté - après anamorphose (5)

Soluté - convection variable (6)

Profils Hydrus Humidité

Soluté

Quitter

Tab. A.6.1 – Profils pouvant être visualisés

(2) (3) Si l’option comparaison avec Hydrus est activée, la visualisation des conditions initiales

du problème crée les fichiers thI.out et cNI.out, fichiers permettant d’initialiser une simulation

Hydrus.

(4) La simulation des transferts de soluté procède en trois étapes, cette option permet de vi-

sualiser la concentration en soluté en considérant une convection constante (moyenne des flux

Darciens calculés auparavant).

(5) On représente ici la solution précédente sur le maillage déformé au dernier pas de temps

considéré.
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(6) Enfin, cette dernière option permet d’observer la solution précédente interpolée sur le maillage

régulier. Elle représente la solution finale du problème de convection-diffusion de soluté.

A.7 Cas test

Les cas testés dans le mémoire peuvent être utilisés en exemple d’application. Les jeux de fichiers

d’entrée sont repris dans le Tab. A.7.1 et sont disponibles au même emplacement que les autres

fichiers du code DeGETES.

A.8 Choix d’un sol prédéfini

Concernant l’option « automatique » de la définition des paramètres hydriques du code, trois

types de sol ont été définis : le sol Yolo Clay, le sol de Lavalette (Montpellier), sol à texture moyenne

et le silt de Roth, sol à texture plus grossière. Les courbes de rétention d’eau du sol et de conducti-

vité hydraulique ont été construites grâce au modèle de van Genuchten. D’autres sols peuvent être

introduits en complétant le fichier solTyp.dat en respectant la structure de données utilisée pour

les autres sols. La définition d’un sol peut être réalisée en entrant les paramètres de Brooks et Corey,

ceux de van Genuchten ou même des relevés expérimentaux ; courbe de rétention et conductivité

hydraulique pouvant être définies par des modes distincts.
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Evénement simulé Durée Type de sol Fichiers d’entrée

Micro-irrigation 10h argilo-limoneux genM.in

hyd1M.in

CI1M.in

CL1M.in

h2d1M.in

Irrigation à la raie 3h argilo-limoneux genF.in

hyd1F.in

CI1F.in

CLF.in

h2d1F.in

Micro-irrigation 10h limoneux genM.in

hyd2M.in

CI2M.in

CL2M.in

h2d2M.in

Irrigation à la raie + transfert de nitrate 3h limoneux genFN.in

hyd2FN.in

sol2FN.in

CI2FN.in

CLF.in

h2d2FN.in

Micro-irrigation 10h sablo-limoneux genM.in

hyd3M.in

CI3M.in

CL3M.in

h2d3M.in

Irrigation à la raie 1h30min sablo-limoneux genF.in

hyd3F.in

CI3F.in

CLF.in

h2d3F.in

Redistribution dans une raie 2j limoneux genFR.in

hyd3FR.in

CI3FR.in

CLFR.in

h2d3FR.in

Tab. A.7.1 – Liste de fichiers d’entrée des cas tests
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Annexe B

Impact of water application

conditions on nitrogen leaching under

furrow irrigation : experimental and

modelling approaches
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Impact of water application conditions on nitrogen leaching under furrow irrigation: 
Experimental and modelling approaches 

 
 
 

J. C.  Mailhol1*, D. Crevoisier, K. Triki 

 
1 Cemagref, French Institute of Agricultural and Environmental Research (Irrigation Division) 
361, rue  J.F. Breton, BP 5095, F34033 Montpellier, France. 
 
 
Abstract 
Local infiltration tests on 1.5 m long blocked furrows were carried out on a loamy soil plot to 
assess N fertiliser leaching under furrow irrigation when fertilization entails placing nitrogen 
on the upper part of the ridge during the ridging operation.  This article focuses on the impact 
of flow depths, or water application depth (WAD) on nitrogen migration in seven 1.5m-long 
blocked furrows. When WAD for a first irrigation event is greater or equal to 240 mm, the 
high spatial variability of N concentrations in the soil was reduced significantly in both the 
ridge and beneath the furrow. The virtually homogenous nitrogen soil profile that results, 
allows an estimation of the standard nitrogen balance. This is not possible when a 
heterogeneous N soil profile exists at the end of the irrigation season as observed under 
moderate WAD conditions. In addition, a substantial WAD delivered during the first 
irrigation event, and at a period where the plant N requirements are high, does not affect crop 
yield potential.  
 A modelling approach adapted to 2D water and solute transfer allowed us to validate the 
estimated N leaching resulting from nitrogen balance performed under high WAD conditions. 
22 kg/ha of nitrogen leaching (around 10% of the nitrogen application) was obtained during 
the irrigation season under high WAD (240 mm during a first irrigation and around 200 mm  
for the following irrigation events). Modelling should be used to estimate N leaching under 
low or moderate WAD because of the heterogeneous N distribution within the root domain.     
 
 

*  corresponding author:  (33) 04 67 04 63 00 - Fax (33) 04 67 63 57 95 

    E-mail:jean-claude.Mailhol@cemagref.fr 

Key words: Furrow irrigation, infiltration tests, nitrogen leaching, nitrogen use efficiency 

1. Introduction 
 

In spite of the modernisation of furrow irrigation techniques, high irrigation rates 
under furrow irrigation coupled with substantial field N fertilisation, in some countries 
(Fernandez et al., 1994), has lead to increased groundwater pollution risks. This situation has 
motivated some work on the research topic regarding the risks of N leaching resulting from 
irrigation and fertilisation practices. Better fertiliser placement combined with irrigation 
management can lessen NO3-N leaching according to Robbins and Carter (1980). When a N 
fertiliser application matches plant requirements (taking into account initial N soil 
conditions), irrigation must be managed with care to maximize N use efficiency and reduce 
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 2

risks of N leaching. This assessment results from the field experiments described in Mailhol 
et al, (2001) where the fertiliser technique consists of removing a portion of the fertiliser 
application which was spread before furrow ridging. This operation concentrates the fertiliser 
on the top part of the ridge as shown on Fig. 1.  

 
 Field experiments, combining fertiliser placement techniques with furrow irrigation 

management, have been mainly carried out for agronomic purposes i.e nitrogen use efficiency 
evaluation.  Benjamin et al. (1998) analysed the impact of fertiliser placement under alternate 
and every furrow irrigation systems over two irrigation seasons. The study shows that placing 
fertiliser in the non irrigated furrow of an alternate–furrow irrigation system, or placing 
fertiliser in the row, with either alternate or every-furrow irrigation, has the potential to 
decrease fertiliser leaching without reducing crop production. The results of this work tend to 
prove that there is an increase in nitrogen use efficiency using these techniques when 
compared with the broadcasting method.  Lehrsch et al. (2000), also analysed the impact of 
fertiliser placement (urea) using banding and side-dressing methods while applying water to 
the same furrow and alternating furrow for an every second irrigated furrow system. Banding 
N on one side of a row rather than broadcasting  it, and applying water throughout the season 
to the same furrow on the other side of the row maintained or increased silage yield by up to 
26% and increased N uptake in silage by up to 21%. The water application depths (7 or 8 
water applications per year) were always moderate, i.e. 40 and 60 mm except for the first 
irrigation of the second experimented year (147 mm). As a result, it can be hypothesized that 
with a low saturated conductivity value ( Ks ≤ 0.5 cm/h) of the silt loam soil the risks of 
leaching are low. As for this soil the capillary effects are greater than those of gravity, 
irrigation management (same or alternating irrigated furrow) is less of an issue.  

 
Popova et al, (2000) have quantified the N leaching during both irrigation and the 

inter-cropping season resulting from two fertilisation/watered methods using lysimeters (10 
m2 area on 2 m depth) installed on a chromic luvisol with corn. In the first lysimeter, all the 
furrows were fertilised/watered while in a second lysimeter only half of them were 
alternatively supplied with water and nitrogen. Fertilisation rate of 200 Kg/ha for the two 
lysimeters gave a combined result of 14 kg N/ha transport to ground water i.e. 7% of the 
applied nitrogen. 33 kg N/ha (i.e.8.3%) were leached for the third lysimeter fertilised at a rate 
of 400 kg/ha with furrows alternatively fertilised/watered. A fourth lysimeter fertilised at the 
same rate, but where all the furrows  were fertilised/watered, generated the highest risks of 
groundwater pollution since 42 kg N/ha were leached (i.e.11%). But it must be noted that 
irrigation rates was only 120 mm (in two applications) while rainfall levels amount to around 
360 mm. Such conditions may explain why no significant yield differences were observed 
between the treatments, but clearly N application rates greater than 200 kg/ha should be 
considered environmentally hazardous and economically unjustified. 

 
The field experiments carried out on a bare soil by Abassi et al., (2003) were only 

based on water and solute transport, the solute (i.e. bromide) being  dissolved in the irrigation 
water. The author’s objective was to analyse the impact of water depth and water application 
depth on N leaching. Abassi’s objectives also rejoin those of this article. The conclusions 
relative to the impact of high water flow depths on WAD and the risks of N leaching are very 
close to those presented in this paper. 

 
In a previous work published in  Mailhol et al., (2001) the fertilisation technique 

described in Fig.1 was analysed based on field experiments carried out in  1999 on the loamy 
soil plot of Lavalette (Montpellier) where the corn crop was irrigated using 130 m long 
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 3

furrows. Due a lack of data, the role that water depth in the furrow may play on the nitrogen 
use efficiency (NUE) and the risks of N leaching was only briefly discussed at the end of the 
article. We also mentioned in the cited article that the corn cobs seemed bigger over the last 
few meters of the blocked-end furrows than at other parts of the plot. At this location, the 
water levels could reach the maximal furrow depth (i.e. 12-15cm), especially for furrows 
having short advance time (fast furrows),  whereas on the other parts, the water depths did not 
exceed 5 cm. Note that due to the well known heterogeneity of the advance process in furrow 
irrigation, variable situations may occur at the downstream end. For instance, moderate WAD 
may result from both water flow depth of 7 cm (for example) and weak opportunity time in 
the case of furrows for which advance time is close to cut-off time. 

 
 As at the downstream site, the crop yield measurement location was too far (around 

15 m) from the plot end,  it was not possible to affirm our presumptions about the impact of 
the high water flow depths on N leaching or on NUE.  Measured crop yields at the 3 sites (7 
plots) located at upstream, mid and downstream parts of the plot were not significantly 
different and averaged 12.7 T/ha (Cv ≤ 5%). The corn yield of 13.8 T/ha obtained with a full 
irrigated sprinkler treatment, although not much higher than for the furrow irrigated plot, 
raises the issue of the dependence of nitrogen use efficiency on the fertilisation practice. The 
fertilisation technique used in the experiments consisted of applying N just before sowing and 
just before furrow ridging. N fertiliser accumulates at the top part of the ridge, during the 
ridging operation, and can migrate to the deeper layers if high water depth conditions exist in 
the furrow or as the result of substantial rainfall events.  

 
Soil samples collected under the furrow bed and under the ridge, using the auger 

method, show that N residues remain in the upper part of the ridge at the end of the cropping 
season. The N residues located on the top of the ridge should be less affected by low flow 
depth conditions than high flow depth conditions that existed at downstream part of the 
furrow. These hypothesis have been tested using model simulations in Mailhol, (2001) and 
Mailhol et al, (2001) using the water and solute transport numerical code HYDRUS-2D 
(Simunek et al., 1999). The N homogenisation within the root system (transfer of N from top 
ridge to the vertical of the furrow bed) was shown. This result is consistent with the findings 
of Abassi et al, (2003) and Abassi et al., 2004. 

 
With low water levels, capillary forces are mainly responsible for nitrogen 

displacement that generally results in a N increase on the upper part of the ridge. With high 
water levels, both capillary and gravity forces contribute to nitrogen displacement from the 
top to the deeper soil layers. Assuming that the nitrogen movement is limited to the root zone, 
one can say that all the conditions required to obtain a good NUE are met. Nevertheless, if the 
water application depth is too high the risks of nitrogen leaching increase significantly and as 
a result the NUE can decrease when the nitrogen application matches plant requirements.  

 
Infiltration tests on 1.5 m blocked furrow have been performed in order to validate the 

previous findings-interpretations and to evaluate risks of N leaching under high irrigation 
rates, linked to inlet discharge rates, opportunity times or ponding. 
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2. Materials and methods 
 
2.1. The experimental approach 

 
Infiltration tests on 1.5 m blocked furrow have been performed during the 2002 

cropping season on the experimental plot of Lavalette at the Cemagref Institute in Montpellier 
(42.5°N , 85° W) on a silty (49%) sandy (30%) clay (21%) soil. The furrow infiltration 
treatment takes place inside a corn plot irrigated using a travelling rain gun system. 
Precautions were taken to prevent system impacts on the furrow treatment by maintaining a 
large non irrigated area between them (Fig.2). The limited size of the test allows a better 
control of water application depths and reduces the impacts of large scale heterogeneity 
sources on results interpretation (Abassi and al., 2004). In addition, this protocol suits the 
objective of this work which focuses on nitrogen fate when a furrow is locally affected by 
high water flow depths. The corn (Samsara grain species) was sown on May the 5th two days 
after the first fertiliser application (90 kg of N per ha). A second fertiliser application was 
made (100 kg of N per ha) just before furrow ridging (7 furrows only on a limited length of  
few meters) at the 5 leaf stage. During the same period an equivalent amount of fertiliser was 
applied to the part of the plot irrigated with the rain gun system. 

 
The experimental apparatus is presented in Fig.2b,c. Metallic plaques were used to  

block the furrows. In order to satisfactorily simulate real furrow irrigation conditions (all the 
furrows were concurrently irrigated in 1999) a constant water depth was maintained within 7 
furrows. A constant water depth is also maintained at upstream and downstream parts of the 
blocked furrows by adding a given water volume within two metallic plaques. The furrow 
treatment experiment was carried out at two sites. At each site a given water depth in the 
furrow was maintained:  h1 for site 1 and h2 for site 2 (Fig2b). The values of h1 (site 1) and h2 
(site 2) were 12 and 7 cm respectively for the first irrigation event, then 10 and 5 cm for the 
subsequent irrigation events (Fig.2b). An initial volume of water equivalent to the required 
water depth was delivered within the furrow, covered beforehand with a plastic film. The 
latter was pulled away at initial time t = 0. The estimation of the initial volume was based on 
furrow cross section measurements and was subsequently calculated using the furrow 
geometry parameters generated. These water depths were maintained  by adding a given 
water volume as soon as the water level reached the corresponding graduation of the  thick 
metallic scale installed in the furrow bed. A cumulative infiltration curve was thus obtained 
for each event and furrow monitored. 

 
A neutron access tube was inserted in the furrow bottom and a second at the ridge top, 

both allowing the soil water content to be measured to a depth of 190 cm. Two 30 cm CS6115 
Campbell TDR probes were inserted into the soil on the top ridge (at 10 cm depth) to monitor 
the soil water content in the first soil layer. Bulk density was measured before the first and the 
second infiltration test using a surface Gamma densimeter. 

 
Three irrigation treatments were performed during the cropping season. Just before the 

first irrigation event, then 8 days later and on the 25 of September. Before harvesting, soil 
samples for N analysis were collected under the ridge using the auger at the following depths: 
0-6.5, 6.5-13, 13-36.5, 36.5-66.5, 66.5-96.5, 96.5-126.5 cm and under the furrow bed : 0-6.5, 
6.5-23.5, 23.5-53.5, 53.5-83.5, 83.5-113.5, 113.5-143.5 cm. For each depth, four soil samples 
were mixed. Precautions were taken to ensure that the infiltration tests were not disturbed 
(careful refilling of  the holes where  soil was collected). Lastly, the crop status was observed 
during the cropping cycle on the area concerned by the furrow infiltration sites. This 
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observation refers to elements linked to leaf area index estimation (number of active leafs and 
leaf size and plant elevation) and cobs dimensions. These elements reflecting the crop status 
were compared to those of the full irrigated treatment (FIT) using the rain gun system.  FIT, 
for which water supply matches plant requirements (a water amount of 340 mm was delivered 
in 11 applications at a rate that prevents ponding), is assumed to provide yield potential.  
Fertiliser applications and the initial soil nitrogen profile are similar to those of the furrow 
treatments. In addition to FIT, a N zero (irrigated by the same way as FIT) and a dry 
treatment (having only received irrigation at sowing) were also monitored. Each of these three 
treatment sites had an area of 0.25 ha approximately. Soil samples were also collected for soil 
N profile determination for these 3 treatments. A first collection of soil-samples (at 0-10 cm 
then at each 30 cm depth until 150 cm) was made just before sowing and a second at the end 
of September, a few days before harvesting. For yield estimation, 7 sub-plots were harvested 
on FIT whereas the two ridges belonging to the each furrow sites (site 1 and site 2) were 
harvested along a 2 m strip. The sample taken for each furrow site contained approximately 
16 plants (cut at the soil level) in an area of 1.6 m2. 
 
2.2 The Modelling approach using the 2D water and solute transport model HYDRUS-2D 

 
Due to the importance of 2D water and the solute transfer process with regards to the 

fertilisation technique, a nitrogen balance under furrow irrigation is not easy to obtain when 
the irrigation conditions result in a significant difference in the soil N profile between the 
ridge and the furrow bed. A modelling approach, taking into account these circumstances, is 
required  to  analyse risks of N leaching resulting from irrigation and fertilisation practices. 

 
Modelling is used to simulate the water and nitrogen transport process occurring 

during the irrigation period. Due to domain geometry and the specificity of the fertilisation 
practice, the 2D water and solute transport model HYDRUS-2D (Simunek et al. 1999) is 
used. This modelling approach of the 2D transfer process, which is outlined in a following 
section. allowed us to ascertain the reliability of previous nitrogen leaching values estimated 
from the nitrogen balance approach. 
  

The governing flow equation is given by the following modified form of the Richard 
equation: 

∂θ
∂

∂
∂

∂
∂t x

K K
h
x

K S
i

ij
A

j
iz
A= +

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
−( )                                           (1), 

 
 where h is the pressure head [L], S a sink term [T-1], xj (j =1,2) are the spatial coordinates 
[L], t is time [T], Kij

A are components of a dimensionless anisotropy tensor KA, and K is the 
unsaturated hydraulic conductivity function [L T-1] given by: 
 

K(h,x,z) = Ks(x,z)Kr(h,x,z)                                      (2). 
 

The sink term, S, represents the volume of water removed per unit time from a unit 
volume of soil due to plant water uptake. S is defined according to the Feddes et al (1978) 
approach. The Galerkin finite element method with linear basis functions is used to obtain a 
solution to the flow equation, subject to the imposed initial and boundary conditions. 
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Initial and boundary conditions 
 
Initial and boundary conditions for the simulation of an irrigation event are presented 

in Fig. 3. Note that initial θ(x,z) conditions to simulate the redistribution, are those calculated 
by the model at the end of the irrigation event  that precedes redistribution; h0 is set to 0 so, 
the evapotranspiration flux condition affects both the furrow bed and the ridge. 
 
The governing solute transport equation: 
 
 The Galerkin finite element method is also used to solve the following solute transport 
equation subject to appropriate initial and boundary conditions: 
 

∂ϑ
∂

∂ρ
∂

∂
∂

θ
∂
∂

∂
∂

µ θ µ ρ γ θ γ ρ
c
t

s
t x

D
c
x

q c
x

c s Sc
i

ij
j

i

i
w s w s s+ = − + + + + −( )                (3) 

 
where c is the solution concentration [ML-3], s is the adsorbed solute concentration [-] qi is the 
i-th component of the volumetric flux [LT-1], µw and µs are first-order rate constants for 
solutes in the liquid [ML-3T-1] and solid phases [T-1], respectively; ρ is the soil bulk density 
[ML-3], S is the sink term of the water flow in Eq(1), cs is the concentration of the sink term 
[ML-3], Dij is the dispersion coefficient tensor [L2T-1]. The four zero- and first-order rate 
constant in Eq(3) may be used to represent a variety of reactions or changes including 
biodegradation, volatilization, precipitation and radioactive decay. 

The adsorption isotherm relating s and c is described by the linear equation: 
s = Kd c                                                                                  (4) 

 
where Kd is an empirical constant [L3M-1]. 
 

The component of the dispersion tensor, Dij in Eq(3) is given by: 
 

θ δ θ τδD D q D D
q q
q

Dij T ij L T
j i

m ij= + − +(                              (5) 

 
where Dm is the molecular diffusion coefficient in free water [L3T-1], τ is a tortuosity factor   
[-], |q| is the absolute value of the Darcian fluid flux density [LT-1], δij is the Kronecker delta 
function (δij =1 if i = j and δij =0 if i≠j), and DL and DT are the longitudinal and transverse 
dispersivities, respectively [L].  
 
Initial and boundary conditions 
 

The initial concentration within the flow region required by Eq(3) is  
 

c(x, z, t0) = c(x,z)                                            (6) 
 

A c(x,z) value  is set at each top of the triangular elements constituting the network within 
which the flow region is divided (the solution of Eq(3) being derived from a finite element 
method). Before the first irrigation this c value is obtained from the measured N soil profile, 
where interpolations are made between the ridge profile and furrow bed profile. Initial 
nitrogen conditions required to simulate redistribution, are obtained from the last time step of 
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the previous simulated irrigation event. The third type (Cauchy type) of boundary conditions 
are used with a value c0 = 0 of the water concentration entering the flow region. 
 
3. Results and discussion 

 
3.1.Cumulative infiltration  
  

The impact of water flow depth on the cumulative infiltration (CI) is more significant 
after the first irrigation event, although a cross section shape evolution mitigates the water 
depth impact on CI.  For short times, the cumulative infiltration curves are similar during first 
irrigation unlike those that follow. This is probably due to soil conditions (dry soil 
unstructured).  For an opportunity time of three hours the difference in cumulative infiltration 
reaches  30 mm (around 15%) only (210 mm for h1 =12 cm versus 180 mm for h2  = 7 cm). 
The water depth impact on cumulative infiltration is a little bit higher (20%) following the 
first irrigation. But the impact of water depth on infiltration rate is significant as shown in 
Abassi et al (2003). The shallow bulk density values are  much lower  before the first 
irrigation test (1.3 g/cm3)  than before the second  (1.5 g/cm3) as  the compaction effect 
brought about by the subsequent water applications allows the soil  to regain its  structure   
(Or, 1996, Mailhol et al., 1999). 

 
The results of infiltration tests are presented in Table 1. To comply with standard 

furrow irrigation practices, the greatest amount of water was delivered during first irrigation 
event. The WAD of 240 mm on site 1 results from a water depth of 12 cm over 5 hours and 
that of 175 mm on site 2 results in a water depth of 7 cm during 3.5 hours. Opportunity times, 
which comprise both the required time for water supply and recession time, differ due to the 
different flow depths. The WAD difference is due both to the water depths and opportunity 
time. Although not detailed here, as it is beyond the scope of this article, it should be noted 
that the wetted perimeter impact on cumulative infiltration concurs with the results of 
Oyonarte et al., (2002).  

 
In the farm context, WAD can often exceed 150 mm for the first irrigation event as 

plots are often longer than 200 m (Gonzalez, 1991; Mailhol and Gonzalez, 1993; Mailhol et 
al., 1999, Zairi, et al, 1998). With  these very high WAD resulting from high advance times, 
the risks of deep percolation and N fertiliser leaching are considerably greater than for the 
others irrigation events. Although high, the 240 mm WAD on site 1 is not unrealistic for a 
first irrigation event. However, it should be noted that our objective is also to test the 
fertilisation technique in relation to environmental risk and yield loss, the latter resulting from 
leaching at the cropping stage where the nitrogen requirements are highest. 

 
The total WAD delivered to site 1 and site 2 is 424 and 292 mm respectively, while 

that delivered to the full sprinkler irrigated treatment is 346 mm. Rainfall during the cropping 
cycle amounted to 310 mm, and was most intense at the beginning and at the end of the 
cropping cycle).  

 
The great differences in soil water content variation (SWCV) before irrigation and 24 

h after and WAD, for the first irrigation, probably result from drainage over the depth 
explored by the neutron probe system 

 
The  soil water-content profiles under ridge and under furrow bed  are not very 

different over the first soil cm depth only 48 hours after irrigation,  for both heavy WAD: first 
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irrigation  (Fig. 4a), as for moderate WAD: second irrigation  (Fig. 4b). Soil water content 
profiles performed 5 and 10 days after irrigation give the same result.  Root water uptake 
helps to homogenise the soil water content at a given depth. It can therefore be stated that, 
from the soil surface to a depth subject to root influence (i.e., 1.4 m for corn), a water balance 
estimation based on a 1D water transfer process may be carried out.  This   means that crop 
models based on 1D water transfer process could be used for water balance and crop yield 
predictions for furrow irrigated systems when N is assumed not to limit crop production. This 
can no longer be assumed when the amount of fertiliser is well adjusted to plant requirements 
and applied according to the method previously described. 
 
3.2. Nitrogen balance 
 
 The nitrogen profile (0-150 cm) obtained on the 25 of September yields a nitrogen  
amount of  55 kg/ha under the furrow bed and 72 kg/ha under the ridge for site 2, whereas no 
difference exists between the nitrogen amount under ridge and furrow bed on site 1 : 52 kg/ha 
for both.  The nitrogen measured on the plant components is of 242, 122 and 88 kg/ha for  
FIT, for dry and 0N treatments respectively. Assuming that no N leaching occurred on the dry 
treatment, mineralization levels of 133 and 104 kg/ha can be proposed for the FIT and the dry 
treatment respectively. With a N initial profile of 63 kg/ha and a N final profile of 77 kg/ha, a 
value of 67 kg/ha of N leaching can be obtained for FIT. Owing to moderate WAD rates 
(lower than 35 mm/day) and a high soil water storage capacity (MAWS =160 mm/m) there is 
no drainage on FIT until the end of August as confirmed by the tensiometer readings. As a 
result, one can state that N leaching on FIT is due to the rainfall events occurring at the end of 
the cropping cycle, the first on 08/25 of 85 mm, the second on 09/16 of 70 mm.  N leaching 
may also have resulted from these rainfall events as the furrows   remained blocked.  

 
Assuming that site 1 and site 2 have the same  mineralization values and N plant 

uptake, and as the nitrogen profile for site 1 is considered to be  sufficiently homogeneous at 
the end of  cropping cycle, the amount of N leaching  proposed for this site is 92 kg/ha. The 
lower WAD on site 2 may explain why its N profile is less homogeneous than that of site 1. 
But one can presume that N leaching levels on site 2 is somewhere between that of site 1 and 
FIT. Note that no denitrification and no gas losses are assumed in this nitrogen balance.  
  

In spite of high WADs, especially for the first irrigation event, N leaching resulting 
solely from irrigation is not as high as expected for the furrow system. Indeed, non negligible, 
a N leaching value of 25 kg/ha can be estimated when the values of 67 kg/ha derived from the 
FIT treatment is assumed to be the result of rainfall at the end of the cropping season on a soil 
near field capacity. The method which consists of estimating a N leaching value resulting 
from irrigation only is open to criticism. Indeed, from a theoretical point of view, it is difficult 
to distinguish the fraction of N leaching resulting from irrigation from that resulting from 
rainfall. The assumption, on which this estimation is based, is questionable   even when the 
water and solute transfer conditions, on the FIT and the furrow sites, are very similar. Note 
that in the case of a free draining furrow system (i.e. runoff at the end of the field), possible 
runoff during rainfall can reduce the risks of N leaching. 
 
3.3 Nitrogen distribution  
 

Water depth impact on N removal is shown on Fig. 5a and Fig. 5b where nitrogen 
profiles both under ridge and furrow bed, before and after first irrigation, are presented. On 
site 1 the nitrogen transfer is much higher under ridge than on site 2.  It should be noted that 
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differences in the concentration profile, between ridge and furrow, are not as marked on site 1 
as on site 2. This may be explained by a better N redistribution from the ridge to the furrow 
due to higher water depths. The N redistribution impact illustrated on Fig. 4a, shows    higher 
N concentration levels on site 1 than on site 2.over the 23 cm depth profile. The difference in 
N transfer between the two sites is particularly high between 15 and 65 cm depth markings. In 
1999 (under low WAD and water depth level),  the N concentration peak under ridge was 
attained at a much shallower depth  (at 15 cm at the end of cropping cycle) than that obtained 
at  site 2 in 2002.  Such a N soil profile at the development stage, when nitrogen requirements 
are high, should result in a better NUE for 2002 conditions than for those of 1999.  
 
3.4. Impact on the crop Yield  

 
One of the objectives of our work was to identify WAD levels that could lead to yield 

loss (due to N stress) resulting from N leaching in the context of the analysed fertilisation 
practice. It was for this reason that a high water application depth (WAD ≅ 250 mm), more 
than two times greater than that delivered during the first irrigation of 1999, was applied on 
site 1. As evoked earlier, such a WAD is often delivered to longer plots (L > 250 m) during 
initial irrigation. It is to be assumed that such a high WAD provokes N leaching and N stress 
to plants when a 1D transfer process such as that prevailing for the sprinkler treatment is 
assumed. 

 
Yield estimations for a 1.6 m2 area does not allow reliable conclusions to be made on 

possible corn yield variations resulting from a water depth difference (or WAD difference). 
That is the reason why comparisons were made at a given development stage between plant 
status indicators measured on the two sites and those measured on FIT. These indicators are 
the leaf area index (LAI) during flowering and cobs size and weight at maturity. On the basis 
of these comparisons, a value of 14.2 T/ha is proposed as a yield estimation for site 1 and 13.6 
T/ha for site 2. 

 
These yield values are very close to the potential yield value of the corn variety (i.e. 

14.5 T/ha), although not fully reached with the FIT (13.8 T/ha, Cv = 4%). Hence it can be 
stated that crop development was not affected by N stress resulting from eventual N leaching 
or a nitrogen use efficiency problem. One can even guess that the higher yield gains obtained 
in 2002 (under high flow depths or WAD conditions) in comparison with those of  1999 (12.7 
T/ha), results from a better NUE.  
 
3.5. Hydrus-2D application   
 
The water transfer parameters 

 
The retention curve (h(θ)) parameters θs, θr, α, n and m (m=1 –1/n according to the 

Mualem model) of the Van Genuchten equation (Van Genuchten (1980) used in Mailhol et 
al., (2001) did not result in a satisfactory simulation of the cumulative infiltration. As 
discussed above, the hydraulic parameters of the soil change from the first to subsequent 
irrigation events. A new calibration was made using the parameters sets (i.e. θs = 0.37 and θr 
= 0.05), obtained from an infiltration test (using the double ring method) performed on the 
plot near our experiment (Mailhol, 2003). Two layers were considered in order to take into 
account the tillage effect which results in a lower bulk density from the surface to a 20 cm 
depth. Manual calibration is preferred to the automatic inverse method proposed by HYDRUS 

C
em

O
A

 : 
ar

ch
iv

e 
ou

ve
rte

 d
'Ir

st
ea

 / 
C

em
ag

re
f



 10

because the two objective functions: cumulative infiltration and θ (z) profile were not 
monitored at the same time. The soil water content profile was established 48 h after 
irrigation. The parameters shown on Table 2 give acceptable results for both cumulative 
infiltration and soil water redistribution. Acceptable concordance between measured and 
simulated cumulative infiltration for the 3rd irrigation event  is obtained  (Fig. 6a and Fig. 6b) 
when  saturated conductivity is reduced from 4.0 to 1.7 cm/h for the first layer and from 2.0 to 
1.6 cm/h for the second layer, the latter is close to the value proposed in Mailhol et al., 
(2001). Due to shallow cracks, some discrepancies are nevertheless noticeable at short times. 
Modification of soil hydraulic properties from the first to subsequent irrigation events, along 
with the presence of cracks, highlight the limitations of the mechanistic approach. 
 
The solute transfer parameters 

 
The solute transport Eq (3) has to be solved for each solute present in the soil. There are 

three solutes are present in the soil before first irrigation: NH4
+, NO2

- and NO3
- as 

ammonitrate is the fertilizer used in these experiments. These three solutes have different 
characteristics and can inter-react. Adsorption is only considered for NH4

+; as its isotherm 
partition coefficient Kd (L/kg), which linearly relates the solute in the soil solution and in the 
sorption sites, is in the range of 0.3 –3 L/kg (Vereecken et al, 1991). These are suitable values 
for the soil type of Lavalette, whereas those of NO2

- and NO3
- are very low (10-6 L/kg) 

because they are not absorbed by the porous matrix.  We also consider degradation from NH4
+ 

to NO2
- and from NO2

- to NO3
-, with a first order rate constant µNH4-NO2 and µNO2-NO3 

respectively. No other reaction or degradation is considered. A sink term is added 
corresponding to the solute consumed by the plants. The three coupled equations to be solved 
become the following:  
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    (7) 

A week after the first irrigation event the soil samples show that only NO3
- is present in 

the soil. Except for bulk density in the upper part of the ridge, the solute transport parameters 
are assumed to be constant according to soil depth.  The molecular diffusion Dm is set at 1.55 
cm2/h, (as proposed by Beven et al., (1993)), and longitudinal (DL) and transversal (DT) 
diffusivity values are those obtained in Mailhol et al. (2001), i.e.  15 and 2 cm respectively. 
They are assumed to be independent of the initial soil water content, as considered by some 
authors cited by Abassi (2004). Generally the longitudinal dispersivity can be considered 
equal to one-tenth of the profile depth and DT =  DL/10, as  proposed by some authors (Beven, 
et al., 1993; Cote et al., 2001). The values of first order degradation rate constants are set to 
0.05 h-1 for µNH4-NO2 and 0.1 h-1 for µNO2-NO3 as proposed in Mishra and Misra, (1993). Using 
these values and the minimal value for the isotherm partition coefficient Kd (0.3 L/kg) a 
simulation of the nitrogen profile is presented on Fig.7a and Fig.7b. Higher N concentration 
values are well simulated compared with the lower values, which are significantly over 
estimated. The results are given using 1D curves in order to provide a better visual 
comparison. Note that a third nitrogen profile between ridge and furrow would have been 
useful to improve our understanding of the nitrogen redistribution process and for better 
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model simulation. But the infiltration conditions within our blocked furrow set would have 
probably been significantly affected by a supplementary N soil profile. 

 
The model simulation confirms experimental results: solute profile homogenisation is 

better under high WAD and solute concentrations remain high in the first layers of site 2. The 
latter represents an environmental risk in the case of heavy rains after the cropping season. 
 
Simulation of solute transport along the cropping cycle. 

 
The sink terms of Eq(2) and Eq(7) cannot be neglected when the simulation is carried 

out along the cropping cycle in contrast with irrigation events. The Feddes approach (Feddes 
et al., 1978), where a root density value is assigned to the specific nodes, allows plant water 
uptake to be simulated. The sink term of the solute transport equation (not simulated by 
HYDRUS), corresponding to the plant water uptake, is set using a N concentration in the 
transpired water (calculated on the basis of plant N requirements at specific stages). This 
corresponds to mineralisation and is set at a constant value of 0.8 kg/ha/day derived from the 
sprinkler treatments (0N and dry treatments). This value is a little lower than that obtained by 
Nemeth (2001) for the experiments of 1999. 

 
The evolution of the nitrogen concentration at z = 1.4 m (maximal root depth being 1.2 

m for corn at Lavalette) along the cropping cycle is presented in Fig. 8. The simulation results 
show that nitrogen concentration has significantly increased under furrow beds and decreased 
under ridge. This results in a homogenised N soil profile just after the first irrigation event, 
especially for high WAD (site 1). Simulation results concur with the measured nitrogen 
profile at the end of the cropping cycle.  The small changes in N concentrations just under the 
root zone and along the cropping cycle, attests to the moderate risks of N leaching even under 
high WAD.    

 
The amount of N leaching over a 1.4 m depth is 22 and 10 kg/ha for site 1 and site 2 

respectively just before the 08/25 rainfall event. The N leaching value of 22 kg/ha/day is close 
to the N leaching value (i.e. 25 kg/ha) deduced from the nitrogen balance estimation based on 
measured N soil profiles. The values obtained  (approximately 11% of the nitrogen 
application) in the context of Lavalette for high infiltration rates seem realistic  compared to 
those obtained by Popova et al, (2000)  with 2-m depth  lysimeters  (7 -8% of nitrogen 
application). The 22 kg of N leaching cannot be considered negligible. But we have to keep in 
mind that this probable value results from extreme flow conditions. Although the fertilisation 
technique, which involves depositing the fertiliser in the irrigated furrow, can generate more 
leaching risks than the one tested at Lavalette, the much higher WAD of Lavalette would 
result in a significantly higher N leaching value on a soil with similar hydraulic properties. 
But one must recognize that the comparison with the Popova results is more sustainable (the 
values being so much close) when the simulation is performed over a 2 m depth instead of 1.4 
m. 

 
4. Conclusion 
 
About the 2002 study: 

 
The impact of  water flow depths (in the furrow bed) and water application depth 

(WAD) on nitrate displacement from the upper part of the ridge to the deeper soil layers is 
shown in this work  and is based on field measurements and modelling. Under high flow 
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depths and WAD this nitrogen removal results in a homogeneous N profile within the root 
reservoir that should contribute to an increase in nitrogen use efficiency.  In spit of a 
substantial WAD, the amount of N leaching is not considerably high: 22 kg N/ha under the 
soil conditions of Lavalette (a deep soil with a high MAWS value). This value which 
represents 11% of nitrogen application was obtained through field measurements and 
simulations using a modelling approach suited to 2D water and solute transfer: HYDRUS-2D. 
The measured soil nitrogen profile both under ridge and under furrow confirms previous 
research work which underlines the utility of a 2D water and solute transfer modelling rather 
than a 1D approach to simulate the nitrogen distribution and to estimate leaching risks 
according to the fertilisation technique analysed in this study. 

 
The changes in soil conditions over subsequent irrigations (mainly from first to second 

watering) affects the predictive character of the mechanistic model. Indeed, it is highly 
recommended to calibrate the model parameters for each irrigation events (especially for the 
first and second irrigation simulations). The knowledge of the temporal variability process of 
the soil hydraulic parameters would improve model predictions. This concurs with the 
conclusions of  Abassi et al., (2004). 

 
In spite of first irrigation levels of 240 mm and nitrogen applications calibrated with 

plant requirements, no N stress occurred as attested by the grain yield level obtained. As 
suggested in previous works, the fertilisaton technique mitigates the risks of nitrogen leaching 
over the irrigation season. But, as under sprinkler irrigation conditions, these risks are simply 
postponed to the winter period if inadequate WADs are delivered. Moreover, low WADs may 
provoke water stress conditions which can impact on nitrogen use efficiency.  
 
About the 1999 study: 

 
There was a marked difference in the average yield value (12.7 T/ha) obtained on the 

furrow irrigated plot in 1999 at Lavalette and that obtained (13.8 T/h) for the same year on the 
full irrigated sprinkler treatment. It was of course stated that this difference did not result 
from water stress. The fact that there is no yield difference between the two analysed systems 
in 2002 is noteworthy, and leads us believe that nitrogen use efficiency under the conditions 
of 1999 (low flow depths and WAD in the area of the measured sites) is probably lower than 
under the experimental conditions of 2002. The presence of nitrogen, on the upper part of the 
ridge at the end of the 1999 cropping cycle, and thereby not consumed by the plants, 
strengthens this assumption,  as the amount of  N applied  (i.e. 180 Kg/ha) in 1999 was  
adjusted to plant requirements and local conditions.  

 
The  results established for the two years further highlight the necessity of good  

management practices for both irrigation and fertilisation to increase  N plant uptake and to 
reduce N leaching over the irrigation and the inter cropping season. 
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Table 1: Comparison between soil water content variation (SWCV in mm) and water 
application depth (WAD in mm) 
 

Irrigation Site 1 Site 2 
 SWCV WAD SWCV WAD 
1 119 240 87 175 
2 103 104 67 60 
3 52 80 53 57 
 

 
 
Table 2: Calibration results of the water transfer parameter for irrigation 1 
 
Soil layer (cm) θr θs α (cm-1) n (-) Ks (cm/h) 
0-20 0.05 0.37 0.1 1.87 4.0 
20-150 0.05 0.36 0.007 1.65 2.0 
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Figures and captions 
 
 
 

Soil surface before 
furrow ridging

Fertiliser before 
furrow ridging

Fertiliser after 
furrow ridging

 
Fig.1. Schematic representation of the fertiliser technique: fertiliser accumulation on the top 
of the ridge during the furrow ridging.  
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Fig 2.Presentation of the field experiments (a) general view, (b) the blocked furrow 
experiment, (c) the measurement apparatus used for site 1 and site 2. 
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Fig.3. Schematic representation of the initial and boundary conditions for an irrigation event 
 
 
 

 
Fig.4. Soil water content profile 48 h after 1st irrigation on site 1 (a) and after 2nd irrigation on 
site 2 (b) 
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Fig.5  Nitrogen profile under the furrow bed (a) and under the ridge (b) before and few days 
after 1st irrigation on site 1 (h = 12 cm) and site 2 (h = 7 cm) 
 
 
 
 

Fig. 6. Simulated vs Measured cumulative infiltration for 3rd irrigation on site 1 (a) and site 2 
(b) 
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Fig.7a. Simulated vs measured nitrogen profile under the ridged after 1st  irrigation on site 1 
 
 
 
 

Fig 7b Simulated vs measured nitrogen profile under the ridged after 1st  irrigation on site 2 
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Fig. 8 Simulation of the nitrogen concentration from 07/01 to 09/10 just under the root zone 
at the vertical of the furrow and the ridge  
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Annexe C

Application of Hydrus-2D model for

simulating water transfer under

furrow irrigation. Bulgarian case

study in cropped lysimeters on

Chromic Luvisol
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Application of Hydrus2D model for simulating water transfer under furrow irrigation – 
Bulgarian case study in cropped lysimeters on Chromic Luvisol 

 
Z. Popova 

N. Poushkarov Institute of Soil Science 
7, Shosse Bankya Str, Sofia 1080, Bulgaria 

email: zornitsa@techno-link.com 
 

D. Crevoisier, P. Ruelle, J.-C. Mailhol 
CEMAGREF; UR Irrigation BP 5095, 34033 Montpellier, France 

e-mail: jean-claude.mailhol@cemagref.fr 
 
Condensed abstract: Nitrate leaching in furrow irrigation depends on the way of water and fertilizer applica-
tion. Previous experimental studies carried out under certain climatic and soil conditions showed that risk of 
ground water pollution could be reduced by 20-30 % if water and fertilizer are applied separately (by Alternative 
Furrow Irrigation-AFI). Model simulations are very efficient for optimization of joint water and fertilization 
practices in different climate and soil context. The objective of this paper is to optimize the modeling approach 
in order to simulate acceptably precisely water and nitrogen transfer under different water/fertilization practices. 
Since water and nitrogen are applied over a part of the surface in furrow irrigation, a bi-dimensional water and 
solutes transport modeling approach (HYDRUS2D model, SIMUNEK et al.1999) is adopted. Four-step operative 
procedure is elaborated for HYDRUS2D model calibration for every furrow irrigation (EFI) and AFI practices 
on Chromic Luvisol (Sofia, Bulgaria). Detailed data, as water and nitrogen profiles in the ridge and the furrow 
bed, variables at the boundaries of the system (as precipitation, drainage, water by plant roots) observed in 
cropped lysimeters are used to verify mathematical accuracy. In a first calibration step, the hydrological compo-
nents of the soil are derived by regression of laboratory and field water retention data. Obtained parameters of 
Van Genuchten water retention curve (VGWRC) are adjusted by comparing simulated soil water, pressure head 
and drainage with field observations in EFI lysimeter (step ii and step iii). Furrow irrigation is approximated by a 
one-dimensional (1D) water flow in step (ii) while step (iii) is made of the same data when a two-dimensional 
(2D) flow is adopted. Step iv is made in a similar way of data from the trials carried out in AFI lysimeter. Model 
predictions of soil water/nitrogen contents and water pressure heads in irrigated/non-irrigated furrows and furrow 
ridge and drainage are in agreement with observed values for both EFI/AFI practices. Model does a better job in 
simulating 2D water transfers in furrow irrigation compared with 1D simulation. The calibrated model can be 
used to predict the impact of application depth distribution along the furrow length on Chromic Luvisol. 
Key words: HYDRUS2D model calibration, lysimeter experiments, water/nitrogen transfer, furrow irrigation 
 
1 INTRODUCTION 
 
Furrow irrigation is used on almost 60 % of irrigated surfaces in USA and Bulgaria. About 90 % of irrigated 
areas in the world are under surface irrigation on the average (FAO.1994). Even though this ratio is behind 10 % 
in some European countries (France and Slovakia for instance), it is obvious that surface irrigation is still the 
most widespread in the world. It is low energy and investment consuming and it could be equivalent to other 
modern techniques in terms of performances and efficiency in case of favorable pedo-climatic conditions and 
appropriate management of water and fertilizer application.  

Environmental impacts of furrow irrigation were studied in different countries in the 90-ties (POPOVA 1990, 
ARITOLA 1991, POPOVA & PETROVA 1993, FERNANDEZ et al. 1994, BENJAMIN et al. 1998, LEHRSCH et al. 2000). 
Lysimeter experiments on traditional and environmentally oriented alternative furrow irrigation/fertilization 
were carried out in Chelopechene field (Sofia) in the period 1996-2000. It appears that under certain conditions 
N-leaching could be reduced by 20-30% by separate water and fertilizer application (BENJAMIN et al. 1998, POP-
OVA, IKONOMOVA, VARLEV & KUTEV 1998a, VARLEV, POPOVA & MLADENOVA 1998b, POPOVA, VARLEV, KU-
TEV & IKONOMOVA 1998b, POPOVA, VARLEV, KUTEV & SHOPOVA 2000). Evaluation of environmental impacts 
of joint irrigation and fertilization practices requires accurate estimation of different water and nitrogen (N) 
fluxes within the “soil-plant” system and at its boundaries. Field observations and model simulations assess 
system variables, as water and N crop uptake and soil storage, drainage, N-leaching and yield. One-dimensional 
(1D) models, as CERES (JONES & KINIRY 1986), are able to describe accurately the phenomena of transport of 
water and solutes in the soil-crop system after detailed calibration/validation procedure (POPOVA et al. 2002, 
POPOVA et al. 2004). When water is applied only over a part of the field, that is the case with furrow irrigation, 
transfers are rather bi-dimensional (2D) thought. A modeling approach adapted to 2D water and solute transfer 
could be much more appropriate to simulate water and nitrogen balance in this case (MAILHOL et al. 2001).  

The objective of this paper is to elaborate an operative methodology for HYDRUS2D model (SIMUNEK et al. 
1999) calibration in order to use it for simulating joint transfer of water and nitrogen under different furrow irri-
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gation/fertilization practices. The calibrated HYDRUS2D model could be later used to study the impact variable 
irrigation/fertilization practices on N-leaching in different climate context. 

 
2 MATERIALS AND METHODS 
 
2.1 Experimental approach  
 
Maize was cultivated under furrow irrigation and non-limited fertilization in two lysimeters (2 m depth and 
20 m2 cross-sectioned) in the field of Chelopechene (Sofia region) in the period 1997. The soil is Chromic Luvi-
sol and its texture is presented in Table 1. Soil water retention capacity (125 mm/m soil water storage at field 
capacity) and saturation conductivity Ksat are moderate.  
 
Table 1. Soil texture and laboratory based saturated hydraulic conductivity (Ksat-lab), Chelopechene field. 

Depth, cm Soil texture Soil particles, % Ksat-lab 
 Classification Clay 

<0.002 mm 
Silt 0,002-
0.05 mm 

Sand 
0.05-2.00 
mm 

cm/day 

0-28 clay loam 32 32 36 93.30 
33-45 clay 43 27 30 15,90 
61-71 clay 42 25 33 20.20 
95-130 Sandy clay loam 24 15 61 39.90 

 
Table 2 presents the monthly totals of precipitation for the year of experiments compared with the corresponding 
parameters of an average (1975), a wet (1963) and a dry (1985) year. Data in the table prove that irrigation sea-
son (July-August) in 1997 was moderately wet (PI = 26 %). 
 
Table 2. Monthly sums of precipitation in Sofia MTO-station during experimental and reference years. 

Years Apr May June July Aug Sept Σ 
1997 31 87 19 69 80.3 7.7 294.0 
Average 63.3 92.3 91.3 77.9 55.6 1.5 381.9 
Wet  66.6 56 105 78.3 11.3 16.8 334.0 
Dry 33.5 24.5 50.3 11.8 110 18.8 248.9 

 
Two techniques of water and fertilizer application were studied. The first technique was referred to as Alterna-
tive Furrow Irrigation-AFI since water and fertilizer were applied separately. Every other furrow was watered 
while ammonium fertilizer was spread over “dry” furrows only. The second management was traditional and 
referred to as Every Furrow Irrigation-EFI. The fertilization practice consisted on ammonium nitrate fertilizer 
uniform application before sowing while the remaining part was distributed according to the studied technolo-
gies.  

Observed data (VARLEV et al. 1998b, POPOVA et al. 1998a, POPOVA et al. 1998b) and analytical results (POP-
OVA et al. 2000, POPOVA et al. 2001, POPOVA et al. 2002) were used for HYDRUS2D model calibration. A vari-
ety Kneja 509 was sown on 14.05.1997 with a plant density 5,6 pl/m2. First uniform application of 200 kg N/ha 
was made on 24.04. The second doze of 50 kg N/ha was distributed according to the studied EFI and AFI tech-
nologies on 05.08. Two irrigation events (60 mm each) were performed according to the studied irrigation prac-
tices. Tensiometers were installed to monitor soil water pressure head (PH) under dry and/or wet furrow beds 
and under ridges at 40, 70, 100 and 130 cm depth before the first irrigation on 08.08.1997. Soil water content 
(SW) was measured under furrow beds and ridges at eight different depths (10, 20, 30, 40, 50, 60, 80 and 
100 cm) by gravimetric method.  

Water balance terms, as precipitation – P, irrigation – Ir and drainage flowing below the bottom boundary – 
Dr, were measured volumetrically all over the experimental year. Dr was measured not smaller then once a week 
during vegetation period. Water balance was performed over decades in order to derive observed crop 
evapotranspiration ETcrop (POPOVA et al. 2000). 

Daily rate of water uptake by the crop roots and reference surface evaporation were taken from previous CE-
RES-maize model application for the same lysimeter case (POPOVA et al. 1999, POPOVA et al. 2001, POPOVA et 
al. 2004). 
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2.2 Modelling approach 
 
Modelling is used for simulating the water and nitrogen transport process occurring during the vegetation period 
in the lysimeters. Due to the domain geometry and the specificity of the fertilization practice, the 2D water and 
solute transport model HYDRUS-2D (SIMUNEK et al. 1999) is used.  

The governing flow equation is given by the following modified form of the Richards' equation: 
∂θ
∂

∂
∂

∂
∂t x

K K
h
x

K S
i

ij
A

j
iz
A= +

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
−( )                                           (2) 

where h is the pressure head [L], S a sink term [T-1], xj (j =1,2) are the spatial coordinates [L], t is time 
[T], Kij

A are components of a dimensionless anisotropy tensor KA, and K is the unsaturated hydraulic 
conductivity function [L T-1] given by: 
 
K(h,x,z) = Ks(x,z)Kr(h,x,z)                                                    (3) 
 

The sink term, S, represents the volume of water removed per unit time from a unit volume of soil due to plant 
water uptake. S is defined according to the  FEDDES et al. (1978) approach. The Galerkin finite element method 
with linear basis functions is used to obtain a solution to the flow equation, subject to the imposed initial and 
boundary conditions. 
 
2.3 Calibration procedure 
 
CERES-maize model, previously calibrated in details (POPOVA et al. 2001, POPOVA et al. 2004), was used to 
provide daily water uptake by the crop roots and evaporation for the input blocks of HYDRUS2D. Then a four-
step calibration procedure was used to adjust 2D water transfer in HYDRUS2D. In a first step, the hydrological 
components were derived by regression of laboratory and field data. Obtained parameters were adjusted by com-
parison of SW/PH and drainage simulated by 1D (step ii) and 2D modeling approach (step iii) with field obser-
vations in EFI lysimeter. Step iv was made of data from the trials carried out in AFI lysimeter. Finally (in an-
other paper) the nitrogen components will be calibrated in order to predict 2D nitrogen transfer in case of EF and 
AF irrigation/fertilizer application.  
 
3 RESULTS AND DISCUSSIONS 
 
3.1 Experimental results 
 
Pressure head (PH) evolution at 40 cm under AFI and EFI technology are presented in Fig 1a and Fig. 1b while 
Fig. 1c relates soil water behavior to daily precipitation and irrigation.  
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Figure 1. Pressure head evolution at 40cm under EFI (a) and AFI technology (b); c) precipitation and irrigation.  
 
Observed PH at 100 cm is illustrated respectively in Fig. 2a and Fig. 2b. There is significant difference in the 
pressure head under the wet and dry furrows at 40, 70 and 100 cm depth in case of AFI and water transfer is 
made predominantly under the wet furrow (Fig. 1b and Fig. 2b). PH at 100cm is equivalent under the furrow and 
the row under EFI practice (Fig. 2b). It is evident that water is transferred almost throughout the whole soil 
monolith for EFI. 
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Figure 2. Evolution of pressure head at 100 cm under: a) EFI and b) AFI.  

 
3.2 Results of water transport modeling by HIDRUS2D model 
 
Simulation of the 2D water and nitrogen transport processes during lysimeter experiments in 1997 turned to be 
quite complicated due to the numerous parameters and processes involved. An operative stepwise methodology 
of model adaptation was elaborated. Each step used the parameters optimized in the previous one/ones and cali-
brated the remaining parameters. Model adaptation and test in terms of water transfer was performed in the four 
following steps.  

During Step (i) water transfer parameters θs, θr, α, n and m (m = 1 – 1/n according to the Mualem model) of 
the Van Genuchten (VG) retention curve h(θ) equation (VAN GENUCHTEN 1980) were derived for the different 
genetic soil layers. Three independent sources of soil water retention data were used: laboratory measurements 
for three soil layers (KOLEVA 1976), field tensiometer PH readings related to observed SW during three experi-
mental seasons (POPOVA et al. 2001) and pedotransfer functions (PTFs) incorporated in HYDRUS2D model. 
Laboratory data (KOLEVA 1976) were regressed (Fig. 3) and obtained VG curves were compared with these 
predicted by PTFs and field observations (Fig. 3b). Derived VG parameters for soil layers 1, 2, 3 and 4 are given 
in Table 3. Some differences were established in water retention curves depending on the method of estimation.  
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Figure 3. Adjusted VG water retention curve and laboratory measurements (KOLEVA 1976) for: 

a) layer 1 (0-30cm) and b) layer 2 (30-75cm), field observations of PH versus SW and PTFs. 
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Table 3. Water transfer parameters of the Van Genuchten water retention curves, Chromic Luvisol soil profile, 
Chelopechene. 

Layer-source Depth, cm BD g/cm3 n alpha, cm-1 thetar,% by v. thetas,% by v. m
1-labo 0-28 1,3 1,33 0,04 0,10 0,48 0,25
1-pedotransfer 0-28 1,44 0,012 0,08 0,45 0,3
1-adjusted 0-30 1,44 0,04 0,10 0,48 0,25
2-labo 33-45 1,47 1,17 0,02 0,113 0,44 0,15
2-pedotransfer 33-45 1,32 0,016 0,09 0,43 0,24
2-adjusted 30-75 1,32 0,018 0,113 0,34 0,24
3-pedotransfer 61-71 1,47 1,32 0,016 0,09 0,44 0,24
3-adjusted 75-120 1,32 0,018 0,110 0,38 0,24
4-labo 90-100 1,54 1,34 0,004 0,06 0,39 0,25
4-pedotransfer 95-130 1,34 0,023 0,06 0,39 0,25
4-adjusted 120-200 1,34 0,06 0,06 0,39 0,25

 
Step (ii) and step (iii) served to adjust VG parameters and verify the accuracy of water transport by comparing 
numerical results against those obtained during vegetation season in EFI lysimeter. Infiltration under EFI was 
approximated by one-dimensional water flow in step (ii) (Fig. 4a) and bi-dimensional flow in step (iii) (Fig. 4b). 
Soil surface boundary conditions in step (ii) (Fig. 4a) involved precipitation, irrigation depths, evaporation and 
transpiration for a maize crop as average daily rates distributed uniformly over each day. The bottom boundary 
consisted of a free drainage flux, which represented the gravel layer at the bottom of the lysimeters. No-flow 
plain was assumed at the vertical boundaries. Figure 4c gives a graphical representation of the 2-m soil column 
consisted of four soil layers: a 30-cm A-horizon, a B-horizon composed of 2 similar soil layers (30-75 cm and 
75-120 cm) and a C-horizon which extended as a homogenous soil layer 4 to 200 cm. The depth of the root zone 
was accepted 100 cm. Initial soil water content was taken from SW observations on 26.05.1997 (Fig. 4d). Eight 
observation nodes of SW were defined between the furrow and the row at the depths corresponding to soil sam-
pling (Fig. 4e). 
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Figure 4. HYDRUS2D model calibration for EFI lysimeter: a) boundary conditions for step (ii); b) boundary 

conditions for step (iii); c) soil layers; d) initial SW (26.05.1997), e) observation nodes for SW in step 
(ii); f) observation nodes for PH for step (ii) and step (iii). 

 
Finite element mesh of numerical simulations was designed to be denser near the top boundary to avoid numeri-
cal divergence where moisture gradients are the highest. The laboratory based VG hydraulic functions from step 
(i) were initially used. Hydraulic parameters of the soil were the same for the first and subsequent irrigations. In 
order to take in to account the tillage effect a lower bulk density (1.3 g/cm3) for the first 30 cm was considered. 

Simplified approximation of EFI by one-dimensional flow (Fig. 4a) allowed to carry out the simulation in a 
single model run from sowing (DOY126) to harvest (DOY268) and thus to observe the impact of VG parameters 
on simulated SW and drainage over the total season. Acceptable agreements between measured and simulated 
SW were obtained in Fig. 5a, Fig. 5b, Fig. 5c and Fig. 5d when n-parameter was modified from n = 1.33 to 
n = 1.44 (for A-horizon) and from n = 1.17 to n = 1.32 (for B-horizons) and when saturated water content of B-
horizon was reduced from 44 % to 34 % (Table 3). Adjusted VG curves gave lower SW estimates (about 10 %v. 
for layer 2, Fig. 3b) when compared to laboratory SW measured at the same PH. Soil reservoir volume (the slope 
of the curves) was kept the same in model tuning. Adjusted VG parameters (Table 3) gave acceptable numerical 
results regarding both observed total available water in the root zone (Fig. 5f) and drainage at 2 m (Fig. 5e).  
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Figure 5. Comparison between numerical results of step (ii) and observations in EFI lysimeter, 1997. 

 
Statistical test of predicted SW by 1D water transfer against measured one under EFI is presented in Fig. 6. Data 
of observed versus simulated SW were equally distributed along the 1:1 line. Linear regression through the ori-
gin gave 1.02-slope coefficient. The test showed significant variation of data points.  
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Figure 6. One-to-one graph of observed versus simulated SW when 1D water transfer was considered 

(step ii), EFI lysimeter 1997. 

Adjusted VG parameters in step (ii) were consecutively used as input in HYDRUS2D for simulating the bi-
dimensional water transfer for EFI, in step (iii), and AFI, in step (iv). Six model runs carried out calculations: 
from sowing (14.05. or DOY126) to a soil sampling date (DOY171), from DOY171 to first irrigation (17.07. or 
198DOY), for the irrigation events on 17.07. (DOY198) and 14.08. (DOY229) and the period between them and 
from second irrigation to harvest (DOY268). SW profile observed at sowing was used as starting for the first 
period. Simulated SW profile at the end of each period was introduced as initial for the next one. 

Boundary conditions of the simulations in step (iii) for EFI are presented in Fig. 4b. Irrigation duration 
(1h7min for the first irrigation and 2 h for the next one), wet perimeter and height of pounded water in the fur-
row as well as application depth (60 mm) corresponded to the practiced irrigation during EFI experiments in 
1997. Figure 7a and Fig. 7b illustrate the calculated advancement of irrigation water front at the end of first and 
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second EFI event. The bulb of saturated soil under the furrow bed was more pronounced in case of “dry” initial 
soil profile that was the case with first water application.   

 0.10  0.50 0.15  0.20  0.25  0.30  0.35  0.40  0.45  0.20  0.50 0.25  0.30  0.35  0.40  0.45

 
Figure 7. Numerical advancement of the irrigation water for EFI lysimeter at the end of simulation of: 

a) first irrigation event (1h15min) on 17.07.1997 and b) second irrigation event (2h) on 14.08.1997. 
 
Figure 8 presents the comparison between simulated and observed SW evolution at 30, 50 and 100 cm depth for 
ridge and furrow bed when 2D water transfer was adopted for EFI (step iii). 
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Figure 8. Graphical test of numerical SW results against field observations, 2D water transfer for EFI 

(step iii). 
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Visual analyses of this figure showed that simulated SW (full line) followed the trend of observations (symbols) 
in the ridge (Fig. 8a; Fig. 8b; Fig. 8c) and furrow bed (Fig. 8d; Fig. 8e; Fig. 8f) for the sampling dates from sow-
ing to harvest. 

Step (vi) considered 2D water flow when water was applied in every other furrow according to the procedure 
realized in AFI lysimeter. Schematic representation of the boundary conditions of an AFI event is given in 
Fig. 9a. Ten observation nodes of SW content were defined at the depths of soil samplings for the dry/wet furrow 
and the ridge (Fig. 9b). Figure 9c illustrates the calculated advancement of irrigation waterfront for first 
(17.07.1997) and Fig. 9d for the second (14.08.1997) irrigation event. Simulated SW profiles at the end of appli-
cation time (respectively 3h20min and 4h15min water application) are visible. The bulb of saturated soil ad-
vanced under the wet furrow bed while soil profile remained “dry” below the non-irrigated furrow. 

a) b) c) d)  
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Figure 9. HYDRUS2D model test for AFI, calibration step (iv): a) boundary conditions; b) observation nodes 

for SW; c) advancement of the irrigation water at the end of first irrigation event (3h20min); d) ad-
vancement of the irrigation water at the end of second irrigation event (4h15min).  

 
Graphical test of SW in the wet and dry furrow was acceptable. Cumulative drainage predictions are plotted 
against field observations in Fig. 10b.  
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Figure 10. Graphical test of numerical Drainage results against field observations, 2D water transfer for 

EFI (step iii) and AFI (step iv). 
 
AFI required treble application time for the same application depth (60 mm). Compared with EFI treatment 
(Fig. 10a), cumulative drainage for AFI treatment is almost double. Drainage was smooth in simulations while 
observed evolution was stepwise especially after the first irrigation (Fig. 10b). Preferential fluxes should have 
happened through the cracks that were not taken into account in the model simulations. Nevertheless it could be 
accepted that simulated total seasonal drainage is close to observed one. 

Independent observations of the dynamic of PH (cm) by tensiometer readings in EFI and AFI lysimeters were 
used to validate both step iii and step iv. Calculations were carried out for four consecutive periods starting with 
first irrigation on 17.07. (DOY198), period between irrigations, second irrigation on 14.08. (DOY229) and the 
period between second irrigation and harvest (DOY268). PH profile observed before first irrigation was used as 
starting for the first period. Simulated PH profile at the end of each period was introduced as initial for the next 
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one. Eight observation nodes for PH were defined under furrow bed and row at the depths corresponding to 
tensiometer installation in EFI treatment (Fig. 4f). Ten observation nodes of PH were defined at the depths of 
tensiometers installation for the dry/wet furrow and the ridge in AFI lysimeter. Tensiometers, observed every 
other day, allowed checking the simulated evolution of PH within the root zone (at 40, 70 and 100 cm depth) and 
below it (130 cm depth). When PH remained the same over periods of 0 water supply and intensive crop absorp-
tion i. e. readings were out of range of reliable tensiometer functioning (PH = -420 cm at 40 cm depth and 
PH = -650 cm respectively at 70 and 100 cm depth), they were excluded from analyses.  

Validation graphical test of adopted 2D modeling approach showed that simulated PH was close to tensiome-
ter observations both for furrow bed and furrow ridge in EFI lysimeter. Figure 11 presented the summary of 
statistical analyses of observed versus simulated PH in the soil profile in order to evaluate precision of predic-
tions. 1:1 data points were regressed separately for ridge (Fig. 11a, b, c) and furrow bed (Fig. 11d, e, f). Statisti-
cal analyses showed that model predictions by adopting 2D water transport were better (fig.11) then using 1D-
modeling approach (Fig. 6). Coefficient of determination R2 was within the range 0.82-0.92 in Fig. 11 (valid for 
the period DOY230-DOY268) and it was from 0.50 to 0.80 when data of the whole irrigation season were re-
gressed. Lost in accuracy in the latter could be explained by the multiple wetting and drying of the soil in the 
season while hysteresis of water retention curve was not taken into account in the simulations. Slope coefficient 
of the regression through the origin “a” was about 0.9 (0.86 < a < 0.92) at the depth 70 and 100 cm regardless the 
considered period that meant that the regression was stable. It was different for ridge (a = 0.84) and furrow bed 
(a = 1.15) at 40 cm depth. 
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Figure 11. Comparison 1:1 between observed and simulated PH (cm) for the period DOY230-DOY268 

and regression through the origin, 2D water transfer for EFI, 1997(step iii validation). 
 
Figure 12 presents some graphical results of step (vi) validation against independent PH observations in irrigated 
and non-irrigated furrow and ridge in AFI.  
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Figure 12. Validation of step (iv) : comparison of  predicted PH with observed in irrigated/nonirrigated furrow and ridge in AFI lysimeter. 
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The comparison between simulated and observed PH evolution at 40, 70, 100 and 130 cm depth was acceptably 
precise. Simulated PH followed the trend of tensiometers observations in dry/wet furrow and ridge during irriga-
tion season.  

Statistical 1:1 test showed that model predictions were better in the ridge (Fig. 12 c, d) then in the non-
irrigated furrow (Fig. 12 a, b). Slope coefficient of regression through the origin was within the range 
0.77 < a < 0.87 for the ridge and the dry furrow and 0.91 < a < 1.29 for the wet furrow. The slight overestimation 
of simulated PH (in abs. terms) before irrigation event could be explained by the fact that tensiometers lose accu-
racy in dry soil. 
 
4 CONCLUSIONS 
 
Following conclusions could be drowned of the study: 
 
1. In irrigation risks of nitrate leaching depends on the way of water and fertilizer application. Model simula-

tions are very efficient for optimization of joint water and fertilization practices in different climate and soil 
context. Since water and nitrogen are applied over a part of the surface in furrow irrigation, a modeling ap-
proach by bi-dimensional water and solutes transport is chosen in this study. 

2. A four-step operative calibration procedure of HYDRUS2D model (SIMUNEK ET AL. 1999) was elaborated 
for simulating bi-dimensional water transfer under EFI/AFI practices. Variables monitored in cropped EFI 
lysimeter (as precipitation, drainage) and simulated by 1D CERES-maize model (water uptake by plant roots, 
soil evaporation) were used as input in HYDRUS model. Soil water content-SW and pressure head-PH in ir-
rigated/non-irrigated furrows and furrow ridge and drainage-Dr observed both under EFI/AFI practices were 
used to verify mathematical accuracy of HYDRUS2D model predictions. Model did a better job in simulating 
2D transfers that accounts different way of water application. 

3. The calibrated model could be used to predict the impact variable irrigation/fertilization practices on nitrogen 
movement and leaching under Chromic Luvisol in different climate context. 
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Résumé

L’irrigation à la raie compte parmi les techniques d’irrigation les plus répandues

dans le monde et le recours à la micro-irrigation, qui permet d’adapter les apports

d’eau et de fertilisants selon les besoins de la plante au cours de la saison de culture,

est en forte augmentation. La maîtrise des transferts bi- et tridirectionnels eau-solutés

dans le contexte de ces pratiques est très importante. Elle permet leur amélioration

afin de limiter les gaspillages d’eau, le lessivage d’azote et d’optimiser le rendement

des cultures.

La modélisation développée ici se propose de représenter les transferts eau-soluté

en se basant sur une résolution semi-analytique des équations de transferts bi- et tri-

directionnels (équation de Richards et équation de convection-diffusion de solutés).

Le caractère analytique de ce type de modélisation permet de simuler des événements

dont les pas de temps variant entre l’heure pour une irrigation et la journée pour la

redistribution de l’eau et des solutés dans le sol. Cette méthode permet en outre de

s’affranchir des contraintes propres aux schémas numériques : conditions de conver-

gence de la solution et temps de calculs conséquents. Cette modélisation fondée sur

des bases mécanistes conserve, en dépit de certaines hypothèses simplificatrices, un

caractère hautement prédictif.

Compte tenu de la complexité de la géométrie du domaine, notamment en irri-

gation à la raie, et afin de pouvoir traiter des conditions initiales hétérogènes, le

problème général est décomposé en problèmes élémentaires dont la résolution ana-

lytique est rendu possible par l’utilisation de la fonction de Green. La solution du

problème général est alors obtenue par superposition des solutions analytiques de ces

problèmes élémentaires.

La méthode utilisée a l’avantage d’être adaptative. Elle permet de modéliser diffé-

rentes pratiques d’irrigation et de fertilisation sur une vaste gamme de temps carac-

téristiques de l’événement. La résolution analytique peut également être appliquée

de la même façon sur les transferts hydriques, les transferts de solutés et permet

également la modélisation de l’extraction racinaire. Son efficacité et son domaine de

validité sont cependant limités par les hypothèses sur lesquelles repose sa construc-

tion. Des méthodes permettant d’accroître les potentialités de cette modélisation sont

à cet égard proposées.
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