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"La vie est l'art de tirer des conclusions suffisantes a partir de prémisses

insuffisantes ' Samuel Butler.
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MODELISATION DU FONCTIONNEMENT D'UN RESEAU
ANALYSE HYDRAULIQUE ET CHOIX DES MESURES
POUR L'ESTIMATION DE PARAMETRES

Résumé

Le but de cette these est de réaliser la modélisation du fonctionnement d'un réseau
d'Alimentation en Eau Potable, en régime permanent, en adoptant une bonne stratégie de
mesure. Elle comprend trois parties : la résolution des équations d'équilibrage
hydraulique, celle du probleme de I'ldentification du réseau et celle du Choix des

mesures.

Les lois reliant les débits et les charges étant connues, les consommations des usagers et
les charges aux noeuds réservoir étant fixées, on calcule les débits dans les arcs et les
charges aux noeuds ol elles sont inconnues, en résolvant un probleme d'optimisation
convexe sous des contraintes convexes, appelé€ probleme de 1'Analyse. Une modification
des équations constitutives ou lois de perte de charge, permet de définir une famille de
problemes approchés dont la solution tend vers celle du probléme de I'Analyse et pour

lesquels la fonction & minimiser est fortement convexe deux fois continiiment
différentiable.

Apres réduction du nombre des inconnues, le probleme de 1'ldentification du réseau
consiste a chercher les meilleures estimations de classes de rugosités et de classes de
demandes. On cherche a résoudre un probléme des moindres carrés, non linéaire, sous

contraintes.

Les mesures sont choisies en nature, en place et en nombre pour minimiser l'influence
d'erreurs de mesure sur l'estimation du vecteur d'état. On résout ce probléme par un

algorithme glouton, pour lequel a chaque étape on détermine la meilleure mesure.

Mots clés

Réseau de distribution d'eau - Modélisation - Optimisation - Choix des mesures -

Identification - Inférence - Moindres carrés - Flots et tensions.
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MODELLING THE BEHAVIOUR OF A NETWORK
HYDRAULIC ANALYSIS AND A SAMPLING PROCEDURE
FOR ESTIMATING THE PARAMETERS

Summary

The aim of this thesis has been to realize a method for modelling the behaviour of
a drinking-water supply network that is operating in a steady state. The method adopted
pays particular attention to the location of sampling points for taking the parameter
measurements. The thesis has been arranged in three parts : the solution of the
equilibrium equations, the network identification for roughness and demand and lastly

the selection of the sampling or measuring points.

One can arrive at an estimate of the flows in each arc and the head of pressure at-cach
node in the network because (i) the laws governing flow and head of pressure are
known, (ii) the consumer demand and the the head of presure at each reservoir are fixed.
The method adopted relies on resolving a convex optimization problem under convex
constraints and is hereafter referred to as the Analysis Problem (AP). A modification of
its component equations, or the laws governing loss of hydraulic head, help define a
family of approximated problems where the solution tends toward that of the AP and
where the function to be minimised is strongly convex with a continuous double

derivative.

After certain assumptions are made to reduce the number of theoretical unknowns the
problem of identifying the network characteristics can be simplified to one of selecting a
method for assigning a best estimate of the roughness factor to each arc and demand to

each node. The problem to be solved is a non linear least squares under constraints.

The measuring, or sampling points, are selected according to the measurement to be
undertaken, their location and the number required. A pattern has to be selected which
will minimize the significance of any measurement errors on the calculation of the
system vectors. A solution is found through the use of a 'greedy' algorithm that
progressively develops the network of measurement points by ensuring, at each
iteration, the maximum of information with the minimum number of measurement

points.

key words : Drinking water supply network - Modelling - Optimization - Measurement

points - Identification - Statistical inference - Least squares - Flow and tension.
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PRINCIPALES NOTATIONS

Symboles
x=273 x est peut différent de 2,3 ;
Ax=b X est solution au sens des moindres carrésde A.x=b.

Ensembles et espaces particuliers :

card(E) le cardinal d'une partie finie E ;

R le corps des nombres réels ;

R" l'espace vectoriel des vecteurs a composantes réelles, de
dimension n ;

L(EF) I'ensemble des applications linéaires continues de E dans F
»(L(E) siF=E) ;

E' = L(E,R) le dual de E ;

L,(EF) l'espace des applications bilinéaires continues de E dans F.

Cck (E,F) I'espace des fonctions k fois continiiment différentiables

lin(x,,X,,...,X,)

E_L
dimV :
V=V, V,®--- &V,

dans E 2 valeurs dans F ; (CY(E) si F= R)

le sous-espace vectoriel engendré par les combinaisons
linéaires de X, X;,-.-.,Xy ;

le sous-espace vectoriel des vecteurs orthogonaux A E ;

la dimension de I'espace vectoriel V ;

somme directe de sous-espaces vectoriels.

Vecteurs :
0, eR" le vecteur nul ;
1,eR" le vecteur dont toutes les composantes sont des un ;
V<0, le vecteur dont toutes les composantes sont négatives ou

(u,v),

I, = (w9,
=20
I

nulles ;
n
t — : : N
(uv) ="u.v=>uxv, le produit scalaire de deux

1=l1

vecteurs de R" ;

la norme euclidienne 82 d'un vecteur v ;

la norme vectorielle { d'un vecteur v ;
1

la norme vectorielle [, : v]_ = max v.[.
1<i1<n
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Matrices :

Mn.m
Mn

ImA

rang(A)
A e M,
AT eM,,,

diag(}‘i)

I eM

On,m € Mn,m
A (A)
sp(A)

p(A)

lAl,

cond(A)

Calcul différentiel :

VEx)eR"
V f(x,y)eR™

12

I'espace vectoriel des matrices de type (n,m) a éléments
dans le corps réel ;
I'anneau des matrices d'ordre n a éléments dans le corps R

la matrice d'éléments A, ;

I'élément de la i-¢me ligne et la j-€éme colonne ;

la matrice transposée de la matrice A ;

le noyau de A, si Ae M, alors
kerAz{xeRm/A.xzon} ;

I'image de A, si Ae M, alors

ImAz{y eR",IxeR™ /A.xzy}

dim (Im A)

la matrice inverse de la matrice Ae M, sirang A=n;
la matrice pseudo-inverse de AeM, . ;

sirang A=m (n2m) alors A" = (‘A. A)_l. ‘A
-1

sirang A=n (n<m)alors A" = tA.(A. tA) :

la matrice diagonale d'éléments A, ;

la matrice unité, I, = diag(1,) ;

la matrice nulle ;

la i-eéme valeur propre de la matrice A ;
le spectre de la matrice A ;
le rayon spectral de la matrice A ;

A.X
si A est une matrice mxn, |Af, = max IA.xl, est la
2 T,

norme matricielle induite par la norme vectorielle {p :
cond(A) =“ A"‘L." A ”2 est le nombre conditionnement

d'une matrice A.

le vecteur gradient de f € C'(R") enx ;
le vecteur gradient partiel suivant x de [ € C'([R("' ><[R>,“3)
en(xy);
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aif(X)=£ff(X)

f (x)e L(E,F)
f'(x)e L(E,F)
Jac(F)(x) e M,

d,F(x,y)e Mm,n,

Hess(f) e M

Notations scalaires :

Notations vectorielles :

he R"

h™ e R [

13

I-eme dérivée partielle d'une fonction réelle f € C'(IR") de

o°f
o0x.0x.

)

plusieurs variables réelles ; de méme ai‘jf(x) =

(x)

dérivée premiére de I'application f € C'(E,F) au point x ;
dérivée seconde de I'application f € C'(E,F) au point x ;
la matrice jacobienne de FeC'(R",R™) au point x,

‘'VF, (x)
'VE
Jac(F)(x) = ?(X) ;
'VE, (x)
la matrice jacobienne des dérivées partielles par rapport a
thFl(X,y)
V. E(x,
x O F(xy)=| 22V
'V, F,(x,y)
la matrice hessienne de feC*R™),

Hess(f)(x) = (3, f(x))

le nombre d'arc ;

le nombre de noeuds simples ;

le nombre de noeuds a charge fixée ;

le nombre total de noeuds ;

le nombre de classes de rugosité ;

le nombre d'arcs de classe de rugosité C, ;

le nombre de classes de demande ;

le nombre de mesures de débits ;

le nombre de mesures de charge aux noeuds simples ;

le nombre de mesures de demandes aux noeuds simples ;
le nombre de mesures de demandes aux noeuds a charge
fixée ;

le nombre de classe de rugositée inconnues ;

le nombre de classe de demandes inconnues.

le vecteur des charges aux noeuds simples,

le vecteur des charges aux nocuds simples mesurées,
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h'™ e R*™ :
heR'

de R"

De R® :
d™ e R™
d™e R"™
dfe Rf

df™ e R™
df™ e R™™ :

ge R*®

m
qmesE R ™

i a-m
qmc eR q

ce(R™)
CMes ¢ (R*+ )K_"C

DmueRB‘nn .
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mes _t mes mesy .
B = (0, B

le vecteur des charges aux nocuds simples inconnues,
inc _t inc inc .

h™ =" (h,",..... ,hn_mh) ]

le vecteur des charges fixées aux nocuds réservoirs,

h'=' (h{.......,h{) ;

le vecteur des demandes mesurées aux noeuds simples,
mes __t mes mesy .
d™ =" (d™,...dn)

my
le vecteur des demandes inconnues aux noeuds simples,
d™ =t (d, ) s
le vecteur des demandes aux nocuds a charge fixée,
d'=' (d],......d}) ;
le vecteur des demandes mesurées aux noeuds a charge
fixée,
df™ =t (df™,.....,df %) ;
le vecteur des demandes non mesurées aux noeuds a
charge fixée,
dfinc _t (dflinc, ..... ,d f‘-r:‘n,) :
le vecteur des débits dans les arcs,
q = (qr1s-ee »qa) ;
le vecteur des débits dans les arcs mesurés,

mes _t mes mesy .
q - (ql gences ,qmq ) )
le vecteur des débits dans les arcs non mesurés,

inc inc ) A

inc _t
q = (ql LARERS ’qa-mq 3
le vecteur des résistances hydrauliques dans les arcs,

t .
= (rl ERRRRE ’ ra) ’
le vecteur des pertes de charge sur les arcs

E="(E1,rnEa) s
le vecteur des rugosités dans les arcs (coefficients

d'Hazen-Williams),
chw =' (chw,,.....,chw_) :

vecteur des classes de rugosité connues,
mes__ 1 mes mes B
CH=(C™ ... ,CK_n(_) :

vecteur des classes de demandes connues,
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D™=(D™,.....,DF% ) ;

H . \Nc .
C"™ e ([R +) : vecteur des classes de rugosité inconnues,
inc__t s ~inc incy .
C™=(C™,......C¥) 5
D™ eR"™ vecteur des classes de demandes inconnues,

D™='(D}",.....,D}%).

Notations matricielles :

f b [ - 4 - ~
AleM,, la sous-matrice d'incidence noeud-arc réduite aux noeuds a
charges fixées ;

AeM , la sous-matrice d'incidence noeud-arc réduite aux noeuds
simples ;

M, € Mla_ma : la matrice d'incidence maille-arc augmentée ;

SqeMg . la matrice de sélection des débits mesurés ;

Nq € Ma—mq,a la matrice de sélection des débits non mesureés ;

She M, o la matrice de sélection des charges mesurées ;

N, e M nm,.n la matrice de sélection des charges non mesurées ;

SqeM, . la matrice de sélection des demandes aux noeuds simples
mesurées |

NyeM, . . la matrice de sélection des demandes aux noeuds simples
non mesurées ;

See M, ¢ la matrice de sélection des demandes mesurées aux noeuds
a charge fixée ;

Nee My, ¢: la matrice de sélection des demandes non mesurées aux
noeuds a charge fixée ;

S;eM,, la matrice de sélection des arcs de rugosité C, ;

KeeM,, - la matrice de répartition des classes de rugosités
chw=K..C;

KpeM, s - la matrice de répartition des classes de demandes
d=K,.D;

S € MK_HC,K : la matrice de sélection des classes de rugosité connues ;

NeeM, . la matrice de s€lection des classes de rugosité inconnues ;

Sp € Ms-n,,.s : la matrice de sélection des classes de demandes connues ;

NpeM o la matrice de sélection des classes de demandes inconnues.
o-
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INTRODUCTION GENERALE

On cherche a réaliser la modélisation du fonctionnement d'un réseau maillé
d'Alimentation en Eau Potable, en régime permanent (les -caractéristiques
hydrauliques sont indépendantes du temps), en adoptant une bonne stratégie de mesures.
Les méthodes que nous allons décrire, sont cependant beaucoup plus générales et
peuvent s'appliquer aux réseaux physiques pour lesquels on peut définir deux types de
variables, des flots et des tensions (cf. M. Sakarovitch p.75-78, 1984), comme les

réseaux électriques, des systemes mécaniques, des réseaux thermaux.

Pour y parvenir, on utilisera la Théorie des graphes, I'Optimisation, et certains résultats

de la Statistique inférentielle.

Dans un premier chapitre, des préliminaires a toute cette étude sont développés ;
on pose le probleéme dans toute sa généralité : un ensemble de canalisations (le réseau de
distribution) relie des points d'alimentations (réservoirs, pompes) a des points de
consommations (usagers) ; il est d'abord simplifié puis schématisé par un graphe simple
orienté que l'on suppose connexe. Les niveaux de 'eau dans les réservoirs, les diamétres
et les longueurs des conduites sont donnés ; le débit et la rugosité dans chaque arc du
réseau, la charge totale et la demande en eau en chaque noeud sont solutions du systéme
d'équation d'équilibrage hydraulique ; il est constitué d'‘équations linéaires dont
certaines expriment 1'équilibre des débits aux noeuds (conservation de la masse), et
d'autres que la perte de charge est une tension (conservation de l'énergie) ; mais, il
comprend aussi les équations non linéaires des lois de la perte de charge en fonction
du débit.

Trois €tapes sont essentielles pour la réalisation de la modélisation : la résolution
du probléme de I'Analyse, celle du probléme de I'Identification du réseau, et celle du

Choix des mesures.

Le probleme de I'Analyse consiste a se donner des estimations des rugosités dans les
conduites et des demandes aux noeuds simples (consommateurs) pour chercher les
débits dans les arcs et les charges aux noeuds simples ; il fera l'objet du deuxiéme

chapitre.

Chercher de meilleures estimations des parametres rugosité ¢t demandes a partir d'un
ensemble de valeurs mesurées, constitue le probléme de I'tdentification du réscau ; on

s'emploicra a le résoudre dans le troisiéme chapitre.
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La qualité de l'estimation de ces paramétres dépend de I'emplacement, du nombre et de
la nature des mesures ; ce Choix devra assurer l'observabilité du réseau (Cohen et
Carpentier, 1987) et également éviter que de petites erreurs de mesure ne conduisent a
une mauvaise estimation des parametres ; le quatrieme et dernier chapitre traitera de ce

probléme.

De nombreux travaux ont contribué a la résolution du probléme de I'Analyse
depuis les premieres méthodes présentées par Hardy Cross (1936) ; différents énoncés
sont proposés ; une Ecriture sous forme matricielle des équations a permis de relier

facilement entre-elles les différentes formulations et de montrer leur équivalence.

Les principaux algorithmes de la littérature sont ensuite décrits dans le cadre d'un
probléme d'optimisation convexe dans I'espace des débits. Les contraintes sont affines et

les coefficients de Lagrange associée sont les charges.

Carpentier et al. (1985) et Todini et al. (1987) ont montré que les meilleurs algorithmes
pour la résolution du probléme de I'Analyse sont du type Newton, c'est-a-dire des
algorithmes pour lesquels ont se sert d'informations du deuxiéme ordre. Le probléme
d'optimisation dans l'espace des charges ou probléme dual, n'est pas deux fois
continiment différentiable sur l'espace tout entier. On propose alors de définir une
famille de problémes d'optimisation dont la solution tend vers celle du probleéme de
I'Analyse et pour lesquels la fonction a minimiser est fortement convexe deux fois
contintiment différentiable. Ainsi, les matrices hessiennes des problémes primaux et
duaux sont symétriques définies positives et symétriques définies négatives ; on est
assuré de la convergence globale des algorithmes de Newton sur le probleme réduit, de
Newton sur le lagrangien et de Newton sur le probléme dual ; on donne une estimation

de l'erreur a priori entre la solution approchée et la solution exacte.

Pour le probléme de I'ldentification du réseau, il faut réaliser des mesures de débit
sur des arcs et de charge sur des noeuds ; pour des raisons pratiques et financiéres, il
n'est pas possible de mesurer tous les débits et toutes les charges inconnues ; le nombre
de mesure est donc inférieur au nombre de paramétres a estimer égal au nombre d'arcs

augmentés du nombre de noeuds simples.

On propose de palier cette difficulté en réduisant le nombre d'inconnues, c'est-a-dire en
cherchant les estimations des rugosités et des demandes sur des sous-espaces
particuliers : on définit des classes sur lesquels tous les arcs sont supposés avoir la
méme rugosité, et des classes de demandes regroupant des consommateurs d'un méme

type, comme la classe des consommateurs domestigues ou la classe des consommateurs
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industriels. 1l est trés fréquent de passer ainsi de cinq cents inconnues, & moins de dix

inconnues.

Le choix des inconnues étant fait, le probleme est modélisé mathématiquement :
'estimation des parameétres inconnus minimise la somme des écarts au carré entre
valeurs observées et valeurs calculées en résolvant le probléme de I'Analyse. Les résidus
sont multipli€s par un poids tenant compte de la précision des appareils de mesure et de
maniere générale de la confiance que 'on a dans le résultat de la mesure. On cherche a
résoudre un probléme des moindres carrés, non linéaire, sous des contraintes fermées et

bornées, dans un cas différentiable.

La méthode de résolution est une légére modification de I'algorithme de Levenberg-
Marquardt pour tenir compte de l'ensemble des contraintes. Une correction automatique
des poids A partir des résidus pondérés a été implémentée ; elle s'est révélée sur

plusieurs exemples, plus robuste pour l'estimation.

Pour apprécier la qualité des estimations, deux encadrements a partir de la précision
dans la mesure sont donnés : le premier, par approximation linéaire des équations, le
second par une méthode de Monte-Carlo (les erreurs de mesure étant supposées étre

uniformément distribuées).

Une Identification de bonne qualité, du réseau de la ville de Marennes (Charente-

Maritime) a ét€ réalisée, aprés une campagne de mesure.

Il se pose alors le probleme du Choix des mesures : Quelles sont celles qui

restituent au mieux le comportement du réseau?

Pour chaque mesure potentielle de débit ou de charge on décide d'une précision a priori
ou erreur de mesure ; on effectue deux changements de variable, le premier dans
I'espace des débits et des charges pour ramener les précisions a l'unité, le second dans
l'espace des rugosités et des demandes pour tenir compte des différences d'échelles. Le
choix de la précision permet une présélection des débits ou des charges en affectant par
exemple une petite erreur de mesure & une charge et une grande erreur de mesure a un

débit ; on peut ainsi tenir compte du facteur colt de la mesure.

Autour d'un point normal de fonctionnement, les mesures sont alors choisies pour
minimiser l'influence des erreurs de mesures dans l'estimation des parameétres rugosité
et demande, et pour que les variables du réscau puissent étre estimées a partir des

valeurs mesurées.
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On résout ce probleme par un algorithme glouton, pour lequel a chaque étape on
détermine la meilleure mesure. On calcule ainsi de fagon séquentielle une pseudo-

inverse.
La validation de 1a méthode s'est faite a deux niveaux :

Des stmulations sur des réseaux schématisés permettent de comparer le choix de mesure
obtenu avec d'autres possibles, les vraies valeurs des rugosités et des demandes étant
connues. Sans erreurs de mesure, il faut reconstituer les bonnes rugosités et les bonnes
demandes. Avec des erreurs de mesures uniformément distribuées, on étudie la

répartition des estimations autour des vraies valeurs.

Une campagne de mesure a €té réalisée sur le réseau de la ville de Muret, aprés avoir
déterminé par la méthode proposée, la nature et 'emplacement des mesures nécessaires

ce qui a permis l'identification du réseau.
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CHAPITRE 1

Etablissement des équations d'équilibrage

hydraulique
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I ETABLISSEMENT DES EQUATIONS D'EQUILIBRAGE HYDRAULIQUE

Dans ce chapitre et dans ceux qui vont suivre nous utilisons la théorie des graphes
pour résoudre un probléme lié a un certain type de réseau physique : notre discussion
porte sur des Réseaux d'Alimentation en Eau Potable. Les méthodes que nous allons
décrire, sont cependant beaucoup plus générales et peuvent s'appliquer aux réseaux
physiques pour lesquels on peut définir deux types de variables, des flots et des tensions
(pour une définition et des propriétés, cf. M. Sakarovitch p.75-78, 1984). On peut citer
par exemple les réseaux électriques (courant et différence de potentiel ou tension), des
systemes mécaniques (force et extension ou force et vitesse), des réseaux thermaux (flux
de chaleur et différence de température). Pour une introduction a la modélisation de tels
réseaux physiques, de nombreux exemples et un développement sur les réseaux

électrique, on pourra consulter A. Dolan et J. Aldous, p. 200 2 279, 1993.

Nous avons choisi pour expliquer les relations entre les débits, les résistances, les
demandes et les charges, le modele, de nos jours, classique des équations de
I'équilibrage hydraulique, qui a été décrit de fagon matricielle par Todini et al. (1987).
Ce systeme d'équations est commun aux trois problemes complémentaires de 1'Analyse,

de I'ldentification du réseau et du Choix des mesures.

I-1 Données et grandeurs physiques

Un réseau de distribution d'eau comprend des conduites, des réservoirs et
différents éléments hydrauliques appelés singularités, comme des pompes, des vannes,
des clapets, des limiteurs de débit, des stabilisateurs de pression amont ou aval. On
connait la topologie du réseau, les longueurs et les diamétres des trongons qui le
constituent, les singularités et leurs caractéristiques. les niveaux dans les réservoirs. Le
réseau est schématisé par un graphe de a arcs ou trongons et N noeuds ; un trongon est
constitué de conduites identiques et est parcouru par un débit constant ; les extrémités

de ces trongons sont les N noeuds du graphe.
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Précisons quelles sont les grandeurs physiques utiles au probleme de I'équilibrage

hydraulique d'un réseau, en régime permanent.

L'énergie mécanique totale par unité de poids du liquide s'exprime en metre de colonne
d'eau et s'appelle la charge hydraulique. Comme c'est la pratique courante, on utilise la
charge pi€zométrique représentant l'énergie potentielle (énergie de “position” plus
énergie de “"pression”, cf. M. Carlier p. 92, 1980), la hauteur qui représente 'énergie

cinétique étant négligeable dans nos applications.

L'eau circulant dans les arcs constitue le débit dans les arcs ; elle peut sortir du réseau
ou y entrer au niveau d'un noeud ; ce débit algébrique constitue la demande aux noeuds

appelée encore consommation.

Sur un noeud deux variables sont alors utiles : la demande et la charge hydraulique.

L'ensemble des sommets sera partitionné en :

- f noeuds a charge fixée ou noeuds réservoirs (réservoirs, points de distribution, plans

d'eau...), sur lesquels on connait la charge. Il en existe toujours au moinsun ( f>1).

- n noeuds simples.

On notera :
h'e Rf : le vecteur connu des charges aux noeuds a charges fixées ;
he R" : le vecteur des charges aux noeuds simples ;
d' e Rf : le vecteur des consommations aux noeuds a charges fixées ;
de R" : le vecteur des consommations aux noeuds simples ;
ge R? : le vecteur des débits dans les arcs.

I-2 Le graphe associé au réseau

Le réseau est décrit comme le graphe orienté G = ( X, U ) ou X est I'ensemble des
noeuds et U l'ensemble des arcs constitué des troncons orientés arbitrairement ; par
hypothese, le graphe sera simple (deux noeuds ne sont connectés que par un seul arc),

sans boucle et connexe.
card (U) = a

card(X)=N=f+n
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Il est commode d'introduire la matrice d'incidence noeud-arc du graphe orienté G, que
lonnote: AN e M . . Elle contient toutes les informations topologiques du réseau.

Ses éléments sont, en utilisant les conventions de A. Dolan et J. Aldous p. 44 (1993) :

1 si I arc j est orienté sortant de i
A[’j =< -1si1'arc j est orienté rentrant en 1

0 sinon

Remarquons que cette matrice dépend de la fagon dont les noeuds et les arcs sont
numérotés : elle est définie de fagon unique & une permutation de ces lignes et de ces

colonnes pres.

- Exemple I-2 (a =6, N = 5, un seul réservoir noté R0) :

RO
°-

VI 2

\Y% 3 v 4

figure 1 : exemple de graphe orienté

La matrice d'incidence du réseau de la figure 1 est, st le noeud a charge fixée RO est le

cinquieme dans la liste des noeuds :

-1 1 0 0 -1

o 0 0 0 1

N . .
A" se décompose en deux sous-matrices :

A" . la matrice d'incidence nocud-arc réduite aux nocuds réservoirs ;
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A , la matrice d'incidence noeud-arc réduite aux noeuds simples.

A
On aura donc AN =[ f) otAe M ,etAfe M,
A ¥ ¥

Sur 'exemple précédent :

-1 1 0 0 -1
O 0 -1 1 -1 O
0 0 0 -1 0 O

A'=01 0 0 0 0 )etA=

Remarque 1-2.1 :

Carpentier et al. (1985) utilisent un autre graphe G’, obtenu 2 partir de G, en augmentant
la liste des arcs et la liste des noeuds simples si nécessaire pour que chaque réservoir
n'ait plus qu'un seul noeud voisin : les réservoirs sont mis "en antenne". Les équations
de conservation de la masse aux noeuds réservoirs prennent ainsi une forme particuliére
et, le sous-graphe de G’ induit par I'ensemble des noeuds simples est connexe.

Remarque 1-2.2 :

La somme des débits entrant en un noeud est égale a la somme des débits qui en sort, si
on corﬁprend dans les débits les demandes aux noeuds. Si on veut introduire la notion de
flot sur le graphe, il est usuel (pour le Probléme du flot maximum et les Réseaux de
transport, Claude Berge p. 72 a 82, 1973) d'ajouter au graphe, un noeud source, un
noeud puits, des arcs reliants les noeuds sur lesquels il y a une consommation au noeud

puits et des arcs reliant les noeuds sur lesquels il y a une alimentation au noeud source.

Le débit aux noeuds réservoir étant algébrique (soit une consommation, soit une
alimentation) il faut confondre le noeud puits et le noeud source en un seul noeud : S de
référence (voir par exemple, pour ce graphe augmenté Cohen et Carpentier 1987). Le

vecteur :

est alors un flot pour le graphe augmenté. Le graphe de la figure 1 devient alors en

orientant arbitrairement tous les arcs :
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RO',.-'VI

I I 11T

1 v 3 v 4

figure 2 : autre graphe possible

Un noeud et cing arcs ont ét€ ajoutés : la matrice d'incidence de ce graphe augmenté

comprend une ligne et cing colonnes en plus.

Remarque [-2.3 : En restreignant le graphe a sa schématisation, on réduit le nombre
d'arcs.

1-3 Lois de perte de charge

La perte de charge §; de l'arc i s'exprime en métre de colonne d'eau ; & est une

fonction du débit g; et de la résistance r;, a valeurs dans R. Elle se décompose comme :
- la somme de I'énergie perdue sous forme de chaleur, le long de la conduite : &i“"

-de I'énergic perdue localement dans une singularité (coude, vanne, dispositif
hydraulique particulier...) : £

- éventuellement de 1'énergie fournie par une machine hydraulique &P°™.
E =EMM+ES 4 EP™ | pouri = 1,...,a (1-3.1)

En notation vectorielle, pour I'ensemble des arcs :

[ rlin | «sn

E=8" +5" +5MM
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Les composantes de & ne dépendent que de deux variables :

fgl(rhchﬂ (§:‘“(rpq.)+§fi"(q|)+§{’°m"(q.)

€,(15.q,) 3M(1,9,)+E37(q,) +E°™(g,)

E(r,q)= (1-3.2)

(Ea(r,.0,)) L&™(r,,q,)+E5"(q,) +EP"™(q,)

Nous allons définir chacune de ces pertes de charge.

I-3.1 Perte de charge linéaire dans les conduites

_ Elle correspond a I'énergie dégradée en chaleur le long de la conduite et dépend de
facon linéaire de la longueur de celle-ci ; si I'on adopte la formule d'Hazen-Williams (M.
Carlier p. 237, 1980), elle s'exprime en fonction du débit q; et de la résistance
r; strictement positive, par :

0,852

&:in(ri’qi)=ri'|qil -q; (I-3.3)

o 1067.L,
UG = 548 Cpw 1552
1 * 1

diametre en métres, Chw, €étant le coefficient de rugosité sans dimension.

avec L; la longueur de la conduite i en meétres, ®; son

r, - E™(r,,q,) est linéaire et q; > £/™(r;,q;) de classe C'.

La figure 3 donne l'allure de cette fonction pour un r; particulier (calculé avec @, = 150
mm, L; = 1000 m, Chw;, = 100), et la figure 4 celle de sa dérivée :

20 ‘r £ (m)

4+ q (Us)

<20 4

figure 3 : perte de charge linéaire
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-
3

t
-20 -16 -1 -7

figure 4 : dérivée de la fonction perte linéaire, en fonction du débit

I-3.2 Perte de charge singuliére

S'il n'y a pas de perte de charge singuliére sur l'arc i : £"(q;) = 0,Vq; eR.
Une perte de charge singulieére correspond a 1'énergie perdue localement sous forme de
chaleur dans un organe hydraulique, placé sur l'arc i, par exemple une vanne
partiellement fermée ; elle s'exprime proportionnellement au carré du débit qui traverse
la singularité. Elle peut &tre dissymétrique, le facteur de proportionnalité o; dépend du

sens du débit :

L

sin o;.q;",s1q; 20

& (q;) = .y (1-3.4)
-0, .q;",81q; <0

On supposera connaitre les coefficients a; et o; .

La figure 5 donne l'allure de cette fonction et la figure 6 celle de sa dérivée :

4 5 m)

q (V)
5 s 4 >

F I ——— + >
-10.640 64K C 2.00

6.0 10 60

figure 5 : perte de charge singuliere
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figure 6 : dérivée de la fonction perte singuliere, en fonction du débit

I-3.3 Cas d'une pompe

Si sur I'arc i, il n'y a pas de pompe : £P™(q,)=0,Vq; eR.

Une pompe él¢ve de 1'eau a une hauteur H. Pour chaque catégorie de pompe, on dispose
de la courbe caractéristique du gain de charge en fonction du débit ; elle n'a de réalité

physique que sur un intervalle strictement positif, qui correspond a une plage de
fonctionnement acceptable de la pompe : q; € [qmin,qmax], avec q;, > 0.

Nous avons choisi de décrire cette courbe par trois points suffisamment espacés, c'est-a-
dire de la modéliser par un morceau de parabole. Un gain de charge est une perte de
charge négative ; la courbe des pertes de charges liée a la pompe en fonction du débit se
déduit donc de la courbe caractéristique par une symétric par rapport a l'axe des

abscisses.

Ainsi, pourq; € [qmin,qmax] avec q,;, > 0:
EP™(q,)=-a, +b,.q, +c,.q.>, aveca, >0, c. >0
Cette fonction est croissante sur son domaine de définition et sa représentation est un

morceau de parabole ; elle n'est définie que sur un intervalle fermé borné ; pour qu'elle

soit définie sur R tout entier et soit monotone croissante, on la prolonge ainsi :

Sia, >0, b, 20, ¢, >0,

élpomp(ql):—al+bl,ql +erlqu! . Vq, eR (I-3.5)
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Sia; >0, b; <0, c; >0,

g°"?(q;) =—a; +b;.q; +¢;.q , sig, 2“—bi“>0

2¢.

2 bc' -3.6)
pomp ()= —q. ——i_ , siq;S——-
PomP(q;) = —a, ” q; S -2

La figure 7 donne pour les deux cas possibles, I'allure de cette fonction et la figure 8

celle de sa dérivée :

4 ﬁ(m)

175 +

q (Us)
L - [ -
¢ —t —
500 <300 500
=128
k b1>0
S~ - - b1<O
wd

figure 7 : perte de charge liée & une pompe et son prolongement

a0 =

120 +

0*‘0'( P g - b1>0

060 -‘L b1 <0

\ 040 1 . ' ///

-500 300 -1 160 300 00

figure 8 : dérivée de la fonction perte d'une pompe

La formule I-3.6 peut étre généralisée a b, quelconque : la fonction perte de charge d'une

pompe serait encore monotone croissante ; ce qui n'est pas vrai pour la formule 1-3.5.
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I-3.4 Organes hydrauliques particuliers

a)Le limiteur de débit

Un limiteur de débit est un dispositif qui cherche a réaliser une contrainte linéaire
inégalité de débit du type : q < q™". Il est équivalent en pratique a une perte de charge

singuliére et est modélisé comme tel. La perte de charge du limiteur de débit est ainsi

une fonction de classe C' dont I'allure est donnée par les figures 9 et 10 :

6000 A & (™
45.00 4
3000
15.00 +
q (Us)
fem-0-56- + + —— —p
] 2 1 4 7 10 13
figure 9 : perte de charge d'un limiteur de débit
A
120004
100.00
8000 1
6000 +
1000 4+
25m
wedl T .
C 104001
. q ¥y
0.00 + 4 - — >
9.90 995 1000 1005 1010

figure 10 : perte de charge d'un limiteur de débit au voisinage du débit limité
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b) Le clapet

Le clapet ou sens obligatoire réalise physiquement une contrainte du type q 2 0.
Pour prendre en compte dans la modélisation, une contrainte de positivit€ sur un débit
on pénalise la perte de charge sur I'arc portant le clapet, en la rendant tres forte dés que
I'on ne respecte pas la contrainte. Traiter un clapet comme un limiteur de débit ou le

débit est limité a 0 I/s dans le sens choisi donne numériquement d'excellents résultats.

¢) Le stabilisateur de pression

Son rdle est de faire respecter une consigne sur la charge piézométrique en un
point du réseau (h, <h™ ou h; 2h;"™") dans une plage normale de fonctionnement (si
la consigne n'est pas adaptée, il n'y arrive pas). Le dispositif crée au besoin une perte de

charge dépendant de 'état du réseau pour saturer la contrainte.

La modélisation reproduit bien le comportement du stabilisateur sur un chemin entre
réservoirs ; il n'en est pas de mé€me sur une antenne avec une forte consommation sur le
noeud aval et une consigne h; >h™" sur le noeud amont : le modéle de répartition de la
consommation que nous avons adopté ne prend pas en compte l'influence d'une baisse
de pression sur la consommation (pour un modele de consommation adéquate, on pourra
consulter S. Berthin, 1994).

Ce dispositif a donc été inclus dans le code de calcul mais ne sera pas considéré dans ce

qui va suivre.

Enongons les propriétés essentielles de la fonction & que nous venons de définir.

I-3.5 Propriétés de §

Notons :
*yp a P
re (IR{ ) : le vecteur des résistances dans les arcs ;
E(r,q)e R*: le vecteur des pertes de charge globale sur les arcs ;
E(@ e R* : le vecteur des pertes de charge globale sur les arcs quand on

considere les résistances connues.

Soit £ C*(R*) la fonction primitive de & qui s'annule en zéro :
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Uq) = Zj: E.(u)du et £(0,)=0
i=1

Propriétés I-3.5

€ comme fonctionde retdeq :

a) € est de classe C'((ﬂ@"")ﬂ XR“,R“).

£ comme seule fonction q :

b) &:q e R* - &(q) eR? est une fonction strictement monotone :
(e(@)-&@*)q'-q°) >0, V(q'.q)eR™, q'=q’ (1-3.7)

¢) Toutes les primitives de & sont coercives (au sens de P. G. Ciarlet 1985, p. 175), i.e :

quli—?ilw £(q) = +eo
et Vvema,#m [[(q)_*.(v,q)a]:-f-oo (1-3.8)

d) £ R* — R?*existe et est strictement monotone de classe C'.

Preuve :

de a) Pour chaque & les dérivées partielles par rapport a q; et r; existent et sont
continues ; les &; sont donc de classe C'((R*‘”)a XIR“;!R).

de b) Chacune des &, considéré comme seule fonction de q; a r; constant est une fonction

de R — R strictement croissante.

(&) -Ea2) o ~a2) = (@) -E@Pa’ —a),

i=1

est donc une somme de a termes positifs dont un au moins est strictement positif si
q' #q° ; I'inégalité (1-3.7) est donc démontrée

de ¢) Posons f(q):(’(q)+<v,q)zl avec v quelconque ; f peut s'exprimer comme une
somme de fonctions réelles continues coercives, qui ne dépendent que de la variable g, ;

f est donc coercive.
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En effet,
f= z fiop;
i=1

ol p;:R* — R; est I'application linéaire continue projection sur la it composante, et

5
2.852
linéaire sur le trongon i.

2852

f.(q;)= |qi| +v;.q; si la perte de charge est uniquement une perte de charge

s'il y a présence d'une perte singuliére on rajoute :

o

3 .qi3, sig; <0

%i—.qf, siq; 20 et -

et en présence d'une pompe , le terme additif est sia; >0, b; 20, ¢; >0 :
b- 2 C. 3
—-a,.q; +—=+.q," +—=.|q;
-0 7+ gy
oubiensia; >0, b, <0, c,>0:

3
; b, ,.¢ 3 . -b,
> —a,.q,+—.q°+7+.q;°, siq;=2—

2402 lql 2 ql 3 ql q 2

i i

—a +i Si <—_b.‘_
1 4C- ’ql ’ ql - 2Ci

de d) Introduisons u;:R.— R? l'injection définie par x; —>(0,~--,xi,---,0) (O partout

-iéme

saufalai " place).

Chacune des &, étant continue et strictement croissante de R — R, admet une fonction
réciproque &' définie sur . (R)=R ; &' est par conséquent continue et strictement

croissante de R —» R.

p; et u, sont des applications linéaires continues.

a
£l = Zui o, op, est l'application inverse de & ; elle est donc continue et strictement
i=1

monotone M
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1-4 Les équations d'équilibrage hydraulique

Les équations de 1'équilibrage hydraulique sont celles d'un modéle conservatif.

I-4.1 Conservation de la masse

On écrit en chaque noeud du réseau I'équation de continuité qui exprime que la

somme algébrique des débits est égale a zéro.

A.q=-d pour les n noeuds simples I-4.1)

Af.q=—d" pour les f noeuds réservoirs 1-4.2)

Ces équations sont souvent désignées comme premiére loi de Kirchhoff.

I-4.2 Conservation de 1'énergie

Sur chaque arc i, on exprime que la différence de charge, entre les deux extrémités
i, eti, , est égale a la perte de charge E; et on écrit :

€, =h, —h; siiorientédei, versi,
1 2
soit vectoriellement :

E='A.h + ‘A"nf 1-4.3)

Le vecteur des pertes de charge & est donc une tension au sens de la théorie des graphes
(M. Sakarovitch p. 75, 1984).

1-4.3 Equation constitutive

Elle donne une relation entre les débits et les pertes de charge :

§=E(r.q) (1-4.4)
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1-4.4 Solution d'équilibrage hydraulique

Définition 1-4.4 : On appelle solution d'équilibrage hydraulique :
un vecteur (r,d,d’,q,h) € (IR'+ ):l x R" x R x R* x R" solution du systéme :

A.q=-d
Al g=-df (1-4.5)
E(r,q)="'A.h+'Al.nf

Remarques 1-4.4 :

-Le systtme d'équation (I-4.5) est constitué d'une partie linéaire : A.q=-d et
Af.q=—d", et d'une partie non linéaire, la fonction (r,q) > E(r,q) n'étant pas linéaire.

- Le modele existant ne prend pas en compte les limites physiques du réseau (la vitesse
et la pression ne doivent pas étre excessives et la pression doit obligatoirement étre
positive). Le code de calcul posséde des alarmes (du non-respect de telles contraintes)
qui indiquent le besoin d'installer un limiteur de débit ou un stabilisateur de pression.
L'utilisateur du logiciel issu de la modélisation est également averti si la pression en un
point se retrouve négative, c'est-a-dire la charge piézométrique plus basse que la cote du

sol.
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CHAPITRE 2

39

Le probleme de 1'Analyse
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Il LE PROBLEME DE L'ANALYSE

Le probléme de I'Analyse consiste a calculer, a partir du systéme [-4.5, le vecteur
q des débits dans les arcs de G, et le vecteur h des charges aux noeuds simples en
connaissant les résistances r; de chacun des arcs, le vecteur d des consommations aux

. f . ' ’ - .
noeuds simples, et le vecteur h' des niveaux d'eau dans les réservoirs, soit :

Agq=-d

Chercher (g,h)e R*" tels que : {E(q JtA B=tAL_pf

On obtient d’ par:d' =-Afq

On tient compte de d" dans un calcul dynamique, pour la mise a jour des niveaux des

réservoirs, si le réservoir se remplit ou se vide pendant une période donné avec un débit
£

d.

Dans tout ce chapitre, r étant connu, on a remplacé &(r,q) par £(q) ; on ne calculera pas
f
d.

I1-1 Décompeosition du graphe G

On souhaite par des permutations sur les lignes et sur les colonnes obtenir une
structure particuliére de la matrice A ; ces transformations correspondent a une
numérotation nouvelle des noeuds et des arcs. On extrait du graphe G(X,U) un arbre
recouvrant tous les noeuds : G'(X,U'") ou card(U') = N-1 : G est ensuite réduit 2 un
graphe partiel particulier de n arcs G"(X,A), formé de { composantes connexes avec
pour chacune un seul nocud réservoir ; éventuellement, certains réservoirs ne sont a
Fissue de ceute procédure reliés & aucun autre nocud, et sont autant de composantes

connexes.
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Nous allons décrire la construction de G' puis de G", (out en I'appliquant sur I'exemple

II-1 (ci-apres) ; nous regarderons ensuitc I'effet de cette décomposition sur la matrice A.

II-1.1 Construction du graphe G'

On associe a chaque arc i de U un poids w(i) égal a la résistance hydraulique de
I'arc : w(i) =r; ; ce poids est (cf. formule 1-3.3) fonction du diamétre, de la longueur et

de la qualité du matériau. Chercher dans G = (X,U), un arbre de poids minimum, revient

a privilégier les conduites importantes, donc de faible résistance.

On suppose disposer de la liste des arcs décrits par une extrémité initiale et une
extrémité finale ; on définit l'application I :U — X (resp. T) qui associe a chaque arc

son extrémité initiale (resp. terminale) ; le graphe G est donc initialement orienté.

Il existe dans G, un graphe partiel : G' = (X,U"), une orientation des arcs de G/, et une
numérotation des noeuds et des arcs de G' qui satisfont aux propriétés suivantes :

Propriétés I1-1.1
i) G' est un arbre de poids minimum dans G.

_ii) G' est une arborescence dont la racine est un noeud réservoir R0 choisi : pour tout

sommet x de G' il existe un chemin de RO a x.

iii) L'arc ue U' a pour numéro, T(u) : lI'arc de numéro i est incident aux noecud de

numéro 1.

iv) Le cocycle élémentaire m({xi}) relatif au noeud simple x, de numéro i dans G', est

constitué d'arcs dont les numéros j sont plus grand ou égal a 1.
Preuve :

de i) G étant connexe (cf. § I-2), il existe un arbre recouvrant tous les noeuds ;

l'algorithme de Prim donne un arbre de poids minimum : G' = (X,U") (Sakarovitch M.
p- 48, 1984) ; si les poids sur les arcs ne sont pas tous différents, G' n'est pas toujours le

scul arbre de poids minimum.

it) est obtenu en réorientant les arcs.
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iii) consiste a une renumérotation des nocuds.
iv) est une conséquence de iii) W

Pour obtenir G' vérifiant les propriétés i), ii), iii) ct iv), on peut metire en oecuvre
l'algorithme suivant qui est une modification de l'algorithme de Prim décrit dans
Minoux et Bartnik p. 188, 1986.

On sauve la numérotation des nocuds de G' dans le tableau Nnum et celle des arcs de G
dans le tableau Tnum ; k est le compteur de noeuds déja recouverts, kr est celui des
noeuds réservoirs autres que RO, et ks celut des noeuds simples ; on suppose que N > 1,
et qu‘un noeud au moins est réservoir (f 2 1).

Algorithme I1-1.1 <
i) Initialisations

X'={RO} et U=

kr=0
Nnum(RO) =N

ieme eme

ii) Etape courante : obtention du k' arc de G' et recouvrement du k+1" noeud

Soit le cocycle ©(X') = {(i,j)/(i,j) elU,ieX ,jeX~ X'}
st (X' ) = arrét car G n'est pas connexe

On recherche dans @(X") l'arc de poids minimum (s'il y en a plusieurs, la liste des
¢léments du cocycle étant lue de fagon séquentielle, on prend le premier des éléments du

cocycle qui convient)
sOit u cet arc
On réoriente 'arc si besoin :

sti(u)e X=X et T(u) e X' faire num « [(u) puis I(u) « T(u) puis T(u) < num

CemOA : archive ouverte d'Irstea / Cemagref



44

Les sous-ensembles X' et U’ sont alors augmentés en leur ajoutant respectivement le
sommet T(u) et l'arc u :

X'« X' U{T(u)}
U« U U{u}

On affecte un numéro pour l'arc u et un numéro pour le noeud T(u) :

si T(u) est un réservoir : kr & kr+1 ; Nnum(T(u)) = n+kr ; numarc(u) =n+kr
si T(u) est un noeud simple : ks <~ ks+1; Nnum(T(u)) = ks ; numarc(u) = ks
kek+1

iii) arrét si k = N (donc X' = X)) sinon retour en ii)
Application

Considérons l'exemple II-1 de la figure 11 ol 9 arcs, 5 noeuds simples et 3 noeuds

réservoirs constituent G :

figure 11 : numérotation initiale des éléments du graphe de I'exemple 11-1

On dispose de la liste des arcs, de la longueur, du diamétre, de la rugosités de chaque

arcs, donc de la résistance ; ces informations sont données dans le tableau de la figure
{2:
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arc:u i) T(W) L; (m) |{®, (mm)| Chw; polds : w()
| RO 2 1000 250 100 1804
1} 7 2 750 250 100 1353
it 3 4 1000 250 100 1804
1\ 4 5 500 250 100 902
A" 5 6 500 250 100 Q02
Vi 2 K] 750 250 100 1353
Vit 7 3 1120 150 100 24312
Vil 7 8 750 150 100 16280
X 8 4 1120 250 100 2020

figure 12 : tableau des caractéristiques des arcs de G

Suivons chaque étape de l'algonthme II-1.1 :

8
@ :g -...’ ............ : @ U= @
; y - 5 _.-" § Xl = {RO}
Nrum(R0) =8
§ecococcacaces -&" ]
k=1
kr=0
® k=0

figure 13 : initialisation de l'algorithme II-1.1

o({RO}) = {(R0,2)}
arc choisi : (R0,2)
8 . (RQ,2) reste (RO,2)
@ ®  x={R0;2}
LS U={Ro2)
ks=1Lkr=0
Tnum((RO,2))=1
Nnum(2) =1

@ k=2

figure 14 : élape courante k=1
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o({R0;2}) = {(7.2):(2.3)}
arc choisi : (7,2)
(7,2) devient (2,7)
X' ={R0;2;7}
U ={(R0,2);(2,7)}
: ks=2, kr=0
2 Toum((2,7))=2
; Nnum(7) = 2

® k=3

figure 15 : étape courante k=2

+—> 2 @ o({R0;2;7H ={(2,3):(7,3):(7.8)}
’ arc choisi : (2,3)
(2,3) reste (2,3)

5 X'={R0;2;7;3}

: U ={(R0,2);(2,7)(2,3)}
® ks=3, kr=0
Tnum((2,3))=3
Nnum(3)=3
k=4

figure 16 : étape courante k=3

o({R0;2;7;3}) = {(3,4);(7.3);(7.8)}
arc choisi : (3,4)
6 (3,4) reste (3,4)
X'= {RO;2;7;3;4}
U'={(R0,2);(2,7):(2,3)%:(3,4)}
- . ks=3,kr=1
2 Toum((3,4))=5+1
: Noum(4)=5+1

® k=5

figure 17 : étape courante k=4
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o({R0;2;7;3;4}) = {(4,5):(7.3):(7,8);(8,4)}
arc choisi : (4,5)
(4,5) reste (4,5)
X' ={R0;2;7;3;4;5}
U'={(R0,2);(2,7)(2.,3):(3,4):(4,5)}
. ks=4,kr=1
2 Tnum((4,5)) =4
: Nnum(5) = 4

©  kes

figure 18 : étape courante k=5

@({R0;2;7;3;4;5}) = {(5,6):(7,3);(7.8)(8,4)}
arc choisi : (5,6)

(5,6) reste (5,6)

X' ={R0;2;7;3;4;5,6}

U = {(R0,2);(2,7):(2,3);(3,4%;(4,5%;(5,6)}
ks=4,kr=2

Tnum((5,6))=5+2

Nnum(6)=5+2

k=7

figure 19 : étape courante k=6

@({R0;2,7;3;4;5;6}) = {(7,3):(7.8);(8,4)}
arc choisi : (8,4)
l 3 ) (8,4) devient (4,8)
) X'={R0;2;7;3;4;5;6;8} = X
U ={(R0,2);(2,7):(2,3);(3,4);(4,5);(5,6);(4.8)}
erererenenas 4 ks=5kr=2
Y Vi Tnum((4,8))=5

e.) Nnum(8) =5

7 k=8

/v

figure 20 : élape courante k=7 et fin de l'algorithme 11-1.1

G' = (X,U") est une arborescence de racine le nocud numéro § comme le montre la figure

21. connexe. sans cvcle, de § nocuds et 7 arcs.
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figure 21 : graphe de G'

On peut résumer les résultats de 1'algorithme II-1.1 par les tableaux des figures 22 et 23 :

Résultats sur les arcs
arc:u (®)] T(Ww) w() Tnum | inversé
| RO 2 1804 1 non
1l 2 7 1353 2 oui
ill 3 4 1804 6 non
v 4 ) 902 4 non
\% 5 6 Q02 7 non
Vi 2 3 1353 3 non
Vil 7 3 24312 0
VIl 7 8 16280 0
IX 4 8 2020 5 oui
figure 22 : numérotation et sens des arcs de G'
Résultats sur les noeuds
Noeud RO 2 7 3 4 5 6 8
Nnum 8 1 2 3 6 4 7 5

figure 24 : nouvelle numérotation des nocuds
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I1-1.2 Construction du graphe G

Si le nombre de réservoirs f est plus grand que 1, on élimine de U' les arcs dont les

numéros dans Tnum sont de n+1 a N-1 ; les arcs ainsi Otés sont f-1 arcs dont l'extrémité
terminale est un réservoir ; on obtient ainsi un ensemble A de n arcs. G" est alors le

graphe (X,A).
Sif=1,G"=G'etA=U"

Ainsi G" est un graphe sans cycle, non nécessairement connexe, de N = n+f noeuds et n
arcs. Par construction, G" est une forét dont chaque composante connexe est soit réduite

a un noeud réservoir, soit une arborescence de racine un noeud réservoir.
Notons C le complémentaire de A dans U et G* le graphe : G"'=(X,()
Application

Reprenons I'exemple II-1 ; on enléve les arcs dont l'extrémité terminale est un

réservoir, c'est a dire les arcs VI et VII de la figure 24 ; on obtient ainsi le graphe de
G" = (X,A) de la figure 25 :

8 3 6 8 1 3 6
-—D--
[ m VI I 1
a v n v v
4 4
2 5 H 2 5
YV viI
:
7 7
figure 24 : obtention du graphe de G" figure 25 : graphe de G"

II-1.3 Application a la matrice d'incidence noeud simple - arc

G' a tous ses arcs renumérotés. Les arcs de G, non cités dans G', n'ont pour

I'instant pas de renumérotation. Afin d'y remédier, on applique l'algorithme suivant :
Algorithme [[-1.3 :

k=n+{-]

pour tarc de 1 & a alors
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si Tnum(iarc) = 0 faire
k=k+1
Tnum(iarc)=k
fin si
fin de boucle en iarc
Application

Le tableau de la figure 22 se compléte grace a l'algorithme 11-1.3 :

arc:u (W) T(W w(i) Tnum | inversé
| RO 2 1804 1 non
] 2 7 1353 2 oui
] 3 4 1804 6 non
v 4 5 902 4 non
\% 5 6 902 7 non
\Y! 2 3 1353 3 non
Vil 7 3 24312 8 non
Vil 7 8 16280 9 non
IX 4 8 2020 5 oui

figure 26 : numérotation et sens des arcs de G

Le graphe de G™ est alors :

8 1 3 6
O] ‘
VI
VI
4
2 X 3
VIl
.

figure 27 : graphe de G"=(X,C)

La numérotation des nocuds, celle des ares et Torientation des ares sont :
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figure 28 : nouvelle numérotation des éléments du graphe de I'exemple II-1

Apres permutation de ses lignes et de ses colonnes, et une multiplication
éventuelle de certaines de ces colonnes par -1, A se décompose suivant A et C, comme

suit :
A=(A; A,) oA, eM etA,eM,,, (I1-1.1)

A, (resp. A,) est la matrice d'incidence réduite aux noeuds simples du graphe G" (resp.
Glll).

Application

Donnons les matrices Al et A2 correspondantes a la situation de la figure 28 :

-1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 0 0 1 1
A=l 0 0 -1 0 OletA,={ 1 0 -1 0
0 0 0 -1 0 0O 1 0 0
0 0 0 0 -l 0 0 0 -1

Soient A* €M, la pseudo-inverse ou inverse généralisée de Moore-Penrose de

A ; on rappelle que A est la seule matrice a vérifier les quatre conditions de Penrose
(Lawson et Hanson p. 38, 1974) :

A AT A=A
A AAT=A"

(A.AY)=A. A (11-1.2)
1

(A*.A)=A".A
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On rassemble sur A des propriétés utiles :
Propriétés II-1.3 :
i) A cstde rang n : rang(A)=n.

ii) Si SeM,, est symétrique définie positive alors : A.S.'A est symétrique définie

a
positive.

iii) A* = ‘A (A 1A)
Preuve :

de i) Les propriétés II-1.1 assertions iii et iv se traduisent directement sur les lignes de
A, : A, est triangulaire supérieure avec uniquement des -1 sur la diagonale ; A, est donc
inversible puisque la i™ ligne d'une matrice d'incidence noeud-arc correspond au

cocycle élémentaire représentatif du noeud x; de numéro i (Sakarovitch M. p. 79, 1984).

deii) A.S."A est clairement symétrique.

S étant symétrique définie positive, ses valeurs propres sont réelles et strictement
positives, et les vecteurs propres associ€s sont orthogonaux (cf. Lascaux et al. p°® 62,
1986). 1 existe donc une matrice orthogonale : O de changement de base et a valeurs
propres A, = A, 2--2 A, >0 telles que :

S=0.D.' O ot D= diag(},) (11-1.3)
Par conséquent :

(As! A.y,y)n 2 A, Ay ; (I1-1.4)
En effet,
(as'Ayy) =((0D: @).'A.y,‘A.y>a =(D.'0.'A.y,'0. 'Ay) 22, |'O. A y| ?

et donc:

<A.S.l A.y,y>n > 7»3.!f ‘A.yuzz =2,

‘A, yu:z +A,.

[ As 20,

Ay
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On déduit de I'inégalité (1I-1.4) et du fait que A, est inversible que A.S.'A est définic

positive.

iii) ‘A.(A. 'A)_l est bien définie d'aprés ii) et vérifie les quatre conditions de Penrose

décritesen II-1.2 W

II-1.4 Matrice d'incidence maille-arc augmentée

Nous allons définir une matrice M, qui se construit en fonction de A, et A,, dont

les a-n lignes correspondent soit a des chaines entre noeuds réservoirs, soit a des cycles.

Définition II-1.4 : On appelle matrice d'incidence maille-arc augmentée, la matrice
My, eM, , telle que: M, = (—I(Al"l .Az) Ia_n)

Application

Appliquons a I'exemple II-1 ; A, et A, sont ceux du II-1.3 :

1 0 1.0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 00 1 00
M, =
0 1 -1 00 00 1 0
1 1.0 0-10 0 0 1

Le premier vecteur ligne de M, correspond ici au chemin entre les réservoirs 8 et 6 :
(IO, VI) ; le troisieme vecteur-ligne feprésente le cycle élémentaire (11,11, VIIT) comme

le montre la figure 29 :

........................ )

8 | 3 6

@®—>——+—>—+—>(® estreprésentépar(I 0 1 0 0 | 0 0 0)
( 1w Vi
l 3

1" VI :
estreprésenépar(0 I -1 0 0 0 0 I 0)

[B]

figure 29 : interprétation de deux lignes de la matrice M,
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On se propose de recueillir quelques propriétés utiles pour la suite de I'exposé :
Propriétés I1-1.4 :
On suppose SeM_ , symétrique définie positive.
M, vérifie :
i) rang (MO) =a-n.
ii) M, .S.' M, est symétrique définie positive.
e + 1 t -t
iii) My" = MO.(MO. Mo) .

iv) VzeR*™,

My, 2,
v) M, ne contient que des 0 des 1 et dés -1.

A et M, vérifient :

vi) A'M, =0, .
vii) Les colonnes de ‘A et de S.'M,, forment un systéme de a vecteurs libres :
VxeR?,IlyeR",J1zeR* ™" /x="A.y+S."' M,.z
t -1, Y! -1 t t -1
viii) L="A(A.5A) " AST 8. M, (M,.5. M) M,

Ax=0, ©3zeR*"/x="M,.z

ix)SiS=1, etxe R*alors :
M,.x=0, , & 3yeR" /x='Ay

Preuve :
de i) Par définition de M,, son rang est a-n.

de ii) et 1ii) Les démonstrations sont analogues a celles des méme assertions sur A

[—AA)

v est une conséquence du lemme [I-1.4 ci-apres dont la démonstration est en annexe (cf.

(propriétés 1I-1.3).

‘M.z

iv vient de 2|z},

2

2

annexe 1).
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Lemme I1-1.4

Les a-n lignes de M, sont des vecteurs représentatifs de a-n cycles ou chaines entre

réservoirs de G.

de vi) On se sert des décompositions de A et de Mysur Aet C:

-ALA
A.lMo :(A] AZ)[ Il 2)=—A2+A2 zoa—n

a-n

de vii) : Cherchons pour le montrer y et z tels que 0, = 'A.y +S. ‘M.z ; en multipliant
a gauche par (A.S".'A)—l.A.S'l et en se servant de la propriété vi, on obtient y =0, ,
de méme z=0,__ ; d'od vii). Remarquons qu'alors R® = Im‘AGBIm(S.‘MO), ie. Im'A

et Im(S.'Mo) sont supplémentaires dans R* ; de plus, de l'unicité de la décomposition
de 0, on déduit ker('A)={0,} et ker(s.'M,)={0,_,}.

de viii) : wvii) étant établi, en utilisant la propriété vi, on obtient
- -1
y=(A51A) " AS T x et z=(M,.S. M) . M,.x, d'oi I'égalité viii).

ix est une conséquences immédiates de vii) B
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I1-2 Les formulations classiques du probléme d'analyse

La décomposition de la matrice d'incidence noeud-arc réduite aux nocuds simples,
suivant A et C, et les propriétés de la matrice maille-arc augmentée permettent d'établir

des relations entre les variables conduisant a différentes écritures du probléme. Nous
nous proposons d'énoncer ces formulations de fagon matricielle et de démontrer leur
équivalence, ce qui est sans doute connu mais épars dans les différents articles
bibliographiques.

11-2.1 Formulation en h et g

Le probleme dans sa formulation la plus ancienne et la plus naturelle consiste en
Ia résolution du systéme des équations de conservation de la masse et de conservation de
I'énergie. C'est la formulation initiale :

On cherche e R*ethe R", (de R", re R*ethfe R’ étant connus) solutions

du systéme :

Agq = —d n-2.1
HO) { q ( a)

E(@-‘A.h = ‘A"nf (II-2.1b)
Nous allons expliciter les formulations classiques qui se déduisent de (HQ).
[1-2.2 Formulation en q

On souhaite une formulation sur les seuls débits q.

Si l'on multiplie a gauche l'équation (II-2.1b) par M, en utilisant la propriété
M,.'A=0,_, (II-1.4vi), on obtient alors la deuxieéme loi de Kirchhoff :

M,.&(q)=M,. ' A".h' (11-2.2)

Le probleéme en q consiste & chercher g € R* (d e R"et hf € R' étant connus) tel que :

A.g=—-d
Q) { d

M,.&(q) =M, 'A".h'
Avant q, on calcule h par (11-2.1b). i.c. :

h=(AtA)" AlE@)-A 1) (11-2.3)
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[1-2.3 Formulation réduite

On souhaite obtenir unc formulation minimisant les composantes du vecteur

inconnu des débits.

A
Posons g = q ou A dési ne les composantes de q sur A et q° les composantes de
q c q g p q q p q

sur C.

Soit ¢ I'application définie par :

o:R*" - R® a = -A"d
q° P )="M,y.q° +q, A4 0

a-n

Théoreme II-2.3 : L'ensemble des q vérifiant A.q+d =0, est identique a l'ensemble
des q qui ne dépendent que des débits sur les arcs de C par la relation g="M,.q° +q,

Preuve : 11 suffit de montrer que (p(lRa'") = {q eR*/A.q+d= On}

i) Siqe R*esttel que A.q+d =0, , la décomposition de A et celle de q sur A et

C permettent d'écrire :

(Al Az)-(q/:] =-~d
q

donc : q* = -A, 7 (d+A,.q%)
-ANd
et vectoriellement :  g='My.q° +qq avec qq = (I11-2.4)
Oa-n
doir : oR*")>{qeR?*/A.q+d=0,}

it) Soit ¢ € R*™", alors le vecteur g='M,.q° +q, satisfait A.q+d =0, :

[l suffit de prémultiplier par A le vecteur g A.q=A('‘M,.q° +q4)= A.qy =—d.

d'apres la propriéié I-1.4vi et fa décomposition de A sur A et C.

D'oil oR ™) c{geR /Aq+d=0,] u
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Corollaire II-2.3 : ¢:R*™" — {q eR*/A.q+d= 0"} est une bijection.

Preuve : @ est affine ; la matrice de son application linéaire associée est ‘M, ; @ est

donc injective de R*™ —R* puisque rang('M0)=a—n (propriété 11-1.4i) ; ¢ est

clairement surjective (théoreme 11-2.3) W

La détermination de q°€R*™ permet le calcul de qeR? vérifiant (II-2.1a) ; le

probléeme peut donc se formuler avec un nombre réduit de variables.

On appelle probléme réduit de I'Analyse et on le notera (R) : chercher ¢© e R*™ (g, et

hf étant connus) tel que :

R) M,.E(*M,.q° +q,4) =M, A".h" (I1-2.5)

(g,h) se déduit de q° par:

q="Mo.q°+q4
h=(A‘A)". A(E(M,.q° +q,)—A".1)

II-2.4 Formulation en h

On souhaite obtenir une formulation sur les seules charges aux noeuds simples.

Remarquons que la fonction & étant inversible (propriété 1-3.5d), I'’équation (II-2.1b)

donne une expression de q en fonctionde h :

q=&"'(‘A.n+'A". ") (11-2.6)

En substituant q dans (II-2.1a), ont obtient :

ALCANHA R ) =—d (11-2.7)

Le probleme en h consiste a chercher heR", tel que :
(H) AL AR AT Ry =—d

puis on détermine q par : q = @"'('A.h+‘Ar.llf).
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II-2.5 Equivalence des formulations classiques

IThéoréme II-25: Les formulations (HQ), (Q) (R) et (H) sont équivalentes
Preuve

de (HQ)=(H) : Si(q,h) est solution de (HQ) alors h est solution (H) et q se déduit de h
par (II-2.6). Inversement si (q,h) vérifient les équations (1I-2.6) et (11-2.7), soit :

g = E'('A A" nf)
A (A AT R) = —d

& étant inversible alors (g,h) est solution de (HQ).

de (HQ)=(Q)<=>(R) : Nous avons montré que si (g,h) est solution de (HQ) alors g est

solution de (Q) et que si q est solution de (Q) la variable réduite q° est solution de (R).
Montrons que si q° est solution de (R), alors en posant

=tM . [ +
d o‘ 1 -1 s taf nf (11-2.8)
h=(A'A)".A.(E(q-'A".h")
(q,h) est solution de (HQ).
1) q vérifie : A.q = —d d'apres le théoréme 11-2.3.
ii) En prémultipliant h par A.'A
A'Ah=A'A(A'A) LA (E(Q-AT.hT) = A.(E(q)-'AT.hF)
on déduit : A(E(@—'A"h'—'A.h) =0,
Il existe donc 2eR™/ E(q)-'A.h'—'Ah="M,.z (propriété I1-1.4ix)

d'od en prémultipliant par M, et en remplagant q par son expression en fonction de q' :
Mo-(é(lMo-qc +qq )‘(A-hr) =M, ' M.z

Comme q° vérifie (11-2.3), le membre de droite est nulle ¢t comme M,.'M, est

inversible on déduit que z est nul ; I'équation (11-2.1b) est donc vérificc HM
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11-3 Formulations sous forme d'un probléme d'optimisation

I1-3.1 Intéréts

Les premiers algorithmes s'attachaient a rechercher les débits ou les charges ou un
nombre réduit de débits comme les solutions des équations du probleme d'équilibrage. &
n'est pas fortement convexe ou elliptique et sa jacobienne n'est pas partout inversible ;
aussi, n'est-on pas assuré de la convergence des algorithmes de type relaxation ou de
type Newton-Raphson pour la résolution du probleme de I'Analyse. Des problémes
numériques comme nous le préciserons dans un prochain chapitre sont rapportés, mais
non expliqués. Par ailleurs, plusieurs auteurs, comme A. D'Auriac (1947), utilisaient une
analogie entre les réseaux électriques et les réseaux d'eau, afin de justifier de l'unicité

d'une solution du probléme de I'Analyse.

Depuis les travaux de Collins et al. (1978), il est connu que l'on peut plonger le
probléme de I'Analyse dans un probléme d'optimisation convexe dans I'espace des débits
sous des contraintes affines. Carpentier et al. (1985) ont remarqué que les charges
s'interprétent comme les multiplicateurs de Lagrange associés aux contraintes de
conservation de la masse sur les débits ; ce qui leur a permis de définir le lagrangien et
le probléme dual associés pour lesquels les débits sont les variables primales et les

charges aux noeuds simples les variables duales.

Un premier gain est la démonstration de I'existence et de I'unicité de la solution sous des

hypotheéses claires.

On peut ensuite envisager trois grandes classes de méthodes dans lesquelles
s'interpretent la plupart des algorithmes : des méthodes primales, des méthodes duales,
et des méthodes primales-duales. C'est I'implémentation de ces trois méthodes qui

change et qui différencie les nombreuses algorithmes.

Enfin, en se plagant dans le cadre d'un probleme d'optimisation on bénéficie

d'algorithmes ayant de bonnes propriétés de convergence.

II-3.2 Travaux antéricurs

Collins et al. en 1978 sont a notre connaissance les premiers a associer les
conditions de Kuhn et Tucker d'un probleme d'optimisation convexe dans 'espace des
débuts, le Content Model. au probleme de V'Analyse. Hs présentent aussi un probléme

d'optimisution convexe en fonction des pertes de charge : le Co-Content Model. Nous
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limiterons notre exposé au Content Model et son développement, en utilisant les

notations de chaque auteur.

a) Le Content Model

Pour pallier des difficultés de notation ils supposent le sens du débit connu dans
chaque arc ; puis, pour interpréter I'énergie potentielle comme de I'énergie perdue par
effet de friction, ils ajoutent au graphe G un noeud-source connecté a chaque réservoir
par deux arcs dans chacun desquels le sens du débit est connu ; ils obtiennent ainsi le

graphe augmenté G . 1Ils adoptent les notations :

E : désigne I'ensemble des arcs de G ;

E, : I'ensemble des arcs ajoutés ;

N : l'ensemble des noeuds de G ;

{g} : le singleton dont le seul élément est le noeud-source ;
Qij : le débit dans l'arc (i,5) ;

H; la charge au noeud a charge fixéen ;

D;(Qy) : la loi de perte de charge en fonction du débit sur (i,j) ;
I : la demande au noeud n.

n

Ainsi G=(N,E) et G =(NU{g},EUE))

Le Content Model s'énonce alors :

minimiser: Y {If"@ij(t)dt}— IRINE Ry {f"’H;dt}

(i.))€E (g.n)eE, (n.g)eE,

Zan* ZQin:rn ,VﬂENU{g}

SOUS : (n.eEUE,  (i.n)eEUE,
Q;20.,Y(i,))e EUE,

Le vecteur d'état est le vecteur des a+2f débits sur tous les arcs. Il y a n+{+1 contraintes

¢galité exprimant la conservation de la masse et a+2f contraintes de positivité sur les
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La solution optimale vérifie alors le principe de moindre action : les demandes aux
nocuds simples et les charges aux nocuds réservoirs étant fixes, la puissance mise en
oeuvre pour que le débit s'installe dans les a+2f conduites en respectant I'équilibre au

noeuds est minimale, sachant que |'énergic est dissipée par effct de friction.

Iis ont montré que le Content Model est équivalent au probléme de I'Analyse sous
certaines conditions : la solution optimale doit €tre strictement positive, 1.e, il faut que

les contraintes de positivité sur les débits ne soient pas saturées.

Remarquons qu‘avec d'autres notations comme celles de Carpentier et al. (1985) on peut
facilement réduire le nombre des inconnues, et se passer des contraintes de positivité sur
les débits sans lesquelles ce probléme d'optimisation est complétement équivalent au

probléme de |'Analyse.

b) Le modéle sans contraintes de positivité sur tous les débits

Carpentier et al. (1985), augmentent le graphe G, pour que chaque réservoir n'ait
qu'un seul arc adjacent (remarque I-2.1). Chaque mise “"en antenne" d'un réservoir

nécessite 1'ajout d'un arc de résistance presque nulle, et I'ajout d'un noeud simple.

IIs proposent aprés réduction de la contrainte de conservation de la masse sur les

réservoirs le probléme d'optimisation :

a N,
Lol min f(@)= 3, fcpa(r)dr—Zlns-qa‘-Gs

aell g §=

sous b, = an.cij , 1<i<M

aerl,
ol
1§ : I'ensemble des arcs ;
I, _ I'ensemble des arcs dont le nocud 1 est une extrémité ;
N, : le nombre d'arcs ;
N, : le nombre de réservorrs ;
M : le nombre de nocuds simples ;

o : I st l'are (1) estorienté de 1 vers jet -1 sinon .
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O, I si l'arc o, d'extrémité le réservoir s, st orienté sortant de
s ; -1 sinon.

9x(qa) : loi de perte de charge en fonction du débit sur I'arc orienté
s

q : le vecteur des débits dans les arcs ;

T, la charge au réservoir s ;

b la consommation au noeud 1.

IIs montrent alors que le probléme {PP'] posseéde une unique solution qui vérifie
les équations de I'équilibrage hydraulique du probléme de I'Analyse. Puis, ils présentent
le lagrangien associé a ce probléme d'optimisation, son probléme dual et le probleme

d'optimisation primal réduit (apres réduction de la contrainte affine).

En introduisant nos notations, réécrivons cette derniere formulation, sans toutefois
mettre les réservoirs en antenne, et ceci grice a la matrice d'incidence noeud arc réduite
aux noeuds simples et sans faire la distinction entre consommations au noeud réservoir
et arrivée ou sortie d'eau en ce noeud. En utilisant le graphe G au lieu du graphe
augmenté, on réduit ainst le nombre des inconnues ; l'écriture matricielle permet sans

doute une meilleure manipulation des équations.

I1-3.3 Formulation primale

a) Formulation matricielle

En reprenant les notations matricielles que nous avons adoptées, on obtient ainsi :

chercher g eR* /
f(q) < f(x),VxeR®
(®) ) .
sous la contrainte :
-Ax-d=0,
ou f est fa fonction définie par : f(x)= ZJ: €, (u,)du, —<‘A1 .hf,x> (I-3.1)
= 3

Une formulation matricielle semblable a été introduite par Todint et Pilati (1987).

On appelle (P) Ie probleme d'optimisation primal ; x est appelée vanable primale.
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b) Interprétation physique de la formulation

Appelons 'état zéro', un état d'équilibre ot les demandes aux noeuds simples sont
nulles et les charges aux réservoirs sont toutes a une méme hauteur servant de référence
pour les charges ; ainsi, les débits dans les arcs et les charges aux noeuds simples sont
nuls. Si nous imposons de nouvelles conditions aux limites : un vecteur de demandes et
un vecteur de charges aux noeuds réservoirs non tous nuls, aprés une période transitoire,
I'écoulement dans les conduites va devenir permanent, et un nouvel état d'équilibre

s'instaurer. On se propose d'interpréter f(q) du point de vue énergétique.

Dans ce qui suit, les puissances sont rapportées a 1'unité de poids (on les a divisées par :

p-g)-

Une demande d e R" est imposée aux n noeuds simples ; le niveau dans les f réservoirs
h' e R! est maintenu constant.

On fait un bilan énergétique des échanges aux réservoirs, aux noeuds simples, et dans
les arcs en cherchant a tout exprimer en fonction du vecteur débit q et du vecteur charge
h, les solutions du probléme de 1'Analyse.

Pour les noeuds réservoirs

La puissance nécessaire est apportée au fluide par le milieu extérieur pour
maintenir les charges aux noeuds réservoir fixes par rapport au plan horizontal de

spr - . f
référence s'exprime en fonction de h' et q comme :

Q)

Pour les noeuds simples

La puissance fournie par le fluide au milieu extérieur pour satisfaire d est :

ihi'di =<h,d)n
i=1

Pour les arcs

L'énergic véhiculée et apportée au trongon par le débit g, est S (q,).q, : dans le

cas d'une perte linduire (resp. singuliere), elle correspond a4 une puissance dissipée par
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effet de friction (resp. par une singularité) ; il peut aussi s'agir d'un gain de puissance

amené par une pompe.
. &i(gi)-q; =(&().q), :
i=1

représente donc la puissance 3 mettre en oeuvre en régime permanent pour vaincre

I'effet de friction.

Bilan énergétique complet

Vérifions que la somme des énergies regues et des énergies données est nulle si
(g,h) est solution de (HQ) :

(E(a)q), +(n,d), —=(‘A".h",q) =B

Comme d =—A.q alors (h.d), =—(‘A-h,q)

donc B=(E(@-'A"h"-'A.h,q) =(0,,q),=0

Construction du critére

Si on perturbe la demande aux noeuds simple de facon infinitésimale (d
augmentant de dd), les charges h' étant maintenues constantes, on provoque le passage
d'un état d'€quilibre q & un état d'€équilibre voisin q+9q ; la différence de puissance
entre les deux situations est si on ne tient compte que de ce qui se passe sur les arcs et
sur les réservoirs :

(éi(qi)—(lArh{) )-&li

£ i

Ag=-d

Pour prendre en compte les noeuds simples on impose
P P P P {A.(Sq = —5d

N L. i 2 .. . oy c e -
En passant a la limite, entre q et q° par unc succession d'éats d'équilibres infiniment

voisms fa somme de ces bilans partiels devient :
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f(qz)—f(q')z ZJ'::zga(Ui)dUi _((A(.hf,qz _ql>a
i=1 "

avec A.q' =—d', pouri =12

Ce qui permet d'interpréter f(q) comme la puissance mise en ocuvre dans les arcs
et au niveau des réservoirs pour passer de I'état zéro au nouvel équilibre. Ce bilan
semble incomplet puisque qu'il manque les noecuds simples. Il faut alors que q minimise

f sous des contraintes de conservation de la masse aux nocuds simples.

¢) Propriétés de la fonction primale f

Propriétés I1-3.3 :

i) f est de classe C* sur R* ; son gradient et sa matrice hessienne s'expriment

respectivement par :

Vi(x) =E(x)-'Af.hf,Vx eR? (I1-3.2)
Hess(f)(x) = D(x) ,VxeR? (II-3.3)

ol D(x)= diag(&i' (x;)) est la jacobienne de € en x, i.e. la matrice diagonale d'élément
diagonal &; (x;).

ii) f est strictement convexe.

iii) f est coercive ( au sens de P. G. Ciarlet 1985, p. 175) : lim f(x)=+oco.

Ixfo+e
Preuve :

de i) Comme £ est de classe C' (propriété 1-3.5a), on déduit que f est de classe C*, eton
calcule facilement Vf(x) et Hess(f)(x).

de ii) Vf est strictement monotone (propriété 1-3.5b), donc f est strictement convexe
(Ortega et Rheinbolt 1970, p. 86).

iii) cst une conséquence de la propriété [-3.5¢c. W
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d) Conditions nécessaires d'extremum relatif lié

Nous donnons ici, un premier lien, entre une solution de (P) et une solution de

(HQ).
Théoréeme 11-3.3 :

Si q est solution de (P), 3theR" tel que (q,h) vérifie (HQ) :

AT WA h=
EHQ) {&(q) AL h-'Ah=0,

-A.q—-d=0,
Preuve :

f est différentiable (II-3.3a) ; la jacobienne des contraintes : -A, est de rang maximal ; on
peut donc appliquer le théoréme de Lagrange (P. G. Ciarlet p. 148, 1985) : si q est
solution de (P) alors nécessairement il existe un multiplicateur de Lagrange A eR"

défini de fagon unique, tel que :

Vi(q)—'A.A=E(q)-'AT.h AL =0,

Cette équation, associée a la contrainte —A.q—d =0,, constitue le syst¢tme formant le
probleéme (HQ). Si q est solution optimale de (P) alors (q,A) est solution de (HQ) ;
puisque A est défini de facon unique, il est donc égale a h, le vecteur charge aux noeuds

simples. W

h s'interpréte donc comme une variable duale associée aux n contraintes de
conservation de la masse sur les noeuds simples ; dans ce qui suit A sera remplacée par
h.

Il est possible de réécrire (P) sous la forme d'un probléme équivalent sans
contrainte qut présente un bilan énergétique complet et ceci en fonction d'un nombre

réduit de variable.

[1-3.4 Formulation primale réduite

Pour le probleme de I'Analysc, le mouvement du fluide dans les conduites est
enticrement déterminé par la connaissance d'un nombre réduit de variables. les a-n
débits sur C qui constituent ¢ (cf. théoréme 11-2.5 - Sur I'équivalence des différente
formulations non énergétiques) : comme pour la méthode des “courants de mailles” en

. o SICHI A - gy - - “
¢lectrocinétique. 1a 1™ composante de g s'interprete comme le "débit de maille”, sur la

CemOA : archive ouverte d'Irstea / Cemagref



68

chaine entre deux réservoirs ou le cycle, correspondant au i“™ vecteur-ligne de M, ; un

débit sur un arc s'obtient comme la somme (algébrique) des débits de mailles circulant
dans les différents chaines entre réservoirs ou cycles auxquels il appartient : q='M,.q°,

plus un débit g, tenant compte de d.

On appelle probléme primal réduit, le probleme d'optimisation :

chercher ¢€ e R™™"
(Pr) J(q©)<I(2),VzeR™™
ot J=foq
f est défini en I-3.1 et @(z)='"M,.z+q,.

I1 suit de 1a définition de J que :
2\ (92
@)=Y, [ )du, —(*A"1"0(2),
i=l

Explicitons J sous une forme qui nous sera utile pour l'interprétation physique de la
formulation réduite.

Pour cela, effectuons le changement de variable u(ar) = @(0z) = 0t'M,.z+q, et

posons :

u (o) =@, (az)eR,pourz#0,_, fixéeteeR

u; est affine et ui' (o) = (pi‘ (az)(z), donc :

9,(2)
¢,(0)

£ (u,)du, :joléi(@i (@2))(Vo,(02),2), do= J-Olﬁi((p,-((x 2))(Mo.¢;,2) __dat
Remarquons ensuite que :

IE:JJ.WI(Z)QI (u,)du, :J(lgéi (o, (OLZ))<C,,' MO.Z>8dOL = L;(é(cp(oc z)),' M. z>a do

Q. (0
pour conclure :

0= [(Mg Eota).z), dae 3 [" 8 (0,00, ~(M, AT, 2)
1=l :
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puisque :
[ up)du; =V (u)du, + [k )du,
Finalement :

1@ = [ (Mo-(Eo(ozp-A" 1), 2) _da+)(0)

avec J(0)= ij:'(mgi(ui)dui —(lAf.hf,%kl
i=t

a) Interprétation physique de la formulation

Sur chacune des a-n chaines définie par M,, on définit comme pour le probléme
primal une perte de charge et un débit ; la puissance dissipée par effet de friction dans

cette chaine est alors le produit des deux.

Une demande d eR" est imposée aux n noeuds simples ; le niveau dans les f réservoirs
h' e R est maintenu constant ; q° est solution du probléme réduit (II-2.5) :

®) M,.(E(p(g®)-'A".0f) =0, ,

Comme, M,.§(9(q®)) est le vecteur dont la i composante est la perte de charge de la

1™ chaine entre réservoir ou cycle définit par M,

(M. E('Mp-q°+,).9°)

a-n

représente la puissance a mettre en oeuvre par le fluide en régime permanent, dans les a-
n chemins définis par M, pour vaincre l'effet de friction ; elle correspond a des pertes

linaires, éventuellement 4 des pertes singulieres, ou un gain par une pompe ;

(M A" 0" %)

a-n

constitue la puissance apportée au fluide pour maintenir les extrémités des a-n chaines

entre réservoir ou cycles fixes par rapport au plan horizontal de référence.

Le bilan énergétique total est alors sur ces a-n chaines indépendantes
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(Mo (E0@n-a")q%)_ =(0,00),

=0
-a
Si on perturbe la demande aux noeuds simple de fagon infinitésimale (d augmentant de
&d), les charges h' étant maintenues constantes, on provoque le passage d'un état
d'équilibre q° 2 un état d'équilibre voisin q°+3q° ; la différence de puissance entre les

deux situations est au premier ordre :

<M°'(§(‘p(qc))—Mo.‘A'.h‘),5q°>

a-n

N .. 1 2 3 e - . .

En passant a la limite, entre z' et z* par une succession d'états d'équilibres infiniment
.. f . 1 s g2 N

voisins (les charges h' étant maintenues constantes, d passant a d° de maniére

réversible) la différence de puissance est alors :
I@h-1(z*)

Si q° est solution de (Pr) il vérifie donc le principe de moindre action :

En partant d'une situation a I'équilibre, les "débits de maille” s'établissent dans les
chaines entre réservoirs et dans les cycles du graphe G, les charges h' étant maintenues
constantes, pour satisfaire les demandes d, de telle facon que la puissance mise en jeu

soit minimale.

b) Propriétés de la fonction économique ]

Propriétés I11-3.4 :

i) J est de classe C?

ii) ] est strictement convexe
iti) J est coercive

Preuve :

de i) Comme f est de classe Clet )= fo@ avec ¢ affine, on en déduit que J est de classe

Cet que :

Vi(z) =M,.(E('M,.2+q,) - A".h)

V7 eRe" (1-3.4)
Hess(J)(z) =M. D(@(z))."'M,,
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de ii) Il est alors facile de vérifier que VI est strictement monotonc ; cn effet :

(V12" -Vi(z),2' - 2%) n=<4‘.‘,0<p(z')—éo(p(zz),'M(,.(z'—zz)> V(z'.2?) eR¥e-0

a— a

Par conséquent :

(Vi@)-Vid).2 -22)  =(Vi(e(z')-Vi(ez"). 00" - 9z") V(2 2?) e R

a-n
La monotonie de Vf entraine donc celle de VJ.

[—A,”'.(Az.z+d))

de iii) De I'égalité @(z) = , VzeR*™, on déduit l'inégalité :

(0(2).0(2), 2(z.2),.,

d'ott le@)]2lz], VzeR*™ {1-3.5)

et{o(z)] — +eo;lacoercivité de J se déduit de celle de f :
o0

liliinm I(z)= o (lz‘,,’ﬂ,. f(p(z)) =+~ K

¢) Caractérisation d'un optimum

J étant convexe et différentiable (Propriétés 11-3.4), on peut donc énoncer :
Théoréme I1-3.4 :

q“ €eR*™ est solution de (Pr) si et seulement si il est solution du probleme d'équilibrage
réduit (R) :

(R) VIg®) = My {E(@(q*)~"'A" 1} =0, ,

[1-3.5 Formulation lagrangienne

Par définition, le lagrangien associé au probleme (P) est la [fonction
L: R*™ — R,quia(xy)associc:

L(x,y)=1(x)={y.A.x+d) (1{-2.6)

n
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Le probléme (Ps) de Ia recherche des points-selle de la fonction L, consiste a :

chercher (q,h) e R*™"/

(Ps)
L(q,y)<L(q,h)<L(x,h) ,VxeR* VyeR"

f étant convexe en x, de classe C', el les contraintes affines donc convexes et de classe
C', I'ensemble des points-selle siidentific aux solutions du probléme d'équilibrage

(HQ) ; (g,h) est point-selle si et seulement si :

{ V,L(g,h)=&(q)-'A".h"~'A.h =0,
V,L(q,h)=-A.q-d =0,

Le premier argument d'un point-selle : q, étant solution du probléme primal (P) (M.
Minoux tome 1 p. 180, 1983), q et son multiplicateur de Lagrange vérifient aussi (HQ)
(théoréme II-3.3).

A étant de rang maximum, il y a unicité du multiplicateur associé a g, solution de (P).
Le deuxieme argument d'un point-selle s'identifie au vecteur multiplicateur de Lagrange

h. On peut donc énoncer :

Théoréeme II-3.5:

a) Les solutions de (Ps) sont les solutions de (HQ).
b) L'ensemble des couples (q,h) e R* xR" de premier argument une solution de (P) et

de second argument le multiplicateur associ€ est exactement l'ensemble des solutions du
probléme d'équilibrage (HQ).

11-3.6 Formulation duale

On appelle formulation duale (par opposition a la formulation primale) le

probléme d'optimisation sans contrainte :

chercher h eR"
(D) |
G(h)>G(y), VyeR

ou G, la fonction duale, est définic par:

G:R" - R
y =G(y)= inwfn L(x.v)

XE
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a) Construction de la fonction duale G

f étant convexe de classe C' (propriétés 11-3.3), toutes solutions de :
V L(x(y).y)=E(x(y)-'A".h~'A.y =0, (I1-3.7)
satisfait a L{x(y),y) = :Snf L(x,y).
Comme & est bijective (propriété I-3.5d) I'équation (II-3.7) posséde une unique solution :
x(y)=E'CA.y+AL " (I1-3.8)
Cette solution x(y) dépend continiment de y, puisque T;" est continue (propriété I-3.5d).
On vient donc de montrer que :

VyeR",3!x(y) eR?* /G(y) = L(x(y),y) = igu{' L(x,y) (11-3.9)

avec x(y) dépendant continiiment de y.

b) Propriétés de la fonction G

G bénéficie des propriétés classiques d'une fonction duale et d'autres spécifiques a
notre probléme.

Propriétés 11-3.6 :
i) G est concave.

ii) G est de classe C‘(IR") et de gradient :
V.G(y)=—A.x(y)-d=-AE"'(A"h"+'Ah)-d. (I1-3.10)
iii) G est de classe C” sur V :{y eR" /(‘Af.h{ + A.y)l #0, pouri= ],---,a}
ct de hessienneen ye V -
Hess(G)(y) = —A.D(x(y)) "' A (IL-3.11)

ou D est donné par (11-3.3).

Preuve :
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de i) Comme on peut écrire G(y)= menilr.l{L(x,y)} (propriété 11.3-9), G est concave (M.
Minoux tome 1 p. 240, 1983).

de ii) Les contraintes du probléme primal étant continues et (II-3.9) vérifié, la
dérivabilité de la fonction G a été établi par Ciarlet p® 223 et 224, (1985) ; le gradient de
G.

VG(y) =-A.x(y)-d

étant une fonction continue, G est de classe C'. Il y a cependant une petite difficulté ; cf.

la remarque I1-3.6 qui suit le théoréme.
de iii) G est la composée de fonctions qui sont de classe ClsurV

Remarque I1-3.6 :

Pour établir la dérivabilité de G(.) = L(x(.),.), il n'y a pas besoin que x(.) soit dérivable,

la continuité de x(.) suffit.
x(.) n'est pas dérivable en un y vérifiant pour un i particulier :

(‘A”n'+Ay) =o0.

En effet, si u; =0 alors &7(0)=0 et donc &, (£,7'(0)) =0, si la perte de charge est

uniquement linéaire, ou-singuli¢re ; et, la jacobienne de L
1
Jac(E™')(u)=D(E™ (u))™ = diag| ———
& (& @)
n'est pas partout définie.

¢) Le cas des pertes de charge linéaires

Il est possible d'expliciter G si toutes les pertes de charge sont linéaires :

En effet : & (x;)= r,.‘x,rn_l.xi (avec m = 1.852, formulc [-3.3)

. - Sl :
et alors g, '(u)=r, m.[uil“‘.sngnc(ul) stu, #0
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£7(0)=0
L L .
Par conséquent : xi(y)=ri’m.|yil-yiz|’“.signc(yil—yix) si le trongon i1 a pour

premiére extrémit€ i, et deuxiéme extrémité 1,

Adoptons la convention : (‘Ar.hf+‘A.y) =Y;, —Y;, et remarquons que :

Ly
m

<(Af-hf+‘A- )’,X(Y)>“ = ifi - -':'—~IYi, —Yi,
i=l

m+l!
m

et ZJ‘;i(Y)éi(U)dU= 1 Zri—-',i'l)'il—yi,
i=1 i1

m+14C

L'expression de G en fonction de y est donc :

m 1 w8 1
G(y)=Lx@y),y)=———) ;" m.ly, ~y;| " - ..d. (avec 1+—=1.54
(¥)=L(x(y).) m+1i§‘ Iy, ~¥i,| _§=l',y, J ( —~1.54)

d) Equation d'Euler-Lagrange associée

Théoréme I1-3.6 :

h est solution du probleme dual (D) st et seulement si h est solution de (H) :

(H) VG(h)=-A.E'(‘A.h+'AT.h ) —d =0,

Preuve : G est concave et dérivable W

[I-3.7 Equivalence de toutes les formulations

Théoreme I1-3.7 : I est équivalent de résoudre une des quatre formulations
classique (HQ), (Q) (R) et (H) ou l'un des quatre problemes d'optimisation (P). (Pr), (Ps)
et (D).

Preuve : C'est une conséquence des théoremes 11-2.5, 11-3.4, 11-3.5¢t 11-3.6 M
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11-4 Existence et unicité

Théoréme I1.4.1 : Le probléme (P) chercher :

qgeR/f(q)= miS f(x)
X€
odU={xeR*/A.x+d=0,}

posseéde une solution et une seule
Preuve :

U est une partie non vide fermée de R* et f est continue et coercive (propriétés II-
3.31 et I1-3.5iii), le probleme (P) posséde donc une solution (P. G. Ciarlet p. 175, 1985) ;
U étant de plus convexe, et f strictement convexe (propriété I1-3.3ii) cette solution est
unique (P. G. Ciarlet p. 156, 1985) M

Corollaire II-4.1 : Le probléme de l'analyse d'un réseau maillé d'A.E.P., (HQ), a une

unique solution.

Remarque II-4.1 Les contraintes sont linéaires donc qualifiées (Minoux p. 172, 1983).
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I1-5 Analyse des principaux algorithmes existants

C'est Collins et al. (1978) qui les premiers a notre connaissance ont plongé le
probleme de I'Analyse dans le cadre de l'optimisation ; avec le “principe du Probléme
Auxiliaire", G. Cohen (1980) donne des conditions pour la convergence globale
d'algorithmes généraux du type point f{ixe, comme ceux du gradient, de quasi-Newton

ou de Newton généralisé, vers une solution d'un probléme d'optimisation convexe.

Plus récemment, Carpentier et al. (1985), ont interprété dans le cadre du principe du
probléme auxiliaire et comparé du point de vue numérique, les principaux algorithmes
primaux et duaux et l'algorithme “Hybride" (Hamam et al., 1971) ; ils concluent 2 la
supériorité de ce dernier qui s'exprime en fonction des deux variables débits et charges ;
ils expliquent qu'il tire avantage du bon conditionnement du probléme primal et de la
structure particulierement creuse, reflétant celle du réseau, de la matrice hessienne du
probléme dual ; Todini et al. (1987) concluent quand a eux, a la supériorité de la
méthode de Newton appliquée au lagrangien sur les autres méthodes ; on résout cette
contradiction apparente en montrant que ces deux méthodes conduisent avec une méme
initialisation a des algorithmes identiques aussi bien dans leur formulation que dans leur

implémentation.

Dans le chapitre suivant, les algorithmes principaux de la littérature sont interprétés
dans le cadre du probléme d'optimisation et classés suivant deux grandes familles de
méthodes qui se rattachent a sa résolution : les méthodes primales ne faisant intervenir
que les débits et les méthodes duales utilisant les pressions ; les méthodes primales-
duales du type Newton comme celle de Newton sur le lagrangien ou la méthode sont en
fait rangées dans les méthodes primales puisque 1'itéré h**' n'intervient que comme une

variable intermédiaire, comme nous allons le montrer.
L'explicitation des formules d'itération par I'utilisation de I'écriture matricielle permet la
comparaison des différents algorithmes.

II-5.1 Les méthodes primales

Nous avons interprété dans le chapitre 11-3.4, le vecteur q°, comme le vecteur des
"débits de maille”, sur les chaines entre réservoirs et les cycles correspondants aux

lignes de M,,. Dans tout le chapitre H-5.1, on emploiera lorsque aucune confusion n'est a
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craindre, comme les hydrauliciens, le tcrme "maille” pour désigner indifféremment une

chaine entre réservoirs ou un cycle.

a) Relaxation sur le probléme réduit (Path_inethod)

L'ensemble des équations aux mailles est :
(R) F(q°) =M,.(E(‘M,.q° +q,)-'A".0") =0, ,
Ce sont les équations d'optimalité du premier ordre du probleme d'optimisation réduit
(théoréeme I1-3.4).

Partant d'un q° eR?, vérifiant A.q+d=0,, on corrige maille aprés maille le vecteur
débit, de facon a satisfaire la conservation de I'énergie sur la maille étudiée, tout en

maintenant I'équilibre aux noeuds.

Une seule composante de q° étant libre A chaque itération, cette méthode s'interpréte

comme une méthode de relaxation appliquée au probléme réduit :

(Pr) chercher ¢ eR* ™" /J(q°) < J(z),VzeR*™

k k+1 . e 0 . -
z' connu, on calcule " par a-n paliers successifs (z est choisi quelconque) :

k0 _t, k k ky_ .k
yA =(Z) 22y e vZan )=2Z

ki _t,o k+l  k X
z =H(Z] T 0Zg e Zan )

k., _t k+1 k+1 k k
z =(z; " eeeenn 2L Ly seeeeees Zacn )

k.a-n__t k+l k+1 k+ly _ _k+1,0 _ _k+t
2= T2y )=z =

Les z“ pour i de 1 a a-n sont solutions des a-n problemes d'optimisation

monodimensionnels :

I(z*Y) = mi‘;?J(zk""I +pe.), pouri=1,..a-n
pe

ot (¢,) désigne la base canonique de R™™"

2" s'écrit si py , réalise l'optimum du probleme précédent pour I'étape i
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i -1
Z4 =% Pvi-G

Remarquons qualors 1 F,(z*')=9,J(z"') = (VJ " ),ea) =0

Posons : g~ = @(z"™) = 'M,.z% +q,
alors : qk‘i = (P(Zk‘i) = lMO-(Zk'i—l +Pyi-€)+qy = qk'i" +pk.i-‘Mo-Ci

-itme

d'ou la correction du débit de la i maille induit une correction des composantes du

vecteur débit sur cette maille :
ki

q” '—‘qk'i-l*'Pk,i-lMo-e‘

La démarche de Hardy Cross (1936), initiateur de cette méthode, est de résoudre
E,(z%" +pP;-€)=0 par la méthode de Newton : il remplace

grilP) = Fi(z"'i'l +p.€;)au voisinage de p = 0 par la fonction affine g, ;(0)+g;'(0).p
(équation de la tangente en 0 au graphe de la fonction g, ;) ; I'approximation tangentielle

de py ; est donc :

Pi=- 8i (0) S Fi(Zk'H) —- aiJi(z".i_l)
Py = S’ ) AE@ 3.

A. Divenot, (1980), perfectionne la méthode précédente en effectuant un maillage
dynamique minimisant 3 chaque itération les €léments non diagonaux du hessien du

probléme réduit ; il réalise ensuite un "lumping” sur la matrice a inverser, i.e. :
. t -
approxime M,.D,." M, par sa diagonale.

b) Newton sur le problémme réduit (Simultaneous Path ou S-Path)

L'ensemble des équations aux mailles est trait¢ de fagon globale, d'ot le nom
"Simultaneous Path" de cette méthode qui s'interpréte comme ['approximation de

Newton sur le probléme d'optimisation réduit (Pr).

On résout (Pr) en recherchant un point stationnaire, c'est-d-dire un q° vérifiant :
VIi(g°)=F(q“)=0,_,, par la méthode de Newton (par excmple, Minoux M. p. 111-113,
1983) ; on remplace donc, au voisinage du point courant 2, la fonction J par son
approximation quadratique :

Jq(z):J(z‘)+(\7J('/,k),/.—'/."> «r%(Hcss(J)('/,").(za/.L ).'/~'/,W

/a-n

CemOA : archive ouverte d'Irstea / Cemagref



80
Le point 2! est choisi pour minimiser J (z)
z¥*" = 2% ~Hess(§)(z*) ™. VI(z*) si Hess(J)(z*) est inversible

ou d'apres (I1-3.4) :
Hess(J)(z*) =M,.D,.'M, avec D, = D(9(z"))
VI(z") =F(z") = M,.(E(q*)~'A".h") avec ¢* = ¢(z*)
On déduit alors :

2 = 2%~ (M,. DM, ). M,.(E(q*)—'A".1") 1-5.1)

Pour I'inversion de My.D,."M,, :

- R. Epp et A. G. Fowler, (1970) proposent de minimiser I'encombrement mémoire en
choisissant les mailles rendant la largeur de bande de M,.D,.'M, minimale ; ils

utilisent la méthode de Choleski sur cette matrice-bande.

- Z. Mahjoub , (1982) compare 1a méthode non linéaire de Newton-Jacobi a un pas (qui
consiste a remplacer la jacobienne par sa diagonale pour une approximation initiale
particuliére) a celle de Newton Gauss-Seidel a un pas ; il montre alors la convergence

locale de ces deux algorithmes.

- Si a I'équilibre un débit dans un arc est proche de zéro (resp. nulle), alors la hessienne
du probléme réduit est mal conditionnée (resp. singulicre) ; d'autre part la convergence
de l'algorithme de Newton n'est garantie que si 'on part suffisamment prés de I'optimum
; Carpentier et al., (1985), proposent une modification de l'algorithme de Newton du
type Levenberg-Marquardt (pour une description de ces méthodes, cf. Bazaraa and al., p.
312-315, 1993) :

Ils choisissent une suite de nombres réels A, strictement positif, et posent :
D, =D, +A,1, =diag(x, +£, (@) (11-5.2)

Ainsi: M,.D.'M, = M. D,."My + A, M. M, est symétrique définic positive,

et ils appliquent algorithme [1-5.1 -
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Algorithme II-5.1 :

i) Choisir z° e R*™® et faire k =0 ;
i) Résoudre le systéme linéaire :
(Mg.D,. Mg +4, MM, ). Az* = —M,.(E(p(z*))-'A".1")

k+l

puis faire 2" =z" + Az (I1-5.3)

iit) arrét si "zk” —zk" plus petit qu'un certain seuil ; sinon faire k < k +1 et retour en ii)

Carpentier et al. (1985) donnent les outils et les indications pour montrer que
l'algorithme II-5.1 converge globalement, pour un choix convenable des A, k €N, vers

la solution q° de (Pr). On peut donc énoncer le théoréme :

Théoreme I1-5.1 : convergence globale
La suite des points z*, k €N définie par l'algorithme II-5.1, converge pour z° arbitraire
vers q° solution unique du probléme d'optimisation (Pr) si les A, sont suffisamment

grands et bornés supéricurement.

Pour souligner les similitudes de (II-5.3) avec la modification de Levenberg-Marquardt,
il nous a paru nécessaire de donner une preuve de ce théoreme, différente de celle
suggérée par Carpentier et al., (1985), utilisant le principe du probléme auxiliaire (cf. G.
Cohen, 1980, en annexe 2).

Preuve :

On se rameéne premierement par un changement de variable a l'algorithme de
Levenberg Marquardt ; puis, on vérifie les conditions sous lesquelles Ortega et al.
(1970) ont montré que cette modification de la direction de Newton conduit & une

méthode de descente.
M,.' M, étant symétrique définie positive (propriété -1 4ii), il existe :
L= (MO.‘ MO)‘ une matrice symétrique définie positive vérifiant > = M,.'M,,

(I1-5.3) devient en introduisant X :

2+ =74 [Hess()(2M) 42, 23] VI
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En multipliant 1a derniére égalité par Z, on obtient :

(£.241)=(2.25)-[(= 7" Hess()* .27+, 1 ]_I.(E".VJ(Z"))

k "a-n

Opérons le changement de variable : w=2.z et posons j(w)zJ(Z".w), alors les

expressions entre parenthese se simplifient :

. - -1
W = ¥ —[(Hess(J)(wk )+, 1] VI(zY) (11-5.4)
Il est clair que puisque J est de classe C’, strictement convexe et coercive (propriétés II-
3.4):
i) T est de classe C~.

ii) Si L, désigne I'ensemble de niveau : L, ={welRa°" /j(w)sf():.zo)}, L, est un

ensemble convexe, fermé et borné.

iii) w' = X.q° €S,, réalise I'unique minimum de J et w’ est l'unique point stationnaire

de L.

iv) Il existe p, et |, avec {1, non nécessairement strictement positif, tels que :

wollwl® < <Hess(j)(v). w,w) Sy [w|?,¥veL,, VweR*™

a—

Alors si A, est choisi pour vérifier :

%u, —Ho <M SAL ST <o, k=12, (II-5.5)

Ortega et Rheinbolt p. 503, (1970) ont montré que la suite des w* converge vers w .l

Dans tout ce chapitre, on supposera que les A, vérifient II-5.5 ; nous serons donc dans

les conditions de validité du théoréme [[-35.1.

¢) La méthode Hybride

. . [§] - . s .- . N
Elle consiste. en partant d'un q satisfaisant I'équilibre aux nocuds simples. a

‘ ige K . :
calculer dans F'espace des débits g (kK > 0) de la manicre suivante :
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0" =q*-D, . {E@q")-'A".h'—*A.n | (I1-5.6)
ot D, est celui du II-5.2 et h**! est précédemment obtenu par :
h“' =(A.D,"'A) . AD, " {E(@*)-'A 01} (I1-5.7)
D, étant symétrique définie positive, (II-5.7) est bien définie puisque , A.Ek".‘A est
inversible (propriété II-1.311) et on peut utiliser les propriétés [1-1.4.

Cette méthode utilisant sur chaque pas les variables primales ct duales est désignée par

Hamam et al., (1971) comme "méthode hybride".

Si on remplace h**! dans (11-5.6) par son expression en fonction de qk (II-5.7), on

obtient :
e — | —
qk+l =qk _(Dk l_Dk l.tA.(A.Dk l.(A) A Dk l)-{g(qk)—lAf.hf}
L'utilisation de l'assertion viii des propriétés II-1.4 :
D.‘M,.(M,.D.‘M, )" .M, =1,-'A.(A.D,"*A) " .A.D,"!
k- Mo-\Mo- Y- Mo/ Mo =17 AAAUy - AUy
permet de simplifier 1a demniére expression de qk+l en fonction de qk :

g8 = ="My (M. D' M, ) My (E@*)-" A" 1) (I1-5.8)

k+l

Carpentier P. et al., (1985) ont remarqué que qk+l =@(z"") ou 2! est défini par

(II-5.3).
Ainsi la méthode de Newton sur le probléme réduit partant de 2°, et la méthode Hybride
partant de q0 = (p(zo), produisent exactement les méme suites {Zk,k € N} ; en

particulier, la convergence globale de la méthode Hybride est garantie par le théoreme
I1-5.1, pour un bon choix de Bk ;

Pour initialiser la méthode Hybride et ainsi obtenir q° = ¢(z"), on peut procéder de la

maniére suivante :

. . . 0 P b N . .
On choisit pouri=1,.a-n: 2z =0,5m.s xS, m~. (ou S, est la section de la conduite

. . 0
1) puis on calcule q par:
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d) Newton sur le lagrangien

Cette méthode consiste a appliquer la méthode de Newton a I'équation en (q,h) :

_(&@—'A"h"—'Ah) _
F(a.h) ( Aq+d Os

q" et h* étant connus, on calcule ¢**' et h**' par:

k+1 k ta\! Ky taf i f 1 k
q q D, -A}) [&q")-"A".b'-'A.h
= - . -S.
(hk“) (hk) (A 0 ) ( A-qk+d ] 159

an

I1-5.9 ayant un sens si que D, est symétrique définie positive.

Todini E. et al., (1987) ont tiré parti de la possibilité d'expliciter 'inverse de
Dk "‘tA
par
A 0,
D, ~‘A) (D '-D,UA(AD A AD D A(AD A
A 0, ~(A.D,'A)LAD .  (AD'A)!
q**! e g
et ont ainsi exprimé les itérés ( . 1) en fonction de ( k) par :
h** h

Q" =¢* —(D, =D, A(A.D A AD, ). (B )-AT h - A hK)
-D, " A(A.D, A" (Aq" +d)

1

b =(a.D, 0 A) " (AD, " {E@ AT - {Aq* +d})

Ils concluent que :

h' = (A_ Dk”’.'A)_I.(A. Dk".{é(qk )—‘A‘-.hf}—{A_qk +d})

k+1 A i Ry Ul gt el (11-5.10)
g =q* - D, (g AT n AT
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k+

Siq ! est donné par (11-5.10), il est facile de montrer qu'il vérific : A.qk+| =—d.

q0 peut étre choisi quelconque. Dés le pas suivant ql satisfait la contrainte
A.q' +d =0, ; on peut donc supprimer cette expression dans la formule permettant de

calculer h” et les vecteurs h* suivants : on retrouve les itérations de la méthode hybride ;
par conséquent, les itérés de la méthode hybride et ceux de la méthode de Newton sur le

lagrangien ne différent que si les initialisations des algorithmes sont distinctes.

e) La méthode linéaire

On considére le probléeme dans sa formulation en q :

A.q+d
F(q) = (Mo{f;(q)—lAfhf}) = Oa

Wood et Charles, (1972) proposent de résoudre ce systtme en le linéarisant (en
appliquant une méthode de Newton), d'olt la terminologie utilisée par les auteurs.

L'algorithme suppose qk connu, et on calcule alors qk+l en résolvant le systéme :

A k+ k) _ A.qk+d
(Mo-Dk).(q l._q )——(Mo.{i(qk)—‘Af-hf}J (I1-5.11)

Pour comparer cette méthode aux précédentes, on remarque que si D, est symétrique

définie positive, la matrice d'itération est inversible, d'inverse :

-1
A =(D,A.(A. D, A) ‘M,.(My. Dy Mg)™)
MO . Dk

Par conséquent :

"' =g¢*-D,AAD A (AqN +d)
~"My.(My. D" M) M, (E(gF)-'A . n")

En utilisant & nouveau 1a propriéié 11-1.4viii, et en prémultipliant par Dk’l :
‘Mo (Mg.DL'Mg) " Mo =D =D AA DAY AD

dou :
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qk+l = qk _ Dk—l .(g(qk)—‘A[. hf—'A.hk+l )
ot h**! est la variable intermédiaire -

h*' =(A.D, " A) " {A.D, 7. (E(q* ) A".h") ~(A.q" +d)}

on retrouve (1I-5.10).

) Conclusions sur les méthodes primales

Nous voudrions insister sur les deux points important, le premier est un résultat

théorique et le second est un aspect numérique :

Si l'on remplace D, par 51( dans (II-5.10) et (II-5.11) la méthode de Newton sur le
probleme réduit, la méthode Hybride, la méthode de Newton sur le lagrangien et la
méthode linéaire partant du méme point générent exactement les mémes suites. Par

conséquent, la convergence globale de ces quatre méthodes est assurée par le théoréme
II-5.1, dé&s que la suite A, vérifie II-5.5.

Par contre, la maniére d'obtenir ces suites est différente puisque la méthode de Newton
sur le probléme réduit inverse le hessien du probléme réduit (Pr), les méthodes Hybrides
et de Newton sur le lagrangien inversent le hessien du probleme dual (D), et 1a méthode

linéaire inverse une matrice de taille plus grande, non symétrique.

11-5.2 Les méthodes duales

a) Relaxation sur le probléeme dual (ou Node method)

Le systeme d'équations aux noeuds est :

E(h)=A.E"('Ah+'A"h ) +d =0,

II peut s'interpréter comme les conditions d'optimalit¢ du premier ordre pour le

probicme dual (D).

1 0 - B
Partant d'un h™ quelconque, Hardy Cross propose de corriger le champ de pression
a chaque nocud simple. afin d'améliorer la conservation des débits aux nocuds : c'cst

encore une méthode séquentielle. ici appliquée au probleme dual.
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b) Newton sur le probléeme dual (Simultaneous Node)

La méthode de Newton appliquée sur le systeéme d'équations aux nocuds consiste,

k. k s s s s kel
h™ et q connus a l'issue de I'itération k, a calculer h * par :

R =% —(A.D " A) " {Aq* +d} (11-5.12)
ot D, = D(E'('A.h*+'A".h")) = D(q*)

puis g**' par : g =x(h**) =E'CA R AT R (11-5.13)

En 1963, Martin et Peters semblent €tre les premiers a appliquer une méthode de
Newton sur le probléme en h, et proposent de diviser par deux le pas de calcul, pour
corriger les effets d'oscillation autour de la solution.

Lam et Wolla, 1972, dans deux articles qui se font suite, n'utilisent pas la direction

de descente de Newton mais une direction approchée (quasi-Newton) et proposent
d'utiliser un choix optimal du pas pour minimiser [|F(h)|’.

Chandrashekar et Stewart, (1975) puis Lekane (1979) proposent d'utiliser le creux
de la matrice jacobienne pour gagner du temps de calcul lors de son inversion et
optimisent la numérotation des noeuds afin de limiter le phénoméne de remplissage
dans une factorisation L.U, par un algorithme de moindres degrés.

Carpentier et al. (1985), calculent h**! en fonction de h* et qk, ﬁk étant le méme
qu'en II-5.2, par :

W =h* —(A.D, " A) " {A.q" +d} (I1-5.14)

puis ¢ est calculé par (II-5.13).

La hessienne A. D(x(y))_].l A de G est singuliére sur un sous-espace de R" : Fr(V) ot V
est définie assertion iii des propriétés II-3.6. Il suit que —VG(y) n'est pas lipschitzien sur
tous les convexes bornés de R". Comme I'ont alors remarqué Carpentier et al. (1985)
['application du principe des problémes auxiliaires (cf. annexe 2) ne permet pas

d'assurer la convergence globale de I'algornithme de Newton modifié défini par (I11-5.14).

Nous allons proposer une modification de la fonction perte de charge qui permet

. . I
d'obtenir, entre autres, que la foncuon duale correspondante soit de classe C.
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I1-6 Méthode de résolution proposée

Les travaux de Collins et al. (1978), ont permis en plongeant le probléme de
I'analyse dans le cadre d'un probleme d'optimisation convexe différentiable, d'assurer
'existence et l'unicité de la solution, et denvisager tout une gamme nouvelle
d'algorithmes. Carpentier et al. (1985) en appliquant le principe du probleme Auxiliaire
ont proposé des modifications des principaux algorithmes afin d'assurer la convergence
globale vers une solution optimale. 1l faut cependant remarquer que la fonction duale
n'étant pas de Classe CLla convergence globale de l'algorithme de Newton sur le
probléme dual n'est pas garantie ; de plus, la fonction f n'étant pas elliptique (on dit aussi
fortement convexe), l'application du principe du probléme Auxiliaire ne permet pas une

mesure de la qualité de |'approximation.

Pour rendre elliptique la fonction du probléme primal, on transforme a l'origine les
fonctions perte de charge, ce qui a le mérite d'assurer l'existence (resp. I'inversibilit€) du

hessien dans le cadre de la formulation duale (resp. primale).

On propose ainsi une famille de probléme d'optimisation (P,), correspondant a la
modification sur [—¢,€] des fonctions , ; si q° désigne la solution du probléme perturbé,
on montrera que q° tend vers q la solution du probléme de I'Analyse, quand € tend vers

zéro et I'on donnera une majoration de I'erreur commise en fonction de €.

Une correction du pas dans la descente, permet de garantir la convergence globale des
algorithmes de Newton sur le probleme réduit et de Newton sur le probleme dual. La
convergence de l'algorithme de Newton sur le lagrangien se déduit de celle de Newton
sur le probleme réduit. On est alors capable d'estimer en fonction de € et des solutions

approchées, la qualité de 'approximation de (q,h), solution du probléme de I'Analyse.

[1-6.1 Le probléme approché

a) Madification des fonctions perte de charge

0.852

. «li N . . -
La fonction g,'"(xi)zrl.lxl‘ X, (4 r; constant) est tronquée au voisinage de

. . - S ! . .
zéro et il lui est substitué un prolongement de classe C', ce qui tous calculs faits donne :
Sy oy |y (0852 g
S.”(M)“rr"*.‘ X, . sl |x,\2£

: o - _ (I1-6.1)
é,h"(,‘(,)20.42()r|.€_l'uhﬂxl‘+(),574I'l.8(’hs"-x" N lxlléﬁ
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avec € assez petit (c.g. 107 si x; en I/s). Cette fonction sera notée : §;(r;,x;) quand r; ne
sera plus considérée constant pour les chapitres de I'Identification du réseau et du Choix

des mesures.

La figure 30 donne l'allure de cette fonction et ia figure 31 celle de sa dérivée :

SE-07 4 perte de charge

3E-07 T
—€ e +€ débit en Us
t + —0E1BP t >
-2E-03 -1E-03 Lz~ O0E100 1E-03 2E-03
-3E-07 Jr
—— Modification
"""" Loi d'Hazen-Williams
-SE-07 +

figure 30 : perte de charge linéaire modifiée au voisinage de zéro

0.0009 1}

0.0006 -

Lot d'Hazen-williams

Modification

1 I FaWavetatouih M 4
| L] AT v L] ’

-0 002 -0.001 0000 0.001 0.002

figure 31 : dérivée de la fonction perte de charge linéaire modifiée
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Le vecteur perte de charge sur les arcs peut alors s'écrire :
g = élm + gsm + gpomp
avec chacune des dérivées partielles positives ainst :

(f;i“") (x;)20,574r,.e*%%2 | vx, eR (11-6.2)

Jac(E(x)) = D(x) 2 c, I, avec ¢, = 0,574 min(r,).€*** (11-6.3)
€ "a €

Proposition II-6.1 :

E comme fonctionderetde x :
i) & est de classe C' (([R{‘* ) le“,IR"‘)

& comme seule fonction X :

ii) & est fortement monotone :

dc, >O/<E(v)-§(w),v—w> >c|v-w’, V(v,w)eR?®
iii) E est un difféomorphisme de classe C’(IR{",R“), 1.e. E est une bijection et E et
I'application inverse E" sont de classe C'.

Preuve:
de i) £ est une somme de fonctions continiiment dérivables de R* a valeurs dans R”.

de ii) de 1) E est de classe C' et comme par (11-6.3) :
Je, >O/<é'(v)(w),w> c fwl . Y(v,w)eR™®

on en déduit la forte monotonie de E~_, (A. Avez p. 130, 1983).

de iii) une application fortement monotonc de classe C' est un difféomorphisme de
classe C' (A Avez p.130. 1983) W
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b) Problémes d'optimisations associés

On pose :
f.(x)= i"‘(:'éi(u)du—('Af.hr,x>n
i={

et on considére le probléme d'optimisation convexe :

chercher q* eR?
f.(q%) <f.(x),VxeR®
sous la contrainte
-A.x-d=0,

(P

On définit le probléme réduit du probleme (P,) par :

chercher q; e R*™"
(Pr,) 1.(q9) I (2),VzeR*™"
ot J, =f 0@

Le lagrangien du probléme (P,) et la fonction duale G, sont :

L.: (x,y)eR*™ 5 L (x,y) = f (x)—(y, A.x+d)_

G.R" > R
H

"y PG =L (x(y).y)

ol . (y)=E Ayt AT ")
Le probléme dual est alors :

chercher h* eR"

(De) € ™ 0
G (h")2G (y), VyeR
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¢) Propriétés des fonctions objectives associées

Propriétés 11-6.1

Pour la fonction primale :

. 2 . . . . .
i) f, est de classe C” sur R? son gradient et sa matrice hessienne s'expriment par :

Vi, (x) =E(x)-' AL ' VxeR?

- (11-6.4)
H,p(x) = Hess(f, )(x) = D(x),Vx e R*
ot D(x) = diag(gi'(xi)) est la jacobienne de E en x.
ii) f, est elliptique avec une constante c,, i.€ :
Je, >0,Y(u,v)e R* Vte [0,1}:
£ (tu+1-0)v) Sth(u)+(1—t)fe(v)——czit(l—t)[(u— v,2
f, est en particulier strictement convexe et coercive.
Pour la fonction primale réduite :
iii) J, est de classe CZ, de gradient et de matrice hessienne :
VI (2)=M,\E(‘M,.2+q,)- ‘AT hT)  vyere™
e o(E.v 0-Z2%qq ) ,VzeR (11-6.5)

Hp (z) = Hess(J, )(2) = (M. D((2))' M, ), VZ e R*™

iv) J, est elliptique avec une constante c,.

J. est donc strictement convexe et coercive ; son gradient VJ, est fortement monotone
avec une constante ¢, et sa matrice hessienne Hg(z) est symétrique définie positive

a-—n . . P '
VzeR* ™", avec sa plus petite valeur propre minorée par c,.
b yees . - -
v) VI, estun C difféomorphisme de R*" dans R*".

Pour la fonction duale :

. 2 . - .
vi) G, est de classe C7, de gradient et de matrice hessiennc :
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VG (y)=—-A.x(y)—-d ,VyeR"

Hp (y) = Hess(G)(y)=~(A. B(x () "1 A) vy e R" (11-6.6)

vii) —H(y) est symétrique définiec positive Yy eR" ; ce qui entraine que G, ecst
strictement concave et que -VG;, est strictement monotone.

viii) VG, est un C' difféomorphisme de R" dans R".

ix) -G, est coercive : lim Gg(y)=—co.
lyl—)+°°

Preuve :

i) iii) et vi) sont des conséquences de la continu-différentiabilit¢ de E et de son
application inverse E" (proposition II-6.1 assertion iii) ; les calculs des gradients et des

matrices hessienne sont ceux du paragraphe II-3.

de ii) f_ est elliptique avec une constante ¢, sur R*, puisque son gradient est fortement
monotone avec une constante c, (d'apres la proposition II-6.1 assertion ii).

de iv) II suffit de montrer (Ortega et Rheinbolt, p. 86, 1970) que VI, est fortement
monotone avec une constante c..

A partir de 'expression du gradient de J (II-6.5), il est immédiat que :
(V1.6)-V1,0,2" -7)__ =(E0G")-Eo0) M, (2 —z))a,V(z‘,z) e R
Par conséquent, puisque ¢(z)="M,.z+qy :

(V1= V1.2 ) =(Ee0@)-E20().0G )-()) VG, 2) eR™™
On déduit de la forte monotonie de é (proposition [I-6.1 assertion ii) que :

<VJE(Z' ) - VJC(Z),Z' - z) ) > ct“(p(z‘ ) —(p(z)";,‘v’(z',z) eR@™ (11.6.7)

En utilisant la minoration de la propriété [I-1.41v, on obtient :
”(p(z) -z );}3 = n lMO.(Z -7 ):i > ”/ - 7."!3

d'ot [e résultat escompté :
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(VJe(z')-—VJE (2),z" —z) L 2C z' —z"z,V(z',z) eRA-M

a—

de v) On utilise une nouvelle fois, qu'une application fortement monotone de classe C'

est un difféomorphisme de classe c' (A. Avez p.130, 1983).

de vii) Hp(y) étant symétrique définie négative Vy e R (cf. propriété II-1.3ii) puisque
D(x) est symétrique définie positive pour tous x , G, est strictement concave ; —G, est

alors strictement convexe de classe C', donc (P.G. Ciarlet p. 154, 1985) :
=G (V) > -G (W)+(-VG (w),v-w) ,V(v,w)eR*" (11-6.8)
Il s'en suit que -VG, est strictement monotone (Ortega et Rheinbolt p.86, 1970) :

(VGe(y,)- VG (¥,).¥2—¥1)>0,Vy, #y,

de viii) VG, étant strictement monotone, elle est injective ; VG, est donc bijective de R"
sur VG(R").

Hp(y) est inversible Vy eR", d'apres le théoreme d'inversion locale (A. Avez p. 27,
1983), VG, est de classe C' de T'ouvert VG(R") sur R". Il nous reste 3 montrer que

VG, est surjective.

Soit u€R" cherchons w e R" tel que VG (w) =u. Cest-a-dire :

—A.x (W)—(d+u)=0,

G, étant concave, w est l'unique solution du probkme (D,) ot d+u a remplacé d ; &

ayant toutes les propriétés de &, on peut utiliser le théoréme II-4.1 : l'existence d'une
solution du probléme de I'Analyse permet alors d'affirmer la surjectivité de VG,.

de ix) Une application strictement convexe n'est pas toujours coercive, penser a
(xHeX )

Pour qu'elie e soit, il faut par exemple que son gradient soit fortement monotone, ou en
dimension un que sa dérivée croisse suffisamment.

Nous allons nous servir de la continuité de VG,™" et de la stricte convexité de G, pour

montrer 1x).
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v .. . . .- ey,
Pour tout veR" —{On}, on pose u =ﬂ ct on choisi en invoquant la surjectivité de
\Y
VG, :
w=VG,(~u)
Par conséquent : -VG (w)=u

VG, ™ est continue sur R"; il suit que w est borné.

Utilisons la stricte convexité de -G, pour écrire (1I-6.8) en veR"-{0,}, et
w=VG, " (-u) :

-G (v)> -G, (W) +(u,[vJu-w) ,VveR"

d'ot : G (v) <G (w) —(VGs (w),w)n ~[v],vveR"

G (W) —(VG¢(w), w)nl est borné, puisque sa valeur correspond 2 la valeur prise par

une fonction continue ; faisons tendre [|v| vers +oo alors :

lim G (v)=—- HN

v+

d) Convergence de la solution du probléme approché vers celle de (Pr)

Théoréme I1-6.1 :
i) Le probleme (Pr.) admet une unique solution : qg = VJ E_'(Oa_n )-

i) q¢ ——>0q° ol g° est la solution de (Pr).
£

Preuve :

de i) J, est elliptique. Par conséquent, le probléme (P, ) a une solution ¢t une seule : qg
(P.G. Ciarlet p. 183, 1985). J, étant convexe différentiable et VJ_ bijective, il suit que
q; = VJEHI(OG—R)'

de i) Soit. 'L € R*™" Ie i*"™ vecteur-ligne de ‘M, :
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My=(L'|L' |- ]12)

alors, ¢i(z) = <Li,2>a_n +(qq )i
Sid #0,, il est toujours possible de choisir £ assez petit pour que :

ssl(qd) l (11-6.9)

i0
ot (q d)io est la plus petite composante de q4 en valeur absolue non nulle.

Comme ¢ est destiné a converger vers 0, pour toute la suite de la démonstration

3

on supposera € vérifier (II-6.9) sid #0,,.
Ainsi,

sill=0,_,,ousiz=0,_,: |¢;(z)[>¢€ ou;(z)=0 (11-6.10)

On rappelle que : VI(q®)=0,_, od q° est la solution de (Pr) (Théoréme I1-3.4).

De 'égalité VI (q¢) = VI(q®)=0,_,, on déduit :

Q¢ —q°=VI " oVI(q9)~q° 1-6.11)
Introduisons la fonction de R*™" a valeurs dans R*" :
q)e = VJs_l oVJ-1d (11-6.12)

Nous allons montrer que ¢, converge uniformément sur R*" vers lapplication

identiquement nulle ; nous en déduirons la convergence du vecteur q¢ vers le vecteur q°.

Il faudra précédemment établir les 3 lemmes :

Le premier exprime que O, cst identiquement nul sur un sous-ensemble fermé non vide
de R™™.

Lemme [1-6.1 :

soit U, : U, :{ZGR“'“ /o, (z)|2 € ou (p,(z):O}

|ators :
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0

a-n

eU,
¢.(z)=0,_, sur U_ (11-6.13)

Le deuxieme lemme permet de contréler la croissance de ¢,.

Lemme I1-6.2 :

La fonction ¢, est lipschitzienne avec une constante  sur R*", i.e. :
[oc@~0.z"], <BJz- 2], VzeR*™", V2 R (I1-6.14)

3,704. max(; )-"(Mouz2
0,574.min(r;)

avec f =

Le troisi¢éme lemme énonce que la distance de tout point n'annulant pas ¢, a l'ensemble

des points qui I'annule, est majorée par une constante qui dépend linéairement de €.

Lemme I1-6.3 :

La distance de tous points de V, 4 U,, V, étant le complémentaire de U,, est un O(g) :

3k, >0/VzeV,,3z €U,

z—z‘ﬂz S%‘—e (11-6.15)

Preuve du lemme 11-6.1 :
0,_, € U,, clest (I1-6.10).

Size ﬁe, par définition : I(pi(z)] 2¢,0u @;(z) =0 ctdonc:
E(0i(2) =Ei(9,(x).V 2€ T, i=1,....a (11-6.16)
Une conséquence immédiate de (I[-6.16) est que :
MO.(é(cp(z))—‘Af. h‘) =M,.(E(@@)-'A".h"), Vz€ T,
etdonc : VI, (z) =VI(z) st zeﬁ€
Par conséquent : ¢_(z)=VI, " oV] (2)-2=0,_ sizeU, ®

Preuve du lemme 11-6.2 :

Posons V, = {'/, eR"™/ze U, }
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La jacobienne de ¢, =VJ_™' o V] —Id est définie et s'écrit :
~ -1 -
Jac(9¢)(2) = (My. D(9(2)) M) -My-(D(9(2)) - D((2))' M, Vz € R*™

Etablissons les deux inégalités suivantes :

M,.(D(x)-D())'M,| <a,,VxeR? (11-6.18)
Mo !

(Mo.ﬁ(x).‘Mo)"“ <L vxeRrs (1-6.17)
2 (o}

€

ol ¢, est défini en (11-6.3) et 0:, =3,704. max(r;).| ‘M(,"zz.,s"-852 (o, =0sizeU,).

Si A, désigne la plus petite valeur propre de M,.D(x)."M, et v, un vecteur propre

associé :
alors (Mo. D(x)."M,.v,, vx>a_ = [v.],’

La hessienne de J; a sa plus petite valeur propre minorée par c, (propriété II-6.1iv) ;

ainsi, en faisant apparaitre deux fois ‘M,.v, :

2

(D) Mo v, Mo.v,) 2| Mg.v |,
et comme " ‘MO.VXIL 2|v,], (propriété II-1.4iv) :
alors, )Lx“vx"z2 chllvxuz2

donc : A, 2c¢.,Vx eR? ; pour obtenir ['inégalité (I[-6.17), il suffit de remarquer que :

"(MO.D(X).‘MO)_I 2 }Li

Pour montrer (II-6.18), on remarque alors :
sifx,| 2 €, €, (x,)-, (x,)=0

I(),HSZ

sifx, <€, € (x,) =3, (x,)= L8525, |x | = 1,278 1, 7 52— 0.574 1, "
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Par conséquent : |§;(xi )-E; (x; )| £1,852.5,.6%%2 +1,278.5,.e7'**.£? +0,574.r,.€%
et donc : Iéi‘ (x;)-&; (x; )l <3,704.max(r;).*¥2,vx, eR

Comme D(x)~-D(x) = diag(!';i'(xi ) -—Ei‘(xi )) on déduit de la derniére inégalité que :

|<(D(x) - ﬁ(x))' M,.y.' Mo.y> | <3,704. max(r, ).80‘852."‘M0. y"22, Vx eR* VyeR*™

Dot : KMO.(D(X) ~ f)(x))'Mo.y,y) , Sag.yl,2. VxeR?, Vy e R*™

a-n

L'inégalité (II-6.18) se déduit alors facilement de la précédente.

En se servant des majorations (II-6.17) et (II-6.18) on obtient :

Pacté, X2), < %‘-,VZGIR"“

€

dod : Pac(¢.)2)], <B.VzeR*™ (11-6.19)

2T o 0,52 T
ST osramingy | Pecl@)@ =0 size o

~

ou

Appliquons le théoréme des accroissements finis pour les convexes (A. Avez p. 19,
1983) 2 ¢, puisque (I1-6.19) est vérifiée VzeR*™" :

6. (2)-0."), <Blz-2],. VzeR™™, V2 R (11-6.20)

o, est donc P-lipschitzienne sur R*" ®&®

Preuve du lemme 11-6.3 :

Montrons I'inégalité (11-6.13) :

3k, >0/VzeV,, 32 e,

7;—'[“2 S%E

Soit veR*™_le vecteur de i composante : v, =2 g,
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Alors, la matrice M, ne contenant que des 0 des 1 et des -1 (propriété II-1.4v), le vecteur

v satisfait a :

>esil'#0, (11-6.21)

cv),.

En effet, soit k le plus grand indice de 1 4 a-n pour lequel L est non nul ; il existe

puisque L' 20,__.

Sik =1 alors (L*,v)a =+¢

Si k est plus grand que 1, puisque :

k-1
2| vl - 2|} vi = 2|5 v

=1

a—n R

1
2 Lj-v;
=1

k-1

1
DLy,
=1

k-1
alors |(L!, v)| 2 £.2*' - ¥ 21") =e, (I1-6.21) est donc établi.
j=1

Montrons que Vze V, , Ite[2;2a] / z+tvel, (11-6.22)
Soit ze V,, posons :
I, ={ieN1<i<a/0<|o,(z+(k-1v)|<e}, keN’
Clairement, I, # D et I, =@, k>1, signifie z+(k—1)v eﬁe.
(I1-6.22) est donc vraie si Ik, avec 3<k<(2a+1)/1, =,
Pour montrer (I1-6.22), il suffit de montrer que :

I, "Ly =@, VkeN VpeN’ (11-6.23)

En effet, supposons (11-6.23) vraie.
St (11-6.22) n'est pas vérifiée alors :

Ly 2D, pourk =1 a+l.

Ce qui entraine que. card(l,, ;)2 1. pourk =1--- a+1.
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Les I,,_,, pourk=1,---,a+1 étant disjoints deux a deux (d'apres 11-6.23), on aurait

donc :

AU )= card(l,, ) >
car (kk=)| a-t) Z{Cdr(-u) a

On arrive a la contradiction I,,,; = pour respecter (1I-6.23), puisqu'il n'y a au plus que

a éléments.

Pour établir (1I-6.22), il reste a montrer que (11-6.23) est vraie.

Sili= 0,_,., alors (II-6.10) assure que,Vt € R, l'une des deux conditions suivantes est
satisfaite :

soit |p; (z+ tv)| 2 € soit @;(z+tv) =0
Dou:siLi=0,_, iel, k>0 (11-6.24)

Si I, =, (II-6.23) est vérifié.
Sil, #,soitiel, alors:
0<|p;(z+(k—Dv)|<e
Comme : (p(z+(k—1+2p)v):‘M0.(z+(k—l+2p)v)+qd =@(z+(k- l)v)+2p‘M0.v

alors (pi(z+(k—l+2p)v):(pi(z+(k—1)v)+2p<U,v> ,1=1,...,a
d'ot {(pi(z+(k—1+2p)v)|22p|<[),v>l—|(p,(z+(k——l)v)l,k2l,pZ1

Comme par (1I-6.24) L' #0,_, , on peut donc utiliser I'inégalité (I11-6.21), ct obtenir :

lo.(z+(k=1+2p)V)|2(2p-De. k=1, p>1

Ce qui prouve que i ¢ Ik+3p, p eN" et donc (11-6.23) et (11-6.22) sont vraies.
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La preuve de l'inégalité (II-6.15) est alors immédiate :

pourze V. ,3z" € U, tel que “z-—z'“2 =t]|v,, avec t < 2a.

a—n__l

<2* "¢ alors :

et comme Ivl, =¢

VzeV,,3z €U, / “z—z‘"2 S%e ot k, =a.p.2*™' mmm

étant B-lipschitzienne sur R*™, si on utilise (II-6.14) avec z dans V_ et z dans U, on
€ p € €

obtient :

loe (z)-—O"2 < ﬁuz —z‘"z, VzeV,, Vz' e U,

car ¢.(z')=0,_, si z' eﬁe (I1-6.13) ; comme de plus, pour tous z dans V, on peut
trouver z dans ﬁe vérifiant (I1-6.15) :

5708 max() M 2.2

19 ()], <k;-€, VzeV, ot k, = 05740 (11-6.25)
d'od [|p (z)], = OCe), VzeR*™
Comme ¢,(q°)=q°—q° (II-6.11), de (II-6.25) on déduit :
qc —q°, <k.€ (I11-6.26)

¢) Estimations des erreurs a priori

On a alors les estimations des errcurs a priori entre q° et q, et h' et h -
Corollaire [1-0.1 :

i)

q°—q|, <ky.¢ (11-6.27)
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3,704. max(; )-“‘Mo";.a. ga-nst

avec k, =
2 0,574.min(r,)

0 h* -l <kye (11-6.28)
avec ky = l ‘At ,-max(r )-[ZJ;. gh8s2 4 l,852.k2.{||q||w + kz.e}o'm]
Preuve :

de i) De g =¢(q°) et = @(q;) on déduit :

q° —q=‘Mo-(C1§ “qc)

donc : "q'E - q"z S "tMOHZ'“q: -q° 2

La majoration (1I-6.26) permet donc d'obtenir (I1-6.27).

de ii) Comme h=(A'A) . A.(E@)~'A"17) et he = (A A) " A (E(q®)-"A" 1)

h et h® vérifient :

h® — h=‘A+.(E(q€)—§(q))

A (B -t +fgar-t@],)  ares)

par conséquent : “he - h"2 Sl

£ étant de classe C', le théoréme fondamental du calcul intégral (A. Avez p. 24, 1983)

permet d'écrire :
1
&q5)-E@ = [& (a+tq* - a)a* ~q)dt
0

donc :

Jea®)-&ca], <fa* - o] [pla+i(a ~a) drskye max [o(x),

reR,(q.k,g)

CemOA : archive ouverte d'Irstea / Cemagref



104

car dapres (11-6.27), q° —qe B,(0;k,.€) = {x eR*/|x|, < kz.e}, un convexe fermé

borné.

Comme B,(q:k,.€) C B.(q;k,.€), comme x> [D(x)f, est une fonction continue et

comme D(x) est diagonale :
eBng)lfz “D(X)IL T x Br_na{ "D(X)“2 B fgix(m—kz-ersrlaéq +kz.x»:|§i (XI)I)

0, 852) )0.852

max ||D(x)“2Smax(1 852.5, Jq; +K,.¢|

xeB,(gk, )

<1,852. {rslizg(ri )'("qi".., +k,.€

d'od leca®)-E@), < 1.852.max(r).ky-e. o]+ k€)' (11-6.30)
Remarquons que :

E(x)-E(x)=0, silx|>e

et que :

|0,852

f;i(xi)—éi(xi) =(,426. ri.%:""‘m.xi3+O,574.ri.£°'852.xi -q.'xi X., Si lxil <

-Xi
Pour en déduire :

‘Ei (x;)~E.(x, )‘ <0,426.1,.€"52 40,5745, €57 41,52 | six|<e

On adonc : ‘Ei(xi)—éi(x-)[<2 maxr,.e" | Vx; eR
par conséquent : l‘&(qg)—é(qe)" <2.4/a. maxr,. £ vg* eR? (11-6.31)

(I1-6.28) se déduit de (I[-6.29) avec les majorations (11-6.30) et (I11-6.31) ®

Remarque II-6.1 : Dans les expressions de k;, dc k, et de ks, il est possible de

remplacer ,! M U par [M,fl, ct "‘A+IL par "A’Luj, car une matrice ¢t sa matrice transposé

ont mémes valeurs singulicres.
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Todini et al. (1987), et Carpentier et al. (1985) ont montré que des méthodes de
quasi-Newton ou de gradient sont bien moins efficaces pour le probléme de I'Analyse,
que des méthodes de Newton pour lesquelles le nombre d'itérations est peu sensible
avec la taille du réseau et la convergence est quadratique au voisinage de l'optimum.
Nous avons choisi de tester l'efficacité de Newton sur trois formulations équivalentes du
probléme et ainsi de comparer les trois algorithmes : Newton sur le probléme réduit,

Newton sur le lagrangien, Newton sur le probléme dual.
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I1-6.2 Choix de trois algorithmes de type Newton

Les fonctions J, et -G, étant toutes deux de classc C’, de matrices hessiennes
symétriques définies positives, et possédant des ensembles de niveaux compacts et
convexes, si l'on applique l'algorithme de Newton, avec une correction du pas dans la
descente si nécessaire pour les premiéres itérations, il est connu que 1'on bénéficie d'une

convergence globale (voir par exemple A. Goldstein p. 37, 1967).

Nous expliciterons l'algorithme de Newton sur le lagrangien qui est équivalent 3
l'algorithme de Newton sur le probléme réduit mais inverse la matrice du probléme dual
(cf. §HI-5.1f, conclusion sur les méthodes primale). Nous donnerons les propriétés de ces

trois algorithmes.

Si (q:),keN désigne une suite de vecteur de R® convergente vers q°, on note

ﬁk = ﬁ(q'e‘) la jacobienne du probléme primal (P,) prise en un point de la suite.

a) Correction du pas dans la direction de descente

On propose une correction du pas dans la descente si nécessaire qui est celle de
Goldstein. Pour le calcul de 1'indice de convergence, défini ci-dessous, il faut évaluer un
produit scalaire (une fois par itération), et la valeur du critére 2 minimiser pour le nouvel

itéré (éventuellement plusieurs fois par itération).

Soit le probléme d'optimisation, chercher : X e RP /8(X) = miLr,l 0(x)
X€

N . 2 f e et
ol U est ouvert convexe, et 6 est une fonction de classe C” sur U, borné inférieurement.

On suppose de plus que la matrice hessienne de 6 en x, H(x) vérifie :

Vx% e U, il existe deux réels strictement positifs : it, 2, > 0, tels que :

UO-“)’"zz S (H(X)-)’»)’>p <y fyl,?, VxeL,, VyeR?

ou L, est I'ensemble de niveau sur 6 associé & x: Ly= {x eU/0(x) < G(XO)},

Introduisons l'indice de convergence :
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0(x) —0(x —p.H(x)™".V6(x))
o(Vo(x), H(x)".VO(x))p

a(x,p) = (11-6.32)

Pour réaliser une méthode descente, avec la direction de Newton, vers l'unique optimum
de 0, Goldstein A. p. 37, (1967), propose le processus itératif :
x* =x¥—p, H,".g" ot H, =H(x*) et g¥ = VO(x*) (I1-6.33)

Les p, ont été choisi, pour que § e]O,%[ fixé, alors :

0<d <a(x,,p,) <1-0 avec p, =1 si possible.

Goldstein a montré que :

i) Pour x° arbitrairement choisi, la suite {xk} converge vers X, l'unique minimum de 6.
ii) I existe un entier N tel que si k = N alors p, =1.
iii) La convergence des {x‘} est supra-linéaire, c'est-a-dire plus rapide qu'aucune

progression géométrique.

b) Newton sur le probleme dual

Appliquons (II-6.33) sur -G, ainsi :

G, (hf)-G_(h¥)
pk<A.q'g rd(aDA) " (Aqk +d)>

a(h,p,) = (11-6.34)

n

Aloorithme I1-6.1 :

i) Choisir hy eR" et 8 €]0,3] ;

calculer ¢ =&7'('AT W'+ A R0) ;

calculer le bilan aux noeuds simples : b° =-VG_(h)=A.q0 +d :
et Gt(hg) = f[(qg)-<hg‘b0>n ;

i) K™ éape - hé, qb et b* sont connus ;
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résoudre le systéme linéaire : (A. D! A).Ak =b*;
k .
et calculer <b ’A“>n :

P =13
iii) faire : h**' =h¥ -p, A, ;

puis calculer : ¢! =& AT h + A.BKT) ;

k+1

calculer le bilan aux noeuds simples : b**! = Aq, +d;

et Ge(h|£(+l) — fe(q::(-ﬂ ) _(h:'ﬂ ,bk+l> :

n

Ge(he™)— Ge(he)
pk<bk’Ak)n ’

ahe,py) =

si 8 <ou(h¥,p, )<1-8 alors:
allereniv);
sinon
correction de p, (par dichotomie ou interpolation) ;
allereniii) ;

fin si

iv) arrét si "bk”" plus petit qu'un certain seuil ou si k est trop grand sinon faire

k « k+1 et retour en it).

¢) Newton sur le probléme réduit

L'application du méme algorithme au probléme primal réduit (Pr,) conduit a :

JE(ZE)_Jz(ZEH)
pk<NIO'(é(q: Al hf)*(‘\'lo- Dk-lMo)_l-Mo-(é(QE )‘lAf-h[)>

a(zt.p) = (11-6.35)

a-n

Algorithme 11-6.2 :
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i) Choisir z2 eR*™ et § €]0,4]

caleuler q%='M,.z0 +q, ;

calculer Ic bilan énergétique sur les "mailles” : B® = VJ _(z?) ;
puis Jg(zo) = fc(qo) ;

ii) K™ étape : z¥, q* et B* sont connus ;

résoudre le systéme linéaire : (Mo.ﬁk.‘Mo). A =B*;

et calculer <Bk,Ak) ;

a-n

k+l _

iii) faire : z<* = 25 ~p, A*;

puis calculer ¢¥*'="M,.z5* +q, ;
et I (zE")=1£,(¢¥") ;

_Je@) -T2
pk<Bk’Ak)

a-n

a(ZIe(,Pk)

sid<afzr.p,)<1-3 alors:
calculer le bilan énergétique sur les “mailles” : B¥*' = VJ t,_(zg“) ;
alleren 1v) ;
sinon
correction de p, (par dichotomie ou interpolation) ;
alleren i) ;
{in si

. ~ . ~1 - . . . .
iv) Arrét si “Bk lﬂ plus petit qu'un certain seutl ou st k est trop grand et calcul de

K )—‘Af.h') sinon faire k < k +1 ¢t retour en ii).

h;“:‘A’.(i(q

d) Newton sur le lasrangien
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On cherche A résoudre le probléme réduit (Pr,), avec une implémentation

différente de celle de l'algorithme II-6.2 de fagon a faire apparaitre la matrice du

probleme dual, et une expression de h:“ etde q:‘“ en fonction de q'c‘ qui correspond 2

PS4

un pas de Newton sur le lagrangien. Ceci a déja été fait au paragraphe 1I-5.1,si p, =1:

Rappelons que la propriété (1I-1.4.viii), permet d'écrire, puisque l~)k est symétrique

définie positive :
‘My.(My.D.'My) .My =D, ' -D,"A.(A.D,"'A) . A.D,

et qu'avec cette égalité il est facile de montrer que la suite des (q'é) ol q'é = (p(z'e‘) et z'é

est calculé par :
K+ _ _k ( =t )“ (‘ Ky (Af f)
Z€ =:Z€'_‘)k hdo.[)k. hdo .hdo. &(kls)—'[\ .h

est, pour une méme initialisation, la méme que celle calculée par :

~1

he = (A B, A) " (A B {E @A T} {A gk +d))
q‘e<+l = qle( —Pkﬁk-l-(é(qlé)_tAf-hf'tA- h:H)

Ecrivons l'indice de convergence en fonction du bilan énergétique sur chaque arc :
k k+1
Je(za)_Js(Ze+ )

pr( Mo (B(aE)-A"0) (M. D M, ) M. (E(ab)-A" 1))

a(zlé’pk):

a-—n

clairement : JE(ZE)—J!,:(ZE+l )=£.(q¥)~f,(q5*") puisqu'il y a conservation de la masse.
Comme M,.'A=0,_, ., ona:

<Mo-(é(qg)‘lAf-hf)’(Mo-f)k-lMo)—l-Mo-(E(qg)—lAf-hr» =

a-n

<1\40.(é(q§ )—‘A‘.hf—‘A.ht*'),(MO. B M,) . M().(é(qg )-'AT h A K )>

Une nouvelle fois la propriété (II-1.4.vii1), permet d'écrire :

<Mo-(é_(ql; AN ),(M”.E)L.l 1\4())_|-Mu-(f:;((ﬁ? )—‘A{.h()> =

a-n

\
1

(Zgh)-tar A AR (D, D AALD, AL AD, T (B = A A

] )\
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k+1

e set A.qﬁ +d =0,, on obticnt :

En utilisant I'expression de h

D, ‘A.(A.D,*A)".A.D," .(E(q}; - Afn =AY ) =0

a

La derni¢re égalité permet la simplification :

(Mo (Bt A" 1) (Mo- By M) Mo (E@)-'a 7)) =

a-n

(Bab)-aT A bE", B, (E@h)- A h—AbE))

a
Par conséquent :

fe(9e) = (™)
pk<E(q: )‘_tAf.hf_tA. h:+l , ﬁk—l -(E(qz )_lAf . hf—tA. h::(+| )>

(11-6.36)

a(zlg(’pk) =

a

Nous proposons deux initialisations :

- La premiere correspond a la résolution du probleéme de I'Analyse pour un premier
régime de demande ; le débit sur les arcs n'a jamais été€ calculé. A partir d'un débit sur C
, z¢ arbitraire, on calcule le débit complémentaire sur A : g =—A, ™ (A,.z0 +4d).

- La deuxi¢me utilise, la solution d'un calcul hydraulique précédent ; c'est le cas
dynamique ou plusieurs régimes se succeédent, par exemple sur 24 heures. La solution du
débit précédant ne satisfait pas la conservation de la masse pour le nouveau régime. Une

itération de l'algorithme de Newton sur le lagrangien permet alors d'obtenir un débit
vérifiant : A.qL +d =0, .

Aloorithme [1-6.3 :

Premiére initialisation possible :

[

i) Choisir z0 e R* " et e]O,

12—

calculer q'="M,.20 +q, ;
puis J,(z0)=1.(q¢) :

Deuxicme initialisation possible :
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i) Choisir q¢ R* et § €]0,4] ;
résoudre le systéme linéaire :
(A Byt A) 0 = A. By fEq®)-A T} {A.ql +a} :
calculer le bilan énergétique sur les arcs : E® = E(qg —'Aln A hl ;
puis A’ =D, .E®;
faire : q’E = qg — A° ainsi A.q:,_ +d=0,_;
calculer J_(z!)=f.(ql) ;
ii) k*™ étape : q* est connu ;
résoudre le systeéme linéaire :
(AD 1 A)nE = 4B {E )AL 0 - {A gt +a} ;
calculer le bilan énergétique sur les arcs : EX =&(qX)—'A".h'—'A.n}*" ;
puis A =D, . E* et (E*,4¥) ;
Pr=1;
iii) faire : ¢**' =qX ~p, A¥ ;

k+iy .
)’

calculer f.(q,

f,(a8)-f.(q5*")
Pk<Ek ’Ak>a

sid<a(zr.p,)<1-5alors:

puis a(zt,pk) =

alleren iv) ;

smon
correction de p, (par dichotomic ou interpolation) ;
alleren i) ;

fin si
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iv) Arrét si "E“" plus petit qu'un certain seuil ou si k est trop grand sinon faire

k « k+1 et retour en ii).

Etablissons la convergence globale (i.c. : quel que soit le point de départ), de chacun des

trois algorithmes précédents.

e) Canvergence globale des trois algorithmes

Définissons pour h?, z2 et q! les ensembles de niveaux suivants :

12 ={y eR" /G, (y)> G, (t")}
18 ={zeR*™ /1, (2)< 1, (%)}

Lf ={xeR*/f,(x)<f.(q})}
On a alors le théoréme, conséquence immédiate de celui de A. Goldstein p. 37, (1967) et
des estimations des erreurs a priori du corollaire I1-6.1 :
Théoréme I1-6.2

1) L'algorithme [-6.1 converge globalement ; on peut prendre p, =1 a partir d'un

certain rang ; la convergence est supra-linéaire.

Nous avons l'estimation de 'erreur a priori :

e - bf, <madit, (7], Ja-af +d], ko e a1-637)

€

2) L'algorithme II-6.2 converge globalement ; on peut prendre p, =1 a partir d'un

certain rang ; la convergence est supra-linéaire.

Nous avons {'estimation de l'erreur a priort :

{{7k+1 _

i%e qC!.

.S nlzzz("HR (z)’lnz.HM(, .(%(qt” AL hf)

+k,.€ (I1-6.38)
2

3) Lalgorithme 1-0.3 converge globalement 5 on peut prendre p, =1 a partir d'un

certain rang ; la convergence est supra-linéaire.
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Nous avons l'estimation de l'erreur a priori :

Jas*" -a], < max{(m,. f)(x).‘MO)"'lL.l]M(,uz?"é(qt )= AT b = A pE

Preuve :

de 1) et de 2) En vertu des propriétés 1[-6.1, J, et -G, sont des fonctions continues,

convexes et coercives ; les ensembles de niveaux sont donc compacts et convexes et ces
. g 2
deux fonctions sont bornées inférieurement. De plus J, et -G, sont de classe C” ; les

matrices hessiennes sont symétriques définies positives, et sont des fonctions continues ;
elles possedent donc sur un ensemble de niveau compact un minorant strictement

positif, et un majorant pour ses valeurs propres :

1l existe quatre réels strictement positifs ug, u,D , ug et uf tels que,
15 -Iyal,” <(~Hp(1)-¥2.¥2), SHe-yal,’. ¥y, € Lg, Vy, eR" (11-6.40)
w6 Jzol,2 S (Hr(2)-22.2,),_ iy Jes],7. V2, €L, Vz, eR*™ (11-6.41)

L'application du théoréme de A. Golstein p. 37, (1967) permet d'obtenir une méthode de
descente sur les ensembles de niveaux, et d'obtenir les résultats énoncés sur la

convergence.

Etablissons les estimations des erreurs a priori :

[n&* ~n® , su—lguvc}e(hg“)“z (11-6.42)
et |25+ —qg], < -%ng(z'g” i, (11-6.43)
2= R >

La minoration strictement positive des valeurs propres du hessien de -G, sur ng (1I-

6.40) permet d'affirmer que —~VG, est fortement monotone sur LY (Ortega et Rheinbolt

p- 86 et 87, 1970). Par conséquent :

Th

Yoy

VS S(VG(y2) VG, (y))vy —va) L V(vLy,) e L)

En utihisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient la majoration -

+k,.£(11-6.39)
2
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(VGe(y1)= VG (¥)).¥1~,). $[VGe(y2)- VG (v, Iy ~ ¥l Y(yiy2) € Lo
Ainsi :

H(l))-")’z_YIH "VG (y2)-VG (YI)"w Yy )EL()

Pour démontrer (I1-6.42), il suffit de choisir y, = h*' et y, = h® et de remarquer que h°

est le point stationnaire du probléme dual et donc vérifie : VG_(h®)=0,.

La démonstration est analogue pour (I[-6.43).

Les inégalités (I1-6.42) et (1I-6.43) additionnées aux inégalités (I1-6.28) et (11-6.26) que
I'on rappelle :

"h" - hﬂz <

donnent alors facilement les estimations (II-6.37) et (1I-6.38).

<k,.t

de iii) Les propriétés de convergence de l'algorithme II-6.3 se déduisent de celle de
I'algorithme I1-6.2.

En remarquant que q¥* —q°="M,.{z5*"' —q¢) et que M, ="‘M0”2 et en utilisant (II-

6.38), on obtient :

M }
||qk+l 5"2 " 0" (E, q“H)-'A".h )I2<" (:{"2 MO'(g(q:)_‘Af'hf)uz
0
Comme :
M,.(Eq5)—A"07) =M. (Eg5)— A" h 1A n)
M.
alors lgs™! - qfwsn "J{l E(ghy-'AT. h'=tAnt (11-6.44)
= 1l 2

Liinégalité (11-6.39) se déduit de (11:6.27) : Jq° —qf < k,.€ et de (11-6.43) W

[1-6.3 Propriétés de la matrice d'itération
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a) La hessienne du probleme dual

B, =—Hp(h*)=A.D, ™" A est la matrice d'itération des algorithmes 11-6.1 et II-
6.3.

1) Elle est de taille nxn oi n est le nombre de nocuds simples.

2) La structure de B, est celle de A.'A ; elle ne dépend ni de l'indice k, ni de la matrice
diagonale D, :

B (i,i)= 3, Dy(t,1)" ol Qi) est I'ensemble des ars adjacents a i (11-6.45)
1eQ(i)

B, (i.j) = { —bk (7,7)"" siI'arc T relie les noeuds simples i et (11-6.46)

0 sinon

A.D,"'A est une matrice creuse avec au plus 2(a—f) éléments non nuls hors
diagonaux, car elle possede autant d'éléments sous-diagonaux non nuls que G posséde

d'arcs d'extrémités initiale et terminale un noeud simple.
3) A.D, " A est symétrique définie positive.

4) A.D, L' A est A diagonale fortement dominante ; elle est évidemment 2 diagonale

dominante :

B (i,i)2 Y |B, (i.j)].i=1,....n
j=1

J#l

L'inégalité devient stricte des que le noeud simple i a pour voisin un noeud réservoir ;
par exemple, avec les numérotations des noeuds et des arcs, décrites au paragraphe 1I-1,
le noeud simple de numéro un est connecté au réservoir de numéro N par 'arc numéro

un : ainsi :

n

By(,Lh= Y Dt =D (Lh™ + Y D (x, 0" > Y |B, (1))
720 1Qin 1=

=l 12t

6) On peut supposer A.D, "' A irréductible ; soicnt X_ F'ensemble des noeuds simples,
U, Fensemble des ares dont les deux extrémités sont dans X et G_ lc sous-graphe de

G =(X. Uy mduit par X G =(X_U). Une conséquence immiédiate de la relaton (11-6.461 est
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que A.D,""'A est irréductible si et sculement si G, est connexe. En effet, G, est aux
éléments diagonaux prés, le graphe attaché a la structure de H(,(h"). Deux composantes
connexes de G, nc sont reliées dans G=(X,U) quc par un seul nocud réservoir ; en
restreignant notre €tude a chaque composante connexe de G,, on peut donc supposer que G,

posscde une scule composante connexe.

7) A.D, "' A est une matrice de Stieltjes : en effet, c'est une matrice symétrique définie

positive, et ses éléments hors-diagonaux sont négatifs.

Comme A.ﬁk".'A est de Stieltjes, A.D, "' A est une M-matrice (R. S. Varga p- 85,

1962) ; son inverse est donc non négative : \
TR
(A.B,"*A) >0 (11-6.47)

Si de plus elle est irréductible, alors son inverse est strictement non négative (R. S.
Varga p. 85, 1962). D'oy,

Si G, est connexe : (A. f)k“‘.‘A)—l >0 (11-6.48)

b) La hessienne du probléeme réduit

H, (zX)=M,.D,."M,, est la matrice d'itération de l'algorithme I1-6.2.
R 0- Yk Mo

1) Elle est de taille (a-n)x(a-n) ou a-n est le nombre de chaines entre deux réservoirs ou

cycles indépendants.

2) La structure de Hg (z*) est celle de M. M,, elle ne dépend ni de I'indice k, ni de la

matrice diagonale D, :

Hg (z")(1,i)= D, Dy (1.7) (11-6.49)
tel,

™ chaine cntre réservoir ol le cycle correspondant  la 1™ ligne de M,

ou [ estla i©
lwmrji’)
Ho (2" )i ={ Dwusite(f art)uln, ar) (11-6.50)

{ sinon

-D(rsi te(rrar)ulr

.- .
H, (") ¢st unc matrice creuse
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3) He(z") =M,.D, .M, est symétrique définie positive.

4) Hy(z") est a diagonale strictement dominante car pour chacunc des a-n mailles, il

existe un arc de C qui lui appartient strictement.

On dispose d'algorithmes trés performants d'inversion de matrices creuses
symétriques définies positives ; un algorithme des moindres degrés, pour optimiser la
numérotation des noeuds, permet de {imiter le remplissage par des éléments non nuls
lors d'une factorisation L.D.'L ; la structure creuse, connue est alors pleinement
exploitée afin de limiter la place mémoire nécessaire au stockage de la matrice et le

temps de calcul par itération.

I1-6.4 La méthode des moindres degrés

Pour chaque itération, on doit résoudre le systéme linéaire :

B,.AX, =S, (11-6.51)

ol B, est une matrice symétrique définie positive, creuse, éventuellement de grande

taille.

Pour résoudre -6.51, on factorise B, : L. D.'L (Lascaux et Theodor p. 248, 1986) ;

c'est-a-dire que l'on a :
B, =L,.A.'L, (11-6.52)

ol L, est triangulaire inférieure avec des | sur la diagonale et A, est une matrice

diagonale.
L'inversion de B,. est ensuite aisée.

L, est une matrice qui n'est pas toujours creuse si By est creuse. On parle alors de
remplissage. La place mémoire utile au stockage de L, et le nombre d'opérations
nécessaires a l'inversion de L, dépendent du nombre de ses éléments non nuls. A partr
du graphe de B,. on connait les éléments de L, qui sont logiquement non nuls (cf.
Lascaux et Theodor p. 299, 1986). Dans unc premicre partic que l'on appelle
factorisation logique. on calcule la position des éléments logiquement non nuls de L, et
Fon remplit Jes wbleaux dentiers néeessatres & la représentation de la structure de L.
Les valeurs numériques de B, interviennent dans une deuxicme phase que l'on appelle

factorisation numérique.
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La matrice d'itération B, a pour tout k le méme graphe (paragraphc 11-6.3) : pour lcs

algorithmes II-6.1 et 11-6.3, le graphe de B, est celui de A.'A, et pour I'algorithme 11-6.2
le graphe de B, est celui de My.'M,. La factorisation logique n'est donc 2 cffectuer

u'une seule fois ; il y aura autant de factorisations numériques que d'itérations
y

nécessaires a la convergence de I'algorithme.

La matrice P.B,.'P est aussi symétrique définie positive pour une matrice de

permutation P, nous pouvons réordonner le systéme 11-6.51, comme :

(P.B,.'P).P.AX, =P.s, (L1-6.53)
La matrice triangulaire inférieure I:k, correspondant 2 la factorisation L.D.'L de
P.B,.'P, n'a généralement pas le méme nombre d'éléments non nuls que L. Le

probléme de trouver la meilleure renumérotation de B, est un probléme NP-complet

(George et Liu, 1989) ; il est donc numériquement difficilement traitable.

On choisit alors un compromis entre la solution optimale et B, : l'utilisation de la
méthode des Moindres degrés permet de diminuer le remplissage de L,.

Pour une description de I'algorithme des Moindres degrés, et pour son implémentation
on pourra consulter George et Liu, (1981).
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I1-7 Validations numérigues

[1-7.1 Efficacité de la méthode des moindres degrés

Sur tous les essais numériques que nous avoans effectués, la méthode des moindres
degrés est tout-a fait efficace et performante pour résoudre le probléme de I'Analyse.
Nous avons choisi de montrer les remplissages sur les factorisations L.D.'L de A.'A et
de M,.' M, pour les deux graphes : MERU et 480T. Le premier est assez peu maillé et
le second l'est beaucoup plus. 480T est obtenu en dédoublant un réseau réel d'un peu

plus de 200 arcs.

Pour trois méthodes de renumérotation des lignes et des colonnes de A.'A et de

M,.‘M,, nous avons représenté les structures des matrices L correspondantes. Les trois
méthodes sont la méthode de Cuthill-Mckee inverse (P. Lascaux et R. Theodor p. 314-

319, 1986), une renumérotation colperm qui consiste a numéroter en dernier les

colonnes qui ont le plus d'éléments non nuls et la méthode des moindres degrés.

Pour mesurer I'importance du maillage, on définit le coefficient :

1= (I1-7.1)

représentant le rapport entre le nombre de chaines entre réservoirs ou de cycles

indépendants sur le nombre de noeuds simples. D'autres mesures de l'importance du
maillage sont possibles, mais T est trés intéressante, car c'est aussi le nombre d'arcs de C
sur le nombre d'arcs de A ou encore le nombre de lignes ou de colonnes de M,.' M, sur

le nombre de lignes ou de colonnes de A.'A .

T est nul s1 G est un arbre avec un seul noeud réservoir, puisque alors le nombre de
noeud est N =n+1 et le nombre d'arc est égal a N-1. Le cas ot le nombre d'arc est plus
grand que deux fois le nombre de noeuds simples ne se rencontre pratiquement jamais.

On a de toutes les facons toujours : a <2(n+).

T a donc pour encadrement :

Sta<2n 0<t<l (11-7.2)
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a) Le réseau de Meru

Le graphe du résecau de Meru, représenté figure 32, sc compose de 87 arcs, 72

noeuds simples et 4 réservoirs. Il comprend 12 cycles ct 3 chaincs entre réscrvoirs

(14 . c . .y 15
élémentaires. C'est un réseau qui n'est pas fortement maillé : T= - =(,208.

Les réservoirs ont un nom et les noeuds simples un numéro.

Les arcs en trait plein sont ceux de A, et ceux dessinés en pointillé sont ceux de C. Il y a
deux pompes sur les arcs (MERU,62) et (ESCH, 1).

HENO

-----------

: . .": 7 /
;“" §5d...... @ BOUL
LEGENDE \ ! \\
6 -’ 3d oy

—— arcde A MERU
...... arc de C

1
— . .
0, noeud réservoir
T ESCH

@ nocud simple

==, pompe

figure 32 : graphe du réseau de Meru

La figure 33 montre, pour quatre numérotations des nocuds simples, les résultats
de la factorisation logique de la matrice creuse, 72x72 1 A.'A . Les graphes sont obtenus
par MATLAB 4.2b

L est notée :
- L. pour la numérotation des noeuds induite par 'algorithme H-1.1 .

- L CMcK. pour fa renumérotation résultante de la méthode de Cuthill-Mckee inverse -
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- L colperm, pour la permutation colperm ;
- L MD, pour la méthode des moindres degrés.

Un élément non nul est symbolisé par un point, le nombre d'éléments non nuils de

chacune des deux matrices est appelé nz.

A.tA Creux de L
Of - 0
10 ‘F\- .. 10
20 E . - 20
h.
30 .~ -\‘ . .. 30
40 LR 40
50 '"'h,r 50
v .
60 .o .'1..:__" 60
700 __* PO 70
0 20 40 60 0 20 40 60
nz = 238 nz = 584

Methode de Cuthill-McKee inverse Creux de L CMcK

0

>3
10 104 o,
X
20 20 Ui
30 30 e
40 40 \
50 50 .
-
60 60 =
-,
70 = 70 ]
0 20 40 60 0 20 40 60
nz = 238 nz = 239

Une renumerotation colperm

Creux de L colperm

OF: — [y
10| ™, .. 10} ™,
L% '-- T,
. ° . L .
20 e -, 20 -l-<~'-
. S .
30 i L 30 '-.
408 - N a0k -4 Y
501« <, . ‘-}‘-ﬁ: 4 sof - - ", -
coL e Ry E . e, =
60 '_- . : 1‘:.. 60 :_- . .
Y - -, -, L
700, 7 L e 701, 5 L en
0 20 40 60 0 20 40 60
nz = 238 nz = 244
Methode des moindres degres Creux de L MD
O — O
P :..
10|~- e . 101~ %
20! 20 T
! LY
0: 30
30; .- —14""-‘1._
40! B 40 -
501 50 S
60" E 60 e
. - - —|.
7CE 14‘ . 0" s - '!{.- . k
z 27 40 50 0 20 40 60
nz = 238 nz = 203

figure 32 : quatre factorisations logique de A" A pour le réscau de Meru
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... 23
Remarquons que A.'A est assez creuse, de densité : ——— = 0.0459.
72x72
Les 238 éléments non nuls de A.'A se décomposent en 72 éléments diagonaux et
83 éléments sous-diagonaux, c'est-a-dire le nombre d'arc : 87 moins quatre arcs

connectés a des noeuds réservoirs.

Les 584 éléments logiquement non nuls de la matrice L associée, se divisent en 72 uns
sur la diagonale, 83 éléments sous-diagonaux du graphe de A.'A, et 429 éléments

logiquement non nuls correspondants au remplissage.

Le remplissage est conséquent puisque le nombre d'éléments non nuls sous-diagonaux
83+429 512 ~6.17

83 83

de A.'A aété multiplié par 6 :

Les trois permutations, diminuent efficacement le remplissage, la méthode qui

donne les meilleurs résultats étant celle des moindres degrés.

En effet, aprés renumérotation des noeuds simples par cette méthode, le remplissage est
de 48 éléments logiquement non nuls ; il y a donc 48+83=131 éléments sous-
diagonaux non nuls ; le remplissage est atténué puisqu'il ne représente plus que 58% des

éléments sous-diagonaux non nuls.

Sur l'exemple du réseau de Meru, la renumérotation des noeuds simples par la

méthode des moindres degrés a donc diminué de fagon importante le remplissage de
Al'A. Vérifions qu'il en est de méme pour M,.' M, matrice 15x15, et regardons

(figure 34) I'effet des trois permutations de M,,.' M, sur la factorisation logique, avec les

mémes conventions que pour la figure 33.
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Creux de L

escqeces
10 eceacssoses

ea

e
eeccscccsacs
®8eeccscccncae

15 [ Z2YEERRRYRRR Y ]
0 S 10 15
nz = B2

Creux de L CMcK

[+}
-
ae
L
5
10
(A AREERE X X )
15 s 15
0 5 10 15 0 5 10 15
nz = 91 nz = 60
Une renumerotation colperm Creux de L colperm
(]
* L] o -
e @ L]
L] L N -
e o * ® e
S L] e L] S -
L ) e . L]
L] e @ e o * -
* (XXX X J L]
e @ eo LR R e o o
i0 . ee 10 . e
* o e o oo
e o * e Qo0
L] L2 ] . L] L]
L ] L] * L] L] (XX X X X R J
15 L] eee 15 ] egeccccsse
0 5 10 15 0 5 10 15
nz = 91 nz = 53
Methode des moindres degres Creux de L MD
1] 0 2
L )
L]
L]
5 e
ees
L] .0
*
L]
10 ee e
e0s e
L ] ee [ XXX ]
e o e ®ecoe
- I ERERRERE R R ]
15 - e esesee
0 S 10 15
nz = 54

figure 34 : quatre factorisations logique de M,,.' M, pour le réseau de Meru

La matrice M,.'M, posséde 38 éléments sous-diagonaux ; le remplissage de la

matrice L associée est donc de 29 éléments logiquement non nul.

La renumérotation Colperm est ici optimale puisque les 33 éléments non nuls de L
colperm sont 15 éléments diagonaux et 38 éléments sous-diagonaux de M,.' M, ; son

remplissage est donc nul.

LLa méthode des moindres degrés donne ici d'excellents résultats quoiqu'elle ne soit pas

opumale puisque le remplissage n'est que de un éiément.
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b) Le graphe 480T

Le graphe 480T sc compose de 480 arcs, 320 nocuds simples et 2 réservoirs. 1

comprend 160 cycles ou chaines entre réservoirs indépendantes. C'est un réseau qui

160

assez fortement maillé : t=——=0,5.
320

II n'est pas fait ici de distinction entre les arcs de A et ceux C.

figure 35 : le graphe 480T

Observons (figure 36) les structures creuses des deux matrices 320x320 : A.'A et

L. pour les trois méthodes de renumérotation des lignes ct des colonnes de A.'A déja

présentées pour le réseau de Meru.
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A.tA Creux de L
0 0
sol N\ - S0
100 . . 100 ==
150 N\ 150| ==
200 : - 200
250} ' . 250 =
300 - o 300
0 100 200 300 0 100 200 300
nz = 1276 nz = 19372
Methode de Cuthill-McKee inverse Creux de L CMcK
0= 0
. TN, -
NN .
SO \\ 501 %
100f N\ \ 100
150 \\\ 150
200 N 200
AN
250 \& 250 <
300 300
0 100 200 300 0 100 200 300
nz = 1276 nz = 4216
Une renumerotation colperm Creux de L colperm
O—— - 0
sof N_ S .. S0
w0~ N\¢ VY 100f - N\
L N 150{ .
200 o . N 2000 . LD
250 _ i 250
300f. Tl TSN 300} s mes
0 100 200 300 0 100 200 300
nz = 1276 nz = 2594
Methode des moindres degres Creux de L MD
O — 0
50 50 X
100 100]
150 150 LA
.
200 200 . _',\\
250 250 L
300 300f . . s
2 0 100 200 300
nz = 1617

figure 36 : quatre factorisations logique de A.' A pour le graphe 480T

Remarquons que A.'A posséde 1276 éléments non nuls dont 320 éléments

diagonaux et 478 éléments sous-diagonaux.

Les 19372 éléments logiquement non nuls de fa matrice L associée. se divisent en 320
uns sur la diagonale, 478 éléments logiquement non nuls sous-diagonaux du graphe de
ALAL et 18574 éléments logiquement non nuls correspondants au remplissage. Le

nombre d'¢i¢ments sous-diagonaux a ét¢ multiphé par 40.
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Les trois permutations diminuent efficacement le remplissage ; la méthode qui donne les

meilleurs résultats est encore celle des moindres degrés.

Aprés renumérotation des noeuds simples par la méthode des moindres degrés, le
remplissage est de 819 éléments logiquement non nuls ; 1l y a donc 819+478 =1297

éléments sous-diagonaux non nuls ; le remplissage est atténué puisqu'il nc représente

plus que —8—12>< 100 =171%.
478

Sur l'exemple du réseau 480T la renumérotation des noeuds simples par la

méthode des moindres degrés a donc diminué de fagon importante le remplissage de
A.'A. Vérifions qu'il en est de méme pour M. M.

Regardons (figure 37) l'effet des trois permutations sur la factorisation logique de
M,.'M, : 160x160.
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MO . tMO Creux de L

0 — =
=y e e ¢
r t = t 4
.:~ |= ~: L]
50 e s B
R B
. - . - -
: S
2 g 4
100" el
i N _— U
1 gc I
.t .
150¢'° a =
g 50 100 150 0 50 100 150
nz = 5994 nz = 8528
Methode de Cuthill-McKee inverse Creux de L CMcK
0 T 0
B v e D
1 .
~ [ [t cl ﬂ
T «“ & 5'—
50 a1 - IJEL 50 '.1—_.
P S 3 1 "--:-l.‘
o [} : [
100 - 100
L -8 1 ||
1——-_&‘*44_ i ==c
[}
-« - “
150 —_ 150
0 50 100 150 0 50 100 150
nz = 5994 nz = 3757
Une renumerotation colperm Creux de L colperm
0 0 T 0

o

0

100}

150} -

0

50 50

100

150l

figure 37 : quatre factorisations logique de M. M|, pour le graphe 480T

Lua matrice M,."M,, possede 2917 éléments sous-diagonaux | fe reraplissage de la

matrice 1. associde est done de 3451 Eléments fogiquement non nul.

La méthode des moindres degrés donne ict d'excellents résultats pursque le remplissage

nest que de 183 ¢idments
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Sur les deux exemples traités el pour tous les essais numériques, la méthode des
moindres degrés permet de minimiser de fagon cfficace le remplissage des matrices L
associées aux deux matrices My.'M, c¢t A'A ; lc nombre d'opération nécessairc i
I'inversion de l'une ou de l'autre de ces deux matrices dépend essentiellement de sa

densité : nombre d'éléments non nuls divisés par nombre d'éléments au total.

Pour les réseaux fortement maillés, M,.'M,, est unc matrice asscz pleine et de taille
assez importante. Ainsi, pour le réscau 480T, I'inversion de la matrice A.'A par la
méthode des moindres degrés (chapitre 11-6.4) est préférable a celle de M,.'M,
puisqu'elle demande moins d'opération : la matrice L associée 3 M,.' M, posséde 3102

éléments sous-diagonaux alors que la matrice L associée a2 A.' A n'en posséde que 1297.
Pour le réseau de Meru, c'est le contraire (39 pour M. M,, contre 131 pour A.'A).

Dans le prochain chapitre, nous avons démaillé progressivement le réseau 480T, afin de

déterminer l'influence du nombre de maille sur le remplissage des deux matrices
MMy et A'A.
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I1-7.2 Comparaison pour I'inversion des matrices d'itération

La structure de A.ﬁk".‘A est celle A.'A et a structure de Mo.ﬁk.‘Mo est celle

de MO.‘MO (cf. § 11-6.3 propriétés de la matrice d'itération). Par conséquent, pour
comparer l'inversion des matrices d'itérations des trois algorithmes 11-6.1, 11-6.2 et 11-6.3

par la méthode des moindres degrés (§ 11-6.4), il suffit de comparer l'inversion des deux
matrices A.'A et M.'M,,.

On enleve dizaine apres dizaine les arcs "maillants” du graphe 480T jusqu'a ce que le
graphe ne devienne plus qu'un arbre possédant un seul chemin entre les deux réservoirs
et aucun cycle. En fin d'opération, C posséde un seul arc.

La matrice A.'A est de taille constante 320x320 tandis que la matrice M,.'M, a sa
taille qui varie de 160x160 a 1x1 quand tau le rapport entre le nombre d'arcs de C et le
nombre d'arcs de A passe de 0,5 4 0,003125.

Sur les figures 38, pour A.'A et 39 pour M,.' M, on représente la variation en fonction

de tau du nombre d'éléments logiquement non nuls, avec ou sans moindre degré :

18000 f/D/u

— —
% o§\
4 4
t t

é

‘ ——0— L avec moindre degré

29— L sans moindre degré
8000 + / [
6000 +

2000 + .~
L~

g
g
~.

Nb d’cits non nuls ss-diag

2000

=it

O OO0 OO0~ —0~—0-—0— 00
0 o G——O0—C N j s
T O L ki T

0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50

1
1

tau = a-n/n

figure 38 : factorisation logique de A.'A en fonction de I'importance du maillage
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9000 T+

8000 + /”'

7000 | /

5000 + —9— L avec moindre degré

4000 +- ——U— L sans moindrce degré

2000 -

Nb d'elts ss-diag non nuls

1000 +

4
1

0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50
tau = a-n/n

figure 39 : factorisation logique de M,.' M, en fonction de l'importance du maillage

Les figures 38 et 39 confirment que la méthode des moindres degrés permet de diminuer

de facon trés importante le remplissage.

Sur la figure 40 on observe, que sans permutation de la numérotation des noeuds
simples par la méthode des moindres degrés, la matrice L issue de la factorisation
logique de M,."M, a toujours moins d'éléments logiquement non nuls que celle issue de

la factorisation logique de A.'A.

20000 T
18000 +
16000 +

14000

12000 +
o (_“ ~— L sans mundeg pour AtA
10000 -+ / v
. ——"=— L suns mindeg pour MOWAD
iAo '
/

8000 +- / 8
; /

000 - - .
¢ sy

Nb d'clts non nuls ss-diag

00 -7 e

-

R
T e R

(00 a10 029 430 10 050

tau = a-0/n

figure 40 : comparaison pour I'inversion des matnees d'itération sans moindre degrd
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La figure 41 montre qu'a partir d'un certain T, avec la méthode des moindres

degrés, le résultat précédent cst inversé.

3500 -

g
s

~
wn
2
<

%’
.
~

—0—— L mindcg pour AtA
1500 / —0— L mindcg pour MOIMO

Nb d'elts non nuls ss-diag

g

1 il il
— T —t

0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50
tau = a-n/n

A

[=
i
+4

figure 41 : comparaison pour l'inversion des matrices d'itération avec moindre degré

En effet, pour 120.25 la matrice L, issue de la factorisation de Mo.‘ M, apres

permutation de ses lignes et de ses colonnes par la méthode des moindres degrés,

posséde plus d'éléments non nuls que pour A.'A.

L'inversion de A.'A est donc moins cofiteuse a partir d'un certain 7. Pour cet exemple

particulier : T2>0.25.

Nous allons comparer les implémentations des trois algorithmes choisis du point

de vue taille-mémoire, vitesse d'exécution et précision.
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I1-7.3 Performances et mérites des implémentations

Le tableau de la figure 42, résume pour chacun des trois algorithmes de Newton,

les initialisations, les critéres d'arréts.

Algorithmes Initialisations Tests d'arrét
Newton réduit 0.5 m/s fois la section Eookely Caf -2
M,. —'A.h <10
droite pour chaque arc 0 (&(qe ) ) oo m
11-6.2 de C
Newton sur le pour les arcs de C "é(q: ~'ATh A <107 m
lagrangien comme pour Newton -
réduit
11-6.3
pour les arcs de A :
q* = ‘Al_l-(Az-qc +d)
Newton dual toutes les charges sont " A.q* + d" <102 1/s
prises égales a celle du =
11-6.1 premier réservoir de la
numérotation

figure 42 : tableau des initialisations et des tests d'arréts

Analysons les comportements de chacun des trois algorithmes de Newton devant

la convergence. Le réseau choisi pour cette validation numérique est 480T.

On représente figure 43, les valeurs prises par le lagrangien L_ en fonction des

itérations.

Le point-selle est atteint par les algorithmes primal et primal-dual en faisant décroitre le

lagrangien, par l'algorithme dual en le faisant croitre.

Les algorithmes primaux 1{-6.2 et 11.6.3 convergent tous deux en huit itérations : ils ont
¢té initialisés de la méme fagon (comme le montre le tableau de la figure 42) ; les itérés
sont donc les mémes (§11-3.1 conclusions sur les méthodes primales). Les débits dans
fes arces satisfont & la conservation de fa masse pour chaque itcration. La conservation de
Fénergie est sausfaite pour la huticme 1tération au scuil de tolérance donné par le
tableau précédent. On constate la stricte décroissance de la tonction primale réduite. Les

nérds vériitent
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L (qet hMy =1 (25" < I (zg) = L(q;.hy)
-A.q"-d=0,
~A.q¥~d=0,

L'algorithme I1-6.1 de Newton sur le probléme dual converge cn seize itérations. La
conservation de I'énergie est satisfaitc dés la premiere itération, et la conservation de la

masse pour la convergence. La fonction duale croit strictement. Les itérés vérifient :

Lo(qE" ") = G, (hE) > G (hE) = L(a} . b)
) E(q)-'A".h"~'A.n} =0,
g(q:+l)—tAr.hr-tA.h:+' __:0:l

Quand l'optimum est atteint, on observe que :

Je(q2)=L(q",h*) =G (h°)

100"1"""':':""'::' """"""
=) o4 - -~
2 A
2 \ .........................
o= O Y
SN0
S R
a0 | —— NevonDudl
kol O
2 LZXIZZ:IZZZIZZ:ZZZZZIZZIIZZ ——%~— Newton réduit ou Newton
% -300 [,4\ ________________________ {agrangien
<SR S D
= O
= -400
_“3 ,:ffi:::ﬁff:::f:::::::Z::Z:
g r::X::::f::_’:f:::::::ff::f
- 2500 - — e !
boo o TEEOTSTET e Oy - - convergence = pomt-selle atteint
=~ _ ..o
600 Ao ——— — — -
0 5 10 1S 20
[tération

figure 43 : recherche du point-selle du lagrangien pour fe réseau 4807

Sur les figures 44 et 45 sont représentés les évolutions des tests d'arrét de Newton dual
et de Newton sur le lagrangien. On obscrve une convergence plus lente pour la
{'aleorithme de Newton dual (figure 44) que pour lalgorithme de Newton sur e
lagrangien (figure 45) qui inverse a chaque itération la hessienne du probléme dual mais

qui bénéiicie du bon conditionnement du probleme primal.
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norme infini des bilans aux noeuds en I/

Itération

figure 44 : évolution du test d'arrét de Newton dual

$00.00

800.00

700.00

600.00 1— \ _______________________________________
50000 —4——— T

400.00

300.00

200.00

100.00 -

Norme infini des bilans énergétiques sur
les arcs en m

000 4

[tération

figure 45 : ¢volution du test d'arrét de Newton sur le lagrangien

Les figures 46, 47 et 48 présentent les temps CPU globaux, les durées moyennes
d'une itération, et les durées du prétraitement, pour différentes valeurs de tau, et pour
chacun des trois algorithmes de Newiton. Pour obtenir une bonne mesure de ces temps
CPU sur un PC 486 (problemes d'interruption), la mesure d'une durée éant précise a &
0.5 seconde @ on fixe le nombre ditération & 500 ¢t on mesure la durée des cmg cents

itrations T on mesure le wemps d'excéeution de 25 fois Ie méme probleme de 'Analy se
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91 .
g ! :
A :
@ 71 P
° RN
c 1
S 6 ,'A ——— Newton dual
S 51 P |
S &’ Ncwton lagrangicn
o 41 a —o—
S — NN, .
E‘ Ig & R o N, Newton réduit
s/
& 2 RS AV
0 —+ t + ——

000 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50

Tau=a-n/n
figure 46 : temps CPU global en fonction de I'importance du maillage

08 1

0.7 1 A
WL .

0.6 - £

05 1 AL —~ Newton dual

04 + — 0~ Newton lagrangien

03 7 4 ---#-- Newton réduit

Durée en secondes

000 010 020 030 040 050

Tau=a-n/n

figure 47 : durée moyenne d'une itération en fonction de l'importance du maillage

>
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5 4

o S .
?: <2 P2 -5 l
> . ——— Newion dual i
o, A |
g a2 K
N Al . 5
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Les temps CPU du prétraitcment ct les durées moyennes d'unc itération sont les
mémes pour les méthodes Newton dual ct Newton sur le lagrangicn qui ne sont pas
fortement influencés par le cocfficient de maillage ; ce bon comportement était
prévisible car le remplissage de A.'A par la méthode des moindres degrés augmente de
facon quasi-linéaire avec tau (figurc 41). Newton sur le lagrangicn cst préférable 2

Newton dual puisqu'il dcmande moins d'itération.

Les temps CPU par itération de l'algorithme de Newton réduit varient rapidement avec
tau. Dés que 12 0.1 l'application de cette méthode de résolution est moins intéressante

que les deux autres.

Pour la résolution du probléme de I'Analyse nous utiliserons l'algorithme de
Newton sur le lagrangien tel qu'il est implémenté en II-6.3 avec la méthode des

moindres degrés pour I'inversion de la matrice d'itération, car :

- I1 inverse la hessienne du probleme dual ; les durées du prétraitement et les temps CPU

par itération sont faibles et sont peu influencés par la proportion du maillage.
- Il converge en assez peu d'itération (7 ou 8 en général).

-1l n'est pas obligatoire de partir d'un qO réalisable (figure 40), i.e qui satisfait
A.q+d=0_. Le débit dans chaque arc de A et de C peut-étre pris a 0.5 m/s fois la
section droite. Dans un calcul dynamique, sur une journée par exemple, la solution de

débit initiale est celle du pas de temps précédent.

Tous les programmes ont été écrit en fortran 77 et les temps CPU obtenus avec un PC
486 dx2 66Mhz. L'algorithme de Newton sur le lagrangien a ét€ inclus dans un code qui

permet de traiter des réseaux de plus de mille arcs, et autant de noeuds.
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CHAPITRE 3

Le probléeme de 1'Identification du réseau
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III LE PROBLEME DE L'IDENTIFICATION DU RESEAU

La résolution du probléme de I'Analyse pour un instant t, suppose la donnée sur
les arcs, d'un vecteur qui identifie les données statiques du réseau (pour les périodes
auxquelles nous nous intéressons), et les données aux noeuds, soit du débit, soit de la
charge, qui dépendent du temps. Il s'agit :

- du vecteur r, des résistances dans les arcs de G =(X,U) ;
- du vecteur d(t), des débits aux noeuds simples a I'instant t ;
- du vecteur hf(t), des charges aux noeuds réservoirs.

La société fermiére, qui s'occupe de la distribution de 'eau potable d'un réseau,
peut étre confrontée a de grandes incertitudes sur les rugosités dans les conduites, et sur
la consommation instantanée des abonnés. Dans une telle situation, pour connaitre I'état
du réseau, il n'est pas possible de résoudre le probléme de I'Analyse.

Le probléme inverse du probléme de I'Analyse serait de mesurer tous les débits sur les
arcs et toutes les charges sur les noeuds pour déterminer toutes les résistances et toutes
les demandes. Méme si comme nous le montrerons, ce calcul est aisé et explicite, un tel

effort d'implantation des mesures est économiquement irréalisable.

Il est plus intéressant d'identifier, a l'aide de quelques mesures, moins de parameétres
inconnus, qui peuvent aider a une bonne gestion de la distribution, a une surveillance du
réseau et a des détections de fuite. On parle alors du calage d'un réseau d'A.E.P., qui

comme le précise A. Hauguel, (1991), consiste a :
- lever des incertitudes sur des points & probleme ;

- reprodutre les grands transits, la respiration des réservorrs, les fortes pertes de charges
sur les grandes longucurs dc canalisation ou cn présence de grandes vitesses, les fortes

vanations de pression en certains nocuds.
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Comme Powell et al., (1987), nous définirons le vecteur d'état comme l'ensemble
minimum de valeurs nécessaire a2 complétement décrirc toutes les variables. Si
l'ensemble des mesures proposées est suffisant pour I'estimation d'état, nous dirons qu'il
y a observabilité du réseau. La détermination de la taille, de I'emplacement et de la
nature des mesures sont les objectifs du probléme du Choix de mesure dont la résolution

fera I'objet du chapitre IV.

Notre premiere préoccupation va étre de définir un vecteur d'état : X, qui sera

représentatif d'une certaine photographie du réseau.

Pour une estimation de x, nous pourrons alors comparer un ensemble de valeurs

7 P \! . .
mesurées : Y, avec I'ensemble de valeurs prédites : y°. Ainsi :

si y = y(x) on doit rapprocher y** et y™*

Chaque fois que X désigne une solution au sens des moindres carrés de "@(x) =b", on

utilisera le symbolisme : ¢(X) = b.

Le probleme de I'ldentification du réseau consiste a chercher X pour minimiser, dans le
cas le plus simple, la norme euclidienne de y™* —y** ; il se formule donc ainsi :

On cherche X / y(X)=y™*

On utilise le critére d'erreur des moindres carrés ordinaires (MCQ), somme des écarts

entre valeurs mesurées et valeurs prédites par le modele :
& ?
S 2P =i I-1.1)
i=l

Les mesures sont en petit nombre et installées pendant une campagne de mesure.
La distribution des erreurs de mesures nous est inconnue et seule la précision des
appareils de mesure : Ay, est connue. Pour prendre en compte les aléas dans les résultats

des mesures, on écrit le modele de régression non linéaire :

y™ e = y(x)+ Oy (111-1.2)

On cherche alors & minimiser le critére d'erreur des moindres carrés pondérés (MCP),

qui tient compte du maximum d'information en notre possession :
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2
_1_ yi —yi(x) :
5 z(———-Ay ) (1-1.3)

Dans le cas d'erreurs grossiéres pour I'estimation, on mettra en ocuvre un algorithme qui
corrige automatiquement les poids initiaux : w,=Ay,” en fonction des résidus

pondérés obtenus (MCPA).

Comme le soulignent William H. Press et al., (1990), pour étre vraiment utile, une

procédure d'identification doit fournir :
i) des paramétres ajustés (une estimation ponctuelle) ;
ii) des estimations de I'erreur commise sur les paramétres (une estimation par intervalle) ;

iii) une mesure statistique de la qualité¢ de l'approximation (propriétés de l'estimateur,
étude des résidus et adéquation du modéle).

II1-1 Position du probléme et informations disponibles

I11-1.1 Le Modéle de I'Analyse

L'existence et l'unicité de la solution du probléme de I'Analyse (§11-4), permet de
garantir l'existence de 1a fonction 4 :

a Aa
R*) xR"— R*xR"
(r,d) > A(r,d)=(q,h)

définie implicitement par les équations de 1'équilibrage hydraulique :

A.q+d

~ =0 i-1.4
E_,(r,q)—‘A.h—‘Ar.hf) atn ( )

F((r,d). A(r,d)) = (
ou {a fonction perte de charge : é est la méme qu'en (11-6.1).

I1I-1.2 Le probléme Inverse

Le probléme inverse du probléme dec I'Analyse cst celui ot l'on cherche a

déterminer toutes les résistances dans les arcs, ¢t toutes les demandes aux noeuds
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simples, a partir de la donnée de tous les débits dans les arcs et de toutes les charges aux

nocuds.

Notons A, I'application :

AR xR > R™)* xR"

) pour laquelle, F(47'(q,h),q,h)=0,,
(g.h) + 47(q,h)=(r(q,h),d(g,h)) *

Contrairement au probléme direct de I'Analyse ol on ne connait pas l'expression des
fonctions (r,d) q(r,d) et (r,d) > h(r,d), ici la fonction d est donnée explicitement

par:

d(q.h)=-A.q (IO-1.5)
et les a composantes de r(q,h) dans le cas régularisé (II-6.1) valent :

(‘A" +A.h) —E"(@) -8 lq,|2e

0,852
q; IQiI .
(*A"nf+'A.n) ~E"(q)-EP™(q,)
0,426e™4q.3 +0,574e%%2q,

(g, h) =1 (-1.6)

,si IquSz-:,qi £0

Des expressions de d et de r, on déduit :
ﬂ_—l e Cl (([R‘)a XR",(R%)E‘ XIR")

Application I1I-1.2

Sur les deux exemples ci-dessous la résistance de l'arc IV et le débit au noeud
simple 3, sont avec les formules (III-1.5) et (III-1.6) en supposant qu'il n'y a que des

pertes de charges linéaires et un débit g, non nul :

3
/ lg = 0852
9|4

[V

figure 49 : détermination de la résistance
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d;=q3+q, +q,

figure 50 : détermination de la demande

ainsi : 1, = 1,(q4,h3,h,) etd; =d;(q3,97.94)-

Comme nous I'avons déja observé, pour des raisons techniques et financiéres, le
vecteur (q,h) n'est que partiellement mesuré et le nombre de mesures, égal 2 m, est
généralement beaucoup plus petit que a+n. Or, le nombre d'inconnues du probléme
Inverse est égal a a+n. Les relations entre les variables étant données par (III-1.5) et (III-
1.6), il n'y a pas toujours unicité de la solution avec m mesures.

I11-1.3 Prédiction des mesures

mes

x € RP, est le vecteur d'état que 1'on cherche 2 estimer, et y™* € R™ le vecteur des

valeurs mesurées.
Expliquons, la construction de y(x) valeur prédite de y™* 2 partir du vecteur d'état x.

Il existe par définition de x, deux fonctions, x> r(x) et x > d(x). Nous préciserons

ces fonctions plus tard ; elles dépendent du choix de x.

(r,d,q,h) doit vérifier les équations de I'Analyse (III-1.4), ainsi :

F(r(x),d(x),q(x),h(x))=0,,,

Par conséquent, (r,d) et (q,h) sont reliés par 4. On peut donc représenter la situation

par :
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A
x = (r(x),d(x)F2>(q(x), h(x))
Les m mesures peuvent étre de débit sur un arc, de charge aux noeuds simple ou de

demande aux noeuds. Ainsi, les valeurs prédites par x : y,;(x) pouri=1,---,m, sont m

composantes du vecteur :
{ “q()
q(x),h(x),~A.q(x),—A".q(x)
On obtient y(x) par la composé des applications :
A
x€RP - (r(x),d(x)F2(q(x),h(x)) > y(x) eR™

Pour une valeur de x, on calcule donc y(x) en résolvant le probléme de I'Analyse.

Nous allons faire une présentation des travaux a notre connaissance les plus
récents, qui ont conduit a la résolution d'un probléme d'optimisation.

ITI-1.4 Synthése bibliographique

Il y a observabilit¢ du réseau, si la donnée de m valeurs mesurées, permet de
déterminer un unique vecteur d'état x. Des réponses a l'observabilité sont connues dans
le cas ol les relations débit/charge ou plus généralement les relations flot/tension, i.e. les

équations constitutives, sont linéaires.

a) Qbservabilité algébrique

Etant donné un vecteur d'état : x, Cohen et Carpentier, (1987), ont donné des
conditions algébriques sur le rang de certaines matrices, pour que le réseau soit
observable ; ils montrent que les conditions d'observabilité de Takao Ozawa (1987) qui
s'appuie sur les propriétés de sous-graphes partiels particuliers de G=(X,U), sont alors

vérifiées ; les lois de pertes de charges sont cependant supposées linéaires.

Ces conditions dans le cas de pertes de charge non linéaires sont nécessaires a

l'observabilité, mais pas suffisantes, car plusieurs minima locaux sont possibles.
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b) Les différents estimateurs

Nous avons adopté nos propres notations ct pas celles de chaque auteur.
Estimateurs des moindres carrés avec poids :

Cohen et Carpentier, (1987), pour rendre le réseau observable algébriquement,
recherchent l'estimation du vecteur d'état x, la plus proche d'un sous-espace vectoriel
particulier défini par B.x=0,, avec s<p, sous la contrainte que les mesures soit

exactement vérifiées. lls minimisent ainsi :

Minimiser %(M B.x,B.x)_ sous y(x) = J.x+y(0)=y™ ici p>m

oll M est symétrique définie positive et indique la confiance en B.x = 0.

Cette approche est intéressante quand on a moins d'incertitude sur les mesures que sur
les informations ou pseudo-mesures contenues dans B.x =0,. Observons, cependant
que la résolution de ce probleme devient plus difficile dans le cas ou y(.) n'est plus
linéaire. De plus, une équation du type B.x =X peut représenter des relations sur les
rugosités et les demandes en qui on a fortement confiance et qui ajoutées aux équations
d'équilibrage hydraulique constituent un modele que l'on cherche a caler. Le probléme
d'optimisation précédant ne convient pas dans ces cas la.

Plusieurs auteurs ont proposé de résoudre le probléme d'optimisation suivant :

2
m
minimiser : Ewi(y{“‘“ —yi) sous F(x,y)=0,,, et x™ <x<x™

i=1

qui apres réduction des équations d'équilibrage hydraulique s'écrit :

2
m
minimiser : ZWi(yi"‘cs —yi(x)) sous X" <x < x™ icim=p

x™" < x <x™ érant des contraintes physiques.

L. Ormsbee en 1989 propose, pour que le nombre de mesure m soit plus grand que
p. d'augmenter le nombre de régime de demande pour lesquels on répéte des mesures.
De plus, p peut ¢re réduit en regroupant certaines conduites en des conduites

¢quivalentes ou des noeuds en des noeuds équivalents. Pour ésoudre le probleme
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d'optimisation précédent, il utilise unc méthode de recherche directe (modified Box
complex direct search method) qui n'utilisc aucun calcul de dérivée, puisque selon lui la
jacobienne de y(.) ne peut étre calculéc que numériquement. Il rapporte que de part la
nature complexe du probléme du calage et le grand nombre de variables de décision,

plusieurs solutions sont possibles (plusicurs minima locaux).

Pour Lansey et Busnet en 1991, les poids w; indiquent la confiance que l'on a en
une mesure, ou peuvent servir a une mise a l'échelle des valeurs mesurées. Ils
soulignent, en réponse a Ormsbee, que méme si certaines fonctions ne sont pas connues
de maniére explicite, les gradients peuvent étre calculés de fagon explicite et résolvent

alors par un gradient réduit.
Obtention d'un algorithme plus robuste :

Powell et al., 1987 appliquent trois méthodes générales d'estimation d'états a la
surveillance d'un réseau d'alimentation en eau potable. IIs disposent de télémesures. Ils
supposent avoir une bonne estimation des écarts-type : o; sur les bruits et connaitre les
relations débit/charge donc les résistances. Le vecteur d'état est de dimension : N=n+f et

le nombre de mesure m>N.

La premiere de ces méthodes, consiste a mettre en oeuvre un algorithme de Gauss-

Newton sur le critére d'erreur des moindres carrés pondérés (MCP) :

2

zm:Wi-(Yirncs _Yi(x))
i=1

populaire de part son immunité envers les bruits gaussiens dans les mesures.

Plus robuste est la minimisation du critéere d'erreur des moindres valeurs absolues
(MVA) :

m

Dy -y, (x)

1=l

Pour minimiser MVA, lls linéarisent y(.) et en additionnant des variables d'écarts se

ramenent & la résolution a chaque itération d'un programme finéaire.
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Le troisitme et dernicr algorithme allie la rapidité de convergence de la premiére

méthode et la robustesse de I'estimateur MVA. Clest un algorithme des moindres carrés

. s w
avec les poids recalcul€ itérativement par : w; «

mes

Yi ")’i(xk) -

¢) Estimations par intervalle et niveau de canfiance

Lansey et Busnet, (1991) posent la question : “Quand a t'on assez d'information
pour atteindre un niveau de confiance désiré?" Ils soulignent que méme avec un
estimateur tres stable, une attention particuliere doit-étre apportée i la modélisation et 2

I'état des organes hydrauliques.

Bargiela et Hainsworth, 1989, par des exemples, montrent qu‘augmenter le nombre de
mesure n'est pas toujours bénéfique. Ils précisent : “la relation entre la qualité de la
mesure et la qualité de la simulation dépend de plusieurs facteurs. Cela inclut le type
d'appareils de mesure et leur précision, I'emplacement des mesures, et la topologie du

réseau”.

IIs proposent deux méthodes intéressantes pour obtenir une estimation par intervalle.
Une méthode de Monte-Carlo, plus coiiteuse en temps calcul, et une estimation par
approximation linéaire des équations, obtenu 2 partir de la matrice de sensibilité de x par
rapport au déplacement : dy.

On augmentera la qualité de l'estimation, en choisissant la nature et 'emplacement des

mesures pour minimiser I'erreur sur l'estimation, dans le chapitre IV.

d) Adéquation du modéle

Il y a de nombreuses fagons de se rendre compte si un modele est adéquate ; les

plus usitées et les plus naturelles sont :

- ne pas utiliser toutes les mesures pour identifier le réseau et garder certaines mesures
pour vérification, ce qui demande d'avoir des mesures redondantes. Hauguel A., (1991)
précise "qu'un certain nombre de mesures sont en fait des données pour la simulation du

calage”, ic1 m, "les autres assurant la validation du calage”.

- analyser les résidus, €carts entre les valeurs observées et les valeurs prédites par le
modele ; les mesures ayants €€ choisies en des endroits clé, on peut se satisfaire de bien

reconstituer ces mesures. A cet effet, Delattre S. E., (1991) considére avoir identifié le
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réseau, si aprés avoir réalisé m mesures de natures différentes, elles restitucnt par le

probléme de I'Analyse, les charges a + 3 métres, les débits & + 10%.

¢) Remarques

Plusieurs observations sont a faire :

- Une réduction de la taille de x, sans réduction du nombre d'arcs ¢t de noeuds, se
justifie en pratique et peut étre faite en fonction de la photographie du réseau que I'on

souhaite.

Si Ormsbee (1989) rapporte qu'il y a plusieurs minima locaux c'est que la condition
d'observabilité n'est pas remplie. L'explication est sans doute que pour un arc il y a une

inconnue résistance et pour un noeud une inconnue demande.

Remarquer que des ensembles d'arcs ont une rugosité voisine, ou regrouper les
consommateurs par type de consommateur, a permis d'obtenir plus facilement
l'observabilité ; le vecteur d'état n'étant plus constitué de résistances et de demandes,

mais de classes de rugosité, et de demandes par type de consommateurs.

- Les contraintes que nous choisissons sur le vecteur d'état : x < x <X, ne sont pas

les contraintes physiques, x™" < x < x™. On choisi : x <x™ <x < x™ <X.

La contrainte est tout d'abord nécessaire, car les ensembles de niveaux ne sont pas
toujours bornés. Avec la continuité du critere des moindres carrés, on obtient ainsi

l'existence d'une solution (réalisable) au probleme des moindres carrés.

Nous croyons qu'il ne faut pas restreindre les solutions réalisables aux solutions

physiquement acceptables, pour les raisons suivantes :

Un estimateur plus robuste que celui des moindres carrés avec poids, permet
généralement de diminuer l'influence des données aberrantes. Par conséquent, si
l'estimation de x n'est pas physiquement acceptable, c'est qu'il a le plus souvent une

erreur dans le modéle.

On peut ainsi, en fonction de I'anomalic observée faire des vérifications et corriger le

modéle.

- L'algorithme de Levenberg-Marquardt (voir par exemple, J. C. Nash, 1990) qui

est étudié pour la résolution des problémes des moindres carrés non linéaires n'a pas
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encore été utilisé pour I'ldentification d'un réseau d'Alimentation en Eau Potable. Une

modification de cet algorithme permettra de tenir compte des contraintes.

I11I-1.5 Echange des r; par les Chw;,

A partir du vecteur des rugosités dans les conduites, on sait calculer le vecteur des
résistances dans les conduites associé aux pertes de charges linéaires. Par exemple, si on
utilise la formule d'Hazen-Williams (formule I-3.3), la résistance de la conduite i : r;, et

le coefficient d'Hazen-Williams : Chw;, sont liés par la relation :

A
- =r.(Chw.)= 1
G =g(Chw;) ==

o (I11-1.7)

ol A, est un coefficient connu qui dépend des unités avec laquelle le débit est exprimé

dans la formule (I-3.3), mais aussi de la longueur et du diametre de la conduite.

ITI-1.6 Mesures et matrices de sélection associées

On présente tout d'abord le cas d'un seul régime de demande, puis celui de

plusieurs régimes de demandes.

Nous disposons de m mesures de quatre types : de débit sur m, arcs, de charge
pi¢zométrique sur m, noeuds, de demandes aux noeuds simples sur my noeuds et de

demandes mesurées sur m; noeuds 2 charge fixée. Ainsi,

m=m,+m, +my+m, (111-1.8)
On note alors :
mes m, . e L -
g eR™: le vecteur des débits dans les arcs mesurés ;
h™ e R™ : le vecteur des charges aux noeuds simples mesurées ;
d™ e R™ le vecteur des demandes mesurées aux nocuds simples ;
df"* e R™ : le vecteur des demandes mesurées aux nocuds 2 charge fixée.

On ntroduit Sq e M la matrice de sélection des débits mesurés, dont 'élément

mg.a

I sile débit de |'- jestl -ieme . c
Sq(i,j :{ Sl. c acoit de darc ) cstiIc mesurce (III_L9)
0 sinon
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On définit de la méme fagon N, € Ma-mq,a la matrice de sélection des débits non

mesurés.

On a alors les propriétés suivantes :

Sq_q =qn|CS
Sy'Sq =1, (II1-1.10
S¢'Ng =0y 4 . 1-10)

t t _
N, .N +'S..S, =1,

De la méme fagon S, S, et S; sont les matrices de sélection respectivement des charges,
des demandes aux noeuds simples et des demandes aux noeuds réservoirs, et Ny, N, et
N; les matrices de sélection complémentaires avec des propriétés identiques a celles des
matrices des débits.

Supposons que I'on ait T régimes de demandes, aux instants t=t;,t=t,,---,t=t
Alors :

T

m = m; +m,+-+m, avec m; =mgy(t;)+ my (t; )+ mgy(t; )+ me(t;)

Si l'on répéte des mesures dans le temps, les matrices de sélection de mesure ainsi que le
nombre de mesure de chaque type : débit, charge..., sont invariants. Par contre, si on

effectue des mesures différentes a différents instants t;, on conviendra d'ajouter (t;) pour
marquer la dépendance par rapport au temps : ainsi, S,eM devient

m,.a
Sq(t)eM my(t,).a

III-1.7 Classes de rugosité

Dans la pratique, 1l n'y a pas autant d'inconnues rugosités que d'arcs, ce qui permet

de diminuer le nombre d'inconnues.

On peut supposer que les conduites du méme matériau, posées a des €poques
identiques et soumises a des conditions de vieillissement similaires ont sensiblement la
méme rugosité. Le résultat d'une expertise peut permettre d'isoler certains groupes de
conduites ou des disparités entre les rugosités semblent exister. Les rugosités prennent K
valeurs distinctes (k < a) ; on écnt alors vectoriellement, é\'cc la matrice K¢

d'appartenance aux classes :

Chw=K..C (IH1-1.11)
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On note,
K : le nombre de classes de rugosité ;
)2 . .
Chw e (IR +) : le vecteur rugosité dans les conduites ;
- K .« .
Ce (IR +) : le vecteur des classes de rugosité.

Kc €M,  la matrice d'é}éments :

1 si I'arc i est de la j™ classe

Kc(i,))= { (111-1.12)

0 sinon

Pour identifier I'emplacement des arcs de rugosité C;, on introduit la matrice S; eM, ,

définie 2 une permutation de ses lignes pres.

On écrit alors :
S;-Chw=C1, (I11-1.13)
ou 1, est le vecteur dont toutes les composantes sont des 1.

Il est alors facile d'exprimer K. en fonction des S, (démonstration en annexe 3)

Ke=(Si1 Splg -~ 'Sely ) (I11-1.14)

Chacune des classes de rugosités possédant au moins un élément, K. est de plein rang :
rang K = x ; sa pseudo-inverse KC)r est alors égale a :

Kc' = (ch-Kc)-l-[Kc

On peut expliciter K" a l'aide des S, (cf. Annexe 3) :

1S,
L‘l,.S‘)

K=" T 7 (I1E-1.15)
1, .S,

On passe de Chw de wille : a, 4 C de taille «, avec dans les applications kK <10.
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III-1.8 Classes de demande

Le nombre des abonnés aux noeuds du réseau est connu. Si l'on regarde la
demandec en eau d'un abonné, on retrouve habitucllement un comportement moyen sur
une période donné. On distingue par exemple des débits domestiques pavillonnaires, des
débits domestiques non pavillonnaires ou des débits industriels ; on peut bien sir
compliquer la description, mais quatre a cingq types d'abonnés suffisent en général a
décrire la consommation du réseau. Les demandes sont classées par type de
consommateur, dans un modéle de répartition de consommation (par exemple
ZOMAYET, Cemagref 1988) ; on écnit :

d(t) = Ky.D(t) (III-1.16)
ot K, eM 5 est la matrice d'éléments :

Kp(,3)= Nij (I0-1.17)

avec, N est le nombre d'abonné au noeud i de type j si j est une consommation

domestique, ou Nj; est un coefficient multiplicateur d'un débit industriel standard si la

classe j est industrielle ; dans tous les cas Ny 20.

On note :

d : le nombre de classes de demande ;

t : le temps ;

d(t)eR"™ le vecteur des demandes aux noeuds simples, au temps t ;

D(t) e R® le vecteur des classes de demandes aux noeuds simples, au

temps t.

Si sur une période donné le vecteur d(t) peut étre considéré comme constant, le temps

n'intervient pas et ([II-1.16) se réécrit :

d=Ky.D (I11-1.18)

On supposera par la suite que K,y est de rang maximum, ce qui est vérifié si chaque

classe de demande posséde au moins un abonné. Sa pscudo-inverse K, est alors :

Kl)+ = ( l Kl)' K!))"l 'l Kl)
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II1-1.9 Exemple

Intéressons-nous a un réseau de cinq arcs et quatre nocuds pour lequel les trongons

1,2 et 3 sont de rugosité C,, et les trongons 4 ct 5 sont de rugosité C,. La situation est

alors :

Chw, 1 0)

."._. ,‘7'. ChW2 1 0 C
*\,_ SV Chw, =1 0 .(C‘)
IV ™., - Chw,| |0 1|

3 — Rugosité C, (Chws ) 0 1)

----- Rugosité C,

figure 51 : exemple de classes de rugosité

En identifiant avec III-1.11 on conclut que :

_— e~ OO

O O =

Deux matrices de sélection des arcs par rugosités sont :

I
S, ={0
0000 I

0

0 0

00010
0 OletS, =
1 0

S - O

Ce qui permet de vérifier la formule (I1I-1.14) :
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lOO%OO}lowlow

01 00 0f[1 of |1 0

Ke={0 0 1:0 ol|l1 of=|1 0

000:i1 0llo 1] |01

000:0 1)lo 1) (01
et la formule (I1[-1.15) KC+:('§‘ 140 0}
000114

Sur le méme petit réseau, on suppose qu'il y a deux types d'abonnés répartis

comme suit :

noeud N°1 : 30 abonnés du type I ;

nocud N°2 : 10 abonnés du type I et 20 du type II ;
noeud N°3 : aucun abonné.

Alors, la relation I1I-1.18 prend la forme particuliére :

RO
(10,20) 003
d=Ky.D={10 20 ( )
DZ
0 0

3

0,0) y

figure 52 : exemple de classes de demande

II1-2 Relations entre les variables

On distingue traditionnellement, L'ldentification des rugosités ou calage, les
demandes ¢tant connues, de L'Identification des demandes ou calage en temps réel, les

rugosités €tant connues. Nous proposons une présentation unifice pour laguelle chacun
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des deux problémes d'Identification précédemment évoqués n'est qu'un sous-probleme

particulier.

II1-2.1 Présentation unifice

Certaines rugosités ou certaines demandes peuvent étre supposées connues.

On introduit les notations :

C™e (IR“L)K_"C : vecteur des classes de rugosité connues ;

D™ eR>™ vecteur des classes de demandes connues ;

C™e (IR‘+ )nc : vecteur des classes de rugosité inconnues ;

D'* ¢R"™ : vecteur des classes de demandes inconnues ;

SceMypx la matrice de sélection des classes de rugosité connues ;
NceM, : la matrice de sélection des classes de rugosité inconnues ;
SpeM §-n.5 : la matrice de sélection des classes de demandes connues ;
NpeM, ; : la matrice de sélection des classes de demandes inconnues.

Sil y a plusieurs régimes de demande, on suppose que les matrices Sp et Ny sont
invariantes. Si ce n'est pas le cas, on conviendra de rajouter (t), pour marquer la
dépendance par rapport au temps ; ainsi : D™ eR"™ devient D™ (t;)eR™ et
D™ e R®™ devient D™(t,) e R>™

Les matrices S¢, Sp, N et N, ont les méme propriétés que S et N dans (IHI-1.10).

C™ =§..C D™ =S, .
Par définition : . ¢ et . p-D (I11-2.1)
CmC =NC.C Dlnc :ND.D

C est D se décompose suivant C™, C"*°, D™, D" comme :

C= lSC-Cmﬁ + INC.Ci"C

1 _ _ (I11-2.2)
D: SD.D"‘L\"'IND.D"K
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Ainsi le calage correspond au cas ou S =1, et N = I et le calage en temps réel au cas

ot No =1, et Sp =1j.

I11-2.2 Cas d'un seul régime de consommation

On suppose que le vecteur d des demandes aux nocuds simples reste constant sur

une période donnée ; le vecteur d'état est le vecteur :

x=(C",D")e (IR{ +) ¢ xR"™ ol le nombre d'inconnues est p=nc +ny, ; il vérifie les

m relations :

Q™ =S,.q(r(Chw(C™)),d(D"™))
h® = S, . h(r(Chw(C"™)),d(D"™))
dcalc — Sd.d(Dinc)

dfcalc - Sf.df(cinc,Dinc)

&y =y(x) eR™ (111-2.3)

ou les fonctions (r,d)+ q(r,d) et (r,d) > h(r,d) sont définies implicitement par (III-
1.4), la fonction Chwi->r(Chw) est donnée par (II-1.7) et les fonctions
C" 1 Chw(C'™), D™ > d(D™) et (C™,D™)i»d (C",D™) sont définies

explicitement par :

Chw(C™) = K. ('S. C™+'N..C™)
d(D™) = Ky.('Sp. D™+ Ny. D) (1-2.4)
df(Cinc,Dinc) — —Af.q(r(ChW(Cinc)), d(DinC ))

Pour calculer y(x) il faut résoudre le probléme de I'Analyse :

x = (C,D)—> (Chw,d)— (r,d)—ﬂ—>(q,h) - y(x) (IT1-2.5)

I11-2.3 Cas de plusieurs régimes de consommations

On suppose qu'il y a T régimes de demandes ; le vecteur détat est le vecteur :
i * a ~ T
x=(C", D™ ()),.....,D™(1 ) € (IR +) “xR™™ ou le nombre dinconnues est

p=nc+T.n,.

. aeme o . . - Ry

Soit m, le nombre de mesure pour le i régime ; les m. équations vérifiées par
nc nc -

(C™,D™ (1)) sont :
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a(1;) = S, (;).q(r(Chw(C™™)),d(D"™(1;)))
h(1;) = S, (t; ). h(r(Chw(C™)),d(D™(t;)))
dC(t,) = S4(1;).-d(D™(t;))
d(calc((i ) = Sr(ti ).d[(Cim, Dinc((i))

<:> yi(Cinc’Dinc(li))=ycalc(ti)eRm.

les m = m +---+m_ équations vérifiées par x sont alors :
r yl (Cinc, Dinc(tl )) = yC;llC(tl )

Ly, (C™ D™ (t,)) =y (t,) <y =y(x)eR" (I11-2.6)

Myt(cinc’ Dinc (tt)) — ycalC(tt)

On suppose dans toute la suite que le nombre d'inconnues : p, est plus petit que le
nombre total de mesures :

p<m (11-2.7)

H1I-3 Méthode de résolution

Le vecteur d'état x défini au paragraphe précédent, est de taille p=n.+T.np ol 1

est le nombre de régimes de demande, n. le nombre positif ou nul de classes de rugosité

inconnue, ny, le nombre positif ou nul de classes de demandes inconnues.

Le probléme est alors de chercher )“(e(lR”’)nc xR pour lequel ny"‘es—ycajc , ot
minimum, y**° étant défini en I11-2.6. Ainsi :
On cherche % & (R™ )™ xR™ /y(X) = y™* (1H-3.1)

[I1-3.1 Résolution d'un probléme d'optimisation

Soit (CLS) le probléme d'optimisation a résoudre (III-3.1), avec des contraintes

supplémentaires sur x :

(CLS) Chercher X eRP /Vx eR” a(X) < g(x) sous x < x £X (111-3.2)

[RETN

N
2

ou g(x) =%”)’(X)*Y
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Remarquons que si X; correspond 2 une classe de rugosité, alors il faut choisir (x). > 0.

y(.) n'est pas connue de fagon explicite. Nous allons montrer que y est de classe C' et
que sa jacobienne dépend explicitement des débits dans les arcs ct des rugosités. Pour
calculer y(x) et Jac(y)(x) il faut donc résoudre le probleme de I'Analysc, comme

I'indique le schéma (III-2.5).

I11-3.2 Différentiabilité de y

a) Les dépendances de q et h en fonction de Chw et d

Soit 4" =ﬂo(r(.), Idn) ol A4 et r(.) sont définies en (III-1.4) et (III-1.7). Alors,

I'application :
A":(Chw,d) > (q(r(Chw),d), h(r(Chw),d))
est définie de ((R”’ )a xR" a valeurs dans R* xR". On a de plus, le théoréme suivant :

Théoréme III-3.2 :

4 est de classe C' de (IR{'+ )a XR" vers R* xR" et a pour matrice jacobienne :

-1

b AP+D A (ADA) AD AP -D A (aD 7 A)
(A.D"ta)". A D" AP (A.DtA)”
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Jac(A")(Chw,d) =

ot D=D(r(Chw),q(r(Chw),d)), A = A(q(r(Chw),d)) et P = P(Chw)

D(r,q)=09&(r.q)
avec Aq)=9,E(r,q)
P(Chw) = Jac(r)(Chw)

Preuve :

La fonction A du théordme est la fonction définie implicitement par
F((r(Chw),d), 4" (Chw,d))=0,, ol F est définie cn (I1I-1.4).

Posons :

F*((Chw,d),(q,h)) = F((r(Chw),d),(q,h))
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alors A" est définic implicitement par : F'((Chw,d), 4" (Chw,d))=0,,,

Pour obtenir la dérivabilité de F il faut au préalable montrer la dérivabilité des

fonctions qui la composc.

A partir de I'expression d'une résistance r; en fonction de la rugosité Chw; (II-1.7) on

définit la bijection :

Chw e(R*)' o r=r(Chw) e (R*")'

(Chw — r(Chw)) e C'(({R{'+ )a,(IR'* )a) de matrice jacobienne notée P(Chw) :

Jac(r)(Chw) = P(Chw) = diag] 5225 (Chw;) (A11-3.3)
Chw;
La proposition II-6.1 assertion i permet d'écrire :
Ecc((R™) xR R?)
Par définition :
R am=(; 9T
EEOEIE Er, )t A h—t AT 1
I est donc clair que F~ e C'(((R‘*)a XIR“) x(lR“ xR" ),[R{a XR") (I11-3.4)

Explicitons les dérivées particuliéres de F:

Posons u =(Chw,d) E(R*‘L)a xR" et v=(q,h)eR*xR", la matrice jacobienne de F

en (u,v) est Jac(F )(u,v) et vérifie :

Jac(F ) (u,v) = (3,F (u,v) 3.F"(u,v)) (L11-3.5)

ou

[

0
:' ) = . n.a n -,;.
aul (u.v) (aré(l‘(Chw), q).P(Chw) 03."J (I11-3.6)
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est la matrice des dérivées particlles suivant u ;

- A Ol\.n
ct d,F (u,v) =(aq«‘7;(r(Chw),q) -‘A) (111-3.7)

est 1a matrice des dérivées particlles suivant v.

d,&(r,q) est la matrice des dérivées partielles de & suivant r ; cette matrice est diagonale

d'éléments diagonaux :

0,852 .
3, £ (r,,q;) = Gi-lai sifai] 2
RTUUTY 10,4266 48,3 40,5745, , sinon

Nous la noterons A(q) car elle ne dépend pas de r.

d.&(r,q) est la matrice des dérivées partielles de £ suivant q ; cette matrice est

diagonale, d'éléments diagonaux :

3, E(r,,q,) = 1,852 Ja, ™ +(&") (q)+(&F™) (@).sifa] 2¢

3, Ei(5,,q,) = 1,2785,.€ 48,2 +0,5745, %52 + (£ (q,) +(EP°™) (qy), si [q;| <

Nous la noterons ﬁ(r,q)

Le choix E plutdt que £ a permis d'avoir D(r,q) inversible sur ([R"L)a xR?*, puisque
d'éléments diagonaux strictement positifs (cf. 11-6.3). Ainsi, A.D™''A existe et est
inversible (cf. propriétés I1-1.3 assertion 1i).

(IT1-3.5) se réécrit alors :

I, : A 0

« On,a a n.n
Jac(F )(U’V):(A(q).P(ChW) 0, B(c(Chw).q) —‘A) (111-3.8)

Soient uy =(Chw,d) quelconque dans l'ouvert (R‘*)a xR" et soient v, =(q,h)

dans R* xR" tels que F (uy,v,)=0

a+n -

On applique le théoreme des fonctions implicites (A. Avez p. 30, 1983).
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Comme F est une application de classe C' de ((I}R”);l XIR")X(R“ XR") - R*xR" et

* - - 1
d,F (uy,v,) estinversible, d'inverse :

p'a(aDA) D'-D'A(a.DA) .A.D”

a Ft i —l____ _ -
A B SN R VSOV

et comme F (u,,v,)=0,,,

alors :

Ils existent un voisinage V(u,) de u,y, un voisinage V(v,) de v, et une application
unique ﬂ‘:V(uo) — V(v,) de classe C, tels que :

F'(u, 4" (u))=0,,, pour tous u dans V(u,) (I11-3.9)
de plus :

Jac(A")(w) =—(3,F" (u, 2" (w)))".9,F" (u, A" (u)) (111-3.10)
Il est clair que V(u,) = (IR”r )a xR", puisque cet ouvert en chacun de ses point contient
un voisinage ouvert sur lequel (III-3.9) et (III-3.10) sont vraies M

On rappelle que G, est le sous-graphe de G=(X,U), construit sur les noeuds simples (cf.
§11-6.3 propriété A6).

Corollaire I11-3.2

Les fonctions (d ;> hi(d J-)) pourietjde 1 an, sont décroissantes.

Si de plus, on suppose :
(H1) G, est connexe.

Alors les fonctions (dj = hi(dj)) pourietjde [ &n, sont strictement décroissantes.

Preuve :

Drapres le théoreme [11-3.2, 1a matrice des dérivées partielles d  h(Chw,d) de la fonction

h par rapport au vecteur d est :
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~ -1
3,h(Chw,d)=—{(A.D"* A)
~ -1
On a montré (11-6.47) que (A.D".‘A) >0 et que (11-6.48) sous les hypothéses (HI)
(A.D"'A)™ >0, doi le résultat ®

Remarque II1-3.2 :

Pour se rendre compte que A’ n'est pas partout de classe C* de (R™)* xR" vers
pte q

R?* xR", regardons le cas simple ot G est un arbre avec un seul noeud réservoir ; ainsi,
N=n+1 et a=n ; A=A, est inversible et l'expression de la jacobienne de A" se

) I, 0\ 0 L)L O
Yae(A')(Chw,d)=| ,A_,).(AP 5). 0 _A_,)
1 - 1

_ 1,852.8™(5,(Chw;).q;)
Chw.

simplifie :

comme A.P = diag( ] etD= diag(aqﬁa (ri(Chwi),qi))

on s'apercoit que le probléme vient de D, puisque E n'est pas de classe C%. En effet pour
chacune des composantes de £™ 1a dérivée seconde en g; n'est pas définie en ¢ :

 lin 0852 1 .

a;ig} (5,9;)=1,577904.t Jg;|  .q;" silq;|>¢

8§i€:'"(ri,qi) =2,556.r..e "' q, sifg;j<e

Si nous avions utilisé &; au lieu de &; (on ne change pas la fonction sur [—e,+€]), nous
aurions la dérivée seconde de chacune des §; non définies en q; = 0. De plus, pour un
graphe plus général, la jacobienne de 4" ne serait pas partout défini, puisque D(r,q) ne

serait pas partout inversible.

Utiliser une autre expression de la loi de perte charge partout deux fois différentiable,

est possible, mais pas essentiel pour la suite de notre exposé. Retenons que 4’ est de
2 N - N PPN . P N -

classe C™ pour des paramétres : (Chw,d) ne conduisant pas a un débit inférieur a 10 2 1/s

dans une des conduites, puisque c'est la valeur de € que nous avons choisie.

b) Jacobienne de y pour un seul régime de consommation
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L'application y(.) définit en (III-2.3) s'exprime comme la composée d'applications
linéaires et de la fonction 4":(Chw,d) (q(Chw,d),h(Chw,d)) ; la différentiabilité de

A" sert a énoncer le théoréme :
Théoréme II1-3.3 :

g \N . . R
y est de classe C' de ([R +) “xR"™ vers R™ et a pour matrice jacobiennc :

Sq-Ocnwa(Chw,d). K. N¢ S,-944(Chw,d).K. Ny
S,.9cp h(Chw,d). K ' N S,.d4h(Chw,d).K,.'N
Jac(y)(x)= hYCh C C h-%d ‘ D D
Omd'nC Sd.KD. ND

—S;.A".94,,q(Chw,d).K.'N.  =S,.A".9,q(Chw,d).Kp.'N,
ol x = (Cinc,Dinc)’
=1 Sl t SN U
dema(Chw,d)=-D". A P+D'A (A D 'A) . A.D.AP
— -1 ~
deph(Chw,d)=(A.D*A) . A.D. AP

d4q(Chw,d)=~-D7'! A_( A ﬁ",‘A)'l
d4h(Chw,d) = _(A.]‘j-—l.[A)-l

D = D(r(Chw), g(r(Chw),d)), A = A(q(r(Chw),d)) et P = P(Chw)

{Chw =K. ('Sc.C™+Ng.C™)
et .
d=Kp.('Sp.D™+'N,.D™)

Preuve :

y(.) est continfiment différentiable sur ([R{**)ncx[R"D puisque A est continiiment
différentiable sur ([R**)a xR" ; pour calculer la jacobienne de y(.), on se sert des

dérivées de A" par rapport 2 Chw et d et on applique les régles de différentiabilité de la
composée d'applications différentiables W

c) Jacobienne de v pour plusieurs régimes de consommation

Le nombre de régimes est T ; le nombre de mesures par périodes est m, ; le nombre

total de mesure est m=m, +m,+---+m_. Pour chacun des 1 régimes, l'application y;

définie en (I11-2.6) sauisfait le théoreme précédent. On peut donc énoncer :

Théoreme I11-3.4 ;
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y() est de classe C' de (R‘*)nc XR*™ vers R™ et a pour matrice jacobienne :

4

p A
Jac(y)(x) =| 2 2
. A

ol : x= (Cinc, DinC(tl )’...,Dinc((t))

pINS vanc est la matrice des dérivées partielles de y; par rapport a c:
Sq(t;)-9cnwq(Chw, d(t;)). Kc'Ne
5 = Si (t;)-9cpe B(Chw, d(t,)). K. N
[}
=S¢(t;). A" 94, a(Chw,d(t;)). K. N
A; €My, , estlamatrice des dérivées particlles de y; par rapport 2 Di"c(ti) :

Sq(t;)-949(Chw, d(t;)).Kp. Ny,

| Sa(t).94n(Chw,d(t;)).Kp. Ny,

l Sa(t;)-Kp-'Np
~S¢(t;).A".9,q(Chw,d(t;)). K. N,

Achwd> Ochwlls 949, d4h sont les fonctions du théoréme IT1-3.3 ;

Chw = K.('Sc.C™+'N.C™)
et .
d(t,) = Kp.{'Sp. D™ (t, 1+ 'Np. D (1))

Preuve :

Chaque F,, ensemble des équations pour le i“™ régime, pour i de 1 3 T, vérifie le
théoreme 111-3.3 W

[I1-3.3 Propriétés du probleme CLS

On rappelle que (CLS) consiste a :

(CLS) Chercher X e R /Vx e RP,g(X) < g(x) sous x <x <X
~ 1 mes|| 2
ot g(x)=—[ly(x)— :
200 =y -y™,

'Théorémc II-3.5 : Existence d'une solution de (CLS)
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(CLS) possede au moins une solution

Preuve : g est continue et K=1xeRP?/x < x <X} est un compact de R” ; on applique
g X p pphq

le théoréme de Weierstrass (M. Minoux p. 7 du tome 1, 1983) H

On note J(x), la jacobicnne de y en x : J(x) = Jac(y)(x).

Comme vy est de classe Cl, alors g est de classe C' et le gradient de g est donné par :
y g p
Ve(x) = ‘Jl(x).(y(x) - y"“’“‘) (I11-3.11)

Si X est solution de (CLS), et que les contraintes ne sont pas saturées : X € |x, X[, il

vérifie nécessairement les équations normales :

—-Vg(x) ="J(x).E(X) = 0, (I11-3.12)

oll x> E(x) =y™ —y(x) est la fonction résidu ; le systéme des équations normales est

constitué de p équations avec p inconnues.

Quand y est de classe C?en x (remarque ITI-3.2), alors g est de classe Clenxetla
hessienne de g en x est donné par :

Hess(g)(x) = "J(x).J(x) - Z E;(x)Hess(y;)(x) (I11-3.13)
j=1

Nous donnons dans le théoréme III-3.6 trois conditions suffisantes pour garantir I'unicité
locale d'une solution de (CLS).

Théoréeme III-3.6 : Unicité locale d'une solution de (CLS)
On suppose que X est solution de (CLS) et qu'elle satisfait a :
i) y(.) est de classe CenX ;
it) Le résidu E(X) est petit ;

iii) J(X) est de rang p, le nombre de ses colonnes ;

alors il existe un voisinage convexe de X : V(X), dans lequel X est solution unique de (CLS).

Preuve:
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Les hypothéses (ii) et (iii) entrainent que Hess(g)(X) est symétrique définic positive. g
est donc localement strictement convexe sur un voisinage V(X) convexe de X

(intersection d‘une boule centrée en X avec K). L'unicité de (CLS) est donc assurée (P.
G. Ciarlet p. 156, 1985) &

Corollaire III-3.6 : Conditions d'optimalité d'unc solution stationnaire

On suppose que X est solution des équations normales : ‘J(X).E(X) = 0,
Si en plus,

X € ]x, X[ et satisfait aux trois conditions du théoréme III-3.6, alors :

il existe un voisinage ouvert de X : V(X), dans lequel X est solution unique de (CLS).

Preuve: On invoque la convexité locale de g sur V(X) < |x,X[, pour affirmer que X,

solution des équations normales, est aussi solution de (CLS). L'unicité se déduit du
théoreme ITI-3.6 M

Remarques III-3.3 :
- Remarquons que g est bomée inféricurement par 0 et que g(x) =0 ssi y(x) =y™.

- g est non convexe et Vg est non monotone. Les essais numériques ont montré, que

pour un vecteur d'état réduit a une seule rugosité, g peut ne pas posséder d'ensembles de
niveaux bornés :

0.9 T 1
0.7 +
06 T B / 2
05 + i ] : - -
04 + ! \ Pt . e

03 + oS 7

01

Somme des carrés des écarts

e )
~

e — + 1 ~

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

cocflicient d'Hazen-williams

figure 33 : allures de g en fonction d'un coefficient d' Hazen-Williams
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La courbe (3) qui n'apparait qu'avec des données aberrantes ot une erreur dans la
modélisation est strictement décroissante sur [x,X].

Pour un vecteur d'état réduit a une scule demandc, g a pour allure :

50000 T
45000 |

]

b= 40000 +

<

.,, 35000 +

5

@ 30000 1

]

> 25000 +

[+

L7

9 20000 }

<

1] 1 1

E 5000

g 10000 +

[75]

5000 +
-60.00 -40.00 -20.00 0.00 20.00 40.00 60.00

demande en s

figure 54 : allure de g en fonction d'une demande variable

- Rappelons qu'll y a observabilité du réseau, si la donnée de m valeurs mesurées permet

de déterminer un unique vecteur d'état x.

L'hypothése iii) du théoréme IN-3.6 : rang(J(X))=p, est essentielle pour assurer
l'unicité locale d'une solution de (CLS). Elle n'est pas suffisante. Par contre, st x > y(x)
est linéaire, c'est le cas avec des lois de pertes de charges linéaires, cette condition

assure l'existence et l'unicit€é d'une solution. En effet, g posséde alors une matrice
hessienne qui ne dépend pas de x : Hess(g)(x)=").) ; il existe donc :

A>0/( ‘J].J].x,x)p 2 Mx|,2, VxeRP

On peut prendre pour A, la plus petite valeur propre de ‘'J.J ; g est donc elliptique avec
une constante A (cf. Ortega et Rheinbolt p. 87, 1970). Dans ces conditions, I'existence et
I'unicité d'une solution de (CLS) sont donc garanties (P.G. Ciarlet p.183, 1985).

La condition d'observabilité algébrique : rang(J(X)) = p, prendra une grande importance

lorsque nous linéariscrons les équations, pour lalgorithme de résolution, pour les

estimations par intervalle et pour le chapitre [V du Choix des mesures.
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II-4 Choix de I'Algorithme

La méthode de résolution proposée est unc modification de la méthode de
Levenberg-Marquardt pour tenir compte des contraintes K = {x eR*/x<x< 3(}

On cherche 2 minimiser :

g(X)=%i(y,~(X)—y}"°‘)2 =yeo-y™F sous xek
j=I

I11-4.1 L'algorithme de Gauss-Newton

L'algorithme le plus classique pour minimiser sans contrainte une somme de
carrés non linéaire est I'algorithme de Gauss-Newton. Deux modifications de cette
algorithme pour le rendre globalement convergent (i.e. : quel que soit la solution
initiale) ont été proposées : celle de H. O. Hartley en 1961, et celle de K. Levenberg
1944 et de D. W. Marquardt en 1963.

L'algorithme de Gauss-Newton itére une suite {xk} qui converge sous certaines

conditions vers une solution des équation normales.
On pose : J,= Jac(y)(x¥).

L'algorithme de Gauss-newton consiste a calculer x**! en fonction de x* de la facon

suivante :

On résout le systeme linéaire :
9 J A =T, {y(x*)~y™*) ([1-4.1)

puis on calcule : x¥*' = x* + A¥
: . k
On rappelle que la matrice hessienne de g en x™ est :

nm

Hess(g)(x*)=1,.J,— ) E (x“ ) Hess(y; )(x")

j=!

ot E;(x*) =y"™ —y,(x*) estle j*"™ résidu en x".
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La convergence locale de cette algorithme est assurée si les m résidus en X sont
négligeables et la jacobienne de y en X : J(X) est de plein rang p, car alors on retrouve
la direction de Newton avec une hessienne symétrique définic positive. Si le 2i¢me
terme de la dérivée seconde est non négligeable 1'algorithme précédant ne converge pas
le plus souvent. Pour pallier ces inconvénients, unc premicére méthode consiste 2

corriger le pas de déplacement.

H. O. Hartley, (1961), propose la modification de l'algorithme de Gauss-Newton

suivante :

On calcule x**', x* étant connu, par :
-1 mes
xH =x" "Pk( Twﬂk) -(J]k-()’(xk)—y ) (111-4.2)

Convergence de I'algorithme de Hartley :

Soit I'ouvert : K =]x,X[. Pour x, €K on note : Ly =L,(g(x,)), la composante

connexe contenant Xy, contenue dans I'ensemble de niveau {x eK/g(x)< xo} .

Supposons qu'il existe x, € K, tel que L, soit un compact. Supposons de plus, que
rang(J(x)) =p, Vx €L, et que I'équation normale admette une unique solution x* dans

Ly, Comme x—y(x) (avec m=2=p) est continue différentiable, alors il existe
P k=0,1,--- tel que la suite définie par (1I1-4.2) reste dans L et klim (xk ) =x".

—+oo
La preuve de ce résultat peut-€tre trouvée dans Ortega et Rheinbolt p. 504, 1970 W

Il arrive cependant en pratique d'observer une convergence lente, si 1,.J, est mal
conditionnée ou proche d'€tre singuliére : l'angle que fait la direction de descente de

Gauss-Newton avec celle de la plus forte pente est alors proche de 90°.

Une deuxiéme modification de la méthode de Gauss-Newton consiste a faire un

“damping"” sur J,.J, , c'est-a-dire améliorer son conditionnement.

I11-4.2 L'algorithme de Levenberg-Marquardt

La formule d'itération est la suivante :

= xS (9, I, S2) (v =y (111-4.3)
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ou Sizi =(').0);; +¢ et ¢ un nombre positif choisi pour assurer que Sizi n'cst pas nul ; par

exemple ¢ =1 ; et ¢, une suite de réels positifs.
-1
On posc : dy = _( ey Skz) -lﬂk-()’(xk)"y"m)-

Ce choix est celui de J. C. Nash p. 211, 1990. Il constitue une légeére modification
(rajout de ¢) de celui de Levenberg et Marquardt.

Convergence de l'algorithme de Levenberg-Marquardt :

Si on suppose :

i) Il existe x, € K, tel que L, =L,(g(x,)) soit un compact.

i) x = y(x) est deux fois continiiment différentiable sur un ouvert contenant L,

iii) Les équations normales (III-3.12) ont seulement un nombre fini de solution dans L,

Alors, il existe, 1,20, i1, >0 et v, R tels que :

o2 <((00300) ) <2, VieLy, VieR?
(Hess(g)(x).v, v)p <1iivl,% VxeLy, VxeRP

Considérons le calcul itératif (III-4.3) avec pour solution initiale x,, et e, choisi pour

vérifier :

L max(0,v,) -1y <My SAL STy <+eo, k=0,1,-- (I11-4.4)

Alors Ortega et Rheinbolt p. 505, 1970 ont montré :

{xk}c L,, lim xF=x", o Ve(x") =0,, et s Hess(g)(x ) est non singuliére alors la

k—+o0

convergence est au moins R-linéaire : 0 < limsup
k—+eo

1
‘xk —x*"k <| H

Remarquons que si e, est beaucoup plus grand que la norme de J,.J, le vecteur d, est

. I . . :

proche d'étre ——.‘J]k.(F(x")—y"'“) : pour de grand e,, on retrouve lalgorithme du
Cx

gradient. Pour de petits e, la direction de descente est celle de Gauss-Newton qui pour

de petits résidus est celle de Newton. Le grand avantage de cette algorithme est qu'il

combine la convergence globale de la méthode de la plus forte pente pour s'approcher de
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l'optimum, avec la convergence supra-linéaire de la méthode de Newton au voisinage de

I'optimum.

De plus, on peut montrer (voir par exemple J. C. Nash p. 211, 1990) que le choix de §,,

correspond a la mise a I'échelle des différents parametres x :

ce qui fait disparaitre les problémes numériques dus 2 une trop grande disparité dans les
coefficients de la matrice d'itération.
I11-4.3 Implémentation de I'algorithme MCO et prise en compte de la contrainte

De fagon pratique, €, est choisi dans (III-4.3) pour que la matrice d'itération soit
symétrique définie positive et suffisamment bien conditionnée, pour que numériquement

la décomposition de Cholesky marche, et pour que l'on descende effectivement.
L'implémentation usuel de I'algorithme de Levenberg-Marquardt est la suivante :

_. -On choisi deux paramétres Inc et Dec, tels que : Inc>1et 0 <Dec<1, par exemple,
Inc=10 et Dec=0,4.

L'étape courante est :

Etant donné x" et €

a) assembler J,.J, et Vg(x*) ;

b) faire une décomposition de Cholesky de YJ,.J,+¢, S, >

S1 (not.cholbon) faire e, « Inc.e, et recommencer la décomposition (ce processus est

nécessairement fini) ;

k+l) .

3

¢) puis Calculer et g(x
si (lxk” ~xk] < 8.1xkl) stop ;
. k+1 K :
S1 (g(x )= g(x )) faire e, < Inc.e, ctretourenb);
. k+1 k .
S1 (g(x ) < g(x )) fairc ¢, « Dec.¢,.

La prise ecn compte des contraintes se fait en modifiant les deux premiéres lignes

dec):
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¢") Calculer X! ;

si (x < x**' <X) calcul de g(x**") ;
si (lx“' —xkiS&Ix"p stop ;
si (g(xk+I )2 g(xk)) et (xk” e K) fairc ¢, « Inc.c, et retour en b).

De fagon plus détaillé I'implémentation est :

Algorithme II1-4.3 (MCO) :

i°) Choisir x <x® <X ; k=0 ; e, = 0,0001.
1i°) Etape courante k : x* et g(xk) sont connus
assemblage de ,.J, dans B, : B,<',.J, ;
assemblage du gradient dans v* : v¥ « lJ]k.(y(x")—y"“’s).

iii®) Damping sur B, et calcul de x**'

Calcul de B, < B, +e, S, ;

On décompose Ek par Cholesky ; si incident dans cette procédure : cholbon = faux ; en

effet si B, est singuliére ou trés mal conditionnée, un pivot est nul ou proche de zéro.

Si (Cholbon) alors

On résout le systéme B, .A, =—v* ;

1

On calcule : x**' =x* +A,

Si (x < x**' <X) on calcule g(x**").

fin si cholbon

ke—k+1.

1v?) Arrét ou choix de ¢,

st (A, = Op) ou (k = maxiter) arrét

k+1

sinon si (Cholbon) et (g(x 7)< g(xk Net(x <x<X)alors :
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e, e *0,4;
aller en 11°).
sinon
si e, < précision machine alors ¢, « précision machine ;
e, ¢, *10;
aller en iii®) pour repartir du méme point et corriger la direction.

fin si

II1-5 Prise en compte d'erreurs de mesures

On considére ici que y™ est une variable aléatoire de moyenne :
y'™ =y(x'"™) (IL-5.1)

L'écart de y™ par rapport 3 sa moyenne est 8y =y™ —y"™ : 3y est une variable

aléatoire de moyenne nulle.

On suppose que 8y; suit une loi uniforme sur [-Ay;, Ay, |.
En particulier :
—Ay <dy < Ay (111-5.2)

Une autre loi était possible, par exemple la loi de Gauss. Il ne faut plus alors raisonner
avec les Ay; mais avec des multiples des o;, les écarts-type de Oy, (III-5.2) ne serait

alors vrai qu'avec une probabilité suffisamment proche de un.

On cherche 2 identifier x, et on €crit le modéle de régression non linéaire :

y™" = y(x)+dy (111-5.3)

On cherche alors & minimiser le critere d'erreur des moindres carrés pondérés (MCP),

qui ticnt compte du maximum d'information cn notre possession :
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g x)= %i(lfA"T”("—))z (I11-5.4)
Posons :
W =diag(Ay;™)
Alors (MCP) se réécrit -

1 fes mes
gMCP(x)__:.E(Wz_(y(X)—y ),y(x)-y >m

ITI-5.1 Implémentation de I'algorithme des moindres carrés avec poids MCP

Cest celle de l'algorithme II-4.3 avec les modifications qui consiste a faire les
calculs appropriés du gradient, des résidus, de la direction de Gauss-Newton :

Algorithme IT1-5.1 (MCP) :

i°) Choisir x <x* <X ; k=0 ; e = 0,0001.

ii°) Etape courante k : X< et gMCP (xk) sont connus
assemblage de 'J,.W?>.J, dans B, : B, «"],.W2.], ;
assemblage du gradient dans v* : v « ‘_ﬂk.Wz.(y(xk)—ym"s).

iii°) Damping sur B, et calcul de x“*'

Calcul de B, « B, +¢, S.?;

On décompose Ek par Cholesky ; si incident dans cette procédure : cholbon = faux ; en

effet si B, est singuliére ou trés mal conditionnée, un pivot est nul ou proche de zéro.

Si (Cholbon) alors

On résout le systeme B, .A, = —v* ;

+1

On calcule : x**' = x* +4,

. C~ — AP K
Si (x <x*' <X)on calcule ¢ (x**).
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fin si cholbon

kek+1.

1v°) Arrét ou choix de ¢,

st (A = Op) ou (k = maxiter) arrét

CMP k+1 CcMmP
(x*)<g

sinon si (Cholbon) et (g < (xk)) et (x <x<X)alors :
e, —¢€,.%0,4;
aller en 1i°).
sinon
si e, < précision machine alors e, < précision machine ;
e <€, *10;
aller en iii°) pour repartir du méme point et corriger la direction.

fin si

Dans le cas d'erreurs grossieres pour l'estimation, on mettra en oeuvre un algorithme qui
corrige automatiquement les poids initiaux : w;=Ay;” en fonction des résidus

pondérés obtenus.

III-5.2 Algorithme des moindres carrés avec calcul automatique des poids MCPA

Powell et al., 1987, pour identifier un réseau de distribution d'eau potable,
proposent de modifier les poids itérativement & l'intérieur de chaque étape de Gauss-
Newton. Ils introduisent deux variables de controle, RESTOL et WRANGE, et mettent

en oeuvre |'algorithme suivant :

Algorithme de Gauss-Newton avec recalcul du poids :

. . . . . (4] - < . .
1) inttialisation : choix de x™ ; k =0 ; prendre WO2 = 37! o0 T est la matrice de variance-

covariance.
K
2) Etape k. x” est connu :

On résout le systeme linéaire
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P Wi iy 8" =“lJ]k-Wk2-()’(Xk)“ymcs)
puis on calcule : x**' =x* +4" ;
Si max|y™* —y,(x*"")|> RESTOL
test pour chaque individu :

pouridel am

&
Wi

e
\m’?‘“_)’;(xkﬂ)l

> WRANGE faire w)*'

pour [y"* -y, (x**) (I11-5.5)

fin pour 1
3) test pour la convergence. Si non, k <~ k+1 et retour en 2).

Iis recherchent ainsi, la robustesse du critére des moindres valeurs absolues avec poids.
En effet :

2

$ k) (5= oy, ) = S (t) Jy i)

i=1 i=1

x*? est ensuite calculé pour diminuer la précédente quantité.

L'algorithme précédent a été implémenté avec les modifications suivantes :

- W, = diag(Ay; ™).

- Il faut tenir compte des contraintes.

- On utilise la modification de la direction de Gauss-Newton de Levenberg-Marquardt.

Aussi, les corrections de poids ne sont pas envisagées avant K itérations (en pratique
K=3). Ce qui permet de s'approcher d'une solution de (CLS), en augmentant

éventuellement e,

On impose un nombre maximum de corrections des poids. Car, il faut pour obtenir une
convergence vers une sofution réalisable, pouvoir modifier e, en testant la descente sur
une méme fonction. Il faut donc arréter la correction des poids pour revenir a

Falgorithme [1-5.1.
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ncs

*Iy < RESTOL, il n'y aura aucune correction de

- Si & la K™ itération, max'y —y(x
poids par la suite. Et les résultats sont ceux de I'algorithme II-5.1. S'il y a des corrections
de poids, on reprend l'algorithme II1-5.1 dés que les poids se sont stabilisés ou que le

nombre de correction est trop grand.

- La correction des poids est obtenue en remplagant les résidus dans (III-5.5), par les

résidus pondérés :

k
> WRANGE) faire ! « | — ooy 1159

yi —Yilx

pour (w:‘ly,"1cs —y, (x**

Cette correction s'interpréte elle aussi comme une recherche de la robustesse du critére

des moindres valeurs absolues.

En effet :

i( k+1) (yl ( k+l) zw lymcs k+l)

Une valeur de WRANGE, a pu ainsi plus facilement €&tre choisie en raisonnant sur les
résidus pondérés (WRANGE = 0.001). Ce choix du calcul itératif du poids s'est montré
beaucoup plus robuste dans les simulations menées, mais demande un peu plus
d'itérations que celui de Powell.

I11-5.3 Encadrement des estimations par approximation linéaire des équations

Nous voulons utiliser les estimations par intervalle par approximation linéaire des
équations, introduites dans la cadre des réseaux de distribution d'eau potable par
Bargiela et Hainsworth, en 1989. Il faut cependant s'assurer que X est une solution
isolée de (CLS), que X est a l'intérieur des contraintes, et que sa jacobienne est de plein
rang. Pour que la matrice J(X)" soit la matrice de sensibilité de la solution au sens des

moindres carrés : X, par rapport au déplacement : dy, nous montrons alors le théoréme

suivant :
Théoréme II1-5.3 : Encadrement de x solution isolée de (CLS)

On suppose :

1) (CLS) possede une scule solution : X sur V= V(x)NnK
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ol V(X) est un voisinage fermé de X et K le compact : K= {x eRP/x<x< Y}

~ 1 2
Soit x(dy) € V une solution de min E“y'“‘"“ + 0y —y(x)“ .

xeV
alors :

x(8y) = 3 (I11-5.7)

y—0,,
Si, de plus on suppose :
i) x e x, X[
iii) rang(J(X)) =p
alors, en approximation du premier ordre :
x(8y)—-x =J(x)*.dy (I1-5.8)

En particulier, si —Ay < 8y < Ay,

on déduit :
Ix; (8y)—&;| < g] J(i)*(i,k)}.Ayk =AM i=1,-,p (11-5.9)
Ix@y) -] <|3)* | Jay] (I11-5.10)
Preuve :
de 111-5.7) Clairement : %“y"‘“ +8y—y(o 3,509 (11-5.11)

De plus : %Ily"‘“ +8y-y(x@y))| = %u&yllz +g(x(8y))+(By,y™ —v(x(8y))

Par définition x(dy) € \% " V étant borné et y(.) continue, y(x(dy)) est donc bornée.

Par conséquent : <5y,ymc{ - y(x(5y))> — 0

m §y—0

On en déduit : lim 1 y" 48y — y(x(dy)) * = lim g(x(dv)) (I11-5.12)
y ov—{) i

dy—0 2
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. -
x(dy) réalisant le minimum du critére —2—"y“‘°s +dy - y(x)"2 sur V alors :

%"Ymcs +8y — Y(X(5)’))"2 < %"y"‘“ +dy— y(x)"z, xeV

En faisant tendre dy vers O dans l'inégalité précédente et en se servant des deux

inégalités (I11-5.11) et (I1I-5.12), on obtient que nécessairement :

liénsgp g(x(dy)) < g(x), Vxe \
y—

Comme de plus X réalise le minimum de g(x) sur \'&

lim g(x(3y)) = g(X) (I11-5.13)
dy—0

I11-5.13 entraine que x(dy) a pour adhérence toute solution de (CLS) dans V. La seule
solution de (CLS) dans V est X. Par conséquent :

x(dy) 6;% X

de ITI-5.8) L'hypothese ii) signifie que X n'est pas sur la frontiére de \'& quitte a réduire
V(X), I'ensemble V est un convexe fermé borné (une boule centrée en X par exemple).

Posons : ] 8y=_l](x(8y)) € Mlm.p.

y(.) est de classe C'et rang(J )= p le nombre de ses colonnes, ce qui permet d'affirmer

que si dy est suffisamment proche de 0, :
rang(J;, ) = p | (I1-5.14)
De J(%)* =("J()J%)) " J(X), on déduit :
J® IR =1, (I11-5.15)

Appliquons la formule de Taylor & la fonction y en X cten x(dy) € Vo

y(x(8y)) - y(X) = (J(x)+ L(x(8y) - X)).(x(8y) = X) (I11-5.16)

CemOA : archive ouverte d'Irstea / Cemagref



182

ot [L(u)] — 0

En approximation du premier ordre, on suppose y affine et donc : L(x(8y)—Xx)=0, .

Dans ces conditions I'équation (I1I-5.16) sc simplific :
y(x(8y)) - y(x) =J(X).(x(dy) - X) (I1-5.17)
En prémultipliant (III-5.17) par J(X)" et en utilisant (I1I-5.15) :
x(8y) =% =)(X)*.(y(x(8y)) - y(X))
De Vg(%) = ‘J(%).(y(%)—y™*) =0, on déduit en particulier que :
PR y@=Dx).y™ (I1-5.18)

Comme x(8y)8—% X, pour dy suffisamment petit, x(dy) est aussi 2 l'intérieur de K ; il
y_) L]

vérifie donc son équation normale associée :
t _t ( mes 8 )
Doy y(x(8y)) = Py, \y™ +0y
Remarquons qu'en considérant y(.) affine : ﬂ5y= J(X). De I'égalité précédente on déduit :
PR).y(x(8y) = Y&) . (y™ +38y) (I1-5.19)

(II1-5.17) se réécrit donc en se servant des égalités (I11-5.18) et (I11-5.19) :
x(By) - X =J(%)*.dy

On déduit alors les majorations :

I (y) -, < Y [I%)" 1.k Ay,
k=1

[x@y)- &) <[ 3y | fay] =
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II1-6 Essais numériques

On simule sur ordinateur le fonctionnement d'un résecau test, a partir de la
modélisation du probléme de I'Analyse. On dispose ainsi de toutes les mesures

possibles.

On étudie les performances de I'algorithme III-4.3 du point de vue nombre d'itérations,
temps CPU et complexité (le nombre d'évaluations de la fonction g et de son gradient

avant la convergence étant une mesure de la complexité).

Les estimateurs issus des algorithmes II-4.3, III-5.1 et III-5.2 sont comparés du point de
vue de leurs efficacités, et aussi de leurs robustesses.

Dans un premier temps, les erreurs de mesures sont éliminées ; on vérifie que l'on
reconstitue le vecteur d'état. On introduit ensuite des bruits blancs, des disparités dans

les aléas puis des erreurs grossiéres, et on regarde leurs impacts sur les estimations.

Cette premiére étape de validation du code de Calage ne peut étre définitive. En

effet, dans ce qui suit :

- les erreurs liées a la modélisation sont éliminées ; dans la réalité, on peut ne pas
prendre en compte par une procédure trop simplificatrice, un troncon important, une
classe de rugosité ou une classe de demande. On peut aussi se tromper dans 'état d'un

organe hydraulique, une vanne par exemple, ou dans la ventilation des abonnés.
- les lois de perte de charge sont exactement vérifiées.
Pour toutes ces raisons, il sera nécessaire de caler en situation réelle. Nous présenterons
les résultats obtenus a partir d'une campagne de mesure sur la ville de Marennes.
I11-6.1 Fabrication de schémas et simulations

Le réseau, caltest a été fabriqué a partir d'un réscau réel. Il se compose (figure 55)
de 16 arcs, 15 noeuds simples et 2 réservoirs. Il comprend 2 cycles et 1 chaine entre

réservoirs élémentalres.

Les arcs ont trois rugosités dont la répartition ¢st celle donnée par le graphe de caltest
(cf. figure 55). Les valeurs des rugosités, des longueurs, des diamétres et des débits de

lous les arcs sont celles du tableau de la figure 56.
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c,) (106
En particulier : c=|C, |=|116 (I11-6.1)
c,) \136

Sur chaque noeud la demande et la charge sont connues et reportés dans le tableau de la

figure 57.

Il y a deux types d'abonnés. Le premier, domestique, se répartit a peu prés dans tout le
réseau. Le second de type industriel, est localis€ au noeud 10.

Le vecteur classe de demande est :

p_[Dr(Pem))_ 0.083)1/s e
—(Dz (Ind.) —(16.000 1/s (I11-6.2)
6
2 ¢ @—> \
i R1
! »7 | LEGENDE
Y \3{ — C;1=106
3 ?—4—@—*? 13 #g |- Ca=116
R2 5 ..... C3=136
: ® noeud
4 ¢—c—o—<— 14 ,f réservoir
2 15 ,‘9 o n‘oeud
‘ ¢ simple
¥ ¥
2 I 10 - > Sens du
5 ‘ .......... > ........ @ ---— ___.. débit
16 /s

figure 55 : graphe de caltest

CemOA : archive ouverte d'Irstea / Cemagref



185

Arcs Diamétres | Longueurs | Rugosités | Débits Vitesses | Pertes de
charge
I(u) | T(u) (mm) (m) (HAZEN) (Us) (m/s) (m)
R1 | 2 200,0 2200 116 7,7049 0,25 0,11
2 3 175,0 610,0 116 0,8716 0,29 0,47
3 4 125,0 850,0 106 71,2482 0,59 4,39
4 5 160,0 1215,0 116 12,6529 0,63 4,48
R1 | 6 125,0 7750 106 11,2638 0,92 9,06
6 7 125,0 1255,0 106 83,7638 0,71 9,22
7 8 125,0 630,0 116 8,3471 0,68 3,58
8 9 125,0 1560,0 116 8,3471 0,68 8,86
9 10 125,0 900,0 116 7,5138 0,61 4,21
11 | 10 100,0 1425,0 116 8,4862 1,08 24,74
R2 | 3 144,0 1235,0 106 2,8767 0,18 0,58
R2 | 13 1440 105,0 106 17,0713 0,43 0,26
13 | 14 150,0 410,0 106 7,0713 0,40 0,83
14 | 15 97,0 270,0 106 5,4046 0,73 2,79
15 | 4 1440 7250 106 5,4046 0,33 1,09
5 11 200,0 1660,0 136 8,4862 0,27 0,73

figure 56 : tableau des données statiques et des variables sur les arcs de caltest

Nom Type Nombre | Nombre | Demande Cote
du d'abonnés | d'abonnés piézo.
Noeud Dom. Ind. (I/s) (m)
R1 réservoir 69,9000
2 simple 10 0 0,8333 69,7908
3 simple 30 0 2,5000 69,3214
4 simple 0 0 0,0000 64,9287
5 simple 50 0 4,1667 60,4478
6 simple 30 0 2,5000 60,8389
7 simple 5 0 0,4167 51,6202
8 simple 0 0 0,0000 48,0418
9 simple 10 0 0,8333 39,1813
10 simple 0 1 16,0000 34,9741
11 simple 0 0 0,0000 59,7137
R2 réservoir 69,9000
13 simple 0 0 0,0000 69,6398
14 simple 20 0 1,6667 68,8069
15 simple 0 0 0,0000 66,0209

figure 57 : tableau des variables sur les nocuds de caltest

Pour les tests que nous allons mener, on supposc que les longucurs et les

diametres dans les arcs. les charges aux nocuds réservoirs sont connus. Mais, les
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véritables valeurs des trois classes rugosité, des deux classes de demande, des débits
dans les arcs et des charges aux nocuds simples ne nous servirons que pour vérifier
qu'avec des valeurs mesurées que nous nous scrons données, nous sommes capables de

reconstituer C et D.
Le nombre de paramétres a identifier (caler) est pour ce réscau égal a cing : p = 5.

L'emplacement et la nature des mesures sont donnés par la figure 58. On distingue
trois points de mesure du débit et quatre points de mesures de la pression. Ces points de

mesures ne sont pas issus du chapitre IV.

6
""""" O @ LEGENDE
— C;=106

--- C,=116

: -un——nu----,
s

13 8 e C3=136

' 7
¢
5 noeud
;' réservoir
‘ . o noeud
44 14 9 @ simple
s 15 s Mesure de
f 11 10 ; pression
@ ......... @-_..@_ ”‘ Mesure de
débit

figure 58 : emplacement et nature des mesures pour le réseau caltest

a) Estimations sans erreurs de mesure

St I'on donne pour valeurs mesurées, celle des tableaux des figures 56 ct 57. en

arrondissant a la troisieme décimale pres, le vecteur de mesure est alors :
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(Qeus | (11.264) 175
Qrans 7.071 |1/s

Q10 8.486 | 1/s
y™ =|hs |=]66.021 | m
hy 39.181 | m
hy, 59.714 {m

(hs ) 160.448 ) m

Analysons la convergence vers la solution approchée du critere des moindres

carrés sans poids, MCO.

Pour toutes les initialisations que nous avons essayées, 1'algorithme MCO, converge en
moins d'une seconde, sur un PC 486 dx2 66 Mhz, vers la solution de (CLS). Nous
présentons, les résultats qui correspondent au cas le plus défavorable du point de vue du
nombre des itérations.

Le vecteur x° est choisi assez loin de la véritable solution :

(50}
50
x% =50
0[Il/s
\ 0/ 1/s

Dans le tableau de la figure 59, sont reportés :
- en premiere colonne, le numéro k de I'itération ;
- en deuxieme colonne, le nombre d'évaluations de g déja effectuées : Nbfct ;

-en troisieme colonne, le nombre d'évaluations du gradient de g déja effectuées :
Nbgrad ;

- en quatrieme colonne, la valeur de e, le coefficient du damping (amortissement) de la

matrice hessienne de g de la formule (I11-4.3) :
+ q -1 X mes
xF=xt —(‘J]k.J]kH:k Skz) .‘j}k.(F(xk)—y ) :

R . ‘ . . L k
- en cinquieme colonne la somme des carrés des résidus calculée en x™ @ ¢(x7)
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- en derniére colonne la plus grande composante en valeur absolue du gradient de g pris
k 5
enx : "Vg(x‘)“ .

k Nbfet | Nbgrad | ¢ a(xh) |[Vee|_
0 1 0 107% =5 10| 1400,6 | 879,936
1 7 i 40000 | 10246 | 444818
2 8 2 1,6000 | 361,28 | 406696
3 9 3 0,6400 | 13442 | 146874
4 10 4 0,2560 | 96,168 | 246,379
5 11 5 0,1024 | 82927 | 160,885
6 12 6 4,10.10° | 71,099 | 58,0570
7 13 7 1,64.10° | 55,700 | 37,7654
8 14 8 6,55.10° | 32,125 | 34,7543
9 15 9 2,62.10° | 10,274 | 6,78754
10 16 10 1,05.10° | 1,7814 | 12,4396
11 17 11 4,19.10° | 3,64.107 | 12,1761
12 18 12 1,68.10° | 1,04.107 | 7,02114
13 19 13 6,71.10° | 2,64.10° | 3,53774
14 20 14 2,68.10° | 4,62.10° | 1,50176
15 21 15 1,07.10° | 4,04.10" | 0,42747
16 22 16 4,29.10° | 1,11.10° | 0,05455
17 23 17 1,72.10° | 1,55.107 | 0,00223
18 24 18 6,87.107 | 9,49.10° | 0,00014

figure 59 : tableau des résultats avec des mesures non bruitées pour le réseau caltest

Pour e, initialement pris a 10* : g(x")>g(x% ; e, est alors multiplié par 10,
jusqua I'obtention de la condition g(x')<g(x°). Clest pourquoi, pour la premitre

itération et jusqu'a ce que l'on descende, il a fallu 6 évaluations de g, et une seule

k+1

évaluation du gradient. La condition g(x**') < g(x*) est ensuite toujours vérifiée pour e,

de plus en plus petit ; e,, pour chaque itération, est multiplié par 0.4, pour retrouver la

direction de Gauss-Newton pres de l'optimum.

On observe la stricte décroissance de la suite des g(x*) et sa convergence vers zéro. En
effet, l'algorithme s'arréte 2 la 18"™ itération, et la valeur de la fonction en ce point est

presque nulle.

”Vg(x'g)“m est proche de zéro, ce qui indique que I'on a approché un point stationnaire.

Comme de plus, g(x ") réalise la borne inféricure de g, ¢'est un minimum global de ¢.

Les résidus pour chacun des sept points de mesures sont ceux de la figure 60.
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figure 60 : résidus avec des mesures non bruitées pour le réseau caltest

Nous avons représenté (cf. figures 61 et 62) les estimations, pour k=0,---,20,

pour les trois classes de rugosités et pour les deux classes de demandes.

T T T A I
. . . . . . , --lﬂ!l36.01
13000 - - - - - cem - - - i R R
w2 . . . . . . . . . '
g120-00J"“""""""""'"“'"‘"é ............ "
= . . . . . 00000000011600
L 1 11 1. T S
3. ' ¢ ' * ‘gBGOOOQQQC]OGOO
5100-00‘"‘.""."".""."':"‘.‘"'."".“".“‘:
TO9000 F - - m e s mem s s e s --Ag-~»r»‘<.>--—- -------- -
D (171 (I M I L I T * Ci
g . . . e + B . . . . .
O 7000 4 - - - - - e e T S ° C2
g A S
8 60004 - aisiel i e
© . . e ¢ @ . . . . .
50,00---8-&-&~g-~§-g»4;:~*.3—~~.---.-~--. -------- Seoe e
40 00 —+ t $ + + + t $ t —
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Itération

figure 61 : identification des rugosités en fonction des itérations pour le réscau caltest
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figure 62 : identification des demandes en fonction des itérations pour le réseau caltest

11 faut plus d'itérations pour que D, et C; atteignent leur véritables valeurs. La figure 63
(resp. la figure 64) représente le graphe de la fonction g, en fonction de D, (resp. C;), les

autres parametres étant pris a leur véritable valeur.

Somme des carrés des écarts

1 4 . 0H 3 —_1
-60.00 -40.00 -20.00 0.00 20.00 40.00 60.00
D2enls

figure 63 : graphe de g avec unc scule demande inconnue pour le réseau caltest
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2.00 {
1.80 1
1.60 +
1.40
1.20 L

1.00 T

0.80 1

0.40 +
0.20 T

0.00 > —+ t ~ —t + —t t 1
000 100.00 200.00 300.00 400.00 500.00 600.00 700.00 800.00 900.00 1000.00
C3

figure 64 : graphe de g avec une seule rugosité inconnue pour le réseau caltest

La figure 65 montre le chemin sur le graphe de D, - g(D,) que suit l'algorithme
3, en partant de x° = 0, jusqu‘a la convergence. On obtient 1' avec e, = 1074, 1"

€y = 102 et 1", pour lequel g(x‘) < g(xo), avec e = 107",

3500 -

3000 +

2500 +

1 0 it 1 TR Iy ccnti ! 4 —~
v + t T +

-5.00 000 5.00 10.00 15.00 20.00 15.00 30.00 35.00

figure 65 : cheminement sur le graphe de g pour I'estimation d'unc demande

De la méme fagon, cn suivant les différentes estimations de C; aux cours des

ions, on obtient le graphe de la figure 66 pour une grande initialisation de C et le

CemOA : archive ouverte d'Irstea / Cemagref



192

graphe de la figure 67 pour une petite initialisation de C;. Pour une meilleure lisibilité

de ces deux figures, nous n'avons pas dessiné de segments de droite joignants les itérés.
p g

o o

W f=2)
.
:

©
n

Somme des carrés des écarts
o o
N W

e

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

figure 66 : cheminement sur le graphe de g aprés une grande initialisation d'une rugosité

400.00
350.00 +
300.00 +
250.00 1+
200.00 +
150.00 +

100.00 +

Somme des carrés des écarts

50.00 +

S}

3 4 5 67
0.00 } + T t e —O——C+ {

0.00 20.00 40.00 60.00 80.00 100.
C3

|

[o)
(=

120.00 140.00 160.00

figure 67 : cheminement sur le graphc de g aprés une petite initialisation d'une rugosité
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b) Introduction de bruits blancs

Le résultat de la mesure est maintenant incertain et y™ est une Variable Aléatoire.
Cependant, on va supposer que la distribution des crrcurs de mesure est connue ct est 2
support compacl. Les aléas ou résidus seront pelits ct indépendants. Un résidu
correspondant a un débit est majoré en valeur absolu par 0.01 m/s fois la surface de la

section droite, et pour une charge il est majoré par 0.1 m. Ainsi :

(qrie Y1/s (11264 (dy,) -0.123Y) ( &y, (O.IZBW

Geanis |1/s | 7071 |8y, —0.163 | |8y, | |0.163

Qo |1/s | 8.486] |8y, ~0.079| |8y, | |0.079
y™ =lh [m =]66.021|+|dy, | avec, —Ay =] —0.100 |<| &y, | <] 0.100 |= Ay

he |m [30.181 |y, ~0.100 | 8y | |0.100

hy, |m [59.714| |38y, —0.100 | |8y, | |0.100

\hs Jm  \60.448) \dy,) -0.100) \3y,; \0.100)

De plus, les résidus pondérés : Y, =0y, /Ay,, pouri=1,---,m, sont ici des bruits
blancs, i.e. sont indépendants et de mémes variances. Ils n'apportent ni messages ni
informations. Remarquons que les Ay; étant du méme ordre de grandeur, les dy;

peuvent aussi étre considérés comme des bruits blancs.

Deux estimateurs sont mis en concurrence : le premier est le crittre MCO des moindres
carrés ordinaire, pour lequel on ne sert pas de l'information contenue dans Ay, et le

second le critere MCP des moindres carrés avec poids, les poids w; étant les inverses des

i ; 1
bornes supérieures des aléas, w; = —.

Ay;
Soient, k3" = MCO(0,) et X7 = MCP(0,), les estimations des paramétres rugosités et
demandes, pour MCO et MCP, calculées avec dy = 0,. Alors, igp est la méme que dans

- . SAP _ =SP |
le premiére partie, et X;° =Xy -

c, 106.00
¢, 116.00
R5 =|C,>" =1136.01

D, (Dom.)| |0.0833|1/s
D,% (Ind.) 16.000 ) 1/

~Sp . . = AP . - . .
Le support de X%, qut est celui de x™ . est en approximation du premier ordre donné

par la formule (111-3.9), qui nécessite le caleul des préels -
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> ~AP

m
AR" = Zlﬂ(i)+(i,k)|-A}'k pour : X =Xy =Xy
k=1

Alors, AX"™ permet d'obtenir l'intervalle de confiance symétrique :

foRiy ) 106.003Y (2.866
C,A" 115.996 | |2.420
KA =| G, AP =" £AX" =| 136.005 || 25.411
D,A? (Dom.) 0.08333| |0.00427 | 1/s
D,*? (Ind.) | 16.0000) |0.25671 Jl/s
ASP _ AP _

Retenons que X, =X, =x"™ Par contre, I'estimation de C,, avec MCO ou MCP,

parait trés sensible a une erreur de mesure. Nous allons confirmer cette information, par

des simulations qui se révélent beaucoup plus coiiteuses en temps de calcul.

Générons cinq mille vecteurs de mesures pour lesquelles les erreurs de mesures sont &
peu pres uniformément distribuées. Ainsi, pour le débit sur le trongon R2/13, nous

obtenons la distribution d'échantillonnage de la figure 68 :

0.04 -
i -

0.035 + M — u

0.03 - = B M o F N [] T Fr“r
i i T
it
< 0.025 4
@ 3 B T
S
S 002 -
=
L
=
o 0.015 4
w
p =
= :

0.01 g

, :
0005 - ; |
]

0 . LA I ARIENS ‘
— N T VO~ — N T VMO0 SND —NMmTOVNOMSoOONOS — N
AR R RONO D CODOTCODE T — ===~ = dANNA
et B B R B B o e B O S T T S o S N S T T S S I T S SN N S A A i o

Débit sur R2/13

figure 68 : distribution d'échantillonnage d'unc valeur mesurée

Pour chacun des cing mille vecteurs de mesure ont résout le probleme de I'ldentification
du réseau. On acquiere ainsi, unc bonnc approximation du pavé ou se retrouvent les
cstimations, en 256 secondes pour MCO ct 195 secondes pour MCP. sur un Vax 4000-
100 :
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103.743<C,5" <108.372  103.701<C,*" <108.275
114.012<C,% <117.959  114.108 < C,"" <118.275
118.101<C,%" <163.470  118.832<C,"" <161.636
0.0801< D, <0.0867 0.0803< D, <0.0867
15.796 < D,% <16.211 15.822 < D, <16.187

Ces résultats confirment ['intervalle de confiance linéaire, celui-ci se révélant trés précis
dans le cas de petites erreurs de mesures (l'approximation linéaire étant bonne), et

demandant cinq mille fois moins de calculs et de temps d'exécution.

La méthode de Monte-Carlo posséde cependant I'avantage de donner des informations
sur les lois des Variables Aléatoires x°° et X**. En effet, les distributions
d'échantillonnage des cing mille réalisations de X*° et X*f, sont assez représentatives
des distributions des Variables Aléatoires %°° et X*” : avec mille vecteurs de mesures
on obtient déja la méme répartition. Comme on connait de bonnes estimations des

moyennes et des variances on peut tester l'efficacité de MCP comparé a celle de MCO.

Nous avons représenté les distributions d'échantillonnage de C5' -C3y™ et de CA* - Cy™,
figures 69 et 70, et celles de D7 -DJ™ et de DAP - DI™ | figures 71 et 72.

0.070 T W _
o, 0060 1 1. N1
2 L
< 0.050 1
._.S - {7 Estimations sans poids
=~ 0.040 1 M
3]
9
o 0030 1
=
S 0.020 1 l
= |
0010 1 ” ! ; Jﬂﬂ .
0.000 F’DJ_L 4 iR i) il Y H: !ﬂ% ==y
- &~ ¥ O S o & v % o on - =T S o
R TR T T T B S L S AR S = S
WV N N O N = = ¢ v — O
— - ._‘.- .—‘4 ¢ —_ — —_ o o~ (o}

(C3 estimée - 136)

figure 69 : distribution d'échantillonnage de l'erreur sur une rugosité avec MCO
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Nous avons assimilé pour comparer les efficacités dcs deux estimateurs, les
statistiques sur les échantillons avec les statistiques sur les populations. Nous allons
rappeler les définitions et les propriétés sur les estimateurs (cf. T. H. Wonnacott, p. 261-

283, 1991) que nous allons utiliser.

~

Soit O un estimateur de 6. Il est sans biais si sa moyennc E(0)=0 ; dans le cas

contraire, on définit le biais par : E(0)—0. L'erreur quadratique moyenne est la

- - - 2
statistique sur 6 : ERQM = Var(B)+[E(B)—9] . Pour deux estimateurs quelconques,

avec ou sans biais, l'efficacité de 0, comparée a celle de 0, est le rapport :

ERQM de 6,
ERQM de 6,

On dit qu'un estimateur est précis s'il posséde une faible variance et exact si son ERQM

est faible.

On constate que les estimateurs de C;, de C,, de D, et de D, sont exacts avec ce choix

de mesure dans le cas de petits bruits blancs pour MCO, comme pour MCP. Les
estimateurs c§" et C;“’ ne sont pas précis ; une explication en sera par la suite, donnée.

Dans le tableau de la figure 73, nous avons calculé les statistiques précédemment

introduites :

Estimateur Moyenne Biais Variance ERQM
s’ 136,71 071 66,08 66,58
cyF 136,55 0,55 61,87 62,17
D3 16,0006 6,29.10° 5,61.107 5,61.107
D3" 15,9992 8,36.10 531.107 5,32.10°

figure 73 : tableau des statistiques sur I'échantillon avec des bruits blancs

L'efficacité de (E?" comparée a celle de (hfp est par définition 22?? =1.07
’ ’ /

Ly

5,61

=1.05

. . -, AP PR 2 SP by e -
L'efficacité de D3 comparée a celle de Dg' est par définition

5,32

Les efficacitiés des estimateurs MCO et MCP sont ici comparables pour des bruits

blancs, les différences pouvant s'expliquer par les tfluctuations de I'échanulionnage.
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Pour de grands bruits blancs la conclusion sera identique. Pour la changer, il faut
introduire des disparités entre les aléas des mesures de débits et des mesures de charge.

Ces derniers ne sont plus des bruits blancs, ct sculs les résidus pondérés e sont.

Pour le vérificr, effectuons la méme simulation, a partir dc :

(1.000)
1.000
1.000
Ay =] 0.100
0.100
0.100
L0100
Alors, les méme statistiques ont donné :

Estimateur Moyenne Biais Variance ERQM
C¥F 138.79 2.79 288.47 296,25
CiP 136,80 0,80 87.94 88.592
DSF 16,0419 0,04189 0,623 0,625
DAF 16,0065 6,543.10° 0,365 0,365

figure 74 : tableau des statistiques sur I'échantillon avec des disparités dans les aléas

296,25

= 3,34

L'efficacité de é?P comparée a celle de (A?:fp est

L'efficacité de ﬁ?p comparée a celle de ﬁip est 0,625 =171

’

Les estimateurs MCP sont donc plus efficaces que les estimateurs MCO dans le cas de
disparités dans les aléas, quand on utilise les bons poids. Il n'en serait bien sir pas de

méme si les poids ne tenait pas compte de la réalité, et le résultat pourrait étre inversé.

Comme pour le cas des bruits blancs, nous avons représenté les distributions
7 . = 4 i AAP VI <
d‘échantillonnage de C3"-Cy™etde C;' -Cy™, figures 75 et 76, et celles de

D3 - D™ etde D3 -DY™, figures 77 et 78.
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figure 78 : distribution de I'erreur sur D, avec MCP et des disparités dans les aléas
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Nous allons mettre en évidence le manque de robustesse de I'algorithme MCO
confronté a des erreurs grossi¢res. Nous montrerons alors que l'algorithme MCPA, qui
corrige les poids en fonction des résidus pondérés si un grand résidu est observé, peut y

remédier.

¢) Introduction d'erreurs grossiéres

On entend par erreurs grossieres, toutes données qui perturbent et qui nuisent a

I'estimation. On dira aussi, mauvaises données ou données aberrantes.

Il est possible d'expliquer pourquoi les estimateurs de C, sont moins précis que les
autres a partir du choix des mesures et de la topologie du réseau. En effet, I'arc 5/11 est
le seul de rugosité C,. Pour cet arc, de longueur : 1660 m et de diametre : 200 mm, la
perte de charge donnée par le tableau de la figure 57, est de : hg—h;, =0,73 m. Ainsi,
une erreur de 0.2 metres représente 27 % de la vraie valeur. De méme, une erreur sur la
charge au noeud 11, qui semble petite vis-a-vis des précisions des appareils de mesure
dont nous disposons, est tout de suite grossiere pour l'estimation de C;. Pour un autre
choix de mesure, les deux estimateurs sont peut-étre plus robustes pour l'estimation de

C,, ce sera l'objet du chapitre 1V sur le choix des mesures.

Pour différentes erreurs sur h;, nous avons représenté, figure 79, C, éiant variable, les
autres parametres ¢lant pris a leur véritable valeur. le graphe de fa somme des carrés des

résidus ainsi obtenu -
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figure 79 : graphe de g avec une seule rugosité inconnue pour différentes valeurs en hy;

Pour les cing courbes représentées la fonction somme des carrés des résidus

posséde une asymptote horizontale et une limite finie quand C; — +eo.

Quand by,

augmente, il existe un seuil a partir duquel, le critére des moindres carrés ne possede pas

de minimum sur ]0;1000{.

Pour chacune de ces cinq valeurs de h,;, les résultats de l'algorithme

MCO avec

pour initialisation Cg =136, sont présentés dans le tableau de la figure 80. nous avons

reporté :

- en premiére colonne, 1a mesure en hy, ;

- en deuxiéme colonne, l'estimation de C; ;

- en troisieme colonne, la somme des carrés des résidus correspondante ;

- en quatriéme colonne, le nombre d'itérations jusqu'a la convergence : Nbiter
- en cinquiéme colonne, le résidu sur hy, ;

- en sixieme colonne, le résidu sur hs ;

- en derniére colonae, le gradieat au point estimé.

)
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h:|;cs (m) (":389 g((‘:}SP) Nbiter h;l:CS = ﬁ]] h;ncs _ ﬁj Vg(é3SP)
59.214 10533 | 527.107 4 -1,05.10" | -4,29.10% | 045.107
59.414 115,09 1.88.1072 3 632,107 | -250.10% | 0.23.10°
59,714 13601 | 3,65.107 2 2,17.10% | 2.41.10° | -0,99.10°
60,448 419,01 1,14.10™" 13 154.10" | 6,25.10% | -1,19.10"
60,914 | 110394,65| 4,06.10" 69 5374.10" | 7,14.107 | -0,16.10™"°

figure 80 : résultats avec MCO pour différentes valeur en hy,

On constate que pour h;, =h, et h;; =60.914, l'algorithme converge vers des
points stationnaires (qui annulent le gradient). S'agit-il de minima? Sont-ils globaux ou
locaux? L'algorithme s'est-il laissé "piéger" par un paysage trés plat avec lequel il ne
pouvait pas progresser auquel cas la solution finale dépendrait de la solution initiale?
Pour trouver des réponses a ces questions, effectuons un changement d'échelle sur 1'axe

des ordonnées pour la courbe (1). On obtient ainsi la figure 81 :

h11 =h5

0.2‘[,
018 1
0.16 -
014 T+ oo |one.
012 1. .\~
LU B O I
008 T " i
vos 1Ll
004 1. .l ‘
002 1 b

.........

Somme des carrés des écarts

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

C3

figure 81 : effet d'unc mesure aberrante en hy,

On constate que CEP =419.01, correspond bicn a un minimum global. Pour de
grandes 1nitialisations, t.e. supéricures a 4000, l'algorithme [{-4.3 s‘arréte et détermine
que la solution initiale est un minimum local. le gradient en ce point étant nul avec la
précision de la machine. Ces points sont des points d'attraction pour l'algorithme. Pour

tous les essats numériques cffectués. en partant d'une petite initiahisation (inféricure &
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4000), I'algorithme converge vers Ic minimum global strict, et I'estimation de C, est
419,01.

Pour h;, =60.914, lc point stationnaire attcint est un minimum global non strict pour la

précision de l'ordinateur.

Les résultats du tableau de la figure 80, montrent que le critere des moindres carrés

MCO n'est pas robuste vis a vis de mauvaises données qui faussent 1'estimation.

Si l'on ne tient pas compte de la mesure en h,;, les six autres mesures étant précises au
millieéme, on obtient : C§P =136.

Nous allons tester I'algorithme MCPA dont nous rappelons le principe : si les
résidus pondérés de K*™ itération ne sont pas trop grands, c'est qu'il n'y a pas de donnée
aberrante. On garde alors le méme poids pour toutes les itérations ; l'estimation obtenue
est alors une estimation MCP. Sinon, pour limiter I'influence de mauvaises données, on
corrige pour les itérations suivantes, les poids a partir de résidus précédemment calculés.
En fin du processus de corrections, certains résidus pondérés sont en valeur absolue

proches de un, et d'autres beaucoup plus petits (ce sont ceux qui servent a I'estimation).

b

Pour des poids initiaux pris 2 un, l'algorithme MCPA ne décele pas une mesure
aberrante en h,, et les estimations sont celles du tableau de la figure 80. Si les poids
initiaux sont pris 2 10, on obtient les résultats présentés dans le tableau de la figure 82.
L'estimation obtenue est notée : é3cp. Nbfct et Nbgrad sont ceux du tableau de la figure
59. Les sept derniéres colonnes du tableau sont les inverses des poids (qui peuvent

s'interpréter comme des précisions) obtenus pour la derniére itération.

mes cp -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
hy) G, Nbfct |Nbgrad| w, W, W,y W, Wy W, W,

(m) (Qriss) |(Qroni3) (q||./|o) (hys) (h-9) (hy) | (hs)

59,214113592 | 20 19 0,001 { 0,001 | 0,001 } 0,001 | 0.001 | 0,494 | 0,00!

59,414 {13592 20 19 10,001 | 0,001 { 0,001 | 0,001 | 0,001 | 0,296 | 0,00!

59,7141 136,01 3 2 0,100 | 0,100 | 0,100 | 0,100 | 0,100 | 0,100 { 0,100
60,448 | 135,92 18 17 0,001 | 0.001 | 0,001 ] 0,001 { 0,001 | 0,725 | 0,001
60,914 | 13590 | 3l 30 0.001 { 0,001 | 0,001 | 0.001 | 0,002 { 1,210 | 0.00l

figure 82 : moindre influcnce d'une donnée aberrante en hy, par MCPA
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Pour quc lalgorithme MCPA donne une estimation différente de lalgorithme

MCP, il faut que pour un indice i aprés trois itérations :

y‘|ncs_yl(x3)‘>3*Ayl2 (”[-63)

Afin que les corrections sur les poids ne soicat pas influcncées par la solution intiale ¢t

pour unc meilleure détection de données aberrantes, on effcctuc trois itérations (K=3).

I est important que Ay; = w,”™' soit une bonne mesurc de fa dispersion de la i mesure
autour de la vraie valeur. Ainsi, si (I1[-6.3) se réalise a la troisi¢me itération, il y a une

-ieme

forte probabilité pour que la i mesure soit une mauvaise donnée.

Prendre le poids initial égal a I'inverse de la précision de la mesure donne de bons

résultats, pour les deux raisons suivantes :

- s'il y a présence de mauvaises données, le test III-6.3, les déctle généralement. On

corrige ensuite les poids.

- s'il n'a pas derreur grossiére, le correcteur ne s'est pas mis en marche lors de nos
simulations (ce que nous allons vérifier), ce qui ne serait pas vrai avec k = 0 dans III-
6.3 ; ce choix conduit alors a l'estimateur du critere des moindres carrés avec poids
(MCP) pour lesquels on a les bons résultats du chapitre précédent quand les résidus

pondérés sont des bruits blancs.

Comparons, dans le cas de disparités dans aléas, mais sans erreurs grossieres, l'efficacité
des estimateurs issus de l'algorithme MCPA par rapport aux estimateurs des critéres
MCO et MCP. On reprend le dernier test du précédent sous-chapitre, lequel génére cinq
mille vecteurs de mesures, avec Ay; = 1 I/s pour les débits et Ay, = 0,1 m pour les

charges.

Le tableau des résultats, sur les deux simulations nécessaires au test de Monte-Carlo qui

s'effectuent chacune en moins de 200 s sur un Vax 4000-100. est le suivant :

Estimateur Moyenne Biais Variance ERQM
cs’ 136,78 0,78 90,95 91,56
(i 136,80 0,80 87,94 88,59
DS 16,0060 6,016.10" 0,366 0,366
DS* 16,0065 6,543.10™ 0,363 0,365

figure 83 : comparaison des statistiques sur I'échanullon
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Les estimateurs issus de MCPA sont aussi cfficaces que les estimatcurs MCP. Les
différences sur les ERQM s'expliquent par les fluctuations des échantillons. Le test I1I-
6.3, a détecté dans tous les cas qu'il n'y avait pas de mesures grossiéres : on ne fait pas

dc corrections.

vrai

Les distributions d'échantillonnage de CS* —CY™ e de DS" —D¥™ sont représentées
be) 3 3 2 2

figures 84 et 85 :
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figure 84 : distribution de I'erreur sur C,; avec MCPA et des bruits blancs
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figure 85 : distribution de I'crreur sur D, avec MCPA ct des bruits blancs
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[I1-6.2 Calage du réseau de Marennes

La Compagnic des Eaux de Royan, société fermicre de la ville de Marennes

(Charente-Maritime), a permis la réalisation d'unc campagne de mesure.

Le graphe de la ville de Mareanes (figure 86) se compose de 231 arcs et 183 noeuds

dont un réservoir, au nocud 1. Il comprend 49 cycles indépendants.

LLEGENDE
~ PVCI0
cnregistreur pression groemenmeamessemenasey ~== F-St1933
H 1 H
Hameau le 26/03/93 : S6m/h + presuont
16hSR-17h04 ~== F-StPrb
----- FD-St
/1 enregistreur pression ©  nocud réservoir
"""""""""" 3 Fermette
6.5 nrh+ pression § @ ke 26/0393 ®  nocud simple
. i b '
LS sl LI 2 P
O om LoM! Vanne fermé
U (1:]) Rand e
: O point de mesure
(2]
—p
15% $ = =@
T —
- ¥ 1785 mh + pressnon i
.ss-:—"‘?“’ P 16301634 {
Carref Sall R -
rreiour " " ~e1x 1214
3 A 1 ) o ]
65.5 ai'th + pression C AR sl W VN Av. Leclerc
17h34-17n38 Y I -
A “" “ 10 l'
I . U g Ty
o LN PRy b S FPE TR
enregistreur débit A n -:” -"', “‘s""“ nr H 16h40-16h44
e 260393 ~ [
-------- -

1245 m/h + presstan E
15h40-15h43

figure 86 : campagne de mesure pour la ville de Marennes le 26 mars 1993

La longueur des conduites du réseau prises en compte est de 38 km. Les conduites sont
constituées de trois matériaux : Polychlorure de vinyle 10 bars (PVC10), Fonte-Joint
Standard (F-St) et Fonte Ductile Standard (FD-St). On décide de quatre classes de
rugosités correspondantes aux trois matériaux et a une classe de quatre arcs de matériau

F-St en téte du réseau pour laquelle des problemes sont signalés.

Deux types d'abonnés (pour la morte saison) suffisent a décrire le comportement global

de la consommation. Sont recensés 2562 abonnés de type domestiques  ; les
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consommations industriclles sont connues et constanitcs pour toute la durée de la

_campagne de mesure.

a) Organisation de la campagne de mesure

La campagne de mesure consiste a ouvrir sept poteaux d'incendic, comme indiqué
sur le graphe de la figure 86, pour favoriser l'apparition de pertes de charge dans le
réseau. On dispose ainsi de sept régimes de demandes, pour lesquels la seule classe de
demandes inconnues est D, la demande domestique par abonné. En ouvrant un poteau
d'incendie, on introduit une nouvelle classe de demande. La mesure du débit au poteau
d'incendie a servi a déterminer la demande particuliere qu'elle constitue. Cette mesure

est supposée parfaite pour les estimations qui vont suivre.

Les inconnues a déterminer sont les quatre rugosités et la demande D, pour les sept

régimes. Ce qui fait 7+4 =11 inconnues.

Les mesures pour chacun des sept régimes sont : la mesure du débit en téte sur I'arc 3/4,
et trois mesures de pressions, la premiere dans un voisinage immédiat du poteau
d'incendie, les deux autres aux noeuds 181 et 125. Ce qui représente en tout 28 mesures.

D'ou : C

m=28etp=11

b) Evolution des estimations au cours des itérations

Les précisions sur les mesures sont Ay; =1 m si la i“™ mesure est une charge, et

Ay; =11/s pour les mesures du débit en téte.

L'algorithme III-5.2 a convergé en 21 itérations et en 27 secondes sur un Vax 4000-100.
La somme des carrés des écarts des résidus pondérés est égal a g(x*') =17.02.

Les figures 87 et 88 présentent, pour la premiere, ['évolution des rugosités au cours des

1térations et, pour la seconde, celle des demandes.

La solution initiale correspond au résultat attendu. Le résultat de la 4™ itération est
celui de l'estimation du critére des moindres carrés : MCP, et celui de la 21°™ itération
correspond aux modifications automatiques des poids cffectuées par algorithme 1H1-5.2.
Entre la 4°™ itération et la 21" cc sont surtout les estimations des demandes qui ont

changé.
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figure 87 : évolution de I'estimation des rugosités pour le réseau de la ville de Marennes
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figure 88 : évolution de I'estimation des demandcs pour le réseau de la ville de

Marennes

¢) Estimations par intervalle des inconnues

Les résultats sur les estimations par intervalle obtenues par approximations

Iimcatres des équations sont ceux des figures 89 et 96
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figure 89 : estimation des rugosités pour le réseau de la ville de Marennes
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figure 90 : estimation de D, aux heures des ouvertures de potcaux d'incendie

d) Itude des residus

Pour juger la qualit¢ d'une lestimation. on représente usucllement les résidus.
Nous utiliserons les ordres de grandeurs données par S. E. Delattre, 1991, qui considére
avotr caler le réscau si les charges prédites sont @ moins de 3 metres des charges

mesurées et st les débits préduts sont & 10% des débits mesurées.
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Sans corrections des poids, les résidus obtenus a la convergence sont ccux de la

figurc 91 :

210

figure 91 : résidus obtenus avec MCO

On observe sur le tableau de la figure 92, huit résidus trop grands :

résidus MCO

pree | s B2 VBT | R 1

de poteaux anomalies 4 (m) (m) (m)

d'incendies
Plage (15h40) 0 3,4% -0,1 0,8 0,7
Stade (16h12) 0 8,1% 2,8 -0,6 0,1
C.M. (16h32) 2 4,2% 14,6 -2,8 -10,7
Av. Leclerc (16h42) 0 2.8% -1,3 1,0 1,6
Fermette (17h00) 1 12,5% 2.3 -0,9 2,6
Hameau (17h20) 4 -53,4% -20,1 6,4 8,0
Carrefour (17h36) | -2.6% -4.72 0,9 1,4

figure 92 : tableau des résidus obtenus avec MCO

L'avantage de l'algorithme MCPA sur ['algorithme MCP est qull diminue 'influence de
mauvaises données sur l'estimation. Ainsi avec corrections des poids initiaux par

I"algorithme MCPA, les résidus obtenus a la convergence sont ceux de la figure 93 :
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résidus MCPA

figure 93 : résidus apres corrections des poids

Le nombre d'anomalies a été divisé par deux et le correcteur a vraiment amélioré la

situation comme le montre le tableau de la figure 94 :

Ouvertore | e 100[1_ q_) o R | e R | hiy — Y0

de poteaux anomalies i (m) (m) (m)

d'incendies
Plage (15h40) 0 5,8% 0,0 0,2 0,0
Stade (16h12) 0 7,4% 0,0 -0,6 0,0
C.M. (16h32) 1 0,0% 44 0,0 -1,7
Av. Leclerc (16h42) 0 0,0% 0,0 1,2 1,9
Fermette (17h00) 1 12,98% 0,0 -1,3 0,2
Hameau (17h20) 1 0,0% -13,5 1.0 1,2
Carrefour (17h36) 1 -1,0% -5,0 0.0 0,5

figure 94 : tableau des résidus aprés corrections des poids

Trois problemes sont détectés pour les mesures des charges aux voisinage des poteaux
d'incendies. Une Vvérification, de la cote sol ou cote NGF est & envisager en ces points de
méme qu'une schématisation plus précise au voisinage des trois potcaux dincendic
concernés. Le mauvais résidu sur le débit en téte du réscau est <ans doute dG a une

mauvdise mesure de ce débit.
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La figure 95, montre que 17 résidus pondérés sont en valeurs absolucs égaux 4 un ct quc
les 11 autres sont presque nuls. Ce qui signifiec quc les onze mesures correspondantes

servent a caler les onze paramétres inconnus.

Résidus pondérés

figure 95 : résidus pondérés apres correction des poids

e) Résultats de simulations par la méthode de Monte-Carlo

On génére mille vecteurs de mesures avec une erreur de mesure uniformément
distribuée. On résout ensuite pour chacun d'eux, le probleme de I'Identification du
réseau par l'algorithme III-5.2. Ce qui a permis d'obtenir les estimations par intervalle de
la figure 96 :

1400 v
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80.0 1+

-
~1
o
i o
~1
(7]}
h

60.0 -
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N
o
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4 Y e e e

=St 'D-St PVClOo -St prob

figure 96 : estimaton des rugosités pour le réscau de la ville de Marennes
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Un carré symbolise la valeur obtenue avec les données brutes qui est voisine de la
moyenne obtenue sur I'échantillon. Les estimations issus de la méthode de Monte-Carlo
sont plus précises que les estimations symétriques par intervalle données par la figure
89. Elles demandent, cependant, un temps CPU de 4 h 20 mn ¢t 52 s sur un Vax 4000-
100, la duréc moyenne pour une résolution du probléme de I'Identification du réscau
ayant été de 15 s 65". Les estimations par intervallc sont les supports des distributions

d'échantillonnage (cf. figures 97 a 100) des mille réalisations de C,, de Cz, de C et de
C4 -

Distribution d'échantillonnage de C1

0080 1 o

0.070 1 ]
O Estimations avec comection des pards r a

%

0050 1

& 0030 1
0.020 1
0.010 {

.............

Frequence relative
§
il
1 O
i
4 3
6 3
7
]
-
]
]
(]
]
——
3
7

0.000 +—+—L=

figure 97 : distribution d'échantillonnage de la rugosité du matériau F-St

Distribution d'échantillonnage de C2

0.070 T

~ = Csumations avec correcuon des pards

g (=]
g g
.

Frequence relative

figure 98 : distribution d'échantillonnage de la rugosné du matériau FD-St
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Distribution d'échantillonnage de C3
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figure 99 : distribution d'échantillonnage de la rugosité du matériau PVCI10
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figure 100 : distribution d'échantillonnage de la rugosité du matériau F-St prob.

Nous n'avons pas détecté de probleme sur les quatre arcs de rugosité C,. Clest au
contraire, sur les autres arcs en F-St (C,) qu'il semble y avoir une faible rugosité donc un

probleme.
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IV CHOIX DES MESURES

Nous venons de voir comment, a partir de m mesures, déterminer la meilleure
estimation au sens des moindres camrés des p classes de rugosités et de demandes
inconnues : on résout le probléme (CLS) du §II1-3.1.

L'emplacement et la nature des mesures déterminent si un réseau est observable, c'est-3-
dire si l'on peut reconstituer le vecteur d'état, et influent aussi fortement sur le
comportement numérique pour la recherche de l'optimum, et la stabilité de I'estimation

devant les erreurs de mesure

On se propose de décrire un Algorithme de Choix de mesures qui répond a ces deux

préoccupations.

Apres avoir présélectionné des mesures, par un facteur économique et par la facilité de
mise en oeuvre, on rappelle les équations qui entrent en jeu, lesquelles sont ensuite

simplifiées en les linéarisant.

On effectue alors deux changements de variables : le premier dans l'espace des mesures
pour homogénéiser la précision des mesures, le deuxieme dans l'espace des inconnues

pour effectuer une mise 2 I'échelle.

On formule le probléme du Choix des mesures sous la forme de la minimisation de
l'influence des erreurs de mesures sur I'estimation, sous la contrainte de I'indépendance
maximale des mesures. Le probléme étant un probléme combinatoire difficile, on
propose un algorithme glouton pour le résoudre. On décrit en le justifiant le calcul

itératif de ce critére.

[V-1 Généralités sur les mesures

On sait wuhser, dans la procédure d'ldentification du réscau, des mesures de

demandes aux noeuds simples et aux nocuds réservoirs, c'est-a-dire les mesures de
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. f . .
certaines composantes des vecteurs d et d (Paragraphe 111-1.6). Précisons pourquoi ces
mesures sont en fait des pseudo-mesures ct pourquot dans tout le quatricme chapitre on

ne va pas "Choisir unc mesure" dont la nature est celle d'unc demande en un nocud.

IV-1.1 Mesures de demandes aux nocuds simples

La mise en oeuvre d'une mesure de demandes aux nocuds simples est difficile
sinon irréalisable. En effet, il faut mettre un débitmetre chez chaque abonné ou bien
mesurer les débits sur tous les arcs incidents a un noeud simple auquel cas, les mesures

sont de débits sur les arcs et non de demandes aux noeuds. _ -

Une mesure de débit sur un noeud simple ne correspond donc pas a une mesure réelle ;
c'est en fait une déduction statistique ou une connaissance a priori du réseau donc une

“pseudo-mesure".

IV-1.2 Mesures de demandes aux noeuds réservoirs

On dispose toujours d'une mesure de débit 2 un noeud réservoir, qu'il y est un ou
plusieurs arcs incidents, si entre deux régimes de demandes consécutifs on a constaté
une différence de niveau, significative par rapport a la précision de la mesure, sur ce

réservoir.

On saura alors déterminer la composante de d associée a ce réservoir pour la premiere

période : c'est au signe pres, le quotient de la différence de volume par le temps.

Si le noeud réservoir est un lac ou un noeud de ressource infini, ou si la charge du
réservoir reste constante, on ne sait pas mesurer la demande en ce noeud a moins de

mesurer le débit sur tous les arcs incidents.

IV-1.3 Réalisation des mesures de débit et de charges

Dans tout ce chapitre on cherche a mesurer des débits sur des arcs et des charges
sur des noeuds simples et dans la mesure du possible on favorisera les mesures de
charge aux noeuds simples : les précisions et fiabilit¢ des mesures de charge sont

meilleures ; elles sont plus faciles a mettre en oeuvre et d'un moindre codt.

V-2 Les équations associées aux mesures
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IV-2.1 Reconstitution des débits et des charges pour T régimes

Soit x, le vecteur d'état correspondant a T régimes :

X = (Cinc’Dinc(xl), ..... Dinc(lt)) c (R‘+ )“C <R

On rappelle (cf. ITI-2.3) que pour le e régime, les résistances dans les arcs et les
demandes aux noeuds, sont obtenues a partir des classes de rugosité et de demandes

inconnues au temps t;, par les relations :

Il

T(KC.(ISC.Cmcs‘FlNC.CinC))
Kp-{'Sp-D™+Np. D (1))

r(Cinc)

_ v-2.1
o)) ( )

Notons y(x), le vecteur des débits et des charges prédites par le modéele de I'Analyse :
Y =(y1,¥2,.¥:) €R™™ avec y; = (q(t;), h(t;))

y; vérifie alors :

: , A
(e(C™),d(D™(1;)) > y; =(q(t;), h(t;)) (Iv-2.2)

ot A est défini au §II-1.1.

Pour faire référence a la reconstitution des débits et des charges par le vecteur d'état x,

on écrit :
y =y(x) (IV-2.3)

Remarquons que (IV-2.3) correspond au cas particulier de (III-2.6) pour lequel il n'y a
pas de mesures de demandes aux noeuds et pour lequel tous les débits dans les arcs et

toutes les charges aux noeuds simples sont mesurées ; la dérivabilité de y(.) s'en déduit :
Théoreme [V-2.1:

1 = n 1 - - -
y est de classe C' de ((R +) xRT™ vers RT™™ et sa matrice jacobienne est :
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p> A
Jac(y)(x)=| .’ :
ZT AT
ou
Z; eM,,, . estlamatrice des dérivées particlles de y; par rapport a c™:
5 - O a(Chw,d(t;)). KN
" {9 N(Chw,d(t,)). K. N
A; €M, , o estlamatrice des dérivées partielles de y; par rapport Di"C(ti) :

A = 9,q(Chw,d(t;)). K. Ny,
' {9,h(Chw, d(t;)).Kp-'Np,

Ochwds Ochwlls 949, d4h sont les fonctions du théoréme HI-3.3 ;

d(t;) = KD-(lSD- D™ (t; }+'Np,. Dinc(ti ))

t {Chw =K. (1Se.C™+N..C™)
€

Preuve : on fait S (t;) =1, et S (t;) =1 et on utilise le théoreme (11I-3.4) W

IV-2.2 Prise en compte de m mesures et restriction du modéle

m désigne dans tout ce chapitre un nombre de mesures de débits dans les arcs ou

de charges aux noeuds simples :

m= (mq(tl)+mh(t, ))+~-+(mq(tt)+ mh(t:))

Le probléme se pose du choix de certaines composantes des vecteurs q et h qu'il faut

mesurer. De maniere équivalente, on cherche a déterminer 21 matrices de sélection (cf.

chapitre I1I-1.6) :

Sq (1), Sy (1), S (1), Sy (1)
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Sty 0 o 0
0 Su(y) :
Posons : S=| : : (IV-2.6)
: S(ty) 0
0 o 0 S(t)

On cherche donc une matrice de sélection SeM,, ; .n)-

Soit S une telle matrice, rappelons alors quelles équations sont utiles 2 I'estimation

de x.

Posons y*° €R™, le vecteur des débits et des charges calculés 2 partir d'une estimation

x. Alors y* et x sont reliés par :
y =S.y(x) aAv-2.7)
oll y(x) est défini en (I11-2.3).

Soit y™ €R™ le vecteur des mesures. Le probléme de 1ldentification du réseau

consiste 2 chercher X pour minimiser la norme euclidienne de y™ —S.y(x) :

S.yX)=y™ (IV-2.8)

IV-2.3 Linéarisation des équations

.. 0 . . - ‘e . . .
Soit x~ une estimation a priori du vecteur d'état. En approximation du premier

ordre autour de x° :

y(x)—y(x*) =Jp.(x = x°) (IV-2.9)
ot Jy=Jac(y)(x°)
Posons yo = y(xo) alors :

y—y° =J]0.(x—x°) (Iv-2.10)

. ' .. 4] .. - '
St x ct x' sont voisins de x°, en écrivant (IV-2.9) en x puis en x' et en soustrayant les

deux équations obtenues :
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y(x)=y(x') =Jy.(x—x")
Siy=y(x), y'=y(x') posons dx =x—x' et dy =y—y" alors :
8y =J.5x (IV-2.11)

Ainsi si x est voisin de x° et si 8x est petit y(x+98x) = y+dy ot dy est donné au premier
ordre par (IV-2.11).

1V-3 Obtention du nombre nécessaire de mesures

Le vecteur des inconnues : X, a exactement p=n¢+7T.np, composantes. Pour

obtenir un nombre d'équations plus grand ou €gal a p, il faut :

m2nc+7T.np=p av-3.1)

Répéter k mesures avec k plus grand que le nombre de classe de demandes inconnus,
permet de réaliser (IV-3.1). En effet, pour k > np et T tel que :

1>-1¢ (IV-3.2)
k—np
il est clair que,
m=1k2p

IV-4 Homogénéisation des données de mesure et des paramétres inconnus

[V-4.1 Equilibrage de la jacobienne

Un équilibrage de J|, consiste 4 prémultiplier et postmultiplier J|, par deux

matrices diagonales E, et E, (voir par exemple Golub ¢t Van Loan p.124, 1989) afin
d'atténuer les disproportions éventuelles entre  les coefficients de J,. Le

conditionnement est en général amélioré :

I <cond(E,.],.E,) < cond(],) (Iv-4.1)
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Nous notons :

T,=E,.J,-E, (IV-4.2)

et nous proposons pour le choix de E, et 5, :

a) Equilibrage de la jacobienne en fonction de la précision des mesures

On cherche 2 homogénéiser les précisions dans la mesure des débits et des

charges. Pour cela, on pose :

E,:diag[L] AV-43)
AYi

ol Ay, est la précision supposée de la mesure de la o composante de y :

Cette pré-multiplication correspond au changement de variable :

v, Y, =i ,pouri=1,..,T.(a+n)

Yi
Posons : 7 Y=E,y (Iv-4.5)

Ainsi, en mesurant Y, on se trompe d'au plus £1.

8Y, l'lerreur de mesure, appartient a la boule B_(0,1) ce qui est primordial pour le
critere du choix des mesures que nous définirons dans un prochain chapitre, lequel

cherche a privilégier les mesures les plus précises.

b) Equilibrage de la jacobienne a partir d'une estimation des parameétres

Le but est de réahiser une mise a I'échelle du vecteur des esumations : x, pour
lequel il y a une grande disproportion entre un coefficient de rugosité d'Hazen-Williams

(de I'ordre de 100) et une consommation par abonné (de l'ordre de 1071 /s).

Le choix dec E, est le suivant :

CemOA : archive ouverte d'Irstea / Cemagref



224

0
X.
E, = diag| — IvV-4.6
2 g( IOJ ( )
On supposera que x? #0, pourj =1,...,p (Iv-4.7)

La post-multiplication correspond alors au changement de variable :

IO.xj )
x; > X;=—7—,pourj=1,.,p
X;
soit vectoriellement : X= Ez".x (v-4.8)
1
ainsi: x* > X" =101, 001, = : |eRP.
1

c) Exemple

Reprenons I'exemple du paragraphe II-1.7. Ce réseau est constitué de cing arcs

d'un réservoir RO et de trois noeuds simples :

A (30,0
1
2
RO >
= (10,20)
v |
gy
3 — Rugosité C,
----- Rugosité C,

figure 101 : exemple pour I'homogénéisation

Nous avions €tabli les relations entre demandes et classes de demandes, ct rugosités ct

classes de rugosités :
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(Chw,} (1 O
d 30 O Chw 1 0
dl =/10 20 b, Ch 2 = i
2 1= 1p wy[={1 0} C
d,) (o o) 7 Chw, | lo 1Y
Chw 0 1

. - . . 0 < -
Choisissons une estimation : X, des quatrc parametres inconnus ; les classes de
demandes sont exprimées en litres par seconde et par abonné, et les classes de rugosité

étant sans dimension :

c? 136 13,6 0 0 0

(o 116 0 11,6 0 0
x=| 2= alors E, =

DY | ]0,1389 0 0 0,01389 0

DY/ 10,5600 0 0 0 0,056

Si la charge au noeud réservoir R, est de 20 meétres et si les caractéristiques conduites

sont :
arc:u [(¥)) T(W) L; (m) |®; (mm)]| Chw;
| RO 1 1000 150 136
| 1 2 1000 150 136
ll 3 1 1500 150 136
v RO 3 1000 150 116
\% 3 2 1000 150 116

figure 102 : tableau des caractéristiques conduites de 1'exemple pour I'homogénéisation

Alors en résolvant le probléme de I'Analyse on obtient les débits dans les arcs (en I/s) et

les charges aux noeuds simples (en m) :

q, 9,18
q, 6,62
q; 1,61
o 144 7,58
Y Flas |7 597
h | 17,92
h, | [16,79
h,) (18,05

La jucobienne définte en [V-2.9 est alors -
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0,0290 —0,0340 i 22,9688 10,6983
0,0250 -0,0293: 3,4120 10,9737
—0,0040 0,0047 © 10,4469  0,2763
0,0290 0,0340 17,0350  9,3026
~0,0250 0,0293: 6,5880  9,0263

_B():

0,0236  0,0236 ~10,7011 -7,9596
0,0139 0,0149: -8,133¢ —4,4416)

avec cond(J},) =1037,7 et l'amplitude des termes est : 17.0350 —(~10.7011) = 28.

Supposons avoir une précision de £2 1.s™' pour les mesures de débit a réaliser et une
pp

précision de +£0,5 m pour les mesures de charges a effectuer. Ainsi :

(2 } 05 0 0 O O O O
2 0 05 0 0 O O O
2 0 0 05 0 0O 0 O
2 6 o0 o0 05 0 0 O
Ay = E =
2 0O o0 o0 o0 05 0 O
0,5 6 o0 0 0 0o 2 O
0,5 0O 0 0 o0 o0 o0 2
\0,5 .0 0 0 0 0 0 0

La Jacobienne équilibrée T, =E,.J,.E, est alors :

(10,1974 —-0,1974 0,1595 0,2996)
0,1701 -0,1701: 0,0237  0,3073
~0,0273  0,0273 0,0726 0,0077
—0,1974 0,1974: 0,1183  0,2605

I

(=]
—
~)
=
[
<o
2
=
o
o)
=
Lh
o
<o
[\
L
&)
~l

0,4383  0,3308 - —0,2672 -0,5019
0,6422  0,5465 : -0,2973 -0,8915
03770 0,3463 —0,2259 —0,4975

avec cond(]TO) = 11,6 et 'amplitude des termes est : 0.6422 -(-0.8915) = 1.5.

d) Transformation du modele linéaire

7

N OO O O O O O

-
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En prémultipliant I'équation IV-2.10 par E, et en faisant apparaitre E, qui est

inversible :

El.y_El.yO = El._ﬂo.Ez.Ez_l.(x—xo)

Par conséquent le modeéle linéaire s'écrit :

Y-Y°=T,.(x-x°) (IV-4.9)

Soit :

dY =T, .8X (Iv-4.10)

oil §X est un petit écart sur X voisin de X’ et 8Y = E,.y(E,.(X +8X))- Y.
Cherchons une interprétation physique aux coefficients de T, et de sa pseudo-inverse

T"

IV-4.2 Interprétation des coefficients de T

La j*™ colonne de T, : T.; s'interpréte comme la réponse au déplacement unitaire

N . 0~ . oz :
e; par rapport a X voisin de X, ot ¢; désigne le ™ vecteur canonique de R®.

En effet, si l'on remplace 86X = e; dans IV4.10:

On obtient : dY =T, (Iv-4.11)

Reprenons l'exemple précédent et choisissons 80X =e, :

Ainst :
10 10 136
o |10 0 11 116+11,6=127,6
X' = X=X"+6X= etx=E,. X =
10 10 - 0,1389

10 10 0.5600
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(—0,1974)
-0,1701
0,0273
dY =1, = 01974 est la réponse au déplacement unitaire ¢2
- 0,1701
0,3308
0,5465
\ 0,3463 )
( —0,3948\
—0,3402
0,0546
. 0,3949
1 lui correspond : dy =E,".8Y =
0,3402
0,1654
0,2732
. 0,1732

Le débit dans les arcs et les charges aux noeuds sont donc si on a seulement perturbé
Cg, en approximation du premier ordre :

8,79
6,28
1,66
1,97
6,31
18,09
17,06
18,22

y=y’ +3y=

[V-4.3 Interprétation des coefficients de T"

Supposons que la vraie valeur de X soit voisine de X°. Le modele linéaire (IvV-4.9)

permet alors de calculer un vecteur débit ct charge Y pour lequel :

Y=Y'+T, (x-X")

CemOA : archive ouverte d'Irstea / Cemagref



229

Soit alors Y™ e R™*™ unc mesure de tous les débits dans les arcs et de toutes les
charges aux nocuds pour les T périodes. On cherche X unc estimation de X qui vérific

(IV-4.9) au sens des moindres carrés .

vy = Y04 T, (X - x0) (IV-4.12)

Y™ YO -T, ()A( - XO)" 2 est minimal.

C'est-a-dire pour laquelle
2

Supposons T, de rang maximum : p, alors (Lawson et Hanson p. 37, 1974) I'unique

solution de (IV-4.12) est donnée par :

X=x+T* (Y™ -Y°) (IV-4.13)

on: ' =(T.%). T,

" °S'il n'y a pas d'erreur de mesure (Y™ = Y"™), la meilleure estimation que Y'on puisse
obtenir avec des informations du premier ordre (les dérivées premieres) se déduit de
(IV-4.13). On la note X°". On a donc :

P =x0+ Tt (Y™ - Y°) (IV-4.14)

Si 3Y désigne une erreur de mesure, on a : Y™ =Y"® +3Y. On obtient la formule
semblable a celle établi en (III-5.8) :

X =X +8X avec 8X =T, .8Y (IV-4.15)

olt T,* s'interpréte comme la matrice de sensibilité de la solution au sens des moindres

carrés : X°M, par rapport au déplacement : dY.
La j*™ composante de X s'écrit :
. R 1{a+n)
— yont il
X, =X+ Y T (5.k).8Y,
k=1
Si T.,* désigne la k"™ colonne de T,* alors :
T{a+n)

X=X+ Y35y, T, (IV-4.16)

k=l
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Rappclons par définition de Y, cf. IV.4.5, que :

[3Y, | <1, pour k = 1....,t(a+n) (IV-4.17)

T.,* représente une approximation de I'erreur commise sur I'estimation de X°™, si on

: icmc . . .
commet une erreur de mesure maximale sur lak™  mesure uniquement, i.e si Y, =1 et
oY, =0, i#k.

Sur notre exemple, en utilisant les données de IV-4.1c :

Choisissons y*™ =y et 8Y =¢, ; on mesure donc sur I'arc I : 9,18+2=11,181s" au
lieu de 9,18 Ls™.

Comme la pseudo-inverse est :

1,4995 10,9302 0,1836 0,0647 -0,1189 0,2449 0,5699 0,1856
0,0895 -0,1276 0,3127 11,5790 11,2663 0,1790 0,5201 0,3374
0 3,1509 -2,5490 2,8570 11,5068 -1,3502 -2,4994 2,2492 -1,0388

—0,0629 -1,6467 -0,8034 0,4561 1,2595 0,8747 -0,7922 0,3718

En appliquant IV-4.15 :

1,4995
0,0895
3,1509
—0,0629

X =T,*.8Y= est l'erreur sur l'estimation de X°° = X°

En prémultipliant par E,, on obtient le dx correspondant en mesurant tous les débits et

toutes les charges :

20,3935 156,3935
1,0383 117,0383

6X2E7.6X= e[x:x0+8xz
} 0,0438 0.1827
—0,0035 0.5565

Ox exprime la sensibilité des résultats a I'erreur de mesure proposée 2 I/s.

Ces caiculs ont €té faits avec une précision supéricure a I'affichage sous MATLAB 4.2b.

IV-5 Le critéere de sélection des mesures
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Le systéme (1V-2.3) s'écrit aprés changement de variable :
Y =E.y(E,.X) (IvV-5.1)

Choisissons m mesures de débit et de charge avec m 2 p réalisant (IV-3.1) ; les m

relations qui permettent de déterminer X sont obtcnucs en prémultipliant par S :
Y =S.E,.y(E,.X) (IV-5.2)
En linéarisant (IV-5.2) et en supposant que la vraie valeur de X soit voisine de X%

Yo =5 Y0 +8.T, (X - X°) (IV-5.3)

Soit y™ le vecteur des mesures : y™ €R™ et Y™ =D,.y™*. On cherche X une

estimation de X qui vérifie (IV-5.3) au sens des moindres carrés :

Y™ =5.Y0+8.T, (k- x°) ‘ (IV-5.4)

S'il n'y a pas d'erreur de mesure: Y™ =Y"™, l'estimation au sens des moindres carrés
X de X est alors :

X =X°+(s. )" (Y™ -s.Y°) (IV-5.5)
Si Y désigne une erreur de mesure, ona: Y™ = YV 4 §Y ; par conséquent :
X = X% +8X avec 8X =(S.T,)" .8Y (IV-5.6)
OX est appelé l'influence de I'erreur de mesure dY.
Comme |8Yk{ <1,pourk=1,.,m
(P. G. Ciarlet p. 16. 1985) I'influence 8X est majoré par :

swp (5T,)"8Y)=|(s.5)’

SY=B_(0.1)

(IV-5.7)
Rappclons que lorsque nous linéarisons les équations, la condition rang(S. FO) =p, est

nécessaire et suffisante a 'observabilité algébrique du probleme de I'ldentification du

réscau (Remarques I11-3.3).
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Le probléme du Choix des Mcsures s'énonce alors ainsi :

On cherche m mesures de débit sur les arcs ou de charge aux nocuds, pour que
linfluence des erreurs de mesures soit minimal ¢t que S. T, soit de rang p, ou S cst une

matrice de sélection de mesures correspondante a ce choix.

Pour caractériser ce probléme, définissons l'ensemble E correspondant a tous les choix
de mesures possibles, le nombre m de mesures étant {ixé. St M désigne I'ensemble des
mesures possibles, alors card(M) = T.(a+n) et

E={Pc M/card(P)=m}

Nous avons déja fait correspondre a un choix de m mesures parmi 7.(a+n) une matrice
de sélection de mesures : S ; cette matrice est définie en (IV-2.6) de maniere unique
pour une numérotation des mesures de 1 a m. Comme il y a m! numérotations possibles
de m mesures, une matrice de sélection de mesure est donc définie de maniére unique

pour un choix de mesures particulier a une permutation de ses lignes prés.

E s'identifie de maniére naturelle a l'espace quotient des matrices de sélection de
mesures de taille : mxT.(a+n) par la relation d'équivalence R ou R est définie par : S,

R S, si et seulement si S, et S, correspondent au méme €élément de E. Dans toute la
suite, on ne fera pas de distinction entre un élément de E, donc un choix de mesure ou

une classe de matrice de sélection, et un représentant S.

Si M est I'ensemble des matrices de sélection de taille m X t.(a+n) alors :

E=—2 (IV-5.9)

On définit I'application H :

HE — R*

S 1 “(S.TT(,)+ (IV-5.10)

oo

Le probléme noté (CM), du choix de m mesures s'énoncc alors ainsi :

(CM) Chercher S € E / VS € E,H(S) < H(S), sous la contrainte : rang(S.T,)=p

Remarque IV-5.1 : Rappelons que 1'équilibrage de la jacobienne est primordial pour la

définition de ce critere qui majore ainsi l'influence des erreurs de mesurcs.
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IV.6 Algorithme de calcul du critére de sélection

[V-6.1 Choix de I'Algorithme

a) Complexité de l'exploration exhaustive

m
T.(a+n

m

Remarquons qu'il existe C (a+n

y choix de mesures distincts. En effet, C ) estle

nombre de sous-ensembles a m €léments que 1'on peut former avec T.(a+n) éléments.
Pour résoudre exactement (CM) il faut pour chacun des choix possibles assembler S.T,,,
calculer H(S) si S.T, est de plein rang : p, puis regarder si ce choix a amélioré le critére
de sélection. Cet algorithme de résolution exacte de (CM) est donc non polynomial et
(CM) est sans doute un probléme d'optimisation combinatoire difficile (M. Sakarovitch
p- 5-7, 1984). De plus, (CM) est un probléme contraint non linéaire en variables

bivalentes.

Il n'est donc possible de résoudre par exploration explicite (CM) que pour des réseaux
de petites tailles.

b) Choix d'un algorithme glouton

iéme

Ce principe itératif consiste, ayant déja choisi k mesures, a choisir la k+17" parmi

. . - N PESN . . « e . + -
les indices 1 de 1 a 7.(a+n) non déja choisis pour minimiser “(Si.'lTO) “ , S; étant une
matrice de sélection de k+1 lignes, sous la contrainte S,.T, de plein rang. Ainsi, les

mesures sont choisies dans un certain ordre sans jamais remettre en question un choix

une fois qu'il est effectué.

On construit alors un algorithme intéressant a plusieurs titres, puisqu'il est d'une mise en
ocuvre simple, qul est polynomial et qu'il procure une solution approchée qui est
toujours utilisable pour I'ldentification du résecau : S. T, étant de plein rang, on est donc
assuré que la jacobienne du probleme (CLS) reste de plein rang dans un voisinage de
X°. De plus, comme on le vérifiera sur les réseaux que nous avons testés, le choix de

mesurc ainsi obtenu est de qualité.

Algorithme 1V-6.1

i°) Initialisations
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ranmax =0 \
k=0

icme

ii°) Etape courante : Choix de la k+1 mesure, S, étant connu
Tant que (pas fini) alors

kek+l1

ichoisi =0

Hmin = big (une grande valeur)

Pouride 1a t.(a+n) faire

Si (non Choisi(i)) alors

assemblage de L;="e,. T,

Sk Si-Ty
posons S; =(tei) etS;. T, =[ L

caloul de (8;.T;)", du rang de S,. Ty et de H(S,) = (S, ;)"

Si (rang(Si.T];,) =ranmax + 1) alors
ranmax = rang(Si.'l]}))
Cmin = H(S))
ichoisi =1
Stnon s1 ( H(S;) < Cmin et H(S,) # H(S,)) alors

la condition H(S;) # H(S,) permet de ne pas d'ajouter une ligne de zéros

Hmin = H(S))
ichoisi =1
Fin si rang

Fin si pas déja choist
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Fin pour1
Si (ichoisi0) alors
choix(k) = ichoisi

choisi(ichoisi) = vrai

S\
Sk « t e
ichoisi

rang(S, . T,) = ranmax

H(S,) = Cmin

Si (k=met rang(S,.T,) =p) alors

fini = vrai

Sinon si (k = met rang(S, . T,) < p ) alors

pas assez de mesures : m ¢~ m+1

fini = faux
Sinon

fini = faux
Finsik=m

Sinon si (rang(S,.T,) < p) alors
réseau inobservable
Fin si ichoisi
Fin tant que
Fin

.. - . + .
k mesures ayant été choisies, pour le calcul de (SH,.TTO) on envisage un
L, < 1 . + . + .
processus 1tératif ot I'on exprime (Sk+,.TT()) cn fonction de (S,\,.E,) ct de la ligne de T,

correspondant a la nouvelle mesure 1 envisagée. Nous aurons en effet, & répéter un grand

nombre de fois le calcul de la pseudo-inverse d'une matrice ot k lignes sont fixes et la

CemOA : archive ouverte d'Irstea / Cemagref



236

k+1"" étant envisagée pour chacun des arcs ct des noeuds du réseau non encore choisis.

Le paragraphe suivant décrit le principe général d'un tel algorithme.

[V-6.2 Calcul récursif d'une pseudo-inverse

Soient T, une matrice kxp, T.* sa pseudo-inverse et v un vecteur de RP.
k k

On envisage l'ajout d'une ligne a la matrice T, :

T
Ty z(l:’)

On pose : M=[-T*"TeM, Sik>0

On cherche alors le rang de T, et une formule permettant de calculer (T,,,)" 2 partir
de T.*.

On dispose pour y répondre de l'algorithme suivant, dont nous avons trouvé référence

que récemment sous le nom de I'algorithme de Greville dans P. Davis, 1979 :

Algorithme de Greville

1) Pour des vecteurs lignes
Si (T, de taille 1xp) alors :

Si (‘T, =0,) faire

Sinon faire

+ 1
(B = v

IM,?

Fin st nul
Fin st vecteur-ligne

2) (Etape récursive)

SiT,, = ( :k ) et (T,)" est connu alors :

’
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calculdc b=M.veRP et de c:']]’,f.vele

Si (b=0,) faire

1

w=——T".c;
I+'c.c
Sinon faire
w=(‘b)+ par 1) ;

Fin si

(T ) = (T; —w.lc w )
Fin si matrice de plus d'une ligne
Remarques 1V-6.2 :

Les résultats ont été comparés avec ceux de Matlab 4.2b. Cet algorithme s'est

révél€ trés adapté pour calculer la pseudo-inverse. Il faut cependant apporter un soin
particulier au seuil a partir duquel on suppose : M.v=0,. En pratique, I'équilibrage de

la jacobienne a permis de ne pas rencontrer de problémes numériques.

Ainsi, on est en mesure de tester 1'Algorithme de choix de mesure IV-6.1 pour des

réseaux de différentes tailles.
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V-7 Validations numériques

IV-7.1 Choix des mesures pour un pelit réseau

Reprenons l'exemple de la figure 101. Ce réseau est constitué de cinq arcs d'un

réservoir RO et de trois noeuds simples :

4 (30,0)
1
2
RO >
= (10,20)
v |-

g
3 — Rugosité C,

----- Rugosité C,

figure 103 : graphe d'un petit réseau

La Jacobienne équilibrée Ty =E,.J,. E, a déja été calculée (cf. §IV-4.1c) et est égale a :

0,1974 -0,1974 i 0,1595  0,2996
0,1701 -0,1701: 0,0237  0,3073
—0,0273  0,0273 ¢ 0,0726  0,0077
01974 0,1974 0,1183  0,2605
10,4383 0,3308 | —0,2672 —0,5019
0,6422  0,5465 : —0,2973 -0,8915
0,3770  0,3463 -0,2259 —0,4975S

Un choix de mesure obtenu avec l'algorithme IV-6.1, n'est a priori pas un
optimum global de (CM). En effet, les k premi¢res mesures sont {ixées pour le choix de
la k+1'™ mesures, et ne sont pas remises en cause. Cependant, sur les petits réseaux ot

il nous a ét€ possible de vérifier, cet algorithme glouton conduit 2 un minimum global.
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Pour le petit réseau de la figure 103, nous allons comparer lc choix des mesures obtenu

par l'algorithme IV-6.1, avec le ou les choix optimaux du critére (CM). I y a exactement
70= C; fagons de choisir 4 éléments parmi 8, I'ordre ne comptant pas. Pour chacun des

quadruplés possibles, nous calculons la valeur du critére dc (CM).

a) Résolution du critére de choix de mesure par une technique exhaustive

On résout (CM) exactement par l'algorithme suivant :

Algorithme d'exploration explicite

Initialisation :
Cmin = big (une grande valeur) ;
m=4;
Exploration :
pour ml=1 a5 faire
pour m2=ml+1 a 6 faire
pour m3=m2+1 a7 faire
pour m4=m3+1 2 8 faire

calcul du rang(Sk--ﬂ—o) et du critére “(S]]Z)YH

oo

Si rang(S,. T,) = p et “(Sfﬂ},)j’m < Cmin faire

Cmin =”(s.1r0)*

choixmes =(ml,m2, m3,m4)
Fin st
fin de boucles
fin

La solution unique de (CM) est :
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1 000 0:000
s_[oroo 0:0 0 0
o001 0i0 00
00000010
Qron
Il lui correspond le choix de mesures : Qe
Qror
h,

Pour six choix de mesures particulierement intéressants, nous avons reporté dans le

tableau de la figure 104 la valeur du critére H et le rang de la matrice jacobienne réduite,

correspondants.
Choix de mesures "(S 1T0)+ rang(S. )
(QRon Q2 9ros hz) 14,7489121 4
(q rost Q12 93n c1110/3) 14,4128634 3
(q ron Q2 93 Iy ) 40,8999393 4
(QRon dy2  9ror hl) 14,7489124 4
(q rost 912 9ros hs) 14,7489123 4
(QRon q, by hz) 1,8843.105 4

figure 104 : valeurs de critére H pour 6 choix des mesures

En analysant le dernier tableau, on peut classer les choix de mesures en quatre

catégories :

- le choix de mesure optimal ; il y en a ici un seut ; (qRO,I Q2 9ron hz) ;

- les choix de mesures presque optimaux ; les choix h; ou h,, plutdt que h, conduisent a

des valeurs du critére trés voisines de l'optimum ;
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-les choix pour lesquels il y a observabilité algébrique, mais pas obsecrvabilité
numérique ; la jacobienne réduite est une matrice 4x4, inversible, mais trés mal
conditionnée. Ainsi, pour (qRo,I Q2 by hz),cond(S.WO)=l,57.105.

- les mauvais choix de mesures, pour lesquels il y a observabilité numérique ;

- les choix de mesures pour lesquels il n'y a pas observabilité ; pour le deuxiéme choix
de la figure 104, constitué de quatre mesures de débits, on rencontre un probléme de

rang ; pour ce choix, il n'est pas possible de déterminer D,.

b) Résolution par un algorithme glouton

La premiére mesure déterminée par I'algorithme IV-6.1 est de charge sur le noeud 2.
La deuxiéme mesure, la premiére étant fixée, est de débit sur l'arc\ RO/1.

La troisieme mesure, les deux premieres étant fixées, est de débit sur I'arc R0O/3.

La quatriéme mesure est de débit sur I'arc 1/2.

L'algorithme IV-6.1 détermine donc pour ce petit réseau, 'optimum global strict.

¢) Conclusions

Sur cet exemple, l'algorithme IV-6.1 résout exactement (CM) et donne donc le
meilleur résultat possible. Pour des réseaux de taille importante, i.e : de plus de 200
arcs, il n'est pas possible de résoudre par une technique exhaustive (CM), car le temps
d'exécution serait alors de plusieurs années sur un Vax 4000-100. Il n'est donc pas
possible, pour ces gros réseaux, de contrdler si le choix déterminé par IV-6.1 est un
optimum local ou global. Par des simulations numériques pour lesquelles nous aurons
introduit des erreurs de mesures, un tel choix sera comparé avec d'autres aux travers des

estimations du vecteur d'état.
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IV-7.2 Choix des mesures et calage du réseau de Muret

3t

a) Présentation du réseau de Muret

Depuis 1958, la Compagnie Générale Des Eaux, le partenaire de I'étude, est
chargée, pour le compte de la ville de Muret (Haute-Garonne), du pompage, du
traitement et de la distribution de l'eau potable. Le réseau a déja fait l'objet d'un

diagnostic et la documentation était préte pour la modélisation.

Le volume distribué annuellement est de 1500000 m’ pour 7000 abonnés (18500
habitants). La capacité de production de l'usine de traitement est de 500 m’/h. La

longueur du réseau est de 180 km.

Apres avoir été schématisé (figure 105), le réseau de Muret se compose de 214 arcs, 163
noeuds simples et 2 réservoirs. Il comprend 50 cycles et 1 chaine entre réservoirs

élémentaires.

LEGENDE
[ ® [ « ‘: - pPVC
9 @ua B s e o
S ——— ¢ P Nea T
1o L
138 - B ] eeees
ln“’;"lﬂ - ~ \‘ vP
-« < 23 R ® noeud réservoir
\-_333‘:5\‘,«11 t
——tH  giuiatad A @  noeud simple

¢
N - S
N el I ,.’ ED) pompe
‘-7""'"-:(-0!
129

-4 clapet

® = surverse

EIXG)

FUNE)

figure 105 : graphe du réseau de Muret

Une station de pompage dont la courbe caractéristique est connue assurc en refoulement
distribution le remplissage du réservoir de Bétance (RBET) a partir de l'usine de

traitement située au réservorr 3. Cette station de pompage se trouve sur Yarc SP/4.
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- I . P i -
Les conduites sont constituées des trois matériaux : PVC', Fonte Standard, Ville de
Paris. Par soucis de simplification, et parce que le plus souvent les conduites de méme
naturc ont été posées en méme temps, ont décide de trois classes dc rugosités

correspondants aux trois matériaux.

De méme, il apparait que deux types d'abonnés suffisent a décrire le comportement

global de la consommation.

Le nombre de paramétres a identifier (caler) est donc pour ce réseau égal a cinq : p = 5.

b) caractéristiques de la pompe et lois de la demande

Nous allons déterminer la caractéristique de la pompe et les courbes de

consommations sur la journée, pour choisir les mesures.

La hauteur d'élévation de la pompe en fonction du débit est décrite par trois points dont
les extrémes définissent la zone de fonctionnement normale. La courbe caractéristique
du constructeur est donnée figure 106. D'aprés 'exploitant, le débit traversant la pompe
doit étre proche de 520 m’/h (144 1fs) quel que soit le régime d'appel des abonnés (le
réservoir de Bétance étant proche de la station de pompage). Pour retrouver ce débit lors
des simulations, il a ét€ nécessaire d'abaisser la courbe caractéristique constructeur (cf
fig. 106).

60.00 o—><—orr__

5500 1 N

—0— Courbe constructeur

Caracténistique cormigée

Hauteur en mdtres

75 8595 105 1S 125 135 145 155 165 175

Débiten l/s

figure 106 : courbe caracténistique de la pompe du réscau de Muret

| N, DU T AN PREDLSIOu e S S v~
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Les paramétres D, (demande domestique par abonn¢) ct D, (demandc industriclle par
abonné) sont supposés étre constants peadant une période d'unc heurc ; les courbes de
consommations sur la journée pourraient étre celles des figures 107 et 108. Elles ont ¢ié
construites sur les résultats d'une campagne de mesure de la SADE? (période aolt-
septembre 1988). Les débits de pointes de ces courbes serviront de base pour les calculs

du choix des mesures.

0.0080 1

0.0070 + _\*— |

00060 + ] | _
00050 + T_ [

0.0040 T — .

Dlenls

0.0030 +

0.0020 1

0.0010 +

0.0000
00h Olh 02h 03h 04h O5h G6h O7h 08h 09h 10k 11h 12h 13k 14h ISh 16h 17h 18h 19h 20k 21h 22h 23k

figure 107 : consommation journaliere domestique type du réseau de Muret (été)

0400 1
1
0.350 +

0.300 +

0250 1

D2enlls
[=1
[
3

(=4
—
w
(=}
"
t

0.100 +

0.050 +

0000‘11]1

O0h 0Th 02h 03h (4h OSh (6h O7Th O8h O9h 10k [1h 12h 13k 14k 1Sh 16k 17h IRh 19h 20h 21h 22h 23h

figure 108 : consommation journali¢re industriclle type du réseau de Muret (été)

On constate que le créneau de 10 heures a 11 heurcs correspond a un débit de pointe
pour ces deux courbes : D, =7.5ml/sct D, =0.41/s.

La synthese des volumes journaliers cst donnée par la figure 109 :

2 SADE, Compagnic Générale de Travaux d'Hydraulique
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3000 1

2500

- 2000-/_J
=
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2 15004
5 /“ 2637
P
~ 10007 1825

soo-/

G 1
Volume domestique Volume industricl

figure 109 : synthése des volumes journaliers pour le réseau de Muret (journée type d'été)

¢) Choix des mesures

Détermination de modes de fonctionnement

Les charges piézométriques du réseau de Muret étant toutes au méme niveau, des
ouvertures de poteaux d'incendies sont envisagées pour créer de fortes pertes de charges.

Il sera alors plus facile de déterminer les classes de rugosités.

On génere ainsi plusieurs modes de fonctionnement pour chacun desquels on détermine

le meilleur choix de mesure. Pour le réseau de Muret, on distingue :
- I'arrét et la marche de la pompe ;

- un régime de demande sans ouverture de poteaux d'incendie et un régime de demande
avec une ouverture de poteaux d'incendie (création d'une classe de demande

supplémentaire).

Nous allons donner et expliquer les résultats de 'algorithme de Choix des mesures
pour quatre modes de fonctionnement, dont deux sont des modes normaux : pompe
arrét€e ou en marche et les deux autres sont deux ouvertures de poteaux d'incendies.
Trois gamunes de poids seront en comparaison. La premiere {avorise les mesures de

pressions, la seconde les mesures de débits et pour la troisieme les poids sont égaux.
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Choix des mesures avec pompe arrétée

C, (F-SY) 130
C, (PVC) 141
Le point de fonctionnement est x° ={ C; (VP) |=| 136
D, (Dom) 0.0075|1/s
D, (Ind) \ 0.4 Jl/s

Mesures charges privilégiés :

On affecte un poids w; = Ay;™' =0.1 pour les débits, et un poids w; =2 pour les
charges : on cherche a privilégier les mesures charges qui sont plus faciles a mettre en

place, plus précises et d'un moindre coiit.

LEGENDE
@ - PVC
.
----- e ~== F-St
110 %
- ~# 'l \\ ..... VP
5 12T 1% 305 nocud
R o et
2 30 "mm ~‘...._.qms @  nocud simple
X JT,‘& 1S _ g y
b LI N | S PR
n‘e a ‘\m“‘-“" ’.’ @]pompc
Lot ~e=allng
o 9 -+ clapet
®@ = surverse
(D premidre mesure

‘t « @RBEI‘

o 4 125
:u:l' m." N 2 7"’ 2123 m e
: _.' ¥ m’\~ SURV
é--""is § ‘-é i,""’ SURV/RBET
s 1677m o
b Y
s Rus 869 Vs
N A Y
N A
- A Y
-0.‘«) \‘216
O
206 m

figure 110 : choix des mesures pompe arrétée

La premiére mesure déterminée par l'algorithme IV-6.1 est la charge au noeud 92
(1a prison). Ce noeud est 'une des antennes la plus éloignée du réservoir pour laquelle 1l
y a une forte consommation de type industrielle (dg, =10.5D; +23.8D, =9.6 1/s). La
charge en ce point (206.8 metres) est la plus basse du plan piézométrique du réseau

(excepté la station de pompage). Sa détermination n'est donc pas étonnante du point de
vue hydraulique. Les forts coefficients (donnée ci-dessous en premiére ligne de S;.T;)

de la ligne correspondante de T, (la jacobienne équilibrée) permetient de supposer que

cetlte mesure est importante pour la détermination de tous les paramétres.
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La deuxie¢me mesure déterminée par l'algorithme 1V-6.1, la premicre ayant été fixée, est
la charge au nocud 3L1 (lieu-dit Labarthe). Ce nocud scmble étre important pour estimer
la rugosité correspondant au PVC. Pour comprendre pourquoi lc nocud 207 (une
antenne éloignée du réservoir) n'a pas ¢ié choisic, cn licu ct place du nocud 3L1, il faut

remarquer que le paysage piézométriquc est tres plat dans un large voisinage du noeud
207 (h,q; =207.3 m), du noeud 13 (h, =207.6 m) ct du nocud 40 (h,, =207.7 m).

La troisitme mesure, les deux premiéres ayant éi€ choisies, cst celle de la charge au
noeud 150 (la piscine). Ce noeud est la croisée des arcs de rugosité F-St et VP. Il semble

donc important pour déterminer ces deux rugosités.

La quatrieme mesure est de débit sur ['arc en téte du réseau : SURV/RBET. On connait

ainsi la consommation globale du réseau.

La cinquiéme mesure est de charge sur le noeud 216 (Estantens). Ce noeud est en
antenne sur la fonte standard et (d,; =102D, =1.04 1/s).

Les cinq lignes sélectionnées de la jacobienne du probléme sont alors :

C, c, C, D, D,
(-224.9910: ~13.4849F —27.5200 0.94201  1.0867)
24.1222F —50.2234F 0.0000: 0.4690:  0.0727
~148.2793F -7.1148 13.0673 0.5854:  0.5096

0.0000: 0.0000: 0.0000: 0.4929:  0.3764
| -83.32041 -0.0254: 0.0000: 0.6059:  0.0353)

La pseudo-inverse calculée de fagon séquentielle est :

(—0.0015 0.0009 -0.0032 0.0088 -0.0024):C,

(S,.T,) =/ -0.0193  0.0001 0.0358 0.0085 —0.0115|:C,

0.2989 -0.1685 0.6295 11503 -1.8783):D,

Le critére : “(S,.TTO)+ =4.1254]

oo

, e . . .. . S 0
L'observabilité du réseau est garantic dans un voisinage du point de fonctionnement x

car S,.TO matrice 5x5 est inversible.

On ajoute unc mesure supplémentaire si et seulement si clle fait baisser le critére de

fagon conséquente.
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On obtient le noeud 12 (zone industricllc), positionné sur unc antenne importanlc pour

les consommations industrielles et C, (F-St). La ligne & ajouter 2 S,. T est :

T,(12) =(~144.1111  —2.9888 3146 0.4604  0.6596)

La valeur du critére avec ces six mesures est de 3,86013.

La septitme mesure sélectionnée par lalgorithme IV-6.1 : au nocud 64 (zone
industrielle) n'est pas pertinente. En effet la valeur du critére ne bouge plus, et son ajout
correspond a I'ajout d'une colonne de zéro pour la pseudo-inverse. Il y a forte colinéarité

entre une ligne correspondant a 12 et une ligne correspondant a 64.

On jugera de la pertinence de ces mesures a travers la résolution du probléme de

I'[dentification du réseau.

Observons le comportement de I'algorithme IV-6.1 lorsqu'on ne cherche pas a
privilégier les mesures de pression. Les résultats qui vont suivre avec ces nouveaux
poids pour les débits et les charges ne serviront pas a la campagne de mesure (pour

laquelle les résultats précédents seront utilisés) mais a des simulations numériques.
Mesures débits privilégiés :
On affecte un poids de 2 pour les débits et un poids de 0.1 pour les charges.

Le Choix des mesures résultat de l'algorithme IV-6.1 est :

Premiére mesure : sur l'arc 183/SURYV (débit en téte) -86.9 I/s ;

Deuxiéme mesure : au noeud 92 (prison) ;

Troisieéme mesure : au noeud 3L1 (Labarthe) ;

Quatrieme mesure : sur {'arc 89/90 (débit vers la prison) 9.8 I/s ;

Cinqui¢me mesure : sur l'arc 86/147 (arc entre la piscine et la prison) -12.4 1/s

Le critére : “(STE’)J’

=0.92146.

Il s'y ajoute une mesure de débit qui ne fait pas baisser le critere (il ne faut pas en tenir

compte) :

Sixicme mesure : sur l'arc 121/132 (au voisinage de la zone industriclie) 3.8 I/s.
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Méme poids pour les charges et les débits :
Tous les poids sont égaux a ['unité.

Le Choix des mesures résultat de I'algorithme 1V-6.1 cst :

Premiére mesure : au nocud 92 (prison) ;

Deuxiéme mesure : au noeud 3L1 (Labarthe) ;

Troisiéme mesure : au noeud 150 (piscine) ;

Quatriéme mesure : sur I'arc SURV/RBET (débit en téte) ;
Cinquiéme mesure : sur l'arc 89/90 (débit vers la prison) 9.8 I/s.

=1.05020.

oo

Le critére : "(33-’“;))+

1l s'y ajoute une mesure de charge qui ne fait pas baisser le critére (il ne faut pas en tenir

compte) :
Sixieéme mesure : au noeud 191 (voisin de 3L1) 211.0 m.

Remarquons qu' en affectant de petits poids a un ensemble de débits et de charges
et des gros poids a son complémentaire, le choix de mesure résultant de I'algorithme IV-

6.1 privilégie les éléments de cet ensemble.

Il n'est pas possible de décider si I'un de ces trois choix est meilleur que I'autre aux

vues des valeurs du critere puisque les équilibrages ont ét€ différents.
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Choix des mesures avec pompe en marche

C, (F-S1) 130
C, (PVC) 141
Le point de fonctionnement est x® =| C; (VP) |={ 136
D, (Dom)| |[0.0068 {1/s
D, (Ind) 0.4 Jl/s

Les choix de mesures données par l'algorithme [V-6.1 sont les méme que pour la
pompe arrétée, si ce n'est qu'a la place de la mesure de débit sur le trongon SURV/RBET
ou 183/SURYV il faut mesurer le débit alimentant le réservoir : RBET/183.

Il a été décidé de fagon heuristique pour privilégier une mesure dans la partie
ouest du réseau (absence d'une telle mesure avec les précédents choix car paysage
piézométrique trop plat), d'ouvrir deux bornes incendies : la premiére sur une antenne au
noeud 207 (Carretes) doit permettre d'estimer la rugosité de type PVC, la seconde au
noeud 23 (a proximité de la station de pompage de Perez). Les résultats présentés sont
ceux privilégiant les charges, on a affecté un poids de 0.1 pour les débits et un poids de

2 pour les charges.

Choix des mesures avec ouverture d'un poteau d'incendie en Carretes

(C] (F-St) 130
C, (PVC) 141
Le point de fonctionnement est x° = €5 (VF) = 136
D, (Dom) 0.0075 | 1/s
D, (Ind) 0.4 |[1/s
\ D, (P1207) 8 1/s

La pompe SP/4 est a |'arrét.
Le Choix des mesures résultat de I'algorithme IV-6.1 est :
Premiére mesure : au nocud 205 (en amont de Carretes) 204.1 m ;

Deuxieme mesure : au noeud 207 (Carretes) 180.4 m ; la ¢Ote est a 177 m,

un débit incendie supérieur a 8 /s semble impossible en ce point.

Troisicme mesure : au noeud 150 (piscine) 208.6 ;
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Quatriéme mesure :
Cinqui¢me mesurc : au nocud 216 (Estantens) 210.6 m.

Le critere : ”(84.E,)+

=4.51949.

Il s'y ajoute une mesure de charge qui fait baisser le critere (3.98470) :

Sixiéme mesure au noeud 12 (Z.1.) 208.9 m.
” 1 ® “ « L3}
.-"---{ ‘--*--‘--::.-::‘-\Qm
e L2msm g ”":%f'"p*‘“ o __.,.""‘
54 ’
. W86m =, ':':—'zfsg("” 100 “

SURV/RBET

@

949 Vs

202

sur I'arc SURV/RBET (débit en téte) -94.9 I/s ;

@® nocud simple

=D pompe
-4 clapet

@ = surverse

@ premidre mesure

figure 111 : choix des mesures ouverture PI en 207 (Carretes)

Choix des mesures avec ouverture d'un poteau d'incendie en Perez

C, (F-St) 130
C, (PVC) 141

C, (VP 136
Le point de fonctionnement est 0= ) =

La pompe SP/4 est en marche.

Le Choix des mesures résultat de 'aleorithme 1V-6.1 est :

D, (Dom) 0.0068 |1/5s
D, (Ind) 0.4 |{l/s
D, (P123) 16 Jl/s
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Premiére mesure : au nocud 92 (prison) 206.7 m ;

Deuxiéme mesure : au nocud 3L1 (Labarthe) 2134 m ;

Troisiéme mesure : au nocud 150 (piscine) 210.7 ;

Quatri¢me mesure : sur I'arc RBET/183 (alimentation réservoir) -45.4 I/s ;
Cinquiéme mesure : au nocud 216 (Estantens) 213.5 m.

Le critere : |(S5.T;)"|_=4.70954.

Il s'y ajoute une mesure qui fait baisser le critére :
Sixieéme mesure : au noeud 58 (débutde la Z.1.) 211.5 m.

Il faut remarquer qu'une mesure sur le noeud 23 n'a pas été choisie, ce qui peut

s'expliquer par le fait que ce noeud appartient 2 une maille.

cn
53 LEGENDE
2093 m
92 6 6 pvc
@ =
-————tew TTTES
206.7m 3 ""*v———‘-“ - -
- mn -
3 " x  eeene VP
132, g < Y
3] -." s 19 108
«- h.- ‘H Ios ® nocud réservoir
N I ] t
7Y _.,-’,EL-::iu A S @ nocud simple
" § oo Jix & us $ 4
K o~ 03 W LS @ t0s =
: .7:23’ o .‘\m‘"‘\l" . =) pompe
; , o LS S DV
DY -e® g WELT L S/ o ST 234 "
2 R o P 192 -4m ® = surverse
é 1534 10°% T3 Paag”y, *
) A .:::.‘ % 196 (D premiére mesure
6 @100 4t RBET/I83

2123m 454105

L @

figure 112 : choix des mesures ouverture PI en 23 (Perez)
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d) Mesures comme résultats de simulations numériques

On valide les choix de mesures précédents en les comparant avec d'autres choix
vis-a-vis de leurs comportements dans la bonne résolution du probleme de

I'Identification du réseau. Deux résultats sont observés :

- la meilleure estimation des rugosités et des demandes, les mesures étant précises au

millie¢me.
- I'influence d'erreurs de mesures sur I'estimation des rugosités et des demandes.
On procede par trois étapes :

1) A partir d'un vecteur (C,D) on détermine le vecteur (q,h) correspondant, en résolvant

le probleme de I'Analyse.

2) La restriction de (g,h) a certaines de ses composantes donne le vecteur de mesure :
y™ pour un des choix de mesures précédents. Par construction, il lui correspond x°%,
pour laquelle : y™ = y(x°").

3) On identifie les parameétres rugosité et demande a partir du vecteur de mesure en
recherchant l'optimum de la fonction somme des carrés des résidus pondérés par

I'inverse des précisions.
1 2 3. A
(C,D)—(q,h)—>y™ —(C,D)

Pour chaque erreur de mesure on connait une majoration en valeur absolue. On

détermine l'incertitude correspondante sur les estimations de (C,D) de deux fagons :

- avec la matrice de sensibilité de X par rapport au déplacement maximal Ay (a l'aide de
I'inégalité 1I1-5.9) ;

- par une méthode de Monte-Carlo qui consiste a déterminer mille vectcurs de mesures

y
distribuée dans l'ensemble des valeurs mesurées possible. On résout ensuite mille fois le

mes
!

différents de telle facon que chacunc de ses composantes soit uniformément

probléme de I'ldentification du réseau et I'on retient les valeurs min ¢t max de chacune

des esuimations.
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Les poids sont ici les inverses des précisions sur les mesures débits. Les chiffres avancés
supposent que ['on dispose d'appareils de mesures trés précis pour les charges et pour les
débits. :

- pour unc mesure de débit, de I'imprécision sur la vitesse dans la canalisation on en
déduit I'imprécision sur la mesure de débit, en multipliant par la surface de la section

droite. Les calculs ont été faits avec 0.01 m/s.
- pour une mesure de charge, la précision est de 0.1 m.

L'algorithme de résolution est I'algorithme MCP, car il n'y a pas de données aberrantes.

Mode de fonctionnement : pompe arrétée

Le vecteur des classes de demande et des rugosités qui a servi a construire le

vecteur de mesure est :

(C,™ (F-St)} 130
C,®' (PVC) 141
XOP( — C30p( (VP) — 136
D,°” (Dom) | {0.0075{1/s
\ D, (Ind) . 0.4 J1/s

Choix n°1
Le vecteur de mesure, privilégiant les mesures de pression, est :

hg, )

h3L!
h150

y mes __
4 sURV/RBET

h216
hl2

Les valeurs prises par le vecteur de mesure et les erreurs de mesures sont :
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206.81\ m 0.1\ m

21083 [ m 0.1 |m

mes 209.33 | m 0.1im
y Y= ) Ay = i
-86.92 | 1/s 20]|1/s

210.56 | m 0.1 | m

209.33 / m 0.1/ m

Dans ces conditions, l'algorithme MCP converge en 8 itérations en partant de x°".

Explicitons l'estimation des paramétres rugosités et demandes : x', ainsi que l'intervalle
de confiance symétrique correspondant, calculé a partir de %' etde Ay par une

approximation linéaire des équations :

(&1 (F-St)) (130.00%5.77
C,! (PvC) | |140.96+16.71
x'={ G, (vP) |=]|135.99+29.89
D, (Dom) | |0.0075+0.0005 | 1/s
(D, (Ind) ) 10.4000£0.031 ) 1/s

Pour mille vecteurs de mesures a peu prés uniformément distribués, la méthode de

Monte-Carlo donne une bonne approximation du pavé ou se retrouvent les estimations :

~

125.425<C,' £134.946
127.171< C,' <155.765
114.808 < C,' <163.385

0.00707 < D,' £0.00791
0.37545< D,' £0.42728

1l faut remarquer que sans erreur de mesure on reconstruit x™ et qu'il y a bonne
correspondance entre les deux encadrements des influences des erreurs de mesure,
I'encadrement "linéaire” contenant strictement le deuxieme encadrement. Ce bon

comportement se répétera pour chacun des quatre autres choix qui vont suivre.

Néanmoins, les estimations des rugosités sont trés sensibles aux erreurs de mesure.
L'influence des erreurs de mesures sur ['estimation de la troisiéme rugosité (VP) est tres

importante.

Si les mesures de débits sont privilégiées les résultats sont sensiblement metlleurs

pour la trotsieme rugosité (VP) ; il faut cependant mesurer trois débits.
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Choix n°2

Le vecteur de mesurc est :

Jrgwsurv

hg,

mes
y" =1 by

Gs9r90

Qg6r147

Les valeurs prises par le vecteur de mesure et les erreurs de mesures sont :

(—-86.92} 1/s (2.00\1/s
206.81 | m 010 | m

y™* =] 210.83 | m Ay=|0.10 | m
9.76 |1/s 0.30(1/s
(—12.45) 1/s 0.20) 1/s

L'algorithme MCP converge en 3 itérations en partant de x°7.
Pour ce deuxiéme choix de mesures, les estimations et les intervalles de confiances sont

- pour l'approximation linéaire :

C2(F-S) (130.00£6.14
C,> (PVC)| |140.97+19.23
87 =|C2(vp) |[=[135.99£9.45
D2 (Dom)| {0.0075+0.0005|1/s
D,? (Ind) | (0.4000£0.013 /1/s
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Comparons les derniers résultats avec un choix de mesures obtenu de fagon
systématique qui s'avérc souvent payant dans la pratique. La pression est mesurée sur
chaque antenne (un nocud avec un seul arc adjacent) et le débit est mesuré cn sortic du

réscrvoir (en téte du réscau).
Choix n°3

Le vecteur de mesure est :

(QsurvirseT
hg,

mes _ hyor

hyso

h216
\Dp )

Les valeurs prises par le vecteur de mesure et les erreurs de mesures sont :

(-86.92) 1/s (2.00) 1/s
206.81 | m 0.10| m
mes 20736 | m Ay 0.10] m
Y T120735| m Y=10.10| m
210.56 | m 0.10| m
(209.27 ) m (0.10) m

L'algorithme MCP converge en 5 itérations en partant de x".
Pour ce troisieme choix de mesures, les estimations et les intervalles de confiances sont

- pour l'approximation linéaire :

Cj2 (F-Sv)) (130.00+7.07
C,3 (PVC) | |141.09£124.39
£ =2 (vPy |=|135.98+66.37
D,’ (Dom) | |0.0075£0.0005 | I/s
D,’ (Ind) | 0.4000+0.033 J1/s

- pour le calcul de I'incertitude sur I'estimation par une méthode de Monte-Carlo :
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124.47 < C;* <136.27
73.86 < C,* <285.17
88.16 < C,* <197.89
0007131“) <0.0079
0.373<D,* £0.426

Le probleéme de I'ldentification est pour ce choix particulier trés sensible aux erreurs de
mesures. Il est fortement non linéaire, puisque le bon encadrement pour la seconde

rugosité n'est pas symétrique autour de la vraie valeur (C,°™

=141), mais parfaitement
dissymétrique comme celui donné par la méthode de Monte-Carlo. Les erreurs de
mesures conduisent pour deux des trois rugosités, a des mauvais résultats : pour les

matériaux PVC et VP,

Les deux choix de mesure déterminés par l'algorithme IV-6.1 sont donc meilleurs,
car pour des erreurs de mesures du méme ordre, I'influence des erreurs de mesure est

bien moins importante.

ILe mode fonctionnement pompe en marche donne des résultats comparables aux

précédents.

Vérifions que l'on a bien diminué l'influence des erreurs de mesures en ouvrant

des bornes d'incendie.

Mode de fonctionnement : ouverture d'un poteau d'incendie en Carretes

C, (F-St) W 130
C, (PVC) 141

Le point de fonctionnement est x°" = Cs (VP) = 16 .
D, (Dom) 0.007511/s
D, (Ind) 0.4 |1/s
D, (PI207) 8 1/s

La pompe SP/4 est a 'arrét.
Choix n°4

Le vectleur de mesure est :

CemOA : archive ouverte d'Irstea / Cemagref



259

(qSURVIRBET
hos
mes _ hZO”

hyso

hy6

h;,

Les valeurs prises par le vecteur de mesure et les erreurs de mesures sont :

(~94.92) 1/s (2.00 1/s
204.08 | m 0.10| m
e | 18045 | m _|010f m
Y 7l20865| m o010 m
210.52 | m 0.10| m
(208.87 ) m (0.10) m

L'algorithme MCP converge en 7 itérations en partant de x°".
Pour ce quatrieme choix de mesures, les estimations et les intervalles de confiances sont

- pour l'estimation par intervalle linéaire :

Gt (F-St)) (130.00+4.80
C,* (PVC)| |[141.00+0.82
4=| G, (vP) [=[135.99+21.46
D,* (Dom)| |[0.0075+0.0005 |1/s
D,* (Ind) ) 10.40000£0.032) 1/s

- pour le calcul de l'incertitude sur I'estimation par une méthode de Monte-Carlo :

Le choix de mesure pour cette ouverture permet donc de déterminer la deuxiéme

rugosité (PVC) avec une assez bonne précision.
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Mode de fonctionnement : ouverture d'un poteau d'incendic en Perez,

Le point de fonctionnement est X = =

La pompe SP/4 est en marche.
Choix n°5

Le vecteur de mesure est :

mes

(C, (F-S)
C, (PVC)
C, (VP)
D, (Dom)
D, (Ind)

130
141
136
0.0068
0.4

D, (PI23)

qRBETIlBB\

h92
l'13Ll
l‘1150

h216
h58

L 16

1/s
I/s
I/s

Les valeurs prises par le vecteur de mesure et les erreurs de mesures sont :

—45.43
206.68
213.40
210.72
213.53
211.47

mes

[a—
~
w

8 8 8 B 2

2.00
0.10
0.10
0.10
0.10
0.10

m

L'algorithme MCP converge en S itérations en partant de x°".

Pour ce cinquiéme choix de mesures, les estimations et les intervalles de confiance sont

- pour l'approximation linéaire :
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¢’ (F-sy)) (130.01£5.82
C,5 (PVC)| |140.95+18.30
23=|¢,5(vpy |=|136.02£17.48
D, (Dom)| |0.0068+0.0004 | 1/
D,* (Ind) ) \0.4000£0.041 ) 1/s

- pour le calcul de I'incertitude sur I'estimation par une méthode de Monte-Carlo :

125.44 <C; £134.45
126.38< C,* <158.36
122.34<C,° <151.75
0.0065 < D,* £0.0072
0.370< D, £0.433

Le choix n°5 ne donne pas de meilleurs résultats que le choix n°l. En effet, 'ouverture
du poteau d'incendie en Perez, avec un débit incendie de 58 m3/h, n'améliore pas la

précision de I'estimation.

Cette ouverture a été réalisée lors de la campagne de mesure. Ce qui permet de

tester nos conclusions par rapport a ce choix, et notre méthode d'analyse.

Conclusion

L'Identification pour le réseau de Muret est difficile : il est nécessaire lors de la
campagne de mesures pour estimer avec une bonne précision les parametres, d'avoir des

précisions dans la mesure excellentes.

Les choix de mesure déterminés par l'algorithme IV-6.1 sont de bons choix de mesure

dans le sens ou tout autres choix de mesures ne conduit pas a de meilleurs estimations.

De la méme fagon, on pourrait représenter les distributions d'échantillonnage et calculer
les ERQM correspondants (cf. III-6.1b), de chacun des estimateurs des rugosités et des
demandes. Les estimateurs les plus efficaces parmi ceux que nous venons de présenter

sont 1ssus de I'algorithme [V-6.1.

Pour I'incertitude sur les paramétres rugosités et demandes inconnucs, on s'apergoit que
la premi¢re méthode, par approximation linéaire des équations, donne une information
ausst bonne que la seconde méthode de Monte-Carlo (sau{ pour de grandes crreurs de
mesures) ; elle peut donc se substituer & la seconde méthode qui demande beaucoup plus

de calculs. 11 faut moins d'une seconde sur un PC 486 DX2 66 pour obtenir 'intervalle
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de confiance symétrique, alors que la seconde méthode nécessite plus d'une hcure de
calcul sur un VAX 4000 (modele 100).

Avec des simulations, les errcurs liées 4 la schématisation sont éliminées ; les lois
de perte de charge sont exactement vénifiées ; on contrdle I'erreur de mesure ; les cotes
au sol sont connues, et on réalise les mesures prévues. Les réalités d'une campagne de
mesure sont tout autres. Nous allons présenter les résultats de la campagne de mesure de

la ville de Muret et I'influence de la forte imprécision des mesures sur I'estimation.

e) Identification des paramétres a partir de mesures réelles

Difficultés et Problémes rencontrés

L'emplacement des mesures n'est pas celui déterminé par le choix de mesure :
- il n'a pas €€ possible de réaliser une mesure de débit en sortie du réservoir RBET ;

- a la suite d'un glissement de terrain, il y a eu une casse sur la conduite alimentant

Estantens, rendant inadéquate une mesure de pression a cet endroit.
Pour pallier ces difficultés :

- on ajoute des points de mesure supplémentaires, si possible dans un proche voisinage

du point de mesure prévu.

- connaissant le niveau du réservoir RBET minute aprés minute, il est possible de
déterminer le débit moyen entrant ou sortant si la différence de hauteur sur la période

observée est conséquente par rapport a la précision de la mesure, ici 1 cm.
Des problémes sur les valeurs des mesures ont été observés.

- problémes d'horloge : il a été possible de les résoudre en faisant coincider les
périodes de marche de la pompe SP/4 avec les hauts niveaux piézométriques et les
périodes d'arrét de la pompe avec les bas niveaux piézométriques, comme ['illustre bien

la figure 113 ci-dessous.
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21500 T [—w— Labarthe

M/A e
213.00 1 / _pomp

21100 - Tl

2
2

charge en métres
N
[=3
-~
3
P

[
a
8

..............

..............

...........................
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figure 113 : concordance entre M/A pompe et niveaux piézométriques

- problémes de conversion d'unité : quatre des six enregistreurs de pression installés
pour la campagne de mesure ont donné une hauteur en meétre, représentative de la

pression multipliée par deux.

- les cotes NGF° des points de mesures imprécises : la cote NGF en meétre se rajoute 2
la hauteur représentative de la pression pour former la hauteur piézométrique (M.
Carlier, p. 30, 1980) que nous appelons charge piézométrique. Les mesures de nuit en
période creuse, en supposant un niveau pi€ézométrique plat, ont permis de déterminer
avec la précision de la mesure les cotes NGF. On effectue une simulation, avec une
faible loi de la demande, pour qu'il y ait correspondance entre les valeurs mesurées et les
valeurs calculées. 1l faut alors corriger les cotes NGF. Les corrections apportés aux

points de mesure ont ét€ les suivantes, toutes les hauteurs étant en métre, (figure 114) :

Radier Mesure Charge Simulation
RBET 208.5 4.186 212.686 212.686
NGF NGF corrigée

Labarthe 174.30 39.50 213.80 212.52 173.0
VA 163.00 50.67 213.67 212.45 161.8
piscine 167.00 44.50 211.50 212.41 167.9
prison 166.00 48.00 214.00 212.24 164.2
Ox 187.40 24.00 211.40 212.23 188.2
Perez 179.60 32.30 211.90 212.26 180.0

figure 114 : correction des cotes NGF des points de mesure

3 NGF, Nivellement Général de la France.
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- présence d'un outlier : un “outlier” est une valeur mesurée qui se détache des autres.
Ellc sc distinguc d'unc donnée aberrante par le fait qu'clle met en évidence un
phénoméne non expliqué par Ic modéle ou non prévu. La charge a anormalement chuté
lc 2 mars 1994 de 16h 30 a 17h 52 au nocud 150 (proche de la piscine) comme le
montre la figure 115. Ce phénomene correspond sans doute au remplissage de la piscine
: en cffet, une demande de 28 /s ajoutée au noeud 150, pour la période de I'anomalie,

donne de bons résultats lors des simulations.

224.00

219.00

E

charge en métres
[
3
8

204.00

199.00

figure 115 : chute anormale de la charge a 1a piscine de 16h 30 2 17h 52

Organisation de la campagne de mesure

La campagne de mesure s'est déroulé du mardi I mars 1994 au vendredi 4 mars.

La valeur d'une mesure de pression est suivant l'appareil de mesure utilisé, celle de la
hauteur représentative de la pression ou bien celle de la pression. Un capteur est dans la
suite de ce chapitre un appareil de mesure dont le résultat de la mesure est en métres, et

un manomeétre un appareil de mesure dont le résultat de la mesure est en bars.

Quatre points de mesures de pression sont équipés de capteurs enregistreurs de type
METROLOG de précision 1 métre :

- au noeud 92 (la prison).

- au noeud 150 (la piscine).
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- au nocud 193 (lieu dit Labarthe) ; ce nocud cst voisin du nocud 3L1 décidé par le

choix de mesure.

- au nocud 220 (Ox) sur la partic ouest du réscau cn remplacement de la mesure au
nocud 216 (Estantens), puisqu'il y avait unc casse consécutive a un ¢éboulement de

terrain entre 215 et 216.
Ces appareils donnent une valeur moyenne toutes les cinq minutes.

Deux capteurs de type AQUALOG (IRIS) dont la précision est de 30 centimétres sont

installés :
- au noeud 23 (a proximité de la station de pompage de Perez).
- au noeud 69 (Z.1.) ; ce noeud est voisin des noeuds I2 et 64 choisis précédemment.

Ces appareils sont paramétrés pour donner une valeur moyenne toutes les trente

secondes.
Deux ouvertures de poteaux d‘incendies ont eu lieu le mercredi 2 mars :

- la premi¢re au noeud 23 (Perez). Le débit du poteau d'incendie a ét€ mesuré minute

apreés minute.

- la deuxieme au noeud 207 (Carretes). Elle s'accompagne d'une mesure de débit (en
m3/h) au poteau d'incendie et d'une mesure de pression (en bars). De plus, la pression a
été mesurée en amont de ce noeud, au noeud ANIS (voisin de 205) qu'il a fallu ajouter a
la schématisation. Les deux manometres sont précis a 0.05 bars pres et les mesures sont

instantanées toutes les minutes.

Le niveau du réservoir de Bétance (RBET) a été recueilli avec une précision inférieure
au centimeétre toutes les minutes du 02/3 16h50 au 03/03 7h38.

Les heures ou les capteurs ont un fonctionnement normal et les heures d'ouverture de

poteau d'incendie sont reportées sur la figure 116.

Les états de la pompe pour toute la campagne, marche ou arrét, sont connus.
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Miscine capteur RIS
capteur METROLOG ~ du 23 llh ao ¥/3 194

PISON gy I3 NThaudnd 16 o . — Ve

=TT ES

LEGENDE

-

capteue METROLOG
du2/31lhau4/39h
@  nocud tésenonr
0 ———@n

capteur ®
- _4..._ o METROLOG
Q\w‘-: 1 du 173 t0h ED) pompe
~ au 473 10h

nocud sinple

—-A clapet

[abarthe
N @ — surverse

§ 14h51-14h58 g O pont de mesure
i+ capteur IRIS;

Pawne

Ox
\ R - 25 @~ === -8 26
capicur METROLOG ¢ @ &—pression
du231Shaud3Sh &
€m0 17410-17h23 Eboulement casse canduite

§ 26 m'h + pression
@ € {O17317hI8 S
Carrete . t-emmmeeeemmmeeeees —

figure 116 : campagne de mesure pour la ville de Muret début mars 1994

L'estimation des parameétres rugosités et demandes s'est révélée délicate.
Déterminer tous les paramétres de fagcon globale, n'a pas été possible ; il faut procéder

par étapes et par recoupements.

L'ouverture du poteau d'incendie au noeud 207 (Carretes) et les deux mesures de
pression sur une longueur de canalisation de prés de 1.5 km sur des trongons de méme

rugosité permettent de déterminer la rugosité du matériau PVC.

Estimation de la rugosité PVC

Il est immédiat de déterminer une estimation assez précise de la rugosité des arcs

du matériau PVC, en observant que :
- La perte de charge entre les noeuds ANIS et 207 est de 13 métres.

- Le débit incendie est de 7.22 I/s.

- Il 'y a 15 abonnés de type consommatcur domestique desservies sur ce chemin pour
lesquels la consommation correspondante est trés inféricure & 14 ml/s. En effet, comme
le montre la figure 117, la charge au nocud réservoir de Bétance a baissé au plus dc 8
cm pour la période de l'ouverture du poteau d'incendie (la différence de niveau

maximale observée est de 6 cm, la précision est de 2 cm). Le réservoir est cylindrique de
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surface 333 m’ ; le volume distribué est donc de 27 m’ ; 1l lui correspond un débit
horaire de 320 m*/h=891/s. En divisant 89 par 6405, le nombre d'abonnés
domestique, on en déduit unec majoration de D,. Le débit moyen a été calculé, pour la

période de 25mn, et le débit minimal correspond a une différence de niveau de 3 cm sur

S mn.
212.15
2121
212'05 . . . . . . 1 . . . . . . . . . . . . 0
3 e TS
’g and LU T e N\ A9
Y] . . . . . . . . .
8091195 +
] J débit moyen : 53.28 1/s .
mso T ‘débit minimum’: 331/s *
. débit maxirur : 89 1/s | oo
211.85 + T U
. artefact ~—=-
211.8 -
(=] o ~r (Yol 0 o o ~ \Y=] oc o o~ ~r
=] =) [} =} =1 = - — - - «Q ] 3]
& = & & s & & & & = = = &

figure 117 : charge au réservoir de Bétance pendant I'ouverture du PI en Carretes

Le calcul permet alors I'encadrement (cf. figure 118) :

131.23<C, <134.04

[l faut cependant remarquer que les cotes NGF des deux points ANIS et 207 n'ont pas pu
étre corrigées, puisqu'on ne dispose pas de mesures en ces points pendant les heures
creuses, et que la précision dans la mesure de la pression en ces points, est de 0.05 bar.

L'imprécision sur les charges au noeuds ANIS et 207 est supérieure au métre.
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140.00 1

139.00 | _—
138.00 —

137.00 1 -~
136.00 | _—
135.00 { 13&'”

134.00 1

133.00 | —

Coefficient d'Hazen-Williams

i
13200 { _a%™
131.00 %131.23
130.00 -

0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40
D1 en ml/s

figure 118 : estimation de la rugosité des conduites en PVC

Résolvons le probléme de 1'ldentité du réseau avec comme poids pour chaque mesure les
précisions des appareils. Il n'y a pas de mesure de débit, mais il est utile de donner un
ordre de grandeur pour le débit en téte. Une demande D3 a ét€ ajoutée a la piscine (pour

expliquer la chute de la charge, cf. figure 115).

Estimations aprés ouverture du poteau d'incendie 2 Carretes

Pour des problemes d'observabilité, il a fallu supposer connue la rugosité C,. De
plus, comme I'on possédait une assez bonne estimation de la demande industrielle, on la

suppose constante, ce qui permet de pouvoir déterminer D5

Le vecteur de mesure est :

qSURV/RBET
hyg;
hgg

by 5o
}J mes — l,.l()2

hyy

hANIS

By,

hll()
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Les valeurs prises par le vecteur de mesure ct les erreurs de mesures sont :

=75.00\ 1/s 5.00\ 1/s
210.50 | m 200 m
21113 | m 0.60 | m
202.90 | m 2.00] m
y™* ={208.20 { m Ay'={2.00| m
210.21 | m 0.60| m
192.64 | m 0.50 | m
179.60 | m 0.50| m
(211.20 ) m (2.00/ m

L'algorithme MCP converge en 11 itérations en partant de :

C, (F-St)) ( 130
c, (PvC)| | 141
D, (Dom)| | 2.39 | ml/s
D, (Pisc) 16.25) 1/s

0 _

Les estimations par intervalle linéaires (cf I1I-5.9) sont :

C,! (F-St)) (134.32+46.58
g |G evey| | 117.45+8.14
* D,' (Dom) | 767265 |miss
D! (Pisc) 9.45%41.74 | /s

La somme des résidus pondérés au carré est égale a : 50.869. Les corrections de poids de

I'algorithme MCPA ne change pas, a la virgule preés.

On remarque que l'estimation de la deuxiéme rugosité est trop a droite, cette rugosité
devant €tre proche de 132. En augmentant les poids en 23, 220, 92 et 64, pour lesquels
on a constat¢ de forts résidus (avec MCPA) et en favorisant les charges aux noeuds

ANIS et 207, le vecteur des poids est alors :
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5.00\ 1/s
200 | m
6.00| m
200 m
Ay’ =[7.00]| m
8.00| m
0.50] m
0.50 | m
9.00) m

L'algorithme MCP converge en 14 itérations en partant de x>,

Les estimations et les intervalles de confiance sont

G2 (F-St)| ( 85.07+80

e C,2 (PVC) | |131.46+42
D,? (Dom) 4.74+15 | ml/s
D, (Pisc) 28.09+95) /s

LLa somme des résidus pondérés au carré est égale a : 2.33.

L'algorithme MCPA donne le méme résultat. Ce sont ic1 les poids initiaux, qui sont trés

importants et qui permettent d'obtenir une estimation de C, et de C, pour laquelle on a

plus confiance.

Les intervalles de confiances par approximation linéaire sont ici trop pessimistes. En

effet, pour le calcul de l'incertitude sur l'estimation par une méthode de Monte-Carlo on

obtient :

S8 62 (ml/s)
<51.01 (17s)

Estimations apres ouverture du poteau d'incendie 2 Perez

Nous ne disposons d'aucune mesure de débit et la hautcur du réservoir RBET est
sculement connue pour [4h et pour 15h, les enregistrements toutes les minutes ayant

commencé a4 14h30. Pour connaitre la hautcur du niveau du réservoir, pour la période de
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I'ouverture du poteau d'incendie, i partir des marches-Arrét des pompes et d'un débit
théorique de 520 m’/h sur I'arc SP/4, il est possible de déterminer la charge au réservoir

RBET par une simulation comme le montre assez bien la figure 119.

) 189 ¢ ¢ ¢ r e e e e e e e Quverture Pl Percz
[ T - . . L R T T T
.E 12 -L .. . débit surverse : 83 Us
c o . e .
L
= f . . f
9 « ’ . .
= 08
3 . . . '
0.6 . . . '
04 . . I P . M/A pompe
IR I DA . I : . | — — Houteur
o dr—— i 31 1 1 1 1 i [} — s [ i il 1 i 4 } }—1 1 g
T t T ¥ L} T I -1 T L) 1 T 1 T T T T LR | L )
g I 8 ¢ © & I 8 & 8 g I 3 ©w ¥v s
bt = = = = = = hd bt = = hos b = bt =

figure 119 : simulation du niveau du réservoir de Bétance de 14h a 15h

C, est supposée connue et égale a 131,46, valeur qui a été fixée précédemment.

Le vecteur de mesure est :

(hoy) (212.50 (6 \m
he | |212.47 0.6 m
h | |212.40 m
Y™ = h;o “l13.20|Y | § |m
hyy | | 206.06 0.6 | m
h,sy 209.70 2 jm

L'algorithme MCP converge en 10 1térations en partant de :

C, (F-SUy\ ( 86
C, (VP) 90
D, (Dom.)| | 5.1 | mi/s
D, (Ind.) 0.37 1/5s

0
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Les estimations par intervalle linéaires (cf 111-5.9) sont :

C, (F-St) 93.6+116.7

4 G vp) 119.8+377.7

X ={ .- =
D, (Dom.) .74+ 27.2 | ml/s
D, (Ind.) 032410 ) /s

pour le calcul de I'incertitude sur I'estimation par une méthode de Monte-Carlo on

obtient :

60.04 < C,2 £232.92

13.68 < C,? < 144349
—6<D2<21  (ml/s)

—0.38<D,2<0.62 (I/s)

Méme si ce dernier résultat souligne qu'il faut avoir une confiance limitée pour
l'estimation ponctuelle, les valeurs obtenues pour les rugosités sont celles attendues
physiquement. Aussi, nous considérons avoir identifié les rugosités du réseau de la ville

de Muret et les valeurs sont :

C, (F-St)=93.6
C, (PVC)=131.46
C, (VP)=119.8

Le paysage piézométrique trop plat. I'imprécision des mesures et I'absence de mesure de

débit ont rendu plus difficile cette estimation.
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CONCLUSION GENERALE

Les méthodes et algorithmes, préscntés tout au long de cette étude, permettent de
résoudre les trois problémes complémentaires de I'Analyse, de I'ldentification du réseau
ct du Choix des mesures. Rappelons pour chacun de ces trois thémes, les points forts et

les principaux résultats.

Pour le probleme de I'Analyse nous avons réalis€é la conception puis
I'implémentation d'un code de calcul trés performant en taille de réseau et en temps
d'exécution. A partir de la donnée du vecteur d'état constitué des classes de rugosités et
des classes de demandes, 2 partir de la donnée des charges aux noeuds réservoirs, on
calcule toutes les autres variables du réseau vérifiant les équations de I'équilibrage

hydraulique.

Ce travail a contribué a situer et a comparer les différents algorithmes proposés depuis
Hardy-Cross pour résoudre ce probleéme. L'algorithme retenu est de Newton sur le
lagrangien avec inversion de la matrice hessienne du probléme dual par la méthode des
moindres degrés. Le choix réalisé et I'implémentation qui en a ét€ faite constituent une

amélioration en temps et en taille.

La procédure d'ldentification consiste a donner une estimation ponctuelle du
vecteur des classes de rugosité et des classes des demandes et & lui associer une
estimation par intervalle. La minimisation du critere des moindres carrés avec poids
sous contraintes assure l'existence et I'unicité Jocale. L'Analyse des résidus permet la

vérification de 'adéquation du modele.

L'algorithme de résolution est une modification de I'algorithme de Levenberg-Marquardt
qui tient compte des contraintes. Les techniques de réduction du nombre des inconnues,
et du recalcul des poids pourraient sans doute étre utilisées dans d'autres contextes.
L'application de la méthode a donné de bons résultats en situation réelle pour

I'i'dentification du réseau de la ville de Marennes.

Pour le choix de la nature, du nombre et de I'emplacement des mesures, nous
proposons une réponse, a notre connaissance innovante. Les techniques mises en ocuvre

pourrait étre réutilisées dans d'autres contextes.

La méthode consistie 2 minimiser influence des erreurs de mesures sur Pestimation du

vecteur d'état, tout en assurant I'indépendance maximale des mesures.
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Dans ce cadre, un algorithme glouton, présentant I'avantage d'étre polynomial, a ¢té
développé. Pour le choix résultant, lc probleéme de I'ldentification du réscau cst micux
conditionné. 1l a été constaté sur des petits réscaux que la solution obtcnuc réalisatt le

minimum global du critére du choix.

Dans la partie validation, nous avons ¢été confrontés a des situations réelles : manque de
mesures, mauvais emplacements, précisions insuffisantes. Notre travail a consisté a

montrer que notre méthodologie est efficace méme dans ces cas.

L'Identification des rugosités et des demandes de la ville de Muret a été plus difficile
que celle de Marennes pour plusieurs raisons : la charge est quasiment constante dans
tout le réseau, ce qui n‘avantage pas I'ldentification fondée sur les mesures de pression ;

il n'y a pas de mesure de débit, et les mesures de pression manquent de précision.

Une attention soutenue et un effort particulier doivent étre faits au respect de
'emplacement, du nombre et de la nature des mesures réalisées, ainsi qu'a la précision

de celles-ci.

Cette étude est d'abord destinée au diagnostic hydraulique d'un réseau dans le cadre des
réflexions sur le renforcement et le renouvellement, et dans celui de 1a surveillance et de
la gestion des installations. Il trouve un prolongement naturel dans le développement et

le calage des modéeles de qualité d'eau dans les réseaux.
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ANNEXE

Annexe I ; Démonstration du lemme I1-1.4

Lemme II-1.4

Les a-n lignes de M, sont des vecteurs représentatifs de a-n cycles ou chaines entre

réservoirs de G.
Démonstration

La démonstration se fait en deux partie a) et b) ; il faut au préalable démontrer
qu'a chaque arc u de C, correspond ou bien un cycle ou bien une chaine entre deux
réservoirs du graphe (X,A w{u}), ce qui sera fait dans la premiére partie.

_a) G" est une forét constituée de f arborescences, chacune de racine un noeud réservoir.

L'adjonction d'un arc de C a deux effets possibles :
- elle laisse inchangée le nombre de composantes connexes ;

- elle diminue le nombre de composantes connexes.

Dans le premier cas l'arc u appartient 2 un cycle de (X,A U {u}) (Sakarovitch M. p. 37,
1984).

Dans le second cas, soient 1=1[(u) l'extrémité initiale de u, et j=T(u) l'extrémité -
terminale de u. 1 appartient a une composante connexe de racine, un noeud réservoir R;,
et J appartient a une autre composante connexe de racine : R ; il existe un chemin de R,

a1, et un chemin de R; a j, ces deux chemins étant constitués uniquement par des arcs de

A ; les deux chemins et l'arc u constituent une chaine de R, a R'.

b) Soit I un cycle ou une chaine de G : un sens de parcours sur [ ayant été {ixé, on

définit les deux ensembles d'arcs :

Soit ' (resp. ') l'ensemble des arcs de T orientés dans lc sens de parcours (resp.
p p P

orientés ¢n sens inverse du parcours).

A une chaine I' de G on associce le vecteur ¥ € R* représentatil de T, de composantes :
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lsiujer"
Y, =q-1siy;el”
Osiujer

Soit ‘o, le i vecteur-ligne de la matrice d'incidence A réduite aux nocuds simples ; ,
est le vecteur représentatif du cocycle élémentaire correspondant au nocud simple x; de

numéro i ; par conséquent si I'; est un cycle :

(@,.7;) =0 (Sakarovitch M. p. 74, 1984)

Si T est une chaine entre réservoirs on a aussi (mi,'yj> =0 : en effet, si on ajoute un
a
arc entre les deux extrémités de la chaine pour former un cycle, on ne modifie pas le

cocycle représentatif du noeud simple x;.

La premiére partie de la démonstration garanti l'existence de I'; pour 1 de 1 a a-n, une
.ieme

chaine entre réservoirs ou un cycle, dont les arcs appartiennent tous a A, excepté le i
arc de C, de numéro i+n ; choisissons un sens de parcours sur [;, pour que i+neT".
Soit MeM__  la matrice dont la i*™ ligne est le vecteur transposé du vecteur ¥,

représentatif de I , alors M se décompose sur A et C comme :

M=(M, I,_) otMeM,,

De T'orthogonalit€ entre un vecteur représentatif d'un cocycle aux noeuds simples ®, et

un vecteur représentatif d'un cycle ou d'une chaine entre deux réservoirs, on déduit que :

En se servant des décompositions de chacune des deux matrices :

‘M,
(A] Az) :On‘a-n
en particulier : ARM+A, =0,

d'oi : M, = (A, A,)
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M est donc égaleaM, M

Anaexe 2 : Le principe du probléme Auxiliaire

Le principe du probleme Auxiliaire (G. Cohen, 1980), permet de plonger un
probléme d'optimisation convexe dans une théoric générale qui proposc unc vaste
panoplie d'algorithmes pour lesquels la convergence globale cst assurée ; nous allons
brievement en donner la description puis les résultats cssenticls en nous restreignant au

cas de la dimension finie et au cas différentiable.

Sotent U, un sous-ensemble convexe fermé de R™ et g:R™ — R une fonction
f

convexe et dérivable ; nous voulons résoudre le probléme suivant :

(MP) min g(v)

vel,

Pour cela, nous choisissons une suite de fonction hy, keN et de nombres positifs p,,

k e N, et nous envisageons l'algorithme suivant :

Algorithme A2 :

i) Choisir v° € U, et faire k=0
11) Résoudre le probléeme Auxiliaire :

(AP)* ming, (v) ol g (v) = h, (V) +(p, Vg(v*) - Vh, (v5), v>m

Soit v**! 1a solution

k+l \,k'

iil) arrét si u\ | ou ”g(vk”)—g(vk)” ou “Vg(vk“)“ plus petit qu'un seuil donné ;

sinon faire k <~ k + 1 et retour en ii)

Cohen donne les conditions pour que cet algorithme converge vers la solution v de
(MP) :

Théoréme A2
On suppose :

. 1
(HT) g est convexe. coercive et de classe C sur un ouvert convexe contenant U, ; Vg est

fipschitzien avec une constante C sur U
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3C>0/]|Vg(v)-Vg(w)|<Cllv-w] . V(v,w)e U, x U,

H2) Les fonctions h, sont de classe C' sur un ouvert contenant U, ; les gradients Vh
L ( 4 A

sont {fortement monotones avee unc constante b, sur U, :

db, >O/bk.]|v-—w||2 S(th(v)~th(w),\'—w) , V(v,w)e U, x U,

les gradients Vh, sont lipschitziens avec une constante By sur U, :
3B, >0/|Vh(v)— Vh (W< B Jv—w] , V(v,w)e U, xU,
De plus :il existe 3b>0, 3B>0 telsque: VkeN,b, >bet B, <B

(H3) les coefficients p, vérifient :

2b,
Joe>0, B> 0 tels que : VkeN,a <p, <—=
§ q Px C+B

Alors, le probleme (MP) a au moins une solution v, tandis que les problémes (AP)k

N . . kel . k . . s

possédent une unique solution v' ' ; la suite g(v') est strictement décroissante (2 moins
k “ * . . . .

que v = v pour un k) et elle converge vers g(v ) ; chaque point d'adhérence de la suite

K . k . .
v est une solution de (MP), donc v" converge vers v si g est strictement convexe.

de plus, supposons :
(H4) Vg est fortement monotone avec une constante ¢ sur U, :

Ic> 0/c||v-w||2 < (Vg(v)—Vg(w),v—w)m , V(v,w)e Uy xU;

Alors, nous avons l'estimation de l'erreur a priori :

5 i[Euc);w |
C\ Py

Pour la démonstration de ce théoréme, on pourra consulter G. Cohen (1980).

- *
”VkH _v

Remarques

v m . . . 1 2
Supposons U; = R™ ; Cohen (1980) fait remarquer que si l'on choisit h, = ;]] .

t'algorithme A2 conduit i l'algorithme du gradient :

Vk+l — \'k _pkvg(\,k)
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ct si l'on choisit hk(w)z—;-<Hcss(g)(vk )- w,w> , Falgorithme A2 conduit 4 la méthode

dc Newton généralisée :

Vi = vE —p Hess(g)(vF) T Ve (vh)

Annexe 3 : Expression de K. et de sa pscudo-inverse

On rappelle (paragraphe III-1.4) que pour identifier I'emplacement des arcs de
rugosité C;, on introduit la matrice S; € M,\.“n, pour laquelle :

S;.Chw=C; 1, 1)
ol 1, est le vecteur dont toutes les composantes sont des 1.

Remarquons alors que :
S,.'S; = L

$,'S;=0, , ,sii#] )
'S;-S+'S,.8,+.. +'S,..S. =1,

Ecrivons (1) pour chacune des classes :

, I, 0 0
*lenw=| 0 o e
.Chw=| . ol
S, 0 0 1,
En prémultipliant la derniére équation par ('S, 'S, 'S, ) on obtient :
. 0 0
0 I, :
Ch\\':(lSI 'S, ISK)' : B ¢
0 0 1,

Comme Chw = K..C, on conclut :

Ke=('S.0, 'Soly 'Sl ) (3)
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Chacune des classes de rugosités possédant au moins un élément, K est de plein rang :

rang K. = K ; sa pscudo-inverse K" est alors égalc &
-1
Ke* :(ch-Kc) 'K
Calculons 'expression de la pseudo-inverse de K

"Iy, Si
ll .82

En utilisant les deux premiéres propriétés de (2), la derni€re expression se

simplifie :
kK, O 0
0 «
‘Ke-Ke = ’
c-Be 0
0 0 Kk,
Ly s,
L .S
d'ot KC+= K ‘:z 2
—‘—‘1K‘.SK

4
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