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T0(x)
∂y

∂t
+
∂q

∂x
= 0
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∂q

∂t
+ 2V0

∂q

∂x
− β0q + (C2

0 − V 2
0 )T0

∂y

∂x
− γ0y = 0
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T0
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C0 =
√

gA0

T0
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V0 =

Q0

A0

.@�iCD! ��(�9�9Y($GW"0»�(6#�#�(2�8(].F% ���?"�'8.@(?GW(6#L��E
γ0 = gT0

[
(1 + κ0)Sb − (1 + κ0 − F 2

0 (κ0 − 2))∂Y0

∂x

] E
β0 =

− 2g
V0

(
Sb −

∂Y0

∂x

) �QC�(��
κ0 =

7
3 −

4A0

3T0P0

∂P0

∂Y
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F0 =

V0

C0
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x
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d

dx

(
q(x, s)
y(x, s)

)

= As(x)

(
q(x, s)
y(x, s)

) ìF¦8T ©Lí

��C�(��
As(x) =

(
0 −c(x)s

−d(x)s− e(x) a(x)s+ b(x)

) (?�

a(x) =
2V0(x)

C0(x)2 − V0(x)2
ìF¦8T ´Dí

b(x) =
γ0(x)

T0(x)(C0(x)2 − V0(x)2)

ìF¦8T £�í
c(x) = T0(x)

ìF¦8T «Lí
d(x) =

1

T0(x)(C0(x)2 − V0(x)2)

ìF¦8T ³-í
e(x) = −

β0(x)

T0(x)(C0(x)2 − V0(x)2)
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q(0, s) = q0(s)
(?�
q(X, s) = qX(s)
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As
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x
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(
q(x, s)
y(x, s)

)

= Γs(x, 0)

(
q(0, s)
y(0, s)

)

=

(
γ11(x, s) γ12(x, s)
γ21(x, s) γ22(x, s)

)(
q(0, s)
y(0, s)

) ìF¦8T ºLí
"�ò

Γs(x, 0)
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Γs(x, 0) = eAsx
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(
y(0)
y(X)

)

=

(
p11(s) p12(s)
p21(s) p22(s)

)(
q(0)
q(X)

) ìF¦8T  �¼ í
��C�(��

p11(s) = −γ11(X,s)
γ12(X,s)

E
p12(s) =

1
γ12(X,s)

E
p21(s) = γ21(X, s) −

γ22(X,s)γ11(X,s)
γ12(X,s)

(?�
p22(s) =

γ22(X,s)
γ12(X,s)

E�9Y!
γ12(X, s)
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s
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γ12(X, s)
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[0, X]

(6#
n

9Y(65�GW(6#��/9*å
0 = x0 < x1 < . . . < xk < . . . < xn = X, xk+1 = xk + hk
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η0 := ζ0;RV"�'��
k = 0, 1, . . . , n− 1 :

ηk+1 := eAs(xk)hkηk,
xk+1 := xk + hk
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Γs(X, 0) ≈

0∏

k=n−1

eAs(xk)hk
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9+Çn�D�e�^�O�K�`¯��4�S�V�6��¼S���#;F�0�S�V����ÆL�0�i�w�D�W���n�w�D�4�S�������������&����° iV«*ÔI�������«`�M�������I�K«=�2��±�Ô7�������«=���2®¯ª�«`������«`�I�$Ê ����â�����*���t��ª�«`����¬�� ���K�V���$ª�«`����ä����Õ��®¯ª�«`�V� ª����������K�]� �,ÔI����®[�����[®¯ª��;�¯ª������Ì�/� ��«`�%m�èYª��K�S����� ��îV� �¯����«=���������,��±C���Ì�MS��Ó�����K«=�u��«`���$��Õ���Ì«`�C��ª�±/�;��� �tü
�;����Ì�]��®¯ª�«`�
u1 = 10 + 5 sinωt

� Î`�%þ�î���Ó����
ω = 0.082

�$�;�"Î`�¤���K�3��ª��������%ÔKª�«=�³�Ë� ����$����`��«=�������]ÔI����®[�����3®¯ª��;�]ª������Ì�Ì� ��«`�%m=èYª��K�3�K«z�;����Ì��®¯ª��;��«Ë�;�
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� Î`��î�� �[Ó��Ì�M������������� �¯���� ����Ì�M3��ª�«`���;ª�«`«=����ÔK���
V0 = 0.19

®aÎ`�]���
C0 = 1.98

®aÎ`�]����� �[� ����¡G���K�]���u®[�Ì��ª��Ì�
T0 = 0.36

®�m0l�����ª�«`����¬�� ���K�2ÔI�$ª�Ô7ª�������ª�«`«=������������ ª������;ª�«`«=YÔ7���
k∗u = 0.78

® 2 Î`�^m ,�Ë�;����K�V�;�]�$Ê ��±�Ô7�������«=����î��Ì��«=Ê �Ò�1Ô7�����;�[��ª�«`����¬�� ��î2�`Ê �����Y�Ò���Ì���[���`�]� �[�;����Ì�Y��Ó�����������®¯���Ì«`�M��«`�Ë��ª�«7���M��«`�
q(X) = 10

� Î`�Õü%�$Ê �;������ª�«`«=���K�[�����2�������K«=�]Ó���«`«=�YÔ7��ÔI�Ì�Ì� ª!«t«=ª���®¯��� ��®¯��«`�2�K���Ì� � ����S��ª�®[®¯�*ÔI��� ����� ���M������ �����K���������«=��� þPm#è2�K� ��î��
t = 1250

��î�� ����ª�«`���$¬�� ���K��ÔI�$ª�Ô7ª�������ª�«`«=����������®[� �1��«¤��ª��K�M��ü%Ó�ª��Ì��ã�¡!�K���DMOm³Z!Q�þPm8l����1ª������Ì�Ì� ������ª!«7����¤«`�ÌÓ������¤��ª�«`������ä�����ª����%��®¯��«`��������K�Ì�M����î2���C������������«t�¯�$Ê ��Ó��������`�����K�1�$Ê ��«7����®¯��� �S���Ë�������Ãm©��¤��ª�«`����¬�� ���K��ÔK����®¯���]�;ª�«=�z������«���Ê �����M�«`�`���¯� �]ÔI����®[�����Ò®¯ª��;�¤ª������Ì�Ì� ��«`����Ê �K«����ª��K� ��®¯��«`�]�;��«7�Õ�K«���������¤���K�����;���u� �/���$�kmc�[�]ÔI� �C��î1ª�«ÏÓ��������¯ÔI� �C�Õ� ª��Ì«����`�¤�������M�u��Ô;ÔI��ª���ß`�z��Ê ��«=��� �����Ë�����;�¤��ª�«`����¬�� �¤���������Ì�������M��®¯��«`�¡G�«=��$��� � ���;��� �¯�����������;��������`������ª�«7�3ßC��Ô7������ª�� �����`���S�;�]� ª�� �[�;�[��ª�«7������Ó�������ª�«íüM�%�"m�¹�©�MkR
∗ » þPm
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Beginning of local proportional control 

¤j¥§¦c¨B¦8T   «�åLtA! C�(��-'2�QC0�-.
y(X)

(?���8�6,�! ����C-�-.
q(X)

9��-#B9I( ���QC�(���. (*�?"�#L����Î�. (6'��IR���"�RS"��Y��! "�#�#�(6.
k∗u

T�dI"�GWRB�-�/�-!@9Y"�#��C�(��_'�#�(N9Y! G4'�.@�0��! "�#]. ! #����-! ��(
¢Vw/ê*w�» ÿ°Æ�y��K¾VÉ��
|¨Ã]��½,y Â=É�y*É��

�n(�9�����"�!¸9AGW�?��;�"8�8(�9+�8(\�?"�#L����Î�. (4�&% '�#��6�-#B�-.�G4'�. ��! Zj,�! (?M�9_9Y"�#L�_�8���?��! ��(�9+(?�*�-#B�-. »89Y�6(�9�(6#��8�?�/�-! .^���-#B9�î d   ³DEd   º�E&d�¦ ¼ ðjT&g+#i»]GW"�#L����(\JL'�(�.@(69_�8(6'8>KGW�?��;�"��D(�9_�?.@��9�9Y!@JL'�(�9+�8(\�?"�#L����Î�. (��8���?(6#L���/�-. !@9Y��RS"�'��_'�#i,�! (?M_ì��-GW"�#��. "8�6�-.�( �$�QC0�-.��8!@9=�/�-#L� í\9Y(]5��6#��6�/�-. !@9Y(6#L�W�8! ��(�� ��(6GW(6#��HRV"�'��W'8#Ê�6�-#B�-.FE^(6#5L�-�/�-#L��!@9�9Y�-#L�\.@�r9=�/�-,�! . ! ���P#�"�GW! #B�-. ((?�N.@�2��"�,�'B9=��(�9�9Y(�TVf^"�'��N�-GW�6. ! "���(6�_.@�]RS(6�YMO"���GH�-#B�?(�EV"�#�'8��! . !¸9Y(H�8(�9_��(6RV"��Y�/96EV�8(�9*�6. �6GW(6#L�/9*#�"�#b�8!@�-5�"�#B�-'8>i�8'�?"�#�����Î�. (6'��+JL'�!�RV(6��GW(?�Y��(6#��*�&% �-GW�6. ! "���(6�A. (4�8���?"�'�R�.@�-5�(N(6#L����(�,�! (?M�96T ¤ #��-GW"�#L�+. "8�6�-.��?"�GWGW(�(6#��QC0�-.��8!@9=�/�-#L��E"�#]RS(6'8�A. (�9A�?�-.¸� '�. (6�A1\RB�-�Y��! �A�8(N.@�W�8(�9��?��! R8��! "�#2MO����JL'�(6#���! (6. . (��8'K9Y»89=��X6GW(�T¤ #8¶B#nE�. (I�?"�#L����Î�. (6'��&GW! >D��(<RV(6'8���65L�-. (6GW(6#L��9Y(<���65�. (6�n�8(<GH�-#�! X6��(I�8���?(6#����/�-. !@9Y�6(�E6�?(IJL'�!�(6#*M��-! �w'�#8(79=����'B� ��'���(�8(N�?"�#L����Î�. (+����X�9�! #L���6��(�9�9��-#L��(_RV"�'���.@�W�?"�GWGH�-#B�8(N�8(�9��6�-#B�-'8>&TtA"�'B9��8�?�/�-! . . "�#B9��?! Za�8(�9�9Y"�'B97. (��6��9��&% '�#K�6�-#B�-.n1W�8(6'8>2,�! (?M�96T
�4�S�V�6��¼S���K���������w���6�����&�

g+#4�?��'B�8! (�.@�_9=�/�-,�! . ! ���7(?�^.@�+RV(6�YMO"���GH�-#B�?(I�&% '�#W�6�-#B�-.81+�8(6'8>4,�! (?M�9^�?"�#L����Î�. �IRB�-�w.F% �QC-�-.D�8!@9=�/�-#��QT0���_9=����'B� ��'���(�8'P�?"�#L����Î�. (6'���(�9=�+�-. "��/9
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. (�9��?"�#�����Î�. (6'��/9I�QC0�-.V�8!@9=�/�-#���GW"�#�"0C0�-��!@�-,�. (�9pRS"�'����/;B��JL'�(+,�! (?M�(?�
K12

'�#$��(6��GW(_�����8! ��! "�#�#�(6.�8(N�8���?"�'�R�.@�-5�(�T���\,S"�'B�?. (*MO(6��GW�6(N�8"�#�#�(*.@�W��(6.@�0��! "�#2(6#L����(*. (�9�(6����(6'��/97�8(NRS"�'��/9Y'�! ��(
e1

E
e2

(?��. (�9�RS(6�Y��'���,B�0��! "�#B9
p1
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p2

å
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e1
e2

)

=

(

M11 M11K22M22
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1 +KF
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G̃1
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0 M22
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p1
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) ìF¦8T ¦�¦�í
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M11 = −G̃1(1+G1K11)
−1 E M22 = −G̃2(1+G2K22)

−1 (?�
KF = K12K

−1
22

'�#4��(6��GW(7�8(�R8���?Za�?"�GWGH�-#B�8(�Tg+#$"�,B9Y(6��C�(+JL'�(+.@��GH�0����!@�?(+�8(+���/�-#B9=MO(6�Y�I(6#$,V"�'B�?. (AMO(6��GW�6(+(�9=�I����!@�-#�5�'�.@�-! ��(A9Y'�RV�6��! (6'���(�TL3+"�#B�-EL.@�49=�/�-,�! . ! ����8'P9Y»89=��X6GW(*G4'�. ��! C0�-��!@�-,�. (*(�9=�A�8! ��(�� ��(6GW(6#��A. ! �6(N1W�?(6. . (N�8(�9A9Y»89=��X6GW(�97GW"�#�"0C0�-��!@�-,�. (�96TD3+(NR�. 'B96E8. (�9�GH�-��5�(�9��8(��"�,�'�9=�/(69�9Y(\9Y"�#��*�65L�-. (6GW(6#��*�?"�#B9Y(6��C��6(�96EBR�'�!@9�JL'�(4. (W9Y»89=��X6GW(4(�9=���������`�����K�����Ì� ��®¯��«`������!@�-#�5�'�.@�-! ��(49Y'�RS�6��! (6'��WìO. (��(6��GW(
M21

(69=�I#D'�.FE�GWx6GW(+���-#B9p. (A�6��9p"�òH. (�GW"8�8X6. (A(�9=�<! #B�?(6�Y�/�-! #Sí TLuw! #B�-. (6GW(6#���E�. (+9Y»89=��X6GW(�G4'�. ��! C0�-��!@�-,�. (�(�9=�9=�/�-,�. (<(?�^��"�,�'B9=��(<CD!@9=Za10ZjCD!@9n�&% ! #B�?(6�Y��! ��'B�8(�9^�8!@�-5�"�#B�-. (�9&(6#�(6#L�����6(*���#���#�����K� ��®¯��«`�=���V. (�9w9Y»89=��X6GW(�9�GW"�#�"QC-�-��!@�0,�. (�9"�#��A. (�9�GWx6GW(�9�R���"�R���! �?����96T
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g+#$RS(6'8�7GW"�#L����(6�7JL'�(A.@��RS(6�Y��'���,B�0��! "�#$�?���6�6(ARB�-�I.@���8(6'8>8! X6GW(_�?"�GWGH�-#B�8(

u2
�8! GW! #L'�(_.@�NRV(6�YMO"���GH�-#��?(+�8'9Y»89=��X6GW(*ì�� M=T�î d   º0ðOí T�dI(?�Y��(�! #���(6�/��� ��! "�#\(6#�����(�,�! (?M�9p9Y(7���/���8'�! �pRB�-�^.@�_R�����9Y(6#B�?(��&% '�#\�6. �6GW(6#L�<#�"�#4#D'�.8;�"��/9^�8(�.@��8!@�-5�"�#B�-. (��8(A.@�*GH�0����!@�?(

M
TL�<% (?ëV(?���8(+� (���(6��GW(ARS(6'8�7x?����(A�8! GW! #D'��ARB�-�I'8#2��;�"�! >H���8��JL'B�0�I�8(

K12 = KFK22
T¤ #P(?ëV(?��E�'�#K�8���?"�'�R�.@�-5�(_RB�-�YM��-! ��(�9=�A"�,8��(6#L'K9Y!på

KF (s) = −
G̃1(s)

G1(s)hi�-!@9��QC�(6�*. (�9����/�-#B9=MO(6�Y�/9
G̃1

(?�
G1

�8"�#�#���9�RB�-��. (NGW"8�8X6. (N! #L���65��/�0��(6'�����(?�/�-�/�&E8"�#P"�,8��! (6#��
KF (s) = eτ1s

EBJL'�!(�9=��'�#�(��QC0�-#B�?(_R�'���(�EB�?(NJL'�!n#n% (�9=�AR���9A�6�-'B9��-.FTBg+#]#�(NRS(6'8�+�8"�#B�*RB��9��-#�#L'�. (6��. (*��(6��GW(*#�"�#K�8!@�-5�"�#B�-.FT¤ #�R��/�0��!@JL'�(�ES.@(69_! #�5��6#�! (6'��/9+;L»8�8�/�-'�. !@�?! (6#B9+'8��! . !@9Y(6#L�*'�#�5L�-! #��?"�#B9=�/�-#��HìO(6#�����( ¼ T £H(?�   í T ¡ '�CD'r�8(\#�"-����(����9Y'8. �/�0��E�. (]5L�-! #[�8(6CD�/�-! �4x?����(2�65L�-.�1   (6#�,B��9�9Y(�9�MO����JL'�(6#B� (�9\�6�-�W9Y!
KF (jω) = 1

Ep�-. "��/9
|1 − e−τ1jω| ≈ 0RS"�'��

ω ≈ 0
(?�_1 ¼ (6#K;B�-'8��(�9�MO����JL'�(6#B�?(�96TI6A#P¶B. ����(�RB��9�9Y(?Zj,���9A9Y(6�/�-! �A�8"�#B�NR�. 'B9+�����-R8����TB�<% "�R8��! GW!@9��0��! "�#
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�4�S�V�6��¼S���K�����S�V�W���&�������I� �w�Ê�����w���
Ïr�w�D��Ç[Ý^���O;j�
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K31
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�Õ�;��X3Tu®¯ä���������î���
ÔK������,Ô7�����K«=�[Ó���«`«=�,ÔI� ���M�km�l��[�����K�Ì��®¯ª;���Ì� ���� ���`u�z� ��ã�«���������«=���V�����,�K���Ì� � ���Ô7���¯� ���Ò��ª�«`����¬�� ���K���Ò��®¯ª�«`�,� ª������V���3®[� ±;�M�1Ô7ª��K�Ò��ª�«`���$¬�� ���Õ� ����ª��M�

y2
mSl���;����Ì�,�Ì«`�Ì�������������3�;�1R8T¤� Î`�Õ���*� ���Õ��ª��M���¯��Ó�������ª�«`�3��ª�«`����¬�� ����Õ���K�Mª��K�¯�;��QhNË��®�m,©�ß7�;���`�Ò�������¯�¤�K«t�M��®,Ô`�¯�;��$���M�����Ò��Ê ��«`Ó��Ì��ª�«�]!N¯������ª�«=�;���^m

�4�S�V�6��¼S���r�L�8���*�w���6�����V� iV«t�M�����M�[� �u����;������ª�«í�����������Mä�®Õ�¯��ª�«`����¬�� Õ�u�K«uÔI�$�� ä�Ó���®¯��«`�*�Ì®,ÔI���Ó��³�;��ZPN¤� Î`��;��«7�z� �¯ÔI����®[�����°�������Ë�����M��®,Ô`�
t = 5

®[�Ì«7îYÔI�K� �����$Ê �����$ý��Õ�;�t���ÕÔI�$�� ä�Ó���®¯��«I�¯�
t = 18

®[�Ì«0mÒû�«¨���K�����ÔI�$�� ä�Ó���®¯��«`�V�Ì®,ÔI�$�Ó��°�¯� �������;��«7��� �[�;���;±;��ä�®¯�[�������]�
t = 33

®[�Ì«7î#ÔI�K� �������V������ý��M[�
t = 46

®[�Ì«0m
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MÕ�����IÔ7�������K�����Ô7���1�;����ÔI���� ä�Ó���®¯��«`���1�;��������������������`��«=����î�®¯��� �1��Ê ��®,ÔI� �Ì���`�;�2ÔI� �C�,� ����¡G�[ü%Ó�ª��Ì��ã�¡!�K���aMOm MPM�þPm
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