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Introduction

Avant-propos

J’ai réalisé ’ensemble des mes recherches au sein du Laboratoire d’Ingénierie pour les
Systémes Complexes (LISC) d’Irstea.

Le fil directeur de ma theése a été le développement d’une approche originale de la résilience
en écologie, au moyen de concepts et d’outils de la théorie mathématique de la viabilité.
Initialement, la résilience qualifie la capacité d’un métal a retrouver sa forme initiale suite
4 une déformation. Le champ de ce concept s’est ensuite étendu & la biologie, ’écologie, la
psychologie ... En écologie, I’enjeu est d’éviter des situations irrémédiables, notamment &
cause de 'activité humaine, et de faciliter la restauration de propriétés essentielles, lorsque
cela est possible.

Mon objectif durant le travail de thése était de proposer une définition rigoureuse de
la résilience pour construire des outils permettant de I’évaluer effectivement & partir de
modéles de systémes écologiques et sociaux. La théorie mathématique de la viabilité s’est
révélée particulierement adaptée a 1’étude de la résilience. Cette théorie fournit un cadre
mathématique pour agir afin de conserver la viabilité d’un systéme. Alors que les méthodes
classiques de la théorie du controéle cherchent & maximiser un gain, la théorie de la viabilité
cherche & maintenir des critéres dans des ensembles de valeurs. Etant donnés des dynamiques
et des ensembles de contraintes de viabilité, I'un des concepts fondamentaux de la théorie, le
noyau de viabilité, rassemble les états a partir desquels il est possible d’agir pour préserver
cette viabilité. Lorsque le noyau de viabilité n’est pas égal & I’ensemble des contraintes, le
connaitre permet de savoir quelles mesures doivent étre prises et quand, cela pouvant étre
bien avant que la frontiére de ’ensemble des contraintes ne soit effectivement franchie. Le
noyau de viabilité constitue alors un outil d’anticipation.

Dans ce cadre, le principe de la définition de la résilience consiste a& poser les proprié-
tés essentielles du systéme socio-écologique considéré comme des contraintes de viabilité
et d’étudier les perturbations qui peuvent conduire le systéme & perdre ces propriétés et,
éventuellement, les actions & mener pour les restaurer.

Cette méthode d’évaluation de la résilience est plus générale que les méthodes concur-
rentes qui se basent sur 'existence d’équilibres et de bassins d’attraction; elle permet en
outre de définir de maniére trés flexible les propriétés a restaurer et de calculer de maniére
effective des politiques d’actions efficaces. Je donne les arguments dans le document de thése
[36] et dans Darticle [10].

Proposer des outils pour calculer des politiques de gestions viables ou résilientes est
devenue une des directions de recherche du LISC. Chaque application pose des problémes
mathématiques et algorithmiques spécifiques (trafic [14], quotas de péche [7, 32|, eutrophisa-
tion des lacs [10, 30]). Et généralement, lorsque les systémes considérés se complexifient, les
calculs deviennent longs et trés couteux en mémoire, d’ott la nécessité d’améliorer la précision
des approximations [9] ou d’utiliser des méthodes d’apprentissage statistique [8, 15, 17, 31].



Les méthodes et outils de calcul de la résilience ont été au coeur de deux projets coordon-
nées par le LISC et réalisés entre 2007 et 2010. Le projet européen « Pattern resilience » avait
parmi ses objectifs de développer des méthodes et des outils informatiques pour déterminer
les politiques d’actions permettant de restaurer des propriétés du systéme aprés des pertur-
bations et de mettre en ceuvre ces outils dans des études de cas appartenant a I’écologie, les
sciences cognitives, la sociologie. Dans ce cadre, j’ai participé & I’étude de cas concernant
l’évolution des proportions de langues parlées sur un territoire [4, 6] et au chapitre du livre
édité a la suite du projet qui reprend la définition mathématique de la résilience dans le
cadre de la théorie de la viabilité [12].

Jai été le coordinateur du projet ANR « Déduction » [34, 35|, programme « Agriculture et
Développement durable », qui s’est déroulé de 2007 & 2010 et qui avait pour objectif d’étu-
dier comment le formalisme de la théorie de la viabilité associé & I’évaluation de propriétés
comme la résilience pouvait constituer un outil efficace pour 'ingénierie du développement
durable [2, 3, 23, 29, 33]. Il y avait deux études de cas dans ce projet : la gestion sylvicole en
forét tempérée et la préservation de la biodiversité dans le corridor forestier de Fianarantsoa
(Madagascar).

Ce projet a permis de financer avec I’aide d’Irstea la thése de Claire Bernard soutenue en
2011 que j’ai co-encadrée. Claire Bernard s’est confrontée aux ambiguités de l'expression
« développement durable » et a proposé des méthodes pour distinguer des évolutions du-
rables de celles qui ne le seraient pas en s’appuyant sur les ponts déja établis entre concepts
de la théorie de la viabilité et résilience, dans le cas d’application de la conservation de la
biodiversité dans la forét tropicale malgache [1].

L’approche de la théorie de la viabilité qui consiste & envisager ’ensemble des possibles
avant tout souci d’optimisation a également intéressé le domaine du génie des procédés
alimentaires. Dans le cadre du projet ANR « Incalin », programme « Nutrition alimentaire
humaine », qui s’est déroulé de 2007 & 2010, I’étude de ’ensemble des évolutions permettant
de fabriquer un Camembert jugé « bon » a permis d’identifier des commandes qui réduisent
la durée classique d’affinage [5, 24, 25, 27, 28]. Ce projet a permis de financer la thése de
Mariette Sicard soutenue en 2010 que j’ai co-encadrée. Cette collaboration s’est poursuivie
avec la participation au projet européen DREAM « Design and development of REAlistic
food Models » de 2009 & 2014, qui avait pour objectif de développer des modéles qui rendent
compte de la structure des aliments et qui permettent de simuler 'impact de processus de
transformation agro-alimentaire sur les propriétés nutritionnelles ou microbiologiques des
aliments. Dans ce cadre, un algorithme de calcul de noyaux de viabilité basé sur les kd-tree
[15] a été élabore.

Lorsque les objets étudiés sont des systémes écologiques et sociaux, les fonctions de
controle issues des calculs de viabilité sont des politiques d’actions. Nous avons commencé
une réflexion sur les apports de ces résultats dans le cadre d’'un outil d’aide a la gestion
participative. La thése de Wei Wei que j’ai co-encadrée sur l'intégration des modeéles de
viabilité dans les outils d’aide a la gestion participative de territoires protégés [16, 18] a été
financée par la région Auvergne et Irstea, et soutenue en 2012.

Une fois 'ensemble des possibles déterminé, se pose la question de la distinction d’une
trajectoire particuliére. La connaissance de cet ensemble permet d’intégrer dans ce choix la
distance a sa frontiére [22, 26] et ainsi de proposer des fonctions de controle plus robustes face
aux incertitudes ou imprécisions dans l’espace des états [13, 19]. Dans le méme souci, calculer
le noyau de viabilité sur un ensemble érodé permet de garantir au cours de I’évolution une
distance minimale & la frontiére de l'ensemble des contraintes [11, 20, 21].



Le fil directeur de mes recherches, les différentes questions
abordées et les perspectives

Le contexte de mes recherches depuis mon arrivée a Irstea est 'omniprésence du « déve-
loppement durable » dans les discours sur la gestion des systémes écologiques et sociaux.
L’origine de ’expression « développement durable » est la prise de conscience dans les an-
nées 60 de la vulnérabilité de la biospheére. Cette expression désigne les efforts entrepris ou
a fournir pour parvenir a concilier activités humaines (en particulier croissance économique)
et préservation des écosystémes [Carson, 1962, Meadows et al., 1972]. Les tentatives de dé-
finition du développement durable sont nombreuses, cependant sa signification reste vague
[Mebratu, 1998]. Son utilisation fréquente comme label, attribué souvent sans véritable jus-
tification pour promouvoir des activités économiques ou des actions politiques qualifiées de
« durables », pose le probléme de la distinction entre les actions qui respectent les condi-
tions du « développement durable », premier oxymore du titre de ce document, et les autres
[Robinson, 2004].

Dans ce contexte, deux désirs que je pergois comme des nécessités me poussent et me
guident dans mes recherches. D’une part, lever les ambiguités, les équivoques sur les termes
employés, et c’est 1a pour moi le grand intérét de la formulation mathématique. D’autre
part, proposer des informations pertinentes pour ’action de gestion concernant ces systémes
écologiques et sociaux : les données sont imprécises, les prévisions incertaines, cependant
toutes les actions ne sont pas équivalentes. Le « controle complexe » constitue le deuxiéme
oxymore de mon titre.

Ainsi, mes contributions scientifiques concernent les définitions mathématiques de la ré-
silience et du développement durable, la création d’algorithmes et leur implémentation pour
la mise en ceuvre de ces définitions dans plusieurs domaines (la préservation de la forét
malgache, I’eutrophisation des lacs, la préservation des stocks de poissons, la coexistence de
plusieurs langues, la gestion du paturage dans la savane, I’activité touristique et la préserva-
tion de la qualité de 'environnement, .. .). Les concepts et outils de la théorie mathématique
de la viabilité constituent la base de mes travaux, mais pas 'unique source : les algorithmes
d’approximation des noyaux de viabilité font appel & des méthodes de classification ; la dé-
termination de politiques d’actions viables et robustes aux méthodes de calcul de la distance
a la frontiére d’un ensemble ; I'activité de modélisation est également importante pour mo-
difier les modéles disponibles sous la forme de systémes dynamiques controlés.

Le premier chapitre expose ma proposition de formalisation mathématique de la rési-
lience.

Le deuxiéme chapitre détaille la mise en ceuvre avec des exemples de calculs de résilience,
la description d’algorithmes d’approximation et de méthodes de distinction d’évolutions par-

ticuliéres.

Le troisiéme chapitre montre comment le cadre de la théorie de la viabilité peut égale-
ment permettre de distinguer des politiques de gestion pouvant étre qualifiées de durables.

Le quatriéme chapitre présente les rares tests des politiques d’actions viables ou rési-
lientes obtenues.

Le cinquiéme chapitre présente les perspectives, I'utilisation de la résilience dans I’étude
des systémes complexes.

Les références personnelles citées dans ce mémoire apparaissent dans le texte sous la forme
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[numéro] ; les autres références apparaissent sous la forme [Auteur Année]. Les listes biblio-
graphiques respectives se trouvent a la fin du mémoire.



Chapitre 1

Du concept a ’évaluation dans les
modeéles : premiére étape, la
formalisation mathématique de la
résilience

Sommaire

1.1 Leconceptderésilience. . . .. ... ... .. ... ..., 7
1.1.1 Etymologie . . . .. ... .. ... 7
1.1.2 De nombreux domaines d’utilisation . . . . . ... .. ... ... 7
1.1.3 Le concept de résilience en écologie . . . . . . . . ... ... ... 7

1.2 Définitions opérationnelles dans les modéles de systémes éco-
logiques et sociaux basées sur le concept d’équilibre . ... .. 8
1.2.1 Modéles sous forme d’équations différentielles . . . . . . . . . .. 9

1.2.2  Modéles individus-centrés : mesure basée sur la durée d’une évo-
lution simulée . . . . . . . .. L Lo 9

1.2.3 Limites : systémes & 1’équilibre et propriétés d’intérét correspon-
dant & une réunion de bassins d’attraction . . . . . . . ... ... 9

1.3 Extension des définitions opérationnelles dans le cadre des
inclusions différentielles . . . . . . ... ... ... . 0000, 10
1.3.1 Mesure de résilience proposée . . . . . ... ... 10

1.3.2 La mise en ceuvre dans le cadre mathématique de la théorie de la
viabilité . . . ... 10
Conclusion . . . . . . . . . o 0 i i e e e e e e e e e e e e e e 14

La mesure proposée est en accord avec la définition conceptuelle d’Holling 14
La définition proposée étend des mesures connues . . . . . . . . . .. .. 14
Les limites pour la mise en ceuvre . . . . . . . . . ... ... 16







"OBJECTIF de ce chapitre est de montrer, d’abord, comment ’enjeu de la préservation de
L propriétés d’un systéme écologique et social peut étre interprété comme un probléme de
viabilité, de montrer, ensuite, que I’évaluation de I'impact de perturbations sur la capacité
du systéme & préserver ces propriétés est une mesure de résilience.

Ce chapitre reprend mon travail de thése [10, 36|, complété par le chapitre d’ouvrage [12] et
présenté dans la conférence invitée [33].

1.1 Le concept de résilience

1.1.1 Etymologie

Le mot résilience vient du verbe latin resilio, silire, silui (silii) [re + salio] qui signifie
sauter en arriére, se dérober a, rebondir, se replier, résilier.

1.1.2 De nombreux domaines d’utilisation

L’emploi du mot résilience remonte & la fin du 1geme siécle, en physique des matériaux,
pour désigner la capacité d’'un métal a retrouver sa forme initiale suite 4 une déformation
produite par un choc. Son utilisation s’est ensuite étendue au cours du 20°™€ siécle d’abord
aux Etats-Unis dans le domaine de la psychologie, ou la résilience d’un individu est sa
capacité a retrouver une vie normale aprés un traumatisme, dans le domaine de I'informatique
ou la résilience d'un systéme est sa capacité a fonctionner malgré les pannes de certains
composants, dans les domaines de 1’écologie, de ’économie, des sciences sociales également.
Les objets changent mais reste 1'idée commune de désigner par le mot « résilience » la
capacité du systéme étudié a retrouver certaines propriétés malgré des bouleversements dus
a des perturbations que le systéme ne maitrise pas. Pour un physicien des matériaux, le
systéme étudié sera une barre de métal, la propriété sera sa forme, la perturbation sera
un choc, le bouleversement une déformation; pour 1’écologue, si le systéme est un lac, la
propriété sera d’étre dans un état d’eau claire (oligotrophe), la perturbation un événement
pluvieux d’une forte intensité, le bouleversement le passage dans un état eutrophe d’eau
trouble; si le systéme est une forét, la propriété sera une densité minimale pour limiter
I’érosion, la perturbation une tempéte. Quel que soit le domaine, ’étude de la résilience
induit la définition du triplet, systéme, propriété de ce systéme, perturbations.

1.1.3 Le concept de résilience en écologie

L’intérét actuel pour cette question de résilience, surtout dans les sciences du vivant,
s’explique par le fait que les observations d’eutrophisation de lacs, de blanchiment de coraux,
de foréts qui deviennent savanes méme aprés l'arrét des cultures, ont battu en bréche la
représentation d’un systéme vivant comme étant dominé par des forces stabilisatrices qui le
rameénent a un équilibre dés lors qu’une perturbation I’en éloigne et avec cette représentation
la notion de résistance liée a l'intensité de la force nécessaire pour éloigner d’'une certaine
quantité I’état du systéme de ’équilibre.

Dans le domaine de I’écologie, la définition de la résilience qui trouve un large consensus a
I’heure actuelle vient de [Holling, 1973] : c’est la capacité d’un systéme a recouvrer certaines
propriétés essentielles perdues a la suite de perturbations (« the capacity of a system to
absorb disturbance and reorganize while undergoing change so as to still retain essentially
the same function, structure, identity, and feedbacks » [Walker et al., 2004]).

Je vais donner un exemple pour illustrer cette définition : lorsque les rejets de nitrates dans
un lac atteignent un niveau critique, eau se trouble et la vie (en particulier, les poissons) y
est asphyxiée (Fig. 1.1). Dans certains cas, si par la suite on réduit suffisamment les rejets
de nitrates, I’eau du lac peut devenir claire & nouveau et la vie reprendre. Dans d’autres cas,
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le dommage est irréversible : la diminution des apports de nitrates ne suffit pas a retrouver
un état d’eau claire.

§

B

(a) Lac oligotrophe

FI1G. 1.1 — Un lac peut étre dans un état d’eau claire (a), ou dans un état d’eau trouble (b).

Cette faculté de recouvrer une propriété essentielle aprés une perturbation est la résilience.
L’enjeu de I’étude de la résilience est d’éviter des situations dans lesquelles des perturbations,
notamment d’origine humaine mais également naturelles, peuvent conduire a des situations
irrémédiables. Elle permet également de faciliter la restauration des propriétés essentielles,
lorsque cela est possible.

[Holling, 1996] nomme cette définition de la résilience « ecosystem resilience » ou « ecolo-

gical resilience ». Au-dela de son nom, [Levin et al., 1998] soulignent son intérét dans ’étude
de systémes modélisés & composantes écologiques et économiques. L’objectif sous-jacent est
de maintenir le systéme entre certaines bornes plutdét qu’en un point stable.
L’ « ecological resilience » peut étre souhaitable ou non : une ressource polluée ou une dic-
tature peuvent étre trés résilients. Cependant, dans la perspective de la durabilité, le fait
d’accroitre la résilience des états souhaités diminue lintensité des dommages causés par
d’éventuelles perturbations. La capacité d'un systéme écologique et social & conserver son
mode de fonctionnement dépend des variables qui controlent les frontiéres de ces différents
modes, de l'intensité et de la fréquence des perturbations considérées, de 1’échelle de temps
[Carpenter et al., 2001], de la distribution des espéces ou plutot des fonctions qu’elles réa-
lisent, a l'intérieur d’'une méme échelle de temps et d’espace, et entre les différentes échelles
[Peterson et al., 1998].

1.2 Définitions opérationnelles dans les modéles de sys-
témes écologiques et sociaux basées sur le concept
d’équilibre

En ce qui concerne les définitions opérationnelles de la résilience permettant d’évaluer la
résilience dans le cadre de modéles de systémes écologiques et sociaux, de nombreux indices
ont été suggérés.



1.2.1 Modéles sous forme d’équations différentielles

Mesures basées sur les valeurs propres de la linéarisation du systéme non linéaire
au voisinage de 1’équilibre

Lorsque le modéle est composé d’équations différentielles, la plupart des indices sont liés
aux valeurs propres du systéme linéarisé au voisinage de I’équilibre : [Pimm et Lawton, 1977|
ont mesuré la résilience comme inversement proportionnelle & la valeur propre de plus grande
norme, qui représente une propriété asymptotique, le taux de décroissance de la distance &
I’équilibre lorsque le temps tend vers l'infini. Pour compléter I'indice de résilience comme
mesure de la réponse aux petites perturbations lorsque le systéme est proche de ’équilibre,
[Neubert et Caswell, 1997 ont proposé des indices évaluant l'intensité et la durée des com-
portements transitoires au voisinage d’un équilibre asymptotiquement stable.

Mesure basée sur la taille des bassins d’attraction

D’aprés [Beddington et al., 1976], la résilience peut étre mesurée comme l'intensité de
la perturbation qu’un systéme peut absorber sans subir de changement qualitatif. D’un
point de vue systéme dynamique, un changement qualitatif peut étre interprété comme un
saut de I’état dans un autre bassin d’attraction. Faisant 'hypothése qu’avant la pertur-
bation, le systéme est dans un état d’équilibre asymptotiquement stable, la résilience est
alors définie comme proportionnelle & la distance entre cet équilibre et la frontiére de son
bassin d’attraction (voir par exemple [Collings et Wollkind, 1990], [Anderies et al., 2002] et
[van Coller, 1997]).

Mesure basée sur la distance aux points de bifurcation

Considérant que les variations de résilience sont dues & des variables évoluant lentement
qu’ils considérent comme des paramétres et en se placant cette fois dans 1’espace des para-
métres, [Ludwig et al., 1997] ont proposé comme mesure de résilience I'inverse de la distance
au points de bifurcation. En effet, aux points de bifurcation des équilibres changent de nature,
apparaissent ou disparaissent [Casagrandi et Rinaldi, 2002, Lacitignola et al., 2007].

1.2.2 Modéles individus-centrés : mesure basée sur la durée d’une
évolution simulée

Dans le cas de modéles individus-centrés, la résilience a été étudiée par simulations comme
inverse du temps nécessaire aprés une perturbation pour retrouver un état du systéme proche
de celui avant perturbation [Ortiz et Wolff, 2002, Matsinos et Troumbis, 2002].

Pour [Janssen et Carpenter, 1999], dans le cadre de la gestion d’un lac, un choix de gestion
est qualifié plus résilient qu’un autre lorsque les valeurs maximales atteintes par les quantités
de phosphates dans le lac au cours du temps de simulation sont plus faibles. Autrement dit,
un systéme est plus résilient lorsque les courbes simulées restent plus éloignées des zones
dangereuses.

1.2.3 Limites : systémes a I’équilibre et propriétés d’intérét corres-
pondant & une réunion de bassins d’attraction

Les définitions de la résilience issues de la théorie des systémes dynamiques (équilibres
stables, bassins d’attraction) souffrent de deux limitations importantes : elles ne peuvent
étre utilisées quand plusieurs politiques d’actions sont envisagées alors que les problémes
pertinents dans le cadre de systémes socio-écologiques nécessitent souvent l’identification
de politiques d’actions favorisant leur résilience. En outre, ces définitions supposent qu’un
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équilibre ou une réunion de bassins d’attraction coincident avec la propriété du systéme dont
il s’agit d’étudier la résilience.

1.3 Extension des définitions opérationnelles dans le cadre
des inclusions différentielles

Les perturbations environnementales sont souvent des bouleversements vigoureux, plutdt
que de doux tremblements. En outre, il peut n’y avoir aucun équilibre stable vers lequel
retourner. D’ailleurs, la définition d’[Holling, 1973] contraste avec le concept de stabilité au
sens statique (cf section 1.1.3).

En outre, lorsque sont considérés des systémes écologiques et sociaux, il faut considérer
la possibilité d’actions de contrdle par un gestionnaire.

Suivant 'interprétation d’[Holling, 1973, la résilience dépend de : (i) I'état du systéme,
(ii) de la propriété étudiée (par exemple, dans le cas d’un lac, la propriété d’oligotrophie),
(iii) des perturbations envisagées, (iv) des dynamiques, des controles disponibles et (v) du
colit associé a 'effort qui est nécessaire pour restaurer cette propriété si elle est perdue a
la suite de 'occurrence d’une perturbation (ce cotit peut étre le temps nécessaire pour la
restauration par exemple) et (vi) de I'horizon temporel [Carpenter et al., 2001].

Le défi est de fournir une définition opérationnelle qui prend explicitement en compte ces
six points. Ainsi, I’évaluation de la résilience implique la description :

— de I’évolution de I’état du systéme en fonction de I’état lui-méme mais également en

fonction des actions de gestions, appelées controles,

— des propriétés du systéme considérées,

— des perturbations envisagées,

— de la fonction de cotlt utilisée pour évaluer I'effort de préservation ou de restauration.

1.3.1 Mesure de résilience proposée

Nous proposons donc comme mesure de résilience : I'inverse du cott associé a 'effort
nécessaire pour restaurer et préserver certaines propriétés du systéme suite a des perturba-
tions.

Ainsi en un état donné, un systéme sera pour une propriété donnée et un ensemble de
perturbations envisagées :

— infiniment résilient si & la suite de toute occurrence d’une des perturbations envisagées,

cette propriété peut étre préservée,

— de résilience finie si & la suite d’une occurrence d’une des perturbations envisagées,
cette propriété est perdue mais peut ensuite étre restaurée et préservée et cela pour
toute occurrence d’une des perturbations envisagées,

— de résilience nulle si une des perturbations envisagées provoque une perte définitive de
cette propriété (aucune restauration n’est possible).

1.3.2 La mise en ceuvre dans le cadre mathématique de la théorie
de la viabilité

La théorie de la viabilité traite du contréle de systémes dynamiques sous contraintes
(deux livres de référence [Aubin, 1991] et [Aubin et al., 2011]).

La mise en ceuvre de la mesure de résilience que nous proposons comporte deux étapes.
Etant donnés un systéme dynamique contrdolé et une propriété de ce systéme, la premiére
étape consiste & étudier sa capacité a préserver cette propriété au cours du temps. Dans une
seconde étape, étant données des perturbations envisagées, c’est I'impact de ces perturbations
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sur la capacité du systéme & préserver la propriété considérée qui est évalué a 'aide de
fonctions de cotits définies sur ’ensemble des évolutions possibles.

Premiére étape : le calcul du noyau de viabilité associé 4 la dynamique du systéme
et a la propriété souhaitée permet de distinguer les états du systéme a partir
desquels la propriété étudiée peut étre préservée

La premiére hypothése que nous faisons est que I’évolution de I’état du systéme est gou-
vernée par un systéme dynamique controlé, les variations dépendent de ’état mais également
de controles exercés par un gestionnaire extérieur au systéme.

Définition 1.3.1 (Systéme dynamique controlé). Soit x € X C R™ le vecteur de dimension
n décrivant l’état du systéme, soit u € RP le vecteur décrivant les controles. Un systéeme
dynamique controlé S est décrit par le couple (U, f) ou
— U est une correspondance de R™ :~~ R™ qui a tout état du systéme associe l’ensemble
des controles admissibles,
— et f est une fonction de R™ x RP :— R™ qui & chaque état du systéme et & chaque
valeur du contréle associe la vitesse de variation de l’état du systéme.

Une évolution ¢ € [0, +o0o[ — z(t) € X qui décrit I’état du systéme au cours du temps
est gouvernée par le systéme dynamique controlé S si :

S{ (t) = f(x(t),u(t)) (1.1)

u(t) € U(z(t)) pour presque tout t > 0.

Notons S(x) I'ensemble de toutes les évolutions qui partent de x gouvernées par S.

Nous supposons ensuite que les propriétés étudiées peuvent étre décrites sous la forme
d’un sous-ensemble de Iespace des états du systéme. Soit K C R"™, nous supposons que le
systéme a les propriétés étudiées si et seulement si z € K.

Ainsi, le systéme conservera la propriété au cours du temps si son état suit une évolution
qui reste dans K dite viable (Fig. 1.2(a)) :

Définition 1.3.2 (Evolution viable). Une évolution est viable dans K C X si
Vi >0, z(t) € K.

L’étude de la compatibilité entre dynamique et propriétés étudiées se résout par le calcul
du noyau de viabilité, un des concepts fondamentaux de la théorie de la viabilité (Fig. 1.2(b)).

Définition 1.3.3 (Noyau de viabilité). Le noyau de viabilité Viabs(K) associé au systéme
dynamique controlé S et soumis a l’ensemble des contraintes K C X est l’ensemble des tous
les points initiaux a partir desquels il est possible de trouver une évolution viable gouvernée
par S [Aubin, 1991] :

Viabs(K) = {zg € K |3x(.) € S(xg) telle que ¥t > 0,z(t) € K} .

Deuxiéme étape : la mesure de résilience permet d’évaluer I'impact de pertur-
bations sur la capacité du systéme a préserver certaines de ses propriétés.

Nous supposons maintenant que les perturbations envisagées peuvent étre décrites par
une correspondance dans l’espace des états :

D :R" ~ R" (1.2)

qui associe a chacun des états du systéme l'’ensemble des états atteignables & la suite de
I’occurrence d’une de ces perturbations. Plusieurs perturbations peuvent étre envisagées,
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_ Viabs(K)
K

#(T)
5
qg &

X(0)

X(0)
(a) Une évolution viable jusqu’a t = T issue de (b) En jaune, le noyau de viabilité de K pour
z(0) e K S, Viabs(K) C K

F1G. 1.2 — L’ensemble de contraintes représentant la propriété étudiée, K, est colorié en gris.

comme des incertitudes sur I’état précis du systéme aprés leur occurrence, d’ou 'utilisation
d’une correspondance plutét que d’une fonction. Les perturbations ainsi considérées sont des
chocs dans 'espace des états (Fig. 1.3(a)).

Le saut dans l'espace des états suite & une perturbation peut le faire sortir du noyau
de viabilité, de I'ensemble des contraintes méme, et dans de tels cas, soit les propriétés
considérées peuvent étre & nouveau restaurées et préservées, c’est a dire que le noyau de
viabilité précédemment calculé peut & nouveau étre atteint en utilisant les bonnes fonctions
de controle, soit cela n’est pas possible quelles que soient les actions menées (Fig. 1.3(b)).

Viabs(K) 1 Viabs (K)
()
K K
e xT) ®
D(x) x(0)
& fey o

D) x0)
(a) Représentation de deux valeurs de D (b) Deux évolutions issues de points at-
pour deux points x et y dans K teints suite & 'occurrence d’une perturba-

tion incluse dans D

F1G. 1.3 — Représentation des perturbations envisagées. En gris ’ensemble des contraintes,
K et en jaune le noyau de viabilité, Viabs(K).

L’impact de 'occurrence d’une perturbation sur la capacité du systéme & préserver les
propriétés étudiées est évalué par le calcul du bassin de capture du noyau de viabilité :
deuxiéme concept essentiel de la théorie de la viabilité, plus récent que celui de noyau de
viabilité, le bassin de capture rassemble tous les états initiaux a partir desquels une cible
peut étre atteinte tout en respectant des contraintes.

Définition 1.3.4 (Bassin de capture). Le bassin de capture Capts(K, C) associé au systéme
dynamique controlé S, a la cible C' C X et soumis aux contraintes KK C X est l’ensemble de
tous les points initiaux & partir desquels il est possible de trouver une évolution viable dans
K jusqu’a atteindre C en temps fini :

Capts(K,C) ={xo € K |Fx(.) € S(xp), 3T >0 | 2(T) € C et Vt € [0;T],z(t) € K}.

Ainsi, si suite a 'occurrence d’une perturbation, ’état du systéme reste dans le bassin de
capture du noyau de viabilité calculé a la premiére étape, la propriété pourra étre restaurée
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et préservée. L’ensemble K qui contient 'ensemble K (qui représente la propriété étudiée)
représente alors les contraintes de viabilité infranchissables du systéme (Fig. 1.4).

Viabs () K

o %(0)

Capts (K, Viabg(K))

FI1G. 1.4 — Le bassin de capture du noyau de viabilité, Capts (K, Viabs(K)), est colorié en
rose, le noyau de viabilité en jaune.

A partir d’un point du bassin de capture du noyau de viabilité, la restauration est possible,

mais elle peut avoir un coft :

— ce cott sera nul, si aprés le saut dt a ’occurrence d’une perturbation, I’état du systéme
reste dans le noyau de viabilité. En effet, la propriété d’intérét pourra continuer & étre
préservée,

— ce colt sera non nul mais fini si I'état aprés perturbation appartient au bassin de
capture du noyau de viabilité, puisque la propriété nécessairement sera perdue mais
pourra étre restaurée et préservée,

— ce cofit sera infini, si aprés le saut la propriété ne peut plus étre préservée, c’est a dire
si 'état du systéme est & 'extérieur du bassin de capture.

Ainsi, 'exemple le plus évident de fonction de cott est la fonction qui associe & une

évolution le temps passé hors du noyau de viabilité. Soit z(.) € S(z),

o(2()) = / T (1= Dysape iy () (1.3)

ou 1 désigne la fonction indicatrice de ’ensemble.

A partir de 'état © € X du systéme, le colit minimal sur toutes les évolutions gouvernées
par S vaut :

)= min |0~ Ly alr)ar. (14)

Cependant, d’autres fonctions de colt peuvent étre considérées selon le regard porté sur
le systéme comme par exemple la fonction temps de crise [Doyen et Saint-Pierre, 1997].

Les perturbations envisagées lorsque 1’état du systéme est x € R™ sont décrites par
Iensemble D(x) des états atteignables suite a 'occurrence d’une de ces perturbations. Pour
I’évaluation de la résilience, le pire des cas est retenu, c’est a dire le saut dans ’espace des
états qui conduit au plus fort colit de restauration.
La résilience du systéme a 1’état x face aux perturbations D est alors une fonction décroissante
de ce cotit maximal sur tous les sauts de x a x; € D(x). La fonction inverse convient :

R(z) = ! . (1.5)

maxy, e p(z) c(x)
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Conclusion du chapitre

La mesure proposée est en accord avec la définition conceptuelle
d’[Holling, 1973]

Suivant [Carpenter et al., 2001], la mesure de la résilience proposée, basée sur les concepts

de la théorie de la viabilité, dépend :

(i) de ’état du systéme,

(ii) de la propriété du systéme étudiée,

(iii) des perturbations envisagées,

— (iv) du cott associé a la restauration éventuelle de cette propriété,
(v) des controles disponibles,

— (vi) et de I'horizon temporel considéré.

Liant résilience et cotit de restauration d’une propriété, cette mesure permet de faire une
distinction entre résilience et robustesse, la robustesse d’un systéme caractérisant le fait que
les sorties varient peu lorsque les entrées varient. Cependant, les discussions concernant les
liens entre les notions de résilience et robustesse sont toujours vives [Anderies et al., 2013].

En particulier, le regard porté sur le traitement des perturbations a évolué, ainsi que
leur prise en compte dans la mesure de résilience. Dans [10], les perturbations sont définies
comme des correspondances et la résilience est évaluée avant ’occurrence éventuelle d’'une
de ces perturbations en fonction de ses conséquences possibles. Dans [12], sont considérés les
états du systéme une fois que la perturbation s’est produite, et une valeur de résilience est
associée a ces états obtenus aprés perturbation, soulignant alors 'idée que la résilience se
révéle a posteriori une fois que la perturbation s’est produite.

La définition proposée étend des mesures connues aux systémes dy-
namiques contrdlés et aux propriétés souhaitées déconnectées des
équilibres

En collaboration avec Guillaume Deffuant, Laboratoire d’Ingénierie des Systémes Com-
plexes, Irstea, et Justin Calabrese, Helmholtz Centre for Environmental Research-UFZ, Leip-
zig, Germany [12]

Nous avons montré dans le cas d'un modéle d’évolution de la savane de la littérature
[Anderies et al., 2002] que la définition de la résilience dans le cadre de la théorie de la
viabilité contient celles basées sur les attracteurs.

Dans le modéle d’[Anderies et al., 2002], Pévolution de la biomasse aérienne des plantes
de la savane, s(t), est gouvernée par ’équation différentielle :

1) = T s (D) + s _ s(t)
s'(t) = ~s(B)(ac + ras(®)(1 ~ =

— ows) = Yg5(t) (1.6)

ol 7y, est la fraction de biomasse supprimée par paturage. Le modéle est décrit plus en détails
dans la section 2.1.2.

Dans [Anderies et al., 2002], & pression de paturage vy, constante, les « bons » équilibres
asymptotiquement stables correspondent aux hauts niveaux de biomasse et les « mauvais »
a une biomasse nulle (Fig. 1.5(a)). La résilience pour un systéme dans un « bon » équilibre
asymptotiquement stable et & paturage constant peut alors étre mesurée par la distance a la
frontiére du bassin d’attraction comme indiqué dans la figure 1.5(b).

Considérant maintenant la mesure de la résilience dans la cadre de la théorie de la viabilité
en gardant cependant la pression de paturage constante, en définissant comme ensemble de
contraintes un voisinage des « bons » équilibres (Fig. 1.6(a)), (c’est a dire que la propriété
dont on étudie la résilience est d’étre au voisinage des « bons » équilibres) et en prenant
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Yoo ‘ ‘ g
(a) Les « bons » équilibres asymptotique- (b) La région coloriée en gris correspond au
ment stables (en gris) correspondent aux bassin d’attraction des « bons » équilibres
hauts niveaux de biomasse et les « mauvais » asymptotiquement stables

a une biomasse nulle (en noir)

F1a. 1.5 — Modéle de savane (1.6) avec une variable d’état s, la biomasse aérienne des plantes
de la savane et la pression de paturage constante considérée comme paramétre ;.

la fonction de cotit la plus simple qui mesure le temps hors des contraintes, alors, la figure
1.6(b) montre que la réunion du noyau de viabilité et du bassin de capture du noyau de
viabilité coincide avec le bassin d’attraction des « bons » équilibres.

0.6
0.6

(=] (=]
0 o 0.6 0 Vg 045
(a) Ensemble des contraintes, K, corres- (b) La région coloriée en bleu correspond
pondant a la propriété d’étre dans un voi- au noyau de viabilité de ’ensemble K. Les
sinage des équilibres asymptotiquement courbes de niveau sont celles du cotit asso-
stables qualifiés de « bons » car associés a cié a ’atteinte du noyau viabilité. Le bas-
un niveau de biomasse élevé sin de capture du noyau de viabilité cor-

respond a ces régions ou le cott d’atteinte
du noyau est fini

F1G. 1.6 — Evaluation du cott de restauration (Fig. 1.6(b)) pour le modéle (1.6), pour la
propriété décrite par I'ensemble K représenté dans la figure 1.6(a) et pour la fonction de
colit correspondant au temps passé hors du noyau de viabilité.

Dans le cas de la mesure basée sur la taille du bassin d’attraction, la valeur de la résilience
renseigne sur l'intensité maximale de la perturbation en terme de perte soudaine de biomasse
que le systéme a I’équilibre peut supporter tout en restant dans le bassin d’attraction d’'un
« bon » équilibre. Le temps d’atteinte de cet équilibre est bien str infini.

Dans le cas de la mesure de résilience dans le cadre de la théorie de la viabilité basée sur
la fonction de cotit associée au retour dans le noyau de viabilité de I’ensemble des contraintes
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représentant la propriété étudiée, la valeur de la résilience en un état du systéme (qui n’est
donc pas nécessairement a I’équilibre), renseigne sur le temps maximal nécessaire pour re-
tourner dans le voisinage déterminé du « bon » équilibre au cas ot 'une des perturbations
envisagées se produirait.

Ainsi, la mesure de la résilience avec les outils de la théorie de la viabilité est une géné-
ralisation de la définition basée sur les attracteurs et leur bassin d’attraction. Elle permet
en outre de déterminer des politiques d’action permettant de préserver la propriété du sys-
téme considérée, ou de la restaurer en temps minimal (ou en cotit minimal) lorsque cela est
possible.

Les limites pour la mise en ceuvre

Les premiéres limites concernent les hypothéses faites au cours de la section 1.3.2 qui
restreignent le champ d’utilisation de cette mesure :

— les dynamiques du systéme sont décrites par des systémes dynamiques controlés,

— les propriétés étudiées sont décrites par un sous-ensemble de ’espace des états,

— les perturbations envisagées sont des chocs uniques dans I’espace des états.

Les secondes limites concernent les capacités de calculs d’approximations des ensembles
que sont le noyau de viabilité et le bassin de capture. En effet, les algorithmes existants
souffrent de la malédiction de la dimensionnalité, exponentiels en mémoire avec la dimension
de 'espace des états et exponentiels en temps de calcul avec celle de ’espace des controles.
Nous avons participé & des travaux visant a améliorer ces capacités de calcul :

— en utilisation des procédures de classification pour calculer le noyau de viabilité du

systéme auxiliaire discret en temps (voir section 2.2.2)
— ou en faisant le lien avec les algorithmes de résolution de problémes d’optimisation et
en utilisant des schémas numériques anti-diffusifs (voir section 2.2.3).
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’OBJECTIF de ce chapitre est de décrire des mesures de résilience effectuées sur des modéles
de systémes écologiques et sociaux issus de la littérature, de montrer ensuite ’état des
réflexions sur les algorithmes d’approximation des noyaux de viabilité et bassins de capture et
enfin de présenter des réalisations de différentes procédures de sélection d’évolutions viables
ou résilientes.
Ces travaux sont le fruit de nombreuses collaborations publiés dans les articles [2, 4, 6], le
chapitre d’ouvrage [13] et les conférences [19] en ce qui concerne les exemples de calculs
de résiliences et d’évolutions viables ou résilientes particuliéres, et dans les articles [8, 9] et
conférences [15, 17, 31] en ce qui concerne les algorithmes d’approximation.

2.1 Exemples d’évaluation de résilience dans des modéles
de systémes écologiques et sociaux

2.1.1 Eutrophisation des lacs

Le premier cas d’application de notre mesure de la résilience a été le phénomeéne d’eutro-
phisation des lacs.

Un lac oligotrophe est dans un état d’eau claire, de faible teneur en phosphates et de
grande qualité écologique. Un lac eutrophe est caractérisé par une eau trouble, une haute
teneur en phosphates et une faible qualité écologique dues a la prolifération d’algues vertes.
Les algues proliférent & cause des excédents de phosphates déposés dans le bassin versant
qui se retrouvent dans ’eau du lac.

Le systéme que nous avons étudié se compose d’un lac et des populations qui profitent de
ses services ou apportent des excédents de phosphates par I'intermédiaire de leurs activités
agricoles.

L’objectif des agriculteurs est d’assurer la rentabilité de leurs exploitations; le gestion-
naire du lac souhaite le maintenir dans un état oligotrophe.

Le modéle d’évolution de 1’état du systéme

La dynamique de la concentration en phosphates dans I'eau du lac est décrite par une
version simplifiée du modele décrit par [Carpenter et al., 1999] :
dP(t)
dt

Pa(t)

= —b.P(t) + L(t) + "+ Pa(r)

, (2.1)

— les variables sont P(t), la quantité de phosphates (masse ou concentration) dissous
dans 'eau et L(t) les apports de phosphates provenant des activités humaines,

— les paramétres sont b la proportion de phosphates éliminés, r le taux maximal de
recyclage des phosphates et m la valeur de P pour laquelle le recyclage atteint la
moitié du taux de recyclage maximal.

En fonction de la valeur de b, [Janssen et Carpenter, 1999] décrivent trois différents types

de lacs représentés dans la figure 2.1.

Nous supposons que les variations temporelles des apports de phosphates dépendent

directement du controle u(t) choisi par le gestionnaire au temps ¢ :

dL(t) _
= =ult). (2.2)

Ces variations sont bornées, u(t) appartient a ’ensemble fermé des controles admissibles
U :
u(t) el := [_VLmaasv VLmaz]- (23)
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Apports de phosphates dans le lac (L) Apports de phosphates dans le lac (L) Apports de phosphates dans le lac (L)

(a) Lac réversible (b) Lac hystérésique (c¢) Lac irréversible

F1G. 2.1 — Trois types de lacs en fonction de la valeur du parameétre b dans le modeéle (2.1).

La propriété du systéme étudiée décrite comme un sous-ensemble de 1’ensemble
des états

Le gestionnaire du lac a comme but de le conserver dans un état oligotrophe.

Un lac oligotrophe devient eutrophe lorsque la quantité de phosphates dissous dans I’eau
croit au-dessus d’un seuil fixé P,,qz.

Par conséquent, ’objectif du gestionnaire du lac est atteint au temps ¢ lorsque la variable
positive P(t) satisfait :

P(t) € [0, Prax] - (2.4)

L’objectif des agriculteurs est la rentabilité de leurs activités. Nous supposons dans ce
modéle que leur bénéfice dépend linéairement des apports en phosphates.

Ainsi, leur objectif est atteint lorsque la valeur des apports de phosphates dépendant des
activités humaines est supérieure a un seuil donné, L.

Un seuil maximal d’apports de phosphates, L,,., est fixé par les institutions ou les
parties prenantes.

Les activités des agriculteurs sont donc rentables et légales au temps ¢ lorsque :
L(t) € [Lmin»Lmaz] . (25)

Ainsi, la propriété intéressante pour ce systéme est d’avoir a la fois un lac oligotrophe et
des activités agricoles rentables. C’est donc la propriété que nous allons étudier et dont nous
allons évaluer la résilience.

La dynamique et les contraintes

Les équations (2.2), (2.3), (2.4) et (2.5) peuvent étre écrites de maniére synthétique
dans le formalisme des inclusions différentielles en considérant la variable vectorielle z(t) :=
(L(t), P(t)) appartenant a X :=R; x Ry :

a(t) = (L), P'(t) = (u(t), =b.P(t) + L(t) + 1.t )
S{ ut) € U)=U, o 26)
avec comme contraintes
2(t) € K = [Linin, Lmaz] X [0, Prmaz] - (2.7)
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Noyaux de viabilité

Etudions tout d’abord la capacité du systéme a conserver la propriété étudiée en I’absence
de perturbation. Le noyau de viabilité de ’ensemble des contraintes (2.7) pour la dynamique
controlée (2.6) permet de distinguer les situations initiales a partir desquelles il existe au
moins une fonction de contrdle qui permet de conserver la propriété au cours du temps (cf
section 1.3).

Dans le cas d’un lac hystérésique, la figure 2.2 représente des noyaux de viabilité pour
différentes valeurs des bornes de I’ensemble des contraintes Pp,qz, Limin €t Limasz- Dans le cas
(d) en particulier, le noyau de viabilité est vide ce qui signifie que la propriété d’intérét ne
peut étre conservée méme en ’absence de perturbation. Dans les autres cas, les noyaux de
viabilité sont non vides mais non égaux & I’ensemble des contraintes.

J Lmin = 0.1 Froax = 0.3 4 Lmin = 0.1 Pmax = 1.2 Jlmin = 01 Foax = 2
= =
[t (o]
o 4 J
= [ o
I = =
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= uf J
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s
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=
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(]
5 = o =
&) = — —
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00 02 04 06 08 10 oo 02 04 0B 08 10 oo 02 04 06 08 10
(d) Wiahilité nulle (e) wiahilité partielle (f) Wiakilité partielle

Appoarts de phosphates dans le lac (L)
F1G. 2.2 — Noyaux de viabilité d’un lac hystérésique (b = 0.8).

La figure 2.3 représente les noyaux de viabilité pour les mémes valeurs des bornes des
contraintes mais dans le cas d’un lac irréversible. Les résultats montrent que les volumes des
noyaux sont plus faibles que dans le cas d’un lac hystérésique et donc que la préservation a
la fois d’activités agricoles et d’un lac oligotrophe est bien plus délicate.

Les perturbations envisagées
Etudions maintenant I'impact sur la capacité & préserver la propriété d’intérét d’événe-

ments pluvieux extrémes qui provoquent par ruissellement une brusque augmentation de la
concentration de phosphates dans I'eau du lac décrite par la correspondance D,, (Fig. 2.4) :

Dy(z):={y e X|lyex+{0} x[0,a]}. (2.8)
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F1a. 2.3 — Noyaux de viabilité d’un lac irréversible (b = 0.4).

P

F1G. 2.4 — Lorsque ’état du systéme est = (L, p), représentation de ’ensemble des états
atteignables suite & loccurrence d’une des perturbations envisagées : y = (L,p’) avec p’ €

[p,p + .

La fonction de coftit

Si une perturbation fait sortir ’état du systéme du noyau de viabilité, nécessairement la
propriété qui nous intéresse sera perdue. Elle pourra éventuellement étre restaurée si ’état
atteint appartient au bassin de capture du noyau de viabilité. Cependant, la perte temporaire
de cette propriété a un colit composé de deux termes : le premier terme correspond au cofit
écologique (il mesure le temps passé par le lac dans un état eutrophe), le second au cott
économique (il mesure le temps passé avec des bénéfices négatifs pour les activités agricoles
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pondéré par la valeur absolue de ces déficits) :

+oo
Mer—oelw) = min [ (e (u(n) + eaxay(r))ir (29)
y()ES(Y) Jo
avec x1,x2 : X — Ry telles que
xi(z) = 1 size X\Hy,
= 0 size H (210)
avec Hy :={x = (L,P) € X|P < P4z} €t
x2(x) = Lpin—L sizée X\Hs,
= 0 sixz € Hy (2.11)

avec Hy:= H ={x = (L,P) € X|L > Lyn}-
Cette fonction de coftit est représentée dans la figure 2.5.

P

colt écologique

Pmax

Lmax [

F1G. 2.5 — La fonction de cotit comporte deux termes : la zone o le coiit écologique est non
nul est coloriée en vert, celle ot le cotit économique est non nul est hachurée.

La figure 2.6 représente les lignes de niveau de cette fonction de cotit pour un lac irréver-
sible et pour un lac hystérésique. Dans le cas d’un lac irréversible, figure 2.6(a), il existe des
états pour lesquels le coiit est infini, ce qui signifie que si I’état du systéme s’y trouvait suite
a Poccurrence d’une perturbation, la propriété d’intérét ne pourrait étre restaurée (ces états
n’appartiennent pas au bassin de capture du noyau de viabilité). Dans le cas hystérésique,
en revanche, le coiit est partout fini, figure 2.6(b), ce qui signifie que la propriété d’intérét
peut toujours étre restaurée.

Reésilience

La valeur de résilience en un état du systéme, R(x), mesure I'inverse du cofit maximal
associé a la restauration de la propriété d’intérét suite & 'occurrence d’une des perturbations
envisagées : )

R(x) masy e p) M) (2.12)

Ses valeurs sont représentées dans la figure 2.7 dans le cas du lac irréversible :

— les états appartenant a la zone grise ont une résilience nulle, c’est & dire que parmi les
perturbations envisagées il y en a au moins une qui provoquerait un saut de 1’état du
systéme non seulement hors du noyau de viabilité mais méme hors du bassin de capture
du noyau, la propriété d’intérét ne peut étre restaurée quelle que soit la fonction de
controle employée,
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(a) Lac irréversible (b = 0.4) (b) Lac hystérésique (b = 0.8)

F1a. 2.6 — Lignes de niveau de la fonction de cott (2.9) avec ¢; = 0.3 et ¢ = 17. Dans la
zone grise correspondant au noyau de viabilité, le coiit est nul. A partir d’un point de la
zone ol le colt est infini, le noyau de viabilité ne peut étre atteint, la propriété ne peut étre
restaurée et préservée.

— les états appartenant a la zone hachurée ont une résilience infinie c’est a dire que
pour toute perturbation envisagée, I’état du systéme restera dans le noyau de viabilité,
I'impact de ces perturbations sur la capacité du systéme & préserver la propriété est
donc nul,

— dans la zone restante, les lignes de niveau indiquent le pire des cofts, fini, de restau-
ration suite & I'occurrence d’une des perturbations envisagées, la propriété est perdue
mais peut étre restaurée, la résilience est alors finie mais non nulle.

Concentration de phosphates

| Resilience

4 It U L h
02 03 04 05 0g 07 L]
Apports de phosphates

F1a. 2.7 - Lignes de niveau de la résilience définie par (2.12) pour un lac irréversible (b = 0.4).
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2.1.2 Gestion de paturage

En collaboration avec Guillaume Deffuant, Laboratoire d’Ingénierie des Systémes Com-
plexes, Irstea, et Justin Calabrese, Helmholtz Centre for Environmental Research-UFZ, Leip-
zig, Germany [12]

Nous avons repris un modéle stylisé de gestion de paturage d’[Anderies et al., 2002]. 11
explore les impacts des facteurs physiques, écologiques et économiques sur la résilience du
systéme de paturage. Le probléme est celui du compromis entre des objectifs conflictuels
d’accroissement du profit & court terme et de la préservation de la durabilité du paturage.
Accroitre la pression de paturage (nombre d’animaux par hectare) permet d’augmenter le
gain & court terme, mais peut conduire & une dégradation irréversible de la pature si la
pression de paturage qui en résulte est trop importante. D’un autre c6té, conserver un taux
de paturage trop bas peut conduire & des pertes substantielles de revenu. L’objectif de la
gestion du paturage est alors d’identifier, si elles existent, les politiques d’action (évolution
de la pression de paturage au cours du temps) qui réconcilient ces objectifs concurrents.

Le modéle d’évolution de la dynamique

Le modéle originel posséde deux dimensions :

{c’(t) = res(t) = dec(t)
s'(t) = ct)(ac+rss(t) (1 — ) —yys(t)

ou ¢(t) et s(t) représentent respectivement la biomasse racinaire et la biomasse aérienne au
temps t. Le paramétre s* est la valeur maximale de la biomasse aérienne par unité de surface
associée & un niveau nutritif du sol et un régime de pluie, et 7, est la fraction de biomasse
aérienne éliminée par paturage. Les racines poussent a la vitesse r.s(t) et décroissent au
taux d.. a. mesure la croissance de la biomasse aérienne par unité de biomasse racinaire
dépendant uniquement de cette biomasse racinaire. Le terme r, mesure la croissance de
la biomasse aérienne par unité de biomasse racinaire et par unité de biomasse aérienne
dépendant de I'interaction entre biomasses racinaire et aérienne.

En faisant ’hypothése que la biomasse racinaire est a ’équilibre, ¢/(t) = 0, I’évolution de
la biomasse aérienne est gouvernée par I’équation différentielle :

(2.13)

T S
s'(t) = —<s(a, +rss)(1 — 8—*) — Yy - (2.14)
c
Par rapport au modeéle d’[Anderies et al., 2002], nous ajoutons la possibilité pour des
gestionnaires du territoire de modifier la pression de paturage, v,(t), qui est la quantité de
biomasse aérienne extraite par unité de surface au temps t. Plus précisément, nous supposons
que pour tout ¢, les variations de v, peuvent étre controlées : v, (t) = u(t), avec

—0.02 < u(t) < 0.02.

L’évolution de la pression de paturage est continue et la dérivée est bornée.
La dynamique du systéme est alors décrite par :

S(t) = Z=s(t)(ac+ras(t)(1 - 22) — s

V() = a(t) e [-0020.02. (2.15)

La propriété étudiée

Dans cette étude, nous nous intéressons & deux propriétés correspondant & des position-
nements différents dans le diagramme qui représente les équilibres de la biomasse aérienne
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F1a. 2.8 — Les « bons » équilibres asymptotiquement stables (en gris) correspondent aux
hauts niveaux de biomasse et les « mauvais » & une biomasse nulle (en noir).

(2.14) en fonction de la pression de paturage, 7,4, considérée alors comme un paramétre (Fig.
2.8).

Nous étudions dans un premier temps la propriété du systéme telle que I’ensemble des
contraintes associé dans ’espace des états soit un voisinage des équilibres asymptotiquement
stables avec biomasse aérienne élevée. Le noyau de viabilité de cet ensemble de contraintes
pour la dynamique (2.15) coincide avec 'ensemble des contraintes entier (Fig. 2.9(a)). Cela
signifie que si la propriété est acquise, elle peut étre conservée au cours du temps. A partir
de situations initiales hors du noyau de viabilité, nous évaluons le cotlit de restauration par
le temps passé hors du noyau de viabilité. Les courbes de niveau de cette fonction de cott
sont représentées figure 2.9(b).

0.6

0.6

(=] o
0 Yy 0.6 0 Vg 0.6
(a) En bleu, le noyau de viabilité du voisinage des (b) Lignes de niveau de la fonction de cout égale
équilibres asymptotiquement stables associés & un au temps minimal d’atteinte du noyau de viabilité
niveau de biomasse élevée. Il coincide avec ce voi- sur toutes les évolutions
sinage

F1G. 2.9 — Modéle de savane (2.15) avec deux variables d’état (s,7,), la biomasse des tiges
et la pression de paturage et un contrdle la vitesse de variation de la pression de paturage;
la propriété du systéme étudiée est décrite par un voisinage des équilibres associés a une
biomasse élevée ; la fonction de cott est le temps passé hors du noyau de viabilité.

En tout point de la zone blanche, le colt est infini ce qui signifie que, quelle que soit la
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fonction de controle utilisée, le voisinage des équilibres correspondant a la propriété d’intérét
ne peut pas étre atteint. A partir d'un point de la zone des lignes de niveau, le noyau de
viabilité peut étre atteint et les lignes de niveau sont celles du temps minimal mis pour
Patteindre.

Cependant, la propriété dont on souhaite étudier la résilience n’est pas nécessairement

liée aux équilibres stables de la dynamique du systéme. Dans le cadre de ce modéle de savane,
nous avons illustré cette possibilité. Supposons que 1’on veuille garder la biomasse des parties
aériennes comprise entre deux seuils, S, €t Smaz, tels qu’aucune des valeurs intermédiaires
ne corresponde & un équilibre asymptotiquement stable (quelle que soit la valeur de pression
de paturage constante). Cela est sans doute assez artificiel mais on peut imaginer qu’une
hauteur d’herbe trop élevée traduirait une trop faible utilisation de la ressource. Une telle
propriété est représentée par I’ensemble des contraintes rectangulaire tracé en noir dans la
figure 2.10(a).
En gardant la méme dynamique avec la possibilité de faire varier la pression de paturage
avec une vitesse bornée (2.15), le noyau de viabilité obtenu est représenté figure 2.10(a) et
les courbes de niveau de la fonction de coilit mesurant le temps minimal & passer hors du
noyau avant de 'atteindre sont représentées dans la figure 2.10(b).

© ©
o o

S .3
max S 1

-
S o 7
min

(=] o

0 Vg 0.6 0 Ve 0.6

(a) En bleu, le noyau de viabilité de I’ensemble des (b) Lignes de niveau de la fonction de cout égale
contraintes associé & un niveau de biomasse bornée au temps minimal d’atteinte du noyau de viabilité

F1G. 2.10 — Modéle de savane (2.15) avec deux variables d’état (s,7,), la biomasse de tiges
et la pression de paturage et un controéle la vitesse de variation de la pression de paturage;
la propriété du systéme étudiée est décrite par une biomasse comprise entre deux bornes,
K = [0; +00] x [0.05;0.18] ; 1a fonction de cotit est le temps passé hors du noyau de viabilité.

Malgré ’absence dans ’ensemble des contraintes d’équilibre asymptotiquement stable
pour la dynamique (2.14) & ~, fixé, la possibilité de faire varier v, permet d’obtenir un noyau
de viabilité non vide ce qui signifie qu’a partir de certains points il existe des variations de
la pression de paturage qui permettent de conserver un biomasse aérienne comprise entre les
bornes Spin €t Smaz- Dés lors, le bassin de capture de ce noyau rassemble tous les points &
partir desquels il est possible de ’atteindre.

Dans cette application, les perturbations envisagées n’ont pas été précisées. Cependant,
soit D : R? ~» R2, la correspondance qui & tout état du systéme associe 'ensemble des états
atteignables suite & 'occurrence d’une des perturbations envisagées. La connaissance de la
valeur de la fonction de colit en tout point de l’ensemble des états, ¢ : R? — R, permet
de déduire la résilience de la propriété considérée vis & vis de ces perturbations envisagées
lorsque 'effort pour retrouver la capacité de préserver la propriété est mesuré par la fonction
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1

Rl=) = maXyeD(x) c(y) .

2.1.3 Compétition entre langues

En collaboration avec Claire Bernard, Laboratoire d’Ingénierie des Systéemes Complexes,
Irstea [4]

Le modéle de la dynamique

Dans le modéle connu d’[Abrams et Strogatz, 2003], et dans ceux qu'il a inspirés, la taille
de la population est supposée constante et ainsi les variables sont les proportions des différents
groupes de locuteurs. Si la population est composée de trois groupes, les monolingues pour
la langue A, ceux pour la langue B et les bilingues, le modéle a deux dimensions avec o4 la
proportion de monolingues A et op la proportion de monolingues B (645 =1 —04 — 0p).

Dans chacune des sous-populations linguistiques, il y a des forces, des influences exer-
cées par les membres d’un autre groupe pour changer de pratique linguistique. L’hypothése
d’Abrams et Strogatz est que le taux de changement de langues dépend de l'attractivité de
Pautre langue. Et I'autre langue est d’autant plus attractive que le nombre de personnes qui
la parlent est important et que son prestige est élevé. Ainsi pour deux groupes monolingues,
la fraction de monolingues B qui deviennent monolingues A par unité de temps est décrite
par :

PB—>A ZSAO'Z‘. (216)

s 4 représente le prestige de la langue A, et a est un paramétre qui décrit comment ’attrac-
tivité de la langue A évolue avec la proportion de personnes qui la parlent. Et la vitesse
d’évolution de o4 est donnée par :

do A
dt
(avec une equation analogue pour dg—f).
Nous avons étendu le modeéle d’[Abrams et Strogatz, 2003] en incluant un groupe de
bilingues. L’équation (2.17) devient :

=o0pPp_a—0aPa_p (2.17)

dZTA =o0pPp_a+0apPap—a —0a(Pamp+ Pa_aB). (2.18)
En supposant, comme [Wang et Minett, 2005], que les transitions A — B et B — A
sont extrémement rares, nous modélisons uniquement quatre transitions : A — AB, AB —
A, A — AB, et AB — B |[Castello et al., 2006, Minett et Wang, 2008]. De plus, comme
[Castello et al., 2006], nous supposons une asymeétrie entre groupes monolingues et bilingues :
A — AB (resp. B — AB) a un taux proportionnel a I'attractivité des monolingues A (resp.
B); AB — A (resp. AB — B) a un taux proportionnel a lattractivité de tous ceux qui
parlent A, y compris les bilingues (ainsi, des bilingues peuvent produire des monolingues
méme en ’absence de monolingues) :

Pap.a = (1—0B)%sa (2.19)
Piap = OBSB - '

Et le modéle & deux dimensions est décrit par :
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dg—t‘“ = (1—JA_O'B)(l—UB)‘ZSA—O'AJ%SB (220)
dgTB = (170—A7‘7B)(1*0'A)a53*UBO'aASA. :

Posons s4 = s et sg = 1 — sy, si la valeur du prestige, s, est constante dans |0; 1], la
dynamique (2.20) a trois équilibres : (0, 1) et (1,0) qui sont stables et (04, 0B.), 04, > 0,
0B,e > 0 qui est instable. Par conséquent, une langue est condamnée & disparaitre.

Nous envisageons donc que le prestige s puisse évoluer (suite & des politiques publiques
par exemple), mais avec une vitesse bornée. D’ou le systéme dynamique controlé suivant :

% = (lfUA70’3)(1—03)‘1570—‘40%(1,5)

o8 = (1—04—0p)(l—04)*(1—s)—0poys o)
ds _ .
dt = u

U e U.

La propriété étudiée

Pour préserver la diversité linguistique, nous étudions comme propriété d’intérét du sys-
téme la présence au-dessus d’une certaine proportion seuil, o, des deux groupes monolingues.
Cette propriété est décrite par ’ensemble de contraintes K défini par :

0<og< o4 <1
0<oc< op <1 (2.22)
0< s <1.

s € [0,1] par définition (Fig. 2.11).

Fi1G. 2.11 — L’ensemble de contraintes K.

Description géométrique de I’ensemble des contraintes associé a la situation de
coexistence de deux groupes monolingues

Soit K l’ensemble de contraintes correspondant a la coexistence de deux groupes mono-
lingues (2.22). Sa frontiére 9K est la réunion de 5 faces :

— Fy:{(0a,05,8) ER3|loa >0, o0p >0, oa+0op <1, s=0}

— Fy :{(0a,08,5) ER3|loa >0, 0 >0, 04 +0p <1, s=1}

~ Fy:{(0a,08,5) ER3|loa >0, 0 >0, 04+0=1,0<s<1}
— F3:{(0a,08,5) ER3|loa =0, 0 >0, 04+05<1,0<s<1}
~ Fy:{(0a,08,5) ER3|oa >0, 0p=0,04+0p<1,0<s<1}.
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Noyau ou plutot domaine de viabilité

Nous cherchons des stratégies de variations du prestige telles que des proportions mini-
males de monolingues des deux langues soient préservées, c’est a dire des évolutions telles
que :

0<o< oat) <1
vi>0,{ 0<o< op(t) <1 (2.23)
0< s(t) <1.

En étudiant 'intersection entre la correspondance décrivant la dynamique (2.21), et les
cones contingents & I’ensemble des contraintes, Tk, nous montrons d’abord que K n’est pas
un domaine de viabilité (définition 2.2.2). En effet, il existe des points (c4,0p,5) € K tels
que Tk (oa,05,8) N{(cy,0,u)|ue U} =0.
K contient donc des points non viables a partir desquels les proportions minimales de mo-
nolingues des deux langues ne peuvent étre préservées. Il est cependant possible de sculpter
a l'intérieur de K un ensemble qui soit un domaine de viabilité, les étapes de cette détermi-
nation sont décrites en détails dans la section 2.2.1.

La figure 2.12 représente plusieurs vues 3D de cet ensemble lorsque ¢ = 0.1 et @ = 0.06.

(©) (d)

F1G. 2.12 — Quatre vues 3D du domaine de viabilité de ’ensemble K (2.22) pour la dynamique
(2.21).

La résilience de cette propriété de coexistence de deux langues

Nous utilisons & nouveau la fonction de cotit mesurant le temps passé hors du domaine
de viabilité pour évaluer la résilience. La figure 2.13 montre les bassins de capture de D pour
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différents horizons temporels (plus le gris est clair plus le temps d’atteinte est long); ainsi
leurs frontiéres sont des lignes de niveau de la fonction de cotit.

Fi1G. 2.13 — Ensembles de niveau de la fonction temps passé hors du domaine de viabilité.
Le domaine de viabilité est représenté en noir (c’est celui de la figure 2.12). Les ensembles
de niveau de la fonction de coiit sont représentés par des couleurs de plus en plus claires
lorsque ce cotit augmente.

2.1.4 Activité touristique et qualité de ’environnement

En collaboration avec Wei Wei et Isabelle Alvarez, Laboratoire d’Ingénierie des Systémes
Complezes, Irstea 2]

Le modéle de [Casagrandi et Rinaldi, 2002] s’intéresse a l'interaction entre tourisme et
environnement. L’espace des états de leur modéle est de dimension 3 : 'activité touristique
T(t), la qualité de l'environnement naturel E(t) et le capital C(t) vu comme structures
dédiées aux activités touristiques. Leurs dynamiques sont gouvernées par les équations sui-
vantes :

dT(t E(t C(t

di L= T() s E(t)(Jr)@E aze C(t)+<pc(T)(t)+% —oT'(t) — a}
O = B@t)|rEMt)(1 - EZ8) - pot) - WT(t)} (2.24)
AW = _5C(t) + €T(1) .

La premiére équation décrit les variations de ’activité touristique, proportionnelle a ’activité
actuelle et & attractivité relative du site. Son attractivité est composée de deux facteurs
positifs, Iattractivité environnementale et celle des infrastructures, et de deux facteurs né-
gatifs, la congestion et lattractivité moyenne des autres sites (a peut étre vu comme une
mesure de la compétition exercée par les sites touristiques concurrents). Le paramétre pp
est attractivité associée a une haute qualité environnementale, et ¢ la valeur de la qualité
environnementale pour laquelle I'attractivité est la moitié de attractivité maximale. uc et
(e sont eux associés a lattractivité de l'infrastructure. La congestion est proportionnelle a
I’activité touristique, T, avec le facteur —a.

La deuxiéme équation décrit les variations de la qualité de I’environnement. Elle comprend
une équation logistique qui décrit 'impact sur I’environnement des activités autres que le
tourisme. Les paramétres r et K sont le taux de croissance net et la capacité de cette fonction
logistique. Les deux autres termes représentent les dégats induits par le tourisme corrélés de
fagon positive avec activité touristique (facteur ) et les infrastructures (facteur ().
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La derniére équation décrit le taux d’évolution du capital comme différence entre les
investissements €T et la dépréciation 6C (e est le taux d’investissement et § le taux de
dépréciation). Le paramétre § est supposé petit comparé a r pour tenir compte du fait que
la dégradation des infrastructures touristiques est lente.

Nous utilisons les mémes valeurs de parameétres que [Casagrandi et Rinaldi, 2002] :

r=K=a=0=v=pc=1,0=0.1, ¢og = 0.5, up = pc = 10. (2.25)

Dans [Casagrandi et Rinaldi, 2002], les paramétres, en fonction desquels ’analyse asympto-
tique est menée, sont a qui mesure la compétition exercée par les sites concurrents et € le
taux d’investissement. Les auteurs considérent comme siires les situations pour lesquelles
il y a un seul équilibre asymptotiquement stable avec qualité de I’environnement et acti-
vité touristique strictement positives, et risquées des situations pour lesquelles I’'équilibre
correspondant & une qualité de ’environnement ou une activité touristique nulle est stable
également, car une perturbation, un choc dans ’espace des états pourrait conduire I’état du
systéme dans le bassin d’attraction de ce second attracteur caractérisé par aucune activité
touristique ou un environnement complétement dégradé.

Cependant, une évolution vers un équilibre asymptotiquement stable dans une configu-
ration stire ou risquée d’aprés l'analyse du diagramme de bifurcation, peut étre considérée
comme peu souhaitable durant la phase transitoire : la distance a 'attracteur, tout d’abord,
n’est pas nécessairement monotone décroissante, I'information de distance maximale & ’at-
tracteur au cours de ’évolution (ou au moins une borne supérieure) est nécessaire pour
s’assurer que les états non souhaitables du systéme sont évités; ensuite, le temps nécessaire
pour atteindre un voisinage de 1’équilibre, nécessairement fini, peut étre court ou bien trop
long pour étre jugé acceptable (par exemple, une évolution pour laquelle ’environnement
resterait trés dégradé sur une longue période, méme si elle finit par croitre vers la valeur
strictement positive de 1’équilibre.)

La propriété étudiée et I’étude de la capacité du systéme a la conserver en
I’absence de perturbations

Lorsque a = 6 et e = 0.1 dans le modéle (2.24), 1’équilibre asymptotiquement stable avec
des valeurs d’activité touristique et de qualité environnementale strictement positives vaut
approximativement (T ~ 0.125, E ~ 0.526, C' ~ 0.125). Définissons une boule (pour la norme
sup) de taille A autour de cet attracteur :

K= [T—AT+A] % [E—AE+A]x[C—A;C+A].

Et étudions la propriété du systéme d’étre dans un état appartenant au voisinage K de
cet équilibre.

Nous approchons le noyau de viabilité de K pour différentes valeurs de A en utilisant
lalgorithme décrit dans [8]. Le noyau de viabilité de la boule de taille A centrée sur 1'at-
tracteur rassemble les points & partir desquels ’évolution reste & une distance de I'attracteur
inférieure & A (Fig. 2.14).

La frontiére de ce noyau de viabilité est ainsi I’ensemble de niveau A de la fonction
distance maximale & ’attracteur. Par conséquent, le calcul des noyaux de viabilité pour
différentes valeurs de A permet d’approcher le graphe de la fonction maximale distance a
I’attracteur au cours de 1’évolution.

En prenant une valeur légérement supérieure pour €, € = 0.13, qui correspond & un taux
d’investissement légérement plus élevé dans le modéle (2.24), I’équilibre asymptotiquement
stable & valeurs de qualité de ’environnement et d’activité touristique strictement positives
est remplacé par un cycle limite [Casagrandi et Rinaldi, 2002]. Cependant, méme s’il n’est
plus un attracteur, le point (T =~ 0.125, F' ~ 0.526,C' ~ 0.125) reste un état souhaitable du
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E

F1a. 2.14 — Les valeurs des parameétres sont celles de (2.25) avec a = 6 et ¢ = 0.1. L’attracteur
est (T ~ 0.125, E ~ 0.526, C' ~ 0.125). Les régions foncées représentent le noyau de viabilité
pour la dynamique (2.24) et 'ensemble des contraintes K = [T - AT+ A} X [E —AE+ A] X
[C’ —A;C+ A}, A = 0.075 pour la figure (a), A = 0.05 pour la figure (b) et A = 0.025 pour la
figure (c). En gris clair, le noyau de viabilité associé & A = 0.075.

systéme avec des valeurs strictement positives pour les trois variables d’état. Et la question
de déterminer la distance maximale a ce point au cours d’une évolution reste pertinente.

E

F1G. 2.15 — Les valeurs des paramétres sont celles de (2.25 avec a = 6 et ¢ = 0.13. L’at-
tracteur est (T =~ 0.125, E =~ 0.526, C' =~ 0.125). Les régions foncées représentent le noyau
de viabilité pour la dynamique (2.24) et 'ensemble des contraintes K = [T — AT + A] X
[E' —AE + A] X [C’ - A C+ A], A = 0.075 pour la figure (a), A = 0.05 pour la figure
(b) et A =0.025 pour la figure (c), le noyau de viabilité est vide. En gris clair, le noyau de
viabilité associé & A = 0.075.

Les figures 2.15 (a), 2.15 (b) et 2.15 (c) représentent les noyaux de viabilité pour les
trois ensembles de contraintes précédents mais avec € = 0.13 dans la dynamique. Les deux
premiers noyaux ne sont pas vides, il existe des points de départ dont les évolutions restent
dans I’ensemble de contraintes. Comme ces évolutions convergent vers le cycle limite unique
attracteur, cela implique que celui-ci est inclus dans les boules centrées en (T = 0.125, E ~
0.526,C =~ 0.125) de rayons A = 0.075 et A = 0.05. Au contraire, lorsque A = 0.025, le
noyau de viabilité est vide, ce qui signifie que cette plus petite boule ne contient pas le cycle

limite.
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La fonction de cotit

A partir d’'un point du noyau de viabilité d’un voisinage autour d’un équilibre, néces-
sairement 1’évolution restera dans ce voisinage. Néanmoins, si une perturbation se produit
qui provoque un saut dans I’espace des états hors de ce noyau de viabilité, c’est le bassin
de capture de ce noyau de viabilité qui renseignera sur le temps nécessaire pour retourner

dans le noyau et évaluer ainsi le colit de la perturbation en terme de temps passé hors du
voisinage de 1’équilibre.
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Fi1Gc. 2.16 — (a) En noir, Pensemble des contraintes et le noyau de viabilité de la figure 2.14 (c).

(b)... (i) Le dégradé de gris représente les bassins de capture successifs pour huit valeurs croissantes
du temps maximal d’atteinte du noyau de viabilité ¢ = 10, ..., t = 80.

La figure 2.16 (a) reproduit le noyau de viabilité du paragraphe précédent représenté dans
la figure 2.14 (c). Les huit figures suivantes (Figure 2.16) représentent les bassins de capture
du noyau de viabilité pour huit temps d’atteinte croissants (¢t = 10, ¢ = 20, ..., t = 80).
Les points du bassin de capture ne sont pas répartis de fagon homogéne autour du noyau de
viabilité, seuls les évolutions partant de points initiaux appartenant au bassin de capture de
la figure 2.16 (i) atteignent le noyau de viabilité en un temps plus petit ou égal a 80. Cette
observation montre que partir proche du noyau de viabilité n’implique pas ’atteindre plus
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rapidement.

Ainsi, aprés une perturbation, l'effort de restauration est évalué par le temps nécessaire a
Patteinte de situations stires. Cependant, suivant les applications, des mesures de coit plus
complexes peuvent étre plus appropriées comme dans I’étude de I’eutrophisation des lacs de la
section 2.1.1. Dans le cas du modéle de tourisme, une fonction de cotit plus complexe pourrait
étre composée de deux termes : le premier terme correspondrait a un cott écologique en
mesurant le temps passé avec un environnement de qualité inférieure au minimum acceptable,
E ; le second terme serait un cotit économique mesuré par la durée d’activité touristique trop
faible pondérée par 'écart a 'activité minimale acceptable, T — T'(t).

2.2 Calculs de noyaux de viabilité et de bassins de cap-
ture

2.2.1 Descriptions exactes

L’évaluation de la résilience nécessite le calcul de sous-ensembles de ’espace des états, le
noyau de viabilité et le bassin de capture, comme nous 'avons illustré dans la section 2.1.

Peu de descriptions exactes de noyaux de viabilité ont été déterminées. Nous connaissions
les descriptions exactes de deux noyaux de viabilité de deux problémes de dimension deux
pour l'espace des états et de dimension un pour ’espace des contrdles : le modéle dit de
croissance de population dans un espace limité [Aubin et Saint-Pierre, 2006] et le modéle
dit de consommation [Aubin, 1991, chap. 6.2] (qui nous servira pour évaluer la précision
d’algorithmes d’approximations en section 2.2.3).

Les outils nécessaires sont la caractérisation des domaines de viabilité par des conditions
tangentielles et le théoréme de viabilité.

Caractérisation d’un domaine de viabilité et théoréme de viabilité
Rappelouns les définitions d’un cone contingent et d’'un domaine de viabilité [Aubin, 1991].
Soit X un espace vectoriel de dimension finie.

Définition 2.2.1 (Coéne contingent). Soit D un sous-ensemble de X et x € D, le cone
contingent Tp(x) a D en x est le cone fermé des éléments v tels que

lim inf d(z + hv, K)

=0. 2.26
h—0+t h ( )

Si D est différentiable en x, le cone contingent est 1’espace tangent.

Définition 2.2.2 (Domaine de viabilité). Soit F': X ~» X une correspondance non triviale.
Un sous-ensemble D C Dom!(F) est un domaine de viabilité de F si et seulement si

Ve e D, Flx)NTp(x) #0. (2.27)

ISoit F': X ~ X une correspondance non triviale,

Dom(F) = {z € X tels que F(z) # 0}.

35



Définition 2.2.3 (Systéme controlé Marchaud). Soient U : X ~» Y et f: X xY — X.
S := (U, f) est un systéeme controlé Marchaud si Graph(U) est fermé, f est continue, f et
U ont des croissances linéaires® et les ensembles { f(z,u)|u € U(x)} sont convezes pour tout
x € Dom(U).

Soit S(zg) I'ensemble de toutes les évolutions, z(.) : ¢t € [0,00[— z(t) € X issues de
xg € X et gouvernées par le systéme dynamique controlé Marchaud S :

S(z) = {x(.)|z(0) = 2o et pour presque tout t > 0,
' (t) = fx(t),u(t)) et u(t) € Uz(t))} .

Définition 2.2.4 (Evolution viable). Soit K C X, une évolution z(.) : t € [0,00[— z(t) € X
est viable dans K si ¥t >0, z(t) € K.

(2.28)

Théoréme 2.2.1 (Théoréme de viabilité). Soit un systéme controlé Marchaud S : (U, f)
et un sous-ensemble fermé D C Dom(U) de X. Soit F(x) := {f(%,u)}uev(z)- Si D est un
domaine de viabilité pour F, alors & partir de tout point xo € D, il existe x(.) € S(xp) avec
x(.) viable dans D.

Définition 2.2.5 (Noyau de viabilité). Soit K C Dom(U), le noyau de viabilité de K pour le
systeme controlé S = (U, f), noté Viabs(K), est le sous-ensemble des états initiauzr o € K
tels qu’il existe au moins une évolution x(.) € S(xq) viable dans K.

Théoréme 2.2.2. Soit S = (U, f) un systeme controlé Marchaud, soit K C Dom(U) fermé,
alors le noyau de viabilité de K existe et est égal au plus grand domaine de viabilité fermé
de S inclus dans K.

Grace au théoréme de viabilité (théoréme 2.2.1), la stratégie pour obtenir la descrip-
tion exacte d’un noyau de viabilité est de définir un sous-ensemble, D, de ’ensemble des
contraintes K, puis de montrer grace aux conditions tangentielles (définition 2.2.2) que cet
ensemble est un domaine de viabilité. Pour montrer que D est le noyau de viabilité pour S de
K, il faut démontrer en plus que de tout point de son complémentaire, toutes les évolutions
gouvernées par S quittent K en temps fini.

Dans les deux cas que nous avons étudiés, nous avons déterminé ce sous-ensemble par-
ticulier en étudiant d’abord les valeurs de la dynamique sur la frontiére de I’ensemble des
contraintes, puis en remontant la dynamique pour des valeurs de fonctions de controle par-
ticuliéres & partir des points de la frontiére ol la dynamique peut s’annuler.

Ces études doivent étre réalisées au cas par cas. Nous détaillons ici les résultats pour le
modéle en deux dimensions d’[Abrams et Strogatz, 2003] (pour I’étude d’un modéle un trois
dimensions, voir [4]).

Description exacte du noyau de viabilité correspondant a la coexistence de deux
langues dans le modéle de compétitions entre langues d’Abrams-Strogatz

En collaboration avec Claire Bernard, Laetitia Chapel et Guillaume Deffuant, Laboratoire
d’Ingénierie des Systémes Complezes, Irstea [4, 6]

280it F' : X ~» X une correspondance. Notons

[|1F(x)| == sup |lyl],
yeF (x)

F' a une croissance linéaire s’il existe une constante positive c telle que
Va € Dom(F), [|[F(z)|| < e(|[z]| + 1).

Cette hypothése évite I’explosion en temps fini des solutions puisqu’elles sont bornées par une exponentielle.

36



Le probléme de viabilité Dans le modeéle d’[Abrams et Strogatz, 2003| la taille de la
population est supposée constante et chaque personne parle soit la langue A, soit la langue
B. Ainsi, le modéle comporte une seule variable la proportion de personnes parlant la langue
A, ¥ (la proportion des monolingues B se déduit, 1 — X).

Dans chacune des sous-populations linguistiques, il y a des forces, des influences exer-
cées par les membres de autre groupe pour changer de pratique linguistique. Et pour
[Abrams et Strogatz, 2003], I’évolution des proportions des groupes de locuteurs est gou-
vernée par :

O = F(S(),5(1) = (1= D)D) (B s(t) — (1 2(1)* (L - s(1) . (2:29)

a est un parameétre (pour plus de détails sur le modéle, voir la section 2.1.3) et s est le prestige
relatif de la langue A. Considéré constant par les auteurs, nous considérons la possibilité de
faire évoluer ce prestige relatif avec la contrainte que sa dérivée reste bornée (6], ce qui donne
le systéme controlé :

B = F((E),5(8) = (1= )RS s(t) — (1= (1) (1 - s(t))
) =y (2.30)

u(t) € [u,1.

La propriété intéressante du systéme est la préservation d’une proportion minimale de
locuteurs dans chacune des deux langues, ce qui correspond & la préservation des deux
langues. Cette propriété est décrite par le sous-ensemble de 'espace des états,

K = [¥1;35] x [0;1]

avec 0 < X1 < Xo < 1.

La description exacte du noyau de viabilité La premiére étape consiste & définir un

sous-ensemble E de K candidat pour étre un domaine de viabilité pour (2.30).
Soit s1 tel que f(X1,81) =0, s1 = ZT_S% On définit alors C; comme les points
1 -2
de la trajectoire backward avec u(t) = u pour (2.30) issue de (21, s1).
(1-3)* 1
P T S L
points de la trajectoire backward avec u(t) = @ pour (2.30) issue de (3s, s2).

De méme, soit s tel que f(X2,82) =0, s9 = On définit alors Cy comme les

L’ensemble E candidat pour étre domaine de viabilité est le sous-ensemble de K situé en
dessous de C; et au dessus de Cy comme représenté dans la figure 2.17.

21.51]

(X2, s2)

Fi1G. 2.17 — Ensemble E colorié en bleu, C; et C5 tracés en noir pour les valeurs a = 0.2,
31 =0.8,%=02, u=-0.1¢et a =0.1. En rouge, les couples (X, s), tels que f(X,s) =0.
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Théoréme 2.2.3. E C K est le noyau de viabilité de ’ensemble K pour la dynamique
(2.30).

Démonstration. Les détails de la preuve sont dans [6].

Nous montrons d’abord que E est un domaine de viabilité - En effet, pour tout (X, s) €
OFE, Ju € U, tel que (f(X,s),u) € Tr(%,s).

Nous montrons ensuite que F est le plus grand domaine de viabilité - A partir de
(X, s) ¢ E, toute évolution quitte K en temps fini. O

2.2.2 Des algorithmes d’approximation

La possibilité de détermination exacte de noyaux de viabilité est & étudier au cas par cas.
Des algorithmes d’approximations des noyaux existent depuis les années 1990.

Le premier algorithme de viabilité

Le premier d’entre eux est celui de [Saint-Pierre, 1994].

[Saint-Pierre, 1994] a proposé une méthode de construction de noyaux de viabilité utili-
sant des approximations discrétes dans le cas Lipschitz ([Quincampoix et Saint-Pierre, 1995]
ont adapté Palgorithme au cas des inclusions différentielles Holderiennes).

Cet algorithme se décompose en deux étapes :

— l’approximation du noyau de viabilité du systéme continu par des noyaux de systémes

discrets en temps,

— puis par des noyaux de systémes discrets en temps et en espace.

Nous détaillons cet algorithme car il est a la base des travaux que nous avons menés.

Soit F une correspondance Marchaud? définie de X dans X.

Soit K un sous-ensemble fermé de X.

L’objectif est d’approcher le noyau de viabilité de K pour F', noté Viabp(K), et défini
comme le sous-ensemble composé de tous les éléments xg € K tels qu’il existe au moins une
évolution gouvernée par F' et viable dans K. [Saint-Pierre, 1994] utilise pour cela une suite
de noyaux de viabilité associés a des systémes dynamiques controlés discrets en temps.

Soit G une correspondance de X dans X, le systéme dynamique controlé en temps discret

associé a GG est :
2"t e G(a™). (2.31)

Le noyau de viabilité de K pour G est défini comme le noyau de viabilité continu et noté
Vz'abG (K ) .

Théoréme 2.2.4. Soient F' une correspondance Marchaud et l-Lipschitz et K un sous-
ensemble fermé de X tel que M = sup,c SUPycp(s) ||yl| < +00. Considérons F, := F +

%pl’)’ et I'y := 1+ pF),, alors,

lir% Viabp,(K) = Viabp(K)*, (2.32)
p—

3Une correspondance non triviale F' : X ~» X est Marchaud si F est semi-continue supérieurement, &
valeurs non vides, convexes, compactes et a croissance linéaire.

4Les définitions de convergence d’ensembles utilisées sont celles de Painlevé-Kuratowski.
Soit A(s) des sous-ensembles de R™ paramétrés par s € R :

Définition 2.2.6. La limite supérieure de A(s) lorsque s — 3 est [’ensemble
{z € R"[liminfs—sd (s (z) = 0}.
Cette limite supérieure est notée Limsups—sA(S).

Définition 2.2.7. La limite inférieure de A(s) lorsque s — § est ’ensemble

{z € R"| lim dy(s(z) = O}
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ot les noyaux de viabilité Viabr, (K) sont des noyauxr de viabilité associés aux systémes
discrets en temps.

Pour passer dans un second temps a des noyaux de viabilité discrets en temps dans des
ensembles finis, [Saint-Pierre, 1994] associe a tout h € R, X}, un ensemble dénombrable de
parties de X tel que :

Ve € X, Jap € X | d(z,zp) < alh)

avec limp_,o a(h) = 0.
En pratique, X}, est trés souvent la grille réguliére de pas h.

Théoréme 2.2.5. Soient F une correspondance Marchaud et [-Lipschitz et K un sous-
ensemble fermé de X tel que M := Sup,¢ jc SUpye p(y) ||yl| < +o0.

Considérons I'y, := 1+ pF + %sz et k=14 pl.

Supposons M et 1 sont non nuls et que p et h sont choisis tels que :

Ml
a(h) < 7p2, (2.33)
alors,
Limy, p—oViabr, , (K + M1p*B) N X)) = Viabp(K) (2.34)
avec
Con(xn) == (Ty(zn) + M1p*B) N X, (2.35)

définie sur les points de la grille Xp,.

Si X}, est la grille réguli¢re de pas h, les noyaux de viabilité¢ Viabr, , (K + M1p*B) N X3)
sont un sous-ensemble d’un ensemble fini puisque K est compact, donc calculables de maniére
exacte. Cependant, la mémoire nécessaire est exponentielle avec la dimension de ’espace des
états d’ott les travaux menés depuis pour améliorer cet algorithme ou s’en passer.

L’approximation du noyau de viabilité discret en temps avec une procédure de
classification

En collaboration avec Guillaume Deffuant et Laetitia Chapel, Laboratoire d’Ingénierie
des Systémes Complexes, Irstea (8]

Dans lalgorithme de [Saint-Pierre, 1994], le calcul du noyau de viabilité du systéme
dynamique discret fini est itératif : le sous-ensemble fini K ,’L’H de X}, obtenu a ’étape n+1
dépend du sous-ensemble fini K’ calculé a I’étape précédente. Le programme construit et
mémorise une structure qui représente le sous-ensemble fini de X, initial K7. Puis, a chaque
étape, il modifie ce sous-ensemble en retirant certains points dont aucun successeur par la
dynamique (2.35) n’appartient a K.

Nous proposons une approche utilisant des méthodes de classification afin de ne plus
conserver en mémoire tous les points de la grille appartenant & I’ensemble, mais uniquement
une partie d’entre eux nécessaires pour construire la fonction de classification.

Ce travail porte ainsi sur la seconde étape de 1’algorithme de [Saint-Pierre, 1994], approcher
un noyau de viabilité discret en temps par des noyaux de viabilité discrets en temps et définis
sur des espaces finis.

Cette limite inférieure est notée Liminfs—sA(s).

Définition 2.2.8. Lorsque les limites supérieure et inférieure de A(s) coincident, A(s) posséde une limite
lorsque s — 5 notée Lims—5A(s).
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Contexte et notations Soit la correspondance G : X ~» X, considérons le systéme
dynamique controlé discret en temps défini par :

2"t e G(a™). (2.36)

L’ensemble des contraintes de viabilité est un sous-ensemble de X noté K. Le noyau de
viabilité de K pour la dynamique définie par (2.36) est :

Viabg(K) = {zx € K | 3(2")pen | 2" € G(2™) et 2™ € K Vn € N}. (2.37)

Nous supposons que G est une correspondance u-Lipschitz & images fermées® et que K est
compact. Notre objectif est d’approcher Viabg(K) (2.37). D’apres les théorémes de viabilité
[Aubin, 1991], Viabg(K) est le plus grand sous-ensemble E de K tel que :

Ve e E,G(z)E # 0. (2.38)

L’algorithme utilisant des fonctions de classification décrit dans [8] est le suivant. Soit
une grille finie, K}, telle que :

Vo € K, 3z, € Ky, tel que || — x| < a(h) (2.39)

avec a(h) — 0 quand h — 0. Une telle grille existe puisque K est compact.

De plus,

— [ est une procédure d’apprentissage qui associe & un ensemble S de paires (z;, €;) € K
x {—1,1}, une fonction de classification lg(z) : K — {—1,1}.

— d(E, F), la distance entre deux sous-ensembles E et F.

— E\F, l'ensemble complémentaire de F' dans F lorsque F' C E.

Les étapes de l’algorithme A chaque étape, sont définis un ensemble discret, Kj' C
K ,’;_1 C K}, et un ensemble continu, noté L(K}'), qui est une généralisation de cet ensemble
discret, et qui constitue 'approximation courante du noyau de viabilité :
1. Initialisation : K} := K}, et L(K}) :=K.
2. Récurrence :
~ Définition de ’ensemble discret K™ a partir de KJ' et L(K}) :

K ={an € K| d(G(on), L(K}) < po(h)}

— si K;H'l # K}, utiliser la procédure d’apprentissage I avec les points xj, de la grille
K}, avec 'étiquette +1 si zp, € K}LLH et 'étiquette -1 sinon. Soit ZZH la fonction de
classification obtenue de K dans {—1,1}, L(K}'"") est défini ainsi :

LIKp™Y) = {zeK, |} (z) = +1} (2.40)

— sinon, arrét et retourner L(K}).

Le théoréme de convergence de l’algorithme La démonstration de ce théoréme est
donnée dans [8].

Théoréme 2.2.6. S’il existe un réel A > 1 tel que, pour toutes les itérations n, ’approxi-
mation L(K}') satisfait les conditions suivantes :

Svz, 2’ € K,G(z') C G(z) + p||x — 2'|| B ot B est la boule unité et Vo € K, ’ensemble G(x) est fermé
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Ve e LK)  d(z, K)') < Aa(h) (2.41)

Vo€ K\L(KP)  d(z, K)\K?) < o(h) (2.42)

alors, Palgorithme d’approximation du noyau de viabilité fournit un résultat qui converge
vers le noyau de viabilité exact lorsque le pas de la grille h tend vers 0.

Ces conditions signifient que tout point de L(K}) doit étre prés d’un point de K}' et que
tout point de K\L(K7}') doit étre prés d’un point de K\ K}

Nous avons utilisé cet algorithme avec trois fonctions de classification :

— les Support Vector Machines (bien que celles-ci ne vérifient pas toutes les conditions
du théoréme) [8]

— la fonction plus proche voisin [17]

— et les kd-tree [15].

2.2.3 Lien avec les algorithmes de résolution de probléme d’optimi-
sation

En collaboration avec Olivier Bokanowski, Laboratoire Jacques-Louis Lions, Université
Pierre et Marie Curie, Paris, Rémi Munos, Centre de Mathématiques Appliquées, FEcole Po-
lytechnique, Palaiseau et Haasna Zidani, UMA, ENSTA, Paris [9]

L’algorithme de viabilité proposé par [Saint-Pierre, 1994] calcule, pour une grille Xp
donnée, le noyau de viabilité d’un systéme auxiliaire discret en temps et en espace, et quand
le pas de la grille & tend vers 0, le noyau de viabilité discret converge vers le noyau de viabilité
du probléme initial continu en temps et en espace.

Cependant, un noyau de viabilité peut aussi étre caractérisé comme la limite en temps
infini de la fonction valeur d’un probléme de controéle optimal et peut ainsi étre approché par
les méthodes de résolution des équations d’Hamilton-Jacobi-Bellman satisfaites par ces fonc-
tions valeurs. Ces fonctions valeurs étant discontinues (fonctions indicatrices d’un ensemble),
les schémas de discrétisations classiques comme ceux basés sur des techniques d’interpolation
(par exemple des méthodes aux différences finies développées pour des fonctions valeurs conti-
nues [Camilli et Falcone, 1996, Abgrall, 2003]) ne parviennent pas a produire des approxima-
tions précises a cause du phénomeéne de diffusion numeérique [Després et Lagoutiére, 2001].
Or, le schéma anti-diffusif wltra-bee a été étendu a la résolution des équations d’Hamilton-
Jacobi-Bellman, sans preuve de convergence mais avec des expérimentations numériques
testées sur plusieurs problémes classiques [Bokanowski et Zidani, 2007].

En collaboration avec Olivier Bokanowski, Haasna Zidani et Rémi Munos, nous avons
réalisé des expériences numériques pour comparer les performances de ’algorithme de via-
bilité avec le schéma de discrétisation d’Euler et le schéma wultra-bee appliqué aux équations
d’Hamilton-Jacobi-Bellman satisfaites par les fonctions valeurs associées & quatre problémes
de viabilité classiques. Les résultats approchés issus des calculs sont comparés aux résultats
exacts. Pour les quatre problémes, l'erreur commise par le schéma ultra-bee est plus faible
car le phénoméne de diffusion est moindre.

Soit K sous-ensemble compact non vide de R”, et U un sous-ensemble compact convexe
non vide de RP. Soit f : R™ x U — R" satisfaisant :

A1 f est continue. Il existe deux fonctions g et h telles que f(x,u) = g(x) + h(x).u.
A2 Tl existe ¢g > 0 telle que sup, ¢y | f(z,u)| < co(1 + |z]).
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A.3 Pour tout R > 0, il existe Lr > 0 tel que Va,y € B(0, R), sup,cy |f(z,u) — f(y,u)| <
Lglz —yl.

Pour toute fonction de controle mesurable u(.) € U := L*((0,00);U), notons, z(.),
I’unique solution absolument continue de

7' (t) = f(x(t),u(t)) pour presque tout t > 0 et z(0) = x. (2.43)
Définissons la correspondance F : R™ — R" par
F(z) :={f(z,u) |ueU}. (2.44)

Si (A1), (A2) et (A3) sont satisfaites, alors F' est une correspondance continue & croissance
linéaire & valeurs compactes et convexes. De plus, si z(.) est solution de (2.43), alors xz(.)
vérifie 'inclusion différentielle

2'(t) € F(x(t)) pour presque tout t > 0 et z(0) = x. (2.45)

Inversement, si x(.) est solution de (2.45), alors il existe u € L*°((0,00),U) telle que x(.)
soit solution de (2.43) associée & u [Aubin et Cellina, 1984, Aubin, 1991].

Pour déterminer le noyau de viabilité de K pour la dynamique F, nous définissons la
fonction

V(x) = { 0 si Ju € U tel que la solution x(.) de (2.43) satisfait x(t) € K, V¢ > 0,
+00  sinon.

(2.46)

Bien str, V(z) = 400 si ¢ ¢ K et nous pouvons déterminer V(z) comme le résultat d'un
probléme d’optimisation :

V(z) = min{0|Fu € U, z(.) solution de (2.43) satisfaisant z(t) € K, Vt > 0}, (2.47)

avec la convention que V(x) = 400 si 'ensemble est vide.
Ainsi, le noyau de viabilité est donné par :

Viabp(K) = {z € R",V(z) = 0}. (2.48)
En introduisant pour chaque T > 0 la fonction valeur dépendant du temps

V(T z) = 0 si Ju € U tel que la solution z(.) de (2.43) satisfait z(t) € K, Vt € 0,77,
") 400 sinon,

nous avons le lemme suivant :

(2.49)
Lemme 2.2.1. Sous les hypothéses (A.1), (A.2) et (A.3), pour tout x € K, V(T,s) converge
vers V(z) lorsque T — 400.
Démonstration. Ce résultat est similaire & [Aubin, 1991, chap. 4]. O
V peut étre vue comme la fonction valeur d’un probléme de controle optimal :
V(T,z) = min{0|3u € U, z(.) solution de (2.43) satisfaisant z(t) € K, Vvt € [0,7]}. (2.50)
V satisfait alors une équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman de la forme suivante :

Vi —min(f(z,u).V,V)=0,t>0, z € K, (2.51)
V(0,z) =0, z € K. (2.52)
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En imposant la contrainte inward pointing, avec 1, le vecteur normal sortant dans le cas
ou 0K est suffisamment réguliére

min f(x,u).ny <0, Vo € 0K (2.53)
uelU

ou la contrainte outward pointing

max f(z,u)m, >0, Vo € OK, (2.54)

la fonction valeur peut étre correctement caractérisée grace a [Soner, 1986] pour ’hypothése
(2.53) et grace a [Frankowska et Plaskacz, 2000] pour I'hypothése (2.54).

Dans les cas que nous considérons ou ni I’hypothése (2.53), ni 'hypothése (2.54) ne
sont vérifiées, nous proposons des expérimentations numériques pour le calcul de valeurs
approchées en utilisant le schéma numeérique anti-diffusif wltra-bee.

Schéma ultra-bee Le schéma numérique ultra-bee pour une advection linéaire de dimension
1 est présenté dans [Bokanowski et Zidani, 2007]. Il peut étre étendu & une advection linéaire
de dimension 2 :

v+ f1(21, 22) Ve, + fo(21, 22)v5, =0

2.55
v(0,z1,x2) = v1(x1, T2) ( )

en utilisant un Trotter splitting (méthode décrite dans [Dautray et Lions, 2000]).

Les propriétés intéressantes de transport exact de fonctions discontinues sont décrites
dans [Després et Lagoutiére, 2001].

Les premiéres applications du schéma wultra-bee & la résolution d’équations HJB avec
des données initiales discontinues ont été réalisées dans [Bokanowski et Zidani, 2007] et ce
schéma semble bien adapté pour approcher des solutions discontinues en particulier lorsque
la fonction valeur prend uniquement deux valeurs 0 et 1.

Expérimentations numériques Dans [9], nous avons réalisé quatre tests numériques
pour comparer les résultats obtenus pour le calcul de noyaux de viabilité, d’une part par
la résolution des équations HJB par le schéma ultra-bee et d’autre part par I’algorithme de
viabilité [Saint-Pierre, 1994]. Les tests ont été réalisés pour des problémes de viabilité dont
le noyau de viabilité peut étre déterminé de maniére exacte.

Le modéle de consommation par exemple

y'(t) = ue w1l (2.56)

dont le noyau de viabilité exact est décrit dans [Aubin, 1991].

La figure 2.18 représente les résultats obtenus avec 'algorithme de [Saint-Pierre, 1994] et
le schéma ultra-bee. Dans cet exemple comme dans les trois autres de 'article [9], pour un
méme nombre de points de grille par dimension, 'approximation avec le schéma ultra-bee est
plus proche du noyau de viabilité exact.
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(a) Algorithme de viabilité

3 3

(b) Schéma ultra-bee

Fi1G. 2.18 — Comparaison des résultats obtenus par ’algorithme de viabilité et le schéma
ultra-bee pour le probléme de consommation (2.56). A gauche, 50 points par axe, & droite,
100 points par axe. La frontiére du noyau de viabilité exact est tracée par une ligne noire.

2.3 Méthodes de détermination d’évolutions viables ou
résilientes particuliéres

[Aubin, 1991] a montré le lien entre noyau de viabilité et régulation d’évolutions viables.
Rappelons les définitions d’une évolution viable et d’une correspondance de régulation :

Définition 2.3.1 (Evolution viable). Soit K un sous-ensemble de X C R™. Une évolution
x(.) : [0; +oo[— X est viable dans K siVt >0, z(t) € K.

Définition 2.3.2 (Correspondance de régulation). Considérons un systeme S = (U, f) décrit
par la correspondance des controles admissibles U et la dynamique f. Au sous-ensemble
K C Dom(U) peut étre associée la correspondance de réqulation Ry : K ~ U définie par

Ve € K, Rix(z) :={u e U(zx)|f(z,u) € Tk(z)}, (2.57)
ot Tk () est le cone contingent & l'ensemble K au point x (définition 2.2.1).

11 est important de noter que K est un domaine de viabilité (définition 2.2.2) si et seule-
ment si la correspondance de régulation Rk est stricte (aucune de ses valeurs n’est 'ensemble
vide).

Théoréme 2.3.1 (Théoréme de viabilité). Soit un systéme controlé Marchaud S = (U, f)
et un sous-ensemble fermé K C Dom(U) de X. Soit F(x) := {f(x,u)}yev(m). Si K est un
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domaine de viabilité pour F, alors a partir de tout point xo € K, il existe une évolution
viable gouvernée par S :

' (t) = f(x(t), u(t))
> .
pour presque tout t > 0, { u(t) € Ula(t)). (2.58)
De plus, toute fonction de controle gouvernant une solution viable x(.) obéit & la loi de
régulation :

pour presque tout t > 0, u(t) € Ry (x(t)). (2.59)

Cela signifie que grace a la correspondance de régulation, si la situation actuelle est dans
un domaine de viabilité, le systéme peut étre contrélé afin que son état reste dans ce domaine
de viabilité.

Cependant, plusieurs fonctions de controle peuvent permettre d’assurer la viabilité. Une
fois le noyau (ou le domaine) de viabilité déterminé, I’enjeu suivant est de déterminer des
fonctions de controle viables.

2.3.1 Evolutions lentes

Dans les évolutions lentes, I'idée est de minimiser la norme du controle, une justification de
I'intérét de telles évolutions étant que I'intensité du controle peut étre positivement corrélée
a son cofit.

Procédures de sélection

S’il le systéme dynamique controlé S est Marchaud, il est aisé de définir la sélection
minimale, R}, de la correspondance de régulation Rg (2.3.2). En effet, les valeurs de la
correspondance de régulation Ry sont convexes et fermées et 'on peut associer & z € K le
contrdle viable de norme minimale :

Rp(r) = m(Rp(z))

. 2.60
{u€ Rp(@) | [lull = minyerp e Iy} (2.60)

Cependant, I’existence de solutions gouvernées par R}, n’est pas évidente. Une condition
suffisante pour qu’une sélection de norme minimale (ou une sélection minimisant un autre
critére) soit une solution du systéme est ’hypothése de stricte convexité de la partie droite
de linclusion différentielle ' € F(x) [Falcone et Saint-Pierre, 1987].

Lorsque cette hypothése n’est pas vérifiée comme dans le cas du modéle de langues,
Pexistence d’évolutions viables lentes doit étre démontrée a la main en utilisant la définition
et le théoréme suivant d’[Aubin, 1991, chap. 6] :

Définition 2.3.3 (Procédure de sélection). Soit Y un espace normé. Une procédure de sé-

lection d’une correspondance F : X ~~ Y est correspondance Sp : X ~~ Y satisfaisant

{ () Vo & Dom(F), S(F(x)) := Sp(x) N Fia) 0 (2.61)

(i1) le graphe de SF est fermé.
La correspondance S(F) : © ~~ S(F(x)) est appelée sélection de F.

Théoréme 2.3.2. Considérons un systéme controlé Marchaud S = (U, f) et supposons que
K est un domaine de viabilité. Soit S, une sélection de la correspondance de régulation
Ry . Supposons que les valeurs de Sg, sont convezes.
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Alors, a partir de tout point xo € K, il existe une solution viable au systéme controlé
(U, f) gouvernée par la sélection S(Ry) de la correspondance de régulation Ri, dans le sens
de :

a'(t) = f(x(t),u(t))
pour presque tout t > 0,{ u(t) € S(Ri)(x(t)) = Ric(x(t)) N Sy ((1)) . (2.62)

Détermination d’évolutions lentes préservant la coexistence de deux langues

En collaboration avec Claire Bernard, Laboratoire d’Ingénierie des Systéemes Complexes,
Irstea [4]

Dans le cas du maintien de la coexistence de deux langues, décrit en détails dans la
section 2.1.3, la fonction de contrdle qui minimise 'intensité du controle a chaque instant
peut étre jugée intéressante car elle minimise les variations du prestige a chaque instant et
donc l'intensité des mesures a mettre en ceuvre.

Notons & nouveau D le domaine de viabilité de I'ensemble K (2.22) pour la dynamique
(2.21).

Nous avons démontré dans [4] 'existence de solutions gouvernées par la sélection minimale,
D, de la correspondance de régulation :

Théoréme 2.3.3. Pour tout point xg € D, il existe une solution viable partant de xq et
gouvernée par R},

#() = [(o(t), u(t)) 2.6

our presque tout t > 0,
potr et = { u(t) € Rp(z(1)).

Démonstration. L’idée de la preuve décrite dans [4] est d’introduire une correspondance,
RD, qui soit une procédure de sélection de Rp (définition 2.3.3) a valeurs convexes pour
appliquer le théoréme 2.3.2 [Aubin, 1991], et s’assurer que pour tout point xg € D, il existe
une solution viable du systéme controlé (2.21) partant de zp et gouvernée par la sélection
S(Rp) de la correspondance de régulation Rp,

2'(t) = f(z(t),u(t))
pour presque tout ¢t > 0, { u(t) € S(RD)( (1) = Bp(2(1) O Bp (2(1)) (2.64)
Pour Rp bien choisie, S(Rp) différe de R% seulement en certaines régions du domaine
de viabilité D et I'on vérifie & la main dans ces régions que la solution gouvernée par R},
existe.
Ainsi, on a montré qu’a partir de tout point de xy € D, il existe une solution viable du
systéme contrdlé (2.21) partant de xo et gouvernée par la sélection minimale R},. O

La figure 2.19 représente une évolution viable lente : a gauche la trajectoire a 'intérieur
du domaine de viabilité, & droite, I’évolution temporelle des trois variables d’état.

L’évolution viable lente consiste & choisir & chaque instant le contréle de norme minimale.
Dans le cas du modéle de langues, le controle est la vitesse de variation du prestige relatif
d’une langue par rapport a l’autre. Par conséquent, ’évolution viable lente présente des
périodes durant lesquelles les variations du prestige relatif sont nulles et donc ce dernier
est constant jusqu’a ce que la viabilité du systéme soit en jeu c’est & dire jusqu’a ce que
la frontiére du noyau de viabilité soit atteinte. Par exemple, pour I’évolution viable lente
partant de la situation de 10% de monolingues A, 40% de monolingues B (et par conséquent
50% de bilingues), représentée sur la figure 2.19, le prestige relatif reste constant entre ¢t = 0
ett=17.5,t=202ett=47.0,t =56.3 et t =74.4, et t = 84.1 et t = 102.3. Cependant, ces
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(a) Représentation 3D-plot de I’évolution (b) Evolution des trois variables d’état avec le
temps

FiG. 2.19 — Exemple d’une évolution viable lente pour o = 0.1 et @ = 0.06.

périodes de prestige relatif constant sont séparées par des périodes de variation de prestige
maximales. Les mesures a prendre pour augmenter le prestige de la langue en danger doivent
&tre prises bien avant que la frontiére de I'ensemble de contraintes ne soit franchie (c’est
Pintérét du noyau de viabilité comme outil d’anticipation) : par exemple, au temps ¢ = 47.0,
des mesures doivent étre prises pour augmenter le prestige de la langue B pour éviter que
le nombre de monolingues B passe dans le futur en dessous du seuil minimal souhaité;
cependant, & cet instant les tailles des deux communautés sont loin de ce seuil, 04 = 41%
and og = 37%.

Détermination de I’évolution viable associée a la fonction de contrdle qui mini-
mise a chaque instant la norme d’une des composantes du controéle

En collaboration avec Claire Bernard, Laboratoire d’Ingénierie des Systemes Complexes,
Irstea [1]

Dans 'exemple de la section 3.4, le calcul de noyaux de viabilité nous a permis de déter-
miner pour quelle valeur de transfert monétaire maximal (c’est & dire pour quelle valeur de
la borne supérieure de la variable de controle) la situation actuelle du corridor forestier de
Fianarantsoa peut étre jugée durable. Il s’agit d’une borne supérieure, au cours de ’évolution
cette valeur n’est pas nécessairement 'unique choix viable.

Nous avons ainsi poursuivi I’étude en calculant une approximation de ’évolution viable
qui minimise & chaque instant le transfert monétaire.

Dans le cas oll Tyae = 107, nous avons construit I’évolution viable de la figure 2.20, qui
part d’une situation initiale a I'intérieur du noyau de viabilité approché grace a ’algorithme
de [Saint-Pierre, 1994], en choisissant a chaque pas de temps le controle viable pour lequel
7 est minimal.

Les différentes valeurs de transferts monétaires au cours de cette évolution sont représen-
tées par un dégradé de couleurs du blanc au rouge (en blanc les transferts monétaires sont
faibles, en rouge ils sont proches de la valeur maximale 7,4, = 107).

La figure 2.21 montre ’évolution des trois variables d’état : gouvernée par les transferts
viables minimaux, cette évolution viable conduit & la population minimale, P,,;,, pour as-
surer une présence humaine dans le corridor, elle atteint le capital par personne visé, k.qz,

47



| 16007

7500000

s000000

2500000

F1G. 2.20 - La situation initiale appartient au noyau de viabilité avec 7,4, = 107. L’évolution
est I’évolution viable qui minimise & chaque pas de temps le transfert monétaire viable.
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F1a. 2.21 — Evolution des trois variables d’état correspondant & ’évolution de la figure 2.20.

en méme temps que la surface aménagée maximale, Sy, qz-

La figure 2.22 représente les valeurs des transferts monétaires associés a 1’évolution viable
de la figure 2.20 du temps 0 au temps 250 (en années).

Nous remarquons ainsi des fluctuations trés fortes sur le transfert monétaire au cours du
temps, qui peut méme étre nul durant certaines périodes. En outre, il est intéressant de noter
qu’il n’est pas tout le temps nécessaire de fournir le transfert monétaire maximal 7,4,

2.3.2 Evolutions éloignées des frontiéres

En collaboration avec Isabelle Alvarez, Laboratoire d’Ingénierie des Systéemes Complezes,

Irstea [13]

Dans le cadre du modéle de compétition entre langues décrit dans la section 2.1.3, et a
partir du domaine de viabilité calculé dans [4], nous nous sommes intéressées a partir de
situations initiales données aux évolutions effectivement viables et & la distance de 1’état
du systéme & la frontiére du domaine de viabilité au cours du temps. La distance de 1’état
du systéme & la frontiére du domaine de viabilité constitue une mesure de robustesse par
rapport & une perturbation extérieure qui provoquerait un saut dans l’espace des états : plus
I’état du systéme est proche de la frontiére du domaine de viabilité plus une perturbation
de faible intensité peut provoquer un saut hors du domaine de viabilité.
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Fia. 2.22 — Valeurs des transferts monétaires du temps 0 au temps 250 pour I’évolution de
la figure 2.20 (la situation initiale appartient au noyau de viabilité pour 7,4, = 107 et cette
évolution est ’évolution viable qui minimise & chaque pas de temps le transfert monétaire).

Calcul de la distance a la frontiére du domaine de viabilité

Nous avons réalisé dans [13] le calcul de la distance a la frontiére en tout point du
domaine de viabilité en utilisant P’algorithme décrit dans [22]. Les fonctions distance et pro-
jection sont calculées grace a une version adaptée d’un algorithme venant de la morphologie
mathématique [Meijster et al., 2000] : I'espace est discrétisé, l’algorithme calcule la distance
exacte de chaque point de 'espace discrétisé a la frontiére définie comme un sous-ensemble
de cet espace discret. Nous avons modifié ’algorithme originel pour calculer également la
(les) projection(s) de chaque point sur la frontiére. Cet algorithme est détaillé dans [22].

La figure 2.23 représente le résultat de cet algorithme appliqué au domaine de viabilité
du modéle de compétition entre langues.

F1G. 2.23 — Fonction distance vue en transparence du domaine de viabilité du modéle de
compétition entre langues pour ’ensemble des contraintes (2.22) et la dynamique (2.21). La
discrétisation de I’espace délimité par le parallépipéde dont les arrétes sont dessinées en noir
est de 100 points par axe. Seuls les points du domaine de viabilité sont colorés, leur couleur
dépend de leur distance euclidienne a la frontiére.
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Suivi de la distance a la frontiére pour les évolutions viables lentes

Les évolutions lentes [Aubin, 1991] correspondent au choix du controle de norme minimale
dans la correspondance de régulation. Dans [4], nous avons montré I’existence des évolutions
viables lentes dans le cas du probléme de viabilité de la compétition entre langues (section
2.3.1). Dans de telles évolutions, la valeur du prestige reste constante lorsque I’état du systéme
est & l'intérieur du domaine de viabilité. La figure 2.24 montre plusieurs évolutions viables
lentes issues d’états et de contrdles initiaux tirés au hasard dans le domaine de viabilité.

Fi1G. 2.24 — 24 évolutions lentes issues de points initiaux choisis au hasard. La couleur du
point dépend de sa distance & la frontiére. Plus la couleur est foncée, plus la distance est
faible (noire sur la frontiére). Le domaine de viabilité est représenté par le nuage de points
gris.

Le controle est constant jusqu’a atteindre la frontiére du domaine de viabilité. Lorsque
la frontiére du domaine de viabilité est atteinte alors qu’elle ne coincide pas avec celle de
I’ensemble des contraintes, la valeur du controle change et 1’évolution reste sur la frontiére du
domaine de viabilité jusqu’a atteindre la frontiére de I’ensemble des contraintes (théoréme
de Quincampoix [Quincampoix, 1992|). L’état du systéme appartient souvent & la frontiére
du domaine de viabilité comme le montre la figure 2.25.
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(a) Distance a la frontiére en fonction (b) Fréquence moyenne (densité) de la
du temps distance a la frontiére

Fi1G. 2.25 — Evolutions lentes pour le modéle de compétition entre langues.

Les stratégies de controle viables lentes gouvernent des évolutions pour lesquelles 1’état
du systéme est souvent sur la frontiére du domaine de viabilité. Nous venons de l'illustrer
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dans le cas de ce modéle de compétition entre langues mais c’est une propriété générale du
fait du théoréme de Quicampoix [Quincampoix, 1992] qui montre qu’une évolution viable
ne peut quitter la frontiére du noyau de viabilité que lorsque celle-ci coincide avec celle de
I’ensemble des contraintes. En particulier, si le noyau de viabilité appartient & l'intérieur
de ’ensemble des contraintes, une évolution viable qui attendrait sa frontiére y resterait
définitivement.

Pour trouver des fonctions de controle qui garantissent une certaine robustesse, I'idée,
comme dans [11, 21, 20], peut étre de prendre un ensemble de contraintes plus petit que le
véritable, de calculer le noyau de viabilité et de controler de maniére classique a partir des
points viables trouvés. Cependant, cette stratégie assure que 1’état du systéme au cours de
I’évolution reste & une certaine distance de I’ensemble des contraintes initial mais pas du
noyau de viabilité initial.

Heuristique : controle basé sur la distance a la frontiére

L’objectif de la stratégie de controle basée sur la distance est de proposer des politiques de
controles robustes aux perturbations ou aux incertitudes sur les variables d’état. Le principe
est non seulement de suivre des évolutions viables mais également de se tenir si possible loin
des frontiéres du noyau de viabilité. Pour cela, nous avons défini une stratégie avec seuil de
prudence : le controle est le controle viable de norme minimale tant que la distance de 1’état
du systéme a la frontiére est supérieure a un seuil fixé (pour I’évolution lente la valeur de
ce seuil est 0). Lorsque la distance atteint la valeur seuil, par souci d’anticipation, c’est le
contréle viable au point de projection sur la frontiére du domaine de viabilité qui est choisi.

La figure 2.26 représente la distance a la frontiére du domaine de viabilité en fonction du
temps pour trois évolutions issues du méme point de départ mais suivant des stratégies de
prudence avec des valeurs de seuil différentes. La stratégie prudente est efficace : la stratégie
lente (seuil de prudence 0) gouverne des évolutions dont la distance & la frontiére est trés
souvent nulle, alors que les stratégies avec seuil de prudence strictement positif ne franchissent
plus ce seuil dés lors que celui-ci est atteint.
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Fi1c. 2.26 — Evolutions avec le méme point de départ mais des valeurs de seuil, r, diffé-
rentes pour la stratégie prudente. Les stratégies prudentes gardent 1’état du systéme loin des
frontiéres.

Nous avons également réalisé I’expérimentation numérique suivante : & partir de points
initiaux choisis au hasard, nous avons calculé les évolutions gouvernées par des stratégies
prudentes de différents seuils dont 0. Pour chaque évolution, nous avons calculé la distance a
la frontiére au cours du temps. La figure 2.27 montre les résultats obtenus pour 24 évolutions :
la plupart du temps, la distance de I’état du systéme & la frontiére est supérieure au seuil,
montrant Pefficacité de la stratégie prudente pour ce modéle de compétition entre langues.
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Les valeurs de distance plus petites que le seuil sont dues au fait que la distance a la frontiére
des points initiaux pris au hasard peut étre plus faible que le seuil choisi.
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F1G. 2.27 — Fréquence moyenne (densité) de la distance a la frontiére pour différentes valeurs
du seuil de la stratégie prudente.

Conclusion du chapitre

Résilience effectivement mesurée dans des modéles de systémes éco-
logiques et sociaux

Dans le cas du phénoméne d’eutrophisation des lacs, nous avons évalué la résilience de la
propriété d’oligotrophie d’un lac dont le bassin versant accueille des activités agricoles face
a des événements pluvieux extrémes.

Dans le cas de la gestion de paturage, ’évaluation du coiit associé a la restauration et a
la préservation d’une certaine quantité de biomasse d’herbe, permet d’évaluer la résilience
de ce systéme de paturage face & des perturbations provoquant une brusque modification du
cheptel ou de la biomasse d’herbe.

Dans le cas de compétition entre langues, 1’évaluation du cotit associé a la restauration
et a la préservation d’un nombre minimal de locuteurs de chacune des deux langues, per-
met d’évaluer la résilience de la propriété de diversité linguistique face a des perturbations
provoquant une brusque modification de la proportion de locuteurs de chaque langue.

Dans le cas de la conciliation entre activité touristique et qualité de ’environnement,
I’évaluation du cotlit associé a la restauration et a la préservation de situations dans lesquelles
activité touristique et qualité environnementale sont suffisamment élevées, permet d’évaluer
la résilience de la propriété d’un environnement de qualité en présence d’activité touristique
face & des perturbations provoquant une brusque modification de la qualité environnementale
ou des infrastructures touristiques.

La nécessité d’améliorer les performances des algorithmes d’approxi-
mation des noyaux de viabilité et bassins de capture

L’évaluation de la résilience nécessite le calcul de sous-ensembles de I'espace des états,
le noyau de viabilité et le bassin de capture. Les descriptions exactes ne peuvent étre éta-
blies qu’au cas par cas (et dans les cas simples) en utilisant les propriétés tangentielles des
domaines de viabilité, d’ou la nécessité d’algorithmes d’approximation de ces ensembles.

Le premier d’entre eux date de 1994, nous I’avons étendu & 'utilisation de fonctions de
classification moins gourmandes en mémoire que la grille de points réguliéres et comparé sa
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précision par rapport au schéma numérique ultra-bee utilisé pour la résolution de problémes
d’optimisation.

La richesse des stratégies de controle viables

Une fois le noyau de viabilité calculé, ’enjeu est de déterminer des fonctions de controle
permettant de réguler des évolutions viables.

Si elle existe, I’évolution lente est I’évolution gouvernée par le controle viable de norme
minimale. Elle a 'intérét de ne pas demander une intensité de contrdle plus forte que né-
cessaire, mais l'inconvénient de produire des évolutions qui peuvent étre souvent situées a
la frontiére des noyaux de viabilité et pour lesquelles la moindre perturbation dans I’espace
des états peut provoquer une sortie du noyau de viabilité.

Dans le cadre du modéle de compétition entre langues, nous avons proposé ’heuristique
de la stratégie prudente qui consiste a choisir le contréle de norme minimale tant que la
distance de I’état a la frontiére du noyau de viabilité est supérieure a un seuil fixé. Si le seuil
est atteint c’est le controle de norme minimale au point de projection sur la frontiére du
noyau de viabilité qui est choisi. Nous avons montré par des expérimentations numériques
lefficacité de cette stratégie dans ce contexte.
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Chapitre 3

Distinguer des politiques de
gestion pouvant étre qualifiées de
durables dans le cadre de la
théorie de la viabilité
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‘objectif de ce chapitre est de montrer comment les méthodes et outils de la théorie

de la viabilité peuvent permettre de distinguer des politiques de gestion pouvant étre
qualifiées de durables.

Ces travaux menés dans le cadre du projet « Déduction » ont été publiés dans les articles
[1, 3] et les conférences 23, 30].

3.1 Exemples de critéres classiques pour évaluer la dura-
bilité

Les discussions autour du concept de « développement durable » sont plus souvent 1’ex-
pression d’émotions et d’attitudes que I'analyse formelle de chemins durables pour 'industrie
moderne [Solow, 1993], d’ou la nécessité de formalisations mathématiques de la durabilité, a
la fois claires et ouvrant la voie vers la possibilité d’évaluation. Les objectifs & satisfaire sont
nombreux, puisqu’il faut tenir compte des aspects économiques, sociaux et écologiques. Les
outils de formalisation devront permettre de restituer cette diversité. Par ailleurs, le dévelop-
pement durable s’intéresse aux générations actuelles tout autant qu’aux générations futures,
ce qui implique un horizon temporel infini. De plus, il s’agira aussi de traiter le futur et le
présent sur un pied d’égalité pour assurer 1’équité intergénérationnelle [Chichilnisky, 1997].

Les critéres classiques utilisés sont :

— Le critére utilitariste : Chaque génération ¢ a une préférence représentée par une fonc-
tion d’utilité u(c(t), s(t)) qui dépend de la consommation ¢(t) et du stock de ressources
disponible au temps ¢, s(t). L’objectif est la maximisation de la somme infinie actualisée
des utilités, soit :

-~ ulc(t), s(t)
max ; T+ (3.1)

ou 0 > 0 est le taux d’actualisation. Ce taux intervient dans le critére pour prendre
en compte deux principes : le fait que la valeur d’un bien de consommation tend a se
déprécier avec le temps, mais également le fait qu’il existe une préférence a consommer
un bien aujourd’hui plutét que demain.
Ce critére conduit & une utilité décroissant vers 0 pour les générations les plus éloignées.
Cette méthode avantage la génération actuelle.

— Maximin : La méthode du Maximin consiste & maximiser 1'utilité de la génération la
moins favorisée, soit :

max mtin u(c(t), s(t)) . (3.2)
— Critére de Heal : La méthode consiste & maximiser I'utilité a U'infini [Heal, 1998] :

max tlirgo u(e(t), s(t)) . (3.3)
Afin de maximiser I'utilité des générations les plus éloignées, ce critére conduit & une
consommation nulle des ressources naturelles et donc au maintien d’un stock de res-
sources égal au stock initial sg. Les générations actuelles sont donc pénalisées.

— Critére de Chichilniski : les critéres usuels tels que le critére de Heal ou la somme des
utilités actualisées sont des dictatures du futur pour le premier et du présent pour le
second. [Chichilnisky, 1997] propose un critére qui ne favorise ni le présent ni le futur.
Le critére de Chichilnisky est la somme pondérée des deux critéres précédents :

u(

D> m +(1—a) lim u(c(t),s(t)), (3.4)

t—o0
t=0
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ou « est le coefficient de pondération de 1'utilité du présent strictement compris
entre 0 et 1. En prenant comme premier terme la somme des utilités escomptées,
[Chichilnisky, 1997] s’assure que son critére n’est pas une dictature du futur, et ajou-
tant le critére de maximisation de l'utilité & 'infini, son critére ne peut pas étre une
dictature du présent. Cependant, ce critére rajoute la difficulté de choisir le poids «
pour chacune de ses composantes.

3.2 Avec les outils de la théorie de la viabilité, pas de
hiérarchisation des critéres correspondant aux trois
piliers

[Martinet et Doyen, 2007] ont appliqué les outils de la théorie de la viabilité au modéle
de Dasguspta-Heal et Solow et ont défini la durabilité par le fait de pouvoir respecter en
méme temps et pour tout temps des contraintes écologiques, des contraintes économiques et
des contraintes sociales. Ainsi, chacun des trois piliers du développement durable est décrit
par un ensemble de contraintes dans ’espace des états et un développement durable est dé-
fini comme une évolution qui reste dans l'intersection de ces trois ensembles de contraintes.
Tous les critéres sont ainsi traités de maniére identique en évitant ainsi de devoir choisir
des poids dont les valeurs sont difficiles & justifier comme dans le cas des critéres basés sur
Poptimisation d’une fonction d’utilité agrégée.

Rechercher des développements durables consiste alors & rechercher les conditions dans les-
quelles le noyau de viabilité n’est pas vide (comme dans [Rapaport et al., 2006]).

Ils imposent par exemple des contraintes stipulant que les niveaux de consommation et le
stock de ressources épuisables ne devront jamais étre inférieurs a certains seuils admissibles.
Ceci implique, pour une société dont les conditions initiales se situent dans le noyau de
viabilité, que celle-ci pourra garantir un certain niveau de consommation et de préservation
de la ressource a lensemble des générations a venir. [Martinet et Doyen, 2007] définissent
alors la durabilité comme la possibilité de transmettre un ensemble de « droits minimaux »
aux générations futures.

3.3 Prise en compte de I’équité intergénérationnelle

En collaboration avec Marie-Héléene Durand, LASTRE et IRD, Bondy, France et Patrick
Saint-Pierre, Leda-SDFi Paris Dauphine et LASTRE, Paris [3]

Une approche normative du développement durable a été développée qui caractérise
I’équité intergénérationnelle par le respect de deux axiomes : le principe de Pareto, ou d’ef-
ficience (toute suite infinie dont les éléments sont supérieurs a ceux d’une autre doit lui étre
préférée) ; et le principe d’anonymat faible, ou de neutralité (une permutation de n’importe
quelle paire d’éléments d’une suite ne doit pas changer son évaluation). Le respect de ces
deux axiomes, qui impliquent absence de gaspillage et de discrimination d’une génération
quelconque, est qualifié de principe de Suppes-Sen [Asheim, 2010]. La somme infinie des
utilités escomptées, critére d’évaluation intertemporel le plus utilisé, respecte le principe de
Pareto mais pas celui d’anonymat.

Avoir un objectif d’équité intergénérationnelle dans un modéle de viabilité du dévelop-
pement consiste & rechercher, parmi les évolutions viables, celles qui offriront une plus juste
répartition des ressources entre générations. La premiére maniére d’aborder ce probléme nor-
matif avec les outils de la viabilité, envisagée par [Martinet et Doyen, 2007], consiste a agir
sur les contraintes et a rechercher le niveau maximum de « droit minimum » en termes de
consommation garantie par habitant et de ressource préservée qui pourront étre transmis a
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I'ensemble des générations : contraindre, a toutes les périodes, les générations présentes a
respecter les « droits » des générations futures.

Nous avons étudié une seconde piste qui consiste & utiliser une fonction qui permettra
de sélectionner parmi toutes les évolutions viables, celle pour laquelle I'inégalité entre les
générations sera la plus faible. Pour cet exercice, nous nous intéressons aux variations de la
consommation moyenne entre générations successives. La définition de I’équité intergénéra-
tionnelle de [Martinet et Doyen, 2007] est basée sur la garantie des droits, la notre sur la
réduction des inégalités.

Nous avons pris comme support le modéle simple (3.5) dans lequel chaque génération fait

des choix entre consommer, ¢(t), produire, 7(t), et se reproduire n(t) selon ses dotations en
capital naturel et manufacturé et ses besoins liés au niveau de sa population. Le résultat de
ces choix, en termes d’accumulation de capital, détermine 1’éventail des possibilités offertes
aux générations suivantes. Sans progrés technique et avec une fonction de production au-
torisant la substitution entre les facteurs de production (la ressource naturelle et le capital
manufacturé), le niveau de consommation et la croissance démographique sont les deux élé-
ments qui décident de ’héritage laissé aux générations suivantes.
Nous avons considéré que les variations de consommation par habitant entre générations
successives constituaient une mesure de I’ « inégalité entre les générations » qu’il faut main-
tenant chercher & réduire. Nous avons utilisé le pourcentage de variation pour tenir compte
de l'effet d’accumulation de richesses au cours des générations.

Les variables d’états sont le capital manufacturé par personne k(t), la population P(t),
la quantité de ressource disponible par personne s(t) et la consommation par personne ¢(t),
et les variables de controle sont la quantité de ressource extraite par personne r(t), le taux
de croissance de la population n(t) et le taux de croissance de la consommation par personne
v(t). Les évolutions de ces variables sont gouvernées par le systéme dynamique controlé
détaillé dans [3] :

WO = k() r(t)” — n(t)k(t) — clt)

ably n(t)P(t) (3.5)

B~ ) - a(0str) '
r;(t) — v(t)e(t)

et comme bornes sur les valeurs des controles pour tout ¢ :

0 < r(t) € rmax
Nmin S ’I’L(t) S Nmax (36)
Umin < u(t) .

Les contraintes de durabilité sont un capital par personne positif, une présence de popu-
lation, une quantité de ressource par personne garantie a toutes les générations s,,;, et une
consommation minimale garantie & toutes les générations ¢,,;,. Ces contraintes sont décrites
par le sous-ensemble de ’espace des états défini par :

ki) > 0
1 (37)
c(t) > Cmin -

Etablir une forme d’équité intergénérationnelle en limitant les inégalités entre générations
tout en respectant les contraintes écologiques et matérielles de production consiste, dans cet
exemple, a contraindre v(t), le taux de croissance de la consommation par habitant, a étre
toujours supérieur ou égal & un certain seuil minimum v,;,. Si le noyau de viabilité de
Pensemble de contraintes (3.7) pour la dynamique (3.5) n’est pas vide, il sera possible de
trouver un chemin de développement viable et équitable & partir de toute situation initiale
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appartenant a ce noyau. Le taux de croissance de la consommation par habitant sera toujours
limité par la contrainte inférieure v(t) > vy, pour toutes les générations. Couplée aux
autres contraintes, elle interdit les modes de développement ot le comportement de certaines
générations aurait un impact trop négatif sur la consommation des générations futures. Par
exemple, si on choisit v,,;, nul, la consommation par habitant des générations futures ne
sera jamais inférieure a celle des générations précédentes.

3.4 Exemple d’évaluation de politiques de gestion du-
rables : la préservation de la forét a Madagascar

En collaboration avec Claire Bernard, Laboratoire d’Ingénierie des Systémes Complezes,
Irstea, France [1]

L’enjeu de durabilité pour la forét tropicale du corridor de Fianarantsoa & Madagascar est
de préserver la forét tout en assurant le développement de la population locale. Une procédure
générale basée sur les concepts et outils de la théorie de la viabilité permet de déterminer
si la situation actuelle est durable en fonction des possibilités d’action sur la dynamique du
systéme. Elle consiste & traduire les enjeux de durabilité en ensembles de contraintes sur
I’espace des états, a élaborer un modéle mathématique des régles d’évolution du systéme
sous la forme d’un systéme dynamique contrélé et & calculer les noyaux de viabilités associés
a différentes politiques de controle.

Le corridor forestier de la région de Fianarantsoa est situé a ’est de Madagascar, il relie
le parc national de Ranomafana au nord a celui d’Andringitra au sud. Il est situé entre
800 et 1300 meétres d’altitude, cette altitude contribue & l’existence de nombreuses espéces
endémiques, la forét joue également un role important dans la régulation écologique de
la région [De Wilde et al., 2012]. L’est du corridor est habité par les Tanalas qui vivent de
culture itinérante de riz sur brilis. A 'ouest, vivent les Betsileo qui pratiquent une riziculture
irriguée dans les bas-fonds. Les Tanalas et les Betsileo se cotoient. Les saisons sont différentes
des deux cotés du corridor, les uns travaillent chez les autres durant les périodes de récoltes
[Toillier et Lardon, 2009]. La population est trés pauvre et la natalité trés forte. Ils ont besoin
de nouvelles terres pour produire du riz et ils coupent la forét pour la transformer en riziéres
par la création de systémes d’irrigation [Toillier et al., 2011]. L’enjeu de durabilité comporte
deux objectifs concurrents : la conservation de la forét et la subsistance de la population.

3.4.1 La dynamique du systéme

Les trois variables d’état sont S la surface aménagée, P la population et K le capital de
cette population. Les variables de controle sont les transferts monétaires, 7, la proportion
de travailleurs extérieurs, p, 'aménagement de nouveaux espaces, §, et les variations de
population, .

Surface

La surface aménagée S croit avec §(t) l'effort d’aménagement par travailleur disponible a
la date t, effort borné par 0,4, La proportion de travailleurs extérieurs est p(t) € [0; 1], ainsi
le nombre de travailleurs disponibles pour aménager de nouvelles terres est (1 — p(t))P(t)

et :
S'(t) = @)1 —p(t)P(t)
6(t) € [0;0maa]
p(t) € [0;1].



Population

Nous supposons simplement que le taux de croissance de la population est borné au cours
du temps, 7(t) € [Fmin; "maz) :

r(t)P(t)

T(t) € [Tmin; Tmaac] .

Capital

Le capital commun a ’ensemble de la population, K, croit avec les revenus de l'agricul-
ture, les salaires des travailleurs extérieurs et les transferts monétaires, et décroit avec la
consommation et les efforts pour aménager de nouvelles terres.

La surface effectivement cultivée dépend de la surface aménagée et de la force de travail.
Soit v la surface maximale qu'une personne peut cultiver, la surface effectivement cultivée
est min(S(¢),v(1 — p(t))P(t)). Avec p le prix du riz et e la productivité, le gain de 'activité
agricole est pe min(S(t),v(1 — p(t))P(t)).

Soit w le revenu moyen des travailleurs extérieurs, leur travail rapporte a la communauté
wp(t)P(t). Les transferts monétaires consentis par des organisations extérieurs sont bornés,
7(t) € [0; Tonaz], la valeur de 74, dépendant d’hypothéses sur Iargent que ces organisations
sont prétes & donner pour contribuer & la durabilité du corridor.

Soit ¢ la consommation moyenne par personne et § le colit pour aménager une unité de
surface alors le capital décroit suivant —cP(t) — 55(t)(1 — p(t))P(t).

Ainsi,

K'(t) = —cP(t)— B5(1)(1 — p(t)) P(1)
+pe min(S(t),v(1 — p(t))P(t))
+wp(t)P(t) + 7(t)

6(t) S [O§ 5maac]
p(t) € [0;1]
7(t) € [0; Tomaz)-
En résumé, le modéle est de dimension 3 pour les variables d’état et 4 pour celles de
controle :
S = 3(t)(1—pt)P(t)
P't) = r@)P@)
K'(t) = —cP(t)- A3(t)(1— p(t)) P(t)
+pe min(S(t),v(1 — p(t))P(t))
+wp(t)P(t) + 7(t) (3.8)
0 <i(t) < bmaa
0 <plt)< 1
0 <7(t) £ Tomae
Tmin < T(t) < Tmaz-

3.4.2 Les enjeux écologiques et sociaux traduits comme un en-
semble de contraintes

La durabilité implique plusieurs types d’enjeux. Dans cette étude de cas, ces enjeux sont
de type écologique et de type économique.
La contrainte écologique est de préserver la forét donc de borner supérieurement les surfaces
aménagées :

L’objectif économique peut s’exprimer de deux facons :
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— le capital par personne doit rester supérieur & un seuil, k,,;n :

kmin S

— le capital par personne ne doit pas décroitre :

o<

K(t)

W, (3.10)
K@)\’
P)(t)) . (3.11)

La taille de la population doit étre bornée, pour assurer une présence humaine, mais sans

excéder la capacité du corridor :

Pmin SP(t) SP’I’H,CLLE'

En résumé, le sous-ensemble des contraintes, K, est défini par :

St <
0 <

(3.12)
FO - szn
K(t)
P(t)
K\ (3.13)
(#5
P(t < Pmam

3.4.3 Les valeurs des parameétres

Nous avons estimé ces parameétres a partir de trois sources : I’'United States Agency for
International Development (USAID), I'Institut National de la Statistique de Madagascar

(INSTAT) et [Muttenzer, 2006].

Définition Notation Unité Valeur
Consommation c US$/personne/année 200
Cotit d’aménagement d’une nouvelle surface 16 US$/ha 25
Prix du riz D USS$ /kg 0.30
Productivité du riz e kg/ha/année 1000
Surface aménagée cultivée par personne ¥ ha/personne 0.46
Salaire agricole w US$/personne/année 200
Effort maximal d’aménagement par personne Omaz ha/personne/année 0.008
Transfert monétaire maximal Tmaz US$/année variable
Taux de croissance minimal T'min /année 0
Taux de croissance maximal Tmax /année 0.04
Surface forestiére de référence Fo ha 110000
Seuil minimal de surface forestiére Fnin ha 65000
Seuil minimal de capital

par personne Kmin US$/personne 400
Seuil minimal de population Priin personne 1000000
Seuil maximal de population Pras personne 10000000

TAB. 3.1 — Valeurs des paramétres pour le modéle (3.8) et les contraintes (3.13).

3.4.4 Reésultats : évaluation de la durabilité de la situation actuelle
du corridor forestier de Fianarantsoa

La situation actuelle est-elle durable sans transfert monétaire ?

Elle Dest si elle appartient au noyau de viabilité de la dynamique définie par (3.8) avec
le parameétre 7,4, = 0 et 'ensemble des contraintes (3.13).
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L’ensemble des contraintes K est représenté en gris dans la figure 3.1(a). La figure 3.1(b)
représente a l'intérieur de I’ensemble de contraintes IC le noyau de viabilité de la dynamique
définie par (3.8) avec Ty = 0 : sa frontiére a 'intérieur du noyau de viabilité varie du bleu
au rouge en fonction de la valeur de la surface aménagée par personne.

(a) Ensemble de contraintes K (b) A Yintérieur de Densemble des
contraintes avec un dégradé du bleu au
rouge, le noyau de viabilité du systéme
défini par (3.8) avec Tmaz = 0 et l'en-
semble des contraintes (3.13)

Fic. 3.1 — Ensemble de contraintes, intersection du cube [Smin;Smaz] X [Pmin; Pmaz] X
[kmin; kmaz] dont les arrétes sont dessinées en gris et I’ensemble des {s, P, k} tels que sP <
Smaz- Les valeurs des paramétres sont données dans la table 3.1 avec Symin = Smaz/Pmax €t
Smaz = Smaz/Pmin, €t noyau de viabilité.

La situation actuelle estimée a S = 33000 ha, P = 1000000 habitants et & = 800 US$ par
personne d’aprés les projections de 'INSTAT et de 'USAID, n’appartient pas & ce noyau de
viabilité, elle n’est donc pas durable sans transferts monétaires.

Effet de la valeur du transfert monétaire maximal 7,,,, sur le noyau de viabilité

Evidemment, une plus grande valeur de 7,4, conduit & un plus gros noyau de viabilité.
La figure 3.2(a) représente a 'intérieur de I’ensemble des contraintes les frontiéres de deux
noyaux de viabilité avec des couleurs variant du bleu au rouge en fonction de la valeur de la
surface aménagée par personne du point : le plus petit correspond a 7,4, = 0 et le plus gros
A Tmae = 107. Les transferts monétaires permettent d’inclure dans la zone durable davantage
de situations initiales, en particulier des situations avec un capital plus faible.

La courbe de la figure 3.2(b) associe a la valeur du transfert monétaire maximal Ty,q, le
volume du noyau de viabilité.

Notons qu’augmenter le transfert monétaire maximal a d’abord peu d’effets sur le noyau

de viabilité : il représente environ 42% de ’ensemble des contraintes pour 7., appartenant
4 [0;10%]. Cependant, son volume représente 100% de ’ensemble des contraintes pour des
transferts monétaires maximaux supérieurs a 10°.
En ce qui concerne la situation actuelle, elle appartient au noyau de viabilité dés lors que
Tmaz = 25000000. Ainsi la valeur maximale du transfert monétaire qui rendrait la situation
actuelle durable est Tyhae = 25000000 US$ environ. Les évolutions durables toutefois ne
nécessitent pas a chaque période des transferts monétaires égaux a cette valeur maximale
comme nous ’avons précisé dans la section 2.3.1.
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FiG. 3.2 — Evolution du noyau de viabilité avec la valeur du transfert monétaire maximal

Tmaz .

Conclusion du chapitre

Proposition de critéres de durabilité pertinents

Les critéres classiques d’évaluation de la durabilité d’évolutions sont basés sur la défi-
nition d’une fonction d’utilité agrégeant les critéres écologiques, économiques et sociaux du
développement durable.

L’approche proposée consiste a traduire les trois piliers du développement durable par des
ensembles de contraintes dans lesquels I’état du systéme doit rester et & étudier la capacité
du systéme a maintenir son état dans l'intersection de ces trois ensembles de contraintes.
Cette approche assure qu’a partir d’une situation appartenant au noyau de viabilité, il existe
une fonction de contréle qui permette que les contraintes soient respectées pour toutes les
générations d’ou I'assurance d’une certaine équité entre les générations. Un second aspect
de I’équité peut étre atteint en choisissant parmi les évolutions viables celle qui minimise la
variation maximale de consommation d’une génération a la suivante.

Détermination des transferts monétaires nécessaires pour assurer la
durabilité dans le cas d’'un modéle de préservation de la forét mal-
gache

Dans le cas du probléme de la préservation de la forét malgache, la traduction des enjeux
écologiques et économiques de gestion durable en ensembles de contraintes et le calcul des
noyaux de viabilité associés a différentes valeurs de transferts monétaires maximaux a permis
de déterminer la valeur & partir de laquelle la situation devient durable dans le sens ou il
existe une politique d’actions gouvernant une évolution qui reste dans l'intersection des
ensembles de contraintes.
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"OBJECTIF de ce chapitre est de décrire un cas dans lequel des fonctions de controle

L issues de calculs de viabilité a été testé et un contexte dans lequel nous avons I’ambition
de pouvoir les utiliser. Le premier cas concerne le controle de l'affinage du Camembert,
phénomeéne qui met en jeu des mécanismes encore mal connus, mais pour lequel le protocole
de test est évident : appliquer les fonctions de controle sur la chaine pilote et évaluer le
fromage obtenu. Le second contexte concerne ’aide & la gestion participative, les fonctions
de controle issues des calculs de viabilité sont alors des politiques d’actions. Nous n’avons
pas eu pour le moment les moyens de tester ces politiques en grandeur nature, ’objectif
que nous avons proposé est plus modeste : tester en quoi les résultats de calculs de viabilité
peuvent participer & un outil d’aide a la gestion participative.
Les travaux sur 'affinage du Camembert ont été réalisés dans le cadre du projet « Incalin »
publiés dans les articles [5] et les conférences [24, 25, 27, 28]. L’ambition et les premiers pas
de l'utilisation des calculs de viabilité dans les outils d’aide & la gestion participative ont été
exposés dans les conférences [16, 18|.

4.1 Cas relativement bien balisé, le Camembert, et test
sur chaine pilote

En collaboration avec Mariette Sicard, Cédric Baudrit et Nathalie Perrot, AgroParis-
Tech, INRA, Thiverval-Grignon, France, Romain Reuillon, ISC-PIF, Paris, France, Salma
Mesmoudi et Pierre-Henry Wuillemin, Lip6, Paris, France, Isabelle Alvarez, Irstea, France
[5, 24, 25, 27, 28]

L’objectif est de déterminer I'’ensemble des trajectoires, des controles d’un processus
d’affinage de Camembert qui conduisent & une cible qualité attendue. Nous nous basons sur
un modéle d’affinage de Camembert issu de la littérature.

4.1.1 Un modéle d’affinage de Camembert issu de la littérature

Le modéle d’affinage utilisé a été celui développé en 2007 par [Helias et al., 2007]. Ce
modéle mécanistique décrit les dynamiques de perte de masse des Camemberts au cours de
Paffinage et les changements de température en surface des fromages (4.1) et (4.2) :

dm
= = ${Woy-Toy — WeoyTeoy — k [aw-Psv(Ts) — 7h-psy(Too)]} (4.1)

s = =0 {W(To — To) + £0 (T2 — T

dt
— Ak (@ sy (Ts) — Th.pse(Too)] + arﬁ%} . (4.2)

t représente le temps, m la masse du fromage en (kg) et s sa surface en (m?). C représente
la chaleur spécifique du fromage (J.kg='.K~1); T, et T, représentent respectivement la
température en surface d'un Camembert et la température dans le héloir exprimées en degré
Kelvin (K). La pression de vapeur saturante est notée pg, et exprimée en Pascal (Pa). ay
nombre sans dimension représente l'activité de I'eau du fromage, c’est & dire sa capacité
a libérer de l'eau. rh est ’humidité relative du haloir. Enfin, k est le coefficient moyen
de transfert d’eau en kg.m 2.Pa"'.s7'. X est la chaleur latente de vaporisation de I’eau
(Jkg™1). h est le coefficient moyen de transfert de chaleur par convection (W.m~=2.K~1),
¢ est lémissivité du fromage (sans dimension), o est la constante de Stefan-Boltzmann
(Wom=2.K~%). rco, est le taux de production de dioxyde de carbone et rp,le taux de
d’oxygéne consommé. « est la chaleur dégagée par la respiration des microorganismes lors
de la production d’1 mol de dioxide de carbone (J.mol™1). Les paramétres w,, et we,, sont
la masse molaire (kg.mol~1) respectivement du d’oxygéne et du dioxyde de carbone.
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Dans ce modéle, la perte de masse et les variations de la température de surface sont
liés :

1. a I’évaporation de ’eau :

bw = Ak [0 psv(Ts) = Thpsu(To)] (4.3)
2. aux flux convectifs et radiatifs exprimés :

Ver = h(Too = To) + 20 (T, = TJ) (4.4)

3. a l'activité respiratoire des microorganismes :

L rey T
{ r=aTE (4.5)

Pec = Woy-Toy — Weoy-Tcoy -

Le modéele d’affinage de Camembert d’[Helias et al., 2007] a été validé sur deux essais
en haloir pilote, la température, ’humidité relative et les concentrations en dioxygéne et
dioxyde de carbone étaient continuellement mesurées. Aprés les essais, les enregistrements
de ces mesures étaient utilisés pour prédire la perte de masse du fromage et sa température de
surface au cours de l'affinage. La perte de masse et la température de surface ainsi calculées
ont ensuite été comparées aux données mesurées pendant I’essai.

4.1.2 Description de la dynamique : les modifications du modéle
d’Helias

Le modeéle du processus d’affinage d’[Helias et al., 2007] comporte deux variables d’état,

la masse du camembert, m, et la température du surface du Camembert, T5.
Les variations de ces variables d’état au cours du temps, 92 (¢) et “L=(¢), décrites par les
équations (4.1) et (4.2), dépendent des valeurs des variables, m(t) et Ts(t), de la respiration
r0,(t) et reo,(t), de la température ambiante Ty (t) et de I'humidité relative rh(t) et de
paramétres constants, s, wo,, Wco,, k; Gw, Psv, C, h, €, 0, X et a.

La quantité 7o, (t) se déduit facilement de la quantité rco,(t) car la consommation de
dioxygéne est équimolaire a la libération de dioxyde de carbone, c’est a dire qu’aux erreurs
de mesure prés wo,.ro, = WCO,-TC0,-

Dans ce modéle donc, cing quantité varient : m(t), Ts(t), rco,(t), Too(t) et Th(t). Les
deux derniéres peuvent étre contrélées par un opérateur, ce sont donc des controles dans
la terminologie de la théorie de la viabilité. Les variables d’état décrivant ’état du fromage
durant le processus d’affinage et dont les variations sont non linéaires et interdépendantes
sont donc au nombre de trois : m(t), Ts(¢) et reo, (t).

Le modele d’[Helias et al., 2007] donne les équations de variation de m(t) et Ts(t), mais
pas de rco,(t). En effet, il utilisait dans son modéle des valeurs mesurées de la respiration.
Il faut donc, pour mener 'analyse de viabilité, développer une équation d’évolution de la
respiration.

Discrétisation du modéle en temps

Ne disposant pas de ’équation différentielle continue régissant les variations de la respi-
ration rco,, nous décrivons notre probléme de viabilité directement sous une forme discréte
en temps.

Soit At > 0, le pas de temps, n € N, la discrétisation du modéle (4.1) et (4.2) est :

m" T =m" + At.s {Wo, .10, — Weoy Ty, — K [a0-pso(TT) — rh™.psy (T2)]} (4.6)
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TE =T + At {W(TL —T") +eo(T2* — T \ “n
Mk Do () = Th™ poy(T2)] + 0 "2 | '
m™, T§ et gy, sont les variables d’état, T et 7} sont les variables de controle. Les
évolutions de m et Ts sont décrites par les équations (4.6) et (4.7). Il faut maintenant définir
celle de la respiration rco,.

Modéle empirique de respiration

Pour présenter la dynamique sous forme d’un systéme dynamique contrélé en temps
discret, il faut définir I’évolution de la variable respiration r¢, , c’est a dire déterminer une
fonction f qui associe aux valeurs des variables d’état et de controle & 'instant n, la valeur
de la respiration & 'instant n + 1 :

n+1l __ n n ,.n m n
TC0, = f(m", Tg,r¢0,, Too,h)-

Nous avions uniquement & notre disposition les courbes expérimentales de respiration
pour trois valeurs constantes de la température ambiante, T, ( 8°C, 12°C et 16°C) et pour
98% d’humidité relative.
Nous avons alors di faire plusieurs hypothéses trés audacieuses :
— La premiére hypothése est que la respiration & l'instant n + 1 ne dépend que de la
valeur de la respiration et de la température ambiante a 'instant n.

— La seconde hypothése est que rg?)'; se déduit de r¢, et T2, de la maniére suivante :
La température 77} permet de sélectionner la courbe expérimentale de référence. En-
suite, a une méme valeur de r¢,, peuvent correspondre deux points sur la courbe de

respiration expérimentale comme indiqué sur la figure 4.1.

r
coz
| |
oo

-

, LAt 12 jours

I

F1G. 4.1 — Schéma d’évolution empirique de la valeur de la respiration en fonction du temps
pour une température ambiante donnée constante au cours du temps.

Nous avons donc rajouté une variable b discréte qui prend ses valeurs dans I’ensemble
{0;1} et qui indique si on est en phase ascendante b = 0 ou en phase descendante b = 1.
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L’évolution de la variable b est décrite par :

prtl= b sibn=1,
=1 sib" =0et rgdl <rio, (4.8)
b»tl= 0  sinon.

Malgré les deux hypothéses ci-dessus non vérifiées, ce modele a I'intérét d’incorporer les
phénomeénes physiques et microbiologiques de I'affinage et ainsi de prendre en compte une
certaine part de la complexité des phénoménes.

Fréquence de variation des controdles

En usine, la modification de la valeur de la température ambiante, T,,, ou de 'humidité
relative, rh, est réalisée par un opérateur, dont la fréquence d’intervention sur les héaloirs
est journaliére. Nous imposons donc que les controles Tho et rh soient susceptibles d’étre
modifiés uniquement toutes les 24 heures.

Les valeurs de ces controles sont bornées :

VneN T" € [8°C; 16°C] (4.9)

VYneN rh" €[92; 96]. (4.10)
Ces intervalles de variations sont plus larges que les conduites d’affinage usuellement réa-
lisée afin éventuellement de trouver des méthodes de conduite nouvelles pour les industriels.

4.1.3 Description des contraintes et des cibles

La définition des contraintes et des cibles a été obtenue & partir des connaissances des
experts et du domaine de validité du modéle :

’ \ Unité \ Min \ Max ‘
Masse g 250 | 310
Température de surface du fromage kelvin 281 | 289
Respiration gco,-m~ Zjour~1 | 0 55

TaB. 4.1 — Contraintes sur les variables d’état pour I’algorithme de viabilité

Ces contraintes se traduisent par 'ensemle K € R? x {0,1} :
K := [250; 310] x [281;289] x [0;55] x {0,1}. (4.11)

b peut prendre les valeurs 0 ou 1, il n’y a pas de contrainte supplémentaire sur b.

La cible qualité a atteindre en fin d’affinage a été définie suite au recueil d’expertise
aupreés des fromagers : la masse du fromage qui doit étre au minimum légal de 250 g et au
maximum de 270 g, ’activité microbienne ne doit pas étre trop importante, ni trop faible et
en décroissance et la température de surface ne doit pas étre trop élevée.

La cible au temps final T correspond au sous-ensemble C'y € R? x {0,1} défini par :

C := [250;270] x [281;283] x [23;50] x {1}. (4.12)
b doit étre égal & 1 car l'activité des microorganismes doit décroitre en fin d’affinage.

Doit étre également définie une cible initiale car au début de l’affinage, les microorga-
nismes ne sont pas actifs :

C; = [250; 310] x [281;289] x {0} x {0}. (4.13)

70



4.1.4 Reésultats

Le probléme posé de déterminer I’ensemble des conduites qui permettent de réaliser un
bon Camembert revient a calculer successivement deux bassins de capture : un bassin de
capture avec la dynamique forward et la cible Cy, puis a I'intérieur de ce bassin de capture,
le bassin de capture de la cible initiale par la dynamique backward.

Deux bassins de capture ont été calculés pour des durées d’affinage de 8 jours et de 12
jours, 12 jours étant la durée usuelle d’'un affinage. Cependant les bassins de capture pour
une durée d’affinage de 8 jours ne sont pas vides ce qui signifie qu’il existe pour le modéle, les
contraintes et les cibles que nous avons définis, une fonction de contréle qui permet de réaliser
un affinage en 8 jours soit 4 jours de mois que la durée usuelle. Nous avons en particulier
identifié une trajectoire pour un affinage de 8 jours avec un fromage de masse initiale 284 g.
Les controles a appliquer pour suivre cette trajectoire sont présentés sur la figure 4.2(a) en
comparaison avec la trajectoire d’affinage standard sur la figure 4.2(b).
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F1a. 4.2 — Fonctions de controle de 'humidité relative (traits pleins) et de la température
(pointillés).

Cette trajectoire a ensuite été testée sur un héaloir pilote du laboratoire, les controles
étant fixés chaque jour selon les consignes issues de l'algorithme de viabilité.

4.1.5 Validation

Les résultats de pertes de masse mesurées en ligne pour les conduites d’affinage montrent
que la cible de masse est atteinte dans les deux cas (entre 250 g et 270 g). En revanche, dans
le cas de 'affinage standard 54 g de matiére sont perdus contre seulement 34 g dans le cas
de 'affinage en 8 jours.

Concernant les cinétiques microbiennes six indicateurs ont été suivis : le pH, les concen-
trations en K. marxianus, G. candidum, P. camemberti, B. aurantiacum et la vitesse de
libération du COs. Le taux de libération du dioxyde de carbone observé pendant I'affinage
en 8 jours est conforme aux contraintes imposées : la respiration démarre a 0 augmente,
atteint un maximum supérieur & 30 g/m?/jour et ensuite redescend lentement jusqu’au Se
jour. La respiration des microorganismes dans Iaffinage en 8 jours démarre environ 1.5 jours
plus to6t que lors de laffinage standard.

Dans le cas de 'affinage en 8 jours, la hausse caractéristique du pH a lieu 1 jour plus tot que
dans le cas de l'affinage standard.

La levure K. marxianus semble s’étre moins bien développée qu’au cours de 'affinage stan-
dard ce qui parait curieux car les levures sont habituellement favorisées par des températures
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plus élevées.
L’autre levure, G. candidum, a eu le méme développement dans les deux conduites d’affinage.
Pour le Penicilium camemberti, la concentration en spores reste globalement constante dans
les deux cas d’affinage. Les mesures du panel sensoriel montrent ’apparition du P. camem-
berti au 4e jour pour l'affinage en 8 jours et au 6e jour pour 'affinage standard.
Pour les bactéries de type B. aurantiacum, le développement se révéle étre moins important
dans le cas de 'affinage en 8 jours. En revanche 'allure globale de la cinétique est similaire.
Les deux affinages ont été suivis par le panel sensoriel. Ces mesures permettent de com-
parer ’évolution des profils sensoriels : il apparait que les fromages de 'affinage en 8 jours
ont au 15e jour le méme profil qu’au 20e jour pour les fromages affinés de maniére standard.
Pour comparer le profil organoleptique des fromages expérimentaux & ceux vendus dans
le commerce, les fromages sont évalués par un panel spécialisé dans la dégustation de ca-
membert de I’Actilait, centre technique du lait et des produits laitiers. Une analyse est
également effectuée sur des camemberts d’'une marque vendue en grande distribution. La
premiére analyse de ces profils permet de voir que les camemberts expérimentaux ne sont
pas trés différents des camemberts du commerce analysés. Sur des échelles de 0 & 10 pour
26 critéres, ’écart maximal est de 3 points. Cependant, dans cette comparaison, il y a plus
de différences entre camemberts du commerce et camemberts expérimentaux qu’entre les ca-
memberts expérimentaux conduits selon les deux types d’affinages (standard vs. en 8 jours).

4.2 Cas de systéme écologique et social : I’ambition de
I’intégration d’un agent expert viabilité dans un outil
d’aide a la gestion participative

En collaboration avec Marta de Azevedo Irving et Gustavo Mendes de Melo UFRJ et
INCT-PPED Rio de Janeiro, Brésil, José Eurico Filho Vasconcelos, NATI, UNIFOR, For-
taleza, Brésil, Jean-Pierre Briot, Lip6, Paris, France, Wei Wei et Isabelle Alvarez, Irstea,

France [16, 17, 18]

Lorsque les outils de la théorie de la viabilité sont utilisés pour étudier la compatibilité
entre des dynamiques de systémes écologiques et sociaux soumis & des contraintes physiques,
biologiques et normatives, les résultats obtenus sont des politiques de gestion. N’ayant pas
trouvé jusqu’a présent 'opportunité de tester ces politiques d’action dans le monde réel,
nous avons l'objectif de tester en quoi les résultats de calculs de viabilité peuvent participer
a un outil d’aide & la gestion participative.

En effet, sous la pression sociétale, la gestion des territoires s’oriente vers un processus
de décision o I’ensemble des acteurs concernés est impliqué : ’ensemble des acteurs élabore
la définition du probléme et sa solution. Ce mode de gestion participatif met I'accent sur la
connaissance de chaque acteur, sur les discussions et la négociation.

L’élaboration de méthodes et d’outils pour I'aide au déroulement du processus de gestion
participative sont un domaine de recherche [Lynam et al., 2007]. Ainsi, la modélisation d’ac-
compagnement a initialement proposé comme méthodes et outils pour aider les différents
acteurs & créer une compréhension collective des conflits et & négocier des stratégies pour y
faire face, de coupler des simulations multi-agents pour représenter 1’évolution des ressources
environnementales et des jeux de roles joués par les parties prenantes [Barreteau, 2003].

Les jeux sérieux sont une approche nouvelle et efficace pour explorer et tester des possibi-
lités d’évolutions dans un contexte réaliste mais sans cotit ni risque [Susi et al., 2007]. Ainsi,
la plateforme SimParc [Briot et al., 2007] a pour objectif la formation de gestionnaires de
parcs nationaux au Brésil, ainsi que ’exploration de scénarios : le jeu est basé sur un proces-
sus de négociation qui se déroule au sein du conseil du parc. Les différentes parties prenantes
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participent au jeu et sont donc des « joueurs ». Le gestionnaire du parc agit comme un
arbitre dans le jeu, il prend une décision finale sur les types de conservation a attribuer a
chaque unité de paysage. Les autres joueurs font des propositions. Il y a également des agents
artificiels qui peuvent remplacer certains joueurs [18].

Dans le cadre de I'assistance a la gestion participative des territoires et trés précisément a
I'intérieur de la plateforme SimParc, nous avons considéré la possibilité d’utiliser des études
de viabilité de modéles de I’environnement soumis & de multiples contraintes. L’objectif est
d’amener & une réflexion sur les possibilités d’intégrer des modeéles de viabilité dans un
processus d’aide & la gestion participative, de maniére a apporter aux acteurs des connais-
sances liées & la viabilité des systémes. Il s’agit d’examiner la faisabilité de 1'utilisation de
ces connaissances et leur impact sur la qualité de la solution de gestion choisie.

Nous avons précisé les régles de recours a ’expertise de I'agent expert viabilité au cours
du jeu [16, 17] : agent expert viabilité ne prend pas de décision pendant le jeu, son role
est de proposer des résultats de compatibilité entre dynamiques et contraintes pour aider les
joueurs & évaluer la qualité de la décision eu égard aux contraintes spécifiées.

Lorsqu’un joueur fait appel a I'agent expert viabilité, plusieurs systémes dynamiques repré-
sentant les lois gouvernant les évolutions du systéme ainsi que I'impact des choix de gestion
lui sont proposés, il peut en faire varier les paramétres ; de méme, il peut modifier les valeurs
des seuils des variables qu’il souhaite borner.

L’agent expert viabilité calcule alors le noyau de viabilité associé & ces dynamiques et
contraintes : si le noyau est vide, dynamiques et contraintes ne sont jamais compatibles, sinon
a partir de situations initiales situées dans le noyau, I’agent expert propose des fonctions de
controle gouvernant effectivement des évolutions viables avec des graphiques représentant
les évolutions des variables d’état et de controle associées.

Le joueur peut & nouveau faire appel & 'agent expert viabilité en modifiant certains pa-
ramétres des dynamiques et des contraintes. Dans ce cas, en plus des résultats précédents,
I'agent expert viabilité fournit une comparaison avec les expérimentations numériques pré-
cédentes en comparant les volumes des noyaux de viabilité obtenus.

Conclusion du chapitre

Il existe peu de cas de tests des résultats de la théorie de la viabilité sur les systémes réels.
Nous en connaissons en robotique, en finance et pour I'affinage du Camembert. Nous avons
participé a cette derniére application et nous avons trouvé en considérant a priori ’ensemble
des conduites possibles, une conduite d’affinage plus courte que celle de 'affinage classique
et réalisé un Camembert jugé correct en 4 jours de moins.

Quant & 'utilisation réelle dans le cadre de la gestion de systémes écologiques et sociaux,
il n’en existe pas a notre connaissance. Notre ambition se limite pour le moment a 1'utilisation
des résultats dans le cadre d’outils d’aide a la gestion participative et il reste encore du travail
pour y parvenir.
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5.1 Mon expérience « Systémes Complexes »

5.1.1 Des projets pluridisciplinaires

Depuis 13 ans, mes recherches se déroulent au Laboratoire d’Ingénierie des Systémes
Complexes et plusieurs projets auxquels j’ai participé impliquaient plus ou moins directement
I'Institut des Systémes Complexes de Paris Ile-de France.

Les projets ANR « Déduction » et «Icalin », les projets européens « Patres » et « Dream »
s’intéressaient a des objets différents (des foréts tempérées ou tropicales, des savanes, des
communautés linguistiques pour « Déduction » et « Patres », des procédés de l'industrie
agroalimentaire pour « Incalin » et « Dream »). Cependant, la stratégie mise en ceuvre était
similaire : réunir des chercheurs réfléchissant sur des méthodes et des chercheurs étudiant des
phénomeénes pour se poser de nouvelles questions sur ces phénoménes. Dans le contexte de
ces projets, mes apports ont concerné la formulation de problémes de viabilité et de résilience
et leur résolution.

Cette approche « systémes complexes » consiste & mobiliser différentes méthodes, dif-
férents outils issus de différents domaines scientifiques pour répondre a une question posée
sur un objet appartenant éventuellement a un autre domaine scientifique. C’est d’abord la
notion de résilience qui m’a intéressée, les concepts de la théorie de la viabilité se sont ensuite
avérés pertinents pour la mesurer. Dans le projet « Incalin », la modélisation et le controle
de I'affinage du Camembert ont mobilisé des chercheurs étudiant le phénoméne d’affinage,
mais également, les réseaux bayésiens, la théorie de la viabilité, 'informatique pour parvenir
& une intégration des connaissances et des données disponibles sur I'affinage, & la formula-
tion et a la résolution d’un probléme de viabilité associé aux contraintes et objectifs sur ce
phénomeéne, et finalement & la proposition de nouvelles conduites d’affinage.

[Zwirn, 2006] note et illustre la richesse pluridisciplinaire des apports de cette approche
« systémes complexes » qui traverse les fronticéres classiques des sciences [Miller et Page, 2007].

5.1.2 Des définitions, des caractéristiques

Les idées de complexité et de systémes complexes nourrissent une littérature trés riche.
De nombreuses mesures de la complexité ont été proposées et aucune n’est actuellement
universellement reconnue [Mitchel, 2009]. [Deffuant et al., 2014] distinguent trois visions de
la complexité en utilisant le démon de Laplace comme référence.

Certaines réflexions que les discussions sur la complexité et les systémes complexes pro-
voquent, m’inspirent et j’en cherche I’écho dans les métaphores et modéles mathématiques a
la construction desquels je contribue.

Pour [Boccara, 2004], une population d’agents connectés est complexe lorsqu’il existe
une dynamique globale émergente résultant des actions des individus et non imposée par un
controleur central. [Morin, 1990] note cette notion d’« écologie de l’action ».

[Gell-Mann, 1995| caractérise les systémes adaptatifs complexes par leur capacité a traiter
I'information : les systémes adaptatifs complexes identifient des régularités dans les flux de
données qu’ils regoivent et compressent ces régularités en schémas.

Pour [Miller et Page, 2007], I'étude des systémes complexes porte I'intérét entre les fron-
tiéres scientifiques habituelles. Le monde tend & ne pas étre complétement gelé ou aléatoire,
mais il existe entre ces deux états. La complexité, « c’est l'incertitude au sein de systémes
richement organisés. Elle concerne des systéemes semi-aléatoires dont [’ordre est inséparable
des aléas qui les concernent. » [Morin, 1990]

5.1.3 Des questions de fond a investiguer

S’il n’y a pas de définition consensuelle d’un systéme complexe, des problématiques sem-
blables sont apparues alors que les objets étaient différents. Il y a donc un enjeu de capita-
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lisation des expériences et de définition de problématiques scientifiques.

Parmi les caractéristiques rencontrées, ni nécessaires, ni suffisantes pour qualifier un sys-

téme de complexe, notons :

— le fait que les propriétés globales ne se déduisent pas simplement des propriétés des
éléments, ces propriétés sont alors qualifiées d’émergentes et une question de fond est de
comprendre 'origine des propriétés émergentes au sens de propriétés qualitativement
différentes de celles des éléments,

— D'existence de rétroactions du niveau global souvent qualifié d’émergent sur les niveaux
locaux,

— une réduction des possibles par rapport a ’ensemble des comportements obtenus en
combinant diversement les comportements individuels,

— la présence d’incertitude : lorsqu’une situation est complexe, méme aprés une analyse
précise et nécessaire, il restera des éléments imprévisibles (dans le déroulement d’un
projet par exemple, il n’est pas possible d’anticiper toutes les réactions des parties
prenantes) avec lesquels il faudra composer, les « cygnes noirs » de [Taleb, 2007].

5.2 Mon projet de recherche

5.2.1 Contexte

Dans un systéme complexe, le comportement global peut ne pas étre affecté par certaines
variations des états des niveaux locaux. L’existence d’interactions entre les éléments et de
rétroactions du niveau global sur les niveaux locaux, couplées aux lois agissants & ces niveaux
locaux, peut stabiliser des états marginaux ou critiques.

Ainsi, le schéma d’interactions peut apparaitre plus important que certains détails mi-
croscopiques, aux variations desquels le systéme est précisément capable de s’adapter sans
que son comportement global ne change.

5.2.2 Problématique : lier architecture et propriétés

Conservant mon aspiration a l'ingénierie, la problématique du lien entre architecture de
régulation et propriétés observées m’intéresse. Dans la suite des travaux sur la résilience,
je souhaite aborder ces propriétés par les contraintes que leur réalisation impose, et par
les perturbations auxquelles elles sont résilientes afin de déterminer quelles architectures de
régulation peuvent les produire.

5.2.3 Stratégie
Des modéles minimaux

[Anderson, 1972] propose de réduire les informations retenues dans la modélisation des
éléments au strict nécessaire, I’étude de systémes-modéles, minimaux, pourra étre trés fruc-
tueuse, en associant & différentes architectures, nécessairement multi-échelles, différentes pos-
sibilités de régulation, puis en déterminant quelles sont celles qui assurent la résilience de
propriétés globales face & des perturbations globales ou locales.

Des allers-retours avec les applications

Proposer une architecture fournit une hypothése pour exploiter, organiser, interpréter
des données expérimentales et guider leur recueil ; les données recueillies conduisent & mo-
difier 'architecture proposée lorsque les possibilités qu’elle offre sont soit trop restreintes et
ne contiennent pas certains phénomeénes observés, soit bien plus vastes que les phénomeénes
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effectivement observés; cette nouvelle architecture peut & son tour guider le recueil de nou-
velles données.

Dans ce cadre, les collaborations potentielles sont nombreuses au sein méme d’Irstea (par
exemple, dans la suite des projets antérieurs, les foréts mélangées et les réseaux trophiques).

Premier pas vers le contréle complexe

Un systéme complexe une fois controlé n’a sans doute plus rien de complexe. Le controle
complexe est donc un oxymore ou une illusion si contréle est pris au sens d’imposer une
consigne. « Dans la trés haute complexité, le désordre devient liberté et l’ordre est beaucoup
plus régulation que contrainte. » En envisageant les structures de régulations, le « et » de
«un et un », les interactions, les informations échangées, qui font que « le tout est plus
que la somme des parties », qu’ « il existe des qualités émergentes, c’est-a-dire qui naissent
de l’organisation d’un tout, et qui peuvent rétroagir sur les parties », I'objectif peut étre
d’étudier comment ces structures de régulation conduisent & une restriction de I’ensemble
des possibles, au fait que « le tout est également moins que la somme des parties car les parties
peuvent avoir des qualités qui sont inhibées par l'organisation de l’ensemble » (citations de
[Morin, 1990]).

La premiére vertu de la restriction de ’ensemble des possibles peut étre de favoriser la
persistance du systéme complexe et des entités qui le composent au cours du temps.

Comment construire alors un ensemble, lois individuelles - lois d’interactions, tel que des
préoccupations de viabilité nécessairement locales favorise la viabilité de tous ?

Dans le formalisme de la viabilité, la question peut se poser ainsi : considérons N agents,

membres d’une méme entité globale.
Chaque agent 4 est caractérisé par ses propres variables d’état, x; € X; C R™, et ses propres
variables de contrdle, u; € RPi. Puisque tous les agents appartiennent & la méme entité
globale, chacune des dynamiques individuelles dépend des états et controles qui lui sont
propres mais est aussi influencée par les variables d’état de I’entité globale, x € X C R™ :

wi(t) = filwi(t), ui(t), x(t))
wi(t) € Ugai(t),z(t)) (5.1)

ot U;(z;,x) C RPi est 'ensemble des controles admissibles pour 'agent i lorsque son état
est x; et celui de 'entité globale est x.

A leur niveau, les agents sont confrontés a des contraintes de viabilité locales décrites par
L, CX;:

En outre, les variations des variables macroscopiques * € X C R"™ décrivant l'entité
globale dépendent de leur propres valeurs mais également des variables d’état et de controéle
locales :

2 (t) = fx(t), {oi(®) .~ {ui(®) 1, n)- (5.3)

Résoudre un tel probléme de viabilité consiste a trouver des fonctions de controle telles
que les contraintes soient satisfaites au cours du temps. L’utilisation du noyau de viabilité,
ensemble de dimension Zf[ n; +n dans ce cas, est impossible. De plus, envisager d’imposer
a chaque individu son comportement est irréaliste dans ce contexte. Il peut étre pertinent,
en revanche, de trouver des procédures d’identification de domaines de viabilité (ensembles
ayant les mémes propriétés que les noyaux sauf celle de plus grand ensemble) sous forme
de produits d’ensembles signifiants au niveau de chaque individu. Par exemple, est-ce que
le produit de noyaux de viabilités locaux, impliquant un individu et les informations qu’il
partage avec les autres, est un domaine de viabilité pour le systéme global? Si tel est le
cas, le gain supplémentaire est la calculabilité éventuelle de ce domaine puisqu’exprimable
comme produit de noyaux de viabilité de systémes de dimensions bien plus faibles.
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Titre D’oxymore en oxymore : du développement durable au contrble complexe

Résumé J'explique dans ce mémoire comment les questionnements sur ’évaluation de la
résilience de systémes écologiques et sociaux ainsi que sur la distinction de politiques d’ac-
tions pouvant étre qualifiées de durables, m’ont conduit & proposer des mesures basées sur
les concepts de la théorie mathématique de la viabilité. La mise en ceuvre de ces mesures
dans chaque cas particulier pose des problémes de modélisation et de calcul. Certaines ré-
ponses sont spécifiques au cas en question, d’autres comme les algorithmes de calcul peuvent
étre capitalisés pour se poser de nouvelles questions. Celles qui m’intéressent actuellement
concernent les architectures de régulation dans les systémes complexes, complexes au sens
ot les propriétés d’intérét globales sont résilientes a des perturbations locales.

Mots-clés Résilience, théorie de la viabilité, développement durable, contrdle, algorithme
de viabilité, régulation.

Title From one oxymoron to another : from sustainable development to complex control

Abstract 1 explain in this document how questions on the assessment of the resilience
of socio-ecological systems and questions on the distinction between action policies that
can be considered as sustainable, led me to propose measures based on concepts of the
mathematical viability theory. The implementation of these measures in each particular case
raises modeling and calculation issues. Some answers are specific to the particular case, but
others, such as algorithms, can be capitalized to ask new questions. My current focuses are
regulation architectures in complex systems when the properties of interest are global and
resilient to local disturbances.
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