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Résumé

Dans une première partie, nous proposons un nouveau modèle de chemostat dans le-
quel la population bactérienne est représentée de manière individu-centrée, structurée en
masse, et la dynamique du substrat est modélisée par une équation différentielle ordinaire.
Nous obtenons un processus markovien que nous décrivons à l’aide de mesures aléatoires.
Nous déterminons, sous une certaine renormalisation du processus, un résultat de conver-
gence en loi de ce modèle individu-centré hybride vers la solution d’un système d’équations
intégro-différentielles. Dans une seconde partie, nous nous intéressons à des modèles de
dynamiques adaptatives du chemostat. Nous reprenons le modèle individu-centré étudié
dans la première partie, auquel nous ajoutons un mécanisme de mutation. Sous des hy-
pothèses de mutations rares et de grande population, les résultats asymptotiques obtenus
dans la première partie nous permettent de réduire l’étude d’une population mutante
à un modèle de croissance-fragmentation-soutirage en milieu constant. Nous étudions la
probabilité d’extinction de cette population mutante. Nous décrivons également le modèle
déterministe associé au modèle individu-centré hybride avec mutations et nous comparons
les deux approches, stochastique et déterministe ; notamment nous démontrons qu’elles
mènent au même critère de possibilité d’invasion d’une population mutante dans une po-
pulation résidente. Nous présentons des simulations numériques illustrant les résultats
mathématiques obtenus.

Mots Clés : modèle individu-centré, processus de Markov, chemostat, convergence
étroite, dynamiques adaptatives, fitness d’invasion.
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Abstract

In the first part, we propose a new chemostat model in which the bacterial popula-
tion is mass structured and individual-based and the substrate dynamics are modelized
by an ordinary differential equation. We obtain a Markov process which we describe as
random measures. We determine, under a certain normalization of the process, a result of
convergence in distribution towards the solution of a system of integro-differential equa-
tions. In the second part, we are interested in adaptive dynamic models of the chemostat.
We add a mutation mechanism to the individual-based model which was studied in the
first part. Under rare mutations and large population size hypotheses, the asymptoti-
cal result of the first part allows us to reduce the study of the mutant population to a
growth-fragmentation-washout model in a constant environment. We study the extinction
probability of this mutant population. We also describe the deterministic model related to
the hybrid individual-based model with mutations and we compare these two approaches
(stochastic and deterministic). In particular we prove that the two approaches lead to
the same invasion criteria of a mutant population in a resident population. We present
numeric simulations in order to illustrate the mathematical results.

Key words : individual-based model, Markov process, chemostat, weak convergence,
adaptive dynamics, invasion fitness.
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Notations

Soit E un espace métrique localement compact. D(E,F ) désigne l’ensemble des fonc-
tions càdlàg de E à valeurs dans F . Nous désignerons par C0(E) (resp. CK(E) et Cb(E))
l’ensemble des fonctions réelles continues tendant vers 0 à l’infini (resp. à support compact,
bornées).

• Paramètres du chemostat et de la population bactérienne :
� D taux de soutirage, b taux de division, g vitesse de croissance des bactéries ;
� ρs dynamique du substrat ;
� µ(x) fonction de croissance (exemple fonction de Monod) ;
� noyau de division des bactéries Q(dα) = q(α) dα ;
� γ probabilité de mutation des bactéries, κ(c, h) dh noyau de mutation des bactéries.

• État du chemostat : St concentration en substrat, Yt concentration bactérienne (biomasse),
ξt(dx) = rt(x) dx densité de population en masse (modèle intégro-différentiel), νt(dx) po-
pulation bactérienne (modèle individu-centré).

• Notations individu-centrées : i, j indices des individus ; x, y, z . . . masses des individus ; M
masse maximale d’un individu ; c trait d’un individu, à l’instant t on note,
� Nt taille de la population ;
� νt(dx) =

∑Nt

i=1 δXi
t
(dx) ou νt(dc, dx) =

∑Nt

i=1 δCi
t ,Xi

t
(dc,dx), où Xi

t est la masse de l’in-
dividu i et Ci

t son trait ;
� ν̄t(dx) = 1

n

∑Nt

i=1 δXi
t
(dx), ν̄t(dx) = 1

n

∑Nt

i=1 δCi
t ,Xi

t
(dx) les populations renormalisées ;

� ηt(dx) =
∑Nt

i=1 δXi
t
(dx) modèle réduit de νt(dc, dx) =

∑Nt

i=1 δCi
t ,Xi

t
(dc, dx) ;

� Nk mesures aléatoires poissonniennes d’intensité nk représentant les entrées à événements
discrets des modèles individu-centrés ;

� L générateur infinitésimal.
• Notation du modèle intégro-différentiel réduit :
� G opérateur, G∗ son adjoint ;
� mt(x) densité de population en masse ;
� Λ valeur propre ;
� û, v̂, vecteurs propres.





Chapitre 1

Introduction

Le chemostat

Le chemostat, développé en 1950 par Novick et Szilard [54] et Monod [52] pour étudier
la croissance de populations de micro-organismes, est un dispositif expérimental dans
lequel des micro-organismes (bactéries, micro-algues,...) se développent en consommant
une ressource limitante, le substrat. Un apport en alimentation est assuré de manière
constante et continue. Une sortie, assurée par une pompe, permet de préserver le volume
constant. Le contenu du chemostat est continuellement agité de façon à ce que le mélange
puisse être considéré comme parfaitement homogène.

substrat substrat + biomasse

Le chemostat joue un rôle important aussi bien en microbiologie qu’en biotechnologie.
Ce procédé est utilisé notamment pour l’étude de croissance de micro-organismes [2] ainsi
que leurs adaptations évolutives [66], mais aussi, à une échelle industrielle, par exemple
pour le traitement des eaux usées [6].
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Le modèle de base du chemostat est relativement simple [61], il contient deux variables
d’état et peu de paramètres. Il existe toutefois de nombreuses extensions prenant en
compte la formation de flocs, de biofilms, etc. Par exemple, dans le domaine du traitement
des eaux usées par voie anaérobie, les acteurs du domaine s’appuient sur un modèle dit
ADM1 (Anaerobic Digestion Model No 1) contenant plusieurs dizaines de variables et
paramètres [5].

Les bioréacteurs fonctionnant selon ce mode sont maintenus dans des conditions de
mélange parfait et dans des régimes d’exploitation permanents où les populations bacté-
riennes sont de très grandes tailles.

Ces caractéristiques permettent à ces procédés d’être modélisés par des systèmes dif-
férentiels déterministes, dans la mesure où en grandes populations et dans certaines situa-
tions, l’aléa démographique peut être négligé. De plus les conditions de mélange parfait
permettent de négliger la répartition spatiale et d’exprimer ces modèles en terme de
concentrations moyennes au sein du chemostat. Dans sa version la plus simple, le modèle
du chemostat s’exprime sous la forme d’un système de deux équations différentielles cou-
plées, pour les concentrations respectives en biomasse et en substrat [61]. Cette approche
s’étend à plusieurs espèces bactériennes et à plusieurs substrats. La simplicité des mo-
dèles ainsi proposés a permis de faire appel à des outils efficients de l’automatique et a
permis d’améliorer les procédés biotechnologiques associés. Il semble maintenant toute-
fois nécessaire de faire progresser ces modèles. Plusieurs pistes sont possibles comme celle
consistant à prendre en compte les différentes sources d’aléa ou certaines structurations
de la population bactérienne ainsi que sa nature discrète. Tous ces aspects avaient en effet
été négligés dans les modèles précédents.

De plus le développement plus récent des technologies dites “omiques” telles que la
génomique et le séquençage de l’ADN à grande échelle est à la base d’un regain d’intérêt
pour les techniques de type chemostat [36]. Ces cultures bactériennes sont notamment un
modèle de laboratoire d’étude des phénomènes de sélection et d’évolution.

Au-delà de ces modèles fondés sur les équations différentielles déterministes, qui né-
gligent toute structuration des populations bactériennes, sont également apparus dans les
années 60 et 70 des modèles de croissances bactériennes structurés en taille ou en masse,
fondés sur des équations intégro-différentielles [25, 56], voir également la monographie
de Ramkrishna [57] sur ces équations dites de bilan de population (population balance
equations) pour des modèles de croissance-fragmentation.

Quelques travaux sont consacrés à la modélisation stochastique du chemostat. Crump
et O’Young [13] proposent un modèle de sauts purs pour la biomasse couplé à une équation
différentielle pour le substrat. Stephanopoulos et al. [62] proposent un modèle avec fluctua-
tions aléatoires du taux de dilution, le bruit est alors plutôt de nature environnemental,
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alors que dans le modèle précédent il était plutôt de nature démographique. Grasman
et al. [29] proposent un modèle de chemostat à 3 niveaux trophiques où l’aléa n’apparait
que dans le niveau supérieur. Imhof et Walcher [41] proposent également un modèle de
chemostat stochastique mais, comme dans les modèles précédents, le bruit est additionné
au modèle déterministe classique. En revanche, Campillo et al. [9] font émerger le bruit
démographique à partir d’une description de la dynamique à l’échelle microscopique.

Les modèles individu-centrés

On s’intéresse dans cette thèse à des modèles individu-centrés (IBM pour Individual-
Based Model) de chemostat. En contraste avec les modèles déterministes et en variables
continues, les IBM sont le plus souvent stochastiques et avec des variables toutes ou
en partie discrètes. Ces modèles sont généralement plus lourds à simuler et difficiles à
analyser, mais ils permettent de rendre compte de phénomènes inaccessibles à l’aide des
premiers modèles. La majorité des IBM sont décrits dans un premier temps en “langage
naturel” à l’aide de règles simples exprimées au niveau de l’individu. Ils peuvent alors
se décliner en modèles informatiques décrits de façon algorithmique. Il est important de
noter que cette approche de modélisation n’est à l’origine pas mathématique, elle a été
notamment popularisée par Huston et al. [39], DeAngelis et Gross [17], voir également la
monographie de Grimm et Railsback [30]. Dans certains cas ces modèles peuvent également
se décrire de façon mathématique à l’aide de processus de Markov. L’intérêt de cette
approche est de permettre l’analyse de ces IBM. On peut notamment démontrer, comme
nous le verrons dans cette thèse, la convergence d’un IBM vers un modèle de type intégro-
différentiel. Cette dernière approche a été développée dans une série de travaux : dans le cas
d’un modèle simple de position par Fournier et Méléard [24], d’évolution de populations
structurées en trait par Champagnat [10] puis étendu à la prise en compte de l’âge des
individus par Tran [64, 65].

Les IBM sont souvent des modèles spatialisés : en modélisation bactérienne on trouve
ainsi des IBM modélisant la croissance de biofilms [43]. Plus récemment Champagnat
et al. [12] ont proposé un modèle de chemostat avec ressources multiples où la population
bactérienne présente un caractère génétique susceptible d’évoluer.

Dans le cadre de modèle de croissance-fragmentation, Hatzis et al. [33] proposent un
IBM, sans prise en compte du substrat, et font le parallèle entre ce modèle et un modèle
intégro-différentiel.

Il existe également des modèles informatiques comme celui de Lee et al. [44] qui pro-
posent un modèle individu-centré de culture “batch” (c’est-à-dire un chemostat sans en-
trée, ni sortie) avec une population structurée en masse. Dans ce dernier modèle, comme
dans celui proposé par Champagnat et al. [12], la dynamique du substrat est décrite à
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l’aide d’équations différentielles déterministes. En effet, la différence d’échelle entre une
cellule bactérienne et une molécule de substrat permet de prendre une équation en limite
fluide pour le substrat et de conserver une description discrète pour les bactéries.

La théorie des dynamiques adaptatives

La théorie des dynamiques adaptatives est une branche relativement récente de la
théorie de l’évolution. Elle a été établie par exemple dans les travaux de Hofbauer et
Sigmund [35], Metz et al. [48, 47] et regroupe un ensemble de techniques permettant
d’étudier l’évolution phénotypique d’une population. L’idée est la suivante : on considère
une population structurée en trait (représentant une caractéristique de la population),
initialement monomorphique (c’est-à-dire que tous les individus possèdent le même trait)
et nous étudions la dynamique d’une population mutante dans cette population monomor-
phique. Pour cela, on définit la fitness d’invasion (ou simplement fitness) de la population
mutante, c’est-à-dire la valeur sélective caractérisant la possibilité d’invasion de la popu-
lation mutante. En dynamique adaptative, deux principales hypothèses sont généralement
posées :
• les mutations sont rares : cela permet de supposer que la population monomorphique
est dans un voisinage de son état d’équilibre lors de l’occurrence d’une mutation ;
• la taille de la population monomorphique est grande : l’effet de la population mu-
tante sur l’équilibre de la population monomorphique initiale sera alors négligeable
tant que le nombre d’individus mutants sera faible.

Ces dernières années, les modèles d’évolution ont engendré de nombreux travaux que
ce soit à l’aide d’équations intégro-différentielles par Diekmann et al. [18], Mirrahimi et al.
[51, 50] ou de modèles individu-centrés par Champagnat et al. [12], Tran [64] ( 1).

Des modèles de dynamiques adaptatives du chemostat ont été proposés pour des po-
pulations structurées en trait dans un contexte déterministe par Doebeli [19] et Mirrahimi
et al. [51] et dans un contexte probabiliste par Champagnat et al. [12]. Nous nous inté-
resserons, dans cette thèse, à des modèles de dynamiques adaptatives de chemostat où les
populations seront structurées en trait et en masse.

1.1 Les modèles de chemostat

Au Chapitre 2, nous présentons quatre différents modèles de chemostat. Pour chacun
de ces modèles, nous nous plaçons sous des hypothèses de mélange parfait, ce qui permet
de négliger l’aspect spatial du chemostat.

1. Une liste de références sur le développement et les applications de la théorie des dynamiques adap-
tatives est tenue par Eva Kisdi à l’adresse suivante : http://mathstat.helsinki.fi/~kisdi/addyn.htm.

http://mathstat.helsinki.fi/~kisdi/addyn.htm
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Tout d’abord, nous présentons le modèle le plus simple, donné par un système d’équa-
tions différentielles ordinaires décrivant les évolutions des concentrations en biomasse et
en substrat [61].

Nous présentons ensuite un modèle intégro-différentiel, dans lequel la population bac-
térienne est représentée par sa densité en masse. Ce modèle fait intervenir les mécanismes
de croissance et de division bactériennes et permet une description plus fine des méca-
nismes agissant sur les bactéries. Ce modèle fût introduit en 1967 par Fredrickson et al.
[25] et Ramkrishna [56].

Les deux autres modèles présentés dans ce chapitre sont les modèles microscopiques
et aléatoires des deux premiers modèles. Nous présentons un modèle hybride dans lequel
la population bactérienne est représentée par un processus de naissance et mort, alors que
la concentration en substrat suit une équation différentielle ordinaire.

Enfin nous présentons un nouveau modèle de chemostat : un modèle individu-centré
structuré en masse. Ce modèle est un modèle hybride dans lequel la population bac-
térienne est représentée de manière discrète alors que la concentration en substrat est
décrite de manière continue. Nous considérons quatre mécanismes agissant sur le système
bactérie/substrat :
• Tout d’abord nous supposons qu’une bactérie de masse x ∈ [0,M ] se divise, au

taux b(S, x), où S est la concentration en substrat, en deux bactéries αx et (1 −
α)x. La proportion de division α est donnée par un noyau de division Q(dα), nous
permettant de considérer le cas de la mitose parfaite (les deux bactéries filles issues
de la division ont des masses identiques) ainsi que des cas de division asymétrique.
• Les individus sont soutirés du chemostat, au taux D, où D est le taux de dilution
du chemostat.
• Un individu de masse x consomme le substrat S présent dans le chemostat pour

croître en masse à une vitesse g(S, x).
• Enfin la concentration en substrat (St)t≥0 suit la dynamique suivante, comprenant

l’entrée/sortie du substrat dans le chemostat (apport en substrat en concentration
sin et soutirage) ainsi que la consommation du substrat par les bactéries :

d
dtSt = D(sin − St)−

k

V

Nt∑
i=1

g(St, Xi
t)

où V est le volume du chemostat, k un coefficient stoechiométrique et Nt le nombre
d’individus au temps t.

Les deux premiers mécanismes (division et soutirage) sont discrets et aléatoires alors
que les deux derniers mécanismes (croissance bactérienne et dynamique du substrat) sont
continus et déterministes. La population bactérienne sera décrite à l’aide de la mesure
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aléatoire :

νt(dx) =
Nt∑
i=1

δXi
t
(dx)

où Xi
t , i = 1, . . . , Nt, représente le i-ième individu de la population. L’évolution de l’état

(St, νt) du système peut alors être décrite à l’aide de mesures aléatoires de Poisson, N1

et N2, décrivant les mécanismes discrets de division et de soutirage de la population. Les
intensités de ces mesures aléatoires de Poisson intègrent les mécanismes du modèle décrit
précédemment et seront précisées au Chapitre 2. Le processus (St, νt)t≥0 s’écrira alors de
la façon suivante :

(St, νt) = At(S0, ν0)

+
∫∫∫∫

[0,t]×N∗×[0,1]2

1{j≤Nu−} 1{0≤θ≤b(Su,Xj
u− )/b̄}

[
At−u(Su, νu− − δXj

u−
+ δαXj

u−
+ δ(1−α)Xj

u−
)

−At−u(Su, νu−)
]
N1(du,dj,dα,dθ)

+
∫∫

[0,t]×N∗
1{j≤Nu−}

[
At−u(Su, νu− − δXj

u−
)−At−u(Su, νu−)

]
N2(du,dj)

où At décrit les évolutions continues déterministes (croissance bactérienne et dynamique
du substrat) entre les instants de sauts de la population.

Nous obtenons ainsi un processus markovien, dont l’expression du générateur infinité-
simal, sur une classe particulière de fonctions, est la suivante :

LΦ(s, ν) déf=
(
D(sin − s)− k

V 〈ν, g(s, .)〉
)
∂sF (s, 〈ν, f〉) + 〈ν, g(s, .) f ′〉 ∂xF (s, 〈ν, f〉)

+
∫ M

0
b(s, x)

∫ 1

0

[
Φ(s, ν − δx + δαx + δ(1−α)x)− Φ(s, ν)

]
Q(dα) ν(dx)

+D

∫ M

0

[
Φ(s, ν − δx)− Φ(s, ν)

]
ν(dx)

pour
Φ(s, ν) déf= F (s, 〈ν, f〉) .

À notre connaissance, il s’agit du premier modèle individu-centré simple, structuré en
masse, de chemostat. Notons que ce modèle peut aussi se comprendre comme un processus
markovien déterministe par morceaux. Les résultats présentés ici sont également valables
en culture batch, c’est-à-dire pour D = 0.
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1.2 Convergence du processus microscopique et simulation

Au Chapitre 3, nous considérons le processus (Snt , νnt )t≥0 décrit précédemment avec
un volume V n = nV et une population initiale de taille n. Nous décrivons, sous une
certaine renormalisation, le processus renormalisé (Snt , ν̄nt )t≥0 associé au processus précé-
dent et nous démontrons, sous certaines hypothèses, la convergence en loi du processus
(Snt , ν̄nt )t≥0 vers la solution (St, rt)t≥0 du système intégro-différentiel :

d
dtSt = D (sin − St)−

k

V

∫ M

0
g(St, x) rt(x) dx ,

∂

∂t
rt(x) + ∂

∂x

(
g(St, x) rt(x)

)
+
(
b(St, x) +D

)
rt(x)

= 2
∫ 1

x/M

1
α b
(
St,

x
α

)
rt
(
x
α

)
Q(dα) .

où la seconde équation est à prendre au sens faible.
Cette convergence consiste à faire tendre le nombre d’individus ainsi que le volume

du chemostat vers l’infini. Pour démontrer ce résultat, nous nous inspirons des méthodes
utilisées pour des modèles spatialisés [24], structurés en trait [11] ou structurés en trait
et en âge [65] et nous étendons ces méthodes à notre modèle : un modèle individu-centré
structuré en masse couplé à une équation différentielle pour la dynamique du substrat.
Ces travaux ont donné lieu à une première publication [8].

La convergence du modèle individu-centré vers le modèle intégro-différentiel sera illus-
trée par des simulations numériques au Chapitre 5, dans lequel nous comparons égale-
ment ces deux modèles structurés en masse aux deux modèles non structurés présentés au
Chapitre 2. Ces travaux ont donné lieu à une seconde publication [26]. Dans ce chapitre
nous faisons également l’étude numérique du modèle de chemostat avec mutations.

1.3 Dynamiques adaptatives

Au Chapitre 4, nous étudions des modèles de dynamiques adaptatives du chemostat.
Nous présentons une démarche probabiliste puis une démarche déterministe et faisons le
lien entre ces deux démarches.

Dans les modèles présentés dans ce chapitre, nous supposons que la population initiale
est monomorphique, c’est-à-dire que tous les individus possèdent le même trait. Nous ap-
pelons cette population la population résidente. Lors de l’occurrence d’une mutation, un
nouveau trait apparait, les individus possédant ce trait constituent la population mutante.
Nous nous plaçons sous les hypothèses de mutations rares et de grande population. Ainsi,
nous supposons que la population résidente atteint un voisinage de son équilibre avant
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l’occurrence d’une mutation. La population mutante évolue donc, au voisinage de son
temps d’apparition et aussi longtemps qu’elle reste en faible effectif, dans un milieu sup-
posé constant, l’effet de la population mutante sur l’équilibre de la population résidente
étant négligeable tant que le nombre d’individus mutants est faible. Les modèles proposés
se réduisent alors à des modèles de croissance-fragmentation-soutirage en milieu constant.

Nous décrivons tout d’abord le modèle individu-centré présenté au Chapitre 2 pour
lequel nous ajoutons un phénomène de mutation lors de la division bactérienne. La popu-
lation sera alors structurée en trait et en masse. La fitness sera définie, pour ce modèle,
comme étant la probabilité de survie de la population mutante. Nous étudions la proba-
bilité d’extinction d’une population mutante en fonction de la masse du mutant. Dans le
cas structuré en âge, étudié par Tran [64], l’âge d’un mutant est toujours 0, la probabilité
d’extinction de la population mutante ne dépend donc pas de l’âge du mutant initial.
Dans le cas structuré en masse étudié dans cette thèse, la masse d’un mutant est variable,
la probabilité p(x0) d’extinction d’une population mutante dépend donc de la masse x0

du mutant initial et est solution fonctionnelle de :

p(x0) =
∫ ∞

0
De−D t e−

∫ t
0 b(Au(x0)) du dt

+
∫ ∞

0
b(At(x0)) e−

∫ t
0 b(Au(x0)) du−D t

∫ 1

0
q(α) p

(
αAt(x0)

)
p
(
(1− α)At(x0)

)
dα dt

où At représente le flot de croissance de la population mutante dans l’équilibre de la
population résidente.

Nous décrivons ensuite le modèle intégro-différentiel associé au modèle individu-centré
avec mutations. Pour ce modèle, la fitness sera définie comme étant le taux de croissance
de la population. L’étude de la possibilité d’invasion se fait alors par l’étude d’un problème
aux valeurs propres et est caractérisée par le signe de la valeur propre dominante Λ.

Nous faisons ensuite le lien entre ces deux démarches et démontrons qu’elles mènent
au même critère de possibilité d’invasion d’une population mutante dans une population
résidente :

(i) si Λ > 0 alors p(x) < 1, pour tout x ;

(ii) si Λ < 0 alors p(x) = 1, pour tout x.

À la Section 5.2, nous déterminerons numériquement, sur un exemple particulier, un
état stationnaire pour le modèle intégro-différentiel, correspondant à un trait résident ne
permettant à aucune population mutante d’envahir le chemostat. Le résultat précédent
nous permet alors d’en déduire que ce trait ne permet aucune invasion de population
mutante également pour le modèle individu-centré. L’étude de la probabilité d’extinction
du modèle individu-centré aurait été plus compexe à calculer que la valeur propre Λ,
notament lorsque la probabilité d’extinction est différente de 1, mais très proche de 1.
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Enfin, nous donnons, sous des hypothèses convenables, un résultat de monotonie de
la probabilité d’extinction de la population mutante en fonction de la concentration en
substrat à l’équilibre de la population résidente :

pS
1(x) ≥ pS2(x) , ∀ 0 < S1 ≤ S2

où pS(x) représente la probabilité d’extinction, dans le milieu S (concentration en substrat
à l’équilibre de la population résidente), de la population mutante partant d’un individu
initial de masse x.

Ce travail a été fait notamment en collaboration avec Nicolas Champagnat (Inria,
Nancy). Les résultats numériques présentés à la Section 5.2 font partie d’une collabo-
ration initialisée avec Otso Ovaskainen (“Metapopulation Research Group”, Université
d’Helsinki).

1.4 Perspectives

Le principal apport de cette thèse est la construction d’un modèle individu-centré
structuré en masse couplé à une dynamique de substrat décrite de façon continue, ainsi
que son analyse et son implémentation numérique. De tels modèles hybrides rencontrent
un succès grandissant dans divers domaines y compris applicatifs. Les modèles présentés
ici ainsi que les algorithmes de simulation associés s’étendent sans difficulté à des cas à
plusieurs espèces bactériennes et à plusieurs types de substrat. En particulier sur le plan
informatique, nous avons adopté un formalisme orienté objet afin de réaliser des codes de
simulation que l’on peut facilement étendre à plusieurs espèces et substrats. L’hybridation
peut également porter sur les populations bactériennes, on peut en effet considérer une po-
pulation en grande taille modélisée à l’aide d’un modèle intégro-différentiel, couplée à une
population en petite taille modélisée de façon individu-centrée. Les outils d’analyse ainsi
que les outils de simulation numérique présentés dans cette thèse s’étendent facilement à
ce cas.

Nous avons démontré un résultat de convergence, en grande population, du modèle
microscopique décrit au Chapitre 2. Il serait intéressant d’établir un théorème central
limite associé à cette convergence afin d’obtenir des vitesses de convergence du processus
microscopique vers la solution du système intégro-différentiel.

D’autre part, il serait intéressant d’étudier les déviations exponentielles associées à
cette convergence. En effet, la probabilité d’invasion obtenue au Chapitre 4 nous permet-
trait alors de faire le lien entre le modèle microscopique avec mutations et le processus de
Trait Substitution Sequence structuré par masse.





Chapitre 2

Les modèles de chemostat

Dans ce chapitre, nous présentons quatre modèles différents de chemostat. Nous intro-
duisons tout d’abord le modèle classique, défini par un couple d’équations différentielles,
puis le modèle de bilan de population proposé par Fredrickson et al. [25] et un processus
de naissance et mort. Enfin nous proposons un nouveau modèle : un modèle hybride dans
lequel la population bactérienne est représentée de manière individu-centrée et structurée
en masse alors que la concentration en substrat est décrite par une équation différentielle.
Nous donnons une description explicite du processus markovien décrivant l’évolution du
substrat et de la population bactérienne de ce modèle individu-centré et nous déterminons
son générateur infinitésimal.

2.1 Le modèle différentiel classique

Le modèle classique du chemostat est donné par le couple d’équations différentielles
suivant [61] :

d
dtSt = D (sin − St)− k µ(St)Yt (2.1)

d
dtYt =

(
µ(St)−D

)
Yt , (2.2)

où :
• St et Yt sont respectivement la concentration en substrat et la concentration bacté-
rienne (mg/l) qui sont supposées uniformes dans le chemostat ;
• D est le taux de dilution (1/h) ;
• sin la concentration en substrat en entrée (mg/l) :
• k est un coefficient stoechiométrique correspondant à l’inverse du coefficient de ren-
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dement.

Le taux de croissance spécifique µ peut, par exemple, suivre une cinétique de Monod :

µ(s) = µmax
s

Ks + s
(2.3)

où µmax est le taux maximal de croissance et Ks la constante de demi-saturation.

Ce modèle présente la loi de conservation suivante :

d
dt (St + k Yt) = D (sin − (St + k Yt)) ,

ainsi :

St + k Yt = (S0 + k Y0 − sin) e−D t + sin .

2.2 Le modèle intégro-différentiel

Au lieu de représenter la dynamique de la population bactérienne dans le chemostat à
travers la variable d’état global Yt, on peut représenter l’état de la population structurée
en masse c’est-à-dire considérer la densité de population rt(x), en masse, dans un volume
de référence V . Alors : ∫ m1

m0
rt(x) dx

représente le nombre d’individus ayant une masse comprise entre m0 et m1 et le lien avec
la concentration bactérienne est :

Yt
déf= 1

V

∫ M

0
x rt(x) dx

où 0 < M ≤ ∞ est la masse maximale d’une bactérie. Nous nous restreignons ici au
cas M < ∞, c’est-à-dire que nous supposons qu’une bactérie ne peut pas atteindre une
masse indéfiniment grande, bien que les résultats s’étendent au casM =∞. Les équations
d’évolution pour le couple (St, rt(x)) ont été établies par Fredrickson et al. [25] pour des
modèles de croissance-fragmentation, voir également Ramkrishna [56] :

d
dtSt = D (sin − St)−

k

V

∫ M

0
g(St, x) rt(x) dx , (2.4)

∂

∂t
rt(x) + ∂

∂x

(
g(St, x) rt(x)

)
+
(
b(St, x) +D

)
rt(x)

= 2
∫ 1

x/M

1
α b
(
St,

x
α

)
rt
(
x
α

)
Q(dα) (2.5)
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pour 0 < x < M . Ici, comme pour le modèle précédent, la concentration en substrat St
(mg/l) est supposée uniforme dans le chemostat. Ce modèle est constitué de l’équation de
bilan de population (population balance equation en anglais) couplée à l’équation de bilan
de masse du substrat.

Dans (2.4)-(2.5), g(s, x) et b(s, x) représentent respectivement la vitesse de croissance
et le taux de division d’une bactérie de masse x dans un milieu dont la concentration en
substrat est s. En cas de division, la proportion de masse des bactéries filles est donnée
par le noyau de probabilité Q(dα) définie sur [0, 1].

Détaillons maintenant ces fonctions :

(i) Division bactérienne – Un individu de masse x se divise, au taux b(s, x) en deux
individus de masses αx et (1− α)x :

x

↵x

(1 � ↵) x

taux b(s, x)

où α est distribuée selon une loi de probabilité de noyau Q(dα) sur [0, 1] et s est la
concentration en substrat. Nous supposons le noyau de division Q(dα) symétrique
par rapport à 1

2 , c’est-à-dire :

Q(dα) = Q(1− dα) .

En cas de mitose parfaite, une cellule de masse x se divise en deux cellules de masses
x
2 , de sorte que Q(dα) = δ1/2(dα), l’Équation (2.5) devient donc :

∂

∂t
rt(x) + ∂

∂x

(
g(St, x) rt(x)

)
+
(
b(St, x) +D

)
rt(x)

= 4 b(St, 2x) rt(2x) 1{2x≤M} . (2.6)

Dans les cas à densité Q(dα) = q(α) dα, ce qui n’est pas le cas de la mitose parfaite,
nous supposons que q(0) = q(1) = 0 :

0 1

q(↵)

Les cellules filles, issues de la division d’une cellule de masse x, ont une masse dis-
tribuée suivant le noyau de densité 1

y q(
y
x), défini sur [0, x]. L’Équation (2.5) devient
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alors :

∂

∂t
rt(x) + ∂

∂x

(
g(St, x) rt(x)

)
+
(
b(St, x) +D

)
rt(x)

= 2
∫ M

x

b(St, z)
z

q

(
x

z

)
rt(z) dz . (2.7)

Relativement à leur masse, le noyau de division est donc le même pour tous les
individus. Ceci nous permet de réduire le modèle à un unique noyau de division,
mais des noyaux plus complexes peuvent aussi être considérés.

(ii) Croissance – La fonction de croissance g : R+ × [0,M ] 7→ R+ décrit l’évolution de
la masse d’un individu dans le chemostat, c’est-à-dire que dans le modèle (2.4)-(2.5),
la masse d’une bactérie partant de la masse m0 à un temps donné t0 évolue selon :

d
dtxt = g(St, xt) , t ≥ t0 , xt0 = m0

jusqu’au temps de division ou de soutirage. Afin d’assurer que la masse d’une bactérie
reste entre 0 et M , on suppose que :

g(s, 0) = g(s,M) = 0 , ∀s ≥ 0 .

En intégrant l’Équation (2.5) contre 1
V x dx, on obtient l’équation d’évolution de la

concentration en biomasse :

d
dtYt + 1

V

∫ M

0
x
∂

∂x

(
g(St, x) rt(x)

)
dx+ 1

V

∫ M

0
x b(St, x) rt(x) dx+DYt

= 2
V

∫ M

0
x

∫ 1

x/M

1
α b
(
St,

x
α

)
rt
(
x
α

)
Q(dα) dx ,

en utilisant le théorème de Fubini et en faisant un changement de variable, on obtient :

∫ M

0
x

∫ 1

x/M

1
α b
(
St,

z
α

)
rt
(
z
α

)
Q(dα) dx =

∫ M

0

∫ 1

0
z b(St, z)αQ (dα) rt(z) dz ,

de plus, par symétrie de Q par rapport à 1
2 :

∫ 1

0
αQ (dα) =

∫ 1

0
(1− α)Q (dα) = 1−

∫ 1

0
αQ (dα) ,

ainsi ∫ 1

0
αQ (dα) = 1

2
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d’où

2
∫ M

0
x

∫ 1

x/M

1
α b
(
St,

z
α

)
rt
(
z
α

)
Q(dα) dx =

∫ M

0
z b(St, z) rt(z) dz .

Comme de plus g(St, 0) = g(St,M) = 0, par intégration par partie :

∫ M

0
x
∂

∂x

(
g(St, x) rt(x)

)
dx = −

∫ M

0
g(St, x) rt(x) dx .

Donc, finalement :

d
dtYt = 1

V

∫ M

0
g(St, x) rt(x) dx−DYt .

On peut alors aisément faire le lien entre le modèle (2.4)-(2.5) et le modèle classique
du chemostat (2.1)-(2.2). Tout d’abord, le modèle intégro-différentiel présente la même
loi de conservation que le modèle classique :

d
dt
(
St + k Yt

)
=D (sin − (St + k Yt)) .

De plus, supposons que :

1
V

∫ M

0
g(St, x) rt(x) dx = µ(St)Yt

ce qui est le cas quand la fonction de croissance x 7→ g(s, x) est proportionnelle à x (ce
qui ne vérifie pas les hypothèses faites sur g), i.e. g(s, x) = µ(s)x. Alors les concentra-
tions en biomasse et en substrat (St, Yt)t≥0 sont la solution du système fermé d’équations
différentielles (2.1)-(2.2).

2.3 Le processus de naissance et mort

Nous considérons un modèle hybride où la concentration en substrat St suit la même
dynamique continue que (2.1) :

d
dtSt = D (sin − St)− k µ(St)

m

V
Yt (2.8)

mais où m est la masse moyenne d’un individu et Yt est le nombre d’individus dans
le chemostat. La dynamique de Yt est discrète et stochastique, à savoir un processus
stochastique de naissance et mort, où au temps t et conditionnellement à Yt = n, le
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processus saute de n à n+ 1 au taux µ(St) et saute de n à n− 1 au taux D, c’est-à-dire :

Yt+h = n+



1 avec probabilité µ(St)nh+ o(h) ,

−1 avec probabilité Dnh+ o(h) ,

0 avec probabilité 1− µ(St)nh−Dnh+ o(h) ,

i avec probabilité o(h) for all i 6= 0, 1,−1, i ≥ −n

(2.9)

pour h > 0 infinitésimalement petit.

La simulation du système (2.8)-(2.9) se fait à l’aide d’une adaptation de l’algorithme
de simulation stochastique classique, développé par Colin S. Gillespie [28]. C’est un al-
gorithme de simulation exact, dans lequel la seule approximation provient du schéma de
résolution numérique de l’EDO (2.8). Il est “exact” dans la mesure où il simule une réa-
lisation de la loi exacte du processus (St,Yt) donné par (2.8)-(2.9). Pour appliquer cet
algorithme, nous supposons qu’il existe µ̄ <∞ tel que :

µ(s) ≤ µ̄ , ∀s ≥ 0 .

Alors l’algorithme de simulation du processus de naissance et mort défini précédem-
ment est donné par l’Algorithme 2.1.

tirer (S0,Y0)
Y ← Y0
t← 0
tant que t ≤ tmax faire
τ ← (µ̄+D)Y
∆t ∼ Exp(τ)
intégrer l’équation du substrat (2.8) sur [t, t+ ∆t]
t← t+ ∆t
u ∼ U [0, 1]
si u ≤ µ(St)/(µ̄+D) alors
Y ← Y + 1 % division

sinon si u ≤ (µ(St) +D)/(µ̄+D) alors
Y ← Y − 1 % soutirage

fin si
fin tant que

Alg. 2.1: Algorithme de Gillespie du processus de naissance et mort (2.8)-(2.9).

De la représentation (2.9), on déduit que l’espérance du nombre de bactéries dans le



2.4. LE MODÈLE INDIVIDU-CENTRÉ 17

chemostat suit l’équation d’évolution suivante :

d
dtE(Yt) = E

(
(µ(St)−D)Yt

)
.

Ainsi, en prenant l’espérance des deux concentrations, on retrouve la loi de conservation
obtenue pour les deux modèles déterministes présentés précédemment, à savoir :

d
dtE

(
St + k

V
mYt

)
= D

(
(sin − E

(
St + k

V
mYt

))
.

2.4 Le modèle individu-centré

2.4.1 Description de la dynamique

On considère un modèle de chemostat individu-centré et structuré en masse où la
population bactérienne est représentée sous forme d’individus se développant dans un
milieu parfaitement mélangé de volume V (l). Chaque individu est uniquement caractérisé
par sa masse :

x ∈ [0,M ] .

Ce modèle ne tient pas compte de la spatialisation. À l’instant t le système est caractérisé
par le couple :

(St, νt) (2.10)

où

• St est la concentration en substrat (mg/l) supposée uniforme dans le volume ;
• νt représente la population bactérienne. Nous noterons Nt le nombre d’individus de

la population et la masse de l’individu i sera notée Xi
t (mg) pour i = 1, . . . , Nt.

Il sera commode de représenter cette population (Xi
t)i=1,...,Nt à l’instant t sous la

forme de la mesure ponctuelle suivante :

νt(dx) =
Nt∑
i=1

δXi
t
(dx) . (2.11)

La dynamique du chemostat combine des évolutions discrètes, la division cellulaire
et le soutirage des bactéries, ainsi que des évolutions continues, la croissance de chaque
individu et la dynamique du substrat. Nous décrivons maintenant les 4 composantes de
la dynamique, d’abord les évolutions discrètes et ensuite les évolutions continues entre les
événements discrets.
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(i) Division cellulaire – Chaque individu de masse x se divise au taux b(s, x) en deux
individus de masses αx et (1− α)x :

x

↵x

(1 � ↵) x

taux b(s, x)

où la proportion α est distribuée selon une loi de probabilité Q(dα) sur [0, 1], et s
est la concentration en substrat.

La fonction b(s, x) est par exemple indépendante de la concentration s en substrat
et est de la forme suivante qui sera utilisée dans les simulations :

0 2 4 6 8 10

masse x (mg)

0.0

0.4

0.8

1.2

1.6

ta
u

x
d

e
d

iv
is

io
n
b(
x

)

10−11

mdiv

ainsi en dessous d’une certaine masse mdiv on suppose que la cellule ne peut pas se
diviser. Daoutidis et Henson [15], Henson [34] ont proposé des modèles où ce taux
dépend également de la concentration s.

On suppose que la loi Q(dα) est symétrique par rapport à 1
2 , i.e. :

Q(dα) = Q(1− dα) .

Elle peut admettre une densité Q(dα) = q(α) dα qui sera donc symétrique :

0 1

q(↵)

Ainsi le noyau de distribution des masses y des cellules filles issues de la division
d’un individu de masse x est K(x,dy) = Q( 1

x dy), porté par [0, x]. Dans le cas de
la mitose parfaite un individu de masse x se divise en deux individus de masse x

2 et
donc Q(dα) = δ1/2(dα).
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On a donc supposé que le noyau de division est identique pour tous les individus
relativement à leur masse. Cela permet de se ramener à un unique noyau de division.
On peut imaginer des scénarios plus complexes.

(ii) Soutirage – Chaque individu est soutiré du chemostat au taux D. On se place dans
le cadre d’une hypothèse de mélange parfait, les individus sont donc uniformément
répartis dans le volume V quelque soit leur masse. Au cours d’un pas de temps δ,
un volume total DV δ est soutiré du chemostat :

V (volume total)

D V � (volume soutiré durant un intervalle de temps �)

et donc, si on suppose que tous les individus ont un même volume considéré comme
négligeable, durant cet intervalle de temps δ, un individu a une probabilitéD δ d’être
soutiré du chemostat, D est donc le taux de soutirage.

Sous des hypothèses de mélange non-parfait, on pourrait imaginer des modèles plus
complexes où le taux de soutirage dépendrait de la masse de l’individu. Dans ce cas, il
ne coïnciderait plus avec le taux de dilution du chemostat. La majorité des résultats
présentés dans cette thèse se généralisent sans difficulté à un taux de soutirage
dépendant de la masse de l’individu, s’il est borné et suffisamment régulier.

Lors de la division d’un individu, la taille de la population passe instantanément de Nt à
Nt + 1 ; lors du soutirage d’un individu cette taille passe instantanément de Nt à Nt − 1 ;
entre chaque événement discret la taille Nt de la population est constante et le chemostat
évolue selon les deux mécanismes suivants :

(iii) Croissance de la masse de chaque individu – Chaque individu de masse x croît
à la vitesse g(St, x) :

d
dtX

i
t = g(St, Xi

t) , i = 1, . . . , Nt (2.12)

où g : R+ × [0,M ] 7→ R+ est donnée. En pratique, on considérera le modèle de
Gompertz :

g(s, x) déf= r(s) log
(M
x

)
x
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où le taux de croissance dépend de la concentration en substrat selon une loi de
Monod :

r(s) = rmax
s

kr + s
.

(iv) Dynamique de la concentration en substrat – La concentration en substrat
évolue selon l’équation différentielle :

d
dtSt = ρs(St, νt) (2.13)

où

ρs(s, ν) déf= D(sin − s)− k µ(s, ν) ,

µ(s, ν) déf= 1
V

∫ M

0
g(s, x) ν(dx) = 1

V

N∑
i=1

g(s, xi)

avec ν =
∑N
i=1 δxi et :

• D est le taux de dilution (1/h),
• sin la concentration en entrée (mg/l),
• k l’inverse du coefficient de rendement,
• V le volume représentatif (l).
L’Équation (2.13) s’obtient à l’aide d’un bilan des masses, S0 peut éventuellement
être aléatoire.

Hypothèses 2.4.1. Afin d’assurer l’existence et l’unicité des solutions des équations
différentielles (2.12) et (2.13), on suppose que l’application g(s, x) est de classe C0,1(R+×
[0,M ]) et qu’elle est lipschitzienne en s uniformément en x, c’est-à-dire qu’il existe une
constante kg > 0 telle que :

∣∣g(s1, x)− g(s2, x)
∣∣ ≤ kg |s1 − s2| (2.14)

pour tous s1, s2 ≥ 0 et tout x ∈ [0,M ]. On suppose de plus que :

0 < g(s, x) ≤ ḡ (2.15)

pour tous s > 0 et x ∈]0,M [, et qu’en l’absence de substrat les bactéries ne croissent pas,
c’est-à-dire :

g(0, x) = 0 (2.16)
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pour tout x ∈ [0,M ]. Afin que la masse d’une bactérie soit comprise entre 0 et M , on
suppose finalement que :

g(s, 0) = g(s,M) = 0 (2.17)

pour tout s ≥ 0.

2.4.2 Algorithme

t← 0
tirer (S0, ν0 =

∑N0
i=1 δXi

t
)

tant que t ≤ tmax faire
N ← 〈νt, 1〉
τ ← (b̄+D)N
∆t ∼ Exp(τ)
intégrer les équations des masses (2.12) et du substrat (2.13) sur [t, t+ ∆t]
t← t+ ∆t
choisir x uniformément dans {Xi

t ; i = 1, . . . , Nt}
u ∼ U [0, 1]
si u ≤ b(St, x)/(b̄+D) alors
α ∼ Q
νt ← νt − δx + δαx + δ(1−α)x % division

sinon si u ≤ (b(St, x) +D)/(b̄+D) alors
νt ← νt − δx % soutirage

fin si
fin tant que

Alg. 2.2: Simulation de Monte Carlo “exacte” du modèle individu-centré : les seules ap-
proximations résident dans la résolution numérique des systèmes d’équations différentielles
et dans les générateurs de nombres pseudo-aléatoires.

Dans le modèle décrit précédemment, le taux de division b(s, x) dépend de la concen-
tration en substrat s et de la masse x de chaque individu qui évoluent continûment selon
le système d’équations différentielles couplées (2.12) et (2.13). Pour simuler les divisions,
on utilise une technique de majoration : on suppose qu’il existe b̄ fini tel que pour tout
(s, x) ∈ R+ × [0,M ] :

b(s, x) ≤ b̄. (2.18)

À un instant t si la population est de taille N , une borne supérieure pour le taux d’événe-
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ment, division et soutirage confondus, au niveau de la population est alors donnée par :

τ
déf= (b̄+D)N .

À l’instant t+∆t avec ∆t ∼ Exp(τ), on déterminera par acceptation/rejet si un événement
est survenu et de quel type il est. Pour cela on fait évoluer les masses des N individus
et la concentration en substrat à l’aide du système différentiel couplé (2.12) et (2.13)
sur l’intervalle [t, t + ∆t]. Ensuite on tire un individu au hasard uniformément parmi la
population ν(t+∆t)− , la population à l’instant t + ∆t avant un éventuel événement. On
note x(t+∆t)− la masse de cet individu, alors :

(i) Avec probabilité
b̄

(b̄+D)

on détermine s’il y a eu division par acceptation/rejet :
• il y aura division, c’est-à-dire :

νt+∆t = ν(t+∆t)− − δx(t+∆t)−
+ δαx(t+∆t)−

+ δ(1−α)x(t+∆t)−
avec α ∼ Q (2.19)

avec probabilité b(St, x(t+∆t)−)/b̄ ;
• et aucun événement avec probabilité 1− b(St, x(t+∆t)−)/b̄.
En conclusion l’événement (2.19) survient avec probabilité :

b
(
St, x(t+∆t)−

)
b̄

b̄

(b̄+D)
=
b
(
St, x(t+∆t)−

)
(b̄+D)

.

(ii) Avec probabilité :
D

(b̄+D)
= 1− b̄

(b̄+D)

l’individu est soutiré, c’est-à-dire :

νt+∆t = ν(t+∆t)− − δx(t+∆t)−
. (2.20)

En conclusion, on a les événements suivants :
division (2.19) avec probabilité

b(St,x(t+∆t)− )

(b̄+D)
,

soutirage (2.20) avec probabilité D

(b̄+D)

et aucun événement (rejet) avec la probabilité restante. Les détails sont donnés dans
l’Algorithme 2.2.
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Sur le plan technique la numérotation des individus est la suivante : les individus sont
numérotés de 1 à N à l’initialisation ; en cas de division la cellule fille αx reprend l’indice
de la cellule mère et la cellule fille (1 − α)x prend l’indice N + 1 ; en cas de soutirage
l’individu d’indice N reprend l’indice de la cellule soutirée.

2.4.3 Notations

Avant de proposer une description mathématique explicite du processus (St, νt)t≥0

nous introduisons quelques notations.

Mesures ponctuelles

La notation (2.11) désignant la population de bactéries semble quelque peu abstraite
mais elle permettra de faire le lien entre le “discret” – mesures ponctuelles discrètes de
comptage finies – et le “continu” – mesures continues de densité de population – dans le
cadre d’études asymptotiques en grande population. En effet, pour toute mesure ν(dx)
définie sur R+ et toute fonction ϕ : R+ 7→ R on définit :

〈ν, ϕ〉 déf=
∫
R+
ϕ(x) ν(dx) .

Cette notation est valide dans le cas de mesures continues comme dans le cas de me-
sures ponctuelles comme νt(dx) définie par (2.11). Dans ce dernier cas on a 〈νt, ϕ〉 =∑Nt
i=1 ϕ(Xi

t).

Sur un plan plus pratique, cette notation permet de faire le lien avec des grandeurs
macroscopiques, ainsi à l’instant t la taille de la population peut s’écrire :

Nt = 〈νt, 1〉

et la biomasse totale :

Xt
déf= 〈νt, I〉 =

Nt∑
i=1

Xi
t

avec 1(x) ≡ 1 et I(x) ≡ x. Enfin :

x ∈ νt =
Nt∑
i=1

δXi
t
(dx)

désigne un individu parmi {X1
t , . . . , X

Nt
t }.

On noteraMF ([0,M ]) l’ensemble des mesures positives finies sur [0,M ] etMP ([0,M ])
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le sous-ensemble des mesures ponctuelles finies sur [0,M ] :

MP ([0,M ]) déf=
{

N∑
i=1

δxi ; N ∈ N, xi ∈ [0,M ]
}

où par convention
∑0
i=1 δxi est la mesure nulle. L’ensemble MF ([0,M ]) est muni de la

topologie de la convergence étroite.

Flot de croissance

On désigne par :

A : R+ × R+ ×MP ([0,M ]) −−→ R+ ×MP ([0,M ])
(t, s, ν) −−→ At(s, ν)

le flot différentiel associé au système différentiel couplé (2.13)–(2.12) en dehors de tout
événement de division ou soutirage, i.e. :

At(s, ν) =
(
A0
t (s, ν) ,

N∑
i=1

δAit(s,ν)

)
(2.21)

avec :

ν =
N∑
i=1

δxi

où A0
t (s, ν) et (Ait(s, ν) ; i = 1, . . . , N) sont la solution couplée de (2.13)–(2.12) prise à

l’instant t et issue de la condition initiale (s, ν), c’est-à-dire :

d
dtA

0
t (s, ν) = ρs

(
A0
t (s, ν),

N∑
i=1

δAit(s,ν)

)

= D
(
sin −A0

t (s, ν)
)
− k

V

N∑
i=1

g
(
A0
t (s, ν), Ait(s, ν)

)
,

d
dtA

i
t(s, ν) = g

(
A0
t (s, ν), Ait(s, ν)

)
, i = 1, . . . , N

pour t ≥ 0 avec les conditions initiales :

A0
0(s, ν) = s ,

Ai0(s, ν) = xi , i = 1, . . . , N .

Ainsi le flot At(s, ν) dépend implicitement de la taille N = 〈ν, 1〉 de la population ν.

Le processus (νt)t≥0 présente une dynamique de sauts (division ou soutirage) portée
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par le flot At entre les sauts. On peut donc généraliser une formule connue pour les
processus de sauts purs :

Φ(St, νt) = Φ
(
At(S0, ν0)

)
+
∑
u≤t

[
Φ
(
At−u(Su, νu)

)
− Φ

(
At−u(Su, νu−)

)]
, t ≥ 0 (2.22)

pour toute fonction Φ définie sur R ×MP ([0,M ]). La somme
∑
u≤t ne contient qu’un

nombre fini de termes dans la mesure où le processus (νt)t≥0 n’admet qu’un nombre fini
de sauts sur tout intervalle de temps fini. En effet, en nombre de sauts, le processus (νt)t≥0

est majoré par un processus de naissance et mort linéaire de taux de naissance per capita
b̄ et de taux de mort per capita D, voir Allen [1].

Remarque 2.4.2. L’Équation (2.22) doit être comprise de la manière suivante : sans
évènement discret, la population au temps t vaut At(S0, ν0) ; à chaque temps d’évènement
u, on modifie la population en remplaçant sa prédiction au temps t avant l’évènement
par sa prédiction au temps t après l’évènement, portée par le flot At−u. Plus précisément,
on note u1, . . . , un les instants de sauts de la population dans l’intervalle de temps [0, t].
Entre les instants de sauts, l’évolution de la population est uniquement portée par le flot
At, donc pour tout 1 ≤ i ≤ n− 1 :

Φ
(
At−ui(Sui , νui)

)
= Φ

(
At−ui+1(Sui+1 , νui+1−)

)
,

on obtient alors :

Φ(St, νt) = Φ(St, νt) +
n∑
i=1

Φ
(
At−ui(Sui , νui)

)
−

n∑
i=1

Φ
(
At−ui(Sui , νui)

)
= Φ(St, νt)− Φ

(
At−un(Sun , νun)

)
+

n∑
i=1

[
Φ
(
At−ui(Sui , νui)

)
− Φ

(
At−ui(Sui , νui−)

)]
+ Φ

(
At−u1(Su1 , νu1−)

)
.

De plus, par les mêmes arguments :

Φ
(
At−u1(Su1 , νu1−)

)
= Φ

(
At(S0, ν0)

)
et

Φ
(
At−un(Sun , νun)

)
= Φ(St, νt) ,

on obtient ainsi l’Équation (2.22).



26 CHAPITRE 2. LES MODÈLES DE CHEMOSTAT

2.4.4 Processus microscopique

On désigne par (S0, ν0) la condition initiale du modèle, il s’agit d’une variable aléatoire
à valeurs dans R+ ×MP ([0,M ]).

L’Équation (2.22) comporte de l’information sur le flot, i.e. la dynamique entre les
sauts, mais aucune information sur les sauts eux-mêmes. Afin d’obtenir une équation
explicite de (St, νt)t≥0 nous allons introduire des mesures aléatoires de Poisson gérant
l’apport de nouveaux individus par division cellulaire d’une part et la disparition d’indi-
vidus par soutirage d’autre part. Pour cela nous considérons deux mesures ponctuelles de
Poisson N1(du,dj,dα,dθ) et N2(du,dj) définies respectivement sur R+×N∗× [0, 1]× [0, 1]
et R+ × N∗ de mesures d’intensité respectives :

n1(du,dj,dα,dθ) déf= b̄du
(∑
`≥1

δ`(dj)
)
Q(dα) dθ ,

n2(du,dj) déf= D du
(∑
`≥1

δ`(dj)
)
.

On suppose queN1,N2, S0 et ν0 sont indépendants. On note (Ft)t≥0 la filtration canonique
engendrée par (S0, ν0), N1 et N2.

On introduit les mesures de Poisson compensées associées aux mesures N1 et N2 :

Ñ1(du,dj,dα,dθ) déf= N1(du,dj,dα,dθ)− n1(du,dj,dα,dθ) ,

Ñ2(du,dj) déf= N2(du,dj)− n2(du,dj) .

Les mesures N1 et N2, couplées à une méthode d’acceptation/rejet, caractérisent les
sauts de la population. Cette méthode d’acceptation/rejet, similaire à celle décrite pour
la simulation du mécanisme de division de l’Algorithme 2.2, porte à la fois sur le taux de
division (majoré par b̄) et sur l’indice de l’individu choisi. Ainsi, l’Équation (2.22) devient,
pour toute fonction Φ définie sur R×MP ([0,M ]) :

Φ(St, νt) = Φ
(
At(S0, ν0)

)
+

∫∫∫∫
[0,t]×N∗×[0,1]2

1{j≤Nu−} 1{0≤θ≤b(Su,Xj
u− )/b̄}

[
Φ
(
At−u(Su, νu− − δXj

u−
+ δαXj

u−
+ δ(1−α)Xj

u−
)
)

− Φ(At−u(Su, νu−))
]
N1(du,dj,dα,dθ)

+
∫∫

[0,t]×N∗
1{j≤Nu−}

[
Φ
(
At−u(Su, νu− − δXj

u−
)
)
− Φ

(
At−u(Su, νu−)

)]
N2(du,dj) . (2.23)



2.4. LE MODÈLE INDIVIDU-CENTRÉ 27

En particulier on obtient l’équation suivante pour le couple (St, νt) :

(St, νt) = At(S0, ν0)

+
∫∫∫∫

[0,t]×N∗×[0,1]2

1{j≤Nu−} 1{0≤θ≤b(Su,Xj
u− )/b̄}

[
At−u(Su, νu− − δXj

u−
+ δαXj

u−
+ δ(1−α)Xj

u−
)

−At−u(Su, νu−)
]
N1(du,dj,dα,dθ)

+
∫∫

[0,t]×N∗
1{j≤Nu−}

[
At−u(Su, νu− − δXj

u−
)−At−u(Su, νu−)

]
N2(du,dj) . (2.24)

Dans toute la suite nous prendrons des fonctions test Φ de la forme :

Φ(s, ν) = F (s, 〈ν, f〉)

avec F ∈ C1,1(R+ × R) et f ∈ C1([0,M ]).

Nous commençons par donner quelques résultats préliminaires nécessaires pour obtenir
l’expression du générateur infinitésimal, sur l’ensemble des fonctions test décrit précédem-
ment, qui sera donnée au Théorème 2.4.8.

Proposition 2.4.3. Nous supposons les Hypothèses 2.4.1 et 2.18 satisfaites. Pour tout
t > 0 :

F (St, 〈νt, f〉) = F (S0, 〈ν0, f〉)

+
∫ t

0

[
ρs(Su, νu) ∂sF (Su, 〈νu, f〉) + 〈νu, g(Su, .) f ′〉 ∂xF (Su, 〈νu, f〉)

]
du

+
∫ t

0

∫ M

0
b(Su, x)

∫ 1

0

[
F
(
Su , 〈νu − δx + δαx + δ(1−α)x, f〉

)
− F

(
Su, 〈νu, f〉

)]
Q(dα) νu(dx) du

+D

∫ t

0

∫ M

0

[
F
(
Su, 〈νu − δx, f〉

)
− F

(
Su, 〈νu, f〉

)]
νu(dx) du+ ZF,ft (2.25)

où ZF,ft = M1,F,f
t +M2,F,f

t avec :

M1,F,f
t

déf=
∫∫∫∫

[0,t]×N∗×[0,1]2

1{j≤Nu−} 1{0≤θ≤b(Su,Xj
u− )/b̄}

×
[
F
(
Su, 〈νu− − δXj

u−
+ δαXj

u−
+ δ(1−α)Xj

u−
, f〉
)
− F (Su, 〈νu− , f〉)

]
× Ñ1(du,dj,dα,dθ) ,

M2,F,f
t

déf=
∫∫

[0,t]×N∗
1{j≤Nu−}

[
F
(
Su, 〈νu− − δXj

u−
, f〉
)
− F (Su, 〈νu− , f〉)

]
Ñ2(du,dj) .
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Démonstration. D’après (2.23)

〈νt, f〉 =
N0∑
i=1

f
(
Ait(S0, ν0)

)
+

∫∫∫∫
[0,t]×N∗×[0,1]2

1{j≤Nu−} 1{0≤θ≤b(Su,Xj
u− )/b̄}

×
[Nu−+1∑
i=1

f
(
Ait−u(Su, νu− − δXj

u−
+ δαXj

u−
+ δ(1−α)Xj

u−
)
)

−
Nu−∑
i=1

f
(
Ait−u(Su, νu−)

)]
N1(du,dj,dα,dθ)

+
∫∫

[0,t]×N∗
1{j≤Nu−}

[Nu−−1∑
i=1

f
(
Ait−u(Su, νu− − δXj

u−
)
)
−
Nu−∑
i=1

f
(
Ait−u(Su, νu−)

)]
N2(du,dj).

D’après la formule de dérivation des fonctions composées, on a pour ν =
∑N
i=1 δxi :

f
(
Ait−u(s, ν)

)
= f(xi) +

∫ t

u
g
(
A0
τ−u(s, ν), Aiτ−u(s, ν)

)
f ′
(
Aiτ−u(s, ν)

)
dτ

= f(xi) +
∫ t

u
ϕ
(
A0
τ−u(s, ν), Aiτ−u(s, ν)

)
dτ

pour i ≤ N , avec :

ϕ(s, x) déf= g(s, x) f ′(x) .

Donc :

〈νt, f〉 = 〈ν0, f〉

+
∫∫∫∫

[0,t]×N∗×[0,1]2

1{j≤Nu−} 1{0≤θ≤b(Su,Xj
u− )/b̄}

×
[
f(αXj

u−) + f((1− α)Xj
u−)− f(Xj

u−)
]
N1(du,dj,dα,dθ)

−
∫∫

[0,t]×N∗
1{j≤Nu−} f(Xj

u−) N2(du,dj) + T0 + T1 + T2
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où :

T0
déf=

N0∑
i=1

∫ t

0
ϕ
(
A0
τ (S0, ν0), Aiτ (S0, ν0)

)
dτ

T1
déf=

∫∫∫∫
[0,t]×N∗×[0,1]2

1{j≤Nu−} 1{0≤θ≤b(Su,Xj
u− )/b̄}

×
∫ t

u

[Nu−+1∑
i=1

ϕ
(
A0
τ−u(Su, νu− − δXj

u−
+ δαXj

u−
+ δ(1−α)Xj

u−
),

Aiτ−u(Su, νu− − δXj
u−

+ δαXj
u−

+ δ(1−α)Xj
u−

)
)

−
Nu−∑
i=1

ϕ(A0
τ−u(Su, νu−), Aiτ−u(Su, νu−))

]
dτ N1(du,dj,dα,dθ)

T2
déf=

∫∫
[0,t]×N∗

1{j≤Nu−}
∫ t

u

[Nu−−1∑
i=1

ϕ(A0
τ−u(Su, νu− − δXj

u−
), Aiτ−u(Su, νu− − δXj

u−
))

−
Nu−∑
i=1

ϕ(A0
τ−u(Su, νu−), Aiτ−u(Su, νu−))

]
dτ N2(du,dj).

Le théorème de Fubini appliqué à T1 et T2 donne :

T1 =
∫ t

0

∫∫∫∫
[0,τ ]×N∗×[0,1]2

1{j≤Nu−} × 1{0≤θ≤b(Su,Xj
u− )/b̄}

×
[Nu−+1∑
i=1

ϕ(A0
τ−u(Su, νu− − δXj

u−
+ δαXj

u−
+ δ(1−α)Xj

u−
),

Aiτ−u(Su, νu− − δXj
u−

+ δαXj
u−

+ δ(1−α)Xj
u−

))

−
Nu−∑
i=1

ϕ(A0
τ−u(Su, νu−), Aiτ−u(Su, νu−))

]
N1(du,dj,dα,dθ) dτ

T2
déf=
∫ t

0

∫∫
[0,τ ]×N∗

1{j≤Nu−}
[Nu−−1∑
i=1

ϕ(A0
τ−u(Su, νu− − δXj

u−
), Aiτ−u(Su, νu− − δXj

u−
))

−
Nu−∑
i=1

ϕ(A0
τ−u(Su, νu−), Aiτ−u(Su, νu−))

]
N2(du,dj) dτ

donc, d’après (2.23) :

T0 + T1 + T2 =
∫ t

0
〈ντ , ϕ(Sτ , .)〉 dτ .
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Ainsi,

〈νt, f〉 = 〈ν0, f〉+
∫ t

0
〈νu, g(Su, .) f ′〉 du

+
∫∫∫∫

[0,t]×N∗×[0,1]2

1{j≤Nu−} 1{0≤θ≤b(Su,Xj
u− )/b̄}

[
f(αXj

u−) + f((1− α)Xj
u−)− f(Xj

u−)
]

×N1(du,dj,dα,dθ)

−
∫∫

[0,t]×N∗
1{j≤Nu−} f(Xj

u−) N2(du,dj).

Comme f et f ′ sont continues et bornées (bornées car définies sur un compact), nous
pouvons conclure cette preuve en utilisant la formule d’Itô pour les intégrales stochastiques
par rapport à des mesures aléatoires de Poisson donnée par Rüdiger et Ziglio [59] afin de
développer la différentielle de F (St, 〈νt, f〉) à l’aide de l’Équation (2.13) et de l’équation
précédente.

Comme les intégrants dans les intégrales poissonniennes de (2.25) sont (Fu)-prévisibles,
on peut faire appel à un résultat d’Ikeda et Watanabe [40, p. 62] :

Proposition 2.4.4. On a les propriétés de martingales suivantes :

(i) si pour tout t ≥ 0 :

E
(∫ t

0

∫ M

0
b(Su, x)

∫ 1

0

∣∣F (Su, 〈νu − δx + δαx + δ(1−α)x, f〉)

− F (Su, 〈νu, f〉)
∣∣Q(dα) νu(dx) du

)
< +∞

alors (M1,F,f
t )t≥0 est une (Ft)t≥0-martingale. Si de plus, pour tout t ≥ 0

E
(∫ t

0

∫ M

0
b(Su, x)

∫ 1

0

∣∣F (Su, 〈νu − δx + δαx + δ(1−α)x, f〉)

− F (Su, 〈νu, f〉)
∣∣2Q(dα) νu(dx) du

)
< +∞

alors le processus (M1,F,f
t )t≥0 est une (Ft)t≥0-martingale de carré intégrable et de

variation quadratique prévisible :

〈M1,F,f 〉t
déf=
∫ t

0

∫ M

0
b(Su, x)

∫ 1

0

[
F (Su, 〈νu − δx + δαx + δ(1−α)x, f〉)

− F (Su, 〈νu, f〉)
]2
Q(dα) νu(dx) du ;
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(ii) si pour tout t ≥ 0

E
(∫ t

0

∫ M

0

∣∣F (Su, 〈νu − δx, f〉)− F (Su, 〈νu, f〉)
∣∣ νu(dx) du

)
< +∞

alors le processus (M2,F,f
t )t≥0 est une (Ft)t≥0-martingale. Si de plus pour tout t ≥ 0

E
(∫ t

0

∫ M

0
|F (Su, 〈νu − δx, f〉)− F (Su, 〈νu, f〉)|2 νu(dx) du

)
< +∞

alors le processus (M2,F,f
t )t≥0 est une (Ft)t≥0-martingale de carré intégrable et de

variation quadratique prévisible

〈M2,F,f 〉t
déf= D

∫ t

0

∫ M

0
[F (Su, 〈νu − δx, f〉)− F (Su, 〈νu, f〉)]2 νu(dx) du .

Lemme 2.4.5 (Contrôle de la taille de la population). Soit t > 0, s’il existe p ≥ 1 tel que
E(〈ν0, 1〉p) <∞, alors :

E
(

sup
0≤u≤t

〈νu, 1〉p
)
≤ Cp,t

où Cp,t <∞ dépend de p, de t et de la condition initiale.

Démonstration. Pour tout n ∈ N, on définit le temps d’arrêt suivant :

τn
déf= inf{u ≥ 0, Nu ≥ n} .

La Proposition 2.4.3, appliquée à F (s, x) = xp et f(x) = 1, donne :

〈νt, 1〉p = 〈ν0, 1〉p +
∫∫∫∫

[0,t]×N∗×[0,1]2

1{j≤Nu−} 1{0≤θ≤b(Su,Xj
u− )/b̄}

× [(〈νu− , 1〉+ 1)p − 〈νu− , 1〉p] N1(du,dj,dα,dθ)

+
∫∫

[0,t]×N∗
1{j≤Nu−} [(〈νu− , 1〉 − 1)p − 〈νu− , 1〉p] N2(du,dj)

≤ 〈ν0, 1〉p +
∫∫∫∫

[0,t]×N∗×[0,1]2

1{j≤Nu−} 1{0≤θ≤b(Su,Xj
u− )/b̄}

× [(〈νu− , 1〉+ 1)p − 〈νu− , 1〉p] N1(du,dj,dα,dθ) .

En utilisant l’inégalité (1 + y)p − yp ≤ Cp (1 + yp−1) et en passant au supremum, on
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obtient :

sup
0≤u≤t∧τn

〈νu, 1〉p ≤〈ν0, 1〉p + Cp

∫∫∫∫
[0,t∧τn]×N∗×[0,1]2

1{j≤Nu−} 1{0≤θ≤b(Su,Xj
u− )/b̄}

×
[
1 + 〈νu− , 1〉p−1

]
N1(du,dj,dα,dθ).

La Proposition 2.4.4, ainsi que l’inégalité (1 + yp−1) y ≤ 2 (1 + yp) nous donnent :

E
(

sup
0≤u≤t∧τn

〈νu, 1〉p
)
≤ E(〈ν0, 1〉p) + 2 b̄ Cp E

∫ t

0

(
1 + 〈νu∧τn , 1〉p

)
du .

Le théorème de Fubini puis le lemme de Gronwall nous permettent de conclure que pour
tout t <∞ :

E
(

sup
0≤u≤t∧τn

〈νu, 1〉p
)
≤
(
E
(
〈ν0, 1〉p

)
+ 2 b̄ Cp t

)
exp(2 b̄ Cp t) =: Cp,t

où Cp,t <∞ car E(〈ν0, 1〉p) <∞.
De plus, la suite de temps d’arrêts τn tend vers l’infini p.s., sinon, il existerait T0 <∞

tel que P(supn τn < T0) = εT0 > 0 ; on obtiendrait alors E(sup0≤u≤T0∧τn〈νu, 1〉
p) ≥ εT0 n

p,
ce qui contredirait l’inégalité ci-dessus. Ce résultat s’obtient également en utilisant le fait
que le nombre de sauts du processus (Nt)t≥0 reste borné sur tout intervalle borné, le taux
de division étant borné. Le Théorème de convergence monotone nous donne donc :

E
(

sup
0≤u≤t

〈νu, 1〉p
)

=E
(

lim inf
n→∞

sup
0≤u≤t∧τn

〈νu, 1〉p
)

= lim inf
n→∞

E
(

sup
0≤u≤t∧τn

〈νu, 1〉p
)
≤ Cp,t .

Remarque 2.4.6. En particulier, si E〈ν0, 1〉 < ∞ et si la fonction F est bornée, alors
d’après le Lemme 2.4.5 et la Proposition 2.4.4, (M1,F,f

t )t≥0 et (M2,F,f
t )t≥0 sont des mar-

tingales.

Lemme 2.4.7. Si E〈ν0, 1〉+ E(S0) <∞ alors :

E
(∫ t

0
|ρs(Su, νu)|du

)
≤ D tE(S0 ∨ sin) + k

V
ḡ E

(∫ t

0
〈νu, 1〉 du

)
<∞ .
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Démonstration. Comme Su ≥ 0 et g est une fonction positive,

ρs(Su, νu) ≤ D sin .

D’autre part, pour tout (s, x) ∈ R+× [0,M ], g(s, x) ≤ ḡ. De plus d
dtSt ≤ D (sin−St), d’où

Su ≤ S0 ∨ sin. Ainsi :

ρs(Su, νu) ≥ −D (S0 ∨ sin)− k

V
ḡ 〈νu, 1〉 .

On en déduit donc que∫ t

0
|ρs(Su, νu)| du ≤ D t (S0 ∨ sin) + k

V
ḡ

∫ t

0
〈νu, 1〉 du .

D’après le Lemme 2.4.5, le dernier terme est intégrable d’où le résultat cherché.

On introduit l’opérateur :

LΦ(s, ν) déf=
(
D(sin − s)− k µ(s, ν)

)
∂sF (s, 〈ν, f〉) + 〈ν, g(s, .) f ′〉 ∂xF (s, 〈ν, f〉)

+
∫ M

0
b(s, x)

∫ 1

0

[
Φ(s, ν − δx + δαx + δ(1−α)x)− Φ(s, ν)

]
Q(dα) ν(dx)

+D

∫ M

0

[
Φ(s, ν − δx)− Φ(s, ν)

]
ν(dx) (2.26)

défini pour toute fonction Φ de la forme Φ(s, ν) = F (s, 〈ν, f〉), où F ∈ C1,1(R+ × R)
et f ∈ C1([0,M ]), et tout (s, ν) ∈ R+ × MP ([0,M ]). Par la suite LΦ(s, ν) sera noté
LF (s, 〈ν, f〉).

Théorème 2.4.8 (Le générateur infinitésimal). Le processus (St, νt)t≥0 à valeurs dans
R+×MP ([0,M ]) est markovien de générateur infinitésimal L défini par (2.26), pour tout
Φ(s, ν) = F (s, 〈ν, f〉) avec F ∈ C1,1

b (R+ × R) et f ∈ C1([0,M ]).

Démonstration. On suppose que les conditions initiales S0 = s ∈ R+ et ν0 = ν ∈
MP ([0,M ]) sont déterministes. Comme la fonction F est bornée, d’après la Proposition
2.4.3 et la Remarque 2.4.6 :

E (F (St, 〈νt, f〉)) = F (s, 〈ν, f〉) + E(Ψ(t))
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où

Ψ(t) déf=
∫ t

0
ρs(Su, νu) ∂sF (Su, 〈νu, f〉) du

+
∫ t

0
〈νu, g(Su, .) f ′〉 ∂xF (Su, 〈νu, f〉) du

+
∫ t

0

∫ M

0

∫ 1

0
b(Su, x)

[
F
(
Su, 〈νu − δx + δαx + δ(1−α)x , f〉

)
−F (Su, 〈νu, f〉)] Q(dα) νu(dx) du

+D

∫ t

0

∫ M

0

[
F (Su, 〈νu − δx, f〉)− F (Su, 〈νu, f〉)

]
νu(dx) du .

De plus,

∂

∂t
Ψ(t)

∣∣∣
t=0

=
(
D(sin − s)− k µ(s, ν)

)
∂sF (s, 〈ν, f〉) + 〈ν, g(s, .) f ′〉 ∂xF (s, 〈ν, f〉)

+
∫ M

0

∫ 1

0
b(s, x)

[
F
(
s, 〈ν − δx + δαx + δ(1−α)x, f〉

)
− F (s, 〈ν, f〉)

]
Q(dα) ν(dx)

+D

∫ M

0

[
F (s, 〈ν − δx, f〉)− F (s, 〈ν, f〉)

]
ν(dx)

donc, comme F , ∂sF , ∂xF et f ′ sont bornées

∣∣∣∣ ∂∂tΨ(t)
∣∣∣
t=0

∣∣∣∣ ≤ D (sin + s)

+
(
k

V
ḡ ‖∂sF‖∞ + ḡ

∥∥f ′∥∥∞ ‖∂xF‖∞ + 2 (b̄+D) ‖F‖∞
)
〈ν, 1〉 .

Le membre de droite de la dernière équation est fini. On peut ainsi appliquer le théorème
de dérivation sous l’espérance, l’application t 7→ E(F (St, 〈νt, f〉)) est donc dérivable en
t = 0 de dérivée LF (s, 〈ν, f〉) définie par (2.26).

Remarque 2.4.9. Il est suffisant de décrire le générateur infinitésimal sur l’ensemble des
fonctions cylindriques de la forme :

Φ(s, ν) déf= F (S, 〈ν, f〉) , F ∈ C1,1
b (R2), f ∈ C1([0,M ])

car cet ensemble caractérise la convergence en loi (cf. Proposition A.1.2). L’expression du
générateur sur l’ensemble de ces fonctions caractérise donc la loi du processus (St, νt)t≥0.

Remarque 2.4.10. On définit le temps de lessivage comme étant le temps d’arrêt :

τw
déf= inf{t ≥ 0 ; Nt = 〈νt, 1〉 = 0}
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avec la convention inf ∅ = +∞. Avant τw le générateur est donné par (2.26), après cet
instant νt est la mesure nulle, i.e. le chemostat ne contient plus de bactérie, et le générateur
se réduit simplement au générateur associé à l’équation différentielle dSt/dt = D (sin−St)
couplée à la mesure nulle 〈νt, f〉 = 0 pour tout f ∈ C1([0,M ]).

Remarque 2.4.11. On note Yt = 1
V 〈νt, I〉 la concentration en biomasse à l’instant t.

Alors en passant à l’espérance, on retrouve à nouveau la loi de conservation énoncée pour
les trois modèles précédents. En effet

d
dtE(St + k Yt) = LF (St, 〈νt, f〉)

avec F (s, x) = s+ k
V x et f(x) = x. En appliquant le Théorème 2.4.8, on obtient alors :

d
dtE(St + k Yt) = D(sin − E(St + k Yt)).





Chapitre 3

Convergence du processus
microscopique renormalisé vers un
système d’équations
intégro-différentielles

Dans ce chapitre, nous démontrons que le processus microscopique couplé du substrat
et de la population bactérienne (2.10) converge, en grande population, vers la solution
d’un système d’équations intégro-différentielles. Afin d’obtenir ce résultat de convergence
en grande population, nous construisons, pour tout n ∈ N∗, un processus renormalisé
(Snt , ν̄nt )t≥0, dont la taille de la population initiale est d’ordre n et nous démontrons la
convergence de la suite de processus :

(
(Snt , ν̄nt )0≤t≤T

)
n∈N∗

dans l’espace :
C([0, T ],R+)× D([0, T ],MF ([0,M ]))

muni de la métrique produit de la norme infinie sur C([0, T ],R+) par la métrique de Sko-
rohod sur D([0, T ],MF ([0,M ])) oùMF ([0,M ]) est muni de la topologie de la convergence
étroite (voir Annexe A.2).

La renormalisation doit avoir pour effet que la densité de la population bactérienne
doit croître à l’infini pour tout t ∈ [0, T ], nous devons alors également diminuer la com-
pétition entre les individus à mesure que l’on augmente la taille de la population. Cette
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compétition est indirecte et intervient dans la consommation du substrat, qui est une res-
source limitante. Nous avons alors deux possibilités : soit nous diminuons la consommation
du substrat par les individus pour une croissance équivalente de biomasse, soit nous aug-
mentons la quantité de substrat dans le chemostat. Nous choisissons cette dernière option,
en considérant un volume croissant en fonction de n.

Pour démontrer le résultat de convergence, énoncé au Théorème 3.3.1, nous nous inspi-
rons des méthodes utilisées par Fournier et Méléard [24] pour des populations spatialisées,
par Champagnat et al. [11] pour des populations structurées en trait et par Tran [64] pour
des populations structurées en trait et en âge.

À la Section 3.1, nous construisons le processus renormalisé. À la Section 3.2, nous
étudions ce processus renormalisé, notamment nous donnons des propriétés de martingales
et de moments ainsi que son générateur infinitésimal. Nous énonçons et démontrons le
résultat de convergence de la suite de processus renormalisés à la Section 3.3. À la Section
3.4, nous donnons un résultat d’existence de densité pour le modèle limite obtenu à la
Section 3.3.

3.1 Renormalisation du processus

La renormalisation doit avoir pour effet que la densité de population bactérienne doit
croître à l’infini. Pour cela, d’une part on considère un volume croissant :

Vn = nV

pour tout n ∈ N∗ et on note (Snt , νnt )t≥0 le processus défini par (2.24) où V est remplacé
par Vn ; on note Xn,1

t , . . . , X
n,Nn

t
t les Nn

t individus de νnt ; d’autre part, on introduit le
processus renormalisé :

ν̄nt
déf= 1

n
νnt , n ∈ N∗, t ≥ 0 (3.1)

et on suppose qu’il existe ξ0 et S0 des variables aléatoires de MF ([0,M ]) et R+ telles
que :

ν̄n0 = 1
n
νn0 −−−→n→∞

ξ0 en loi dansMF ([0,M ]) ,

Sn0 = S0, ∀n ∈ N∗.

ξ0 est la mesure limite après renormalisation de la densité de population à l’instant initial
que nous supposons telle que 〈ξ0, 1〉 > 0 p.s.
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Nous introduisons le sous-ensemble deMF ([0,M ]) suivant :

Mn
P ([0,M ]) déf=

{
1
n

N∑
i=1

δxi ; N ∈ N, xi ∈ [0,M ]
}
.

Le processus (Snt , ν̄nt )t≥0 est alors défini sur C([0, T ],R+)×D([0, T ],Mn
P ([0,M ])) par :

d
dtS

n
t = D (sin − Snt )− k

Vn

∫ M

0
g(Snt , x) νnt (dx)

= D(sin − Snt )− k

V

∫ M

0
g(Snt , x) ν̄nt (dx) = ρs(Snt , ν̄nt )

et

ν̄nt = 1
n

n∑
i=1

δAit(Sn0 ,νn0 )

+ 1
n

∫∫∫∫
[0,t]×N∗×[0,1]2

1{j≤Nn
u−} 1{0≤θ≤b(Snu ,Xn,j

u− )/b̄}

[
−
Nn
u−∑

i=1
δAit−u(Snu ,νnu− )

+
Nn
u−+1∑
i=1

δAit−u(Snu , νnu−−δXn,ju− +δ
αXn,ju−

+δ(1−α)Xn,ju−
)

]
N1(du,dj,dα,dθ)

+ 1
n

∫∫
[0,t]×N∗

1{j≤Nn
u−}
[
−
Nn
u−∑

i=1
δAit−u(Snu ,νnu− ) +

Nn
u−−1∑
i=1

δAit−u(Snu ,νnu−−δXn,ju− )

]
N2(du,dj) .

Nous allons montrer que la suite de processus renormalisés (Sn, ν̄n)n∈N∗ converge en
loi vers la solution (St, ξt)t≥0 d’un système d’équations intégro-différentielles introduit
plus loin. Cette asymptotique consiste donc à faire croître simultanément le volume du
chemostat ainsi que la taille de la population initiale vers l’infini. Comme la concentration
en substrat est maintenue au même niveau, cela implique que la population tend vers
l’infini.

Remarque 3.1.1. Du fait de la structure du système précédent et notamment de l’équa-
tion précédente, il va nous suffire de démontrer la convergence en loi de la composante ν̄nt ,
celle de Snt s’en déduira automatiquement.

3.2 Étude du processus renormalisé

Dans cette section, nous déterminons tout d’abord la décomposition de la semi-mar-
tingale F (Snt , 〈ν̄nt , f〉) pour des fonctions F et f régulières. Nous donnons ensuite des
propriétés de moments, notamment sur la taille de la population, et de martingales qui
nous seront utiles pour démontrer le résultat de convergence énoncé à la section suivante.
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Enfin nous donnons le générateur infinitésimal du processus renormalisé sur une classe
particulière de fonctions tests.

Lemme 3.2.1. Soient n ∈ N∗, F ∈ C1,1(R+ × R) et f ∈ C1([0,M ]). Pour tout t > 0,

F (Snt , 〈ν̄nt , f〉) = F (Sn0 , 〈ν̄n0 , f〉)

+
∫ t

0

(
D (sin − Snu )− k

V

∫M
0 g(Snu , x) ν̄nu (dx)

)
∂sF (Snu , 〈ν̄nu , f〉) du

+
∫ t

0
〈ν̄nu , g(Snu , .) f ′〉 ∂xF (Snu , 〈ν̄nu , f〉) du

+ n

∫ t

0

∫
[0,M ]

b(Snu , x)
∫ 1

0

[
F
(
Snu , 〈ν̄nu − 1

nδx + 1
nδαx + 1

nδ(1−α)x , f〉
)

− F
(
Snu , 〈ν̄nu , f〉

)]
Q(dα) ν̄nu (dx) du

+Dn

∫ t

0

∫ M

0

[
F
(
Snu , 〈ν̄nu − 1

nδx , f〉
)
− F

(
Snu , 〈ν̄nu , f〉

)]
ν̄nu (dx) du+ ZF,f,nt

où ZF,f,nt = M1,F,f,n
t +M2,F,f,n

t , avec

M1,F,f,n
t

déf=
∫∫∫∫

[0,t]×N∗×[0,1]2

1{j≤Nn
u−} 1{0≤θ≤b(Snu ,Xn,j

u− )/b̄}[
F
(
Snu , 〈ν̄nu− − 1

nδXn,j
u−

+ 1
nδαXn,j

u−
+ 1

nδ(1−α)Xn,j
u−
, f〉

)
,

− F
(
Snu , 〈ν̄nu− , f〉

)]
Ñ1(du,dj,dα,dθ)

M2,F,f,n
t

déf= +
∫∫

[0,t]×N∗
1{j≤Nn

u−}
[
F
(
Snu , 〈ν̄nu− − 1

nδXn,j
u−
, f〉

)
− F

(
Snu , 〈ν̄nu− , f〉

)]
Ñ2(du,dj) .

(3.2)

Démonstration. Il suffit de remarquer que F (Snt , 〈ν̄nt , f〉) = F (Snt , 〈νnt , 1
nf〉) et d’appliquer

la Proposition 2.4.3.

Lemme 3.2.2. Si supn∈N∗ E(〈ν̄n0 , 1〉p) <∞ pour p ≥ 1, alors :

sup
n∈N∗

E
(

sup
u∈[0,t]

〈ν̄nu , 1〉p
)
< Ct,p

où Ct,p ne dépend que de t et p.

Contrairement au Lemme 2.4.5, le lemme précédent nous donne une majoration uni-
forme en la taille initiale n de la population.

Démonstration. Pour tous n ∈ N∗ et N ≥ 0, on définit le temps d’arrêt suivant :

τnN = inf{t ≥ 0, 〈ν̄nt , 1〉 ≥ N} .
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Le Lemme 3.2.1 appliqué à F (s, x) = xp et f(x) = 1, donne :

〈ν̄nu , 1〉p = 〈ν̄n0 , 1〉p

+
∫∫∫∫

[0,t]×N∗×[0,1]2

1{j≤Nn
u−} 1{0≤θ≤b(Snu ,Xn,j

u− )/b̄}[(
〈ν̄nu , 1〉+ 1

n

)p
− 〈ν̄nu , 1〉p

]
N1(du,dj,dα,dθ)

+
∫∫

[0,t]×N∗
1{j≤Nn

u−}
[(
〈ν̄nu , 1〉 − 1

n

)p
− 〈ν̄nu , 1〉p

]
N2(du,dj) .

En utilisant l’inégalité (1+y)p−yp ≤ Cp (1+yp−1), on vérifie aisément que ( 1
n +y)p−yp ≤

Cp
n (1 + yp−1). En passant au supremum on obtient ainsi :

sup
u∈[0,t∧τnN ]

〈ν̄nu , 1〉p ≤ 〈ν̄n0 , 1〉p

+ Cp
n

∫∫∫∫
[0,t∧τnN ]×N∗×[0,1]2

1{j≤Nn
u−} 1{0≤θ≤b(Snu ,Xn,j

u− )/b̄}

(1 + 〈ν̄nu , 1〉p−1) N1(du,dj,dα,dθ) .

En prenant l’espérance dans l’équation précédente et en appliquant la Proposition
2.4.4 (pour le cas renormalisé) on obtient :

E
(

sup
u∈[0,t∧τnN ]

〈ν̄nu , 1〉p
)
≤ E

(
〈ν̄n0 , 1〉p

)
+ Cp E

∫ t∧τnN

0

(
1 + 〈ν̄nu , 1〉p−1) ∫ M

0
b(Snu , x) ν̄nu (dx) du

≤ E
(
〈ν̄n0 , 1〉p

)
+ b̄ Cp

∫ t

0
E
(
〈ν̄nu∧τnN , 1〉+ 〈ν̄nu∧τnN , 1〉

p
)

du .

Comme :
〈ν̄nu∧τnN , 1〉+ 〈ν̄nu∧τnN , 1〉

p ≤ 2
(
1 + 〈ν̄nu∧τnN , 1〉

p
)
,

on obtient :

E
(

sup
u∈[0,t∧τnN ]

〈ν̄nu , 1〉p
)
≤ E (〈ν̄n0 , 1〉p) + 2 b̄ Cp t+ 2 b̄ Cp

∫ t

0
E
(

sup
u∈[0,u∧τnN ]

〈ν̄nu , 1〉p
)

du

et en appliquant le lemme de Gronwall, on a

E
(

sup
u∈[0,t∧τnN ]

〈ν̄nu , 1〉p
)
≤
(
E(〈ν̄n0 , 1〉p) + 2 b̄ Cp t

)
exp(2 b̄ Cp t) .

La suite de temps d’arrêt τnN tend vers l’infini quand N tend vers l’infini pour les mêmes
raisons que celles énoncées dans la démonstration du Lemme 2.4.5. D’après le lemme de
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Fatou, on a donc :

E
(

sup
u∈[0,t]

〈ν̄nu , 1〉p
)

= E
(

lim inf
N→∞

sup
u∈[0,t∧τnN ]

〈ν̄nu , 1〉p
)

≤ lim inf
N→∞

E
(

sup
u∈[0,t∧τnN ]

〈ν̄nu , 1〉p
)

≤
(
E (〈ν̄n0 , 1〉p) + 2 b̄ Cp t

)
exp(2 b̄ Cp t)

et comme supn∈N∗ E (〈ν̄n0 , 1〉p) <∞, on en déduit le lemme.

Corollaire 3.2.3. Soient n ∈ N∗ et f ∈ C1([0,M ]). On suppose que E(〈ν̄n0 , 1〉2) < ∞,
alors pour tout t > 0 :

〈ν̄nt , f〉 = 〈ν̄n0 , f〉+
∫ t

0
〈ν̄nu , g(Snu , .) f ′〉du

+
∫ t

0

∫ M

0
b(Snu , x)

∫ 1

0

[
f(αx) + f((1− α)x)− f(x)

]
Q(dα) ν̄nu (dx) du

−D
∫ t

0

∫ M

0
f(x) ν̄nu (dx) du+ Zf,nt (3.3)

où

Zf,nt
déf= 1

n

∫∫∫∫
[0,t]×N∗×[0,1]2

1{j≤Nn
u−} 1{0≤θ≤b(Snu ,Xj,n

u− )/b̄}

×
[
f(αXj,n

u− ) + f((1− α)Xj,n
u− )− f(Xj,n

u− )
]
Ñ1(du,dj,dα,dθ)

− 1
n

∫∫
[0,t]×N∗

1{j≤Nn
u−} f(Xj,n

u− ) Ñ2(du,dj) (3.4)

est une martingale de variation quadratique prévisible

〈Zf,n〉t = 1
n

∫ t

0

∫ M

0
b(Snu , x)

∫ 1

0
[f(αx) + f((1− α)x)− f(x)]2 Q(dα) ν̄nu (dx) du

+ 1
n
D

∫ t

0

∫ M

0
f(x)2 ν̄nu (dx) du . (3.5)

Démonstration. L’équation (3.3) est obtenue en appliquant le Lemme 3.2.1 avec F (s, x) =
x. Par ailleurs comme les mesures Ñ1 et Ñ2 sont indépendantes, on a :

〈Zf,n〉t =〈M1,F,f,n〉t + 〈M2,F,f,n〉t .

La Proposition 2.4.4 et le Lemme 3.2.2 nous permettent de conclure.



3.3. RÉSULTAT DE CONVERGENCE 43

Remarque 3.2.4. Le générateur infinitésimal du processus renormalisé (Snt , ν̄nt )t≥0 est
défini pour tous (s, ν) ∈ R+ ×Mn

P ([0,M ]) par :

LnΦ(s, ν) déf=
(
D(sin − s)− k µ(s, ν)

)
∂sF (s, 〈ν, f〉) + 〈ν, g(s, .) f ′〉 ∂xF (s, 〈ν, f〉)

+ n

∫ M

0
b(s, x)

∫ 1

0

[
Φ
(
s, ν − 1

nδx + 1
nδαx + 1

nδ(1−α)x
)
− Φ(s, ν)

]
Q(dα) ν(dx)

+ nD

∫ M

0

[
Φ
(
s, ν − 1

nδx
)
− Φ(s, ν)

]
ν(dx)

pour tout Φ(s, ν) = F (s, 〈ν, f〉) avec F ∈ C1,1
b (R+×R) et f ∈ C1([0,M ]). On note que ce

générateur possède la même partie “substrat” que le générateur initial (2.26). Ceci justifie
à nouveau la Remarque 3.1.1.

Pour démontrer l’unicité de la solution de l’EID limite, nous supposons que l’applica-
tion b(s, x) est lipschitzienne en s uniformément en x :

∣∣b(s1, x)− b(s2, x)
∣∣ ≤ kb |s1 − s2| (3.6)

pour tout s1, s2 ≥ 0 et tout x ∈ [0,M ]. Cette hypothèse ainsi que l’Hypothèse 2.14 seront
également utilisées pour démontrer la convergence de l’IBM, voir Théorème 3.3.1.

3.3 Résultat de convergence

Théorème 3.3.1 (Convergence en loi de l’IBM vers l’EID). On suppose que E(〈ν0, 1〉2) <
∞. Sous les Hypothèses 2.4.1, (2.18) et (3.6), la suite de processus ((Snt , ν̄nt )t≥0)n∈N∗
converge en loi dans l’espace C([0, T ],R+) × D([0, T ],MF ([0,M ])) vers la solution (St,
ξt)t≥0 de :

St = S0 +
∫ t

0

[
D (sin − Su)− k

V

∫ M

0
g(Su, x) ξu(dx)

]
du , (3.7)

〈ξt, f〉 = 〈ξ0, f〉+
∫ t

0

[∫ M

0
g(Su, x) f ′(x) ξu(dx)

+
∫ M

0

∫ 1

0
b(Su, x)

[
f(αx) + f((1− α)x)− f(x)

]
Q(dα) ξu(dx)

−D
∫ M

0
f(x) ξu(dx)

]
du , ∀f ∈ C1([0,M ]) . (3.8)

Remarque 3.3.2. L’aléa dans la solution (St, ξt)t≥0 de (3.7)-(3.8) ne provient que de la
condition initiale. Si la condition initiale (S0, ξ0) est déterministe alors, sous les hypothèses
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du théorème précédent, la suite de processus ((Snt , ν̄nt )t≥0)n∈N∗ converge en probabilité dans
l’espace C([0, T ],R+)× D([0, T ],MF ([0,M ])) vers (St, ξt)t≥0.

Remarque 3.3.3. Supposons que la solution ξt(dx) de l’Équation (3.8) admette une
densité rt(x) par rapport à la mesure de Lebesgue, alors la seconde équation du système
(3.7)-(3.8) est une version faible de la seconde équation intégro-différentiel du système
(2.4)-(2.5).

La fin de cette section est dédiée à la démonstration du Théorème 3.3.1.

Notre situation est plus simple que celle étudiée par Roelly-Coppoletta [58], Méléard
et Roelly [45] dans la mesure où dans notre cas [0,M ] est compact : en effet dans ce
cas la topologie étroite (weak) – la plus petite topologie qui rend continue l’application
ν → 〈ν, f〉 pour toute fonction f continue et bornée – et la topologie vague – la plus
petite topologie qui rend continue l’application ν → 〈ν, f〉 pour toute fonction f continue
à support compact – sont identiques. Cependant le résultat de convergence du Théorème
3.3.1 s’étend au cas non compact en suivant la démarche générale détaillée dans l’Annexe
A.3 consistant à démontrer la convergence en loi d’une suite de mesures (voir [24, 11, 64]).

La démonstration de ce théorème se fait en quatre étapes. Les trois premières concernent
la convergence de la suite (ν̄n)n∈N∗ : l’unicité de la solution de l’équation limite (3.7)-(3.8),
la tension de la suite (ν̄n)n∈N∗ et enfin la convergence de la suite. La quatrième étape
concerne la convergence de la suite (Sn)n∈N∗ .

Les trois premières étapes, consistant à démontrer la tension de la suite et l’unicité de
la valeur d’adhérence pour en déduire la convergence de la suite, sont classiques. Contrai-
rement aux travaux énoncés précédemment ([24, 11, 64]), ces étapes sont réalisées pour
un processus (ν̄n)n∈N∗ couplé à un second processus (Sn)n∈N∗ .

Les étapes 3 et 4 consistent à démontrer que les valeurs d’adhérence de la suite
((Snt , ν̄nt )t≥0)n∈N∗ sont solutions de (3.7)-(3.8). Cela permet d’en déduire directement
l’existence de solutions de (3.7)-(3.8).

Étape 1 : unicité de la solution de (3.7)-(3.8)

Soit (St, ξt)t≥0 une solution de (3.7)-(3.8). Montrons tout d’abord que (ξt)t≥0 est de
masse finie pour tout t ≥ 0 :

〈ξt, 1〉 = 〈ξ0, 1〉+
∫ t

0

∫ M

0

∫ 1

0
b(Su, x)Q(dα) ξu(dx) du−D

∫ t

0

∫ M

0
ξu(dx) du

≤ 〈ξ0, 1〉+ (b̄−D)
∫ t

0
〈ξu, 1〉 du,
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d’après le lemme de Gronwall, on obtient alors :

〈ξt, 1〉 ≤〈ξ0, 1〉 e(b̄−D) t <∞ . (3.9)

On introduit la norme suivante surMF ([0,M ]) :

|||ν̄||| déf= sup
{
|〈ν̄, f〉| ; f ∈ C1([0,M ]), ‖f‖∞ ≤ 1,

∥∥f ′∥∥∞ ≤ 1
}

et on considère deux solutions (S1
t , ξ

1
t )t≥0 et (S2

t , ξ
2
t )t≥0 de (3.7)-(3.8). On a montré précé-

demment que ξ1
t et ξ2

t sont de masse finie sur R+, on peut donc définir :

Ct
déf= sup

0≤u≤t
〈ξ1
u + ξ2

u, 1〉 .

Soit f ∈ C1([0,M ]) telle que ‖f‖∞ ≤ 1 et ‖f ′‖∞ ≤ 1, d’après (3.8) et les conditions
lipschitziennes (2.14) et (3.6),

|〈ξ1
t − ξ2

t , f〉| ≤
∫ t

0

∣∣∣∣∫ M

0
f ′(x)

[
g(S1

u, x) [ξ1
u(dx)− ξ2

u(dx)]

− [g(S2
u, x)− g(S1

u, x)] ξ2
u(dx)

]∣∣∣∣ du
+
∫ t

0

∣∣∣∣∫ M

0

∫ 1

0
[f(αx) + f((1− α)x)− f(x)] Q(dα)

[
b(S1

u, x) [ξ1
u(dx)− ξ2

u(dx)]− [b(S2
u, x)− b(S1

u, x)] ξ2
u(dx)

]∣∣∣∣ du
+D

∫ t

0

∣∣∣∣∫ M

0
f(x) (ξ1

u(dx)− ξ2
u(dx))

∣∣∣∣ du
≤ (ḡ + 3 b̄+D)

∫ t

0
|||ξ1

u − ξ2
u|||du+ Ct (kg + 3 kb)

∫ t

0
|S1
u − S2

u|du.

En prenant le supremum sur les fonctions f , on obtient :

|||ξ1
t − ξ2

t ||| ≤ (ḡ + 3 b̄+D)
∫ t

0
|||ξ1

u − ξ2
u|||du+ Ct (kg + 3 kb)

∫ t

0
|S1
u − S2

u|du .

De plus, d’après (3.7) :

|S1
t − S2

t | ≤ D
∫ t

0
|S1
u − S2

u|du

+ k

V

∫ t

0

∣∣∣∣∫ M

0

(
g(S1

u, x) [ξ1
u(dx)− ξ2

u(dx)]− [g(S2
u, x)− g(S1

u, x)] ξ2
u(dx)

)∣∣∣∣ du
≤
(
D + k

V
Ct kg

) ∫ t

0
|S1
u − S2

u| du+ k

V
ḡ

∫ t

0
|||ξ1

u − ξ2
u|||du .
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On pose :

Mt
déf= max

{
ḡ + 3 b̄+D + k

V
ḡ , Ct (kg + 3 kb) +D + k

V
Ct kg

}
alors :

|||ξ1
t − ξ2

t |||+ |S1
t − S2

t | ≤Mt

∫ t

0

(
|||ξ1

u − ξ2
u|||+ |S1

u − S2
u|
)

du .

D’après le lemme de Gronwall on a donc |||ξ1
t − ξ2

t |||+ |S1
t − S2

t | = 0 pour tout t ≥ 0, d’où
ξ1
t = ξ2

t et S1
t = S2

t .

Étape 2 : tension de la suite (ν̄n)n∈N∗

On montre la tension de la suite (ν̄n)n∈N∗ . D’après Roelly-Coppoletta [58, Théorème
2.1] cela revient à démontrer la tension de (〈ν̄n, f〉)n∈N∗ dans D([0, T ],R) pour toute
fonction f dans un ensemble dense dans C([0,M ]), ici nous prendrons f ∈ C1([0,M ]).
Pour montrer ce dernier résultat, d’après le critère d’Aldous-Rebolledo [42, Corollaire
2.3.3], il est suffisant de vérifier les propriétés suivantes :

(i) La suite (〈ν̄nt , f〉)n∈N∗ est tendue pour tout t ≥ 0.

(ii) Soient Af,nt et Zf,nt respectivement la partie à variation finie et la partie martingale
de :

〈ν̄nt , f〉 = 〈ν̄n0 , f〉+Af,nt + Zf,nt .

Pour tous t > 0, ε > 0, η > 0 il existe δ > 0 et n0 tels que pour toute suite de temps
d’arrêt (τn)n avec τn ≤ t :

sup
n≥n0

sup
θ∈[0,δ]

P
(∣∣Af,nτn+θ −A

f,n
τn

∣∣ ≥ η) ≤ ε , (3.10)

sup
n≥n0

sup
θ∈[0,δ]

P
(∣∣〈Zf,n〉τn+θ − 〈Zf,n〉τn

∣∣ ≥ η) ≤ ε . (3.11)

Preuve de (i)

Pour tout K > 0, d’après l’inégalité de Markov,

P
(
|〈ν̄nt , f〉| ≥ K

)
≤ 1
K
‖f‖∞ sup

n∈N∗
E
(
〈ν̄nt , 1〉

)
et en utilisant le Lemme 3.2.2, on déduit (i).
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Preuve de (ii)

On a :

Af,nt =
∫ t

0
〈ν̄nu , g(Snu , .) f ′〉 du

+
∫ t

0

∫ M

0

∫ 1

0
b(Snu , x)

[
f(αx) + f((1− α)x)− f(x)

]
Q(dα) ν̄nu (dx) du

−D
∫ t

0

∫ M

0
f(x) ν̄nu (dx) du

ainsi, d’après le Lemme 3.2.2, pour toute suite de temps d’arrêt (τn)n avec τn ≤ t :

E|Af,nτn+θ −A
f,n
τn | ≤ (

∥∥f ′∥∥∞ ḡ + 3 ‖f‖∞ b̄+D ‖f‖∞)E
∫ τn+θ

τn
〈ν̄nu , 1〉du

≤ (
∥∥f ′∥∥∞ ḡ + 3 ‖f‖∞ b̄+D ‖f‖∞)Ct+θ,1 θ .

En utilisant (3.5), on a également

E|〈Zf,n〉τn+θ − 〈Zf,n〉τn | ≤
1
n

(
9 b̄+D

)
‖f‖2∞ Ct+θ,1 θ .

Ainsi E|Af,nτn+θ −Af,nτn |+ E|〈Zf,n〉τn+θ − 〈Zf,n〉τn | ≤ C θ et on obtient donc (ii) à l’aide de
l’inégalité de Markov.

Donc, d’après le critère d’Aldous-Rebolledo, la suite (ν̄n)n∈N∗ est tendue.

Étape 3 : convergence de la suite (ν̄n)n∈N∗

Pour conclure la démonstration du théorème il suffit de montrer que la suite (ν̄n)n∈N
possède une unique valeur d’adhérence et que celle-ci est égale à ξ solution de (3.8). Pour
caractériser cette valeur d’adhérence, pour f ∈ C1([0,M ]) fixé, on introduit la fonction
suivante, définie pour tout ζ ∈ D([0, T ],MF ([0,M ])) :

Ψt(ζ) déf= 〈ζt, f〉 − 〈ζ0, f〉 −
∫ t

0

[∫ M

0
g(Sζu, x) f ′(x) ζu(dx)

+
∫ M

0

∫ 1

0
b(Sζu, x)

[
f(αx) + f((1− α)x)− f(x)

]
Q(dα) ζu(dx)

−D
∫ M

0
f(x) ζu(dx)

]
du (3.12)

où Sζt est défini de manière unique par :

Sζt
déf= S0 +

∫ t

0

(
D (sin − Sζu)− k

V

∫ M

0
g(Sζu, x) ζu(dx)

)
du . (3.13)



48 CHAPITRE 3. CONVERGENCE DU PROCESSUS MICROSCOPIQUE

Ainsi, si Ψt(ζ) = 0 pour tout t ≥ 0 et tout f ∈ C1([0,M ]) alors (Sζ , ζ) = (S, ξ) où (S, ξ)
est l’unique solution de (3.7)-(3.8).

D’après l’étape précédente, la suite (ν̄n)n∈N∗ est tendue. D’après le Théorème de Pro-
khorov, on peut donc en extraire une sous-suite (ν̄n′)n′ convergente en loi dans D([0, T ],
MF ([0,M ])) et on note ν̃ sa limite.

Sous-étape 3.1 : Continuité p.s. de la limite ν̃.

Lemme 3.3.4. ν̃(ω) ∈ C([0, T ],MF ([0,M ])) pour tout ω p.s.

Démonstration. Pour tout f ∈ C([0,M ]) tel que ‖f‖∞ ≤ 1, on a :

∣∣〈ν̄n′t , f〉 − 〈ν̄n′t− , f〉∣∣ ≤ 1
n′
∣∣〈νn′t , 1〉 − 〈νn′t− , 1〉∣∣ .

Or |〈νn′t , 1〉 − 〈νn
′

t− , 1〉| représente la différence du nombre d’individus entre νn′t et νn′t− , qui
est au plus égale à 1. Donc :

sup
t∈[0,T ]

∥∥∥ν̄n′t − ν̄n′t−∥∥∥TV
≤ 1
n′
,

où ‖.‖TV est la norme en variation totale définie en Annexe (A.2). La distance de Prokhorov
étant dominée par la distance en variation totale, on en déduit ainsi que le processus limite
ν̃ est presque sûrement continu [23, Théorème 10.2 page 148].

Sous-étape 3.2 : Continuité de ζ → Ψt(ζ) en tout ζ continu.

Lemme 3.3.5. Pour tous t ∈ [0, T ] et f ∈ C1([0,M ]) fixés, la fonction Ψt définie
par (3.12) est continue de D([0, T ],MF ([0,M ])) à valeurs dans R en tout ζ ∈ C([0, T ],
MF ([0,M ])).

Démonstration. On considère une suite (ζn)n∈N qui converge vers ζ dans l’espace D([0, T ],
MF ([0,M ])) au sens de la topologie de Skorohod. Comme la limite ζ est continue, la suite
ζn converge vers ζ pour la topologie uniforme :

sup
0≤t≤T

dPR(ζnt , ζt) →n→∞ 0 (3.14)

où dPR est la distance de Prokhorov (voir Annexe A.2).
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D’après (3.13), et en utilisant le fait que b(s, x) et g(s, x) sont lipschitziennes en s

uniformément en x et bornées (voir (3.6) et (2.14)), on vérifie aisément que :

|Sζ
n

t − S
ζ
t | ≤ C

∫ t

0

(
|Sζnu − Sζu|+

∣∣∣∫ M

0
g(Sζnu , x) [ζnu (dx)− ζu(dx)]

−
∫ M

0
[g(Sζu, x)− g(Sζnu , x)] ζu(dx)

∣∣∣) du

≤ C
∫ t

0

(
|Sζnu − Sζu|+ |〈ζnu − ζu, 1〉|

)
du

et le lemme de Gronwall conduit à :

|Sζ
n

t − S
ζ
t | ≤ C

∫ t

0
|〈ζnu − ζu, 1〉|du . (3.15)

Ici et dans la suite de la démonstration la constante C ne dépend que de T , f et des
paramètres du modèle, et change d’une occurence à l’autre. Ainsi, d’après (3.12) :

|Ψt(ζn)−Ψt(ζ)| ≤ C
[
|〈ζnt − ζt, 1〉|+ |〈ζn0 − ζ0, 1〉|

+
∫ t

0
|Sζnu − Sζu|du+

∫ t

0
|〈ζnu − ζu, 1〉|du

]
≤ C sup

0≤t≤T
|〈ζnt − ζt, 1〉| .

Soit δt = dPR(ζnt , ζt), par définition de la distance de Prokhorov :

ζnt ([0,M ])− ζt([0,M ]δt) ≤ δt ,

ζt([0,M ])− ζnt ([0,M ]δt) ≤ δt ,

mais comme l’ensemble des éléments de [0,M ] à distance δt de [0,M ] est [0,M ] lui-même,
on a [0,M ]δt = [0,M ] donc |ζnt ([0,M ]) − ζt([0,M ])| ≤ δt. D’autre part, |ζnt ([0,M ]) −
ζt([0,M ])| = |〈ζnt − ζt, 1〉|, donc finalement nous obtenons :

|Ψt(ζn)−Ψt(ζ)| ≤ C sup
0≤t≤T

dPR(ζnt , ζt)

qui tend vers 0.

Sous-étape 3.3 : Convergence en loi de Ψt(ν̄n
′) vers Ψt(ν̃).

La suite (ν̄n′)n′ converge en loi vers ν̃ et ν̃(ω) ∈ C([0, T ],MF ([0,M ])) ; de plus l’appli-
cation Ψt est continue en tout point de C([0, T ],MF ([0,M ])), donc d’après le théorème
de continuité (“continuous mapping theorem”) par exemple démontré par Billingsley [7,
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Théorème 2.7 page 21] :

Ψt(ν̄n
′) loi−−−→

n→∞
Ψt(ν̃) . (3.16)

Sous-étape 3.4 : ν̃ = ξ p.s.

D’après (3.3), pour tout n ≥ 0 :

Ψt(ν̄n) = Zf,nt

où Zf,nt est défini par (3.4). De plus, (3.5) et le Lemme 3.2.2 donnent :

E(|Zf,nt |2) = E〈Zf,n〉t ≤
1
n

(9 b̄+D) ‖f‖2∞ Ct,1 t .

Ainsi Ψt(ν̄n) converge vers 0 dans L2 donc également dans L1. Par ailleurs, on montre
facilement que :

|Ψt(ζ)| ≤Cf,t sup
0≤u≤t

〈ζu, 1〉

où Cf,t est une constante dépendant de f et t. Ainsi, d’après le Lemme 3.2.2, (Ψt(ν̄n
′))n′

est uniformément intégrable. La convergence de (Ψt(ν̄n
′))n′ vers 0 dans L1, le théorème

de convergence dominée de Lebesgue et (3.16) impliquent :

0 = lim
n′→∞

E|Ψt(ν̄n
′)| = E|Ψt(ν̃)| .

Donc Ψt(ν̃) = 0 p.s. et ν̃ est p.s. égal à ξ où (S, ξ) est l’unique solution de (3.7)-(3.8).

Nous obtenons finalement la convergence en loi de (ν̄n)n∈N∗ vers ν̃, où ν̃ = ξ p.s.
c’est-à-dire convergence en loi de (ν̄n)n∈N∗ vers ξ.

Étape 4 : Convergence de (Sn)n∈N∗

Soient ζ ∈ D([0, T ],MF ([0,M ])) et Sζ défini par (3.13). Pour tout t > 0, Sζt est entière-
ment déterminé par (ζu)u∈[0,t], il existe donc une fonction φt : D([0, t],MF ([0,M ]))→ R+

telle que :
Sζt = φt(ζ) .
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Soit (ζn)n∈N une suite de D([0, T ],MF ([0,M ])) convergeant vers ζ au sens de la topologie
de Skorohod. D’après (3.15) :

lim
n→∞

|φt(ζn)− φt(ζ)| = lim
n→∞

|Sζ
n

t − S
ζ
t |

≤ C lim
n→∞

∫ t

0
|〈ζnu − ζu, 1〉|du = 0 .

La fonction φt est donc continue.
Comme la suite

(
(ν̄nu )u∈[0,t]

)
n∈N∗

converge en loi vers (ξu)u∈[0,t], on obtient alors, pour
toute fonction F ∈ Cb(R+) :

lim
n→∞

E(F (Snt )) = lim
n→∞

E(F (φt(ν̄n))) = E(F (φt(ξ))) .

De plus, par définition de φt, St = φt(ξ). Ainsi, la suite (Sn, ν̄n) = (φ(ν̄n), ν̄n) converge
en loi dans C([0, T ],R+)× D([0, T ],MF ([0,M ])) vers (φ(ξ), ξ) = (S, ξ).

Cette dernière étape clôt la démonstration du Théorème 3.3.1.

3.4 Existence d’une densité pour le modèle intégro-différentiel

Les résultats présentés précédemment sur la classe de fonctions f ∈ C1([0,M ]) se
généralisent facilement à des fonctions dépendantes du temps :

Proposition 3.4.1. La solution (St, ξt)t≥0 de (3.7)-(3.8) est solution de :

St = S0 +
∫ t

0

[
D (sin − Su)− k

V

∫ M

0
g(Su, x) ξu(dx)

]
du , (3.17)

〈ξt, ft〉 = 〈ξ0, f0〉+
∫ t

0

[∫ M

0
(g(Su, x) ∂xfu(x) + ∂ufu(x)) ξu(dx)

+
∫ M

0

∫ 1

0
b(Su, x)

[
fu(αx) + fu((1− α)x)− fu(x)

]
Q(dα) ξu(dx)

−D
∫ M

0
fu(x) ξu(dx)

]
du , (3.18)

pour tout f ∈ C1,1(R+ × [0,M ]) : (t, x) 7→ ft(x).

Proposition 3.4.2. Nous supposons les Hypothèses 2.4.1, (2.18) et (3.6) vérifiées. On
considère la solution (St, ξt)t≥0 du système d’équations (3.7)-(3.8). Pour tout (t0, t, x) ∈
R+ × R+ × [0,M ] on définit le flot associé à la croissance dans l’environnement variable
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(St)t≥0, où l’application t 7→ St est supposée continue :

A(t0, t, x) = x+
∫ t

t0
g
(
Su, A(t0, u, x)

)
du . (3.19)

Alors :

(i) Soient x ∈]0,M [ et t0 ≥ 0 fixés. L’application t 7→ A(t0, t, x) définit un C1-difféomor-
phisme de R+ dans ]0,M [.

(ii) Soient x ∈]0,M [ et t ≥ 0 fixés. L’application t0 7→ A(t0, t, x) définit un C1-difféomor-
phisme de R+ dans ]0,M [.

(iii) Soient t0, t ≥ 0 fixés. L’application x→ A(t0, t, x) définit un C1-difféomorphisme de
]0,M [ dans ]0,M [.

(iv) A vérifie :
∂t0A(t0, t, x) + g(St0 , x) ∂xA(t0, t, x) = 0 .

Démonstration. Pour tout S ∈ R+, la fonction x 7→ g(S, x) étant continue, elle est loca-
lement lipschitzienne en la variable x. D’après le Théorème de Cauchy-Lipschitz [63], la
solution de (3.19) existe et est unique.

(i) Soient x ∈]0,M [ et t0 ≥ 0 fixés. Par hypothèse g(S, x) > 0 pour tout S > 0 et
x ∈]0,M [. L’application t 7→ A(t0, t, x) est donc strictement croissante. De plus, elle
est de classe C1(R+) car g ∈ C0,1(R+ × [0,M ]). D’après le Théorème de caracté-
risation des C1-difféomorphismes, elle définit donc un C1-difféomorphisme de R+

dans ]0,M [.

(ii) Soient x ∈]0,M [ et t ≥ 0 fixés. Par les mêmes arguments que précédemment, l’appli-
cation t0 7→ A(t0, t, x) est strictement décroissante et définit un C1-difféomorphisme
de R+ dans ]0,M [.

(iii) Soient t0, t ≥ 0 fixés. L’application x → A(t0, t, x) est de classe C1(]0,M [) car
g ∈ C0,1(R+ × [0,M ]). Elle admet pour fonction inverse la fonction x 7→ A(t, t0, x)
également de classe C1(]0,M [). L’application x → A(t0, t, x) définit donc un C1-
difféomorphisme de ]0,M [ dans ]0,M [.

(iv) Soient u0, u1, u2 ≥ 0. En dérivant la relation

A(u0, u2, x) = A(u1, u2, A(u0, u1, x))

par rapport à la variable u1, on obtient :

0 = ∂t0A(u1, u2, A(u0, u1, x)) + ∂t1A(u0, u1, x) ∂xA(u1, u2, A(u0, u1, x))

= ∂t0A(u1, u2, A(u0, u1, x)) + g(Su0 , A(u0, u1, x)) ∂xA(u1, u2, A(u0, u1, x)) .
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On obtient finalement le résultat pour u1 = u0.

Proposition 3.4.3. Nous supposons les Hypothèses 2.4.1, (2.18) et (3.6) vérifiées. Soit
(St, ξt)t≥0 la solution du système d’équations (3.7)-(3.8). Si ξ0 admet une densité r0 par
rapport à la mesure de Lebesgue, alors pour tout t ≥ 0, ξt admet une densité rt par rapport
à la mesure de Lebesgue :

ξt(dx) = rt(x) dx .

Démonstration. Soient φ une fonction positive de C1([0,M ]) et t ≥ 0. Par la Proposition
3.4.1 appliquée à fu(x) = φ(A(u, t, x)) et le point (iv) de la Proposition 3.4.2, on obtient :

〈ξt, φ〉 ≤
∫ M

0
φ(A(0, t, x)) ξ0(dx)

+ 2
∫ t

0

∫ M

0
b(Su, x)

∫ 1

0
φ(A(u, t, α x))Q(dα)ξu(dx) du . (3.20)

D’après la Proposition 3.4.2, l’application x→ A(0, t, x) définit un C1-difféomorphisme
de ]0,M [ dans ]0,M [. On note A−1

t : x 7→ A−1
t (x) son application inverse.

Par hypothèse, ξ0 admet une densité : ξ0(dx) = r0(x) dx. En utilisant un changement
de variable, on obtient alors :

∫ M

0
φ(A(0, t, x)) ξ0(dx) =

∫ M

0
φ(A(0, t, x)) r0(x) dx

=
∫ M

0
φ(y) r0

(
A−1
t (y)

)
∂yA

−1
t (y) dy .

Soit x ∈]0,M [ fixé. D’après la Proposition 3.4.2, l’application u 7→ A(u, t, x) définit
un C1-difféomorphisme de R+ dans ]0,M [. On note Ã−1

t,x(y) son application inverse. Par
le changement de variable y = A(u, t, α x) (i.e. u = Ã−1

t,α x(y)), le second terme de (3.20)
devient :∫ t

0

∫ M

0
b(Su, x)

∫ 1

0
φ(A(u, t, α x))Q(dα)ξu(dx) du

= −
∫ M

0

∫ 1

0

∫ y/α

A−1
t (y)/α

b(SÃ−1
t,α x(y), x) ∂yÃ−1

t,α x(y) ξÃ−1
t,α x(y)(dx)Q(dα)φ(y) dy

où ∂yÃ−1
t,x(y) = −1/g(SÃ−1

t,x(y), y) ≤ 0.
Ainsi :

〈ξt, φ〉 ≤
∫ M

0
φ(y) Ψ(t, y) dy
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où Ψ est la fonction positive définie par :

Ψ(t, y) =r0
(
A−1
t (y)

)
∂yA

−1
t (y)

− 2
∫ 1

0

∫ y/α

A−1
t (y)/α

b(SÃ−1
t,α x(y), x) ∂yÃ−1

t,α x(y) ξÃ−1
t,α x(y)(dx)Q(dα) .

La quantité
∫M

0 φ(y)Ψ(t, y) dy est égale au terme de droite de (3.20). De plus d’après
(3.9), (〈ξu, 1〉)u≤t est uniformément intégrable, ainsi :

∫ M

0
Ψ(t, y) dy ≤ 〈ξ0, 1〉+ 2b̄

∫ t

0
〈ξu, 1〉 du <∞

la fonction Ψ est donc intégrable.
Soit ϕ = 1B où B est un ensemble borélien négligeable de [0,M ]. Pour tout t ≥ 0,

l’ensemble C1([0,M ]) est dense dans L1([0,M ], ξt) [60, page 69]. Or, ξt étant une mesure
finie, L∞([0,M ], ξt) ⊂ L1([0,M ], ξt). Il existe donc une suite (φn)n uniformément bornée
de C1([0,M ]) telle que :

〈ξt, ϕ〉 = lim
n→∞

〈ξt, φn〉 ≤ lim
n→∞

∫ M

0
φn(y) Ψ(t, y) dy .

Or, Ψ étant positive, intégrable et (φn)n uniformément bornée :

lim
n→∞

∫ M

0
φn(y) Ψ(t, y) dy =

∫ M

0
ϕ(y) Ψ(t, y) dy = 0 .

On en déduit donc que ξt admet une densité pour tout t ≥ 0.



Chapitre 4

Dynamiques adaptatives de
populations bactériennes dans le
chemostat

Dans ce chapitre nous nous intéressons à des modèles de dynamique adaptative du
chemostat. La théorie des dynamiques adaptatives est une branche relativement récente de
la théorie de l’évolution. Elle a été établie notamment par Hofbauer et Sigmund [35], Metz
et al. [48, 47].

Des modèles de dynamiques adaptatives du chemostat ont été proposés pour des po-
pulations structurées en trait dans un contexte déterministe par Doebeli [19] et Mirrahimi
et al. [51] et dans un contexte probabiliste par Champagnat et al. [12]. Nous nous intéres-
sons ici à des populations structurées en trait et en masse. Des modèles de dynamiques
adaptatives ont déjà été proposés pour des modèles structurés en trait et en âge par Tran
[64].

Dans les modèles présentés dans ce chapitre, nous supposerons que la population
initiale est monomorphique, c’est-à-dire que tous les individus possèdent le même trait.
Nous appellerons cette population la population résidente. Lors de l’occurrence d’une
mutation, un nouveau trait apparait, les individus possédant ce trait constitueront la
population mutante.

Nous étudions tout d’abord le modèle individu-centré décrit à la Section 2.4, pour
lequel nous ajoutons un mécanisme de mutation lors de la division bactérienne. Nous
nous plaçons sous les hypothèses suivantes :

Mutations rares : Les mutations sont supposées rares, de sorte que la po-
pulation résidente atteint un voisinage de son équilibre avant l’occurrence
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d’une mutation.

Population résidente de taille grande : La population résidente sera ainsi
approchée par une équation déterministe.

Ainsi la population résidente et la concentration en substrat seront représentées par le
système intégro-différentiel limite obtenu au Théorème 3.3.1. Nous supposerons que ce
système admet un équilibre et qu’il est atteint avant l’occurrence d’une mutation (hy-
pothèse de mutations rares). La population mutante évoluera donc, au voisinage de son
temps d’apparition et aussi longtemps qu’elle restera en faible effectif, dans un milieu
supposé constant (l’effet de la population mutante sur l’équilibre de la population rési-
dente étant négligeable tant que le nombre d’individus mutants est faible). Elle pourra
alors être décrite par un modèle individu-centré de croissance-fragmentation-soutirage en
milieu constant. Ainsi, comme dans le modèle initial l’interaction entre les individus ne
se faisait qu’au travers de la consommation du substrat, ce nouveau modèle sera plus
simple. Ces techniques d’approximation de modèles ont été justifiées, par exemple, dans
Champagnat [10] et Méléard et Tran [46].

Nous décrivons ensuite à la Section 4.2 le modèle intégro-différentiel associé au mo-
dèle individu-centré avec mutations. Nous nous plaçons également sous l’hypothèse de
mutations rares, de sorte que la population résidente atteigne son équilibre avant l’occu-
rence de la mutation. La population mutante pourra alors être modélisée par un modèle
intégro-différentiel de croissance-fragmentation-soutirage en milieu constant.

Pour les deux modèles, individu-centré et intégro-différentiel, nous définissons la fit-
ness associée à la population mutante, c’est-à-dire la valeur sélective donnant la possibi-
lité d’invasion de la population mutante. Pour le modèle individu-centré, elle sera définie
comme étant la probabilité de survie de la population mutante dans le milieu à l’équilibre
de la population résidente. Pour le modèle intégro-différentiel, elle sera représentée par le
taux de croissance de la population mutante dans le milieu à l’équilibre de la population
résidente.

Nous comparons ensuite à la Section 4.3 les deux approches, probabiliste et déter-
ministe, présentées précédemment. Notamment, nous démontrons que ces deux modèles
mènent bien au même critère de possibilité d’invasion de la population mutante dans la
population résidente.

Enfin, à la Section 4.4, nous donnons un résultat de monotonie de la probabilité d’ex-
tinction de la population mutante en fonction de la concentration en substrat à l’équilibre
de la population résidente.
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4.1 Deux modèles individu-centrés

4.1.1 Chemostat avec mutations

Nous considérons un modèle individu-centré de chemostat, structuré en trait et en
masse. Chaque individu est caractérisé par un trait c ∈ C, où C est un sous-ensemble
de Rd, d ≥ 1 et par sa masse x ∈ [0,M ]. On représentera un individu par le couple
(c, x) ∈ C × [0,M ].

La population, renormalisée par le paramètre n ∈ N∗, où n est le nombre d’individus
à l’instant initial sera notée :

ν̄nt (dc,dx) déf= 1
n

Nn
t∑

i=1
δ(Cit ,Xi

t)(dc,dx) (4.1)

où Nn
t est le nombre d’individus présents dans le chemostat au temps t. La concentration

en substrat au temps t sera notée Snt .
On noteMF (C× [0,M ]) l’ensemble des mesures finies sur C× [0,M ] munie de la topo-

logie de la convergence étroite,MP (C × [0,M ]) le sous-ensemble des mesures ponctuelles
sur C × [0,M ] et enfin :

Mn
P (C × [0,M ]) déf=

{
1
n

N∑
i=1

δ(ci,xi) ; N ∈ N , ci ∈ C , xi ∈ [0,M ]
}

où par convention
∑
i∈∅ δ(ci,xi) est la mesure nulle.

La dynamique du modèle considéré comprend les composantes suivantes :

(i) Division/mutation : un individu (c, x) se divise, au taux b(S, c, x), en deux indi-
vidus de masses αx et (1 − α)x, où la proportion α est distribuée selon un noyau
de probabilité Q(c,dα) = q(c, α) dα et S est la concentration en substrat dans le
chemostat.
• Avec probabilité γ ∈ [0, 1], la bactérie fille αx est une bactérie mutante, de trait
c + h ∈ C, où h est distribué suivant un noyau de probabilité κ(c, h) dh et la
bactérie fille (1− α)x a le même trait c que la bactérie mère.
• Avec probabilité 1− γ, les deux bactéries filles possèdent le même trait c que leur
parent.

x

↵x

(1 � ↵) x

ou
�

1 � �

n
taux b(S, c, x)
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(ii) Soutirage : un individu (c, x) est soutiré du chemostat au taux D, où D est le taux
de dilution du chemostat.

(iii) Croissance : entre les instants de division et de soutirage, les individus croissent en
masse à vitesse g(S, c, x), où S est la concentration en substrat dans le chemostat :

d
dtX

i
t = g(Snt , Cit , Xi

t) , i = 1, . . . , Nn
t . (4.2)

(iv) Substrat : la dynamique du substrat est donnée par l’équation suivante :

d
dtS

n
t = D (sin − Snt )− k

V

∫
C×[0,M ]

g(Snt , c, x) ν̄nt (dc,dx). (4.3)

Afin de préciser la numérotation des individus dans (4.1) nous supposons que lorsque
un individu i dans une population de taille N se divise, l’un des descendants conserve le
numero i de la cellule initiale et l’autre descendant prend le numéro N + 1. Lorsqu’une
cellule i est soutirée dans une population de taille N , la population est renumérotée j ← j

pour j < i et j ← j − 1 pour i ≤ j ≤ N .

Hypothèses 4.1.1. Le noyau q est supposé symétrique par rapport à 1/2 pour tout c ∈ C :

q(c, α) = q(c, 1− α) , ∀α ∈ [0, 1] .

On suppose qu’il existe une fonction q̄ : [0, 1]→ R telle que pour tout c ∈ C :

q(c, α) ≤ q̄(α) et
∫ 1

0
q̄(α) <∞ .

Afin d’assurer que le trait d’un mutant appartient bien à l’ensemble des traits C, la fonction
κ est supposée telle que κ(c, h) = 0 si c + h /∈ C. De plus, on suppose qu’il existe une
fonction κ̄ : C → R telle que pour tout c ∈ C :

κ(c, h) ≤ κ̄(h) et
∫
C
κ̄(h) dh <∞ .

Afin d’assurer l’existence et l’unicité des solutions des Équations (4.2) et (4.3) nous
faisons les hypothèses suivantes :

Hypothèses 4.1.2. Les fonctions g et b sont lipschitziennes en s uniformément en (c, x) :
il existe une constante Cste > 0 telle que

|g(s1, c, x)− g(s2, c, x)|+ |b(s1, c, x)− b(s2, c, x)| ≤ Cste |s1 − s2|
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pour tous s1, s2 ≥ 0, c ∈ C et x ∈ [0,M ]. Nous supposons de plus qu’il existe ḡ > 0 et
b̄ > 0 tels que pour tous (s, c, x) ∈ R+ × C × [0,M ] :

0 ≤ g(s, c, x) ≤ ḡ ,

0 ≤ b(s, c, x) ≤ b̄ .

Enfin, en l’absence de substrat, une bactérie ne peut pas croître et une bactérie a une
masse maximale M , c’est-à-dire :

g(0, c, x) = 0 ,

g(s, c,M) = 0

pour tout (s, c, x) ∈ R+ × C × [0,M ].

Afin d’alléger les notations, l’indice n ne sera parfois pas mentionné sur le processus
(Snt , ν̄nt )t≥0 et ses composantes ainsi que sur son générateur infinitésimal L et son flot de
croissance At que nous définissons maintenant.

Flot de croissance

Pour tout t ≥ 0, on définit :

At : R+ ×Mn
P (C × [0,M ]) 3 (s, ν̄) −−→ At(s, ν̄) ∈ R+ ×Mn

P (C × [0,M ])

le flot de croissance associé au système d’équations (4.2)–(4.3) entre chaque évènement
discret (division ou soutirage), i.e :

At(s, ν̄) déf=
(
A0
t (s, ν̄) , 1

n

N∑
i=1

δ(ci,Ait(s,ν̄))

)

défini pour tous s ≥ 0 et ν̄ = 1
n

∑N
i=1 δ(ci,xi) ∈Mn

P (C×[0,M ]), où A0
t (s, ν̄) et (Ait(s, ν̄) ; i =

1, . . . , N) sont les solutions couplées de (4.2)–(4.3) en tout temps t avec la condition initiale
(s, ν̄), c’est-à-dire :

d
dtA

0
t (s, ν̄) = D (sin −A0

t (s, ν̄))− k

nV

N∑
i=1

g(A0
t (s, ν̄), ci, Ait(s, ν̄)) , A0

0(s, ν̄) = s ,

d
dtA

i
t(s, ν̄) = g(A0

t (s, ν̄), ci, Ait(s, ν̄)) , Ai0(s, ν̄) = xi

pour i = 1, . . . , N .
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On introduit les trois mesures aléatoires de Poisson indépendantes N1(du,dj,dα,dθ)
définie sur R+×N∗×[0, 1]×[0, 1],N2(du,dj,dα,dh,dθ) définie sur R+×N∗×[0, 1]×C×[0, 1]
et N3(du,dj) définie sur R+ × N∗ de mesures d’intensité respectives :

n1(du,dj,dα,dθ) déf= (1− γ) b̄du
(∑
`≥1

δ`(dj)
)
q̄(α) dα dθ ,

n2(du,dj,dα,dh,dθ) déf= γ b̄du
(∑
`≥1

δ`(dj)
)
q̄(α) κ̄(h) dα dh dθ ,

n3(du,dj) déf= D du
(∑
`≥1

δ`(dj)
)

caractérisant les instants de sauts (division sans ou avec mutation et soutirage) de la
population.

L’équation (2.22) donnée pour le modèle sans mutation, se généralise au modèle avec
mutations. Ainsi pour toute fonction Φ définie sur R+ ×Mn

P (C × [0,M ]), on a :

Φ(St, ν̄t) = Φ(At(S0, ν̄0))

+
∫∫∫∫

[0,t]×N∗×[0,1]2

1{j≤Nu−} 1{θ≤b(Su,Cju− ,Xj
u− ) q(Cju− ,α)/(b̄ q̄(α))}[

Φ(At−u(Su, ν̄u− − 1
n δ(Cju− ,Xj

u− ) + 1
n δ(Cju− ,αXj

u− ) + 1
n δ(Cju− ,(1−α)Xj

u− )))

− Φ(At−u(Su, ν̄u−))
]
N1(du,dj,dα,dθ)

+
∫∫∫∫

[0,t]×N∗×[0,1]2

1{j≤Nu−} 1{θ≤b(Su,Cju− ,Xj
u− ) q(Cju− ,α)κ(Cju− ,h)/(b̄ q̄(α) κ̄(h))}[

Φ(At−u(Su, ν̄u− − 1
n δ(Cju− ,Xj

u− ) + 1
n δ(Cju−+h,αXj

u− ) + 1
n δ(Cju− ,(1−α)Xj

u− )))

− Φ(At−u(Su, ν̄u−))
]
N2(du,dj,dα,dh,dθ)

+
∫∫

[0,t]×N∗
1{j≤Nu−}

[
Φ(At−u(Su, ν̄u− − 1

n δ(Cju− ,Xj
u− )))− Φ(At−u(Su, ν̄u−))

]
N3(du,dj) .

(4.4)

En suivant la démarche utilisée pour la démonstration du Théorème 2.4.8, on peut
montrer que le processus (Snt , ν̄nt ) est un processus markovien de générateur infinitésimal
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défini par :

LnΦ(s, ν̄) déf=
(
D(sin − s)− k

V 〈g(s, · ), ν̄〉
)
∂sF (s, 〈ν̄, f〉) + 〈ν̄, g(s, · ) ∂xf〉 ∂xF (s, 〈ν̄, f〉)

+ n

∫
C×[0,M ]

b(s, c, x) (1− γ)
∫ 1

0

[
F (s, 〈ν̄ − 1

n δ(c,x) + 1
n δ(c,α x) + 1

n δ(c,(1−α)x), f〉)

− F (s, 〈ν̄, f〉)
]
q(c, α) dα ν̄(dc,dx)

+ n

∫
C×[0,M ]

b(s, c, x) γ
∫
C

∫ 1

0

[
F (s, 〈ν̄ − 1

n δ(c,x) + 1
n δ(c+h,α x) + 1

n δ(c,(1−α)x), f〉)

− F (s, 〈ν̄, f〉)
]
q(c, α) dακ(c, h) dh ν̄(dc,dx)

+Dn

∫
C×[0,M ]

[
F (s, 〈ν̄ − 1

n δ(c,x), f〉)− F (s, 〈ν̄, f〉)
]
ν̄(dc,dx) (4.5)

pour toute fonction test de la forme :

Φ(s, ν̄) = F (s, 〈ν̄, f〉)

avec F ∈ C1,1
b (R+ × R) et f ∈ C0,1(C × [0,M ]).

Hypothèses 4.1.3 (Loi initiale). Nous supposons qu’à l’état initial t = 0, la population
est monomorphique, c’est-à-dire que tous les individus ont le même trait déterministe
c0 ∈ C. La population initiale est donc de la forme :

ν̄n0 (dc,dx) = δc0(dc)wn0 (c0,dx)

où wn0 (c0,dx) = 1
n

∑n
i=1 δ(c0,xi0)(c0, dx).

Nous supposons de plus que wn0 (c0,dx) ∈ MF ([0,M ]) et que ν̄n0 (dc,dx) converge en
loi dansMF (C × [0,M ]) vers :

ξ0(dc,dx) = δc0(dc)w0(c0, x) dx (4.6)

où w0(c0, x) est déterministe.
D’autre part, nous supposons que pour tout c0 ∈ C la condition de moment suivante

est vérifiée :

sup
n∈N∗

E(〈wn0 (c0, · ), 1〉2) <∞. (4.7)

En l’absence de mutations le trait c reste constant, donc d’après le Théorème 3.3.1,
on a le résultat suivant :

Proposition 4.1.4. En l’absence de mutation, i.e. γ = 0, et sous les Hypothèses 4.1.1,
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4.1.2 et 4.1.3,
(Sn, ν̄n) loi−−−→

n→∞
(S, ξ)

dans C([0, T ],R+)×D([0, T ],MF (C× [0,M ])) où (S, ξ) ∈ C([0, T ],R+)×C([0, T ],MF (C×
[0,M ])) est tel que pour tout t > 0 :

ξt(dc,dx) = δc0(dc)wt(c0, x) dx

et (St, wt(c0, x) dx) est l’unique solution faible de l’équation suivante :

d
dt S̃t = D (sin − S̃t)−

k

V

∫ M

0
g(S̃t, c0, x) rt(c0, x) dx , (4.8)

∂

∂t
rt(c0, x) + ∂

∂x

(
g(S̃t, c0, x) rt(c0, x)

)
+
(
b(S̃t, c0, x) +D

)
rt(c0, x)

= 2
∫ M

0

b(S̃t, c0, z)
z

q

(
c0,

x

z

)
rt(c0, z) dz . (4.9)

au sens du Théorème 3.3.1.

Hypothèse 4.1.5. Nous supposons que le système d’équations (4.8)-(4.9), paramétré par
c0 admet une unique solution stationnaire stable non triviale (S∗(c0), r∗(c0, .)) et que toute
solution faible issue d’une condition initiale ξ0 ∈ MF (C × [0,M ]) non nulle de la forme
(4.6) converge dansMF (C × [0,M ]) vers (S∗(c0), ξ∗c0(dc,dx)) lorsque t→∞ où :

ξ∗c0(dc,dx) déf= δc0(dc) r∗(c0, x) dx. (4.10)

L’hypothèse précédente suppose que les paramètres du chemostat ne mènent pas au
lessivage (c’est-à-dire à l’extinction) de la population résidente. L’existence de ce point de
stabilité sera observé numériquement pour certains jeux de paramètres à la Section 5.1
(voir par exemple les Figures 5.3 et 5.5).

Nous supposons les Hypothèses 4.1.1, 4.1.2 et 4.1.3 satisfaites. La Proposition 4.1.4
nous donne un résultat de convergence, en grande population, du processus renormalisé
vers une limite déterministe (S, ξ), en l’absence de mutation. Nous supposons que le
paramètre n est suffisamment grand de sorte que la population résidente soit approchée
par sa limite déterministe (S, ξ) définie à la Proposition 4.1.4 avant l’occurrence de la
première mutation.

Nous supposons de plus l’Hypothèse 4.1.5 satisfaite et nous nous plaçons sous l’hypo-
thèse de mutations rares, de sorte que la population résidente atteigne un voisinage de
son état d’équilibre (S∗(c0), ξ∗c0(dc,dx)) avant l’occurrence d’une mutation.

Cette hypothèse de mutations rares est relative à la taille de la population résidente.
Nous ne détaillerons pas dans cette thèse la dépendance de la probabilité de mutation γ
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en la taille de population n et nous référons aux travaux de Champagnat [10] et Méléard
et Tran [46] pour plus de précision.

Au voisinage de l’instant de la première mutation, le nombre d’individus de la popula-
tion mutante, de trait c, est en quantité négligeable devant le nombre d’individus de la po-
pulation résidente, de trait c0, supposé grand. Son effet sur l’équilibre (S∗(c0), ξ∗c0(dc,dx))
de la population résidente est donc négligeable (voir Geritz et al. [27]). La population
mutante peut donc, au voisinage de l’instant de mutation, être modélisée par le processus
de croissance-fragmentation décrit par les mécanismes de division, soutirage et croissance
(i)-(ii)-(iii) page 57, avec une concentration en substrat constante S∗(c0). Les mutations
étant supposées rares, elles peuvent également être négligées au voisinage de l’instant de
mutation.

Cette approche suppose que la population résidente reste dans un voisinage de son
état d’équilibre et peut être justifiée par des estimées de grandes déviations. Nous ne
traiterons pas ces estimées de grandes déviations dans cette thèse et nous nous référons
aux travaux de Tran [65] et Méléard et Tran [46] qui justifient cette approche pour des
modèles structurés en trait et en âge.

Immédiatement après l’instant de mutation, la modélisation de la dynamique de la
population mutante peut donc se réduire au modèle de croissance-fragmentation-soutirage
en milieu constant, i.e. à substrat constant, présenté à la section suivante.

4.1.2 Modèle de croissance-fragmentation-soutirage en milieu constant

Nous considérons maintenant la croissance d’un individu mutant de trait c au sein
d’une population résidente de trait c0. Nous supposerons cette dernière population sta-
bilisée au sein du chemostat de telle sorte que la concentration en substrat S∗(c0) soit
constante après l’instant de mutation, l’impact de la population mutante étant supposé
négligeable tant qu’elle reste en faible effectif. Les paramètres S∗(c0) et c étant invariants
dans ce modèle réduit, nous simplifons les notations de la manière suivante :

b(x) déf= b(S∗(c0), c, x) ,

q(α) déf= q(c, α) ,

g(x) déf= g(S∗(c0), c, x) .

La modélisation de la population mutante, au voisinage de l’instant de mutation se
réduit au modèle suivant :
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Description du modèle

On considère une population d’individus, caractérisés par leurs masses x ∈ [0,M ].
Chaque individu est soumis aux mécanismes suivants :

(i) Division : un individu de masse x se divise, au taux b(x) en deux individus αx et
(1− α)x, où la proportion α est distribuée selon le noyau de probabilité q(α) dα.

(ii) Soutirage : un individu de masse x est soutiré du chemostat au taux D.

(iii) Croissance : entre les instants de division et de soutirage, les individus croissent
en masse à vitesse g(x) :

d
dtxt = g(xt) . (4.11)

La population au temps t est représentée par la mesure ηt suivante :

ηt(dx) déf=
Nt∑
i=1

δXi
t
(dx) (4.12)

où Nt représente le nombre d’individus dans la population et (Xi
t , i = 1, . . . , Nt) sont les

masses des Nt individus (ordonnés arbitrairement).
Nous supposons qu’au temps t = 0, la population ne contient qu’un seul individu, de

masse x0 :
η0(dx) = δx0(dx) .

Remarque 4.1.6. Contrairement au modèle structuré en âge de Tran [65] et Méléard et
Tran [46], pour lequel l’âge d’un individu à la naissance est connu et vaut 0, la masse d’un
individu issu d’une division dépend de la masse de sa mère et du noyau de division q.

Remarque 4.1.7. Dans ce modèle, les individus n’interagissent pas entre eux, contrai-
rement au modèle présenté à la section précédente dans lequel il y avait une compétition
indirecte entre les individus par la consommation du substrat. Pour tout t > 0, les lignées
engendrées par les individus x1

t , . . . , x
Nt
t sont donc indépendantes et ce processus peut être

vu comme un processus de branchement multitype à temps continu, où les types sont les
masses des individus.

Nous faisons les hypothèses suivantes, dont certaines sont une réécriture des Hypo-
thèses 4.1.1 et 4.1.2 pour le modèle réduit :

Hypothèses 4.1.8. • Le noyau q est supposé symétrique par rapport à 1/2 :

q(α) = q(1− α), ∀α ∈ [0, 1].
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• g(0) = g(M) = 0 et g(x) > 0 pour tout x ∈]0,M [ (notons que cette hypothèse est mi-
neure dans la mesure où l’on suppose en fait que g est régulière et non-uniformément
nulle, alors M est l’infimum des x > 0 tels que g(x) = 0 que l’on suppose fini).
• Il existe mdiv ∈ [0,M [ et b̄ > 0 tels que :

b(x) = 0 pour x ≤ mdiv ,

0 < b(x) < b̄ pour x ∈]mdiv,M ] .

Le processus (ηt)t≥0 peut être défini à l’aide des mesures aléatoires de Poisson indé-
pendantes N1(du,dj,dα,dθ) et N2(du,dj) définies sur R+×N∗× [0, 1]× [0, 1] et R+×N∗,
d’intensités respectives n1(du,dj,dα,dθ) et n2(du,dj) où

n1(du,dj,dα,dθ) = b̄du
(∑
`≥1

δ`(dj)
)
q(dα) dα dθ (4.13)

n2(du,dj) = D du
(∑
`≥1

δ`(dj)
)
. (4.14)

On suppose que N1, N2 et η0 sont indépendants. On note (Ft)t≥0 la filtration canonique
engendrée par η0, N1 et N2.

Le processus (ηt)t≥0 est alors défini par :

ηt = δAt(x0)

+
∫∫∫∫

[0,t]×N∗×[0,1]2

1{j≤Nu−} 1{θ≤b(Xj
u− )/b̄}

[
−δAt−u(Xj

u− ) + δAt−u(αXj
u− )

+ δAt−u((1−α)Xj
u− )
]
N1(du,dj,dα,dθ)

−
∫∫

[0,t]×N∗
1{j≤Nu−} δAt−u(Xj

u− )N2(du,dj) (4.15)

où At désigne le flot de croissance défini pour tous t > 0 et x ∈ [0,M ] par :

d
dtAt(x) = g(At(x)) , A0(x) = x . (4.16)

On note Ñ1(du,dj,dα,dθ) et Ñ2(du,dj,dα,dθ) les mesures de Poisson compensées
associées aux mesures N1 et N2 :

Ñ1(du,dj,dy,dθ) déf= N1(du,dj,dy,dθ)− n1(du,dj,dy,dθ) ,

Ñ2(du,dj) déf= N2(du,dj)− n2(du,dj) .

En utilisant la formule d’Itô pour les intégrales stochastiques par rapport à des mesures
aléatoires de Poisson, on peut montrer, en reprenant la démarche utilisée pour démontrer



66 CHAPITRE 4. DYNAMIQUES ADAPTATIVES

la Proposition 2.4.3, la décomposition canonique de la semi-martingale suivante :

Proposition 4.1.9. Soit F ∈ C1(R) et f : (t, x)→ ft(x) ∈ C1,1(R+ × [0,M ]). Pour tout
t > 0 :

F (〈ηt, ft〉) = F (〈η0, f0〉) +
∫ t

0

[
〈ηu, g ∂xfu + ∂ufu〉F ′ (〈ν̄u, fu〉)

]
du

+
∫ t

0

∫ M

0
b(x)

∫ 1

0

[
F (〈ηu − δx + δαx + δ(1−α)x, fu〉)

− F (〈ηu, fu〉)
]
q(α) dαηu(dx) du

+D

∫ t

0

∫ M

0

[
F (〈ηu − δx, fu〉)− F (〈ηu, fu〉)

]
ηu(dx) du

+M1,F,f
t +M2,F,f

t (4.17)

avec :

M1,F,f
t =

∫∫∫∫
[0,t]×N∗×[0,1]2

1{j≤Nu−} 1{θ≤b(Xj
u− )/b̄}

[
F (〈ηu− − δXj

u−
+ δαXj

u−
+ δ(1−α)Xj

u−
, fu〉)

− F (〈ηu− , fu〉)
]
Ñ1(du,dj,dα,dθ)

M2,F,f
t =

∫∫
[0,t]×N∗

1{j≤Nu−}
[
F (〈ηu− − δXj

u−
, fu〉)− F (〈ηu− , fu〉)

]
Ñ2(du,dj).

D’après [40, page 62], on a le résultat suivant :

Proposition 4.1.10. On a les propriétés de martingales suivantes :

(i) Si pour tout t ≥ 0 :

E
(∫ t

0

∫ M

0
b(x)

∫ 1

0

[
F (〈ηu − δx + δαx + δ(1−α)x, fu〉)

− F (〈ηu, fu〉)
]
q(α) dαηu(dx) du

)
<∞

alors (M1,F,f
t )t≥0 est une (Ft)t≥0-martingale.

(ii) Si pour tout t ≥ 0 :

E
( ∫ t

0

∫ M

0

[
F (〈ηu − δx, fu〉)− F (〈ηu, fu〉)

]
ηu(dx) du

)
<∞

alors (M2,F,f
t )t≥0 est une (Ft)t≥0-martingale.

En suivant la démarche utilisée pour la démonstration du Lemme 2.4.5, on peut mon-
trer le résultat suivant :
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Lemme 4.1.11 (Contrôle de la taille de la population). Pour tout t ≥ 0 et ` ≥ 1 :

E
(

sup
u∈[0,t]

〈ηu, 1〉`
)
≤ C`,t

où C`,t <∞ dépend de ` et de t.

Probabilité d’extinction

Nous nous intéressons à la probabilité de survie de la population. De manière équiva-
lente, nous allons étudier la probabilité d’extinction de la population, avec laquelle il sera
plus aisé de travailler.

Dans le cas structuré en âge étudié par Méléard et Tran [46], les individus d’une po-
pulation de même trait sont identiques, d’âge 0, à la naissance. Cela permet de donner
facilement une condition de survie de la population, puisque, par analogie avec les pro-
cessus de Galton-Watson, le processus s’éteint presque sûrement si le nombre moyen de
descendants d’un individu est inférieur à 1. Dans notre cas, les masses des individus is-
sus d’une division sont différentes. La probabilité d’extinction de la population dépendra
donc de la masse de l’individu initial et sera solution fonctionnelle d’une équation (voir la
Proposition 4.1.13).

On note τ l’instant du premier évènement (division ou soutirage) de la population,
alors au temps τ la population est définie par :

ητ
déf=

 0 si soutirage ,
δX1 + δX2 si division

où X1 = αAτ (x0) et X2 = (1 − α)Aτ (x0) où la proportion α est distribuée suivant le
noyau de probabilité q(α) dα.

Nous notons Pη0 la probabilité sous la condition initiale η0 .

Lemme 4.1.12. (i) La probabilité qu’un individu de masse x0 soit soutiré du chemostat
avant de se diviser et avant un temps t0 > 0 vaut :

Pδx0
(ητ = 0; τ ≤ t0) =

∫ t0

0
De−D t e−

∫ t
0 b(Au(x0))du dt .

(ii) La probabilité qu’un individu de masse x0 se divise avant d’être soutiré et avant un
temps t0 > 0 est

Pδx0
(ητ 6= 0; τ ≤ t0) =

∫ t0

0
b(At(x0)) e−D t e−

∫ t
0 b(Au(x0))du dt .
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(iii) De plus, pour toute fonction bornée f : [0,M ]2 → R :

Eδx0

[
1{ητ 6=0} 1{τ≤t0} f(X1, X2)

]
=
∫ t0

0
b(At(x0)) e−D t e−

∫ t
0 b(Au(x0))du

∫ 1

0
q(α) f

(
αAt(x0), (1− α)At(x0)

)
dα dt .

Démonstration. On définit Td comme le premier instant de saut du processus :

t 7→ N1([0, t], {1}, [0, 1], [0, b(At(x0))/b̄])

et Ts comme le premier instant de saut du processus :

t 7→ N2([0, t], {1}) .

Ainsi Td correspond au premier instant de division conditionné par l’absence de soutirage
et Ts correspond au premier instant de soutirage conditionné par l’absence de division. Td
est de loi exponentielle non-homogène de paramètre b(At(x0)) (c’est-à-dire de densité t 7→
b(At(x0)) exp(−

∫ t
0 b(Au(x0))du)), Ts est de loi exponentielle (homogène) de paramètre

D. Td et Ts sont indépendants. On a ainsi :

τ = Td ∧ Ts .

Alors :

Pδx0
(ητ = 0; τ ≤ t0) = P(Ts < Td;Ts ≤ t0)

=
∫ t0

0
De−D t P(Td > t) dt

=
∫ t0

0
De−D t e−

∫ t
0 b(Au(x0))du dt .

De la même manière, on obtient la probabilité Pδx0
(ητ 6= 0; τ ≤ t0).

Comme α est distribuée suivant le noyau q(α) dα :

Eδx0

[
f(X1, X2) 1{ητ 6=0} 1{τ≤t0}

]
= Eδx0

[
1τ=Td 1{τ≤t0} Eδx0

[f(X1, X2)|τ ]
]

=
∫ t0

0
b(At(x0)) e−

∫ t
0 b(Au(x0))du−D t

∫ 1

0
q(α) f

(
αAt(x0) , (1− α)At(x0)

)
dα dt .

La probabilité d’extinction de la population sachant que la masse de l’individu initial
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est x0 sera notée :

p(x0) déf= Pδx0
(extinction) = P(∃t > 0, Nt = 0|η0 = δx0) ,

où Nt = 〈ηt, 1〉 représente le nombre d’individus de la population à l’instant t. La proba-
bilité de survie sachant que la masse de l’individu initial est x0 sera notée :

Pδx0
(survie) déf= 1− p(x0) = P(∀t > 0, Nt > 0|η0 = δx0) .

Nous aurons également besoin d’utiliser la probabilité d’extinction avant la n-ième
génération, sachant que la masse de l’individu initial est x0, où n ∈ N. Cette probabilité
sera notée :

pn(x0) déf= Pδx0
(extinction de la population avant la n-ième génération). (4.18)

Proposition 4.1.13. p est une solution positive de :

p(x0) =
∫ ∞

0
De−D t e−

∫ t
0 b(Au(x0)) du dt

+
∫ ∞

0
b(At(x0)) e−

∫ t
0 b(Au(x0)) du−D t

∫ 1

0
q(α) p

(
αAt(x0)

)
p
(
(1− α)At(x0)

)
dα dt

(4.19)

et parmi les solutions positives elle est la plus petite dans le sens où pour toute solution
positive p̃ on a p(x0) ≤ p̃(x0) pour tout x0 ∈ [0,M ].

Ce résultat est similaire à l’expression de la probabilité d’extinction dans le cas d’un
processus de naissance et mort inhomogène en temps (voir par exemple Bailey [4]).

Remarque 4.1.14. La fonction f ≡ 1 étant solution de (4.19), la plus petite solution
positive de (4.19) vérifie bien 0 ≤ p(x) ≤ 1 pour tout x ∈ [0,M ].

Remarque 4.1.15. Notons que par intégration par partie :∫ ∞
0

De−D t e−
∫ t

0 b(Au(x0)) du dt

+
∫ ∞

0
b(At(x0)) e−

∫ t
0 b(Au(x0)) du−D t

∫ 1

0
q(α) p

(
αAt(x0)

)
p
(
(1− α)At(x0)

)
dα dt

= 1 +
∫ ∞

0
b(At(x0)) e−

∫ t
0 b(Au(x0)) du−D t

×
∫ 1

0
q(α)

[
p
(
αAt(x0)

)
p
(
(1− α)At(x0)

)
− 1

]
dα dt .
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Ainsi, la probabilité de survie vérifie l’équation suivante :

Pδx0
(survie) =

∫ ∞
0

b(At(x0)) e−
∫ t

0 b(Au(x0)) du−D t

∫ 1

0
q(α)

[
PδαAt(x0)(survie) + Pδ(1−α)At(x0)(survie)

− PδαAt(x0)(survie)Pδ(1−α)At(x0)(survie)
]
dα dt .

Démonstration. La probabilité d’extinction de la population vaut :

p(x0) = Pδx0
(∃t > 0, Nt = 0)

= Pδx0
(∃t > 0, Nt = 0 et ητ = 0) + Pδx0

(∃t > 0, Nt = 0 et ητ 6= 0)

= Pδx0
(ητ = 0) + Eδx0

(1{∃t>τ,Nt=0} 1{ητ 6=0})

D’après la propriété de Markov, on obtient :

Eδx0
(1{∃t>τ,Nt=0} 1{ητ 6=0}) = Eδx0

(
Eδx0

(1{∃t>τ,Nt=0} 1{ητ 6=0}|ητ )
)

= Eδx0

(
Eδx0

(1{∃t>τ,Nt=0}|ητ ) 1{ητ 6=0}
)

= Eδx0

(
EδX1+δX2

(1{∃t>0,Nt=0}) 1{ητ 6=0}
)

On noteN1
t , respectivementN2

t , le nombre d’individus au temps t de la sous-population
engendrée par l’individu de masse X1, respectivement X2. En utilisant l’indépendance des
lignées, on obtient alors :

Eδx0
(1{∃t>τ,Nt=0} 1{ητ 6=0}) = Eδx0

(
EδX1+δX2

(1{∃t>0,N1
t =0} 1{∃t>0,N2

t =0}) 1{ητ 6=0}
)

= Eδx0

(
EδX1+δX2

(1{∃t>0,N1
t =0})EδX1+δX2

(1{∃t>0,N2
t =0}) 1{ητ 6=0}

)
= Eδx0

(
EδX1

(1{∃t>0,Nt=0})EδX2
(1{∃t>0,Nt=0}) 1{ητ 6=0}

)
= Eδx0

(
p(X1) p(X2) 1{ητ 6=0}

)
.

Finalement, d’après le Lemme 4.1.12,

p(x0) =
∫ ∞

0
De−D t e−

∫ t
0 b(Au(x0))du dt

+
∫ ∞

0
b(At(x0)) e−

∫ t
0 b(Au(x0))du−D t

∫ 1

0
q(α) p

(
αAt(x0)

)
p
(
(1− α)At(x0)

)
dα dt .

Montrons maintenant que p est la plus petite solution de (4.19). Soit p̃ une solution
positive de (4.19). Alors pour tout x, 0 = p0(x) ≤ p̃(x). De plus, en suivant la démarche
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précédente, on montre que :

pn(x0) =
∫ ∞

0
De−D t e−

∫ t
0 b(Au(x0)) du dt+

∫ ∞
0

b(At(x0)) e−
∫ t

0 b(Au(x0)) du−D t

∫ 1

0
q(α) pn−1

(
αAt(x0)

)
pn−1

(
(1− α)At(x0)

)
dα dt .

Par récurrence, on obtient alors pn(x0) ≤ p̃(x0). En passant à la limite on a alors p(x0) =
limn→∞ pn(x0) ≤ p̃(x0). p est donc la plus petite solution de (4.19).

Pour tout x ∈]0,M [ et y > 0 tels que x ≤ y, on note t(x, y) le temps nécessaire à un
individu de masse x pour atteindre la masse y ∧M , s’il ne se divise pas. t(x, y) est alors
défini par :

t(x, y) déf=

 Ã−1
x (y) , si x ≤ y < M ,

+∞ , si y ≥M ,
(4.20)

où Ã−1
x est l’application inverse du C1-difféomorphisme t 7→ At(x).

Théorème 4.1.16. On a l’équivalence suivante :

∃x ∈]0,M [, p(x) < 1⇐⇒ ∀x ∈]0,M [, p(x) < 1.

Si le milieu est favorable au développement de la population, il le sera donc quelque
soit la masse de l’individu initial. Mais la probabilité de survie de la population dans ce
milieu dépendra de la masse de cet individu.

Démonstration. Supposons qu’il existe x0 ∈]0,M [ tel que p(x0) < 1. Considérons trois
cas :

(i) Cas x ∈]0, x0[.
Le temps t(x, x0) d’atteinte de la masse x0 est fini. Une possibilité de survie pour
l’individu de masse initiale x est d’atteindre la masse x0 sans se diviser, c’est-à-dire
de survivre jusqu’au temps t(x, x0) sans se diviser, et que la population engendrée
par l’individu de masse x0 survive. On obtient donc :

Pδx(survie) ≥ exp
(
−D t(x, x0)−

∫ t(x,x0)

0
b(Au(x)) du

)
× Pδx0

(survie) .

D’où :

1− p(x) ≥ (1− p(x0)) exp
(
−D t(x, x0)−

∫ t(x,x0)

0
b(Au(x)) du

)
> 0
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donc p(x) < 1.

(ii) Cas x ∈ [x0, x0 ∨mdiv].

Étant donné que x0 ≤ x ≤ mdiv, la population engendrée par un individu de masse
x0 survit si et seulement si l’individu de masse initiale x0 atteint la masse x, c’est-à-
dire que l’individu survit pendant une durée de temps t(x0, x), et que la population
engendrée par l’individu de masse x survit. Ainsi :

Pδx0
(survie) = e−D t(x0,x) Pδx(survie)

d’où

p(x) = 1− (1− p(x0)) eD t(x0,x) < 1 .

(iii) Cas x ∈]x0 ∨mdiv,M [.

On pose x1 = x0 ∨mdiv, ainsi d’après (ii) p(x1) < 1. Pour tout individu de masse
z telle que x1 ≤ z < 2x1 ∧ M , une possibilité de survie est de se diviser avant
d’atteindre la masse 2x1 ∧M , c’est-à-dire avant l’instant t(z, 2x1), que la masse du
“premier” enfant soit inférieure à x1 et que la population engendrée par cet enfant
survive. Donc :

Pδz(survie) ≥
∫ t(z,2x1)

0
b(At(z)) e−

∫ t
0 b(Au(z))du−D t

∫ x1

0
q

(
y

At(z)

) Pδy(survie)
At(z)

dy dt .

Or :
∫ x1

0

1
At(z)

q

(
y

At(z)

)
dy =

∫ x1
At(z)

0
q(α) dα ≥

∫ 1
2

0
q(α) dα = 1

2 > 0 .

De plus, d’après (i), Pδy(survie) = 1− p(y) > 0 pour tout y < x1, donc :

∫ x1

0
q

(
y

At(z)

) Pδy(survie)
At(z)

dy > 0 .

En outre, b(At(z)) > 0 pour tout 0 ≤ t ≤ t(x, 2x1) car z > mdiv, donc finalement
Pδz(survie) > 0, c’est-à-dire p(z) < 1 pour tout z ∈]x0 ∨mdiv, 2 (x0 ∨mdiv)∧M [. En
itérant ce raisonnement, on montre que p(x) < 1 pour tout x ∈]x0 ∨mdiv,M [.

Proposition 4.1.17. Si la fonction de taux de division b est croissante, alors la probabilité
d’extinction p : x 7→ p(x) est décroissante.
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Démonstration. On montre par récurrence que la fonction pn est décroissante, pour tout
n ∈ N∗, où pn est définie par (4.18). Soit 0 < x < y < M , comme Au(x) < Au(y), pour
tout u ≥ 0 :

p1(x) = D

∫ ∞
0

e−
∫ t

0 b(Au(x)) du−D t dt

≥ D
∫ ∞

0
e−
∫ t

0 b(Au(y)) du−D t dt

= p1(y) .

La fonction p1 est donc décroissante. Soit n ∈ N∗, on suppose que la fonction pn est
décroissante.

On décompose pn+1(x) de la manière suivante :

pn+1(x) = p1(x) + Pδx(extinction avant la n+ 1-ième génération ∩ ητ 6= 0) ,

où τ est le premier temps de saut de la population et

Pδx(extinction avant la n+ 1-ième génération ∩ ητ 6= 0)

=
∫ ∞

0
b(At(x)) e−

∫ t
0 b(Au(x)) du−D t

∫ 1

0
q(α) pn(αAt(x)) pn((1− α)At(x)) dα dt .

On en déduit alors la relation suivante :

pn+1(x) = p1(x) + pn+1(x|ητ 6= 0)Pδx(ητ 6= 0)

= p1(x) + pn+1(x|ητ 6= 0) (1− p1(x))

où

pn+1(x|ητ 6= 0) = Pδx(extinction avant la n+ 1-ième génération ∩ ητ 6= 0)
1− p1(x)

représente la probabilité que la population, partant d’un individu de masse x, s’éteigne
avant la (n+ 1)-ième génération sachant que le premier évènement est une division.

Pour tout t ≥ 0, on a At(x,y)+t(x) = At(y), par un changement de variable, on obtient
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alors :∫ ∞
t(x,y)

b(At(x)) e−
∫ t

0 b(Au(x)) du−D t
∫ 1

0
q(α) pn(αAt(x)) pn((1− α)At(x)) dα dt

= e−
∫ t(x,y)

0 b(Au(x)) du−D t(x,y)
∫ ∞

0
b(At(y)) e−

∫ t
0 b(Au(y)) du−D t

∫ 1

0
q(α) pn(αAt(y)) pn((1− α)At(y)) dα dt

= e−
∫ t(x,y)

0 b(Au(x)) du−D t(x,y) Pδy(extinction avant la n+ 1-ième génération ∩ ητ 6= 0)

= e−
∫ t(x,y)

0 b(Au(x)) du−D t(x,y) pn+1(y|ητ 6= 0) (1− p1(y)) .

De plus, sur l’intervalle de temps [0, t(x, y)], l’individu, avant sa division, a une masse
inférieure à y (i.e. pour tout t ∈ [0, t(x, y)], At(x) ≤ y). La fonction pn étant supposée
décroissante, on obtient alors :

∫ t(x,y)

0
b(At(x)) e−

∫ t
0 b(Au(x)) du−D t

∫ 1

0
q(α) pn(αAt(x)) pn((1− α)At(x)) dα dt

≥
∫ t(x,y)

0
b(At(x)) e−

∫ t
0 b(Au(x)) du−D t dt

∫ 1

0
q(α) pn(α y) pn((1− α) y) dα .

En outre, la fonction pn étant décroissante,

Pδy(extinction avant la n+ 1-ième génération ∩ ητ 6= 0)

≤
∫ ∞

0
b(At(y)) e−

∫ t
0 b(Au(y)) du−D t dt

∫ 1

0
q(α) pn(α y) pn((1− α) y) dα

= (1− p1(y))
∫ 1

0
q(α) pn(α y) pn((1− α) y) dα

d’où

pn+1(y|ητ 6= 0) ≤
∫ 1

0
q(α) pn(α y) pn((1− α) y) dα .

On obtient ainsi,

pn+1(x|ητ 6= 0) ≥
[∫ t(x,y)

0 b(At(x)) e−
∫ t

0 b(Au(x)) du−D t dt
1− p1(x)

+ e−
∫ t(x,y)

0 b(Au(x)) du−D t(x,y) 1− p1(y)
1− p1(x)

]
pn+1(y|ητ 6= 0) .
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Or,

∫ t(x,y)

0
b(At(x)) e−

∫ t
0 b(Au(x)) du−D t dt = 1− e−

∫ t(x,y)
0 b(Au(x)) du−D t(x,y)

−D
∫ t(x,y)

0
e−
∫ t

0 b(Au(x)) du−D t

donc

pn+1(x|ητ 6= 0) ≥
[

1−D
∫ t(x,y)

0 e−
∫ t

0 b(Au(x)) du−D t dt
1− p1(x)

− e−
∫ t(x,y)

0 b(Au(x)) du−D t(x,y) p1(y)
1− p1(x)

]
pn+1(y|ητ 6= 0) .

De plus,

p1(x) = D

∫ t(x,y)

0
e−
∫ t

0 b(Au(x)) du−D t dt+ e−
∫ t(x,y)

0 b(Au(x)) du−D t(x,y) p1(y)

d’où

pn+1(x|ητ 6= 0) ≥ pn+1(y|ητ 6= 0) .

Ainsi :

pn+1(x)− pn+1(y) = p1(x) + pn+1(x|ητ 6= 0) (1− p1(x))

− p1(y)− pn+1(y|ητ 6= 0) (1− p1(y))

≥ (p1(x)− p1(y)) (1− pn+1(y|ητ 6= 0))

≥ 0 .

La fonction pn+1 est donc décroissante.

De plus, pour tous x ∈]0,M [, la suite (pn(x))n∈N∗ est croissante et majorée par 1 ; elle
est donc convergente, de limite p(x). En passant à la limite, on obtient finalement :

p(x)− p(y) = lim
n→∞

(pn(x)− pn(y)) ≥ 0 .
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4.2 Deux modèles intégro-différentiels

Nous présentons, dans cette section, les modèles déterministes associés aux modèles
probabilistes présentés à la section précédente. Nous présentons, dans une première sous-
section, le modèle de chemostat avec mutations général (sans supposer que la population
monomorphique est en régime stationnaire lors de l’occurrence d’une mutation). Nous
décrivons ensuite le modèle de croissance-fragmentation-soutirage en milieu constant cor-
respondant à la description de la population mutante sous une hypothèse de mutations
rares, permettant de supposer la population monomorphique en régime stationnaire lors
de l’occurrence d’une mutation.

4.2.1 Chemostat avec mutations

Nous supposons qu’à l’instant initial la population résidente est monomorphique, de
trait c0, et qu’elle suit le système intégro-différentiel présenté à la Section 2.2 à savoir :

d
dtSt = D (sin − St)−

k

V

∫ M

0
g(c0, St, x) rt(c0, x) dx , (4.21)

∂

∂t
rt(c0, x) + ∂

∂x

(
g(c0, St, x) rt(c0, x)

)
+
(
b(c0, St, x) +D

)
rt(c0, x)

= 2
∫ M

x

b(c0, St, z)
z

q

(
c0,

x

z

)
rt(c0, z) dz . (4.22)

Nous notons τ le temps d’apparition d’une population mutante et nous notons c le
trait mutant. Alors avant l’instant τ , le chemostat évolue suivant le système précédent et
après l’instant τ le chemostat évolue suivant le système suivant :

d
dtSt = D (sin − St)−

k

V

∫ M

0
g(c0, St, x) rt(c0, x) dx

− k

V

∫ M

0
g(c, St, x) rt(c, x) dx , (4.23)

∂

∂t
rt(c0, x) + ∂

∂x

(
g(c0, St, x) rt(c0, x)

)
+
(
b(c0, St, x) +D

)
rt(c0, x)

= 2
∫ M

x

b(c0, St, z)
z

q

(
c0,

x

z

)
rt(c0, z) dz (4.24)

∂

∂t
rt(c, x) + ∂

∂x

(
g(c, St, x) rt(c, x)

)
+
(
b(c, St, x) +D

)
rt(c, x)

= 2
∫ M

x

b(c, St, z)
z

q

(
c,
x

z

)
rt(c, z) dz (4.25)

avec une condition initiale rτ (c, .) décrivant la fraction de la population ayant le trait
mutant c.



4.2. DEUX MODÈLES INTÉGRO-DIFFÉRENTIELS 77

De manière similaire à l’Hypothèse 4.1.5, nous supposons que pour tout trait c0 ∈ C
le système d’équations (4.21)-(4.22) admet un unique équilibre stable (S∗(c0), r∗(c0, · )).

Nous supposons également que le système d’équations (4.23)-(4.24)-(4.25) admet un
unique équilibre stable.

En général, la coexistence entre les deux traits c0 et c n’est pas possible. En effet
Hsu et al. [37] ont montré le principe d’exclusion compétitive dans le cas où la vitesse de
croissance g est de la forme : g(S, x) = µ(S)x (voir aussi Smith et Waltman [61]). L’équi-
libre stable de (4.23)-(4.24)-(4.25) sera de la forme (S∗(c0), r∗(c0), 0) ou (S∗(c), 0, r∗(c))
et la population survivant dans le chemostat sera celle qui dégrade le mieux le substrat,
c’est-à-dire que l’équilibre sera (S∗(c0), r∗(c0), 0) si S∗(c0) < S∗(c) et (S∗(c), 0, r∗(c)) si
S∗(c0) > S∗(c).

Nous supposons que le principe d’exclusion compétitive est vérifié. Alors, deux cas
sont possibles lors d’une mutation :
• 1er cas : La population résidente est “meilleure” que la population mutante (pour
l’exemple présenté ci-dessus, la relation S∗(c0) < S∗(c) est vérifiée). Alors la popula-
tion mutante s’éteint et le couple substrat/population résidente atteint un voisinage
de son état d’équilibre (S∗(c0), r∗(c0, · )).
• 2nd cas : La population mutante est “meilleure” que la population résidente (pour

l’exemple présenté ci-dessus, la relation S∗(c) < S∗(c0) est vérifiée). Alors la po-
pulation mutante peut envahir la population résidente. Dans ce cas, la population
résidente va à l’extinction et le couple substrat/population mutante atteint un voi-
sinage de son état d’équilibre (S∗(c), r∗(c, · )). La population mutante joue ensuite
le rôle de la population résidente pour la mutation suivante.

Au voisinage de l’instant de mutation, la population mutante est en très faible quantité
dans le chemostat. Il n’est donc pas judicieux de modéliser sa croissance par un modèle
déterministe, l’aléa étant très présent. Néanmoins, le modèle déterministe nous permet de
déterminer (au moins numériquement) le trait vers lequel la population va converger après
plusieurs mutations (voir l’étude numérique du modèle déterministe à la Section 5.2).

Lorsque la population résidente est dans un voisinage de son état d’équilibre, l’étude de
la croissance du mutant peut se réduire à l’étude d’un modèle de croissance-fragmentation
en milieu constant. À nouveau, nous supposons que les mutations sont suffisamment rares
pour que la population résidente atteigne un voisinage de son équilibre avant l’arrivée d’une
mutation. Après chaque instant de mutation, aussi longtemps que la population mutante
est supposée rare, son impact sur l’équilibre de la population résidente est négligeable.
Juste après l’instant de mutation, la modélisation de la population mutante peut donc être
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approchée par le modèle de croissance fragmentation décrit à la section suivante avec :

g(x) déf= g(c, S∗(c0), x) ,
b(x) déf= b(c, S∗(c0), x) ,
q(α) déf= q(c, α) .

(4.26)

4.2.2 Modèle de croissance-fragmentation-soutirage en milieu constant

Tout comme pour l’approche probabiliste, aussi longtemps que le nombre d’individus
mutants est suffisamment faible (inférieur à un seuil ε > 0), la modélisation déterministe
de la population mutante se réduit à un modèle de croissance-fragmentation-soutirage
en milieu constant. Ce modèle correspond au modèle déterministe associé au modèle
probabiliste décrit à la Section 4.1.2. On suppose qu’un individu de masse x :

(i) se divise, au taux b(x), en deux individus αx et (1− α)x, où α est distribué selon
un noyau de probabilité q(α) dα ;

(ii) disparaît au taux D, (qui peut être vu, dans ce modèle comme un taux de mort et
qui correspond au taux de soutirage de l’individu) ;

(iii) croît à la vitesse g.

L’équation d’évolution de la densité de population correspond donc à l’équation intégro-
différentielle suivante :

∂

∂t
mt(x) + ∂

∂x

(
g(x)mt(x)

)
+
(
b(x) +D

)
mt(x) = 2

∫ M

0

b(z)
z

q

(
x

z

)
mt(z) dz (4.27)

où mt(x) représente la densité de population de masse x au temps t ; avec la condition
initiale m0, représentant le noyau de distribution de la masse de l’individu mutant. On a
alors :

∫M
0 m0(x) dx = 1.

Nous notons G l’opérateur décrivant l’évolution de la densité m, c’est-à-dire tel quel
∂tmt(x) = Gmt(x) :

Gf(x) déf= −∂x(g(x) f(x))− (D + b(x)) f(x) + 2
∫ M

0

b(z)
z

q

(
x

z

)
f(z) dz. (4.28)

et G∗ son adjoint :

G∗f(x) déf= −(D + b(x)) f(x) + g(x) ∂xf(x) + 2 b(x)
∫ 1

0
q(α)φ(αx) dα . (4.29)

Nous considérons le problème aux valeurs propres suivant :

Gû(x) = Λ û(x) (4.30a)
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g(0) û(0) = 0 , D + Λ > 0 , û(x) ≥ 0 ,
∫ M

0
û(x) dx = 1 . (4.30b)

ainsi que son problème adjoint :

G∗v̂(x) = Λ v̂(x) (4.31a)

v̂(x) ≥ 0 ,
∫ M

0
v̂(x) û(x) dx = 1 . (4.31b)

Hypothèse 4.2.1. Nous supposons que le système (4.30)-(4.31) admet une solution
(û, v̂,Λ) telle que û, v̂ ∈ C1([0,M ]).

Remarque 4.2.2. L’existence et l’unicité de solution (û, v̂,Λ) du problème (4.30)-(4.31)
ont été démontrées pour des modèles relativement proches du notre. Notamment Doumic
[20] a démontré le résultat pour un modèle de croissance-fragmentation structuré en masse
et en âge. Doumic Jauffret et Gabriel [21] étudient un modèle de croissance-fragmentation
structuré en masse, avec une vitesse de croissance g(x) strictement positive pour x > 0 ;
les masses des individus ne sont alors plus contenues dans un compact [0,M ], le domaine
de définition des vecteurs propres est alors [0,+∞[.

Le taux de croissance de la population est alors donné par la valeur propre Λ (nous
verrons dans la section suivante qu’elle est unique).

Si les mutations sont suffisamment rares pour que la population résidente atteigne un
voisinage de son état d’équilibre avant l’occurrence d’une mutation, alors la population
mutante du modèle décrit à la section précédente peut être modélisée par le modèle réduit
ci-dessus avec les notations (4.26). L’étude de la possibilité d’invasion de la population
mutante revient donc à déterminer le signe de la valeur propre Λ : si Λ > 0 alors la
population mutante peut envahir la population résidente ; si Λ ≤ 0 la population mutante
s’éteindra.

4.3 Lien entre les approches probabiliste et déterministe

Le but de cette partie est de faire le lien entre les descriptions stochastique et déter-
ministe de la possibilité d’invasion de l’espèce mutante dans le chemostat. La principale
différence entre ces deux approches est que dans la description probabiliste, la fitness est
généralement représentée comme étant la probabilité de survie de la population mutante
dans la population résidente, alors que dans la description déterministe, la fitness est
donnée par le taux de croissance de la population mutante.
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Le but ici est de montrer que ces deux approches mènent bien au même critère d’inva-
sion du mutant (voir le Théorème 4.3.11), bien qu’il n’y ait pas de relation simple entre ces
deux quantités comme dans le cas non structuré étudié par Metz et al. [47], Champagnat
[10], Champagnat et al. [12].

Le résultat obtenu au Théorème 4.3.11, nous permettra de déterminer numérique-
ment, sur un exemple particulier, un état stationnaire, aussi bien pour le modèle intégro-
différentiel que pour le modèle individu-centré, correspondant à un trait résident ne per-
mettant à aucune population mutante d’envahir le chemostat (voir le Chapitre 5).

Certains résultats donnés dans cette section peuvent être déterminés soit par une
approche déterministe en étudiant le problème aux valeurs propres (4.30)-(4.31), soit
en utilisant une approche stochastique à partir du processus (4.12). Nous adopterons
principalement l’approche stochastique, tout en donnant des éléments de preuve de la
démarche déterministe suivie notamment par Perthame [55], Doumic Jauffret et Gabriel
[21].

Nous supposons l’Hypothèse 4.2.1 vérifiée et nous considérons une solution (û, v̂,Λ)
du système (4.30)-(4.31) telle que û, v̂ ∈ C1([0,M ]), ainsi que le processus

ηt =
Nt∑
i=1

δXi
t

défini par l’Équation (4.12). Nous supposerons dans toute cette section que les hypothèses
suivantes, qui reprennent les Hypothèses 4.1.8, sont satisfaites :

Hypothèses 4.3.1. Nous faisons les hypothèses suivantes :
• Le noyau q est supposé symétrique par rapport à 1/2 :

q(α) = q(1− α), ∀α ∈ [0, 1].

• g(0) = g(M) = 0 et g(x) > 0 pour tout x ∈]0,M [.
• b ∈ C([0,M ]). Il existe mdiv ∈ [0,M [ et b̄ > 0 tels que :

b(x) = 0 pour x ≤ mdiv ,

0 < b(x) < b̄ pour x ∈]mdiv,M ] .

4.3.1 Processus microscopique et problème aux valeurs propres

Proposition 4.3.2. Soit f ∈ C1([0,M ]). Si v est une solution C1,1(R+ × [0,M ]) de

∂

∂t
v(t, x) = G∗v(t, x) , t ≥ 0 , v(0, x) = f(x) , x ∈ [0,M ] . (4.32)
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où l’opérateur G∗ est défini à l’Équation (4.29), alors

v(t, x) = Eδx

[
Nt∑
i=1

f
(
Xi
t

)]
.

Démonstration. Soient v une solution C1,1(R+ × [0,M ]) de (4.32) et t ≥ 0 fixé. On pose

Ms =
Ns∑
i=1

v(t− s,Xi
s).

La Proposition 4.1.9 donne :

Ms = v(t,X0) +
∫ s

0

(
Nu∑
i=1

g(Xi
u) ∂xv(t− u,Xi

u)− ∂tv(t− u,Xi
u)
)

du

+
∫∫

[0,t]×[0,1]

Nu∑
j=1

b(Xj
u−)
[
v(t− u, αXj

u−) + v(t− u, (1− α)Xj
u−)

− v(t− u,Xj
u−)
]
q(α) dαdu

−D
∫ s

0

Nu∑
j=1

v(t− u,Xj
u) du

+
∫∫∫∫

[0,s]×N∗×[0,1]2

1{j≤Nu−} 1{θ≤b(Xj
u− )/b̄}

[
v(t− u, αXj

u−) + v(t− u, (1− α)Xj
u−)

− v(t− u,Xj
u−)
]
Ñ1(du,dj,dα,dθ)

−
∫∫

[0,s]×N∗
1{j≤Nu−} v(t− u,Xj

u−) Ñ2(du,dj) .

On obtient ainsi :

Ms = v(t,X0) +
∫ s

0

Nu∑
j=1

(
G∗v(t− u,Xi

u)− ∂tv(t− u,Xi
u)
)

du

+
∫∫∫∫

[0,s]×N∗×[0,1]2

1{j≤Nu−} 1{θ≤b(Xj
u− )/b̄}

[
v(t− u, αXj

u−) + v(t− u, (1− α)Xj
u−)

− v(t− u,Xj
u−)
]
Ñ1(du,dj,dα,dθ)

−
∫∫

[0,s]×N∗
1{j≤Nu−} v(t− u,Xj

u−) Ñ2(du,dj).

Comme v est solution de (4.32), le second terme du membre de droite est nul. Par
continuité, v est bornée sur [0, t]×[0,M ] ; d’après la Proposition 4.1.10 et le Lemme 4.1.11,
(Ms)s≥0 est donc une martingale. Ainsi Eδx(Mt) = Eδx(M0) d’où le résultat cherché.
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Proposition 4.3.3. Pour tout t > 0, v̂ vérifie :

Eδx

[
Nt∑
i=1

v̂(Xi
t)
]

= eΛ t v̂(x). (4.33)

Démonstration. En dérivant eΛ t v̂(x) par rapport au temps on obtient :

d
dt
(
eΛ t v̂(x)

)
= Λ eΛ t v̂(x) = eΛ t G∗v̂(x) = G∗

(
eΛ t v̂(x)

)
.

eΛ t v̂(x) est solution de (4.32) avec la condition initiale v(0, x) = v̂(x), le résultat cherché
se déduit donc directement de la Proposition 4.3.2.

La Proposition précédente nous permet d’obtenir des résultats de convergence des
solutions de (4.32) :

Corollaire 4.3.4. Soit f ∈ C1([0,M ]) telle qu’il existe des constantes C− > 0 et C+ > 0
finies telles que pour tout x ∈]0,M [ :

C− v̂(x) ≤ f(x) ≤ C+ v̂(x) .

Soit v une solution C1,1(R+× [0,M ]) de (4.32) avec f pour condition initiale. Alors pour
tout x ∈]0,M [ :

C−v̂(x) ≤ v(t, x) e−Λ t ≤ C+ v̂(x) . (4.34)

Démonstration. D’après les Propositions 4.3.2 et 4.3.3 on obtient :

v(t, x) = Eδx

[
Nt∑
i=1

f
(
Xi
t

)]
≤ C+ Eδx

[
Nt∑
i=1

v̂
(
Xi
t

)]
≤ C+ eΛ t v̂(x) .

L’inégalité de droite s’obtient de la même manière par minoration de f .

Remarque 4.3.5. Il existe des méthodes déterministes pour démontrer le Corollaire pré-
cédent. Par exemple, pour Λ > 0, on peut, en suivant la démarche proposée par Perthame
[55], utiliser le principe d’entropie relative généralisée suivant : Pour v, w et ψ des fonc-
tions de C1,1(R+×[0,M ]) telles que v et w sont des solutions de (4.32) avec des conditions
initiales données et ψ est une solution de :

∂

∂t
ψ(t, x) = Gψ(t, x) , (4.35)
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on peut montrer (voir par exemple [55]) que pour toute fonction convexe H, on a :

d
dt

∫
ψ(t, x)w(t, x)H

(
v(t, x)
w(t, x)

)
dx ≤ 0 .

En choisissant :

w(t, x) déf= eΛ t v̂(x) , ψ(t, x) déf= eΛ t û(x) .

on obtient alors :

d
dt

∫
û(x) v̂(x)H

(
v(t, x) e−Λ t

v̂(x)

)
dx ≤ 0

donc la fonction dérivée précédemment est décroissante. Pour une fonction H ≥ 0, elle
est positive.

En choisissant H(u) déf= (u− C+)2
+, on a :

∫
û(x) v̂(x)H

(
f(x)
v̂(x)

)
dx = 0 ,

donc : ∫
û(x) v̂(x)H

(
v(t, x) e−Λ t

v̂(x)

)
dx = 0 .

Comme pour tout x dans l’intérieur du support de û, û(x) > 0 et v̂(x) > 0, alors :

H

(
v(t, x) e−Λ t

v̂(x)

)
= 0 ,

on en déduit donc que l’inégalité de droite de (4.34) est vérifiée sur le support de û.
L’inégalité de gauche s’obtient par le même type de raisonnement en prenant :

H(u) déf= (C− − u)2
+ .

Proposition 4.3.6. La fonction v̂ est strictement positive sur l’intervalle ]0,M [ :

v̂(x) > 0, x ∈]0,M [.

Pour démontrer cette proposition, nous utilisons une démarche similaire à celle utilisée
pour la démonstration du Théorème 4.1.16 :

Démonstration. Soit x0 ∈]0,M [ tel que v̂(x0) > 0 (un tel x0 existe car
∫M

0 v̂(x) û(x)dx =
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1).

Pour tout x ∈]0,M [ et y > 0 tels que x ≤ y, t(x, y) représente le temps nécessaire à
un individu de masse x pour atteindre la masse y ∧M défini par (4.20).

(i) Soit 0 < x < x0. La probabilité p0 qu’un individu de masse x atteigne la masse x0

sans se diviser et sans être soutiré du chemostat vaut :

p0 = exp
(
−D t(x, x0)−

∫ t(x,x0)

0
b(Au(x)) du

)
> 0 .

D’après la proposition 4.3.3 on obtient ainsi

eΛ t(x,x0) v̂(x) = Eδx

Nt(x,x0)∑
i=1

v̂(Xi
t(x,x0))

 ≥ p0 v̂(x0) > 0.

Donc v̂ est strictement positive sur ]0, x0].

(ii) Soit x ∈ [x0, x0 ∨mdiv].

La population engendrée par x0 survit jusqu’au temps t(x0, x) si et seulement si
l’individu de masse initiale x0 atteint la masse x. On obtient alors :

0 < eΛ t(x0,x) v̂(x0) = Ex0

Nt(x0,x)∑
i=1

v̂(Xi
t(x0,x))


= e−D t(x0,x) v̂(x) .

(iii) x ∈]x0 ∨mdiv,M [. Soit x0 ∨mdiv ≤ x1 < M tel que v̂(x1) > 0. Pour tout individu
de masse z telle que x1 ≤ z < 2x1 ∧M , une possibilité pour qu’au temps t(z, 2x1)
il y ait encore des individus dans la population engendrée par l’individu de masse
z est qu’il se divise avant l’instant t(z, 2x1). L’un des enfants aura alors une masse
inférieure à x1. On obtient alors la minoration suivante :

eΛ t(z,2x1) v̂(z) =Ez

Nt(z,2 x1)∑
i=1

v̂(Xi
t(z,2x1))


≥
∫ t(z,2x1)

0
b(At(z)) e−

∫ t
0 b(Au(z))du−D t

∫ x1

0

1
At(z)

q

(
y

At(z)

)
Ey

Nt(z,2 x1)−t∑
i=1

v̂(Xi
t(z,2x1)−t)

 dy dt .
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Or,

∫ x1

0

1
At(z)

q

(
y

At(z)

)
dy =

∫ x1
At(z)

0
q(α) dα ≥

∫ 1
2

0
q(α) dα = 1

2 > 0 .

De plus, d’après la Proposition 4.3.3 et (i), pour tout y ≤ x1 :

Ey

Nt(z,2 x1)−t∑
i=1

v̂(Xi
t(z,2x1)−t)

 = eΛ (t(z,2x1)−t) v̂(y) > 0 .

En outre, b(At(z)) > 0 pour tout 0 ≤ t ≤ t(x, 2x1) car z > mdiv, donc finalement
v̂(z) > 0. Comme v̂(x0 ∨mdiv) > 0, on en déduit du résultat précédent que v̂(x) > 0
pour tout x ∈]x0 ∨mdiv, 2 (x0 ∨mdiv) ∧M [, puis par récurrence, que v̂(x) > 0 pour
tout x ∈]x0 ∨mdiv,M [.

Remarque 4.3.7. La proposition précédente peut également se démontrer à partir du pro-
blème aux valeurs propres, en suivant par exemple la démarche utilisée par Doumic Jauffret
et Gabriel [21, Lemme 1.3.1] : soit x0 ∈]0,M [, pour tout x ∈ [x0,M [ on pose :

G(x) déf= v̂(x) e−
∫ x
x0

Λ+D+b(y)
g(y) dy

alors

G′(x) = −2 b(x)
g(x) e

−
∫ x
x0

Λ+D+b(y)
g(y) dy

∫ 1

0
q(α) v̂(αx) dα ≤ 0 .

Supposons que v̂ s’annule sur l’intervalle [x0,M [ et notons :

x1
déf= inf

x0≤x<M
{v̂(x) = 0} .

Alors G(x1) = 0 et, G étant décroissante et positive, on en déduit que v̂(x) = 0 pour
tout x ≥ x1. D’autre part,

∫M
0 û(x) v̂(x) dx = 1, donc x0 étant choisit arbitrairement, il

existe 0 < m < M tel que v̂(x) > 0 pour tout x < m. Pour x0 < m, on a alors pour tout
y ∈]x1,M [ :

∫ y

x1
G′(x) dx = −2

∫ y

x1

e
−
∫ x
x0

Λ+D+b(z)
g(z) dz

g(x) b(x)
∫ 1

0
q(α) v̂(αx) dα < 0

ce qui contredit le fait que v̂(x) = 0 pour tout x > x1, car on aurait alors G′(x) = 0 pour
tout x > x1. Donc finalement v̂(x) > 0 pour tout 0 < x < M .
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Corollaire 4.3.8. Soient (û1, v̂1,Λ1) et (û2, v̂2,Λ2) deux solutions du problème aux valeurs
propres (4.30)-(4.31), alors Λ1 = Λ2.

Démonstration. Comme G∗v̂2 = Λ2 v̂2 et Gû1 = Λ1 û1, on a :

Λ2

∫ M

0
û1(x) v̂2(x) dx =

∫ M

0
û1(x)G∗v̂2(x) dx

=
∫ M

0
Gû1(x) v̂2(x) dx

= Λ1

∫ M

0
û1(x) v̂2(x) dx .

De plus, d’après la Proposition 4.3.6, v̂2(x) > 0 pour tout x ∈]0,M [, donc :

∫ M

0
û1(x) v̂2(x) dx > 0 .

On en déduit donc que Λ1 = Λ2.

Proposition 4.3.9. Pour tout x ∈]0,M [, il existe une constante Cx > 0 telle que :

Eδx(Nt) ≤ Cx eΛ t , ∀t ≥ 0 .

Démonstration. Soit ε > 0 tel que ε < x < M−ε. D’après la Proposition 4.3.6, la fonction
v̂ étant continue et strictement positive sur l’intervalle ]0,M [, il existe donc une constante
finie Cε > 0 telle que :

1 ≤ Cε v̂(y) , ∀y ∈ [ε,M − ε] .

Pour tout t ≥ 0, on note Kε
t le nombre d’individus dont les masses sont dans l’intervalle

[ε,M − ε] au temps t, alors, d’après la Proposition 4.3.3 :

Eδx(Kε
t ) = Eδx

[
Nt∑
i=1

1{[ε,M−ε]}(Xi
t)
]
≤ Cε Eδx

[
Nt∑
i=1

v̂
(
Xi
t

)]
= Cε e

Λ t v̂(x) .

Soit maintenant M ε
t le nombre d’individus dont les masses sont dans l’intervalle ]M −

ε,M [ à l’instant t. Soit x0 ∈]M/2,M [ tel que x ≤ x0 < M − ε. Alors pour tout individu
de masse Xi

t dans l’intervalle ]M − ε,M [ au temps t, il existe si < t et un ancêtre de
masse Xi

si dans l’intervalle [ε, x0] au temps si qui a survécu dans le chemostat pendant
un temps t − si (avec possibles divisions, c’est-à-dire que l’on suit une lignée) et qui est
devenu l’individu Xi

t au temps t. Les Xi
si peuvent être choisis de sorte que les lignées
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soient disjointes. Alors presque sûrement :

M ε
t =

Mε
t∑

i=1
1{(Xi

si
∈]ε,M−ε[)∩(Xi

si
survit pendant un temps t−si)} .

Schématiquement avec M ε
t = 3 :

s1 s2s3 t0

M � "

"

M

x0

X1
t

X2
t

X3
t

X1
s1

De plus, les masses Xi
si correspondent aux masses d’individus disjoints. Chacun de ces

individus aura parcouru l’intervalle de masse [x0,M − ε] (avec possibles divisions), donc
sera resté dans l’intervalle ]ε,M − ε[ pendant un temps au moins égal à t(x0,M − ε), où
t(x0,M − ε) défini par (4.20), est le temps pour un individu de masse x0 d’atteindre la
masse M − ε sans se diviser. Ainsi, presque sûrement :

M ε
t ≤

1
t(x0,M − ε)

∫ t

0

Ns∑
i=1

1{(Xi
s∈]ε,M−ε[)∩(Xi

s survit pendant un temps t−s)} ds

La probabilité, pour un individu, de survivre pendant un temps t−s est indépendante
de sa masse et vaut e−D(t−s), ainsi :

Eδx(M ε
t ) ≤ 1

t(x0,M − ε)

∫ t

0
Eδx

( Ns∑
i=1

1{(Xi
s∈]ε,M−ε[)}

)
e−D(t−s) ds

≤ 1
t(x0,M − ε)

∫ t

0
Eδx(Kε

s) e−D(t−s) ds

≤ 1
t(x0,M − ε)

Cε v̂(x)
∫ t

0
eΛ s e−D(t−s) ds

≤ 1
t(x0,M − ε)

Cε v̂(x) e−D t e
(Λ+D) t − 1

Λ +D

≤ Cε
t(x0,M − ε) (Λ +D) v̂(x)eΛ t

et Eδx(Kε
t +M ε

t ) ≤ Cε eΛ t v̂(x).
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D’après les Hypothèses 4.3.1, b est une fonction continue telle que b(0) = 0, de plus
Λ + D > 0 ; quitte à réduire ε on peut donc supposer que b0

déf= max0≤x≤ε b(x) < Λ + D.
Soit Lεt le nombre d’individus dont les masses sont dans l’intervalle ]0, ε[ au temps t. Alors
Lεt est dominé en espérance par un processus de branchement de :

• taux de naissance b0,
• taux de mort D,
• taux d’immigration non-homogène 2 b̄ (Kε

t +M ε
t ).

Soit L̄εt un tel processus de condition initiale L̄ε0 = 0, alors

d
dtEδx(L̄εt ) = (b0 −D)Eδx(L̄εt ) + 2 b̄Eδx(Kε

t +M ε
t ) .

Ainsi,

Eδx(L̄εt ) = e(b0−D) t 2 b̄
∫ t

0
Eδx(Kε

s +M ε
s ) e(D−b0) s ds

≤ e(b0−D) t 2 b̄ C v̂(x)
∫ t

0
e(Λ+D−b0) s ds

≤ e(b0−D) t 2 b̄ C v̂(x) e
(Λ+D−b0) t − 1
Λ +D − b0

≤ 2 b̄ C eΛ t v̂(x) .

Finalement, on obtient alors

Eδx(Nt) = Eδx(Kε
t +M ε

t + Lεt ) ≤ C eΛ t v̂(x) .

4.3.2 Fitness

Lemme 4.3.10. Pour tout x ∈]0,M [, (〈e−Λ t ηt, v̂〉)t≥0 est une Pδx-martingale. Si de plus
Λ > 0 alors elle est bornée dans L2(Pδx).

Démonstration. La fonction v̂ étant C1([0,M ]), elle est bornée par une constante Cv̂ > 0.
Ainsi pour tout t ≥ 0 :

Eδx(〈e−Λ t ηt, v̂〉) ≤ Cv̂ e−Λ t Eδx(Nt)

qui est fini d’après le Lemme 4.1.11, donc 〈e−Λ t ηt, v̂〉 est intégrable.
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Soit s > 0,

Eδx
(
〈e−Λ (t+s) ηt+s, v̂〉

∣∣∣ηt) = Eδx
(
e−Λ (t+s)

Nt+s∑
i=1

v̂(Xi
t+s)

∣∣∣ηt)

= e−Λ (t+s)
Nt∑
j=1

Eδx
(Nj

t+s∑
i=1

v̂(Xi,j
t+s)

∣∣∣ηt)

où {Xi,j
t+s, i = 1, . . . , N j

t+s} représente l’ensemble des descendants, au temps t + s, de
l’individu Xj

t .

Par la propriété de Markov, l’indépendance des différentes lignées de X1
t , . . . , X

Nt
t et

la Proposition (4.3.3), on a

Eδx
(
〈e−Λ (t+s) ηt+s, v̂〉

∣∣∣ηt) = e−Λ (t+s)
Nt∑
j=1

Eηt
(Nj

s∑
i=1

v̂(Xi,j
s )
)

= e−Λ (t+s)
Nt∑
j=1

Eδ
X
j
t

(Nj
s∑

i=1
v̂(Xi,j

s )
)

= e−Λ (t+s)
Nt∑
j=1

eΛ s v̂(Xj
t )

= 〈e−Λ t ηt, v̂〉 .

Donc 〈e−Λ t ηt, v̂〉 est une martingale.

Nous suivons la démarche classique (cf. par exemple Athreya et Ney [3]) pour montrer
que 〈e−Λ t ηt, v̂〉 est bornée dans L2 si Λ > 0.

Soit δ > 0, on pose pour n ≥ 0 :

σn(x) déf= varδx

Nn δ∑
i=1

v̂(Xi
n δ)

 .

Par la formule de décomposition de la variance, on a :

σn+1(x) = Eδx

{
varδx

(N(n+1) δ∑
i=1

v̂(Xi
(n+1) δ)

∣∣∣∣ηn δ)
}

+ varδx

{
Eδx

(N(n+1) δ∑
i=1

v̂(Xi
(n+1) δ)

∣∣∣∣ηn δ
)}

. (4.36)

On a démontré précédemment que 〈e−Λ t ηt, v̂〉 est une martingale, donc le second terme
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vaut :

varδx

{
Eδx

(N(n+1) δ∑
i=1

v̂(Xi
(n+1) δ)

∣∣∣∣ηn δ)
}

= varδx
{
eΛ δ

Nn δ∑
i=1

v̂(Xi
n δ)
}

= e2Λ δ σn(x) .

D’autre part, en utilisant l’indépendance des différentes lignées de X1
t , . . . , X

Nt
t et la pro-

priété de Markov, on a :

varδx
(Nt+s∑
i=1

v̂(Xi
t+s)

∣∣∣∣ηt) = varδx
( Nt∑
j=1

Nj
t+s∑
i=1

v̂(Xi,j
t+s)

∣∣∣∣ηt)

=
Nt∑
j=1

varδ
X
j
t

(Ns∑
i=1

v̂(Xi
s)
)
.

Or, v̂ est majoré par Cv̂, donc :

varδx
(Nt+s∑
i=1

v̂(Xi
t+s)

∣∣∣∣ηt) ≤ Cv̂ Nt∑
i=1

Eδ
Xi
t

(N2
s ) .

De plus, d’après le Lemme 4.1.11, il existe une constante Cs > 0 (dépendante de s, mais
indépendante de Xi

t) telle que :

Eδ
Xi
t

(N2
s ) < Cs .

Ainsi :

varδx
(Nt+s∑
i=1

v̂(Xi
t+s)

∣∣∣∣ηt) ≤ Cv̂ CsNt .

On déduit donc de (4.36) que :

σn+1(x) ≤ Cv̂ Cδ Eδx(Nn δ) + e2Λ δ σn(x) .

Or d’après la Proposition 4.3.9, Eδx(Nn δ) ≤ Cx eΛn δ donc :

σn+1(x) ≤ Cδ,x en δΛ + e2 Λ δ σn(x) .

On montre facilement par récurrence que :

σn(x) ≤ Cδ,x ωn−1 ω
n − 1
ω − 1
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avec ω = eΛ δ. Ainsi :

varδx
(
〈e−Λn δ ηn δ, v̂〉

)
= ω−2n σn(x) ≤ Cδ,x

1− ω−n

ω2 − ω

qui est borné si ω > 1, c’est-à-dire si Λ > 0.

Théorème 4.3.11. (i) Si Λ > 0 alors Pδx(survie) > 0, pour tout x.

(ii) Si Λ < 0 alors Pδx(survie) = 0, pour tout x.

Remarque 4.3.12. Les points (i) et (ii) précédents correspondent respectivement aux cas
sur-critique et sous-critique du processus (ηt)t≥0 (voir par exemple Engländer et Kypria-
nou [22]). Par ailleurs, lorsque Λ > 0, la population décrite par le modèle réduit peut
exploser pour le modèle individu-centré, il n’y a donc pas de régime quasi-stationnaire. Ce
modèle simplifié diffère donc sensiblement des modèles stochastiques de dynamiques des
populations qui le plus souvent présentent un régime quasi-stationnaire et une extinction
en temps fini p.s., bien que nous ne l’ayons pas démontré cela est certainement le cas
pour notre modèle individu-centré de chemostat. De même, lorsque Λ > 0, la solution du
modèle intégro-différentiel réduit explose, il y a en revanche convergence vers un profil
stationnaire.

Démonstration. D’après le Lemme 4.3.10,

Mt
déf= 〈e−Λ t ηt, v̂〉

est une martingale sous la probabilité Pδx , donc pour tout t > 0 :

Eδx(Mt) = Eδx(M0) = v̂(x) . (4.37)

De plus, pour tout x ∈]0,M [, Mt est une martingale positive, sous la probabilité Pδx , il
existe donc une variable aléatoire intégrable Z telle que :

Mt −−−→
t→∞

Z Pδx-p.s.

(i) Si Λ > 0, d’après le Lemme 4.3.10, Mt est une martingale bornée dans L2, donc Mt

converge vers Z dans L1 sous la probabilité Pδx , i.e.

Eδx(Mt) −−−→
t→∞

Eδx(Z).

D’après (4.37), on obtient donc Eδx(Z) = v̂(x) > 0. Or l’évènement {Z > 0} est
inclus dans l’évènement {survie} donc Pδx(survie) > 0.
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(ii) Si Λ < 0, commeMt = e−Λ t 〈ηt, v̂〉 converge p.s. vers une variable intégrable, alors :

〈ηt, v̂〉 =
Nt∑
i=1

v̂(Xi
t)

p.s.−−→ 0 .

Or v̂(x) > 0 pour tout x ∈]0,M [, donc pour tout ε > 0, il existe t0 > 0 tel que pour
tout t > t0 il n’y a plus aucun individu de masse dans l’intervalle [ε,M − ε] p.s.
Étudions maintenant la population sur les intervalles de masse ]M − ε,M [ et ]0, ε[ :

a. Supposons que pour t > t0, il existe un individu de masse xt ∈]M − ε,M [.
Quitte à réduire ε, on peut supposer que M − ε > mdiv. On note :

b∗
déf= inf

y∈]M−ε,M [
b(y) > 0 .

D’après le Lemme 4.1.12, la probabilité que cet individu se divise avant d’être
soutiré vaut : ∫ ∞

0
b(Au1(xt)) e−Du1−

∫ u1
0 b(Au2 (xt)) du2 du1

et est minorée par la constante indépendante de t suivante :∫ ∞
0

b∗ e
−(D+b̄)u du > 0 .

En cas de division, au temps u > t, la plus petite bactérie fille appartient à
l’intervalle [ε,M/2[ avec probabilité :

∫ Au(xt)/2

ε

1
Au(xt)

q

(
y

Au(xt)

)
dy =

∫ 1/2

ε/Au(xt)
q(α) dα ≥

∫ 1/2

ε
M−ε

q(α) dα .

Quitte à réduire ε, le minorant ci-dessous est strictement positif, ce qui contre-
dit le fait qu’il n’y a p.s. plus aucun individu dans l’intervalle [ε,M − ε]. Donc
finalement, pour t > t0, il n’y a p.s. plus aucun individu dans l’intervalle [ε,M ].

b. D’après les Hypothèses 4.3.1, b est une fonction continue telle que b(0) = 0 ;
quitte à réduire ε on peut donc supposer que :

b0
déf= max

0≤x≤ε
b(x) < D .

Alors, pour t > t0, ηt est dominé par un processus de branchement sous-critique
de :
• taux de naissance b0
• taux de mort D
donc le processus s’éteint p.s. [31, Corollaire p.272].
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On en conclut donc qu’il y a extinction p.s. de la population, i.e. Pδx(survie) = 0.

4.4 Étude de la probabilité d’extinction en fonction du milieu

Le but de cette section est de montrer, sous de bonnes hypothèses, la monotonie de
la probabilité d’extinction de la population mutante dans le chemostat en fonction de
la concentration en substrat. Nous reprenons le modèle microscopique réduit présenté à
la Section 4.1.2, dans lequel nous considérons la concentration en substrat S, supposée
constante, dans laquelle la population mutante est introduite. Nous supposons ici que le
taux de division est indépendant de la concentration en substrat. Le modèle considéré est
donc le suivant :

Description du modèle

On considère une population d’individus, caractérisés par leurs masses x ∈ [0,M ].
Chaque individu est soumis aux mécanismes suivants :

(i) Division : un individu de masse x se divise, au taux b(x) en deux individus αx et
(1− α)x, où la proportion α est distribuée selon le noyau de probabilité q(α) dα.

(ii) Soutirage : un individu de masse x est soutiré du chemostat au taux D.

(iii) Croissance : les individus croissent en masse à vitesse g(S, x) :

d
dtxt = g(S, xt) . (4.38)

Hypothèses 4.4.1. Nous faisons les hypothèses suivantes :

(i) Le noyau q est supposé symétrique par rapport à 1/2 :

q(α) = q(1− α), ∀α ∈ [0, 1].

(ii) Il existe mdiv ∈ [0,M [ et b̄ > 0 tels que :

b(x) = 0 pour x ≤ mdiv ,

0 < b(x) < b̄ pour x ∈]mdiv,M ] .

On suppose que le taux de division b est une fonction croissante.

(iii) La fonction de croissance g est croissante en la variable S :

g(S1, x) ≤ g(S2, x) , ∀x ∈ [0,M ], 0 < S1 < S2
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dérivable en la variable x et est telle que pour tout x ∈]0,M [

∂x

(
g(S1, x)
g(S2, x)

)
≥ 0 .

Nous supposons, de plus, que pour tout S > 0, g(S, 0) = g(S,M) = 0 et g(S, x) > 0
pour tout x ∈]0,M [.

Les hypothèses sur la fonction de croissance g sont vérifiées, en particulier, si g est à
variables séparables : g(S, x) = µ(S) g̃(x), où µ est une fonction croissante, par exemple
une cinétique de Monod, et g̃ telle que g̃(0) = g̃(M) = 0 et g̃(x) > 0 pour tout x ∈]0,M [.

Pour tout S > 0, on note At(S, · ) le flot associé à la croissance des individus dans le
milieu constant S, i.e. pour tous x ∈]0,M [ et t ≥ 0 :

At(S, x) = x+
∫ t

0
g(S,Au(S, x)) du .

Théorème 4.4.2. On suppose les Hypothèses 4.4.1 vérifiées. On note pS(x) la probabilité
d’extinction, dans le milieu S, de la population partant d’un individu initial de masse
x ∈]0,M [. Alors :

pS
1(x) ≥ pS2(x) , ∀ 0 < S1 ≤ S2 .

Ainsi, sous les hypothèses du théorème précédent, plus la concentration en substrat
est élevée dans le chemostat à l’instant où la population mutante y est introduite, plus la
probabilité que cette population mutante survive dans ce milieu est élevée.

Démonstration. Pour tous n ∈ N∗ et x ∈]0,M [, on note pSn(x) la probabilité que la
population, vivant dans le milieu S, s’éteigne à la n-ième génération, sachant que l’individu
initial à une masse x. Le Lemme 4.1.12 s’étend au modèle dépendant du substrat. Alors,
comme pour tout y ∈]0,M [ la fonction S 7→ g(S, y) est croissante, Au(S1, x) ≤ Au(S2, x)
pour tout u ≥ 0 et on a :

pS
1

1 (x)− pS2
1 (x) = D

∫ ∞
0

e−D t
[
e−
∫ t

0 b(Au(S1,x)) du − e−
∫ t

0 b(Au(S2,x)) du
]

dt ≥ 0 .

La fonction S 7→ pS1 (x) est donc décroissante pour tout x ∈]0,M [. Soit n ∈ N∗, on suppose
que la fonction S 7→ pSn(x) est décroissante pour tout x ∈]0,M [. Alors :

pSn+1(x) = pS1 (x) + PSδx(extinction avant la n+ 1-ième génération ∩ ητ 6= 0)
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où τ est le premier temps de saut de la population et

PSδx(extinction avant la n+ 1-ième génération ∩ ητ 6= 0)

=
∫ ∞

0

(
b(At(S, x)) e−

∫ t
0 b(Au(S,x)) du−D t

×
∫ 1

0
q(α) pSn(αAt(S, x)) pSn((1− α)At(S, x)) dα

)
dt

représente la probabilité que la population, partant d’un individu de masse x et vivant
dans un milieu de concentration en substrat S, s’éteigne avant la n + 1-ième génération
et que le premier évènement soit une division.

On obtient alors la décomposition suivante :

pSn+1(x) = pS1 (x) + pSn+1(x|ητ 6= 0) (1− pS1 (x))

où

pSn+1(x|ητ 6= 0) =
PSδx(extinction avant la n+ 1-ième génération ∩ ητ 6= 0)

(1− pS1 (x))

représente la probabilité que la population, vivant dans le milieu constant S, partant
d’un individu de masse x, s’éteigne à la (n + 1)-ième génération sachant que le premier
évènement est une division.

En utilisant le changement de variable y = At(S, x), on obtient dy = g(S, y) dt, d’où

pSn+1(x|ητ 6= 0) = 1
(1− pS1 (x))

∫ M

x

b(y)
g(S, y) e

−
∫ y
x

b(z)
g(S,z) dz−DA−1

S,x(y)

∫ 1

0
q(α) pSn(α y) pSn((1− α) y) dα dy

où y 7→ A−1
S,x(y) est l’application inverse de l’application t 7→ At(S, x).

Le changement de variable précédent nous permet de raisonner en masse plutôt qu’en
temps, permettant ainsi d’utiliser la décroissance de la fonction x 7→ pSn(x), pour S > 0,
donnée par la Proposition 4.1.17.

Comme la fonction S 7→ pSn(y) est supposée décroissante pour tout y ∈]0,M [, on
obtient pour 0 < S1 < S2 :

pS
1

n+1(x|ητ 6= 0)− pS2
n+1(x|ητ 6= 0) ≥

∫ M

x
hx(y)

∫ 1

0
q(α) pS2

n (α y) pS2
n ((1− α) y) dα dy
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où la fonction hx est définie pour tout y ∈ [x,M [ par

hx(y) déf= 1
1− pS1

1 (x)
b(y)

g(S1, y) e
−
∫ y
x

b(z)
g(S1,z)

dz−DA−1
S1,x

(y)

− 1
1− pS2

1 (x)
b(y)

g(S2, y) e
−
∫ y
x

b(z)
g(S2,z)

dz−DA−1
S2,x

(y)
.

Par le même changement de variable que précédemment, on obtient, pour i = 1, 2 :

∫ M

x

b(y)
g(Si, y) e

−
∫ y
x

b(z)
g(Si,z)

dz−DA−1
S1,x

(y) dy =
∫ ∞

0
b(At(Si, x)) e−

∫ t
0 b(Au(Si,x)) du−D t dt

= 1− pSi1 (x) ,

la fonction hx vérifie donc ∫ M

x
hx(y) dy = 0 .

De plus,

hx(y) = b(y)
g(S1, y) exp

(
−
∫ y

x

b(z)
g(S1, z)dz

)
fx(y)

où

fx(y) déf=1− 1− pS1
1 (x)

1− pS2
1 (x)

g(S1, y)
g(S2, y) exp

(∫ y

x
b(z)

( 1
g(S1, z) −

1
g(S2, z)

)
dz +D (A−1

S1,x(y)−A−1
S2,x(y))

)
.

En posant t = A−1
S,x(y), on obtient dt = ∂y(A−1

S,x(y)) dy. On a également, y = At(S, x),
d’où dy = g(S,At(S, x)) dt = g(S, y) dt. On en déduit ainsi que :

∂y(A−1
S,x(y)) = 1

g(S, y)

donc pour tout y ∈ [x,M [, d’après l’Hypothèse 4.4.1 (iii) :

f ′x(y) = −1− pS1
1 (x)

1− pS2
1 (x)

[
∂y

(
g(S1, y)
g(S2, y)

)
+ g(S1, y)
g(S2, y) (b(y) +D)

( 1
g(S1, y) −

1
g(S2, y)

)]

× exp
(∫ y

x
b(z)

( 1
g(S1, z) −

1
g(S2, z)

)
dz +D (A−1

S1,x(y)−A−1
S2,x(y))

)
≤ 0 .

De plus,

fx(x) = 1− 1− pS1
1 (x)

1− pS2
1 (x)

g(S1, x)
g(S2, x) ≥ 0 .
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Ainsi, hx(x) ≥ 0, hx est du même signe que fx qui est décroissante et
∫M
x hx(y) dy = 0,

donc il existe y∗ ∈ [x,M [ tel que

• hx(y) ≥ 0 pour tout y ≤ y∗

• hx(y) ≤ 0 pour tout y ≥ y∗.

D’après la Proposition 4.1.17, pour tout S2 > 0 fixé, la fonction y 7→ pS
2

n (y) est
décroissante. Comme la fonction hx est positive sur l’intervalle [x, y∗], alors :

∫ y∗

x
hx(y)

∫ 1

0
q(α) pS2

n (α y) pS2
n ((1− α) y) dα dy

≥
∫ 1

0
q(α) pS2

n (α y∗) pS2
n ((1− α) y∗) dα

∫ y∗

x
hx(y) dy .

De la même manière, la fonction hx étant négative sur [y∗,M ] :

∫ M

y∗
hx(y)

∫ 1

0
q(α) pS2

n (α y) pS2
n ((1− α) y) dα dy

≥
∫ 1

0
q(α) pS2

n (α y∗) pS2
n ((1− α) y∗) dα

∫ M

y∗
hx(y) dy .

Ainsi :

pS
1

n+1(x|ητ 6= 0)− pS2
n+1(x|ητ 6= 0)

≥
∫ 1

0
q(α) pS2

n (α y∗) pS2
n ((1− α) y∗) dα

∫ M

x
hx(y) dy = 0

d’où

pS
1

n+1(x)− pS2
n+1(x) = pS

1
1 (x) + pS

1
n+1(x|ητ 6= 0) (1− pS1

1 (x))

− pS2
1 (x)− pS2

n+1(x|ητ 6= 0) (1− pS2
1 (x))

≥ (pS1
1 (x)− pS2

1 (x))
(
1− pS2

n+1(x|ητ 6= 0)
)

≥ 0 .

La fonction S 7→ pSn+1(x) est donc décroissante.

De plus, pour tous x ∈]0,M [ et S > 0, la suite (pSn(x))n∈N∗ est croissante et majorée
par 1 ; elle est donc convergente, de limite pS(x). En passant à la limite, on obtient
finalement :

pS
1(x)− pS2(x) = lim

n→∞
(pS1
n (x)− pS2

n (x)) ≥ 0 .
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Le problème aux valeurs propres (4.30)-(4.31), s’étend à la prise en compte du milieu
S. On étend les définitions des opérateurs G et G∗ :

GSf(x) déf= −∂x(g(S, x) f(x))− (D + b(x)) f(x) + 2
∫ M

0

b(z)
z

q

(
x

z

)
f(z) dz.

G∗Sf(x) déf= −(D + b(x)) f(x) + g(S, x) ∂xf(x) + 2 b(x)
∫ 1

0
q(α)φ(αx) dα .

et on considère le problème aux valeurs propres suivant :

GûS(x) = ΛS ûS(x), G∗v̂S(x) = ΛS v̂S(x) (4.39a)

g(S, 0) ûS(0) = 0 , D + ΛS > 0 , ûS(x) ≥ 0 ,
∫ M

0
ûS(x) dx = 1 , (4.39b)

v̂S(x) ≥ 0 ,
∫ M

0
v̂S(x) ûS(x) dx = 1 . (4.39c)

On étend l’Hypothèse 4.2.1 au problème aux valeurs propres dépendant de la concen-
tration en substrat S :

Hypothèse 4.4.3. Pour tout S > 0, nous supposons que le système (4.39) admet une
solution (ûS , v̂S ,ΛS) telle que ûS , v̂S ∈ C1([0,M ]).

D’après le Théorème 4.3.11, on obtient alors le corollaire suivant sur la valeur propre ΛS :

Corollaire 4.4.4. Sous les Hypothèses 4.4.1 et 4.4.3, on a le résultat suivant :

(i) S’il existe S1 > 0 tel que ΛS1 > 0, alors ΛS2 ≥ 0 pour tout S2 > S1 ;

(ii) S’il existe S1 > 0 tel que ΛS1 < 0, alors ΛS2 ≤ 0 pour tout S2 < S1.



Chapitre 5

Simulations

5.1 Simulations des modèles de chemostat

Nous présentons les simulations des quatre modèles introduits au Chapitre 2 : le modèle
individu-centré (IBM) (2.10), le modèle d’équations intégro-différentielles (EID) (2.4)-
(2.5), le modèle classique du chemostat représenté par le système d’équations différentielles
ordinaires (EDO) (2.1)-(2.2) et le processus de naissance et mort (PNM) (2.8)-(2.9).

En fonction des paramètres des modèles et des conditions initiales, ces modèles peuvent
avoir des comportements similaires ou très différents. Le but de ce chapitre est de comparer
numériquement ces modèles afin de comprendre dans quels cas ils diffèrent.

Les simulations du PNM et de l’IBM sont réalisées respectivement à l’aide des Algo-
rithmes 2.1 et 2.2. La résolution du système d’équations intégro-différentielles est faite
en suivant le schéma numérique donné en Section 5.1.1, avec un pas de discrétisation
dans l’espace des masses de ∆x = 5 × 10−14 mg et un pas de discrétisation en temps de
∆t = 0.00125 h. L’intégration numérique de l’EDO (2.1)-(2.2) ne présente pas de difficulté
et est réalisée par la fonction odeint du module scipy.integrate de Python avec les
paramètres par défaut.

5.1.1 Discrétisation du chemostat intégro-différentiel

Afin de résoudre numériquement l’équation intégro-différentielle (2.5) du système cou-
plé (2.4)-(2.5), c’est-à-dire la version forte de (3.8), nous faisons appel à un schéma aux
différences finies décentré “upwind” classique pour approcher le terme de transport (2.5) ce
qui permet de respecter sa nature conservative [53]. Ce schéma présente certaines qualités
notamment de stabilité mais reste à l’ordre 1, la petite diffusion numérique qu’engendre ce
schéma n’est pas gênant dans notre application. En temps, nous faisons appel à un simple
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schéma d’Euler explicite, en effet notre but n’a pas été de proposer une approximation
sophistiquée de (2.5), de nombreuses améliorations pourraient être envisagées.

On se donne un pas de temps ∆t et un pas de masse ∆x = L/I, où I ∈ N∗. On
discrétise alors le temps et l’espace des masses de la manière suivante :

tn = n∆t , xi = i∆x .

On définit les approximations suivantes :

rn,i ' rtn(xi) , sn ' Stn .

Pour le temps nous utilisons un schéma d’Euler explicite, pour l’espace un schéma décentré
(“upwind”). On utilise le schéma couplé suivant :

rn+1,i − rn,i
∆t = −g(sn, xi)

rn,i − rn,i−1
∆x − ∂

∂x
g(sn, xi) rn,i

−
(
b(sn, xi) +D

)
rn,i + 2 ∆x

I∑
j=1

b(sn, xj)
xj

q

(
xi
xj

)
rn,j ,

sn+1 − sn
∆t = D (sin − sn)− k

V
∆x

I∑
j=1

g(sn, xj) rn,j

pour n ∈ N et i = 1, . . . I, avec la condition au bord :

rn+1,0 = 0

et les conditions initiales r0,i et s0 données.

On obtient donc :

rn+1,i = rn,i + ∆t
(
−g(sn, xi)

rn,i − rn,i−1
∆x − ∂

∂x
g(sn, xi) rn,i

−
(
b(sn, xi) +D

)
rn,i + 2 ∆x

I∑
j=1

b(sn, xj)
xj

q
(xi
xj

)
rn,j

)
,

sn+1 = sn + ∆t
(
D (sin − sn)− k

V
∆x

I∑
j=1

g(sn, xj) rn,j

)

pour n ∈ N et i = 1, . . . I avec la condition au bord rn+1,0 = 0 et les conditions initiales
r0,i et s0 données.
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5.1.2 Paramètres de simulation

Pour les simulations effectuées dans cette partie, nous supposons que pour une concen-
tration en substrat fixée, la croissance bactérienne est donnée par une fonction de Gom-
pertz. De plus, nous considérons que le taux de croissance spécifique de la population
dépend de la concentration en substrat et suit une loi de Monod :

g(s, x) = rmax
s

kr + s
log
(
M

x

)
x ≤ rmax log

(
M

x

)
x (5.1)

où rmax est le taux de croissance spécifique maximal de la population, kr est la constante
de demi-saturation et M est la masse maximale d’un individu.

Nous supposons qu’un individu ne peut pas se diviser en dessous d’une certaine masse
mdiv. Pour les simulations, nous considérons le taux de division croissant suivant :

b(s, x) = b(x) = b̄

log
(
(M −mdiv) pb + 1

) log
(
(x−mdiv) pb + 1

)
1{x≥mdiv} (5.2)

où pb > 0 est un paramètre de courbure de la fonction. Une fonction particulière est
représentée à la Figure 5.1.

La proportion α du noyau de division Q(dα) = q(α) dα suit une loi beta symétrique :

q(α) = 1
B(pβ)

(
α (1− α)

)pβ−1

où B(pβ) =
∫ 1

0
(
α (1− α)

)pβ−1 dα est la constante de normalisation du noyau.
Sauf mention contraire, la distribution initiale des individus est donnée par la densité

de probabilité suivante :

d(x) = 1
Cd

(
x− 0.5× 10−10

0.25× 10−10

(
1− x− 0.5× 10−10

0.25× 10−10

))5

1{0.5×10−10<x<0.75×10−10} (5.3)

où Cd est une constante de normalisation. Elle est représentée à la Figure 5.2 (gauche).
Cette densité initiale en masse fera apparaître un phénomène transitoire qui ne peut

être reproduit par le modèle classique du chemostat décrit à l’aide des équations différen-
tielles (2.1)-(2.2), comme présenté à la Figure 5.6.

5.1.3 Comparaison de l’IBM et de l’EID

Nous illustrons la convergence de l’IBM vers le modèle EID. Pour cela nous faisons
varier le volume du chemostat et le nombre d’individus à l’instant initial de manière
proportionnelle. Nous réalisons des simulations à trois échelles de taille de population :
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Figure 5.1 – I (Gauche) Taux de division b(x) définit par (5.2) avec b̄ = 1.5 h−1, mdiv =
0.45×10−10 mg et pb = 6×109. I (Droite) Vitesse de croissance maximale pour la vitesse
de croissance de Gompertz (5.1) avec rmax = 1.0 h−1, M = 1.0 × 10−10 mg (à savoir le
terme de droite de l’inégalité (5.1)).
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Figure 5.2 – Densité initiale d (gauche), d′ (milieu) et d′′ (droite) définies respectivement
par les équations (5.3), (5.5) et (5.6)

(i) petite taille : V = 0.05× 10−7 l et N0 = 100,

(ii) taille moyenne : V = 0.5× 10−7 l et N0 = 1000,

(iii) grande taille : V = 5× 10−7 l et N0 = 10000.

Les distributions initiales des masses d’individus sont données par la même fonction d

définie par (5.3), de sorte que les concentrations initiales en biomasse sont identiques pour
les trois jeux de paramètres. Les volumes considérés dans ces simulations correspondent
à des volumes de micro-chemostats [32].

Pour chacun des trois cas, nous simulons 100 réalisations indépendantes de l’IBM afin
d’observer une réduction de la variance quand nous augmentons le nombre de bactéries
dans le chemostat. L’IDE est approchée numériquement par le schéma aux différences
finies détaillé en Section 5.1.1. Les paramètres du modèle sont donnés dans la Table 5.1.



5.1. MODÈLES DE CHEMOSTAT 103

Paramètres Valeurs
S0 6 mg/l
sin 10 mg/l
D 0.25 h−1

M 1.0× 10−10 mg
mdiv 0.45× 10−10 mg
b̄ 1.5 h−1

pb 6× 109

pβ 10
rmax 1 h−1

kr 6 mg/l
k 1

Tableau 5.1 – Paramètres de simulation.

La convergence de l’IBM vers l’EID est clairement illustrée dans les Figures 5.3 et
5.4. Les variances des évolutions des concentrations en biomasse et en substrat ainsi que
la variance relative du nombre d’individus diminuent lorsque l’on augmente de nombre
d’individus (voir Figure 5.3). Les distributions normalisées en masse aux temps t = 1, 3
et 80 (h) sont représentées à la Figure 5.4 pour les petite, moyenne et grande tailles de
population. Nous avons adapté le nombre de classes des histogrammes représentant les
distributions d’individus des IBM afin de rendre le résultat plus visible.

La solution normalisée de l’EID (2.4)-(2.5) est représentée à la Figure 5.5. Elle cor-
respond à l’évolution en temps des distributions en masses normalisées. Nous n’avons re-
présenté la simulation que sur un petit intervalle de temps afin d’illustrer un phénomène
transitoire dû au choix de la répartition initiale : à l’instant initial, la distribution est
donnée par la fonction (5.3). Ensuite elle devient bimodale. Le mode inférieur correspond
aux bactéries issues de la division d’individus plus gros. Le mode supérieur représente les
bactéries de la distribution initiale avant leur division ou leur soutirage. Ainsi le mode su-
périeur est amené à disparaitre rapidement par division ou soutirage. L’IBM rend compte
de ce phénomène (voir Figure 5.4). En revanche le modèle EDO classique de chemostat
(2.1)-(2.2) ne peut pas rendre compte de ce phénomène.

En conclusion l’IBM converge vers l’EID en grande population et la variabilité autour
du modèle asymptotique est relativement importante en petite ou moyenne taille de po-
pulation. Noter qu’il n’y a aucune raison pour que l’EID corresponde à la moyenne de
l’IBM, à cause de la corrélation entre les individus.
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Figure 5.3 – Du haut vers le bas : évolutions de la taille de population, de la concentration
en biomasse, de la concentration en substrat et portrait de phase en concentrations pour les
trois niveaux de taille de population (de gauche à droite : petite, moyenne et grande). Les
courbes bleues représentent les trajectoires de 100 réalisations indépendantes de l’IBM. La
courbe verte représente la moyenne des réalisations de l’IBM. La courbe rouge représente la
solution de l’équation intégro-différentielle. Les paramètres sont donnés dans la Table 5.1.
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Figure 5.4 – Répartition en masse pour les temps t = 1 h (haut), t = 3 h (milieu) and
t = 80 h (bas) en petite (gauche), moyenne (milieu) et grande (droite) taille de population.
Pour chaque graphique, les histogrammes bleus représentent les répartitions en masse
des individus pour 100 réalisations indépendantes de l’IBM. Pour tracer l’histogramme
nous avons dû adapter le nombre de classes selon la taille de la population. La courbe
rouge représente la répartition en masse donnée par l’équation intégro-différentielle. Les
paramètres sont donnés dans la Table 5.1. À nouveau on constate la convergence de l’IBM
vers la solution de l’EID en grande population.
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Figure 5.5 – Évolution de la répartition en masse normalisée pour l’EID (2.4)-(2.5). Nous
ne présentons la simulation que jusqu’au temps T = 8 (h) afin d’illustrer le phénomène
transitoire dû au choix de la répartition initiale (5.3). Après quelques itérations en temps
cette répartition devient bimodale, le mode supérieur croît en masse et disparait avant
T = 8 (h).

5.1.4 Comparaison de l’IBM, de l’EID et de l’EDO

Nous comparons maintenant l’IBM et l’EID au modèle classique du chemostat décrit
par le système EDO (2.1)-(2.2).

La principale différence entre ces deux types de modèle est que d’une part les modèles
sont structurés en masse (IBM et EID) et d’autre part le modèle décrit uniquement les
évolutions des concentrations en biomasse et en substrat (EDO).

Dans un premier temps, nous présentons des simulations pour lesquelles nous chan-
geons uniquement la distribution initiale des individus. Nous considérons trois distribu-
tions : pour deux d’entre elles l’IBM et l’EID présentent des comportements ne pouvant
pas être reproduits par l’EDO.
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Dans un second temps, nous présentons des résultats avec un taux de division b parti-
culier faisant apparaître des oscillations dans les évolutions des concentrations en biomasse
et en substrat pour l’IBM et l’EID ; phénomène qui ne peut également pas être reproduit
par l’EDO.

Le modèle de croissance de l’IBM et l’EID est de type Monod, nous prenons donc
également une cinétique de Monod pour le modèle EDO :

µ(S) = µmax
S

Ks + S
. (5.4)

Les paramètres µmax et Ks de cette loi de Monod ne sont pas donnés dans le modèle
initial, nous faisons donc appel à une méthode des moindres carrés afin de calculer les
paramètres µmax and Ks qui minimisent la distance quadratique entre (St, Xt)t≤T donné
par le modèle (2.1)-(2.2) et (S̄t, X̄t)t≤T , où S̄t et X̄t sont les moyennes des variables St
et :

Xt = 1
V

∫ M

0
x νt(x) dx

données par l’IBM (2.10). La distance quadratique est pondérée par la variance des IBM.

Paramètres Valeurs
S0 5 mg/l
sin 10 mg/l
D 0.2 h−1

M 1.0× 10−10 mg
mdiv 0.4× 10−10 mg
b̄ 1 h−1

pb 10× 109

pβ 7
rmax 1 h−1

kr 10 mg/l
k 1

Tableau 5.2 – Paramètres de simulation.

La figure 5.6 représente les évolutions du nombre d’individus, des concentrations en
biomasse et en substrat et les trajectoires dans l’espace des phases pour 60 simulations
indépendantes d’IBM et pour l’EID avec les paramètres de la Table 5.2 et différentes den-
sités initiales. Le nombre initial d’individus N0 est adapté de sorte que les concentrations
initiales moyennes soient identiques dans les trois cas.

Nous considérons dans un premier temps une simulation avec la densité initiale d(x)
définie par (5.3). Avec cette densité initiale, l’IBM et l’EID présentent un phénomène
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transitoire décrit dans la section précédente et illustré dans les Figures 5.5 et 5.4. La Figure
5.6 (gauche) montre une différence importante entre l’IBM et l’EID d’une part et l’EDO
d’autre part, ce dernier modèle ne pouvant rendre compte du phénomène transitoire.
Dans les deux premiers modèles, les bactéries individuelles sont lessivées uniformément
et indépendamment de leur masse (une bactérie de forte masse a la même probabilité
de lessivage qu’une bactérie de faible masse) et comme l’état initial d(x) présente une
proportion importante de bactéries de masse importante, on constate une décroissance
de la biomasse au début de la simulation. L’EDO n’est naturellement pas en mesure de
rendre compte de ce phénomène.

Inversement, si nous choisissons une densité initiale qui charge les faibles masses,
comme la suivante :

d′(x) = 1
Cd′

(
x− 0.125× 10−10

0.25× 10−10

(
1− x− 0.125× 10−10

0.25× 10−10

))5

1{0.125×10−10<x<0.375×10−10}

(5.5)

où Cd′ est une constante de normalisation, nous observons une importante croissance de la
biomasse et une importance décroissance du nombre d’individus au début de la simulation
pour l’IBM et l’IDE (voir Figure 5.6 (milieu)). Ce phénomène est dû au fait qu’au début de
la simulation, les individus ont une masse trop faible pour se diviser (d’où la décroissance
du nombre d’individus), mais avec une forte “vitesse de croissance” (voir Figure 5.1).

Au début de la simulation des IBMs, on remarque que l’aléa est très faible. La méthode
des moindres carrés pondérés par la variance donne donc une EDO qui a une très forte
croissance de la concentration en biomasse et une forte décroissance de la concentration
en substrat près de l’instant initial, mais l’état stationnaire de l’EDO (courbe noire)
ne correspond pas à l’état quasi-stationnaire de l’IBM ou l’état stationnaire de l’EID.
Noter qu’avec cette distribution, il est peu réaliste d’ajuster un modèle EDO classique de
chemostat sur l’IBM ; en effet il n’est pas possible pour ce modèle d’avoir un comportement
similaire à celui de l’IBM, ce qui entraine des valeurs irréalistes pour les paramètres du
chemostat (voir la légende de la Figure 5.6). Si nous donnons un poids plus important à
l’état quasi-stationnaire (entre t = 40 h et t = 80 h), nous obtenons une EDO (courbe
magenta) avec un état stationnaire qui correspond à l’état quasi-stationnaire de l’IBM,
mais avec une importante différence à l’état transitoire.
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Ces phénomènes n’apparaissent plus lorsqu’on fait appel à la densité suivante :

d′′(x) = 1
Cd′′

(
x− 0.35× 10−10

0.3× 10−10

(
1− x− 0.35× 10−10

0.3× 10−10

))5

1{0.35×10−10<x<0.65×10−10}

(5.6)

où Cd′′ est une contante de normalisation. En effet, d’après la Figure 5.6 (droite), les diffé-
rents modèles sont comparables, notamment l’EDO et l’EID correspondent sensiblement.

La Figure 5.7 montre des simulations avec le taux de division suivant qui ne dépend
pas de s :

b(s, x) = b̄ 1{x≥mdiv} (5.7)

avec b̄ = 5 h−1, mdiv = 0.5× 10−10 mg et le paramètre du noyau de division pβ = 100.
On observe des oscillations dans les évolutions des concentrations en biomasse et en

substrat pour l’IBM et l’EID, qui ne peuvent être représentées par l’EDO. Ces oscillations
sont dues à la distribution qui reste bimodale avec une alternation de la plus forte densité
entre le mode supérieur et le mode inférieur (voir Figure 5.8). Quand le mode inférieur a
une densité plus forte que le mode supérieur, il y a une forte proportion d’individus qui
croissent rapidement, ce qui entraine une croissance de la concentration en biomasse et
une décroissance de la concentration en substrat. Lorsque le mode supérieur a une plus
forte densité que le mode inférieur, il y a une forte proportion d’individus avec une faible
vitesse de croissance, on observe alors une décroissance de la concentration en biomasse
et une croissance de la concentration en substrat, dues au soutirage des individus.

5.1.5 Étude du lessivage

L’une des principales différences entre les modèles déterministes et les modèles sto-
chastiques réside dans leur faculté à rendre compte du lessivage (ou de l’extinction de la
population dans le cas d’un écosystème). Lorsque le taux de dilution D est suffisamment
faible, les solutions de l’EDO (2.1)-(2.2) et de l’EID (2.4)-(2.5) convergent vers un point
d’équilibre de biomasse strictement positive. En fait, le lessivage (biomasse nulle) est un
point d’équilibre instable et, en dehors de ce point, l’espace des phases correspond à un
bassin d’attraction conduisant à une solution avec une biomasse strictement positive. En
revanche, d’après la Figure 5.9, parmi les 1000 réalisations indépendantes de l’IBM, 111
d’entres elles conduisent au lessivage avant le temps t = 1000 h ; ainsi la probabilité de
lessivage à cet instant est approximativement de 11%.

L’EDO 1 est ajustée sur les 1000 réalisations de l’IBM. On remarque que la solution a



110 CHAPITRE 5. SIMULATIONS

Figure 5.6 – Du haut vers le bas : Évolutions du nombre d’individus, des concentrations
en biomasse et en substrat et trajectoires dans l’espace des phases selon les répartitions
initiales en masse (5.3) (gauche), (5.5) (milieu) et (5.6) (droite). En bleu : les trajectoires de
60 simulations indépendantes d’IBM simulées avec V = 3×10−7 l et N0 = 20000 (gauche),
N0 = 50000 (milieu) et N0 = 25000 (droite). En vert : la moyenne des réalisations de
l’IBM. En rouge : la solution de l’EID (2.4)-(2.5). En noir : la solution du système (2.1)-
(2.2). Cette dernière est ajustée par une méthode des moindres carrés sur l’IBM. Les
paramètres de la loi de Monod (5.4) sont µmax = 0.329 mg/l andKs = 2.603 h−1 (gauche),
µmax = 11.556 mg/l et Ks = 200.0 h−1 pour EDO1 et µmax = 9.288 mg/l et Ks = 184.547
h−1 pour EDO2 (milieu), µmax = 0.397 mg/l et Ks = 3.991 h−1 (droite).
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Figure 5.7 – Évolution des concentrations en biomasse (haut) et en substrat (bas) pour
60 simulations indépendantes de l’IBM (bleu), la moyenne des IBM (vert), l’EID (rouge)
et l’EDO (noir) ajustée par une méthode des moindres-carrés sur l’IBM. Les paramètres
de la loi de Monod (5.4) de l’EDO sont µmax = 0.544 h−1 et Ks = 4.453 mg/l. Le taux
de division est donné par la fonction (5.7). b̄ = 5 h−1, mdiv = 0.5 × 10−10 mg, pβ = 100,
V = 1.0× 10−7 l, N0 = 10000. Les autres paramètres sont donnés dans la Table 5.2.
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Figure 5.8 – Évolution de la distribution en masse normalisée pour l’EID (2.5) avec le
taux de division (5.7), b̄ = 5 h−1, mdiv = 0.5 × 10−10 mg, pβ = 100, V = 1.0 × 10−7 l,
N0 = 10000. Les autres paramètres sont donnés dans la Table 5.2.

un comportement similaire à celui de la moyenne. L’EDO 2 est ajustée sur les réalisations
de l’IBM non éteintes et est donc proche de la moyenne conditionnée par la non-extinction.
On peut remarquer que l’EID et l’EDO ne correspondent pas à la moyenne des IBM
puisque seulement la moyenne rend compte du lessivage en temps infini.

Nous considérons maintenant un taux de dilution suffisamment grand D = 0.5 h−1,
correspondant à des conditions de lessivage. La Figure 5.10 (haut) présente l’évolution
de la concentration en biomasse pour les différents modèles. Les réalisations de l’IBM
atteignent le lessivage en temps fini alors que les deux modèles déterministes, EID et
EDO, convergent exponentiellement vers le lessivage sans jamais l’atteindre en temps
fini. La Figure 5.10 (bas) présente la loi empirique du lessivage calculée à partir de 7000
réalisations indépendantes de l’IBM (courbe rouge continue). On constate une importante
variance de ce temps de lessivage.
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Figure 5.9 – Évolution de la concentration en biomasse. En bleu : 1000 réalisations in-
dépendantes de l’IBM simulé avec V = 0.5 × 10−7 l et N0 = 30. En vert : la moyenne
des IBM. En rouge : la solution de l’EID. En noir : la solution de l’EDO 1 avec les para-
mètres µmax = 0.438 et Ks = 5.242 ajustée sur l’IBM pondéré par la variance. En cyan :
la solution de l’EDO 2 avec les paramètres µmax = 0.407 and Ks = 4.192, ajustée sur
l’IBM conditionné par la non-extinction, pondéré par la variance des populations non-
éteintes. Le taux de dilution vaut 0.275 h−1. Les autres paramètres sont donnés dans la
Table 5.2. Parmi les 1000 réalisations indépendantes de l’IBM, 111 conduisent au lessi-
vage alors que les modèles déterministes convergent un équilibre avec une concentration
en biomasse strictement positive. La moyenne des 1000 simulations de l’IBM rend compte
de la probabilité de lessivage.

Il est connu que pour un processus de naissance et mort avec des taux constants b̃
et D qui correspondent respectivement au taux de naissance et au taux de mort et avec
b̃ < D, la densité de probabilité du temps d’extinction est donnée par :

d(t) =N0D
(b̃−D)2 e(b̃−D) t

(b̃ e(b̃−D) t −D)2

(
De(b̃−D) t −D
b̃ e(b̃−D) t −D

)N0−1

(5.8)

(voir par exemple [31, page 271]).

Quand le taux de naissance n’est pas constant, on peut s’attendre à ce que la densité de
probabilité du temps d’extinction soit de la forme (5.8) où b̃ est le taux moyen de naissance
de la population. La Figure 5.10 représente la densité de probabilité (5.8) (courbe verte
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en pointillés) où b̃ est calculé à l’aide d’une méthode des moindres carrés afin d’approcher
la distribution empirique du temps de lessivage (courbe rouge continue).

La constante b̃ dépend des paramètres du modèle, en particulier du nombre d’indivi-
dus à l’instant initial et de la distribution initiale des individus. Dans notre exemple la
distribution initiale contient des bactéries avec des masses plus importantes que la distri-
bution quasi-stationnaire, le taux de division b étant croissant, le taux de division effectif
de la population au temps t = 0 est donc plus important que le taux de division effectif
quasi-stationnaire. Par conséquent la constante b̃ sera plus importante aussi. D’autre part,
plus le nombre initial d’individus N0 est grand, plus le temps d’atteinte de la distribution
quasi-stationnaire sera négligeable et plus la constante b̃ sera proche du taux de division
effectif quasi-stationnaire.

La courbe bleue représente la loi empirique du temps d’extinction du processus de
naissance et mort, calculée à partir de 7000 réalisations indépendantes, où µ dans l’équa-
tions (2.8)-(2.9) est une loi de Monod (5.4) avec les mêmes paramètres que l’EDO ajustée
sur l’IBM.

5.1.6 Implémentation

L’implémentation a été réalisée à l’aide de l’environnement SciPy de Python :
• La résolution du modèle classique d’équations différentielles ordinaires se fait sans
difficulté en utilisant des outils standards d’intégration d’équations différentielles,
en l’occurrence la fonction scipy.integrate.odeint fait appel au package lsoda

de la librairie FORTRAN odepack.
• La résolution du système d’équations intégro-différentielles se fait par un schéma
aux différences finies (voir Section 5.1.1).
• Nos efforts se sont concentrés sur l’implémentation de la simulation de Monte Carlo
du modèle individu-centré (cf. Algorithme 2.2).

Nous nous concentrons sur cette dernière implémentation.

La simulation du modèle individu-centré est gourmande en place mémoire, notamment
en mémoire vive, et nécessite des processeurs puissants. Certains des résultats présentés
aux sections précédentes nécessitent en effet plusieurs jours de simulation. Nous avons
toutefois privilégié la clarté de programmation et la réutilisabilité en adoptant une pro-
grammation orientée objet sous Python. Cette approche permet d’étendre facilement les
programmes développés, par exemple pour un modèle prenant en compte l’âge des indivi-
dus ou décrivant les évolutions de plusieurs populations bactériennes et plusieurs substrats.
Nous avons défini les classes suivantes :

Individu
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Figure 5.10 – I (Haut) Évolution de la concentration en biomasse entre t = 20 et t = 90
h. En bleu : 1000 réalisations indépendantes de l’IBM. En vert : la moyenne des IBM.
En rouge : la solution de l’EID. En noir : la solution de l’EDO avec les paramètres
µmax = 0.578 etKs = 10.0. Les paramètres du chemostat sont V = 10×10−7 l,N0 = 10000
et D = 0.5 h−1. Les autres paramètres sont donnés dans la Table 5.2. Pour les deux mo-
dèles déterministes, la concentration en biomasse décroît exponentiellement vers 0 mais
reste strictement positive en tout temps fini. en revanche, toutes les réalisations de l’IBM
atteignent le lessivage en temps fini. I (Bas) La courbe rouge continue représente la
distribution empirique du temps de lessivage calculée à partir de 7000 réalisations indé-
pendantes de l’IBM et tracée à l’aide d’un noyau de régularisation. La courbe bleue en tiret
est la distribution empirique du temps de lessivage calculée à partir de 7000 réalisations
indépendantes du processus de naissance et mort avec les paramètres de l’EDO ajustée
sur l’IBM. La distribution est également tracée à l’aide d’un noyau de régularisation. La
courbe verte en pointillés est la densité de probabilité (5.8) avec N0 = 10000, D = 0.5 et
b̃ = 0.2922.
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Population

Chemostat

Un élément de la classe Individu représente une bactérie de la population. Un élément de
la classe Population décrit l’ensemble des individus présents dans le chemostat, donc un
ensemble d’éléments de la classe Individu. Un élément de la classe Chemostat représente
le couple substrat/population à un instant donné.

Chaque classe possède des méthodes agissant sur les éléments de cette classe. No-
tamment la classe Chemostat possède une méthode Gillespie simulant les évènements
discrets (division et soutirage) ainsi que les évènements continus (croissance bactérienne
et dynamiques du substrat) entre ces évènements discrets jusqu’à un temps donné.

Afin d’améliorer les temps de résolution des équations différentielles (2.12) modélisant
la croissance des individus, nous avons choisi de vectoriser ces calculs en mémorisant les
masses des individus dans un vecteur masse. Un individu est alors défini par un pointeur
sur ce vecteur de masse et l’indice de ce tableau correspondant à l’indice de l’individu
dans la population :

class Individu(object)

def __init__(self, masse, indice):

self.masse = masse

self.indice = indice

L’évolution du nombre d’individus dans la population au cours de la simulation n’est,
à priori, pas connu à l’avance. Nous choisissons d’allouer la mémoire nécessaire pour un
nombre d’individus fixé au début de la simulation. Dans le cas où le nombre d’individus
dépasse la capacité maximale allouée initialement, on double la taille du tableau en cours
de simulation. Cela permet ne pas allouer trop de mémoire vive initialement, tout en
gardant l’efficacité de l’allocation de mémoire initiale (l’ajout d’individu est alors plus
rapide que de modifier la taille du tableau à chaque division bactérienne).

5.2 Simulation du modèle déterministe de chemostat avec mu-
tations

Dans cette section, nous faisons l’étude numérique du modèle de chemostat avec mu-
tations présenté à la Section 4.2. Les mutations ne porteront, dans ce chapitre, que sur la
proportion α des bactéries filles lors de la division, comme dans l’étude traitée par Michel
[49].
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5.2.1 Le modèle

Nous reprenons le modèle d’invasion décrit à la Section 4.2. Nous supposons que le
trait c caractérisant une population n’affecte que le noyau de division q(c, α) dα.

Nous supposons qu’à l’état initial, le chemostat contient une population résidente de
trait cR à son état équilibre : (

S∗(cR) , p∗(cR, · )
)
.

Nous nous intéressons à la possibilité d’invasion d’une population mutante de trait
cM . Comme décrit dans la Section 4.2, cette étude revient à déterminer le signe du taux
de croissance de la population mutante dans l’équilibre de la population résidente.

Nous considérons ainsi le problème aux valeurs propres (4.30), pour lequel nous éten-
dons les notations aux paramètres c et S caractérisant le trait du mutant et la concentra-
tion en substrat, supposée constante, du chemostat :

GS,cûS(c, x) = ΛS(c) ûS(c, x), (5.9a)

g(S, c, 0) ûS(c, 0) = 0 , D + ΛS(c) > 0 , ûS(c, x) ≥ 0 ,
∫ M

0
ûS(c, x) dx = 1 , (5.9b)

où

GS,cf(x) déf= −∂x(g(S, x) f(x))− (D + b(x)) f(x) + 2
∫ M

0

b(z)
z

q

(
c,
x

z

)
f(z) dz.

La possibilité d’invasion de la population mutante est déterminée par le signe de la
valeur propre ΛS∗(cR)(cM ).

Remarque 5.2.1. Pour S = S∗(cM ), la population mutante vit dans le milieu pour
laquelle elle est à l’équilibre, donc ΛS∗(cM )(cM ) = 0.

5.2.2 Paramètres de simulation

Nous supposons que la croissance de chaque individu est donnée par une fonction de
Gompertz modifiée, dont le taux de croissance dépend de la concentration en substrat et
suit une loi de Monod :

g(S, x) déf= Ca,d r(S)
[
log

(
M

x

)]a
xd (5.10)

où :
Ca,d

déf= M

e

(
d

a

)a ea

Md
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et :

r(S) déf= rmax
S

Kr + S

oùM est la masse maximale d’une bactérie, rmax est le taux de croissance maximum et Kr

est la constante de demi-saturation. Plus la constante d de l’Équation (5.10) est grande,
plus on pénalise la croissance des petits individus. La vitesse de croissance maximum, à
concentration en substrat fixée, est donnée par r(S)M/e et est atteinte pour x = M e−a/d.
Pour a = d = 1, à concentration en substrat fixée, on retrouve une fonction de Gompertz
classique.

Nous supposons qu’il existe une masse minimale de division mdiv et qu’après cette
masse, le taux de division est constant. La fonction λ est donc de la forme :

b(x) = b̄ 1{x≥mdiv} .

Le noyau q, donnant la proportion de division est donné par :

q(α) = 1
Cθ,c,l

(
(α− (c− l))θ−1 (c+ l − α)θ−1 1{α∈[c−l,c+l]}

+ (α− (1− c− l))θ−1 (1− c+ l − α)θ−1 1{α∈[1−c−l,1−c+l]}
)

1{0<α<1}

(5.11)

où Cθ,c,l est une constante de normalisation. Les constantes l et θ donnent la variance
de la proportion de division et le trait l ≤ c ≤ 0.5 représente la proportion moyenne de
la plus petite bactérie lors de la division. Des exemples de tels noyaux sont donnés à la
Figure 5.11. Si c = 0.5, alors le mécanisme de division est une division symétrique auquel
on a inclus de la variance. Si c < 0.5, la division est asymétrique.

Les valeurs des paramètres sont données dans la Table 5.3.

5.2.3 Résultats

La Figure 5.12 représente le pairwise invasibility plot (PIP) correspondant au para-
mètre d’évolution c, c’est-à-dire la fitness d’invasion (ou taux de croissance) ΛS∗(cR) de la
population mutante en fonction du trait résident cR et du trait mutant cM . La stratégie
singulière d’évolution correspond au paramètre c∗ tel que le point (c∗, c∗) est l’intersection
des deux courbes correspondant à une fitness nulle (l’une de ces deux courbes étant la
première diagonale).

La ligne verticale cR = c∗ est entièrement à l’intérieure d’une région dont la fitness est
négative. Cela signifie que lorsque le trait c∗ a envahi la population, aucun autre trait ne
peut le remplacer. Le trait (ou stratégie) c∗ est dit ESS-stable.
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Figure 5.11 – Noyau de division q, donné par la fonction (5.11) pour c = 0.2 (bleu),
c = 0.445 (vert) et c = 0.5 (rouge). Les paramètres de variance sont l = 0.1 et θ = 10.

Paramètres Valeurs
sin 10 mg/l
M 0.001 mg
mdiv 0.0005 mg
λ̄ 5 h−1

θ 10
l 0.1

rmax 1 h−1

Kr 10 mg/l
k 1
D 0.3 h−1

V 10 l
a 1.4
d 1.8

Tableau 5.3 – Paramètres de simulations.

Les régions au dessus de la diagonale avant c∗ et en dessous de la diagonale après c∗

sont positives. Ainsi, pour des traits cR et cM du même coté de c∗ (cR et cM plus petits
que c∗ ou cR et cM plus grands que c∗), seulement un mutant plus proche de c∗ peut
envahir. La stratégie c∗ est dite convergence-stable.

Une stratégie qui est à la fois ESS-stable et convergence-stable est appelée une stratégie
continûment stable (continuously stable strategy, voir [27]).
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Figure 5.12 – PIP pour le paramètre d’évolution c avec les paramètres présentés à la
section 5.2.2.

La Figure 5.13 représente la concentration en substrat à l’état stationnaire, dans le
chemostat à une population, en fonction de la stratégie cR, c’est-à-dire la valeur S∗(cR)
correspondant à l’équilibre stable (S∗(cR), p∗(cR, .)) du système (4.21)-(4.22). Le minimum
de cette fonction est atteint en la stratégie singulière c∗. De plus, on remarque que les
zones positives du PIP, représenté à la Figure 5.12, correspondent aux paramètres (cR, cM )
tels que S∗(cR) < S∗(cM ). Réciproquement, les zones négatives du PIP correspondent aux
paramètres (cR, cM ) tels que S∗(cR) > S∗(cM ). Ainsi, une population mutante peut enva-
hir une population résidente si et seulement si la concentration en substrat à l’équilibre,
pour le chemostat à une population, est plus faible pour la population mutante que pour
la population résidente, c’est-à-dire si la population mutante dégrade mieux le substrat
que la population résidente.
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Figure 5.13 – Concentration en substrat à l’état stationnaire pour le chemostat à une
population, en fonction de la valeur du trait c.





Annexe

123





Annexe A

L’espace des mesures finies

Dans la suite de cette annexe, E désigne un espace métrisable localement compact, à
base dénombrable.

A.1 Caractérisation de la convergence en loi dans R+ ×MF (E)

Rappelons quelques définitions d’Ethier et Kurtz [23, p.111] : Une suite (fn)n∈N ⊂
B(E) est dite bp-convergente (uniformément bornée et convergente ponctuellement) vers
f ∈ B(E), si :

sup
n
‖fn‖∞ <∞ et lim

n→∞
fn(x) = f(x) , ∀x ∈ E .

Un ensembleM ⊂ B(E) est dit bp-fermé si pour toute suite (fn) ⊂M bp-convergente vers
f ∈ B(E), f ∈M . On appelle bp-fermeture de M ⊂ B(E) le plus petit ensemble bp-fermé
de B(E) contenant M .

On note Cp(E) l’ensemble des fonctions positives de C(E) et Bp(E) l’espace des fonc-
tions mesurables boréliennes correspondant.

D’après Dawson [16, Lemme 3.2.1], il existe un sous-ensemble dénombrable V =
{fi}i≥0 de Cp(E) tel que 1 ∈ V , V est fermé par rapport à l’addition et la bp-fermeture
de V est un élément de Bp(E).

On peut alors définir la distance suivante surMF (E) [16, p.42] :

d(ν, µ) déf=
∞∑
i=0

2−i
(
1 ∧ |〈ν, fi〉 − 〈µ, fi〉|

)
.
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Pour tout f ∈ V on définit la fonction F̃f :MF (E)→ R par :

F̃f (ν) = e−〈ν,f〉.

On considère par exemple la distance suivante sur R+ ×MF (E) :

d̃
(
(S, ν), (S′, µ)

)
= |S − S′|+ d(ν, µ) .

Définition A.1.1. Un ensemble M ⊂ Cb(R+ ×MF (E)) sépare fortement les points de
R+ × MF (E) si pour tous (S, ν) ∈ R+ × MF (E) et δ > 0 il existe un ensemble fini
{h1, . . . , hk} ⊂M tel que :

inf
d̃((S,ν),(S′,µ))≥δ

max
1≤i≤k

|hi(S, ν)− hi(S′, µ)| > 0 .

Proposition A.1.2. L’ensemble {Ff : F ∈ C1,1
b (R2), f ∈ C1(E)} des fonctions de la

forme :
Ff (S, ν) déf= F (S, 〈ν, f〉) , F ∈ C1,1

b (R2), f ∈ C1(E)

(cylindriques en ν) sépare fortement les points de R+ ×MF (E) et caractérise donc la
convergence en loi dans cet espace.

Démonstration. Soient (S, ν) ∈ R+×MF (E) et δ > 0. D’après [16, preuve du Th. 3.2.6],
l’ensemble {F̃f , f ∈ V } sépare fortement les points deMF (E), il existe donc {F̃f1 , . . . , F̃fk}
tels que :

inf
d(ν,µ)≥δ/2

max
1≤i≤k+1

|F̃fi(ν)− F̃fi(µ)| > 0 .

Pour tout 1 ≤ i ≤ k, on pose hi(S, ν) déf= F̃fi(ν) et hk+1(S, ν) déf= e−S . On obtient alors :

inf
d̃((S,ν),(S′,µ))≥δ

max
1≤i≤k+1

|hi(S, ν)− hi(S′, µ)|

= inf
{

inf
|S−S′|≥δ/2

d̃((S,ν),(S′,µ))≥δ

max
1≤i≤k+1

|hi(S, ν)− hi(S′, µ)| ;

inf
d(ν,µ)≥δ/2

d̃((S,ν),(S′,µ))≥δ

max
1≤i≤k+1

|hi(S, ν)− hi(S′, µ)|
}

≥ inf
{

inf
|S−S′|≥δ/2

|hk+1(S, ν)− hk+1(S′, µ)| ;

inf
d(ν,µ)≥δ/2

max
1≤i≤k

|hi(S, ν)− hi(S′, µ)|
}
> 0 .
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L’ensemble {Ff : F ∈ C1,1
b (R2), f ∈ C1(E)} sépare donc fortement les points, ainsi,

d’après [23, Th. 4.5], il caractérise la convergence en loi.

A.2 Topologie de Skorohod

L’espace des mesures finiesMF (E) est muni de la topologie de la convergence étroite,
c’est-à-dire la plus petite topologie qui rend continues les applications :

ζ → 〈ζ, f〉 =
∫
E
f(x) ζ(dx)

pour tout f ∈ C(E). Cette topologie est munie de la distance de Prokhorov :

dPR(ζ, ζ ′) déf= inf
{
ε > 0 ; ζ(F ) ≤ ζ ′(F ε) + ε ,

ζ ′(F ) ≤ ζ(F ε) + ε , pour tout F ⊂ E fermé
}

où :
F ε

déf= {x ∈ E; inf
y∈F
|x− y| < ε}

(voir [14, Appendix A2.5]). La distance de Prokhorov est majorée par la distance en
variation totale dTV(ζ, ζ ′) = ‖ζ − ζ ′‖TV associée à la norme définie par :

‖ζ‖TV
déf= sup

A∈B(E)
|ζ(A) + ζ(Ac)| = ζ+(E) + ζ−(E) = sup

f continue
‖f‖∞≤1

|〈ζ, f〉|

pour toute mesure ζ finie et signée, où ζ = ζ+ − ζ− est la décomposition de Hahn-Jordan
de ζ (voir [38, p. 36]).

L’espace D([0, T ],MF (E)) est muni de la métrique de Skorohod dS. Au lieu de donner
la définition de cette métrique, voir Ethier et Kurtz [23, Eq. (5.2) p. 117], nous rappelons
une caractérisation de la convergence pour cette métrique [23, Prop. 5.3, p. 119].

Une suite (ζn)n∈N converge vers ζ dans D([0, T ],MF (E)), i.e. dS(ζn, ζ) → 0, si et
seulement si il existe une suite λn(t) de changements de temps telle que, pour tout n,
t→ λn(t) est strictement croissante et continue avec λn(0) = 0, λn(t)→t→∞ ∞, vérifiant :

sup
0≤t≤T

dPR(ζnt , ζλn(t)) −−−→n→∞
0 (A.1)

et

sup
0≤t≤T

|λn(t)− t| → 0 . (A.2)



128 ANNEXE A. L’ESPACE DES MESURES FINIES

Si (ζn)n∈N converge vers ζ dans D([0, T ],MF (E)) et si ζ ∈ C([0, T ],MF (E)) alors ζn

converge vers ζ dans D([0, T ],MF (E)) aussi pour la distance uniforme. En effet, on a

sup
0≤t≤T

dPR(ζnt , ζt) ≤ sup
0≤t≤T

dPR(ζnt , ζλn(t)) + sup
0≤t≤T

dPR(ζλn(t), ζt).

Le premier terme du membre de droite tend vers 0 par (A.1) ; le second terme tend vers
0 par (A.2) et l’uniforme continuité de ζ dans [0, T ].

A.3 Convergences en loi dans D([0, T ], (MF (E), é))

Nous présentons, dans cette section, les étapes permettant de démontrer la convergence
en loi d’une suite de processus (ν̄n)n∈N∗ de D([0, T ],MF (E)).

Définissons tout d’abord les convergences pour les topologies vague, faible et étroite :

Définition A.3.1. Une suite (µn)n converge vers µ pour la topologie vague (resp. faible,
resp. étroite) si et seulement si∫

E
f µn →

∫
E
f µ ∀f ∈ CK(E) (resp. C0(E), resp. Cb(E)).

La convergence étroite entraine la convergence faible et la convergence faible entraine
la convergence vague.

Nous noterons (MF (E), é) (resp. (MF (E), v)) pour indiquer que l’espaceMF (E) est
muni de la convergence étroite (resp. vague).

La démonstration de la convergence de la suite (ν̄n)n∈N∗ se fait en 4 principales étapes,
présentée ci-dessous.

Soit F(E) une famille dense de C0(E).

Étape 1 : Tension de (〈ν̄n, f〉)n≥0 dans D([0, T ],R) pour f ∈ F(E)

On montre les propriétés suivantes :

(i) Pour tous t ≥ 0 et f ∈ F(E), la suite (〈ν̄nt , f〉)n≥0 est tendue dans R.

(ii) Soient Ant et Znt respectivement la partie à variation finie et la partie martingale
de :

〈ν̄nt , f〉 = 〈ν̄n0 , f〉+Ant + Znt .

Pour tous t > 0, ε > 0, η > 0 il existe δ > 0 et n0 tels que pour toute suite de temps
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d’arrêt (τn)n avec τn ≤ t :

sup
n≥n0

sup
θ∈[0,δ]

P
(∣∣Anτn+θ −Anτn

∣∣ ≥ η) ≤ ε ,
sup
n≥n0

sup
θ∈[0,δ]

P
(∣∣〈Zn〉τn+θ − 〈Zn〉τn

∣∣ ≥ η) ≤ ε .
Les critères d’Aldous et de Robolledo nous permettent de conclure que la suite (〈ν̄n,

f〉)n≥0 est tendue dans D([0, T ],R) [42, Corollaire 2.3.3].

Étape 2 : Tension de (ν̄n)n≥0 dans D([0, T ], (MF (E), v))

On utilise le Théorème suivant :

Théorème A.3.2 (Roelly-Coppoletta). Soit (Pn)n une suite de probabilité sur Ω. Soit
f0 ≡ 1, (fk)k > 0 une suite de fonctions dense dans C0(E). Si pour tout k ∈ N,
(〈Pn, fk〉)n est une suite tendue de probabilités sur D([0, T ],R) alors (Pn)n est tendue
sur D([0, T ], (MF (E), f)).

Démonstration. Voir [58].

L’Étape 1 et le Théorème précédent nous permettent directement de conclure que
(ν̄n)n≥0 est tendue dans D([0, T ], (MF (E), v)).

Étape 3 : Convergence en loi de (ν̄n)n≥0 pour la topologie vague

D’après l’Étape 2, la suite (ν̄n)n≥0 est tendue dans D([0, T ], (MF (E), v)). Donc d’après
le Théorème de Prokhorov (voir par exemple [7]), on peut en extraire une sous suite
convergente (ν̄ni)i≥0 dans D([0, T ], (MF (E), v)).

La convergence en loi de (ν̄n)n≥0 pour la topologie vague consiste à démontrer que la
valeur d’adhérence est unique, c’est-à-dire qu’il existe ξ ∈ D([0, T ], (MF (E), v)) tel que
pour toute sous-suite convergente (ν̄ni)i≥0 on a :

lim
i→∞
〈ν̄ni , f〉 = 〈ξ, f〉 ∀f ∈ CK(E).

On en déduit ensuite, par [7, Corollaire du Théorème 5.1, p. 59], la convergence en loi de
la suite (ν̄n)n≥0 dans D([0, T ], (MF (E), v)).

Étape 4 : Convergence en loi de (ν̄n)n≥0 pour la topologie étroite

Pour démontrer la convergence en loi de (ν̄n)n≥0 vers une limite ξ dans l’espace
D([0, T ], (MF (E), é)) il reste à montrer que :
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(i) ξ ∈ C([0, T ], (MF (E), v))

(ii) 〈ν̄n, 1〉 converge en loi vers 〈ξ, 1〉 dans D([0, T ],R).

Le théorème suivant nous permet de conclure :

Théorème A.3.3 (Méléard et Roelly [45]). Soit (mn)n une suite de processus de D([0, T ],
(MF (E), é)) et m un processus de C([0, T ], (MF (E), v)). Alors mn → m en loi dans
D([0, T ], (MF (E), é)) si et seulement si mn → m en loi dans D([0, T ], (MF (E), v)) et
〈mn, 1〉 → 〈m, 1〉 en loi dans D([0, T ],R).

Remarque A.3.4. Si E est un ensemble compact, les topologies vague et étroite coinci-
dent, la démonstration se réduit donc aux Étapes 1 à 3.
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