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Introduction

Les activités microbiennes des sols assurent les grandes fonctions de dégradation ou de transforma-
tion de matière organique par des micro-organismes, comme la dégradation du carbone sous forme de
matière organique, la transformation de l’azote et du phosphore sous des formes assimilables par les
plantes, et d’autres phénomènes importants. Comprendre le fonctionnement d’un écosystème microbien
est donc un enjeu majeur pour la gestion des ressources et de l’environnement. Cependant ce but reste
difficile à atteindre au vu de la complexité des systèmes naturels, tels que les sols où de très nombreux
processus de toutes natures interagissent avec des organismes vivants. Pour cela, la modélisation du sol
est devenue un champ de recherche important au cours de ces dernières années.

Les modèles numériques de transport réactif proposent une représentation mécaniste des proces-
sus géochimiques (spéciation aqueuse, adsorption, dissolution/précipitation, échanges eau-gaz) couplée
aux transferts de l’eau, des solutés et des gaz par advection, diffusion et dispersion. Ils fournissent des
représentations assez fines de la distribution spatiale de la chimie du sol (par maillage de l’espace et
résolution numériques de systèmes d’équations aux dérivées partielles et algébriques). Par contre, les
dynamiques microbiennes ne sont pas ou peu considérées dans les équations fondamentales utilisées
dans ces modèles.

Les activités microbiennes des sols sont analogues dans leurs principes à la digestion dans les fer-
menteurs. Il s’agit de populations en très grand nombre d’individus, structurées en communautés en in-
teraction entre elles et en compétition sur des ressources communes. On est donc bien dans un contexte
d’écologie. Par contre les spécificités du milieu sol (milieu poreux, triphasique, spatialement structuré,..)
comparativement aux milieux plus homogènes de la dépollution en milieu liquide ne permettent pas
d’appliquer directement les modèles de bioréacteurs aux écosystèmes terrestres. Une première tentative
pour modéliser un écosystème microbien dans le sol, en se basant sur le concept des bioréacteurs, est de
considérer cet écosystème comme un ensemble de hot-spots microbiens, chacun étant modélisé par un
bioréacteur virtuel, inteconnectés en réseau.
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En partant de cette dernière idée qui constitue l’idée de base du projet VITELBIO, cadre dans le-
quel s’est déroulée cette thèse, on a d’une part confronté les modèles de transport réactif aux concepts de
l’ecologie microbienne et d’autre part étudié des questions liées aux effets d’une structuration spatiale
et des différents types d’interconnection sur l’activité microbienne dans un bioréacteur structuré.

Le chapitre 1 est consacré à dresser un aperçu de l’état des lieux de deux approches de modéli-
sation des activités microbiennes d’un sol : les modèles numériques de transport réactif et le modèle
mathématique du chemostat, qui est couramment utilisé en écologie microbienne. Le chapitre 2 évalue
la capacité des modèles du transport réactif et ses implémentations numériques (comme MIN3P) à si-
muler des simples transformations microbiennes dans les conditions des modèles du chemostat ou du
gradostat. Le chapitre 3 étudie l’effet d’une structuration spatiale sur le rendement d’un chemostat à
l’équilibre en comparant trois différentes configurations : le parfaitement mélangé, la connection en sé-
rie et la connection en parallèle avec diffusion. Enfin le chapitre 4 introduit la structure en poche qui peut
jouer un rôle important dans la stabilisation d’une activité microbienne dans un chemostat à l’équilibre
pour des croissances microbiennes non-monotones.



Chapitre 1

Deux approches pour modéliser un
écosystème microbien de type sol

1.1 Résumé

Ce chapitre est essentiellement consacré à dresser un aperçu de l’état des lieux de deux approches de

modélisation des activités microbiennes d’un sol. Les modèles numériques de transport réactif sont ca-

pables et performants pour modéliser la biogéochimie d’un milieu poreux variablement saturé en tenant

compte de plusieurs paramètres physiques et géochimiques qui régissent les cycles biogéochimiques ter-

restres. Le modèle mathématique du chemostat est couramment utilisé en écologie microbienne. Dans

ce chapitre nous décriverons le modèle de compétition dans le chemostat, ses propriétés asymptotiques

ainsi que d’autres processus qui seront utiles dans une optique de confrontation aux modèles numériques

de type -transport réactif-. Le modèle de transport réactif MIN3P a été utilisé.

5



6 Chapitre 1 : Deux approches pour modéliser un écosystème microbien de type sol

1.2 Introduction

Dans les écosystèmes terrestres les sols assurent de multiples fonctions autres que la fonction de pro-

duction agricole : ils filtrent l’eau, abritent une grande part de la biodiversité microbienne et contiennent

des ressources minérales (or, aluminium, fer ...). Ils constituent une composante importante du déve-

loppement durable des écosystèmes terrestres et des sociétés humaines. Il est donc indispensable qu’ils

soient mieux connus par tous pour qu’ils soient mieux gérés dans le futur. Dans ce but, la modélisation

dans le sol est devenue un champ de recherche important au cours des dernières années.

Les modèles de transport réactif [13–15, 47, 55, 58, 70, 72, 83, 99] sont très performants pour simu-

ler les transferts de l’eau, des solutés, et des gaz dans un sol sous les effets d’un ensemble de réac-

tions chimiques (spéciation, dissolution/précipitation, adsorption, échanges ioniques...). Les modèles de

transport réactif aident par exemple à la compréhension des processus qui contrôlent la composition

chimique de l’eau des sols, et donc en grande partie la disponibilité des éléments pour la plante et les

micro-organismes. L’objectif principal de cette modélisation est de développer un modèle du transport

réactif généralement applicable, qui peut être utilisé pour décrire une large variation de problèmes de

transport réactif dans un milieu “poreux variablement saturé”. Ces modèles peuvent également être ap-

pliqués afin de tester des modèles conceptuels ou comme outil de conception pour des expériences en

laboratoire.

Les populations microbiennes dans le sol participent à la transformation des substrats, comme la dé-

gradation de la matière organique et la dénitrification. L’impact de ces populations microbiennes sur les

composants du sol et sa structure mérite d’être bien étudié. Les modèles de type chemostat [77,81], et les

concepts de l’écologie microbienne (interactions intra- et inter-spécifiques, principes d’exclusion com-

pétitif, biodiversités, ...) sont potentiellement adaptés pour appréhender le fonctionnement des écosys-

tèmes microbiens et sont couramment utilisés en micro-biologie. Avec des modèles du type chemostat,

on peut approcher le fonctionnement microbien des sols bien particuliers comme des sols homogènes

saturés [37, 65] ou des zone-mortes [78].

Ce chapitre est organisé comme suit. La section 1.3 fournit un bref résumé sur les modèles du

transport réactif, les processus physico-chimiques qui ont lieu dans le sol, l’équation fondamentale de

l’écoulement de l’eau, et les équations qui gouvernent le transport réactif dans le sol. La section 1.5 est

consacrée à dresser un aperçu de l’état des lieux de la modélisation mathématique de quelques processus

biologiques dans le chemostat. Enfin, dans la section 1.3.7, on donne un exemple de modèles de transport
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réactif, le modèle “MIN3P”, avec une illustration pour simulation sous MIN3P.

1.3 Modèles du transport réactif

1.3.1 Système physico-chimique conceptuel

Le sol est un milieu poreux dans lequel l’écoulement de l’eau se fait au sein du réseau poral des

vides interstitiels de la phase solide. A l’échelle microscopique, échelle classique de la mécanique de

fluides, l’eau représente un milieu continu et les variables définies pour décrire son comportement sym-

bolisent des quantités physiques réelles, mésurables en un point tels que la vitesse de pore ou bien

la pression. Cependant, une description fine du milieu poreux à cette échelle s’avère complexe car la

complexité géométrique et les hétérogénéités spatiales liées à la stucture et la texture du milieu sont im-

portantes. Pour palier cette difficulté de représentation du sol, l’échelle d’étude généralement employée

pour l’écoulement de l’eau et le transport de soluté est celle de l’Elément de Volume Représentatif

(EVR). L’EVR [4, 60] est défini comme le volume minimal du milieu poreux à partir duquel certaines

propriétés intrinsèques de celui-ci apparaissent homogènes. L’EVR pour un modèle de transport réactif

comprend trois phases : une phase aqueuse, une phase gazeuse et une phase solide. La phase solide

est constituée de minéraux et de matière organique, alors que la phase aqueuse est constituée de l’eau

et des espèces dissoutes. La phase gazeuse est composée du gaz de l’atmosphère et peut également

contenir d’autres gaz comme le méthane, le sulfure d’hydrogène et le gaz de l’hydrogène. La Figure 1.1

représente la conceptualisation d’un système d’eau souterraine pour le transport réactif dans un milieu

poreux variablement saturé. Ce système conceptuel montre que ce milieu comprend des sources internes

et externes. Les sources externes sont dûes aux processus du transport physique des espèces mobiles de

l’extérieur ou bien dans l’EVR. Les débits suivant lequels les espèces dissoutes et les gaz se transportent

sont définis schématiquement sur la Figure 1.1 par Qa,in,Qg,in,Qa,out et Qg,out où a et g signifie la phase

aqueuse et gazeuse respectivement. D’autre part, les sources internes sont dûes à des processus de réac-

tions et décrivent le transfert de masse dut aux réactions hétérogènes entre les différentes phases, et sont

définis ici par Qa,s,Qa,m et Qa,g où s définit les espèces de surface et m représente les phases minérales.

1.3.2 Processus de transport et réactions géochimiques dans le sol

Le transport des solutés en milieux poreux procède par advection, diffusion moléculaire, et par dis-

persion. Le transport par advection correspond au déplacement des éléments chimiques dissous en même
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Conceptualisation

Système physico-chimique

Source externe

Source interne

Phase
solide

Phase
aqueuse

Phase
gaz

Qa,in Qg,in

Qa,out Qg,out

Qa
m

Qa
s

Qa
g

FIG. 1.1 – Conceptualisation d’un système physico-chimique

temps que le solvant ; l’eau. La force motrice de ce mécanisme de transport est le gradient hydraulique.

Le gradient de pression dans la phase gazeuse déplace le gaz du sol. Autres importantes processus de

transport telles que la dispersion mécanique et la diffusion moléculaire, qui ont également lieu dans les

deux phases. La dispersion des solutés est provoquée par un mélange de processus hydraulique du à des

variations dans la vitesse d’écoulement d’un pore à un autre. La diffusion moléculaire décrit le transport

des espèces dissoutes ou des espèces gazeuses du aux gradients de concentration.

Les réactions chimiques dans les systèmes d’eau souterraine comprennent des réactions homogènes, qui

ont lieu en une seule phase ou les réactions hétérogènes qui nécessitent l’échange de masse entre deux

ou plusieurs phases [57,60,94]. Les réactions homogènes comprennent les interactions entre les espèces

dissoutes dans un milieu aqueux et les réactions d’oxydo-réduction. Les réactions hétérogènes les plus

importantes sont la dissolution et la precipitation des minéraux, les réactions d’adsorption et d’échange

d’ions, et les réactions de dissolution-exsolution des gaz.

L’approche géochimique consiste à mettre en équations et à prendre en compte la plupart des réactions

chimiques impliquant le soluté étudié. Les réactions à l’interface solide/liquide/gaz entraînant des phé-

nomènes de retention sont alors conceptualisées par des modèles tels que la complexation de surface

ou l’échange d’ions ou bien la concentration en gaz du sol. Les données à introduire dans les modèles

géochimiques sont principalement les éléments chimiques considérés, les réactions chimiques qu’ils
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subissent et leurs taux cinétiques et leurs constantes d’équilibre. Plusieurs paramètres contrôlent l’évo-

lution géochimique dans le sol, par exemple, la température, la conductivité hydraulique, la porosité, le

degré de saturation. Nous verrons en section 1.3.5 comment tenir compte des espèces microbiennes.

1.3.3 Mouvement de l’eau dans un sol variablement saturé

Comme tout autre flux de matière, le mouvement de l’eau dans un sol résulte de la présence d’un

gradient de potentiel. En fait, l’écoulement s’effectuant des points où le potentiel est élevé vers ceux où

il est plus faible. L’équation traitant de l’écoulement de l’eau dans un milieu variablement saturé peut

s’écrire d’après [5, 80] par :
∂

∂ t
(Saρφ)+∇.[ρqa] = ρQa (1.1)

avec Sa est la saturation de la phase aqueuse [m3 eau m−3vide].

Sous l’hypothèse que les variations spatiales de ρ sont négligeables en raison de la compressibilité

négligeable de l’eau l’équation 1.1 devient la suivante :

SaSs
∂h
∂ t

+φ
∂Sa

∂ t
−∇.[kraκ∇h]−Qa = 0 (1.2)

où Ss désigne le coefficient spécifique du stockage [m−1].

Le potentiel hydrique total ψa de l’eau d’un sol non-saturé est souvent pris en compte sous la forme

suivante : ψa = h− z, où z est la position du fluide dans le champ gravitationnel [m]. Étant donné

que la saturation et la perméabilité relative sont des fonctions de la charge de pression dans la phase

aqueuse l’équation (1.2) est non linéaire. En fait, des relations sont données par [111] pour décrire cette

dépendance :

Sa = Sra +
1−Sra

(1+αψn
a )m (1.3)

kra = Sea[1− (1−S1/m
ea )m]2 (1.4)

Sra définie la saturation résiduelle en eau, α,n,m et l sont des paramètres caractéristiques dans le sol,
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avec m = 1− 1
n

. Sea est la saturation effective en eau donné par :

Sea =
Sa−Sra

1−Sra
.

1.3.4 Equations fondamentales du transport réactif

Dans cette section nous introduisons les équations importantes de bases utilisées dans les modèles

de transport réactif. Les modèles de transport réactif peuvent être formulés sur la base des équations

fondamentales suivantes :

• un système d’équations aux dérivées partielles décrivant le transport physique,

• un système d’équations algébriques décrivant l’équilibre des réactions géochimiques,

• un système d’équations différentielles ordinaires, qui définit les réactions géochimiques cinétique-

ment contrôlées.

Une équation de conservation de masse peut être écrite pour chaque espèce mobile dans la phase aqueuse

et gazeuse. Le nombre des espèces mobiles dans la phase aqueuse est donné par Nd = Nc + Nx qui

est équivalent au nombre des espèces dissoutes. Nc correspond au nombre des composantes et Nx aux

complexes aqueuse. Ng définie le nombre des gaz présents dans la phase aqueuse. Les équations de

conservation de masse correspondantes qui considèrent le processus d’advection-dispersion peuvent

être écrites par :

∂

∂ t
[SaφCc

j ]−∇.[qaCc
j ]+∇.[SaφDa∇Cc

j ]−Qc
j = 0 j = 1,Nc (1.5)

∂

∂ t
[SaφCx

i ]−∇.[qaCx
i ]+∇.[SaφDa∇Cx

i ]−Qx
i = 0 i = 1,Nx (1.6)

∂

∂ t
[SgφCg

i ]−∇.[qgCg
i ]+∇.[SgφDg∇Cg

i ]−Qg
i = 0 i = 1,Ng (1.7)

où Sa et Sg est la saturation de la phase aqueuse et de la phase gazeuse respectivement, φ est la porosité

géométrique du milieu, Cc
j [mole l−1 eau] est la concentration de la j-ème composante dans la solution,

Cx
i [mole l−1 eau] est la concentration de la i-ème complexe aqueuse dans la solution et Cg

i [mole l−1

gaz] est la concentration de la i-ème espèce gazeuse présent dans la phase gazeuse. les vecteurs qa et qg

représentent les flux de Darcy qui corréspondent à la phase aqueuse et la phase gazeuse respectivement.
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Da [m2s−1] définit le tenseur de dispersion dans la phase aqueuse et Dg [m2s−1] définit le tenseur de

dispersion dans la phase gazeuse, respectivement. Qc
j,Q

x
i et Qg

i [mole.l−1] représentent les termes de

sources internes et externes.

Pour les espèces immobiles, ceux qui peut être définies par Ns espèces adsorbés aux surfaces minérales

et Nm phases minérales, les équations de la conservation de la masse sont données par :

dCs
i

dt
−Qs

i = 0 i = 1,Ns (1.8)

dCm
i

dt
−Qm

i = 0 i = 1,Nm (1.9)

Cs
i est la concentration de la i-ème espèce adsorbé [mole l−1], et Cm

i est la concentration de la i-ème

minérale [mole l−1]. Qs
i et Qm

i représentent les termes de sources internes.

Les relations stoechiométriques décrivant les réactions géochimiques, peuvent être exprimées en

fonction des composants. Par exemple la dissociation-association d’un complexe aqueuse et la dissolution-

précipitation d’un minérale sont considérés dans ce contexte. La relation stoechiométrique pour la dis-

sociation d’un complexe aqueuse Ax
i dans les composants d’un espèce Ac

j dans la solution peut être écrite

par [100] :

Ax
i �

Nc

∑
j=1

α
x
i jA

c
j i = 1,Nx (1.10)

avec αx
i j est le coefficient stoechiométrique du j-ème composant dans le i-ème complex aqueuse. La

partition d’un gaz Ag
i de la phase gazeuse vers la phase aqueuse et puis la dissociation en composant

d’un espèce dans la solution peut être exprimé par :

Ag
i �

Nc

∑
j=1

α
g
i jA

c
j i = 1,Ng (1.11)

avec α
g
i j est le coefficient stoechiométrique du j-ème composant dans le i-ème gaz. La relation stoechio-

métrique pour la dissolution d’un minérale Am
i peut être écrite par :

Am
i �

Nc

∑
j=1

α
m
i j A

c
j i = 1,Nm (1.12)

avec αm
i j est le coefficient stoechiométrique du j-ème composant dans le i-ème minérale.

Deux approches différentes sont appropriées à décrire les réactions géochimiques [94]. La première

utilisant les équations algébriques. Elle est convenable pour décrire les réactions "suffisamment" rapides

et réversibles, et la deuxième adopte des relations cinétiques pour décrire celles qui ne sont "pas suf-

fisamment rapides" et/ou irréversibles. Si les réactions sont donc "suffisamment rapides", les relations
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d’équilibre pour les réactions 1.10, 1.11, 1.12 pour les complexes aqueuses sont données par :

Cx
i = (Kx

i γ
x
i )
−1

Nc

∏
j=1

(γc
jC

c
j)

αx
i j i = 1,Nx (1.13)

avec Kx
i est la constante de dissociation pour le i-ème complexe aqueuse, γx

i est le coefficient d’activité

pour le i-ème complexe aqueuse et γc
i est le coefficient d’activité pour le j-ème composant d’un es-

pèce dans la solution. Les relations qui correspondent à la dissolution-exsolution d’un gaz peuvent être

définies par :

Cg
i = (RT Kg

i γ
g
i )−1

Nc

∏
j=1

(γc
jC

c
j)

ν
g
i j i = 1,Ng (1.14)

avec R est la constante universelle des gaz parfaits [J.K−1 mole−1], T est la température [K], Kg
i est la

constante d’équilibre pour la dissolution du i-ème gaz, γ
g
i est le coefficient de fugacité du i-ème gaz.

Si les réactions 1.10, 1.11, 1.12 ne sont pas décrites par des relations d’équilibre, alors des expressions

cinétiques doivent être définies pour décrire les évolutions géochimiques. L’apparition de réactions ciné-

tiquement contrôlées dans la phase aqueuse nécessite la définition d’une relation stoechiométrique sup-

plémentaire pour définir la consommation et la production des composants dans la phase aqueuse [61] :

/0 �
Nc

∑
j=1

α
a
i jA

c
j i = 1,Na (1.15)

avec αa
i j sont les coefficients stoechiométriques des composants associés à la i-ème réaction cinétique-

ment contrôlée. Na est le nombre des réactions cinétiquement contrôlées dans la phase aqueuse. Sous

certaine hypothèses, une expression de la production et de la consommation des composants dans la

phase aqueuse est donnée par :

Ra
i =−ka

i

 ∏
αa

i j<0
(γc

jC
c
j)
−αa

i j − (Ka
i )−1

∏
αa

i j>0
(γc

jC
c
j)

αa
i j

 i = 1,Na (1.16)

avec Ra
i [mole l−1 eau s−1] est la valeur absolue de la vitesse de la i-ème réaction cinétiquement contrô-

lée dans la phase aqueuse et ka
i est la constante de vitesse de la réaction dans le sens direct. La vitesse

de la production et consommation des composants peut donc être calculée en se basant sur le système

d’EDO suivant :
dCc

j

dt
=−α

a
i jR

a
i .
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1.3.5 Prise en compte des lois cinétiques microbiennes

Jusqu’à présent nous n’avons considéré que des espèces chimiques. Nous montrons maintenant com-

ment tenir compte de façon analogue des espèces biologiques. Un micro-organisme libère de l’énergie

chimique de son environnement en utilisant ses enzymes pour catalyser une réaction chimique. D’autre

part, l’environnement contrôle l’activité des microorganismes en fournissant les habitats, les nutriments

et les ressources énergétiques pour la survie. Donc prédire précisément le taux de métabolisme mi-

crobien est fondamental pour comprendre les interactions entre les populations microbiennes et leurs

environnements géochimiques. Le modèle 1.16 n’est pas adapté à la description des réactions élémen-

taires microbiologiques qui sont dans la grande majorité des cas des réactions enzymatiques. Celles-ci

sont souvent de nature protéique et en faibles concentrations. Elles sont régénérés en fin de réaction et

apparaîssent donc à la fois dans les réactifs et les produits.

Généralement les expressions phénoménologiques décrivant la cinétique des réactions chimiques sont

de la forme suivante [105] :

r = λ .∏
i

Cδi
i (1.17)

où la valeur de r est exprimée en unité de masse par unité de volume, par unité de temps. λ , dépendant

notamment de la température, est le coefficient de vitesse, supposé indépendant de la concentration, Ci

est la concentration des espèces chimiques Ai intervenant dans la réaction, et δi sont des entiers positifs.

Nous allons voir que ces expressions ne sont pas satisfaisante pour décrire des cinétiques de type en-

zymatiques ou microbiennes, et que d’autres types de non-linéarité sont nécessaires pour décrire leur

croissance. La cinétique des réactions enzymatiques a été étudiée par Michaelis et Menten [73]. Ils

décrivent la réaction enzymatique comme une suite de deux réactions élémentaires : une réaction ré-

versible entre l’enzyme E et le substrat Ai formant un complexe EAi ; et une réaction irréversible de

transformation du substrat en produit.

E +Ai
ki
+1


ki
−1

EAi
k2−→ E +Pi

Deux hypothèses sont faites : (1) ki
−1 >> k2 de sorte que la première réaction peut être assimilé à un

équilibre ; (2) le complexe enzyme-substrat est dans un état quasi-stationnaire de sorte que sa concen-

tration est constante d[EAi]
dt = 0.

La cinétique r de la réaction globale est égale à la cinétique de la deuxième réaction. Soit, en utilisant la
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formulation classique des cinétiques chimiques :

r =
d[Pi]
dt

= k2[EAi].

L’approximation de l’état quasi-stationnaire permet décrire :

d[EAi]
dt

=−k2[EAi]+ ki
+1[E][Ai]− ki

−1[EAi].

La concentration totale en enzyme [E]T est donnée par :

[E]T = [E]+ [EAi]

Les trois équations précédentes permettent décrire :

r = k
Ci

Ki +Ci

avec Ki =
k2 + ki

−1

ki
+1

la constante d’afinité entre le substrat et l’enzyme, homogène à une concentration,

et k = k2[E]T la constante cinétique, homogène à une vitesse de réaction. La loi cinétique obtenue est

semblable à la formulation empirique publiée par Monod en 1949 aprés ses études sur la croissance

des populations bactériennes [76]. Donc pour décrire la dépendance d’une réaction microbienne de la

concentration des réactifs (substrats), on utilise souvent l’expression suivante :

fi =
Ci

Ki +Ci
(1.18)

Deux cas limites peuvent être distingués : pour Ki >> Ci, l’équation (1.18) est réduite à une simple loi

cinétique de premier ordre, avec fi ∝ Ci, tandis que pour Ki << Ci, la concentration de l’espèce chi-

mique cesse de moduler la cinétique et fi ≈ 1.

Contrairement aux substrats chimiques, qui favorisent normalement la réaction, certains substrats peuvent

inhiber l’activité microbienne. L’effet d’inhibition peut être inclus via la fonction suivante :

f inhib
j =

I j

I j +C j
(1.19)

où I j sont des constantes d’inhibitions. La combinaison des équations (1.17), (1.18) et (1.19) amène

à la loi cinétique générale des réactions microbiennes suivante, aussi appelée le modèle de Michaelis-

Menten généralisé :

r = λ .

(
∏

i

Ci

Ki +Ci

)
.

(
∏

j

I j

I j +C j

)
. (1.20)
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Les lois cinétiques microbiennes tiennent compte de la dépendance de la cinétique d’une réaction mi-

crobienne sur la présence des microorganismes. Plusieurs approches sont utilisées pour coupler la dyna-

mique microbienne aux cinétiques des réactions chimiques, sont basées sur le modèle du Monod [76],

pour lequel l’équation (1.20) est modifiée pour obtenir la relation suivante :

r = k.X .

(
∏

i

Ci

Ki +Ci

)
.

(
∏

j

I j

I j +C j

)
(1.21)

où X désigne la concentration des espèces microbiennes (i.e. la biomasse), k est une constante de vi-

tesse, supposée indépendante de la concentration, et ki est la constante de demi saturation de Monod,

qui est spécifique pour chaque substrat Ai.

Le modèle le plus simple décrivant la variation de la concentration en biomasses qui consomment les

substrats nécessaires pour leurs croissances est donnée par :

dX
dt

= Y.r−µdecX (1.22)

avec µdec représente le coefficient de la mortalité des microorganismes. Y est le coefficient de rende-

ment, il lie l’utilisation des substrats, par exemple le carbone organique, avec la production des nouvelles

biomasses microbiennes. La valeur de Y dépend de l’énergie de Gibbs produite par la réaction chimique.

La considération thermodynamique est une contrainte importante dans les réactions microbiennes [50–

53]. Dans le but que ces expressions cinétiques soient plus consistentes du point de vue themordyna-

mique, l’équation (1.21) peut être multipliée par le terme suivant :

f (∆G) = 1− exp(
∆G
RT

) for ∆G≤ 0

avec ∆G représente l’énergie de Gibbs de la réaction microbienne, R est la constante universelles des

gaz parfaits, et T la température.

Souvent dans les modèles mathématique de l’écologie microbienne, si le substrat noté s n’inhibe pas

la croissance des biomasses, on utilise habituellement des cinétiques de croissance monotones de type

Monod qui dérivent de l’expression (1.21). Cette fonction est donnée pour chaque espèce i par (voir

Figure 1.2)

µi(s) = µ
i
max

s
Ki + s

,
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s

µ i

Monod

Haldane

FIG. 1.2 – Cinétiques de type Monod et Haldane, avec µ i
max = 5,Ki = 2 et Ii = 3.

avec s représente la concentration en substrat et µ i
max la vitesse spécifique de croissance maximale.

Sinon, si le substrat limitant, à une concentration élevé, inhibe la croissance des biomasses, on utilise

alors un modèle appelé "Modèle de Haldane ", donné par (voir Figure 1.2)

µ
i(s) = µ

i
max

s

Ki +K′
i s+

s2

Ii

. (1.23)

La constante Ii est la constante d’inhibition. Il faut noter que si Ii est assez grand, le modèle est équiva-

lente à celui de Monod.

Remarque. Ce dernier modèle dérive également de l’expression (1.21). En fait, considérons une seule

biomasse qui croît sur un seul substrat limitant inhibiteur s. D’après l’équation (1.21), la fonction de

croissance µ(.) doit être donnée par

µi(s) = µ
i
max

(
s

Ki + s

)
.

(
Ii

Ii + s

)
.

En divisant par Ii le numérateur et le dénominateur de la partie droite de cette dernière équation, on peut

bien obtenir le modèle d’Haldane, avec K′
i = Ki+Ii

Ii
.
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1.3.6 Couplage et échelles spatiaux-temporelles

Après la modélisation et la mise en équations du phénomène de transport réactif dans le sol, un mo-

dèle numérique est nécessaire pour transformer les équations aux dérivées partielles, qui peuvent fournir

une description en continu des paramètres physico-chimiques dans l’espace et le temps, dans une ap-

proximation discrète. Les paramètres de discrétisation temporelle et spatiale affectent la résolution de

ces équations et la précision des résultats du modèle. De plus les relations entre les échelles de temps

du problème du transport et celles de la géochimie ont un grand impact sur la solvabilité des problèmes

de transport réactif. En fait, l’une des difficultés majeurs dans le couplage du transport physique et les

réactions géochimiques est la large variation des échelles spatio-temporelle caractérisant le transport et

les différents processus de réaction. Un processus rapide est caractérisé par une échelle de temps courte,

tandis que les processus lents sont identifiés par des longues échelles. Par exemple, les réactions d’hy-

dratation sont très rapides ; les pluparts atteignent leur équilibre dans l’ordre de 10−10 à 1 secondes [56].

Par contre les réactions de dissolution-precipitations sont plutôt très lentes et atteignent leurs équilibres

dans l’ordre d’un jour jusqu’au même des dizaines d’années.

Deux formulations distinctes sont couramment utilisées pour le couplage des équations du transport

physique avec celles des réactions géochimiques. La première formulation est la méthode “the global

implicit method” [100], et l’autre est “operator-splitting formulation” [113]. La principale différence

entre ces deux méthodes est que le transport physique et les réactions géochimiques sont résolus simul-

tanément en utilisant la première, tandis que la technique de la deuxième méthode considère le transport

et les réactions d’une manière successive. Diverses méthodes numériques ont été utilisées pour résoudre

le système d’équations résultant de ces deux formulations. Ces méthodes peuvent être distinguées se-

lon la façon dont les équations fondamentales pour les problèmes de transport réactif sont traitées, la

formulation des équations principales et le choix des variables comme variables dépendantes primaires.

1.3.7 Exemple d’un modèle du transport réactif

MIN3P [70] est un des schémas numériques de transports réactifs, qui est développé en partant des

équations de bases et des concepts décrit précédement. Le modèle MIN3P peut simuler des problèmes

de transport réactif généraux dans un milieu variablement saturé dans une, deux ou trois dimensions spa-

tiales. Sous l’hypothèse que les variations spatiales de la densité de l’eau sont négligeables, la solution

de l’écoulement de l’eau est donnée par l’équation 1.2. Partant des équations 1.5,1.6 et 1.7, le transport
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réactif des composantes A j est écrit en fonction de Tj (la concentration totale des composantes) et est

donné par l’équation suivante [70] :

∂

∂ t
[SaφT a

j ]+
∂

∂ t
[SgφT g

j ]+
∂T s

j

∂ t
+∇.[qaT a

j ]

−∇.[SaφDa∇T a
j ]−∇.[SgφDgT g

j ]

−Qext
j −Qint

j = 0 j = 1,Nc

avec T a
j désigne la concentration totale des composantes aqueuses de la composante Ac

j, T g
j est la

concentration totale des composantes gazeuses de la composante Ac
j et T s

j est la concentration totale ad-

sorbée de la composante Ac
j . Qint

j désignent les termes de sources internes à partir des réactions aqueuses

et des réactions de dissolution/précipitation, et Qext
j les sources externes pour les phases aqueuses et ga-

zeuses.

De nombreux processus biogéochimiques sont compris dans MIN3P (dissolution/précipitation miné-

rale, spéciation aqueuse, dissolution/exsolution du gaz, éxchange d’ions, et sorption compétitive ou

non-compétitive). Des expressions cinétiques généralisées pour les réactions inter-aqueuse et pour la

dissolution/précipitation permettent de considérer des lois cinétiques de types Monod ou bien Monod

multiplicative et des termes d’inhibition. Ce code a été utilisé pour un certain nombre d’applications

dans des différents domaines de la science de l’environnement, allant du transport de contaminants or-

ganiques et inorganiques et remédiation des eaux souterraines [67–69,75] jusqu’à l’hydrologie des sols

et les cycles biogéochimiques dans les écosystèmes terrestres [27, 28, 66]. Les équations principales

de l’écoulement et du transport réactif sont linéarisées et résolues en utilisant une méthode de Newton

modifiée [70]. Ce logiciel est notamment reconnu pour sa robustesse numérique [11, 71]. Le modèle de

transport réactif MIN3P dispose d’une interface (GUI) facilitant grandement la réalisation et le traite-

ment des simulations [26].

Simulations avec MIN3P

Dans ce qui suit nous donnons un exemple de simulation effectuée sous MIN3P. Pour cela, on a

considéré un exemple d’un sol poreux, de porosité 50%, variablement saturé, de dimension 1m en largeur

1m en longueur et de profondeur de 1
2 m. Deux éléments minéraux sont considérés, le ferrihydrite (Fh)

et le root-O2, ainsi que quatre espèces aqueuses l’ion hydroxyde OH−, le dihydrogène H2(aq), l’acide

carbonique H2CO3(aq) et le bicarbonate HCO−
3 . Quatres gaz sont aussi choisis dans ce sol, le dioxyde

de carbone CO2, le doxygène O2, l’azote N2(g) et le dihydrogène H2(g). En présence de ces éléments
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chimiques, des réactions d’oxydo-réducation a lieu et rend le sol riche en benzène C6H6. Deux biomasses

(biomasse1 et biomasse2) et deux prédateurs (prédateur1 et prédateur2) qui respirent l’oxygène, sont en

compétitions pour dégrader le C6H6.

C6H6 +
3
2

O2 +3H2O−→ biomasse1 , biomasse1−→ prédateur1

C6H6 +
3
2

O2 +3H2O−→ biomasse2 , biomasse2−→ prédateur2

On désigne par x1,x2,x1d et x2d la concentration en biomasse1, biomasse2, prédateur1 et prédateur2

respectivement. Les cinétiques de croissance sont de type Monod multiplicatives sont données par les

équations suivantes :

ẋ1 = K1x1 ∗
[O2]

k1 +[O2]
∗ [C6H6]

k2 +[C6H6]
∗ [O2]

k3 +[O2]
∗ [C6H6]

k3 +[C6H6]

ẋ2 = K2x2 ∗
[O2]

k1 +[O2]
∗ [C6H6]

k2 +[C6H6]
∗ [O2]

k3 +[O2]
∗ [C6H6]

k3 +[C6H6]

ẋ1d = K3x1, ẋ2d = K3x2

Avec K1 = 1.10−1, K2 = 5.10−2, K3 = 1.10−3, k1 = 3,125.10−6, k2 = 1.10−5 et k3 = 1.10−5.
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FIG. 1.3 – Gradients des concentrations suivant la profondeur à l’instant t = 0 (figure gauche) et t =
1.10−5 (figure droite)
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FIG. 1.4 – Gradients des concentrations suivant la profondeur à l’instant t = 1.10−4 (figure gauche) et
t = 1.10−3 (figure droite)
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FIG. 1.5 – Gradients des concentrations suivant la profondeur à l’instant t = 5.10−3 (figure gauche) et
t = 1.10−2 (figure droite)

Nous avons tracé suivant la profondeur, les variations des concentrations en C6H6, en biomasses-prédateur,

et en oxygène (voir figures 1.3, 1.4, 1.5, 1.6, 1.7). L’unité du temps est le jour. On remarque d’après les

figures que les biomasses et les prédateurs sont en compétition pour le C6H6 et que cette compétition

s’effectue justement dans la zone où l’oxygène est en quantité suffisante pour la respiration des micro-

organismes, et en dehors de cette zone la concentration en biomasses-prédateurs est presque nulle.
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FIG. 1.6 – Gradients des concentrations suivant la profondeur à l’instant t = 5.10−2 (figure gauche) et
t = 1.10−1 (figure droite)
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FIG. 1.7 – Gradient de la concentration en oxygène suivant la profondeur à l’instant t = 1.10−5 (figure
gauche) et t = 1.10−1 (figure droite)

1.4 Entre les modèles de sol et le chemostat

Remarquons que la croissance des microbes du sol peut s’étudier en laboratoire. En fait, une souche

bactérienne est introduite dans un bioréacteur de culture en continu réunissant toutes les conditions de
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croissance compatibles avec celles du sol, et après la phase d’adaptation de la souche, un débit constant

de milieu de culture neuf est ajouté dans le récipient, le même débit est considéré en sortie pour maintenir

un volume constant. Les expériences de type chemostat, font partie des techniques utilisées en micro-

biologie pour ses capacités de maintenir la culture en phase de croissance. Il est possible de varier les

concentrations des sels nutritifs du milieu de culture, afin de déterminer les différentes seuils limitants

des éléments chimiques.
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FIG. 1.8 – Un bioréacteur représente une poche d’un sol

Sachant que les débits volumiques dans un sol sont faibles, et les pores sont de petits volumes, les poches

d’un sol saturé peuvent être considérées, en première approximation, comme de petits bioréacteurs avec

des taux de dilution du même ordre que pour des volumes plus gros (voir Figure 1.8). Vu qu’un milieux

poreux est un réseau complexe des poches interconnectées par différentes phénomènes physiques (ad-

vection, diffusion,...), l’interconnection entre ces volumes est essentielle pour décrire le fonctionnement

microbien du sol, d’où le sujet de cette thèse, représenté par le schéma 1.9.

Dans la Section suivante, nous décrivons plus précisemment le modèle du chemostat et ses propriétés

mathématiques.
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FIG. 1.9 – Un sol poreux peut être vue come un réseau de bioréacteur stucturé

1.5 Approche par le modèle du chemostat

1.5.1 Définition du chemostat

Un chemostat (voir figure 1.10) est un type particulier de bioréacteur inventé simultanément par

Monod [77] et Novick et Szilard [81]. Il permet la culture continue de micro-organismes dans un milieu

contrôlé, c’est-à-dire qui permet de faire croître une population de microorganismes (algues unicel-

lulaires, bactéries, levures, phytoplancton, zooplancton, moisissures...) sur certains substrats, tout en

conservant des conditions environnantes (température, luminosité, pH, aération) constantes. Il est uti-

lisé pour la production de la masse cellulaire elle-même, pour l’extraction et la dégradation de certains

polluants dans un milieu liquide, pour la production de substances organiques résultantes de l’activité

métabolique, ou pour l’étude de procédés physiologiques et métaboliques de micro-organismes dans un

milieu spécifique. On peut alors d’après les variations de l’élément limitant, quantifier l’influence de ce

dernier sur la population cultivée. Ainsi le chemostat est un modèle d’écosystème contrôlé dans lequel

on peut quantifier précisément les relations entre un élément nutritif et un organisme.
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FIG. 1.10 – Un chemostat

L’appareil est constitué de trois réservoirs reliés entre eux. Le premier contient des nutriments supposés

être en abondance excepté un parmi eux, nommé substrat limitant de concentration s. Un débit Q (pro-

venant du premier réservoir) alimente le deuxième réservoir où interagissent et se mélangent la (ou les)

biomasse(s) (une ou différentes espèces de microorganismes à densité xi) avec des nutriments. De plus,

il est supposé que le substrat limitant a une concentration d’alimentation constante sin > 0.

Le deuxième réservoir est supposé être parfaitement mélangé, afin que l’on puisse assurer que le milieu

liquide est homogène et par conséquent qu’il n’y a pas de variation spatiale dans la concentration du

substrat limitant et des espèces. Par ailleurs, l’hypothèse d’homogénéité assure que les organismes et le

substrat sont évacués du chemostat par action du flot au même taux de dillution D.

Le troisième réservoir réceptionne le milieu prélevé dans le chemostat avec un débit Q. C’est dans

le deuxième réservoir qu’a lieu l’interaction entre le substrat limitant et les micro-organismes ; parmi

l’ensemble des procédés biologiques et chimiques susceptibles d’avoir lieu, on ne considérera que la

consommation du nutriment par les espèces de microorganismes et la croissance microbienne.
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1.5.2 Modèle pour une espèce

Les nutriments pénètrent dans le chémostat, à une concentration sin, avec un débit volumique Q, soit

un taux de dilution D =
Q
V

. A l’intérieur du chemostat, l’espèce consomme le substrat pour sa crois-

sance. La modélisation doit prendre en compte deux choses : la partie physique, qui décrit les flux de

matière dus à la circulation de liquide ; et la partie biologique, qui décrit les processus biologiques ayant

lieu à l’intérieur du chemostat. Dans la suite, nous noterons x la concentration de la biomasse cellulaire

totale, et s la concentration en substrat.

Dans le récipient d’alimentation, il ne rentre pas de biomasse. La seule variation de la biomasse est donc

le fait de la sortie, qui se fait au même taux D que l’entrée et la croissance. Pour le substrat, il faut tenir

compte du substrat entrant dans le chemostat, au taux D et à la concentration sin, et de la quantité de

substrat présente dans le chemostat, qui est soutirée par dilution.

L’espèce consomme le substrat pour sa croissance. Notons µ(s) le taux de croissance spécifique de

l’espèce correspondant à l’absorption d’une concentration s de nutriment. La consommation induit une

diminution de la quantité de substrat à un taux σ(s), que l’on appelle taux d’absorption.

La variation de la masse du substrat limitant dans le deuxième réservoir est donnée par le bilan du sub-

strat entrant, celui du substrat prélevé et celui du substrat consommé par l’éspèce de micro-organisme :

ṡ = D sin − D s − σ(s) x
Entrant − Sortant − Consommation

La variation de la masse de l’espèce de microorganisme est donnée par le bilan de la masse prélevée et

celle de la masse issue de la croissance microbienne :

ẋ = µ(s) x − D x
Croissance − Prélevement

Il existe une vaste littérature consacrée à la modélisation des fonctions de croissance et de consomma-

tion, on résume dans la section (1.3.5) les différentes approches de leurs modélisation. Pour le moment,

nous ne ferons que deux hypothèses concernant les fonctions µ et σ : La vitesse de croissance est po-

sitive et nulle en absence de substrat, La relation entre la consommation et la croissance est linéaire,

La fonction de croissance dépend continument et uniquement de la concentration du substrat et µ et

σ sont localement lipschitziennes. Nous supposerons de plus que le taux de mortalié de biomasse est

négligeable ce qui garantit que le taux de recyclage de la biomasse morte est négligeable. Il découle des

hypothèses que les fonctions µ sont continues, nulles en 0 et prennent des valeurs positives. De plus
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µ(s) =
σ(s)
γ(s)

où γ(s) décrit la proportion de la ressource utilisée effectivement pour la croissance des

espèces. Si l’on suppose que γ est indépendant de s, quitte à faire le changement de variable x = γ−1x

(ce qui équivaut à changer l’unité de mesure de la masse d’organismes), on peut prendre γ = 1. L’évo-

lution de la concentration d’une espèce consommant une ressource dans le chemostat est décrite par le

système : {
ṡ = D(sin− s)−µ(s)x

ẋ =
(

µ(s)−D
)

x
(1.24)

1.5.3 Compétition dans le chemostat

Hsu et al. [45] sont parmi les premiers, en 1977, à étudier le problème de la compétition dans

le chemostat. Ils considèrent n populations en compétition pour un même nutriment, et montrent que

l’exclusion compétitive est vérifiée : le compétiteur qui utilise le mieux le substrat en faible quantité

survit, les autres s’éteignent.

Décrivons ce modèle. n espèces sont présentes dans un chemostat bien mélangé de volume constant

en régime continu. On considère que le seul facteur limitant est la ressource. En d’autres termes, les

espèces n’entrent en compétition que via leur consommation de la ressource.

Notons par s la concentration en substrat et, pour i = 1, ...,n, xi celle de la i-ème espèce et par µi(s) son

taux de croissance. Comme pour le cas d’un seul espèce, on suppose que dans le récipient d’alimenta-

tion, il ne rentre pas d’organisme. Donc la seule perte de biomasse des organismes est due du fait de la

sortie, qui se fait au même taux D que l’entrée. Les concentrations des espèces suivent alors la loi

ẋi = (µi(s)−D)xi, i = 1...n.

Si l’on suppose que les seuls termes de décroissance de la ressource sont la dillution (au même taux D)

et la cosommation σi(s), l’évolution de la concentration de la ressource est régie par l’équation

ṡ = D(sin− s)−
n

∑
i=1

σi(s)xi

Sous tous ces hypotèses, et si l’on suppose de nouveau que le rapport µi(s)/σi(s) = γi ne dépend par

de s, on peut de nouveau prendre γi = 1, et parsuite le modèle de compétition pour n espèces dans le

chemostat s’écrit
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
ṡ = D(sin− s)−

n

∑
i=1

µi(s)xi,

ẋi =
(

µi(s)−D
)

xi, i = 1...n.

(1.25)

En plus des hypothèses mis précédement sur les cinétiques de croissance, on fait de plus les hypothèses

suivantes

– (H1) µi : R+ −→ R+ et µi(0) = 0,

– (H2) les fonctions µi sont continûment différentiables,

– (H3) les fonctions µi sont strictement croissantes.

L’hypothèse (H2) assure l’existence et l’unicité des solutions de (1.25) et l’hypothèse (H1) assure que

l’orthant positif est invariant par (1.25).

Il est à noter qu’aux coefficients de rendement γi fixés, deux espèces ou "variantes" biologiques peuvent

avoir des cinétiques dont les graphes s’intersectent, ce qui ne se produit pas pour des espèces chimiques

dont les cinétiques sont sous la forme 1.17. C’est cette particularité qui apporte une richesse des com-

portements des solutions des systèmes dynamiques régis par ces modèles, et qui sera exploitée dans la

thèse.

1.5.4 Analyse mathématique

Nous donnons ici les principaux résultats concernant le système (1.25). Les preuves utilisent de

manière importante les fonctions de Lyapunov et le théorème de LaSalle (voir l’énoncé dans l’Annexe).

Principe de l’exclusion compétitive

La compétition entre n espèces sur k ressources est un sujet trés étudié en écologie théorique. Un

postulat classique propose que si n > k, alors au moins (n− k) espèces ne peuvent pas coexister à long

terme : ce postulat est connu comme le Principe d’Exclusion Compétitive. Dans le cas du système (1.25),

le principe d’exclusion compétitive signifie que, au plus une espèce x j de microorganismes est capable

de survivre à long terme, tandis que les autres (n− 1) doivent disparaître. Ce principe a été démontré

mathématiquement et validé dans plusieurs expériences.

Proposition 1.1 Supposons que les hypothèses (H1) et (H2) sont vérifiées. Alors, Pour toute condition

initiale (s0,x1,0, ...,xn,0) ∈ R+×Rn
+, le système (1.25) admet une solution unique, qui est positive et
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bornée pour tout t ≥ 0. De plus L’ensemble Ω =
{

(s,x1, ...,xn) ∈ Rn+1
+ /s +

n

∑
i=1

xi ≤ sin

}
est invariant

et est un attracteur de toute solution de (1.25).

Preuve :

L’invariance de R+×Rn
+ est garantie par le fait que s = 0 entraîne ṡ = Dsin > 0 et que xi = 0 entraîne

ẋi = 0. Il reste à montrer que la solution est bornée.

Pour toute solution de (1.25), soit z = s +
n

∑
i=1

xi− sin. La dérivée de z par rapport au temps le long des

solutions du système (1.25) est donnée par :

ż =−D
(

s+
n

∑
i=1

xi− sin

)
=−Dz

donc s+
n

∑
i=1

xi = sin +Ke−Dt avec K = s(0)+
n

∑
i=1

xi(0)− sin.

Il est donc clair que s,x1, ...,xn sont bornés car ils sont tous positifs.

on vérifie aisément que le système (1.25) est équivalent au système :


ż =−Dz,

ẋi = xi

(
µi(sin− z−

n

∑
i=1

xi)−D
)
, i = 1...n.

(1.26)

Alors, quelques propriétés asymptotiques du système (1.26) peuvent être déduites en étudiant le système

suivant :

ẋi = xi

(
µi(sin−

n

∑
i=1

xi)−D
)
, i = 1...n.

En effet, si les solutions de ce système convergent vers un point d’équilibre, on peut utiliser quelques

résultats issus de la théorie des systèmes dynamiques asymptotiquement autonomes [74, 98] (un théo-

rème important dans ce sens sera évoqué dans le chapitre 3) pour déduire, sous la condition que les

solutions du système 1.25 sont bornées, que le système 1.25 et son système réduit 1.26 ont le même

comportement asymptotique.

Le système 1.25 admet un état d’équilibre E0 = (sin,0, ...,0). Par l’hypothèse (H3), l’équation

µi(s)−D = 0 admet au plus une solution. On note λi cette unique solution si elle existe. λi repésente la

concentration minimale de la ressource permettant la croissance de l’espèce i. Quitte à réindexer les xi,

on peut supposer que l’on a 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ...≤ λn.
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Theorem 1.1 (Armstrong et McGehee) [2]

Supposons que les hypothèses (H1)− (H3) sont vérifiés et notons (s,x1, ...,xn) l’unique solution de

(1.25) vérifiant (s(0),x1(0), ...,xn(0)) ∈ Rn+1
+ .

Si sin > λ1, 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ...≤ λn < +∞ et x1(0) > 0, alors E1 est un attracteur global de (1.25) dans

Rn
+.

Preuve :

Il suffit de montrer le résultat pour 1.26. Notons Σ(t) =
n

∑
i=1

xi(t) et définissons les sous-ensembles de Ω

suivants : M1 = {(xi)i ∈Ω,Σ = sin−λ1},M2 = {(xi)i ∈Ω,Σ < sin−λ1} et M2 = {(xi)i ∈Ω,Σ > sin−λ1}.

On a

Σ̇ =
n

∑
i=1

xi
(
µi(sin−Σ)−D

)
.

Premièrement, il est simple de vérifier que toute solution partant de M2 reste dans M2. De plus, si

(xi(s))i ∈ M1/(sin − λ1,0, ...,0) pour un certain s ≥ 0, alors par monotonie des µi et le fait que sin −

Σ(s) = λ1, on a Σ̇(s) < 0 et donc (xi(t))i ∈M2 pour tout t > s.

Deuxièmement, soit (xi(t))i une solution restant dans M3 pour tout t ≥ 0. Soit la fonction V (x) = ∑
n
i=1 xi.

Simple à vérifier que la fonction V est une fonction de Lyapunov de 1.26 dans M3. Des calculs directs

montrent que V̇ (x(t)) < 0. On voit facilement que V̇ (x(t)) = 0 dans M1 ∪M3 si et seulement si x =

(sin−λ1,0, ...,0). Le théorème de LaSalle conclut que (xi(t))i converge vers (sin−λ1,0, ...,0) lorsque t

tend vers +∞.

Troisièmement, supposons que (xi(t))i ∈ M2 et x1(0) > 0. Comme sin−Σ > λ1, on a, pour tout t > 0,

ẋ1(t) > 0 donc la limite de x1(t) lorsque t tend vers +∞ existe et est strictement plus grande que x1(0) >

0. On vérifie facilement que la fonction V (x) = −x1 est une fonction de Lyapunov de 1.26 dans M2

et V̇ (x(t)) = 0 dans M1 ∪M2 si et seulement si x = (sin −λ1,0, ...,0) ou bien x1 = 0. Par le théorème

de LaSalle et comme lim
t→+∞

x1(t) > 0, on en conclut à nouveau que E1 est un attracteur globale, ce qui

termine la preuve.

Ainsi, dans un chemostat parfaitement mélangé en négligeant le taux de mortalité et en supposant que

le taux de croissance d’une biomasse est proportionnel au taux de consommation et sous les hypoyhèses

H1−H3, le modèle de compétition dans un chemostat vérifie le principe de l’exclusion compététive :

seule l’espèce qui nécessitant le moins de ressources pour croître survit.
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Prise en compte de fonctions de croissance non-monotones

Dans le cas de fonctions de croissance non monotones, Butler et Wolkowicz [10] montrent en 1985

que le principe d’exclusion compétitive est également vérifié. Mais ces travaux supposent que toutes les

espèces ont le même taux de disparition D, égal au taux de dilution (c’est à dire que la seule source

de mortalité cellulaire est la dilution). En 1992, Wolkowicz et Lu [108] utilisent des fonctions de Lya-

pounov pour montrer que, toujours dans le cas de fonctions de croissance de forme moins générales,

mais avec des taux de disparition différents pour chaque espèce, le principe d’exclusion compétitive est

encore vérifié.

1.5.5 Modèles spatialement structurés

Dans les écosystèmes naturels, ou bien dans les applications industrielles où on utilise des grands

bioréacteur, l’hypothèse du parfaitement mélangé est mise en question. Pour cela, des considérations

spatiales sont introduites dans le modèle classique du chemostat. La première approche, instaurée par

Lovitt et Wimpenny en 1979 [62], dans un cadre expérimental, consiste en P chemostats homogènes

reliés entre eux. Un tel système est appelé gradostat. Donc dans le modèle du gradostat, l’hypothèse

de chemostat parfaitement mélangé est remplacée par l’hypothèse de P chemostats de même volumes

parfaitement mélangés qui sont reliées entre eux. Ces P chemostats homogènes montés en série (1.11)

et interconnectés de maniére à échanger la ressource et les organismes. Chaque réservoire est appelé un

patch.

Sur chaque patch, on suit la dynamique locale explicitée par le système (1.25). Le taux de mortalité

est supposé nul. Si chaque volume Vj du j-ème patch est constant, on obtient, pour tout j, le système

différentiel suivant :



ṡ j = (s j−1−2s j + s j+1)D−
n

∑
i=1

µi(s j)x j
i ,

ẋ j
i = (x j−1

i −2x j
i + x j+1

i )D+ µi(s j)x j
i ,

s0 = sin, x0
i = 0,

sn+1 = xn+1
i = 0, i = 1...n.

(1.27)

où s j et x j
i représentent la concentration en substrat et en biomasse i dans le j-ème patch, et D le taux de
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FIG. 1.11 – Un gradostat

dilution.

La considération d’une série de chemostats, au lieu d’un simple chemostat, a montré une potentialité

dans l’amélioration de la performance des bioprocédés, en réduisant le temps de séjour total [35,38–40,

44,64] ou en permettant la persistance des espèces [78,86,102]. Ces propriétés ont bien sûr des impacts

économiques sur l’industrie biotechnologique, et il existe une littérature significative sur la conception

d’une série de réacteurs et la comparaison avec des réacteurs piston (qui peut être vu comme un cas

limite d’un grand nombre de réservoirs de petits volumes) [17–19, 29, 30, 79, 87]. Parfois, une diffusion

radiale est également pris en compte dans des réacteurs piston [31]. Le sujet du chapitre 3 de cette thèse

entre exactement dans ces considérations spatiales où on va étudier l’effet d’une structuration spatiale

(en série ou en parallèle avec un taux de diffusion) sur le rendement d’un chemostat.

1.5.6 Extensions de modèle du chemostat

Recyclage dans le chemostat

Si l’on suppose que le taux de dilution D est très faible, alors le temps de résidence des espèces dans

le chemostat est grand, et il y a mortalité microbienne. Certains auteurs justifient par exemple l’utilisa-

tion d’une valeur très faible de D dans la modélisation des lacs. Dans le cas où il y a mortalité, on peut

soit ignorer le devenir des cellules mortes, soit essayer de les suivre. Sur le plan expérimental, malgré

l’extrême rigueur apportée à la filtration du milieu d’alimentation, il subsiste toujours dans ce dernier

des bactéries. Puisque le temps de résidence des cellules est grand, cela est vrai aussi pour les cellules
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mortes. La dégradation des cellules mortes fournit des matières organiques, qui viennent s’ajouter au

substrat disponible pour la croissance des cellules. La quasi totalité des auteurs ayant considéré ce pro-

blème, ont introduit un retard dans les modèles du chemostat : la dégradation n’est pas un processus

instantané, il y a donc un retard entre la mort d’une cellule et sa recirculation sous forme de substrat.

Les articles de Beretta et Takeuchi [8,9] établissent la stabilité de l’équilibre non trivial d’un modèle de

Monod avec recyclage retardé des organismes morts. Dans le cas où le recyclage est instantané, l’équi-

libre est globalement stable. Bien que n’étant pas présent dans les premiers articles sur le sujet, ils sont

à l’origine de bien des développements ultérieurs, du fait de leur rigueur et de la grande généralité des

résultats qu’ils établissent. Ainsi, ils sont à l’origine des travaux de [41–43, 109], qui traitent chacun

d’extensions et de généralisations de [8, 9], dans le cas de noyaux de retard plus généraux, de fonctions

de croissance plus générales, etc.

Plusieurs études mathématiques ont adressé les modèles pour les cultures en continue (chemostat) avec

la réutilisation de substrat [6, 7, 21, 48, 49, 63, 90, 91, 104, 112, 114] .

Quelques auteurs ont fait le lien entre les modèles avec recyclage et les problèmes de compétition.

Freedman, So et Waltman [22] sont les premiers qui ont étudié ce problème, dans un article qui est

également le premier (à notre connaissance) des articles consacrés au retard dans le chemostat. Ils in-

troduisent un retard dans l’absorption des nutriments, ce qui est assez différent, dans le principe, des

retards dus au recyclage. Ruan et He [92] (repris dans [93]), puis Wolkowicz et Xia [109], et enfin Wol-

kowicz et al. [110], ont étudié le cas de la compétition dans un chemostat avec recyclage des organismes

morts, pour différents types de retards (discrets, distribués). Lu et Hadeler [34] se sont intéressés quant

à eux au problème du recyclage dans le cas de la compétition entre organismes porteurs de plasmides et

organismes dépourvus de plasmides, lorsqu’il y a recyclage des nutriments et présence d’un inhibiteur.

Ceci est un problème qui est assez spécifique de la microbiologie. Enfin, Kandil [54] a étudié en 2000

le cas de la compétition de trois espèces, lorsque le recyclage est instantané.

Epuration biologique

Un procédé de traitement d’eaux usées par boues activées faisant intervenir des bactéries floculantes

et filamenteuses est modélisé par Cenens [12]. Il s’agit d’un cas de culture continue avec compétition

pour un même substrat. Les croissances des deux souches (floculantes et filamenteuses) sont représen-

tées par une loi de Monod. Deux configurations sont envisagées : un procédé de culture continue bien

agité de type chemostat, et un procédé complet de dépollution par boues activées comprenant un aéra-
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teur et un bassin de décantation dont une partie de la charge est recyclée (fraction r) et une autre est

purgée (fraction w).

Comme dans tous les procédés continus mettant en oeuvre des micro-organismes en compétition vis-à-

vis d’un substrat, l’équilibre du système est dicté par les variables de transport du milieu actif D,r et w.

Quatre types d’équilibres sont mis en évidence : La coexistence des deux souches, la disparition de la

souche floculante et le maintien de la souche filamenteuse, la disparition de la souche filamenteuse et le

maintien de la souche floculante et la disparition des deux souches. Les deux procédés sont décrits par

les deux systèmes suivants :



ṡ = D(sin− s)− µ1(s)
Y1

x1−
µ2(s)

Y2
x2

ẋ1 = (µ1(s)−D)x1

ẋ2 = (µ2(s)−D)x2

et



ṡ = D(1+ r)(sin− s)− µ1(s)
Y1

x1−
µ2(s)

Y2
x2

ẋ1 =
(

µ1(s)−
w(1+ r)
(r + x)

D
)

x1

ẋ2 =
(

µ2(s)−
w(1+ r)
(r + x)

D
)

x2

avec s la concentration en substrat, x1 la concentration en bactéries floculantes dans l’aérateur, x2 la

concentration en bactéries filamenteuses dans l’aérateur, r le taux de recyclage au décanteur, w le taux

de purge au décanteur, D le taux de dilution,

µ1(s) = µmax,1
s

ks,1 + s
et µ2(s) = µmax,2

s
ks,2 + s

.

Digestion anaérobie

La digestion anaérobie, ou méthanisation, est le processus naturel de dégradation de la matière or-

ganique en absence d’oxygène. Il se retrouve dans les sédiments, les marais, les rizières, ainsi que dans

le tractus digestif de certains animaux (termites, ruminants,...). La caractéristique principale de la mé-

thanisation est que la quasi totalité de la matière organique dégradée se retrouve sous forme de biogaz,

composé de méthane à plus de 50%. Ce biogaz peut donc être valorisé sous forme d’énergie. Aujour-

d’hui, la méthanisation est utilisée dans les procédés de dépollution pour réduire la charge polluante des

effluents et des résidus, pour produire du biogaz.

La méthanisation est assurée grâce à l’action concertée de microorganismes appartenant à différentes

populations microbiennes en interaction constituant un réseau trophique. On distingue classiquement

trois phases successives : l’hydrolyse et l’acidogenèse, l’acétogenèse et la méthanogenèse.
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La méthanisation de la matière organique se déroule en plusieurs étapes. La matière organique complexe

est tout d’abord hydrolysée en substances simples par voie enzymatique. Ensuite, ces substrat sont

utilisés par les espèces dites acidogènes, qui vont produire des alcools et des acides organiques, ainsi

que de l’hydrogène et du CO2. La dégradation des acides organiques conduit ensuite à la production

d’acétate (c’est l’acétogenèse). La dernière étape est la production de méthane, qui est réalisée par deux

voies possibles : l’une à partir de l’hydrogène et du CO2 par les espèces dites hydrogénotrophes, et

l’autre à partir de l’acétate par les espèces acétotrophes. La matière organique dégradée se retrouve

principalement sous la forme de biogaz (à plus de 90%). Le reste est utilisé pour la croissance et la

maintenance des micro-organismes.

– L’hydrolyse et l’acidogenèse : La matière organique complexe est tout d’abord hydrolysée en

molécules simples. Cette décomposition est réalisée par des enzymes exo-cellulaires et peut de-

venir l’étape limitante dans le cas de composés difficilement hydrolysables tels que la cellulose,

l’amidon ou les graisses. Ensuite, ces substrats sont utilisés lors de l’étape d’acidogenèse par les

espèces microbiennes dites acidogènes, qui vont produire des alcools et des acides organiques,

ainsi que de l’hydrogène et du dioxyde de carbone.

– L’acétogenèse : L’étape d’acétogenèse permet la transformation des divers composés issus de la

phase précédente en précurseurs directs du méthane : l’acétate, le dioxyde de carbone et l’hydro-

gène. On distingue deux groupes de bactéries acétogènes :

Les bactéries productrices obligées d’hydrogène, anaérobies strictes, également appelées OHPA

("Obligate Hydrogen Producing Acetogens"). Elles sont capables de produire de l’acétate et de

l’H2 à partir des métabolites réduits issus de l’acidogenèse tels que le propionate et le butyrate.

L’accumulation d’hydrogène conduit à l’arrêt de l’acétogenèse par les bactéries OHPA. Ceci im-

plique la nécessité d’une élimination constante de l’hydrogène produit. Cette élimination peut

être réalisée grâce à l’association syntrophique de ces bactéries avec des microorganismes hydro-

génotrophes.

Les bactéries acétogènes non syntrophes ont un métabolisme majoritairement orienté vers la pro-

duction d’acétate. Elles se développent dans les milieux riches en dioxyde de carbone. Les bacté-

ries "homo-acétogènes" font partie de ce groupe, et utilisent l’hydrogène et le dioxyde de carbone

pour produire de l’acétate. Elles ne semblent pas entrer en compétition pour l’hydrogène avec les

Archaea méthanogènes hydrogénotrophes et sont présentes en quantité beaucoup plus faible dans

les biotopes anaérobies.
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– La méthanogenèse : La méthanogenèse est assurée par des micro-organismes anaérobies pour la

production de méthane. Elle est réalisée par deux voies possibles : l’une à partir de l’hydrogène

et du dioxyde de carbone par les espèces dites hydrogénotrophes, et l’autre à partir de l’acétate

par les espèces acétotrophes. Leur taux de croissance est plus faible que celui des bactéries aci-

dogènes.

1.6 Conclusion

Nous avons présenté les équations de base et les plus importantes utilisées dans les modèles de

transport réactif et, donné un aperçu sur les lois cinétiques microbiennes. Ainsi on a introduit le modèle

MIN3P qui est très connu dans le domaine de modélisation d’un sol poreux variablement saturé et

qui contient un réseau complexe de réactions biogéochimiques. Nous avons aussi introduit le modèle

mathématique du chemostat. Nous avons donné les principaux propriétés du modèle du chemostat, qui

est couramment pour décrire la dynamique d’une population dans un chemostat.
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Chapitre 2

Comparaison des simulations numériques
d’un modèle de transport réactif avec des
modèles de type chemostat

2.1 Résumé

L’objectif de ce chapitre est d’évaluer la capacité des modèles de transport réactif et ses implé-

mentations numériques (comme MIN3P) à simuler des simples transformations microbiennes dans des

conditions des modèles du chemostat ou du gradostat, qui sont bien connus en écologie microbienne

et en biotechnologie. Pour effectuer cette comparaison, nous avons considéré au début un écosystème

abstrait composé d’un seul substrat et d’une seule biomasse qui sont transportés par advection. Dans

une deuxième étape, nous considérons une deuxième espèce microbienne qui est en compétition pour le

même substrat limitant. En comparant les solutions numériques des deux modèles, nous avons constaté

que la précision numérique des simulations des modèles du transport réactif réalisées avec MIN3P dé-

pend de l’évolution des concentrations des espèces microbiennes : quand l’état du système est proche

d’un équilibre non-hyperbolique, on observe une imprécision numérique qui peut être dûe à la méthode

de discrétisation utilisée dans les approximations numériques des équations du transport réactif. Par

conséquent, il faut être prudent sur les prédictions données par ces modèles.

37
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2.2 Introduction

Au cours des trois dernières décennies, de nombreux codes numériques de transport réactif ont été

développés pour étudier les interactions complexes entre les processus géochimiques et de transport en

milieux poreux. Citons par exemple les modèles COMEDIE-2D [15], CRUNCH [99], PHREEQC [83],

ECOSAT [55], ORCHESTRA [72] , RAFT [13], RT3D [14], HYTEC [58], HP1 [47] et MIN3P [70].

À notre connaissance, certains de ces outils numériques, comme COMEDIE-2D et PHREEQC, ne sont

pas adaptés pour les milieux poreux non saturés et donc ne peuvent pas être facilement appliqué aux sols

(sauf dans le cas particulier des sols humides (wetland)). On peut trouver aussi d’autres limitations. Par

exemple, RT3D ne comprend pas les réactions contrôlées par les équilibres, alors que ECOSAT néglige

les réactions cinétiquement contrôlées et est limité à une seul dimension d’espace.

L’approche classique pour évaluer la précision de calcul d’un code du transport réactif est de compa-

rer ses résultats numériques à ceux obtenus à partir d’une solution analytique ou bien semi-analytique

[23,25,82,103]. Malheureusement, les solutions analytiques ne sont disponibles que pour des systèmes

extrêmement simplifiés, comme le transport d’un soluté unique dans un système homogène unidimen-

sionnel à l’état d’équilibre, qui est bien loin d’être représentatif des capacités des modèles actuels.

Pour y remédier, une inter-comparaison des codes numériques à été largement employée. cette inter-

comparaison implique la solution du même problème dans des différents codes en utilisant une variété

de techniques numériques [11, 15, 16, 24, 71].

Cette étude vise à comparer la précision d’un modèle du transport réactif avec d’autres types de modèles

tel que le modèle mathématique du chemostat. Cette confrontation a lieu dans le cadre de l’écologie

microbienne, dont les concepts de la compétition et la coexistence sont cruciaux [1,10,36,86,101,102]

pour cette étude. Nous avons choisi le modèle du transport réactif MIN3P [70] pour cette étude. Ce

modèle de transport réactif est notamment reconnu pour sa robustesse numérique [11, 71].

Le modèle du chemostat est le modèle mathématique le plus simple pour décrire la dynamique de la

croissance microbienne dans un flux constant de substrat, et sa théorie est bien comprise [98]. Dans ce

travail, nous considérons une série de chemostats interconnectés pour la simulation d’une hétérogénéité

unidimensionnelle, que l’on compare avec les solutions fournies par les modèles du transport réactif en

considérant la même structure spatiale.
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2.3 Matériel et méthode

Comme on l’a défini au chapitre précédent, en pratique, un chemostat dans un laboratoire est un

appreil composé de trois réservoirs connectés comme le montre la figure 2.1. Le reservoir de gauche

contient tous un nutriment limitant nécessaire pour la croissance d’un micro-organisme, alimente à un

débit volumique constant le réservoir central dans lequel se déroule la réaction, et par suite le contenu

du résevoir central est pompé au même débit dans le troisième réservoire. On rappel que le modèle

dynamique du chemostat, en présence d’une seule biomasse est donné par le système suivant


ṡ =−µ(s)

γ
x+D(sin− s)

ẋ = (µ(s)−D)x

s(0)≥ 0,x(0)≥ 0

(2.1)

où s,x représente la concentration en substrat et en biomasse respectivement, D[s−1] le taux de dilution,

µ(·)[s−1] la cinétique de croissance de la biomasse et γ le facteur du rendement de la bio-conversion.

A cause les conditions aux bords (i.e apport de nutiments dans le récipient de culture et sortie de contenu

du récipient de culture), les implémentations numériques des modèles du transport réactif tel que MIN3P

ne sont pas capables de simuler un seul écosystème comme celui du récipient de culture. En effet, l’uti-

lisation du logarithme de la concentration dans le code numérique empêche d’avoir une concentration

nulle en biomasse à l’entrée du récipient de culture. Afin de simuler un écosystème dans un seul réser-

voir, il faut considérer trois volume-contrôles. Par ailleurs, pour des raisons intrinsèques à MIN3P, trois

"contrôle-volume" est le nombre minimum pour une discrétisation unidimensionnelle dans les implé-

mentations numériques du modèle MIN3P. Dans ce sens, l’implémentation numérique est plus proche

de la vraie expérience du laboratoire avec trois récipients, que nous avons décrite ci-dessus. Toutefois,

nous nous réferons dans la suite au chemostat pour le récipient de culture seulement.

��������������P P
N C O

FIG. 2.1 – Une vue schématique d’un chemostat de laboratoire
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Avec MIN3P nous avons commencé par simuler un simple modèle de trois chemostats en série ayant

le même volume, en présence d’une seule biomasse x et d’un seul substrat s avec les mêmes conditions

initiales dans les trois "contrôle-volume". Le modèle dynamique qui représente n chemostats en série

est donné par les équations suivantes


ṡi =−µ(si)

γi
xi +Di(si−1− si)

ẋi = (µ(si)−Di)xi +Dixi−1, i = 1, ...,n

où Di = Q/Vi, si (resp xi) représentent la concentration en substrat (resp la concentration en biomasse)

dans le i-ème bioréacteur (i = 1, ...,n)., avec s0 = sin,x0 = 0 et Vi = V
n .

Le comportement qualitatif de ce système d’équations différentielles ordinaires (EDO) est aujourd’hui

bien compris (voir la section 1.5 et 2.5), que pour lequel on utilise différents schémas numériques ro-

bustes pour résoudre ce système d’EDO (Runge-Kutta, LSODA ...) qui ont été tous parfaitement consis-

tents avec l’étude analytique des états d’équilibres et de leur stabilité. Cela nous amène à faire confiance

aux solutions numériques obtenues par l’intégration numérique des EDOs de ce modèle.

Pour simuler le modèle du chemostat avec les modèles du transport réactif, nous avons considéré un

 
sout

Q

sin

Q

Troisième V.C.

1m, 3 cellules

Premier V.C.

Z

FIG. 2.2 – Configuration de trois "contrôle-volume"

domaine borné tridimensionnel. Les conditions aux bords pour l’écoulement de l’eau sont de type Di-
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richlet et valent 0 sur la face de sortie, et de type Neumann sur la face d’entrée spécifiant un débit

Q[l.s−1]. Un choix spécifique de Q nous a donné un milieu qui est parfaitement saturé pour tout temps.

Les conditions aux bords concernant la partie réactive du problème sont de type Neumann sur la face de

sortie et de type Robin sur la face d’entrée avec une valeur égale à sin pour la concentration en substrat.

Pour simuler plusieurs chemostats connectés en série sans diffusion, nous avons choisi le coefficient de

diffusion dans l’eau et dans l’air, ainsi que le coefficient spécifique du stockage égale à zéro. La porosité

du milieu formé d’une seule zone est choisie égale à 1. L’unité du temps choisie est le jour, avec un pas

de temps maximal de 10−3 jour et un pas de temps initial de l’ordre de 10−10 jour .

Finalement, nous avons considéré une simple réaction irreversible exprimant la bio-conversion d’une

mole du substrat en mole de biomasse. La cinétique de croissance spécifique à la biomasse considérée

ici est de type Monod :

µ(s) =
µmax.s
ks + s

,

avec µmax[s−1] représente le maximum de la réaction cinétique et ks[mol/l] la constatnte de demi-

saturation.

Dans une deuxième étape, nous gardons les mêmes considérations spatiales mais cette fois-ci avec

deux éspèces, en supposant que chaque espèce à une fonction de croissance qui suit la loi de Monod.

On considère que la ressource limitante est le seul facteur limitant, et que les espèces n’entrent en

compétition que via leur consommation de la ressource commune. On se concentre sur le cas d’une

"vraie" compétition, dans le sens que celui des compétiteurs qui utilise le mieux le substrat en faible

quantité survit et les autres s’éteignent.

2.4 Résultas et discussion

Notons par s?
M (resp. s?

C) la valeur de la concentration en substrat calculée par MIN3P (resp. par

le modèle du chemostat) à l’équilibre, et par x?
M la valeur de la concentration en biomasse donnée par

MIN3P à l’équilibre. Soit δ la valeur absolue de la différence entre s?
M et s?

C, qui sert d’indicateur de

divergence entre les simulations des deux modèles.

Pour la comparaison des deux modèles, nous représentons d’abord l’indicateur δ comme une fonction

de Q. Puis, pour étudier l’effet d’une discrétisation spatiale, nous examinerons ensuite δ en fonction du
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nombre de cellules.

Pour simplifier l’écriture, nous omettons de préciser les unités des valeurs numériques que nous donnons

ci-dessous (les concentrations sont supposées être mesurées en mol.l−1, les volumes en l, les flux en

l.s−1 et les taux de croissance en s−1).

2.4.1 Cas d’une seule espèce

Pour les simulations, nous avons choisi sin = 3,ks = 1,x(0) = 2 et s(0) = 5.

En choisissant µmax = 4.10−5, nous avons étudié la variation de δ par rapport à Q dans le premier et

le troisième "contrôle-volume". Selon les graphes de δ qui correspondent au premier (resp. troisième)

"contrôle-volume" (voir Figure 2.3, Sortie (resp. Entrée)), nous remarquons que pour 10−6 ≤Q≤ 10−5,

on se trouve avec une différence significative entre les simulations des deux modèles dans le "contrôle-

volume" d’entrée, et qui est encore plus grande dans le "contrôle-volume" de sortie. Mais pour 10−5 ≤

Q≤ 15.10−6, on n’a presque pas de différence dans le "contrôle-volume" d’entrée, et on observe un saut

de δ au voisinage de Q = 10−5 dans le "contrôle-volume" de sortie.

Nous savons d’après la théorie du chemostat (voir la section 2.5, Proposition 2.1), que pour un volume

parfaitement mélangé, en présence d’une seule espèce qui croît sur un seul substrat limitant, la condition
µ(Sin)

D > 1 assure que la biomasse x ne sera pas lessivée à l’équilibre. Maleureusement, ce résultat n’a

pas été observé dans les simulations avec MIN3P. Pour montrer cela, nous avons étudié la variation de

la concentration de la biomasse x par rapport à Q dans le "contrôle-volume" d’entrée. Nous observons

que la biomasse est lessivée pour Q ≥ 8.10−6 (voir Figure 2.3, x?
M en pointillés). Or, lorsque 8.10−6 ≤

Q < 10−5, nous avons µ(Sin)
D1

= 10−5

Q > 1, et on peut observer sur le graphe de δ la différence entre les

simulations obtenues par les deux modèles dans le "contrôle-volume" d’entrée.

Dans le cas de trois chemostats de même volune connectés en série et traversés par le même débit Q, le

lessivage de la biomasse dans le "contrôle-volume" d’entrée doit conduire théoriquement à son lessivage

dans le "contrôle-volume" de sortie. Or ce n’est pas le cas avec MIN3P et nous pouvons remarquer sur

la figure 2.3 (Sortie), que pour 8.10−6 ≤Q≤ 15.10−6, nous atteignons le lessivage de la biomasse dans

le "contrôle-volume" d’entrée, et la biomasse dans le "contrôle-volume" de sortie n’étant pas encore les-

sivée. En d’autres termes, sous certaines conditions, les croissances microbiennes prédites par les deux

simulations sont radicalement différentes.
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FIG. 2.3 – Comparaison pour trois "contrôle-volume"

Pour étudier l’effet d’une discrétisation spatiale sur la différence obtenue entre les deux modèles à l’équi-

libre, nous avons pris les mêmes conditions que précédemment, avec une croissance spécifique maxi-

male égale à µmax = 5.10−4 et un débit Q = 10−5. Nous avons fait varier le nombre de discrétisation entre

n = 3 et n = 50 et nous avons étudié la variation de δ par rapport à n (le nombre total de cellules) dans les

"contrôle-volume" d’entrée. Notons par Dn le taux de dilution dans chaque "contrôle-volume" pour une

discrétisation en n cellules. Sur les graphes de δ qui correspondent au "contrôle-volume" d’entrée (resp.

de sortie) (voir Figure 2.4, Entrée (resp. Sortie)), nous observons que pour 3 ≤ n ≤ 37, des valeurs qui

correspondent théoriquement à la survie de la biomasse, car on a µ(Sin)
Dn

= 75
2n > 1, nous avons le même

allure de δ (·) que précédemment. De même, pour 39 ≤ n ≤ 50, valeurs qui correspondent à µ(Sin)
Dn

< 1,

on n’a pas de différence significative entre le modèle MIN3P et du chemostat dans "contrôle-volume"

d’entrée et de sortie. Mais pour n = 38, nous observons le même saut de δ , tel observé précédemment

dans le "contrôle-volume" de sortie.

Nous avons observé avec cet exemple une différence significative entre les simulations du modèle du

transport réactif et celui du chemostat en passant de l’état d’un équilibre stable qui correspond à la

survie de la biomasse à l’état du lessivage, ce qui correspond à une bifurcation en passant de deux états

d’équilibres (le lessivage et la survie de la biomasse) vers un seul (le lessivage). Le cas limite correspond
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à un équilibre non-hyperbolique (voir l’Appendice pour la définition d’un équilibre non-hyperbolique).

En raison de l’utilisation du logarithme dans le code MIN3P, nous attendons de la solution interne qu’elle

prenne de grandes valeurs lorsque la concentration en biomasse tend vers zéro. On peut également

expliquer ce phénomène dans les simulations en remarquant le décalage entre les trajectoires données

par MIN3P et celle du chemostat proche de l’équilibre.
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FIG. 2.4 – Comparaison avec plusieurs "contrôle-volume"

2.4.2 Cas de deux espèces

Afin de souligner le problème qui se produit au voisinage d’un équilibre non-hyperbolique dans

le cas d’un seul espèce, on présente dans cette partie une situation plus délicate, en considérant deux

espèces en compétition pour le même substart. On rappelle que le modèle dans ce cas est donné par les

équations suivantes


ṡ = −µ1(s)

γ1
x1−

µ2(s)
γ2

x2 +D(sin− s)

ẋ1 = (µ1(s)−D)x1

ẋ2 = (µ2(s)−D)x2

(2.2)

où µ1(.) et µ2(.) représentent les cinétiques des espèces x1 et x2 respectivement. Pour ce système, la pro-

position 2.2 donnée dans la section 2.5 montre que des points d’équilibre non-hyperboliques pourraient
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exister loin de l’équilibre du lessivage. Dans le cas d’une seule espèce, un équilibre non-hyperbolique,

pourrait exister, mais il appartient uniquement à la frontière du domaine positif. Par contre, pour les cas

de deux espèces, un équilibre non-hyperbolique peut exister à l’intérieur du domaine positif.

Soit λi la solution positive, lorsqu’elle existe, de µi(s) = D pour i = 1,2. Sous la condition sin ≥

max(λ1,λ2), le système (2.2) admet généralement trois points d’équilibre, qui sont donnés par E0(Sin,0,0),

E1(λ1,γ1(Sin−λ1),0) et E2(λ2,0,γ2(Sin−λ2)). On distingue maintenant deux cas différents. Si pour un

certain i = 1,2 on a λi = sin, alors l’équilibre E0 est non-hyperbolique comme précédemment (voir Pro-

position 2.1 dans la section 2.5). Par ailleurs si on a λ1 = λ2 < sin, alors E1 = E2 est aussi un équilibre

non-hyperbolique. Partant de nos observations dans le cas d’une seule espèce, nous avons construis

des exemples pertinents pour étudier le comportement de MIN3P au voisinage de ces équilibres non-

hyperboliques.

Pour les simulations, nous avons considéré deux espèces x1 et x2 avec une fonction de croissance spéci-

fique donnée par :

µ1(s) = 1.10−3 s
5+ s

et µ2(s) = 3.10−3 s
30+ s

.

Le comportement global du système (2.2) est donné dans le chapitre précédent par le Principe d’Exclu-

sion Compétitive 1.5.4. On peut remarquer d’après la figure 2.5 (gauche) que les graphes de ces deux

fonctions s’intersectent en un point différent de zéro. Ceci implique que selon la valeur du taux de dilu-

tion D, la valeur correspondante à λ1 peut être plus petite ou plus grande que λ2. La concentration du sub-

strat à l’entré sin est choisie égale à 20 et le vecteur d’état initial a été fixé à (s(0),x1(0),x2(0)) = (5,2,3).

Un calcul simple montre que pour Q = 2.10−4, on a λ1 = λ2 = 15
2 < sin. Par suite, pour ce choix de µ1,µ2

et Q le système dynamique (2.2) admet des points d’équilibre non-hyperbolique positivfs. Nous avons

étudié numériquement l’évolution de la concentrtaion des deux espèces au voisinage de ces équilibres

dans les deux modèles, selon le choix du débit Q. Dans ce but, nous avons tracé les courbes de la concen-

tration à l’équilibre des espèces donnée par MIN3P et le modèle de chemostat dans le "contrôle-volume"

d’entrée (voir Fig. 2.5, droite), noté par x∗M,i (resp. x∗C,i) pour l’espèce i = 1,2. Nous observons que pour

Q ≤ 10−5, les deux simulations présentent quasiment les mêmes solutions. Lorsque Q augmente, une

différence entre les deux modèles commence à apparaître jusqu’à ce qu’on détecte une prédiction er-

ronée à propos de l’espèce qui va gagner la compétition. Cela se produit pour 15.10−5 ≤ Q ≤ 4.10−4.

Pour Q≥ 4.10−4, les deux simulations présentent à nouveau presque les mêmes solutions.
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Nous avons donc observé une autre différence significative entre les simulations d’un modèle du

transport réactif et le modèle du chemostat au voisinage d’un point de bifurcation, où l’espèce qui gagne

la compétition change.
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FIG. 2.5 – Deux espèces en compétition dans un seul chemostat

Pour étudier l’effet d’une discrétisation spatiale dans le cas de deux espèces, nous avons choisi

un exemple précis de vingt compartiments parfaitement mélangés et qui sont connectés en série. Les

volumes Vi(i = 1, ...,20), la concentration en substrat entrant sin, le débit Q ainsi que les cinétiques de

croissance µ1(.) et µ2(.) sont choisis comme suit, de telle manière que l’espèce x1 passe de l’état de

lessivage (dans V1,V2 et V3) vers l’état de coexistence (dans Vi, i = 4, ...,20).

V1 = 10.10−2

V2 = 9.10−2

V3 = 1.10−2

V4 = 11.10−2

V5 = 9.10−2

V6 = · · ·= V20 = 4.10−2

µ1(s) = 4.629.10−5 s
6+ s

µ2(s) = 6.944.10−5 s
18+ s

Q = 0.3587.10−5

sin = 19.25

Dans MIN3P nous avons discrétisé le domaine en vingt "contrôle-volume", et avons comparé les so-
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FIG. 2.6 – Deux espèces en compétition dans un série de chemostats

lutions de deux modèles dans chaque "contrôle-volume" à l’équilibre. D’après la figure 2.6 (droite),

on peut remarquer que la concentration en substrat calculée à l’équilibre dans les deux modèles sont

presque identiques dans les premiers "contrôle-volume". À partir du troisième, les solutions sont diffé-

rentes, et deviennent radicalement divergente dans les autres "contrôle-volume". Ici, la solution calculée

par MIN3P ne prédit pas la coexistence des deux espèces. Il est à souligner que la coexistence des es-

pèces dans le cas de plusieurs chemostats de différents volumes qui sont interconnectés en série, a déja

été demontrée (voir par exemple [86, 102]).

Pour résumer, nous avons montré que dans certaines circonstances, la prédiction de l’espèce qui va

gagner la compétition est radicalement différente suivant les simulations de deux modèles.

2.5 Stabilité des équilibres

Les notions de stabilité asymptotique exponentielle sont résumées dans l’Appendice.

Pour le modèle du chemostat (2.1), on a le résultat suivant.

Proposition 2.1 Notons par λ la solution lorsqu’elle existe de µ(s) = D et supposons que λ < sin.

– Si D < µ(sin), le système (2.1) admet deux points d’équilibres donnés par E1(sin,0), qui est in-

stable et E2(λ ,k(sin−λ )), qui est localement exponentiellement stable.
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– Si D≥ µ(sin), E1 est le seul point d’équilibre positif qui est localement exponentiellement stable,

à l’exception du cas où D = µ(sin) pour lequel il est non-hyperbolique.

Preuve. On peut facilement vérifier que pour tout t ≥ 0, les trajectoires du (2.1) restent dans le cône

positif, et qu’elles sont bornées : on peut simplement écrire l’équation

dx
dt

+ γ
ds
dt

= D(γsin− x− γs)

à partir de laquelle on déduit que t 7→ x(t) + γs(t) est bornée et que les trajectoires du système sont

bornées. Determiner les points d’équilibres de système (2.1) revient à résoudre le système suivant
−µ(s)

γ
x+D(sin− s) = 0

(µ(s)−D)x = 0.

(2.3)

L’équilibre du lessivage E1(sin,0) est toujours une solution, et il y a une possibilité d’un autre point

d’équilibre E2(s?,γ(sin−s?)) lorsque s? < sin, avec s? = λ . Pour étudier la stabilité de ces points d’équi-

libre, nous écrivons alors la matrice Jacobienne du système (2.1) :

J(s,x) =

−µ ′(s)
γ

x−D −µ(s)
γ

µ ′(s)s µ(s)−D

 .

Ces valeurs propres sont

v1(s,x) =−D < 0

et

v2(s,x) = µ(s)−D− µ ′(s)
γ

x.

En E1, on a v2(E1)= µ(sin)−D et à l’équilibre non-trivial E2 (lorsqu’il existe), on a v2(E2)=− µ
′
(s?)
γ

x? <

0.

Donc, dans le cas où µ(sin) < D, on conclut que l’équilibre non-trivial n’existe pas et par suite on a E1

localement exponentiellement stable. Lorsque µ(Sin) > D, E1 est instable et E2 est localement expo-

nentiellement stable. Pour le cas particulier µ(Sin) = D, l’équilibre non-trivial n’existe pas et E1 est un

équilibre non-hyperbolique.

Pour le modèle du chemostat (2.2) avec deux espèces, on a le résultat suivant.
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Proposition 2.2 Notons par λi la solution lorsqu’elle existe de µi(λi) = D. Sous la condition que sin >

max(λ1,λ2), le système (2.2) admet trois points d’équilibres qui sont donnés par E0(sin,0,0),E1(λ1,γ1(sin−

λ1),0) et E2(λ2,0,λ2(sin−λ2)). De plus, on a

– lorsque λi < λ j, Ei est locallement exponentiellement stable et E0 et E j ( j = 1,2) sont tous les

deux instables.

– lorsque λ1 = λ2 alors E1 = E2 est un point d’équilibre non-hyperbolique.

Preuve. comme précédemment, les points d’équilibres sont donnés par le système suivant
−µ1(s)

γ1
x1−

µ2(s)
γ2

x2 +D(sin− s) = 0

(µ1(s)−D)x1 = 0

(µ2(s)−D)x2 = 0

(2.4)

On peut vérifier qu’il existe au plus trois points d’équilibre E0(Sin,0,0), E1(λ1,γ1(sin−λ1),0) et E2(λ2,0,γ2(sin−

λ2)).

Pour l’étude de leurs stabilité, on écrit les dynamiques, pour plus de commodité, selon les variables

(z,x1,x2) avec

z =
x1

γ1
+

x2

γ2
+ s .



dz
dt

= D(sin− z)

dx1

dt
= (µ1(z− x1

γ1
− x2

γ2
)−D)x1

dx2

dt
= (µ2(z− x1

γ1
− x2

γ2
)−D)x2

Dans ces coordonnés, la matrice Jacobienne prend la forme suivante :

J(z,x1,x2) =


−D 0 0

? − µ ′1(s)
γ1

x1 + µ1(s)−D − µ ′1(s)
γ2

x1

? − µ ′2(s)
γ1

x2 − µ ′2(s)
γ2

x1 + µ2(s)−D

 .

En E0, nous pouvons vérifier que J(E0) admet trois valeurs propres :

v1(E0) =−D < 0, v2(E0) = µ1(sin)−D > 0, v3(E0) = µ2(sin)−D > 0 .
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Donc E0 est instable. En E1, les valeurs propres sont

v1(E1) =−D < 0, v2(E1) =−µ ′
1(λ1)
γ1

γ1(sin−λ1) < 0, v3(E1) = µ2(λ1)−D ,

et par symétrie pour E2, on a

v1(E2) =−D < 0, v2(E2) =−µ ′
2(λ2)
γ2

γ2(sin−λ2) < 0, v3(E2) = µ1(λ2)−D .

On peut remarquer que λi < λ j ⇔ v3(Ei) < 0, et par suite on peut conclure que si λi < λ j, alors Ei

est localement exponentiellement stable et E j est instable.

Concernant le cas particulier où λ1 = λ2 on trouve que v3(E1) = v3(E2) = 0. Par suite, dans ce cas

E1 (qui coïncide avec E2) est un point d’équilibre non-hyperbolique.

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, on a montré une possible imprécision dans les modèles numériques du transport

réactifs en simulant la dynamique d’un simple écosystème de type chemostat. Notre objectif n’était pas

de contester le modèle MIN3P qui a la capacité de simuler des problèmes plus complexes impliquant

des flux de matière et un réseau complexe de réactions multicomposants, mais nous voulons souligner le

fait que la précision numérique du modèle de MIN3P dépend de l’évolution de la concentration des es-

pèces microbiennes. Lorsque les conditions hydrodynamiques conduisent le système à l’extinction d’un

des espèces, ou bien la coexistence des espèces, on observe une divergence numérique dans le calcul de

la solution qui conduit à des prédictions radicalement différentes. Par conséquent on peut se demander

si ce problème numérique trouvé ici dans les systèmes simples (un seul substrat et une ou deux espèces

microbiennes, transport advectif) n’apparaît pas également dans des systèmes plus complexes, quand

un réseau de réactions cinétiquement contrôlées est considéré pour simuler par exemple les problèmes

de remédiation des eaux souterraines. Nous pensons que l’étude des valeurs propres de la dynamique

linéarisée au voisinage de ces équilibres est important pour détecter d’éventuelles imprécisions numé-

riques.

Ce chapitre a donné lieu à une publication acceptée dans la revue "Computational Ecology and

Software".



Chapitre 3

Les effets d’une structuration spatiale
et de la diffusion sur les performances
d’un chemostat

3.1 Résumé

Dans ce chapitre nous étudions l’effet d’une structuration spatiale sur le rendement d’un chemostat

à l’équilibre. Trois configurations sont comparées : le parfaitement mélangé, la connection en série et

la connection en parallèle avec diffusion. On montre l’existence d’un seuil de concentration en substrat

entrant pour lequel les avantages des configurations en série et en parallèle sont inversés. De plus, on

montre que la dépendance des concentrations en sortie en fonction du taux de diffusion peut être non-

monotone, et on donne des conditions précises pour que l’effet de la diffusion soit avantageux. Cette

étude permet également de considérer les modèles à "zones mortes".
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et de la diffusion sur les performances d’un chemostat

3.2 Introduction

Partant de l’hétérogénéité qui se présente au sein d’un écosystème microbien présent dans les sols,

les besoins de la considération d’une structuration spatiale dans le modèle du chemostat sont évidentes

pour tenter de représenter un tel écosystème. Des habitats séparés sont aussi considérés dans les lacs, où

le fond peut être modélisé comme une zone morte et lorsque le mixage des nutriments des deux zones

s’effectue par un phénomène de diffusion [78]. Les zones mortes sont également souvent considérées

dans la modélisation chimique et la modélisation des bioprocédés [33,46,59,88,89,95,107]. De la même

façon, il est bien connu que les zones mortes se produisent dans des milieux poreux tels que les sols,

à des degrés différents en fonction de la structure du sol. L’effet de ces zones mortes sur le transport

réactif et la conservation de masse, et donc à son tour sur les cycles biogéochimiques des éléments du

sol, peuvent également être significatifs [97, 106].

Les configurations en parallèle sont beaucoup moins étudiées en regardant la large bibliographie sur les

modèles spatialement strucurés [17–19,29–31,38–40,44,64,79,86,87,102], à part de simples considéra-

tions en génie de la réaction chimique [20, 59]. On peut argumenter qu’en connaissant les taux d’entrée

et les volumes des réservoirs en parallèle, leurs caractéristiques dynamiques peuvent être étudiées sépa-

rément, et il n’est pas nécessaire de consacrer une étude spécifique pour ces configurations. Par contre,

ce n’est plus le cas si on considère une communication qui mélange les deux réservoirs, à travers une

membrane, par exemple. Dans les sols saturés ou humides, une structure spatiale pourrait être simple-

ment représentée par des domaines séparés avec une communication diffusive. Cette considération est

analogue aux modèles en îles islands models, couramment utilisés en écologie [37, 65], ou dans les

systèmes LDE lattice differential equations (qui sont des systèmes d’équations différentielles ordinaires

avec une structure spatiale discrète) [96]. Par exemple, une étude récente examine l’influence des telles

structures sur les modèles de consommation/ressource [32]. Les modèles de consommation/ressource

en écologie sont analogues aux modèles du type chemostat, à part les termes de ressources qui sont mo-

délisés comme des apports constants de nutriments, au lieu des taux de dilution plutôt rencontrés dans

les milieux liquides.

Dans ce chapitre, on essaie d’apporter une nouvelle vision sur les configurations des chemostats

connectés en parallèle, dans un esprit différent de celui qu’on adapte habituellement dans la conception

des bioprocédés, où on choisit généralement la concentration du substrat en sortie que l’on souhaite,

et on cherche à minimiser le volume total, ou de façon équivalente le temps de résidence, parmi toutes
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les configurations qui fournissent la même concentration en sortie à l’équilibre. Ainsi nous fixons le

volume hydrique total et le flux d’entré, et on étudie la fonction entrée-sortie en examinant le rôle de la

structuration spatiale et de la diffusion sur la performance du système. La performance est mésurée ici

par le taux de substrat qui est dégradé par le système, et recueilli à la sortie. On établi une comparaison

précise entre les trois configurations : parfaitement mélangé, en série et en parallèle (avec un coefficient

de diffusion) pour le même volume hydrique totale et le même débit. Cet ensemble de configurations

choisi est loin d’être exhaustif, étant limité à deux compartiments seulement, mais c’est une première

tentative pour comprendre cette fonction d’entrée-sortie dans un chemostat structuré, et d’étudier com-

ment une structure spatiale peut modifier cette fonction, et quels sont les paramètres clés. On estime que

cette étude peut être intéressante dans la modélisation des écosystèmes tels que les sols saturés pour les-

quels il n’est pas simple de connaître la structuration spatiale, et où on n ’a accés qu’à des observations

entrée-sortie de la dégradation du substrat.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la Section 3.3, on présente les trois configurations à

étudier et on donne le modèle qui correspond à chacune d’elles. La partie principale est consacrée à

l’analyse des équilibres, donnée dans la section 3.4 et 3.6. La stabilité globale des équilibres est établie

dans la section 3.5. Enfin, une discussion et des simulations numériques sont données dans la section

3.7.

3.3 Les modèles

On note par Q le débit volumique et par V le volume total du système. Les trois configurations à

étudier sont représentées par la figure 3.1 :

- un simple compartiment de volume V

- deux compartiments connectés en cascade de volume V1, V2 tel que V = V1 +V2

- deux compartiments connectés en parallèle avec diffusion de volume V1, V2 tel que V = V1 +V2.

On rappelle que les dynamiques de la concentration en substrat et en biomasse, notés par si et xi respec-

tivement, dans un compartiment i de volume Vi alimenté à partir d’un compartiment i− à un débit Qi et

connecté avec une coefficient de diffusion d à un compartiment id (voir Figure 3.2) sont données par le

système suivant :
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S     =    S   + (1−   ) S

α Q Q(1−α)

S in

αout α 21outS    =S2outS    =S

Q

Q

S in

d

+

S in

rV

(1−r)V

rV

V

Q

Q Q

Q

(1−r)V

serial connection

S

S1

2

S

S1
S2

one compartment parallel connection

FIG. 3.1 – l’ensembles des configurations à étudier.

ṡi = −µ(si)
γ

xi +
Qi

Vi
(si−− si)+

d
Vi

(sid − si)

ẋi = µ(si)xi +
Qi

Vi
(xi−− xi)+

d
Vi

(xid − xi)

d

i
Q

Q i

i i
d

i−

FIG. 3.2 – Une interconnection possible des compartiments.

Pour des raisons de simplicité de l’étude analytique, on suppose au début que la fonction de croissance

µ(·) est une fonction linéaire en s

µ(s) = ms

Puis dans la Section 3.6, on considère une cinétique de croissance de type Monod et on montre que les

résultats de notre étude ne changent pas. Le coefficient de rendement γ de la bio-conversion est pris

égale à 1 (ceci est toujours possible en choisissant l’unité de mesure de la biomasse). Il est également

commode d’adimensionner les concentrations : pour chaque concentration ci dans le compartiment i (ci
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représente si ou bien xi), on définit

c̃i = m
V
Q

ci ,

et

ri =
Vi

V
.

nous considérons aussi que le temps t est mesuré dans une unité telle que
Q
V

= 1. Finalement, on suppose

que la concentration en entrée sin est suffisamment grande pour éviter que le lessivage (l’équilibre trivial)

soit le seul état d’équilibre dans au moins un compartiment.

3.4 Analyse des états d’équilibres pour les trois configurations

3.4.1 Configuration avec un seul compartiment

Le système dynamique dans le cas d’un seul compartiment est donné par{
ṡ = −sx+ sin− s
ẋ = sx− x

(3.1)

Sous la condition sin > 1, l’équilibre non-trivial est (1,sin−1). Donc, on a

s?
out = 1 .

Remarque. Une propriété qui est bien connue dans la théorie du chemostat, est qu’à l’équilibre la concen-

tration de la sortie est indépendante de celle de l’entrée, à condition que cette dernière soit suffisement

grande (i.e. sin ≥ 1).

3.4.2 Deux compartiments connectés en série

Le système dynamique modélisant deux compartiments connectés en series (voir Figure 3.1), en

supposant que r est différent de 0 et 1, est donné par

ṡ1 = −s1x1 +
1
r
(sin− s1)

ẋ1 = s1x1−
1
r

x1

ṡ2 = −s2x2 +
1

1− r
(s1− s2)

ẋ2 = s2x2 +
1

1− r
(x1− x2)

(3.2)

avec r = V1/V .
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Proposition 3.1 Si sin > 1/r, alors il existe un unique équilibre (s?
1,x

?
1,s

?
2,x

?
2) pour (3.2) dans l’orthant

positif. On a nécessairement s?
1 = 1/r et s?

2 < min(1/r,1/(1− r)). De plus, on a

s?
out < 1⇐⇒ sin > 1+1/r .

Preuve. On peut facilement vérifier qu’il existe un équilibre non-trivial (1/r,sin−1/r) pour le pre-

mier compartiment exactement lorsque sin > 1/r. De plus, cet équilibre est unique. Donc, tout équilibre

pour le système global (3.2) est tel que (s?
2,sin− s?

2) est un équilibre pour le second compartiment, où s?
2

est solution de l’équation

s2(sin− s2) =
1

1− r
(1/r− s2) (3.3)

avec s?
2 < 1/r. On peut facilement vérifier qu’il existe un unique s?

2 solution de (3.3) sur (0,1/r). Graphi-

quement, s?
2 est l’abcisse du point d’intersection des graphes (voir Figure 3.3) de la fonction polynomiale

φ(s2) = s2(sin− s2)

avec la fonction affine

l(s2) =
1

1− r
(1/r− s2) .

s2
sin1

rs?
2

l
φ

FIG. 3.3 – Détermination graphique de s?
2.

Remarquons que sin > 1/r implique l’inégalité φ(1/(1− r)) > l(1/(1− r)), à partir de laquelle on

peut déduire que s?
2 < 1/(1− r). Finalement on compare s?

out = s?
2 avec la valeur obtenue dans le cas

d’une seule configuration :

s?
out < 1⇐⇒ φ(1) > l(1)⇐⇒ sin > 1+1/r .
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3.4.3 Deux compartiments interconnectés en parallèle

Le système dynamique modélisant deux compartiments interconnectés en parallèle avec diffusion

(voir Figure 3.1), en supposant que r est différent de 0 et 1, est donné par le système suivant :

ṡ1 = −s1x1 +
α

r
(sin− s1)+

d
r
(s2− s1)

ẋ1 = s1x1−
α

r
x1 +

d
r
(x2− x1)

ṡ2 = −s2x2 +
1−α

1− r
(sin− s2)+

d
1− r

(s1− s2)

ẋ2 = s2x2−
1−α

1− r
x2 +

d
1− r

(x1− x2)

(3.4)

où la concentartion en sortie sout est donnée par

sout = αs1 +(1−α)s2 .

Le lessivage dans les deux compartiments correspond à l’équilibre trivial (sin,0,sin,0), ce qui conduit à

l’état d’équilibre à s?
out = sin. Posons

α1 =
α

r
et α2 =

1−α

1− r
,

et supposons, sans perte de généralité, que α2 ≥ α1 (si ce n’est pas le cas on échange les indices 1 et 2).

Remarque On a nécessairement α1 ≤ 1 et α2 ≥ 1.

Pour d = 0 (sans diffusion), les équilibres du système peuvent être calculés indépendement dans

chaque compartiment comme deux chemostats simples. Dans ce cas, on a un unique équilibre non-trivial

(s?
1,sin− s?

1,s
?
2,sin− s?

1) dans R4
+, qui est globalement asymptotiquement stable, avec s?

i = min(αi,sin)

(i = 1,2).

Pour d > 0, on définit les fonctions suivantes

φ2(s1) = s1 +
r
d
(sin− s1)(s1−α1)

φ1(s2) = s2 +
1− r

d
(sin− s2)(s2−α2).

et

g(s1) = φ1(φ2(s1))− s1.
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Proposition 3.2 Pour tout sin > 1 et pour tout d > 0, il existe un unique équilibre non-trivial (s?
1,x

?
1,s

?
2,x

?
2)

dans l’orthant positif, à (s?
1,s

?
2) est l’unique solution du système

φ1(s?
2) = s?

1 et φ2(s?
1) = s?

2 (3.5)

dans le domaine (0,sin)× (0,sin), avec x?
i = sin− s?

i (i = 1,2). De plus on a s?
1 = s?

2 = 1 dans le cas où

α1 = α2 et

α1 < s?
1 < s?

2 < min(sin,α2) (3.6)

dans le cas où α1 < α2

Preuve. A l’équilibre on a,

r(ṡ1 + ẋ1)+(1− r)(ṡ2 + ẋ2) = 0,

r(ṡ1 + ẋ1) = 0,

donc, en utilisant le système (3.4), on peut écrire

α(sin− s?
1− x?

1)+(1−α)(sin− s?
2− x?

2) = 0,

α(sin− s?
1− x?

1)+d(s?
2 + x?

2− s?
1− x?

1) = 0.

Ce qui est équivalent à écrire[
α 1−α

α +d −d

]
︸ ︷︷ ︸

M

(
sin− s?

1− x?
1

sin− s?
12− x?

2

)
=

(
0
0

)

avec det(M) = α2−α−d ≤−d < 0. Ce qui nous permet de conclure la propriété suivante

s?
1 + x?

1 = s?
2 + x?

2 = sin .

Et par suite, un équilibre dans l’orthant positif vérifie s?
i ∈ [0,sin] for i = 1,2. En remplaçant x?

i par

sin− s?
i dans les équations (3.4) à l’équilibre, on obtient les équations

d(s?
2− s?

1) = r(sin− s?
1)(s

?
1−α1)

d(s?
1− s?

2) = (1− r)(sin− s?
2)(s

?
2−α2)

(3.7)

ce qui revient à écrire que (s?
1,s

?
2) est solution du système 3.5 (voir Figure 3.4) ou par équivalence s?

1 est

un zéro pour la fonction g(·).

Lorsque α2 = α1 = 1, on peut bien vérifier que s?
1 = s?

2 = 1 < sin est solution du 3.5. Lorsque

α2 > α1, on a nécessairement α1 < 1 et la condition sin > 1, implique que g(α1) < 0. On distingue deux

cas différents :
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s?
1

s?
2

α1 α2 sin

φ2

φ1

s1

s2

FIG. 3.4 – Détermination graphique de l’équilibre (cas où α1 < α2 < sin).

Cas où α2 < sin. Si φ2(α2)≤ sin, notons qu’on a φ2(α2) > α2 et par suite g(α2) > 0. Si φ2(α2) >

sin, notons que φ2(α1) = α1 < sin, alors en utilisant le théorème des valeurs intermédiaires on peut

déduire qu’il existe un s̃2 ∈ (α1,α2) tel que φ2(s̃2) = sin, ce qui implique que g(s̃2) = sin− s̃2 > 0.

Dans les deux cas, on peut déduire en utilisant le théorème des valeurs intermédiaires qu’il existe

un s?
1 ∈ (α1,α2) tel que g(s?

1) = 0.

Cas où α2 ≥ sin. On a g(sin) = 0 avec

g′(sin) =
r(1− r)

d2 (α1− sin)(α2− sin)+
1− sin

d
< 0 .

Les Théorèmes de Rolle et des valeurs intermédiaires permettent de conclure qu’il existe un s?
1 ∈

(α1,sin) tel que g(s?
1) = 0.

Dans tous les cas, on obtient l’existence d’un (s?
1,s

?
2) solution du (3.5) avec s?

1 ∈ (α1,min(α2,sin)), ceci

implique que s?
2 = φ2(s?

1) > s?
1. Et s?

1 = φ1(s?
2) < s?

2 implique que s?
2 < min(α2,sin). Ainsi, les inégalités

(3.6) sont accomplies.

Finalement, remarquons que φ1(·), φ2(·) sont deux fonctions strictement concave, et que les équilibres

(s?
1,s

?
2) sont les intersections de G1, le graphe de la fonction φ1(·), et G2 la symétrique de celui de φ2(·)

par rapport à la première diagonale. Par conséquent, si (s?
1,s

?
2) est un équilibre différent de (sin,sin), G1

et G2 sont respectivement au-dessus et en dessous de la ligne de segment (s?
1,s

?
2)− (sin,sin). On peut

donc conclure qu’il existe au plus un seul équilibre non-trivial.
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Corollary 3.1 Lorsque sin > 1 et d > 0, la valeur s?
1 de l’équilibre non-trivial est l’unique zéro de la

fonction g(·) sur (α1,min(α2,sin)). De plus, on a g′(s?
1) > 0.

Preuve. Lorsque α1 = α2, on a s?
1 = s?

2 = 1 et on peut facilement vérifier que

g′(s?
1) =

(
1+

r
d
(sin−1)

)(
1+

1− r
d

(sin−1)
)
−1 > 0 .

Lorsque α2 > α1, on a g(α1) < 0 et on rappelle d’après la preuve de la proposition précédente que s?
1

est l’unique zéro de g(·) dans (α1,min(α2,sin)).

Ce qui nous amène à conclure que g est croissante en s?
1. Notons que φ1 et φ2 sont deux fonctions

concaves et que

φ
′
1(φ2(s?

1))) = 1+
1− r

d

(
(sin− s?

2)µ
′(s?

2)+α2−µ(s?
2)
)

> 0

ce qui implique

g′′(s?
1) = φ

′′
1 (φ2(s?

1)).
[
φ
′
2(s

?
1)
]2 +φ

′
1(φ2(s?

1)).φ
′′
2 (s?

1) < 0.

Donc on déduit que g′(s?
1) ne peut pas être égal à zéro, et par conséquent on a g′(s?

1) > 0.

À partir de la proposition 3.2, on peut bien définir la fonction d 7→ s?
out = αs?

1 + (1−α)s?
2 pour

l’équilibre non-trivial. Par la Proposition 3.2, s?
out est égal à 1 pour toute valeur du paramètre d dans le

cas non-générique α2 = α1. On s’intérèsse donc aux cas où α2 6= α1 (et sans perte de généralité, on peut

considérer que α2 > α1). On commence avec les deux situations extrèmes : sans diffusion et avec une

diffusion de valeur infinie.

Lemma 3.1 Pour l’équilibre non-trivial, on a

s?
out(0)≥ 1⇐⇒ sin ≥ s0

in =
r−α2

r(1−α)

avec s0
in ∈ (1,2).

Preuve. Sous les conditions sin > 1 et α2 ≥ α1, on distingue deux cas pour d = 0.

Si sin ≥ α2, on a s?
1 = α1 et s?

2 = α2. Donc, on peut écrire

s?
out =

α2

r
+

(1−α)2

1− r
= 1+

(α− r)2

r(1− r)
≥ 1 .
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Si sin < α2, on a s?
1 = α1, s?

2 = sin et

s?
out ≥ 1⇐⇒ sin ≥

1−αα1

1−α
= s0

in .

(rappelons qu’en supposant que α2 ≥ α1 ceci impose que α < 1, et parsuite s0
in sera définie). Notons que

le nombre s0
in est nécessairement plus grand que 1 parce que α1 ≤ 1, et on a aussi

α2− s0
in =

(r−α)2

r(1− r)(1−α)
≥ 0.

Et par conséquent, on déduit que s?
out ≥ 1 exactement lorsque sin ≥ s0

in. Finalement, remarquons qu’on a

s0
in =

r−α2

r(1−α)
= 1− (α− r)2

r(r−α)
+

r−α

1−α
< 2 .

Lemma 3.2 Pour sin > 1, l’équilibre non-trivial vérifie

lim
d→+∞

s?
1(d) = lim

d→+∞

s?
2(d) = lim

d→+∞

s?
out(d) = 1 .

Preuve. Pour tout d > 0, la Proposition 3.2 guarantit l’éxistence et l’unicité d’un équilibre non-trivial

(s?
1,s

?
2) ∈ (0,sin)× (0,sin) solution de l’équation (3.7). Lorsque d est arbitrairement large, on obtient

l’équation (3.7)

lim
d→+∞

s?
1(d)− s?

2(d) = 0 .

On déduit encore à partir des équations (3.7), l’égalité suivante, qui est vraie pour tout d,

r(sin− s?
1)(s

?
1−α1)+(1− r)(sin− s?

2)(s
?
2−α2) = 0.

Alors on peut écrire, en tenant compte de l’égalité rα1 +(1− r)α2 = 1,

(sin− s?
1)(s

?
1−1) = (1− r)(s?

1− s?
2)(sin +α2− s?

1− s?
2) .

Et par conséquent, on a

lim
d→+∞

s?
1(d) = lim

d→+∞

s?
2(d) = 1 or lim

d→+∞

s?
1(d) = lim

d→+∞

s?
2(d) = sin .

Si α2 < sin, la propriété s?
1 < α2 vraie pour tout d > 0 implique que s?

1 ne converge pas vers sin.

si α2 ≥ sin et lims?
1 = lims?

2 = sin, il existe un d tel que rs?
1 +(1− r)s?

2 > (sin +1)/2. Donc, on a

g′(s?
1) =

r(1− r)
d2 (sin +α1−2s?

1)(sin +α2−2s?
2)+

sin +1−2(rs?
1 +(1− r)s2?)
d

< 0
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ce qui contredit le Corollaire 3.1. Finalement, on a lims?
1 = lims?

2 = 1 et par conséquent lims?
out = 1.

On présente maintenant le résultat concernant les propriétés de la fonction d 7→ s?
out , définie à l’équi-

libre non-trivial trouvé.

Proposition 3.3 Supposons que α2 > α1.

- Lorsque sin ≥ 2, la fonction d 7→ s?
out(d) (pour l’équilibre non-trivial) est décroissante et s?

out(d) >

1 pour tout d ≥ 0.

- Lorsque sin < 2, la fonction d 7→ s?
out(d) (pour l’équilibre non-trivial) admet un minimum en

d? < +∞, qui est strictement plus petit que 1. De plus, on a

sin > sin =
2α1α2

α1 +α2
=⇒ d? > 0

avec sin < min(2,α2).

Preuve. Dérivons suivant d les équations (3.7) à l’équilibre, on obtient le système

(s?
2− s?

1)+d (∂ds?
2−∂ds?

1) = r(sin−2s?
1 +α1)︸ ︷︷ ︸

A

∂ds?
1

(s?
1− s?

2)+d (∂ds?
1−∂ds?

2) = (1− r)(sin−2s?
2 +α2)︸ ︷︷ ︸

B

∂ds?
2

qui peut être réécrit comme suit[
A+d −d

d −B−d

]
︸ ︷︷ ︸

Γ

(
∂ds?

1

∂ds?
2

)
= (s?

2− s?
1)

(
1
1

)
.

Remarquons qu’on a
A+d = dφ ′2(s

?
1)

B+d = dφ ′1(s
?
2)

det(Γ) = d2(1−φ ′1(s
?
2)φ

′
2(s

?
1)) =−d2g′(s?

1).

À partir du corollaire (3.1), on a det(Γ) < 0 et par suite on déduit que les dérivés ∂ds?
1, ∂ds?

2 sont définies

par

∂ds?
1 = (s?

2− s?
1)

−B
det(Γ)

∂ds?
2 = (s?

2− s?
1)

A
det(Γ)

.

(3.8)
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Notons qu’à partir de (3.6) on a B > 0 et par suite on déduit que ∂ds?
1 > 0 pour tout d. Le Lemme 3.2

nous amène à conclure que s?
1(d) < 1 pour tout d.

À partir des équations (3.16), on peut écrire

∂ds?
out = (s?

2− s?
1)

αB− (1−α)A
−det(Γ)

= [α1(sin−2s?
2)−α2(sin−2s?

1)]︸ ︷︷ ︸
σ

(s?
2− s?

1)r(1− r)
−det(Γ)

.

Lorsque sin ≥ 2, on a A > 0 et par suite ∂ds?
2 < 0. À partir du Lemme 3.2 on peut conclure que s?

2(d) > 1

pour tout d. Alors, on obtient l’inégalité

σ < (sin−2)(α1−α2)≤ 0

qui montre avec le Lemme 3.2 que s?
out est une fonction décroissante en d et qui converge vers 1.

Lorsque sin < 2, on écrit

σ = (sin−2)(α1−α2)+2(α1(1− s?
2)−α2(1− s?

1)).

Comme s?
1 et s?

2 tend vers 1 lorsque d prend des valeurs grandes, on conclut qu’il existe un d̄ < +∞ tel

que σ > 0 pour tout d > d̄ et par conséquent s?
out est plus petit que 1 est croissant pour d > d̄. On conclut

que la fonction d 7→ s?
out(d) admet un minimum d? < +∞, et qui est strictement plus petit que 1.

Pour d = 0, on a s?
1 = α1 et si sin ≥ α2 on a s?

2 = α2. Donc, on obtient σ = sin(α1−α2) < 0. Donc

la fonction d 7→ ∂ds?
out(d) est décroissant en d = 0 et par conséquent d? > 0.

lorsque d = 0 avec sin < α2, on a s?
2 = sin et par suite σ = 2α1α2−sin(α1 +α2), d’où nous concluons

que

σ < 0⇐⇒ sin >
2α1α2

α1 +α2
= sin .

Remarquons que ce cas est faisable grâce à l’inégalité 2α1α2 < min(2,α2)(α1 + α2). On conclut

donc que pour sin plus grand que cette dernière valeur, d? est nécessairement strictement positif.

Remarque. Le cas particulier α = 0 correspond à une configuration d’un compartiment parfaitement

mélangé de volume (1− r)V connecté à une zone-morte de volume rV (voir Figure 3.5). C’est un

modèle pour représenter un réservoir qui n’est pas bien mélangé ou bien des bioréacteurs séparés de

volume total V , en estimant le volume occupé par la partie parfaitement mélangée.
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(1− r)VrV
d

s2

s1

Q

Q

sin

sout = s?
2

FIG. 3.5 – La configuration de la zone-morte est un cas particulier de la configuration en parallèle avec
α = 0.

3.5 Stabilité exponentielle globale pour l’équilibre non-trivial

Tout d’abord, il est simple à vérifier que le domaine D = R4
+ est invariant par les dynamiques (3.2)

et (3.4). On considère le vecteur z de dimension 2 défini par zi = sin−xi−si (i = 1,2) dont sa dynamique

est donnée respectivement pour les configurations en série et en parallèle par

ż = Asz =

 −1
r 0

1
1−r − 1

1−r

z

ż = Apz =

 −α1− d
r

d
r

d
1−r −α2− d

1−r

z.

Notons que les matrices As et Ap sont des matrices de Hurwitz :

tr(As) =−1
r
− 1

1− r
< 0 , det(As) =

1
r(1− r)

> 0

tr(Ap) =−α1−α2−
d
r
− d

1− r
< 0 , det(Ap) = α1α2 +

d
r(1− r)

> 0.

Donc z converge exponentiellement vers 0 pour les deux systèmes, ce qui implique que les dynamiques

(3.2) et (3.4) sont dissipatives, dans le sens que toute solution de (3.2) ou (3.4) dans D converge expo-

nentiellement vers le compact K = {(s1,x1,s2,x2) ∈ D t.q. x1 + s1 = sin et x2 + s2 = sin}.

Rappelons un résultat du [74, Theorem 1.8] qui sera utile dans la suite.
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Theorem 3.1 Soit Φ un semi-flot asymptotiquement autonome de limite le semi-flot Θ, et tel que l’or-

bite OΦ(τ,ξ ) admet une clôture compacte. Alors l’ensemble ω-limite ωΦ(τ,ξ ) est non-vide, compacte,

connexe, invariant et récurrent par chaîne par le semi-flot Θ et attire Φ(t,τ,ξ ) lorsque t → ∞.

3.5.1 La configuration en série

Proposition 3.4 Sous la condition sin > 1/r, toute trajectoire du (3.2) avec une condition initiale

dans D telle que (s1(0),x1(0)) 6= (sin,0) converge exponentiellement vers l’unique équilibre non-trivial

(s?
1,x

?
1,s

?
2,x

?
2) donné par la Proposition 3.1.

Preuve. Le dynamique (3.2) a une structure en cascade. Il est simple de vérifier que les solutions

du sous-système (s1,x1) convergent asymptotiquement vers l’équilibre non-trivial (1/r,sin−1/r) pour

toute condition initiale différente que (sin,0). Puisque z2 converge vers 0, on déduit que le variable s2

converge vers l’intervalle borné [0,sin] et par suite sa dynamique peut être écrite comme une équation

différentielle scalaire non-autonome :

ṡ2 =−s2(sin− s2− z2(t))+
1

1− r
(s1(t)− s2). (3.9)

Cette dernière dynamique à la propriété d’une dynamique asymptotiquement autonome avec comme

limite l’équation différentielle suivante :

ṡ2 = f (s2) =−s2(sin− s2)+
1

1− r
(1/r− s2). (3.10)

La Proposition 3.1 implique que cette dernière dynamique a un équilibre unique s?
2 appartenant à [0,sin].

De plus, on a f (0) > 0 et f (sin) < 0. Par conséquent, toute solution de (3.10) dans [0,sin] converge

asymptotiquement vers s?
2. Par suite, nous appliquons le Théorème 3.1, et on conclut que toute solution

bornée de (3.9) converge vers s?
2. Finalement, toute solution du sous-système (s2,x2) converge asymp-

totiquement vers (s?
2,sin− s?

2).

La matrice Jacobienne du dynamique (3.2) à l’équilibre non-trivial (s?
1,x

?
1,s

?
2,x

?
2) calculée dans les

coordonnées (z1,z2,s1,s2) est donnée par :

[
As 0
? J?

]
avec J? =

 s?
1− sin 0

1
1−r 2s?

2− 1
1−r − sin.


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Rappelons que As est une matrice de Hurwitz. Les valeurs propres de J? sont −(sin− s?
1), −(sin− s?

2)−

(1/(1− r)− s?
2) qui sont toutes les deux négatives, d’après la Proposition 3.1. Ceci montre la stabilité

exponentielle de l’équilibre non-trivial.

3.5.2 La configuration parallèle

Proposition 3.5 Lorsque sin > 1 et d > 0, toute trajectoire de (3.4) avec une condition initiale dans

D, telle que x1(0) > 0 et x2(0) > 0 converge exponentiellement vers l’unique équilibre non-trivial

(s?
1,x

?
1,s

?
2,x

?
2) donné par la Proposition 3.2.

Preuve. Considérons le vecteur z(·) ; le sous-système (s1,s2) du dynamique (3.4) peut être écrit

comme solution du système dynamique non-autonome suivante{
ṡ1 = s1(z1(t)+ s1− sin)+α1(sin− s1)+ d

r (s2− s1)
ṡ2 = s2(z2(t)+ s2− sin)+α2(sin− s2)+ d

1−r (s1− s2)
(3.11)

On sait que z converge vers 0 et par conséquent le vecteur S de variables s1, s2 converge vers l’ensemble

S = [0,sin]× [0,sin]. On étudie maintenant le dynamique limite autonome suivant{
ṡ1 = (sin− s1)(α1− s1)+ d

r (s2− s1)
ṡ2 = (sin− s2)(α2− s2)+ d

1−r (s1− s2)
(3.12)

dans le domaine S . Soit B la frontière {s1 = sin}∪{s2 = sin}. Dans le domaine S \B, on considère

le vecteur σ de variables σi = log(sin− si), dont sa dynamique peut être écrite comme

σ̇ = F(σ) =

[
−α1 + sin− eσ1 − d

r (1− eσ2−σ1)
−α2 + sin− eσ2 − d

1−r (1− eσ1−σ2) .

]
(3.13)

On peut facilement calculer

div(F) =−eσ1 − eσ2 − d
r

eσ2−σ1 − d
1− r

eσ1−σ2 < 0

En utilisant le théorème de Poincaré-Bendixon et le critère de Dulac, on peut conclure que le sys-

tème (3.13) n’admet ni des orbites périodiques ni des cycles limites et par suite ses trajectoires bornées

convergent nécessairement vers un point d’équilibre. Et par conséquent, toute trajectoire de (3.12) dans

S converge ou bien vers le point d’équilibre S? = (s?
1,s

?
2) ou bien s’approche de la frontière B. Notons

qu’on a

si = sin, s j < sin ⇒ ṡi < 0 (i 6= j)
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Donc la seule possibilité pour approcher de B est de converger vers S0 = (sin,sin). Cela montre que

les seuls sous-ensembles non-vides de S , fermés, connexes, invariants et récurrents par chaîne sont les

singletons {S?} et {S0}.

Appliquons le Théorème 3.1, nous concluons qu’une trajectoire du (3.11), issue d’une condition ini-

tiale de la dynamique (3.4) dans D , converge asymptotiquement vers S? ou S0. Considérons maintenant

une condition initiale avec x1(0) > 0 et x2(0) > 0 ; on montre que la solution (s1(·),s2(·)) du (3.4) ne

peut pas converger vers S0. Sinon, il existe un T < +∞ tel que, sous la condition sin > 1, on a

s1(t) > α1 and rs1(t)+(1− r)s2(t) > 1 pourt ≥ T.

Considérons la fonction

V (x1,x2) = min(rx1 +(1− r)x2,x1)

(voir Figure 3.6) et v(t) = V (x1(t),x2(t)) est positive et converge vers 0 lorsque t tend vers +∞

x

x2

1

FIG. 3.6 – Ensemble de niveau de la fonction V .

Si x1(t) < x2(t), on a v(t) = x1(t) et

v̇ = ẋ1 > (s1(t)−α1)x1 > 0 for t ≥ T

Si x1(t) > x2(t), on a v(t) = rx1(t)+(1− r)x2(t) et

v̇ = rẋ1 +(1− r)ẋ2 = r(s1−α1)x1 +(1− r)(s2−α2)x2

> (rs1 +(1− r)s2−1)x2 > 0 for t ≥ T
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On conclut que la fonction t 7→ v(t) est croissante pour t ≥ T et par conséquent elle ne peut pas conver-

ger vers zéro, donc c’est une contradiction.

La matrice Jacobienne de la dynamique (3.4) à l’équilibre non-trivial (s?
1,x

?
1,s

?
2,x

?
2) s’écrit de la

forme suivante suivant les coordonnés (z1,z2,s1,s2)[
Ap 0
? J?

]
with J? =

 −d
r φ ′2(s

?
1)

d
r

d
1−r − d

1−r φ ′1(s
?
2)


Rappelons que Ap est une matrice de Hurwitz. On a

det(J?) =
d2

r(1− r)
(φ ′1(s

?
2)φ

′
2(s

?
1)−1) et tr(J?) =−d

r
φ
′
2(s

?
1)−

d
1− r

φ
′
1(s

?
2) .

La fonction φ1(·) étant concave, on a φ1(sin) ≤ φ1(s?
2) + φ ′1(s

?
2)(sin − s?

2). Via les inégalités sin > s?
2

et φ1(sin) = sin > s?
1 = φ1(s?

2), on déduit que φ ′1(s
?
2) > 0. Rappelons que suite au Corollaire 3.1 on a

g′(s?
1) = φ ′1(s

?
2)φ

′
2(s

?
1)− 1 > 0. Donc l’inégalité φ ′2(s

?
1) > 0 est nécessairement satisfaite. Finalement,

nous avons démontré que det(J?) > 0 et tr(J?) < 0, ce qui guarantie la stabilité exponentielle de l’équi-

libre non-trivial (s?
1,x

?
1,s

?
2,x

?
2).

Remarque. L’équilibre du lessivage (sin,0,sin,0) est non nécessairement hyperbolique. Cela explique

pourquoi on n’a pas pu utiliser le Théorème de la convergence des dynamiques asymptotiquement au-

tonomes donné dans l’Appendice de [98].

3.6 Généralisation pour une cinétique de croissance de type Monod

Dans cette section on considère une cinétique de croissance µ(·) qui a les caractéristiques suivantes :

µ(0) = 0,µ
′(s) > 0 et µ

′′(s) < 0 sur (0,+∞).

Et on note par ν(·) sont inverse sur (0,+∞).

Les détails de démonstration de l’existence d’un équilibre non trivial (s?
1,x

?
1,s

?
2,x

?
2) unique ainsi que sont

stabilité exponentielle globale, avec une telle µ(·), pour les deux configurations (en série et en parallèle)

sont presques identiques que précédement sauf que l’énoncé de la proposition 3.1 et 3.2 devient :
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Proposition 3.6 Si µ(sin) > 1/r, alors il existe un unique équilibre (s?
1,x

?
1,s

?
2,x

?
2) pour (3.2) dans l’or-

thant positif. On a nécessairement µ(s?
1) = 1/r et µ(s?

2) < min(1/r,1/(1− r)). De plus, on a

s?
out < ν(1)⇐⇒ sin > ν(1)+1/r

ν(1/r)−ν(1)
1/r−1

.

Proposition 3.7 Pour tout sin > ν(1) et pour tout d > 0, il existe un unique équilibre non-trivial

(s?
1,x

?
1,s

?
2,x

?
2) dans l’orthant positif, avec (s?

1,s
?
2) unique solution du système

φ1(s?
2) = s?

1 et φ2(s?
1) = s?

2 (3.14)

dans le domaine (0,sin)× (0,sin), avec x?
i = sin− s?

i (i = 1,2). De plus on a, s?
1 = s?

2 = ν(1) dans le cas

où α1 = α2, et

ν(α1) < s?
1 < s?

2 < min(sin,ν(α2)), (3.15)

(lorsque ν(α2) existe) dans le cas où α1 < α2 .

Ici φ1 et φ2 sont données par

φ2(s1) = s1 +
r
d
(sin− s1)(µ(s1)−α1)

φ1(s2) = s2 +
1− r

d
(sin− s2)(µ(s2)−α2).

Il est facile de vérifier que pour tout sin > ν(1) et pour tout d > 0 on a toujours g′(s?
1) > 0, et que

lim
d→+∞

s?
1 = lim

d→+∞

s?
2 = lim

d→+∞

s?
out = ν(1).

Donc dans cette section, on développe seulement la démonstration du résultat concernant les propriétés

de la fonction d 7→ s?
out .

Proposition 3.8 Supposons que α2 > α1.

- Lorsque sin ≥ ν(1)+ν ′(1), la fonction d 7→ s?
out(d) (pour l’équilibre non-trivial) est décroissante

et s?
out(d) > ν(1) pour tout d ≥ 0.

- Lorsque sin < ν(1)+ν ′(1), la fonction d 7→ s?
out(d) (pour l’équilibre non-trivial) admet un mini-

mum en d? < +∞, qui est strictement plus petit que un. De plus, on a

sin > sin = ν(
2α1α2

α1 +α2
) =⇒ d? > 0

avec µ(sin) < min
(
2,α2

)
.
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Preuve. Comme précédemment on peut facilement vérifier qu’on a

∂ds?
1 = (s?

2− s?
1)

−B
det(Γ)

∂ds?
2 = (s?

2− s?
1)

A
det(Γ)

(3.16)

avec det(Γ) < 0. A et B sont données cette fois-ci par

A(s) = r(α1−µ(s)+ µ ′(s)(sin− s))

B(s) = (1− r)(α2−µ(s)+ µ ′(s)(sin− s)).

Notons qu’à partir des (3.15) on a B(s?
2) > 0 et par suite on déduit que ∂ds?

1 > 0 pour tout d. De plus on

a lim
d→+∞

s?
1 = ν(1), ce qui nous amène à conclure que s?

1(d) < ν(1) pour tout d.

A partir des équations (3.16), on peut écrire

∂ds?
out = (s?

2− s?
1)

αB(s?
2)− (1−α)A(s?

1)
−det(Γ)

= σ
(s?

2− s?
1)r(1− r)

−det(Γ)

avec

σ = α1
(
µ
′(s?

2)(sin− s?
2)−µ(s?

2)
)
−α2

(
µ
′(s?

1)(sin− s?
1)−µ(s?

1)
)
.

A et B sont décroissantes en s. De plus on a

A(ν(1)) = r(α1 + µ
′(ν(1))(sin−ν(1))−1︸ ︷︷ ︸

δ

)

Il est simple de vérifier qu’on a

δ ≥ 0⇔ sin ≥ ν(1)+ν
′(1).

Lorsque sin ≥ ν(1) + ν ′(1), on a A(s?
1) > A(ν(1)) > 0 et par suite ∂ds?

2 < 0. Or, du fait qu’on a

lim
d→+∞

s?
2 = ν(1), on peut conclure que s?

2(d) > ν(1) pour tout d. Alors, on obtient l’inégalité

σ < (α1−α2)δ ≤ 0

donc s?
out est une fonction décroissante en d et converge vers ν(1) lorsque d prend des valeurs grandes.

Lorsque sin < ν(1)+ν ′(1), on écrit

σ = (α1−α2)δ +α1(A(s?
2)−A(ν(1)))−α2(B(s?

1)−B(ν(1)))
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Comme s?
1 et s?

2 tend vers ν(1) lorsque d prend des valeurs grandes, on conclut qu’il existe un d̄ < +∞

tel que σ > 0 pour tout d > d̄ et par conséquent s?
out est plus petite que ν(1) est croissante pour d > d̄.

On conclut que la fonction d 7→ s?
out(d) admet un minimum, appelons le d? < +∞, qui est strictement

plus petit que ν(1).

Lorsque d = 0, on a s?
1 = ν(α1) et si µ(sin) ≥ α2 on a s?

2 = ν(α2). Donc, on obtient σ < (α1 −

α2)µ ′(ν(α1))(sin−ν(α1)) < 0. Donc la fonction d 7→ ∂ds?
out(d) est décroissante en d = 0 et par consé-

quent d? > 0.

Lorsque d = 0 avec µ(sin) < α2, on a s?
2 = sin et par suite

σ =−α1µ(sin)−α2
(
µ
′(ν(α1))(sin−ν(α1))−α1

)
.

µ(.) est une fonction croissante concave sur (0,+∞). Or, puisqu’on a ν(α1) < sin, l’inégalité sui-

vante est toujours vraie

µ(sin)−α1 < µ
′(ν(α1))(sin−ν(α1)). (3.17)

Ceci nous permet de conclure que σ <−(α1 +α2)µ(sin)+2α1α2 pour laquelle nous concluons que

µ(sin) > µ(sin) =
2α1α2

α1 +α2
=⇒ σ < 0 .

Remarquons que ce cas est faisable grâce à l’inégalité suivante :

2α1α2

α1 +α2
< min

(
2,α2

)
,

on conclut donc que pour sin plus grande que sin = ν( 2α1α2
α1+α2

), d? est nécessairement strictement positive.

Remarque. En remplaçant α1 par 1, l’inégalité 3.17 reste vraie, et par suite on peut remarquer que

dans ce cas on a toujours µ(sin) < 2.

3.7 Simulation numérique et discussion

Les Propositions 3.6 et 3.7 révèlent l’existence d’un seuil de concentration en substrat entrant sin,

(égale à ν(1)+ν ′(1) dans le cas de notre choix des unités de paramètres), qui inverse les performances

des configurations en parallèle et en série en terme de s?
out , comparés au cas d’un seul compartiment

(pour lequel s?
out = ν(1)) :
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- pour sin > ν(1)+ν ′(1), il existe des configurations en série, telle que pour r suffisamment grand

(i.e le premier réservoir est suffisamment grand) on a s?
out < ν(1). Par contre pour toute configu-

ration parallèle on a s?
out > ν(1),

- pour sin < ν(1)+ν ′(1), il existe des configurations en parallèle telle que s?
out < ν(1), tandis que

pour toute configuration en série on a s?
out > ν(1). Il existe un autre seuil s0

in (où l’expression

de s0
in peut être facilement déduite d’après le Lemme 3.1 pour toute cinétique monotone) avec

µ(s0
in) ∈ (1,2), tel que si sin > s0

in, il faut un d suffisamment grand pour avoir s?
out < ν(1).

Par ailleurs, la meilleure performance de la configuration en parallèle est obtenue

- pour des valeurs de d arbitrairement grand dans le cas où sin > ν(1)+ν ′(1) ,

- pour un d? fini et strictement positif lorsque sin ∈ (sin,ν(1)+ ν ′(1)) (où l’expression de sin est

donné par la Proposition 3.8).

3.7.1 Cas d’une cinétique linéaire

Dans ce cas le seuil en sin est égale à 2. Pour la configuration en série, le graphe de la fonction s?
out

est tracé en fonction de r ∈ [1/sin,1] par la Figure 3.7 pour différentes valeurs en substrat entrant sin.

Pour la configuration en parallèle, on représente sur la Figure 3.8 les deux types des configurations qui

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

s?
out

r

sin=1.5

sin=1.75

sin=2

sin=2.5

sin=3

sin=4

FIG. 3.7 – Comparaison des s?
out pour la configuration série.
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se produisent, selon que le nombre sin est plus petit ou bien plus grand que 1.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

0.80

0.85

0.90

0.95
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1.10

1.15

1.20

1.25

s?
out

d

sin=1.1 sin=1.3

sin=1.5

sin=1.7
sin=1.9

sin=2.1

0 1 2 3 4 5 6

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

s?
out

d
sin=1.1

sin=1.3
sin=1.5

sin=1.7

sin=1.9

sin=2.1

FIG. 3.8 – Comparaison des s?
out pour la configuration en parallèle (sin > 1 sur la gauche et sin < 1 sur

la droite).

Les valeurs des paramètres sont donnés par le tableau ci-dessous

α r sin s0
in

figure gauche 0.6 0.9 1.14 1.5
figure droite 0.1 0.9 0.21 1.09

3.7.2 Cas d’une cinétique de type Monod

Considerons la fonction de Monod suivante (voire Figure 3.9) :

µ(S) =
6S

5+S

Dans ce cas le seuil en sin est égale à 2 + 1/5. Pour la configuration série, le graphe de la fonction s?
out

est tracé en fonction de r ∈ [1/µ(sin),1] sur la Figure 3.10 pour différentes valeurs en substrat entrant

sin.
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Linéaire

Monod

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

FIG. 3.9 – Fonctions linéaire et Monod.

Cette fonction est choisie pour maintenir s?
out = 1 pour la configuration d’un seul compartiment, dans le

but de comparer avec le cas d’une croissance linéaire.
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2.6

s?
out

d

FIG. 3.10 – Comparaison de s?
out pour Monod (traits pointillés) et linéaire (traits pleins) pour la confi-

guration série.

Pour la configuration parallèle, on représente sur la Figure 3.11 les deux types des configurations qui se

produisent, selon que le nombre sin est plus petit ou bien plus grand que 1.

Les valeurs des paramètres sont donnés par le tableau ci-dessous
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FIG. 3.11 – Comparaison de s?
out pour Monod (traits pointillés) et linéaire (traits pleins) pour la confi-

guration parallèle (sin > 1 sur la gauche et sin < 1 sur la droite).

α r sin s0
in

figure gauche 0.6 0.9 1.17 1.67
figure droite 0.1 0.9 0.18 1.11

Remarque. La configuration en série pour la valeur limite r = 1 est équivalente à un simple comparti-

ment. Cela explique pourquoi toutes les courbes dans les Figures 3.7 et 3.10 coincident pour cette valeur

du paramètre r.

Pour la configuration en parallèle avec α = 0.1 et r = 0.9 on a α2 = 9. Ceci implique que pour la valeur

limite d = 0 le seul équilibre dans le deuxième réservoir est le lessivage lorsque sin < 9. Ce n’est pas le

cas pour le premier, mais comme le débit αQ est petit, la sortie s?
out reste proche de sin, comme on peut

le voir par les Figures 3.8 et 3.11 pour de petites valeurs du paramètre d.

3.8 Conclusion

Etant donnés le volume total et le débit pour un système de type chemostat, cette étude montre l’exis-

tence d’un seuil sur le substrat entrant sin, tels qu’en-dessus et en-dessous de ce seuil, les configurations

série et parallèle sont respectivement les meilleurs en ce qui concerne le critère de minimisation de la

concentration en sortie s?
out à l’équilibre. Concernant la connection parallèle, les meilleurs performances

sont obtenues pour des valeurs précises du paramètre de diffusion d qui est prouvé strictement positif
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lorsque sin n’est pas trop petit. Cette étude concerne aussi les modèles de zone morte, comme étant un

cas particulier des configurations parallèle. Quel que soient les données du problème, il existe toujours

une configuration qui est meilleure qu’un seul bioréacteur parfaitement mélangé.

Finalement, cette étude révèle le rôle de la stucture spatiale sur la performance d’un simple écosystème

ou d’un bioprocédé. L’influence non-monotone de la diffusion sur la sortie à l’équilibre n’est pas in-

tuitif, et demande des études supplémentaires pour comprendre les écosystèmes naturels (comme les

sols saturés ou les lacs) ainsi que pour appliquer des idées bénéfiques pour les bioprocédés (tels que les

traitement des eaux usées). Cette étude peut aussi être intéressante dans l’ingénierie inverse lorsqu’il

s’agit de décider qui, parmi les configurations série et parallèle, représente le mieux un écosystème de

type chemostat, à condition qu’on connaise une estimation du volume hydrique total du système.

Ce travail a fait l’objet d’une publication parue dans la revue "Mathematical Biosciences and Engi-

neering".



Chapitre 4

L’effet d’une stucturation spatiale sur la
stabilité du chemostat pour une croissance
non-monotone

4.1 Résumé

Dans ce chapitre on montre qu’une structuration spatiale peut stabiliser globalement le modèle du

chemostat à l’équilibre avec une cinétique de croissance non-monotone. Lorsqu’un effet d’inhibition

est présent dans la croissance des micro-organismes (ce qui se traduit par une courbe de croissance

non-monotone), une bi-stabilité peut apparaitre dans le modèle du chemostat à un seul compartiment.

Pour le même volume hydrique, une structuration "en série" ou "en parallèle" présente aussi une telle

bi-stabilité, alors que nous montrons qu’une structuration de l’espace "en poche" permet d’obtenir un

seul équilibre positif globalement attractif.

77
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4.2 Introduction

Considérons le modèle classique du chemostat (cf chapitre 1, 1.24) avec une seule espèce micro-

bienne et un seul substrat limitant. Soit µ(·) une cinétique de croissance non-monotone (de type Haldane

par exemple 1.23), et soit λ− et λ+ les solutions de µ(s) = D lorsqu’elles existent, avec λ− < λ+ (voir

Figure 4.1). Il est bien connu que lorsque λ+ < sin, la dynamique 1.24 admet deux points d’équilibres

stables : le lessivage (sin,0) et l’équilibre positif E1 = (λ−,sin−λ−) (voir par exemple [98]), phénomène

appelé "bi-stabilité".

µ

D

λ− λ+ sin

µ(sin)

FIG. 4.1 – Bi-stabilité avec une cinétique de croissance non-monotone

Des telles situations sont bien connues parmi les micro-biologistes et les automaticiens : pour cer-

taines conditions intiales, le taux de dilution D peut conduire au lessivage du bioréacteur. Plusieurs

stratégies proposées par la littérature consistent à manipuler le taux de dillution vis-à-vis de mesures des

concentrations en substrat ou en biomasse [3]. Le but est de rendre E1 globalement asymtotiquement

stable pour toute condition initiale s(0)≥ 0 et x(0) > 0. Une autre étude, réalisée en 2008 vise à contrô-

ler le chemostat biologiquement [85]. Cette méthode consiste à ajouter au temps initial une autre espèce

qui va être en compétition avec la première pour le même substrat. Le nouveau système que l’on ob-

tiendra devient le système 1.25 avec n = 2 (mais dans cette étude les taux de disparition des biomasses

D1 et D2 peuvent être différents et plus petits que le taux de dillution D du substrat). Une extension
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du Principe d’Exclusion Compétitif pour les cinétiques non-montones permet de conduire à la stabilité

asymptotique globale de E1 [108].

Dans ce chapitre nous proposons un nouveau point de vue d’intérêt pour les écosystèmes du sol, qui

se base sur une structuration de l’espace dans le chemostat. Nous raisonnons à volume hydrique, débit

d’alimentation et concentration de substrat en entrée fixés, et montrons comment une structure particu-

lière de l’espace peut conduire à un seul équilibre positif stable, alors que d’autres structures présentent

une bi-stabilité.

Ce chapitre est organisé comme suivant. Dans la Section 4.3, nous introduisons la structuration

spatiale dite "poche". Les conditions pour l’existence et l’unicité d’un point d’un équilibre positif ainsi

que son stabilité asymptotique globale sont établies dans la Section 4.4. Enfin, une discussion et des

simulations numériques sont présentées dans la Section 4.5.

4.3 Définition du problème et notations

On note par Q le débit volumique et par V le volume total d’un système donné. Sans perte de

généralité, on suppose que le temps est mesuré dans une unité telle que D =
Q
V

= 1.

Hypothèse H1. La fonction de croissance µ(.) est supposée positive, bornée, de classe C3([0,+∞))

avec µ(0) = 0 et µ ′′′ ≥ 0, telle que l’ensemble {s ≥ 0/µ(s) > 1} est un intervalle (λ−,λ+) non vide

avec λ+ < sin.

Sous l’hypothèse H1, la fonction µ(·) change au plus une seule fois sa concavité sur (0,+∞). On

peut facilement vérifier qu’une telle fonction vérifie la propriété suivante :

(P) il existe deux réels s̄, ŝ tel que 0 < s̄ < ŝ avec

{
µ ′ ≥ 0 sur (0, s̄) et µ ′ ≤ 0 sur (s̄,+∞)
µ ′′ ≤ 0 sur (0, ŝ) et µ ′′ ≥ 0 sur (ŝ,+∞).

Remarque. La fonction d’Haldane (donnée par 1.23) satisfait l’hypothèse H1.

Proposition 4.1 Soit µ(·) une cinétique de croissance qui vérifie H1. Pour tout sin > 0, la configuration

à un seul compartiment, à deux compartiments en série et à deux compatiments en parallèle (sans
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diffusion) introduites dans le chapitre précédent (voir figure 3.1) présentent nécessairement une bi-

stabilité.

Preuve. Pour le cas d’une configuration à un seul compartiment, il suffit de revoir le calcul déja fait dans

le chapitre 2 (voir proposition 2.1) pour remarquer que dans le cas d’une cinétique de croissance qui

vérifie H1 les points d’équilibres E0 = (sin,0) et E1 = (λ−,sin−λ−) sont tous les deux stables.

Pour le cas d’une configuration à deux compartiments en série, c’est le cas d’un système en cascade, on

aura une mono-stabilité s’il existe r ∈ (0,1) tel que µ(sin) >
1
r

, or comme par hypothèse on a µ(sin) < 1,

il est impossible de trouver une configuration à deux compartiments en série pour laquelle il y a mono-

stabilité.

Pour le cas d’une configuration à deux compartiments en parallèle (sans diffusion), on aura une mono-

stabilité s’il existe un couple (α,r) ∈ (0,1)2 tels que µ(sin) >
α

r
et µ(sin) >

1−α

1− r
simultanément dans

chaque compartiments, ce qui est impossible du fait qu’on a max(
α

r
,
1−α

1− r
) > 1.

Par suite toutes les configurations données précédemment présentent nécessairement une bi-stabilité,

d’où l’intérêt de la configuration qui est définie ci-dessous.

La structure en poche (voir Figure 4.2) est composée de deux compartiments interconnectés en

parallèle, parfaitement mélangés, de volume rV et (1− r)V , dont l’entrée apporte un substrat à une

concentration constante sin à un débit αQ et (1−α)Q respectivement. On nommera poche le bioréacteur

situé à droite. Le contenu de la poche s’écoule dans le deuxième bioréacteur au débit αQ, et on considère

que la sortie du système s’effectue par le bioréacteur gauche au même débit total que l’entrée Q.

(1−α)Q

sin

Q

sin

sout = s2

αQ

αQ(1− r)V rV

FIG. 4.2 – La structure en poche
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Nous adaptons les mêmes notations que celles utilisées dans le chapitre 3 : α1 =
α

r
et α2 =

1−α

1− r
avec

α1 < α2. Le système dynamique qui modélise cette interconnection, en supposant que r est différent de

0 et 1, est le suivant :

(S)



ṡ1 = −µ(s1)x1 +α1(sin− s1)
ẋ1 = (µ(s1)−α1)x1

ṡ2 = −µ(s2)x2 +α2(sin− s2)+
r

1− r
α1(s1− s2)

ẋ2 = (µ(s2)−α2)x2 +
r

1− r
α1(x1− x2)

(4.1)

où (s1,x1) et (s2,x2) désignent les concentrations en (substrat, biomasse) dans les volumes rV et (1−r)V

respectivement.

4.4 Analyse du modèle

4.4.1 Existence et unicité d’un équilibre non-trivial

µ

1

λ− λ+ sin

µ(sin)

s?
1

α1

FIG. 4.3 – La poche admet un unique équilibre positif et plus petit que sin

Lorsque α1 vérifie µ(sin) > α1, on définit la fonction φ sur [0,sin) par

φ(s) = α2 +
r

1− r
α1

s?
1− s

sin− s
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où s?
1 l’unique solution positive de µ(s) = α1 dans (0,sin) (voir Figure 4.3). Il est immédiat de vérifier

que la fonction φ est continue, strictement décroissante, concave sur (0,sin) et satisfait lim
s→sin

φ(s) =−∞.

En remplaçant α2 par
1− rα1

1− r
dans l’expression de φ , on peut alors la réécrire de la façon suivante

φ(s) = 1+
r

1− r

( s− s
sin− s

)
avec

s = α1s?
1 +(1−α1)sin.

Ainsi pour chaque α1 choisi dans (0,µ(sin)), la fonction φ(·) est paramétrisée par r. Soit la famille

(φr)r∈(0,1) de fonctions φ paramétrisées par r. Cette famille admet quelques propriétés qui sont données

par le lemme suivant :

Lemma 4.1 Pour tout r ∈ (0,1), φr(s) = 1 et pour tout s < sin, on a

lim
r→0

φr(s) = 1.

De plus on a

lim
r→1

φr(s) =

{
+∞ si s < s
−∞ si s < s < sin

Preuve. Une simple vérification démontre le lemme.

Lemma 4.2 Soit s ∈ (0,sin). On a



∂φr(s)
∂ r

> 0 si s ∈ (0,s)

∂φr(s)
∂ r

< 0 si s ∈ (s,sin)

∂φ ′r(s)
∂ r

< 0

Preuve. Pour tout s ∈ (0,sin), en dérivant φr(s) et φ ′r(s) par rapport à r, on trouve

∂φr(s)
∂ r

=
1

(1− r)2
s− s

sin− s

et
∂φ ′r(s)

∂ r
=− 1

(1− r)2
sin− s

(sin− s)2 .
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On a sgn(
∂φr(s)

∂ r
) = sgn(s− s) et

∂φ ′r(s)
∂ r

< 0. D’où le lemme.

α1

α1

µ(sin) µ(sin)

µ µ
φr φr

ss

D D

sin sin

FIG. 4.4 – Plusieurs cas de figure pour : s > λ+ (gauche) et s < λ+ (droite)

Proposition 4.2 Pour tout α1 ∈ (0,µ(sin)), il existe un unique triplet (r0,r1,r2) ∈ (0,1)3, avec r0 ≤

r1 ≤ r2 et tel que pour tout r ∈ (r0,r1)∪ (r2,1) le système 4.1 admet un unique équilibre non-trivial

E? = (s?
1,x

?
1,s

?
2,x

?
2) dans l’orthant positif, où s?

2 est l’unique solution de l’équation µ(s?
2) = φr(s?

2) dans

(0,sin) et x?
2 = sin− s?

2.

Preuve A l’équilibre on a,

ṡ1 + ẋ1 =−α1(s1 + x1− sin) = 0

ṡ2 + ẋ2 =− 1
1− r

(s2 + x2− sin)+
r

1− r
α1(s1 + x1− sin) = 0

ce qui revient à écrire

s?
1 + x?

1 = s?
2 + x?

2 = sin.

Et parsuite, un équilibre positif pour 4.1 doit vérifier s?
i ∈ (0,sin) pour i = 1,2. Donc, en remplaçant x?

i

par sin− s?
i dans les équations de 4.1 à l’équilibre, on obtient l’équation suivante

(µ(s?
2)−α2)(sin− s?

2) =
α

1− r
(s?

1− s?
2)



84
Chapitre 4 : L’effet d’une stucturation spatiale sur la stabilité du chemostat pour une croissance

non-monotone

ce qui revient à écrire

µ(s?
2) = φr(s?

2).

Pour tout r ∈ (0,1), on définit sur (0,sin) la fonction suivante

kr(s) = µ(s)−φr(s).

Le système 4.1 admet un unique équilibre non-trivial dans l’orthant positif si et seulement si l’équation

kr(s) = 0 (4.2)

admet une solution unique dans (0,sin). On distingue deux cas différents (voir Figure 4.4) :

1. Cas où λ+ ≤ s < sin.

Nous cherchons d’abord suivant r les solutions de 4.2 sur (0,s). On a kr(0) < 0 et kr(s) < 0. De

plus, d’après le lemme 4.1, lorsque r varie entre 0 et 1 la fonction kr(s) prend des valeurs positives

sur (0,s). Suite à l’hypothèse faite sur µ , on peut définir pour tout r ∈ (0,1) le maximum de kr(·)

sur (0,s). Soit la fonction

M : r ∈ (0,1) 7→max
(0,s)

kr(s)

Etant donnée que kr ∈ C3([0,+∞)), la fonction M est bien une fonction continue sur (0,1). De

plus, d’après le lemme 4.2 la fonction M est strictement décroissante sur (0,1). Le Théorème des

valeus intermédiaires implique qu’il existe un unique r0 ∈ (0,1) tel que M(r0) = 0. Le maximum

de k(.) est atteint, donc il existe un s0 ∈ (0,s) tel que kr0(s0) = k′r0
(s0) = 0. L’unicité de s0 vient

de l’hypothèse faite sur µ . Pour tout r > r0, 4.2 n’admet aucune solution sur (0,s).

Cherchons maintenant, pour r > r0, les solutions de 4.2 sur (s,sin). On a kr(s) < 0 et lim
s→sin

kr(s) =

+∞. Donc il y a deux possibilités : pour tout r > r0 l’équation 4.2 admet une solution unique sur

(s,sin), ou bien il existe un rβ ∈ (r0,1) pour lequel l’équation 4.2 admet trois solutions distinctes

β1 < β2 < β3 dans (s,sin). Si c’est la première possibilité qui est satisfaite, on conclut que pour

tout r > r0 le système 4.1 admet une solution unique sur (0,sin). Sinon, on définit la fonction

M1 : r ∈ (r0,1) 7→ max
(s,β2)

kr(s)

On a M1(r0) < 0 et M1(rβ ) > 0. Par un raisonnement analogue à celui fait pour M, on déduit

l’existence d’un unique couple (r1,s1) ∈ (r0,rβ )× (s,β2) tel que kr1(s1) = k′r1
(s1) = 0, et tel que

pour tout r ∈ (r0,r1) le système 4.1 admet une solution unique sur (0,sin).
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Considérons maintenant le cas r > r1. On a k′r1
(s) > 0 sur (s,s1), donc d’après le lemme 4.2 on a

k′r(s) > k′r1
(s) > 0 pour tout r > r1. Et par suite pour tout r > r1 il existe une solution unique de

4.2 sur (s,s1). Donc seule l’étude de 4.2 sur (s1,sin) est nécessaire. Pour cela on définit la fonction

m : r ∈ (r1,1) 7→ min
(s1,sin)

kr(s)

On a m(r1) < 0 et lim
r→1

m(r) = +∞. En répétant le même raisonement fait sur M, on déduit l’exis-

tence et l’unicité d’un unique couple (r2,s2) ∈ (r1,1)× (s1,sin) qui vérifie kr2(s2) = k′r2
(s2) = 0,

et tel que pour tout r > r2, 4.2 admet aucune solution sur (s1,sin). D’où on conclut dans ce cas que

pour tout r ∈ (r0,r1)∪ (r2,1) le système 4.1 admet un unique équilibre non-trivial dans l’orthant

positif.

2. Cas où 0 < s < λ+. En utilisant le même raisonnement que pour le premier cas, mais en commen-

çant cette fois-ci par chercher le nombre des solutions de 4.2 sur (s,sin) puis en passant à (0,s),

on peut déduire l’existence d’un unique triplet (r0,r1,r2) ∈ (0,1)3, avec r0 ≤ r1 ≤ r2 tel que pour

tout r ∈ (r0,r1)∪ (r2,1) l’équation (4.2) admette une solution unique dans (0,sin).

4.4.2 Stabilité de l’équilibre non-trivial

Pour chaque α1 < µ(sin), on note par

Iα1 = {r ∈ (0,1)\(4.2) admet une solution unique dans(0,sin)}.

Proposition 4.3 Sous les condition α1 < µ(sin) < 1 et r ∈ Iα1 toutes les trajectoires de (4.2) pour

une condition initiale (s1(0),x1(0)) telle que s1(0)≥ 0 et x1(0) > 0 convergent exponentiellement vers

l’unique point d’équilibre non-trivial E?.

Preuve. On peut d’abord vérifier facilement que le domaine D = R4
+ est invariant par la dynamique

(4.1). On considère le vecteur z = (z1,z2) défini par zi = si + xi− sin (i = 1,2) et qui a pour dynamique

ż = Az =

[
−α1 0
r

1−r α1 −α2− r
1−r α1

]
z.

Remarquons que A est une matrice de Hurwitz :

tr(A) =−α1−α2−
r

1− r
α1 < 0 et det(A) = α1(α2 +

r
1− r

α1) > 0.
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Par suite z converge exponentiellement vers 0, ce qui implique que la dynamique (4.1) est dissipative,

dans le sens que toute solution de (4.1) dans D converge exponentiellement vers le compact k défini par :

k = {(s1,x1,s2,x2) ∈ D|s1 + x1 = sin et s2 + x2 = sin}.

Sous la condition α1 < µ(sin), les solutions du sous-système (s1,x1) convergent asymptotiquement, pour

toute condition initiale (s1(0),x1(0)) tel que x1(0) > 0, vers l’équilibre non-trivial (s?
1,sin− s?

1) avec s?
1

est la solution positive unique de µ(s1) = α1 dans (0,sin). Ceci se vérifie à l’aide de la fonction définie

positive suivante

V (s1,x1) =
1

α1

∫ s1

s?
1

(µ(s(τ))−α1)dτ + x1− x?
1− x?

1 ln(
x1

x?
1
)

qui est une fonction de Lyapunov dans R2
+ ayant une dérivée temporelle strictement négative [86]. Le

système (4.1) peut être réécrit sous la forme


ż = Az
ṡ1 = −µ(s1)(z1 + sin− s1)+α1(sin− s1)

ṡ2 = −µ(s2)(z2 + sin− s2)+α2(sin− s2)+
r

1− r
α1(s1− s2)

(4.3)

D’après la convergence du vecteur z2 vers 0, on peut déduire que s2 converge vers l’intervalle borné

[0,sin] ayant pour dynamique le système non-autonome suivant :

ṡ2 = −µ(s2)(z2(t)+ sin− s2)+α2(sin− s2)+
r

1− r
α1(s1(t)− s2) (4.4)

qui est asymtotiquement autonome avec comme limite la dynamique suivante :

ṡ2 = f (s2) = (α2−µ(s2))(sin− s2)+
r

1− r
α1(s?

1− s2). (4.5)

L’étude de la proposition 4.2 montre que sous la condition α1 < µ(sin) < 1 et pour tout r ∈ Iα1 la dy-

namique (4.5) admet un unique point d’équilibre s?
2 dans (0,sin). De plus, on a f (0) > 0 et f (sin) < 0,

et par suite toutes les solutions de 4.5 dans (0,sin) converge asymptotiquement vers s?
2. En appliquant

( [74]-Théorème 1.8) on peut déduire que les solutions du système 4.4 convergent vers s?
2, puisque toutes

les trajectoires de 4.5 restent bornées. Enfin on peut déduire que toute solution du sous-système (s2,x2)

converge vers (s?
2,sin− s?

2).
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La matrice Jacobienne de la dynamique (4.1) calculée en (s?
1,x

?
1,s

?
2,x

?
2) dans les variables (z1,z2,s1,s2)

est donnée par

[
A 0
? J?

]
avec

J? =

[
−µ ′(s1)(sin− s1)− (α1−µ(s1)) 0

r
1−r α1 −µ ′(s2)(sin− s2)− (α2−µ(s2))− r

1−r α1

]

Les valeurs propres de J? sont données par

λ1 =−µ
′(s?

1)(sin− s?
1) < 0

et
λ2 = −µ ′(s?

2)(sin− s?
2)− (α2−µ(s?

2))−
r

1− r
α1

< −φ ′(s?
2)(sin− s?

2)− (α2−φ(s?
2))−

r
1− r

α1 = 0

On conclut ainsi la convergence exponentielle vers l’équilibre non-trivial E?.

4.4.3 Étude du rendement à l’équilibre

La configuration "poche" que nous avons étudié peut présenter l’intérêt d’une stabilité lorsqu’elle

est bien dimensionnée. On peut se demander si cette propriété de robustesse n’est pas obtenue en détri-

ment de ses performances en termes de dégradation. Nous examinons ici le temps de séjour ou volume

total nécessaire pour que la sortie à l’équilibre soit identique à celle d’une configuration d’un seul com-

partiment. Soit θ un réel positif. Pour toutes données Q,V et sin fixées, nous allons montrer l’existence

d’un volume V θ = θV tel que s?
out(θ) = λ−, où s?

out(θ) désigne la sortie à l’équilibre du système 4.1

pour un volume total égale à V θ . Nous proposons également une condition sur sin pour que V θ soit plus

petit que V . Le nouveau système avec un volume V θ est donné par le suivant

(Sθ )



ṡ1 = −µ(s1)x1 +
α1

θ
(sin− s1)

ẋ1 = (µ(s1)−
α1

θ
)x1

ṡ2 = −µ(s2)x2 +
α2

θ
(sin− s2)+

r
1− r

α1

θ
(s1− s2)

ẋ2 = (µ(s2)−
α2

θ
)x2 +

r
1− r

α1

θ
(x1− x2)

(4.6)
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Proposition 4.4 Supposons α2 > α1.

Pour tout sin > 0 tel que α1 < µ(sin) < 1, il existe θ ∈ (α1/µ(sin),α2) tel que s?
out(θ) = λ−. De plus, on

a

θ > 1⇐⇒ sin−λ−

λ−− s−in
>

µ(sin)
1−µ(sin)

où s−in est la solution unique de µ(s) = µ(sin) dans (0,sin) (voir Figure 4.5).

µ

D

λ− λ+
sins−in

µ(sin)

FIG. 4.5 – s−in est la solution unique de µ(s) = µ(sin) dans (0,sin)

Preuve. La sortie à l’équilibre pour le système 4.6 vérifie l’équation suivante

(
µ(s?

out(θ))− α2

θ

)(
sin− s?

out(θ)
)

=
α1

θ

r
1− r

(
s?

1− s?
out(θ)

)
. (4.7)

Cherchons donc l’équation que doit vérifier θ en imposant que la sortie du système 4.6 soit égale à λ−.

En remplaçant s?
out(θ) par λ− dans l’équation 4.7, on trouve

(sin−λ−)(α2−θ) = α1
r

1− r

(
λ−− s?

1(
α1

θ
)
)

, (4.8)

soient

g(θ) = α2−θ et f (θ) = α1
r

1− r
λ−− s?

1(
α1
θ

)
sin−λ−

,
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deux fonctions continues sur (0,+∞). De plus on a :

g(α1) > f (α1) et g(α2) < f (α2)

Donc il existe au moins un θ0 ∈ (α1,α2) solution de 4.8. Comme f est strictement croissante et g est

strictement décroissante sur (0,+∞), on déduit l’unicité de θ0.

Soit θ = θ0. D’après la proposition 4.3, pour tout sin > 0 tel que
α1

θ
< µ(sin) < 1 et pour tout r ∈ Iα1

θ

,

le système 4.6 admet un point d’équilibre globalement exponentiellement stable tel que s?
out(θ) = λ−.

Remarquons que l’inégalité
α1

θ
< µ(sin) < 1 est faisable. En fait, il suffit de trouver pour chaque α1,

une condition sur sin pour que θ soit plus grand que α1/µ(sin). Or on sait que

θ > α1/µ(sin)⇐⇒ g(α1/µ(sin)) > f (α1/µ(sin))

ce qui peut être traduit par

θ > α1/µ(sin)⇐⇒
sin−λ−

λ−− s−in
> α1

r
1− r

(
α2−

α1

µ(sin)

)−1

Remarquons que cette dernière inégalité peut être vérifiée pour tout α1 tel que α1 < µ(sin) < 1. Il suffit

de constater lim
µ(sin)→1

(
sin−λ−

λ−− s−in

)
= +∞.

Enfin, un simple calcul nous montre qu’en faisant tendre µ(sin) vers α1, nous aurons la propriété suivante

θ > 1⇐⇒ sin−λ−

λ−− s−in
>

µ(sin)
1−µ(sin)

.

Donc si on choisit sin tel que
sin−λ−

λ−− s−in
<

µ(sin)
1−µ(sin)

,

alors il existe α1 et θ positfs qui vérifient α1/θ < µ(sin) et θ < 1 et tels que s?
out(θ) = λ−.

4.5 Simulation numérique et discussion

Les propositions 4.2 et 4.3 montrent que la stucture en poche peut aboutir à la stabilisation d’une

cinétique de conversion de type Haldane. D’après la proposition 4.2, pour garantir la stabilisation d’une

telle cinétique il suffit de concentrer le volume total dans la poche. Ainsi pour un même volume hy-

drique V , un même débit d’alimentation Q et une même concentration en substrat à l’entrée sin telle
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que µ(sin) < Q/V , et en partant d’une même condition initiale en biomasse et substrat, dans le bassin

d’attraction du lessivage de la biomasse pour la configuration à un simple compartiment, nous vérifions

en simulation qu’avec la structure en poche on peut garder une concentration en biomasse positive à

l’équilibre (voir Figure 4.6).
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−0.5

0.0

0.5
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1.5

2.0
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4.0

4 6 8 10 12 14 16

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

4.5

même condition
initiale

Lessivage

E?

s

x

s

µ

φ

µ(sin)
α1

FIG. 4.6 – La structure en poche garde une concentration positive en biomasse pour µ(s) = 10
s

1+ s+ s2 ,

sin = 15,r = 0.8 et α1 = 0.4

Pour les simulations, nous avons considéré la cinétique de croissance suivante :

µ(s) = 3.1
s

1+ s+ s2 .

Bien que la structure en poche puisse stabiliser une cinétique non-monotone, le rendement de cette

conversion peut être faible comparativement à celui d’un seul bioréacteur dans le cas du non-lessivage

(voir Figure 4.7). Or la proposition 4.4 montre que pour une µ(·) donné, un bon choix du volume total

et de la concentration en substrat entrant améliore le rendement de la structure en poche qui peut même

être meilleur que celui d’un seul bioréacteur (voir Figure 4.8). Nous pensons que cette caractéristique

est également d’intérêt en biotechnologie et applications industrielles.

Pour montrer graphiquement la dépendance du choix du volume V θ par rapport à sin et α1, nous avons

fixé r = 0.4 et tracé le graphe de θ par rapport à α1 ∈ (0,µ(sin)) pour différentes valeurs de sin choisies
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FIG. 4.7 – comparaison du rendement entre la structure en poche et la structure en un seul compartiment
pour sin = 2.5,r = 0.4 et α1 = 0.3
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FIG. 4.8 – comparaison du rendement entre la structure en poche et la structure en un seul compartiment
pour sin = 1.9,r = 0.4,α1 = 0.8 et θ = 0.98

dans l’intervalle [1.38,2.7] (voir Figure 4.9). On remarque d’après la figure 4.9 que les graphes de θ

sont superposés par ordre croissant en passant de sin = 1.38 vers sin = 2.7, et convergent vers la valeur

α2 lorsque α1 converge vers zéro. Ceci est vérifié par l’équation 4.8 et peut être bien expliqué par le

fait suivant : lorsque α1 = 0, les deux compartiments sont découplés et on considère que la sortie du

système s’effectue à partir du bioréacteur de gauche avec un débit égal à
α2

θ
. Dans ce cas, alors l’unique
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volume V θ qui peut assurer un débit égal à un est celui qui correspond à θ = α2.

nous appelons seuil la quantité suivante

seuil =
sin−λ−

λ−− s−in
− µ(sin)

1−µ(sin)
,

qui va nous permettre de déduire l’existence de valeurs θ < 1 selon le signe de seuil.

Le tableau ci-dessous permet de faire le lien avec la figure 4.9. Il contient pour chaque valeur sin choisie,

la valeur seuil qui lui correspond et fait le lien avec ce qui est démontré dans la proposition 4.4 : lorsque

ce seuil est positif il n’existe aucune valeur de θ inférieur à 1, par contre lorsqu’il est négatif on peut

trouver en fonction de α1 un θ plus petit que 1.

sin 1.38 1.5 1.7 1.9 2.1 2.3 2.5 2.7

seuil -543 -34.3 -9.61 -3.75 -1.1 0.43 1.49 2.28

θ ∈ (α1/µ(sin),1) ∃ ∃ ∃ ∃ ∃ @ @ @

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

0.9

1.0

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

θ

α1

sin = 2.7

sin = 1.38

FIG. 4.9 – Les graphs de θ par rapport à α1 pour différentes sin

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre on a montré que la structure en poche peut stabiliser globalement le chemostat avec

une cinétique de croissance non-monotone. L’idée repose sur une propriété des équations à l’équilibre
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du système représentant un tel motif qui peuvent avoir, pour des choix bien précis de la répartition

des volumes et des débits d’alimentations, une solution positive unique. Cet équilibre unique trouvé est

montré être globalement exponentiellement stable. De plus on a donné l’expression d’une valeur seuil

pour sin pour laquelle le rendement avec la structure en poche peut être meilleur que celui d’un seul

bioréacteur lorsque sin est en dessous de ce seuil.
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Chapitre 5

Conclusion

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés aux problèmes liés à la modélisation des écosys-

tèmes microbiens des sols. Nous avons commencé par simuler de simples transformations microbiennes

dans les conditions des modèles de type chemostat. En utilisant le modèle du transport réactif MIN3P,

nous avons remarqué à l’aide de ses simulations que la précision numérique de ce modèle dépend de

l’évolution de la concentration des espèces microbiennes. L’idée de ce travail était de souligner que les

modèles de transport réactif sont très performants pour modéliser la biogéochimie des sols mais ne sont

pas nécessairement pertinents pour modéliser aussi les activités microbiologiques dans les sols.

Puis dans un deuxième temps, et dans le but d’une représentation spatiale plus simplifiée que les modèles

de transport réactif mais suffisamment pertinente pour rendre compte de phénomènes biologiques, nous

avons essayé de comprendre comment une structure spatiale peut modifier la fonction entrée-sortie dans

un chemostat structuré. Pour cela, nous avons procédé à l’étude mathématique de l’effet d’une struc-

turation spatiale sur le rendement dans un chemostat structuré, en présence d’une seule biomasse que

croît sur un seul substrat avec une cinétique de croissance monotone. Nous avons considéré au début

trois différentes configurations : la parfaitement mélangée, la série et la parallèle. Nous avons montré

l’existence d’un seuil sur la concentration en substrat entrant, tel qu’en-dessus et en-dessous de ce seuil,

les configurations série et parallèle sont respectivement les meilleures en ce qui concerne le critère de

minimisation de la concentration en sortie à l’équilibre, en comparaison avec un seul compartiment par-

faitement mélangé de même volume total. Enfin nous avons introduit une nouvelle structure en poche

qui possède une particularité qui la distingue des configurations précédentes ; elle peut stabiliser glo-
95
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balement le modèle du chemostat vers un unique équilibre positif avec une cinétique de croissance

non-monotone, dans les conditions où les autres structures (un seul réacteur, la série, et la parallèle sans

diffusion) présentent des instabilités.

L’étude de la fonction entrée-sortie pour la configuration parallèle est faite en présence d’une seule

biomasse. Dans le but de rendre notre étude plus consistente du point de vue écologique, on compte

poursuivre ce travail en considérant deux espèces ou plus qui sont en compétition pour le même substrat

limitant. De plus, une autre perspective nous paraît importante, pour le développement de la structure

en poche vers des structures plus complexes. En fait, on a bien montré que cette structure peut stabiliser

globalement le modèle du chemostat à l’équilibre avec une cinétique de croissance non-monotone, mais

cette structure est loin d’être représentative d’un écosystème microbien de type sol où on trouve beau-

coup d’hétérogénéités. Dans le but d’être plus réaliste, il pourrait être intéressant de compléxifier cette

structure de façon récursive en poche de poche (voir la Figure 5.1).

(1−α)Q αQ

Q

sinsin

sout

Q1Q2
Q3Q4

V1V2V3V4

FIG. 5.1 – La poche de poche



Chapitre A

Annexe

Dans cette partie nous exposons quelques notions mathématiques que nous avons utilisées dans cette

thèse.

A.1 Les systèmes dynamiques

Un système dynamique est un modèle permettant de décrire l’évolution au cours du temps d’un

ensemble d’objets en interaction. Cet ensemble d’objets est défini par le modélisateur.

Soient Ω ⊂ Rn et f : Ω → Rn une application supposée localement Lipschitzienne sur Ω. Un système

dynamique est donné dans Rn, par le suivant :

dx
dt

= f (x) (A.1)

Généralement pour étudier le comportement du système dynamique autonome A.1, on détermine d’abord

ses points d’équilibres (notés par x?) qui sont les solutions de f (x) = 0, et ensuite étudier les valeurs

propres de la dynamique linéaire

dx
dt

= J(x?)x,

appelée la linéarisation de (A.1) au voisinage de x?, où J(x?) est la matrice Jacobienne de f en x?. Si les
97
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parties réelles des valeurs propres vi (i = 1, ...n ) de J(x?) sont toutes non-nulles, alors on dit que x? est

hyperbolique. Quand au moins un de ses valeurs propres a une partie réelle nulle, alors on dit que x? est

non-hyperbolique (voir par exemple le référence [84]).

Notions de stabilité

Nous rappelons maintenant les définitions habituelles de la stabilité et un résultat principal permet-

tant de conclure à propos de la nature de l’équilibre (voir par exemple le référence [84] pour plus de

détails).

1 Definition On dit que l’équilibre x? est stable si pour tout ε > 0 il existe δ > 0 tel que

‖x(t0)− x?‖< δ ⇒‖x(t)− x?‖< ε ∀t ≥ t0.

Si cette condition n’est pas satisfaite, l’équilibre est instable.

2 Definition On dit que l’équilibre x? est (locallement) exponentiellement stable si pour tout ε > 0 il

existe trois nombres réels a > 0,b > 0 et δ > 0 tel que

‖x(t0)− x?‖< δ ⇒‖x(t)− x?‖< a‖x(t0)− x?‖e−bt ∀t ≥ t0.

Theorem A.1 – Si toutes les valeurs propres de J(x?) ont une partie réelle strictement négative

alors le point d’équilibre x? est exponentiellement stable.

– Si J(x?) possède au moins une valeur propre à partie réelle strictement positive alors le point

d’équilibre x? est instable.

Remarque. Si la matrice Jacobienne J(x?) possède au moins une valeur propre à partie réelle nulle, donc

on fait appel à d’autres résultats (comme par exemple le Principe d’Invariance de Lasalle, qu’on va

l’énoncé en suite) pour conclure à propos du comportement des trajectoires du système (A.1).
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Stabilité au sens de Lyapunov

Soit D? un ensemble invariant pour (A.1).

3 Definition Une fonction V appelée fonction de Lyapunov pour (A.1) sur un ouvert D⊂ D? si :

1. V est continûment différentiable sur D,

2. pour tout x̄ ∈ D̄, la limite lim
x→

x∈D
x̄
V (x) existe dans R∪{+∞}, et on la note V (x̄),

3. ∇V. f ≤ 0 sur D.

On note

E = {x ∈ D̄ : V (x) < ∞ et V̇ (x(t))|t=0 = 0}

où x(t) est la solution de (A.1) avec x(0) = x et on définit M le plus grand ensemble invariant pour (A.1)

dans E.

Soit x(t) une solution de (A.1). On a alors, en vertu de l’hypothèse iii.,

V̇ (x(t))|t=0 = ∇V (x(t)).ẋ(t) = ∇V (x(t)). f (x(t))≤ 0.

La fonction V peut être vue comme une énergie. L’hypothèse iii. assure que l’énergie est décroissante le

long des trajectoires du système. L’ensemble E consiste en l’ensemble des points où l’énergie est nulle.

Le résultat suivant, connu sous le nom de principe d’invariance de LaSalle, signifie que les solutions de

(A.1) convergent vers des états d’énergie nuls.

Theorem A.2 (Principe d’invariance de LaSalle)

Soit V une fonction de Lyapunov pour le système (A.1) sur D et γ+ = {x(t), t ≥ 0} une orbite positive

bornée de (A.1) incluse dans D. Alors, l’ensemble omega-limite de γ+ est inclus dans M.

Critère de Dulac

Theorem A.3 Soit Ω un ouvert simplement connexe de R2. Si div( f ) =
∂ f1

∂x1
+

∂ f2

∂x2
est de signe constant

et non identiquement nulle sur Ω, alors ẋ = f (x) n’a aucune orbite périodique incluse dans Ω.
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Théorème de Poincaré-Bendixson

Theorem A.4 Si l’ensemble ω-limite, ω(x) est borné et ne contient aucun point d’équilibre, alors ω(x)

est une orbite périodique.

Résultat de Thieme

Considérons les deux équations différentielles ordinaires suivantes :

ẏ = g(t,y) y ∈ Rn (A.2)

ẋ = f (x) x ∈ Rn (A.3)

L’équation (A.2), dite asymptotiquement autonome, est d’équation limite (A.3) si :

g(t,x)→ f (x), t →+∞ localement uniformément en x ∈ Rn

Theorem A.5 Soient n = 2 et ω l’ensemble ω-limite d’une solution bornée x de (A.2). Supposons qu’il

existe un voisinage de ω qui contient au plus un nombre fini d’équilibre de (A.3) alors on a un des trois

cas :

1. ω est constitué des équilibres de (A.3).

2. ω est l’union d’orbites périodiques de (A.3) ou des centres de (A.3) entourés par des orbites

périodiques de (A.3) dans ω .

3. ω contient des équilibres de (A.3) enchainés entre eux dans ω par une orbite de (A.3).

A.2 Définitions importantes en dynamique du fluide

Dans cette partie on rappelle les définitions de quelques termes physiques importants pour décrire

l’écoulement du fluide.
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Conductivité hydraulique

La conductivité hydraulique K est un coefficient dépendant des propriétés physique du milieu poreux

où l’écoulement a lieu, des propriétés du fluide concerné par les écoulements et de la saturation du milieu

poreux. Elle s’exprime en fonction des propriétés intrinséques du milieu poreux et du fluide par :

K =
k.ρ.g

µ

où

• k la perméabilité intrinsèque du milieu poreux, [m2],

• ρ représente la masse volumique du fluide, [kg.m−3],

• g représente l’accélération de la pesanteur, [m.s−2]

• µ la viscosité dynamique du fluide, [kg.m−1.s−1].

La loi de Darcy

Les causes de déplacement d’un fluide en milieu poreux sont les gradients de pression et la gravité.

La loi de Darcy exprime la vitesse de filtration de la charge hydraulique. Pour un fluide incompressible,

la loi de Darcy s’écrit :

q =−krκ∇(
p

ρg
+ z) =−κ∇h,

où

• q représente la vitesse de Darcy, [m.s−1],

• z la cote verticale, [m],

• p la pression,

• h =
p

ρg
+ z la charge hydraulique, [m],

• kr est la perméabilité relative du milieu.
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La porosité géométrique

La porosité géométrique φ du milieux poreux est déterminée aussi à l’échelle de l’EVR. Elle indique

le rapport entre le volume total des vides (ensemble des pores contenant les phases liquide et gazeuse)

et le volume de l’EVR. Sa formulation est la suivante :

φ =
Vl +Vg

Vt

avec Vl et Vg sont respectivements les volumes liquides et gazeux contenus dans l’EVR.

Degré de saturation S

La première variable descriptive utilisée pour décrire l’écoulement d’un fluide dans un sol non-

saturé est la teneur volumique θ , définie par le rapport entre le volume d’eau contenu dans l’EVR

Vf et le volume total de l’EVR Vt . Ses valeurs sont bornées par deux données caractéristiques du sol

considéré :

- la teneur en fluide résiduelle θr,

- la teneur en fluide à saturation θsat .

Soit :

θ =
Vf

Vt
avec θr ≤ θ ≤ θsat .

Enfin, dans les sols non-saturés, le rapport entre la teneur en fluide volumique θ et la porosité géomé-

trique φ permet de connaître le degré de saturation S du milieu défini par la relation :

S =
θ

φ
.
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RÉSUMÉ

Cette thèse adresse des problèmes liés à la modélisation des écosystèmes microbiens dans les sols. Les modèles de
transport réactif sont très performants pour modéliser la biogéochimie d’un milieu poreux variablement saturé en
tenant compte de plusieurs paramètres physiques et géochimiques mais ils n’intègrent pas (ou sinon de façon très
sommaire) les activités microbiologiques dans les sols. Le modèle mathématique du chemostat est couramment
utilisé en écologie microbienne. Dans le but d’une représentation spatiale plus simplifiée que les modèles de
transport réactif mais suffisamment pertinente pour rendre compte de phénomènes biologiques, cette thèse est une
première tentative pour comprendre la fonction entrées-sorties dans un chemostat structuré, et étudier comment
une structure spatiale peut modifier cette fonction, et quels sont les paramètres clés.

Mots-clés : Systèmes dynamiques, simulations numériques, écologie microbienne des sols, modèle du chemostat.

ABSTRACT

The aim of this thesis is to study some problems related to the modeling of microbial ecosystems in soil. Consi-
dering different physical and biogeochemical parameters, the reactif transport models are very performing to
represent the biochemistry of a variably saturated porous media. In contrast, these models don’t integrate (or
sparsely) the microbiological activities in the soils. The mathematical model of chemostat is frequently used in
microbial ecology. For the purpose of a more simplified spatial representation than the reactif transport models,
but sufficiently relevant to represent biological phenomena, this thesis is a first attempt to understand the "input-
output" function in a structured chemostat, and to study how a special structure can alter this function, and what
are the key parameters.

Keywords : Dynamical systems, numerical simulations, microbial ecology of soil, chemostat model.
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