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Introduction

1.1 Motivation

Lors de I'étude de la fabrication de fromages, des courbes d’acidification sont obtenues
sous différentes conditions expérimentales au laboratoire INRA de Poligny, Jura (Jeanson
et al., 2009). Sous des conditions idéales, les courbes obtenues doivent avoir certaines par-
ticularités : croissance, décroissance, valeurs comprises entre 2 valeurs connues, régularité,
etc. Malheureusement, les appareils de mesures étant tres sensibles et ils peuvent par-
fois produissent des valeurs aberrantes pendant un intervalle de temps inconnu au cours
de 'expérimentation ce qui produit ainsi des courbes bruitées et déformées. Il est donc
important de disposer d’un outil statistique permettant de reconstruire ces courbes ob-
servées en tenant compte, d’une part, de 'information a priori connue sur la forme et
la régularité et, d’autre part, des autres courbes observées sans déformation. L’analyse
statistique bayésienne est un outil bien adapté au probleme ci-dessus et a des problemes
connexes dans la mesure ou elle permet de prendre en compte une information a priori
(indépendante des observations) et de mettre a jour cette information a priori a partir

des données observées.



2 Introduction

1.2 L’analyse statistique bayésienne

Nous considérons un cadre bayésien pour appréhender les problemes soulevés dans cette
these. La théorie de 'analyse statistique bayésienne est caractérisée par une notion fon-
damentale qui consiste a traiter n’importe quelle quantité inconnue comme une variable
aléatoire. Evidemment, on associe & cette variable aléatoire une distribution de probabi-
lité. Des arguments solides préconisant ’analyse statistique bayésienne comme une ap-
proche d’inférence cohérente peuvent étres trouvés dans Savage (1961), Cornfield (1967),
de Finetti (1974), Lindley (1983) et Smith (1984).

Dans le contexte de cette these, il est souvent le cas que la fonction de régression incon-
nue f est décrite par un parametre @ € ©. Le paradigme bayésien nécessite d’abord la
considération d’une distribution a priori p(@) qui reflete la croyance a priori sur ce pa-
rametre puis 'observation des données ®© et la spécification de la vraisemblance p(©|60)
du modele de régression. Une fois les données observées, une mise a jour sur la croyance

a priori est exprimée, grace au théoreme de Bayes, dans la distribution a posteriori

( ) (210)
p(0|D) = (1.1)

Jo P(0)p(D]6)d6
o p(D) = [op(D,0)dO est la densité de la distribution marginale des observations
®. Le plus souvent, I'inférence bayésienne est concernée par 'estimation d’une fonction
d’intérét ¢g(@) en se référant a cette distribution a posteriori (1.1). Cette fonction d’intérét

peut étre exprimée par le quotient de deux intégrales :

Jo 9(0)p(6)p(D]6)d6 I,
E|g(6)D] = IROTE T (1.2)

Ici nous traitons les intégrales I; et I, en considérant que © est un ouvert de R?, d est la
dimension de 0 et g est une fonction intégrable sur ©. Les intégrations I et I, dans (1.2)
s’averent souvent incalculables et I'expression explicite de la densité a posteriori (1.1) est
obtenue a une constante d’intégration pres. En particulier, pour résoudre les challenges
de I'analyse bayésienne on peut recourir a des approximations numériques. Les méthodes
proposées dans ce contexte sont essentiellement basées sur des simulations suivant la loi
a posteriori ou des approximations stochastiques. Parmis ces outils, on peut citer a titre
d’exemples 'approximation quadratique itérative (méthode de Newton), I'approximation
de Laplace (Tierney and Kadane, 1986) et récemment les méthodes de Monte Carlo pour
I'intégration (Robert and Casella, 2004). Les méthodes de Monte Carlo désignent toute
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méthode visant a calculer une valeur numérique en utilisant des procédés aléatoires,

c’est-a-dire des techniques probabilistes.

En posant par m(0) la distribution a posteriori p(0|®), 'expression (1.2) qu’on cherche

a évaluer peut s’écrire

E[g(e)} - /@ 9(0)7(8)d0 = 1. (1.3)

L’idée de ces méthodes de Monte Carlo consiste & estimer I en utilisant la loi forte des
grands nombres. I1 s’agit alors de produire un échantillon 8, 0® ... ) en simulant

aléatoirement suivant m et d’approcher I par la moyenne empirique

E [g(@)] ~ % zT:g(O(t)), (1.4)

ou l'erreur commise est controlée par le théoreme central limite des que g(@) est de carré
intégrable (dans L?*(@)). Il ne faut pas perdre de vue que la méthode de Monte Carlo
converge lentement mais sa vitesse de convergence est insensible a la dimension (ce qui

la rend efficace en dimensions assez grandes) ainsi qu’a la régularité de la fonction g.

Ainsi, le probleme de I’évaluation d’une intégrale multidimensionnelle compliquée revient
a résoudre un probleme de génération d’'un échantillon aléatoire a partir d'une distribu-
tion de probabilité multidimensionnelle complexe. Simuler un échantillon de réalisations
indépendantes directement a partir de la distribution 7 pourrait étre un probleme difficile
mais ce n’est pas strictement nécessaire. Il suffit de simuler un échantillon 0(1), 0(2), e 0"
a partir d’'une chaine de Markov irréductible et apériodique sur © et de distribution sta-
tionnaire 7. Dans la littérature, des descriptions de méthodes permettant de construire
des chailnes de Markov appropriées et de distribution stationnaire 7w sont données par
exemple dans Besag and Green (1993), Smith and Roberts (1993) et Tierney (1994). Un
outil simple et adapté a un cadre général de simulation utilisant une chaine de Markov par
Monte Carlo (MCMC) est I'algorithme de Metropolis-Hastings (Metropolis et al., 1953;
Hastings, 1970). On cite également 1’échantillonneur de Gibbs (Geman and Geman, 1984)
qui se présente comme un cas particulier de I’algorithme de Metropolis-Hastings. Lorsque
il s’agit d’'un probléme de dimension variable pour le parametre 6 (d est un parametre
inconnu), les simulations suivant la loi a posteriori 7 peuvent étre réalisées par un al-
gorithme de type Metropolis-Hastings a sauts réversibles (Green, 1995). Cette méthode
a sauts réversibles assure des déplacements entre des espaces de dimensions différentes

dans la chaine de simulation.
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1.3 Problemes des parametres contraints

Pour les modeles bayésiens hiérarchiques, le fait d’imposer une (ou plusieurs) contrainte
sur un (ou plusieurs) parametre contribu & rendre l’analyse bayésienne complexe. En
présence d’une contrainte, I'implémentation par Metropolis-Hastings ou I’échantillonneur
de Gibbs des simulations suivant la densité a posteriori, qu'on obtient analytiquement
a une constante d’intégration pres, devient difficile. Gelfand et al. (1992) ont précisé
que ce probleme de parametre sous contrainte apparait dans une grande variété d’ap-
plications : les essais biologiques, la graduation actuarielle, les données catégorielles
ordinales, le développement des tests de fiabilité, etc. Ils ont montré dans leur tra-
vail que l'implémentation des calculs bayésiens en présence d'une contrainte se fait
systématiquement grace aux simulations par une méthode MCMC. Pour exposer clai-
rement le probleme, on prend 6° un parametre sous contrainte de dimension d; et A un
parametre de nuisance dans le modele de dimension ds. Soit la distribution a posteriori
de la forme

1
71'(90, )\|©) = 6 X p(©|00, )\) X p(00|)\)1{9c696} X p(A)l{)\eA}; (15)

ot la fonction indicatrice 1igecgey = 1 si 8 € O et 0 sinon, p(@°|A) est une densité a
priori sous contrainte pour le parametre 8 et p(A) est une densité a priori sans contrainte
pour le parametre X. Dans (1.5), 'espace sous contrainte ©° est un sous ensemble de R%
qui peut, ou non, dépendre des données suivant la nature du probleme et A C R est le

support de p(A). Le support de la densité a posteriori 7(0°, A|D) est donné par
Q:®C®A:{(0“,A):OC€®C ot AGA}, (1.6)
et ainsi la constante de normalisation C est donnée par

C= /Q p(D]6°, A)p(6°|X)p(X)dOdA. (1.7)

Si on n’a pas la contrainte, la densité a priori p(@|A) du parametre @ est complétement

connue ([,

ce qui fait que ’analyse bayésienne est tres complexe. Comme souligné par Gelfand et al.

4, P(0|A)d6 = 1). Le calcule analytique de C' n’est généralement pas disponible

(1992), simuler directement suivant 7(0°, A|D) est presque impossible. Par conséquent,
I’algorithme de Metropolis-Hastings et I’échantillonneur de Gibbs peuvent étre appliqués.
En particulier, I’étape de proposition du Metropolis-Hastings doit garantir la vérification

de la contrainte ce qui peut étre parfois cotiteux lorsque la contrainte est tres compliquée.
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1.4 Présentation de la these

Le sujet de cette these est la régression bayésienne sous contraintes de régularité et de
forme. Les travaux autour de la régression sous contraintes sont assez nombreux en sta-
tistique fréquentiste. Pour une description des principales méthodes non paramétriques
classiques, nous pourrons consulter Delecroix and Thomas-Agnan (2000). Les méthodes
proposées concernent souvent la régression isotonique et ne semblent pas pouvoir s’adap-
ter simplement a des contraintes de forme plus sophistiquées que la simple condition
de monotonie. D’ailleurs, ces méthodes n’integrent pas simultanément les contraintes de
régularité et de forme mais se décomposent souvent en deux étapes : le lissage pour satis-
faire la contrainte de régularité et 'isotonisation pour satisfaire la contrainte de monoto-
nie. En statistique bayésienne, les travaux sont rares et relativement récents (Gelfand and
Kuo, 1991; Ramgopal et al., 1993; Lavine and Mockus, 1995; Holmes and Heard, 2003;
Neelon and Dunson, 2004; Gunn and Dunson, 2005; Shively and Sager, 2009). Comme

dans le cadre fréquentiste, ils concernent surtout la régression isotonique.

La régression bayésienne permet de prendre en compte de fagcon simultanée les contraintes
de régularité et de forme. Il suffit, en effet, de placer une loi a priori sur I’ensemble des
courbes respectant les deux types de contraintes. Dans cette these, on propose 1'utilisation
des B-splines pour obtenir une régression lisse. Controler la forme de la spline engendrée
par la base de B-spline constitue une premiere difficulté a résoudre. La distribution a
posteriori étant absolument continue par rapport a la distribution a priori, les contraintes
seront prises en compte de maniere automatique dans l'inférence. Pour générer suivant
la distribution a posteriori, on utilise un algorithme de type Metropolis-Hastings dont
I’étape de proposition garantie la vérification de la contrainte de forme. La construction
d’une distribution conditionnelle qui respecte la contrainte de forme pour I'étape de
proposition constitue une deuxieme difficulté a résoudre. La fonction de régression sera
estimée par le mode a posteriori car ’espérance a posteriori ne vérifie pas nécessairement
les contraintes de forme. Le calcul numérique du mode a posteriori peut étre effectué par
un algorithme de type recuit simulé dont le principe rejoint celui de I’algorithme de type

Metropolis-Hastings.

Les résultats concernent les objectifs suivants :
— controler la forme de la spline engendrée par une base de B-spline grace au polygone
de controle pour différentes contraintes : monotonie, convexité, unimodalité, etc
(chapitres 2, 3, 4 et 5).
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— proposer un estimateur bayésien d’'une fonction de régression sous contraintes de
régularité et de forme (chapitre 3).

— approfondir I'étude de la régression sous contraintes en utilisant les B-splines a
noeuds variables et améliorer ’estimation bayésienne de la fonction de régression
(chapitres 4 et 5).

Le plan par chapitre est le suivant. Le chapitre 2 propose des résultats permettant de
controler la forme de la spline engendrée par la base de B-spline : la préservation de la k-
monotonie et en particulier de I'unimodalité sont démontrées pour la spline et le polygone
de controle. Ce chapitre 2 est plutot un synthese théorique qui trouve sa justification
pratique dans le chapitre 3 qui s’attaque au probleme concret de la reconstruction des
courbes déformées d’acidification. Le chapitre 3 propose un estimateur bayésien d’une
fonction de régression sous contraintes de forme et de régularité. Le chapitre 4 aborde
une technique permettant de résoudre le probleme des contraintes de forme indirectement
quand les noeuds de la base de B-spline sont variables. Le chapitre 5 étudie un modele
Multinomial-Dirichlet permettant de varier le nombre et la position des nceuds pour
traiter le probleme de la régression a nceuds variables en présence de contraintes de

forme.

Indication La lecture de chaque chapitre de la these ne nécessite pas la lecture préalable

des autres chapitres. Les notations utilisées sont définies lors de leur premiere utilisation.
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Les B-splines univariées et le

polygone de controle

Résumé : L’objet de ce chapitre est d’étudier les fonctions B-splines uni-
variées. On s’intéresse précisément a rappeler la définition des B-splines, a
donner leurs propriétés et a définir le polygone de controle. En particulier,
a chaque spline est associée une courbe linéaire par morceaux (polygone de
contrdle) qui détermine ses variations. En utilisant le polygone de controle,
nous démontrons que la forme d’une spline engendrée par une base de B-
spline est controlée par un ensemble de points de controle qui ne sont pas
situés sur la courbe de la spline. De maniere concise, nous exprimons expli-
citement quelques contraintes de forme pour la spline (monotonie, concavité,

convexité, unimodalité, etc) en fonction des ccefficients de la spline.

2.1 Introduction

Les B-splines univariées sont des fonctions polynomiales par morceaux a support com-
pact. Ces fonctions sont définies par un ordre k et une séquence de nceuds. Les noeuds
représentent les abscisses des points de jonction des morceaux de polynomes. La spline
est tout simplement une combinaison linéaire des fonctions B-splines par des ccefficients

réels appelés coefficients de la spline.

L’étude des splines a connu un développement a partir de 1946 avec 1. J. Shoenberg qui

7
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utilise pour la premiere fois le terme ”fonction-spline”. Historiquement, on peut remar-
quer que la littérature qui concerne le sujet des splines se divise en deux périodes. Dans la
premiere période, seulement les propriétés des fonctions polynomiales par morceaux sont
étudiées. Dans la deuxieme période, les recherches sont plutot consacrées a traiter les
fonctions des splines de lissage comme étant la solution unique d’un probleme d’optimi-
sation dans un espace de Hilbert (Laurent, 1972). En statistique, différents types de bases
sont utilisées : les fonctions a puissances tronquées, les splines cubiques naturelles (Green
and Silverman, 1994), la base de B-spline (Eilers and Marx, 1996), les fonctions a bases
radiales (Ripley, 1995), etc. Eilers and Marx (1996) ont montré que la base de B-spline a
de tres bonnes propriétés de stabilité numérique par rapport aux fonctions a puissances
tronquées. Dans ce chapitre, on s’intéresse a la base de B-spline et particulierement au

résumé proposé par de Boor (2001) qui contient I'essentiel sur les B-splines.

Le sujet des B-splines est d’importance extréme sur les plans théoriques et numériques.
Pour cette raison, nous avons pensé qu’il convenait de rappeler la définition en utilisant
la relation des différences divisées et présenter les propriétés des fonctions B-splines. Le
calcule des B-splines a partir de la relation des différences divisées permet d’avoir des
relations de récurrence faciles a programmer. Une fois la base de B-spline calculée, nous
dérivons la spline et nous montrons qu’il est possible de controler la forme de cette spline
par ce qu’on appelle le polygone de controle. Nous définissons le polygone de controle a
partir de l'ordre k et les nceuds de la spline. Le polygone de controle est une fonction
linéaire par morceaux qui interpdle les points de controle déterminés a partir des noeuds
et les ceefficients de la spline. Une étude de la variation de la spline en fonctions de ses
coefficients est proposée également. Nous démontrons par récurrence comment obtenir les
dérivées nieme de la spline sous 'hypothese d’équidistance des noceuds. Nous utilisons ces
dérivées pour imposer des conditions suffisantes sur les ceefficients de la spline afin de

vérifier les contraintes de monotonie et de concavité.

Ce chapitre est organisé comme suit : dans une premiere partie, nous présentons les
principaux concepts des fonctions B-splines et le polygone de controle. Une attention
particuliere est attachée a I'importance du polygone de controle pour ajuster la tendance
de la spline. Dans une deuxieme partie, nous abordons les spécificités de I’étude de la
spline sous contraintes de forme. Dans cette perspective, apres avoir dérivé la spline a
partir de la base de B-spline et des coefficients, nous exprimons explicitement certaines

contraintes de forme (monotonie, unimodalité, convexité).
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2.2 Construction des B-splines univariées

Dans cette section, on considere la méthode d’approximation par B-splines. On s’intéresse
précisément a définir les B-splines, a donner leurs propriétés et a définir le polygone
de contréole. Pour un exposé détaillé sur les B-splines, on pourra consulter de Boor
(2001). Principalement, le but se résume a comprendre comment la forme d’une courbe
est controlée par un ensemble de points de controle qui ne sont pas situés sur celle-ci.
Nous cherchons également a étudier quelques contraintes de forme pour la fonction de

régression.

Certaines notations dans cette section se présentent comme suit : nous utilisons D" f (au
lieu de () pour noter la r¢ dérivée de f, II, pour noter la collection des polynémes de
degré < r, et Il., pour noter la collection des polynomes de degré strictement inférieur

ar (ie., dordre r).

2.2.1 Définition des fonctions B-splines univariées

Rappelons brievement les principales définitions des fonctions B-splines d’ordre k sur
lesquelles s’appuiera ’approche bayésienne de 'estimation de la fonction de régression
inconnue f. On se donne une suite de points {¢; € R|t; < t;11}, appelés neuds. Le vecteur
t < (t;) est appelé le vecteur nodal et certains de ces noeuds peuvent étre confondus. Dans
le cas ou ¢ nceuds sont égaux a un réel «a, on dit que a est de multiplicité £. On définit

la B-spline a 'ordre 1 par :

1 si t; <t <ty

2.1
0 sinon . ( )

On note que cette fonction est continue a droite. On remarque au passage que les B-splines

d’ordre 1 forment une partition de I'unité :

Z Bi1(t) =1, pour tout ¢ (dans le cas ou t; = t;44, alors By = X; = 0).

A partir des B-splines de premier ordre, découlent toutes les B-splines d’ordres supérieurs

par récurrence.
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Définition 2.2.1 On définit, par récurrence sur k, les fonctions B-splines B, par la

relation de Cox-de Boor suivante :
Biplt) = wiet) By (1) + (1= wiip(®)) Bisnoa(t), (2.2)

ot la fonction w;y, est définie par

wi(t) = { Foih (2.3)

sty < g,
0 sinon.

Partant de cette définition, les fonctions B-splines sont des polynomes de degré inférieur
a k sur chaque intervalle [t;,#;41[ et de classe C*~1=% au voisinage de chaque nceud de

multiplicité ¢. La B-spline d’ordre 2 est donnée par :
Bip(t) = wip(t) Xi(t) + (1 — wiy12(2)) Xisa (¢), (2.4)

ce qui consiste a joindre deux droites de maniere a obtenir une fonction continue linéaire
par morceaux qui s’annule a Uextérieur de Uintervalle [t;, t;o[. Pour cette raison B;y est

nommée la B-spline linéaire.

Figure 2.1 — Les deux fonctions de pondération w; 2 et (1 —wjy1,2) (trait pointillé), et B-spline

linéaire (trait plein).

La B-spline d’ordre 3 est donnée par :

Bis = wisBis + (1 — wiy1,3)Bit12
= wWiswieX; + (wi3(1 —wiy12) T wip12(1 — Wi+1,3)>Xi+l
+ (1 — wir13)(1 — wit2,2) Xito,
ce qui montre que la fonction B;3 est constituée de 3 morceaux quadratiques qui se

joignent d’une maniere lisse aux niveaux des noeuds pour former une fonction quadratique

par morceaux de classe C' qui s’annule & 'extérieur de I'intervalle [t;, ¢;3[.
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wizBio (1 —wiy1,3)Biy12

t; Lit1 tito tit3

Figure 2.2 — Les deux fonctions w;3Bj2 et (1 — wit1,3)Bit1,2 (montrant 2 points de rebrousse-

ment) et leurs somme la B-spline B;s.

Ce méme raisonnement donne, apres (k — 1) étapes de récurrence, la relation pour la
fonction B;, de la forme :

i+k—1

Bir = Z bijja (25)
j=i

ol chaque bj; est un polynome de degré < k (exactement tout les bj, sont de degré
k —1). Ainsi, la B-spline d’ordre k est une fonction composée de morceaux de polynomes
de degrés < k qui s’annule a 'extérieur de [t;, t;11[. En particulier, la fonction By, vaut
effectivement zéro si t; = t; .

On en déduit également que By est positive dans l'intervalle |¢;, ¢;,x[ étant donné que
les fonctions de pondération wy, et (1 —w;t1 ) sont toujours positives dans cet intervalle
(cf. Figure 2.3).

Wik

LT | i
T 1 | |
ti tivr - ligk—1 itk
Figure 2.3 — Les deux fonctions de pondération w;, et (1—wj1 ) sont positives dans I'intervalle
Jti, tigw|.
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Une des raisons du succes des B-splines est le fait qu’en plus de la qualité d’ajustement,
elles sont éléments d’un espace vectoriel de dimension finie lorsqu’on fixe le nombre de

noeuds.

2.2.2 Définition de la spline et les propriétés des B-splines uni-

variées

La base B-spline ainsi définie, sert dans notre méthode a engendrer une spline. La spline
d’ordre k et de séquence nodale t, est par définition, une combinaison linéaire des B-

splines B;; associées a la séquence t. On note ’ensemble de ces splines par :

Skt = { ZBM@ D B € R}- (2.6)

En ce qui concerne la nature du vecteur nodal t, on précise qu’il s’agit d'une séquence
réelle croissante. Dans des situations pratiques, t est nécessairement une séquence finie.
Chaque s € Sy est un polynoéme par morceaux de dégrée < k (Sp¢ C Iloy) ou t est
la séquence des points de rupture. L’ensemble des fonctions B-splines d’ordre &k définies
sur la séquence de noeuds t constituent une base de I'espace des splines. Un exemple de
I'utilisation des B-splines dans le contexte de la régression est proposé dans la Figure
2.4 : la base a été obtenue en utilisant un ordre k = 4 et en choisissant 2 nceuds pour
construire t. On précise au passage que pour la construction d'une base B-spline il est
nécessaire d’ajouter 2k nceuds supplémentaires aux noeuds fixés de la séquence t. Pour
leurs positions, on place k& nceuds a droite de max(t) et k noeuds a gauche de min(t)
(Kochevar, 1974). Ainsi, on obtient #t + k fonctions B-spline dans la base (Chambers,
2008).

La combinaison linéaire de ces fonctions B-splines définit la fonction spline qui va servir
a 'approximation de la fonction de régression inconnue f. La dimension de la base ainsi
construite dépend de la multiplicité imposée en chaque noeud. Le lissage d'une spline
s € St est en dépendance directe également avec la multiplicité des noeuds. On rappelle

que la multiplicité des noeuds est :

Ht, St =t}
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B-splines — sum to 1 inside inner knots
Bi(x) and X By(x)
i=1

06 08 1.0

02 04

0.0

Figure 2.4 — Base de B-spline B;4 : 8 neeuds extérieurs (1.0,1.8,3.0,4.0,7.0,8.1,9.2,10.0) et 2

neceuds intérieurs t = (5.0,6.5)’. La somme 2?21 Biy(x) est en gris.

Théoréme 2.2.2 (de Boor (2001)) L’espace Syt est un espace de fonctions polyno-
miales par morceaur de dégrée < k et de points de rupture t;. Un élément de Sy est de

classe C*=1=#t ¢ chaque neeud t;.

La multiplicité des noeuds sert essentiellement a mieux controler la régularité de la spline.
D’ailleurs, le fait d’introduire des nceuds multiples dans la base B-spline fait perdre a la
spline un degré de dérivabilité (un ordre de régularité). En considérant une spline d’ordre
k = 4 par exemple, alors si on double un nceud, la spline aura seulement une dérivée
premiere continue alors que si on le triple, elle sera simplement continue. Pour plus de
détails sur la preuve du théoreme 2.2.2, on pourra se reporter a de Boor (2001).
Dans la suite, on présente le théoreme de Marsden et nous nous intéressons a discuter son
utilisation pour comprendre le lien entre la spline et son polygone de controle. Pour des
raisons de simplicité, nous supposerons que la séquence t n’est pas finie (sauf indication
contraire). On pose les hypotheses suivantes :

H : (i) on suppose que lim; ,4. t; = £00,

(7i) on suppose que t; < t;1x pour tout i (B # 0 pour tout 7),

et I’hypothese

H :t=(t1,....tm—x)"

On précise au passage qu’en utilisant une séquence t infinie de nceuds, la somme ) . B (¢)5;

est finie pour t fixé car le support des B-splines B est fini. Partant d’une séquence fini
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de neeuds, la construction d’une séquence infinie s’obtient tout simplement en ajoutant
une infinité de noeuds a la séquence finie (a droite et a gauche) et en choisissant des

coefficients supplémentaires nuls (3; = 0).

Théoréme 2.2.3 (Egalité de Marsden) Quelque soit le réel T et sous H :
= Ba(u(r), (2.7)
ou

Yin(T) = (tigr — 7) -+ (tigho1 — 7). (2.8)

)E=1 peut s’écrire

Dans la combinaison linéaire (2.7), on remarque que le polynéme (- — 7
sous la forme d’une spline. Le réel 7 est choisi arbitrairement. La supposition (7) dans
I’hypothese H assure que chaque 7 € R appartient a un support d’une certaine B-spline.

Pour plus de détails, la preuve de théoreme 2.2.3 figure dans de Boor (2001).

Cette égalité de Marsden est d’une importance extréme dans la détermination des posi-
tions de points de controle. En effet, en divisant 1'égalité (2.7) par (K —1)! et en dérivant

(1 — 1) fois par rapport a 7, on obtient :

_7' K ZBlk # i/};k( )7 (2.9)

ou on rappelle que Dg est la dérivée de la fonction g. D’apres la formule de Taylor, on

peut exprimer un polynoéme p en fonction de ses dérivées de la maniere suivante :

) =32 G Do)

qui reste valide pour tout p € I1_,. Ainsi, en utilisant 1’égalité (2.9), ce polynome p vérifie

la relation :

) = 33 Bl X py

pn=1 i

=SBy CR T ey,
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Nous introduisons la fonction \;; qui sera définie par :

w30 T Dy ), (2.10)

p=1

Alors, le polynoéme p devient tout simplement :
p() = Z sz zkp

Il est facile de vérifier que D* by, = (—=1)¥"1(k — 1)!. Quand p = 1, alors on aura
> Bir = 1 (la partition de I'unité). Ce résultat s’obtient directement en remarquant que
dans la relation (2.10) D*#p(7) = 1si p =k et D*#p(1) = 0si 1 < p < k étant donnée
que p = 1. C’est ce qui donne \jyp =1si p=1.

Egalement, D*=24);, est un polynome linéaire, cela peut se vérifier & partir de :

D2 (7) = D2 (tiss = 7) -+ (i = 7)]
= (=D (k=D + (=D 2ty + - F i) (B —2)1

Au passage on peut vérifier aussi que D*?);;(7) s’annule en :

* def

ti =i+ i)/ (k=1), (2.11)

ce qui donne 1’égalité importante suivante qui va servir plus tard dans la construction du

polygone de controle :

)= ZBik(-)p(tz‘), pour tout p € II;. (2.12)

Pour mieux comprendre 'obtention de I’égalité (2.12), on remarque que I'égalité (2.10)
ne dépend pas de 7 (le réel 7 est a choisir arbitrairement). Si p € II;, alors en prenant

T = t7, la fonction \;; devient :

k u 1 *
hap = Z —lid (e = i),

p=k—1

Remarque Pour tout t € [t;,t;x[, lorsque la fonction B (t) s’écarte de l'axe des
abscisses, la fonction 1 (t) se rapproche de la valeur zéro comme on peut le voir pour

Pexemple B;y et 1,4 dans la figure 2.5.
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| i (t)

e

Bi4(t)

12} tit1 tito = tit3 tita

Figure 2.5 — La B-spline Bjy(t) et 1;4(t) ; cas d’un noeud double t; 19 = t;43.

D’une maniere générale, les propriétés des fonctions B-splines se résument aux principaux

points suivants :

(4)
(i)
(iid)

(vid)

(viii)

la fonction By est un polynome de degré < k sur chaque intervalle [t;, t;11][;
la fonction By, s’annule en dehors de son support [t;, ;x| ;

la fonction Bj; s’annule aussi si t; = t;.1 = --- = t;.; et dans ce cas, pour tout
t € R, on aura By (t) =0;

pour tout ¢ € [t;, tix[, 0 < Bu(t) < 1;

sur lintervalle |t;,t;1x[, la fonction By, ne prend la valeur 1 que dans le cas ou

tiv1 =+ =t et en ce point seulement ;

partition de I'unité : pour tout £ € R on a
> Ba(t) =1;
i

différentiabilité : la fonction B;, est C'°° a droite de chaque noeud;

au voisinage d’un nceud de multiplicité /, la fonction B;, est seulement de classe
Ck—l—é_

2.2.3 Le polygone de controle : définition et construction

Dans la section précédente, on a défini le vecteur nodal t. Le polygone de controle est

défini ci-dessous.
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Définition 2.2.4 Le polygone de controle associé a la spline s, = Y, By3; est la fonc-

tion linéaire par morceaux qui interpole les sommets P; définis par :

= (17, Bi), (2.13)

ou t7 est défini par (2.11). On note par Cgy le polygone de controle.

Les points P; € R? sont appelés points de controle.

Remarques (i) D’apres la définition 2.2.4, le polygone de controle Cg ¢ est une spline

d’ordre 2 qui s’écrit :

. t—t t— ) )
C’@t()df(l— . )ﬁ, 1+ <* ﬁ)ﬁz, pour t; <t <tj,,.

*
i+1 t i+1

Dans le cas ou t; = t;, le sommet P; est tout simplement ignoré. Le polygone de controle
Cs est une spline définie sur le vecteur nodal t* “ (t7). Alors, le polygone s’obtient de
la fagon suivante : on passe une ligne polygonale par les points (¢}, 5;_1) de maniere a ce
que si t varie entre deux nceuds t} et ¢, on décrit le segment [(t}, B;—1), (4, 5:)] avec

une pente constante. Si ¢t} < 7 |1, bour tout z, on peut écrire le polygone autrement :

t— 1t} t—t;
Cp(t) Zl[tl,tl+1 [( —1*>ﬂi71+( " )@},
I tia —t
ou 1, désigne la fonction indicatrice de I'ensemble A. La courbe obtenue est continue

mais non dérivable.

(i) Les splines de Bézier représentent un cas particulier des splines engendrées par
une base B-spline. Par définition, la spline de Bézier S” est une combinaison linéaire
des polynomes de Bernstein BE. Pour un degré d, il y a d+1 polynomes de Bernstein
BY, ..., BS définis sur V'intervalle [0,1] par B(t) = C8i(1 — )4~ ot Cf = ,(d . Cette

base de Bernstein est une base B-spline particuliere en choisissant un Vecteur nodal

t=(t; =+ =tpy1 = 0,tp42 = -+ = logr2 = 1). Pour un intervalle [a, b] quelconque, il
faut simplement faire un changement de variable u(t) = =% pour revenir & la définition

précédente.

(i1) Les splines engendrées par la base B-spline ont la propriété d’étre locales : le fait de
modifier un ccefficient ; ne modifie la spline que sur k intervalles. On pourra modifier
un segment de courbe, en déplacant un ceefficient sans influencer d’autres parties de la

courbe : c¢’est la propriété du controle local (Risler, 1991).
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(7v) Sous I'hypothese H’ et lorsqu’on se donne les k noeuds extérieurs a gauche de min(t)
ou bien a droite de max(t), le polygone de contrdle détermine entiérement la spline (grace
a la bijection entre les nceuds dans le vecteur t plus & nceuds extérieurs et le vecteur t*).

On peut vérifier que #{t U {k nceuds extérieurs}}=#t* et on a :

(k=1)(t5, — ) = tivk — tip1, pour tout i. (2.14)

2.3 La convergence vers la spline

Nous nous intéressons aux propriétés de convergence du polygone de controle. L’utilisa-
tion en pratique de ces propriétés est tres précieuse en plusieurs études. On obtient un
encadrement de la spline engendrée par la base B-spline et nous étudions le théoreme de

la convergence du polygone vers la spline que 1'on écrira sous la forme suivante :

Z By (t Z [Wik<t) B;k—1(t) + <1 — Wi-i-l,k(t)) Bi+1,k—1(t))]5i
(- e ()]

tivk—1 — t; itk—1

La complexité du calcul de la spline dépend avant tout du degré de différentiabilité. C’est

pour cette raison qu’on s’arréte souvent a k = 4.

Lemme 2.3.1 Sous H, on considere les B-splines By, et le vecteur nodal t. Il existe une

constante Cy, qui dépend seulement de k telle que :

o Vil

Ck < max | Bi]. (2.15)

< max ’ ZB““ )i

La valeur exacte de (Y est inconnue mais il y a une évidence numérique forte que Cj ~
2F=1 (de Boor, 2001). Ce résultat s’interpréte comme une frontiere limite imposée par
le polygone de controle (plus précisément par les ceefficients ;) sur la spline. Donc, la

courbe de la spline s;(t) < maxCgy.

Théoréme 2.3.2 (de Boor (2001)) Sila spline s, =Y, By[3; est deux fois continiment

différentiable, alors

|Bi1 — sk(t7)] < Cr [t]*sup | D?si.(t)],
t

ot [t] = sup;(tip1 — ).
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Corollaire 2.3.3 Soit Cgy le polygone de contrile associé a la représentation )y . By [;

de la spline continue sy € Si¢. Alors, on a :

sup [si(t) — Cae(t)] < Cilt]* sup | D*sy(t))].
t t

Ainsi, le polygone Cgy converge vers la spline s, = Y. B;:3; lorsque le pas entre les
neeuds [t| devient suffisamment petit. Pour plus de détails sur les preuves de Lemme
2.3.1, théoreme 2.3.2 et le corollaire 2.3.3, nous renvoyons le lecteur a consulter de Boor
(2001).

2.4 Quelques propriétés de la spline

Dans la construction du polygone de controle, nous avons expliqué comment ce polygone
est une spline d’ordre 2. Dans cette section, on se focalise sur le controle de la forme
de la spline par le polygone de controle. Le lien entre la forme de la spline et son po-
lygone de controle associé¢ Cgy est un point essentiel dans ce chapitre. Pour étudier la
préservation de la forme, nous présentons les notions de convexité, d’insertion des nceuds

et de diminution de la variation.

2.4.1 L’enveloppe convexe

Chaque point de la spline est dans l’enveloppe convexe de k + 1 points de controle

conséeutifs : si t € [t;,t;11] alors s(t) est dans Ienveloppe convexe de {P;_y, ..., P}.
On appelle enveloppe convexe de {P,_y, ..., P;} le plus petit convexe qui contient les
k + 1 points de controle consécutifs P;_y, ..., P;. Pour une spline d’ordre 2, on obtient

les enveloppes convexes en construisant tous les triangles a sommets P;, P;11 et P;o; en
ordre 3 on utiliserait des quadrilateres, et ainsi de suite. C’est la propriété de ’enveloppe
convexe (Risler, 1991).

Prenons & titre d’exemple une spline s3 d’ordre 3. Cette spline s3 est de classe C!, sa
courbe est quadratique par morceaux et passe entre les sommets P; (cf. Figure 2.6). La
spline est a l'intérieur des enveloppes convexes (quadrilateres convexes dans ce cas) ou

chaque enveloppe est obtenu a partir de 4 points de controle consécutifs.
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~ spline
P - polygone de controle
— enwveloppe conveze

Py

Figure 2.6 — Le polygone de controle et sa spline d’ordre 3 associée : avec les 8 points
de controle, nous obtenons 6 enveloppes convexes contenant tous les points de la spline
APr,....,Pa} AP, ..., P}, {Ps, ..., Ps},{Ps,...,Pr},{P5,..., Ps} et {Ps,..., Po}).

2.4.2 Insertion des nceuds

La proposition 2.4.1 ci-dessous permet d’ajouter un nouveau nceud ¢ et calculer un nou-

veau polygone de controle sans changer la spline.

Proposition 2.4.1 Sous H, soient Cszy un polygone de controle et si(t) sa spline as-

sociée. On considére t un neud supplémentaire et on pose :

Bi s1 tivk—1 <t
B; =% wir(®)Bi+ (1 — wi,k@))ﬂifl s1 ti <t <tigr-1;
Bi—l S1 Z S ti,

ot wi . est définie par (2.3) et on définit B < (B,) les caefficients pour la spline 5, d’ordre
k associée au vecteur de neeuds t = t Ut et au polygone de contréle 6575. Alors, pour tout
teR, ona:

se(t)=su(t) et COpg(f) = Cpu(f;), pour tout i,

déf —

ou %: = (ti+1 + - +Ei+k71)/(k — 1)

On obtient le méme polygone aux points ¢! et la méme spline pour tout ¢ apres l'inser-

tion d’un noeud. Chaque nceud inséré représente un point de controle supplémentaire. La
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proposition 2.4.1 se démontre par récurrence (Risler, 1991).

2.4.3 La variation de la spline

Le cadre général de I'estimation sous contraintes de forme exige la considération seule-
ment des fonctions de régression f dont la variation est connue au préalable. Evidemment,
on peut déduire la variation de f si on dispose de la variation de sa dérivée ou de son
intégrale. La connaissance a priori de la variation de f permet de spécifier les contraintes
adéquates a imposer sur la forme de ’estimateur. Dans ce paragraphe, on propose, d'une

maniere précise, de dériver la spline s; et étudier quelques variations.

Théoréme 2.4.2 (de Boor, 2001) Sous H, si T, défini dans (2.10) avec la fonction N\,

est choisi dans le support [t;, t; x| de la fonction B-spline By, alors

Nie(D2 Bins,) = 8.
J

Pour démontrer le théoreme 2.4.2, il faut prouver sous certaines conditions qu’on a

1, sii=j;

0, sinon.

N B = 6i; < {
Pour plus de détails sur cette preuve, on pourra consulter de Boor (2001, p.17).

Propriété (de Boor, 2001) En choisissant 7 €]t;, t;ix—1[=|ti—1, tizr—1[N]ti, tivx[, la dérivée
premiere de la spline s, = ). 5; By, est également une spline de méme vecteur nodal (¢;)

mais d’ordre inférieur qui vaut k — 1 et on a :
D> BiBux=Y BB (2.16)

Nous remarquons que la spline s, = ) . §;B;; peut ne pas étre méme continue en ¢; et a
ce moment (Ds)(t;) n’a pas de sens. Par contre la limite a droite Dsg(t;+) et la limite
a gauche (Dsy)(t;—) ont toujours un sens. On peut obtenir les ceefficients de la dérivée

premiere de la spline par :

5[1] = Nis—1(Dsy). (2.17)

2
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Dans la suite, nous utilisons (2.16) et (2.17) pour calculer les dérivées successives de la
spline s, et plus précisément pour exprimer les ceefficients des splines dérivées en fonction
des ceefficients )\; ; définis par (2.10).

Lemme 2.4.3 Soit t le vecteur nodal tel que les neeuds t; sont équidistants : pour tout

i, (tiy1 — ti) est une constante strictement positive. On note :

P, :Vi,Vk > 1, (tiyg—1 —ti)ig—1 = w,[,lj;
et pour tout n > 1, Py :Vi,Vk >n, (tigr1 — 1) (fighn — ti)Vikn = w[‘,ﬂ,

7

ou, CT =nl/il(n —19)!, et

7/’1[2} = (Cg%k — Clicip + Cohio g — C3this g

o DT W (C1)Cliar). (218)

(n—>5) termes

Preuve Le lemme 2.4.3 se démontre par récurrence. Premierement, vérifions le lemme
pour n = 1. En remplacant la fonction wl[,lj par son expression explicite donnée par (2.18),

nous obtenons :

Ul = (Chban + (~1)'Cloir) = Vi — -1
= (tis1 = 7) (b1 = 7) = (L = 7) -+ (L2 — 7)
= (tix1 = 7)+ (bih—z — T)[bigh1 — 7 — (L — 7)]

= Yig-1(tisr—1 — ). (2.19)

En appliquant le lemme 2.4.3 pour n = 1, on obtient le méme résultat que (2.19). Ainsi,
la proposition est vérifiée pour n = 1. Deuxiemement, supposons Pi,..., P, vraies et
montrons que P,y est vraie. Soit 7,k > n+ 1. En effectuant le changement de variable

k' = k 4+ 1 dans la proposition du lemme 2.4.3, nous obtenons :

(tivh—1 —ti) - (tivhn — ti)Vik—n = (tighr—2 — ti) - - (Livwr—n—1 — ti)Vikr—n—1
=yl =yl (2.20)

En utilisant 1'égalité (tiix—2 — i) - - (fith—n—1 — ti)Vik—n-1 = wl[?,l_l et le fait que C} +
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Cip = C?Ll, nous pouvons écrire :

w[n] ( i+k—2 ti) T (ti+k—(n+1) - ti>wi,k—(n+1) = <08¢i,k_1 - CT¢¢—1,1<;—1 + Cg¢i—2,k—1

ik—1 =
+ N +(—1)"_1CE_1¢i_n+1,k_1 + (—1)nCz¢i_n7k_1)
(n—4) termes
o O R i)
= m< oVik — [CS + Cﬂ (R [C'{ + CS} Yiok — [C; + Cg] i3k

+o DO+ O+ (C1TIC )
(n—4) termes
1
- (tisnor — 1) (CSHW — O 1 + C5 o — CE sy
" ICn 1)Ly, 1)L Ot
+ N +( ) 11/J74 n+1,k + ( ) n 1/)7,—11,]@ + ( ) +11/},L (n+1)k

(n—5) termes

Alors, nous obtenons finalement ’égalité pour un entier n 4 1 :

(tivk—1 = t)(tivp—2 — ti) -+ (Bivr—(nr1) — t)Vik—(ni1) = (CSH@DM — O g + C o

f HED O e+ (CDPCE i+ (<) O )
(n—>5) termes
n+1
= Z ﬂCn—sz Kk (2.21)

D’ou PnJrl.
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Proposition 2.4.4 Sous H, soit t le vecteur nodal tel que les neeuds t; sont équidistants :
(tix1 — ti) est une constante strictement positive pour tout i. Pour tout k > (n + 1) et
T Elti, tivk—n|, la dérivée n®™ de la spline s, = >, Bu3; est la spline d’ordre (k — n)

donnée par :

8" ,
(k=1) > g Bk sin=1;

ﬁ["] .
(k—=1)-(k—mn)Y, P o Z)Bi,,H, sin>1,

ol

B = (O3B — Clfims + C3Bs — O3By + OB

(n—T) termes

+ (=1)"2Ch_yBinsa + (1) 1Ch_ Bimnsr + (—1)“02&4).

Preuve La proposition 2.4.4 se démontre par récurrence. La dérivée premiere de la

spline s, s’obtient directement & partir du résultat de de Boor (2001, page. 22) :

D= (k=Y P

Bij—1, sit; <tipg—1-

En appliquant la proposition 2.4.4 pour n = 1 et en remarquant que Bim = 0; — Bi_1,
on obtient le méme résultat que de Boor pour la dérivée premiere. Ainsi, la proposition
est vérifiée pour n = 1. Supposons la proposition satisfaite par un entier n. Vérifions
maintenant la proposition pour un entier n+1. Pour I'obtention de la dérivée (n+1)¢"¢ de
Sk, il faut exprimer la fonction A; j_(n41)D comme une combinaison linéaire des fonctions

Air- On rappelle que la fonction \;; dépend linéairement de 1;; et est définie par :

A gHZ ””’“ A0 pirg(r, (2.22)

et, d’apres le lemme 2.4.3, on peut exprimer 1; (41, lorsque (¢;41 —t;) est une constante

strictement positive, en fonction de v;;, de la maniere suivante :

(ks — t) - (bigk(nen) — )Pk urn) = VI, (2.23)
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[n+1]

n+ 7 . . e .
ou U est donnée par (2.21). Nous posons ;' comme une combinaison linéaire des

fonctions A, de la facon suivante :

)\[n+1 (C"+1)\ — O+ ORI o — ORI N g + (1t

(n—6) termes

MNicngog + (D ICHIN ik + (D)CETIN g + (= )“Jrlczil/\z—(nﬂ),k)-

]

, N . . n+1 .
Notre but se résume & exprimer D"*ls; en fonction de )\E,f . D’ailleurs, toutes ces

considérations impliquent que :

k pu—1,[n+1]
R I e TR A

p=1

(=D Wih-wi) () po
= (ti-i—k—l - tz) e (tiJrkf(nJrl) - tl) Z (k’ _ 1)(| a2 Dk #g(T)a
p=1 '

(2.24)

en combinant les deux égalités (2.22), (2.23) et sachant que D¥~(HDy, 1y = 0.
D’apres la définition de \;;, dans 1'égalité (2.22), on peut établir que :

k—(n+1) _
— D) ik (ny1)(7)
) n41 _ ( i,k—(n+1) k—(n4+1)—p rynt-1
Aik-(nry D" g (7) ; i—n—2y © Do)
k—(n+1) 1
(=D)" Wi na) (T) y
=(k=1)(k—n-1) Y (k_1)<,“> DFrg(7).
p=1 ’

En utilisant I’égalité (2.24), la fonction \; j_(n11) s’exprime autrement sous la forme d'une

combinaison linéaire des fonctions \;; de la maniére suivante :

(k—1)---(k—n—1) Naed

)\i,k— n+1 Dn-H = i
() (tivh—1 — i) - (tiph—(ny1) — ) F

(2.25)

D’apres le théoreme 2.4.2, nous pouvons exprimer les ceefficients (; de la spline par

Bi = Nix(sg). En choisissant 7 €]t;, t;4x—n—1] et moyennant (2.17), on a

D'ls), = Z Ao 1) (D" 88) By g (1)

(k—n—1) [n+1]
N A Bij—(nr1)-
Z (tith— _t T (58) i)
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On suppose que B; j—(nt1) 7 0,1.e. t; < tippn_1,avec T €ts, tigpn1[=]ti—1, tisk—n—1[N]ti, tisi—nl.
Alors, nous obtenons 1’égalité pour I'entier n+ 1 :

/B,L-[n+1] B k 1
itk — i) (biggna — ) 0

D““sk(t):(k—l)---(k—u—l)z(t

B = (OBHB=CY* By + O3 s — G5By + (1) 2O B

(n—6) termes

()P O B + (SO B+ (<)M B i)

La proposition 2.4.4 est vérifiée également pour n + 1. O

Soit f une fonction inconnue & valeurs réelles définie sur [a,b] C R qu’on cherche a
estimer. Parmi les fonctions de régression les plus modélisées en pratique, figure le cas
de fonction croissante, fonction décroissante et fonction unimodale ou plurimodale.

Nous considérons la séquence finie des ccefficients [3; ou ¢ = 1,...,m; et on s’intéresse

a exprimer explicitement quelques contraintes de forme pour la spline d’ordre k si(t) =
St Bi(t)3; (Chang et al., 2007).

Proposition 2.4.5 Sous les hypothéses (H’) et [’équidistance des neeuds ((ti41 —t;) est

une constante strictement positive).

(i) (s est monotone) Si By < Py < -++ < B, alors pour t € [a,b] et k > 2 on a
DSk(t) Z 0.

(i) (sp est Unimodale Concave) Soit my > 3. Si Bo — 1 > 0, By — Bimp—1 < 0,
(Bi + Bia) < 2By pour i = 3,...,my — 1, alors Dsi(a) > 0, Ds(b) < 0, et
D?s;,(t) <0 pourt € [a,b] et k > 3.

Preuve D’apres la proposition 2.4.4, la dérivée Dsy(t ) (k—=1)>". (t o t)Bi,k_l(t)
et la dérivée seconde D?si(t) = (k —1)(k —2)>", G “Witbia B (1), alors la

itk—2—t) (bipr—1—11)
démonstration de (i) et (47) est immédiate. O

Dans la proposition 2.4.5, on note que (ii) représente une condition suffisante pour que
la spline sy soit unimodale concave. Nous redémontrons, un peu plus tard, les résultats

(7) et (i2) grace au polygone de controle sans contrainte (d’équidistance) sur les noeuds.
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2.4.4 Diminution de la variation

Soit ¥(+) une notation qui désigne le nombre des changements de signe dans une séquence
de réels. Pour 0 < i < p, on pose s; = sgn(a;) ou sgn(z) = —1 ou 1 selon que x est
strictement négatif ou strictement positif si a; # 0 et 5; = sgn(a;_1) si a; = 0. Lorsque
ag = 0, alors sy sera égale au signe du premier voisin de ag non nul. On dit qu’il y a un

changement de signe dans la suite ag, a1, ..., a, s’il existe 7 et j tels que :
S84 <0 et S =" =841
Par exemple, le nombre de changements de signe dans les séquences suivantes est :
¥(1,2,—1,-3) =1, v(1,-1,0,3,—1) = 3, 9(0,0,1) = 0.

On définit le nombre des changements de signe du polygone de controle Cz ¢ par le nombre
des changements de signe des ceefficients 5. On note ce nombre par ¥(Cp ¢ (t*)) = 9(5). La
variation d'une fonction a valeurs réelles f : [a, b] — R est le nombre supd(f(71),. .., f(7))
pour toute les suites de points (71, ..., 1) de [a, b] tels que (11 < - -+ < 7¢). Cette variation
sera notée V(f).

Nous énoncons par la suite un résultat important sur la variation de la spline. Dans ce

résultat, on considere une séquence finie de noeuds et on pose 5 = (B4, ..., Bm,)"-

Théoréme 2.4.6 (Diminution de la variation) Sous H’, soit s, = > Byf; la
spline définie sur [a,b] tel que ty < a < b <ty et associée au polygone de controle

Cpy. Alors, on a : 9(s) < 9(p).

Dans le théoreme 2.4.6, la spline s, est définie sur [a,b] tels que a > ¢ et b < t,, .
Les deux conditions sur les nceuds ¢ et t,,, _; sont imposées pour assurer que ] < a et
tm, = b ce qui permet de comparer les variations de la spline et du polygone de controle.
Avec le choix de a >t et b < t,,, _, les deux courbes de la spline s; et de son polygone
de controle ne sont pas décalés sur 'intervalle [a, b]. La démonstration du théoreme 2.4.6
s’organise autour de l'idée suivante : apres l'insertion d'un nceud, le polygone Cpy est
remplacé par le polygone 635 tel que 19(637{) < 9(Cpy). Pour plus de détails sur la
preuve, on pourra se rapporter a de Boor (2001, page. 32).

Lorsqu’on considere t; = -+ = tx11 < tgio, on obtient un nceud de multiplicité k& + 1
a 'extrémité gauche. La spline s; passe ainsi par le premier point de controle P; et est
tangente au premier segment du polygone de controle : c’est la condition de raccord a

gauche de la spline et le polygone. Cela n’est valable qu’aux noeuds de multiplicité k4 1.
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2.5 Controle de la forme par le polygone de controle

Les propriétés de la spline ainsi présentées permettent d’étudier le lien entre la forme
de la spline et son polygone de controle. Pour adopter un cadre de régression sous
contraintes permettant de prendre en compte des contraintes de régularité et de forme,
nous controlons la régularité par 'ordre k et le véritable probleme consiste ainsi a
controler la forme de la spline. Nous montrons que la forme d’une spline engendrée par
une base de B-spline B;; peut étre controlée grace au polygone de controle. La proposi-
tion 2.5.3 montre qu’il est possible de controler la forme d’une spline par 'intermédiaire

de son polygone de controle.

Dans la suite, on se sert du concept de la diminution de variation pour expliquer la
propriété de la préservation de forme des B-splines. D’apres cette propriété, la spline et

son polygone de controle ont la méme forme.

Corollaire 2.5.1 (Préservation de la forme) Une ligne droite traverse au maximum
la spline engendrée par la base B-spline By le nombre de fois qu’elle traverse son polygone

de controle Clgy.

La formulation mathématique de la préservation de forme est illustrée par la figure 2.7.

Pour plus de détails sur la preuve du corollaire 2.5.1, on pourra consulter de Boor (2001).

Figure 2.7 — Une spline cubique, son polygone de contréle et différentes droites qui les coupent

en des points.

Ainsi le parametre principal est le polygone de controle, dont la spline considérée épouse

les formes. Le parametre secondaire est le vecteur des noeuds. On s’en sert pour s’assurer
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que la spline passe par des points prescrits avec des tangentes prescrites pour controler

la forme.

Définition 2.5.2 (i) Une fonction f continue est k-monotone sur [a,b] s’il existe

exactement k — 1 réels distincts oy, ..., x'._, €]a,b| tels que [ est croissante (resp.
décroissante) sur [a, 2] et [x),, 2% ] oi j' = 2,4,... et décroissante (resp. crois-

sante) sur (@, ¥ ] ou j" =1,3,. ...

(i) Une fonction [ est dite unimodale s’il existe x* €]a, b tel que f est croissante sur

[a, x*] et décroissante sur [z*,b].

(iii) Une fonction f continue est k-convexe sur [a,b] s’il existe exactement k — 1 réels

distincts x,...,xl_, €la,b] tels que f est convexe (resp. concave) sur [a,x}] et
[, 2% 4] o j' = 2,4,... et concave (resp. convexe) sur [z

1,3,....

/ Y N/
1"y $]//+1:| ou j =

Proposition 2.5.3 Sous I’hypothése H’,

(i) (Préservation de la monotonie) Si le polygone de contréle Csy est monotone alors

la spline associée sy est également monotone.

11 reservation ae ta convexiie 1 1€ poilygone ae CconiroLe t €SU convere, ators La
ii) (Préservation de | ité) Si le pol de controle Cyy est lors |

spline associée sy est également convezxe.

111) (Préservation de la k-monotonie) Si le polygone de controle Cgy est k-monotone
Y9 B,

alors la spline associée s est k'-monotone avec K < k.

() (Préservation de l'unimodalité) En particulier, si le polygone de controle Cgy est

unimodal alors la spline associée s, est unimodale ou monotone.

Preuve La démonstration de (7) et (i) est détaillée dans de Boor (2001, p.32). Pour la
démonstration de (#i7) (la k-monotonie), soient Cz ¢ un polygone de controle x-monotone
et s, sa spline associée. Supposons, sans perte de généralité, que le polygone de controle
est croissant au voisinage de a en considérant les ccefficients /1 < o < -+ < 5, >
Butr 2 - 20, <o < By 2 Bt B < By = B 2 0 2 Py €t
on veut montrer que s, est au plus xk-monotone. Nous raisonnons par absurde et nous
supposons également que la spline s, est x”-monotone, ou «” > k. Alors, il existe les
intervalles Iy =|ay, b1, Is =|ag, ba, ..., I =|aw, bel, Lex1 =]aus1, but1l, - Lo =]apur, ber]
avec a1 < by < ag < by < -+ < ap < by tels que sg(ar) < sg(br), sk(az) > sk(ba), ...,
sk(a) < sk(by), Sk(aks1) > Sk(but1), - - Sk(aw) < sp(ber). D’apres la proposition 2.4.1,
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il est possible d’insérer K noeuds sans modifier la spline s;. Notons C’éft le polygone de
controle avec les K nceuds insérés. L’idée est de rajouter K nceuds de sorte que le pas
entre les noeuds [t| = sup;(tiy; — t;) — 0. Ainsi, d’apres le corollaire 2.3.3, le polygone

de controle C’é(t converge vers la spline s; et on a

sup |si(t) — C, ()] < Cultl sup [D%si(0)].

te[a,b] te(a,b]
On en déduit que CF(a1) < Cfy(br), C§laz) > CFi(ba), ..., Cflan) < CFi(by),
Cllansr) > CFi(beta), -, Chilaw) < Cfy(ber). Or, d’aprés la proposition 2.4.1, le

coefficient 3; & insérer suite a U'insertion d'un noeud ¢ vérifie toujours une combinaison

convexe de (3; et §;_; donnée par :

Bi si tivr—1 < 1
Bi= 9 wias@Bi+ (1-win@®)Bin st t<T <t
67;—1 Si Z S ti,

ce qui implique que l'insertion de BZ n’entraine pas la modification de I'ordre des ceeffi-
cients. Ainsi, un polygone de controle k-monotone demeure xk-monotone apres I'insertion
d'un ou des plusieurs noeuds ce qui fait que les inégalités Cfy(a1) < CFy(b1), Cf((az) >
Céft(bg), e C’éft(an) < Céft(bn), C’éft(a,ﬁl) > C’éft(bnﬂ), oy Céft(aﬁw) < C’éft(b,{w) de-
viennent impossibles (en contradiction avec 'hypothese 51 < By < -+ < 5, > By1 >
2 By < S By 2 By Bl < By = Bl = 0 = B,)- Dong, la spline
S, ne peut pas étre £”-monotone, ou k” > k, mais elle est x-monotone avec k' < k.

Pour la démonstration de (iv) (préservation de I'unimodalité), on remarque, d’apres la
définition 2.5.2, qu'une fonction continue est unimodale si elle est 2-monotone. Alors, le
résultat (iv) s’obtient immédiatement en utilisant la démonstration (#i:) de la proposition
2.5.3 pour Kk = 2. O

Remarques (i) La conservation de la monotonie et la convexité proviennent du fait
que toute droite coupe le polygone plus de fois que sa spline associée d’apres le corollaire
2.5.1. En effet, soient Cz¢ un polygone de controle, s; sa spline associée et p une droite.
La variation 9(s, — p) est le nombre d’intersection entre la spline et la droite p. Etant
donnée que le polygone de controle de p est la droite p elle-méme, alors Czy — p est le

polygone de controle de la spline s, — p. D’apres le théoreme 2.4.6, on a la majoration :

U(sk —p) < V(Cps = p),
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Figure 2.8 — Un exemple de polygone de controle k-monotone (k = 12) olt aucune droite ne le

coupe en 12 points.

o ¥(Cs¢ — p) est le nombre d’intersection entre le polygone de controle Cy et la droite
p.

(7i) La difficulté de démontrer la préservation de la k-monotonie dans la proposition
2.5.3(117) moyennant la remarque (i) seulement, réside dans la difficulté, d’une part, de
prouver la préservation locale de la monotonie pour chaque morceau du polygone et,
d’autre part, de caractériser un polygone x-monotone uniquement en considérant ses
intersections avec des droites horizontales ou des lignes droites (c.f. Figure 2.8).

(71) Pour une courbe polygonale PP, --- P, obtenue a partir des points P, =
(tr,B8;_1) € R?* i =1,...,my, et sous la condition P,_y # P;, i = 2,...,my, le nombre de
points d’inflexion est égale a ¥(Vs, ..., V,,, ) sachant que V; = (f;-1 — Bi—2) X (5 — Bi-1)
oui=3,...,my (Gautam, 2007).

Le polygone de controle a été défini comme une fonction linéaire qui interpole les points
de controle. Cet outil qu’on construit a partir du vecteur des noeuds et les ceefficients 3 est
d’une importance extréme dans le controle des variations de la spline. Comme on vient
de voir dans le résultat 2.5.3, il suffit d’imposer une forme quelconque sur le polygone
pour que la spline I’épouse. Estimer une fonction de régression sous contraintes par les
B-splines peut se faire en controlant la forme de la spline par des points de controle

n’appartenant pas a la courbe de la spline.

Parmi les fonctions de régression les plus modélisées en pratique, figure le cas de fonction
croissante, fonction décroissante et fonction unimodale ou plurimodale. Pour un exposé
rapide sur les contraintes de forme d’une spline s;, on présente brievement, dans ce
paragraphe, une série de contraintes. Soit S I'ensemble des vecteurs 5 = (;);2% tels que

la spline s; respecte la contrainte de forme. Par exemple, d’apres la proposition 2.5.3, si
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on impose a la spline s, d’étre croissante, on a :

pour une contrainte unimodale concave, on a :

SO = {5, | B; € R, B1 < Bay Brng—1 > Bungs Bi — 2Bi-1 + Bi—a < 0},

et pour une contrainte unimodale, on a :
anUk) ={sk|BieR =0 <Bs<- <P >By1 > 2 Bmp—1 > Py, pour I =4, my—1}.

Soit ’hypothese (H”) tel que :
(H”) : (4) On considere des nceuds de multiplicité k& + 1 aux deux extrémités du vecteur
nodal t tels que ¢ty = -+~ =ty et b, = =ty 4k

(7i) Les nceuds sont équidistants ((t;41 — t;) est une constante strictement positive).

Au passage, nous remarquons que ’hypothese (H”)(7) assure que la spline s, passe ainsi

par le premier et le dernier point de controle (P et P, ).

Proposition 2.5.4 Sous les hypothéses (H’) et (H”).

(i) (Monotone) Soit Iy obtenu par combinaison linéaire, avec des ceefficients non négatifs,
des éléments dans UﬁkZQS%\f). Alors l'adhérence de I par la norme uniforme est
lensemble des fonctions continues et croissantes sur [a, b].

(i) (Unimodale Concave) Soit Iy obtenu par combinaison linéaire, avec des ceefficients
non négatifs, des éléments dans U;’szgs,%c). Soit F' l’ensemble des fonctions sy
continument différentiables a valeurs réelles définies sur |a, b] telles que Dsi(a) > 0,
Dsi(b) < 0 et Dsy est décroissante (D?*s, < 0). Pour deuz fonctions continiment
différentiables g et h, on définit d(g,h) = ||g — hl|eo + ||Dg — Dh||so, avec || - || la

norme-sup pour les fonctions sur |a,b]. Alors l'adhérence de I, sous d, est F.

(#i) (Unimodale) Soit I3 = U%Ok:457(7(zjk)' Soit F' l’ensemble des fonctions s continiment
différentiables a valeurs réelles définies sur [a,b] et qui remplissent les propriétés
suivantes : Dsg(a) = 0 et il existe x* € [a,b] tel que Dsy(z*) = 0, Dsi(z) > 0
pour x € [a,z*] et Dsg(x) < 0 pour x € [z*,b]. Pour deux fonctions continiment
différentiables g et h, on définit d(g,h) = ||g — h||ec + ||Dg — Dh||eo, avec || || la

norme-sup pour les fonctions sur [a,b]. Alors l'adhérence de I3, sous d, est F.
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Preuve Sans perte de généralité, nous posons a = 0. (i) Il est évident que ’adhérence
de I; est contenu dans ’ensemble des fonctions continues et croissantes. Pour prouver
. . . . . . , / .
'inverse, soit s une fonction continue et crmssante Nous considérons 5, = s(ib/my),
! * gk
tf+1 x )61 1 + (t* _t*)ﬁi; pour te [tivti-i-l[v
le polygone de controle de forme croissante associé a une spline s; qui est croissante

pour i =1,...,my, et on pose Cy , = (1

également (d’apres la préservation de la monotonie dans la proposition 2.5.3). Alors, le
polygone C’B/’t est dans [;. En rajoutant K nceuds, de sorte que le pas entre les noeuds
t| = sup,(ti;1 — t;) — 0, alors d’apres le corollaire 2.3.3 le polygone de controle C’K’t
converge vers la spline s, ou C& 5 ¢ est le nouveau polygone obtenu apres l'insertion des
K nceuds. D’apres la proposition 2.4.1, le polygone C’g B est dans I; comme Cly (. Donc,
sk est dans I; également.

(i) 11 est évident que I, C F. On pose I, 'adhérence de Iy, et par conséquence on a
I, C F. Pour prouver I'inverse (F C 72), nous considérons s une spline contintiment
différentiable telle que s, € F, B, = Dsy(a) + 1/(mi)?, B, _y = Dsi(b) — 1/(my)?,
B = Dsk(ib/(mk— )), pour i = 2,...,my—2, et on associe a Dsy, le polygone de controle
Cpt = (1 — t* )51 L+ <—>B pour ¢t € [t7, 17 ] D’aprés le corollaire 2.3.3, en
rajoutant K noeuds de sorte que le pas entre les nceuds [t| < sup,(t;1 —t;) — 0, alors le
polygone de controle C’B,’t converge vers la spline Ds; ou 6’5,7t est le nouveau polygone
obtenu apres l'insertion des K noceuds. Nous posons les ceefficients 3, = si(a)(my, + K)/b,
B =B+ B+ -+ B+ B, pour i = 1,...,my + K, et la spline : H(t) = b/(my, +
K) S B, o(1) 8] pour t € [a, b]. En considérant des nceuds équidistants (1 —t; = 7o)
et en choisissant 79 = b/(my, + K), alors par simple application de la proposition 2.4.4
on obtient la dérivée de la spline DH (t) = mkng T[()]Ek 11) SR (B — B ) By (t) =
S BB, o (1) = Cl - Donc, comme O, converge vers Dsy, et Chy, = DH alors H

converge vers si. On peut vérifier également que H(a) = si(a). La séquence [/, qui a

été construite a partir de la dérivée Dsy, est décroissante avec ﬁ; > 0, /B/ 1 < 0 et
B, =26,y + Bio = B — Bi_y. On en déduit que 8, — 8 > 0, /Bmk - Bmk p < 0et
B, — 28, + ;5 <0. Alors H C I, et immédiatement on conclut que s C .

La démonstration de (#7) est similaire a la preuve (i) et pour cette raison elle ne sera

pas évoquée. O

Dans le chapitre 3 suivant, nous présentons une méthode de régression bayésienne sous
contraintes de régularité et de forme. Nous utilisons une base de B-spline pour modéliser
la fonction de régression et nous expliquons comment mettre en ceuvre le controle de la

forme de la fonction de régression grace a l'inférence bayésienne.
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2 : Les B-splines univariées et le polygone de controle
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La régression bayésienne sous

contraintes

Résumé : L’objet de ce chapitre est de proposer un estimateur bayésien
d’une fonction de régression sous contrainte de forme et de régularité. Les
contraintes sont prises en compte grace a la loi a priori. Pour construire la
distribution a priori sur la fonction de régression, nous utilisons une base de
B-spline. La contrainte de régularité sera controlée par 'ordre k de la spline.
La forme de 'estimateur sera controlée grace au polygone de controle. L’esti-
mateur choisi est le mode a posteriori. Il est calculé a partir d’un algorithme
de type recuit simulé dont ’étape de proposition garantit I'introduction de
la contrainte de forme. Des simulations suivant la loi a posteriori sont ob-
tenues grace a un algorithme de type Metropolis-Hastings. Nous présentons

également une application sur des données réelles.

3.1 Introduction

L’estimation d’une fonction de régression sous des contraintes de régularité et de forme
est d'un intérét considérable dans de nombreuses applications. Les exemples typiques
incluent, entre autres, les courbes de doses-réponses en médecine, la construction de
la fonction d’utilité, les fonctions de productions dans l'industrie, etc. La fonction qui

fournit la meilleure prévision d'une variable dépendante y en fonction d’une variable
35
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indépendante = est I'espérance conditionnelle E(y|z) = f(x). Cette fonction est appelée
fonction de régression et son estimation a partir de n copies indépendantes du couple (z, y)

est un probleme dans la théorie statistique. Nous considérons le cas ou (z,y) € R x R.

Pour étudier la régression sous contraintes, différentes approches fréquentiste et bayésienne
sont proposées dans la littérature. Globalement, ces approches consistent a étudier une
seule contrainte sur un intervalle déterminé par le domaine de définition de la variable
indépendante. Dans le cas fréquentiste, la littérature est plutot large et essentiellement
basée sur les méthodes a noyaux et les splines de régression ou les splines de lissage
(Wright and Wegman (1980), Villalobos and Wahba (1987), Mukerjee (1988), Mammen
(1991), Ramsay (1998), Meyer (2008)). En ce qui concerne les travaux basés sur les
splines, la régression sous contrainte de monotonie a été étudiée par Mammen (1991)
et Ramsay (1998). Mammen (1991) a utilisé une discrétisation avec des contraintes de
lissage et d’isotonisation a chaque étape pour estimer une fonction de régression mono-
tone. Mammen and Thomas-Agnan (1999) ont proposé une méthode pour contraindre
les splines de lissage en calculant d’abord la spline de lissage sans restriction puis en pro-
jetant la spline dans I’espace contraint en utilisant une norme de type Sobolev. Un travail
plus général étudiant I'inférence sous des contraintes de convexité et de monotonie dans
la régression spline a été proposé par Meyer (2008). Pour une description des principales
méthodes non paramétriques classiques, nous pourrons consulter Delecroix and Thomas-
Agnan (2000). Dans le cadre bayésien, les travaux sont plus rares, relativement récents et
concernent surtout la régression isotonique. Les deux travaux de Gelfand and Kuo (1991)
et Ramgopal et al. (1993) ont proposé une méthode bayésienne sous contraintes pour 1’es-
timation des courbes de dose-réponse. Lavine and Mockus (1995) utilisent un processus de
Dirichlet dans une méthode non paramétrique bayésienne pour ’estimation d’une fonc-
tion de régression isotonique. Leur méthode fonctionne seulement pour des problemes
d’estimation sous contraintes de monotonie et ne peut pas étre utilisée directement en
présence de régions plates dans la courbe de dose-réponse. Pour résoudre le probleme des
régions plates, Holmes and Heard (2003) ont proposé une approche bayésienne pour la
régression isotonique en utilisant une fonction constante par morceaux avec des positions
et un nombre de nceuds inconnus. Une autre approche différente a été proposée par Nee-
lon and Dunson (2004) donnant une approximation de la fonction de régression par une
fonction linéaire par morceaux. Dans ce dernier article, une corrélation entre les pentes
a été mise en ceuvre grace a la loi a priori. Cette loi a priori charge les pentes nulles

ce qui permet a la méthode de détecter efficacement les régions plates dans la courbe.
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Gunn and Dunson (2005) utilisent un modele bayésien hiérarchique pour modéliser les
courbes unimodales. Récemment, Shively and Sager (2009) ont proposé deux approches
performantes pour les fonctions de régression monotones et lisses : la premiere repose
sur la caractérisation des fonctions monotones lisses proposée par Ramsay (1998) et la

seconde est basée sur les splines de régression avec les bases de puissance tronquées.

Dans ce travail, nous adoptons un cadre bayésien ou, pour introduire des connaissances
a priori sur la fonction de régression, des contraintes de régularité et de forme seront
exprimées grace a la distribution a priori. Pour obtenir une régression lisse, on propose
I'utilisation des B-splines. La régression avec les B-splines assure une estimation lisse,
flexible et parcimonieuse. La construction de la base B-spline dépend essentiellement
d’un parametre crucial appelé le vecteur nodal. Il est connue que la régression B-spline
est sensible au nombre et aux positions des nceuds (Meyer, 2008). La méthode proposée
est basée sur la modélisation de la fonction de régression par une spline engendrée par
la base B-spline. La forme de la courbe estimée est controlée simplement a partir de
ses ceefficients dans la base B-spline. Ce dernier résultat est obtenu par l'intermédiaire
du polygone de controle dont la définition et certaines propriétés sont données dans
le Chapitre 2. Malgré la prise en compte de contraintes dans la loi a priori, il reste
possible de dériver une expression analytique a une constante pres de la loi a posteriori.
Contrairement a la régression bayésienne sans contraintes, il n’est plus possible de calculer
directement l'estimateur. Nous estimons f par le mode a posteriori, car contrairement a
Iespérance a posteriori, il vérifie nécessairement les contraintes de forme. Précisément,
ce mode est calculé par un algorithme de type recuit simulé qui permet de prendre en
compte la contrainte de forme dans I'étape de proposition. Un intervalle de crédibilité est
obtenu a partir de simulations suivant un algorithme de type Metropolis-Hastings avec

la méme étape de proposition.

Ce chapitre est organisé comme suit : dans une premiere partie, nous présentons le modele
de régression sous contraintes. Nous expliquons comment les contraintes sont prises en
compte grace a la loi a priori. Une attention particuliere est attachée a I'importance du
polygone de controle pour ajuster la tendance de la courbe modélisée. Dans une deuxieme
partie, nous abordons les spécificités de l'inférence bayésienne. Dans cette perspective,
apres avoir dérivé la densité a posteriori, nous expliquons par une étude de simulation
comment mettre en avant les principaux concepts et leur mise en ceuvre pratique. En-
fin, nous illustrons par une application comment reconstruire des courbes d’acidification

(diminution de pH).
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3.2 Le modeéle

Le probleme majeur de la régression est la détermination de la relation entre un vecteur
de réponse y = (y1,...,yn)" et un vecteur explicatif € = (z1,...,z,)". Le modele de

régression classique reliant les deux variables est le suivant :

y]:f(x])—l—sj, ]:177n7 <31)

ou f est une fonction inconnue et € = (gq,...,&,)" est I'erreur de distribution Normale
d’espérance nulle £; ~ N(0, 0?) ot 62 < co. Nous introduisons une modélisation de f dans
le modele (3.1) moyennant les B-splines étudiées dans le Chapitre 2. Pour 0 < a < b < oo,
on suppose que f : [a,b] C R +— R est donnée par la combinaison linéaire des fonctions

B-splines suivante :
Mg
fl@)=>_ Bu(z)8,  Vx€lab] (3.2)
=1

En combinant (3.1) et (3.2) nous obtenons le modele qui tient compte de la modélisation

de la fonction f par les fonctions By :

{yj:f(x]—)+€j, j=1,...,n,

f(x) =320 BiBix(x), YV € [a,b].

Les ccefficients 3; € R sont & estimer avec la variance 0. Nous controlons la forme de
la fonction f par le polygone de contole Cg¢. On rappelle qu'on obtient le polygone de
controle a partir des ceefficients f; et t* définis par (2.11). L’écriture du modele (3.1) est

équivalente a I’écriture en notation matricielle suivante :

y= Bp +e¢,
Bl,k<$1> Bmk,k<x1)
avec 8= (B1,. .., Bm,) et B = : :
Bl,k(xn) o Bmk,k(xn)

Dans la suite, nous expliquons comment prendre en compte les informations a priori sur
la forme de la fonction de régression grace a la loi a priori. Nous donnons analytiquement
la distribution a priori choisie apres la prise en compte de la contrainte de forme et nous
montrons qu’il est possible d’obtenir analytiquement, a une constante d’intégration pres,

la densité de la loi a posteriori.
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3.3 Inférence bayésienne

Dans le paradigme bayésien, une probabilité n’est pas interprétée comme le passage
a la limite d'une fréquence, mais plutot comme la traduction numérique d’un état de
connaissance. On note par © l'ensemble des parametres inconnus dans le modele de
régression. On désigne par 6 un élément générique de ©. Nous considérons que la loi
a priori est de densité de probabilité = par rapport a la mesure de Lebesgue. Soit la
notation p(-) qui désigne une densité de probabilité quelconque par rapport a la mesure
de Lebesgue. La stratégie de I'inférence bayésienne relative a notre probleme de régression

consiste a :
(i) létablissement de la loi a priori de densité 7(#) pour le parametre inconnu 6 ;

(#i) I'écriture de la vraisemblance p(y|¢) des données y = (y;)7—; quand on a le pa-

rametre 6 ;

(7ii) la détermination de la distribution a posteriori p(f|y) du parametre quand on a les

données y en utilisant le théoreme de Bayes

o1y = 20T

Jo p(y.6)do

En supposant que Perreur est de distribution Normale ¢ ~ N,(0,0%I,) ol 02 est une

o< p(y|f)7(0).

variance inconnue et I, est la matrice identité d’ordre n, alors la vraisemblance condi-
3 4 _ n \ 2 97 . N
tionnelle des données y = (y;)7_, sachant les parametres (3,0°) s’écrit de la maniere

suivante :
n

p(y|B, 0%) = (2mo?) /2 exp{ - % Z (Z/j - %Bik<xj)ﬁi)2}'

j=1
On remarque au passage que, dans un contexte fréquentiste différent de ce qu’on propose,
il est possible de maximiser cette vraisemblance sous contraintes afin d’obtenir une esti-
mation des parametres du modele a savoir les coefficients § et la variance de la régression
o%. Nous discutons ce point a la fin de ce chapitre. Dans la suite, nous retenons 1’écriture

de la vraisemblance sous la forme matricielle suivante :

p(lf.0%) = (2no®) 2 exp | — = (u— BB)(y— BS) ) (3.4)

202
La vraisemblance complete des données sachant les parametres de distribution Normale
va servir dans 'inférence bayésienne au calcul de la loi a posteriori. Partant d’une connais-
sance a priori sur la forme et la régularité de f et des données (z;,y;)j_;, on présente
dans la suite le choix du prior en décrivant les distributions de probabilité a introduire

dans l'inférence bayésienne pour I'estimation de 3 et o2.
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3.3.1 La loi a priori

La modélisation avec I’approche bayésienne est caractérisée par une loi a priori. Le choix
d’une distribution a priori représente I'information disponible sur un parametre inconnu.
La régression bayésienne offre, d’'un point de vue théorique, un cadre qui se préte bien
a la régression sous contraintes. Précisément, pour introduire une connaissance a priori
(par exemple une information géométrique sur la forme de I'estimateur de la fonction de
régression) on se sert de la loi a priori pour spécifier des contraintes. Soit S I'ensemble
des vecteurs 5 = (3;);2% tels que f respecte la contrainte de forme. Par exemple, d’apres

la proposition 2.5.3, si on impose a f d’étre croissante, on a :

S={fIBeR /L <B << B},

pour une régression unimodale concave, on a :

S = {f ‘ ﬁl € Ra 51 < ﬁ27ﬁmk—1 > Bmkaﬂz - 262‘—1 + ﬁi—Q S 0}7

et pour une régression unimodale, on a :

S={fIBER B =F<B< - <B>Bi12 2 Buy-1> By pourl =4,...,my—1}.

Pour le modele de régression (3.3), nous considérons la loi Normale Inverse Gamma
tronquée a S, qu'on note par NIG®(-,-,-,-), comme une loi a priori conjuguée pour
les parametres § = {8,0%} ~ NIG®(m,V,¢,¢). On obtient ainsi une loi a priori 7%,
conditionnée par la contrainte f € S, dont la densité est donnée, a une constante pres,

par :

(8, 0%) < p(Blo”) p(0?) 1 es)
o NIGS(m, V,€,¢)

—m) V(B - 2
& (02)EHme/2)4D) exp{ _(B=m) . (? m) + <} ST
ag

Sans la contrainte 1;gecsy, le vecteur m et la matrice V' s’interpretent comme 'espérance
a priori et la matrice de variance covariance a priori des ccefficients 5. On rappelle au
passage que la distribution de 0% ~ IG(£,<) est donnée par :

¢t

p(o?) = m(UQ)f(Hl) exp (—¢/0%), ou &, s > 0.

ou I'(§) représente la fonction Gamma.
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Ainsi, la loi a priori 79(3,0?) assure que la contrainte de forme est garantie par la
fonction indicatrice 1ygegy et la régularité est controlée par l'ordre k de la spline. La
contrainte de forme introduit une sorte d’auto-controle de la forme par les coefficients .
D’ou I'importance du polygone de controle Cg¢ dans la mesure ot la spline considérée,
ou plutot la fonction de régression inconnue f, épouse les formes au cours de I'inférence
statistique. Cela a été démontré dans la proposition 2.5.3 au niveau du Chapitre 2 ou la
forme de la spline est controlée par le polygone de controle. D’'une maniere générale, la
variance o s’interpréte comme une mesure de la dispersion dans le modele. L’idée de ne

2

pas affecter 0° a une constante réglée par une méthode quelconque telle que la validation

croisée est de réduire la sensibilité de I'inférence aux valeurs de ce parametre de variance

et d’autoriser une certaine incertitude sur o2.

3.3.2 La loi a posteriori

D’apres le théoreme de Bayes, la loi a posteriori est proportionnelle a la loi a priori
79(, 0?) multipliée par la vraisemblance p(y|3, 02). Explicitement, la densité a posteriori
des parametres {3, 0%} sachant les données y est donnée, & une constante d’intégration

pres, par :

p(3,0%|y) < p(y|B,0°) p(Blo?) p(0?)1ses)

x (im0 BN B L0 VG m) By,
o (02)7(§*+(mk/2)+1) exp{ _ (ﬁ — m*) (V*)201-§6 — m*) + 2§* }1{565}7

ou
m* = (V' 4+ B'B)"'(V'm+ B'y);
Vi =(V"'+BB)
& =E+n/2;
m/vflm + 3/y— (m*)/<v*)71m*
5 .

(3.5)

F=¢+

En interprétant cette loi a posteriori conditionnée par la contrainte f € S, il est facile
de voir qu'on retrouve une deuxieme fois la loi Normale Inverse Gamma tronquée a
S comme loi a posteriori avec une certaine mise a jour sur les parametres donnée par
(B,02|y) ~ NIG®(m*, V* £*,¢*) o m*, V*, £ et ¢* sont donnés ci dessus par (3.5).
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Remarque Nous remarquons que sans la contrainte de forme 1yzcgy, dans la loi a
posteriori p(f3,0%|y), la mise & jour sur les parametres s’interprete sans difficulté; m* et
V* sont respectivement l'espérance a posteriori et la matrice de variance covariance a
posteriori des coefficients 3. La quantité y/y— (m*)'(V*)"tm* est la somme des carrés des
résidus de l'ajustement en utilisant I'espérance a posteriori m* et la quantité ¢*/&* est
approximativement la somme des carrés des résidus lorsque £,¢ — 0 et V' — 0 (Denison
et al., 2002).

Bien qu’on obtient une expression explicite, & une constante pres, de la distribution a
posteriori des parametres du modele, il est impossible d’obtenir directement ’estima-
teur bayésien. Nous précisons a ce niveau que ’espérance a posteriori m* ne vérifie pas

nécessairement la contrainte de forme S.

La stratégie de I'inférence qu’on propose consiste a estimer f par le mode a posteriori.
Dans le calcul de cet estimateur, nous devons vérifier la prise en compte de la contrainte
de forme. Pour cela, il parait utile de recourir a une optimisation par Monte Carlo.
Précisément, pour calculer le mode a posteriori, nous utilisons une méthode MCMC
d’optimisation de type recuit simulé. Les valeurs a optimiser dans le recuit simulé sont les
éléments f3; formant le polygone de controle Cz . Conceptuellement, I'implémentation du
recuit simulé revient a construire deux étapes. Pour les spécifier, on considere une étape de
proposition qui permet I'exploration de I'espace d’états et une étape d’acceptation/rejet.
C’est dans I'étape de proposition que la contrainte de forme est vérifiée. Par exemple, la
prise en compte de la contrainte de monotonie (la régression isotonique) est réalisée de
la facon suivante :

(7) on choisi au hasard un indice | ~ Uy, m,} qui désigne I'élément §; qui va subir la
modification de valeur dans les ccefficients f3 ;

(74) une proposition /g’l sera générée a partir d'une réalisation uniforme de maniere a
ce que By ~ U, 3,0 lorsque 1€ {1,...,my} \ {1,my}, By ~ Upy g sl =1 et
Bi~Up,_, pr) 81l =my avec f7 = 1 — €' et B, = B, +¢€ ol € est une constante
a régler dans les simulations qui assure le bon fonctionnement des transitions;

(#ii) étape d’acceptation/rejet :

a. B + Bl si la proposition g; est acceptée;

b. B < [3; si la proposition EZ est rejetée.
L’algorithme est itéré N fois. D’autres exemples d’algorithmes peuvent étre proposés pour
vérifier d’autres types de contraintes S telles que la décroissance, I'unimodalité, la conca-

vité, la convexité, etc. Pour une contrainte quelconque S, elle sera garantie grace a 1’étape
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de proposition et définie de la maniére suivante : a partir de la valeur 3 & l'itération ¢
de I'algorithme, on propose de remplacer 8* par 8 = (57,..., 5/ 1, B, Bfy1, -, Bl ) tel

que :

(1) 1 ~Up,. m,, tirage de la composante de 3* & modifier;
(ii) B ~ Ugsest pigeeny ot S(BLD) = {8 (8L, By, B Blas -, BL,) € S},

ol la constante €” permet de controler la variance de la proposition. La valeur initiale 3!

peut étre choisie selon un examen visuel des données y = (y1,...,yn)"

On propose dans la suite d’étudier 1'algorithme de type recuit simulé afin de calculer le
mode a posteriori. Pour spécifier les difficultés que nous rencontrons dans 'optimisation
par le recuit simulé, nous remarquons que la maximisation de la loi a posteriori p(3, 02| y)

se ramene a minimiser la quantité :

QB) = (B —m*) (V)78 —m"), (3.6)

en considérant Q)(-) une fonction réelle définie sur un sous-ensemble fermé borné de R™*.

Alors, pour calculer le mode, il suffit de trouver I’argument minimum S5* :

f* = argmin Q(3).

Bes

L’algorithme de recuit simulé a été introduit par Metropolis et al en 1953 pour mini-
miser un critere sur un ensemble fini de tres grande taille (Robert and Casella, 2004).
Depuis cette date, il a été utilisé pour optimiser sur un ensemble continu. L’idée de re-
cuit simulé consiste a un déplacement rapide sur la surface de la fonction () & minimiser
tout en évitant lattraction intense des minima locaux. Etant donné un parametre dit
de température T}, on génere ainsi des valeurs BV, 3 ... qui seront acceptées ou re-
jetées selon le taux exp(—Q(8Y)/T;). A mesure que T; — 0, les valeurs simulées seront
situées dans un voisinage des minima globaux de la fonction ). De nombreux articles et
ouvrages ont considéré la détermination pratique de la suite 7} en fonction des itérations
t du recuit simulé (Geman and Geman, 1984; Mitra et al., 1986; Bartoli and DelMoral,
2001). Dans sa mise en ceuvre, l'algorithme du recuit simulé modifie la température 7} a
chaque itération. On note la distribution de proposition par 735[@), I’algorithme du recuit

est alors de la forme :
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A Tlitération ¢, I'algorithme est & 'état g
pour t =1,2,... faire

1. Tirer [ a partir d'une distribution uniforme sur {1,...,my}

2. Générer 3, ~ PS 50 et on pose ( = (f, . .. B, .. s Bimy)

si acceptation avec probabilité p; alors
B+ « (¢ (avec probabilité p;)
sinon
B < 3O (avec probabilité 1 — p;)
fin si
4. Diminuer T; en T}, 4.

fin pour

ALG. 1: Algorithme de recuit simulé.

Il est clair que la distribution de proposition P* P assure la proposition de valeur (

vérifiant nécessairement les contraintes a chaque 1terat10n L’étape d’acceptation/rejet

arbitre les propositions intéressantes a retenir dans les simulations pour les éléments du

vecteur = (51, .., OBm,)-

3.3.3 Convergence du recuit simulé

Certaines notations dans cette section se présentent comme suit : on note par (F,E), ou
E C R™ un espace mesurable. Pour deux mesures de probabilités, A; et Ay sur &, la
variation totale s’écrit |[A; — Xo||py = supsee [M(A) — Aa(A)|. On note également par
K1 K5 le noyau de Markov défini comme la composée des noyaux markoviens K et Ky
et qui s’écrit (K(K,)(8,d3) = [, Ki(B,du)Ks(u,dB). Si Ky = K», on utilise K7. Pour
une fonction born~ée mesurable g, ses oscillations sont osc(g) = sups z)ep2 [9(53) — g(B)|.
On note par d3(df) la mesure de Dirac. Pour désigner un vecteur sans 1’élément f;, nous

utilisons B—Z = (ﬁla ey Bl—la BH—la e aﬁmk)/~

La convergence de 'algorithme de recuit simulé dépend essentiellement d’un noyau de

transition K (/3, dﬁ) et du choix du parametre de température 7;. Pour une étude autour
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des propriétés de convergence du recuit simulé, on pourra se référer a I’ouvrage de Bartoli
and DelMoral (2001). On propose une étude de convergence de I'algorithme 1 dans la
suite ou, concernant le parametre de température 7T;, on choisit I'inverse d’'une variation
logarithmique :

o

= TS (3.7)

T,
Remarque La constante a < oo détermine la température initiale Ty, = «a. Si a est
choisie trop petite, cela pourrait conduire ’algorithme dans des pieges tels les extrema
locaux. Inversement si « est choisie trop grande, la valeur initiale de température serait
trop élevée. Une telle initialisation ralentirait la convergence de 'algorithme. Le choix
de la constante optimale « s’exprime en fonction de la transition K et des profondeurs
des pieges éventuels lorsque I'espace d’état E est fini (Bartoli and DelMoral, 2001). Nous
poserons « > nosc(Q) oun > 1.

Nous supposons que 'ensemble E est un sous-espace borné de R"* ce qui permet ['uti-
lisation de la distribution uniforme sur £. Dans le cas ou ’ensemble E n’est pas borné,
d’autres distributions de probabilités peuvent étre utilisées. On rappelle que Q(+) est la

fonction objectif de I'optimisation permettant le calcul du mode a posteriori 5*.

Soit C un compact de R nous définissons I’ensemble E par

Eg{ﬁz(ﬁl,...,ﬁmk)EC:BES}. (3.8)
Pour tout 5 € Fetl € {1,...,my}, nous définissons
Eﬂ,l = {Bl eR: (ﬁlv cee 76[—17/6l7ﬁl+1a s 7ﬁmk)/ € S} (39)

L’algorithme de recuit simulé est un algorithme markovien non homogene. Il se présente

comme une méthode de recherche aléatoire des extrema globaux d’une fonction numérique
Q E— RJ'_,

définie sur 'espace mesurable (£, £). On ne fera aucune hypothese de régularité sur cette
fonction. On supposera uniquement que ses oscillations sont bornées
0se(@) = s (1Q(8) ~ Q(A)]) < 0.
(8,8)eE?
L’exploration aléatoire de l'espace d’état sera définie a 1’aide d’'un noyau de transition
markovien K (3,dB) sur E ayant les deux propriétés (i) et (i) dans la proposition 3.3.1

suivante.
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Proposition 3.3.1 (Bartoli and DelMoral (2001)) On note par (X;)ien la chaine
de Markov associée a l’algorithme de recuit simulé de noyau de transition K. On suppo-

Sera que .

il existe une mesure de probabilité \ sur € qui soit réversible pour K. Autrement dit la
mesure A\(df)K (S, dB) est symétrique

A(dB)K (B,dB) = MdB)K (3. dB);

"

il existe un entier n > 1, un nombre " > 0 et une mesure de probabilité auxiliaire v sur

E tels que
V(B,A) e ExE, K"(3,A) > &"~(A).

n

En prenant T, = o/ log(t 4+ €) ot o > nosci(Q), alors, pour tout €” > 0 et pour toute
mesure A sur &£, on a

"

P(Xi e @) = 1, (3.10)

od
Qi = {8 € B.Q(B) < essinfy(Q) +2"}, (3.11)

et
essinfy(@) =minQ = sup {e > 0. < Q) =1}, (3.12)

Pour la preuve de la Proposition 3.3.1, nous renvoyons le lecteur a Bartoli and DelMoral
(2001, p. 192).

On note par df; la mesure de Lebesgue sur R et on pose
A = / dﬁl s dﬁmk et A,&l = / dﬁl
E Eg

Pour tout (3, 3) € E?2, le noyau de transition K de la chaine de Markov (X, ),y est défini

par :
K(ﬁa dB) = (mk)il Z El(ﬁ? dB)
=1

mg

= (m)™" > <[H5,8y (dﬁl')]Kl(@bdﬁl)»

=1  U#l

(3.13)
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ou le noyau Kl(ﬂ_l,dél) = Ag} 1Eﬂ,l(5l)d5~z et f = (Bl, o ,Bmk)’. Pour f fixé, le noyau
de transition K;(8_y, dﬁ}) est de distribution uniforme sur Eg;. La mesure A(df) est la

distribution uniforme sur E :
AdB) = A" 1g(8 H dg;. (3.14)

Nous proposons dans la suite de voir si 'optimisation de type recuit simulé, avec comme
noyau de proposition K défini par (3.13), vérifie bien les propriétés de convergence (i) et
(7i) énoncées au niveau de la proposition 3.3.1. Pour cela, nous proposons dans la suite
deux propositions dont les détails de leurs preuves sont adaptées a notre cas a partir des

démonstrations proposées par Abraham (2007).

Proposition 3.3.2 La mesure A\(df)K(f, dB) est symétrique. Pour tout 5 € E, on a

A(dB)K(B,dB) = MdB)K (3., dB). (3.15)

Preuve Nous remarquons que pour démontrer la proposition 3.3.2, il suffit de vérifier,
que pour tout [ € {1,...,m}, on a [?l(ﬁ,dﬁ))\(dﬂ) = f(l(ﬁ,dﬂ)/\(dﬁ). En utilisant
Pécriture (3.13) du noyau K;(3,dB) et (3.14) de la mesure A(d3), on peut écrire

MdB)K(B,dB) = (A_llE(ﬁ) ﬁdﬁl> ([H%/ (dﬁl')]/\ﬁ 1E5,1(Bl)dﬁ~l>

V£l
= AU (B) g, (B) [H 55 (d@l,)dﬂl,} dBdf.
Il
Nous posons wi (8, 8) = A~1A; 1 5(8) 1, (B) et ws(dB, dB) = [Hl/ 65, (d@l,)dﬁ,} dB,dp,.
Alors, pour wy-presque siirement, on a By = [y pour tout I’ 2 1. Ainsi, pour ws-presque

surement, on a Eg; = E5,; et Ag; = Ag;. On en déduit que

15(8)1E,,(5) = 1(8)1E(B) = ]-E(B)]-Eﬁ-yl(ﬁl)'

Alors, wi (8, 8) = wi(B3, B) wo-presque stirement et on termine la preuve en remarquant

I’égalité

ws(dB, df) = wa(dF, dB). (3.16)
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a

Soit £, I'ensemble des permutations de {1,...,my} et v € F,,, . On note par K, (8, dj)
la composition des noyaux de transition associés a chaque permutation :
K, (B,dB) = Ky ((Bu@)s - - -+ Bum))s ABot)) Ko@) ((Buays Bugzys =+ + Butmi))s ABu2))
T Ku(mk) ((5u(1)7 cee 75u(mk—1))’ dﬁu(mk))

X ]‘Du,B (B) H dBl?
=1

ou D, 3 est le support du noyau [?l,(ﬁ, dB). Le noyau I?,,(ﬂ, dpB) est de distribution uni-

forme. On pose la constante A, 3 = [, ; dpy - --dp,, et on obtient :

K, (8,dB) = A s 1p, ,(3) [ [ dB:- (3.17)
=1

Proposition 3.3.3 5i Uyer,, Dy D E pour tout § € I, alors on a
K™ (3,dB) > (mg)” ™ \(dB). (3.18)

Preuve Pour démontrer (3.18), nous considérons les notations suivantes : 5 = 8% et

B = g™l On a
K™(8,df) = K™ (81, g™

:/.../me,dﬁm)...K(ﬁ[mk11’d5[mu>

mg mg
I =1

=1
>m" Y K (B, dpt). (3.19)
vel my,
D’apres la relation (3.17), nous pouvons écrire

Y K (8%,dpm) = 3 AL, (B)dB

I/Gka I/Gka

> A—l[ Z 1DV’5(5’)]d6 puisque : D, 3 C E, Ayg <A

I/EF'mk
> A '15(3)dp puisque : Uyes,, Dipg D FE
= \dp). (3.20)
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On termine ainsi la preuve en combinant les deux égalités (3.19) et (3.20) pour avoir

K™ (8,dB) > (my) "™ \(dp). O

3.3.4 Simulations par Metropolis-Hastings avec Gibbs

Afin de construire des bandes de confiances pour le mode a posteriori obtenu par le recuit
simulé, des simulations suivant la loi a posteriori peuvent étre réalisées par un algorithme
de type Metropolis-Hastings. En particulier, nous considérons une version hybride du
Metropolis-Hastings avec I’échantillonnage de Gibbs. Sous la loi a priori 7°, la loi a
posteriori pour (3, 0?) est de distribution normale inverse gamma NIG®(m* V* £*, ¢*)
tronquée a la contrainte S. Soit N2 . une distribution normale multivariée tronquée a S.

Il est facile de voir que les lois conditionnelles a posteriori pour 3 et o sont données par :
Blo®,y ~ Ny, (m*,a?V™), (3.21)
018,y ~ IG(€ +my/2. (B —m?Y (V) B —m) 2+ ). (3:22)

Dans l'algorithme 2, nous expliquons la mise en ceuvre de ces simulations en utilisant si-
b

multanément des étapes d’échantillonneur de Gibbs et des étapes de Metropolis-Hastings.

A Titération ¢, algorithme est & I'état (30, (62)®)

pour t =1,2, ... faire
1. Générer (%) & partir de la loi conditionnelle (3.22) sachant 5
2. Tirer [ a partir d’une distribution uniforme sur {1,..., m}

3. Générer 3 ~ 775(0 et on pose = (B, ... B, .. < Bmy)
4. Caleuler A(B, 80) = (F—m) (V)7 (B=m") = (B0 —na) (V)1 (80 —mr*)

5. Prendre p = {% = exp{—ﬁﬁ’f;ﬁ(ﬂ)> } } Al
si acceptation avec probabilité p alors
B+ = B (avec probabilité p)
sinon
B+ = B (avec probabilité 1 — p)
fin si

fin pour

ALG. 2: Algorithme de Metropolis-Hastings avec étape de Gibbs.
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3.3.5 Convergence du Metropolis-Hastings avec Gibbs

Nous étudions dans la suite théoriquement 'algorithme 2 de type Metropolis-Hastings
avec une étape de Gibbs. L’étape de Gibbs a été décrit par 1’étape 1. alors que les étapes
du Metropolis-Hastings sont données par les étapes 2.-5. dans 'algorithme 2. On note par
K(f3,02,df3) le noyau de transition défini par le remplacement de 84 par S+ dans les
étapes 2.-5. dans 'algorithme 2. En utilisant le noyau K et la distribution conditionnelle

a posteriori 7*(do?|), de 02 sachant (3 et y, donnée par (3.22), on peut écrire
K™(8,d(B,0%)) = 7*(do®|B)K(8, 0%, dP).

Pour démontrer que 7* est une distribution invariante pour K™”, il suffit de prouver que
7*(dB|o?) est une distribution invariante pour K (Chib and Grennberg, 1995, p. 332).
On précise que 7*(df]o?) est la distribution conditionnelle a posteriori, de 3 sachant o2

et y, donnée par (3.21). Par définition de K, on a
my

K(8,0° dB) = (my) ™" Y _Ki(B,0% dB),
=1

ott K;(, 02, dB) est le noyau de transition associé aux étapes 3. et 5. dans I'algorithme

2. Ainsi, on peut écrire
Ki(8, 0% dB) = pQu(B, df) + r(8)3s(d5)
ou
10 =1~ [ pQu(6.d5)

Qi(3,dB) = Cs,1p,,(6)db H(Sﬁi(d/}i),
il

Cp1 = (1E5,1 (Bl)dﬁl) _1-

Ainsi, Q;(, dB) change une seule coordonnée d’indice [ uniformément sur Eg;. Pour tous

ensembles mesurables A et B, on s’intéresse a démontrer que

| [ sui.dimasiot) = [ [ oauip.aprdsio?) (323)
AJB BJA
La densité de la distribution normale tronquée (3.21) est donnée par

©*(dBlo?*) = CLp(B)p"(Blo®)dB,
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ou p*(B|o?) est la densité normale N (m*, o?V*), d = []*" df; est la mesure de Lebesgue

sur R™k et
¢ = ([ 160w 1o%)as)

On note par m; la mesure sur R™ x R™ donnée par
my(dB,dB) = dBdB, | [ 65,(dB:) = dpidp, | [ 65, (dB:)dB;.
i#l i#l

Proposition 3.3.4 Pour tout fonction mesurable g > 0, on a
[ 9(6. Bymutds.a5) = [ 9(5. 5)mi(ap. ad) (3:24)

Preuve Pour tous ensembles mesurables A; et B;, i € {1,...,my}, il est facile de

vérifier que
ml(<,41 X A ) (B X e x Bmk)) _ (/A dﬁz/B dﬁl)(H/A i dﬁi),
! ! il Y AiNBi

On peut remarquer que (3.24) est vraie pour la fonction g de la forme

9(67 B) = 1A1><~-~><Amk><Bl><~-~><Bmk (Bv /é)

Comme les ensembles de la forme (A x -+ x A,,, ) X (By X -+ X By, ) générent un
o-algebre de R™ x R™ on en déduit que (3.24) est vraie pour une fonction g de la
forme ¢(5,3) = 1¢(8, 3) et pour tout ensemble mesurable C. Ainsi, par le théoréme de
Beppo-Levy, on conclut que (3.24) est vraie pour toute fonction g > 0. O

En posant

0(5.) = (LTI ALY (810°) 00, (5012(5),

on obtient
pQu(dB, B)m*(dBlo”) = g(B, B)mu(d}3, dB).
On précise que le rapport des densités a posteriori est

P (B.0%) _ p(Blo*)
p*(B,0?)  p*(Blo?)’
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et comme pour tout ¢ # [ on a ; = [3;, my-presque sirement, on obtient, pour m;-presque

tout (5, ) :

)= (9(3.0%) AP (Bl0) CouCL, () 16(8)
(¢ (B.0%) AP (810%)) C3,CL, ()15 (8)
9(8,5).

Alinsi, pour tous ensembles mesurables A et B, on peut écrire

/ / (3. B)ymy(d, dB) = // 1a(B)15(3)g(3. B)my(dB, dp)

// 15(8)14(A)g(3, B)mu(df, dp)

_ /B /A 9(B, Bymy(dB, dB),

et on conclut au finale que I'égalité (3.23) est vraie. En utilisant cette égalité (3.23), on

peut réécrire les mémes lignes que Tierney (1994, p. 1705) :

Ki(3o* An'(@3lo) = [ | (gt aiye(a@slo)

_ / . / oQu(B. dB)T (dBlo?) + / r(8)7* (dB|o?)

:/A/RW le(ﬁ,dB)w*(dBIUQ)+/A7”(5)7T*(d5|02)

_ / (1= () (dBlo*) + / r(B)r*(dBlo?)

— /Aw*(dmcﬂ).

Donc, 7*(df|o?) est invariante pour K;(8, 02, df3) et par conséquent 7*(df|c?) est aussi

R™k

invariante pour K (8,02, dj).

Etant donné que K est également 7*-irréductible et apériodique, on conclut que, pour

m*-presque tout (3, 0?%),
HKt(B’ 02’ ) - 7T*||VT — 0,

ou on note par || - ||yr la distance en variation totale. Si K est Harris-récurrent, alors la

convergence en variation totale aura lieu pour tout (3, 0?) (Tierney, 1994, Théoreme 1).
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3.3.6 FEtude de simulation

Nous proposons dans cette étude de simulation une mise en ceuvre de la méthode de
régression bayésienne sous contraintes. Nous expliquons a travers trois exemples d’algo-
rithmes, que nous présentons en Annexe de ce chapitre, comment simuler la régression
sous contraintes de forme. Les simulations nous permettent d’analyser le comportement
de la méthode en générant des observations (vj, f(z;))7_;, ot 3 < --+ < x,, & partir
d’'une certaine fonction f. Une fois les données générées, nous supposons que f est in-
connue et nous cherchons a 'estimer. Partant du modele univarié (3.1), on simule un
certain nombre n d’observations a partir de (f(r;))j, et d'un vecteur d’erreur gausienne
e ~ N,(0,0%L,). Pour décrire I’étude de simulation considérée, on propose d’expliquer

comment générer aléatoirement l'initialisation des algorithmes décrient précédemment.

Contrainte de monotonie. L’algorithme 3 (voir Annexe) sert a la simulation d'une
fonction de régression inconnue f; sous contrainte de forme monotone. La premiere étape
de 'algorithme consiste & initialiser le vecteur 3" pour apprendre la forme a priori de f.
Pour cela, on considere deux densités ¢;(-) et go(+) dont les supports contiennent respec-
(1)
mp

tivement les valeurs ﬂf) et Bm,. Ces densités sont déterminées a partir des observations

: . . 1 1 L : )
simulées. Une fois que ﬁi ) et ﬁ,(n,z sont générés, on construit une séquence de valeurs mo-

notones par des simples réalisations uniforme Z/{[ 5 et I'application de la statistique

B
1 k
d’ordre correspondante. Cette séquence initiale vérifie Bfl) <. < 6,(,%,1 Elle sera intro-
duite, en une deuxieme étape, pour initialiser le recuit simulé afin de calculer le mode a

posteriori.

Contrainte d’unimodalité concave. L’algorithme 4 (voir Annexe) sert a la simula-
tion d’une fonction de régression inconnue fy sous contrainte de forme unimodale concave.
La premiere étape consiste a simuler une valeur initiale 61(1) pour le mode de f, a partir
d’une densité dont le support contient a priori ce mode et a générer les valeurs initiales
pour 59), e l(i)h e ,ﬁl(}r)l, e ,(,},1 a partir d’une réalisation uniforme et la statistique
d’ordre. La séquence initiale 5(1) simulée doit vérifie la contrainte de forme 651) — il) >0,

,(r},z — 622_1 <0et (52-(1) + @@2) < 2@@1. En deuxieme étape, cette séquence sera intro-

duite pour initialiser le recuit simulé.

Contrainte d’unimodalité. L’algorithme 5 (voir Annexe) sert a la simulation d'une

fonction de régression inconnue f3 sous contrainte de forme unimodale. Comme dans
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I’algorithme 4, on simule une valeur initiale pour le mode de f3 et on génére une séquence
B 4 partir d’une réalisation uniforme et la statistique d’ordre. La séquence simulée est

introduite dans le recuit simulé pour calculer le mode a posteriori.

Dans la suite, nous proposons des tests numériques pour analyser la méthode proposée.
Pour cela, on propose de tester 'implémentation des algorithmes 3 et 5 moyennant deux

fonctions : (i) fi : monotone et (i) fo : unimodale.

On a choisi comme exemple les deux fonctions fi(z) = 5a?sin(x) et fo(x) = 5sin(z). On
génere une séquence de valeurs pour le vecteur & de la maniere suivante : x; ~ Ula, b
pour j = 1,...,n. Puis, moyennant la statistique d’ordre appropriée, on trie x dans
un ordre croissant : on obtient * = (z1,...,x,]z1 < -+ < x,). Le vecteur y prend
les valeurs simulées y; ~ N'(f.(x;),0?). Dans cette étude, nous considérons seulement
les splines d’ordre & = 4 engendrées par la base B-spline. Ce choix se justifie par un
compromis entre la simplicité du calcul de la spline d’ordre petit et la contrainte de
régularité imposée par la fonction de régression. Le choix des noeuds est arbitraire, mais
une fois la séquence nodale choisie, elle demeure fixe tout au long de I’étude de simulation.

Donc, pour les noeuds, leurs nombres et leurs positions ne sont pas variables.

Le tableau suivant résume les parametres de simulation pour les deux fonctions f; et f :

Les parametres : n mp k a b m 74 (£,9)
fi(z) =5zsin(z): 30 7 4 0 1 (3.0,3.3,3.6,3.7,3.8,4.1,4.7)/ I; (0.01,0.01)
folz)=5sin(z): 30 10 4 0 5 (2.4,6.3,6.7,8.8,4.3,3.6,2.4,-0.9,-2.3) Iy (0.01,0.01)

Les figures 3.1, 3.2, 3.5 et 3.6 présentent les résultats de simulation relatifs a la fonction
f1 et fo. Ces résultats sont obtenus par une implémentation des algorithmes 3 et 5.
La premiere étape de ces algorithmes fournit une séquence BV (cf. Figures 3.1(b) et
3.5(b)). On peut voir que la spline et son polygone de contrdle ont la méme forme dans
les Figures 3.1(b) et 3.5(b). Avant de calculer le vecteur des coefficients  par le recuit
simulé, on obtient I’espérance a posteriori sans contraintes qui résulte d’une loi a priori
non informative (8,0%) ~ 1/0? (cf. Figure 3.1(c) et 3.5(c)) et lespérance a posteriori
sans contraintes qui résulte d’une loi a priori informative (3,0%) ~ NIG (cf. Figures
3.1(d) et 3.5(d)). Le mode a posteriori est obtenu par la deuxieme étape des algorithmes.
Le mode vérifie la contrainte de forme et de régularité comme on peut le voir dans les
Figures 3.2(a) et 3.6(a). Pour illustrer le fait que I'espérance a posteriori ne vérifie pas

nécessairement la contrainte de forme, on présente la Figure 3.6(b).
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La base B-spline Initialisation des coefficients (prior)

© o
e |
- .

//"//
< -——///l/‘///
P
Z
/.’/I

o "
© |
o

~ -
<
S
~N
o o 4
e | -
o 1

T T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Index

(a) La base B-spline (3 neeuds intérieurs) (b) Spline engendrée par B et son polygone de

controle

Espérance a posteriori Espérance a posteriori

(¢c) Espérance a posteriori avec prior non informa- (d) Espérance a posteriori avec prior informatif
tif sans contraintes : (3,02) ~ 1/0? sans contraintes : (3,02) ~ NIG(m,T7,0.01,0.01)

Figure 3.1 — Etude de simulation d’une fonction isotonique : f(x) = 5z%sin(x). Le trait plein
(bleu) est la vraie fonction, le trait pointillé (rouge) est I'estimateur, les traits pointillé (noir)

sont les polygones de controle.
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Mode a posteriori
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(a) Mode a posteriori et le polygone de contrile.
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(b) Minimisation de la fonction Q(f) par le recuit simulé.

Figure 3.2 — Mode a posteriori et convergence du recuit simulé pour 'estimateur de la fonction
isotonique : f(z) = 5z?sin(z). Le trait plein (bleu) est la vraie fonction, le trait pointillé (rouge)

est lestimateur, les traits pointillé (noir) sont les polygones de controle.
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Figure 3.3 — La figure & gauche présente les bandes de confiance a 95% pour le mode a posteriori.
Le trait plein (bleu) est la vraie fonction, le trait pointillé (rouge) est le mode a posteriori,
les traits pointillé (noir) sont les bandes de confiance a 95%. La figure a droite présente la

convergence de la chaine de simulation de ¢ par 1’échantillonneur de Gibbs.

La figure 3.3 présente les résultats de 'implémentation de I’algorithme 2 de type Metropolis-
Hastings couplé a I’échantillonneur de Gibbs pour simuler les bandes de confiances & 95%
avec la variance o2 et I’algorithme 1 pour calculer le mode a posteriori. Pour obtenir le
mode a posteriori, on retient pendant la phase de convergence le vecteur de ceefficient
£ qui minimise (. Le diagnostic standard des méthodes MCMC, Figures 3.2(b) et 3.4,
présente une convergence rapide pour les algorithmes de type recuit simulé (cf. Figure
3.2(b)) et de type Metropolis-Hastings (cf. Figure 3.4). En fait, a partir de 1000 itérations,
on détecte la convergence de 'algorithme 2. Pour expliquer la facon d’obtenir les bandes
de confiances, on précise que des simulations suivant la distribution a posteriori margi-
nale des ccefficients 8 sont obtenues grace a 'algorithme de type Metropolis-Hastings.
Nous simulons une chaine de Markov sur un nombre de 500000 itérations et nous rete-
nons seulement les coefficients V) & chaque pas de N = 100 itérations. Cette procédure
permet de réduire 'effet de I'auto-corrélation. Alors, selon ce principe, 5000 courbes de
régression sont générées pour construire les bandes de confiances a 95%.

(N) ) 7,500000

Dans la suite, nous présentons les suites des coefficients (5,7 7);’y=; simulées par Metropolis-

1

Hastings et les histogrammes correspondants.
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Figure 3.4 — Simulation par Metropolis-Hastings des ceefficients 8 pour la fonction isotonique
f(x) = 5sin(z). Le trait plein (noir) présente la convergence de la chaine en fonction des
itérations et le trait pointillé (bleu) présente I'espérance a posteriori en fonction des itérations

avec le prior sous contraintes.
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Figure 3.5 - Etude de simulation d’une fonction unimodale

sans contraintes : (3,02) ~ NIG(m,Ty,0.01,0.01)
sont les polygones de controle.

: f(x) = 5sin(x). Le trait plein
(bleu) est la vraie fonction, le trait pointillé (rouge) est 'estimateur, les traits pointillé (noir)
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controle ri0T1

Figure 3.6 — Illustration de la non vérification de la contrainte d’unimodalité par I’espérance

a posteriori (Fig.(b) : le trait plein vert) calculé par une moyenne empirique.

3.4 Application a des mesures de pH (projet-Oxyred)

La méthode bayésienne de régression sous contrainte sera appliquée dans cette section sur
les données du projet Oxyred. Dans ce projet, une étude récente (Jeanson et al., 2009) a
été menée dont 'objectif est I’étude de I'influence du taux d’oxygene dissous initial et du
potentiel redox initial sur la croissance de souches de lactocoques et la diminution de pH
(acidification) dans le lait. Dans ce but, 4 modalités différentes ont été mises au point en
utilisant :

— une modalité saturée en oxygene dissous initial (Oy) ;

une modalité dépourvue d’oxygene (N,);
— une modalité dépourvue d’oxygene et dont le potentiel redox initial a été abaissé
au maximum (NyH,) ;
— une modalité intermédiaire avec un niveau moyen d’oxygene et un potentiel redox
initial abaissé (OxH,).
Ces quatre modalités ont été réalisées dans le lait reconstitué, soit en mini-réacteurs de
200 mL, soit en fermenteurs de 2 L, avec un ensemencement en souches pures de lacto-
coques. Les cinétiques de croissance, d’acidification, de réduction et de consommation

d’oxygene dissous ont été mesurées. Dans cette application, nous considérons seulement
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Figure 3.7 — Courbes d’acidification (diminution de pH) au cours du temps pour les quatre
modalités (02), (Ng), (N2H2) et (O2H2).

les cinétiques d’acidification pour les quatre modalités en fermenteurs. Les mesures de
pH sont effectuées chaque 2 minutes par une électrode. La base de donnée contient 1429
mesures de temps et de pH pour chaque modalité. Dans les fermenteurs, les problemes
d’interférences électriques ont fait remonter le pH au cours des fermentations (cf. Figure
3.7). C’est autour de cette remontée de pH que s’organise I'application de la méthode de

la régression bayésienne sous contraintes de forme et de régularité.

Pour reconstruire les courbes d’acidification, nous proposons d’appliquer la méthode de
régression sous contraintes pour les courbes dans la figure 3.7 tout en appliquant les
contraintes de formes adéquates. Les résultats de la reconstruction des courbes d’acidifi-
cation pour les 4 modalités (O,), (N3), (NaH>) et (O2H») sont présentés respectivement par
les figures 3.8, 3.9, 3.10 et 3.11. Pour résoudre les problemes de forme dans les courbes
de la figure 3.7, on en déduit que le mode a posteriori obtenu dans les figures 3.8(e),
3.9(e), 3.10(e) et 3.11(e) optimise une solution qui vérifie un certain compromis entre
les données erronées et la contrainte de forme imposée dans l'inférence bayésienne. Ce
compromis permet de rétablir la forme naturelle des courbes de pH malgré la présence
d’une erreur sur certaines mesures. Le mode a posteriori reste collé a la vraie courbe et

ne s’écarte que lorsqu’il rencontre des mesures erronées.
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Figure 3.8 — Application de la méthode bayésienne pour la reconstruction de la courbe de
diminution de pH (Modalité O3).
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Figure 3.9 — Application de la méthode bayésienne pour la reconstruction de la courbe de
diminution de pH (Modalité Ng).
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Figure 3.10 — Application de la méthode bayésienne pour la reconstruction de la courbe de
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Figure 3.11 — Application de la méthode bayésienne pour la reconstruction de la courbe de
diminution de pH (Modalité OyH3).
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Pour remédier au probleme de la déformation des courbes de pH, on propose une alter-
native qui consiste a faire extraire les mesures erronées et ne garder dans la base que les
bonnes mesures de pH. Les mesures entre le pH qui correspond a I'instant de 'apparition
des mesures fausses et le pH qui correspond a l'instant de la fin des mesures fausses
seront éliminées. En utilisant la nouvelle base des données sans les mesures erronées, on
obtient les nouveaux modes corrigés dans les figures 3.8(f), 3.9(f), 3.10(f) et 3.11(f).
Cette solution a permis de corriger la partie de remonter de pH grace a la prise en compte
des contraintes de formes. On remarque également que pour avoir une détection automa-
tique de l'apparition des mesures erronées, d’autres solutions sont proposées au niveau
de la littérature, entres autres, la méthode de changement de régime (Holmes and Heard,
2003).

3.5 Discussion

Nous avons proposé une méthode de régression bayésienne sous contraintes de régularité
et de forme basée sur les B-splines. Cette nouvelle méthode est caractérisée par la pos-
sibilité de controler la forme de I'estimateur de la fonction de régression moyennant un
polygone de controle. Ce polygone est obtenu tout simplement a partir d’une interpolation
d’un certains nombres de points de controle par des segments de droites. Les propriétés de
ce polygone de controle sont données dans ce travail ce qui permet de mieux comprendre
son lien avec la spline associée.

Pour réduire la complexité de 1'utilisation des B-splines, on préfere avoir recours seule-
ment & des noeuds fixes dans ce chapitre. Le probleme des B-splines & noeuds variables
n’a pas été évoqué. Comme il s’agit d’un contexte de régression simple, il suffit d’'une
simple inspection visuelle pour déterminer le bon jeu de nocuds dans ’estimation de la
fonction de régression inconnue f. Wold (1974) propose quelques astuces pouvant aider
a un bon choix des noeuds (Molinari, 2000).

Des contraintes de forme (monotone, unimodale, unimodale concave, ...etc) sont ex-
primées partant d’une information a priori sur la forme de la fonction de régression. La
contrainte de régularité est facilement calibrable en fonction de l'ordre k de la spline
choisie. Le mode a posteriori était choisi comme estimateur a posteriori pour la fonction
de régression inconnue. Le calcul du mode a posteriori a été fait moyennant un algo-
rithme de type recuit simulé. Pour construire les bandes de confiances de 'estimateur,
des simulations suivant la loi a posteriori ont été faites moyennant un algorithme de type

Metropolis-Hastings couplé a 1’échantillonneur de Gibbs.
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Pour tester la méthode, nous nous sommes intéressés a une large famille de courbes, com-
portant des formes monotone, unimodale et concave. Une application sur des données de
pH concernant des courbes d’acidification a été proposée. La méthode proposée, avec les
B-splines, fonctionne sur cette famille avec une erreur de reconstruction faible. Cepen-
dant, les positions et le nombre des nocuds dans la base B-splines ne sont pas variables
dans 'inférence ce qui limite les performances de la méthode. Les chapitres suivant consis-
teront a étendre la méthode a des modeles plus généraux. Pour avancer dans cette voie,
il semble qu'une étude plus poussée de la régression bayésienne sous contraintes et a
noeuds variables soit nécessaire. Une étude du comportement asymptotique de 1’estima-
teur parait intéressante également avec une analyse numérique plus fine de 'erreur de la
reconstruction des courbes pour un ou différents criteres d’erreurs. (Robert and Casella,
2004)
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Annexe
Etape 0 : Donner : my, y
Etape 1 : Simuler (Y sous contrainte de forme isotonique
¢ =Umin(yr, ..., yn), y=1/n>77_ yjl

q2 = u[@ = 1/” Z?:l Yj, max(yh cee 7yn)]

Générer %1) ~ q et 6552 ~ (2

Simuler us, ..., U, —1 & partir de loi uniforme U]
Soit Uy, . .., Ugm,—1) la statistique d’ordre de {ua, ..
1 1
é ) = U(2)7 SRR fnk*1 = U(mk—l)

(1)

On pose BN = ( 51), 51), ey Bmp)
Etape 2 : Le recuit simulé
pour t = 2,3,... faire
L~{1,...,my}
si [ =1oul=m; alors

30 _
=1~

sinon

At t—1

l() = u[ﬁl(—l )’

fin si
pO =B 8
u =U|0,1]
Pr = €XP {
si u < p, alors

B = 3
sinon

B® = gt-1)

fin si

(t—=1)

ot
7yn)7 2 ()

] ou l=my,

Umin(yy, ...

(t=1)
1]

(1)

t—1
BBy

_ Q(B“n—g(ﬁ“—l))} Al

Diminuer 7; en T;4.

fin pour

(1) (1)}
1 »Mmg

-y Um,—1} €t on pose

maX(yla cee ayn)]

ALG. 3: Algorithme de simulation d’une fonction de régression inconnue f; sous contrainte

de forme monotone.



3.5 Discussion 69

Etape 0 : Donner : my, y
Etape 1 : Simuler (Y sous contrainte de forme unimodale concave.
I~{2,....mp—1} et d= max(y1,...,yn) =min(yi,...,yn)

(1) =U[max(yy,...,yn) — d,max(yi,...,y,) + d % le mode de fy

fz( ) ~Ulys, yi] et fa(b) ~ U[yn,yn z]

W UM + 2fa(a), B et B4y ~ U-BY +2£2(0), 8]
18", BV

Simuler usg, ..., u;_1 a partir de loi uniforme

Soit Uy, - .., Uy—1) la statistique d’ordre de {ug, ..., w1}

Soit U(2), e U(’l) la statistique d’ordre de {51(1) —Uq=1), U1y —Uq—z),..., Ug) —
U2), Uy — 611 } et on pose

1 (1 1 1 1 1

é) 51)+U(z)7 (= ()+U/l)+U(/l 1) 1(7)1: i) + UG+ + UG,
Simuler vy, ..., vy, ;-1 & partir de loi umforme U %2, 1(1)]

Soit Vig), ..., Vim,—i—1) la statistique d’ordre de {vy, ..., v, 11}

Soit V(’Q),...,V’ ) la statistique d’ordre de {ﬂl(l) — Vimg=i=1), Vimg—i-1) —

(s
Vim,—1-2), -+ > Vi3) = Vi2), Vig) — 59)} et on POSG
W _ a0 0 _ 50
Bivi = 81" = Vi By = B = Vg =Vigyooeo Bl = B = Vi == Vi iy
1 1 1 1
/8(1):<ﬁ§ )7 5)7"'76; )7"'7 7(”‘}2),

Etape 2 : Le recuit simulé
pour t = 2,3, ... faire
U'~A1,...,my}
si I'=1oul =m; alors
30— U8V + 284D B ou B, =uU[-BYD + 2840, BN

U'=my my—1 e —1

sinon

3t t—1 t—1 —1 =1) (-1

l(’) = Z/{[— maX( ;/,1); l(/+1)) + 26( ) ( l(’ s l(’+1))}
fin si
- . . . B
/B(t) - (5£t )’Bét )’ Tt l(’t)7 ) ‘(.)7 T(Iik <)>1)
t t

u=U[0,1] et pt:exP{ %} A1
si u < p, alors

BO = B(t)
sinon

/B(t) = /B(t_l)
fin si

Diminuer 7} en T} 4.

fin pour

ALG. 4: Algorithme de simulation de fy sous contrainte de forme unimodale concave.
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Etape 0 : Donner : my, y
Etape 1 : Simuler Y sous contrainte de forme unimodale.
I~{2,....mp—1} et d= max(w,.‘.,yn);min(yl,m,yn)
l(l) =U[max(yy,...,yn) — d,max(yi,...,y,) + d % le mode de f3
Y~ Uy, ) et Bl ~ Ulyn, g
Simuler us, ..., u_1 A partir de loi uniforme 2/[3\", 1(1)}

Soit Uy, - .., Uy-1) la statistique d’ordre de {ug, ..., w1}
Soit U(’Q), . U(/z) la statistique d’ordre de {ﬁl(l) —Uu-1), U1y = Uu=2), ..., Uz) —
Uy, Ugg) — 69)} et on pose

W — 50 4y, B0 = B 4 Uty 4 Uty B = B 4 Uly o4 Ul
Simuler vy, ..., U, ——1 & partir de loi uniforme L{[ﬁfﬁk, ﬁl ]
Soit Vigy, ..., Vime—i—1) la statistique d’ordre de {vy, ..., vpm,—1-1}
Soit V(’Q), .. V(m o la statlsthue d’ordre de {ﬁ(l) Vimg—1-1)s Vimg—i—1) —
Vime—1-2) - Vizy = Vi2), Vioy — 51 } et on pose
Bt = B Vi By = B Vi) = Vi - Bl = B = Vi =

/

(1) _V(?))(l) (1) 1) (1)

B _(51 12 e P ey mk)
Etape 2 : Le recuit simulé
pour t =2 3, ... faire
U~ AL my}

si I'=1oul = m; alors

~z('21 =U[min(yy,...,y), (t 1)] ou 6,(2 UMmin(y,_1, -« Yn), (6= 1)]
sinon

St . t—1) (t—1 t—1) H(t—1

i =umin(8 5", ), max(8y, B

fin si
= 7 o(t=1)  H(t—1 5t t—1
B _ (gD gD A0, .;(.ﬂ,ﬁﬁnk Ql)
u=Ul0,1] et p :exp{ —%}/\1
si u < p; alors

8® — g
sinon

3O = g1
fin si

Diminuer 7} en T}44.

fin pour

ALG. 5: Algorithme de simulation de f3 sous contrainte de forme unimodale.



4

Régression bayésienne avec

B-splines a nceuds variables

Résumé : On présente une méthode de régression bayésienne avec B-splines
a nceuds variables. Pour estimer le nombre et la position des nceuds, nous
intégrons la loi a posteriori par rapport aux coefficients de régression et la
variance et nous proposons des simulations grace a un algorithme de type
Metropolis-Hastings a sauts réversibles. La configuration des nceuds est mo-
difiée grace a une heuristique qui restreint les modifications aux régions ou
la courbe change rapidement. L’inférence des ceefficients de régression est
proposée en absence et en présence de contraintes de forme. La probabilité
d’acceptation/rejet de I’algorithme de simulation & sauts réversibles est définie
par le produit de trois termes de ratio de probabilités et un terme Jacobien.
On détaille dans ce chapitre le calcul des ratio de vraisemblance, des priors,
de proposition et le terme Jacobien. On montre également qu’en présence de
contraintes de forme le rapport de vraisemblance peut étre approximé avec

une erreur de O(n=Y/2).

4.1 Introduction

Le choix des nceuds dans l'utilisation des B-splines est un sujet incontournable. Deux

approches sont envisageables pour choisir le nombre et la position des noeuds dans un
71
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modele de régression avec les B-splines. Une premiere facon de choisir les nceuds consiste
a considérer des nceuds fixes (un certain nombre de noeuds arbitrairement choisis). La
deuxieme fagon de régler ce parametre consiste a prendre des noeuds variables et a ce
moment les noeuds deviennent un parametre a estimer dans l'inférence. Cette seconde
approche parait tres pertinente et a été I'objet d’étude, surtout en statistique bayésienne,
dans plusieurs travaux (Denison et al., 1998; DiMatteo et al., 2001; Zhou and Shen, 2001;
Hansen and Kooperberg, 2002; Kyung, 2011). Denison et al. (1998) ont proposé une
approche quasi-bayésienne avec des nceuds variables dans une base de splines a puissances
tronquées afin de construire une méthode automatique d’ajustement des courbes. Dans
les méthodes de Denison et al. (1998) et DiMatteo et al. (2001), des simulations suivant
la loi a posteriori ont été faites par un algorithme de type Metropolis-Hastings a sauts
réversibles (RJIMCMC) introduit par Green (1995).

Le probleme des nceuds variables nécessite une étude approfondie ou la variabilité des
noeuds est en deux dimensions : en nombre et en positions. L’objectif est d’estimer la fonc-
tion de régression inconnue f. On suppose que les données (x;, y;)!_; sont indépendantes,

tels que y= (y1,...,yn) et €= (x1,...,x,), et qu’elles satisfont le modele usuel :

yl|x1a7$an(yl|f<$z)aU) izla"‘a”)

ot p(y;|0, o) est une distribution normale N (6, 0?), f est une fonction a valeurs réelles
définie sur un intervalle [a,b] C R et o est introduit comme un parametre de dispersion
dans le modele. On cherche a estimer la fonction f par une régression bayésienne avec
B-splines en supposant que f appartient a une classe de fonctions de dimension finie. En
particulier, la fonction f sera modélisée par une spline cubique (en fixant 'ordre k des
B-splines & 4) sur l'intervalle [a,b]. La classe des splines cubiques est assez large et sert

a Papproximation de n’importe quelle fonction localement lisse (DiMatteo et al., 2001).

Dans ce chapitre, nous proposons un nouveau schéma de simulation pour la régression
bayésienne avec B-splines a noeuds variables. Dans la mesure ou la dimension des nceuds
qui engendrent les bases de B-spline est variable, I'espace des parametres pour estimer f
est une union disjointe d’espaces de splines. Des lois a priori seront initialement spécifiées
sur les parametres inconnus du modele. La distribution a posteriori des parametres qui
en résulte couvre une large classe de modeles de prédiction. Nous étudions au méme
temps la régression en absence et en présence de contraintes de forme en considérant la
stratégie de DiMatteo et al. (2001) qui consiste a intégrer la loi a posteriori par rapport

aux ceefficients de la régression et la variance. Les noeuds seront simulés suivant leur
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loi a posteriori par un algorithme de type Metropolis-Hastings a sauts réversibles alors
que les coeefficients et la variance seront simulés autrement. En absence de contraintes
de forme, nous proposons de générer les coefficients et la variance par deux étapes de
Gibbs en utilisant leurs densités conditionnelles a posteriori. En présence de contraintes
de forme, le probleme qu’on rencontre a ce niveau réside essentiellement dans la diffi-
culté de générer des simulations suivant la distribution tronquée des ccefficients qui peut
changer de dimension dans l'inférence. Pour proposer une solution a ce probleme, nous
montrons comment le fait d’introduire des contraintes de forme permet d’obtenir une
approximation du rapport de vraisemblance sous contraintes avec une erreur de O(n‘l/ 2)
et nous utilisons les nceuds simulés apres chaque étape de RIMCMC pour calculer une
nouvelle base de B-spline et des ccefficients sans contrainte par moindres carrés. Ces
coefficients qui ne vérifient pas la contrainte seront projetés sur 'espace sous contrainte
par un opérateur de projection. Cette projection peut étre obtenue par un algorithme de
type recuit simulé dont ’étape de proposition garantie la vérification des contraintes de
forme. D’une maniere précise, le but se résume a proposer un schéma de simulation pour
la régression bayésienne sans et sous contraintes de forme en recherchant un compromis
entre la parcimonie et la flexibilité de la régression aux noeuds variables. Les résultats
numériques de cette nouvelle approche ont présenté une amélioration des performances

prédictives par rapport a d’autres méthodes citées souvent en littérature.

Dans la premiere partie, seront présentés les détails de la spécification des lois a priori
sur les parametres du modele et le calcul du ratio de vraisemblance. La deuxiéme partie
détaillera I'inférence bayésienne sur les coefficients de régression et la variance du modele.
En particulier, on propose d’élargir la méthode au cas ou des contraintes de forme sont
considérées dans l'inférence des ceefficients de régression apres chaque insertion ou sup-
pression d’un nceud. Les simulations suivant la loi a posteriori pour les positions et le
nombre des nocuds seront explicitées en détails. Finalement, des possibilités d’extension

de la méthode seront discutées en derniere partie.

4.2 Le modele de régression bayésienne

La régression est I'une des techniques les plus solicitée en statistique appliquée au niveau
du cadre fréquentiste et bayésien. Pour décrire le modele de régression, on se donne un
vecteur de réponse y et une variable explicative . Le probleme est d’estimer la relation

entre x et y qui peut servir, entres autres, a la prédiction d’autres réponses ne figurant pas
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dans les données de construction {z;}" ; et {y;}"_;. Le modele usuel pour ces observations

univariées est de la forme

ol les g; ~ N(0,02) sont considérés comme les erreurs aléatoires et o > 0 est un pa-
rametre de dispersion inconnu. Pour un couple (z,y) € R x R, la fonction f(x) est
I'espérance conditionnelle E(y|x) utilisée généralement dans les prédictions. Pour esti-
mer, il existe des techniques paramétriques et non paramétriques. Parmi ces techniques,
citons par exemple, les méthodes de projection discutées dans Mammen (1991), les po-
lynomes locaux étudiées dans Fan and Gijbels (1995), les splines de lissage et les méthodes
a noyaux (Schimek, 2000). Nous préférons ici estimer f par les B-splines pour les raisons
discutées dans les chapitres précédents. On note par le couple (k,t) la configuration des
noeuds dans la base B-spline tels que s est le nombre des nceuds et t = (¢4,...,1;) est
le vecteur nodal qui représente les positions des noeuds. Pour a < t; < --- < t, < b,
on note également par By la base de B-spline et par Bjj; une fonction B-spline (ou
j=1,...,k+ ket k est I'ordre de la base). On rappelle au passage que le cardinal des
fonctions B-spline Bj;, vaut k + k car 2k nceuds supplémentaires sont a rajouter aux
noeuds intérieurs t pour construire la base B-spline. Dans tout le chapitre, on fixe 'ordre
k a 4 et on suppose que la fonction de régression inconnue f peut étre modélisée par
une spline cubique engendrée par la base B-spline By ;. Sous ces considérations, on peut
exprimer, pour tout x € [a, b], la fonction de régression f sous la forme de la combinaison

linéaire suivante :

K+4
f@) =Y Bix(x)B;, (4.2)
j=1
ou B = (P1,...,0e+a)" est le vecteur des ccefficients de régression. Le nombre x et la

position des nceuds t sont des parametres a estimer avec la variance o2 et les coefficients
B. L’inférence consiste alors a supposer que la ”vraie” fonction de régression est inconnue
mais elle appartient a une classe de fonctions fi, fo,... ou f, désigne une fonction de

régression estimée avec exactement s nceuds.

4.2.1 Le modele hiérarchique complet

L’espace des parametres © peut s’écrire comme une réunion dénombrable de sous-espaces

© = UX,({k} x O,). On précise au passage que O, est un sous-espace de 'espace
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euclidien R x [a, b]* x [0, 00) ol (k+4) désigne la dimension de I'espace des coefficients
correspondant a la fonction de régression f,. On désigne par ) un élément générique
de O, tel que 0% = (By, ..., Buta,t1, ..., tx, 0%)'. En considérant les données y = {y;}7,,

on peut écrire le modele hiérarchique :

p(r, 0%, y) = 7o (K)o (0" K)p(ylr, 6©), (4.3)

ol p est une notation générique pour désigner une densité quelconque. Le modele (4.3)
représente un produit de probabilité des lois a priori des parametres et de la vraisem-
blance. Les simulations des parameétres et 8% seront réalisées a partir de la distribution
a posteriori p(k, 0" |y) qui représente en inférence bayésienne la distribution cible. Ainsi,
en utilisant le modele hiérarchique bayésien complet (4.3), la densité jointe a posteriori,
par rapport & la mesure de Lebesgue pour le parametre %) et la mesure de comptage

pour le parametre k, des parametres sachant les données s’écrit :

e (K)o (0% |1)p(y| K, 00)) |
2o m(&){ Jo. T (0W)|K)p(ylr, 9<H>)d9<m>}

p(r, 0" ]y) = (4.4)

Pour simuler suivant la loi a posteriori p(k, #**)|y) lorsque & est variable, le recours & une
méthode de Monte Carlo par Chaine de Markov adaptée a ce genre de simulation s’avere
nécessaire. On propose de considérer la stratégie de DiMatteo et al. (2001) qui consiste a
découpler les simualtions de (t, k) et (3,0%). Nous simulons (t, k) par un algorithme de
type Metropolis-Hastings a sauts réversibles. Cet algorithme, dont la théorie est détaillée
dans l'article de Green (1995), permet le changement de dimension s pendant les si-
mulations. Les sauts dans 'algorithme permettent les transitions entre les différentes
dimensions et positions de noeuds visitées dans la chaine. Au final, les parametres (t, k)

seront estimés par ’espérance a posteriori.

4.2.2 La spécification des priors

Nous proposons la spécification des lois a priori sur les parametres inconnus dans le
modele (4.1) ou f est donnée par (4.2). L’élément crucial dans le calcul de la base de
B-spline By, est le vecteur nodal t. Comme choix pour la loi a priori sur les positions des

neceuds, en 'absence d’une information précise, nous considérons la distribution suivante

k!

mlth) = 5=
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Pour modifier les noeuds dans les simulations, les transitions seront données par une
heuristique de position des nceuds semblable a celle proposée dans 'article de Zhou and
Shen (2001). L’idée de cette distribution consiste a insérer plus de nceuds dans les régions
ou la courbe change rapidement. Plus précisément, selon cette heuristique, on insere un
nouveau nceud avec une forte probabilité dans la région ou des noeuds ont été insérés
dans les itérations récentes. A partir de la séquence nodale t = (¢1,...,t.)’, on choisit
une distribution ¢ et le noeud & insérer ¢ est généré par la distribution ¢ centrée en t,,
(t ~ o(-|tix)). Plus de détails sur la distribution ¢ de ce noyau de proposition qui tient

compte de ’heuristique de position des nceuds seront donnés plus tard.

Remarque 4.2.1 On pourra spécifier éventuellement un prior de distribution discréte

sur la position des neeuds. Par exemple, Denison et al. (2002) ont proposé la loi suivante :

ra(t]) = ( . ) S (4.5)

K Hmax"i_l.

Cette loi a priori pour t est vague mais propre ot on supposera que k = 1,2,..., Kmax
ce qui assure que chaque valeur de k a la méme probabilité d’étre choisie que la valeur
mazximale Kuyax. La valeur k., doit étre choisie suffisamment grande pour que son effet
soit mégligeable sur la loi a posteriori. Le terme T dans (4.5) désigne le cardinal de la
collection des positions candidates préspécifiées pour les neuds a insérer. Il est clair
que toutes les collections {ti,... tx|k = 1,... Kmax} Sont équiprobables. L’avantage de
considérer ce type de prior, réside dans le fait qu’il ne pénalise pas explicitement aucune

valeur de la dimension ((k + k) x n) de la base lorsque K varie.

Pour le choix du prior 7w, sur le parametre , on peut adopter une loi de Poisson tronquée
de densité P ou bien une loi Uniforme sur l'ensemble {1,..., Kpax}. En pratique, les
résultats ne sont pas tres sensibles a la spécification de la loi a priori m,. On supposera

alors que K[A ~ P(A) tel que mi(k) x e 21y y ou A est le parametre de la

?“'7H/max

distribution de Poisson tronquée. On discutera le parametre A et le choix judicieux de
P J

KFmax plus tard dans les simulations. Avec une distribution de Poisson tronquée, la loi a

priori 7, se comporte bien pour une estimation parcimonieuse dans la mesure ou elle ne

favorise pas une dimension élevée de la base B-spline. Pour les ccefficients de régression

S, on spécifie le "g-prior” de Zellner (1986) comme loi a priori de densité mg. Cette

spécification particuliere introduit une structure de variance-covariance a priori entre
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les coefficients (3. Le g-prior associé a [ est une distribution Normale donnée par : g-
prior = N,a(m, co®(By, Byi)™"'). Ce prior a été largement discuté dans Ibrahim and
Chen (2000). Le choix de ce prior est essentiellement pour ses propriétés importantes. En
particulier, deux fonctions proches Bj . et By correspondent & deux ceefficients f3; et 3;
a priori tres corrélés. On remarque que si les deux fonctions B;, et Bj j sont proches,

alors :

f[a,b] Bj7k(l'>Bj/7k<fL')de'

1/2
(xl‘[a,b] Bj%k ($)d$ f[a,b] B?/ﬁ(l‘)dl‘)

On peut montrer que la corrélation a priori entre les coefficients diminue avec r;;,. Dans

i = ~ 1. (4.6)

le cas limite 7;;; = 0 (les fonctions B;j et Bjj sont orthogonales), les coefficients f;
et [, sont indépendants. En absence d’information précise (par exemple lorsque on a
aucune connaissance sur les signes des ccefficients), on fixe une espérance a priori égale
a zéro (m = (0,...,0)") pour f1,..., Bxrs. Pour la constante ¢, plusieurs auteurs dans la
littérature (Gustafon, 2000; Smith and Kohn, 1996) ont proposé ¢ = n. En utilisant la
taille des données, le g-prior précédemment spécifié avec ¢ = n est nommé 'information-
unitée a priori par Kass and Wasserman (1996). Selon ces considérations, le prior pour

les coefficients de régression est alors :
ma(B|t, K, 0?%) = Nita (0,02n(B;7kBt,k)_1>. (4.7)

On précise que la densité complete conditionnelle a posteriori des ccefficients de régression
4 2 _ n A n_ 2 ! -1 N ) .
est donnée par p(Blo? t, K, @, y) = N4 (H—nﬁ, 5.0 (By 1 Bek) ), ou [ est I'estimateur
de moindre carré classique des ccefficients de régression. Alors, I'espérance a posteriori
ressemble a I'estimateur des moindres carrés et devient égale a ce dernier quand n — oo
(Denison et al., 2002). Concernant la variance de régression (%), on adopte un prior de
distribution inverse-gamma de densité m,2(0?) = ZG (7, 72) ol 71,72 > 0. Pour ce prior,
dont le mode de sa densité est situé a m/(m + 1), on pose 771 = 75 = 0.01. On évite
d’affecter la valeur zéro a 7 et 75 pour ne pas avoir un prior impropre et on évite les

grandes valeurs aussi pour réduire la sensibilité de 'inférence a posteriori a 7, et 7.

4.3 La régression bayésienne sans contraintes

Dans la section précédente, on a présenté le choix du prior sur les parametres inconnus

dans le modele usuel (4.1). Ce prior se décompose de la maniere suivante :

(B, /{,’5,02) = mg(0t, /i,02)7rt(t]/<;)7r,$(/i)7raz(02), (4.8)



78 4 : Régression bayésienne avec B-splines a nceuds variables

ol 7 est une notation de la densité jointe du prior sur ’ensemble des parametres inconnus.
D’apres le choix des lois a priori discuté précédemment, on pourra calculer analytiquement
la vraisemblance intégrée des données sachant le nombre et les positions des noeuds. Nous
allons voir dans la suite, que I'intégration par rapport a 3 et o2 va servir pour simuler

uniquement suivant la loi marginale a posteriori p(t, x|y) :

polit) = [ [ plale.t.5.0%ma(01e. . 0% (o) o™ (4.9)

La méthodologie qu’on propose dans ce chapitre consiste a simplifier I'inférence a pos-
teriori en considérant dans la chaine de simulation seulement les deux parametres x et
t. Cela permet de réduire la complexité des simulations et de diminuer la dimension des

parameétres a estimer de (2x + 6) a seulement (k + 1).

4.3.1 Le calcul du ratio de vraisemblance

Posons K = k+4 etV = n(B;kBt,k)71~ Alors, pour f € Xx C R¥, la vraisemblance

(4.9) est donnée explicitement par :

p(yls,t) = /X /000 [(27r02)_% exp{ _ W= Bud)(y = Bew) }(2#02)_§|V]_1/2

202
BV)IB 1 (1) 72 2
exp { (207) }r(ﬁ)<0 ;e { - S |asdo
T «\K/2|13V" 1/2
T L) (1) ™% | 2

. 1
= TR V] (g TR (4.10)

ou I'(+) représente la fonction Gamma et :

/ _ / ’ R / -1 /
m* = (Vil + Bt,kBt,k> 1<Bt,ky) = {(n(Bt,kBt,k) 1) '+ BthBt,k} (Bthy) =

n

/ ! ) , B
Vi= (VT4 Bt,kBt,k>_1 = {(n(Btkat,k) DT+ Bt,’@Bt’k} T 1+4n

T =11+n/2;
7 =T+ {yy— (m*)(V*) " 'm*}/2.
(4.11)

Nous obtenons (4.10) suivant le calcul bayésien standard & partir des priors conjugués.

I1 est facile & ce moment de calculer le rapport de vraisemblance nécessaire pour les simu-

lations avec un algorithme de type Metropolis-Hastings a sauts réversibles. Ce rapport
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de vraisemblance sera utilisé dans le calcul de la probabilité d’acceptation/rejet. On note
par (t,x) un état actuel quelconque dans les transitions et par (t¢ x°) un état candidat.
Par exemple, il existe un type de transition dans la chaine de simulation qui consiste a
insérer un neeud dans le vecteur t. Pour ce type de transition d'un état courant (t, ) a

un état candidat (t¢, k° = k + 1), on associe le rapport de vraisemblance donné par :

(r3)@ri+EK)/2
(Tz*c)(er*+K+1)/27

p(ylt £ (m3) it vtz VY2 /2

1/2 B
p(ylt, k) (1) (r50)Cri+E+D/2 |V [1/2 |Ve[t/2 T (4.12)

ol 75¢ est obtenu en utilisant le couple (t¢,x° = k + 1) dans (4.11). On note la simplifi-
cation au niveau du rapport [V*¢|V/2|V|1/2/|V*|1/2|V¢|'/2 = 1 grace au g-prior (4.7). En

utilisant (4.12) et (4.11), le rapport de vraisemblance (4.12) peut s’écrire sous la forme :

*\/ *\—1 % (271*+K)/2
plylte w%) _ 172 (72 + {/y = Oy (V) f2) "
W = (7'1 —|—TL/ ) ) (27_1*+Kc)/2 ( . 3)
(7_2 + {y/y_ (m*c)/<V*c)f m*c}/z)
(2(114n/2)+K)/2
by (et 9L (o ) Bk (BB B w2)
= (11 +n/2) (2(r1+n/2)+K°)/2
(72 + ¥{L = nln + 1) Bees(Bie B i) Bl 1 }9/2)
~ ~\ (n+K)/2
o ((v— Buid) (- Bus)) "
~ (n .

—~ ~ \ (n+K+1)/27
((y — By 8°) (y — Btﬂ,kﬁc))

ou B\ est I'estimateur du moindre carré des ceefficients de régression. On remarque au pas-
sage que ce rapport de vraisemblance p(y|t°, k°)/ p(y|t k) donné par (4.13) tient compte
d’un facteur de dimension tres important égale a (7;)1/2 = \/m Ce facteur sert
dans le rapport de vraisemblance a donner de I’ 1mportance an quand la taille des données
devient grande. On remarque également que ce rapport de vraisemblance peut étre ap-
proximé par (4.14) quand n — oo (%5 — 1) et que les parametres de I'inverse gamma
(11 et 73) sont négligeables. L’avantage de la stratégie de DiMatteo et al. (2001) réside
dans le fait que l'intégration par rapport a 3 et o? permet l'obtention d’une simulation
rapide en réduisant I'espace des parametres dans la chaine et en minimisant le cotit du

calcul dans le rapport de vraisemblance par 'implémentation de B\ .

On note également que 'importance de la loi a priori 7, spécifiée précédemment pour
le nombre des nceuds devient faible quand la taille des données est grande (DiMatteo

et al., 2001). Denison et al. (1998) n’ont pas spécifié un prior sur les coefficients [ et
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ont remplacé p(y|t, k) /p(ylt, k) par p(ylgc,tc, /-fc)/p(ylg,t, k). Dans leur travail, l'esti-
mation des coefficients par plug in moindres carrés produit une chaine de Markov ou les
données sont insuffisamment informatives du nombre de nceuds et ’estimateur a tendance

a sur-estimer la fonction de régression (DiMatteo et al., 2001).

Evidemment, pour I’estimation de la fonction de régression f, I'inférence des ccefficients
et o2 ne doit pas étre négligée. Dans ce travail, on propose deux facons pour I'inférence des
ceefficients 8 en absence et en présence de contraintes de forme. L’idée de cette inférence

sera décrite dans les paragraphes 4.3.2 et 4.4 dans la suite.

4.3.2 Schéma de simulation en absence de contraintes

D’apres le modele hiérarchique (4.3) et le prior (4.8), on peut dériver explicitement les
distributions a posteriori conditionnelles des ceefficients et la variance ce qui permet de
découpler I'inférence bayésienne de (t, x) et (3,0%). Plus précisément, nous proposons de
générer les coefficients de régression et la variance o2 du modele & partir de leurs lois a
posteriori conditionnelles et seuls les parametres (t, k) seront simulés par un algorithme de
type Metropolis-Hastings a sauts réversibles. Le schéma de simulation consiste a simuler
un couple (t(l), n(l)) apres chaque itération [ de RIMCMC et implémenter deux étapes de
Gibbs pour générer deux chaines 3% et (02)®. En posant P(ﬁl) = ((e?)D,tO kO 2 y) et
ng = (BO, tO, kO, ), les lois conditionnelles a posteriori sont données par

BOPE ~ Noa (B0,

(@) OIPY ~ TG ()0 + (5 + 4)/2, (B = (m") ) {(V) O} 1(BY = (")) /2 + (7)),

l H\—
(OB BT,

ou 7y, 75, m* et V* sont donnés par (4.11).

Ainsi, le couple (t(l), li(l)) simulé suite a chaque itération de Metropolis-Hastings a sauts
réversibles sera utilisé pour générer les ceefficients et la variance appropriés selon le prin-
cipe de I’échantillonneur de Gibbs. Cette approche permet de simplifier les transitions o
un rééquilibrage des coefficients sera proposé suite a chaque mouvement d’insertion ou de

suppression d’un noeud (Genovese, 2000).

4.4 Le probleme de la régression sous contraintes

L’étude de la régression bayésienne sous contraintes de forme avec B-splines a nceuds

variables s’avere un probleme compliqué. Plus clairement, le probleme réside essentiel-
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lement dans la difficulté de générer des simulations suivant la distribution tronquée des
coefficients par un échantillonneur de Gibbs et par Metropolis-Hastings a sauts réversibles
dont la probabilité d’acceptation/rejet nécessite le calcul d'un rapport de deux densités
tronquées et qui peuvent changer de dimension dans l'inférence. Dans ce paragraphe,
on s’'intéresse a la présentation d’une stratégie qui permet d’estimer f en présence de

?If tels que f respecte la

contraintes de forme. Soit S I'ensemble des vecteurs f° = (BJS )
contrainte de forme. Pour des raisons de simplicité, nous reprenons les ceefficients sans
contraintes 3, de prior (4.7), et nous obtenons 3° par une projection de 3 dans I’espace
sous contraintes S. En considérant une base de B-spline By, il existe un opérateur de

projection P tels que Pj3 = 5% et

PS = argmin || By 13 — BB %, (4.15)
BeSs
ou || - || est la norme euclidienne. L’idée de l'utilisation de la projection (4.15) consiste

a faire de I'inférence indirectement sur 3° en utilisant les coefficients sans contraintes /3.
En effet, on peut obtenir des simulations suivant le prior de 3° de la maniére suivante :
pour chaque valeur simulée 3 suivant la distribution a priori (4.7), on calcule 3° = P
par la résolution d’un probléme d’optimisation de la forme (4.15) grace a un algorithme
de type recuit simulé dont I'étape de proposition garantie la vérification de la contrainte

S.

On suppose que la matrice M = B By est définie positive. Cette derniere hypothese

est vraie lorsque K < n.

Proposition 4.4.1 Pour tout 3 € RX | il existe un unique B° € S tel que B° = PJ.

Pour tout (1, (s € RE, il existe une constante €' telle que

[P¢ — PG| < €'l|G— G- (4.16)

Preuve Pour démontrer 1'unicité de 8% € S, nous utilisons le théoreme de projection
sur un convexe fermé (Aubin, 1979). Pour chaque vy et 15, on définit le produit scalaire
(v1,v9)m = VMuy. On considére Pry = argmin,, cs ||v1 — vo||m ot P est un opérateur
de projection. Pour la contrainte S et vy = (v11,...,11 k)", d’apres la proposition 2.5.3,

. . N K A~ .
si on impose a g = .| Bjyv1; d’étre croissante, on a

S={glr; eR v <wvo<--- <k},
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pour une contrainte unimodale concave, on a :
S = {g ‘ v €ER v <vig,vik—1>Vik,Vij— 2V -1+ Vij_a < 0}7

et pour une contrainte unimodale, on a :

S={glvi;eRumi=ro<nmg<--<vy>vg > 20 g1 > Vig,pourl =4,. ..

La contrainte S est un convexe fermé et on conclut que, pour chaque vy, il existe une
projection unique de v, dans I'espace contraint S.
Nous démontrons maintenant (4.16). Etant donné ap, as, on pose by = Pa; et by = Pas.

Alors, en considérant la matrice définie positive M et pour tout z € S, on a
(b1,z—bi)m > (21,2 — by)m (4.17)
et
(bs,z — ba)v > (22,2 — b)) (4.18)

On choisit z = by dans I'inégalité (4.17) et z = by dans I'inégalité (4.18). On soustrait
(4.18) de (4.17), on obtient

(by —bg, by —ba)m < (a3 —as, by —bo)m

< [lar — az||m||b1 — ba||m,

olt (by — by, by — by)y = ||by — byl|3;. Ainsi, on conclut que
[Iby = bala < [lar — az|m- (4.19)
On rappelle que les normes || - || et || - ||m sont dites équivalentes si et seulement s’il

existe deux nombres réels r; et ro strictement positifs tels que, pour tout vy, les deux

majorations suivantes sont vérifiées :
ril |l < fvillm < roflnll.

Nous obtenons le résultat (4.16) immédiatement en utilisant I’équivalence entre les deux
normes || - || et || - ||m dans (4.19). O

Dans la suite, on note par 3° = PJ3 et on s’intéresse a calculer le rapport de vraisemblance

p(y|kS,t°) /p(y|k, t) dans le cas de la régression sous contraintes avec
ol t) = [ [ plainet. 5%, 0%)mss (516 . 0% (o) 5 o
= // p(ylk, t, PB,0*)ms(Bt, k, 0°) ez (0?)dBdo?, (4.20)

K1),
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ot p(y|k, t, P, 0?) est la vraisemblance conditionnelle sachant les ccefficients qui vérifient
la contrainte S, les noeuds et la variance. Le rapport de vraisemblance sera utilisé
pour construire une chaine de simulation a sauts réversibles de distribution stationnaire
p(t, k|y) en présence des contraintes de forme. En utilisant la méthode de Laplace, nous
montrons que le rapport de vraisemblance sous contraintes peut étre approximer, en cas

d’insertion d'un nceud, par (4.21) avec une erreur O(n~"/2).

Proposition 4.4.2 Pour une transition avec insertion de neud d’un état courant (k,t)
a un état candidat (k¢ = k + 1,t°), le rapport de vraisemblance sous contraintes est

approximé par

p(y|kS, t°) - L( (y — Bt,kBE)/(y_ Bt,kgg) )n/27 (4.21)
( )

P(ylr,8) Vi \(y— B Gy (y — B 5o

o 5/50 = PEC, Be = (Bf}k’BtC,k)_lBtcyk’y et Uapprozimation (4.21) est d’erreur O(n=/?).

Preuve Nous utilisons la méthode de Laplace pour exprimer une approximation de

I'intégration (4.20). On considere ¢ € RX et on pose

byl 6, PC o) (e, 1, 0?)
o) = p(ylr, 6,C,0%)

et m(¢) = ~log (p(yir. £,¢, o).
Nous pouvons vérifier facilement que
(O exp (= n3(0)) = plylk, 6, PC o) ma(Ct, v, o)

On note par &\ le maximum de —v et par X 'inverse de la matrice hessienne de ~ évalué
en ¢ : ¥ = (D) = no®(By ; Ber)”'. En appliquant la proposition 4.4.1 pour

~

A = /n(¢ — (), on obtient

A e’
) =Pl < ==l

Vi Vn

et on a YP(( + \/Aﬁ) = ¢(() + \/LEO(HAH) Par application du théoreme de Taylor, au

voisinage de ¢, on peut écrire y(¢) = ’)/(E)-FD’)/(E)(\/EA)-F%DQ’Y(E)(\/EA)2+TZ\/EO(A3).
Puisque v admet un maximum en QA", D’y(g) =0 et D%(E) < 0, on a alors y(¢) ~

(O + tnAS A,

P (c+



84 4 : Régression bayésienne avec B-splines a nceuds variables

En appliquant la méthode de Laplace, pour €2 une boule centrée en Zet de rayon arbitraire

r, pour n — 0o, on peut écrire

plale.t.0%) = [ 0(0) exp{-m (€)}d¢

exp{-m7(Q)} [ $(¢)exp{-n(+(0) 7O}

= exp{=m(©)} [ 4(0)exp{=n(1(0) =1 (O)}c
—exp{-my @} | (@) exp { - 3¢~ O=¢ - O }c

= exp{—nv(Z)}n_K/2 /¢(Z+ %) exp{ — %A’E_IA}dA

exp{—ny(O)}n~K72 / (4@ + %0<||A|r>) exp{ — A aan
= e {-m (@} (22) )

= (210®) P B{ , By ™ *0(C) exp{—ny(Q)}-

o~

2 en notant par (5 = PE, permet

Une derniere intégration par rapport a la variance o~,

d’écrire
Pyl t) = / (270%)572| B, Buxl 20 exp{—ny(O) y s (0?)do

o 1
/ (27T0'2)K/2|Bé7kBt7k|_1/2(27T0' —n/2 exp ~ 5.2 (y— By kCS) (y — By kCS)}
0

B 1 ~ ~ T —(r T2
(nmo?) P18 Bua e { = 5 OB 0 e { = T ot
1 m I'(n/2
L (/2) (4.22)
n

P (g~ By - Bul®) "

en remarquant que exp { — ﬁg’(B{kBtk)E} — 1 quand n — oo et en considérant que
71, T2 sont tres proches de 0. Ainsi, d’apres (4.22), le rapport de vraisemblance est donné,

en cas d’insertion d’un nceud, par

plylre,t) L( (3~ Beal®) (y — Beal®) )w
p(yls.t) vn (y— Btc,kc/\sc)/(y_ ngg/\sc) ’

ol 'erreur de 'approximation est O(n~'/2). O
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En cas de régression bayésienne sans contraintes de forme, Kass and Wasserman (1996)
ont montré que le BIC est une bonne approximation du facteur de Bayes. Dans la pro-
position 4.4.2, nous avons montré que ’approximation est conservée également dans la
régression sous contraintes. Cette approximation, donnée par (4.21), est d’erreur O(n="/?)
et produit une distribution a posteriori pour les parametres (t, k) avec une erreur O(n=*/2)
également. L’implémentation de ’approximation nécessite le calcul de 55 = Pﬁ par
un algorithme de type recuit simulé dont l'étape de proposition permet d’introduire
la contrainte S. On précise a ce niveau que le schéma de simulation en présence de
contraintes de forme est tres cotiteux (sur le plan du temps de simulation) & cause de
la projection par le recuit simulé apres chaque itération du Metropolis-Hastings a sauts
réversibles. Pour résoudre cet aspect, nous proposons une meilleure solution dans la suite

en chapitre 5.

4.5 Le Metropolis-Hastings a sauts réversibles

Les simulations suivant la loi a posteriori p(k, t|y) par un algorithme de type Metropolis-
Hastings a sauts réversibles consistent a construire une chaine de Markov avec des pro-
priétés de stabilité forte. Les états de la chalne représentent la dimension et la position
des neeuds pour les fonctions de régression intermédiaires f, dans les simulations. L’es-
pace d’état pour les simulations est X = Ugex({x} X X)) ot K = {1,..., Kmax} €t
X! C [a,b]™. Les propriétés de stabilité forte de la chaine assurent l'existence d’une
distribution stationnaire et autorise a la chaine des déplacements sur tout l'espace X
(propriété de l'irréductibilité). La propriété de récurrence assure que le nombre moyen
de visites dans X est infini (Liu, 2001). Roberts and Rosenthal (2006) ont démontré que
la chaine a sauts réversibles est Harris-recurrente. Cette derniere propriété assure que la
probabilité d’'un nombre infini de visites dans X est 1. Sur l'espace X, les dimensions
{n,} varient dans les simulations. La chaine a sauts réversibles est produite selon le
méme paradigme que le Metropolis-Hastings (a savoir une étape de proposition suivie
d’une étape d’acceptation/rejet) et dont la particularité d’étre flexible aux dimensions

variables des espaces d’états.

Dans la suite, on présente la construction de la chaine a sauts réversibles tout en décrivant
les transitions entre les différents états dans X. On explique le probleme de trans-
dimensions dans la chaine de simulation et on présente un algorithme de simulation

qui décrit les différents types de mouvements et le choix entre les splines simulées. Pour
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plus de détails sur le Metropolis-Hastings a sauts réversibles, on pourra consulter Green
(1995, 2003).

4.5.1 Représentation constructive

Pour simuler (t,x) on construit une chaine a sauts réversibles sur l'espace d’états X
Dans sa construction, la chaine vérifie un équilibre de probabilité entre chaque transition
et son inverse. Cet équilibre assure que si I’état de la chaine est a un ensemble A et se
rend dans un ensemble B, alors cette transition et son inverse sont identiques lorsque A et
B sont inversés. En considérant ’état actuel (t, k) de la chaine et 1’état candidat (t¢, k©),
la transition de I’état actuel a ’état candidat s’effectue en générant une perturbation u a
partir d'une distribution connue g et en choisissant une fonction déterministe convenable
L telle que (t° k°) = L(t,k,u). Inversement, on peut exprimer la transition de I'état
candidat a ’état actuel par une fonction inverse £’ telle que (t, x,u) = L'(t¢, k). Il sera
convenable de poser z = (t,k), 2¢ = (t° k°) et ¢(z, z°) un noyau de probabilité, choisi
arbitrairement, qui permet de proposer un état z¢ en partant de z. La transition de 1’état
actuel a I’état candidat sera acceptée avec une probabilité «a(z, z¢) et la transition inverse

avec une probabilité a(z¢, z). L’équilibre de probabilité s’écrit alors de la fagon suivante :

/( C)eApr(z‘y)q(Z’ ZC)Q(“)OC<Z, Zc)dzdu = / p(zc\y)q(zc, Z)Oz(zc, Z)dzc. (4'23)

(2,2¢)€EAXB

Les fonctions £ et son inverse £’ sont continiment différentiables. En appliquant la
formule de changement de variables dans la seconde intégrale en (4.23), I’équilibre de

probabilité s’établit lorsque :

o(t°, k°)

p(zly)a(z 2)g(u)alz, =) = p("ly)a(=" 2)a(=", 2) | 5=

)

ot le dernier facteur est le Jacobien de la transition de I'état (t, <) a I'état (t° x°). Green

(1995) a proposé la probabilité d’acceptation/rejet donnée par :

& — min p(2°ly)q(2,z) | O(t, K°)
ol ) = {1’ p(zl)a(z, 2)g(u) ‘aw,u)

} (4.24)

pour la chaine a sauts réversibles.
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4.5.2 Le probleme de trans-dimensions dans la chaine de simu-

lation

Les neeuds changent de dimension dans la chaine a sauts réversibles. La transition de 1’état
(t,r) & Détat (t°, k) fait intervenir une fonction £ : [a, b]* x K X [a, b]™ — [a, b]"" x K ol
n, est le nombre de valeurs tirées aléatoirement de la distribution g pour la perturbation
u. La transition inverse fait intervenir une fonction £’ : [a, b]* x K — [a, b]" x K x [a, b]™.
Les fonctions £ et £’ seront utilisées respectivement dans (t°, k) = L(t, k,u) et (t, K, u) =
L'(t¢, k°). Dans les simulations, la dimension des nceuds candidats k¢ doit vérifier a chaque

transition ’égalité suivante : kK + n, = K°.

4.5.3 Les types de mouvements et le choix entre splines

Comme a été indiqué dans la section 4.3, le travail qu’on propose consiste a produire
une chaine de Markov dont la distribution stationnaire est la distribution marginale a
posteriori des parameétres (t, ). La modification de la dimension et la position des noeuds
revient a définir trois types de déplacements possibles dans les états de la chaine a sauts

réversibles :
(7) insertion d’un nceud ¢ et d’un ceefficient de régression ﬁj(-l) ;
(74) suppression d’'un nceud et d’'un ceefficient de régression ;
(#ii) déplacement d'un nceud et d’'un ceefficient de régression.

I est clair que les déplacements (i) et (i) induisent un changement de dimension
dans la chaine. Le déplacement (ii7) s’obtient d’'une maniere naturelle en simulant les
deux déplacements (i) et (ii) (suppression+insertion) au méme temps. Apres chaque

2 seront

déplacement, le rééquilibrage des ccefficients et la simulation de la variance o
proposés selon le schéma décrit par deux étapes de Gibbs en section 4.3.2 ou le schéma
décrit en section 4.4. Les simulations par la chaine a sauts réversibles nécessitent le calcul
de la probabilité d’acceptation/rejet (4.24) a chaque transition. L’insertion, la suppres-
sion et le simple déplacement d’un nceud sont choisit dans la chaine comme événement

candidat respectivement avec les probabilités b,, d.. et db, données par :
b, = emin{l, . (k +1)/m.(k)}, d.,=emin{l,m.(k —1)/7.(k)} et db,=1—b,—d,,

ou e € [0,0.5]. Si e > 0.5, la somme de probabilité b, + d,. peut dépasser 1 pour certaines
valeurs de k € K. Ces probabilités vérifient que b,7.(k) = dei17.(k + 1). Dans les

simulations, on a remarqué que e = 0.4 est une bonne valeur dans le choix des événements.
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On suppose que ’état courant dans la chaine est représenté par une fonction de régression
intermédiaire fj obtenue par les x noeuds. Un événement d’insertion d’un noeud sera choisi
avec une probabilité b, dans la chaine. A partir de la séquence nodale t = (t1,...,t.),
configuration nodale sera modifiée grace a une heuristique qu’on décrit dans la suite
(Zhou and Shen, 2001). En considérant une distribution ¢, le nceud & insérer ¢ est généré
par la distribution ¢ centrée en t; ol t ~ ¢(:|t;). On pose comme distribution ¢ pour
I'heuristique une loi Beta B(t;, X p, (1 —t;) x ) ou = 50. Alors, le noyau de probabilité

d’une transition avec insertion d’un nceud est donné par :
1 K
q(te, s tegalts, . ) = bHE ZB<ti X, (1= ;) X ). (4.25)
i=1

Le noyau de transition donné par (4.25) apparait comme un produit de b, et un mélange
de densités Beta. Ainsi, le nceud a insérer ¢ peut étre générer par I'une des « distributions

différentes.

Remarque D’autres exemples de distributions pour modéliser 'insertion des noceuds
peuvent étre proposées. Par exemple, on pourra éventuellement poser ¢ oc N (¢, §2)1[ti*_7',ti*+7']
ot ¢ est la variance de la loi Normale tronquée et 7 = k710 — a|. Quand t; — 7 < a

la fonction indicatrice devient 1y, ;4. et lorsque t; + 7 > b la fonction indicatrice est
remplacée par 1,

Nous posons t¢ = t U . L’acceptation ou le rejet de la proposition (k¢ t¢) dépend de la

probabilité :

py|te, £°) e (s)me (6]5°) q(K°,t)K, t)
plylt.n)  m(e)m(t]s) xQ(ﬂ,t!KC,tC)g(U)X|J|}’

ap = min {1,

ou le rapport de vraisemblance p(y|t, k) /p(ylt, k) est donné par (4.12) en cas de régression
sans contraintes et par (4.21) en présence des contraintes. Le rapport de prior est donné

par :

T (RO)me(t°)6°)  me(w+ 1) me(te, ... 8, .. tega|k + 1) A (k41 A

(k)T (t]r)  me(k) me(t1, ... telK) C(k+1)(b—a) (b—a)

ou le terme \/(k + 1) est obtenu par le rapport de deux lois de Poisson tronquées. Le

rapport de proposition g(k°, t¢|k,t)/q(k, t|s%, t°) est donné par :

q(k, t|K°, t°) dpp1(r+ 1)1

At 0)g(0) b T35, Bt X i (L~ 1) % )
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Le facteur |J| est le Jacobien ou le déterminant de la matrice jacobienne relative a
la transition avec insertion de nceud. On pose t© = (t,...,¢,...,t,,t. ), le calcul
de ce Jacobien revient a calculer le déterminant de la matrice des dérivées partielles
d(t°, k) /O(t, k,u). Plus précisement, on rappelle que ¢ ~ B(t X p, (1 — t;) X p), nous
obtenons deux vecteurs de méme dimension k + 2 en considérant (k,t,t) et (x + 1,t°).
On peut alors calculer |J| de la maniere suivante

() o) o(t) oty=) .. _Otx)

Ak+1)  B(r+1) T Akt (kD) A(k+1)
O(r) o) .. ... 90 oti-) . Oltx)
a(ty) a(ty) a(t}) o(ty) o(ty)
otz) o(t) =) .. Olts)
o(ts) a(t3) a(t3) o(t3)
] » ) : .
g~ o0 At B(tn)
o) a(t) a(t)
9(x) oty) . L. () ot=) .. Otx)
a(tr,) a(tr,) aty) o(ty,) a(tr,)
(k) oty) .. L. a(t) ot=) .. _Otx)
ot1) Ot y41) oMt1) Ot 41) Att1)
10
01 0
00 1 0
q 0 1 : )
“loo o 0 1 % 0
0 1
0O 0 O 0 1
00 0o 0 O 0 1

Un événement de suppression d’un noeud sera choisi avec une probabilité d,, dans la chaine
a sauts réversibles. On suppose que l'état courant dans la chaine est représenté par la
fonction de régression intermédiaire f; obtenue par les xk noeuds en positions tq, ..., t..
Le noeud a supprimer est tiré uniformément a partir des noeuds existants dans le vecteur
t. La transition de I'état (k,t) a 'état (k© = k — 1,t°) s’effectue avec les noyaux de

probabilités donnés par :

g(r tne69) () X Bt x g (1= 1) X o)
q(ke, £k, t)g(u) doi1(k+ 1)1 '

L’acceptation ou le rejet de la proposition (k¢ t¢) dépend de la probabilité d’accepta-

1
t)t) = d.— t
o(tlt) = do-

tion/rejet ay. Le calcul de la probabilité ay s’obtient d’une maniere similaire au calcul

de oy.
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Le remplacement d’un neceud sera choisi avec une probabilité db,. On choisit uniformément
un neeud a éliminer ¢« ~ Uy, . 4,.) a partir des nceuds présents dans le vecteur t. Le noeud
candidat ¢ est tiré aléatoirement & partir de la distribution ¢ ~ B(t X g, (1 — t;.) X )
définie précédemment. La transition de I’état courant t a I’état candidat t¢, ou k° = k,

s’effectue avec un noyau de probabilité donné par :
1
q(t°t) = db,—B(tix X 1, (1 — ti) X p).
K

Précisément, ce dernier type de transition consiste a remplacer un nceud et régler les
coefficients de régression en éliminant et insérant un nouveau ccefficient pour équilibrer

la chaine de simulation.

A la suite de chaque événement d’insertion, de suppression ou de remplacement d’un
neeud, les ceefficients de la régression seront générés suivant le schéma de simulation
décrit en section 4.3.2 en cas de régression sans contraintes et suivant le schéma de
simulation décrit en section 4.4 en cas de régression sous contraintes. En ce qui concerne
la variance, elle sera générée dans les deux cas par une étape de Gibbs en utilisant sa loi

a posteriori conditionnelle p(a(zl)w(l), t0, k0 g).

L’équilibre entre les différentes transitions proposées dans la chaine a sauts réversibles
est maintenu grace a 1'égalité b7, (k) = dey17m.(k + 1). Cet équilibre garantie les bonnes
propriétés de la chaine de simulation. En considérant la distribution marginale a posteriori
p(t, k|y) et un noyau de transition ¢(-, -|t, k), nous nous intéressons a démontrer dans la

suite I’équilibre de la chaine décrite précédemment.

Proposition 4.5.1 Soit p(t, k|y) la distribution marginale a posteriori du couple (t, k)

et q(E°|E) le noyau de transition dans la chaine a sauts réversibles de l’état E a [’état
E<. Alors,

p(t7 ’{|y)Q(tc7 Hc|t7 K)Q(“) = p(tcv "{C|y)Q(t7 "i|tcv "{C)|J(Hc,tc|l-€,t)|7

0U |Jixe tent)| est le Jacobien de la transition de la valeur courante du couple (k,t) a
Uétat candidat (K, t°).

Preuve : Pour des raisons de simplicité, nous démontrons ’équilibre de la chaine a
sauts réversibles seulement pour une transition avec insertion d’un noeud sachant que la

démonstration pour les deux autres types de transition se déroule d’une maniere similaire.
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On pose (k,t) = (K, t1,...,t.) et (K t°) = (K + 1,t1, ...t tert).

p(t, K| 9)g(t, K16, 1) g(u) = p(y’t,H);z;t)M)?m(/ﬁ)g(u)bK% 5:8<ti X gy (1 —t;) X p)ay
t, k) (t|r)me (K 1 <
_py )p(;)‘ )7 )g(u)bH;;B(ti X s (L= 1) x 1)

PYIE, 7 T(U1wT) 7)) gl UR5E) ) t)’}
Cp(yltR) m(tlR) me(k) gl 8°m, £)g(u) T
1

= —— min { p(ylt, K)me(])me(R)a(7, €], £)g (), pylte, 1)

p(y)

min {1

(4] (), 0 6) e 1|
_ p(y[te, k) me (6|, (K°)
p(y)

q(r, 68 6) [ e tepn)|

min{ p(ylt, k) e (b]r) 7 (5)q (K€, £k, £) g(u) 1}
P(Y[tere)me (8°| k) (K€) (R, b, )| e gopi )| ’

= p(tc’ ’%C|y)CI(t’ "i|tca "QC)|J(K°,1:“|H,1:)|7

ou

= | J (s t]e )

1
[T (ke ten,b)]

4.5.4 Etude théorique de la chaine de simulation

Pour la régression sans contraintes, on peut prouver que l'algorithme de la chaine a
sauts réversible converge, c’est a dire que sa chaine de Markov associée est ergodique.
Cette ergodicité peut étre démontrée en prouvant 'irréductibilité et 'apériodicité de la
chaine. Toutefois, un résultat plus fort peut étre prouvé en montrant que la chaine de
Markov converge géométriquement a la distribution stationnaire cible. La preuve ne sera
pas détaillée dans ce chapitre en raison de sa similarité avec celle proposée par Vermaak
et al. (2000).

4.6 Etude de simulation

On présente une étude de simulation pour illustrer la méthode de régression avec B-
splines a nceuds variables et les simulations par ’algorithme de type Metropolis-Hastings
a sauts réversibles. L'implémentation de la méthode bayésienne se déroule en calculant
les probabilités d’acceptation/rejet définies précédemment et en appliquant I'heuristique

pour proposer des positions aux noeuds. Nous calculons 'estimateur f de la fonction
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inconnue f en estimant l’espérance a posteriori. Nous estimons l’espérance a posteriori

par la loi des grands nombres en utilisant les états de la chaine de Markov a sauts

réversibles. L’algorithme de type Metropolis-Hastings a sauts réversibles est itéré 100000

itérations ou sa convergence est détectée apres les 20000 premieres itérations.

Dans cette étude de simulation, on considere trois exemples de fonctions déterministes.

(2)

(iid)

Une fonction f; définie par une spline a variation lente sur [0, 1] :

7
filz) =Y Bl Bix(x),

ot 1 = (—1,20,4,6,10,11,12)" et t/1 = (0.2,0.6,0.7)". La fonction f; est évaluée
sur une grille réguliere de 101 points. L’erreur aléatoire tirée d’une distribution

normale d’espérance zéro et de variance o? = 0.81 est rajoutée a la vraie fonction

1.

Une fonction f, a pic aigu définie sur [—2, 2] par :
fo(z) = sin(z) + 2 exp(—30z7).

La fonction fy est évaluée en 101 points équidistants et la variance de l'erreur

aléatoire est choisie égale a o? = 0.09.

Une fonction f3 définie par une spline discontinue sur [0, 1] :

9

fo(@) =3 B Bia(w),

i=1

ot Bf* = (-1.7,2,-2,-5,5,2,—3,—1,2)" et t/* = (0.4,0.4,0.4,0.4,0.7)". La fonc-
tion f3 est évaluée sur une grille réguliere de 201 points sur [0, 1]. L’erreur aléatoire
tirée d'une distribution normale d’espérance zéro et d’écart type o = 0.55 est ra-

joutée a la vraie fonction f3.

Les trois dernieres fonctions avec les données simulées sont présentés dans la figure 4.1.
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(a) Exemple 1 (b) Exemple 2

(a) f1 est une spline & variation lente. (b) f2 est une fonction a pic aigu.

(c) Exemple 3

f.3(x)
0
1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(c) f3 est une spline discontinue.

Figure 4.1 — Les vraies fonctions utilisées dans ’étude de simulation et les données simulées.

Les fonctions f1, fo et f3 ont été utilisées par DiMatteo et al. (2001) pour une étude de
simulation comparée avec d’autres méthodes. Nous utilisons les résultats de simulation
de DiMatteo et al. (2001) pour mener une comparaison entre la méthode bayésienne a
neeuds variables (BRFK) proposée dans ce chapitre et les méthodes citées dans 'article
de DiMatteo et al. (2001).

Plus précisément, on s’intéresse a calculer un risque, par exemple 'erreur quadratique
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moyenne (MSE) dite aussi le risque quadratique, pour notre méthode bayésienne :

1 <&/~ 2
MSE = ~ ( ) — f(z ) .
Les moyennes de 'erreur quadratique moyenne, avec l'erreur standard, calculées sur la
base de 10 simulations par Metropolis-Hastings a sauts réversibles sont reportées dans le
tableau suivant (on précise que nous utilisons directement les résultats numériques cités

dans DiMatteo et al. (2001) pour les méthodes DMS, Modifief-DMS et BARS) :

DMS ModifietDMS ~ BARS BRFK
Fonction fi 0.206 (0.029) 0.103 (0.019)  0.066 (0.007) 0.0599 (0.0073)
Fonction f, 0.025 (0.002) 0.012 (0.001)  0.008 (0.001) 0.0076 (0.0016)
Fonction f; 0.106 (0.007) 0.091 (0.004) 0.019 (0.003) 0.0174 (0.0036)

o DMS est la méthode de Denison et al. (1998), Modifief-DMS est la méthode modifiée
de Denison et al. (1998), BARS (Bayesian adaptive regression splines) est la méthode de
DiMatteo et al. (2001) et BRFK (Bayesian regression with free-knots B-spline) est notre

méthode.

Pour obtenir les résultats numériques de la méthode BFRK présentés dans le tableau
ci-dessus, nous avons simulés les trois fonctions fi, fo et f3 d’une maniere identique
a celle décrite dans DiMatteo et al. (2001). En comparant les résultats de simulations
dans le tableau ci-dessus, on remarque que le schéma de simulation par Metropolis-
Hastings a sauts réversibles et 1’échantillonneur de Gibbs présenté dans ce chapitre a
permis d’améliorer, au sens du critere MSE, I'estimation des fonctions fi, fo et f3. Les
résultats de simulations de la méthode BRFK sont obtenus en utilisant une loi de poisson
tronquée (K = {1,...,20}) de paramétre A = 5 comme prior sur la dimension x des

neeuds. Le choix de A\ a été fixé suite a des tests de plusieurs valeur :

A 1 3 5 7 10 15 20
MSE (f;) 0.169 0.087 0.051 0.084 0.087 0.103 0.127

Les estimateurs de fi, fo et f3 calculés par 'espérance a posteriori et les distributions a
posteriori de k sont présentés dans la Figure 4.2.

4.7 Discussion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une méthode de modélisation de la régression

bayésienne basée sur les B-splines a nceuds variables. Cette méthode est caractérisée
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(e) La vraie fonction f3 et son esti- (f) Histogramme de la distribution a
mateur. posteriori de K (pour f3).

Figure 4.2 — Application de la méthode bayésienne avec B-splines & noeuds variables (BRFK)
pour I'estimation des fonctions fi, fo et f3. Les vraies fonctions en rouge et leurs espérances a

posteriori en bleu.
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par les simulations découplée de la dimension et la position des nceuds, d'une part,
et les ceefficients de régression et la variance, d’autre part. Des simulations suivant la
loi a posteriori marginale des nceuds ont été proposées grace a un algorithme de type
Metropolis-Hastings a sauts réversibles. Les coefficients de régression ont été simulés de
deux manieres en absence de contraintes de forme et en présence de contraintes. La
variance a été simulée par un échantillonneur de Gibbs en utilisant sa loi conditionnelle
a posteriori p((02)W|p0 tW kO y). En particulier, la fonction de régression inconnue f

a été estimée par 'espérance a posteriori.

Le cadre bayésien de I'approche proposée consiste a faire de l'inférence a partir d'une
distribution a posteriori définie sur I'espace des parametres de la régression. La premiere
difficulté rencontrée est la spécification des lois a priori pour les parametres associés a
I'estimateur de la fonction f. La seconde difficulté est le choix entre les splines dans les
simulations et la construction des déplacements de la chaine a sauts réversibles (sup-
pression, insertion et déplacement). Les résultats numériques de la méthode bayésienne,
en absence de contraintes de forme, ont présenté une amélioration significative (au sens
du risque quadratique) des performances prédictives par rapport a d’autres méthodes

bayésiennes citées en littératures.

Le probleme d’introduire des contraintes de forme dans le cadre de la régression bayésienne
avec B-splines a nceuds variables a été traité seulement par la projection des coefficients
de la régression sans contraintes sur un espace sous contraintes. Ce schéma de simulation
s’est avéré tres couteux en terme de temps de simulation a cause de la projection par
un récuit simulé apres chaque itération de Metropolis-Hastings a sauts réversibles. La
difficulté majeure dans le traitement de la question des contraintes dans la régression
bayésienne a noeuds variables réside dans complexité, sur le plan de simulation, d'un
rapport de prior des ccefficients de régression . Le calcul d'un rapport de deux dis-
tributions de probabilités tronquées (normales ou autres) et de dimensions différentes
nécessite un développement qui dépasse le cadre de ce chapitre. Pour approfondir I’étude
des contraintes de forme en utilisant les B-splines a nceuds variables, nous proposons
dans le chapitre suivant une étude en détails de I'estimation bayésienne avec B-splines a

nocuds variables d’une fonction de régression sous contraintes de régularité et de forme.



Régression bayésienne sous
contraintes avec B-splines a nceuds

variables

Résumé : L'objet de ce chapitre est de proposer un estimateur bayésien d’'une
fonction de régression sous contrainte de forme et de régularité avec B-splines
a neeuds variables. Les contraintes de forme seront prises en compte grace a
la loi a priori sur les ceefficients de régression. La contrainte de régularité sera
controlée par 'ordre de la B-spline. Pour faire de l'inférence statistique sur
le nombre et la position des noeuds, nous proposons un modele Multinomial-
Dirichlet. Une fois les lois a priori spécifiées sur l’ensemble des parametres
inconnus, nous dérivons, a une constante pres, la loi a posteriori. Nous esti-
mons la fonction de régression par le mode a posteriori. Ce mode est calculé
grace a un algorithme d’approximation stochastique par Monte Carlo (SAMC)
dont 'étape de proposition garantit la prise en compte de la contrainte de
forme. Des simulations suivant la loi a posteriori, par un algorithme de type
Metropolis-Hastings a sauts réversibles avec I’échantillonneur de Gibbs, seront

proposées également.
97
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5.1 Introduction

Nous considérons le modele de régression, pour un vecteur de réponse y = (y1,...,Yn)’

et un vecteur explicatif € = (z1,...,2,),

f@) =5 BBi(x),  Vaelab] (5.1)

ou f : [a,b] C R — R est une fonction inconnue et ¢ = (ey,...,¢,) est erreur de
2 < oo. L'entier K < n

{yj:f(l'j)+€j, jzl,...,n,

distribution Normale d’espérance nulle £; ~ N(0,02) avec o
désigne la dimension du vecteur des nceuds intérieurs t = (¢4, ...,%,)" plus l'ordre k des
fonctions B-splines (K = k + k).

Pour une estimation flexible et parcimonieuse de f, nous devons choisir attentivement les
positions des noeuds t = (t1,...,t;)" et leur dimension . En littérature, des discussions
a propos du nombre et de la position des nceuds dans la modélisation par spline peuvent
étre trouvées dans Parker and Rice (1985), O’Sullivan (1986), Kelly and Rice (1990),
Hastie (1996), Eilers and Marx (1996), Ruppert (2002), Wand (2003) et Claeskens et al.
(2009). Sur le plan théorique, Kauermann et al. (2009) ont discuté les propriétés asymp-
totiques d’un estimateur bayésien construit a partir d’'une spline de lissage et dont la
dimension de la base B-spline augmente avec la taille de 1’échantillon. Claeskens et al.
(2009) ont justifié, en fonction du nombre des noeuds et la taille des données, que les pro-
priétés théoriques des splines de régression pénalisées sont similaires a celles des splines
de régression et des splines de lissage. Sur le plan appliqué, on peut citer la méthode de
sélection pas a pas des nceuds (Stone et al., 1997), Palgorithme de Leitenstorfer and Tutz
(2007) avec des fonctions a bases radiales et les méthodes bayésiennes de Denison et al.
(1998) et DiMatteo et al. (2001). Dans les travaux appliqués, 'inférence statistique sur
les nceuds est généralement effectuée en considérant une collection de nceuds préspécifiée
ou bien en proposant des positions tirées uniformément ou selon une heuristique précise

(I'heuristique de Zhou and Shen (2001) par exemple).

Dans ce chapitre, nous proposons d’étudier une problématique plus complexe que ce qui a
été étudié en littérature jusqu’a présent. Il s’agit d’un probléeme de régression bayésienne
sous contraintes de forme qui s’ajoute au probleme des nocuds variables. On traitera es-
sentiellement 1’aspect pratique du probleme ou différentes difficultés sont a résoudre. La
premiere difficulté consiste a spécifier judicieusement des priors pour tous les parametres

inconnus du modele. Il est connu que la régression bayésienne peut étre sensible aux choix
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des priors (Kass and Raftery, 1995). La seconde difficulté est de proposer un schéma d’op-
timisation convenable pour calculer le mode a posteriori. Pour cela, comme les parametres
changent de dimensions, nous utilisons une nouvelle méthode plus performante que les
méthodes MCMC classiques (recuit simulé, algorithme génétique, etc) pour résoudre le
probleme. La troisieme difficulté concerne les simulations suivant la loi a posteriori. En
effet, nous proposons de simuler suivant la loi a posteriori par un algorithme de type
Metropolis-Hastings a sauts réversibles couplé a I’échantillonneur de Gibbs. Le calcul de
la probabilité d’acceptation/rejet de cet algorithme exige le calcul d’un rapport de deux
priors sur les ccefficients de la régression. Pour introduire les contraintes de forme, la
densité du prior des coefficients est tronquée a un ensemble quelconque et ainsi, connue
uniquement a une constante pres. Pour simuler suivant la loi a posteriori, on a besoins de
calculer le rapport de prior sur les coefficients ce qui revient a calculer le rapport de deux
densités tronquées de dimensions différentes et connues explicitement a deux constantes

multiplicatives pres.

Ce chapitre est organisé comme suit : dans une premiere partie, nous présentons l'inférence
bayésienne sous contraintes en donnant le modele complet et le posterior. Dans cette
perspective, apres avoir dérivé la densité a posteriori, nous expliquons le schéma des si-
mulations suivant la loi a posteriori. Nous expliquons également comment on peut varier
la configuration des nceuds en nombre et en position grace a un modele Multinomial-
Dirichlet. Dans une deuxieme partie, nous abordons le calcul de I’estimateur bayésien sous
contraintes grace a un algorithme d’approximation stochastique par Monte Carlo. Enfin,
nous présentons les résultats numériques de notre approche et notons une amélioration

des performances prédictives par rapport a d’autres méthodes.

5.2 Inférence bayésienne sous contraintes

5.2.1 Le modele complet et le posterior

Nous rappelons que le modele (5.1) s’écrit matriciellement y = Bf + ¢, ou on note par B
une matrice n X (k + k) qui désigne la base de B-spline, K = (k+ k) avec 0 < k < n, § =
(Bi,- .., PK) et e ~ N,(0,0%0,). On désigne par (3,02, t, x) les parametres inconnus et &
estimer dans le modele avec xk nceuds. Soit les noeuds a =ty < t; < -+ < t, < tei1 =0b.

La vraisemblance des données y = (y;)}_, s’écrit de la maniere suivante :

P18, 0% t,5) = (2m0®) P exp { = - (y— B (y - BB) |, (5.2)

202
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ol p est notation générique d’une densité de probabilité quelconque. Pour donner les lois
a priori sur (3,02, t, k), nous reprenons a nouveau les contraintes de forme spécifiées au
chapitre 3. Soit S I'ensemble des vecteurs 3 = (5;)K, tels que f respecte la contrainte de
forme. Par exemple, d’apres la proposition 2.5.3, si on impose a f d’étre croissante, on
a:

S={f|BeR, B <B < <Pk},

pour une régression unimodale concave, on a :

S={f|B8i € R, b1 < B2, Brk-1> Bk, Pi —2Bi—1 + Pi—2 < 0},

et pour une régression unimodale, on a :

S={fIBeER =< <B=2Fpn>2Prk1>Pr,pourl=4,... K-1}

Dans la contrainte de 'unimodalité, on restreint [ a l’ensemble {4,..., K — 1} pour
controler la pente de la courbe au début ou g1 = [y < 5 et a la fin ou fx_1 > Pk. Les
distributions a priori sur (3,02, t, x) seront spécifiées comme suit. On suppose que 3 et

o2 sont a priori dépendants et que 'espérance a priori des coefficients est m = (0,...,0) :

2\K/2 N —
ﬁ|02 ~ N;g(m, 02V> de densité proportionnelle a % exp{—ﬂ ;’;;ﬁ}l{geg};

0? ~ IG(&, <) de densité égale a %(02)&1 exp{— 5}
ulk ~ D(1,...,1) de densité égale a (k — 1)!;

K~ P(A) de densité égale a exp(\)27,

(5.3)

ol V est une matrice K x K qui sera définie, dans la proposition 5.2.1, en fonction
des contraintes de forme imposées sur les coefficients. Le parametre u = (ug, ..., u;)
de distribution Dirichlet D(1,...,1) est relié a la position des nceuds par la relation
u; = (tix1 — t;)/(b—a) oni =0,...,k. Dans ce chapitre, nous utilisons un prior sur u
et pas sur t pour la simple raison que u est au domaine de définition de la loi Dirichlet.
Evidemment, faire de l'inférence sur les noeuds t revient a faire de 'inférence sur u et

déduire t grace a la relation bijective entre t et u.

La loi a priori 7(3|¢?), ol 7 est une notation générique d'une densité de probabilité a
priori, sur les ceefficients de régression assure que la contrainte de forme est garantie
par la fonction indicatrice 1;gcgy alors que la régularité est controlée par I'ordre £ de la

spline. En multipliant (5.2) et (5.3), nous obtenons, & une constante pres, la distribution
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a posteriori

p(B,0* u, kly) o p(ylB, 0%, w, k)m(Blo?)m (07 (ulk)m (k)

+ A+ rlog(A) — log(]) ) Lsesy,
ou
m* = (V + B'B)"(B'y);
V*=(V+BB)™
§=E+n/2 >
o *\/ *\—1 *
oy Yy— () (V)" m®

2
La loi a posteriori (5.4) résultante présente quelques hyperparametres a régler dans le
prior : a savoir ¢ et ¢ dans I'inverse Gamma et A dans la loi de poisson. Tous ces hyper-

parametres seront affectés a des constantes dans 1’étude numérique de simulation.

5.2.2 Simulation suivant la loi a posteriori

Pour simuler suivant cette loi a posteriori (5.4) par un algorithme de type Metropolis-
Hastings a sauts réversibles couplé a 1’échantillonneur de Gibbs, nous devons penser a
calculer, entre autres, un rapport de prior pour les coefficients de régression qui vérifient

bien entendu la contrainte de forme (8 € 5).

5.2.2.1 Calcul du rapport de prior sur les ccefficients

Le calcul du rapport de prior des coefficients revient a calculer le rapport de deux distri-
butions normales tronquées a S et éventuellement de dimension différentes. Soit ¢ un
vecteur candidat proposé dans une itération au niveau des simulations. Pour simplifier la
présentation du probléeme, nous supposons qu’en partant d’un vecteur (3, nous insérons

d coefficients pour obtenir .

Proposition 5.2.1 Sous le prior (5.3), on considére que ¢ est obtenu par une simple
insertion de d coefficients par rapport a (3.

(i) Sous la contrainte de monotonie, pour une matrice V-1 =T T,,, on a

77(60|02) _ (O_\/E)(_d) 1{51§"'SBKS"'S5K+d} exp <B/(TrlnTm>B - 60/(T&/Tr%)ﬂc)
m(Blo?) 2 Lipi<-<prc} 20 ’
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1 0
-1 1 0
0 -1
ou T,, est une matrice K x K telle que T, = L ] ] ] | et T est
0 -+ - 0 =11

une matrice (K + d) x (K +d) de la méme forme que T,,,.

(ii) Sous la contrainte de l'unimodalité, pour une matrice V-1 =T!T,, on a

77(56|02) _ (U\/E)(_d) 1{61S"‘§6125l+12"‘26K+d} exp (BI(T;Tu)ﬁ - BC/(T5/T5)60>
2 )

7T-<ﬂ|0-2) B 1{31§"'§3125l+12"'2ﬂk} 20°
10 0 0 0
—1 0
0o -1 1 0 0
ou T, est une matrice K x K telle que T, =
1 -1 0 0
0 T I, |

et TS est une matrice (K + d) x (K +d) de la méme forme que T,,.

Remarque Sous contraintes de monotonie nous obtenons les coefficients par 5 =T, 7;16 =
/
(Cl, G+ GG+0G+G . N8, Q) et sous contraintes d'unimodalité 3 = T, ¢ =

<C1,C1 F GO G G A Gy G D Go— Gts e iy G — Zfilﬂ Ci)l ou ¢ ~

NZ(0,0%Tk) et N (-, ) est une distribution normale tronquée aux composantes positives.

Preuve Pour des raisons de simplicité, nous posons ¢ = ((1,...,Cx) et (g = ((1, -+, Cxra)
deux vecteurs de distributions normales tronquées aux composantes positives ({ ~ N (0, 0% )

et Cg ~ Ny 4(0,0%Ikq)). Alors, les densités de ¢ et (4 seront données par

K

) | R
=1

K+d

) T 10
=1

¢'¢
2

p(¢lo?) = Cexp ( -5

Gald
0—2

p(Galo?) = Caexp - 3



5.2 Inférence bayésienne sous contraintes 103

ou C' et Cy sont deux constantes. En notant par {¢ > 0} = {(; > 0,...,(x > 0}, la

constante Cy est donnée par

1 CaCa
- _ Sabd
Ca /CdZO P < 202 ) Ca

- /<>0 ex (- %)df P (- Cj‘aﬁ)dc}(+l~./

Cr+a=>0

(G,
p 902 CK+d

_ (i (i
= 1/ exp (= 22 ) dCicn exp (= 35 dCica
Ck+12>0 g CKk+d>0 g
Or,
o x? < 1 x?
~— T iz = Varo? (- —)d
/0 exp< 202) x o /0 Wexp 52 )4t
\/?
=04/ =.
2
Donc,

it = (/D) (o)D)

En utilisant le vecteur a composantes positives (, on pourra construire un vecteur [ de

distribution normale et vérifiant la contrainte de monotonie de la maniére suivante :

K /
B = (ClaCl+€2a€1+C2+C37"'72Ci>
i=1

=T,

ott T,-1 est une matrice K x K de la forme T, =

11 1 1 1
En inversant la matrice 7)1, on peut également exprimer ¢ en fonction de 3 de la maniere

suivante :

C: <51,52 - 51753 —527--';51( —5K—1>,
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1 0 0
-1 1 0 O 0
0 -1 1
ou T,, est la matrice inverse de 7.,;! donnée par T, =
0O -+ -+ 0 -1 1
La densité de probabilité de 3 peut se déduire de celle de ¢ comme suit :
dg
P(Clo?)dC = p(TBlo®) | 5| d8
Tn3) (T B) \ | 4
B(1,1y)p
= Clyp <py<<p} €XD ( - %)dﬁ,

ou le terme Jacobien ‘j—é’ = 1. D’ou le rapport des densités de 5 et 5= (f1,. .., Bx+ad)
p(ﬂc‘ag) Cy Lig <<Br<-<Bria} OXP ( - 66/(T7(;1/T7%)ﬂc/(20-2))
2=
PBIZS) O Ao exp (= BT, T)B/ (20)
(U W) (—d) L{B1 < <Br < <Brcra} OXP ( - 50’(T&’Tr%)ﬁc/(20’2)>
Lioy<-<oi) 50 ( = B/(T, L)/ (207) )

Si on considere une contrainte d’'unimodalité, en proposant un mode au milieu de la
séquence des ceefficients par exemple, on pourra construire un vecteur 3 de distribution

normale a partir de ¢ de la maniere suivante :

l l l K ,
B=(GG+GG+G+H G D G GG D G— D G)
i=l i=1 i=l

i=i+1
=T,'¢
1 0 0
11 0 0
ot T,7! est une matrice K x K de la forme T, ' =
11 1 -1
11 1 -1 -1 -1
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En inversant la matrice 7}, !, on peut également exprimer ¢ en fonction de 3 de la maniere

suivante :

¢ = (BusBo = 1.5 = Bare o B = s, B = B, Bur = Buass - Baca — i)

1 0 0
-1 1 0
0O -1 1
ot T, est la matrice inverse de T, ! donnée par T}, = ) Lo
D’une maniere similaire, on obtient la densité de probabilité de 3
dg (TuB8)'(TuB)\ | d¢
p(¢lo?)d¢ = p(Tu5|02)‘%‘d5 = Cl{p,<pr<~<>Prs1>>Bx} EXP ( - T) @‘dﬂ
ou le terme Jacobien vaut a cette fois ‘%’ = [(=1)%~!|. Alors, le rapport des densités est

2

p(B¢|0?) ( W>(d> Lipr<<Bi>Brir> > ra} EXP ( - 50'(T5'T5)50/(202)>

p(Blo®) Ligi < <Bi>Bip1 225} €XP ( - 5’(T11Tu)5/(202)>

ou T¢ est une matrice (K + d) x (K + d) de la méme forme que 7, mais en rajoutant d

lignes et d colonnes de plus. ]

5.2.2.2 Le choix des noecuds

Dans notre travail, nous proposons une approche entierement bayésienne permettant
la détermination du nombre et la position des noecuds dans un modele de régression
sous contraintes de forme. Pour faire varier les nceuds, nous considérons un modele
Multinomial-Dirichlet. Ce dernier modele a été proposé dernierement dans Kyung et al.
(2010). Afin de simplifier la modélisation, les positions des noeuds seront tirées a partir

d’une collection pré-spécifiée de nceuds candidats. Cette collection de positions pour les
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noeuds n’est tout simplement autre que les données {z;}7_;. Alors, le nombre de noeuds
est variable sur 'ensemble {1,...,n}. On peut interpréter les positions des nceuds comme
un probleme de changement de point : avant et apres chaque nceud, la courbe change de
direction ou de courbure ou saute brusquement, etc (Moreno et al., 2005). L’approche
bayésienne qu’on propose pour modifier le nombre et la position des nceuds repose sur
I'idée suivante : on applique la statistique d’ordre pour obtenir x = (z(y),...,%@))" avec
zy < wg) < - < Ty puis, a partir de n noeuds candidats, on sélectionne k noeuds
selon la fagon qu’on décrit dans la suite. Partant initialement d’un vecteur de nceuds t a

modifier, pour les positions de noeuds initiales a =ty < t; < --- < t,, < t,y1 = b, on pose
Ny = Z 1{tg§1’(]-)<t[+1}7 (= O, N (56)

Il est clair que >",_,ns = n et que ny représente le nombre d’observations dans l'inter-
valle [t;,t41). Cette idée peut se voir comme une classification des {z(;)}_; ol chaque
classe est de taille ng,ny,...,n.. Cela signifie que la position des nceuds détermine la
classification des données et la taille de chaque classe. Il est facile & ce moment de re-
marquer que t1 = T(ng), l2 = L(ngtny)s---»tk = T(s5-tng)- On pose nep1=-+=mn,_1=0
et m = (ng,..., My, Nps1,---,Np—1)". On note q = (qo, ..., qn—1) la distribution de I’af-
fectation d'une observation z(;) a une classe telle que Pr(t, < x¢) < ti1) = q avec
¢ =0,...,n— 1. Ainsi, pour tout ¢, ¢4 > 0 et Ze o ¢ = 1. On consideére une loi de

distribution multinomiale sur n (n ~ Mult(n,q)) :

p(n|Q):<n0 )Hq”‘f— - n,Hq

On rappelle la définition de la fonction Gamma

INa) = / 2 exp(—r)dz, a >0,
0

et comme distribution sur q nous considérons une loi de Dirichlet, sur I’ensemble D,,_; =
{(qo, -, qn_o) € R pourtout £ =0,....,n—2o0naq >0 et 22;02(16 < 1}, de
parametre o« = (g, ..., 0, 1), ag > 0 pour tout £ = 0,...,n — 1, et de densité par

rapport a la mesure de Lebesgue sur R*~1 :

- e

n— 1
=0 L' =0 =0
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On note par D(ay, . .., a,_1) la distribution de Dirichlet ci-dessus. On précise au passage
que la distribution de Dirichlet est une généralisation multidimensionnelle de la loi de
beta B (lorsque n —1 =1, on a B(ap, a1) = D(, ov)). Pour modifier les noeuds t, nous
utilisons la distribution de Dirichlet D (v, . . ., a;,—1). Pour le choix du parametres ar, nous
discutons son effet dans la suite. Soit Y = (Y, ..., Y1) ~ D(a, ..., a,—1). On sait que,
en posant oy = Z?;Ol ag, ElY,] = ap/ag et V[Y,] = ap(ag — o) /ad(eg + 1). Lorsque les
ap sont petits, pour tout £ = 0,...,n — 1, on peut remarquer que la dispersion des Y;
est grande. Lorsque les ay sont grands et proches, pour tout ¢ = 0,...,n — 1, on peut
remarquer que la variance des Y; est petite. On remarque dans les simulations que nous
obtenons un nombre petit de nocuds générés en utilisant une distribution de Dirichlet
avec ay petit, £ =0,...,n — 1 et quand on considere des o, grands le nombre des noeuds

devient grand.

Partant de I'idée que le nombre original de nceuds est petit, nous proposons comme choix

sur le parametre o
ng+ 1

oy = , pour £ =0,...,n—1. (5.7)
n

Eventuellement, on peut proposer un deuxieme choix ay, = ny, + 1 pour mener une étude
de simulation comparée entre les estimations obtenues par les deux choix de a. Dans le

cas ou ay = ny + 1, la distribution de Dirichlet devient

D(>0 0 @) T

_ F(2n) n r
ap—1 -
n— q ¢ B e q".
e:o1 [ () 7—0 ‘ n! (no nﬁ) H ¢

En considérant le modele Multinomial-Dirichlet

{ n|q ~ Mult(n,q),

(5.8)
q -~ D(Oéo, s 7an—1)7

la loi conditionnelle de q|n, pour le modele (5.8), est une loi de Dirichlet de parametre

o =a+n:

n—2 n—2
_ Np—1+top_1—1
plam) o p(ola)p(a) o [T g (1= D a) . (5.9)
=0 (=0

Pour changer la configuration des nceuds (en nombre et en position), nous utilisons le
modele Multinomial-Dirichlet comme suit : & partir de q tiré suivant une distribution de

Dirichlet, on génere suivant une multinomiale un vecteur d’indices pour les classes des
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observations. Ce vecteur généré est de taille n. Une fois le vecteur d’indices simulé, on
trie les indices tout en rassemblant les mémes indices dans un groupe et en affectant a
zéro les indices non tirés. Par exemple, soit un vecteur candidat (1,4,5,1,4,3,1,5,7,5)
d’indices tiré a partir d’'une multinomiale avec n = 10. En triant ce dernier vecteur, on
obtient (1,1,1,3,4,4,5,5,5,7) et on affecte a zéro les indices non tirés 2,6,8,9,10. En
sommant selon les fréquences des indices, on obtient ng = 3, ny = 1, ny = 2, ng = 3 et
ny = 1 avec ng + ny + ny + ng + ng = n = 10. Ainsi, le vecteur des nceuds contient 4

nceuds donnés par leurs positions t = (t; = 3, ta = T4), l3 = (6), ta = T(9))".

5.2.2.3 Simulations par Metropolis-Hastings a sauts réversibles avec Gibbs

Nous considérons une version hybride du Metropolis-Hastings a sauts réversibles avec
I’échantillonnage de Gibbs pour simuler suivant la loi a posteriori (5.4). Le schéma de
simulation consiste & simuler (5, u, ) par Metropolis-Hastings a sauts réversibles et la
variance o2 par une étape de Gibbs. La loi conditionnelle complete a posteriori pour o2

est donnée par :
OBy ~ IG(§ + /2, (6 —m") (V) (B—m) /24 ),  (5.10)

ou m*, V* £* ¢* sont données par (5.5).

A TDitération n des simulations, les parametres sont notés (8”7, u”, k"). Les parametres
candidats proposés a l'itération n + 1 seront notés (¢, u®, k°). Les contraintes de forme
seront vérifiées a 1'étape de proposition Pd dans le Metropolis-Hastings a sauts réversibles
comme décrit dans la suite. La proposition d'un vecteur de ceefficients ¢ s’effectue par
I'insertion de d ccefficients a partir de 57 ou bien par la suppression de d ccefficients a
partir de 8. Pour proposer 'insertion de d coefficients, on décrit dans la suite le schéma
de proposition. On rappelle qu’apres I'insertion d’un neeud £ et en calculant les nouveaux

coefficients grace au résultat théorique de I'insertion des noeuds donné dans de Boor (2001)

Bi sl Livk—1 < f;
BZ- = w,vk(f)ﬁz —+ (1 — wi,k(f))ﬁi_l si tz < f < ti—i—kz—l; (511)
Bi-1 si t<t,
ou la fonction w; x(x) = % si t; < tiyx_1 et 0 sinon. Les coefficients 8 = (3,)1

donnés par (5.11) ont la particularité de conserver la méme spline obtenue avant 'inser-

tion du neeud supplémentaire ¢ et associée au vecteur nodal t = {t;}/_;. Pour proposer
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une spline légerement modifiée a I'itération 1+ 1 par rapport a celle obtenue a l'itération

71, nous considérons les ccefficients donnés par :

5; s 6 <
51’71 si %Z( > Z;,

ou [ est 'indice du nouveau ceefficient inséré qu’on détermine simplement a partir de
I'indice du nouveau noeud inséré Z, t; = (fig1 + -+ tip_1)/(k — 1) et

(%kJ’,l’ . ,Ek+,€+1)/ = (tl, . ,t, . ,tn)/ avec El == %k =a et ¥k+n+2 == %2k+,€+1 =b.

Nous posons par (I1, ..., l) les indices des d coefficients qu’on propose d’insérer a l'itération
n+1. Apres le calcul des ceefficients 3 , . . ., 8, par (5.12), nous introduisons les contraintes
de forme a cette étape de proposition comme il sera expliqué plus tard. Selon ce principe,

on obtient a la fin de I’étape de proposition les ceefficients
~ ~ ~ /
Bc = <617"'7511)/81,1-&-17'"75127"'»51(1" . 'aBIKJ,-d) )

ou Eh, ce El , sont des propositions de ccefficients qui vérifient la contrainte de forme S.

Remarque Ce schéma de proposition des ceefficients B}l, . ,E, , et globalement de 3¢
assure que le terme Jacobien de la transition avec insertion de d noeuds et d ceefficients

est égale a 1. Cela se démontre facilement en écrivant la matrice Jacobienne des dérivées

partielles du vecteur (fps1, ...\ Copntdsts Bls - By Blsns -2 Blas s Bras -5 Bega)
par rapport au vecteur (t1,...,8,, . by - stus B1y- -y Br, 1, ..., q) et en effectuant
des opérations élémentaires de permutation des lignes. Les réels ry,...,ry sont des per-
turbations aléatoires assurant que les coefficients Ell, e ﬁN’l , Vérifient les contraintes de

forme S. Les permutations des lignes dans la matrice Jacobienne permettent I’obtention

d’une matrice triangulaire dont tous les éléments diagonaux valent 1.

Pour proposer la suppression de d ceefficients, on détermine les ceefficients a supprimer

puis on les élimines de 7. On obtient a la fin de I'étape de proposition les coefficients
~ /
BC = (ﬁla cee aﬁlaﬁl—‘rl? ce 7ﬁK—d) )

ol B} est un ceefficient qui vérifie la contrainte S. Plus précisément, pendant 'insertion,
la suppression ou les deux au méme temps, les contraintes de forme sont appliquées de
la facon suivante : pour une contrainte quelconque S et a partir de g7 a l'itération n de

I’algorithme, on propose de remplacer 5”7 par ¢, en insérant d coefficients, tel que :
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(i) on pose 3’ = (ﬁ{,...,ﬁl’l,...,ﬁl’d,...,ﬁ}(er)’;
(ZZ) 5[1 ~ M{S(ﬁ’,ll)m[ﬁlllifi']} ou S(Bly ll) = {gh : (Biv s 751/1717 Ellv s 75}(’4»5[), S S}a
/812 ~ Z/{{S(B/,lg)ﬂ[ﬁl'2:|:€/}} ou 5(5/7 l2) = {ﬁlz : (/817 s 7/81/2_17 ﬂlzv s 7/8}(4-([)/ € S} ;

Pra ~ Ugs(rannipy xeny o0 S8 la) = {81, 2 (B1 - B0 Buas -+ Brera)” € S}
(#1) B = (B, Bus s Bios- s Bigs -5 Brera)s
ol la constante £ permet de controler la variance de la proposition. La valeur initiale 3!

est choisie selon un examen visuel des données y = (yi,...,y,)".

En supprimant d ceefficients, les contraintes de forme sont prises en compte comme suit :

(i) on pose 8" = (B1,..., Br-a)’;
~Up,. k—a}, tirage de la composante de 4" & modifier en introduisant la contrainte ;

)
)

) Nl ~ U{S([S",l)ﬁ[ﬁzis’]} ou S<6/7l> = {/El : (617 cee 7517 cee 75K—d)/ € 5}7
)

b
/BC = (617 s 7/Blflvﬁl7ﬁl+17 s 7ﬂK*d>,'
La probabilité d’acceptation/rejet p, des simulations par Metropolis-Hastings a sauts

réversibles a l'itération 7 est donnée par
py = min{1 p(yl0"), k) m(ue|r) 7(s°) 7(6(0%)") p(n°la)p(q°) }
! " p(yl0v), k1) (k) 7 (k) w(87] (o)1) p(nt|q)p(qr) )

ol le rapport de vraisemblance est donné par
pyl0"™) s _ { (y= B"6")(y = B76") — (y— B (y ~ B°) !
p(ylo™,mm) P 2071 |

le rapport des priors pour le nombre et la position des noeuds est donné par

m(ul|s®) w(ke)  (RC—=DIANTR KT e

m(an|sm) w(k1) (k7 — 1) AR ke

)

et le rapport de proposition est donné par
-1 C L nC—
¢) TTezg (gf) e

p(la)p(a) _ (ng!- - nk TS af) [T5, T(a
plamp(a”)  (ngl-- g 0205 of) TTis D(eg) Ty (gt
Dans 'algorithme 6, nous expliquons la mise en ceuvre de ces simulations en utilisant si-

multanément des étapes d’échantillonneur de Gibbs et des étapes de Metropolis-Hastings

a sauts réversibles.
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A T'itération 7, Palgorithme est a I'état (57, (62)7, 0", k)
pour n=1,2 ... faire
1. Générer (o)™ a partir de la loi conditionnelle (5.10) sachant (87, u”, k")

. Générer q° ~ D(a, ..., a! ) et n°|q° ~ Mult(n,q°)

2 ’ n—1
3. Générer B¢ ~ PJ pour proposer des ceefficients vérifiant la contrainte S
4. Calculer A, = (y — BB (y — Bcﬁc) — (y — B"5") (y — B"ﬁ")
_ pmla)p(q®) , m(B(a?)"")
5. Caleuler A = Jimqmpian X (i@
6. Prendre

Al K/n KC—KN
pn—{eXp<—W>XA2XE)\ }/\1

si acceptation avec probabilité p, alors

(BT artt g1 = (89, u¢, k°) (avec probabilité p,)
sinon

(BTt g1y = (87, u, k") (avec probabilité 1 — p,)
fin si

fin pour

ALG. 6: Algorithme de Metropolis-Hastings a sauts réversibles avec étape de Gibbs.

5.3 L’estimateur bayésien

Comme il s’agit d’un contexte de régression sous contrainte, nous proposons d’estimer
la fonction de régression par le mode a posteriori. Le calcul du mode a posteriori nous
ramene a résoudre un probleme d’optimisation.

On propose dans la suite d’étudier cette optimisation grace a un algorithme d’approxi-
mation stochastique par Monte Carlo (SAMC) afin de calculer le mode a posteriori. Pour
spécifier les détails de 'optimisation par le SAMC, nous précisons qu’il s’agit de la maxi-

misation de la loi a posteriori p(f3, u, k|y) pour calculer le mode a posteriori (5%, u*, K*).

Dans le schéma d’optimisation, nous intégrons la loi a posteriori (5.4) par rapport a la va-
riance o2 pour simplifier le calcul du mode a posteriori. Cette stratégie permet de réduire

le nombre de variables dans la fonction objective a optimiser et de simplifier 1’étape
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de proposition dans 'algorithme SAMC ou seulement les nceuds (modeéle Multinomial-
Dirichlet) et les ceefficients (5 € S) seront proposés. Nous obtenons, a une constante

pres, la distribution a posteriori p(3, k,u|y) :

p@mmwaépmﬁmmmmﬁwQ
N /00(02)(5*+(K/2)+1) exp ( (B m*) (V*)~1(f — m*) + 2¢*
0

202

+ A+ klog(A) — log(k )) g(;

D€+ (K/2) + €+ 1) [ 58 —m®) (V)7 (8- ) 467+

exp ()\+/<alog( ) — log(k ))

(02)5! eXp{——}l{ﬁeS}dU

]—(§*+(K/2)+£+1)

La maximisation de la loi a posteriori p(f3, k, u|y) se ramene a maximiser la quantité :

D(E" + (K/2) + €+ 1) exp (A + rlog(\) — log(x))

Q(ﬁ?’i7u) - 1 , (§*+(K/2)+§+1)’ (513)
508 = me)/ (V)18 = ) +¢* + o]
ot Q(+,-,-) est une fonction réelle définie sur ® = S x {1,...,n} x [0,1]*"L. Alors, pour
calculer le mode, il suffit de trouver I'argument maximum :
(6%, k", u*) = arg max Q(ﬁ,ﬁ; u), (5.14)

(Bk0)ED

ou les ceefficients 5 vérifient la contrainte de forme (5 € 5).

5.3.1 L’approximation stochastique par Monte Carlo

Durant les derniéres décennies, le recuit simulé (Kirkpatrick et al., 1983) et I’algorithme
génétique (Goldberg, 1989) ont été efficacement utilisés par les auteurs pour résoudre des
problemes complexes d’optimisation. Malgré leurs succes, ces deux derniers algorithmes
présentent certaines difficultés de convergence vers I'extremum global. Concernant le re-
cuit simulé, la décroissance de son parametre de température en fonction des itérations
était la difficulté principale. Il a été démontré par Geman and Geman (1984) que la
décroissance logarithmique de la température assure une convergence vers I’extremum glo-

bal avec une probabilité égale a 1. En pratique, cette décroissance logarithmique s’avere



5.3 L’estimateur bayésien 113

lente et cotteuse en termes d’itérations. C’est pour cette raison que les auteurs utilisent
fréquemment une décroissance linéaire ou bien géométrique pour accélérer la recherche
de la solution méme si la convergence vers 'extremum global n’est plus garantie. En ce
qui concerne 'algorithme génétique, la recherche de I'extremum global s’effectue d’une
maniere différente en introduisant des opérations de mutation et de croisement (“crosso-
ver“). A propos de ces opérations, une population de solutions candidates ou d’individus
est générée aléatoirement et ses individus seront testés suivant leurs valeurs par la fonc-
tion de ’énergie (qui est simplement la fonction a optimiser). Les meilleurs individus
subissent par la suite plusieurs mutations et croisements jusqu’a ce qu'un individu de
performance satisfaisante sera trouvé. L’opération de mutation consiste a effectuer une
perturbation aléatoire d’'un individu. Le croisement consiste a effectuer une perturbation
d'un couple d’individus sélectionné selon une certaine procédure. Sous certaines condi-
tions, l'algorithme génétique converge asymptotiquement vers 'extremum global avec

une vitesse logarithmique comme le recuit simulé (Cerf, 1994; Schmitt, 2001).

Récemment, 'algorithme d’approximation stochastique par Monte Carlo (SAMC) a été
proposé dans la littérature (Liang et al., 2007) comme un outil d’optimisation. La ca-
ractéristique de ce nouveau algorithme est son auto-ajustement tout en évitant I'attrac-
tion intense des minima locaux. Nous proposons dans la suite une breve description du

SAMC. On suppose que nous considérons la distribution de Boltzmann suivante :

F(z) = %exp{—U(x)/T}, reX, (5.15)

ou U est une fonction a optimiser, Z est une constante de normalisation, 7 est la
température et 'espace X est un compact. On suppose également que l’espace X est
partionné selon la fonction de 'énergie U(-) en m sous-espaces disjoints qu’on note par
Ei={2:Ux) <w}E={z:u <Ux) <ul,...,Epq={z:u, < U <
U1} et By, ={x:U(x) > u,-1}ouuy,...,u,_;sont des réels arbitrairement spécifiés.
Soit ¢ (x) = exp{—U(x)/7} une fonction positive définie sur X avec 0 < [ z¢)(z)dz < oo
et g; = [ ¥(z)dz. Un sous-espace est vide lorsque g; = [, 1(v)dz = 0. On pose 3" un
estimateur de g; a l'itération n et 6 = log(@-(")) avec 0" = (67, ...,67). On considére une

distribution de proposition ¢(z,y). Pour tout = € X, il existe €; et &5 tels que
|z —y|l <er = q(z,y) > e (5.16)

Dans la pratique, ce type de distribution de proposition peut étre spécifié sans grand

difficulté dans le cas discret ou continu (Robert and Tweedie, 1996). Par exemple, pour
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un systéme continu, ¢(x,y) peut étre une marche aléatoire gausienne y ~ N (z,vI) ot v

sera calibré pour obtenir un taux d’acceptation/rejet désiré. Soient 7w = (71 ..., m,), tel
que 0 <m <let S m=1, et = (™ iy avec e = 1 si 2 € B et

0 sinon. On considere aussi une séquence {7, } positive et croissante qui vérifie

(i) D m=o0 (i) Y 9 <o, (5.17)
n=1 n=1
ou 0; € (1,2). Dans ce chapitre, on pose
"o )52
—(— )" 5.18
i (maX(no,n) (518)

ol 52 c (%,

du sous-espace FE; auquel appartient x. Les détails de 'optimisation par SAMC sont

1] et 1y est choisi arbitrairement. Soit J(x) une notation pour désigner 'indice

donnés dans 'algorithme 7.

A Tlitération n, I'algorithme est & I'état ("
pour n =1,2,... faire

1. Générer y ~ q(z™,y)

2. Calculer la probabilité d’acceptation /rejet

v(y) aly,=™)
ry = o0 (), — ) p(x) gz, ?/>} "

si acceptation avec probabilité r, alors
2" < y (avec probabilité r,)
sinon
2 < () (avec probabilité 1 — r,)
fin si
3. On pose "1 = 07 4 ~, (e — ).

fin pour

ALG. 7: L’algorithme d’approximation stochastique par Monte Carlo.

On précise que l'algorithme d’approximation stochastique par Monte Carlo présente

un mécanisme d’auto-ajustement dans 'optimisation. Si une proposition y ~ q(:c(”),y)
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vient d’étre rejetée, le poids de la région de I'état courant z(" sera ajusté a une valeur
plus grande ce qui augmente la probabilité d’acceptation dans une prochaine itération.
Ce mécanisme permet a 'algorithme d’éviter I'attraction des minima locaux. On note
également au passage qu'une large valeur de 7, permet de visiter tous les sous-espaces

E; rapidement.

Les conditions (5.17) sont naturellement utilisées dans I’approximation stochastique (Moyeed
and Baddeley, 1991). La premiere condition (7) est nécessaire pour la convergence de 0".
Si 22021 v, < 00, alors, d’apres 1'étape 3 dans 'algorithme (7), on peut remarquer que
> e 07 — 07| < > %’62(%1) —mi| < 32,21 7 < o0 ot la seconde inégalité provient
du fait que 0 < eﬁ"),m < 1. Ainsi, la valeur de 6 n’estime pas convenablement log(g;)
lorsque la valeur initiale 69 est suffisamment loin de log(g;). La seconde condition (1)
amortit asymptotiquement effet de I'erreur aléatoire introduit par e™. Elle assure que

%]egnﬂ) —m| <, = 0 quand n — 0.

5.3.2 Exemple

Nous proposons un exemple de fonction a plusieurs minima locaux pour illustrer ’opti-
misation en utilisant ’algorithme d’approximation stochastique par Monte Carlo. Nous
considérons la fonction U(x) = —{x;sin(20xs) + X2 sin(20x;)}? cosh{sin(10x;)x;} —
{x1 c0s(20x2) + X5 sin(20x1)}? cosh{cos(10xs)x5} ot * = (x1,%x3) € [—1.1,1.1]%. Cet
exemple est modifié & partir de I'exemple 5.3 dans Robert and Casella (2004).

Figure 5.1 - Représentation graphique de la fonction U(z) sur [~1.1,1.1]%. Liang et al. (2007)

ont proposé un exemple proche de la fonction U.
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La figure 5.1 représente une fonction U(z) a plusieurs minima locaux séparés par des
barrieres avec des énergies élevées. Le minimum global est —5.73894 obtenu en (x;,X2) =
(—1.0445, —1.0084) et (x1,x2) = (1.0445,—1.0084). L’espace X = [—1.1,1.1]* est par-
tionné en 29 sous-espaces suivant la fonction d’énergie : By = {x € X : U(r) <
56}, Ey={re€X:-56<U(x)<—-54},...,Exs={reX:-04<U(xr) <-02}
et Fyg = {x € X : —0.2 < U(z) < 0}. On pose ¥(z) = exp{-U(x)}, no = 100,
T = -+ = Tg9 = 1/29 et on choisit comme distribution de proposition une marche

aléatoire gaussienne Ny (z,0.22%I,).

5.3.3 Calcul du mode a posteriori sous contraintes

Pour calculer le mode a posteriori (MAP) sous contraintes de forme, nous intéressons
dans la suite a spécifier un algorithme de type SAMC (voir algorithme 8) dont 1'étape
de proposition garantie I'introduction des contraintes. On considere la maximisation de

la fonction @ donnée par (5.13) ou les variables sont (3, u, k) € D.

A T'itération 7, Palgorithme est a I'état (57, u”, k)
pour n=1,2 ... faire
1. Générer q° ~ D(a, ..., a) 1) et n°|q° ~ Mult(n,q°)
2. Générer B¢ ~ PJ pour proposer des ccefficients vérifiant la contrainte S

3. Calculer la probabilité d’acceptation/rejet

(B, uc, k%) p(nlq°)p(q°)
_ 7 _am
= { P (9«’(5"7“’%”") e«f(ﬂcv““"c)) B(B7, un, K1) p(n’?!q”)p(q”)} o

si acceptation avec probabilité r, alors

(BTt g «— (89, u¢, K€) (avec probabilité 7))

sinon
(Bt g1 «— (87, u”, k™) (avec probabilité 1 — ry)
fin si
4. On pose 0711 = 07 4 ~, (e V) — r).
fin pour

ALG. 8: L’optimisation de () par un algorithme de type SAMC.
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Dans I'algorithme 8, 'espace ® est partionné en m sous-espaces Fi, ..., E,, suivant la
fonction d’énergie @ et les données {x;,y;}7_;. On pose ¥(3,u, k) = exp{—Q(S3,u, )},
no = 2m et my = +-- = 7w, = 1/m. Nous considérons la méme distribution de proposi-
tion PJ pour les ceefficients de régression et le méme modele Multinomial-Dirichlet pour
varier les nceuds que ceux utilisés dans I'algorithme de type Metropolis-Hastings a sauts

réversibles.

5.4 Etude de simulation

Nous proposons d’explorer les performances numériques de la méthode bayésienne présentée
dans ce chapitre. On note que pour estimer une fonction de régression sous contrainte de
monotonie, I'espérance a posteriori s’avere un estimateur raisonnable. En effet, la mono-
tonie et la concavité (convexité) sont préservées par toutes combinaisons linéaires avec
des ccefficients non négatives. Pour I'unimodalité et d’autres contraintes de forme plus
compliquées, il sera plus approprié d’estimer f par le mode posteriori. Dans cette étude

de simulation, I'espérance a posteriori est calculé par

7 o Niter
f(.’L') - N’illfer ;17:1( )fﬁ(") (LI?) (519)
fan () =325, 8" Bi(a),

ott Niter est un nombre large et BV, 33 . pWiter) sont des ceefficients choisis arbi-
trairement a partir des simulations suivant la distribution a posteriori par le Metropolis-
Hastings & sauts réversibles. D’une maniére similaire, on note par f(z) = Zfil BB k()
le mode posteriori. Les performances de fet f seront évaluées par la norme Ly, la norme
sup et le risque quadratique (MSE) de |f — f| et [f — f].

L’étude numérique de simulation proposée dans cette section contient une comparaison
entre le choix des neeuds avec ay = (ng+1)/n et g = ny+ 1 pour £ =0,...,n — 1.
Pour les détails numériques, on pose & = ¢ = 0.01, A = 5, n = 120, zq,..., 2190 sont
des données iid tirées a partir de la loi Uniforme(0,1), et o = 0.1 dans la génération des
données {y;};%). Dans l'inférence, o sera considéré comme un parametre inconnu et sera

estimé par un échantillonneur de Gibbs.

5.4.1 La régression sous contrainte de monotonie

L’étude de simulation comparée entre les deux choix des nceuds présente des performances

numériques meilleurs lorsque le nombre des neeuds est relativement petit : ay = (ng+1)/n.
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On présente les résultats des simulations de deux fonctions monotones définies par

2x si x € [0,0.25],
filz) = sin(gw) et folx) =14 05 si z € 0.25,0.75),

2r — 1 si x € [0.75,1].
Nous itérons les deux algorithmes 8 et 6 avec 100000 itérations pour estimer f; et fo et
simuler suivant leurs distributions a posteriori. Apres une période initiale qui précede la
convergence de 6000 itérations pour I'algorithme 8 et 10000 itérations pour l'algorithme
6, nous utilisons les 90000 itérations restantes des simulations par le Metropolis-Hastings
a sauts réversibles pour calculer les moyennes empiriques fl et J?Q Partant des données
générées {z;,y;li = 1,...,120}, on répete les simulations cinquante fois. Les résultats
des 50 expériences de simulations par 1'algorithme 6 et 8 sont évalués par la moyenne de
50 normes Ly, la moyenne de 50 normes sup et la moyenne de 50 erreurs quadratiques
(MSE) pour | f — f| et | f— f|. Ces résultats sont donnés dans les tableaux 1 et 2 suivants :

Tableau 1
Résultats de I’étude de simulation pour fi(z) = sin(5x).

a
a Les criteres |f — f| |f — f]

norme [ 0.0218 0.0211

(ng+1)/120 norme sup 0.0630  0.0617
MSE 0.0053  0.0048

norme L 0.1258 0.1254

(ng+1) norme sup  0.2337  0.2329
MSE 0.0312  0.0315
b

Qy k Probabilité k Probabilité x Probabilité x  Probabilité
a posteriori a posteriori a posteriori a posteriori
1 0.0000 6 0.0737 11 0.0984 16 0.0287
2 0.0107 7 0.0899 12 0.0852 17 0.0104
(ng+1)/120 3 0.0278 8 0.09918 13 0.0563 18 0.0087
4 0.0514 9 0.1098 14 0.0419 19 0.0045
5 0.0686 10 0.1077 15 0.0366 20 0.0021
1 0.0004 6 0.0512 11 0.1306 16 0.1567
2 0.0015 7 0.0798 12 0.1333 17 0.1511
(ng+1) 3 0.0047 8 0.1089 13 0.1391 18 0.1392
4 0.0092 9 0.1241 14 0.1401 19 0.1231
5 0.0249 10 0.1257 15 0.1425 20 0.1073
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Tableau 2
2 si z € [0,0.25],
Résultats de I'étude de simulation pour fo(z) =< 0.5 si z € [0.25,0.75], .
20 —1 six € [0.75,1].
a
ay Les criteres |f — f| |f — f|
norme L 0.0426  0.0401
(ng+1)/120 norme sup 0.1249  0.1223
MSE 0.0075  0.0060
norme L 0.1407  0.1394
(ng+1) norme sup  0.4409  0.4380
MSE 0.0476  0.0418
b
Qy k Probabilité k  Probabilité « Probabilité x  Probabilité
a posteriori a posteriori a posteriori a posteriori
1 0.0000 6 0.0270 11 0.1210 16 0.0817
2 0.0000 7 0.0399 12 0.1847 17 0.0689
(ng+1)/120 3 0.0007 8 0.0591 13 0.1632 18 0.0282
4 0.0009 9 0.0783 14 0.1284 19 0.0085
5 0.0016 10 0.0994 15 0.1008 20 0.0051
1 0.0002 6 0.0591 11 0.1316 16 0.1712
2 0.0014 7 0.0801 12 0.1507 17 0.1765
(ng+1) 3 0.0058 0.1093 13 0.1621 18 0.1811
4 0.0146 0.1211 14 0.1659 19 0.1795
5 0.0363 10 0.1297 15 0.1697 20 0.1678

Autocorrelation
4

Autocorrelation

(a) ap = (ng+1)/n.

(b) oy = (ng + 1).

Figure 5.2 — L’autocorrélation des ccefficients de régression obtenus par les simulations suivant

la loi a posteriori pour la fonction fi.
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5.4.2 La régression sous contrainte d’unimodalité

On obtient la méme conclusion dans I'étude de simulation sous contrainte d’'unimodalité
ou le choix des nceuds avec ay = (ny + 1)/n présente des performances numériques
meilleurs que lorsque ay = (ny+1). On présente dans la suite les résultats des simulations

de deux fonctions de régression unimodales définies par

—4dx +1 si z € ]0,0.25],
f3(x) = (16/9)(z — 1/2)* et fulx) =< 0 si € [0.25,0.75],
dr — 3 si x € [0.75,1].

Nous utilisons les deux algorithmes 8 et 6 avec les mémes parametres décrient dans
le cadre de la contrainte de monotonie pour estimer f3 et f; et simuler suivant leurs
distributions a posteriori. Les résultats des simulations sont donnés dans les tableaux 3

et 4 suivants :

Tableau 3
Résultats de I’étude de simulation pour f3(z) = (16/9)(z — 1/2)>.
a o~ ~
ay Les criteres |f — f| |f — f]

norme L;  0.0166 0.0101

(ng+1)/120  norme sup  0.0489  0.0413
MSE 0.0019  0.0006

norme L 0.1317  0.1285

(ng+1) norme sup  0.4009  0.3889
MSE 0.0386  0.0308
b

Qy k Probabilité k Probabilité x Probabilité x  Probabilité
a posteriori a posteriori a posteriori a posteriori
1 0.0000 6 0.1018 11 0.0914 16 0.0120
2 0.0003 7 0.1109 12 0.0701 17 0.0082
(ng+1)/120 3 0.0488 8 0.1302 13 0.0424 18 0.0056
4 0.0724 9 0.1278 14 0.0222 19 0.0055
) 0.0901 10 0.1107 15 0.0197 20 0.0037
1 0.0001 6 0.0945 11 0.1257 16 0.1477
2 0.0523 7 0.1113 12 0.1281 17 0.1502
(ng+1) 3 0.0613 8 0.1163 13 0.1326 18 0.1483
4 0.0690 9 0.1191 14 0.1387 19 0.1369
5 0.0783 10 0.1246 15 0.1430 20 0.1252
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Tableau 4
—4dr +1 si z € [0,0.25],
Résultats de I’étude de simulation pour fy(z) =< 0 si z € [0.25,0.75],
4r — 3 si € [0.75,1].
a
Qy Les criteres |f— fl1f =7l

norme L4 0.0412 0.0381

(ng+1)/120 norme sup 0.1347  0.1307
MSE 0.0031  0.0009

norme [ 0.1347  0.1306

(ng+1) norme sup  0.4701  0.4652
MSE 0.0366  0.0319

b

1e%, k Probabilité x Probabilité k Probabilité x«  Probabilité
a posteriori a posteriori a posteriori a posteriori

1 0.0000 6 0.0007 11 0.1263 16 0.0859

2 0.0000 7 0.0199 12 0.1581 17 0.0447

(ng+1)/120 3 0.0000 8 0.0278 13 0.1402 18 0.0275
4 0.0000 9 0.0888 14 0.1294 19 0.0151

5 0.0001 10 0.1026 15 0.1106 20 0.0142

1 0.0006 6 0.0814 11 0.1316 16 0.1576

2 0.0135 7 0.1092 12 0.1354 17 0.1641

(ng+1) 3 0.0187 8 0.1233 13 0.1403 18 0.1708
4 0.0349 9 0.1247 14 0.1422 19 0.1631

5 0.0508 10 0.1291 15 0.1514 20 0.1523

Les tableaux la, 2a, 3a et 4a présentent des comparaisons entre les résultats numériques
de 'espérance a posteriori et le mode a posteriori pour différents criteres. Les tableaux
1b, 2b, 3b et 4b présentent les probabilités a posteriori en fonctions du nombre des noeuds
et le choix de ay. A partir des résultats numériques qu’on obtient de la distribution a
posteriori, on remarque que le nombre de £ = 20 nceuds est suffisamment large. Les
taux d’acceptation dans les simulations par le Metropolis-Hastings a sauts réversibles,
en cas ou ay = (ny + 1)/120, pour les quatre exemples de fonctions fi, fo, f5 et fy sont
respectivement 0.3452 (0.4810), 0.2671 (0.3217), 0.2542 (0.3889) et 0.2368 (0.5108). La
figure 5.2 de I'autocorrélation indique que les simulations par ’algorithme 6 se comportent
assez bien. On obtient des figures similaires pour fo, f3 et f4 et pour cette raison elles ne

sont pas présentées.
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5.5 Discussion

On a proposé une méthode de régression bayésienne sous contraintes de régularité et de
forme avec B-splines & noeuds variables. Le probleme du rapport de deux distributions a
priori tronquées et de dimensions différentes pour les coefficients de régression a été résolu
ce qui a permis de simuler suivant la distribution a posteriori par un algorithme de type
Metropolis-Hastings a sauts réversibles. Un modele Multinomial-Dirichlet a été proposé
pour faire varier la configuration nodale dans I'inférence. En particulier, les algorithmes de
simulations suivant la loi a posteriori et du calcul de ’estimateur bayésien sous contraintes
sont examinés en détails par une étude des performances numériques de la méthode. La
mise en ceuvre de la régression bayésienne sous contraintes a été présentée pour deux

types de contraintes de forme : contrainte de monotonie et contrainte d’'unimodalité.

Le probleme majeur de la régression sous contraintes était la complexité de simuler
suivant la loi a posteriori en présence d’une distribution a priori tronquée et de dimension
variable. L’'implémentation de la probabilité d’acceptation/rejet du Metropolis-Hastings
a sauts réversibles nécessite le calcule d’'un rapport de deux densités tronquées et de
dimensions différentes. Dans la section 5.2.2, on a proposé une technique, sous des faibles
hypotheses, permettant d’obtenir analytiquement le rapport des constantes d’intégration.
Ce calcule a permis d’implémenter d’une facon originale les simulations suivant la loi a
posteriori. L’étape de proposition des simulations a été concu de maniere a ce que les
contraintes de forme seront prises en compte et le terme Jacobien est égale a 1. Un
modele Multinomial-Dirichlet a été adapté a cette étape de proposition afin de faire
changer le nombre et la position des nceuds. Il s’est avéré que ce modele Multinomial-

Dirichlet est sensible au choix du parametre a dans les simulations des nceuds. En effet,
ny+1

n

lorsque ay = pour £ =0,...,n—1, le nombre de nceuds obtenu a la convergence du
Metropolis-Hastings a sauts réversibles et 1’algorithme d’approximation stochastique par
Monte Carlo est plus petit que celui lorsque oy = ny + 1. Les performances numériques
de la méthode sont meilleurs en utilisant le premier choix de a. Cela a été observé pour

différents criteres de risques.

L’étude théorique des algorithmes de simulations et de calcule du mode a posteriori n’a
pas été discutée. Pour avancer dans cette voie, il semble qu'une étude de convergence
poussée de I'approximation stochastique par Monte Carlo et le Metropolis-Hastings a
sauts réversibles soit nécessaire. L’étude du comportement asymptotique de I’estimateur

donné par (5.14) parait intéressante également dans ce sens.
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Résumé

Nous étudions la régression bayésienne sous contraintes de régularité et de forme. Pour cela,
on considere une base de B-spline pour obtenir une courbe lisse et nous démontrons que la
forme d’une spline engendrée par une base de B-spline est controlée par un ensemble de points
de controle qui ne sont pas situés sur la courbe de la spline. On propose différents types de
contraintes de forme (monotonie, unimodalité, convexité, etc). Ces contraintes sont prises en
compte grace & la loi a priori. L'inférence bayésienne a permis de dériver la distribution posteriori
sous forme explicite & une constante pres. En utilisant un algorithme hybride de type Metropolis-
Hastings avec une étape de Gibbs, on propose des simulations suivant la distribution a posteriori
tronquée. Nous estimons la fonction de régression par le mode a posteriori. Un algorithme de
type recuit simulé a permis de calculer le mode a posteriori. La convergence des algorithmes
de simulations et du calcul de I'estimateur est prouvée. En particulier, quand les nceuds des B-
splines sont variables, 'analyse bayésienne de la régression sous contrainte devient complexe. On
propose des schémas de simulations originaux permettant de générer suivant la loi a posteriori

lorsque la densité tronquée des coefficients de régression prend des dimensions variables.

Mots-clés : Régression bayésienne, B-spline, polygone de controle, contraintes de forme et de

régularité, recuit simulé, Metopolis-Hastings, échantillonneur de Gibbs.

Abstract

We investigate the Bayesian regression under shape and smoothness constraints. We first elicit
a Bayesian method for regression under shape restrictions and smoothness conditions. The
regression function is built from B-spline basis that controls its regularity. Then we show that
its shape can be controlled simply from its ccefficients in the B-spline basis. This is achieved
through the control polygon which definition and some properties are given in this thesis.
The regression function is estimated by the posterior mode. This mode is calculated by a
simulated annealing algorithm which allows to take into account the constraints of form in
the proposal distribution. A credible interval is obtained from simulations using Metropolis-
Hastings algorithm with the same proposal distribution as the simulated annealing algorithm.
The convergence of algorithms for simulations and calculation of the estimator is proved. In
particular, in the case of Bayesian regression under constraints and with free knots, Bayesian
analysis becomes complex. we propose original simulation schemes which allows to simulate

from the truncated posterior distribution with free dimension.

Keywords : Bayesian regression, B-spline, control polygon, shape and smoothness constraints,

simulated annealing, Metropolis-Hastings, Gibbs sampler.



