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Abstract

Decision theoryis a discipline at the intersection ofeconomics science, operations researchandar-
tificial intelligence. The classical decision theoretic framework is grounded onthe expected utility
criterion, which is widely used for modelling problems of decision under uncertainty. The artificial
intelligence (AI) community has adopted this framework andits extension to sequential decision under
uncertainty :Markov decision processes (MDP), as a useful tool for modelling and solving problems
in planning under uncertainty. The AI community has also extended and improved this framework in
order to tackle the specific challenges of planning under uncertainty :
– the need for structured representation languages and dedicated solution algorithms,
– the partial observability of the state of the world and
– the partial observability of the planning problemsmodels, requiring specializedlearning algo-

rithms.
In addition, the expected utility criterion has also been challenged as the unique framework for de-
cision under uncertainty and several alternative frameworks have been proposed. These alternative
frameworks have been first proposed by economists but researchers in AI have followed, focusing
mainly onqualitativealternatives.

My own research has followed, at its scale, the same path. It has first consisted in the elaboration of a
qualitative decision theory for planning under uncertainty : decision criteria, sequential decision under
uncertainty, factored representations... Then, I have also been working within the MDP framework,
on factored representations and dedicated algorithms and on problems where observability is no more
complete.

This manuscript summarizes my work of the past ten years in this field. More precisely, the three
following themes are described :

1. Study of a family of qualitative decision criteria based on possibility theory and Sugeno mea-
sures.

2. Proposition of apossibilisticcounterpart of Markov decision processes and of structuredlan-
guages (inspired by logic or influence diagrams) and algorithms.

3. Extensions of the MDP framework to factored,graph-based, problems and topurely epistemic
partially observable problems.

The first part of this manuscript is a short state-of-the-artof decision under uncertainty within AI. Of
course, it is far from being exhaustive. Its unique goal is toput into perspective my own work in this
wide domain. The remaining of the manuscript then provides adescription of my work in the three
above-mentionned themes.
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Résumé

La théorie de la décision est une discipline qui se situe à l’intersection des domaines de l’économie,
de la recherche opérationnelle et de l’intelligence artificielle. Dans cette théorie, le cadre “classique”,
basé sur le critère de l’utilité espérée a pris une place prépondérante pour la modélisation des pro-
blèmes de décision dans l’incertain. La communauté de l’intelligence artificielle a adopté ce cadre et
son extension à la décision séquentielle, le cadre des processus décisionnels de Markov (PDM), pour
la planification dans l’incertain. Elle a également développé et amélioré ce cadre, afin de répondre
aux défis particuliers de la planification dans l’incertain.Cela a conduit, entre autres, à i) l’élaboration
de langages de représentation structurée et d’algorithmesde planification adaptés à ces langages ii) la
prise en compte de l’observabilité partielle de l’état du monde dans ces problèmes et iii) l’apprentis-
sage automatique, basé sur la simulation, de plans ou stratégies optimales.
D’autre part, l’universalité du critère de l’utilité espérée a été remise en cause depuis longtemps et
plusieurs alternatives, qualitatives ou quantitatives ont été proposées. Celles-ci ont tout d’abord été
proposées dans le domaine des sciences de la décision, mais la communauté de l’intelligence artifi-
cielle s’est également lancé dans l’étude de telles alternatives, en particulier qualitatives.

A son échelle, ma recherche poursuit la même démarche doubleavec, en premier lieu, l’étude d’une
théorie de la décision qualitative (critères, décision séquentielle, langages et algorithmes...). Dans le
même temps, j’ai aussi contribué au cadre des processus décisionnels de Markov, factorisés ou par-
tiellement observables.

Ce document résume l’ensemble de ces travaux, réalisés ces dix dernières années. Plus précisément,
mes travaux sont ici regroupés en trois thèmes :

1. Étude d’une famille de critères de décision qualitative dans l’incertain basés sur la théorie des
possibilités et les mesures de Sugeno.

2. Proposition d’une contrepartie possibiliste des processus décisionnels de Markov et adaptation
à la décision structurée (logique, diagrammes d’influence possibilistes).

3. Travail de recherche autour des processus décisionnels de Markov “classiques”, dans le cadre
de la décision structurée et dans le cadre partiellement observable.

La première partie de ce document présente un bref état de l’art de la décision dans l’incertain et
de ses liens avec l’intelligence artificielle. Cet état de l’art n’est pas exhaustif, loin de là, mais vise
simplement à situer mes travaux à l’intérieur de ce thème extrèmement vaste. Le reste du document
décrit mes travaux dans les trois thèmes mentionnés ci-dessus.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte : décision dans l’incertain et intelligence artificielle

La théorie de la décision est une discipline qui se situe à l’intersection des domaines de l’économie, de
la recherche opérationnelle et de l’intelligence artificielle. Elle vise à définir des critères permettant de
modéliser le comportement d’un agent interagissant avec son environnement. Ces interactions peuvent
être modélisées par le schéma suivant :

Agent Environnement

évolution

action

perception

préférences

FIG. 1.1 – Interactions entre un agent et son environnement.

L’agent peut influer surl’évolution de son environnement par l’intermédiaired’actions. Dans le même
temps il perçoit, éventuellement de manière imparfaite, l’état de l’environnement. Un tel agent se
trouve face à un problème de choix parmi un ensemble d’actions disponibles. Afin de faciliter ce choix,
il est nécessaire de modéliser lespréférencesde l’agent sur les conséquences (perçues) de ses actions.
Les préférences de l’agent peuvent être mesurées par unefonction d’utilité sur les conséquences ou
par une relation de préférence (éventuellement partielle)construite à partir de l’agrégation des degrés
de satisfaction de différents critères.
Parfois, les informations dont dispose l’agent sur l’effetde ses actions sont entachées d’incertitude.
Il peut n’avoir qu’une vision incomplète ou déformée de l’environnement du problème de décision.
Dans ce cas, les effets de ses actions peuvent être variablesen fonction de l’état de l’environnement
et l’agent se trouve alors face à un problème dedécision dans l’incertain. Le paradigme classique
de la décision dans l’incertain est celui del’utilité espérée, dans lequel les préférences de l’agent sur
les conséquences d’une action sont modélisées par une fonction d’utilité et ses connaissances par une
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distribution de probabilité sur ces mêmes conséquences. Lecritère classique de choix entre les actions
estl’espérance mathématiquede la fonction d’utilité sur les conséquences.

Dans de nombreux problèmes de décision dans l’incertain, unagent est confronté à une succession de
problèmes de choix d’action. Dans ces problèmes dedécision séquentielle dans l’incertain, les actions
de l’agent ont plusieurs types d’effets :
– Elles changent tout d’abord l’état courant de l’environnement, ce changement étant gouverné par

une distribution de probabilité sur l’ensemble des états successeurs potentiels de l’état courant par
l’intermédiaire de l’action choisie.

– Elles peuvent aussi apporter de l’information sur l’état courant, si celui-ci est mal connu.
– Enfin, elles rapportent également une récompense immédiate à l’agent, fonction de la transition

(état courant – action – état successeur) observée.

Dans ces problèmes de décision séquentielle, une séquence de transitions est appeléetrajectoire. Un
problème de décision séquentielle dans l’incertain ne consiste plus à rechercher une unique action op-
timale mais unepolitique de choix, définissant à tout instant l’action à appliquer en fonctionde l’état
courant et éventuellement de la trajectoire suivie jusqu’ici. Une telle politique de choix sera diteopti-
malesi elle maximise l’espérance mathématique de la somme des récompenses obtenues par l’agent,
le long de toutes les trajectoires futures possibles. Le cadre desProcessus Décisionnels de Markov
(PDM) (Puterman, 1994) permet de modéliser et de résoudre efficacement ces problèmes de décision
séquentielle dans l’incertain, sous certaines hypothèsessur les probabilités de transition. C’est pour-
quoi il a été privilégié dans de nombreux domaines traitant de la décision séquentielle dans l’incertain
(automatique, recherche opérationnelle, intelligence artificielle).

Le cadre classique,utilité espérée / processus décisionnels de Markov, est le cadre dominant depuis
de nombreuses années pour la représentation et la résolution de problèmes de décision séquentielle
dans l’incertain. Toutefois, il a été questionné depuis longtemps en tant que cadre unique pour la re-
présentation de problèmes de décision dans l’incertain. Ila reçu de nombreuses contributions visant
à l’amender afin d’élargir son champ d’application. C’est tout d’abord en économie que le critère de
l’utilité espérée a été remis en cause et plus particulièrement sa capacité à modéliser le comportement
de décideurs réels (paradoxes d’Allais (Allais, 1953) et d’Ellsberg (Ellsberg, 1961)). De nouveaux
critères étendant l’utilité espérée ont été proposés, basés surl’intégrale de Choquetpar exemple (voir
(Gilboa, 2004) pour un ouvrage de synthèse sur ces extensions). La longue tradition du traitement
symbolique de l’information enintelligence artificiellea également conduit au développement de
plusieurs théories qualitatives de l’incertain, puis de ladécision dans l’incertain (Doyle and Thoma-
son, 1999; Dubois et al., 2000). Ce qui caractérise ces théories qualitatives de la décision, c’est tout
d’abord l’abandon de la représentation probabiliste de l’incertain. Les probabilités peuvent être rem-
placées par des notionsensemblistes(Brafman and Tennenholtz, 1997) ou par des représentations
ordinalesde l’incertain, comme les fonctionskappade Spohn (Pearl, 1993; Giang and Shenoy, 2000)
ou lesdistributions de possibilité(Dubois and Prade, 1995; Godo and Zapico, 2001). Bien entendu,
l’abandon des mesures classiques d’incertitude et de préférence implique d’abandonner le critère de
l’utilité espérée au profit de critères qualitatifs ou construits à partir de relations d’incertitude et de
préférenceordinales.

L’interaction entre intelligence artificielle et théorie de la décision ne repose pas simplement sur la
remise en cause du cadre probabiliste de la représentation de l’incertain et de l’utilité espérée. La
communauté de laplanification en intelligence artificielle s’est intéressée depuis les années 1970 à
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la génération deplans (séquences d’actions) visant à atteindre un objectif fixé pour des problèmes
exprimés dans un langage concis d’opérateurs de transformation d’état, souvent proche de la logique
propositionnelle (voir (Gallhab et al., 2004), par exemple, pour une synthèse de cette famille d’ap-
proches). Dans un premier temps la planification ne considérait que des actions ayant des effetsdéter-
ministes. Plus récemment, le domaine de laplanification dans l’incertains’est développé, proposant
díntégrer des actions à effet probabiliste puis des fonctions d’utilité additives sur les buts, conduisant
à une famille d’approches pour la planification basées sur lathéorie de la décision (Blythe, 1999).
Le cadre des processus décisionnels de Markov est alors naturellement devenu l’approche privilégiée
pour la représentation et la résolution de problèmes de planification dans l’incertain en intelligence
artificielle. De nombreux travaux récents ont visé à améliorer ce cadre en le dotant du pouvoir ex-
pressif des langages de représentation traditionnellement utilisés en intelligence artificielle : logique,
contraintes ou réseaux Bayésiens. L’utilisation de tels langages de représentation fait “exploser” la
complexité des algorithmes de résolution classiques des PDM. La résolution de ces problèmesstruc-
turés est ainsi devenue un défi pour la communauté de l’intelligence artificielle et de nombreuses
approches, centralisées (Boutilier et al., 2000; Jensen, 2001; Givan et al., 2003) ou distribuées (Gues-
trin et al., 2003) ont été développées ces dernières années.

Enfin, d’autres contributions à l’extension du cadre des PDMont été proposées en intelligence artifi-
cielle ou en recherche opérationnelle :
– L’hypothèse d’observabilité complète de l’état courant aété remise en cause dès les années soixante

(Akström, 1965; Sondik, 1971; Smallwood and Sondik, 1973; Sondik, 1978), conduisant au cadre
desPDM Partiellement Observables(PDMPO) qui généralise le cadre des PDM. Depuis, le sur-
croît de complexité induit par la prise en compte de l’observabilité partielle dans les PDM a été
à la source de nombreuses recherches en intelligence artificielle visant à élaborer des algorithmes
efficaces de résolution exacte ou approchée des PDMPO : (Cassandra, 1998; Hauskrecht, 2000;
Pineau et al., 2003; Smith and Simmons, 2005), etc.

– Plus tard, l’hypothèse d’observabilité dumodèled’un PDM a également été remise en question. On
s’est alors intéressé au cas où le modèle de transitions et derécompenses du PDM n’est pas connu
a priori et n’est accessible que via lasimulationde transitions.L’Apprentissage par Renforcement
(AR) (Sutton, 1988; Watkins, 1989) propose de nombreux algorithmes basés sur l’exploitation des
transitions simulées pour calculer des politiques optimales ou approchées pour les PDM. L’appren-
tissage par renforcement est un domaine de recherche fructueux, au croisement des communautés
Machine Learninget PDM (voir (Sutton and Barto, 2002) pour une revue des méthodes d’appren-
tissage par renforcement pour les PDM).

– Enfin, la prise en compte dans le cadre des PDM de décideurs multiples interagissant a également
reçu beaucoup d’attention ces dernières années. Dans le cadre desprocessus décisionnels de Markov
multi-agents, on recherche lapolitique jointede plusieurs agents optimisant l’espérance d’un critère
unique, alors que ces agents ont une visibilité totale (Boutilier, 1996) ou partielle (Bernstein et al.,
2002) de l’état courant. Dans le cadre desjeux stochastiques(Filar and Vrieze, 1997; Hansen et al.,
2004) les agents ont en outre des fonctions de récompense différentes et on recherche un point
d’équilibre entre les politiques des différents agents plutôt qu’une politique jointe.

1.2 Positionnement scientifique

Ces dix dernières années, j’ai abordé des questions de recherche différentes, à l’intersection des do-
maines de la décision dans l’incertain et de l’intelligenceartificielle.
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J’ai tout d’abord fini d’élaborer les justifications axiomatiques, ébauchées durant ma thèse, de lathéo-
rie des possibilitéset desmesures qualitatives monotonesen tant que modèles de l’incertain pour la
décision. Par la suite, j’ai continué à travailler sur ce modèle possibiliste de la décision dans l’incer-
tain :
– en explorant ses liens avec la théorie de l’utilité espérée,
– en proposant une contrepartie des principaux algorithmesde programmation dynamique pour la

décision séquentielle possibiliste et,
– en proposant des algorithmes et résultats de complexité pour la décision possibiliste structurée.

Depuis 2001, j’ai également commencé à étudier des problèmes de décision séquentielle dans l’incer-
tain spatialisésrencontrés par exemple en étudiant le contrôle de processusagri-environnementaux :
gestion forestière, épidémiologie, gestion de ressourcesnaturelles, etc. Ce sont ces questions de re-
cherche d’ordreappliquéesqui m’ont conduit à travailler sur un cadre de PDM structuré dédié à ces
problèmes (le cadre desProcessus Décisionnels de Markov sur Graphe) et à élaborer plusieurs al-
gorithmes de résolution approchée basés sur la programmation linéaire ou l’approximation enchamp
moyende distributions de probabilité complexes [21], [28].

Enfin, mon intérêt s’est porté plus récemment (depuis 2004) sur une forme particulière de PDMpar-
tiellement observables, dédiée à laplanification épistémique. Dans ce domaine, l’objectif n’est pas
de modifier l’état courant du monde pour atteindre un certainbut mais uniquementd’identifier l’état
réel du monde, initialement mal connu, en appliquant des actions d’acquisition d’information. Le
domaine de la planification épistémique recouvre un grand nombre d’applications : la gestion agri-
environnementale1 qui m’a intéressé tout particulièrement, le diagnostic de pannes, les jeux (Master-
mind, bataille navale) ou l’élicitation de préférences.

1.3 Plan du document

Dans le chapitre suivant je vais commencer par décrire plus précisément la motivation et la situation
de mes travaux. Je décrirai en particulier l’approche classique de la décision dans l’incertain et son
extension à la décision séquentielle. Ensuite, je mentionnerai certains apports de l’intelligence artifi-
cielle à la décision dans l’incertain, à travers des représentations “non-classiques” de l’incertitude et
des préférences, et à la planification dans l’incertain.

Dans la deuxième partie de ce rapport, j’évoquerai plus particulièrement ma contribution dans le do-
maine de la décision qualitative possibiliste. Tout d’abord, ma contribution à l’axiomatisation de la
théorie de la décision dans l’incertain basée sur les utilités qualitatives monotones et possibilistes,
ainsi que ses liens avec la théorie de l’utilité espérée (chapitre 3). Puis, l’extension de la théorie de
l’utilité qualitative possibiliste à la décision séquentielle et la proposition de langages structurés pour
la planification dans l’incertain (4).

Enfin, dans la troisième partie j’évoquerai mes deux contributions méthodologiques dans le domaine
des processus décisionnels de Markov adaptés i) au contrôlede processus “spatialisés” et ii) au diag-
nostic sous observations incertaines et imprécises (chapitre 5). Dans cette même partie je présente-
rai également un certain nombre d’applications de ces avancées dans le domaine de la gestion agri-
environnmentale.

1A travers le problème de cartographie de l’étendue d’une invasion par une espèce nuisible, par exemple.



Chapitre 2

Décision dans l’incertain et intelligence
artificielle

2.1 Décision dans l’incertain

2.1.1 Problèmes de décision dans l’incertain : définitions générales

L’objet d’une théorie de la décision dans l’incertain est deproposer un ou des critères permettant
de modéliser le comportement d’un agent face à un problème dechoix parmi un ensemble d’actions
disponibles. Dans le cas de la décisionsans incertitude, une actiona peut être vue comme une applica-
tion d’un ensemble d’états du monde possiblesS = {s1, s2, . . .} vers un ensemble de conséquences
X = {x1, x2, . . .}. L’ensembleS représente l’ensemble des états du monde dans lesquels l’action
peut être appliquée et pour tout états ∈ S, a(s) ∈ X est le résultat de l’actiona appliquée ens.
On parle dedécision dans l’incertainlorsque les conséquences d’une action, ou l’état du monde,
ne sont pas complètement connus avant qu’on l’exécute. Ces deux cas sont résumés dans la figure
(2.1.1), oùσ et σs,a représentent respectivement des mesures d’incertitude sur S ouX : mesures de
probabilités, de possibilité (Dubois and Prade, 1988), ou simplement des sous-ensembles d’états ou
de conséquences.

s x=a(s) a
s

(S, σ) (X , µ) S (X , σs,a,, µs,a)

FIG. 2.1 – Décision dans l’incertain. A gauche : incertitude surl’état initial. A droite : incertitude sur
l’effet d’une action.

Dans le premier cas (à gauche), une action est encore une application deS versX , mais l’état initial
est incertain, la connaissance sur cet état étant représentée par la mesureσ surS. Dans le second cas
(à droite), l’état initials est supposé connu, mais la conséquence de l’actiona appliquée dans l’états
est incertaine, l’incertitude étant représentée par la mesure d’incertitudeσs,a surX .
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Le choix de l’agent entre les actions est supposé guidé par une relation de préférencesur les consé-
quences éventuelles des actions applicables. Dans mes travaux, je me suis placé dans le cas où les
préférences de l’agent sur les conséquences sont expriméespar l’intermédiaire d’une fonction d’uti-
lité, numérique ou ordinale,µ (ou µs,a) surX . Les préférences de l’agent sur les actions sont alors
modélisées via certainscritères de décision, reflétant à la fois ses préférences sur les conséquences et
ses connaissances sur l’état du monde ou l’effet des actions. La nature des problèmes de décision dans
l’incertain diffère alors suivant la nature et la représentation de l’incertain choisies.

2.1.2 Problèmes de décision dans l’incertain non probabilisé

Dans certains cas, l’information disponible sur l’état du monde est très grossière, simplement re-
présentée par un sous-ensembled’états possiblesdu monde. Dans ce cas, (Luce and Raiffa, 1957)
recensent quatre critères de décision dans l’incertain nonprobabilisé, à même de classer les actions
disponibles d’un agent :
– Lecritère maximin, ou critère de Wald (Wald, 1950), évalue les actions selon l’utilité de leur pire

conséquence possible. Ce critère est absolument pessimiste et ne permet pas de compensation entre
les utilités des différentes conséquences possibles d’uneaction.

– Lecritère minimax regret proposé par Savage (Savage, 1951) calcule, comme le critèremaximin,
l’utilité de chaque action dans chaque état possible du monde. Néanmoins, à la différence du pré-
cédent il associe à chaque action sonregret maximumqui est le maximum des différences entre
l’utilité de l’action et celle de la meilleure possible, pour chaque état du monde. Les actions sont
ainsi évaluées relativement les unes aux autres, contrairement au critèremaximinqui les évalue de
manière absolue.

– Lecritère d’Hurwicz généralise le critèremaximin, puisqu’il évalue les actions en fonction d’une
moyenne pondérée (par un indice de pessimisme) des utilitésde leur pire et de leur meilleure
conséquence possible.

– Enfin, lecritère de Laplaceévalue les actions en fonction de la moyenne arithmétique des utilités
de toutes leurs conséquences possibles. Ici, la notion de compensation entre les utilités de toutes les
conséquences possibles d’une action prend tout son sens.

Ces quatre critères requièrent des échelles d’utilité de plus en plus raffinées : une échelle ordonnée
suffit pour le critère de Wald, la notion de différence entre utilités est nécessaire pour le critère de
Savage, et les critères d’Hurwicz et Laplace nécessitent decalculer des moyennes.

2.1.3 Problèmes de décision dans l’incertain probabilisé

L’approche de Savage

Dans l’approche de la décision dans l’incertain proposée par Savage (Savage, 1954), mais aussi par-
tagée par Anscombe et Aumann (Ansccombe and Aumann, 1963), un problème de décision est décrit
par un quadruplet(S,X ,A,�), où S est un ensemble d’états etX un ensemble de conséquences.
A = X S est l’ensemble desactes1, où un actef ∈ A est une application deS versX . Enfin,� est
une relation de préférence entre les actes, supposée complète, transitive et réflexive.∼ est la relation
d’équivalence associée à� et≻ est la relation de préférence stricte associée à�.

1Dans une visionà la SavageoùA = XS , nous utiliserons le termeactepour nommer les éléments deA, mais lorsque
nous nous placerons dans le cadre de la décision séquentielle (à la von Neumann et Morgenstern), nous utiliserons le terme
action. Pour distinguer les deux cadres, les actes seront notés{f, g, h...} alors que les actions seront notées{a, a′, a1, a2...}.
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Dans le cadre de l’approche de Savage, une représentation numérique de la relation de préférence�
est adoptée. Celle-ci est basée sur le critère de l’utilité espérée. L’incertitude du décideur sur l’état
du monde est représentée par une distribution de probabilité p surS et ses préférences sur les consé-
quences par une fonction d’utilitéu (à valeurs réelles) surX . Le quadruplet(S,X , p, u) est alors
appelémodèle d’utilité probabilisteet la relation de préférence�EU,p,u est construite à partir de la
comparaison des espérances mathématiques (EUp,u) de la fonction d’utilité des deux actes comparés :

f �EU,p,u g ⇔ EUp,u(f) ≥ EUp,u(g), (2.1)

où∀h ∈ A, EUp,u(h) =
∑

s∈S

p(s).u(h(s)).

On trouvera en annexe B.1 une description de l’axiomatisation du critère de l’utilité espérée proposée
par Savage (Savage, 1954). Nous nous en sommes inspiré pour notre propre axiomatisation des critères
d’utilité qualitative monotones [3] (voir chapitre suivant).

L’approche de von Neumann et Morgenstern

La vision de la théorie de la décision en termes de comparaison d’actes est intéressante lorsque l’on
s’en sert pourfonderune théorie de la décision dans l’incertain ou pour éliciterles préférences ou
les connaissances d’un décideur. Elle se révèle toutefois peu pratique lorsqu’il s’agitd’optimiser le
comportement d’un décideur face à un problème de décision dans l’incertain déjà formulé, surtout si
uneséquencede décisions doit être choisie. Dans ce cas, il peut être pluscommode, pour des raisons
théoriques et pratiques, d’adopter une visionà la von Neumann et Morgenstern(von Neumann and
Morgenstern, 1944) dans laquelle l’ensembleA des actions est construit indépendamment deS etX .
Une action est maintenant notéea ∈ A et son effet sur l’état courant du mondes est décrit par une
probabilité conditionnelle sur les conséquencesp(x|s, a),∀x ∈ X . Dans l’approche de (von Neumann
and Morgenstern, 1944), la distribution de probabilité conditionnellep(x|s, a) est supposée connue et
donnée a priori (probabilitéobjective) alors que dans l’approche de Savage,p peut être déduite des
préférences exprimées par un décideur entre les actes. On parle, dans le cadre de (von Neumann and
Morgenstern, 1944), dedécision dans le risque, par opposition à ladécision dans l’incertain probabi-
lisé du cadre de Savage, dans lequel les probabilités sontsubjectives.

Von Neumann et Morgenstern (von Neumann and Morgenstern, 1944) ont défini la notion deloterie
associée à une actiona, où une loterieλa ∈ L(X ) est une distribution de probabilité sur l’ensemble
X . La relation d’incertitude porte alors sur l’effet des actions et non sur l’état du monde.L(X ) est
construit par induction :X appartient àL(X ), et toutecombinaison de loteries, au sens de la combi-
naison des distributions de probabilité, est une loterie.L(X ) est équipé d’une relation de préférence
�L(X ),u et (von Neumann and Morgenstern, 1944) ont proposé un ensemble d’axiomes assurant que
�L(X ),u soit représentable par l’espérance de la fonction d’utilitéu :

∀λ, λ′ ∈ L(X ), λ �L(X ),u λ
′ ⇔ u(λ) ≥ u(λ′), (2.2)

oùu(λ) =def

∑

x∈X

pλ(x).u(x).

pλ est la combinaison des distributions de probabilité sur lesquellesλ est construite.

Le cadre de von Neumann et Morgenstern se réduit donc à un triplet (X ,L(X ),�), où l’axiomatique
assure que� peut être déduite d’une fonction d’utilité sur les conséquences,u, unique à transfor-
mation affine près. Ce cadre convient tout naturellement à l’expression de problèmes de décision
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séquentielledans l’incertain, puisqu’il permet d’écrire des loteries (représentant les effets d’actions),
dont les conséquences sont elles-mêmes des loteries sur d’autres loteries, etc., et dont l’utilité espérée
peut être calculée.

Il existe très clairement un lien entre les approches de Savage et de von Neumann. En fait, tout cadre
à la Savage(S,X ,A,�EU,p,u) peut être transformé en un unique (à transformation affine deu près)
cadreà la von Neumann et Morgenstern(X ,L(X ),�L(X ),u). Il suffit de constater que tout actef :
S → X peut être représenté par une loterieλf , définie par

pλf
(x) =

∑

s∈S,f(s)=x

p(s),∀x ∈ X .

2.1.4 Probabilités objectives ou subjectives ?

La théorie de von Neumann et Morgenstern concerne la décision sous risque. Dans ce cadre, l’incer-
titude est représentée par une distribution de probabilités objectivesur l’ensemble des conséquences.
Cela signifie que ces probabilités, déterminées par les conditions extérieures du problème de décision
sont connues par le “décideur”. Le problème se complique lorsque ces probabilités ne sont pas dispo-
nibles ou lorsqu’elles ne peuvent pas être déterminées de manière objective. Dans ce cas, l’incertitude
ne peut être mesurée par la simple observation de phénomènesphysiques extérieurs au décideur (sta-
tistiques, symétries du problème...). C’est au contraire l’agent (éventuellement un “expert”) qui devra
déterminer les degrés de vraisemblance des conséquences possibles des actions. Un des problèmes de
la décision dans l’incertain est donc de faire révéler au décideur les probabilitéssubjectivesqu’il at-
tache aux états du monde ou aux conséquences des actions, avant d’appliquer éventuellement le critère
de l’utilité espérée. Les méthodes proposées classiquement pour révéler ces probabilités, comme celle
de (Savage, 1954), procèdent d’une analyse de la relation depréférence de l’agent entre les actions
mises à sa disposition. C’est uniquement à partir de cette relation de préférence que sont détermi-
nées les probabilités (subjectives) des états du monde. Cesprobabilités ne sont pas des données du
problème comme dans l’approche de von Neumann et Morgenstern.
L’approche proposée par Anscombe et Aumann (Ansccombe and Aumann, 1963) généralise les théo-
ries de von Neumann et Morgenstern et de Savage puisqu’elle considère desactes généralisés, qui
sont des applications deS vers l’ensemble des loteries. Cette approche a été proposéeafin d’unifier
dans un même cadre l’incertain objectif (modélisée par des loteries) et l’incertain subjectif (modélisé
à travers la notion d’acte).

2.2 Décision séquentielle dans l’incertain

2.2.1 Politique d’actions

Jusqu’ici, nous nous sommes placés dans des problèmes de décision où une action, unique, devait être
choisie puis appliquée. En décision séquentielle, plusieurs actions doivent être appliquées successi-
vement, la conséquence de la première action devenant l’état dans lequel la deuxième est appliquée,
etc. C’est pourquoi les notionsd’état et deconséquencene peuvent plus être distinguées, et un seul
ensemble,X , est utilisé pour représenter l’ensemble des états du mondepouvant être atteints après
qu’une séquence d’actions (éventuellement vide) ait été appliquée. Le résultat d’une séquence d’ac-
tions(a0, . . . , aT−1) appliquées n’est pas une conséquence unique mais un ensemble d’états rencon-
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trés(x0, . . . , xT−1, xT ). Une séquenceτ = (x0, a0, . . . , xT−1, aT−1, xT ) est appeléetrajectoire du
système. En décision séquentielle, l’équivalent de la notion d’action à la von Neumann et Morgens-
tern qui définit une distribution de probabilité sur les conséquences, éventuellement à partir d’un état
initial connu, est unepolitique δ = {δt} qui associe à toute trajectoire partielle(x0, . . . , xt) une ac-
tion at = δt(x0, . . . , xt) ∈ A. Si l’on définit p(τ |x0, δ), la probabilité de suivre la trajectoireτ en
appliquant la politiqueδ à partir dex0 et u(τ) la récompense obtenue lorsque l’on suit la trajectoire
τ , nous pouvons définir formellement l’utilité espérée d’unepolitiqueδ :

EUδ(x0) =
∑

τ

p(τ |x0, δ).u(τ). (2.3)

2.2.2 Le cadre des processus décisionnels de Markov

Résoudre un problème de décision séquentielle dans l’incertain consiste à trouver une politiqueδ∗

d’utilité espérée maximale, pour un état initialx0, fixé (EUδ∗(x0) ≥ EUδ(x0),∀δ), ou pour un en-
semble d’états initiaux. LesProcessus Décisionnels de Markov(PDM) forment un cadre de modéli-
sation et proposent des algorithmes efficaces de calcul de politiques optimales.
Dans le cadre des PDM, l’hypothèse suivante est faite sur la probabilité conditionnellep(τ |x0, δ) :

p(τ |x0, δ) =
T−1
∏

t=0

pt(xt+1|xt, δt(x0, . . . , xt) = at). (2.4)

Cette hypothèse revient à dire que le processus stochastique défini à partir d’une politique fixéeδ est
markovien.

De même, la fonction d’utilité sur les conséquences est construite à partir de la somme de récompenses
attachées aux transitions entre états :

∀τ = (x0, a0, . . . , xT−1, aT−1, xT ), u(τ) =

T−1
∑

t=0

rt(xt, at, xt+1). (2.5)

Cette forme additive suppose que la trajectoire considéréeest de longueur finie. Néanmoins, il est par-
fois plus commode de représenter et résoudre des problèmes de décision séquentielle dans l’incertain
sur un horizon de temps infini, à condition que ces problèmes soient “stationnaires” (les probabilités
de transitionpt et les récompensesrt sont indépendantes du temps). Rien ne garantit alors que l’utilité
u(τ) d’une trajectoire infinie, décrite par l’équation (2.5), soit finie. C’est pourquoi l’une des deux
fonctions d’utilité suivantes est utilisée en général pourles problèmes dont l’horizon est infini, plutôt
que la forme (2.5) :

u(τ) = lim
T→∞

T
∑

t=0

γt.r(xt, at, xt+1), 0 < γ < 1, (2.6)

u(τ) = lim
T→∞

1

T

(

T−1
∑

t=0

r(xt, at, xt+1)
)

. (2.7)

Si la fonction de récompenser est bornée, les deux expressions (2.6) et (2.7) sont bien définies, quelle
que soit la longueur de la trajectoireτ . La fonction d’utilité (2.6) est appeléecritère gamma-pondéré
alors que la fonction (2.7) est appeléecritère moyen.
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Résoudre un problème de décision séquentielle dans l’incertain revient àoptimiser le choix d’une
politique. En d’autres termes, on cherche à trouver, pour unproblème de décision séquentielle dans
l’incertain (X ,A, p, r,H), une politiqueδ∗ telle que :

EUδ∗(x0) ≥ EUδ(x0),∀δ,∀x0 ∈ X . (2.8)

A priori, rien n’indique qu’une telle politique optimale existe si nous exigeons quela même politique
δ∗ soit optimale en tout état de départx0. Néanmoins, on peut montrer qu’une telle politique optimale
existe, pour les trois critères évoqués (Bellman, 1957; Puterman, 1994). Qui plus est, dans le cas où
l’horizon est infini, il existe une politique optimalestationnaire(indépendante det), δ∗ : X → A.
Le problème d’optimisation défini par (2.8) est classiquement résolu par des méthodes de typePro-
grammation Dynamique Stochastique(Bellman, 1957; Bertsekas, 1987; Puterman, 1994). L’algo-
rithme deRecherche Arrièreest utilisé pour résoudre des problèmes à horizon fini et les algorithmes
d’Itération de la Politiqueet d’Itération de la Valeursont les plus couramment utilisés pour le critère
gamma-pondéré. Une description succinte de ces algorithmes peut être trouvée en annexe B.2.

2.3 Planification dans l’incertain et processus décisionnels de Markov

Le cadre des processus décisionnels de Markov s’est largement imposé comme modèle pour la planifi-
cation dans l’incertain en intelligence artificielle ces dernières années. Néanmoins, un certain nombre
de limitations le rendent insuffisant pour modéliser et résoudre la plupart des problèmes de planifica-
tion dans l’incertain. Parmi ces limitations, citons :
– L’hypothèse d’observabilité complète de l’état du monde àchaque instant.
– L’hypothèse (différente de la précédente) de connaissance parfaite du modèle (transitions, récom-

penses). En effet, parfois ce modèle n’est accessible qu’indirectement, par simulation ou expérimen-
tation. Parfois également, seules des évaluations “qualitatives” des préférences et des connaissances
sont disponibles (voir section suivante).

– L’hypothèse de représentation des états et décisionsen extension, beaucoup plus limitée que les
langages de représentation habituellement utilisés en planification qui permettent de modéliser des
problèmes beaucoup plus complexes.

Pour pallier ces différentes limitations, plusieurs pistes ont été suivies, que nous allons décrire suc-
cinctement dans cette section :
– Processus décisionnels de Markov partiellement observables.
– Processus décisionnels de Markov et apprentissage.
– Processus décisionnels de Markov factorisés.

2.3.1 Processus décisionnels de Markov partiellement observables

Dans de nombreux problèmes de décision séquentielle dans l’incertain, l’agent n’a pas une connais-
sance complète de l’état réel de son environnement, contrairement à ce qui est supposé dans le cadre
des PDM. Ce sont ses actions qui, en plus de modifier l’état du système, lui apportent des informations
permettant de préciser sa connaissance du monde. Ainsi, on peut distinguer deux types d’effets des
actions, en environnement partiellement observable :
– Effet physiquedes actions : une actionat, appliquée par l’agent à l’instantt, transforme l’état

du mondext en un étatxt+1 éventuellement de manière stochastique, suivant une probabilité de
transitionpt(xt+1|xt, at).
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– Effet épistémiquedes actions : l’état résultantxt+1 n’est pas observé directement, mais uneob-
servation indirecteo, élément d’un ensemble d’observationsO est retournée par le système. Cette
observation peut être “déterministe”, dans le cas où il existe une fonctionO : X × A → O telle
queo = O(xt+1, at). Cette observation peut, plus généralement, être stochastique. Dans ce cas,
O(xt+1, at, o) = p(o|xt+1, at) est la probabilité d’observero lorsque l’actionat est appliquée et
résulte enxt+1.

La prise en compte de ces deux types d’effet conduit à étendrele cadre des processus décisionnels de
Markov (Akström, 1965; Sondik, 1978). La connaissance imparfaite de l’état du monde à l’instantt
est modélisée par unétat de croyancebt ∈ B, oùB est l’ensemble des distributions de probabilité sur
X . b0 est l’état de croyance initial et pourt ≥ 0, bt(x) représente la probabilité associée par l’état
de croyance à l’étatx. Cet état de croyance évolue sous l’effet combiné des actions et observations
successives.

Une première approche pour la résolution d’un PDMPO consiste à associer directement à chaque
observation possible de l’état du monde une action. Mais cette méthode associe la même action à
tous les états du monde conduisant à la même observation. Or,en général, de telles politiques sont
sous-optimales (Littman, 1994). Afin de trouver une politique tirant au mieux parti des observations
imparfaites, il est nécessaire de différencier des états conduisant à la même observation en prenant
en compte les états rencontrés précédemment. Ceci peut êtrefait (dans le cas où l’horizon est fini)
en définissant une politiqueδt déterminant l’action à effectuer à l’instantt, non pas simplement en
fonction de la dernière observationot−1, mais en fonction del’historique des actions et observations,
{a1, o1, . . . , at−1, ot−1}. Ainsi, une politiqueδt peut être représentée par unarbre de décision, de
profondeurt, dont les nœuds sont des actions, et les arêtes des observations (Figure 2.3.1).
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a3
2 a3

4 a3
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a2
2 a2
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3 a3
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FIG. 2.2 – Politiqueδt d’un processus décisionnel de Markov partiellement observable.

Dans le cas où l’horizon est infini, bien qu’un PDMPO puisse être traduit en un PDM classique, la
nature du problème obtenu (espace d’états continu) rend impossible sa résolution par les méthodes
classiques de programmation dynamique. Cette complexité aété à la source de plusieurs voies de
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recherche en intelligence artificielle, et plusieurs familles d’algorithmes de résolution de PDMPO ont
été proposées :
– Une première famille de méthodes met à profit la structure (linéaire par morceaux et convexe) de

la fonction de valeurV : B → R pour proposer des algorithmes de typeItération de la valeur. Ces
algorithmes utilisent une structure d’arbre pour représenter une politique et sa fonction de valeur
associée et définir une méthode itérative de calcul de la fonction de valeur (approchée) (Kaelbling
et al., 1998).

– Les méthodes de résolution les plus récentes sont basées sur une discrétisation de l’espace d’états
ou combinent les deux types d’approches (Pineau et al., 2003), (Smith and Simmons, 2005).

2.3.2 Processus décisionnels de Markov et apprentissage

Le cadre des processus décisionnels de Markov permet de représenter et résoudre des problèmes de
planification dans l’incertain. Grâce à la Programmation Dynamique, le surcroît de complexité de
la résolution de ces problèmes lié à leur aspect séquentiel est limité. Nous venons de voir qu’il est
possible d’étendre le cadre des PDM à la planification en environnement “partiellement observable”.
On parle parfois dans le cadre des PDM d’observabilité partielle dans un sens différent alors que
l’état du monde est parfaitement connu à chaque instant. Il s’agit du cas où lemodèledu PDM est
imparfaitement connu, i.e. lorsque les fonctionsp et r du modèle< X , A, p, r > sont inconnues a
priori mais accessibles par expérimentation, soit parce qu’on peutsimulerla dynamique du système,
soit parce qu’on peut l’expérimenter en temps réel. Les méthodes de typeApprentissage par Renfor-
cementvisent à résoudre de tels problèmes dans lesquels le “modèle” du PDM est appris en même
temps que sa solution optimale. Pour ce faire, il existe deuxtypes de méthodes : les méthodesindi-
recteset les méthodesdirectes.

Lesméthodes indirectes(Kumar and Varaiya, 1986; Sutton, 1991; Peng and Williams, 1993; Moore
and Atkeson, 1993) supposent d’apprendre dans un premier temps (par simulation ou expérimenta-
tion) le modèle (p, r) du PDM, puis de le résoudre par un algorithme de Programmation Dynamique.
De manière un peu plus évoluée, on peut focaliser l’effort lié à l’apprentissage du modèle sur des
zones de l’espace d’états-actions (X ×A) prometteuses, tout en ne négligeant pas totalement le reste
de l’espace d’états-actions, afin de garantir qu’on ne passepas à côté d’une politique optimale. Les
méthodes indirectes permettent de résoudre des PDM dont on ne connaît pas le modèle, à la condition
de pouvoir expérimenter ou simuler ce modèle. Ces méthodes présentent toutefois un inconvénient :
elles nécessitent de stocker au moins partiellement les fonctionsp̂ et r̂, ce qui peut nécessiter jusqu’à
O(|X |2|A|) d’espace de stockage.
Les méthodes directes(Sutton, 1988; Watkins, 1989; Watkins and Dayan, 1992) permettent de se
passer de stocker le modèle (p, r) en entier et de ne garder que ce qui est nécessaire à l’évaluation de
politiques ou au calcul de politiques optimales. En contrepartie, des expérimentations / simulations
plus nombreuses peuvent être nécessaires. Le choix d’une méthode directe sera donc préféré lorsque
les simulations ont un coût faible, et qu’un problème de taille mémoire peut se poser.
Les méthodes directes et indirectes entrelacent en généralapprentissage et programmation dynamique,
afin de gagner en efficacité.

2.3.3 Processus décisionnels de Markov factorisés

Jusqu’ici, nous avons décrit une représentationen extensiondes états et actions d’un PDM dans la-
quelle tous les états et actions sont énumérés explicitement. Les divers algorithmes de résolution de
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PDM, PDMPO, avec modèle connu ou inconnu sont basés sur cettehypothèse de représentation en
extension. Néanmoins, dans le cadre de l’intelligence artificielle et de la planification dans l’incertain,
en particulier, la nature intrinsèquement combinatoire des domaines fait qu’on se concentre en géné-
ral sur des représentations concises des états et actions. Ces représentations concises, ouen intension,
consistent à décrire l’état du monde particulier par un ensemble de propriétés le caractérisant, plutôt
que de l’identifier individuellement. Cette représentation en intension permet une représentation plus
concise des probabilités de transition et des récompenses qu’une représentation explicite.

Un Réseau Bayésien(RB) (Pearl, 1988a) peut permettre de représenter de manière concise de telles
probabilités, dans le cas où les variables sont sous forme factorisée. UnRéseau Bayésien Homogène
Stationnaire(RBHS) est un RB particulier, adapté à la représentation desprobabilités de transition
dans les chaînes de Markov stationnaires (Dean and Kanazawa, 1989).
Plus précisément, un RBHS est constitué :
– d’un modèle graphique, exprimant les dépendances / indépendances entre variables, entre deux

instants consécutifs quelconques,t et t+ 1,
– d’un modèle quantitatif, représentant explicitement lesprobabilités conditionnellesentre les va-

riables dépendantes uniquement, sous la forme detables de probabilités conditionnellesou sous
formed’arbres de probabilités conditionnelles, par exemple.

Il est donc possible de représenter de manière concise des probabilités de transition via l’utilisation
de RBHS. Néanmoins, quoique plus compacte que la représentation en extension, cette représenta-
tion nécessite de créer un RBHS par action applicable. Ceci peut être difficile, surtout si les actions
elles-mêmes sont représentées par les valeurs d’un ensemble de variables. En fait, on peut éviter de
construire un RBHS par action, en intégrant celles-ci à l’intérieur d’un RBHS unique. Il suffit de ra-
jouter au RBHS des nœuds “actions”. De ces nœuds partent des arcs influençant les variables d’états
à l’instantt+ 1. Il est également possible de représenter directement des politiques stationnaires dans
ce formalisme, par l’intermédiaire d’arcs “entrant” vers les variables d’action.

Les fonctions récompenses peuvent également être représentées dans le cadre des RBHS par des
nœuds spécifiques ne comportant que des arcs entrants, provenant de nœuds états (de l’étapet + 1
aussi bien que de l’étapet) ou de nœuds actions, voire d’autres nœuds récompenses. La sémantique
d’un nœud récompense dans un RBHS peut être représentée par une table ou un arbre de récompenses
tout comme les probabilités de transition ou les politiques. Dans le cas où la récompense immédiate
peut être vue comme une somme de récompenses, un RBHS peut comporter plusieurs nœuds récom-
penses, chacun représentant une composante de la récompense immédiate totale. Un RBHS compre-
nant à la fois des nœuds “variables d’états”, “actions” et “récompenses” est undiagramme d’influence
homogène stationnaire. Lorsque le PDM sous-jacent est à horizon fini, et pas forcément stationnaire,
le cadre plus classique desDiagrammes d’influence((Pearl, 1988a; Jensen, 2001), par exemple) peut
être utilisé pour représenter et résoudre de tels problèmes. La fonction de valeurassociée à une poli-
tique (ou toute fonction de valeur, plus généralement) peutégalement s’exprimer sous forme tabulaire
ou arborescente.(Boutilier et al., 2000) décrivent les algorithmesItération de la valeur structuréeet
Itération de la politique structurée, générant les politiques optimales et leur fonction de valeur asso-
ciée, sous forme arborescente.

(Givan et al., 2003) ont également présenté un certain nombre d’algorithmes itératifs permettant de
résoudre efficacement des PDM factorisés à partir de telles partitions présentant la propriété debisi-
milarité stochastique(ou approchant cette propriété), construites automatiquement. Ces algorithmes
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permettent de construire des problèmes “réduits”, dont lesétats sont les éléments de la partition.
D’autres auteurs (Koller and Parr, 2000; Kearns et al., 1999; Dietterich and Flann, 1995) ont égale-
ment proposé des approches originales pour la résolution dePDM factorisés : une méthode approchée
basée sur l’utilisation d’une combinaison linéaire de fonctions de valeurs élémentaires pour les pre-
miers et des méthodes basées sur la simulation (Apprentissage par Renforcement, “sampling”) pour
les deux autres.

2.4 Représentations non-classiques de l’incertain

Comme nous l’avons déjà mentionné, la théorie de la décisiondans l’incertain basée sur l’utilité es-
pérée est la théorie dominante. Son extension naturelle à ladécision séquentielle est le cadre des
processus décisionnels de Markov. Néanmoins, malgré ses fondements théoriques solides, sa perti-
nence a été remise en cause par des travaux expérimentaux d’économistes ou de psychologues (Allais,
1953; Ellsberg, 1961; Kahneman and Tversky, 1979). De nouveaux modèles de décision dans l’incer-
tain, basés sur des extensions des probabilités ont ensuiteété proposés (Schmeidler, 1989; Sarin and
Wakker, 1992; Gilboa, 1987; Jaffray, 1989). Puis, des approches plusqualitativesde la décision dans
l’incertain ont vu le jour en intelligence artificielle, sans doute motivées par l’approche symbolique du
traitement de l’information (connaissances, préférences), classiquement utilisée dans cette discipline.
Dans cette section, je présenterai brièvement ces modèles.

2.4.1 Limites et généralisations du critère de l’utilité espérée

Paradoxes d’Allais et d’Ellsberg

Un premier paradoxe, proposé par Allais (Allais, 1953), présente un problème de décision sous risque
pour lequel la plupart des décideurs auxquels on le soumet font un choix incompatible avec le critère
de l’utilité espérée. Nous présentons ici une version simplifiée de cet exemple, présenté dans un cadre
à la von Neumann et Morgenstern :

Exemple 2.4.1Paradoxe d’Allais
Soient les quatre loteries suivantes :
– l1 donne accès à un gain de 15000 euros avec la probabilité0.09 et0 euro avec la probabilité0.91,
– l2 donne accès à un gain de 10000 euros avec la probabilité0.1 et0 euro avec la probabilité0.9,
– l3 donne accès à un gain de 15000 euros avec la probabilité0.9 et0 euro avec la probabilité0.1,
– l4 offre un gain certain de 10000 euros.

Il ne semble pas illogique de préférer strictementl1 à l2 (car l1 permet d’obtenir un gain significati-
vement plus grand quel2, avec une probabilité assez voisine) et de préférer strictement l4 à l3 car l4
représente un gain certain, alors que la probabilité de ne rien gagner avecl3, quoique faible, est non
nulle.
On peut montrer qu’un tel comportement (l1 ≻ l2 etl4 ≻ l3, voir figure (2.3)) est en contradiction avec
le critère de l’utilité espérée. Pour cela, cherchons des utilitésu(15000), u(10000) etu(0) compatibles
avec ces deux préférences. Dans la théorie de von Neumann et Morgenstern,u n’est déterminée qu’à
une transformation affine près par les préférences du décideur, on peut donc librement poseru(0) = 0.
Exprimées en termes d’utilité, les deux préférences donnent les inégalités suivantes :
– l1 ≻ l2 : 0, 09 × u(15000) > 0, 1 × u(10000), soit0, 9 × u(15000) > u(10000) et
– l4 ≻ l3 : u(10000) > 0, 9 × u(15000).
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FIG. 2.3 – Violation du critère de l’utilité espérée.

Ce système d’inéquations n’admet pas de solution, ce qui signifie que pour ce problème il n’existe
aucune fonction d’utilité sur les conséquences telle que les préférences de l’utilisateur soient modéli-
sables par l’espérance mathématique de cette fonction.

Le contre-exemple suivant, proposé par Ellsberg (Ellsberg, 1961), montre comment la théorie de l’uti-
lité espérée, et plus généralement l’usage des probabilités pour représenter l’incertitude, peuvent être
mises en défaut par des problèmes mélangeant risque et incertitude. Ceci a mené certains chercheurs
(Gilboa (Gilboa, 1987), Schmeidler (Schmeidler, 1989)) à proposer une généralisation de l’utilité es-
pérée, utilisant des probabilités non-additives, oucapacités(Choquet (Choquet, 1954)).

Exemple 2.4.2Paradoxe d’Ellsberg
Nous avons une urne remplie de 90 boules de couleurs rouge (R), blanche (B) ou jaune (J). Nous
savons qu’exactement 30 boules sont rouges, et que 60 sont decouleur blanche ou jaune. Les propor-
tions de boules blanches et jaunes sont indéterminées. Une boule est tirée au hasard et le problème
de décision consiste à ordonner les deux paires de paris suivantes :

Pari Rouge Blanc Jaune

f 1000 euros 0 euros 0 euros
g 0 euros 1000 euros 0 euros

f ′ 1000 euros 0 euros 1000 euros
g′ 0 euros 1000 euros 1000 euros

Le pari f rapporte 1000 euros si la boule tirée est rouge, et rien sinon, etc...

Il apparaît raisonnable de préférerf à g, car la proportion de boules rouges vaut exactement un tiers
alors que la proportion de boules blanches est imprécisément connue : elle peut être de deux tiers, mais
elle peut également être nulle. Préférerf àg signifie que le décideur a uneaversion pour l’ambiguïté
(ou l’incertitude).
Maintenant, si il préfèref à g, il doit pour la même raison (aversion pour l’ambiguïté) préférer g′ à
f ′ car g′ offre exactement deux chances sur trois de gagner alors quef ′ offre entre une chance sur
trois et cent pour cent de chances de gain. Ces préférences (f ≻ g et g′ ≻ f ′) sont une nouvelle fois
incompatibles avec la théorie de l’utilité espérée. On observe facilement que le “principe de la chose
certaine” (Sav2, voir annexe B.1) est violé :f et g donnent la même conséquence pour l’état “J” (0
euros), et la modification de cette conséquence (1000 euros)conduit à un renversement de préférences.
Notons que l’attitude négative du décideur envers l’ambiguïté n’est pas le point crucial : cette attitude
doit simplement être cohérente pour tous les problèmes de décision qui s’offrent à lui. Un raison-
nement similaire pour un décideur ayant un “attrait” pour l’ambiguïté conduirait également à une
violation deSav2. En effet, les préférences seraient cette fois (f ≺ g et g′ ≺ f ′).
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Détaillons les contraintes imposées aux probabilitésP (B), P (J) etP (R) par les préférencesf ≻ g
et g′ ≻ f ′. Les deux contraintes obtenues sont :P (R) > P (B) et P (R ∪ J) < P (B ∪ J), donc
P (B)+P (R∪J) < P (B∪J)+P (R). Or si on suppose que les probabilités sont additives, puisque
B, R et J sont disjoints, on obtientP (R ∪ B ∪ J) < P (R ∪ B ∪ J), ce qui est impossible. Ainsi,
aucun jeu de probabilités subjectives justifiant ces préférences ne peut exister.

Généralisations du critère de l’utilité espérée basée sur l’intégrale de Choquet

Pour résoudre les paradoxes précédents, il nous faut abandonner l’hypothèse d’additivité des probabi-
lités (subjectives ou objectives). C’est ce qu’ont proposéun certain nombre d’auteurs qui ont défendu
l’utilisation de critères de décision dans l’incertain basés surl’intégrale de Choquet(Choquet, 1954),
généralisant le critère de l’utilité espérée (voir (Chateauneuf and Cohen, 2006) pour une synthèse
complète de ces travaux). L’intégrale de Choquet a été appliquée à la décision dans l’incertain et le
risque par plusieurs auteurs (Gilboa (Gilboa, 1987), Schmeidler (Schmeidler, 1989), Sarin et Wakker
(Sarin and Wakker, 1992)).
Sarin et Wakker (Sarin and Wakker, 1992) ont proposé une axiomatisation de ce critère, basée sur un
relâchement des axiomes de Savage. Cette axiomatisation fait appel à la notion d’événementsnon-
ambigus(“probabilisables”).
(Jaffray, 1989) et (Jaffray and Wakker, 1994) ont proposé etaxiomatisé une forme particulière de
critère de décision basé sur l’intégrale de Choquet, dans laquelle la mesureν considérée est une
fonction de croyanceou de plausibilité. Enfin, l’intégrale de Choquet a également été appliquée en
décision sous risque. Dans ce cadre, le modèled’espérance d’utilité dépendant du rang(UDR) a été
initialement introduit par (Quiggin, 1982) (sous le termeutilité anticipée) et étudié et axiomatisé par
(Yaari, 1987; Segal, 1987; Wakker, 1994; Chateauneuf, 1999).

2.4.2 Approches qualitatives de la décision dans l’incertain

La difficulté à quantifier numériquement l’incertitude et les préférences d’un agent en décision dans
l’incertain a conduit à la recherche dethéories qualitatives de la décision dans l’incertain, basées sur
des modèles non numériques (voir (Doyle and Thomason, 1999)).
Dans une vision de l’incertain dans le style de Savage, les préférences sont exprimées par une fonction
d’utilité µ : X → LP , oùLP est une échelle de degrés de préférence. Les connaissances incertaines
de l’agent sont exprimées par une mesure monotoneσ : 2S → LV , oùLV est une échelle de degrés
de vraisemblance, potentiellement différente deLP . Dans le cadre de l’utilité espérée, la fonction
d’utilité µ est à valeurs réelles etσ est une mesure de probabilité à valeurs dans l’intervalle [0,1].
Dans la vision la plusqualitative, les deux échellesLP et LV n’ont que deux éléments :LP =
{⊥P ,⊤P } etLV = {⊥V ,⊤V }. La fonctionµ ne sert alors qu’à distinguer les conséquences satis-
faisantes (oubuts) des conséquences non satisfaisantes (non-buts). De son côté, la mesureσ permet
de distinguer un sous ensembleA ⊆ S d’états du mondepossibles, les autres états étant impossibles.
Dans ce cadre, les actes qui permettent d’obtenir une conséquence satisfaisante danstous les états
possibles du monde sont satisfaisants, alors que ceux qui nepermettentjamaisd’obtenir une consé-
quence satisfaisante seront bien entendu les moins intéressants.

En élargissant progressivement cette notion de décision qualitative, l’échelle de préférenceLP s’en-
richit, et (LP ,≥P ) devient un ensemble fini, totalement2 ordonné. Alors, le critère de Wald (Wald,

2Nous ne considérons pas dans cette brève vision de la décision qualitative, les cas où les échellesLP et LV sont
partiellement ordonnées.
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1950) devient un critère naturel pour évaluer les actes :

UW (f) = min
s∈A

µ(f(s)).

Continuons à élargir le cadre de la décision qualitative dans l’incertain : les deux échelles(LP ,≥P )
et (LV ,≥V ) sont maintenant toutes deux complètement ordonnées (et finies). La question qui se pose
alors est celle de lacommensurabilitédes deux échellesLP etLV . Est-il possible de comparer deux
éléments deLP etLV ? Différentes familles d’approches pour la décision qualitative dans l’incertain
ont été proposées, supposant ou non la commensurabilité desdeux échelles.

L’approche la plus simple (adoptée par (Boutilier, 1994; Lang, 1996), par exemple) ne suppose pas la
commensurabilité entre les deux échelles. Elle consiste, àpartir d’une mesure de vraisemblanceσ sur
les étatsdeS, à identifier l’ensembleA∗ des états maximisantσ. Alors, le critère de Wald peut être
appliqué, en ne considérant que les états de vraisemblance maximale :

UW,σ(f) = min
s∈A∗

µ(f(s)), A∗ = arg max
A⊆S

σ(A).

Toujours dans le cas où l’on ne suppose pas la commensurabilité entre incertitudes et préférences,
(Dubois et al., 2003) ont proposé et axiomatisé une méthode très générale de comparaison entre les
actes, non représentable par un critère d’utilité :

f ≥σ,µ g ⇔ σ
(

{s, µ(f(s)) >P µ(g(s))}
)

≥V σ
(

{s, µ(g(s)) >P µ(f(s))}
)

.

Dans le cas le plus général, cette relation de préférence entre actions n’est pas forcément transitive
et ne le devient que dans des cas très particuliers (par exemple lorsqueσ induit un ordre strict sur
l’ensemble des états).

Si on considère maintenant le cas où incertitudes et préférences sont commensurables, c’est-à-dire
exprimées sur une échelle unique,L, il devient alors possible d’agréger les degrés d’incertitude
σ(A), A ⊆ S et les degrés de préférenceµ(f(s)), s ∈ S. Nous avons proposé et axiomatisé [45]
un critère de décision dans l’incertain basé surl’intégrale de Sugeno(Sugeno, 1977), qui utilise une
telle agrégation :

USUG,σ,µ(f) = max
λ∈L

min(λ, σ(Fλ)).

Ce critère de décision, très général, peut être vu comme une contrepartie qualitative (dans le sens où
seuls des opérateursmin etmax sont impliqués) de l’intégrale de Choquet. En choisissant comme
mesure d’incertitudeσ unemesure de possibilitéΠ ou unemesure de nécessitéN (Dubois and Prade,
1988), ce critère se spécialise en l’un des deux critères dedécision dans l’incertain possibilistepro-
posés par (Dubois and Prade, 1995) :

UOPT,π,µ(f) = USUG,Π,µ(f) = max
s∈S

min{π(s), µ(f(s))},

UPES,π,µ(f) = USUG,N,µ(f) = min
s∈S

max{n(π(s)), µ(f(s))},

oùπ est ladistribution de possibilitéassociée soit à la mesureΠ, soit à la mesureN . Une partie impor-
tante de mes travaux de recherche ayant porté sur cette approche possibiliste (ou basée sur l’intégrale
de Sugeno), j’y consacre le chapitre suivant de ce rapport.
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Enfin, à la frontière entre les approches qualitatives de la décision dans l’incertain (du type “intégrales
de Sugeno”) et les approches quantitatives (du type “intégrales de Choquet”), se situent les approches
de typeordre de magnitude d’utilité espérée(Giang and Shenoy, 2000; Pearl, 1993; Wilson, 1995),
basées sur une représentation de l’incertain dans le cadre desfonctions kappa, proposées par (Spohn,
1990), qui sont très proches des mesures possibilistes. Dans cette approche, les degrés d’incertitude
et de préférences sont exprimés sur l’échelle des entiers naturels équipée de l’ordre entre les entiers,
mais degrés de préférence et degrés d’incertitude sont agrégés via unesommedans le critère de dé-
cision proposé, ce qui nécessite un degré de raffinement supplémentaire par rapport aux approches
précédentes.

2.5 Résumé, situation de mes travaux

La théorie de la décision est une discipline qui se situe à l’intersection des domaines de l’économie,
de la recherche opérationnelle et de l’intelligence artificielle. Dans cette théorie, le cadre “classique”,
basé sur le critère del’utilité espéréea pris une place prédominante pour la modélisation des pro-
blèmes de décision dans l’incertain. La communauté de l’intelligence artificielle a adopté ce cadre
et son extension à la décision séquentielle, le cadre desprocessus décisionnels de Markov, pour la
planification dans l’incertain. Elle a également développéet amélioré ce cadre, afin de répondre aux
défis particuliers de la planification dans l’incertain. Cela a conduit à i) l’élaboration de langages de
représentation structurée et d’algorithmes de planification adaptés à ces langages ii) la prise en compte
de l’observabilité partielle de l’état du monde dans ces problèmes, ou iii) l’apprentissage automatique,
basé sur la simulation, de plans ou stratégies optimales.
Néanmoins, l’universalité du critère de l’utilité espéréea été remise en cause très tôt et plusieurs alter-
natives qualitatives ou quantitatives ont été proposées. Celles-ci ont tout d’abord été proposées dans le
domaine des sciences de la décision, mais la communauté de l’intelligence artificielle s’est également
lancé dans l’étude de telles alternatives, en particulier qualitatives.

A son échelle, ma recherche a suivi la même démarche, avec l’étude d’une théorie de la décision
qualitative (critères, décision séquentielle, algorithmes...) et l’étude de langages et algorithmes pour
la planification dans l’incertain, basés sur le cadre traditionnel des processus décisionnels de Markov.

Plus précisément, mes travaux peuvent être regroupés en trois thèmes :

1. Étude d’une famille de critères de décision qualitative dans l’incertain basés sur lathéorie des
possibilitéset lesmesures de Sugeno.

2. Proposition d’une contrepartie possibiliste des processus décisionnels de Markov et adaptation
à la décision structurée (diagrammes d’influence possibilistes).

3. Travail de recherche autour des processus décisionnels de Markov “classiques”, dans le cadre
de la décision structurée et dans le cadre partiellement observable.

Dans la deuxième partie de ce document je vais décrire mes travaux dans les deux premiers thèmes,
puis, dans la troisième partie, je décrirai mes travaux de recherche dans le troisième thème.
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Chapitre 3

Décision dans l’incertain basée sur les
fonctions d’utilité qualitative monotone

Ce chapitre résume en particulier les travaux suivants, dédiés à la décision dans l’incertain basée sur
les fonctions d’utilité qualitative monotone :

Justifications axiomatiques des utilités qualitatives monotones

[45] Dubois (D.), Prade (H.) et Sabbadin (R.). –Fuzzy Measures and Integrals : Theory and Appli-
cations, chap. Qualitative decision theory with Sugeno integrals,pp. 314–322. – Physica-Verlag.
Eds. M. Grabisch, T. Murofushi and M. Sugeno, 2000.

[3] Dubois (D.), Prade (H.) et Sabbadin (R.). – Decision-theoretic foundations of qualitative possibi-
lity theory.European Journal of Operations Research, vol. 128, 2001, pp. 459–478.

Raffinements des utilités qualitatives possibilistes

[46] Fargier (H) et Sabbadin (R.). –Technologies for Constructing Intelligent Systems, chap. Can
qualitative Utility Criteria obey the Sure Thing Principle?, pp. 167–178. – Heidelberg, New-York,
Physica Verlag,Studies in Fuzzyness and Soft Computing, volume 1. Eds. B. Bouchon-Meunier, J.
Gutierrez Rios, L. Magdalena et R. R. Yager, 2002.

[4] Fargier (H.) et Sabbadin (R.). – Qualitative decision under uncertainty : back to expected utility.
Artificial Intelligence, vol. 165, 2005, pp. 245–280.

3.1 Introduction

Ces dix dernières années, mes travaux autour de la décision qualitative se sont structurés autour de
deux axes principaux :

1. Fondations et compréhension des critères de décision qualitative, possibilistes et monotone.

2. Algorithmique pour la planification dans l’incertain, dans le cadre de la théorie des possibilités.

Mes travaux sur l’axiomatisation des critères de décision qualitative possibilistes et monotone ont
visé en premier lieu à expliciter les hypothèses sur lesquelles se basent ces critères de décision. Ils
permettent également de proposer des procédures d’élicitation de préférences et de connaissances dans
un cadre possibiliste, ou plus généralement d’utilité qualitative monotone, à partir de la comparaison
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d’actes élémentaires [3], [45]. Mes travaux plus récents sur les liens entre utilité qualitative possibiliste
et utilité espérée se situent également dans cet axe [19], [4]. Ces travaux sont décrit dans ce chapitre.

3.2 Utilité qualitative monotone et décision dans l’incertain

3.2.1 Utilité qualitative monotone

Nous avons défini [45] un critèred’utilité qualitative monotone, basé sur la représentation de l’incer-
titude par une mesure monotone, dans un cadre de décisionà la Savage(S,X , σ, µ). Dans ce cadre,S
etX représentent respectivement les ensembles (finis) d’étatset de conséquences.σ : 2S → L est une
mesure d’incertitude monotone, à valeurs dans un ensemble fini et complètement ordonné,L. La fonc-
tion d’utilité qualitative, µ : X → L représente les préférences d’un décideur.µ(x) exprime à quel
degré la conséquencex est satisfaisante.µ représente donc les préférences du décideur de manière
qualitative, en ordonnant les conséquences possibles des décisions. Un étatx⊥ tel queµ(x⊥) = 0L
sera forcément lapire conséquence possible(mais il peut y avoir plusieurs “pires conséquences” ex-
aequo) et un étatx⊤ tel queµ(x⊤) = 1L sera lameilleure conséquence possible(encore une fois,
il peut y avoir des ex-aequos). Nous supposons queσ et µ prennent leurs valeurs dans une même
échelleL. Ceci peut sembler une hypothèse forte, mais nous verrons dans la section (B.4) comment
la justifier.
Considérons maintenant un actef ∈ A = X S . L’utilité qualitative monotone de l’actef est définie
par une intégrale de Sugeno (Sugeno, 1977) :

Définition 3.2.1 Utilité qualitative monotone d’une action [45].

USUG,σ,µ(f) = max
λ∈L

min(λ, σ(Fλ))

oùFλ = {s ∈ S, µ(f(s)) ≥ λ}, σ est une mesure d’incertitude monotone etµ une fonction d’utilité
qualitative.

USUG,σ,µ peut être réécrite en faisant varier la conséquencex ∈ X ou l’état s ∈ S, plutôt que le
niveauλ dans l’échelleL :

Proposition 3.2.1

USUG,σ,µ(f) = max
x∈X

min{µ(x), σ(Fx)} oùFx = {s ∈ S, µ(f(s)) ≥P µ(x)},

USUG,σ,µ(f) = max
s∈S

min{µ(f(s)), σ(Fs)} oùFs = {s′ ∈ S, µ(f(s′)) ≥P µ(f(s))}.

Examinons comment se forme le degré d’utilité qualitative monotone de certains actes simples pour
comprendre ce degré de façon intuitive. En premier lieu, il est facile de constater que l’utilité d’un
acte constantx estµ(x). Plus généralement, pour les actes binairesxAy, nous avons :

Proposition 3.2.2 Siµ(x) ≥ µ(y), alorsUSUG,σ,µ(xAy) = max{µ(y),min(µ(x), σ(A))}.

Par application de cette proposition, nous avons évidemment USUG,σ,µ(x⊤Ax⊥) = σ(A). De plus,
USUG,σ,µ(xAy) est lamédianede l’ensemble{µ(y), µ(x), σ(A)} si µ(x) ≥ µ(y).
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Exemple 3.2.1Considérons le cas, représenté dans la figure 3.1, d’un conducteur devant se rendre à
une réunion et devant choisir un itinéraire. Ce conducteur ale choix entre deux itinéraires : centre-
ville (c) et périphérique (p). Les deux états possibles du monde sontS = {e, f} oùe signifie qu’il y a
des embouteillages etf que le trafic est fluide. On supposera qu’il est plus vraisemblable qu’il y ait un
embouteillage étant donné l’heure de départ, mais que ce n’est pas certain et qu’il n’est pas impossible
que le trafic soit fluide. Cette connaissance se traduit par :σ(S) >L σ({e}) >L σ({f}) >L σ(∅). Le
choix du conducteur influe sur son retard possible à la réunion : “à l’heure” ( x), “léger retard” (y)
et “fort retard” ( z). Sa fonction d’utilité reflète la préférence du conducteurpour arriver à l’heure :
µ(x) >L µ(y) >L µ(z). Si le conducteur choisit l’itinérairec, il arrivera à l’heure (x) s’il n’y a pas
d’embouteillage, mais avec un fort retard (z) s’il y en a. Le trajet par le périphérique (p) est plus long,
mais moins risqué : quel que soit l’état du trafic, le conducteur aura un léger retard (y).

centre ville

à l’heure

fluide embouteillage

fort retard

périphérique

léger retard

fluide embouteillage

léger retard

FIG. 3.1 – Conséquences du choix d’itinéraire (c oup) en fonction du trafic (fluide ou embouteillé).

On peut calculerUSUG,σ,µ(c) et USUG,σ,µ(p). p est un acte constant pour lequelUSUG,σ,µ(p) =
µ(y). c est un acte binaire etUSUG,σ,µ(c) = max {µ(z),min{µ(x), σ({f})}}, par application de
la proposition (3.2.2). On peut alors en déduire queUSUG,σ,µ(c) >L USUG,σ,µ(p) si et seulement
si σ({f}) >L µ(y). En d’autres termes, le conducteur choisira de passer par lecentre-ville si la
plausibilité que le trafic soit fluide est plus grande que l’utilité d’avoir un léger retard.

3.2.2 Utilités qualitatives possibilistes

Dans le cadre de la décision dans l’incertain basée sur le critère d’utilité qualitative monotone, le
choix de la mesureσ permet de modéliser toute une gamme d’attitudes face à l’incertitude, de la plus
pessimiste à la plus optimiste. En particulier, si on choisit comme mesureσ une mesure de possibilité
ou de nécessité, l’utilité qualitative monotone d’un acte prend l’une des formes suivantes :

Proposition 3.2.3 (Utilité qualitative possibiliste optimiste)

UOPT,π,µ(f) = USUG,Π,µ(f) = max
s∈S

min{π(s), µ(f(s))}.

Proposition 3.2.4 (Utilité qualitative possibiliste pessimiste)

UPES,π,µ(f) = USUG,N,µ(f) = min
s∈S

max{n(π(s)), µ(f(s))}.

Ces deux critères de décision qualitatifs ont été initialement proposés et axiomatisés dans un cadreà
la von Neumann et Morgenstern(Dubois and Prade, 1995), puis nous les avons étudiés dans uncadre
à la Savage [3]. En choisissant une mesure de nécessité (σ = N ), on modélise un comportement pes-
simiste et en choisissant une mesure de possibilité (σ = Π), on modélise un comportement optimiste.
UOPT,π,µ peut être vu comme une extension du critèremaximax qui évalue les actes suivant l’utilité
de leur meilleure conséquence possible, alors queUPES,π,µ est une extension du critèremaximin
qui les évalue suivant la pire conséquence possible.
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Exemple 3.2.2Reprenons l’exemple précédent de choix d’un itinéraire. Dans le cas de l’utilité quali-
tative possibiliste optimiste,σ = Π. Mais alors, puisqueΠ(A∪B) = max{Π(A),Π(B)},∀A,B ⊆ S
etS = {e, f}, nous devons avoirmax{Π({e}),Π({f})} = max{π(e), π(f)} = 1L.
Donc, si nous supposons qu’il est plus plausible que le traficsoit embouteillé, nous devons avoir1L =
Π({e}) > Π({f}) > 0L. En conséquence,UOPT,π,µ(c) > UOPT,π,µ(p) dès lors queπ(f) > µ(y),
soit dès qu’il est suffisament possible que le trafic soit fluide. Pour choisir l’itinéraire “centre-ville”,
il nous suffit de croire qu’il est possible qu’il n’y ait pas d’embouteillage. En particulier, dans le cas
où notre ignorance est totale (π(f) = π(e) = 1L), nous choisirons de passer par le centre-ville. Ceci
justifie le terme “optimiste” pour qualifier l’attitude d’untel décideur !

Dans le cas de l’utilité qualitative possibiliste pessimiste oùσ = N , puisque pour les mesures de
nécessité,N(A ∩B) = min{N(A), N(B)},∀A,B ⊆ S, nous avons :
1L > N({e}) > N({f}) = N(∅) = 0L.
Alors,UPES,π,µ(c) = µ(z) < UPES,π,µ(p) = µ(y). Justifiant d’une attitude pessimiste, nous choi-
sirons toujours l’itinéraire le plus “sûr”, puisque notre connaissance ne nous garantit avec aucune
certitude l’absence d’embouteillages (π(e) = 1L).

3.2.3 Commensurabilité entre incertitudes et préférences

Les critères basés sur l’intégrale de Sugeno ordonnent les actes en les plaçant sur une échelle ordinale
unique. Ceci est possible à condition de supposer une forme de commensurabilité entre échelles d’in-
certitude et de préférence, ce que j’ai fait dans la plupart de mes travaux. Néanmoins, cette hypothèse
peut être relâchée. (Dubois et al., 2003) ont axiomatisé unerelation de préférence entre actes (dans le
cas non séquentiel), lorsqu’on dispose d’une relation deconfianceentre les événements�V et d’une
relation de préférence entre les conséquences�P , non commensurables (voir aussi [15] [44]).

3.2.4 Justifications axiomatiques des critères d’utilité qualitative monotone

En nous basant sur les travaux de (Savage, 1954) exposés dansle chapitre 2, nous avons proposé une
justification axiomatiqueà la Savagedes critères d’utilité qualitative monotone et possibilistes [45],
[3] (voir sections B.4 et B.5 en annexe).

3.3 Raffinements des utilités qualitatives monotones

3.3.1 Utilités qualitatives possibilistes et effet de noyade

Bien que séduisantes dans le cadre d’une théorie qualitative de la décision dans l’incertain, les uti-
lités qualitatives possibilistes1 peuvent être trop peudécisives. Ceci résulte d’uneffet de noyade, lié
à l’utilisation des opérateursmin etmax dans ces critères. Si deux actesf et g donnent la même
conséquence, satisfaisante, dans un état très plausible, les deux actes peuvent être considéréséquiva-
lentspar le critère optimiste même si l’un des deux actes domine l’autre dans tous les autres états du
monde. Plus précisément, il se peut que∀s ∈ S, µ(f(s)) ≥ µ(g(s)) et∃s∗, π(s∗) > 0 etµ(f(s∗)) >
µ(g(s∗)) maisg � f . Le même type d’exemple peut être trouvé dans le cas pessimiste. Il se peut
même que deux actes ne soient distingués par aucun des deux critères possibilistes, comme le montre
l’exemple suivant :

1Et les utilités qualitatives monotones, par extension.
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Exemple 3.3.1SoientS = {s1, s2} etL = {0, 1, 2, 3, 4, 5}. Soientf et g deux actes dont les utilités
des conséquences dans les étatss1 et s2 sont listées dans la table suivante, de même que les degrés
de possibilité des1 et s2 :

s1 s2
µ(f(s)) 3 4
µ(g(s)) 3 1
π 5 2

On vérifie queUOPT,π,µ(f) = UOPT,π,µ(g) = 3 et UPES,π,µ(f) = UPES,π,µ(g) = 3 bien quef
domine strictementg dans l’états2 et que les deux actes soient équivalents ens1.

La plupart des approches qualitatives de la décision proposées dans la littérature ((Pearl, 1993), (Du-
bois and Prade, 1995), (Brafman and Tennenholtz, 1997), (Giang and Shenoy, 2000)...) sont sujettes
à l’effet de noyade, mais ce n’est pas le cas en décision quantitative basée sur le critère de l’utilité
espérée. En effet, leprincipe de la chose certaine, Sav 2, permet de s’assurer que les conséquences
identiques (sinon de même utilité) de deux actes ne sont pas prises en compte dans la comparaison de
ces deux actes. La question suivante est donc légitime [17] :

“Est-il possible, dans le cadre de la décision qualitative possibiliste, de restaurer la prin-
cipe de la chose certaine afin de supprimer l’effet de noyade ?”

Malheureusement, on peut facilement montrer qu’une relation de préférence qualitative possibiliste
�OPT,π,µ ou�PES,π,µ ne respecte le principe de la chose certaine qu’à la condition qu’il n’y ait pas
d’incertitude. Ou en d’autres termes, que :

∃ ! s∗ : π(s∗) = 1L et∀s 6= s∗, π(s) = 0L.

Devant ce résultat négatif, nous nous sommes tournés vers une question moins évidente et plus intéres-
sante : celle de trouver desraffinementsdes critères de décision possibilistes qui satisfont le principe
de la chose certaine.

3.3.2 Raffinements des critères de décision possibilistes

On dit qu’une relation de préférence�′ entre les actes raffine une relation de préférence� dès lors
que l’ordre strict associé≻′ range au moins aussi bienles actes que≻.
Dans le cadre de la décision basée sur les utilités qualitatives possibilistes,π etµ représentent origi-
nellement les connaissances et préférences d’un décideur.Puisqu’il n’y a aucune raison pour qu’un
raffinement d’une relation de préférence modifie ces connaissances et préférences, ces degrés d’in-
certitude sur les états, et de préférence sur les conséquences doivent être préservés. C’est uniquement
par la manière d’agréger ces degrés que nous avons cherché à raffiner les modèles d’utilité qualitative
possibiliste. De même, puisqu’il nous semblait que la commensurabilité entre degrés d’incertitude et
de préférence est intéressante à conserver, les relationsplus décisivesdevaient également respecter
cette commensurabilité.
Nous avons exploré deux directions différentes pour la recherche de raffinements des critère de déci-
sion possibiliste :
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– Tout d’abord, nous avons recherché des raffinementsdiscri-monotones[17], [46] des critères possi-
bilistes, définis simplement en éliminant les états donnantdes conséquences identiques de la com-
paraison de deux actes. Cette approche ne s’est pas révélée entièrement satisfaisante puisque, si
elle permet de restaurer le principe de la chose certaine et de raffiner les relations de préférence
possibilistes, la propriété de transitivité de la relationd’équivalence entre actes peut être perdue
(voir annexe B.6).

– C’est pourquoi nous avons adopté ensuite une autre approche, cherchant à raffiner les critères de
décision possibilistes par des critères basés sur l’utilité espérée [18], [19], [4] (voir annexe B.7).
Cette approche s’est révélée plus fructueuse, puisque nousavons réussi à montrer qu’il était possible
de raffiner les critères possibilistes par des critères d’utilité esperée et que les raffinements obtenus
restaient qualitatifs (voir annexe B.8).

3.3.3 Travaux connexes

En suivant le même raisonnement que celui décrit dans ce chapitre, nous avons raffiné la relation
d’ordre pessimiste�PES,π,µ par une relation d’ordreleximinmax portant sur les matrices dont les

lignes sont des paires
(

n(π(s)), µ(f(s))
)

. Nous avons montré que, là encore, le raffinement qualitatif

obtenu représentait tous les raffinements probabilistes detype utilité espérée du critère pessimiste [4].
Plusieurs auteurs ont cherché des raffinements des utilitésqualitatives possibilistes. (Dubois et al.,
2000) ont proposé de départager les actes ex-aequo pour l’undes critères en utilisant l’autre critère.
Néanmoins, cette approche ne permet pas de satisfaire à coupsûr le principe de la chose certaine,
comme le montre l’exemple (3.3.1). De plus, le raffinement obtenu peut être biaisé.
(Giang and Shenoy, 2001, 2005) proposent de raffiner les critères de décision possibilistes en utilisant
des degrés d’utilité “binaires”. Leur approche revient à construire l’échelleL à partir de l’ensemble
desparis sur les événements2, x⊤Ax⊥. Le raffinement obtenu est non biaisé, mais ne supprime pas
totalement l’effet de noyade. (Weng, 2005) a proposé ensuite d’utiliser conjointement les raffinements
lexicographiques que nous avons proposés et l’approche binaire de Giang et Shenoy. Si il est clair que
l’approche de (Weng, 2005) permet de raffiner les critères de(Giang and Shenoy, 2001), nous ne sa-
vons pas encore si elle permet de raffiner les critères que nous avons proposés, ni si elle admet une
représentation en termes d’utilité espérée.

Dans [4], nous avons montré qu’il était également possible de proposer des raffinements de type (utilité
espérée / lexicographique) pour le critère de décisionOMEU (Order of Magnitude Expected Utility,
(Giang and Shenoy, 2000; Pearl, 1993; Wilson, 1995)). Le critère OMEU est fondé sur une théorie de
la décision basée sur lesfonctions kappa(Spohn, 1990) et une forme d’aggrégation(min,+), là où
l’utililté espérée est de la forme(+,×) et les utilités monotones de la forme(max,min).

Plus récemment, (Dubois and Fargier, 2007) ont appliqué le même raisonnement afin de raffiner une
relation d’ordre basée sur l’utilité qualitative monotone, ce qui conduit à des critères de décision basés
sur l’intégrale de Choquet, qui ont été étudiés et axiomatisés par (Gilboa, 1987; Schmeidler, 1989;
Sarin and Wakker, 1992).

2En fait, les auteurs se placent dans un cadre à la von Neumann et Morgenstern, et considèrent donc desloteriesbinaires
en lieu et place d’actes binaires, mais leur approche peut être revisitée dans une optique à la Savage.



Chapitre 4

Décision séquentielle possibiliste

Ce chapitre recense mes travaux en décision séquentielle possibiliste. Mes principales références sur
le sujet sont :

Algorithmes de programmation dynamique possibiliste

[9] Sabbadin (R.), Fargier (H.) et Lang (J.). – Towards qualitative approaches to multi-stage decision
making.International Journal of Approximate Reasoning, vol. 19, 1998, pp. 441–471.

[7] Sabbadin (R.). – Possibilistic Markov Decision Processes. Engineering Applications of Artificial
Intelligence, vol. 14, 2001, pp. 287–300.

[48] Sabbadin (R.). –Concepts et méthodes pour l’aide à la décision, chap. Planification dans l’in-
certain et processus décisionnels de Markov, pp. 203–252. –Hermès Sciences,Traité IC2, série
Informatique et Systèmes d’Information, volume 2. Eds. D. Bouyssou, D. Dubois, M. Pirlot et H.
Prade, 2006.

problèmes de décision qualitative possibiliste factorisés

[1] Dubois (D.), Le Berre (D.), Prade (H.) et Sabbadin (R.). – Using possibilistic logic for modeling
qualitative decision : ATMS-based algorithms.Fundamenta Informaticae, vol. 37, 1999, pp. 1–30.

[5] Garcia (L.) et Sabbadin (R.). – Complexity results and algorithms for possibilistic influence
diagrams.Artificial Intelligence, vol. 172, 2008, pp. 1018-1044.

4.1 Introduction

Le second axe de ma recherche en décision qualitative possibiliste est celui de la décision séquentielle
possibiliste. Plus précisément, mes travaux ont porté :
– Sur la programmation dynamique possibiliste et les PDM possibilistes, tout d’abord [7]. Ceux-ci

constituaient un premier pas vers une approche qualitativede la planification dans l’incertain, basée
sur la théorie des possibilités.

– Sur des approches structurées, basées sur la logique possibiliste [1] ou les diagrammes d’influence
possibilistes [5], ensuite. Ceux-ci ont proposé des langages permettant de représenter de manière
concise des problèmes de planification dans l’incertain possibiliste et des algorithmes de résolution
associés.
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Ces travaux, décrits dans ce chapitre, ont été illustrés surdes applications, en gestion de production
agroalimentaire [8] ou en conservation de la biodiversité ([24], [25]).

4.2 Algorithmes de programmation dynamique possibiliste

Ayant défini une version qualitative de la décision dans l’incertain basée sur la théorie des possibilités,
il était naturel d’essayer d’étendre cette théorie à la décision séquentielle. C’est ce que j’ai entrepris
depuis la fin de ma thèse, d’abord pour la décision séquentielle enhorizon finiavec Hélène Fargier et
Jérôme Lang [9], puis en décision séquentielle enhorizon infini, en proposant une contrepartie qua-
litative du cadre desprocessus décisionnels de Markov, complètement ou partiellement observables
[7], [33].
Dans cette section, je vais décrire l’adaptation des principales méthodes deprogrammation dynamique
au cadre possibiliste, d’abord dans le cas d’un horizon fini,puis infini.

4.2.1 Horizon fini

Dans [9], nous avons étendu la théorie de la décision qualitative possibiliste au cas séquentiel en
horizon fini. Ce cadre est défini par un quintuplet(X ,A, π, µ, T ), où :
– X représente l’ensemble des états atteignables à chaque instant,
– A l’ensemble des actions (et non actes) applicables à chaque instant,
– T est l’horizon du problème, soit le nombre d’actions successives appliquées, ou de transitions

observées,
– π = {πt}t=0...T−1, oùπt(xt+1|xt, at) représente le degré de possibilité de la transition dext vers
xt+1 lorsque l’actionat est appliquée à l’instantt ∈ {0, . . . , T − 1},

– µ = {µt}t=0...T−1, où µt(xt, at, xt+1) représente le degré de satisfaction attaché à la transition
observée dext versxt+1 lorsque l’actionat est appliquée à l’instantt ∈ {0, . . . , T − 1}. Un degré
de satisfaction attaché à l’état terminal,µT (xT ), xT ∈ X , est également défini.

Dans ce cadre, l’utilité d’une politiqueδ : X ×{0, . . . , T − 1} → A dans un état initialx0 est définie
par un critère possibiliste (optimiste ou pessimiste), appliqué auxtrajectoirespossibles :

Définition 4.2.1 (Utilité possibiliste d’une politique) Dans un cadre de décision séquentielle possi-
biliste dans l’incertain,(X ,A, π, µ, T ), l’utilité d’une politiqueδ = {δt}t=0...T−1, δt : X → A est
définie, dans les cas optimiste et pessimiste, par :

UOPT,δ(x0) = max
τ

min
{

π(τ |x0, δ), µ(τ, δ)
}

UPES,δ(x0) = min
τ

max
{

n(π(τ |x0, δ)), µ(τ, δ)
}

où τ = {x0, . . . , xT } est une trajectoire quelconque et

π(τ |x0, δ) = min
t∈0...T−1

{

πt(xt+1|xt, δt(xt))
}

,

µ(τ) = min
{

min
t∈0...T−1

{µt(xt, δt(xt), xt+1)}, µT (xT )
}

.

La décomposabilité du degré de possibilité conditionnelπ(τ |x0, δ) résulte de propriétés classiques
de la théorie des possibilités et d’une hypothèse “markovienne” similaire à celle du cas stochastique.
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L’hypothèse de décomposabilité deµ(τ) en un minimum de degrés de satisfaction de transitions élé-
mentaires est un choix arbitraire. Ce choix sous-entend qu’une suite de transitions est aussi favorable
que son degré le moins favorable. L’opérateur d’aggrégation max pourrait être utilisé à la place de
l’opérateurmin, ce qui donnerait lieu à des algorithmes de résolution similaires à ceux que nous avons
développés.
Dans [9], nous avons montré qu’il était possible de calculer une politique δ∗ optimisant l’un de ces
deux critères possibilistes en appliquant un algorithme detype recherche arrière, similaire à celui
développé pour les PDM classiques (voir annexe B.9).

4.2.2 Horizon infini

J’ai ensuite étendu le cadre de la décision séquentielle possibiliste aux problèmes à horizon infini [7].
On définit unProcessus Décisionnel de Markov possibiliste(Π-PDM) par un quadruplet(X ,A, π, µ),
où π et µ sont maintenantstationnairesc’est-à-dire indépendantes du tempst. On définit également
la notion d’utilité possibiliste d’une politique stationnaireδ : X → A en horizon infini, de la manière
suivante :

Définition 4.2.2 (Utilité possibiliste d’une politique stationnaire en horizon infini)
Soit(X ,A, π, µ) unΠ-PDM etδ : X → A une politique stationnaire.

UOPT,δ(x0) = lim
T→∞

max
τT

min
{

π(τT |x0, δ), µ(τT , δ)
}

UPES,δ(x0) = lim
T→∞

min
τT

max
{

n(π(τT |x0, δ)), µ(τT , δ)
}

où τT = {x0, . . . , xT } est une trajectoire quelconque de longueurT + 1 et

µ(τT , δ) = min
t∈0...T−1

{

µ(xt, δt(xt), xt+1)
}

,

π(τT |x0, δ) = min
t∈0...T−1

{

π(xt+1|xt, δt(xt))
}

.

Pour ces problèmes de décision séquentielle en horizon infini, nous avons défini des contreparties
possibilistes des algorithmesd’itération de la politiqueet d’itération de la valeur[7] (voir annexe
B.9).

4.2.3 Décision en environnement partiellement observable

Dans [33], [34], j’ai étendu le cadre des PDM possibilistes au cas partiellement observable, sur la base
de la théorie possibiliste du conditionnement (Dubois and Prade, 1994). Comme dans le cas stochas-
tique (Cassandra et al., 1994), un PDM possibilistepartiellement observable(Π-PDMPO) peut être
transformé en un PDM possibilistecomplètement observable, dont les états sont desétats de croyance
possibilistes, soit des distributions de possibilitéβ : X → L. La principale différence avec le cas sto-
chastique est que l’ensemble des états de croyance possibilistes est fini (mais de taille exponentielle en
|X |). Les algorithmes de résolution des PDM possibilistes décrits dans la section précédente restent
donc applicables, au moins en théorie, aux PDM possibilistes partiellement observables.

Comme dans le cas des PDMPO classiques (Cassandra et al., 1994), on définit un PDMPO possibiliste
en ajoutant à un modèle de PDM possibiliste un ensembleO d’observations possibles, et unefonction
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d’observation possibiliste, Ω : X ×A×O → L, telle que :

Ω(x′, a, o) = π(o|a, x′),

la possibilité d’observero lorsque l’actiona a été appliquée et a débouché sur l’étatx′.

Un état de croyance possibiliste, β, est une distribution de possibilité sur l’espace d’étatsX . Contrai-
rement au cas stochastique, l’ensemble des états de croyance possibilistes est fini dès lors que l’échelle
L utilisée pour préciser les degrés de possibilité est finie. Le cardinal deB, l’ensemble des états de
croyance possibilistes est majoré par|L||X |. Supposons maintenant, comme dans le cas probabiliste,
que les possibilités de transitionπ(x′|x, a) sont données, de même que les possibilités des observa-
tions,π(o|x′, a) = Ω(x′, a, o). Alors, comme dans (Cassandra et al., 1994), on peut définirβa(x

′), la
possibilité d’atteindrex′ en partant d’une connaissance sur l’état initial définie parβ, et en appliquant
l’action a :

βa(x
′) = max

x∈X
min{π(x′|x, a), β(x)}. (4.1)

On calcule ensuite la possibilité d’observero ∈ O après avoir appliquéa enβ :

βa(o) = max
x′∈X

min{π(o|x′, a), βa(x
′)}. (4.2)

βoa est l’état de croyance possibiliste révisé, après avoir appliqué a enβ et observéo :

βoa(x
′) = 0L si π(o|x′, a) = 0L,

βoa(x
′) = 1L si π(o|x′, a) = βa(o) > 0L,

βoa(x
′) = βa(x

′) dans les autres cas. (4.3)

Tous les éléments du nouveau PDM possibiliste sur l’espace des états de croyance sont définis dans
les équations (4.1), (4.2) et (4.3). Intuitivement, l’évolution du système se définit par : si le système
est dans l’étatβ, alors appliquer l’actiona peut mener dans l’un des|O| états successeurs possibles
βoa, la possibilité de rejoindre l’étatβoa étantβa(o).
A partir de là, les équations de Bellman possibilistes peuvent être étendues au cas partiellement ob-
servable (ici dans le cas pessimiste)1 :

U tPES(β) = max
a∈A

min{µ(β),min
o∈O

max{n(βa(o)), U
t+1
PES(βoa)}}. (4.4)

oùµ(β) = minx∈X max{n(β(x)), µ(x)} etU0
PES(β) est initialisé àµ(β).

4.2.4 Autres travaux sur les PDM possibilistes

L’expression de la vraisemblance des transitions entre états en termes de degrés de possibilité est in-
tuitive et permet de représenter avec moins de biais que des probabilités numériques la connaissance
d’experts. Cependant, il n’existe pas de moyen formel universellement reconnu desimulerdes tran-
sitions possibilistes ou de construire les degrés de possibilité de transition à partir d’un ensemble de
transitions observées ou simulées.
Or il existe une communauté de recherche, sur le sujet del’apprentissage par renforcement, dont
l’objectif est de développer des algorithmes de résolutionde Processus Décisionnels de Markov dont

1Par souci de simplification des notations, on se limite ici à une fonction d’utilitéµ sur les états, et non sur les transitions.
Évidemment, l’équation (4.4) peut être étendue pour prendre en compte des préférences sur les transitions.
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le modèle(p, r) n’est pas spécifié directement, mais accessible à partir de transitions< x, a, x′, r >
observées ou simulées. J’ai essayé, en m’inspirant de ces travaux, de développer des algorithmes de
résolution de PDM possibilistes. Une première façon d’aborder ce problème a été de mesurerempiri-
quementla différence entre les solutions optimales de PDM classiques et possibilistes,qualitativement
semblables2.
Dans [35], j’ai comparé empiriquement les politiques optimales de PDM stochastiques construits à
partir de PDM possibilistes pour une certaine classe de problèmestypesou vice-versa. Dans cette
comparaison, les degrés de possibilité étaient transformés en degrés de probabilités en utilisant soit
une approche de typeprobabilités infinitésimales(Darwiche and Goldszmidt, 1994; Henrion et al.,
1999), soit de typetransformation cohérente(Giang and Shenoy, 1999; Dubois et al., 1993). Le prin-
cipal résultat de la comparaison empirique a été de montrer qu’il était possibled’approcherla solution
d’un PDM classique par celle d’un PDM possibiliste dont la résolution est plus rapide, du fait des opé-
rations impliquées.
Dans [36], j’ai utilisé les mêmes transformations afin de construireun estimateur de possibilités de
transition à partir d’un simulateur de transitions probabilistes. J’ai défini une méthode de typeéqui-
valent certain, permettant d’apprendre un modèle(π̂, µ̂) de PDM possibiliste à partir d’un ensemble
{(x, a, x′)} de transitions observées ou simulées. Une politique approchée était ensuite calculée en
résolvant le PDM possibiliste appris. Cette méthode naïve est très coûteuse en temps de calcul, puis-
qu’elle nécessite une exploration exhaustive de l’ensemble des transitions(x, a, x′). J’ai donc proposé
un algorithme d’exploration guidée, de typeprioritized sweeping, couplé à un algorithme d’itération
de la politique possibiliste, afin de limiter l’effort calculatoire. Cet algorithme est efficace, à la fois
en temps de calcul et en terme de qualité des politiques retournées. Cependant, du fait de l’idempo-
tence des opérateursmin etmax impliqués dans la définition des utilités qualitatives possibilistes,
la convergence vers une politique optimale pour le PDM possibiliste transformédu PDM stochas-
tique simulé, n’est pas assurée. Ces travaux devraient maintenant être revisités à la lumière des résul-
tats exposés dans la section (3.3), afin de proposer des algorithmes d’apprentissage par renforcement
réellement optimaux, en mettant à profit l’existence de raffinements de type “utilité espérée” des cri-
tères possibilistes. Cela devrait permettre de définir des contreparties possibilistes des algorithmes
Q-learning, TD−λ,...

4.3 Décision possibiliste structurée

En planification dans l’incertain, l’état du mondeest généralement représenté par une combinaison
de valeurs prises par un ensemble de variables d’états et n’est pas représentéen extension, comme
nous l’avons supposé dans la section précédente. C’est pourquoi je me suis intéressé depuis ma thèse
à l’élaboration de langages de représentation structurée et d’algorithmes de résolution associés, pour
les problème de décision qualitative possibiliste ([1], [47], [42], [10]).
Dans un premier temps, je me suis appuyé sur des approches logiques pour représenter des problèmes
de décision possibilistenon-séquentiels, puisque la logique possibiliste était déjà connue pour être un
outil efficace de représentation compacte de distributionsde possibilités (Lang, 1991). Plus tard, en
collaboration avec Laurent Garcia ([23], [5], [11]), j’ai proposé une approche plus générale de la dé-
cision possibiliste structurée. Cette approche, basée surune contrepartie possibiliste desdiagrammes
d’influencepossède le double avantage, par rapport à l’approche logique, de permettre la représen-
tation de problèmes de décision à partir de variables multivaluées et d’être applicable en décision

2Les ordres de vraisemblance des transitions et de préférence sur ces transitions étant indentiques dans les deux repré-
sentations, stochastique et possibiliste.
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séquentielle à horizon fini.

4.3.1 Définitions générales

En décision dans l’incertain, l’état du mondeest généralement représenté par une combinaisonx =
{x1, . . . , xn} de valeurs prises par un ensemble de variables d’étatsX = {X1, . . . ,Xn}

3. De la même
manière, unedécisionpeut être représentée par une combinaisond = {d1, . . . , dp}, choisie par un dé-
cideur, de valeurs des variables de décisionD = {D1, . . . ,Dp}, distinctes deX .

Les connaissances incertaines du décideur sont représentées par des degrés de possibilité condition-
nelleπ(x′|x, d) ou des distributions de possibilitéa priori, π(x). Ses préférences sont exprimées sur
des couples(x, d) et représentées par une fonction d’utilité ordinaleµ : X×D → L. Ainsi,µ(x, d) ex-
prime à quel point l’instanciationd des variables de décision est satisfaisante lorsque l’étatdu monde
estx.

En règle générale, l’évolution de la valeur de chaque variable d’étatXi ne dépend que de l’état d’un
sous-ensemble de variablesPar(Xi) ⊆ X ∪ D et nous connaissons une expression du degré de pos-
sibilité localπXi

(x′i|xPar(Xi), dPar(Xi)) où xPar(Xi) et dPar(Xi) sont respectivement les projections
dex et d surPar(Xi). A partir des règles classiques du conditionnement en théorie des possibilités
qualitatives (Dubois and Prade, 1988), la possibilité conditionnelleπ(x′|x, d) peut être obtenue par la
formule :

π(x′|x, d) = min
i=1...n

{πXi
(x′i|xPar(Xi), dPar(Xi))}. (4.5)

De manière similaire, on peut toujours faire l’hypothèse que l’utilité qualitative globaleµ(x, d) d’un
couple(x, d) peut s’exprimer par combinaison de fonctions d’utilité locales,µk(xPar(Vk), dPar(Vk)),
où Par(Vk) ⊆ X ∪ D représente l’ensemble des variables impliquées dans la fonction d’utilité lo-
caleµk. Par analogie avec l’agrégation des fonctions d’utilité dans lesproblèmes de satisfaction de
contraintes flexibles(Dubois et al., 1996), il est également naturel d’agréger les degrés d’utilité locaux
par un opérateurmin :

µ(x, d) = min
k=1...q

{µk(xPar(Vk), dPar(Vk))}. (4.6)

Considérer les degrés de possibilité et les utilités comme desagrégationsde fonctions locales permet
de les exprimer de manière concise en révélant desindépendancesdans les possibilités de transition
et dans les degrés de préférence locaux. Il est commode d’exprimer graphiquement ces dépendances
locales, comme le montre l’exemple de la figure (4.1).

Exemple 4.3.1Le problème est de faire une omelette à six œufs à partir d’uneomelette à cinq œufs,
le nouvel œuf pouvant être soit frais soit pourri.
Il y a deux variables binaires de décision :
– CAB : casser l’œuf à part dans un bol (CAB = oui si l’œuf est cassé à part dans un bol pour être

inspecté etCAB = non sinon),
– IDO : incorporer l’œuf dans l’omelette (IDO = oui ounon).

Les variables d’état sont les suivantes :

3Xi représente à la fois le nom de la variable et son domaine, la signification sera claire en fonction du contexte. De la
même manière,XA, avecA ⊆ {1, . . . , n} représente à la fois un ensemble de variables{Xi}i∈A et le produit cartésien de
leurs domaines

N

i∈A
Xi.
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O F

OF

CAB

IDO

G

B

VG

VB

VO

FIG. 4.1 – Exemple d’une omelette

– B : nous avons un bol à laver (B = vrai) ou non (B = faux).
– OF : nous observons que l’œuf est frais (OF = v) ou pourri (OF = f ) ou nous n’observons pas

la fraîcheur de l’œuf (OF = inconnu).
– F : l’état « réel » de l’œuf, frais (F = v) ou pourri (F = f ).
– O : nous avons une omelette à six œufs (O = 6O), une omelette à cinq œufs (O = 5O) ou pas

d’omelette du tout (O = nO).
– G : un œuf est gâché (G = v) ou pas (G = f).

On peut remarquer qu’ici, par exemple, le degré de possibilité de la variableOF n’est influencé que
par l’état des variablesCAB et F . Notre satisfaction globale sera fonction de degrés de satisfac-
tion locaux associés respectivement aux variablesO, B etG. Enfin, dans cet exemple, nous avons
représenté un arc “informationnel” deOF versIDO, dont nous expliquerons la signification dans
la section (4.3.3).

4.3.2 Une approche basée sur la logique possibiliste

Dans un premier temps ([1], [47], [42], [10]), nous avons établi un lien entre problèmes de décision
possibiliste structurée (non-séquentielle) et problèmesde raisonnement en logique possibiliste. Pour
établir ce lien, nous considérons un ensemble de variables d’état booléennes,X = {X1, . . . ,Xn}, un
autre ensemble de variables booléennesconséquences, Y = {Y1, . . . , Ym} et un dernier ensemble de
variables de décision booléennes,D = {D1, . . . ,Dp}.
Supposons tout d’abord que les connaissances du décideur sur l’état x du monde et sur l’effety d’une
décisiond enx ne sont pas graduelles. L’étatx n’est pas forcément spécifié complètement, de même
que la conséquencey résultant de l’application ded enx. Mais tous les états possiblesx et toutes les
conséquences possibles ded enx ont le même degré de plausibilité. Ce type de connaissances peut
être modélisé par un ensemble de clausesK = {ϕi : Ai → Bi} oùAi est une conjonction de littéraux
appartenant àX ∪ D et Bi est une disjonction de littéraux appartenant àX ∪ Y. Les formulesϕi
expriment donc :
– soit des connaissances sur l’état du monde (lorsque seulesdes variables deX sont impliquées dans
ϕi),

– soit des connaissances sur l’effet des actions (lorsque des variables de décision et de conséquence
sont impliquées).

Les préférences du décideur sont elles aussi exprimées dansun premier temps sous la forme de buts,
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via un ensemble de clausesP = {ψj} portant uniquement sur les variables deY 4.

Exemple 4.3.2Prenons un exemple simplifié inspiré de l’exemple (4.3.1), qui ne prend en compte
que le sous-ensemble de variables propositionnelles{IDO,F,O,G}, dont les dépendances sont re-
présentées dans la figure (4.2). La seule variable d’état estici l’état de fraîcheur de l’œuf,F , la seule
variable d’action estIDO et les variables conséquences sontO etG. Nous supposons queO est une
variable binaire, prenant la valeurvrai si on obtient une omelette (à cinq ou six œufs) etfaux si
l’omelette est gâchée.G indique si un œuf est gâché. Soit,X = {F},Y = {O,G} etD = {IDO}.
Les connaissances sont les suivantes :

O F

IDO

G VGVO

FIG. 4.2 – Exemple simplifié

– Une omelette est obtenue dès lors que l’œuf est frais ou qu’il n’est pas incorporé. Par contre, nous
n’obtenons pas d’omelette si l’œuf incorporé n’est pas frais.

– Un œuf est gâché s’il est frais et non incorporé. Un œuf incorporé ou pas frais n’est pas gâché.

Ces connaissances sont modélisées par la base :
K = {F → O,¬IDO → O,¬F ∧ IDO → ¬O, IDO → ¬G,¬F → ¬G,F ∧ ¬IDO → G}.
Les préférences portent sur les variablesG etO et, bien évidemment,P = {O,¬G} : on souhaite
avoir une omelette et ne pas gâcher d’œuf.

Nous avons établi dans [1] le lien entre les critères de décision possibiliste pessimiste et optimiste et
des problèmes de raisonnement “abductif”, ou sur la cohérence de bases propositionnelles stratifiées
(voir annexe B.10).

Limites de l’approche logique de la décision qualitative possibiliste

L’approche logique de la décision qualitative possibiliste permet une première forme de représenta-
tion structurée. Les problèmes ainsi modélisés peuvent être résolus par des méthodes classiquement
utilisées pour résoudre le problèmeSAT5. Nous avons décrit [1] des algorithmes basés sur un solveur
de problèmeSAT utilisant une méthode de résolution de typebranch and bound(algorithme de type
Davis et Putnam) pour calculer les utilités possibilistes d’une décision.
Mais cette approche a deux limites :
– Pouvoir d’expression.

Un problème de décision structurée, tel que celui de la section (4.3.1) est exprimé via des possibi-
lités de transition localesπXi

(x′i|xPar(Xi), dPar(Xi)) et des utilités localesµk(xPar(Vk), dPar(Vk))

4De manière plus générale, les préférencesψj peuvent également porter sur les variables de décision, permettant ainsi
d’exprimer des préférences sur des couples (conséquence, action). Mais dans le cadre de la décision possibiliste non-
séquentielle que nous considérons ici, on peut toujours transformer ces problèmes de telle manière que la fonction d’utilité
porte uniquement sur les conséquences.

5Satisfaction de formules booléennes
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portant sur des variables qui ne sont pas forcément binaires. La représentation en logique possi-
biliste (par des formules exprimant connaissances et préférences) de ces possibilités de transition
et fonctions d’utilité est certes possible et automatisable, mais elle peut être coûteuse en espace et
en temps de calcul. La taille du modèle logique correspondant peut être exponentielle en celle du
modèle initial, dans le pire des cas. De plus, la représentation obtenue est souvent moins intuitive
que la représentation initiale.

– Décision séquentielle.
On recherche dans cette approche logique, une affectationune fois pour toutesdes variables de
décision. Or, dans un problème de décision séquentielle dans l’incertain, les variables de décision
peuvent être instanciées séquentiellement et de nouvellesinformations peuvent être intégrées avant
l’instanciation d’une variable de décision. Nous verrons dans la section suivante, que cette prise
en compte de la séquentialité d’un problème de décision rendcelui-ci beaucoup plus difficile à ré-
soudre. Si l’on voulait appliquer une approche logique, on se placerait dans le cadreQBF6 plutôt
que dans le cadreSAT.

Pour ces deux raisons, nous avons décidé d’étudier une autreapproche de la décision possibiliste
structurée, basée sur une contrepartie possibiliste desdiagrammes d’influence([23], [5], [11]). Cette
approche, que je vais décrire dans la section suivante, permet de dépasser les deux limites de l’ap-
proche logique que je viens de souligner. Elle permet à la fois :
– de représenter des problèmes de décision impliquant des variables multivaluées et,
– de modéliser directement des problèmes de décision séquentielle à horizon fini.

4.3.3 Diagrammes d’influence possibilistes

Nous avons défini [23] la notion deDiagramme d’Influence Possibiliste(DIP) afin de traiter des pro-
blèmes de décision possibiliste structuréeséquentiels. Les dépendances entre variables se représentent
graphiquement dans un DIP par unGraphe Orienté Acyclique(GOA), comme celui de la figure 4.1.
A la différence du cas non-séquentiel décrit dans la sectionprécédente, les nœuds représentant les
décisions admettent des arcs “entrants”. Les arcs entrant modélisent le fait que la valeur de la variable
parent d’une variable de décision est connue au moment du choix de la décision.
Un DIP P est également représenté par un quintuplet(X ,D,V,Φ,Ψ) associé à la représentation
graphique par le graphe orienté acyclique :
– les nœuds d’état représentent les variables d’étatXi ∈ X = {X1, . . . ,Xn}, comme dans le

formalisme desréseaux bayésiens(RB) (Pearl, 1988b) ;
– lesnœuds de décisionreprésentent les variables de décisionDj ∈ D = {D1, . . . ,Dp} ;
– lesnœuds d’utilitéV = {V1, . . . , Vq} représentent des fonctions d’utilité localesµk ∈ {µ1, . . . , µq}.

En complément de la partie graphique qui est identique à celle des diagrammes d’influence classiques,
les DIP comprennent aussi des spécifications numériques. Dans le formalisme possibiliste, cet ordre
numérique est traité de manière ordinale. Une table de possibilité conditionnelleπXi

(Xi|Par(Xi))
est associée à chaque variable d’étatXi. Si Xi est une racine du GOA (Par(Xi) = ∅), on spéci-
fie les degrés de possibilité a prioriπXi

(xi) associés à chaque valeurxi deXi. Φ = {πXi
}Xi∈X

est l’ensemble des tables de possibilité conditionnelles.De la même manière, pour chaque nœud
d’utilité Vk, on spécifie les valeurs ordinalesµk(xPar(Vk), dPar(Vk)) de chaque instanciation possible
(xPar(Vk), dPar(Vk)) des variables parents deVk. Ψ = {µk}Vk∈V est l’ensemble des fonctions d’utilité

6Quantified Boolean Formulas.
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locales.

A partir du graphe orienté acyclique, il est possible de définir un ordre partiel sur l’ensemble des
variables d’état et de décision reflétant l’aspect séquentiel du problème de décision. Les valeurs des
variables de décision ne sont plus forcément choisies d’emblée, mais les valeurs des variables d’état
révélées auparavant peuvent influer sur ce choix. Lapolitiqued’un décideur exprime alors la manière
dont sont choisies les valeurs des variables de décision, enfonction des valeurs des variables d’état
observées au moment du choix. Formellement, une politique est représentée par une fonctionδ : X →
D, associant une décisiond = δ(x), à chaque état du monde possible. Les politiques peuvent aussi être
définies par l’intermédiaire d’un ensemble de fonctions partielles{δ1, . . . , δp}, δj : Xj1×. . .×Xjkj

→

Dj définissant la valeur prise par la variable de décisionDj en fonction des valeurs prises par un
sous-ensemble des variables d’états (et pas forcément de toutes). Ces fonctions partielles permettent
de rendre compte de l’aspect “séquentiel” du problème de décision : au moment du choix ded1, seules
les valeurs de certaines variables d’état sont connues, puis de nouvelles variables d’état sont révélées
etd2 est choisie, etc. En d’autres termes, si l’ordre des variables de décision est considéré comme un
ordre “temporel”, et que l’on partitionne l’ensemble des variables d’état “en accord” avec cet ordre, la
politiqueδ est “dynamique”. Pour le DIP représenté graphiquement dansla figure (4.1), l’ordre partiel
strict {CAB} ≺ {OF} ≺ {IDO} ≺ {F,O,B,G} est un exemple d’ordre partiel strict en accord
avec le graphe, ditordre GOA-compatible, reflétant par exemple un ordre temporel d’instanciation des
variables.
Dans un problème exprimé sous la forme d’un DIP, les possibilités de transitionπ(x′|x, d) etµ(x, d)
sont décomposables et définies par les équations (4.5) et (4.6). Ainsi, le formalisme DIP, en plus de
l’expression graphique des dépendances entre variables, spécifie également les tables de possibilité de
transition et d’utilité qualitative locales.

Exemple 4.3.3Dans l’exemple de la figure (4.1), on choisit L={0,...,5}. Les possibilités condition-
nelles sont définies en accord avec la signification naturelle du problème. Les seules possibilités qui
ne peuvent pas être déterminées directement en fonction de la signification intuitive du problème sont
les possibilités a priori deF . On suppose queπF (F = v) = 5 et πF (F = f) = 3 (ce qui signifie
que l’on s’attend à ce que l’œuf soit frais plutôt que pourri). On obtient ainsi les tables de possibilités
conditionnelles et a priori suivantes :

πB(B|CAB) o n

v 5 0
f 0 5

πG(G|F, IDO) (v, n) (v, o) (f, ·)
v 5 0 0
f 0 5 5

πOF (OF |CAB,F ) (o, v) (o, f) (n, ·)
v 5 0 0
f 0 5 0
i 0 0 5

πO(O|F, IDO) (·, n) (v, o) (f, o)

6O 0 5 0
5O 5 0 0
nO 0 0 5

πF (F ) a priori
v 5
f 3

Les fonctions d’utilitéµO, µG et µB sont définies comme suit et pour chaque instanciation globale
(x, d), µ(x, d) = min{µO(o), µG(g), µB(b)}.
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O µO(O)

6O 5
5O 3
nO 0

G µG(G)

f 5
v 2

B µB(B)

f 5
v 4

A partir de la spécification :
– du graphe orienté acyclique,
– d’un ordre sur les variablescompatible,
– des tables de possibilité de transition et d’utilité locales,

il est possible de définir l’utilité (optimiste ou pessimiste) d’une politiqueδ fixée, spécifiant la valeur
de chaque variable de décision en fonction des valeurs des variables d’état qui la précèdent. On peut
montrer qu’une politiqueδ définit, à l’aide des possibilités de transitionπXi

(xi|xPar(Xi), d
x
Par(Xi)

),
une distribution de possibilité surX :

πδ(x) = π(x|δ(x)) = min
i=1...n

πXi
(xi|xPar(Xi), d

x
Par(Xi)

), (4.7)

où dx = δ(x) est la valeur de toutes les variables de décision, définie de manière unique à partir deδ
etx.
De la même manière, on peut calculer un degré de satisfactionglobal,µδ(x), induit par une politique
sur les instanciations des variables d’état :

µδ(x) = µ(x, δ(x)) = min
k=1...q

µVk
(xPar(Vk), d

x
Par(Vk)). (4.8)

Ainsi, πδ(x) et µδ(x) dépendent seulement de la valeur des variables d’état. Il est alors possible de
calculer les utilités possibilistes optimiste et pessimiste d’une politiqueδ :

UOPT,π,µ(δ) = max
x∈X

min
{

πδ(x), µδ(x)
}

, (4.9)

UPES,π,µ(δ) = min
x∈X

max
{

n(πδ(x)), µδ(x)
}

. (4.10)

Résoudre un problème exprimé sous la forme d’un DIP revient donc à trouver une politique
δ∗ = {δ∗1 , . . . , δ

∗
p} (où δ∗j : X → Dj) optimisantUOPT,π,µ ouUPES,π,µ.

4.3.4 Diagramme d’influence possibiliste et PDM possibiliste à horizon fini

Nous venons de donner un exemple de diagramme d’influence possibiliste. Remarquons que tout
PDM possibiliste à horizon fini (voir section 4.2.1) peut également s’écrire sous la forme d’un DIP,
ayant la structure suivante.

4.3.5 Complexité de la recherche de politiques optimales

Dans [5] et [11], nous nous sommes intéressés à la complexité des problèmesd’optimisation consistant
à trouver des politiques maximisantUOPT,π,µ ou UPES,π,µ. Nous avons en particulier montré les
résultats suivants :

Proposition 4.3.1 (Optimisation de Politique Optimiste (OPO)) SoitP un DIP etα ∈ L, le pro-
blème de décider si il existe une politiqueδ qui atteint le degré d’utilitéα (UOPT,π,µ(δ) ≥ α) est
NP-complet.
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X0 X1 X2 XT−1 XT

D0 D1 DT−1

V0

VT

VT−1V1

FIG. 4.3 – Représentation d’un PDM possibiliste sous forme de DIP

Proposition 4.3.2 (Optimisation de Politique Pessimiste (OPP)) SoitP un DIP etα ∈ L, le pro-
blème de décider si il existe une politiqueδ qui atteint le degré d’utilitéα (UPES,π,µ(δ) ≥ α) est
PSPACE-complet.

La raison pour laquelle le problème OPO est moins difficile à résoudre que le problème OPP est que
dans le calcul de l’utilité optimiste d’une politique, toutse passe comme si l’état du monde (inconnu)
était toujours le plus favorable possible. En conséquence,la meilleure politique est “inconditionnelle”
(δ∗j n’est pas une fonction deX versDj mais simplement un élémentd∗j deDj). Alors, résoudre le
problème OPO revient à “deviner”(x∗, d∗) (un couple formé de l’état du monde le plus favorable et
de l’instanciation des variables de décision la plus favorable connaissant cet état) maximisant l’ex-
pression :

f(x, d) = min
{

π(x|d), µ(x, d)
}

.

Dans le cas OPP, au contraire, tout se passe comme si nous alternions avec un adversaire, le choix des
valeurs des variables de décision et d’état (suivant un ordre compatible avec le DIP), avec chacun un
objectif opposé de maximisation ou de minimisation de l’expression :

g(x, d) = max
{

n(π(x|d)), µ(x, d)
}

.

Dans [5] et [11], nous avons proposé des algorithmes de calcul de politiques (optimistes ou pes-
simistes) optimales. Ces algorithmes sont basés sur l’exploration d’arbres de recherche, ou sur des
méthodes de typeélimination de la variable, inspirées d’algorithmes de résolution de problèmes ex-
primés sous la forme dediagrammes d’influence((Shachter, 1986), (Jensen, 2001)).

4.3.6 Travaux connexes

(da Costa Pereira et al., 1997a,b; da Costa, 1998) ont également proposé une approche de la pla-
nification dans l’incertain basée sur la théorie des possibilités. Celle-ci utilisait des distributions de
possibilité pour représenter les effets des actions, mais se plaçait dans un cadrenon-observableet
avec des préférences non-graduelles sur des états buts. En conséquence, des plansinconditionnels
maximisant le degré de possibilité ou de nécessité d’atteindre un état but étaient calculés. Les pro-
blèmes étaient modélisés dans un langage logique de type STRIPS (Fikes and Nilsson, 1971).

De même, (Pralet et al., 2006a) ont présenté un cadre généralunifié pour représenter et résoudre de
nombreux problèmes de décision structurée (depuis les CSP valués jusqu’aux diagrammes d’influence
stochastiques et possibilistes). Ce cadre est plus généralque celui proposé dans [5], mais n’est pas



4.4. CONCLUSION 41

spécifiquement dédié aux DIP. Certaines méthodes proposéesdans (Pralet et al., 2006c,b) pourraient
certainement aider à l’amélioration future de nos propres algorithmes d’élimination de variables.

4.4 Conclusion

Ce chapitre clôt la présentation de mes travaux autour de la décision qualitative possibiliste. Dans
le dernier chapitre de ce manuscrit (chapitre 7), je présenterai l’ensemble de mes perspectives de
recherche, et en particulier mes perspectives concernant la décision qualitative possibiliste. Mais avant
cela, dans la partie suivante, je vais décrire mes travaux sur les PDM stochastiques,factorisésou
épistémiques.
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Troisième partie

Processus décisionnels de Markov
factorisés ou épistémiques
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Chapitre 5

Extensions du cadre des processus
décisionnels de Markov

Ce chapitre résume mes travaux dédiés à l’extension du cadredes processus décisionnels de Markov
aux problèmes de décision spatialisée, puis au problème d’acquisition de connaissances, ouplanifica-
tion épistémique.

Processus décisionnels de Markov factorisés

[38] Sabbadin (R.). – Graph partitioning techniques for Markovdecision processes decomposition.
14th European Conf. on Artificial Intelligence (ECAI’02), pp. 670–674. – Lyon, France, 21-26
Juillet 2002.

[21] Forsell (N.) et Sabbadin (R.). – Approximate linear-programming algorithms for graph-based
Markov decision processes.17th European Conference on Artificial Intelligence (ECAI’06), pp.
590–594. – Riva del Garda, Italy, Août 2006.

[28] Peyrard (N.) et Sabbadin (R.). – Mean field approximation ofthe policy iteration algorithm
for graph-based Markov decision processes.17th European Conference on Artificial Intelligence
(ECAI’06), pp. 595–599. – Riva del Garda, Italy, Août 2006.

Planification épistémique

[41] Sabbadin (R.), Lang (J.) et Ravoanjanahry (N.). – Purely epistemic Markov decision processes.
22nd AAAI Conference on Artificial Intelligence (AAAI’07), pp. 1057–1062. – Vancouver, Canada,
2007.

5.1 Généralités

5.1.1 Problèmes de décision séquentielle dans l’incertainfactorisés

Quel est le point commun entre des problèmes de sélection de réserves naturelles, de contrôle d’épi-
démies (végétales, animales ou humaines) ou de gestion forestièredurable, prenant en compte la
conservation de la biodiversité ou les risques naturels (tempêtes, incendies) auxquels elle fait face ?
Ce sont tous des problèmes de décision séquentielle dans l’incertain qui partagent une même nature,
explicitement spatiale, les rendant particulièrement complexes à représenter et àrésoudre. Ce sont
donc aussi forcément des problèmes intéressant un chercheur en intelligence artificielle travaillant à

45
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l’INRA, dont l’objectif est de développer de nouvelles approches méthodologiques visant à mieux mo-
déliser et résoudre des problèmes finalisés de gestion agri-environnementale. En ce qui me concerne,
c’est en abordant de tels problèmes finalisés que je cherche àmotiver et à construire, depuis plusieurs
années, un cadre méthodologique basé sur lesprocessus décisionnels de Markov factorisés, apte à
les modéliser et les résoudre. Et ce sont ces problèmes finalisés, autant que les résultats théoriques
obtenus, qui me permettent de juger de la pertinence des méthodes développées.
Contrairement aux approches de la partie précédente, les travaux présentés dans cette partie s’appuient
sur un cadre probabiliste “classique” et sont de nature algorithmique et de modélisation. J’ai privilé-
gié l’approche probabiliste pour l’étude des problèmes de décision séquentielle spatialisée en gestion
environnementale. La raison est que dans ce domaine, les données nécessaires à la construction de
mesures d’incertitude et de préférence quantitatives sonten général disponibles, contrairement à cer-
tains domaines de prédilection habituels de l’intelligence artificielle (élicitation de préférences ou de
connaissances, aide à la décision d’experts humains...).
Néanmoins, certains problèmes de conservation d’espèces naturelles portant sur le long terme gagnent
tout de même à être modélisés dans le cadre possibiliste [25], car le modèle correspondant est extrê-
mement incertain et les conséquences en termes de perte de biodiversité, difficilement mesurables par
un critère additif.

Il est difficile de résoudre par les algorithmes classiques (itération de la valeur ou de la politique) des
PDM factorisés dont les espaces d’états et d’actions sont detrès grande taille. Un certain nombre d’ap-
proches de résolution ont toutefois été proposées ces dernières années. Parmi les approches proposées,
on peut distinguer deux grandes catégories :
– les méthodes à based’agrégation d’étatset,
– les méthodes de typedécomposition des espaces d’états et de décisions: sérielledans le cas de

PDM de grande taille faiblement couplés ouparallèlepour les PDM factorisés.

Le principe des méthodes de type “agrégation d’états” consiste à regrouper certains états et décisions
par caractéristiques communes, et ainsi de réduire la taille des espaces d’états et de décisions du
problème (Boutilier et al., 1995; Dean and Givan, 1997; Dearden and Boutilier, 1997). Souvent, ces
méthodes sont couplées avec des représentations factorisées des probabilités de transition entre états
ou des fonctions récompenses (Koller and Parr, 1999; Boutilier et al., 1999, 2000; Givan et al., 2003),
dans des structures de type Réseaux Bayésiens (Pearl, 1988a; Dean and Kanazawa, 1989). Dans la
même catégorie, on peut classer les approches de type “macro-décisions”, agrégeant cette fois les dé-
cisions en politiques complexes (Koller and Parr, 2000; Hauskrecht et al., 1998).

Les PDM de grande taille peuvent parfois être décomposés en sous-problèmes relativement indépen-
dants. Les méthodes de type “décomposition des espaces d’états et de décisions” visent à réduire la
complexité du PDM étudié en le décomposant en sous-problèmes résolus séparément, les solutions
élémentaires étant ensuite recombinées. Ces méthodes peuvent elles mêmes être séparées en :
– Méthodessérielles, lorsque l’espace d’états est décomposé en une union de sous-ensembles d’états

distincts, faiblement couplés (pour toute politique, la probabilité de sortir d’un des sous-ensembles
est faible) (Dean and Lin, 1995; Hauskrecht et al., 1998; Parr, 1998).

– Méthodesparallèles, lorsque l’espace d’états est décomposé en un produit cartésien de sous-espaces
(Meuleau et al., 1998; Singh and Cohn, 1998).

Les méthodes de type Apprentissage par Renforcement, enfin,surtout lorsqu’elles sont “directes”,
sont également aptes à traiter des problèmes de plus grande taille que les méthodes classiques de
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résolution de PDM. Elles sont basées sur la simulation des probabilités de transition du PDM et ne
nécessitent pas leur stockage. Elles sont souvent conjuguées avec des méthodes d’agrégation d’états,
ou de décomposition des espaces d’états et de décisions (Bertsekas and Tsitsiklis, 1996; Kearns et al.,
1999; Precup et al., 1998) pour résoudre des PDM factorisés.

5.1.2 Planification épistémique

Une autre caractéristique commune des applications mentionnées plus haut, en plus de leur nature
“spatiale”, est qu’en général l’état du monde réel n’est pascomplètement observable. Ce n’est que par
une approximation de la réalité que nous pouvons les modéliser comme des processus décisionnels
de Markovcomplètement observables. J’ai très brièvement décrit, dans le chapitre 2, le cadre des
Processus Décisionnels de Markov Partiellement Observables (PDMPO) (Smallwood and Sondik,
1973). Attardons nous à nouveau quelques instants sur les PDMPO, et plus précisément sur la notion
d’incertitudedans les problèmes de planification.
Cette incertitude a deux sources distinctes : (i) incertitude sur les effets des actions et (ii) incertitude
sur l’état courant (observé) du monde. La première source d’incertitude est liée à la dynamique du
système, tandis que la seconde est purement statique. Le modèle des processus décisionnels de Markov
partiellement observables traite ces deux sources à la fois. Cependant, résoudre un PDMPO est bien
plus difficile que résoudre un PDM (PSPACE-complet si l’horizon est fini et court1, EXPSPACE si il
est fini mais long et indécidable si l’horizon est infini (Papadimitriou and Tsitsiklis, 1987; Mundhenk
et al., 2000; Madani et al., 2003)).
Si on néglige l’incertitude sur l’état courant du monde, le cadre obtenu est celui, bien connu, des
processus décisionnels de Markov totalement observables (PDM). La complexité du problème obtenu
se réduit alors largement, puisqu’on se retrouve dans la classe polynomiale P (pour les problèmes
non factorisés, bien entendu). D’un autre côté, le cas où la seule incertitude considérée pèse sur les
observations, alors que l’état du monde est supposé “fixe” aucours du temps, a été moins étudié.
De nombreux problèmes appartiennent pourtant à cette classe : l’élicitation de préférences, appli-
cable par exemple en commerce électronique (Boutilier, 2002), le diagnostic(en médecine, science
de l’environnement ou dans les systèmes généraux), l’interrogation de bases de donnéesou lesjeux
(Mastermind, bataille navale, etc.). De tels problèmes peuvent être formulés dans le cadre desbelief
MDP (Kaelbling et al., 1998), qui sont une forme de PDM à espace d’états continu et généralisent le
cadre des PDMPO. Mais cette approche ne permet pas de bénéficier d’éventuels avantages (efficacité
calculatoire) liés au fait que l’incertitude sur les effetsdes actions est négligée. Dans [30], [31], [41],
nous avons étudié de tels processus décisionnels de Markov dits “purement épistémiques” (PDME).

5.1.3 Plan de la troisième partie

Dans ce chapitre, je décrirai les avancées méthodologiquesautour des PDM factorisés et épistémiques
auxquelles j’ai contribué :
– Dans une première section, je présenterai mes travaux autour des PDM factorisés. Je décrirai tout

d’abord une méthode de décomposition sérielle pour la résolution de processus décisionnels de
Markov faiblement couplés, que j’ai proposée dans [38]. Cette approche est basée sur une mé-
thode debipartition spectrale, développée par (Hendrickson and Leland, 1995). Ensuite, je décrirai
le cadre desprocessus décisionnels de Markov sur Graphe, sur lequel nous avons travaillé, avec
Nathalie Peyrard et Nicklas Forsell, depuis quelques années. Je présenterai les deux méthodes de

1On parle d’horizon court lorsque celui-ci est borné par une fonction polynomiale de la taille du problème, et long si la
fonction en question est exponentielle.
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décomposition parallèle que nous avons proposées pour résoudre ce type de PDM factorisé [21],
[28].

– Ensuite, je décrirai les travaux sur laplanification épistémique[30], [31], [41], qui sont au centre
de la thèse de Nasolo Ravoanjanahary que j’ai coencadré avecJérôme Lang.

Dans le chapitre 6, je décrirai brièvement un ensemble de problèmes finalisés de décision séquentielle
dans l’incertainspatialisée, pour la gestion agri-environnementale, sur lesquels j’aitravaillé (ou je tra-
vaille encore). Ces problèmes, illustrant la plupart des approches décrites dans ce chapitre, se classent
en deux catégories d’applications :
– Gestion forestière spatialisée et ses interactions avec l’écologie ou la gestion des risques naturels.
– Epidémiologie spatialisée, dans les domaines végétal, animal et humain.

5.2 Processus décisionnels de Markov Factorisés

5.2.1 Une méthode de décomposition de PDM de grande taille faiblement couplés,
basée sur la bipartition spectrale

J’ai proposé dans [38] une technique de décomposition sérielle de processus décisionnels de Markov
inspirée des travaux de (Dean and Lin, 1995) et (Parr, 1998).(Dean and Lin, 1995; Parr, 1998) ont
proposé une méthode de décomposition de la résolution d’un processus décisionnel de Markov<
X ,A, p, r > à partir d’une partitionP = {X1, . . . ,Xn} deX , fixée a priori. Plus précisément, les
auteurs proposent de définir, à partir deP et de la probabilité de transitionp unedécomposition en
étoiledu PDM :

Définition 5.2.1 (Décomposition en étoile)
Soit< X ,A, p, r > un processus décisionnel de Markov etP = {X1, . . . ,Xn}, une partition deX .
La décomposition en étoile du PDM est une partitionP ′ = {U,Y1, . . . ,Yn} deX définie par :
– Per(Xi) = {x′ ∈ X − Xi,∃x ∈ Xi,∃a ∈ A, p(x′|x, a) > 0},
– U =

⋃

i=1...n Per(Xi) et
– Yi = Xi ∩ U,∀i = 1 . . . n.

Intuitivement, la décomposition en étoile deX à partir de la partitionP = {X1, . . . ,Xn} est obtenue
en séparant les éléments des différents sous-ensemblesXi que l’on ne peut atteindre directement à par-
tir d’autres sous-ensemblesXj (les “branches” de l’étoile) des éléments situés “au cœur” de l’étoile,
par lesquels il est obligatoire de passer pour rejoindre uneautre branche (figure 5.1).

X1

X1 X4

X3

Y2

Y1 Y3

Y4

Y1

Y2

Y3

Y4

U
U

FIG. 5.1 –Décomposition en étoile. Aucune transition directe deYi versYj (i 6= j) n’est possible.
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A partir d’une décomposition en étoileP ′ = {U,Y1, . . . ,Yn} d’un PDM< X ,A, p, r > et d’une
fonction réelleλ surU , il est possible de définir un ensemble de PDMlocauxPDM i

λ =< Xi ∪
Per(Xi),A, pi, ri > de la manière suivante :

Définition 5.2.2 (PDM locaux obtenus à partir d’une décomposition en étoile)
Soit< X ,A, p, r > un processus décisionnel de Markov etP ′ = {U,Y1, . . . ,Yn} une décomposition
en étoile de ce PDM. Soitλ, une fonction réelle surU .
On définit pour touti = 1 . . . n, un PDMlocalPDM i

λ =< Xi ∪ Per(Xi),A, pi, ri > par : ∀a ∈ A,
– ∀x ∈ Xi,∀x

′ ∈ Xi ∪ Per(Xi), pi(x
′|x, a) = p(x′|x, a),

– ∀x ∈ Per(Xi), pi(x|x, a) = 1,
– ∀(x, x′) ∈ X 2

i , ri(x, a, x
′) = r(x, a, x′),

– ∀(x, x′) ∈ Xi × Per(Xi), ri(x, a, x
′) = r(x, a, x′) + γ.λ(x′) et

– ∀x ∈ Per(Xi), ri(x, a, x) = 0.

On peut montrer (Dean and Lin, 1995; Parr, 1998) que siλ est la fonction de valeur optimale du PDM
initial, restreinte àU , la politique obtenue en agrégeant les politiques solutiondes PDM locaux est
globalement optimale.

Ce constat permet de définir un algorithme itératif de résolution exacte de PDM décomposé en étoile :

1. A partir de la partitionP = {X1, . . . ,Xn}, définir la décompositionP ′ = {U,Y1, . . . ,Yn}.
Initialiser arbitrairementλ surU .

2. Itérer les deux étapes suivantes tant queλ évolue significativement :
– Résoudre tous les PDM locauxPDM i

λ, en considérant la fonctionλ courante. Les fonctions
de valeur locales correspondantes sont{vλi : Yi → R, i = 1 . . . n}.

– Mettre à jourλ, en appliquant une itération de l’algorithme d’itération de la valeur restreinte
au sous-ensemble d’étatsU .

Cet algorithme, appliquant une forme deprogrammation dynamique asynchrone(Bertsekas, 1987),
converge nécessairement vers la solution optimale du PDM initial. Néanmoins, son efficacité dé-
pend fortement de la décomposition en étoileP ′ = {U,Y1, . . . ,Yn} résultant de la partition initiale
P = {X1, . . . ,Xn} : l’algorithme sera d’autant plus efficace queU est de petite taille et que les sous-
ensemblesYi sont de tailles équilibrées.

Dans [38], j’ai proposé un algorithme permettant de trouver une partition P donnant lieu à une décom-
position efficace. Cet algorithme est basé sur une méthode departition spectrale(Hendrickson and
Leland, 1995) proposée pour la résolution du problème combinatoire (NP-complet )min-cut graph
partition. L’analogie est la suivante, dans le cas où la partition initiale ne contient que deux éléments,
X1 et X2. Si on considère le graphe symétrique2 G = (V,E) construit à partir de la probabilité de
transitionp surX , alors la taille deU est bornée par le double du nombre d’arêtes reliantX1 etX2, soit
la taille del’ensemble de coupure (cut-set)associé àX1. Ainsi, trouver l’ensembleX1 de cut-setde
taille minimale permet de trouver une partition en étoile intéressante, minimisant une borne supérieure
sur la taille deU .
J’ai appliqué cette méthode de décomposition sérielle à desproblèmes de navigation de robot en la
couplant avec des méthodes d’aggrégation d’états (Hendrickson and Leland, 1995) et de raffinement
local (Kernighan and Lin, 1970), afin d’améliorer la partition obtenue. Lorsqu’il s’agit non pas de
trouver une bipartition, mais uneK-partition, la méthode de bipartition est itérée. La figure (5.2)

2V = X et (x, y) ∈ E si et seulement si il existea ∈ A, p(y|x, a) > 0 oup(x|y, a) > 0.
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montre l’application de la méthode itérée sur un problème detaille modérée (environ 400 états), où
une 4-partition équilibrée (|Xi| ≥ 40) est recherchée. Dans cet exemple,|U | = 36.

FIG. 5.2 –Bipartitions successives, avant et après raffinement local.

Décomposition sérielle ou parallèle ?

La méthode de décomposition que je viens de décrire est “sérielle” : elle est basée sur une décomposi-
tion de l’espace d’états en uneunionde sous-ensembles engendrant des sous-problèmes plus ou moins
indépendants. Lorsque l’espace d’états du problème initial est factorisé, les méthodes de décomposi-
tion sérielles sont en général insuffisantes. Pour ce type deproblème, on préfère en général appliquer
une méthode de décomposition “parallèle”, basée sur une décomposition de l’espace d’états en un
produit cartésiend’ensembles d’états et d’actions. Chacun des sous-problèmes engendrés par ces en-
sembles est alors résolu indépendamment et une politique solution du problème global est construite à
partir de l’agrégation des solutions optimales des différents sous-problèmes. Dans la plupart des cas,
la politique obtenue à partir d’une méthode de décomposition parallèle est sous-optimale. C’est le prix
à payer pour résoudre des prolèmes de très grande taille (supérieure à2100).

Dans la section suivante, je vais décrire nos travaux [20], [21], [26], [27], [28], sur des méthodes de ré-
solution par décomposition parallèle d’un certain type de PDM factorisés : lesprocessus décisionnels
de Markov sur graphe.
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5.2.2 Processus décisionnels de Markov sur graphe

Définitions

Un Processus Décisionnel de Markov sur Graphe(PDMG) est un cas particulier dePDM factorisé
(Boutilier et al., 2000; Guestrin et al., 2003). Un PDMG est défini par un quintuplet< X ,A, p, r,G >,
dans lequel l’espace d’étatsX est un produit cartésienX = X1 × . . . × Xn et l’espace d’actions est,
dans le cas général, un sous-ensembleA d’un produit cartésienA1 × . . . × An de même dimension
queX . Nous supposerons pour l’instant queA = A1 × . . .×An.G = (V,E) est un graphe orienté,
défini par un ensemble de sommetsV = {1, . . . , n} (n est la dimension deX et deA) et un ensemble
d’arêtesE ⊆ V 2.

Une fonction de voisinageN surG est définie par :

Définition 5.2.3 (Fonction de voisinage)
N : V → 2V est définie par :∀i ∈ V,N(i) = {j ∈ V, (j, i) ∈ E}. Le voisinage d’un sous-ensemble
de sommetsI ⊆ V est défini par extension :N(I) = ∪i∈IN(i).

Dans un PDMG, les probabilités de transition et les récompenses sont supposéeslocales, au sens de
la structure de voisinage définie par le graphe :

Définition 5.2.4 (Transitions locales)
Soit< X ,A, p, r,G > un PDMG. Les transitions sont dites locales lorsqu’il existe une famille de
probabilités de transition{pi}i=1..n, telles que :
∀x = (x1, . . . , xn) ∈ X , x′ = (x′1, . . . , x

′
n) ∈ X , a = (a1, . . . , an) ∈ A,

p(x′|x, a) =
n

∏

i=1

pi(x
′
i|xN(i), ai),

oùxI = (xi)i∈I ,∀I ⊆ {1, . . . , n}.

Définition 5.2.5 (Récompenses locales)
Soit< X ,A, p, r,G > un PDMG. Les récompenses sont dites locales lorsqu’il existe une famille de
fonctions{ri}i=1..n, telles que pour toutx = (x1, . . . , xn) ∈ X , a = (a1, . . . , an) ∈ A,

r(x, a) =

n
∑

i=1

ri(xN(i), ai).

Cette propriété de localité des fonctions de transition et de récompense est intéressante, puisqu’elle
permet de décrire un PDMG de manière concise. La complexité spatiale de l’expression d’un PDMG
est une fonction linéaire du nombre de sommets, ce qui permetde représenter de très grands pro-
blèmes, pourvu que lalargeur du graphe (ν = maxi∈V |N(i)|) reste faible. Ceci est en général le cas
pour des problèmes de décision “spatialisée”, dans lesquels les nœuds du graphe sont attachés à des
zones géographiques et les arêtes représentent des relations de voisinage entre ces zones. Néanmoins,
les complexités en temps et en espace de la résolution de PDMGpar des algorithmes deprogramma-
tion dynamiquesont exponentielles enn. Ceci limite grandement la taille des PDMG qui peuvent être
résolus efficacement.
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Une manière de réduire la complexité de la résolution est de restreindre la recherche à des politiques
qui exploitent la structure du grapheG. Dans le cas général, les politiques optimales d’un PDMG sont
de la formeδ = (δ1, . . . , δn), avecδi : X → Ai. De telles politiques, ditesglobales, requièrent un
espace exponentiel enn pour être exprimées. Ceci est prohibitif dans la plupart descas. Il est donc
tentant de restreindre la recherche à certaines politiquesparticulières, ditespolitiques locales:

Définition 5.2.6 (Politique locale)
Dans un PDMG< X ,A, p, r,G >, une politiqueδ : X → A est dite locale ssiδ = (δ1, . . . , δn) où
δi : XN(i) → Ai.

Restreindre la recherche d’une politique solution d’un PDMG à l’ensemble des politiques locales
permet d’exploiter la structure du graphe. Cependant, la question qui se pose immédiatement est celle
de l’existence de politiques optimales d’un PDMG, exprimables sous forme locale.

Non optimalité des politiques locales

Il est possible de montrer que si la fonction de valeur optimale v∗ : X → R d’un PDMG estdécom-
posable, alors il existe une politique localeglobalement optimalepour ce problème (Chornei et al.,
2006), [27], [28], [20], [21].

Définition 5.2.7 (Fonction de valeur optimale décomposable)
La fonction de valeur optimalev∗ d’un PDMG< X ,A, p, r,G > est dite décomposable si et seule-
ment si il existe(v∗i )i∈V , v

∗
i : Xi → R, telles que :

∀x ∈ X , v∗(x) =

n
∑

i=1

v∗i (xi).

Proposition 5.2.1 (Optimalité des politiques locales)
Si la fonction de valeur optimalev∗ d’un PDMG< X ,A, p, r,G > est décomposable, alors la
politique localeδ∗ = (δ∗1 , . . . , δ

∗
n), définie par :∀i ∈ {1, . . . , n},∀xN(i) ∈ XN(i),

δ∗i (xN(i)) = arg max
ai∈Ai

{

ri(xN(i), ai) + γ
∑

x′i∈Xi

pi(x
′
i|xN(i), ai).v

∗
i (x

′
i)

}

,

est globalement optimale.

Malheureusement, et contrairement à ce qu’affirment à tort (Chornei et al., 2006), rien ne garantit que
la fonction de valeur optimale d’un PDMG quelconque soit décomposable. Et donc rien ne garantit a
priori que la politique optimale d’un PDMG quelconque puisse être locale. Au contraire, l’exemple
suivant montre un problème très simple pour lequel la valeurde la meilleure politique locale est
strictement inférieure à la valeur de la politique optimale, en tout état.

Exemple 5.2.1
Considérons le PDMG< X ,A, p, r,G > dont le graphe est représenté dans la figure (5.3). Dans ce
problème,X1 = X2 = X3 = {1 . . . m}, A1 = A2 = ∅ etA3 = {1 . . . m}.
Les probabilités de transition sont définies par :
– p1(x

′
1|x1) = 1

m
,∀(x1, x

′
1) ∈ {1 . . . m}2,

– p2(x
′
2 = x1|x1) = 1,∀x1 ∈ {1 . . . m},
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{1...m} {1...m} {1...m}

X1 X2 X3

FIG. 5.3 –Graphe du PDMG contre-exemple.

– p3(x
′
3 = a3|x2, x3, a3) = 1,∀(x2, x3) ∈ {1 . . . m}2,∀a3 ∈ {1 . . . m}.

Seule la fonction de récompense localer3 est non nulle :r3(x2, x3) = 1 si x2 = x3 et 0 sinon.

Intuitivement, dans ce problème, on cherche à assurer l’égalité dex2 et x3 au cours du temps en ne
décidant que de la valeur dex3. x2 “suit” exactement le processus aléatoire(Xt

1), markovien d’ordre
0, avec un pas de temps de retard.

Pour un tel problème, toute politique localeδ3 est de la formeat3 = δ3(x
t
2, x

t
3). Il est facile de montrer

que pour n’importe quelle politique locale de cette forme,

Pr(xt+1
2 = xt+1

3 |δ3, x
t
2, x

t
3) =

1

m
,∀xt2, x

t
3, x

t+1
2 , xt+1

3 .

Ceci signife que les fonctions de valeur de toutes les politiques locales sont identiques :

vδ3(x) = 1 +

+∞
∑

t=1

γt

m
= 1 +

γ

m(1 − γ)
, si x2 = x3 et

vδ3(x) =
+∞
∑

t=1

γt

m
=

γ

m(1 − γ)
, si x2 6= x3,∀δ3 locale.

D’un autre côté, il est également facile de vérifier que la politique δ∗3 (qui n’est pas locale, puisqu’elle
choisitat3 en fonction dext1) définie parat3 = δ∗3(x

t
1) = xt1, est optimale pour le PDMG. En effet, elle

garantit une récompense immédiate de1 à chaque pas de temps, à partir det = 1 :

vδ∗3 (x) =
1

1 − γ
, si x2 = x3 et

vδ∗3 (x) =
γ

1 − γ
, si x2 6= x3.

Donc, sim ≥ 2, vδ3(x) < vδ∗3 (x),∀x ∈ X , puisque :

vδ3(x)

vδ∗3 (x)
= (1 − γ) +

γ

m
, si x2 = x3 et

vδ3(x)

vδ∗3 (x)
=

1

m
, si x2 6= x3.

En faisant croîtrem, la valeur de la meilleure politique locale en certains états (pour lesquelsx2 6=
x3) peut être arbitrairement moins bonne que la valeur en ces états de la politique optimale. De plus,
dans cet exemple la valeur de la meilleure politique locale est strictement moins bonne, en tout état,
que celle de la politique optimale.



54 CHAPITRE 5. EXTENSIONS DU CADRE DES PDM

Méthodes de résolution approchées pour les PDMG

A travers cet exemple simple, nous voyons qu’il est illusoire d’espérer trouver une politique locale
qui soit globalement optimale, ou même dont la perte d’optimalité soit bornée (au pire cas ou en
moyenne), pour un PDMG quelconque. Il n’en reste pas moins que les politiques locales sont particu-
lièrement intéressantes par leur simplicité d’expressionet de calcul. C’est pourquoi nous nous sommes
intéressés, avec Nicklas Forsell et Nathalie Peyrard, à la conception d’algorithmes de résolution ap-
prochée de PDMG retournant des politiques locales. Nous avons également testé empiriquement ces
algorithmes sur des problèmes de gestion forestière [16] ou d’épidémiologie végétale [29].

Il existe plusieurs algorithmes permettant de calculer la fonction de valeur optimale,v∗, d’un PDM,
ou une valeur approchée dans le cas où la taille du problème nepermet pas une résolution exacte. Les
méthodes de recherche de politiques locales pour les PDMG que nous avons proposées sont basées
sur certains de ces algorithmes, de typeprogrammation linéaire approchée (PLA)ou approximation
en champ moyen (CM).

Dans un PDM< X ,A, p, r >, la fonction de valeur optimalev∗ est l’unique solution du programme
linéaire suivant (de Ghellinck, 1960) :

min
∑

x∈X v(x)

t.q.

{

v(x) ≥ r(x, a) + γ
∑

x′∈X p(x
′|x, a)v(x′),∀x ∈ X , a ∈ A,

v(x) libre, ∀x ∈ X
(5.1)

Ce programme linéaire comprend|X | variables et|X | × |A| contraintes. La méthode de program-
mation linéaire “exacte” ne peut donc être utilisée pour résoudre des PDM factorisés comportant un
grand nombre de variables. Afin de résoudre de tels problèmes, il faut trouver un moyen de diminuer
à la fois le nombre de variables et de contraintes du programme linéaire correspondant.
La méthode deProgrammation Linéaire Approchée(PLA) (de Farias and Van Roy, 2003, 2004)
consiste à approcher la fonction de valeur optimalev∗, solution de (5.1), par une fonction de valeur
paramétréevw∗ , élément d’une famille de fonctions de valeurs paramétrées(vw)w∈Rk , combinaisons
linéaires d’un ensemble de fonctions réellesH = {h1, . . . , hk}, choisies arbitrairement :

vw(x) =

k
∑

i=1

wihi(x),∀x ∈ X . (5.2)

Si on impose à la fonction de valeurv du programme linéaire (5.1), la forme paramétrée (5.2), on peut
définir un nouveau programme linéaire, dont les variables sont maintenant les paramètresw ∈ R

k :

min
∑

x∈X

∑k
i=1 wihi(x)

t.q.











∑k
i=1wihi(x) ≥ r(x, a) + γ

∑

x′∈X p(x
′|x, a).

(

∑k
i=1 wihi(x

′)
)

,

∀x ∈ X ,∀a ∈ A,
wi libre, ∀i = 1, . . . , k.

(5.3)

La solution optimalew∗ = (w∗
1, . . . , w

∗
k) de ce nouveau programme linéaire ne permet pas de calculer

la fonction de valeur solution du PDM initial, maisvw∗ en est la meilleure approximation en norme
|| · ||1. Elle minimise l’expression :

||v∗ − vw||1 =
∑

x∈X

|v∗(x) − vw(x)|.
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Une politique approchée peut ensuite être calculée de manière gloutonne à partir devw∗ :

δw∗(x) = arg max
a∈A

{

r(x, a) + γ
∑

x′∈X

p(x′|x, a).vw∗(x′)
}

.

(de Farias and Van Roy, 2003) fournissent des résultats sur la perte d’optimalité engendrée par le
choix deδw∗ à la place deδ∗. Malheureusement, il n’existe aucune garantie que la politique δw∗ soit
la meilleure politique paramétrée au sens de la norme infinie‖ ·‖∞ et donc que la politique approchée
soit la meilleure possible “dans le pire des cas”.

L’intérêt de rechercher une politique paramétrée est de diminuer le nombre de variables du programme
linéaire à résoudre (en général, on choisitk << |X |). Cependant, cette approximation ne permet pas
de diminuer le nombre de contraintes du problème, qui reste|X | × |A|. (de Farias and Van Roy,
2004) proposent une approximation supplémentaire, consistant à ne considérer dans (5.3) qu’un sous-
ensemble de contraintes de taille raisonnable, choisi aléatoirement. Cette méthode est basée sur le
constat que la plupart des contraintes sont “redondantes” et que la suppression aléatoire de certaines
d’entre elles n’a qu’une faible probabilité de modifier la solution optimale de (5.3).
Nous avons montré [20], [21] (voir aussi annexe C.1), que la structure d’un PDMG pouvaitêtre mise
à profit pour concevoir un algorithme de résolution basé sur la programmation linéaire approchée,
efficace (en termes de temps de calcul) et fournissant une borne en norme infinie sur la qualité des
solutions retournées.

L’algorithme Itération de la Politique(IP) (Howard, 1960) permet également de calculer une poli-
tique optimale dans un PDM (voir chapitre 2). Cet algorithmeitératif alterne deux étapes, une étape
d’évaluationde la politique courante et une étape d’améliorationde cette politique. Lorsque la poli-
tique courante ne peut plus être améliorée, son optimalité est garantie. Lorsque les espaces d’états et
d’actions sont trop grands, ces deux phases d’évaluation etd’amélioration peuvent être approchées.
L’approximation des deux phases correspond à des algorithmes dits d’Itération de la Politique Ap-
prochée(IPA) (Bertsekas and Tsitsiklis, 1996), pour lesquels l’optimalité de la politique calculée est
sacrifiée à l’efficacité calculatoire.
Nous avons proposé dans [27], [28], une méthode de résolution de PDMG de type “itération de la
politique approchée”. Cette méthode est basée sur l’utilisation demesures d’occupation(Altman,
1999), que nous approchons par une méthode de typechamp moyen(Chandler, 1987) (voir annexe
C.2).

5.2.3 Conclusion intermédiaire

Jusqu’ici, j’ai décrit dans ce chapitre des travaux sur les PDM factorisés, réalisés principalement avec
N. Forsell et N. Peyrard. Le modèle des PDM sur graphe, sur lequel nous avons focalisé notre étude,
est inspiré d’un cadre proposé par (Chornei et al., 2006). Cecadre était d’autant plus séduisant, a
priori, que les auteurs affirmaient la décomposabilité de lafonction de valeur optimale, qui entraine la
localité des politiques optimales. Ceci laissait envisager la possibilité de l’existence d’algorithmes de
résolution de complexité “raisonable” (polynomiale en espace).
Malheureusement, les résultats de (Chornei et al., 2006) étaient erronnés (voir section 5.2.2). Néan-
moins, les deux algorithmes que nous avons proposés permettent de calculer efficacement des poli-
tiques locales approchées, mais de qualité non garantie. Dans le chapitre 6, je décrirai deux appli-
cations du cadre des PDMG en gestion forestière et en épidémiologie, qui ont servis de valisation
empirique de ces algorithmes. Mais avant cela, je vais décrire ma deuxième contribution dans le
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domaine des processus décisionnels de Markov, consacrée à l’étude desprocessus décisionnels de
Markov épistémiques.

5.3 Processus décisionnels de Markov épistémiques

5.3.1 Problèmes de planification épistémique

Un problème deplanification épistémiqueest un exemple de problème deplanification dans l’incer-
tain, dans lequel on ne cherche pas à atteindre un état du mondebut, mais plutôt à préciser notre
connaissance de l’état du monde. Il s’agit ici d’un problèmede méta-raisonnement(Conitzer and
Sandholm, 2003), dans lesquels on raisonne sur la connaissance d’un agent sur l’état du monde, et
non sur l’état du monde lui-même.
L’exemple suivant nous permet d’illustrer cette classe de problèmes.

Exemple 5.3.1Supposons le jeu suivant entre deux joueurs. Le joueurA jette un dé à six faces et
observe le résultat. Le joueurB n’observe pas le résultat du lancer mais peut poser àA, contre
rémunération, les questions suivantes :
Q1 Si le résultat du lancer est 1 ou 6, donne-moi le résultat exact du lancer.
Q2 Dis-moi si le résultat du lancer est inférieur ou égal à 3.
Q3 Dis-moi si le résultat du lancer est pair ou impair.
Le joueurB doit décider d’une “politique épistémique”, soit de questions successives à poser à
A, afin de déterminer le plus précisément possible le résultatdu lancer, pour un coût minimum (en
espérance).

Dans cet exemple, la connaissance du joueurB sur l’état du monde est modélisable à tout instant par
un état de croyance, une distribution de probabilité sur les résultats possibles du lancer. Les réponses
aux questions posées parB lui permettent de remettre à jour cette connaissance. Si nous supposons par
exemple, que le joueurA répond forcément la vérité, alors il est possible de construire une politique
permettant de connaitreà coup sûrle résultat du lancer, en trois questions au plus et en(2/3).3 +
(1/3) = 7/3 questions en moyenne, si les états sont a priori équiprobables (figure 5.4). Notons que
dans cet exemple, si la réponse àQ1 est “1” ou “6”, il est inutile de poser une nouvelle question.
Une action épistémique supplémentaireterminante(gratuite), nomméestop, permet de terminer le
processus à tout instant.

o2o1

o1 o2

o1 o2

o3

o1 o2

o1 o2
o3

o1 o2o1 o2 o1 o2

{1} {6}

{3} {5} {2} {4}

stop stop

stop stop stop stop

Q1 Q1

Q3 Q3 {2,3,4,5}

Q2 Q2 Q2 {3,5} Q2 {2,4}

FIG. 5.4 – Gauche : politique. Droite : états de croyance accessibles.

Si le joueurA a la possibilité de mentir, il devient impossible de “désambiguïser” totalement l’état
du monde en un nombre fini de questions. Dans ce cas, on recherche une politique (à horizon borné)
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maximisant en espérance un critère tenant compte de l’utilité de l’état de croyance final auquel la
politique permet d’accéder, et du coût des actions appliquées pour l’atteindre. L’utilité d’un état de
croyanceb est mesurée par une fonction d’utilitéρ. La définition d’une telle fonction dépend bien
entendu du problème de méta-raisonnement considéré. Voiciquelques exemples possibles :
– Désambiguisation totale. ρ(b) = r(x) si b({x}) = 1 et 0 sinon, oùr est une fonction réelle.

Une récompense n’est reçue que si l’état est identifié parfaitement (et cette récompense dépend
éventuellement de l’état).

– Désambiguisation partielle. {〈X1, r1〉, . . . , 〈Xq, rq〉} où{Xi}i=1..q forme un ensemble couvrant de
X (∪iXi = X ) et chaqueri est un nombre réel positif. La récompenseρ(b) = max{ri|b(Xi) = 1}
est reçue dans l’état de croyanceb si il existei tel queb(Xi) = 1 (etρ(b) = 0 sinon). Dans ce cas,
on se contente de circonscrire l’état réel du monde à un des sous-ensembles prédéfinis3.

– Minimisation de l’entropie. ρ(b) = −H(b), oùH(b) =
∑

x∈X −b(x) · log(b(x)).H(b) représente
l’entropie de la distributionb. En théorie de l’information, celle-ci est utilisée pour mesurer le degré
d’information délivré par une distribution de probabilité: plus l’entropie est faible plus la distribu-
tion est informative.

Pourquoi le choix évidentρ(b) =
∑

x∈X b(x) · r(x) ne figure-t-il pas dans cette liste ?
Nous souhaitons que les récompenses attachées au contenu épistémique des états de croyance aug-
mentent avec la valeur de l’information représentée parb. Or, nous pouvons voir sur un exemple
simple que l’espérance mathématique ne satisfait pas ce souhait : si nous considéronsX = {x1, x2}
etu(x1) < u(x2), l’état de croyanceb∗ défini parb∗(x1) = 1, pour lequel nous sommes sûr que l’état
réel estx1 aura une récompense minimale parmi tous les états de croyance. Ceci viole le principe
souhaitable que plus les états de croyance sont informatifs, plus ils sont désirables.

De nombreux problèmes rencontrés dans la réalité peuvent être exprimés sous la forme de problèmes
de planification épistémique :
– Jeux. Il existe bon nombre de jeux classiques se ramenant à un problème de planification épis-

témique. C’est le cas de labataille navale, ou duMastermind, dans lesquels les réponses à des
suggestions de position occupée ou de couleurs de pions permettent de préciser la connaissance du
joueur. Dans ces deux jeux, l’objectif de celui qui pose les question est d’identifier parfaitement
l’état du monde, grâce aux réponses (toujours fiables) de l’adversaire.

– Elicitation de préférences. Le problème de l’élicitation de préférences revient à construire des ou-
tils informatiques permettant de révéler le plus efficacement possible (minimum de questions, par
exemple) les préférences d’un client sur une gamme de produits aux caractéristiques nombreuses.
De tels systèmes permettent par exemple de proposer une location de vacances à un client, en fonc-
tion de critères tels que le prix, le lieu, la nature du logement, etc. De la même manière, le choix
d’une configuration d’options pour une voiture neuve devient tellement complexe que de tels outils
sont souvent utilisés. L’élicitation de préférences peut être vue comme un problème de planifica-
tion épistémique, dans lequel la connaissance à révéler estla relation de préférence du client (ou
simplement l’article maximisant cette préférence).

– Diagnostic de systèmes. La problématique du diagnostic en général est une problématique de pla-
nification épistémique. Le diagnostic utilise destestsou desmesures(de quantités électriques dans
un circuit, par exemple), afin de déterminer si un composant du système fonctionne ou non.

– Diagnostic en sciences naturelles et environnement. De nombreux facteurs biologiques ayant trait

3On se ramène au problème précédent si l’ensemble desXi est l’ensemble des singletons deX (Xi = {xi}) et ri =
r(xi).
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à l’environnement (indicateurs de biodiversité, de pollution, de présence de bioagresseurs dans des
espaces naturels. . .), utiles pour la gestion environnementale, nécessitent des campagnes d’obser-
vation lourdes avant d’être révélés. La conception de ces campagnes d’observation peut être vue
comme un problème de planification épistémique complexe. Nous décrirons dans le chapitre 6 un
tel exemple.

5.3.2 Processus décisionnels de Markov épistémique

Nous avons défini dans [41] (voir aussi l’annexe C.3) le cadre des processus décisionnels de Markov
épistémiques (PDME), permettant de modéliser les problèmes de planification épistémiques décrits
précédemment. Un processus décisionnel de Markov épistémique (PDME) diffère d’un processus
décisionnel de Markov partiellement observable (PDMPO), décrit dans le chapitre 2, par les deux
propriétés suivantes :
– L’état physiquedu système,x, ne change pas au cours du temps. Seule laconnaissanceque l’on a

de cet état évolue au cours du temps, sous l’effet d’actions épistémiques.
– La fonction de récompense, modélisant la satisfaction immédiate des préférences de l’agent, ne

porte pas sur l’état physique du système mais sur laconnaissancequ’en a l’agent. En effet, l’état
physique du système n’est pas modifiables par les actions épistémiques de l’agent.

Formellement, un PDME peut être défini par un tuple〈X ,A,O, O, ρ, b0, T 〉 où :
– X est l’ensemble desétats physiquespossibles du système. La connaissance courante sur l’état du

système est modélisée par unétat de croyanceb (une distribution de probabilité surX ).
– A est l’ensemble desactions épistémiquesdisponibles. Ces actions permettent de modifier l’état de

croyance courant, mais pas l’état physique du système. C’est pourquoi, contrairement au cadre des
PDMPO, le cadre des PDME n’inclut pas de fonction de transition p sur les états physiques (ou, si
on préfère,p(x|x, a) = 1,∀x ∈ X ,∀a ∈ A). Pour des raisons techniques, nous ajoutons une action
supplémentaire,terminante, nomméestop.

– O est un ensemble fini d’observationspossibles résultant de l’exécution des actions épistémiques.
L’effet d’une action épistémiquea, appliquée dans l’état physiquex, est de retourner une observa-
tion indirecteo ∈ O de l’état.

– O est unefonction d’observation: O(x, a, o) = p(o|x, a) est la probabilité d’observero ∈ O après
avoir appliquéa enx. La fonctionO peut éventuellement êtredéterministe. Dans ce cas,O est une
application deX × A versO : la même observationo = O(x, a) est toujours obtenue lorsqu’on
appliquea enx.

– ρ est la fonction de récompense épistémiqueimmédiate. Elle est construite par extension d’une
fonction d’utilité épistémique sur les états de croyance. Un coût (positif)C(a) est associé à toute
actiona non terminante. Ce coût est indépendant de l’état de croyance courantb. Lorsque l’ac-
tion stopest exécutée, une récompenseρ(b) est reçue, mesurant l’utilité pour l’agent de l’état de
croyance finalb. La fonction de récompense épistémique immédiate est donc définie par :

ρ(b, a) = −C(a) si a 6= stop etρ(b, stop) = ρ(b).

– b0 est une distribution de probabilité surX , décrivant l’état de croyance initial.
– T ∈ N est l’horizondu PDME.
Dans [41], [31], nous nous sommes intéressés plus particulièrement à la complexité théorique des
problèmes de planification épistémiques posés dans ce cadre. Nous avons montré que suivant la nature
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de la fonction d’observation du problème, déterministe ou stochastique, de tels problèmes étaientNP-
complet ou PSPACE-complet (voir annexe C.3).

5.4 Conclusion

Ces dernières années, j’ai travaillé à la définition de cadres formels pour la représentation et la réso-
lution de problèmes de décision séquentielle dans l’incertain, factorisés ou épistémiques.
Les processus décisionnels de Markov sur graphe (PDMG) sontun cadre de représentation et de
résolution approchée de PDM factorisés, dédié à lé decisionséquentielle dans l’incertain spatialisée.
Nous avons défini la notion de politique locale dans ce cadre,et proposé des algorithmes de résolution
approchée de PDMG exploitant ces politiques locales.
Nous avons également décrit le cadre des processus décisionnels de Markov épistémiques (PDME),
permettant de représenter et de résoudre des problèmes deplanification épistémique, visant à optimi-
ser la prise d’information dans des problèmes de raisonnement (ou de décision) sous incertitude. Le
cadre des PDME est un cas particulier debelief MDP(PDM sur les états de croyance), différant du
cadre des PDMPO à la fois par son caractèrepurement épistémique(les actions ne modifient pas l’état
physique du monde), et par la forme très générale que peut prendre la fonction de récompense sur les
états de croyance.

Dans le chapitre suivant, je vais décrire un certain nombre de problèmes de gestion agri-environnementale
spatialisée sur lesquels j’ai mis en oeuvre les approches décrites dans ce chapitre.
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Chapitre 6

Applications en gestion
agri-environnementale

6.1 Introduction

Au cours de ces dernières années, j’ai participé à un certainnombre de projets appliqués dans les
domaines :
– de la gestion forestière et de ses effets sur la biodiversité et
– de l’épidémiologie.

Les points communs de tous les problèmes que j’ai abordés sont leur nature spatiale et dynamique et
l’existence d’une problématique de gestion, explicite ou implicite. Ces projets ont également toujours
impliqué des partenaires modélisateurs : écologues, forestiers ou agronomes.
Mon rôle, dans chacun de ces projets, a été de proposer (parfois en collaboration avec d’autres cher-
cheurs en mathématique ou informatique) des approches mathématiques ou informatiques innovantes
pour modéliser ces problèmes. J’ai également participé activement à la construction des modèles, à
leur implémentation informatique et à l’exploitation des résultats obtenus, souvent à travers l’enca-
drement de stagiaires. Cette partie de mon travail de recherche, résumée dans ce chapitre, a pris une
place de plus en plus importante dans mon activité ces dernières années.

6.2 Gestion forestière et biodiversité

6.2.1 Influence de la fragmentation forestière sur des dynamiques spatialisées de po-
pulations d’oiseaux

Contexte :
Projet CCRDT, Région Midi-Pyrénées :Les forêts fragmentées dans les territoires et les exploitations
agricoles de Midi-Pyrénées, action 3 : “du diagnostic à l’aide à la décision ou comment concilier les
fonctions productives et environnementales des îlots boisés des côteaux de Midi-Pyrénées”.

Période :2002-2004.

Partenaires INRA :
– UMR DYNAFOR (DYNAmiques FORestières dans l’espace rural).
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– UR CEFS (Comportement, Ecologie de la Faune Sauvage).

Description des activités concernées

Dans le cadre de cette collaboration, principalement avec l’UMR DYNAFOR, nous avons commencé
à aborder l’étude des processus décisionnels de Markov “spatialisés” avec Frédérick Garcia et Ro-
ger Martin-Clouaire. Dans ces travaux “préliminaires” du point de vue méthodologique, nous nous
sommes intéressés principalement à l’approximation (par simulation) de processus stochastiques spa-
tialisés. La partie “optimisation de la décision” était absente.
Dans la méthode d’approximation retenue, une distributionde probabilité sur un ensemble de cartes
de présence/absence (sur une grille régulière) est approchée par un produit de distributions indépen-
dantes, estimées par simulation d’un processus de diffusion. Nous avons tout d’abord élaboré puis
testé ce modèle sur un problème artificiel de propagation d’incendie1 [39].
Ce problème artificiel a été choisi pour sa simplicité, en vuede développer le modèle. Celui-ci a en-
suite été testé pour modéliser la dynamique d’une population de rouge-gorges dans les forêts du canton
d’Aurignac2. La connaissance sur la population de rouge-gorges à un instant donné résulte d’un en-
semble d’observations (points d’écoute), réparties spatialement. Cette connaissance est décrite par un
tableau de probabilités d’occupation de cellules d’une grille “plaquée” sur la carte du canton d’Auri-
gnac, distinguant les zones boisées et non boisées. En “approchant” la loi jointe de la probabilité de
présence des oiseaux sur le canton par le produit des probabilités du tableau, nous avons étudié sa dy-
namique en utilisant des connaissances expertes sur les traits de vie du rouge-gorge. Nous avons enfin
comparé empiriquement [13] les distributions “limite” du processus approché avec desprobabilités
de présences “statiques”, déduites d’un modèle de réponse des oiseaux à la fragmentation forestière
(Ladet, 2000). La figure (6.2.1) montre les deux cartes de probabilités, qualitativement semblables,
obtenues.
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FIG. 6.1 – Probabilités de présence. Gauche : limite du processus de Markov approché par simulation.
Droite : Réponse à l’indice de fragmentation forestière.

Le modèle basé sur la simulation semble surestimer (par rapport au modèle basé sur l’indice de frag-
mentation) les probabilités de présence élevées, et sous-estimer les probabilités de présence faibles.

1E. Huard. Approximation d’un processus stochastique multidimensionnel : application à la modélisation de la propaga-
tion d’un incendie. Mémoire de stage INSA de 4ème année, Toulouse (septembre 2002).

2C. Paccard. Modélisation de dynamiques (stochastiques) depopulations de rouge-gorges dans le canton d’Aurignac.
Mémoire de stage INSA de 4ème année, Toulouse (septembre 2003).
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Pour aller plus loin, il aurait été nécessaire de recaler lesdeux modèles par rapport aux données re-
cueillies sur le terrain. Dans un second temps, notre objectif était de modéliser la dynamique forestière,
et son impact sur les populations de rouges-gorges (et de 43 autres espèces d’oiseaux présentes dans
la vallée de la Nère), puis d’évaluer, voire d’optimiser desstratégies d’exploitation forestière durables
(du point de vue de la conservation de la biodiversité aviaire dans la région considérée). Ces objectifs
supplémentaires n’ont finalement pas été mis en œuvre, la problématique d’optimisation de stratégies
se révélant trop difficile à formaliser pour ce problème.

6.2.2 Gestion spatio-temporelle de réserves naturelles

Contexte :Collaboration scientifique, non formalisée par un contrat.

Période :2004-2007.

Partenaire : Daniel Spring, écologue, Monash University, Clayton, Australie.

Description des activités concernées

La création de réserves naturelles est le moyen de protection de la biodiversité le plus efficace, car
l’existence de zones protégées d’aire suffisante permet d’assurer la survie d’espèces menacées. Le
processus de création de réserves est en général graduel, des sites naturels étant progressivement ac-
quis au fur et à mesure qu’ils deviennent disponibles (Mair et al., 2004) ou que les fonds nécessaires à
leur acquisition deviennent mobilisables (Costello and Polaski, 2004). Certains sites naturels sont dé-
truits par un processus concurrent dedéveloppementet deviennent définitivement inaccessibles pour
la création de réserves naturelles. Dans les régions tropicales, telles que l’Indonésie, l’Afrique subsa-
harienne ou la forêt Amazonienne, le processus de développement peut être modélisé par unprocessus
de contactstochastique (Laurance et al., 2004) : de nouvelles zones risquent de se développer au fur
et à mesure que des zones voisines se développent et les rendent accessibles, grâce à la création de
nouvelles routes par exemple.

La conjonction de la dynamique stochastique de développement et de la disponibilité limitée des
ressources allouées à la création de réserves naturelles plaident pour l’élaboration de modèles d’op-
timisation séquentielle dans l’incertain spatialisés pour la gestion de réserves naturelles. (Mair et al.,
2004) et (Costello and Polaski, 2004) ont proposé des modèles de typeprocessus décisionnel de Mar-
kov factorisépour ce problème. Dans ces modèles, l’état courant du système est représenté par l’état
de chaque site forestier :Xi

t = (D)éveloppé, (R)éservé ou (N )on-développé. A chaque instant, les
actions disponibles consistent à réserver un seul site non-développé, faisant ainsi passer son état de
N àR. Dans le même temps, tous les sites non-développés que l’on ne réserve pas peuvent se déve-
lopper, avec une probabilité dépendant de plusieurs facteurs, propres au site lui-même (taille, type de
région) ou à l’état de développement des sites voisins.
Chaque site non-développé peut donc passer à chaque instantdans l’état développé ou réservé ou
rester dans le même état. (Mair et al., 2004) et (Costello andPolaski, 2004) supposent en outre que le
passage dans les étatsR etD est irréversible. Le processus stochastique prend fin, soità un horizonT
prédéfini, soit lorsque plus aucun site non-développé ne persiste (unétat absorbantest alors atteint).
A ce moment, il est possible de vérifier si les conditions de survie de chacune des espèces menacées
initialement présentes sont réunies. Ces conditions consistent en général en l’existence d’un ensemble
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de sites connectés de taille excédant un seuil minimal, présentant les caractéristiques nécessaires à la
survie de l’espèce (altitude, climat,. . .).
Le processus décisionnel de Markov factorisé représentnatce problème de gestion de réserve est en
général de taille bien trop grande pour pouvoir être résolu de manière exacte (résolution exacte de
complexité temporelle exponentielle en le nombre de sites). C’est pourquoi (Mair et al., 2004; Cos-
tello and Polaski, 2004) proposent des méthodes de résolution heuristiques pour ce problème. Ces
politiques approchées “gloutonnes”, choisissent par exemple le site à réserver maximisant le nombre
d’espèces immédiatement sauvegardées (i.e. permettant d’atteindre la surface minimale nécessaire à
la survie du maximum d’espèces).

Dans [32], [6], nous3 avons proposé de résoudre ce problème par une méthode de typeapprentissage
par renforcement, utilisant une représentation paramétrée de la fonction devaleur (Bertsekas and
Tsitsiklis, 1996; Tsitsiklis and van Roy, 1996). Plus précisément, ce problème est un cas particulier
de PDMG dans lequel l’espace des actions est un sous-ensemble strict d’un produit cartésien d’espaces
d’actions binaires. Nous approchons, comme dans le chapitre précédent, la fonction de valeur optimale
du problème par une fonction linéaire paramétrée de la forme:

vε(x) = ε1(x1)ψ1(x1) + . . .+ εn(xn)ψn(xn).

Les fonctionsψi(xi) : Xi → R ont été définies dans ce problème de la manière suivante :

ψi(D) = 0 etψi(U) = ψi(R) = 1.

(Tsitsiklis and van Roy, 1996) ont proposé un algorithme de type descente de gradientexploitant
ce type de fonctionsψi et basé sur la simulation de transitions< xt, at, xt+1, rt(xt, at) >, afin de
calculer une approximationvε∗ de la fonction de valeur optimale.
Plus précisément,ε∗ = limt→∞ε

t, où la suite(εt) est définie par :

εt+1
i = εti + αt

(

rt(xt, at) + vεt(xt+1
i ) − vεt(xti)

)

.ψi(x
t
i),∀i = 1 . . . n,

oùαt est un paramètre décroissant vers 0 avect.

La convergence de cet algorithme vers une fonction de valeursatisfaisante dépend en partie du choix
de l’action couranteat à appliquer dans l’étatxt. En règle général, ce choix est un résultat du com-
promis entreexploration aléatoirede l’espace des actions (at choisi aléatoirement) etexploitationde
la connaissance courante de la fonction de valeur,vεt :

at = arg max
a

(

r(xt, a) + E
[

vεt(xt+1)|xt, a
])

.

En pratique, ce compromis est opéré en choisissant l’exploration aléatoire avec une probabilitéβt qui
décroît avec le temps (et l’exploitation avec probabilité1 − βt).

Le calcul deE
[

vεt(xt+1)|xt, a
]

est difficile car le nombre d’états successeurs possibles del’état cou-

rantxt est de l’ordre de2N
t
, oùN t est le nombre de sites non-développés à l’instantt : Chaque site

non-développé a une probabilité non nulle de devenir développé à l’instant suivant. Il en résulte que

3C.-E. Rabier. Processus Décisionnels de Markov : application à la gestion de réserves naturelles. Mémoire de stage
INSA de fin d’étude, Toulouse (Juin 2005).
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le calcul exact deE[vεt(xt+1)|xt, a] est impossible en pratique. Aussi, dans [32], [6], nous avons sug-
géré d’approcher cette espérance par une moyenne empiriqueobtenue par la simulation des transitions.

Dans [40], nous avons appliqué ce modèle d’optimisation de gestion de réserves naturelles au cas
de la forêt primitive du Costa-Rica4, pour lequel nous avions des données (SIG) de déforestation
(voir figure (6.2)). Nous nous sommes servi de ces données pour estimer les paramètres d’un modèle

FIG. 6.2 – Gauche : déforestation observée entre 1997 et 2000. Droite : déforestation simulée entre
2000 et 2030.

logistique de probabilités de déforestation par contagion, tenant compte de l’aire de chaque site, de
l’influence de l’état des sites voisins, du type de la région (altitude, climat), etc.
Ensuite, nous avons exploité des données disponibles sur les surfaces minimales requises pour la
survie d’une centaine d’espèces d’oiseaux ou de mammifèresprésentes dans le pays, afin de construire
une fonction de récompense immédiate. Une récompense d’uneunité est obtenue dès lors qu’une
nouvelle espèce rencontre les conditions nécessaires à sa survie. Finalement, nous avons choisi une
zone d’étude particulière, représentée dans la figure (6.3). Cette zone comprend 309 sites, de différents
types, permettant de protéger jusqu’à 54 espèces, dans le cas où tous les sites sont réservés.
Après détermination du vecteur de paramètresε∗ par apprentissage par renforcement, nous avons
calculé le nombre d’espèces protégées par la politique correspondante au cours du temps à partir de
simulations. Les résultats (moyenne et écart type) sont représentés dans la figure (6.4).
La forme de la courbe de l’espérance du nombre d’espèces protégées au cours du temps est très spéci-
fique : dans un premier temps, un petit nombre de sites permettent de protéger un maximum d’espèces
(deux sites, pour près de 30 espèces protégées), avant de subir un risque de développement (variance
nulle sur les cent simulations). Puis, une phase d’accumulation de sites réservés ne permettant la
protection d’aucune nouvelle espèce suit (douze pas de temps, soit 36 ans), avant que de nouvelles ré-
servations permettent progressivement la protection d’une quinzaine d’espèces supplémentaires (avec
une variance de l’ordre de deux espèces). La présence du longplateau entre les pas de temps 4 et
16 révèle l’inefficacité des méthodes d’optimisation “gloutonnes” sur ce problème. Entre ces pas de
temps, toutes les actions sont considérées comme équivalentes par les méthodes gloutonnes car elles
ne permettent pas d’obtenir de récompense immédiate. Les actions sont donc choisies au hasard et

4E. Bergonnier. Processus Décisionnels de Markov : application à la gestion de réserves naturelles. Mémoire de stage
INSA de 4ème année, Toulouse (Juin 2006).
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FIG. 6.3 – Gauche : zone d’étude. Droite : détails et types des différent sites.

FIG. 6.4 – Gauche : espérance du nombre d’espèces protégées au cours du temps. Droite : une simu-
lation après cinquante pas de temps (sites développés en noir, sites réservés en rouge, non-réservés en
vert).

conduisent à des nombres d’espèces finalement sauvegardéesde moyenne plus faible et de variance
plus grande.

6.2.3 Gestion forestière et risque de tempête

Contexte : Coencadrement de la thèse de Nicklas Forsell (co-tutelle INRA-MIA Toulouse, SLU
Umeå, Suède).

Période :2005-2009 (les thèses durent quatre ans en Suède).

Partenaires : Coencadrement de la thèse : O. Eriksson, P. Wikstrom (SLU, Umeå), F. Garcia, R.
Sabbadin (INRA-MIA Toulouse).
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Description des activités concernées

Après de premiers travaux consistant en l’application de méthodes d’apprentissage par renforcement
distribué à la gestion forestière multiparcelles sur un problème jouet [22], [14], nous avons entamé
avec F. Garcia un travail plus poussé autour de la gestion forestière. Ce travail a pris la forme d’un
coencadrement de thèse en cotutelle avec des chercheurs “modélisateurs” du SLU, institut Suédois
spécialisé en agroforesterie. La thèse de Nicklas Forsell adébuté par des travaux méthodologiques sur
la résolution de processus décisionnels de Markov sur graphes par programmation linéaire approchée
(PLA) [21], [20] (voir aussi le chapitre précédent), puis s’est poursuiviepar la modélisation dans le
cadre des PDMG d’un problème réel de gestion forestière sousrisque de tempête et sa résolution par
la méthode de PLA [16].

FIG. 6.5 – Zone d’étude de Björnstorp.

Le cas d’étude considéré se situe dans la région de Björnstorp, dans le sud de la Suède (figure (6.5)).
La zone en question couvre 2800 ha dont 1200 boisés et séparésen 623 parcelles (unités élémentaires
de gestion). L’état courant est représenté par la classe d’âge des arbres de chaque parcelle (Xi =
{1, . . . , 5} où xi = k si les arbres de la parcelle ont entre20(k − 1) et 20k ans). La figure (6.5)
montre l’état courant du système en 2007 : les parcelles grisées représentent les parcelles forestières
et les niveaux de gris indiquent la classe d’âge de la parcelle.
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Dans ce problème de gestion forestière à long terme, deux actions peuvent être envisagées pour chaque
parcelle durant chaque période, de durée vingt ans (|Ai| = 2) : entretien normal de la parcelle ou
coupe claire durant la période. Le principal facteur d’aléaprovient du risque de forte tempête aux
effets dévastateurs. En 2005, par exemple, une tempête exceptionnelle a déposé 75 millions de m3 de
bois dans le sud de la Suède, mais habituellement quatre millions de m3 sont touchés en moyenne
chaque année (18 millions de m3 en Europe) (Valinger and Fridman, 1997). L’effet potentield’une
tempête sur chaque parcelle est double :
– Ces tempêtes affectent la dynamique de la parcelle en l’endommageant suffisamment pour “forcer”

une coupe claire, même si celle-ci n’était pas décidée à l’avance.
– Elles affectent également le revenu immédiat lié aux actions car une coupe forcée, résultant d’une

tempête endommageant une parcelle, engendre un revenu moindre que celui d’une coupe claire.

Considérons tout d’abord le modèle de transitionp(xt+1|xt, at). Le risque de dommage à une par-
celle par tempête est lié aux caractéristiques propres de cette parcelle (âge, densité. . .) ainsi que des
parcelles voisines (différence de hauteur des arbres à la frontière entre les parcelles, angle formé par
la frontière avec la direction du vent dominant, etc.). (Olofsson and Blennow, 2005) ont proposé un
modèle permettant d’identifier les frontières “à risque” à partir des caractéristiques des deux parcelles
la partageant. Dans [16], nous avons étendu ce modèle, permettant ainsi de construire pour chaque
parcellei, une table de probabilité conditionnelle,pdi (dommagei|xN(i)). Cette table définit la proba-
bilité de dommage par tempête à la parcellei sur une période de 20 ans, étant donné l’âge de cette
parcelle et de ses voisines. A partir de là, il est facile de définir la relation de voisinage du PDMG (à
partir de la donnée des “frontières”), puis de calculer les tables de probabilités de transition locales.
Nous avons également construit un modèle de récompenses locales,{ri(xN(i), ai)}. Les récompenses
locales sont liées au revenu généré sur chaque parcelle sur une période de 20 ans. Or ce revenu est une
fonction de l’âge de la parcelle, du mode de gestion choisi pour la période, ainsi que de l’occurrence de
dommages liés aux tempêtes sur la période :r̂i(xi, ai, di), oùdi est une variable binaire représentant
l’occurrence éventuelle de dommages liés aux tempêtes. Connaissant la probabilité conditionnelle de
dommages liés aux tempêtes sur une période,pdi (di|xN(i)), nous pouvons déterminer une fonction de
récompense locale “en espérance” :

ri(xN(i), ai) =
∑

di=1,2

pdi (di|xN(i)).r̂i(xi, ai, di). (6.1)

Plusieurs modèles de PDMG ont été générés, sous différenteshypothèses quant à la probabilité de
dommage [12]. Les politiques obtenues ont été évaluées par simulation et comparées à la politique
obtenue en négligeant le risque de tempête. Les résultats sont variables suivant les hypothèses (voir
[12]), mais les conclusions générales suivantes ont été tirées:

1. Les politiques obtenues en considérant ou non le risque detempête diffèrent pour les trois
quarts des sites environ (entre 60% et 80%). Dans tous les cas, cette différence se traduit par
un racourcissement de la période de rotation (intervalle detemps entre deux coupes claires)
lorsque les tempêtes sont considérées.

2. La différence de valeur actuelle nette (VAN : revenu totalespéré) entre les deux types de poli-
tiques est relativement faible sur la forêt entière (moins de 2%). Néanmoins, une différence de
2% est loin d’être négligeable, étant données les sommes en jeu.

3. De plus, cette différence s’accentue fortement si on ne considère que les parcelles pour les-
quelles les politiques diffèrent. Restreinte à ces parcelles, l’accroissement de VAN est de l’ordre
de 4% à 8% en moyenne, selon les hypothèses retenues.
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6.3 Problèmes de gestion spatialisée en épidémiologie

6.3.1 Gestion de la durabilité des résistances aux pathogènes :
exemple du phoma du colza

Contexte :
Participation au projetExploitation durable de résistances aux maladies chez les végétauxdu pro-
grammeAgriculture et Développement Durablede l’ANR. Work Package 2: Optimisation de l’utili-
sation de résistances variétales pour une agriculture durable.

Période :2005-2008.

Partenaires : Collaboration avec N. Peyrard (MIA-Toulouse) et J.-N. Aubertot (EA-Grignon puis
EA-Toulouse), entre autres.

Description des activités concernées

Le développement d’une agriculture durable nécessite de réduire les dommages aux cultures occa-
sionnés par des organismes pathogènes, en réduisant la taille de leurs populations et en limitant leur
évolution, tout en réduisant l’usage de pesticides. Dans ledomaine des productions végétales, il est
possible d’agir au niveau de la plante hôte, de la parcelle oudu bassin de production. Jusqu’à présent,
c’est majoritairement l’utilisation de gènes majeurs dansles variétés cultivées qui a été préconisée.
Or, plusieurs de ces gènes ont été contournés par les populations d’agents pathogènes et peu de straté-
gies de gestion durable des résistances ont été mises en œuvre en pratique, du fait du manque d’outils
permettant de proposer des stratégies de gestion performantes.
En choisissant un ensemble de pathosystèmes représentatifs, l’objectif du projet est de proposer des
stratégies de gestion performantes des résistances variétales, prenant en compte la diversité des sys-
tèmes de culture et les questions d’acceptabilité et de règlementation pouvant accompagner leur mise
en œuvre. Ce projet repose sur une approche pluridisciplinaire en sciences socio-économiques et bio-
techniques entre des équipes de recherche et des partenaires (ICTA, services régionaux, groupements
de producteurs. . .).
Dans ce projet de grande ampleur (16 équipes de recherche et 8instituts techniques agricoles im-
pliqués, budget global de 600000 euros) notre rôle, en tant qu’équipe spécialiste en modélisation
mathématique et informatique, est de proposer un modèle mathématique pour le problème générique
d’optimisation de la durabilité des résistances variétales et d’illustrer son intérêt sur un exemple d’in-
teraction culture hôte / pathogène. Nous avons choisi, en collaboration avec J.-N. Aubertot (chercheur
en agronomie, INRA) de mettre en œuvre le cadre des PDMG sur uncas d’étude simple. Il s’agit
d’optimiser la marge brute sur une région où chaque parcelleest emblavée selon une rotation clas-
sique colza-blé-orge, dans le cas de l’adaptation des populations de pathogène du colzaLeptosphaeria
maculansà une résistance spécifique. La population pathogène ne comporte que deux pathotypes : un
virulent et un avirulent vis-à-vis d’une seule résistance spécifique. Deux variétés de colza sont considé-
rées, l’une possédant la résistance et l’autre pas. La variété sans résistance spécifique a un rendement
potentiel plus élevé que celle avec la résistance. Les deux seuls modes d’action considérés pour la
protection des cultures sont le contrôle génétique (choix variétal) et un contrôle cultural au niveau du
système de culture (enfouissement des résidus de culture par labour). La sévérité de l’attaque au ni-
veau d’une parcelle est résumée par un indicateur, la note G2, obtenue par l’observation de la sévérité
de la nécrose sur des sections de tige réalisées au niveau du collet. L’objectif est de déterminer une
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stratégie optimale, maximisant les marges brutes cumuléesdans le temps : L’hypothèse est faite que
si une résistance est contournée, alors le rendement “s’écroule”. Les deux objectifs d’optimisation des
marges brutes sur le long terme et d’optimisation de la durabilité sont donc liés.
Durant la première année du projet (2005-2006), nous avons proposé une modélisation générique du
problème de gestion des résistances du colza dans le cadre PDMG5. Le modèle proposé est résumé
dans la figure (6.6). Un bassin de production est constitué d’un ensemble de parcelles cultivées suivant
une rotation (annuelle) colza-blé-orge. Le pathogèneLeptospheria maculansest un champignon qui
se disperse au printemps sous la forme de spores et atteint les feuilles des jeunes plants de colza.
Ensuite, il se développe pendant la croissance du plant, en colonisant puis nécrosant la tige, affectant
sa croissance et allant éventuellement jusqu’à un phénomène de verse (rupture de la tige). Après
la récolte, des résidus de tiges de colza subsistent sur les parcelles qui seront ensuite cultivées en blé
l’année suivante. Le pathogène présent sur ces résidus continue son cycle de développement et émettra
au printemps suivant des spores qui pourront aller coloniser les parcelles qui seront alors cultivées en
colza.

FIG. 6.6 – Cycle de développement et de dispersion deLeptospheria maculans.

Dans le modèle de PDMG construit, les nœuds du graphe correspondent aux différentes parcelles et
les arêtes relient les parcelles voisines (hypothèse de dispersion des spores à distance réduite). Les
variables d’état{Xt

i } représentent l’état de chaque parcelle. Les caractéristiques déterminantes dans
l’évolution de la maladie au niveau du bassin de production sont :
– la quantité de spores présentes sur les résidus de colza (dans les parcelles cultivées en blé), mesurée

indirectement par l’indicateur G2, et
– la structure génétique de ces spores, SG (proportion de spores virulentes).

Ces deux variables d’état ont été discrétisées (3 classes denote G2, 5 classes pour SG) et le domaine
de chaque variableXt

i est de taille 17 : 5×3 (pour les parcelles en blé) + 2 (les parcelles en colza ou
orge ne comprennent plus de résidus).

5E.-A. Guerch. Mise en œuvre des processus décisionnels de Markov sur graphe (PDMG) pour la gestion durable des
résistances. Stage de Master I d’Ingénierie Mathématiques(Université Paul Sabatier, Toulouse), 2006.
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Les actions disponibles pour chaque parcelle cultivée en colza sont le choix d’une variété résistante
ou non (CV) et le choix d’un seuil (S) de note G2 à partir duquelun labour, enfouissant partiellement
les résidus de colza, sera effectué après la récolte. Les domaines des variables d’action sont donc de
taille 2×4 (pas de travail du sol, ou travail à partir d’un des 3 niveauxde note G2).
Les fonctions de transition localespi(x

t+1
i |xt

N(i), a
t
i) du PDMG ont ensuite été déterminées à par-

tir d’un modèle composite, comportant trois modules,production de spores, dispersionet infection,
développés en se basant sur des modèles biologiques6 [29] (voir figure (6.7)). Des fonctions de ré-
compense locales, de la formeri(xti, a

t
i, x

t+1
i ), tenant compte des rendements après observation des

notes G2 et des coûts des actions appliquées, ont également été calculées.

FIG. 6.7 – Les trois étapes du calcul des probabilités de transition locales.

Actuellement, nous sommes dans la phase de validation du modèle par rapport aux données biolo-
giques et d’évaluation des politiques retournées par notremodèle, par comparaison (par simulation)
avec des politiques expertes7.

6.3.2 Epidémiologie humaine : contrôle de maladies infantiles

Contexte : Collaboration initiée dans le cadre d’un projet financé par le GDR COMEVOL (interac-
tions biotiques dans les communautés : théorie et modèles) :Dynamique, Evolution et Contrôle des
Maladies Infectieuses sur Réseaux d’Interactions.

Période :2007-2008.

Partenaires : N. Peyrard (MIA-Toulouse, INRA), M. Choisy (laboratoire deGénétique et Évolution
des Maladies Infectieuses, Montpellier, IRD), A. Franc (EFPA-Bordeaux, UMR BioGeCo, INRA).

6M. Laviron. Mise en œuvre des Processus Décisionnels de Markov sur Graphes (PDMG) pour la gestion durable des
résistances. Stage de seconde année de SUP’AERO, 2007.

7B. Borgy. Gestion durable de résistances variétales au phoma du colza sur un bassin de production à l’aide d’un modèle
de PDMG. Stage de Master 2 SEVAB, Université Paul Sabatier, 2008.
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Description des activités concernées

Au cours des trois dernières décennies, le développement des modèles mathématiques a permis de
mieux comprendre et contrôler la dynamique et l’évolution des maladies infectieuses. Ainsi, l’exploi-
tation des modèles déterministes de type SIR a été particulièrement riche dans l’étude des maladies
infantiles bactériennes et virales telles que la rougeole,la coqueluche, la varicelle ou les oreillons.
Les modèles de type SIR compartimentent la population hôte selon son état clinique en individus
susceptibles (S), infectieux (i.e. contaminés et contagieux, I) et guéris (R). Les flux d’individus d’un
compartiment à l’autre sont gouvernés par des taux fixes et ladynamique du système global est décrite
par un système d’équations différentielles.
Aujourd’hui, les progrès réalisés dans les techniques mathématiques et dans la puissance de calcul in-
formatique permettent d’aborder des questions de plus en plus complexes. Les modèles stochastiques,
plus appropriés que les modèles déterministes pour modéliser un début d’épidémie ou une épidé-
mie dans une population hôte de petite taille, sont maintenant communément utilisés. L’hétérogénéité
de la population hôte, en termes de sexe, de classes d’âge, deprofil génétique, de localité géogra-
phique, etc. est un autre facteur limitant l’efficacité des modèles déterministes. Dans ce contexte, nous
avons commencé à développer un modèle stochastique sur réseaux d’interactions permettant d’éva-
luer l’influence de l’hétérogénéité des contacts entre individus hôtes sur la dynamique des maladies
infectieuses (voir figure (6.8) pour un exemple de réseau d’interaction).

FIG. 6.8 – Graphe d’interactions représentant les contacts entre individus de classes d’âge différentes.

Dans un premier temps, nous avons élaboré un modèle de type PDMG permettant de modéliser un
problème de contrôle d’épidémie par isolement d’individus8. Les actions d’isolement étaient modéli-
sées par des retraits (temporaires) d’arêtes du graphe de contact, non intégrables directement dans le
modèle PDMG puisque celui-ci ne permet de prendre en compte des actions ne modifiant que l’état
des nœuds du graphe. Néanmoins, nous avons montré que ce problème pouvait encore être modé-
lisé par un PDMG de taille plus grande que le problème initial. Nous sommes actuellement dans une
phase de comparaison expérimentale de politiques obtenuespar résolution de PDMG et de politiques
expertes. A cet effet, un simulateur de dynamiques épidémiques, permettant d’évaluer l’effet de poli-

8L. Condet. Extension du cadre des PDMG pour l’optimisation de la structure de réseaux d’interactions dans les proces-
sus spatio-temporels. Stage de Master 2 Probabilités et Statistiques, Université Paul Sabatier, 2007.
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tiques diverses (pas seulement locales), est en cours de réalisation9.

6.3.3 Détection et éradication d’espèces nuisibles : cas des “fire ants”

Contexte :Participation à un projet ARC (Australian Research Council) : Applying search theory for
eradicating invasive species.

Période :2007-2009.

Partenaires :D. Spring et R. Mac Nally (Monash University, Clayton, Australie), B. Brook (Adelaïde
University, Australie), B. Leung (Mac Gill University, Canada).

Description des activités concernées

Les espèces invasives ont, partout dans le monde, un impact environnemental et économique majeur.
C’est encore plus vrai en période de changement climatique brutal, qui bouleverse l’équilibre des
écosystèmes locaux. L’objectif général de ce projet est de proposer un ensemble de méthodes pour
le diagnostic et l’éradication d’espèces invasives. Plus précisément, les objectifs du projet sont de
développer des outils mathématiques et informatiques pour:

1. la délimitation de l’étendue spatiale d’une infestation.

2. l’éradication d’une espèce invasive dans une région donnée.

3. la détermination de régions garanties sans présence de l’espèce invasive.

Les méthodes en question doivent être testées sur un certainnombre de cas réels d’invasion recensés
en Australie : invasion de fourmis venimeusesfire ants(dont les contacts avec l’homme sont assez
douloureux, voir figure (6.9), partie gauche), ou d’une espèce de crapeau venimeuxcane toadintro-
duite dans le Queensland en 1935 et qui s’est révélée un désastre pour de nombreuses espèces locales
(concurrentes pour les ressources, ou prédatrices éventuelles empoisonnées par son venin), voir figure
(6.9), partie droite. . .
Ma contribution dans ce projet en cours est de proposer une méthode de diagnostic optimal d’invasion
defire ants, basée sur lesprocessus décisionnels de Markov épistémiques(PDME) [41]. Mais la nature
“spatiale” du problème de diagnostic en question, ainsi quedes données disponibles (voir figure 6.10)
nécessite d’adapter le cadre des PDME à des états de croyancereprésentés par deschamps de Markov
(Guyon, 1995).
Les deux étapes du projet (en cours de réalisation) me concernant sont les suivantes :
– Définition du cadre des PDME avec états de croyance représentés sous la forme d’unchamp de

Markov par paireet définition de méthodes d’optimisation de stratégies épistémiques adaptées à ce
cadre.

– Utilisation de méthodesd’analyse d’image(Forbes et al., 2003) pour estimer un état de croyance
initial du problème de planification épistémique, sous la forme d’unmodèle de Potts(Wu, 1982),
qui est un cas particulier de champ de Markov par paire.

9M.-A. Rafik. Développement d’un simulateur de dynamiques épidémiques sur réseau. Application au contrôle de ma-
ladies infantiles dans une population structurée en classes d’âge.Stage de Master 1 Informatique et Gestion. Université Paul
Sabatier, 2008.
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FIG. 6.9 – Gauche : morsures de fourmisfire ants. Droite : un crapaudcane toad, de bonne taille.
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FIG. 6.10 – Haut : données (grille d’environ 800×600 pixels) de présence/absence de nids de fourmis.
Bas : actions de diagnostic et/ou éradication effectuées. Données pour les années 2001 à 2004.
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Chapitre 7

Conclusion et perspectives

7.1 Résumé de mes travaux et de mes perspectives

7.1.1 Décision qualitative possibiliste

Ces dix dernières années, mes travaux concernant la décision qualitative ont été focalisés sur les fon-
dations axiomatiques de la décision qualitative possibiliste et l’algorithmique pour la planification
possibiliste dans l’incertain.

Mes travaux sur l’axiomatisation des critères de décision qualitative possibiliste et monotone ont visé
en premier lieu à expliciter les hypothèses sur lesquelles se basent ces critères de décision (commen-
surabilité entre préférences et incertitude, non-compensation entre les conséquences des actes. . .). Ils
ont également contribué à proposer des procédures d’élicitation de préférences et de connaissances
dans un cadre possibiliste, ou plus généralement d’utilitéqualitative monotone, à partir de compa-
raison d’actes élémentaires [3], [45]. Mes travaux sur les liens entre utilité qualitative possibiliste et
utilité espérée ont permis de montrer que ces deux théories n’étaient pas complètement inconciliables.
La théorie qualitative admet des raffinements basés sur des ordres de grandeur d’utilité espérée.

Le second axe de mes travaux en décision possibiliste concerne plus précisément le domaine de la
planification dans l’incertain. Mes travaux sur la programmation dynamique possibiliste et les PDM
possibilistes ont constitué un premier pas vers une approche qualitative de la planification dans l’in-
certain. Ces travaux ont été poursuivis par l’étude de langages de représentation structurée, basés sur
la logique possibiliste ou les diagrammes d’influence possibilistes. Ceux-ci permettent de représenter
de manière concise des problèmes de planification dans l’incertain possibiliste, et de les résoudre à
l’aide d’algorithmes spécifiques.

7.1.2 Processus décisionnels de Markov

Au cours de ces dernières années, mes travaux concernant lesprocessus décisionnels de Markov se
sont focalisés sur les deux axes suivants :
– processus décisionnels de Markov factorisés et,
– processus décisionnels de Markov épistémiques.

J’ai tout d’abord travaillé sur des méthodes de décomposition de PDM de grande taille. J’ai proposé,
en particulier, une méthode de décompositionsériellede PDM de grande taille basée sur labipartition
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spectrale[38]. Ensuite, j’ai travaillé sur un modèle de représentation de PDM factorisés basé sur
les graphes, et j’ai participé à l’élaboration d’algorithmes de résolution approchée de cesPDM sur
graphes, utilisant des méthodes deprogrammation linéaire approchée[21], ou d’approximation en
champ moyen[28].
Plus récemment, j’ai commencé à étudier la classe des problème deplanification épistémique. Nous
avons choisi de modéliser ces problèmes d’optimisation d’acquisition de connaissances dans un cadre
proche de celui des processus décisionnels de Markov partiellement observables [41].

Ces travaux méthodologiques sur les processus décisionnels de Markov ont été illustrés par un certain
nombre d’applications, dans les domaines de la gestion des ressources naturelles (forêts, biodiversité)
ou de l’épidémiologie.

7.1.3 Résumé de mes perspectives

En une phrase, mes perspectives de recherche se situent dansle domaine du développement de mo-
dèles mathématiques et d’algorithmes pour résoudre des problèmes de gestion agri-environnementale.
Plus précisément, les problèmes en question sont liés à la protection de la biodiversité ou à la lutte
contre les ravageurs (virus, parasites, mauvaises herbes.. .“Pests” en anglais) affectant cultures, éle-
vages et forêts.
Ce sont donc clairement des problématiques de recherche finalisée qui motivent mes choix de re-
cherche pour les années qui viennent. Mais ces problématiques finalisées possèdent des caractéris-
tiques communes qui justifient l’exploration d’un certain nombre de pistes méthodologiques en intel-
ligence artificielle :
– Les données sont spatialisées et temporelles. Les donnéessont souvent disponibles sous la forme

de cartes (SIG) d’éléments d’intérêt observés à différentes dates : cas relevés de maladies, présence
avérée d’individus d’espèces en danger, etc. Ces données sont utilisées afin de reconstituer des
dynamiques de processus spatialisés, sous l’influence d’actions de contrôle.

– Les données sont en général incomplètes et/ou imprécises.Souvent, les cartes disponibles ne repré-
sentent pas directement l’état du processus d’intérêt, mais sa manifestation visible, qui ne permet
pas une reconstitution directe du processus “caché”. C’estle cas en épidémiologie en particulier,
où les cas de maladie avérés sont bien recensés, mais où la dynamique réelle du pathogène n’est
pas observée directement.

Afin de modéliser et de résoudre des problèmes de gestion agri-environnementale de ce type, je suis
persuadé qu’il est utile de continuer à développer des méthodes étendant le cadre classique de la
planification sous incertitude ou l’adaptant à ces problématiques. Les perspectives de recherche que
cela entraine pour moi sont les suivantes :
– Progrès autour du cadre des PDM sur graphe, à la fois sur le plan algorithmique (algorithmes de

résolution approchée plus “exacts” ou plus efficaces) et surla spécialisation du cadre des PDMG
aux problèmes rencontrés en épidémiologie.

– Progrès autour de la prise en compte de données réelles, à lafois incomplètes et peu fiables. Cela
implique de développer le modèle des PDMG dans un cadre partiellement observable : dévelop-
pement de méthodes d’échantillonnage spatial efficaces afind’améliorer la qualité des données ou
développement d’outils de type PDMPO sur graphes. Mais celapeut également impliquer de pour-
suivre mes travaux sur les approches qualitatives de la décision dans l’incertain, afin de les adapter
à des problèmes de décision spatialisée. Ceci devrait permettre de raisonner directement à partir de
données éparses et de mauvaise qualité.
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Je vais détailler ces perspectives de recherche dans les sections suivantes. Elles se situent bien en-
tendu dans la continuité de mes recherches actuelles. Ces perspectives sont nombreuses et il m’est
difficile de dégager des priorités nettes entre ces voies de recherche relativement différentes (et im-
portantes, me semble-t-il). Néanmoins, je me suis clairement engagé pour les prochaines années dans
la poursuite de travaux sur l’adapation du cadre des PDMG auxproblèmes de gestion d’épidémies et
d’échantillonnage spatial. Cet engagement est formalisé par de nombreuses collaborations, en cours
ou en construction, avec des partenaires écologues ou agronomes.

7.2 Perspectives détaillées autour de la décision qualitative possibiliste

7.2.1 Axiomatisation des raffinements des utilités qualitatives possibilistes

Nous avons montré que les utilités qualitatives possibilistes admettaient des raffinements prenant la
forme de critères d’utilité espérée très particuliers, de type lexicographiques. En tant que critères
d’utilité espérée, ces raffinements lexicographiques respectent les axiomes de Savage1. La prochaine
étape consiste à construire les axiomes supplémentaires permettant de caractériser exactement ces
critères lexicographiques.

7.2.2 Raffinements de la décision séquentielle possibliste, apprentissage par renforce-
ment

J’ai décrit dans la section (3.3) nos travaux visant à relierles théories del’utilité espéréeet desutilités
qualitatives possibilistespar des relations de raffinement. Il serait pertinent d’étendre ces travaux au
cas de la décision séquentielle afin d’établir un lien entre PDM stochastiques et possibilistes. En effet,
les liens existant dans le cadre stochastique entre probabilités objectiveset subjectivespermettent la
simulation des modèles de transition des PDM, et permettentd’offrir des approches de typeapprentis-
sage par renforcement(Sutton and Barto, 2002) pour résoudre des problèmes de décision séquentielle
dans l’incertain. Ces approches utilisent des simulateurs(éventuellement complexes), pour lesquels le
modèle de transition est inconnu et n’est pas forcément une probabilité markovienne. Or, si l’expres-
sion de la vraisemblance des transitions en termes de degrésde possibilité est intuitive et permet de
représenter avec moins de biais que des probabilités numériques la connaissance d’experts, il n’existe
pas de moyen formel universellement reconnu desimulerdes transitions possibilistes ou de construire
les degrés de possibilité de transitions à partir d’un simulateur.

Si nous parvenions à étendre les travaux entamés avec HélèneFargier sur les raffinements d’utilités
possibilistes par des utilités espérées, au cas séquentiel2, nous pourrions construire des PDM stochas-
tiques induisant un ordre sur les politiques quiraffine l’ordre induit sur les mêmes politiques dans
un PDM possibiliste donné. Il deviendrait alors possible d’appliquer des algorithmesd’apprentissage
par renforcement, basés sur la simulation des transitions du PDM stochastique, afin de calculer des
politiques optimales pour le PDM possibiliste dont le modèle serait décrit par un expert.

1Les cinq premiers seulement, puisque nous considérons un espace d’état fini.
2En passant à des ordres du typeleximin(leximax(leximin))sur des tableaux à trois dimensions pour tenir compte de

l’agrégation des degrés de satisfaction au cours du temps.
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7.2.3 Processus décisionnels de Markov possibilistes structurés

Il reste encore à faire la synthèse entre nos travaux sur les Processus décisionnels de Markov pos-
sibilistes à horizon infini et nos travaux sur les diagrammesd’influence possibilistes. Dans le cadre
des PDM classiques, (Boutilier et al., 2000) ont proposé desalgorithmes pour la résolution de PDM
stationnaires à horizon infinistructurés, du typeitération de la valeuret itération de la politique.
Dans le cadre possibiliste, la même démarche pourrait être entreprise afin de construire des politiques
stationnaires optimales pour des PDM possibilistes structurés. Dans ce cas, une forme deréseau baye-
sien homogène stationnaire possibilisteserait utilisé pour représenter les indépendances dans lespos-
sibilités de transition et les récompenses liées aux transitions. La question de la complexité de la réso-
lution de tels problèmes3 est ouverte : dans le cas stochastique, elle passe de PSPACE àEXP-TIME,
qu’en est-il dans le cas possibiliste ?

7.3 Perspectives détaillées autour des PDM structurés

7.3.1 Processus décisionnels de Markov sur graphe

Algorithmique des processus décisionnels de Markov sur graphe

Nos travaux sur la résolution approchée des processus décisionnels de Markov sur graphe doivent être
poursuivis. Il n’existe pour l’instant aucune borne théorique satisfaisante sur la perte d’optimalité des
politiques fournies par les algorithmes de programmation linéaire approchée (PLA) ou d’approxima-
tion en champ moyen (CM). Nous sommes en train en ce moment, avec Nicklas Forsell et Nathalie
Peyrard, de proposer une comparaison expérimentale des deux approches avec l’approche heuristique
“gloutonne” qui consiste à choisir la politique (locale) maximisant la fonction de récompense locale
immédiate. Cette politique locale donne en général, mais pas toujours, de bons résultats.
Dans le même temps, nous cherchons à améliorer l’efficacité des algorithmes précédent, en propo-
sant des schémas d’approximation plus complexes (consistant à accroître la taille des voisinages, ou
à inclure les variables d’action dans les voisinages). Ces schémas d’approximation plus complexes
conduisent également à envisager des méthodes de résolution par simulation de typeapprentissage
par renforcement multi-agents(travaux en cours avec Nicklas Forsell et Frédérick Garcia).

Classes de processus décisionnels de Markov sur graphe de complexité réduite

Puisque la résolution exacte de PDMG est hors de portée, et puisque nous n’avons pas non plus à
disposition d’algorithmes de résolution approchée retournant des politiques de qualité garantie dans
le cas général, il est logique de rechercher des classes de PDMG, pertinentes en tant que modèles mais
plus “simples” à résoudre.
Dans le domaine de l’épidémiologie, lesprocessus de contacts sur graphepeuvent être utilisées pour
modéliser l’évolution d’épidémies (végétales, animales,humaines). Nous avons commencé à étudier
de manière expérimentale, avec Marc Choisy (IRD / Montpellier), Alain Franc (EFPA-INRA / Bor-
deaux) et Nathalie Peyrard (MIA-INRA / Toulouse), le contrôle de tels processus de contacts sur
graphe, et nous avons montré qu’ils pouvaient se modéliser dans le cadre des PDMG. Dans le même
temps, j’ai débuté une étude plus théorique de ces différentes sous-classes intéressantes de PDMG
d’un type particulier. Suivant les cas de processus de contact et de modes de contrôle considérés, le
problème d’existence de politique de contrôle de valeur supérieure à un certain seuil peut appartenir

3De l’existence de politique d’utilité dépassant un certainseuil.
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aux classes de complexité PSPACE, voireNP-complet . Il nous reste maintenant à rechercher des algo-
rithmes de résolution (exacte ou approchée) spécifiques à ces problèmes et garantissant une solution
de qualité bornée.

7.3.2 Processus décisionnels de Markov partiellement observables sur graphe

Processus décisionnels de Markov épistémiques sur graphe

Le cadre des processus décisionnels de Markov épistémiquespeut être généralisé afin de prendre en
compte des croyances (belief states) exprimées sous la forme dechamps de Markov(Guyon, 1995).
Une telle généralisation peut être utile pour modéliser desproblèmes de diagnostic d’espèces inva-
sives, comme celui (présenté dans le chapitre précédent) que nous étudions dans le cadre du projet
ARC “control of invasive species”.

L’extension envisagée des processus décisionnels de Markov épistémiques engendre des questions
méthodologiques intéressantes à la fois enintelligence artificielle(optimisation de stratégies épisté-
miques), enstatistiques spatiales(estimation / reconstruction de cartes) et autour desmodèles gra-
phiques(approximation de lois marginales / modes de distributions). Cette extension, envisagée avec
Nathalie Peyrard et Jérôme Lang, pourrait prendre la forme d’une thèse méthodologique coencadrée,
motivée par des applications réelles (le problème desfire ants, ou un problème de gestion d’aventices,
formalisé avec Sabrina Gaba, INRA-Dijon).

Processus décisionnels de Markov partiellement observables sur graphes

Le cadre général des processus décisionnels de Markov structurés partiellement observables4 étend à
la fois les cadres des PDM sur graphe et des PDM épistémiques sur lesquels j’ai travaillé.
Ce cadre est extrêmement général, et les classes de problèmes représentés peuvent être indécidables.
Néanmoins, il est fort probable qu’un certain nombre de sous-classes de ce modèle, pertinentes pour
représenter des problèmes réels de conduite de systèmes agri-environnementaux, soient de complexité
“raisonnable”. La recherche de telles sous-classes et d’algorithmes de résolution approchée adaptés
fait également partie de mes perspectives de recherche.

4Pour être plus précis, il s’agit du cadre desbelief MDPstructurés, un peu plus général.
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Annexe B

Décision dans l’incertain

B.1 Décision dans l’incertain probabilisé : l’axiomatiquede Savage

L’axiomatisation du critère de l’utilité espérée proposéepar Savage (Savage, 1954) est très générale
car elle permet, à partir d’une relation de préférence entreles actes, de déterminer à la fois la fonction
d’utilité du décideur sur les conséquences, mais aussi “sa”distribution de probabilitésubjectivesur
les états possibles du monde. Contrairement à l’approche de(von Neumann and Morgenstern, 1944),
la nature probabiliste de l’incertitude n’est pas supposéea priori mais découle d’axiomes portant sur
les préférences entre les actes. Du fait que les axiomes proposés par Savage concernent directement
les actes, ils peuvent être vérifiés par l’observation du comportement de décideurs en situation de
décision concrète.
Savage suppose que l’ensembleS des états possibles du monde est infini. Cette hypothèse est né-
cessaire afin de pouvoir construire une distribution de probabilité unique représentant l’incertitude
de l’agent. Nous supposerons que l’ensembleX des conséquences est fini, mais il est possible de
considérerX infini, au prix de l’ajout d’un axiome technique.A = X S est l’ensemble des actes “po-
tentiels”, applications associant une conséquence à chaque état possible du monde. Dans un problème
de décision, les actes réellement disponibles ne constituent en général qu’un sous-ensemble deA ;
néanmoins nous supposerons que le décideur est capable d’ordonner tous les actes potentiels via une
relation de préférence représentée par le préordre� surA.

La première hypothèse posée par Savage est que� est un préordrecompletsurA : tous les actes
peuvent être comparés (rangés).

Sav1Rangement.
(A,�) est un préordre complet, i.e.� est réflexif, transitif et complet.

Deux sous-familles d’actes sont particulièrement utiles pour déterminer, d’une part, la fonction d’uti-
lité du décideur sur les conséquences et, d’autre part, sa distribution de probabilité subjective sur les
états possibles du monde : les actesconstantset les actesbinaires, respectivement.
Les conséquences des actes sont généralement notéesx, y, x′, y′ (éléments deX ). Les actes constants
donnent la même conséquence, quel que soit l’état réel du monde. Pour distinguer un acte constant
de son unique conséquencex, on le note en gras (x) : pour toutx ∈ X, x représente l’acte défini par
∀s ∈ S, x(s) = x. L’ensemble des actes constants est notéC. Puisque� est un préordre complet sur
A, il en est aussi un surC ⊆ A. CommeC etX sont bijectivement reliés, on peut définir, à partir de
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�, un préordre complet surX : ≥P .

Définition B.1.1 Préférences surX induites par les préférences surA.
∀x, y ∈ X, si pour touts ∈ S, x(s) = x et y(s) = y, alorsx ≥P y ⇔ x � y.

Afin d’éviter le cas dégénéré où toutes les conséquences sontéquivalentes, auquel cas tous les actes
le sont également, l’axiome suivant est introduit1 :

Sav5Non trivialité.
∃x, y ∈ X , x >P y, où>P représente la partie stricte de≥P .

La notion d’acte binaireest utile afin de déterminer les probabilités attachées par le décideur aux
différents états possibles du monde. Un acte binaire est un acte qui a au plus deux conséquences
possibles,x et y, telles quex >P y.

Définition B.1.2 Acte binaire.
Un acte binaire, notéxAy, x, y ∈ X , x >P y,A ⊆ S peut être vu comme unpari sur l’événementA,
donnant la conséquencex siA “arrive”, et y sinon :

∀s ∈ A,xAy(s) = x et∀s ∈ A,xAy(s) = y.

Définissons maintenant≥V , relation devraisemblanceentre événements, par :

A ≥V B ⇔
(

∀x, y ∈ X, (x >P y) ⇒ (xAy � xBy)
)

. (B.1)

A ≥V B revient à dire que tout pari surA est préféré à un pari aux conséquences identiques surB.

Il va sans dire que, dans le cas général, rien ne garantit que≥V soit un préordre complet : changer
les conséquences peut modifier l’ordre entre les paris. Afin de rendre≥V complet, Savage propose
l’axiome suivant :

Sav4Projection sur l’ensemble des événements.
∀x, y, x′, y′ ∈ X,x >P y, x

′ >P y
′,∀A,B ⊆ S, (xAy � xBy) ⇔ (x′Ay′ � x′By′).

Cet axiome assure que la restriction de la relation de préférence sur les actes aux paris sur les événe-
ments est bien définie et ne dépend que de l’ordre entre les conséquences des paris.
La notion d’acte binaire est un cas particulier de la notion d’acte mixte:

Définition B.1.3 Acte mixte.
Sif et g sont deux actes, etA ⊆ S est un événement, l’acte mixtefAg est défini par :
∀s ∈ A, fAg(s) = f(s) et∀s ∈ A, fAg(s) = g(s).

Un acte binaire est donc un acte mixte impliquant deux actes constants.

L’axiome suivant est un axiome clé de la théorie de Savage. C’est lui qui permet de définir le condi-
tionnement des préférences entre actes par rapport à un événement.

1Les axiomes ne sont pas présentés dans le même ordre que dans (Savage, 1954) mais par souci de cohérence nous
conservons la numérotation de Savage.
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Sav2Principe de la chose certaine.2

∀f, g, h, h′ ∈ A,∀A ⊆ S, (fAh � gAh) ⇔ (fAh′ � gAh′).

Cet axiome stipule que si deux actesfAh etgAh donnent les mêmes conséquences sur un événement
donné (A) alors leur classement relatif ne dépend pas de ces conséquences identiques. Le principe de la
chose certaine permet de définir une relation depréférence conditionnellepar rapport à un événement
A :

Définition B.1.4 Préférence conditionnelle.
f est préféré àg conditionnellement àA, noté(f � g)A, si et seulement si :
∀h ∈ A, fAh � gAh.

Cette définition est bien fondée, grâce au “principe de la chose certaine”. Qui plus est, la propriété
(f � g)A ne dépend pas du choix deh, et la relation de préférence conditionnelle est un préordre
complet surA. Un ensemble d’événements peut être distingué, celui conditionnellement auquel tous
les actes sont équivalents : lesévénements nuls.

Définition B.1.5 Événement nul.
Un événementA est dit nul si et seulement si, pour tout triplet d’actesf , g eth, fAh � gAh.

On peut montrer queA est nul si et seulement siA ≡V ∅.

Si on restreint la relation de préférence conditionnelle par rapport à un événement aux actes constants,
le préordre obtenu doit coïncider avec le préordre sur les conséquences (sauf si on conditionne par rap-
port à un événement nul, bien entendu). Cette propriété découle de l’axiome suivant :

Sav3Conditionnement restreint aux actes constants.
Soientx, y ∈ X etA un événementnon nul. Soient les actes constantsx ≡ x ety ≡ y.
Alors, (x � y)A ⇔ x ≥P y.

L’approche de Savage vise à proposer une justification axiomatique de la théorie des probabilités,
basée sur les préférences entre actes. Il est donc utile d’examiner les propriétés de la relation≥V sur
les événements induite par une relation� sur les actes satisfaisant les axiomesSav1àSav5. Savage a
montré qu’une telle relation sur les événements est unerelation de probabilité qualitative(de Finetti,
1937). Elle vérifie les propriétés suivantes :

A1 ≥V est un préordre complet,
A2 S >V ∅ (non trivialité),
A3 ∀A ⊆ S,A ≥V ∅ (consistance),
P SiA ∩ (B ∪ C) = ∅, alorsB ≥V C si et seulement siA ∪B ≥V A ∪C (additivité).

Une relation d’ordre≥V sur les événements basée sur une mesure de probabilitéP (A ≥V B ⇔
P (A) ≥ P (B)) est une relation de probabilité qualitative. Cependant, une relation de probabilité
qualitative n’est pas forcément représentable par une distribution de probabilité, comme l’ont mon-
tré (Kraft et al., 1959). Afin de déterminer la mesure de probabilité surS mesurant l’incertitude d’un
décideur à partir de ses préférences sur les actes, il est nécessaire d’ajouter un axiome supplémentaire :

2Le nom original donné par Savage à cet axiome estthe Sure Thing principle.
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Sav6Probabilité quantitative.
Soientf et g ∈ A tels quef ≻ g, soitx ∈ X. Il existe une partition{Ai} deS telle que pour touti,
xAif ≻ g etf ≻ xAig.

Sav6décrit une forme de “continuité” de l’espace d’états : il implique qu’il est possible de partitionner
S en de nombreux sous-ensembles de probabilité très faible. Si � est une relation de préférence surA
satisfaisantSav1à Sav6, elle est représentable par une fonction d’utilitéEU surA. Pour tout actef ,
EU(f) est l’espérance mathématique d’une fonction d’utilitéu sur les conséquences, au sens d’une
distribution de probabilitép surS :

Théorème B.1.1Axiomatisation de l’utilité espérée.
SoitS un ensemble d’états du monde etX un ensemble fini de conséquences. Soit également�, une
relation de préférence surX S vérifiant les axiomesSav1à Sav6. Alors il existe une distribution de
probabilitép, unique, surS et une fonction d’utilitéu (non unique3) surX , telles que :

∀f, g ∈ X S , f � g ⇔
∑

s∈S

p(s).u(f(s)) ≥
∑

s∈S

p(s).u(g(s)).

B.2 Algorithmes classiques de résolution des PDM

Recherche arrière

Dans le cas où l’horizonT est fini, l’utilité espéréeEUδ d’une politiqueδ = {δt}t=0...T−1 dépend de
l’étapet considérée et peut être calculée récursivement en partant deEUT−1

δ , jusqu’àEU0
δ :

EUT−1
δ (xT−1) =

∑

xT

pT−1(xT |xT−1, δT−1(xT−1)).rT−1(xT−1, δT−1(xT−1), xT ),

∀xT−1 ∈ X , (B.2)

EU tδ(xt) =
∑

xt+1

pt(xt+1|xt, δt(xt)).
[

rt(xt, δt(xt), xt+1) + EU t+1
δ (xt+1)

]

,

∀t < T − 1, xt ∈ X .

Une politique optimaleδ∗ = (δ∗0 , . . . , δ
∗
T−1) peut être obtenue en alternant l’étape de maximisation

suivante, avec les phases de calcul des fonctionsEU tδ∗ décrites par (B.2) :

δ∗T−1(xT−1) = arg max
aT−1∈AT−1

∑

xT

pT−1(xT |xT−1, aT−1).rT−1(xT−1, aT−1, xT ),

∀xT−1 ∈ X ,

δ∗t (xt) = arg max
at∈At

{

∑

xt+1

pt(xt+1|xt, at).
[

rt(xt, at, xt+1) + EU t+1
δ∗t+1

(xt+1)
]}

,

∀t < T − 1, xt ∈ X .

3u est unique, à une transformation affine positive près.
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Itération de la politique

Lorsqu’on passe à un horizon infini (pour des problèmes stationnaires), on peut montrer que la fonc-
tion de valeurEUδ d’une politique stationnaireδ est indépendante du temps et qu’elle est un point
fixe du système d’équations suivant (Howard, 1960) (ici, dans le cas du critèreγ-pondéré) :

EUδ(x) =
∑

x′∈X

p(x′|x, δ(x)).
[

r(x, δ(x), x′) + γEUδ(x
′)
]

,∀x ∈ X .

Ce point fixe peut être calculé par une méthode deprogrammation linéaireou par un algorithme
itératif de typeapproximations successives(Puterman, 1994) :

v0
δ (x) = 0,∀x ∈ X ,

vnδ (x) =
∑

x′∈X

p(x′|x, δ(x)).
[

r(x, δ(x), x′) + γvn−1
δ (x′)

]

,∀x ∈ X ,∀n ≥ 1. (B.3)

Où l’on peut montrer que :lim
n→∞

vnδ = EUδ .

L’algorithme d’Itération de la politique(Howard, 1960) consiste en l’alternance de phasesd’éva-
luation et d’améliorationde la politique courante pour calculer une politique optimale δ∗. La phase
d’évaluationcalcule la valeur de la politique couranteδ, par exemple en appliquant le schéma itératif
(B.3), alors que la phased’améliorationtransforme la politique couranteδ en une politiqueaméliorée
δ′ (EUδ′(x) ≥ EUδ(x),∀x ∈ X ) définie par :

δ′(x) = arg max
a∈A

{

∑

x′∈X

p(x′|x, a).
[

r(x, a, x′) + γEUδ(x
′)
]}

,∀x ∈ X .

LorsqueEUδ = EUδ′ , nous avons l’assurance d’avoir trouvé une politique optimale (Howard, 1960).

Itération de la valeur

L’algorithme d’Itération de la valeur(Bellman, 1957) s’inspire également du schéma itératif (B.3)
pour calculer une politique optimale. Néanmoins, comme dans le cas de l’horizon fini, la politique
courante est mise à jour pendant le calcul itératif de la fonction de valeur optimale. Une phase de
maximisation est ainsi introduite dans le schéma itératif (B.3) :

v0(x) = 0,∀x ∈ X ,

vn(x) = max
a∈A

{

∑

x′∈X

p(x′|x, a).
[

r(x, a, x′) + γvn−1(x′)
]}

,∀x ∈ X .

La suite(vn) converge (pour peu que0 ≤ γ < 1) et lim
n→∞

vn = v∗ = EUδ∗ .

Une politique optimaleδ∗ est alors calculable à partir dev∗ :

δ∗(x) = arg max
a∈A

{

∑

x′∈X

p(x′|x, a).
[

r(x, a, x′) + γv∗(x′)
]}

,∀x ∈ X .
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B.3 Mesures d’incertitude monotones

Distribution de possibilité

Unedistribution de possibilitéπ sur un ensemble d’étatsS est une application deS dans(L,>), une
échelle ordonnée finie, équipée d’une fonction de renversementn. 1L et 0L représentent respective-
ment le plus grand et plus petit élément deL. Dans le cadre de la théorie qualitative de la décision,
une distribution de possibilité est utilisée pour modéliser la connaissance imparfaite que l’on a du
monde dans un problème de décision dans l’incertain, distinguant les états “plausibles” ou normaux,
des états peu vraisemblables ou surprenants. La fonctionπ : S → L modélise cette connaissance,
avec les conventions suivantes :π(s) = 0L signifie ques est considéré comme impossible alors que
π(s) = 1L signifie ques est un état “normal” ou totalement possible.π(s) > π(s′) signifie ques
est plus vraisemblable ques′. Il se peut que plusieurs états aient une possibilité de1L : cela signifie
que tous ces états sont également plausibles et sont plus plausibles que tous les autres. Le cas extrême
d’ignorance est celui où tous les états partagent une possibilité de 1L : tous les états sont possibles et
rien ne permet de les départager. Au contraire, si un seul état a une possibilité de1L et tous les autres
sont impossibles (possibilité0L), alors on est dans un état de connaissance parfaite. Cette description
de la connaissance en termes de distribution de possibilitéest flexible dans la mesure où tous les de-
grés de l’échelleL compris entre0L et1L sont utilisables pour modéliser le degré de possibilitéπ(s)
d’un état. La seule contrainte sur la distributionπ est qu’il existe au moins un états∗ de possibilité
1L (normalisation) : quelle que soit notre connaissance sur l’état du monde, il existe au moins un état
accepté comme “normal”.

Mesures de possibilité et de nécessité

Une distribution de possibilité peut être vue comme la contrepartie qualitative d’une distribution de
probabilité, à partir de laquelle peut être définie unemesure d’incertitudesur lesévénements(sous-
ensembles deS). Néanmoins, contrairement à la théorie des probabilités pour laquelle il n’existe
qu’une seule mesure d’incertitude attachée à une distribution de probabilitép,

P (A) =
∑

s∈A

p(s),∀A ⊆ S,

deux mesures d’incertitude différentes ont été définies dans le cadre de la théorie des possibilités
(Dubois and Prade, 1988) :
– Mesure de possibilité :

Π(A) = max
s∈A

π(s),∀A ⊆ S. (B.4)

– Mesure de nécessité :
N(A) = min

s∈A
n(π(s)),∀A ⊆ S. (B.5)

Π(A) est appelédegré de possibilitédeA et mesure à quel pointA est un événement “normal”. Pour
évaluer le degré de normalité d’un événementA, Π(A) se focalise sur le degré de possibilité de l’état
du monde “le plus plausible”, compatible avec l’événementA. Par convention,Π(∅) = 0L. Le degré
de nécessitéN(A) au contraire, se focalise sur l’état du monde le plus plausible non compatible avec
A pour évaluer à quel pointA est “certain”.A est d’autant plus certain que son complémentaireA
est peu plausible. Cette dernière remarque liant possibilité et nécessité est justifiée par la relation
suivante :

N(A) = n(Π(A)),∀A ⊆ S. (B.6)
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La mesure de nécessitéN estdualede la mesure de possibilitéΠ. Notons qu’en théorie des probabi-
lités, la mesure de probabilité estauto-duale(P (A) = 1 − P (A),∀A ⊆ S).

Les mesures d’incertitude possibilistes vérifient respectivement deux axiomes de décomposabilité
duaux, contreparties de l’axiome d’additivité de la théorie des probabilités :

Π(A ∪B) = max{Π(A),Π(B)},∀A,B ⊆ S (B.7)

N(A ∩B) = min{N(A), N(B)},∀A,B ⊆ S. (B.8)

A partir de ce constat, il est possible de définir deux relations depossibilité comparativeet nécessité
comparative(Dubois, 1986) analogues de la relation de probabilité qualitative entre les événements
de (de Finetti, 1937), à partir des axiomes suivants :

A1 ≥V est un préordre complet,
A2 S >V ∅ (non trivialité),
A3 ∀A ⊆ S, A ≥V ∅ (consistance),
A3’ ∀A ⊆ S,S ≥V A (consistance),
Pos ∀A,B,C ⊆ S, siA ≥V B alorsA ∪ C ≥V B ∪ C (décomposabilité disjonctive).
Nec ∀A,B,C ⊆ S, siA ≥V B alorsA ∩C ≥V B ∩ C (décomposabilité conjonctive).

Une relation de possibilité comparative (resp. nécessité comparative) est une relation de préférence�
sur2S vérifiant les axiomesA1, A2, A3, Pos(resp.A1, A2, A3’ , Nec). (Dubois, 1986) a montré que
contrairement au cas probabiliste, une relation de possibilité (resp. nécessité) comparative est toujours
représentable par une mesure de possibilité (resp. nécessité) lorsqueS est fini.

Mesures monotones

Les mesures de possibilité et de nécessité sont des cas particuliers demesures monotones. Une mesure
monotone est une fonctionσ : 2S → L vérifiant les axiomes suivants :

M1 σ(S) >L σ(∅) (non trivialité),
M2 σ(A) ≥L σ(B),∀B ⊆ A (monotonie).

Une relation comparative monotone� sur2S satisfait les axiomesA1, A2, ainsi que :

Mon : ∀A ⊆ B ⊆ S, B ≥V A.

Les relations comparatives monotones sont extrêmement générales. En particulier, il est facile de
constater que toute relation de possibilité, nécessité ou probabilité qualitative est une relation compa-
rative monotone (Dubois, 1986).

B.4 Axiomatisation de l’utilité qualitative monotone

Les relations de préférence entre actes construites à partir du critère d’utilité qualitative monotone
satisfont trivialement les axiomesSav 1et Sav5. Par contre, on peut aisément vérifier qu’elles ne
satisfont pas les axiomesSav 2, Sav 3etSav 4.
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On peut montrer que l’axiome suivant est vérifié :

MON Monotonie.
si x (≡ x) ety (≡ y) sont des actes constants, alors∀A ⊆ S,∀h ∈ X S , (x ≥P y) ⇒ (xAh �yAh).

L’axiome de monotonie peut sembler faible, et on peut vérifier en particulier qu’il est satisfait par
toute relation de préférence satisfaisantSav 1, Sav 5et l’un quelconque des axiomesSav 2, Sav 3et
Sav 4. Toutefois, il a d’importantes conséquences. En particulier, il permet d’assurer lamonotoniede
la relation de préférence, au sens suivant :

Définition B.4.1 (Relation de préférence monotone)Soit� une relation de préférence surX S ré-
flexive, transitive et complète et soit≥P la relation de préférence surX associée4.
� est ditemonotone, si et seulement si elle satisfait la relation suivante :

∀f, g ∈ X S , (f(x) ≥P g(x),∀x ∈ X ) ⇒ f � g.

La monotonie de la relation de préférence entre actions est une propriété souhaitable, en décision
dans l’incertain mais aussi dans le domaine du choix social,où elle est connue sous le terme derègle
d’unanimité(Moulin, 1988). Mais l’axiome de monotonie a d’autres conséquences importantes. Tout
d’abord, il est possible de construire une relation de vraisemblance≥V à partir d’une relation de
préférence entre actions�, vérifiantSav 1, MON etSav 5, par :

∀A,B ⊆ S, A ≥V B ⇔ x⊤Ax⊥ � x⊤Bx⊥. (B.9)

On peut montrer que≥V est une relation comparative monotone.

Proposition B.4.1 SoientS etX deux ensembles finis, et� une relation de préférence surX S satis-
faisant les axiomesSav 1, MON et Sav 5. Alors≥V est une relation comparative monotone. Donc,
il est possible de construire une échelle finieLV et une mesure monotoneσ : 2S → LV telles que la
relation de vraisemblance≥V sur les événements soit représentable par la mesure monotoneσ :

A ≥V B ⇔ σ(A) ≥LV
σ(B),∀A,B ⊆ S.

Revenons maintenant à l’hypothèse de commensurabilité entre incertitude et préférence dans les ap-
proches qualitatives. Nous venons de voir que si une relation de préférence sur les actes� satisfait
les axiomesSav 1, MON et Sav 5, on peut construire une échelleLV et une mesure d’incertitude
monotoneσ surS à valeurs dansLV représentant les connaissances d’un décideur, compatibles avec
�. Mais, comme nous l’avons vu dans le chapitre précédent, l’axiome Sav 1 suffit à “ranger” les
conséquences, et donc à construire une échelleLP , et une fonction d’utilité qualitativeµ : X → LP
représentant les préférences du décideur.
La question de la commensurabilité entre incertitude et préférence revient simplement à se demander
si l’on peut comparer les degrés des échellesLV etLP . Or, une nouvelle application de l’axiomeSav 1
à la relation de préférence� suffit pour répondre positivement à cette question. En effet, puisque tous
les actes sont comparables, les actes constants sont comparables aux actes binaires. Chaque élément
α ∈ LV , représentatif d’au moins un acte binaire, est donc comparable à tout élémentα′ ∈ LP
représentatif d’au moins un acte constant. Il est donc possible de construire une échelleL à partir de
l’union des échellesLV etLP d’où ont été retirés les éléments “redondants”, telle que larestriction
de� aux actes constants soit représentable par une fonction d’utilité qualitativeµ : X → L et la
restriction de� aux paris sur les événements soit représentable par une mesure monotone à valeurs
dans la même échelleσ : S → L. En d’autres termes,

4≥P est bien définie puisque� est réflexive, transitive et complète, donc satisfaitSav 1.
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Proposition B.4.2 SoientS etX deux ensembles finis, et� une relation de préférence surX S satis-
faisant les axiomesSav 1, MON etSav 5. Il est possible de construire une échelle finieL, une fonction
d’utilité qualitativeµ : X → L représentant la restriction de� aux actes constants et une mesure
d’incertitude monotoneσ : 2S → L représentant la restriction de� aux paris sur les événements.

Mais les axiomesSav 1, MON etSav 5ne suffisent pas à axiomatiser le critère de l’utilité qualitative
monotone, même s’ils permettent d’en construire les ingrédientsL, σ etµ. Nous avons suggéré [45]
l’ajout des deux axiomes supplémentaires suivants :

DCR Dominance Conjonctive Restreinte.
Soientf etg deux actes quelconques, ety≡ y un acte constant :

(g ≻ f ety ≻ f) ⇒ (g ∧ y ≻ f), où

(g ∧ y)(s) =

{

y si g(s) >P y
g(s) sinon.

DDR Dominance Disjonctive Restreinte.
Soientf etg deux actes quelconques, ety≡ y un acte constant :

(f ≻ g etf ≻ y) ⇒ (f ≻ g ∨ y), où

(g ∨ y)(s) =

{

y si y >P g(s)
g(s) sinon.

A partir de ces cinq axiomes, nous avons démontré un théorèmede représentation de l’utilité qualita-
tive monotone [45] :

Théorème B.4.1 (Axiomatisation de l’utilité qualitative monotone)
Si� est une relation de préférence sur les actes satisfaisantSav 1, MON , Sav 5, DCR etDDR alors
on peut construire une échelle finieL, une fonction d’utilité qualitativeµ : X → L et une mesure
d’incertitude monotoneσ : 2S → L, telles que

∀f, g ∈ X S ,
(

f � g
)

⇔
(

USUG,σ,µ(f) ≥L USUG,σ,µ(g)
)

.

DCR et DDR autorisent une décomposition partielle de la fonction d’utilité qualitative monotone de
certains actes mixtes :
– USUG,σ,µ(f∧ y) = min{USUG,σ,µ(f), USUG,σ,µ( y)},
– USUG,σ,µ(f∨ y) = max{USUG,σ,µ(f), USUG,σ,µ( y)},
si y est un acte constant (etUSUG,σ,µ( y) = y).

B.5 Axiomatisation des utilités qualitatives possibilistes

Les deux axiomesDDR et DCR imposent une forme dedécomposabilité restreintedu critère de
décision représentant les préférences d’un décideur, comme nous venons de le remarquer. Les mesures
de possibilité et de nécessité présentent elles aussi une forme de décomposabilité, puisque nous savons
que :

∀A,B ⊆ S,Π(A ∪B) = max{Π(A),Π(B)},

∀A,B ⊆ S, N(A ∩B) = min{N(A), N(B)}.
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Il est facile de vérifier que si�OPT,π,µ est une relation de préférence basée sur l’utilité qualitative
possibilisteUOPT,π,µ, elle vérifie la propriété suivante :
Si g eth sont des paris sur des événements etf est un acte quelconque,

(

(f ≻ g) et (f ≻ h)
)

⇒ (f ≻ g ∨ h).

En fait, nous avons démontré [3] que cette relation est vérifiée pour des actes quelconques,pas seule-
ment pour des paris. Ceci nous a conduit à proposer l’axiome suivant, qui renforce l’axiomeDDR :

DD Dominance Disjonctive.
Soientf , g eth, trois actes quelconques :

(f ≻ g etf ≻ h) ⇒ (f ≻ g ∨ h), où

(f ∨ g)(s) =

{

f(s) si f(s) >P g(s)
g(s) sinon.

Nous avons montré queSav 1, MON , Sav 5, DCR etDD permettent d’axiomatiser l’utilité qualitative
possibiliste optimiste :

Théorème B.5.1 (Axiomatisation de l’utilité qualitative possibiliste optimiste)
Soit�, une relation de préférence surX S satisfaisantSav 1, MON , Sav 5, DCR et DD. Alors, il
existe une échelle finieL, une fonction d’utilité qualitativeµ : X → L et une distribution de possibilité
π : S → L, telles que� soit représentable par une fonction d’utilité qualitativepossibiliste optimiste,
UOPT,π,µ :

∀f, g ∈ X S , (f � g) ⇔
(

UOPT,π,µ(f) ≥ UOPT,π,µ(g)
)

.

De la même manière, nous pouvons définir une justification axiomatique du critère pessimiste à partir
de l’axiome suivant, “dual” deDD :

DC Dominance Conjonctive.
Soientf , g eth, trois actes quelconques :

(g ≻ f eth ≻ f) ⇒ (g ∧ h ≻ f), où

(g ∧ h)(s) =

{

g(s) si h(s) >P g(s)
h(s) sinon.

Et comme pour le critère optimiste, nous avons montré que :

Théorème B.5.2 (Axiomatisation de l’utilité qualitative possibiliste pessimiste)
Soit �, une relation de préférence surX S satisfaisantSav 1, MON , Sav 5, DDR et DC. Alors,
il existe une échelle finieL, une fonction d’utilité qualitativeµ : X → L et une distribution de
possibilitéπ : S → L, telles que� soit représentable par une fonction d’utilité qualitativepossibiliste
pessimiste,UPES,π,µ :

∀f, g ∈ X S , (f � g) ⇔
(

UPES,π,µ(f) ≥ UPES,π,µ(g)
)

.
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B.6 Raffinements discri-monotones

Nous avons étudié tout d’abord des raffinementsdiscri-monotonesdes utilités qualitatives monotones
et possibilistes [17], [46]. Le principe de la chose certaine implique que les états pour lesquels deux
actes donnent des conséquences identiques ne doivent pas jouer de rôle dans la comparaison de ces
actes. Une manière simple de restaurer ce principe est donc de modifier la relation de préférence
�SUG,σ,µ de manière à ne comparer des actes que sur les états dans lesquels leurs conséquences
diffèrent. Cela conduit à définir une relation de préférencediscri-monotonesur les actes :

Définition B.6.1 (Relation de préférence discri-monotone)
Nous notons abusivementα une conséquence arbitrairement fixée, dont le degré d’utilitéµ estα ∈ L.
Nous définissons�∆α

SUG,σ,µ, par :

f �∆α
SUG,σ,µ g ⇔ USUG,σ,µ(f∆α) ≥ USUG,σ,µ(g∆α)

où∆ = ∆(f, g) = {s ∈ S, f(s) 6= g(s)} etf∆α(s) = f(s) si s ∈ ∆ et f∆α(s) = α si s ∈ ∆.

Le paramètreα de la relation de préférence discri-monotone permet de définir toute une gamme de
critères. Néanmoins, ils sont tous exprimables en fonctionde deux critères particuliers :

Proposition B.6.1 ∀f ∈ X S ,∀α ∈ L et∀∆ ⊆ S,

USUG,σ,µ(f∆α) = max
{

min(α,USUG,σ,µ(f∆x⊤)), USUG,σ,µ(f∆x⊥)
}

.

Puisque pour tout sous-ensembleA ⊆ S, ∆(fAh, gAh) ⊆ A, il est facile de montrer que :

Proposition B.6.2 �∆α
SUG,σ,µ satisfait le principe de la chose certaine.

Malheureusement, si�∆α
SUG,σ,µ satisfait le principe de la chose certaine, nous avons montré [46] qu’il

violait deux propriétés hautement souhaitables pour une relation de préférence entre actions :

1. �∆α
SUG,σ,µ n’est pas forcément transitif et même sa partie stricte≻∆α

SUG,σ,µ peut ne pas être
transitive.

2. �∆α
SUG,σ,µ n’est pas forcément un raffinement de�SUG,σ,µ.

Cette méthode de restauration du principe de la chose certaine ne semble pas très intéressante dans le
cas de l’utilité qualitative monotone en général, mais sa restriction aux utilités possibilistes l’est plus.
Dans [46], nous avons étudié la sous-classe des critères de décisiondiscri-possibilistes, �∆α

OPT,π,µ

et �∆α
PES,π,µ. Là encore, les propriétés citées ci-dessus ne sont pas forcément valables pour toutα.

Néanmoins, nous avons montré qu’elles le sont dans certainscas. Nous avons défini de la manière
suivante les critèresdiscri-optimisteetdiscri-pessimiste:

Définition B.6.2 (Critère discri-optimiste)

f �∆
OPT,π,µ g ⇔ f∆x⊥ �OPT,π,µ g∆x⊥.

Définition B.6.3 (Critère discri-pessimiste)

f �∆
PES,π,µ g ⇔ f∆x⊤ �PES,π,µ g∆x

⊤.
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Nous avons montré que ces critères étaient des raffinements non biaisés des utilités possibilistes.

Proposition B.6.3 (Raffinements non biaisés)

∀f, g ∈ LOPT , f �OPT,π,µ g ⇔ f �∆
OPT,π,µ g.

∀f, g ∈ LPES, f �PES,π,µ g ⇔ f �∆
PES,π,µ g.

Ces deux critères semblent donc posséder toutes les propriétés requises pour être des raffinements
des utilités possibilistes satisfaisant le principe de la chose certaine. Il leur manque néanmoins une
propriété souhaitable :la transitivité de la relation d’indifférence entre actions. Il est possible de
trouver trois actesf, g eth tels que :

f ∼∆
OPT,π,µ g etg ∼∆

OPT,π,µ h etf ≻∆
OPT,π,µ h.

Exemple B.6.1 SoientS = {s1, s2, s3} etL = {0, 1, 2, 3, 4, 5}. Soientf, g eth, trois actes dont les
utilités des conséquences dans les étatss1, s2 et s3 sont listées dans la table suivante, de même que
les degrés de possibilité des1, s2 ets3 :

s1 s2 s3
µ(f(s)) 5 4 3
µ(g(s)) 5 2 4
µ(h(s)) 5 4 2
π 5 4 4

On vérifie tout d’abord que∆(f, g) = ∆(g, h) = {s2, s3} et∆(f, h) = {s3}, puis quef ∼∆
OPT,π,µ g,

g ∼∆
OPT,π,µ h etf ≻∆

OPT,π,µ h.

La perte de transitivité de la relation d’indifférence est moins ennuyeuse que la perte de transitivité
de la relation de préférence stricte, mais elle empêche toute représentation des relations de préférence
�∆
OPT,π,µ et�∆

PES,π,µ par des fonctions d’utilité à valeurs dans une échelle complètement ordonnée.
C’est pourquoi, nous avons décidé d’explorer une autre piste pour le raffinement des utilités pos-
sibilistes. Nous avons cherché explicitement une représentation numériqued’un critère raffinant les
utilités possibilistes satisfaisant le principe de la chose certaine. Plus précisément, nous avons opté
pour la recherche d’un raffinement non biaisé basé sur le critère del’utilité espérée.

B.7 Raffinements des utilités qualitatives possibilistes basés sur l’utilité
espérée

Afin de proposer des raffinements non biaisés des critères de décision possibilistes basés sur l’utilité
espérée, nous avons défini la notion detransformation probabiliste d’une échelleL ([18], [19], [4]) :

Définition B.7.1 (Transformation probabiliste d’une échelle ordinale)
Soit< S,X ,A,�·,π,µ> un modèle de décision possibiliste (optimiste ou pessimiste) et soitL, l’échelle
des degrés d’incertitude et de préférence associée. Une transformation probabiliste de l’échelleL par
rapport à la distribution de possibilitéπ est une fonction strictement croissanteχ : L → [0, 1] telle
queχ(0L) = 0 et telle que :

∑

s∈S

χ
(

π(s)
)

= 1.
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A partir deχ et d’un modèle de décision possibiliste optimiste(S,X ,A,�OPT,π,µ), il est possible de
définir un modèle de décision de type utilité espérée, transformé du précédent :

Définition B.7.2 (Transformation probabiliste d’un modèlepossibiliste optimiste)
Soit (S,X ,A,�OPT,π,µ) un modèle de décision qualitative possibiliste optimiste et χ une transfor-
mation probabiliste de l’échelleL associée.
(S,X ,A,�EU,χ◦π,χ◦µ) est un modèle de décision de type utilité espéréetransformédu modèle pos-
sibiliste optimiste parχ.

La raison pour laquelle ce type de transformation probabiliste est intéressante est qu’il est possible
d’exhiber une condition suffisante sur la fonctionχ pour que la relation de préférence de type utilité
espérée obtenueraffine la relation de préférence possibiliste optimiste [4] :

H : ∀α,α′ ∈ L tels queα > α′ : χ(α)2 > |S| · χ(1L) · χ(α′).

Si χ respecteH, la distribution de probabilitép = χ ◦ π obtenue par transformation deπ est une
probabilité à grandes marches(Dubois and Fargier, 2004). Elle vérifie donc :

∀s ∈ S, p(s) >
∑

s′,p(s)>p(s′)

p(s′).

Notons que la conditionH ne porte que sur l’échelleL et sur la taille de l’espace d’états et pas surπ
ouµ. Nous avons ensuite montré le résultat suivant :

Théorème B.7.1 (Raffinement du critère optimiste par transformation probabiliste)
Soit(S,X ,A,�OPT,π,µ) un modèle de décision qualitative possibiliste optimiste et soitχ une trans-
formation probabiliste deL à partir deπ satisfaisantH. Alors,�EU,χ◦π,χ◦µ raffine�OPT,π,µ.

Nous avons montré qu’un résultat du même type (mais un peu plus complexe à exprimer) pouvait être
obtenu dans le cas du critère pessimiste :

Théorème B.7.2 (Raffinement du critère pessimiste par transformation probabiliste)
Soit (S,X ,A,�PES,π,µ) un modèle de décision qualitative possibiliste pessimisteet soit χ une
transformation probabiliste deL à partir de π satisfaisantH. Soientp(s) = χ ◦ π(s) et u(x) =
χ ◦ µ(x⊤) − χ ◦ µ(x), pour touts ∈ S, x ∈ X . Alors,�EU,p,u raffine�PES,π,n◦µ.

Le raffinement du critère pessimiste nécessite deux transformations des degrés de possibilité et d’uti-
lité différentes. La forme obtenue résulte de l’égalité desdeux relations de préférence possibilistes
suivantes :

Proposition B.7.1 Soit(S,X ,A,�OPT,π,µ) un modèle de décision qualitative possibiliste optimiste,
et soit�PES,π,µ′ une relation de préférence entre actions construite à partir deπ etµ′ = n◦µ. Alors,

�OPT,π,µ≡�PES,π,µ′ .

Exemple B.7.1 Reprenons l’exemple (3.3.1), et notonsχ∗ la transformation probabiliste définie par
χ∗(αi) = v

N2i+1 où v = 1/(
∑

αi∈L
ni

N2i+1 ) et N = |S|. Dans l’exemple (3.3.1),N = 2 et L =

{0, 1, 2, 3, 4, 5}. Nous avons déjà montré que les deux actes suivants n’étaient pas discriminés par le
critère optimiste :
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s1 s2
µ(f) 3 4
µ(g) 3 1
π 5 2

χ∗(L) est la suite v
N32 ,

v
N16 ,

v
N8 ,

v
N4 ,

v
N2 , 0 où v = 1

( 1
N2 + 1

N16 )
. Donc :

EU(f) = χ∗(5) · χ∗(3) + χ∗(4) · χ∗(2) = v2

N10 + v2

N20 ,

EU(g) = χ∗(5) · χ∗(3) + χ∗(2) · χ∗(1) = v2

N10 + v2

N48 .
D’où, f ≻EU,χ∗◦π,χ∗◦µ g.

La question suivante se pose naturellement :peut-on trouver plusieurs raffinements non biaisés diffé-
rents ?Nous avons montré que non, en tous cas pour des raffinements satisfaisant la condition suffi-
santeH [4] :

Théorème B.7.3 (Équivalence des raffinements)
Soit (S,X ,A,�·,π,µ) un modèle possibiliste (optimiste ou pessimiste). Toutes les relations de préfé-
rence de type utilité espérée définies à partir deχ satisfaisantH, comme dans le théorème (B.7.1) ou
comme dans le théorème (B.7.2) respectivement, sont équivalentes.

B.8 Raffinement et ordre lexicographique

Ainsi, nous avons montré que tous les raffinements d’une relation de préférence possibiliste optimiste
ou pessimiste, basés sur une transformation probabiliste satisfaisantH (que nous appellerons trans-
formation robusteà partir de maintenant), sont équivalents. Mais nous sommesallés plus loin, en
montrant que ces relations de préférence de type utilité espérée pouvaient être modélisées par une
simple comparaison des éléments de matrices représentatives des actes.
A cette fin, nous avons défini la représentation matricielle d’un acte dans le cadre de la théorie possi-
biliste de la décision :

Définition B.8.1 (Représentation matricielle d’un acte)Soient(S,X ,A,�·,π,µ) un cadre de déci-
sion possibiliste (optimiste ou pessimiste) et un actef ∈ A.
La représentation matricielle def est la matrice suivante :

F =







π1 µ1
...

πN µN







oùN = |S|, πi = π(si) etµi = µ(f(si)).

On peut voir les relations de préférence possibilistes optimistes et pessimistes comme des relations
de préférence sur des matricesN × 2 d’éléments deL. Plus précisément, dans le cas optimiste, les
matrices représentatives des actes sont comparées suivantla relation de préférenceMaxmin:

Définition B.8.2 (Relation de préférence Maxmin)SoientF etG deux matricesN×M d’éléments
deL.

F �Maxmin G⇔ max
i=1,N

min
j=1,M

F (i, j) ≥ max
i=1,N

min
j=1,M

G(i, j).
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Le résultat suivant, reliant les relations de préférences�OPT,π,µ et�Maxmin, est évident [4] :

Proposition B.8.1 (Utilité optimiste et relation de préférence Maxmin)

∀f, g ∈ X S , f �OPT,π,µ g ⇔ F �Maxmin G.

Il s’agit maintenant de trouver un raffinement de la relation�Maxmin. Dans un cadre monodimen-
sionnel (M = 1), cela revient à trouver un raffinement de la relationmax, pour lequel l’ordre lexico-
graphiquelmax suivant est un candidat naturel (Moulin, 1988), de même que l’ordre lexicographique
lmin peut raffiner une relation basée sur l’opérateurmin.

Définition B.8.3 (Relations de préférence Leximax, Leximin) Soient deux vecteurs~u,~v ∈ LN .
~u �lmax ~v ⇔ (∀j, u(j) = v(j)) ou (∃i,∀j < i, u(j) = v(j) etu(i) > v(i))
~u �lmin ~v ⇔ (∀j, u(j) = v(j)) ou (∃i,∀j > i, u(j) = v(j) etu(i) > v(i)).

Où, pour tout vecteur~w ∈ LN , w(k) est le k-ièmeplus grandélément de~w (i.e.w(1) ≥ . . . ≥ w(N)).

En pratique, les comparaisonsleximin et leximax consistent à ordonner deux vecteurs par ordre
croissant ou décroissant, puis à les comparer suivant l’ordre lexicographique.

Exemple B.8.1 Soient~u = (3, 2, 4) et~v = (2, 2, 4).
~u ≻lmax ~v puisqueu(1) = v(1) = 4 etu(2) = 3 > v(2) = 2.
~u ≻lmin ~v puisqueu(3) = v(3) = 2 etu(2) = 3 > v(2) = 2.

Il est évident que�lmax raffine�max et �lmin raffine�min. De plus, ces deux relations sont très
“décisives” : deux vecteurs ne sont équivalents que s’ils sont une permutation l’un de l’autre. Nous
avons étendu les relations d’ordre lexicographique aux matrices, afin de pouvoir comparer les repré-
sentations matricielles de deux actes. A cette fin, il suffit de constater que les ordreslmax et lmin
comparent des vecteurs d’éléments quelconques, appartenant à un ensemble totalement ordonné. Ces
éléments peuvent eux-mêmes être des vecteurs d’éléments deL :

Définition B.8.4 (leximax(�), leximin(�))
Soit� un préordre complet surLM , � sa partie stricte et∼= sa partie symétrique.
SoientF,G, deux matrices d’éléments deL, de tailleN ×M .
– F �lmax(�) G⇔ (∀j, F(�,j)

∼= G(�,j)) ou (∃i t.q.∀j < i, F(�,j)
∼= G(�,j) etF(�,i) �G(�,i)).

– F �lmin(�) G⇔ (∀j, F(�,j)
∼= G(�,j)) ou (∃i t.q.∀j > i, F(�,j)

∼= G(�,j) etF(�,i) �G(�,i)).

Où, pour toute matriceH d’éléments deL, H(�,i) est la ièmeplus “grande” ligne deH, suivant
l’ordre �.

La relation d’ordre lexicographique sur les matrices peut être appliquée au cas où� =�lmin ou
� =�lmax. En particulier, on peut définir l’ordre�lmax(�lmin), et montrer qu’il vérifie les propriétés
suivantes :

Proposition B.8.2 (Relation de préférence Leximaxmin sur les matrices)
i) �lmax(�lmin) est un préordre complet ;
ii) �lmax(�lmin) raffine�maxmin ;
iii) Si N = 1, alors�lmax(�lmin)≡�lmin ;
iv) SiM = 1, alors�lmax(�lmin)≡�lmax.
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À partir de cette relation�lmax(�lmin) sur les matrices, on peut définir une relation sur les actes, notée
identiquement, par :

Définition B.8.5 (Relation de préférence Leximaxmin sur lesactes)
Soientf etg deux actes,

f �lmax(�lmin) g ⇔ F �lmax(�lmin) G,

oùF etG sont les représentations matricielles def etg.

Exemple B.8.2 Les matrices représentatives des actesf etg de l’exemple (3.3.1) sont :

F =

(

5 3
2 4

)

etG =

(

5 3
2 1

)

.

Donc, puisque(5, 3) ∼=lmin (5, 3) et (4, 2) ≻lmin (2, 1), nous trouvons quef ≻lmax(�lmin) g.

Il est alors possible de montrer que�lmax(�lmin) raffine�OPT,π,µ :

Proposition B.8.3 (Raffinement Leximaxmin de l’utilité optimiste)

�lmax(�lmin) raffine �OPT,π,µ surA.

La relation de préférence�lmax(�lmin) qui raffine�OPT,π,µ n’implique que des “comparaisons” de
degrés de possibilité et d’utilité. Il s’agit donc encore d’une relation de préférence qualitative. Néan-
moins, nous avons montré que ces raffinements lexicographiques sont équivalents aux raffinements
par utilité espérée, définis précédemment. Paradoxalement, les raffinements non biaisés et basés sur
l’utilité espérée du critère de décision possibiliste optimiste restent donc qualitatifs !

Théorème B.8.1 (Raffinement basé sur l’utilité espérée et relation de préference Leximaxmin)
Soit (S,X ,A,�OPT,π,µ), un modèle d’utilité qualitative optimiste et soitχ une transformation pro-
babiliste de l’échelleL satisfaisantH. Nous avons :

�EU,χ◦π,χ◦µ≡�lmax(�lmin) .

Dans [4] nous avons démontré un résultat similaire dans le cas pessimiste. Un raffinement basé sur
l’Utilité Espérée de la relation de préférence possibiliste pessimiste peut s’exprimer comme une re-
lation de préférence de typeleximinmaxsur des matrices. Néanmoins les matrices en question sont
légèrement différentes de celles utilisées dans le cas optimiste. Les éléments{π(s)}s∈S sont rempla-
cés par{n(π(s))}s∈S .

B.9 Algorithmes de programmation dynamique possibiliste

Algorithme de recherche arrière

Les contreparties possibilistes (optimiste et pessimiste) des équations de Bellman (équations (B.2))
sont :
– Dans le cas optimiste :

UTOPT,δ(xT ) = µT (xT ) et pour toutt = T − 1, . . . , 0 : (B.10)

U tOPT,δ(xt) = max
xt+1∈X

min
{

πt(xt+1|xt, δt(xt)), µt(xt, δt(xt), xt+1), U
t+1
OPT,δ(xt+1)

}
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– Dans le cas pessimiste :

UTPES,δ(xT ) = µT (xT ) et pour toutt = T − 1, . . . , 0 : (B.11)

U tPES,δ(xt) = min
xt+1∈X

max
{

n(πt(xt+1|xt, δt(xt))),min{µt(xt, δt(xt), xt+1), U
t+1
PES,δ(xt+1)}

}

Alors, tout comme dans le cas stochastique (équations (B.3)), une politique optimale peut être calculée
récursivement, comme suit :
– Dans le cas optimiste :

δ∗t (xt) = arg max
at∈A

{

max
xt+1∈X

min
{

πt(xt+1|xt, at), µt(xt, at, xt+1), U
t+1
OPT,δ∗(xt+1)

}}

U tOPT,δ∗(xt) = max
at∈A

{

max
xt+1∈X

min
{

πt(xt+1|xt, at), µt(xt, at, xt+1), U
t+1
OPT,δ∗(xt+1)

}}

∀t = T − 1, . . . , 1,∀xt ∈ X (B.12)

– Dans le cas pessimiste :

δ∗t (xt) = arg max
at∈A

{

min
xt+1∈X

max
{

n(πt(xt+1|xt, at)),min{µt(xt, at, xt+1), U
t+1
PES,δ∗(xt+1)}

}}

U tPES,δ∗(xt) = max
at∈A

{

min
xt+1∈X

max
{

n(πt(xt+1|xt, at)),min{µt(xt, at, xt+1), U
t+1
PES,δ∗(xt+1)}

}}

∀t = T − 1, . . . , 1,∀xt ∈ X (B.13)

Ces équations sont constructives, car les expressions deU t+1
OPT,δ∗ etU t+1

PES,δ∗ ne font intervenir que les
politiques{δ∗t+1, . . . , δ

∗
T−1} déjà calculées.

Itération de la politique possibiliste

Tout d’abord, on peut montrer que pour toute politique stationnaireδ, les fonctions d’utilité possi-
bilistesUOPT,δ et UPES,δ sont respectivement des points fixes des systèmes d’équations suivants,
contreparties qualitatives des systèmes définis dans le casstochastique :

U(x) = max
x′∈X

min
{

π(x′|x, δ(x)), µ(x, δ(x), x′), U(x′)
}

,∀x ∈ X , (B.14)

U(x) = min
x′∈X

max
{

n(π(x′|x, δ(x))),min{µ(x, δ(x), x′), U(x′)}
}

,∀x ∈ X , (B.15)

où les inconnues sont{U(x), x ∈ X}.

Contrairement au cas stochastique, les systèmes d’équations (B.14) et (B.15) n’admettent pas de so-
lution unique, à cause de la propriété d’idempotence des opérateursmin et max. Néanmoins, les
fonctions d’utilité de la Définition 4.2.2 sont lesplus grandspoints fixes de ces systèmes.

Proposition B.9.1 (Solutions des équations de point fixe possibilistes)

– Cas optimiste :UOPT,δ est un point fixe de (B.14) et∀U∗, point fixe de (B.14),
∀x ∈ X , U∗(x) ≤ UOPT,δ(x).

– Cas pessimiste :UPES,δ est un point fixe de (B.15) et∀U∗, point fixe de (B.15),
∀x ∈ X , U∗(x) ≤ UPES,δ(x).
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Nous avons montré que les fonctions d’utilitéUOPT,δ et UPES,δ pouvaient être calculées par les
schémas itératifs suivants :
– Cas optimiste :

U0
OPT,δ(x) = 1L,∀x ∈ X (B.16)

U t+1
OPT,δ(x) = max

x′∈X
min

{

π(x′|x, δ(x)), µ(x, δ(x), x′), U tOPT,δ(x
′)
}

,∀x ∈ X .

– Cas pessimiste :

U0
PES,δ(x) = 1L,∀x ∈ X (B.17)

U t+1
PES,δ(x) = min

x′∈X
max

{

n(π(x′|x, δ(x))),min{µ(x, δ(x), x′), U tPES,δ(x
′)}

}

,∀x ∈ X .

On peut montrer que ces deux schémas itératifs convergent enun nombre borné d’itérations et que
l’initialisation des fonctionsU0

OPT,δ et U0
PES,δ à la valeur1L en toutx permet de garantir que la

fonction retournée est bien leplus grandpoint fixe des systèmes d’équations (B.14) et (B.15) :

Proposition B.9.2 (Calcul itératif de l’utilité possibili ste d’une politique) Soit(X ,A, π, µ) un mo-
dèle de PDM possibiliste etδ une politique stationnaire.UOPT,δ etUPES,δ peuvent être calculées par
les schémas itératifs (B.16) et (B.17) :

UOPT,δ = lim
t→∞

U tOPT,δ,

UPES,δ = lim
t→∞

U tPES,δ.

De plus, la convergence est obtenue après au plusT = |X | × |L| itérations.

L’algorithme d’itération de la politique possibilistealterne, comme dans le cas stochastique, des
phasesd’évaluation de la politique courante par le schéma itératif que nous venons de décrire et
des phasesd’améliorationde la politique courante :
– Cas optimiste :

δ′(x) = arg max
a∈A

{

max
x′∈X

min
{

π(x′|x, δ(x)), µ(x, δ(x), x′), UOPT,δ(x
′)
}}

,∀x ∈ X . (B.18)

– Cas pessimiste :

δ′(x) = arg max
a∈A

{

min
x′∈X

max
{

n(π(x′|x, δ(x))),min{µ(x, δ(x), x′), UPES,δ(x
′)}

}}

,∀x ∈ X .

(B.19)
Il est possible de montrer que :
– UOPT,δ′(x) ≥ UOPT,δ(x) et
– UPES,δ′(x) ≥ UPES,δ(x),∀x ∈ X ,

et que le nombre d’itérations de l’algorithme d’itération de la politique possibiliste est borné à la
fois dans les cas optimiste et pessimiste. Les deux politiques limites obtenues,δ∗OPT et δ∗PES sont
optimales vis-à-vis des deux critères, respectivement.



B.10. DÉCISION ET LOGIQUE POSSIBILISTE 115

Itération de la valeur possibiliste

Un schéma itératif de typeitération de la valeur possibilistea également été mis au point pour le
calcul des politiques optimalesδ∗OPT et δ∗PES. Comme dans le cas stochastique, les itérations portent
sur une fonction de valeur courante :
– Cas optimiste :

U0
OPT (x) = max

a∈A
max
x′∈X

min
{

π(x′|x, a), µ(x, a, x′)
}

,∀x ∈ X , (B.20)

U t+1
OPT (x) = max

a∈A
max
x′∈X

min
{

π(x′|x, a), µ(x, a, x′), U tOPT (x′)
}

,∀x ∈ X ,∀t ≥ 1.

– Cas pessimiste :

U0
PES(x) = max

a∈A
min
x′∈X

max
{

n(π(x′|x, a)), µ(x, a, x′)
}

,∀x ∈ X , (B.21)

U t+1
PES(x) = max

a∈A
min
x′∈X

max
{

n(π(x′|x, a)),min{µ(x, a, x′), U tPES(x′)}
}

,∀x ∈ X ,∀t ≥ 1.

Au bout d’un nombre fini d’itérations, ces deux schémas convergent vers deux fonctionsU∗
OPT et

U∗
PES. Une politique possibiliste optimale peut alors être calculée à partir deU∗

OPT etU∗
PES :

– Cas optimiste :

δ∗OPT (x) = arg max
a∈A

max
x′∈X

min
{

π(x′|x, a), µ(x, a, x′), U∗
OPT (x′)

}

,∀x ∈ X . (B.22)

– Cas pessimiste :

δ∗PES(x) = arg max
a∈A

min
x′∈X

max
{

n(π(x′|x, a)),min{µ(x, a, x′), U∗
PES(x′)}

}

,∀x ∈ X . (B.23)

B.10 Décision et logique possibiliste

Syntaxe de la décision en logique possibiliste

A partir de ce modèle logique élémentaire(X ,D,Y,K, P ), il est possible d’exprimer des problèmes
simples de décision dans l’incertain, pour un décideur ayant soit une attitude optimiste, soit une atti-
tude pessimiste.
D’un point de vueoptimiste, un décideur recherche une décision qui, étant données ses connaissances
exprimées par la baseK = {ϕi}, estcompatibleavec la satisfaction de ses préférences, exprimées
par la baseP = {ψj}. Formellement, on recherche une instanciationd des variables de décision, telle
que :

(

∧ ϕi
)

∧ d ∧
(

∧ ψj
)

soit cohérent. (B.24)

D’un point de vuepessimiste, par contre, un décideur va rechercher une décisiond qui, étant données
ses connaissances, va lui permettre la satisfactionà coup sûrde toutes ses préférences. Cela se traduit
par l’implication suivante :

(

∧ ϕi
)

∧ d ⊢
(

∧ ψj
)

. (B.25)

Exemple B.10.1Dans l’exemple (4.3.2), on constate que(∧ϕi) ∧ d ∧ (∧ψj) est cohérente pourd =
IDO, car satisfaite par l’interprétationω = IDO ∧ F ∧ O ∧ ¬G. La décisiond = IDO est donc
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satisfaisante, d’un point de vue optimiste. Mais la décision d = ¬IDO est également satisfaisante,
car l’interprétationω′ = ¬IDO ∧ ¬F ∧O ∧ ¬G satisfait(∧ϕi) ∧ d ∧ (∧ψj).
Par contre, dans le cas pessimiste, aucune de ces deux décisions n’est satisfaisante, car on peut trouver
dans les deux cas une instanciation des variables deX ∪ Y satisfaisant(∧ϕi) ∧ d ∧ ¬(∧ψj) :
ω = IDO ∧ ¬F ∧ ¬O ∧ ¬G etω′ = ¬IDO ∧ F ∧O ∧G.

Cette forme de raisonnement logique peut s’étendre dans le formalisme de la logique possibiliste
(Lang, 1991), permettant ainsi d’exprimer des connaissances et préférences graduelles. Dans ce cadre,
K etP sont deux bases logiquesstratifiées. K = {(ϕi, αi)} est un ensemble de formules valuées, où
αi ∈ L exprime ledegré de certitudede la formuleϕi. P = {(ψj , βj)} est également un ensemble de
clauses valuées, oùβj ∈ L représente undegré de prioritéde la préférence exprimée parψj .
A partir de ce nouvel ensemble(X ,D,Y,K, P ) dans lequel les basesK et P sont stratifiées, on
peut définir l’utilitésyntaxiqued’une décisiond en étendant naturellement, dans les cas optimiste et
pessimiste, les formules (B.24) et (B.25) :

Définition B.10.1 (Utilité syntaxique d’une décision)Etant donné un modèle de décision logique
stratifié(X ,D,Y,K, P ) et une décisiond surD, on définit :
– Utilité syntaxique optimiste ded :

UOPT,K,P (d) = max
α∈L

{

ϕn(α) ∧ d ∧ ψn(α) cohérent
}

.

– Utilité syntaxique pessimiste ded :

UPES,K,P (d) = max
α∈L

{

ϕᾱ ∧ d ⊢ ψn(α)

}

.

Où, par définition,ϕγ =
(

∧

αi>γ
ϕαi

)

, ϕγ̄ =
(

∧

αi≥γ
ϕαi

)

etψγ =
(

∧

βi>γ
ψβj

)

.

L’interprétation de ces utilités est la suivante :
– Dans le cas optimiste, une décision est entièrement satisfaisante (UOPT,K,P (d) = 1L) si et seule-

ment si elle est cohérente avec l’ensemble des connaissances (ϕ0L
= ϕ) et des préférences (ψ0L

=
ψ). Le degré de satisfaction décroît au fur et à mesure que des connaissances (ϕi, αi) de fort de-
gré de certitude ou des préférences (ψj , βj ) de haut degré de priorité doivent être retirées afin de
restaurer la cohérence. Dans le pire des cas,ϕ1L

∧ d ∧ ψ1L
est incohérent, ce qui implique que

UOPT,K,P (d) = 0L.
– Dans le cas pessimiste, idéalement les connaissances les plus certaines (ϕ1L

) suffisent à assurer,
avec la décisiond, la satisfaction de tous les buts (ψ0L

), soit :

UPES,K,P (d) = 1L ⇔ ϕ1L
∧ d ⊢ ψ0L

.

Le degré de satisfaction décroît au fur et à mesure qu’il devient nécessaire de considérer de nou-
velles connaissances (moins certaines) pour prouver moinsde buts. Dans le pire des cas, l’ensemble
des connaissances (ϕ0L

) ne suffit pas à prouver, avec la décisiond, même les buts les plus priori-
taires (ψ1L

) :

UPES,K,P (d) = 0L ⇔ ϕ0L
∧ d 6⊢ ψ1L

.
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Sémantique de la décision en logique possibiliste

Nous avons montré [1] que la sémantique correspondant à l’approche syntaxique était celle des utilités
qualitatives possibilistes. En effet, soientπK,d etµP les distributions de possibilité et fonction d’utilité
qualitatives construites respectivement à partir des formules de la logique possibiliste{(ϕi, αi)} ∪
{(d, 1L)} et{(ψj , βj)} suivant la méthode classique (Dubois et al., 1994) :

∀d ∈ D,∀(x, y) ∈ X × Y, πK,d(x, y) = min
{(ϕi,αi),(x,y,d)|=¬ϕi}

n(αi),

∀y ∈ Y, µP (y) = min
{(ψj ,βj),y|=¬ψj}

n(βj).

Nous avons montré [1] le résultat suivant :

Théorème B.10.1 (Utilité sémantique d’une décisiond) Les définitions syntaxiques et sémantiques
de l’utilité qualitative optimiste (resp. pessimiste) sont équivalentes. Soit(X ,D,Y,K, P ) un modèle
de décision logique possibiliste etd une décision quelconque :

UOPT,K,P (d) = UOPT,πK,d,µP
(d) = max

(x,y)∈X×Y
min{πK,d(x, y), µP (y)}.

UPES,K,P(d) = UPES,πK,d,µP
(d) = min

(x,y)∈X×Y
max{n(πK,d(x, y)), µP (y)}.
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Annexe C

Extensions du cadre des processus
décisionnels de Markov

C.1 Programmation linéaire approchée

Une méthode de programmation linéaire approchée spécifiqueaux PDMG

Nous avons choisi une approche un peu différente de celle de (de Farias and Van Roy, 2003), mais qui
présente l’avantage de fournir facilement une borne supérieure de la perte d’optimalité au pire cas de
la politique approchée.
Dans notre approche,w∗ est solution du problème de minimisation suivant :

min φ

t.q.

{

φ ≥ ||vw − B(vw)||∞,
w = (w1, . . . , wk) libre, φ libre,

(C.1)

oùB estl’opérateur de Bellman, transformant une fonction de valeurv quelconque, défini par :

v′(x) = B(v)(x) = max
a∈A

{

r(x, a) + γ
∑

x′∈X

p(x′|x, a) · v(x′)
}

,∀x ∈ X .

Le problème (C.1) peut s’écrire de manière équivalente :

min φ

t.q.







φ ≥ vw(x) − B(vw)(x),∀x ∈ X ,
φ ≥ B(vw)(x) − vw(x),∀x ∈ X ,
w = (w1, . . . , wk) libre, φ libre.

(C.2)

Malheureusement, le problème (C.2) n’est pas un programme linéaire. Le deuxième ensemble de
contraintes (φ ≥ B(vw)(x) − vw(x),∀x) se ramène bien à un ensemble de contraintes linéaires (une
par couple(x, a)), mais le premier (φ ≥ vw(x) − B(vw)(x),∀x) ne s’y ramène pas, à cause de la
présence du signe− devant la transformée de BellmanB(vw)(x). Nous avons suggéré de mettre à
profit la structure d’un PDMG afin de remplacer le premier ensemble de contraintes non-linéaires
par un ensemble de contraintes linéaires plus “contraignant” (restreignant l’ensemble des solutions
admissibles1). Le programme linéaire obtenu n’est pas équivalent au premier, mais ses solutions sa-
tisfont toutes les contraintes du programme initial. De plus, un choix judicieux des fonctions de base

1Le premier ensemble de contraintes se réécrit :mina∈A{vw(x) − r(x, a) − γ
P

x′∈X
p(x′|x, a).vw(x′)}, ∀x ∈ X .

L’approximation suggérée consiste à choisir aléatoirement une actiona, ce qui permet de supprimer l’opérateurmin et de
retrouver un programme linéaire.

119
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de l’espace d’approximation de la fonction de valeur permetla décomposition du nouveau système en
un ensemble de systèmes linéaires indépendants, de taille réduite.

Plus précisément, considérons< X ,A, p, r,G > un PDMG, avecX = X1 × . . . × Xn, et A =
A1 × . . . × An. Dans la suite de cette section, l’espace d’états de la variable Xi est identifié avec
l’ensemble{1, . . . , |Xi|} ⊆ N. Nous considérerons une approximation paramétrée de la fonction
de valeur, similaire à celle de (5.2) dans laquelle les fonctions de base sont les suivantes (il y en a
exactement

∑n
i=1 |Xi|) :

Définition C.1.1 (Fonctions de base du PDMG)
Soit< X ,A, p, r,G > un PDMG dont l’espace d’états estX = X1 × . . .×Xn, et l’espace d’actions
A = A1 × . . .×An. Les fonctions de base :hij , i ∈ 1 . . . n, j ∈ 1 . . . |Xi|, sont définies par :

hij(xi) =

{

1 si xi = j et
0 sinon.

La fonction de valeur paramétréevw s’écrit alors :vw(x) =

n
∑

i=1

viw(xi),∀x ∈ X ,

où les fonctions élémentairesviw sont définies parviw(xi) =

|Xi|
∑

j=1

wijhij(xi),∀xi ∈ Xi.

La transformée de BellmanB(vw)(x) peut alors se décomposer en :

Proposition C.1.1 (Transformée de Bellman)

B(vw)(x) =

n
∑

i=1

Bi(v
i
w)(xN(i)),∀x ∈ X où

Bi(v
i
w)(xN(i)) = max

ai∈Ai

{

ri(xN(i), ai) + γ
∑

x′i∈Xi

pi(x
′
i|xN(i), ai)v

i
w(x′i)

}

,∀xN(i) ∈ XN(i).

Cette décomposition deB(vw)(x) en une somme de termesBi(viw)(xN(i)), ne dépendant chacun que
de la valeur des variables du voisinage du noeudi, permet de calculer en un temps raisonnable une
approximation de la solution du système (C.2). Plus précisément, au lieu de résoudre le système (C.2),
non-linéaire et comportant|X | × |A| contraintes, il suffit de résoudre lesn problèmes non-linéaires
indépendants suivants :

min φi

t.q.







φi ≥ viw(xi) − Bi(v
i
w)(xN(i)),∀xN(i) ∈ XN(i),

φi ≥ Bi(v
i
w)(xN(i)) − viw(xi),∀xN(i) ∈ XN(i),

wi = (wi1, . . . , wi|Xi|) libre, (φ1, . . . , φn) libre

(C.3)

Comme le système (C.2), cesn problèmes sont non-linéaires. Nous avons donc suggéré de remplacer
les contraintes non-linéaires par l’ensemble de contraintes linéaires suivant :

φi ≥ viw(xi) − ψ(xN(i), ãi),∀xN(i),

où ãi est une action aléatoirement choisie.
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Celui-ci est plus contraignant car il implique que chaque contrainte soit satisfaite pour l’actioñai fixée.
Ce remplacement permet de transformer le système (C.3) en unensemble den problèmesLPi, i ∈
{1 . . . n}, linéaireset indépendants, dont l’aggrégation des solutions forme une solutionfaisablede
(C.3) :

min φi

tq.































φi ≥
∑|Xi|

j=1wij

(

hij(xi) − γpi(x
′
i = j|xN(i), ai)

)

− ri(xN(i), ai),

∀xN(i) ∈ XN(i),∀ai ∈ Ai,

φi ≥ ri(xN(i), ãi) −
∑|Xi|

j=1wij

(

hij(xi) − γpi(x
′
i = j|xN(i), ãi)

)

,

∀xN(i) ∈ XN(i),

(wij)j=1...|Xi| libres,(φ1, . . . , φn) libres.

(C.4)

Une approximationvw∗ de la fonction de valeur optimalev∗ peut être calculée en résolvant lesn sys-
tèmes linéairesLPi (C.4), comportant chacun|Xi| + 1 variables et|XN(i)| × (|Ai| + 1) contraintes,
au lieu de résoudre un système non linéaire unique comportant |X | + 1 variables et2 × |X | × |A|
contraintes. La solution de chaque sous-systèmeLPi permet de calculer la valeur des paramètres
(w∗

ij)j=1...|Xi| et, une fois l’ensemble desn sous-systèmes résolus, de définir une solution approchée
à partir de ces valeurs. La politique “gloutonne”δw∗ associée à la fonction de valeurvw∗ estlocale :
δw∗(x) peut être obtenue comme une réunion den politiques(δ1w∗(xN(1)), . . . , δ

n
w∗(xN(n))) indépen-

dantes, définies par :

δiw∗(xN(i)) = arg max
ai∈Ai

{

ri(xN(i), ai) + γ
∑

x′i∈Xi

pi(x
′
i|xN(i), ai)v

i
w∗(x′i)

}

,

∀xN(i) ∈ XN(i),∀i ∈ 1, . . . , n.

Borne sur l’erreur d’approximation

Notonsφw = ||vw(x) − B(vw)(x)||∞, l’erreur de Bellmanassociée àvw et εw = ||v∗ − vw||∞
= maxx∈X |v∗(x) − vw(x)|, la perte d’optimalité au pire cas associée au choix de paramètresw
pour la politiqueδw. Cette expression de la perte d’optimalitéεw nécessite de connaîtrev∗ pour
être opérationnelle. Néanmoins, il est possible de calculer une borne surεw à partir d’une borne sur
φw, grâce au résultat suivant (Williams and Baird, 1993) :

||v∗ − v||∞ ≤
2γ

1 − γ
||v − B(v)||∞,∀v : X → R

Il est donc possible d’obtenir la borne suivante sur la perted’optimalité :

εw ≤
2γ

1 − γ
φw.

Une erreur de Bellmanlocale, φiw∗ = ||viw∗−B(viw∗)||∞ peut être facilement calculée pour chacun des
programmes linéaires indépendants, ce qui permet de bornerl’erreur de Bellman totaleφw∗ associée
àvw∗ :

φw∗ ≤
n

∑

i=1

φiw∗.

A partir de cette borne, nous obtenons la borne supérieure suivante sur la perte d’optimalité au pire
casεw∗ engendrée par l’utilisation de la politique approchéeδw∗ à la place de la politique optimale
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δ∗ :

εw∗ ≤
2γ

1 − γ

n
∑

i=1

φiw∗. (C.5)

Notons que cette borne surestime très largement la perte d’optimalité dans le cas général et n’est donc
malheureusement pas d’un très grand intérêt pratique...

C.2 Itération de la politique approchée en “champ moyen”

Fonction de valeur d’une politique et mesure d’occupation

La mesure d’occupation est reliée au temps qu’un processus stochastique passe dans un état donné,
sachant l’état initial du processus. Par extension, les mesures d’occupation peuvent aussi être utilisées
dans le contexte des PDM avec facteur d’amortissement. SiXt représente la variable aléatoire corres-
pondant à l’état du processus généré par une politiqueδ dans un PDM au tempst, Pδ(Xt = y|X0 =
x) représente la probabilité que la valeur deXt soity, sachant que l’état initial estx et que la politique
δ est appliquée.

Définition C.2.1 (Mesure d’occupation dans un PDM)
Soit< X ,A, p, r > un PDM stationnaire etγ un facteur d’amortissement (0 < γ < 1). Soitδ : X →
A une politique fixée etx ∈ X un état initial. La mesure d’occupationPx,δ,γ : X → [0, 1] est définie
par :

∀y ∈ X , Px,δ,γ(y) = (1 − γ)
+∞
∑

t=0

γt · Pδ(X
t = y|X0 = x). (C.6)

La fonctionPx,δ,γ est une distribution de probabilité surX , car :

1. la somme infinie converge (γ < 1) pour tous les couples(δ, x),

2.
∑

y∈X Pδ(X
t = y|X0 = x) = 1 et,

3. (1 − γ)
∑+∞

t=0 γ
t = 1.

(Altman, 1999) a montré que la fonction de valeurvδ d’une politiqueδ pouvait être calculée à partir
de la distributionPx,δ,γ :

Proposition C.2.1 (Fonction de valeur et mesure d’occupation)

∀δ ∈ AX ,∀x ∈ X , vδ(x) = EUδ(x) =
1

1 − γ
·
∑

y∈X

Px,δ,γ(y).r(y, δ(y)). (C.7)

Dans [27], [28], nous avons proposé une méthode de résolution approchée dePDMG basée sur l’ex-
pression (C.7). Plus précisément, l’expression (C.7) se réécrit de la manière suivante lorsque les ré-
compenses sont locales, comme dans le cas d’un PDMG :

Proposition C.2.2 (Décomposition de la fonction de valeur d’une politique)
Soit< X ,A, p, r,G > un PDMG. Soitδ, une politique quelconque :

vδ(x) =

n
∑

i=1

viδ(x),∀x, où

viδ(x) =
+∞
∑

t=0

γt ·
∑

y∈X

Pδ(X
t = y|X0 = x) · ri(yN(i), δi(yN(i))). (C.8)
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L’idée principale de la méthode de décomposition que nous avons proposée est d’approcher la distri-
bution de probabilitéPδ(Xt = y|X0 = x) par une distribution factorisée (produit de lois marginales),
afin de simplifier le calcul de l’expression deviδ(x). En effet, siPδ(Xt = y|X0 = x) peut être ré-
écrite sous la forme d’un produit

∏n
i=1Q

i
δ(X

t
i = yi|X

0
i = xi), alors (C.8) peut se réécrire sous la

forme suivante, qui permet une expression devδ en espace polynomial (à la condition que la largeur
du grapheG soit bornée) :

viδ(xN(i)) =

+∞
∑

t=0

γt ·
(

∑

yN(i)∈XN(i)

(

∏

j∈N(i)

Qjδ(X
t
j = yj|X

0
j = xj)

)

· ri(yN(i), δi(yN(i)))
)

.

Approximation de type champ moyen de la fonction de valeur

Malheureusement, il n’y a aucune raison pour quePδ soit factorisable. Cependant, nous avons proposé
d’approcher la distribution de probabilitéPδ(Xt = y|X0 = x) par une distribution factorisée, afin de
simplifier le calcul de l’expression des termesviδ(x). Cette approximation est de typechamp moyen.
Le principe du champ moyen vient, à l’origine, du domaine de la mécanique statistique (Chandler,
1987) et de l’étude des systèmes de particules en interaction et des distributions de Gibbs. Ce prin-
cipe a depuis été largement repris dans d’autres domaines tels que l’analyse d’image, les modèles
graphiques, l’épidémiologie, etc. L’idée sous-jacente est d’approcher un système de variables en in-
teraction par un système de variables indépendantes, obtenu en approchant l’influence des variables
voisines par leur influence “moyenne”.

L’approximation est dérivée d’un critère de distance entredistributions jointes. L’approximation en
champ moyen d’une distribution multidimensionnelleP (u1, . . . , um) est définie comme la loi jointe
Q de variablesindépendantesu1, . . . , um la plus proche deP , au sens de la divergence de Kullback-
Leibler,

KL
(

Q|P
)

= EQ

[

log(
Q

P
)
]

. (C.9)

Le minimum deKL(Q|P ) est recherché parmi les distributions jointesQ(u1, . . . , um) =
∏m
i=1Qi(ui).

Dans le cadre PDMG, la difficulté du calcul de la loi jointePδ(Xt = y|X0 = x) provient de la
dépendance spatio-temporelle entre les états des sites. Eneffet, siXt = (Xt

1, . . . ,X
t
n) est la variable

aléatoire représentant l’état des sites au tempst, pour une politique donnéeδ chaque variableXt
i

dépend de l’état de toutes les variables “voisines” à l’instant précédent,Xt−1
N(i) à travers les proba-

bilités de transition locales. Nous avons proposé de nous affranchir de la dépendance temporelle en
appliquant le principe du champ moyen à la distribution jointe deXt etX0, complètement détermi-
née par la loi deX0 et la loi conditionnelle deXt sachantX0. Nous recherchons donc une famille
d’approximations{Qtδ(x

0, xt)}t=1,...,∞ des lois jointes{P tδ (x
0, xt)}t=1,...,∞. Suivant le principe du

champ moyen, les loisQtδ(x
0, xt) sont des lois produits de lois jointes indépendantes,Qt,iδ (x0

i , x
t
i).

La procédure d’approximation que nous avons proposée est itérative. Puisqu’aucune information a
priori n’est disponible en général, nous supposons queP 0(x0) est factorisable. Ensuite, au pas de
tempst = 1, la distribution jointe exacte à la forme suivante (en se servant de la propriété de Bayes,
P 1
δ (x0, x1) = P 1

δ (x1|x0).P 0(x0)) :

P 0(x0) =
n

∏

i=1

P 0,i(x0
i ),
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P 1
δ (x1|x0) =

n
∏

i=1

pi(x
1
i |x

0
N(i), δi(x

0
N(i))) et

P 1
δ (x0, x1) =

n
∏

i=1

P 0,i(x0
i ).pi(x

1
i |x

0
N(i), δi(x

0
N(i))).

On recherche une approximation en champ moyen de la loi jointeP 1
δ sous la forme :

Q0
δ(x

0) = P 0(x0) =

n
∏

i=1

Q0,i(x0
i ),

Q1
δ(x

1|x0) =

n
∏

i=1

Q1,i
δ (x1

i |x
0
i ) (C.10)

Q1
δ(x

0, x1) =
n

∏

i=1

Q0,i(x0
i ).Q

1,i
δ (x1

i |x
0
i ).

Dans le modèle approché,X1
i ne dépend que deX0

i , pour toute politique fixéeδ. NotonsQ l’ensemble
de toutes les distributions jointes deX0 etX1 pouvant être décomposées suivant (C.10). Parmi tous
les éléments deQ, nous recherchons la plus proche de la loi jointe exacte, au sens de la divergence de
Kullback-Leibler. PuisqueQ0 = P 0, la seule approximation dans le calcul de la loi jointe provient du
calcul deQ1

δ(x
1|x0). Nous avons montré [27], [28] le résultat suivant :

Proposition C.2.3 (Approximation en champ moyen de la loi conditionnelle)
L’approximation en champ moyen deP 1

δ est définie par :

Q1
δ(x

1|x0) = arg min
Q∈Q

KL
(

Q(x1|x0).P 0(x0)|Pδ(x
1|x0).P 0(x0)

)

,∀x0, x1 ∈ X .

On peut montrer que :

Q1
δ(x

1|x0) =
n

∏

i=1

Q1,i
δ (x1

i |x
0
i ), où

Q1,i
δ (x1

i |x
0
i ) ∝ exp

(

EP 0

[

log pi

(

x1
i |x

0
i ,X

0
N(i)−{i}, δi(x

0
i ,X

0
N(i)−{i})

)])

. (C.11)

Il est possible de calculer exactement les termesQ1,i
δ (x1

i |x
0
i ), mais il est courant d’utiliser, afin de

simplifier les calculs, l’approximation supplémentaire deQ1,i
δ , obtenue en échangeant les opérateurs

“espérance” et “logarithme” dans l’expression (C.11). Nous obtenons alors l’expression :

Q1,i
δ (x1

i |x
0
i ) = EP 0

[

pi(x
1
i |x

0
i ,X

0
N(i)\i, δi(x

0
i ,X

0
N(i)\i))

]

,

=
∑

x0
N(i)−i

(

∏

j∈N(i)−i

P 0,j(x0
j )

)

.pi(x
1
i |x

0
N(i), δi(x

0
N(i))).

Il est facile de vérifier que cette dernière quantité est normalisée, contrairement à l’expression (C.11).
De plus, elle est facile à interpréter puisqu’elle consistesimplement à prendre comme probabilité de
transition approchée l’espérance des probabilités de transition (par rapport à la loiP 0), pour toutes les
valeurs possibles des variables du voisinage.
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Connaissant maintenant une approximation en champ moyen dela probabilité de transitionPδ(x1|x0)
et puisque cette distribution à l’instantt = 1 est factorisable, il est possible de réitérer l’approximation
en champ moyen (minimisation de la divergence de Kullback-Leibler) pour tous les instantst ≥ 2, et
d’obtenir ainsi des distributionsQtδ(x

t|x0) factorisées :

Qt,iδ (xti|x
t−1
i ) = E

Q
t−1,i
δ

[

pi(x
t
i|x

t−1
i ,Xt−1

N(i)\i, δi(x
t−1
i ,Xt−1

N(i)\i))
]

,

Qt,iδ (xti|x
0
i ) =

∑

xt−1
i ∈Xi

Qt,iδ (xti|x
t−1
i ).Qt−1,i

δ (xt−1
i |x0

i ). (C.12)

Il faut noter que les probabilités de transition approchéesQtδ(x
t|xt−1) dépendent det, alors que les

probabilités de transition exactes du modèle initial sont indépendantes det.

Ce schéma nous permet d’obtenir une approximation de la mesure d’occupationPx,δ,γ , nécessaire
à l’évaluation de la fonction de valeur (C.7). Nous pouvons maintenant utiliser l’approximation en
champ moyen de la mesure d’occupation (C.12) pour mettre en œuvre l’étape d’évaluation. Nous
obtenons alors directement les approximations suivantes pour chaque termeviδ(x) de la fonction de
valeur :

viδ(x) ≈ v̂iδ(xN(i)) =

+∞
∑

t=0

γt ·
∑

xt
N(i)

∈XN(i)





∏

j∈N(i)

Qt,jδ (xtj |x
0
j = xj) · ri(x

t
N(i), δi(x

t
N(i)))



 . (C.13)

Nous avons défini une approximation similaire de la phase d’amélioration de la politique, puis un
algorithme complet d’itération de la politique approchée.Pour plus de détails, le lecteur est invité à se
référer à [27], [28].

C.3 Processus décisionnels de Markov épistémiques

Révision de l’état de croyance dans un PDME

Dans un PDME, la mise à jour de l’état de croyance courant après qu’une observationo ait été perçue
à la suite de l’application d’une action épistémiquea peut être calculée comme dans un PDMPO, à
l’aide de la formule suivante :

boa(x
′) =

O(x′, a, o)
∑

x∈X

(

p(x′|x, a).b(x)
)

Pr(o|b, a)
,∀x′ ∈ X ,

oùPr(o|b, a) est un facteur de normalisation indépendant dex′.

Cependant, dans un PDME l’état physique du système ne changepas au cours du temps :p(x|x, a) =
1,∀x ∈ X ,∀a ∈ A. Il en résulte une simplification de la formule de mise à jour de l’état de croyance
courant dans le cas d’un PDME :

boa(x
′) =

O(x′, a, o).b(x′)

Pr(o|b, a)
, ∀a ∈ A, o ∈ O, b ∈ B et∀x′ ∈ X , (C.14)

où le facteur de normalisationPr(o|a, b) est déterminé par :

Pr(o|b, a) =
∑

x′∈X

O(x′, a, o).b(x′).
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Politiques épistémiques

Dans un PDME à horizon fini〈X ,A,O, O, ρ, b0, T 〉, comme dans un PDMPO, une politique épisté-
miqueδ peut être représentée par un arbre de décisionτδ de profondeurT , où les nœuds représentent
les actions, et les arcs partant d’un nœud action représentent les observations possibles. De manière
équivalente, une politique peut être vue comme une fonctionpartielle δ associant à l’ensemble fini
des séquences de paires (action, observation), une action.δ() est la première action de la politique
et δ(a1, o1, . . . , ai, oi) est l’action appliquée après avoir exécuté les actionsa1, . . . , ai et observé
o1, . . . , oi. Il peut être commode, enfin, de voir une politiqueδ comme une fonction de l’ensemble
continuB des états de croyance versA, même si l’ensemble des états de croyanceatteignablesest
fini, lorsqueX , A etT sont finis.

L’utilité d’une politique δ appliquée à l’état de croyance initialb0 est l’espérance de la somme des
récompenses reçues le long de toutes les branches de l’arbreτδ :

vδ(b0) = Eτδ

[

T
∑

t=0

ρ(bt, at)|b0
]

.

La fonction d’utilitévδ d’une politiqueδ peut être calculée récursivement, car elle satisfait les équa-
tions de programmation dynamique suivantes :

vδ,t(b) = −C(δ(b)) +
∑

o∈O

Pr(o|b, δ(b)).vδ,t+1(boδ(b)) si δ(b) 6= stop,∀t < T,∀b ∈ B,

vδ,t(b) = −ρ(b) si t = T ou siδ(b) = stop. (C.15)

Ces équations portent a priori sur l’ensemble continuB des états de croyance. Néanmoins, l’ensemble
des états de croyance effectivement accessibles parδ est fini. En construisant l’arbreτδ correspondant
à la politiqueδ, nous pouvons construire itérativement l’ensemble des états de croyance accessibles.
L’état de croyanceb0 est attaché à la racine de l’arbre. A chaque nœud de l’arbre, associé à l’état
de croyance courantb, on attache l’actiona = τδ(b). Les états de croyance (boa) successeurs deb,
correspondant à l’actiona = τδ(b) et l’observationo sont ensuite ajoutés à l’arbre. Une fois l’arbre
entièrement construit, l’utilité de la politiqueδ peut être calculée récursivementvers l’arrière, en at-
tachant des récompenses aux états de croyance feuilles de l’arbre, et des coûts à toutes les actions.

Unepolitique optimaleδ∗ pour un PDME à horizon fini peut également être calculée récursivement,
grâce à des équations similaires aux équations (C.15) :

v∗,t(b) = max
{

ρ(b),max
a∈A

(

− C(a) +
∑

o∈O

Pr(o|b, a).v∗,t+1(boa)
)}

,∀t < T,∀b ∈ B,

v∗,T (b) = −ρ(b).

δ∗t (b) =

{

arg maxa∈A

(

− C(a) +
∑

o∈O Pr(o|b, a).v
∗,t+1(boa)

)

si v∗,t(b) > ρ(b) et

stop sinon.

Cet algorithme récursif de calcul de politiques optimales d’un PDME est de complexité exponentielle
(relativement à la taille du problème) en temps et égalementen espace, si la politique optimale est
stockée. Les actions optimales dans les états de croyance effectivement atteints peuvent toutefois être
calculées “en ligne”, ce qui permet de n’utiliser qu’un espace polynomial. Dans [41], [31], nous nous
sommes intéressés plus précisément à la complexité théorique du problème de décision associé à la
résolution d’un PDME. La section suivante résume les résultats que nous avons obtenus.
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C.4 Complexité du problème de décision associé à la résolution d’un
PDME

Cas général

Considérons le problème d’EXISTENCE D’ UNE POLITIQUE dans un PDME :

Soit un PDME〈X ,A,O, O, ρ, b0, T 〉 et un nombre réelv. Existe-t-il une politiqueδ
dont la valeur espérée dans l’état initial,vδ(b0), est au moins égale àv ?

Rappelons que le problème équivalent dans le cadre des PDMPOest PSPACE-complet dans le cas
d’un horizon court (T ≤ |X |m), EXPSPACE dans le cas où l’horizon est fini mais long (T ≤ em|X |)
et indécidable lorsque l’horizon est infini (Papadimitriouand Tsitsiklis, 1987; Mundhenk et al., 2000;
Madani et al., 2003). Dans [41], [31], nous avons prouvé que le problème de décision lié à l’existence
d’une politique pour les PDME est également PSPACE-complet lorsque l’horizon est court (et a fortiori
PSPACE-difficile dans le cas général de l’horizon fini).

Proposition C.4.1 Le problèmeEXISTENCE D’ UNE POLITIQUE pour un PDME à horizon court est
PSPACE-complet .

Ce résultat est plutôt négatif, puisqu’il montre qu’a priori un PDME est aussi difficile à résoudre
qu’un PDMPO. Cependant, nous avons exhibé dans [41], [31] une classe particulière de PDME plus
“faciles” à résoudre.

PDME avec fonction d’observation déterministe

Considérons la sous-classe de PDME dans laquelle la fonction d’observation est deterministe, c’est-
à-dire queo = O(x, a) ∈ O,∀x ∈ X ,∀a ∈ A. Puisque la fonction d’observation est déterministe,
la même observationo est toujours reçue lorsque l’actiona est appliquée enx. Ceci implique que, si
nous écrivonsXo

a = {x ∈ X , O(x, a) = o}, alors{Xo
a}o∈O(x,a) forme une partition deX , pour toute

action non-terminantea. Dans ce cas, la mise à jour de l’état de croyance (équation C.14) s’écrit :

boa(x) =
b(x)

Pr(o|a, b)
=

b(x)

b(Xo
a)

six ∈ Xo
a etboa(x) = 0 sinon (C.16)

La forme de cette équation permet de montrer que tout état de croyancebo1,...,ot
a1,...,at accessible après une

séquence de paires action/observation a une expression bien particulière, et facilement calculable :

bo1,...,ot
a1,...,at

(x) =
b(x)

b(
⋂t
i=1X

oi
ai )

si x ∈
t

⋂

i=1

Xoi
ai

et bo1,...,ot
a1,...,at

(x) = 0 sinon. (C.17)

A partir de la proposition (C.17), nous déduisons que∀t ≤ T et pour toute trajectoire partielle possible
(a1, o1, . . . , at, ot), l’état de croyance courantbo1,...,ot

a1,...,at est uniquement déterminé par l’état de croyance
initial b et le sous-ensemble d’états(

⋂t
i=1X

oi
ai

).
Si nous considérons une politiqueδ et si nous définissonsXo1,...,ot

δ par :

X∅
δ = X etXo1,...,ot,ot+1

δ = Xo1,...,ot

δ ∩X
ot+1

δ(a1 ,o1,...,at,ot)
=

t
⋂

i=1

Xoi
ai
,

où pour touti, ai = δ(a1, o1, . . . , ai−1, oi−1). Alors nous pouvons montrer la proposition suivante :
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Proposition C.4.2 Pour δ fixée et pour toutt ≤ T , l’ensemble des sous-ensembles non vides de
{Xo1,...,ot

δ }(o1,...,ot)∈Ot forme une partition deX .

Une conséquence directe de la proposition (C.4.2) est que l’ensemble dessupportsde tous les états de
croyance accessibles à un instantt fixé forme une partition deX . |X | est donc un majorant du nombre
d’états de croyance accessibles à l’instantt, ce qui implique que l’arbreτδ représentant une politique
δ quelconque a une taille bornée par|X | × T dans un PDME à horizon fini.
Il ne nous reste plus qu’à noter que dans un PDME dont la fonction d’observation est déterministe, il
n’est jamais utile d’appliquer deux fois la même action épistémique (puisqu’on est certain de recevoir
une nouvelle fois la même observation). Ceci permet de réduire la recherche d’une politique optimale
aux politiques de profondeur maximale|A| + 1. Par conséquent, tout PDME à horizon fini dont la
fonction d’observation est déterministe peut être réduit àun problème équivalent dont l’horizon est
borné par|A| + 1.
Nous en déduisons enfin que la politique optimale de tout PDMEà horizon fini dont la fonction
d’observation est déterministe, peut être représentée en espaceO(|X | × |A|).
Dans [41], nous avons montré un résultat plus fort :

Proposition C.4.3 Le problèmeEXISTENCE D’ UNE POLITIQUE pour un PDME dont la fonction
d’observation est déterministe estNP-complet .

Le résultat de difficulté est obtenu par réduction polynomiale du problème MINIMUM SET COVER

(Karp, 1972). Nous avons également montré que le problème d’optimisation visant à trouver la poli-
tique optimale d’un PDME dont la fonction d’observation estdéterministe n’est pas dans APX. Cela
signifie qu’il n’existe pas d’algorithme polynomial retournant une solution approchée d’un PDME
avec une perte d’optimalité bornée.
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Organigramme du laboratoire
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Annexe E

Réseau de collaborations

Le réseau de relations entre les différentes personnes avecqui j’ai collaboré (articles ou projets en
cours) est représenté page suivante. Les personnes sont regroupés suivant le thème principal de nos
collaborations, ou à proximité de plusieurs thèmes quand nos collaborations ont pris place dans plu-
sieurs thèmes. Les arêtes représentent des co-publications ou des co-participations à des projets en
cours.
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Possibilités

PDM épistémiques

PDM sur graphes

Applications

L. Garcia

D. Dubois

H. Prade

H. Fargier

J. Lang

N. Ravoanjanahary

D. Spring

N. Forsell

F. Garcia

O. Eriksson

P.Wikström

N. Peyrard

J.−N. Aubertot

FIG. E.1 – Réseau de relations entre les différentes personnes avec qui j’ai collaboré (articles ou
projets en cours).
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Annexe F

Animation scientifique

F.1 Jurys et comités de thèse, concours de recrutement

F.1.1 Jury et comité de thèse

– Florent Teichtel, thèse ONERA-CERT, décembre 2005, membre du jury.
– Cédric Pralet, thèse ONERA-CERT, 2004-2007, membre du comité de thèse.

F.1.2 Concours de recrutement

– Concours de recrutement de MCF, ENSAR, 2001 (section 27).
– Concours de recrutement de CR2, INRA-MIA, 2004.
– Concours de recrutement de MCF, ENSAR, 2008 (section 27).

F.2 Comités de programme de conférences, relecture d’articles

F.2.1 Membre de comités de programme et d’organisation de conférences

– Rencontre des Jeunes Chercheurs en Intelligence Artificielle (RJCIA), membre du comité de pro-
gramme en 2002,

– International Conference on Modeling and Simulation(MODSIM), coorganisateur d’une session
management of natural resources and biodiversity, en 2007.

F.2.2 Relecteur pour conférences

– International Joint Conference on Artificial Intelligence(IJCAI), 2001, 2003, 2005 et 2007,
– European Conference on Artificial Intelligence, (ECAI), 1998, 2000, 2002, 2006, 2008,
– etc.

F.2.3 Reviewer pour revues

– Fuzzy Sets and Systems, 2004,
– Revue d’Intelligence Artificielle, 2006, 2007,
– European Journal of Operations Research, 2006,
– Ecological Modeling, 2007,
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– Artificial Intelligence, 2008,
– etc.

F.3 Expertise

– Programme FASTFrance-Australia Science and Technology, 2002,
– Projets soutenus par lesHaras nationaux, 2002.

F.4 Groupes de travail

– Participation au groupe de travailProcessus décisionnels de Markov et Intelligence Artificielle (PD-
MIA), depuis sa création (2001),

– co-animateur du groupe de travailModèles Spatio-Temporels sur Graphes et Applications(MSTGA),
depuis sa création (2006).

F.5 Participation à la vie scientifique de l’INRA

– Membre du conseil scientifique du département MIA (précédemment, BIA), 2002-2006,
– membre du groupe de travail prospectif, INRA-2020.



Annexe G

Projets de recherche

G.1 Projet FOFRAMIP

– Intitulé : Les forêts fragmentées dans les territoires et les exploitations agricoles de Midi-Pyrénées.
– Période :2002-2004.
– Responsables :Gérard Balent, DR INRA, André Gavaland, IR INRA et Marc Hewison, DR INRA.
– Financement :Région Midi-Pyrénées, programme CCRDT,

G.2 Projet CEDRE

– Intitulé : Exploitation durable de résistances aux maladies chez les végétaux.
– Période :2005-2008.
– Responsable : Lydia Bousset, CR1 INRA (responsable du projet), Jean-NoëlAubertot (respon-

sable WP2).
– Financement :ANR, programmeAgriculture et Développement Durable.

G.3 Projet Australian Research Council (ARC)

– Intitulé : Applying search theory for eradicating invasive species.
– Période :2007-2009.
– Responsables :Ralph Mac Nally, Prof., Danny Spring, Dr. Monash University(Australie), Barry

Brook, Prof. Charles Darwin University (Australie), BrianLeung, Dr. Mac Gill University (Canada)
et Régis Sabbadin, CR INRA.

– Financement :Australian Research Council, programmeDiscovery Projects.

G.4 Projet ComEvol

– Intitulé : Dynamique, Evolution et Contrôle des Maladies Infectieuses sur Réseaux d’Interactions
– Période :2007-2008.
– Membres du projet : Marc Choisy, IR IRD, Alain Franc, DR INRA, Nathalie Peyrard,CR INRA

et Régis Sabbadin, CR INRA.
– Financement :GDR ComEvol, axeModèles Systèmes Complexes.
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Annexe H

Activités d’encadrement

H.1 Encadrement de thèses

– Nicklas Forsell. 2005-2009. INRA-MIA, Toulouse et SLU, Umea, Suède.MDP Approaches for
Complex Forest Planning Under Uncertainty. Encadrement : L. O. Eriksson (SLU, Umea,main su-
pervisor) 25%, F. Garcia (INRA-MIA, Toulouse) 25%, R. Sabbadin (INRA-MIA, Toulouse) 25%,
P. Wikström (SLU, Umea), 25%.

– Nasolo Ravoanjanahary. 2005-2008. INRA-MIA, Toulouse et Univertisté Toulouse III. Processus
décisionnels épistémiques et élicitation interactive de préférences. Encadrement : J. Lang (IRIT-
UPS-CNRS,directeur de thèse) 50%, R. Sabbadin (INRA-MIA, Toulouse) 50%.

H.2 Encadrement de Master 2 (DEA)

– M. Mouterfi (DEA Systèmes Industriels, Ecole Doctorale Systèmes). Processus Décisionnels de
Markov et Graphes : application à un problème de gestion environnementale. Mars-Juin 2004.

– N. Ravoanjanahary (DEA Intelligence Artificielle, Ecole Doctorale Informatique, Université Paul
Sabatier). Planification Purement Epistémique. Mai-Août 2004.

– L. Conde (Master 2 recherche Probabilités et Statistiques, Université Paul Sabatier). Extension du
cadre des PDMG pour l’optimisation de la structure de réseaux d’interactions dans les processus
spatio-temporels. Mars-Juin 2007.

– B. Borgy (Master 2 Biostatistiques et Modélisation, Université Paul Sabatier). Exploitation du cadre
des PDMG pour l’aide à la conception de stratégies de gestioncollectives de résistances variétales
au phoma du colza. Février-Juillet 2008.

H.3 Encadrements de stages

– E. Huard (INSA 4ème année). Approximation d’un processus stochastique multidimensionnel :
application à la propagation du feu. Juillet-Août 2002.

– C. Paccard (INSA 4ème année). Modélisation de l’évolutiond’une population de rouges-gorges
dans la vallée de la Nère. Juin-Septembre 2003.

– P.-M. Pair (INSA 4ème année). Modélisation du problème de course automobile dans le cadre des
PDM. Implémentation d’algorithmes de résolution. Juillet-Août 2003.

– C.-E. Rabier (5ème année INSA). Processus Décisionnels deMarkov : application à la gestion de
réserves naturelles. Mars-Juin 2005.
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– D. Arnal (4ème année INSA). Processus Décisionnels de Markov Possibilistes. Juillet-Août 2005.
– E.-A. Guerch (Master 1, Ingénierie Mathématique). Gestion durable des résistances variétales à

l’aide des Processus Décisionnels de Markov sur Graphes. Mai-Août 2006.
– E. Bergonnier (4ème année INSA). Modélisation d’un problème de gestion de réserves naturelles

au Costa-Rica. Juillet-Août 2006.
– M. Laviron (2ème année SupÁéro). Gestion durable de résistances variétales à l’aide des Processus

Décisionnels de Markov sur Graphes. Juillet-Août 2007.
– M. A. Rafik (Master 1 Informatique et Gestion, Université Paul Sabatier). Développement d’un

simulateur de dynamiques épidémiques sur réseau. Mars-Août 2008.

H.4 Encadrement de CDD

– N. Ravoanjanahary. Développement d’un démonstrateur informatique d’algorithmes d’intelligence
Artificielle basés sur les Processus Décisionels de Markov.Application à un problème de diagnostic
d’invasion des cultures par des nuisibles. CDD INRA-MonashUniversity (2008).



Annexe I

Activités d’enseignement

Ecole Supérieure de Commerce de Rennes

Cours et Travaux Dirigés enAnglais(vocation internationale de l’école).
– Sujet : Recherche Opérationnelle :Théorie de la décision, Algorithmique des graphes, Program-

mation Linéaire...
– Public : étudiants de première et deuxième années d’école de commerce.
– Volume horaire : environ 40 heures par an entre 2002 et 2007.

Master Biostatistique et Modélisation (Université Toulouse III)

Cours et Travaux Dirigés.
– Sujet : Théorie des Possibilités, Logique possibiliste, Processus Décisionnels de Markov.
– Public : étudiants de Master 2.
– Volume horaire : 6 heures en 2005-2006, 9h en 2006-2007, 15h en 2007-2008.

Master Agrofood Chain (UT III - Agricampus)

Cours et Travaux Dirigés enAnglais(étudiants majoritairement étrangers).
– Sujet : Recherche Opérationnelle :Algorithmique des graphes, Production planning, Scheduling.
– Public : étudiants de Master 1.
– Volume horaire : 6 heures en 2005-2006, 4h en 2006-2007 et 4h en 2007-2008.

NOVA PhD course, SLU-University, Umea, Suède

Cours, Travaux Dirigés et Travaux Pratiques enAnglais (cours organisés par le programme NOVA,
réseauForest planning and inventory.
– Sujet : Markov Decision Processes : Methods and Applications.
– Public : étudiants doctorants dans des laboratoires scandinaves (Suède, Finlande, Danemark. . .).
– Volume horaire : 20 heures en 2008.
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Annexe J

Sélection de publications
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