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1

Introduction

Dans de nombreux domaines des sciences de la nature, on a tres souvent pris ’habitude de
collecter des données géoréférencées, c’est-a-dire d’associer aux variables mesurées, les coordonnées
géographiques des sites d’observation. L’inférence du lien entre deux (ou plusieurs) variables dans
ce contexte d’observations spatialisées requiert d’adapter les modeles classiques (comme le modele
de régression) aux particularités du contexte spatial. En effet, dans ce cadre de travail, certaines
hypotheses des modeles classiques deviennent irréalistes - par exemple 'indépendance des résidus
dans un modele linéaire.

La caractéristique la plus commune aux données géoréférencées est la présence de dépendances
spatiales!. Dans une optique de prédiction d’une variable en des sites ot celle-ci n’est pas observée
a partir d’'un nombre fini d’observations en d’autres sites, la connaissance de ces dépendances spa-
tiales est un préalable nécessaire. La géostatistique, initialement développée pour prédire les réserves
minieres a partir de forages, fournit de nombreux outils pour mesurer et modéliser la structuration
spatiale éventuelle des observations. Une fois cette structure spatiale analysée, elle est utilisée dans
une procédure d’interpolation connue sous le nom de krigeage. On peut quantifier la variance du
prédicteur ainsi obtenu afin d’obtenir une mesure de la qualité de I'interpolation. Cette variance est
d’autant plus faible que les corrélations spatiales de la variable & interpoler sont fortes (et que les
sites d’observations sont proches du site de prédiction). En d’autres termes, les corrélations spatiales
sont profitables quand ’objectif est I'interpolation.

Lorsque l'objectif de I'analyse est d’inférer le lien entre plusieurs variables spatialisées au sens
classique du terme (par exemple en utilisant un modele linéaire ou par le calcul du coefficient de
corrélation), les dépendances spatiales sont plutot considérées comme une nuisance par le statisticien.
En effet, une procédure classique qui ignore ces dépendances spatiales conduit généralement a une
sous-estimation des variances des estimateurs puisque la redondance de 'information apportée par
deux données tres proches est ignorée. La prise en compte dans la modélisation des dépendances
spatiales peut se faire en intégrant aux modeles classiques, des éléments comme les fonctions de
covariances spatiales de la géostatistique; on devra alors en estimer les parametres, simultanément
avec les parametres de liens entre variables. Moins parcimonieux que dans le contexte d’échantillons

i.i.d, ces modeles sont techniquement plus difficiles & estimer, la vraisemblance des observations

! Par dépendances spatiales, nous entendrons toujours la tendance qu’ont deux observations d’une méme
variable & étre d’autant plus similaires que leurs sites d’observation sont proches géographiquement. Des
types de dépendances spatiales plus riches peuvent étre envisagés. Dans le cas des séries temporelles, un
effet saisonnier pourrait induire une moins grande dissimilarité entre des observations mesurées & la méme
date mais a un an d’intervalle que celle que 'on observerait entre deux dates séparées de seulement 6
mois. De tels phénomeénes peuvent également étre observés dans le contexte spatial.



2 1 Introduction

ne s’écrivant plus comme un produit de vraisemblance. De méme, la convergence asymptotique
de Destimateur du vecteur de parametres devient plus difficile & établir que dans le cas i.i.d car
contrairement & ce dernier cas, il ne suffit pas que le nombre de données tende vers l'infini. La
maniere dont le nombre de données croit doit étre précisée.

Mardia et Marshall (1984) posent les premieres pierres du pont entre la géostatistique et les
statistiques classiques. Ils introduisent le modele linéaire a résidus spatialement corrélés, proposent
Putilisation de ’algorithme numérique des scores de Fisher (Fisher scoring) pour maximiser la vrai-
semblance et donnent des conditions suffisantes & la normalité asymptotique des estimateurs. Les
idées apportées dans cet article ont considérablement enrichi la géostatistique mais elles ont surtout
le mérite de 'avoir plongée dans le champ de la statistique classique. Dans la méme optique, Cressie
et Lahiri (1996) adaptent ces idées au cas du REML (Restricted Mazimum Likelihood) et précisent
certains éléments de l'asymptotique qui avaient été évacués par Mardia et Marshall, mais il faut
attendre l'article de Diggle et al. (1998) pour une nouvelle avancée significative dans le rappro-
chement entre les deux champs. En effet si Mardia et Marshall (1984) avaient ouvert une porte,
leurs travaux se cantonnaient au contexte gaussien, seul cas ou la vraisemblance des observations est
disponible pour des données spatiales. L’apport majeur de Diggle et al (1998) est d’avoir construit
un modele hiérarchique dans lequel un champ gaussien est modélisé au niveau d’une couche latente
conditionnellement a laquelle les observations sont supposées indépendantes spatialement. De cette
maniére, on peut caractériser entierement la distribution spatiale de données pour lesquelles ’hy-
pothese gaussienne est inappropriée, comme par exemple des observations binaires ou de comptage.
Cette nouvelle classe de modeles abondamment utilisée par la suite dans la littérature est nommée
Modeles Linéaires Généralisés Mixtes (GLMM) a effets aléatoires spatialement corrélés.

Une conséquence collatérale de 1'article de Diggle et al (1998) est d’avoir popularisé I'utilisation
des méthodes bayésiennes pour estimer les modeles spatiaux. En effet, une maximisation directe de la
vraisemblance n’est plus possible dans le cas des GLMM, et a fortiori quand on intégre a ces modeles
des corrélations spatiales (la vraisemblance n’est pas disponible sous une forme analytique calculable
et fait intervenir des intégrales de grandes dimensions), et 1'utilisation d’algorithmes stochastiques
semble étre I'une des meilleures stratégies pour effectuer 'inférence de tels modeles. A cet égard,
les algorithmes MCMC (Monte Carlo Markov Chain) dans un contexte bayésien sont des outils
particulierement pratiques qui permettent d’envisager des modeles de plus en plus riches, tant sur
la complexité des liaisons entre variables, que sur les niveaux de hiérarchie. Notons que dans le
cadre fréquentiste, un algorithme Monte Carlo EM (MCEM) a été proposé par Zhang (2002) pour
maximiser la vraisemblance dans les GLMM a effets aléatoires corrélés.

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés au cas ou les variables dont on cherche a modéliser
la relation, ne sont pas observées aux mémes sites. On parle d’hétérotopie des données ou de jeux de
données hétérotopes. En statistique classique, établir une liaison statistique entre plusieurs variables
requiert de mesurer celles-ci sur les mémes individus. Des données peuvent étre manquantes mais il
paraitrait incongru de chercher a établir le lien entre deux variables en observant I'une sur un groupe
d’individus, et 'autre sur un groupe entierement distinct du premier. Lorsque 1’on travaille avec des
données spatialisées, les individus statistiques sont les sites d’observation. Dans ce cas, ’existence
de corrélations spatiales permet d’envisager de caractériser le lien entre des variables a partir de
donnnées hétérotopes.

Savoir travailler en condition d’hétérotopie permet donc d’ouvrir un important champ d’hy-
potheses a tester a partir des jeux de données existants, puisqu’a partir de deux jeux de données
géoréférencés différents, on peut toujours construire un jeu de données hétérotopes en les compilant.

La qualité de I’échantillonnage spatial au regard des liaisons a estimer est bien sur tres variable.
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Estimer le lien entre deux variables, chacune observée sur deux zones distantes parait par exemple
absurde. De plus, comme dans le cas du krigeage, les structures spatiales des variables en présence
doivent étre suffisamment fortes pour “compenser” le fait que les sites d’observations des deux
variables ne coincident pas.

Dans la pratique, le probleme de I’hétérotopie est souvent évacué par des méthodes ad hoc. On
peut par exemple affecter en chaque site ot une seule variable est observée, les valeurs des autres
variables observées aux sites les plus proches du site considéré (méthode du plus proche voisin).
Pour étre plus précis, on peut affecter les valeurs interpolées (par krigeage par exemple) en utilisant
toutes les observations au lieu du plus proche voisin. Une fois le probleme de I'hétérotopie ainsi
résolu, le jeu de donnée est analysé classiquement, en occultant les traitements préliminaires. La
principale limite de ces approches est qu’elles ne permettent pas de prendre en compte l'incertitude
due a laffectation et de traiter les données modifiées comme si elles ne 'avaient pas été. Tous les
individus auront par exemple le méme poids dans ’analyse alors que certains sont manifestement
plus fiables que d’autres (ceux dont le plus proche voisin est trés proche par exemple). Dans le
cas du krigeage, nous avons déja évoqué le fait que l'incertitude de 'interpolation est quantifiable
dans une certaine mesure (par la variance de krigeage); il semble donc possible de la prendre en
compte dans I'analyse. Pour traiter ce probleme, il faut considérer toutes les variables en présence
comme aléatoires et modéliser la structure spatiale de chacune ainsi que les structures spatiales
croisées. La géostatistique multivariée (Wackernagel (2003)) fournit des outils qui permettent de
modéliser ces relations, soit dans un but de prédiction spatiale d’une variable d’intérét en utilisant
linformation apportée par des variables auxiliaires mesurées aux mémes sites ou non (cokrigeage),
soit pour effectuer une analyse factorielle krigeante (AFK), c’est & dire explorer les relations entre
différentes variables en fonction des échelles spatiales. De méme que ’ACP, PAFK est uniquement
un outil exploratoire et, en dehors de tout contexte distributionnel, la significativité des liaisons
ainsi mises en évidence ne peut étre avérée. Dans un contexte distributionnel, Banerjee et Gelfand
(2002) utilisent un des modeles de la géostatistique multivariée, plongé dans un contexte gaussien.
Il en resulte un modele de régression spatiale que ’on peut estimer & partir de données hétérotopes.
Banerjee et Gelfand proposent un algorithme MCMC et 1'utilisent sur un jeu de données composé
de deux variables partiellement hétérotopes, c¢’est-a-dire contenant des sites d’observation communs
aux deux variables. Dans cet article, Banerjee et Gelfand proposent également une extension de
leur modele pour travailler avec une variable d’intérét binaire, mais leur choix de modélisation est
particulier (voir chapitre 3) et ne permet pas de travailler avec des variables de comptages (de type
binémial ou de Poisson).

Dans le premier chapitre de la thése, nous faisons un rappel des bases théoriques de la
géostatistique univariée et multivariée et nous présentons les principaux outils nécessaires a la
compréhension des chapitres suivants. Dans le second chapitre, nous présentons les modeles que
I'on cherchera par la suite a inférer. Ces modeles se classent dans deux catégories : les modeles
gaussiens et les modeles hiérarchiques. Nous montrons comment, par conditionnement, on peut faci-
lement assembler différents éléments de modélisation (variables observées, champs aléatoires latents,
hypotheses distributionnelles et de structures spatiales) pour traiter différents types de variables
(gaussiennes ou non) et différents types de relations spatiales entre variables. Dans le chapitre 3,
nous présentons les méthodes d’estimation pour les différents modeles. Pour les modeles de type
gaussiens, nous proposons un algorithme hybride entre le Fisher scoring et 1’algorithme de New-
ton Raphson et nous détaillons les choix de paramétrisation qui permettent efficacité et robustesse.
Pour les modeles hiérarchiques, nous adaptons les récentes avancées des algorithmes MCEM pour

les modeles GLMM aux différents modeles hiérarchiques spatiaux présentés dans le chapitre 2.
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Dans le chapitre 4, nous rappelons les formalismes utilisés pour les développements asympto-
tiques dans le contexte de données spatiales. Nous précisons certains éléments des démonstrations
disponibles : nous généralisons par exemple a toute dimension, un résultat asympatotique sur les
champs aléatoires gussien univariés obtenu en dimension une et nous montrons une propriété qui
avait été postulée par Mardia et Marshall (1984) et Cressie et Lahiri (1996)). Nous appliquons ensuite
ces résultats généraux pour montrer comment ’estimateur du coefficient de corrélation se comporte
dans un modele gaussien pour deux variables, et ce en fonction de la géométrie de I’échantillonnage.
Nous explorons a 'aide de simulations, le comportement a taille finie de cet estimateur. Dans le
chapitre 5, nous nous intéressons a alternative bayésienne. Apres quelques rappels généraux sur
les avantages comparés des deux paradigmes, nous montrons comment construire des algorithmes

MCMC pour nos modeles. Enfin, dans le chapitre 6, nous illustrons nos résultats sur des cas réels.
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La géostatistique

L’objectif de ce chapitre est de passer en revue les fondements théoriques de la géostatistique et
les outils développés dans ce cadre. Notre souci n’était pas d’étre exhaustif et de se substituer & des
ouvrages de référence (Cressie, 1993; Chiles et Delfiner, 1999; Wackernagel, 2003) mais simplement
de fournir au lecteur le contexte théorique dans lequel se situe notre travail ainsi que les méthodes
sur lesquelles nos travaux se sont appuyé.

Essentiellement développée par Matheron (1962, 1963) et les chercheurs du Centre de Géostatisti-
que de Fontainebleau (Ecole Nationale Supérieure des Mines de Paris), la géostatistique avait pour
objectif initial, la prédiction de la quantité de minerai en un site sy ou 'espérance de cette quantité
sur un domaine, & partir de forages effectués sur un ensemble de sites {s1,...,s,}, d’ou le préfixe
“gé0”, relatif aux sciences de la terrel.

Au cours des 30 dernieres années, la géostatistique s’est progressivement étendue du domaine
minier et pétrolier & des champs d’application variés comme les ressources forestieres, ’halieutique,
le climat, I’écologie ou encore I'agronomie. Sous le terme de géostatistique, on retrouve un ensemble
de méthodes permettant notamment de caractériser la structure spatiale d’'une variable mesurée,
de prédire la valeur de cette variable en un site ou celle-ci n’est pas observée, et éventuellement
de produire une carte. Son extension au cadre multivariable permet d’explorer les relations, parfois
complexes, entre variables spatialisées.

Les méthodes de la géostatistique se basent sur un corpus d’hypotheses qui permettent de tra-

vailler avec la réalisation unique d’une variable échantillonnée spatialement.

2.1 Contexte théorique et hypotheses

On observe une variable Z sur un ensemble {s1, ..., s,} de sites d'un domaine D de R? ol d est
un entier positif.
On note z = (2(s1),...,2(sn))" le vecteur d’observations et Z = (Z(s1),...,Z(sy))" le vecteur

aléatoire qui est supposé avoir généré z.

2.1.1 Champ aléatoire

Modéliser les observations spatiales au sens de la théorie classique des statistiques, c’est a dire
comme étant les réalisations indépendantes d’une variable aléatoire unique, ne permet pas de prendre

en compte la nature spatiale des observations. La distance entre les sites d’observation est par

! Le terme géostatistique fut inventé par Hart (1953) et désignait & l’origine 'ensemble des techniques

statistiques qui prennent en compte I’emplacement géographique des sites d’observation.
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exemple un élément essentiel des données spatialisées puisqu’une part importante des phénomenes
spatiaux est structurée dans I’espace. Deux mesures d’une méme variable auront par exemple souvent
tendance a étre d’autant plus similaires que leur site d’observation sont proches. Pour nommer
ces caractéristiques, nous parlerons indistinctement de structures spatiales, de corrélations ou de
dépendances spatiales ou encore d’autocorrélations. En géostatstique, 'analyse de ces structures
permet d’effectuer la prédiction. Du point de vue des statistiques classiques, la prise en compte des
structures éventuelles est essentielle, d’'une part pour améliorer ’estimation des parametres mais
surtout pour prendre en compte la redondance de I'information apportée sur les parametres par des
données spatialement corrélées. Schabenberger et Gotway (2005) relatent plusieurs exemples tres
convaincants sur les erreurs que I’on peut commettre en ignorant la composante spatiale.

Pour pouvoir prendre en compte le fait que les données ont été observées “quelque part”, on
supposera en premier lieu que les observations sont la réalisation d’un champ aléatoire. Le formalisme
du champ aléatoire fournit un cadre mathématique général qui permet de prendre en compte ces
structures dans la modélisation (Christakos, 1992). Rappelons la définition d’un champ aléatoire :

On se place sur l'espace probabilisé ({2, B, P).

Définition 1 Soit (£2, B, P) un espace probabilisé et (R, R) un espace mesurable. Un champ aléatoire
Z(.,.) sur R est une famille de variables aléatoires {Z(s,.),s € R%} ou chaque variable aléatoire
est définie sur (£2,B, P) et prend ses valeurs dans (R, R).

Dans la pratique, on observe {Z(s1,w), ..., Z(sn,w)}, une réalisation de Z(.,.) sur un ensemble

de n sites {s1,...,s,} d'un domaine D C R%.

Pour tout ensemble de taille finie {s1,..., s, }, on note Fy, s, la mesure de probabilité associée
définie par :
Fo . s.(B)=P[(Z(s1,.);---,Z(Sn,.)) € B],¥YB € R". (2.1)

L’existence du champ aléatoire Z(.,.) est assurée si et seulement si pour tout B = (By,...,B,) €
R™ toutes les mesures de dimensions finies définies par (2.1) vérifient les deux conditions suivantes
(Kolmogorov, 1933) :

— la symétrie : pour toute permutation o de [1,n]

Fs,..s,(B1 x---xBy)=F,

Sg(1)1-150(n)

(Bo(1) X =+ X Boy)-

— la consistance :

Vk > 1,F,, . (B x R*) =F,, _..(B).

<38n,Sn+1s--3Sn+k

On notera dans la plupart des cas Z(.) = Z(.,.) et Z(s) = Z(s,.).

Pour pallier au fait que la réalisation est unique, certaines hypotheéses doivent étre faites.

2.1.2 La stationnarité

La stationnarité est un terme générique qui désigne la permanence dans ’espace de certaines ca-
ractéristiques du champ aléatoire, ces caractéristiques pouvant étre distributionnelles, ou de maniere
moins restrictive, des hypotheses sur les moments.

Nous donnons ici trois types de stationnarité de la plus restrictive a la plus générale.
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Stationnarité stricte

Un champ aléatoire Z(.) est dit strictement stationnaire si la distribution de tout vecteur issu

de Z(.) est invariante par translation, c’est & dire, si D est un domaine de R? :

—
d
¥n €N, ¥(s1,...,5,) ED"Vh €RLFy, . =F ¢ o

C’est une hypothese tres forte et invérifiable. Les géostatisticiens préferent en général travailler
avec des hypotheses moins restrictives comme la stationnarité des deux premiers moments ou la
stationnarité des accroissements.

Un champ aléatoire strictement stationnaire est parfois dit “homogene”.

Stationnarité d’ordre 2 (ou stationnarité faible)

L’hypothese de stationnarité d’ordre 2 ne dit rien des distributions multivariées. C’est une hy-
pothese qui porte uniquement sur les 2 premiers moments de ces distributions :

L’espérance du champ aléatoire est finie et constante sur le domaine d’étude :

Vs € D,E[Z(s)] = u < 0

La covariance entre tout couple aléatoire (Z(s1), Z(s2)) est une fonction du vecteur de séparation

entre les sites d’observation s; et ss.

V(s1,82) € D2, Cov(Z(s1), Z(s2)) = C(1),

ou ﬁ) = 5159

La fonction C sera appelée fonction de covariance du champ aléatoire Z(.).

La symetrie de l'opérateur covariance implique que C' est une fonction paire. De plus elle est
bornée par sa valeur a l'origine (par l'inégalite de Cauchy-Schwartz). Une fonction de covariance
doit également étre définie-positive; cette propriété fondamentale sera développée dans la section
2.1.4.

Stationnarité intrinseque

La stationnarité intrinseque permet de travailler avec des champs aléatoires dont ’espérance
et/ou la variance ne sont pas définies (ex : mouvement brownien).
On suppose seulement que I'espérance des différences de tout couple est nulle et que leur variance

ne dépend que du vecteur de séparation :

V(s1,80) € D?, E[Z(51) — Z(52)] = 0
et _
Var[Z(s1) — Z(s2)] = 2v(h).

La fonction « est appelé variogramme? du champ aléatoire.
Notons que sous 'hypothese de stationnarité intrinseque, Var(Z(s;)) peut ne pas exister. Pour

que la variance d’une combinaison linéaire

2 On trouve encore dans la littérature I'appellation d’origine “semi-variogramme” devenue progressivement

par abus de language, “variogramme”.
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i=1

soit toujours définie sous I’hypothese de stationnarité intrinseque, il faut et il suffit que

=1

On peut trouver la démonstration de cette propriété dans Wackernagel (2003).

Une telle combinaison est appelée combinaison linéaire autorisée.

Notons que la stationnarité stricte implique la stationnarité d’ordre 2 qui elle méme implique la
stationnarité intrinseque. Sous '’hypothese de stationnarité d’ordre 2, la relation entre le variogramme

et la fonction de covariance est donnée par : y(h) = C(0) — C(h).

2.1.3 Isotropie

On remplace souvent I'hypotheése de stationnarité d’ordre 2 (respectivement ’hypothese in-
trinseque) par une hypothese plus forte : l'isotropie. La covariances entre 2 points (respectivement
la variance des différences entre 2 points) ne dépend plus du vecteur de séparation entre ces deux

points mais seulement de leur distance.

Y(s1,89) € D? Cov(Z(s1), Z(s2)) = C(h),

ot h = [[5153|

2.1.4 Fonctions de covariance et variogrammes
Definie-positivité

La fonction de covariance C' d’un champ aléatoire stationnaire doit étre une fonction définie-
positive, c¢’est-a-dire que pour tout ensemble de sites du domaine d’étude, la matrice de covariance
théorique obtenue pour le vecteur des variables aléatoires en ces sites a partir de cette fonction, doit

étre une matrice définie-positive, ce qui peut s’écrire :

n
V€ N*Y(hi)ig € RY" V() € R, S Ay Clhyg) > 0. (2.2)

i,j=1
Vérifier la définie-positivité d’une fonction donnée ou trouver de nouvelles fonctions définies-
positives ne sont pas des problemes triviaux. Le théoreme de Bochner fournit une propriété ca-
ractéristique des fonctions définies-positives facilement vérifiable et un procédé qui permet d’en

construire (voir Stein, 1999 pour plus de détails).

Théoréme de Bochner

Une fonction C sur R? & valeurs complexes est une fonction de covariance pour un champ aléatoire
stationnaire d’ordre 2 (& valeurs complexes et continu en moyenne quadratique) si et seulement si il

existe une mesure finie et positive F' telle que :

C(h) = /]Rd exp(iw'h) F(dw). (2.3)
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Si F' a une densité par rapport a la mesure de Lebesgue on la notera f, et on appellera la quantité
f/C(0) la densité sprectrale du champ aléatoire. Quand elle existe, on a la formule d’inversion
suivante (Yaglom, 1987, p.332) :

Flw) = ﬁ /R oxp(~ i H)C(R)dh. (2.4)

Notons enfin que si F' est une mesure symétrique autour de 0, le terme complexe disparait dans
I’équation (2.3) et on a alors une fonction de covariance d'un champ aléatoire & valeurs dans R.

Propriétés des fonctions de covariance a l’origine et régularité du champ aléatoire
Un champ aléatoire Z(.,.) sur R? est dit continu en moyenne quadratique si pour tout s de R :

N E[(Z(s 4+ h) — Z(h))?] = 0.

Un champ aléatoire sur R est dit différentiable en moyenne quadratique si pour tout s de R :

(Z(s—khf)L— Z(s)ﬂ

Le champ aléatoire alors défini par { ,ﬂ}f‘ow, s € D} est le champ dérivé de Z(.).

lim
h—>OE

existe et est finie.

De manieére similaire, on peut définir la différentiabilité & n’importe quel ordre, en moyenne
quadratique d’un champ aléatoire. Notons également que ces définitions s’étendent facilement aux
champs aléatoires sur R%.

Les propositions suivantes font le lien entre la régularité (en moyenne quadratique) des champs
aléatoires faiblement stationnaires et la régularité de leur fonction de covariance (Stein, 1999).

— Pour un champ aléatoire Z(.) sur R? faiblement stationnaire de fonction de covariance Cyz,

Z(.) est continu en moyenne quadratique si et seulement si Cz est continue en 0.
— Pour un champ aléatoire Z(.) sur R faiblement stationnaire de fonction de covariance Cyz,
Z(.) est différentiable & 'ordre k si Cyz est différentiable & 'ordre 2k a I’origine.

Ce dernier résultat s’étend aux champs aléatoires sur RY.

Exemples de fonctions définies-positives

L’utilisateur de la géostatistique dispose d'une gamme de fonctions vérifiant la définie-positivité.
Ces modeles sont en général suffisants pour 'application, d’autant que toute combinaison linéaire
positive de fonctions définie-positives est définie-positive, ce qui permet de combiner ces fonctions
de base pour en obtenir des plus flexibles si nécessaire.

Voici les plus utilisées :

— Le modele sphérique :

Ch) = 02(1—%%—1—%2—2) pour 0 < h < ¢
0 pour h > ¢

¢ est la portée du champ aléatoire. Deux observations d’une variable séparée d’une distance

supérieure a ¢ ne sont plus corrélées.
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— Le modele de Matern :
71_1/2¢

) = T+ 120

(ah)"K(ah), avec v > 0,¢ > 0 et a > 0, (2.5)

et K, est la fonction de Bessel modifiée de deuxieme espece :

al_,(x)—I,(x TY\Y — 1 x\ 2k
Ko@) =5 iiﬁ@w) ), avee 1,(x) = (5) ;) KIT(v+k+1) (5) '
Le modele de Matern trouve une nouvelle popularité dans la “géostatistique méthodologique”
(qui ne s’est pas vraiment encore confirmée dans l'utilisation de la géostatistique) car elle
autorise tous les degrés de régularité du champ aléatoire sous-jacent au travers du parametre
v. En effet, le champ aléatoire Z(.) est k fois différentiable si et seulement si v est supérieur a
k.
Le modele de Matern inclut le modele exponentiel (v = 1/2) et le modele gaussien (v — o)
dont les paramétrisations les plus souvent utilisées sont les suivantes :
— Le modele exponentiel :
C(h) = o® exp(~h/9),

tres souvent utilisé, certainement pour sa simplicité. 3¢ est la portée pratique du champ

aléatoire, c’est a dire la distance approximative a partir de laquelle les observations entre

deux points séparés de cette distance ont une corrélation de 0.05.

— Le modele gaussien :

C(h) = o® exp(—h*/¢),
peu utilisé du fait de sa trop grande régularité. En effet, si on observait une réalisation
d’un champ ayant pour fonction de covariance le modele gaussien sur n’importe quelle boule
ouverte de R?, on pourrait prédire parfaitement la réalisation sur tout R%. Le modele gaussien
est donc considéré comme peu réaliste>.
— L’effet de pépite :

C(h) = o2 pour h =0
0 pour h >0

Un champ aléatoire dont la fonction de covariance serait un effet de pépite est un bruit blanc.
L’effet de pépite est souvent utilisé en conjonction avec un modele continu pour modéliser la
part d’erreur de mesures dans la variance totale, ou les variations spatialisées mais a trop petite
échelle (au regard de I’échantillonnage spatial) et qui ne sont, par conséquent, pas détectables,
par manque de couples d’observations proches.

Les modeles de covariance que nous utiliserons seront toujours une combinaison linéaire entre un
effet de pépite et un modele exponentiel. Contrairement & Stein (1999), nous pensons que 1'utilisation
du modele de Matern ne doit pas étre systématique et doit dépendre de la qualité de ’échantillonnage.
En effet, capturer la régularité de la fonction de covariance a l'origine ne peut se faire sans un

échantillonnage comportant un grand nombre de sites d’observation proches 4.

3 L’anecdote suivante illustre cette affirmation : projetant lors d’un exposé des cartes de réalisations simulées
de champs gaussiens selon différents modeles de covariance, un conférencier eut la surprise de constater
que le retro-projecteur qui effectuait la mise au point de maniére automatique, n’arrivait pas a se stabiliser
lorsque le modele de covariance ayant servi & la simulation était gaussien ; sans doute du fait de la trop

grande régularité ce ce modele.
4 Cest d’ailleurs un des résultats de ’étude de Zhu et Stein (2006) qui montrent par simulations que les

échantillonnages D-optimaux pour I'estimation des parametres du modele de covariance Matern sont ceux

pour lesquels les sites d’observation sont souvent trés proches, ce qui est assez rare en pratique.
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2.1.5 L’ergodicité

L’ergodicité est une hypothese qui permet de travailler avec une réalisation unique d’un champ
aléatoire. En termes pratiques, cette hypothese assure que si I'on observait une réalisation d’un
champ aléatoire sur un domaine dont la taille est grande relativement aux structures spatiales du
phénomene observé, I'inférence sur les parametres de structure se passerait comme si on travaillait
avec plusieurs réalisations.

Au sens strict, 'ergodicité assure de bonnes propriétés de mélange des champs aléatoires stric-
tement stationnaires. Une présentation formelle de cette propriété nous éloignerait trop de notre
propos (voir Adler, 1981, pour plus de détails). En géostatistique traditionnelle, on s’intéresse es-
sentiellement a l’estimation des moments d’ordre 1 et 2 et 1'usage est donc de travailler avec des

hypotheses plus faibles, telles que I’ergodicité en moyenne et I’ergodicité en covariance.

L’ergodicité en moyenne

Elle assure essentiellement que si ’on pouvait observer partout une réalisation du champ aléatoire,
on pourrait estimer de maniere consistante I’espérance de ce champ. Formalisons cette idée :

Soit Z(.,.) faiblement stationnaire et isotrope, d’espérance p et de fonction de covariance Cy.

Soit Z(D,.) la variable aléatoire dite de moyenne du champ Z(.,.) sur le domaine D et définie

comme suit :

Z(D,.)= ;ﬁ /D Z(s,.)ds,

ou |D| représente le volume du domaine D ; et soit

1
Var(Z(D,.)):W/:D/DCZ(HS—S/H)dsds',
sa variance.

Définition 2 Un champ aléatoire sera dit ergodique en moyenne si Var(Z(D),.)) tend vers 0 quand
le volume de D tend vers linfini.

11 est important de noter que |D| ne doit pas tendre vers I'infini dans une direction particuliere de
R? pour que la limite ne dépende pas du choix de cette direction. On pourra considérer les ensembles
de la forme [—t,t]¢ et faire tendre ¢ vers I'infini pour éviter tout probleme.

On montre (Gabriel, 2004, voir par exemple) que 'ergodicité en moyenne implique que

1D2e0Z(D,w) = p pes.

Cette propriété des champs aléatoires faiblement stationnaires et ergodique en moyenne est a

mettre en relation avec la loi des grands nombres pour un échantillon.

L’ergodicité en covariance

En reprenant les mémes notations que ci-dessus, on définit ’ergodicité en covariance :

Définition 3 Un champ aléatoire faiblement stationnaire et isotrope est dit ergodique en covariance

st

: 1
lim 2
i [, CBls =’ =0
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Faire I'hypothese d’ergodicité en covariance assure essentiellement que 'on peut estimer de
maniére consistante la fonction de covariance quand le domaine d’observation devient grand au

regard des structures spatiales.

La micro-ergodicité

Le terme de micro-ergodicité fut introduit, semble-t-il, par Matheron (voir par exemple Matheron,
1978) pour désigner la consistance de certains parametres du champ aléatoire a partir d’observations
sur un domaine fini, dans lequel les sites d’observation se densifient. Matheron montre par exemple
que le comportement du variogramme a l’origine est micro-ergodique pourvu que celui ci ne soit
pas trop régulier a l'origine. L’espérance du champ aléatoire n’est pas micro-ergodique. Pour le
comprendre, il suffit de considérer que I’on observe une réalisation d’un champ aléatoire sur un petit
domaine relativement a la portée des dépendances spatiales; le domaine d’échantillonnage étant
petit, il peut se trouver dans une zone ou la réalisation du champ aléatoire est par exemple négative
(du fait des grandes dépendances relatives au domaine) bien que l'espérance du champ aléatoire
soit nulle et malgré I'ergodicité. On pourra densifier 1’échantillonnage sur D, mais I’estimation de
I'espérance du champ ne tendra pas vers sa “vraie” valeur. L’estimation tendra vers ce que Matheron
nomme la moyenne régionale Z (D, w).

On peut faire le méme constat pour la variance du champ aléatoire.

En pratique

Les hypotheses d’ergodicité sont invérifiables & partir d’un nombre fini d’observations sur un
domaine de taille finie et surtout a partir d’une réalisation unique. En pratique, ceci n’est pas
un probleme pour le géostatisticien qui est concerné par la prédiction ou I'estimation d’une gran-
deur régionale (valeur en un site, espérance sur une zone...) & partir d’observations sur cette région
d’intérét. L’affirmation suivante “ les observations sont issues d’un champ aléatoire stationnaire”
n’est alors qu’un modele théorique utile pour la cohérence mathématique. L ’espérance de ce champ
aléatoire n’est qu’'un parametre conventionnel, qui n’a pas d’intérét pour le géostatisticien. Une
autre valeur de I’espérance du champ aurait également pu permettre la méme réalisation du champ
aléatoire sur D. Par opposition, la moyenne régionale Z(D,w) de la réalisation (dont l’estimation
permettra par exemple de quantifier ce que ’on pourra espérer obtenir d’un puit de pétrole ins-
tallé dans la zone échantillonnée) qui est une quantité quantifiable & partir des observations est un
parametre objectif. Les épithetes “conventionnels” ou “objectifs” sont a prendre ici au sens de Ma-
theron (1978, p 73) pour qui les seules quantités “objectives” sont celles qui peuvent étre calculées
(estimées) a partir d’une seule réalisation sur un domaine borné.

Nous reviendrons sur ces notions dans les chapitres 4 et 5. Pour plus de considérations théoriques
sur 'utilisation des champs aléatoires en géostatistique, nous recommandons la lecture de Matheron
(1978).

2.1.6 Un cadre distributionnel spatial : les champs gaussiens

Dans les sections précédentes, aucune hypothese distributionnelle n’a été faite sur les variables
aléatoires mises en jeu. Ce cadre de travail, fréquemment adopté en géostatistique rend les outils
d’estimation et de prédiction robustes. La spécification complete du modele peut néanmoins étre
nécessaire pour simuler des données spatiales ou quantifier la variabilité des estimateurs au sens

classique des statistiques (intervalles de confiance par exemple) par des résultats asymptotiques ou
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par simulations (voir chapitres 5 et 6). L’hypothese distributionnelle gaussienne est naturelle pour
modéliser des champs spatiaux, du fait de I’existence de la loi gaussienne multivariée.

Définition

Un champ aléatoire X (.) = {X(s),s € D}, D C R est dit gaussien si pour toute configuration
de sites {s1,...,8,} C D,n € N*, le vecteur aléatoire X = (X (s1),...,X(sn)) est un vecteur
multigaussien. On notera

X~ N(p, 2),
ou p = E[X] et X' = Var[X].

Propriétés

1. L’hypothese de stationnarité d’ordre 2 pour un champ gaussien implique I’hypothese de station-
narité stricte. Plus généralement, une simple spécification sur ’espérance (espérance constante,
espérance comme fonction donnée des coordonnées géographiques,...) et sur la covariance (par
exemple la donnée d’un modele de covariance spatiale) revient & définir toutes les distributions
fini-dimensionnelles puisque la distribution d’un vecteur multigaussien est caractérisée par ses

deux premiers moments.

2. Si W = (X', Y') est un vecteur multigaussien avec X = (Xi,...,X,) et Y = (Y1,...,Y,)

d’espérance
B= )
My

ou px et py sont les vecteurs d’espérance des vecteurs respectifs X et Y , et de variance

X X
S XX 2XY ’
Yyx Xyy
ou les matrices Xxx, Xxy, Yy x, et Xyy sont les matrices de covariance respectives Cov(X, X),

Cov(X,Y), Cov(Y,X) et Cov(Y,Y), alors :

la distribution de Y conditionnellement a X est la distribution multigaussienne d’espérance

py|x = py + Dy x Yy (X = px) (2.6)
et de variance

Zyix = Zvy — Byx Xk Dxv. (2.7)

3. Si Z(.) est un champ aléatoire gaussien stationnaire et isotrope de fonction de covariance C,
alors Z(.) est ergodique si et seulement si (Adler,1981)

lim C(h) _ 0
h—4o0co0 ~ "

Simulation

Pour simuler la réalisation d’un champ gaussien stationnaire Z(.) d’espérance p et de fonction
de covariance C, sur un ensemble de sites {s1,..., s, }, nous procederons de la maniére suivante :
1) calculer X la matrice de covariance du vecteur Z = (Z(s1),...,Z(s,))" dont le (i, 7)™ terme

est donné par C(||s; — sjl|).
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2) calculer X'/2 en utilisant la décomposition en valeurs singulieres de X.
3) simuler un échantillon gaussien X = (X1,...,X,,)" centré réduit.
4) On obtient Z par

Z = pull, + 22X,

D’autres méthodes sont utilisées lorsque n devient grand (n > 1000) afin d’éviter les problemes
numériques. Pour notre travail, la méthode décrite ci-dessus sera toujours suffisante.

2.2 La prédiction d’une variable régionalisée : une procédure en 2 étapes

Revenons a l'objectif pratique de la géostatistique : la prédiction et la cartographie.

Pour prédire une variable en un site ou celle-ci n’est pas observée a partir d’un nombre fini
d’observations, 'utilisateur choisira ses hypotheses parmi les précédentes. Puis il caractérisera les
dépendances spatiales par une analyse variographique (estimation de la fonction de covariance ou du
variogramme). Enfin il interpolera la variable par krigeage en supposant que la fonction de covariance
est connue.

Nous présentons cette procédure en détail sous ’hypothese de stationnarité d’ordre 2 et d’iso-

tropie.

2.2.1 Analyse variographique
Estimateur non paramétrique du variogramme

La premiere étape de I’analyse est le calcul du variogramme expérimental qui est un estimateur
du variogramme. Ce calcul nécessite deux étapes :

1) calcul de la nuée variographique :

Cest le graphe (hij,Vij )i j=1,...n OU hij = |[s; — ;]| et vi; = 5(Z(s:) — Z(s;))*

2) calcul du variogramme expérimental :

Le variogramme expérimental (estimateur de Matheron) est un lissage de la nuée variographique.
On choisit p distances dy,k = 1,...,p comprises entre la distance mimimum et environ un tiers® de
la distance maximum et dans chaque intervalle [dy, di+1], on calcule la moyenne des distances ainsi

que la moyenne des ~;;. Il résulte un estimateur du variogramme (hg, 9% ) k=1, .. p—1

1
hy = Z mhi,p

i,j€EC
Ve = Z @%,j
4,jE€EC
ou Cr = {(4,5) € |1, n[; s — s;l| € [di, dk41]}, k=1,...p — 1, et 8(C) est le cardinal de Cg.
A titre d’exemple, la figure (2.1) montre la représentation graphique de la nuée variographique
et du variogramme expérimental de la teneur en nickel mesurée en 259 sites du Jura suisse.
Le calcul du variogramme expérimental est ’étape préalable a toute analyse de données spa-

tiales. Il est a la géostatistique, ce que 'histogramme est a la statistique. Notons que si la fonction

5 Les grandes distances entre les sites d’observation sont plus rares et les points de la nuée variographique
correspondant aux grandes distances sont essentiellement mesurés sur les bords du domaine d’observation.
L’estimateur du variogramme est donc plus variable pour les grandes distances et moins robuste aux non

stationnarités éventuelles.
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Fig. 2.1. Gauche : nuée variographique. Droite : variogramme expérimental

de variogramme n’a de sens que dans la mesure ol une hypothese de stationnarité (au minimum
intrinseque) et d’isotropie ont été faites, ’estimation du variogramme peut permettre de détecter
des non-stationnarités éventuelles.

Notons que 'on peut également construire la fonction de covariance expérimentale sous 1'hy-
pothese de stationnarité d’ordre 2 mais celle-ci est peu utilisée en pratique. Elle nécessite une hy-
pothese plus forte que le variogramme et par conséquent est moins robuste que celui-ci. Elle requiert
une estimation de 'espérance (qui devrait dans I'idéal, tenir compte des corrélations spatiales que
lon cherche justement & caractériser) du champ sous-jacent, et elle est sans doute moins porteuse
de sens que le variogramme pour 'utilisateur.

Le variogramme expérimental est un outil descriptif visuel pour caractériser les dépendances
spatiales d’une variable mais en aucun cas il ne saurait constituer un modele valide pour le champ
aléatoire sous-jacent. En effet, rappelons que sous I’hypothese de stationnarité d’ordre 2, la fonction
de covariance C doit étre définie-positive. Le variogramme  doit donc étre choisi de telle sorte que
la fonction de covariance C' obtenue par C(h) = C(0) — y(h) soit définie-positive.

Il convient de préciser que sous ’hypothese de stationnarité intrinseque, la fonction de covariance
n’existe pas en général mais le variogramme 7 doit quand méme vérifier une condition particuliere
pour étre valide : il doit étre conditionnellement défini-négatif. C’est-a-dire que pour tout ensemble

de sites {s1,...,8,}, et pour toute combinaison linéaire autorisée

n

L= XNZ(s),
i=1
la variance de L obtenue a partir du variogramme ~y doit étre positive. Travaillant sous 'hypothese
de stationnarité d’ordre 2, nous utiliserons toujours des modeles de variogramme construits a partir

des modeles de covariance présentés plus haut.
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Modélisation et estimation du variogramme

Disposant d’un ensemble de modeles de variogramme, le géostatisticien en choisit un® ~g en
fonction de 'apparence du variogramme expérimental ou de connaissances préalables sur la régularité
spatiale du phénomeéne étudié. Puis il estime les parametres 6 en se basant sur le variogramme
expérimental :

-par moindres carrés ordinaires :

p—1
6 = argming > (o (hx) — k)’
k=1
a la maniere de la régression non linéaire,
-par moindres carrés pondérés :
p—1
0 = argming Y #(Cr) (70 (hx) — %)
k=1

pour donner plus de poids aux classes de distances pour lesquelles la précision du variogramme
expérimental est la plus grande,

-par moindres carrés modifiés :

; = (o) — 30
0 = argmin, ; NP
ce qui donne plus d’importance aux points du variogramme expérimental a courtes distances.
D’autres méthodes d’estimation par moindres carrés peuvent étre envisagées, pour prendre en
compte les corrélations entre les points du variogramme expérimental par exemple. Schabenberger
et Gotway (2005) présentent et comparent différentes alternatives.
Sous 'hypothese gaussienne, on peut estimer les parametres du variogramme par maximum de

vraisemblance. Nous présenterons en détail cette alternative dans le chapitre 4.

2.2.2 Prédiction

Une fois la structure spatiale des observations caractérisée, celle ci est tradititionnellement sup-
posée connue. La seconde étape consiste alors a interpoler la variable d’intérét en un site ou celle-ci
n’a pas été mesurée, a partir des observations et de la structure spatiale modélisée.

Le krigeage est le nom de 'estimateur linéaire sans biais et de variance minimale parmi les sans
biais (c’est un BLUP).

Nous traitons en détail le cas du krigeage de la moyenne.

Krigeage de la moyenne

On observe z = (z(s1),...,2(sx)). Et on suppose que z est la réalisation d’un vecteur Z aléatoire
issu d’un champ aléatoire faiblement stationnaire d’espérance p a estimer et de fonction de covariance
C'z supposée connue.

L’estimateur du krigeage de la moyenne p* est une combinaison linéaire des composantes de Z :

6 Une combinaison linéaire (on parle de modele gigogne) de fonctions simples peut étre utilisée, les scalaires

de la combinaison étant des parametres supplémentaires & estimer. On utilise souvent la combinaison

linéaire o2 (allp—o + (1 — @)p(h)) ot p est une fonction d’autocorrélation continue & I'origine.
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w= " NiZ(si)
=1

ol A\;,2=1,...,n sont les poids de krigeage.

La condition de non-biais s’écrit :

Ep=E | NZ(si)| = n,
i=1
ce qui est équivalent a
dai=1 (2.8)
i=1

Pour que p* soit de variance minimale, il faut que la quantité
Var(u*) = Y \iX;Cov(Z(s;), Z(s;))

4,j=1

D A Cz(llsi — s5ll)

4,j=1

soit minimale.
Le calcul des poids de krigeage est donc un probleme d’optimisation sous contrainte. Minimiser
(2.9) sous la contrainte (2.8) requiert 'utilisation d’un multiplicateur de Lagrange (1) et par suite

la résolution du systeme linéaire suivant :

{ e (Shim MOzl = sl = 2m (i d = D) =0, i=Loom
Z?:l Ai =1
Les poids de krigeage sont donc solutions du systeme suivant :
CA=u (2.11)
avec
~ 1,
C= ¢ ,
1/, 0
avec Cy; = Cov(||s; — s4]]),4,7=1,...,n,
A1 0
A= : et u=
An
—n 1

L’expression du krigeage de la moyenne est alors donnée par
p=AZ=uC7'Z,

Z

0
La variance de krigeage est donnée par :

avec Z =
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Var(p*) = A/CA =u'C~ (2.12)

En appliquant a C , la formule d’inversion des matrices par bloc suivante (voir par exemple Rao
et Toutenburg, 1995) :

(2.13)

-1
A B ([ ~AT'(I+BE'B'A™') ~A~'BE~!
B G N —E-1p'A-! E-1

avec E = G — B'’A~!' B, nous donnons une forme au krigeage de la moyenne qui nous semble plus

explicite :
oo LTz (2.14)
P =1 e, '
De méme, la variance du krigeage peut s’écrire :
Var(i') = oy (215)
) = 1o, '

Krigeage simple
Le krigeage simple est le prédicteur de 1’écart a l’espérance du champ aléatoire en un site sg
a partir des observations, ’espérance du champ étant supposée connue. Le prédicteur de krigeage
s’écrit :
n
Z*(s0) = n+ > Xi(Z(s:) — ).
i=1
La condition de non-biais s’écrit :
E[Z"(s0) — Z(s0)] =0,

et est toujours vérifiée.

La variance de ’erreur de prédiction a minimiser est donnée par :
Var[Z*(so0) — Z(s0)]-

Par une méthodologie similaire a celle utilisée dans le cas du krigeage de la moyenne (mais sans

la contrainte), on montre que :

Z*(SO) = 0(50)071Z

ou
C(s0)i = Cov(||si — sol|)-

La variance de prédiction est donnée par

Var(Z*(so) — Z(s0)) = Cz(0) — C’(s0)C ' C(s0). (2.16)

ot Cz(0) = 0% est la variance du champ aléatoire Z(.).

Le krigeage simple peut se réécrire :

Z*(s0) = p+ Cls0) € (Z — i), (2.17)
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Krigeage ordinaire

Le krigeage ordinaire est le prédicteur de Z(sg) dans le cas ou u est inconnu.
Minimiser la variance de Z(sp)* — Z(so) sous la contrainte de non-biais conduit & I'expression

suivante pour le krigeage ordinaire :

Z*(S()) = 6(80)6_12

avec

C(s0)i = Cov([[si — sol|)-

On montre que le krigeage ordinaire est égal & la somme du krigeage simple (avec u = 0) et du
krigeage de la moyenne, ou de maniere équivalente le krigeage simple dans lequel p est remplacé par

son estimation p* :
Z*(s0) = p* + C(s0) C~HZ — p*1,,).

Le krigeage avec dérive externe : un modeéle de régression spatial

Le krigeage avec dérive externe est utilisé pour améliorer la prédiction du krigeage ordinaire
en introduisant des covariables dans le terme de ’espérance, ces covariables devant également étre
disponibles aux sites de prédiction”.

On note X = (x(s1),...,x(sp)) la matrice des observations des covariables (x(s;) est le vecteur
des covariables observées en s;,i = 1,...,n.) et x(sg) le vecteur des covariables au site de prédiction.

Le modele du krigeage avec dérive externe s’écrit :

Vs e D, Z(s) = X (s) +e(s) (2.18)

ot e(.) = {e(s),s € D} est modélisé comme un champ aléatoire faiblement stationnaire.

L’objectif est la prédiction de z(sg) en utilisant les observations de la variable d’intérét,
2(81),...,2(8n), les observations des covariables en ces sites X, et la valeur des covariables en sg,
x(s0).

Supposons que la structure de covariance des résidus soit connue et notons C' la matrice de
covariance des résidus aux sites d’observations le vecteur de covariance entre les résidus aux sites
d’observation et le résidu au site de prédiction sg.

On montre que le prédicteur de krigeage avec dérive externe (BLUP) s’écrit :

Zicv(s0) = x(s0)3 + Cls0) C™H(Z — XP),
avec
B — (ch—lx—l)—lxlc—1Z,
et Z=(Z(s1),...,2(sn))"
Le krigeage avec dérive externe est peu utilisé, sans doute du fait de sa procédure en plusieurs
étapes, toutes basées sur des approximations :

" Dans la plupart des cas, les covariables sont des fonctions de la position, polynémiales en les coordonnées.

On parle alors de krigeage universel.
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1) Estimer (3 sans prendre en compte les corrélations spatiales éventuelles des résidus (régression
linéaire classique).

2) Effectuer I'analyse variographique des résidus estimés.

3) En supposant que les corrélations spatiales du champ &(.) sont celles mises en évidence par

Panalyse variographique, prédire z(sg) (prédicteur linéaire, sans biais de variance minimale).

Optimalité du krigeage sous hypothése gaussienne

La géostatistique traditionnelle ne fait en général pas d’hypotheése distributionnelle explicite sur
les champs aléatoires sous-jacents mais certains résultats relatifs aux estimateurs (ou aux prédicteurs)
de la géostatistique prennent un sens particulier dans le cadre gaussien.

Notons par exemple que le prédicteur de krigeage simple d’une variable Z en un site sg a partir
d’observations aux sites s1,..., s, (qui est un BLUP dans le cadre d’'un champ aléatoire faiblement
stationnaire) est l'espérance de Z(s¢) conditionnellement & Z(s1),...,Z(s,) (par (2.17) et (2.6)
appliquée & Y = Z(sg) et X = (Z(s1),...,2Z(sn))’) et la variance de ce prédicteur est égale & la
variance de Z(sg) conditionnellement & Z(s1),...,Z(s,) (par (2.16) et (2.7)).

Le krigeage est donc un prédicteur optimal (au sens de estimateur de Bayes associé au cott
quadratique) sous hypothese gaussienne alors qu’il n’est optimal que parmi les prédicteurs linéaires
sans hypothese distributionnelle.

Nous verrons par la suite d’autres comparaisons de ce type.

2.2.3 Modéles hiérarchiques

Il arrive que les hypotheses de la géostatistique soient inadaptées aux besoins de I’étude.

Prenons l’exemple de I'occurence d’un caractére (comme 'apparition d’une maladie sur un in-
dividu) observée sur une population donnée dont la taille est connue, et supposons que 1'unité sta-
tistique (une commune) soit suffisamment “petite” géographiquement au regard de la zone d’étude
(un territoire) pour pouvoir étre considérée comme un site ponctuel sur un domaine continu. Il est
évident qu’interpoler 'occurence n’a aucun sens puisqu’elle dépend de la taille de la population.
L’intéret portera plutot sur le risque d’apparition, ou sur 'intensité d’un processus sous-jacent. In-
terpoler la fréquence d’appararition du caracteére par unité n’est que partiellement satisfaisant car la
fréquence est une observation intrinsequement non stationnaire en variance, la mesure étant d’autant
plus précise que la population totale par unité est grande.

La solution apportée par exemple par Oliver et al. (1993) est de modéliser, & un premier niveau
de hiérarchie, le champ aléatoire de risque commme un champ stationnaire de maniére analogue
a la section précédente, puis conditionnellement a ce champ, 'hypothese est faite que 1'occurence
en un site est distribuée selon une loi binémiale dont le parametre de taille est la taille de la
population totale et le parametre de probabilité est le risque en ce site; les observations étant
mutuellement indépendantes conditionnellement a la réalisation du champ aléatoire. On dira que le
champ aléatoire “capture” toutes les dépendances spatiales des observations. Les auteurs proposent
ensuite une estimation du variogramme du risque basée sur les observations puis une procédure de
krigeage pour le risque (il s’agissait de cartographier le risque du cancer d’enfants dans une région
d’environ 15000 km? autour de Birmingham). Desassis (2002)® étudie le cas particulier de Bernouilli
(dans une étude sur le dépérissement de la vigne en Languedoc) et dans le méme esprit, Monestiez
et al. (2006) étudient le cas poissonien (pour la cartographie de Pabondance relative de baleines en
Méditérannée).

8 Mémoire de DEA
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Une fois la carte de risque - ou d’intensité - produite, elle peut étre mise en relation avec une carte
de facteurs éventuels. Mais 'inférence sur l'influence d’un facteur potentiel (qui peut étre observé
en d’autres sites que les unités ayant servi a produire la carte de risque) n’est sans doute pas satis-
faisante dans la mesure ou I’enchainement de procédures d’estimation (estimation des parametres
de structure spatiale, estimation du risque, puis estimation du lien risque vs. facteur(s)), chacune
avec son incertitude associée, n’est pas de nature a produire une inférence de qualité, la variabilité
de l'estimateur du lien facteur(s)/risque ne pouvant étre déterminée correctement.

L’article d’Oliver et al (1993) est néanmoins notre plus ancienne référence bibliographique dans
laquelle un champ aléatoire latent est modélisé pour capturer les dépendances spatiales des ob-
servations et la réalisation de ce champ (non observée donc) fournit 'espérance conditionnelle des

observations dans un modeéle non gaussien (binémial dans ce cas).

2.3 Géostatistique multivariée

Un des objectifs de la géostatistique multivariée est d’utiliser I'information apportée par des obser-
vations de variables auxiliaires afin d’améliorer la qualité de la prédiction d’une variable d’intérét par
une procédure appelée cokrigeage. Il est évident que ces variables auxiliaires doivent étre liées d’une
maniere ou d’'une autre a la variable d’intérét pour pouvoir espérer améliorer la prédiction de cette
derniere. Contrairement au cas du krigeage avec dérive externe (dans lequel il était également ques-
tion d’utiliser de 'information apportée par des variables auxiliaires pour améliorer la prédiction),
on ne suppose pas ici que les variables auxiliaires sont observées aux sites de prédiction. Plus
généralement, on ne suppose rien sur les sites d’observation des variables. Ils peuvent coincider
entre variables (isotopie), coincider partiellement (hétérotopie partielle), ou enfin ne pas coincider
du tout (hétérotopie totale).

Il faut donc modéliser la variable d’'intérét et les variables explicatives comme étant aléatoires.

L’objectif ici n’est pas de détailler la procédure de cokrigeage mais de montrer comment la
modélisation d’une variable spatialisée s’étend aux cas ou l'on travaille avec plusieurs variables.
Soient Xj,...,X,, p variables mesurées sur un domaine D.

On travaille dans le cadre des champs aléatoires multivariés. Notons :

Xl(s)
W()=qW(s) = ,s€D
Xp(s)

On peut commencer par faire les hypotheéses de stationnarité, d’ergodicité et d’isotropie pour
chacun des champs aléatoires X;(.),i = 1,...,p sous-jacents au champ multivarié W (.) mais des
hypotheses supplémentaires sont nécessaires pour le lien entre les différents champs. L’hypothese de
stationarité d’ordre 2 s’étend facilement au cas multivariable. W(.) est dit faiblement stationnaire si

— Vi € [1,p], Xi(.) est faiblement stationnaire,

~ (i, §) € [1,p]% V(s,s + k) € D2,

—

—
COV[Xi(S), Xj(s + h )] = Cij( h)

Les fonctions Cj; sont appellées fonctions de covariances croisées.

Elles peuvent prendre des formes plus générales que les fonctions de covariance directe. En effet,

— —
ce ne sont pas forcément des fonctions paires (C;;( h) peut étre différent de C;;(—h)) et leur
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maximum n’est pas obligatoirement atteint pour Z) = 0°. Notons enfin que Cj; peut également
étre différent de Cj; pour i # j.

Ces nouvelles libertés doivent étre relativisées. Pour que le modele de W (.) soit valide (dans
le sens ou toute matrice de covariance issue de ce modele doit étre définie-positive), les fonctions
Cij 4,5 = 1,...,p doivent respecter certaines contraintes, les unes par rapport aux autres. Un des
objectifs de la géostatistique multivariée est donc de construire C(ﬁ), la fonction matricielle dont
le (i, 7)™ élément est Cj; (ﬁ)), de telle sorte que le modele soit bien défini.

La géostatistique multivariée traditionnelle propose une classe de modeles, simples a construire
et qui sont valides sous certaines conditions facilement vérifiables. Ces modeles portent le nom
de modeles linéaires de corégionalisation (voir par exemple Journel et Huigbregts, 1978).Souvent
utilisés dans une optique de cokrigeage, ils peuvent également servir de base a une analyse factorielle
krigeante, qui est une généralisation au contexte spatial, de 'analyse en composantes principales.

Avant de présenter cette classe de modeles, nous en présentons un des éléments constitutifs, le

modele de corrélation intrinseque.

2.3.1 Modele de corrélation intrinseque

Le modele de corrélation intrinseque suppose que les corrélations des variables mises en jeu sont
indépendantes de leurs corrélations spatiales (Wackernagel, 2003). Dans ce cas la fonction matricielle
C(h) s’écrit

C(h) =T.p(h) (2.19)

ou T est une matrice de taille px p et p est une fonction de corrélation éventuellement parametrée.

Détaillons le cas p = 2 et notons X et Y les deux variables dont on modélise la relation.

Soient {s1,...,S,} un ensemble de sites. Sous 'hypotheése de corrélation intrinseque, la matrice
de covariance du vecteur W = (X (s1),..., X (s,),Y (s1),...,Y (s,))" s’écrit

Y=ToH,

< Var((X (s)) COV(X(S)yy(S))>
Cov(X(s),Y(s)) Var(Y(s)) )’

et
Hi; = p(|]si — s4l])-

Notons que par stationnarité des champs X (.) et Y(.), T ne dépend pas de s. On notera alors

2
T — Ox oxoyrT
oxoyrT U%
Ce modele est valide des lors que la matrice T est définie-positive, ce qui équivaut & |r| < 1 avec
cette derniere paramétrisation.

Ce modele sera parfois appelé modele séparable ou factorisable ou encore modele a covariance

proportionnelle.

9 Cest souvent le cas pour les séries temporelles, la valeur d’une variable pouvant avoir de 'influence sur

le comportement d’une autre variable mais avec “un effet retard”.



2.3 Géostatistique multivariée 23

2.3.2 Modele linéaire de corégionalisation

Pour construire un modele linéaire de corégionalisation entre p variables Z1,..., Z,, on se fixe q

fonctions de corrélation p1,. .., pq (avec en générale ¢ < p) et la fonction matricielle C(h) s’écrit

C(h) = ZTi~Pi(h) (2.20)

Les matrices T; sont appelées matrices de corégionalisation.

Le terme “linéaire” dans le nom modele linéaire de corégionalisation prend son origine dans le

fait que I'on peut décomposer linéairement les variables Z;,7 = 1,...,p en combinant des variables
aléatoires multivariées Yy = (Yig,...,Ypr)' .k = 1,...,q (les corégionalisations) dont les compo-
santes ont une structure commune (p;) et toutes les variables Yj;,4 = 1,...,p,5 = 1,...,q sont
orthogonales (Chiles et Delfiner, 1999).
En effet, si
Zl(S) q
Vs e D, Z(s) = ; = ApY(s) (2.21)
k=1
Zp(s)
avec
Tk ZAkA;me 1,...,(], (2.22)

alors (2.20) est bien vérifiée.

Les décompositions des matrices By données par 1’équation (2.22) ne sont pas uniques (il y en a
méme une infinité). Mais celles données par la décomposition en valeurs singuliéres permettent une
adaptation de I’analyse en composantes principales au contexte spatial. Cette adaptation, connue
sous le nom d’analyse factorielle krigeante, se décompose en plusieurs étapes comme suit :

1) Choisir les fonction py & partir des variogrammes expérimentaux et des fonctions de covariance
croisées estimées.

2) Estimer les parametres des fonctions py par moindres carrés a partir des variogrammes
expérimentaux.

3) Estimer les matrices T, par moindres carrés (sous contrainte que ces matrices restent définie-
positives) en utilisant P’algorithme proposé par Goulard et Voltz (1992).

4) En déduire les matrices Ay.

5) Cartographier les corégionalisations Y;;, par une procédure de krigeage.

Les deux dernieres étapes sont spécifiques a I'analyse factorielle krigeante, les 3 premieres sont
suffisantes si 'on travaille uniquement dans une optique de cokrigeage.

Nous référons & I'article de Monestiez et al. (1994) pour les interprétations que 'on peut faire

des résultats d’une telle analyse, dans un probleme de génétique des populations.

2.3.3 Cokrigeage et autokrigeabilité

Comme dans la procédure de krigeage, une fois le modele choisi et estimé, on le suppose connu
et on calcule le prédicteur de Z(sg) a partir des observations des différentes variables sélectionnées.
Ce prédicteur est un prédicteur linéaire sans-biais de variance minimale et s’obtient par la méme

procédure que les krigeages présentés dans la section précédente.
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La variance de prédiction est toujours plus faible pour le cokrigeage que pour le krigeage (sous
Phypothese que le modele estimé est le bon!) ce qui est assez naturel puisque de l'information
supplémentaire est utilisée. Notons cependant que dans certains cas krigeage et cokrigeage sont
équivalents (le cokrigeage n’apporte rien au krigeage) :

Supposons que 'on veuille prédire Z en utilisant X1,..., X,—1, p — 1 variables auxiliaires. On
suppose que les p variables sont observées aux mémes sites, mais aucune n’est observée au site de
prédiction. Supposons également que ces p variables sont issues d’un champ multivarié faiblement
stationnaire et isotrope, alors le cokrigeage de Z(sg), (en utilisant les p — 1 variables auxiliaires) est

équivalent au krigeage de Z(sp) si et seulement si (voir Wackernagel, 2003) :

Vk € [1,p — 1], ¥(si, 5;) € D?, 3oy, € R; Cov(X(si), Z(s5)) = arCov(Xk(s:), Xk (s5))-

On dira alors que Z est autokrigeable par rapport aux variables Xi,..., X,_1.
Notons enfin que dans le cas d’'un modele de corrélation intrinséque, toutes les variables sont

autokrigeables par rapport aux autres variables.
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Modéles

L’objectif de ce chapitre est de montrer comment rattacher les modeles classiques des statistiques
(tels que le modele de régression linéaire, les modeles linéaires généralisés et les modeles linéaires
généralisés mixtes) au contexte des données géoréférencées. Il s’agit de permettre la prise en compte
dans ces modeles des deux composantes du contexte spatial évoquées en introduction, a savoir les
dépendances spatiales et 'hétérotopie des observations.

Par souci de concision, tous les modeles présentés dans ce chapitre ne mettent en jeu qu’une
seule variable explicative. On peut facilement introduire des variables explicatives supplémentaires
dans l'espérance de la variable d’intérét a condition de travailler conditionnellement & ces variables,
ce qui est naturel si ces variables sont observées en tout site ou la variable d’intérét est observée.
C’est par exemple le cas pour une fonction de la position, comme une dérive externe linéaire.

3.1 Construction d’une famille de modeles linéaires spatiaux

Dans cette section, nous traitons le cas du modele de régression linéaire adapté au contexte
spatial. Nous montrons comment prendre en compte les corrélations spatiales et comment per-
mettre le traitement des jeux de données hétérotopes. Le processus de construction des modeles par
modélisation hiérarchique crée une classe de modeles peu traitée dans la littérature (& Pexception
de Royle et Berliner, 1999) qui est un intermédiaire entre le modele de corrélation intrinseque (sou-
vent considéré comme pauvre) et le modele linéaire de corrégionalisation (plus riche mais difficile
a inférer). La relation entre la variable d’intérét et la variable explicative induite par le procédé de
construction est a mettre en relation avec autokrigeabilité définie dans le chapitre précédent. Mais
nous montrons que dans le cas gaussien, I'autokrigeabilité est équivalente a une relation spatiale
particuliere entre les deux variables, et que cette relation est caractéristique de cette nouvelle classe

de modeles, parmi les modeles linéaires de corrégionalisation.

3.1.1 Le modele de régression linéaire classique, une référence non-spatiale

Pour fixer les notations, on rappelle les deux manieres de formuler le modele de régression linéaire
classique que I'on nommera par la suite (LM1) :

Soit Y = (Y3,...,Y,)" un vecteur aléatoire d'intérét et X = (X1,...,X,)" un vecteur aléatoire

explicatif :
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1 ére formulation du modéle : (LM1)

La distribution de Y sachant X est donnée par :

Y[X ~ N(Bolln + BiX, 0% x I).

ou I, désigne la matrice identité d’ordre n et 1/, = (1,...,1).

On utilise souvent la formulation équivalente suivante :

2 éme formulation du modele : (LM1)

Soit € un vecteur gaussien d’espérance nulle, de matrice de covariance J?,l In et
indépendant de X. On a :

Y = Boll,, + A1 X +e.

Comme en général, le vecteur X est entierement renseigné, on omet en général son caractere
stochastique. Ce qui conduit, dans la premiere formulation a ne plus utiliser I’écriture conditionnelle ;
et dans la deuxieme formulation, & ne plus expliciter I’hypothese d’indépendance des résidus avec la

variable explicative.

3.1.2 Modifications liées au contexte spatial

La prise en compte du contexte spatial va nous conduire a modifier le modele précédent dans
deux directions distinctes.

D’une part, il sera naturel d’étendre I’hypothese d’indépendance des résidus pour permettre la
prise en compte de corrélations spatiales éventuelles.

D’autre part, le traitement de jeux de données hétérotopes nécessitera de considérer également
la variable explicative comme aléatoire et de modéliser sa structure spatiale.

La prise en compte de ces deux spécificités du contexte spatial implique donc deux actions
contradictoires en terme de modélisation. La premiere généralise le modele linéaire tandis que la

seconde le particularise par ’ajout d’une hypothese supplémentaire.

ler Axe : Corrélation spatiale des résidus

La mise en évidence de corrélations spatiales (par le variogramme expérimental) dans la va-
riable Y n’impose pas forcément leur présence dans les résidus. En effet, les corrélations spatiales de
Y peuvent en partie étre induites par celles de la variable explicative X du fait de la relation entre
ces deux variables.

La raison qui conduit le modélisateur a considérer les résidus comme potentiellement spatialement
corrélés, est le plus souvent la non prise en compte de variables explicatives spatialement corrélées.
En effet, le terme € a pour but de capturer dans le modele les erreurs de mesure (mutuellement
indépendantes dans la plupart des cas) et les effets de variables non prises en compte!.

Le modele de regression linéaire a résidus spatialement corrélés dit & Mardia et Marshall (1984)
s’écrit :

! Notons également que les erreurs de modélisation, comme une non linéarité non prise en compte dans le
modele, pourraient induire de la corrélation spatiale dans les résidus estimés, si la variable explicative est

elle méme spatialement structurée.



3.1 Construction d’une famille de modeles linéaires spatiaux 27

1 ére formulation du modéle : (LM2)

Soit pg une fonction de corrélation valide paramétrée par ¢.

Pour toute configuration de sites {s1,...,s,} de D,
siY = (Y(s1),-..,Y(sn)) et X = (X(s1),...,X(sn)), alors la distribution de Y|X
s’écrit :

ot le (i,7)°™° terme de H(¢) est donné par ps(||s; — s||)-

Comme pour le modele linéaire classique, le modele linéaire a résidus spatialement corrélés peut

se reformuler comme suit :

2 éme formulation du modéle : (LM2)

Soit € un vecteur gaussien d’espérance nulle, de matrice de covariance 0')2/‘ H(9) et
indépendant de X. On a :

Y = Goll,, + 51X + &

A partir de cette formulation, il apparait que le modele LIM2 est trés proche du modele utilisé
pour le krigeage universel (voir 2.18). Les hypothese de stationnarité d’ordre 2 et d’isotropie ont été
remplacées ici par I’hypothese que les résidus sont la réalisation d’'un champ gaussien stationnaire

et isotrope.

2éme Axe : Extension naturelle du modéle classique pour échantillonnages hétérotopes

Dans les sous sections précédentes, il n’était pas nécessaire de considérer la variable explicative
comme stochastique. Dans le cas données hétérotopes, le fait que les sites d’observation de X et de
Y ne coincident pas, impose que la variable explicative X soit suffisamment structurée spatialement,
au regard de I’échantillonnage des deux variables. La prise en compte de cette structure spatiale
nécessite de considérer X comme la réalisation d’un champ aléatoire X (.).

On peut étendre naturellement le modele linéaire classique en supposant que X (.) est un champ

gaussien stationnaire :

Formulation du modéle : (LM3)

Pour toute configuration de sites {s1,...,8,} de D, on note Y = (Y (s1),...,Y(sn))" et
X = (X(s1),...,X(sn))". Soit py une fonction de corrélation paramétrée par ¢.
On pose :

X ~ N(px L, 0% H(9))

ot le (i,7)°™ terme de H(¢) est donné par py(||si — s;||), et

Y|X ~ N(ﬂoﬂ-n + 61X7 0'32/|XITL)7
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3.1.3 A la croisée des chemins

De la méme maniere que I'on a généralisé le modele linéaire classique (LM1) en permettant la
prise en compte des corrélations spatiales des résidus (pour obtenir (LM2)), on peut généraliser le
modele (LM3) 2 (voir figure (3.1)) :

L3 LAI4
[LIf4a)
wodeles pouy
donReEs
Betdrotapes
L1 L2

correlation des vdsidus

Fig. 3.1. Situations relatives des différents modeles.

lére formulation du modeéle : (LM4)

Pour toute configuration de sites {s1,...,s,} de D, on note Y = (Y (s1),...,Y (sn)) et
X =(X(s1),.--,X(s0))"

Soit pél une fonction de corrélation paramétrée par ¢;.

On pose X ~ N(ux1l,,,0% Hi(41)) ot le (i, j)*™° terme de H;(¢1) est donné par pé,l (Ilsi—

sill)-

Soit pig une fonction de corrélation paramétrée par ¢o. On pose :

Y[X ~ N(Bolly + 1 X, 03 x Ha(42)),

ott le (i,7)°™¢ terme de Ho(¢2) est donné par Piz(HS% —s;l])-

Comme pour le modele de régression linéaire classique et pour le modele linéaire a résidus corrélés,

on peut reformuler le modele (LM4) de la maniére suivante :

2 Cette généralisation peut également étre considérée comme la spécification de la distribution de X dans
le modele (LM2) .
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2éme formulation du modéle : (LM4)

Pour toute configuration de sites {si,...,s,} de D, X ~ N(ux1,, H1(¢1))
Soit € = (e(s1), .. .,&(sn))’ un vecteur gaussien d’espérance nulle de matrice de covariance
U%/‘XHQ(Qs) et indépendant de X. On a :

Y = Goll,, + 51X + &

La variable Y s’écrit donc comme la somme d’une fonction linéaire de la variable explicative X
et d’un vecteur de résidus spatialement corrélés. Ces résidus peuvent étre vus, par exemple, comme
la somme des effets sur Y d’autres variables, elles-mémes spatialisées, non prises-en-compte. La
distribution de ce vecteur résiduel étant donnée pour toute configuration de sites, il peut étre vu
comme la réalisation d’'un champ aléatoire d’effets non-observés. On utilisera parfois le terme de
champ caché pour désigner ce processus sous-jacent.

3.2 Propriétés des modeles LM4

3.2.1 Formulation des modeéles (LM4) par les distributions multivariées

Une maniere équivalente d’écrire les modeles (LM4) est de donner les distributions multi-
variées qui permettent d’écrire les vraisemblances. C’est a dire que pour toute configuration de
sites {s1,...,8,} de D, 81 Y = (Y (s1),...,Y(s,)) et X = (X(s1),...,X(sn)), on définit le modele
en donnant la distribution de W = (X', Y")".

On peut montrer que (LM4) est équivalent & :

W~ N(p, X)

X
avec p = ® 1,
<ﬁo + Biux )

0% Hi(¢1) 0% Pr1H1 (1)
2= . (3.1)
oXBLH1(d1) 0% BTHL(d1) + 0%y Ha(¢2)

Dans le cas du modele LM3, la matrice de variance s’écrit

o H(9) 0% B1H())
¥ =

OXBH(S) 0% BRH(S) + 0% I

Cette formulation nous permet de rattacher les modeles (LM4) aux modeles de la géostatistique
multivariée présentés au chapitre 2.

3.2.2 Positionnement des modeéles (LM4) par rapport aux modeles de la
géostatistique multivariée

Le modeéle de corrélation intrinséque, un cas particulier parcimonieux

Si par souci de parcimonie, on choisit dans le modele (LM4) un modeéle commun d’auto-

corrélation pour la variable explicative et les résidus, c’est a dire pél = pi2 et si de plus, on suppose
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que ¢1 = o, alors on a Hi(¢1) = Ha(¢2). La matrice de variance donnée par (3.1) est donc identique

a celle du modele de corrélation intrinseque qui s’écrit
Y =T® H().

Peu utilisé par les géostatisticiens du fait de sa pauvreté en terme de modélisation des structures
spatiales croisées, il est souvent choisi en statistiques inférentielles pour généraliser les modeles
classiques au contexte spatial (voir par exemple Banerjee et Gelfand (2002), Pascual et Zhang (2005),
Banerjee et al (2005)) et permet d’étudier les propriétés des estimateurs dans ce contexte.

Le modele (LM4) est plus flexible que le modele de corrélation intrinséque (que nous nommerons
parfois (LM4a)) puisqu’il permet d’intégrer des structures spatiales différentes pour la variable
explicative et la variable d’intérét, bien que par construction, le modele de covariance de la variable
d’intérét soit un modele gigogne a deux structures 'une d’elle étant celle de la variable explicative.

L’argument suivant permet de comprendre la flexibilité apportée par cette nouvelle classe de
modeles par rapport au modele de corrélation intrinseque.

Si la variable explicative est sujette a une erreur de mesure, alors la variable d’intérét doit 1’étre
aussi. De plus, la part de variabilité de ces erreurs de mesure dans les variances totales de chacune
des variables doit étre la méme. C’est I'une des restrictions majeures imposée par le choix du modele
de corrélation intrinseque. Par des choix judicieux des deux fonctions de covariance dans le modele
(LM4), on peut modéliser les erreurs de mesures pour les deux variables de telle sorte qu’elles
représentent chacune une part différente des variances totales. Mais ce n’est pas le seul gain apporté
par ce modele. Les structures spatiales des deux variables peuvent avoir des portées différentes,
ce qui permet d’intégrer dans une modélisation commune, des phénomenes structurés a différentes
échelles. Notons néanmoins que par construction, la portée de la variable d’intérét est supérieure ou
égale a celle de la variable explicative si la liaison statistique entre les deux variables est non nulle
(e B1 #0).

Notons que le modele (LM4) doit étre préféré a condition que I'on conjecture l'existence d’un
lien de cause a effet entre les deux variables mises en jeu, car son point de vue et sa forme ne sont

pas symétriques en les variables.

Du modéle LM4 au modéle linéaire de corégionalisation (LMC)

En géostatistique multivariée traditionnelle, on généralise le modele de corrélation intrinseque en
utilisant le modele LMC (voir chapitre 2).
Le modele (LM4) est un sous modele du modele LMC. En effet, la matrice de covariance du
vecteur W s’écrit :
Y =T ® Hi(p1) + To ® Ha(¢2)

2 2 0 0
avec 17 = 0X2 5;0;( et Th = 5 .
Prox PBiox 00y x

Les contraintes sur les deux matrices Ty et To font du modele (LM4) un sous modele des LMC.
En effet, il possede 3 parametres de moins que ce dernier.

De la méme maniere que nous avons tenté d’expliquer le gain qu’apportait I'utilisation du modele
(LM4) par rapport au modele de corrélation intrinséque, nous avons étudié la nature des liaisons
bivariées qu’induit 1'utilisation du modele (LM4) par rapport au LMC en terme de modélisation
de processus spatiaux. Cette étude a permis de mettre en évidence une propriété caractéristique des

(LM4) que nous présentons dans le paragraphe suivant.
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3.2.3 Caractérisation des modeles (LM4) parmi les modeles LMC

La construction du modele (LM4) par 'approche conditionnelle implique que le bloc matriciel
cov(X,Y) est proportionnel au bloc cov(X, X), ce qui est équivalent au fait que Y est autokrigeable
par rapport a la variable X (voir chapitre 2).

Dans le cas gaussien, on peut traduire 'autokrigeabilité par des relations d’indépendance condi-

tionnelle a I’aide de la proposition suivante :

Proposition :

Si W () = {W(s) - <§f

(8; ) ,S € D} est un champ bivarié gaussien stationnaire, alors
s
Vs €DV,

— —
cov(X(s),Y(s+ h)) = Beov(X(s), X (s+ h)) (3.2)
~ V(Sl, Sj) c @2, Y(Si) A X(Sj)|X(Sl)

Démonstration. Voir annexe 1.

Si pour un site s on connait X (s), alors Y (s) ne dépend plus de X (s’), quel que soit s’. La seule
relation existant entre Y'(s) et X (s’) provient du fait que Y'(s) dépend de X (s) et que X (s) et X (')
sont spatialement corrélés.

Cette nature particuliere des relations entre les deux variables induite par 'autokrigeabilité dans
le cas gaussien sera nommée propriété de dépendance ponctuelle. Cette propriété est vérifiée par le
modele (LM4) mais tout modele LMC qui vérifie cette propriété peut également s’écrire sous la
forme d’un modele (LM4).

Théoréme 1 Soit un modele LMC' général entre deux variables, c’est a dire dont la matrice de
covariance s’écrit :

Y =T, @ Hi(¢1) + To ® Ha(¢).

ab de
avec Th = <b ) etTy = ( f) , ou les matrices H;(¢;) sont des matrices de corrélations spatiales
c e

associées respectivement auzx fonctions de corrélations spatiales p'(¢;),i = 1,2.
Le modéle est un modéle (LM4) si et seulement si b/a = e/d.

Démonstration. Seule la réciproque reste a démontrer. Sa preuve est triviale. Il s’agit juste d’une
reparamétrisation. On peut vérifier que les parametres du modele (LM4) défini a partir d’'un modele
LMC par la relation b/a = e/d s’écrivent :

- pfr=0b/a

~ ok =a+d

- af,lx =c—fila+d)+ f

Et les 2 fonctions de corrélations spatiales du modele (LM4) s’écrivent :

by, = a1pg, (h) + (1 — a1)pg, (h)
et

Ph = auph, () + (1 - az)p?, (h)

avec
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“ a
te a+d

et
c—fi(a+d)

Ainsi, tout modele de la classe LMC tel que la variable d’intérét soit autokrigeable par rapport
a la variable explicative peut s’écrire sous la forme d’un modele (LM4).

Nous avons ainsi construit une classe de modeles intermédiaires entre le modele de corrélation in-
trinseque et le modele linéaire de corrégionalisation. Les modeles (LM4) autorisent de travailler avec
deux structures (différentes pour chacune des variables) en restant trés parcimonieux. Ils permettent
également une grande flexibilité par un jeu sur la complexification (combinaisons ou mélanges) des

deux fonctions de corrélation spatiale p}bl et piz.

3.2.4 Jouons un peu avec deux structures...

Pour clore cette section sur les modeles gaussiens, nous allons montrer comment, a partir d’un
modele LMC basé sur deux fonctions de corrélations les plus simples possibles, on peut extraire
différents sous-modeles (certains appartenant & la classe (LM4)) ayant chacun des niveaux d’in-
terprétation différents.

L’exemple est basé sur un modele de corrélation continu & lorigine (par exemple le modele
exponentiel) et un modele aléatoire pur (effet de pépite).

Soit une variable d’intérét Y liée linéairement & une variable X de la maniére suivante :

Y=0X+¢

avec ¢ indépendant de X.
On suppose que X est la somme de deux variables indépendantes, la premiere X, étant structurée
spatialement & treés petite échelle, (et donc modélisée par un bruit blanc), et la seconde X, est

structurée a plus grande échelle (structure modélisée par la fonction de covariance p) :

X =X, +X,.

Le processus d’observation soumet X a une erreur de mesure de telle sorte que I’on observe
Xo=X+X,

ou X, est également un bruit blanc, indépendant de X.
Le résidu € est également la somme indépendante d’une variable pépitique €, et d’une variable

spatialement structurée €, :

€=¢p+t+ey

Pour simplifier, on suppose que ¢, a la méme fonction de covariance p que X.
On suppose que spatialement, toutes les variables définies ci-dessus définissent des champs gaus-
siens stationnaires, isotropes, d’espérance nulle et on notera pour leur variance o2 indicée par le nom

de la variable.
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Pour toutes configurations de sites {s1,..., s, }, le modele multivarié des observations résultant

de la construction est le suivant :

W = (Xo(51)s -5 Xo(50),Y (51),...,Y(sn)) ~ N(0,X)

avec
Y=ol +T,® H,
ou
2 2 2 2 2
o o o o o
T = XP_ZXE 2§Xp2 et Ty = );g 2§X92
pox, Box, +o, pox, Brox, + oz,
et

Hij = p(|[si = 5l])-

Le modele résultant est donc un modele LMC général a deux structures puisqu’aucune contrainte
autre que la définie-positivité, n’est imposée aux matrices T et Tb.
Le procédé de construction permet de donner un sens aux sous-modeles éventuels.

Reparamétrisons les deux matrices Ty et T de la maniere suivante :

T, = (‘“ bi) i=1,2.
bi C;

On peut par exemple considérer les sous-modeles suivants :

— ag = ba = co = 0 : ce choix supprime la composante spatiale du modele. Il s’agit du modele
bigaussien utilisé pour l'inférence du coefficient de corrélation dans le cas i.i.d.

— by = 0 : les effets de pépite des deux variables ne sont plus corrélés. Dans l'esprit de la
construction du modele, 'effet de pépite de la variable explicative observée X, est uniquement
de lerreur de mesure, c’est a dire X, = 0. Ce modele n’est pas dans la classe des (LM4).
Il reste cependant un sous-modele simple des LMC déja considéré dans Banerjee et Gelfand
(2002).

— by/a; = by/ag : c'est la propriété de dépendance ponctuelle. L'effet de pépite de X peut étre
vu comme une composante intrinseque de la variable explicative X, puisque sa part dans la
variabilité totale de X, est la méme que celle dans la covariance croisée entre les deux variables,
c’est a dire X, = 0.

— ¢2/ba =ba/as : le résidu € n’est pas structuré spatialement, c’est & dire 4 = 0. On est dans le
cas du modele (LM3).

— by/a; = ba/ag et c1/by = c2/bs : c’est un modele de type (LM4a) qui n’a pas vraiment de
sens particulier pour l'utilisateur (la part de la pépite dans la variance de X, est identique a
la part de la pépite dans €) et n’a d’intérét que par sa parcimonie.

Ces considerations permettent d’envisager différentes hypotheses que 1'utilisateur pourra suppo-
ser s’il a des connaissances préalables, ou au contraire tester si elles traduisent une partie de ses
questions sur les phénomenes étudiés. 11 dispose pour cela de I'arsenal de méthodes de comparaison
de modeles (par exemple un test LRT si les deux modeles considérés sont emboités, BIC ou AIC
sinon).

Notons que pour un jeu de données totalement hétérotope, b; n’est pas estimable (il n’apparait
pas dans la vraisemblance) et le modele LMC n’est par conséquent pas identifiable. En hétérotopie
totale, on devra donc faire une hypothese de nullité de by ou de proportionalité (by/a; = bz2/az). Ce

choix doit étre guidé par les considérations évoquées ci-dessus.
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3.3 Variable d’intérét non-gaussienne

Pour certains types de données comme les variables binaires ou de comptage, le cadre gaussien
devient clairement inapproprié. Comment écrire les modeles dans ces cas?

Deux alternatives issues de la tradition des statistiques classiques s’offrent & nous :

1. Remplacer la distribution gaussienne par une autre distribution de la famille exponentielle et
généraliser les modeles précédents de la méme maniere que le Modele Linéaire Généralisé (GLM)
généralise le modele linéaire (LM1) (McCullagh et Nelder, 1989).

2. Hiérarchiser les modeles précédents & 'aide de distribution de la famille exponentielle. La
variable Y des modeles précédents devient ici une variable latente. Cette approche conduit & une
classe de modeles qui sont des adaptations au contexte spatial des modeles linéaires géneralisés
mixtes (GLMM) (Mac Culloch et Searle,).

Cette section explicite ces deux alternatives.

3.3.1 Le modele linéaire généralisé

Le modele linéaire se généralise en remplacant la distribution gaussienne par une distribution de

la famille exponentielle.

Formulation classique : (GLM1)
Soit Z = (Z1,...,Zy,)" un vecteur aléatoire d’intérét et X = (Xy,...,X,) un vecteur
explicatif :

on suppose les composantes de Z mutuellement indépendantes et pour touti =1,...,n:

Zi| X ~ L(vi)

ou L est une loi de la famille exponentielle parametrée par un vecteur ~;.

Le lien entre Z; et X; est spécifié par une relation du type :

E[Zi|Xi] = g~ (Bo + /1 Xa) (3.3)

ou g est une fonction de lien.

Citons 2 exemples parmi les plus utilisés :
— Z;| X; ~ Poisson(X;) avec A; = exp(fo + £1.Xi)
— Zi|X; ~ Bernouilli(p;) avec p; = logit ™ (8o + $1.X;)

Corrélation des données dans le cadre du modele linéaire généralisé

Contrairement au cas gaussien, la généralisation de 'hypothese d’indépendance des observations
dans le cas des modeles linéaires généralisés n’est pas aisée. Rappelons quelques caractéristiques qui
font du contexte gaussien un cadre particulierement adapté a la modélisation de données spatiales :

1) la donnée des deux premiers moments caractérise entierement la distribution multivariée,

2) les composantes d’'un vecteur gaussien sont indépendantes si elles ne sont pas corrélées,

3) si un vecteur aléatoire est multigaussien, les lois marginales d’un ensemble de composantes de
ce vecteur, ainsi que les lois d’un ensemble des composantes conditionnellement & un autre ensemble
de composantes, restent multivariées gaussiennes, et leurs parametres sont facilement calculables a

partir des parametres du vecteur initial.
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Ces trois propriétés font partie des multiples raisons qui expliquent le succes du cadre gaussien
dans la modélisation de données géoréférencées. Elles permettent également d’utiliser les fonctions

de covariance, pour généraliser le modele linéaire au contexte spatial.

Qu’en est-il dans le cas non-gaussien ? La spécification d’un modele (GLM2) pour des données
corrélées spatialement reste un probleme ouvert.

Le principal verrou pour généraliser les distributions de la famille exponentielle au contexte spa-
tial sont les relations entre espérance et variance qui ne permettent pas de spécifier indépendamment
les deux premiers moments, excepté dans le cas gaussien. FExiste-t-il par exemple des distributions
multivariées vérifiant des spécifications sur I'espérance telles que celle de I’équation (3.3), dont la
matrice de covariance est déduite d’un modele de covariance spatiale et dont les lois marginales sont
binoémiales ou poissoniennes ?

Quelques auteurs (Kaiser et Cressie, 1997, par exemple) proposent des modeles pour des données
multivariées de comptage mais se limitent & des modeles sur grilles (ou réseaux). Ils utilisent des
relations de type markovien entre voisins, c’est a dire qu’ils définissent en chaque site la distribution
des variables conditionnellement aux voisins sans avoir & définir la distribution multivariée ou les dis-
tributions marginales en chaque site. La plupart des auteurs ayant voulu modéliser des dépendances
spatiales pour des données de comptage, ont préféré la voie hiérarchique, lorsque ces dépendances
n’étaient pas dues aux structures spatiales des variables explicatives; ce que nous étudierons plus

loin en développant la seconde alternative.

Extension naturelle des GLM pour le cas des données hétérotopes

Dans le cas ou seules des dépendances spatiales au niveau de la variable explicative sont prises
en compte dans le modele, il est possible d’étendre le modele (GLM1) de la méme maniere que le
modele (LM3) étend le modele (LM1).

11 suffit d’ajouter au GLM, une hypothese distributionnelle pour la variable explicative :

Formulation du modéle : (GLM3)

Soit pg une fonction de corrélation paramétrée par ¢.

Pour toute configuration de sites {s1,...,s,} de D, on note Z = (Z(s1),...,Z(s,)) et
X = (X(s1),...,X(sn)) et on pose :

X ~N(ux1,,0% H(¢)) olt le (i,7)°™¢ terme de H(¢) est donné par ps(|[s; — s;l|)-
Conditionnellement a X, les composantes de Z sont mutuellement indépendantes et pour

tout:=1,...,n,

Z(5:)| X (si) ~ L(7v(s1)),
avec E[Z(s:)| X (si:)] = g~ (Bo + 51X (s4)).

Cette approche ne permet pas de modéliser des corrélations spatiales dans la variable d’intérét
autres que celles initialement présentes dans les variables explicatives, ce qui limite 'intérét d’un tel

modele pour ’application.
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3.3.2 Hiérarchisation des modeles gaussiens, vers une forme de modeles linéaires

généralisés mixtes

Pour modéliser la relation entre une variable explicative que 'on peut supposer gaussienne,
et une variable d’intérét pour laquelle cette hypothese est inappropriée, la seconde alternative est
d’introduire un champ de variables latentes. Cette idée, formalisée par Diggle et al (1998) dans I'ar-
ticle Model-Based-Geostatistics, est une adaptation au contexte géostatistique des modeles linéaires
généralisés mixtes.

Apres un bref rappel de I’écriture de ces modeles, nous montrons comment les modeles gaussiens
présentés ci-dessus peuvent se généraliser par hiérarchisation aux données pour lesquelles '’hypothese

gaussienne n’est pas adaptée.

Modéles GLMM

Dans les modeles linéaires généralisés mixtes (GLMM), 2 sources d’aléa sont modélisées. Au
premier niveau de hiérarchie, on modélise les effets aléatoires associés aux modalités d’un des facteurs
potentiellement explicatif, puis connaissant la réalisation de ces effets, on modélise la variable réponse
dans une loi de la famille exponentielle.

Parmi la classe tres vaste des GLMM, une utilisation courante consiste & modéliser la relation
entre une variable d’intérét Y, une variable explicative X et une variable catégorielle A. Dans ce cas

le modele s’écrit :

Formulation du modéle : (GLMM)

Soit U un vecteur aléatoire (de taille égale au nombre de modalités de A) vérifiant

U ~ N(0,0%1)

Pour toute réalisation possible u du vecteur U, on suppose que conditionnellement a

U = u, les composantes de Y sont mutuellement indépendantes et vérifient :
YilXi = 2;, U =u~ L(7)

On note p; = EY;|X; = z;, U = v
Le lien entre Y; et la variable explicative et les facteurs aléatoires est donnée par une

relation du type :

g(pi) = ;6 + aju

pour une fonction de lien g.

Pour simplifier, on remplacera la notation de I’évenement U = u par U
Le lecteur trouvera plus de détails sur les GLMM dans ouvrage de Mc Cullogh et Searle (2001).

GLMM dans le contexte spatial

Dans le contexte spatial, ce que 'on appelle effets aléatoires n’est en général plus attaché a un
facteur mais aux sites d’observations. Dans ce cas, le modeéle (GLMM1) consisterait a avoir un
effet aléatoire par site d’observation. Pour prendre en compte le contexte spatial, on modélise les
effets & partir d’'un champ aléatoire de la méme maniere que les résidus dans le cas du modele

linéaire & résidus spatialement corrélés (LM2). Puis conditionnellement a ce champ, on suppose
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que les observations de la variable d’intérét sont mutuellement indépendantes et on donne leur
distribution conditionnellement & la réalisation du champ en chaque site, comme une loi de la famille
exponentielle. Le champ capture toutes les dépendances spatiales de la variable d’intérét autres que
celles qui sont dues a la variable explicative.

Ce modele s’écrit :

lére formulation du modéle : (GLMMZ2)
Pour toute configuration de sites {s1,...,$,} de D, on note Z = (Z(s1),...,2Z(sn))" le
vecteur d’observations de la variable d’intérét et X = (X (s1),...,X(sn)) celui de la
variable explicative.

On introduit Y = (Y (s1),...,Y(sn))" un vecteur aléatoire latent tel que :

Y[X ~ N(BolL, + 51X, 08 H(9))

ot le (4, 7)®™¢ terme de H(¢) est donné par py(||s; —s;||) pour une fonction de corrélation

Po.
Conditionnellement & Y, les Z(s;),% = 1,...,n sont mutuellement indépendants, et de

distributions conditionnelles :

Z(si)[Y (si) ~ L(v(si))

ou L est une loi de la famille exponentielle parametrée par (s;).

Le lien entre Z(s;) et Y(s;) est spécifié par une relation du type :

BlZ(s)|Y (si)] = g7 (Y (51))

pour une fonction de lien donnée g.

Ce modele est équivalent & celui de Diggle et al (1998) dont I’écriture suivante est la plus utilisée :

2éme formulation du modéle : (GLMM2)
Pour toute configuration de sites {s1,...,s,} de D, on note € = (¢(s1),...,e(s,)) et on
pose :

e ~N(0,02H(¢)) ot le (i,7)*™¢ terme de H () est donné par py(||si — s;|).
X et ¢ sont indépendants et conditionnellement & X et £, les composantes de Z sont

mutuellement indépendantes et de distributions conditionnelles

Z(5:)| X (s1),€(s:) ~ L(v(s0))

E[Z(5:)|X (si),e(s:)] = 97 (Bo + P1X (s3) + (s4)),

ou g est une fonction de lien.

Sur la base de ce modele et de la construction des modeles (LM3) et (LM4) , on peut construire
une classe de nouveaux modeles (GLMM4) (incluant un modele (GLMM3)) afin par exemple de

traiter les jeux de données hétérotopes. La formulation générale est la suivante :
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Formulation générale du modéle : (GLMM4)
Pour toute configuration de sites {s1,...,s,} de D, on note Z = (Z(s1),...,Z(s,)) le
vecteur d’observations de la variable d’intérét et X = (X (s1),...,X(sn))" celui de la
variable explicative.

On pose : X ~ N(ux 1, 0% H(¢)) o le (i,7)*™ terme de H(¢) est donné par py(||s; —
sll).

On introduit Y = (Y (s1),...,Y(sn))" un vecteur aléatoire latent tel que :

Y[X ~ N(Goll, + 41X, X)

pour une matrice de covariance 3 dont la modélisation sera discutée dans la suite. Condi-
tionnellement & Y, les Z(s;),7 = 1,...,n sont mutuellement indépendants, et de distri-

butions conditionnelles :

Z(si)[Y (si) ~ L(v(si))

ot L est une loi de la famille exponentielle parametrée par y(s;).

Le lien entre Z(s;) et Y(s;) est spécifié par une relation du type :

B[Z(s:)|Y (s1)] = g7 (Y (s1))

pour une fonction de lien donnée g.

Les différents modeles & dépendance ponctuelle décrits dans le cadre gaussien peuvent étre utilisés
pour modéliser, au travers de X, la relation entre Y et X. Rappelons les différentes alternatives :

- si 'on souhaite que la seule part de structure spatiale modélisée dans les données proviennent de
la structure de la variable X, on choisira X = U%‘XIn (GLMM3) , le cas U%lX = 0 correspondant
au modele (GLM3) |,

- si 'on veut que X et Y soient en corrélation intrinseque, on choisira Y = Uf,‘XH(qS)
(GLMM4a) ,

-si ’on veut utiliser un modele a dependance ponctuelle plus général, on choisira X = U%I Ha(¢2)
ou Ha(¢o) est associée a une fonction de corrélation parametrée par ¢o (GLMMA4) .

Ainsi I'ensemble des modeles a dépendance ponctuelle décrits dans le cas gaussien peut étre
généralisé aux cas ol la variable d’intérét est non gaussienne par la hiérarchisation décrite ci-dessus
(voir figure 3.3.2).

Un modele proche : le modele spatial de régression probit

Pour expliquer une variable d’intérét binaire Z par une variable explicative continue X, dans un
contexte d’hétérotopie, Banerjee et Gelfand (2002) utilisent un modele hiérarchique tres proche d’un
modele de type GLMM4a. En effet ils introduisent une variable latente Y dont ils modélisent la
relation avec X en utilisant un champ bivarié gaussien en corrélation intrinseque. Puis, ils considerent

que conditionnellement & Y les Z(s;) sont mutuellement indépendants et :
Z(s;) =1<Y(s;) >0.

Ce modele revient a écrire que conditionnellement a ce champ de variables latentes, les observations

binaires sont définies (elles ne sont plus aléatoires).
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hiérarchisation

GLMM3 GLMM4

CLMM1 CLMM2

modalisafion
aléatoire de la
A1 variable explicafive

L3 L4
|
/ carrélation
des réslidls
LM1 LMZ -

Fig. 3.2. Situations relatives des différents modeéles.

La distribution marginale Z(s;) est une loi de Bernoulli de parametre (p(s;)), avec
p(si) = probit™ (Y (s;)).

Ce modele ne doit pas étre confondu avec son apparenté de la classe (GLMM4a)donné par :

Z(8:)|Y (s;) ~ Bernouilli(p(s;)),

avec p(s;) = probit ™ (Y (s;)), le modele de liaison entre X et Y restant inchangé.

La différence fondamentale entre les deux modeles tient au fait que dans 'un, la distribution de
la variable d’intérét est définie conditionnellement & une variable latente alors que dans 'autre cette
variable d’intérét est entierement caractérisée conditionnellement & la variable latente (elle n’est plus

aléatoire).

Extension possible au LMC

On pourrait envisager de modéliser le lien entre la variable latente et la variable explicative en
utilisant un modele linéaire de corrégionalisation (LMC hiérarchique).

Mais l'inférence d’'un tel modele semble délicate en l'absence d’une quantité importante de
données. En effet les modeles LMC décrivent des relations complexes entre les variables et dans
un modele hiérarchique on n’observe qu’'une version tres bruitée du champ latent (notamment pour

des données binaires ou de comptage & faibles effectifs).

3.4 Modeles hiérarchiques bivariés

De nombreux jeux de données en écologie concernent la présence (ou ’absence) de deux especes

ou le nombre de chaque espece en différents sites et les écologues s’intéressent aux interactions entre
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les deux especes sur la base de ces données non-gaussiennes. Dans 'esprit de la construction des
modeles (GLMM4) , on peut construire une nouvelle classe de modeles en hiérarchisant deux
champs latents, un par variable d’intérét, ces champs latents étant conjointement modélisés.

Notons Z1(s) et Za(s) les variables aléatoires correspondant aux observations au site s et Y7 (s)
et Y2(s) deux variables latentes au site s.

On modélise Y1(s) et Ya(s) comme un champ aléatoire bivarié comme dans la section 1. Puis
on suppose que pour tout ensemble de sites {si,...,s,}, les variables Z;(s;),i = 1,...,n,j =
1,2 sont mutuellement indépendantes et de distributions conditionnelles dans une loi de la famille

exponentielle avec :

B(Z;(s:)[Yj(s:)] = 97" (Yi(s1)).

Notons que ce n’est pas forcément I’hétérotopie qui conduit & utiliser ce type de modele. Le fait
que les deux variables soient non gaussiennes impose de modéliser des champs aléatoires latents pour
chacune d’entre elle, de la méme maniere que nous avons utilisé un champ latent pour modéliser les

structures spatiales d’une variable d’intérét non gaussienne.

3.5 Modélisations alternatives pour des données spatiales

Une alternative a la modélisation géostatistique, fréquemment rencontrée dans la littérature, et
permettant de traiter des données spatialement corrélées est 'utilisation de champs markoviens.
Cette approche fait 'hypothese que les données sont observées sur un réseau (lattice), sur lequel
est définie une notion de voisinage qui, dans une certaine mesure remplace la distance euclidienne;;
les “corrélations spatiales” sont définies a partir de relations de type markoviennes entre les voisins
précédemment définis. Citons par exemple les modeles conditionnellement autoregressifs (CAR)
pour des champs Markoviens gaussiens mais également les modeles autologistiques, souvent utilisés
en analyse d’images (Besag et al.,1991) , et qui généralisent les champs gaussiens markoviens (cas
auto-normal).

Ce cadre de modélisation est particulierement adapté lorsque les données sont observées sur
des cellules ou des blocs, tels quune unité administrative (voir figure (3.5)). En effet, dans ces
cas la notion de voisinage (par exemple deux cellules sont voisines si elles partagent une frontiere
commune) est souvent plus pertinente que 'utilisation de la distance euclidienne. Lorsque les données
sont observées en des sites ponctuels la définition du voisinage opere obligatoirement un seuillage
des distances et par conséquent induit une perte d’information sur les dépendances spatiales des
observations par rapport & 'utilisation de la distance euclidienne.?> Nous nous restreindrons donc

dans ce travail aux modeles issus de la géostatistique pour des données a support continu.

3 Notons toutefois que dans le cas gaussien, pour un échantillonnage régulier, dans le cas d’un modele
hiérarchique de type GLMMZ2 , Hrafnkelsson et Cressie (2003) ont montré que ’approche géostatistique
et 'approche utilisant des champs markoviens pouvaient mener a des inférences presque identiques en ce
qui concerne la prédiction des effets aléatoires, 'approche par champs markoviens étant méme beaucoup

moins coilteuse numériquement pour 'estimation des parametres.
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T tour

Fig. 3.3. Pourcentage des suffrages de deux candidats a ’élection présidentielle de 1995 par départements
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Estimation

Dans ce chapitre, nous expliquons comment estimer les différents modeles présentés dans le
chapitre précédent. Le chapitre comporte trois sections. Dans la premiere, nous expliquons comment
estimer les modeles gaussiens. Dans la seconde, nous rappelons quelques résultats concernant les
modeles GLM non spatiaux et leur estimation. Enfin dans la troisieme section, nous présentons les
outils existants pour estimer les modeles GLMM par maximum de vraisemblance ; et nous proposons
les adaptations de ces outils aux modeles GLMM spatiaux présentés au chapitre précédent.

4.1 Modeles multivariés gaussiens

Les modeles gaussiens présentés dans le chapitre précédent peuvent tous s’écrire sous la forme

Y ~ N(X'8, 2(0)) (4.1)

ol 3 et O sont des vecteurs de parametres.!
Notons Y. =Y — X’f3 la variable Y centrée.

La log-vraisemblance s’écrit a une constante additive pres :

L(5,6,Y) = ~5log] 5(0)] - 5¥.Z )Y, (12)

La forme de la vraisemblance ne permet pas d’obtenir analytiquement le vecteur 1& = (B,é)
qui maximise L(3,0,Y). On doit donc utiliser une approche numérique. Nous présentons deux
algorithmes d’optimisation parmi les plus fréquemment utilisés en statistiques : ’algorithme de
Newton-Raphson (dont I'utilisation ne se cantonne pas aux statistiques) et le Fisher scoring (encore
appelé algorithme des scores de Fisher). Puis nous proposons un algorithme hybride qui utilise les
bonnes propriétés de convergence spécifiques a chacun de ces deux algorithmes. Enfin nous montrons
comment les utiliser pour maximiser la log-vraisemblance (4.2).

! Pour éviter toute confusion par rapport au chapitre précédent, nous précisons qu’ici Y est le vecteur
contenant toutes les variables aléatoires et X est le vecteur des covariables, supposées non-aléatoires.
Ainsi le vecteur Y est & mettre en relation avec le vecteur (X', Y’) du chapitre précédent, la matrice X

1, 0
0 1,

et B8 avec le vecteur (ux,py ). Nous changeons ici le formalisme pour atteindre un niveau de généralité

avec la matrice

supplémentaire.
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4.1.1 Algorithme de Newton-Raphson

Soit y un vecteur d’observations supposé étre une réalisation d’un vecteur aléatoire Y de distri-
bution L(f) o § € © C RP est un vecteur de parametres.
En pratique, on obtient généralement 6 en résolvant le systeme suivant :
g—qi(w;y)zo,izl,...,p. (4.3)
Lorsque le systeme (4.3) ne peut étre résolu analytiquement, on peut mettre en place un algo-
rithme itératif permettant d’approcher numériquement la solution.
Sous I’hypothese que la fonction de vraisemblance (ou la log-vraisemblance) est concave et uni-

modale, la séquence d’itérations définie comme suit converge vers le maximum de vraisemblance :
i (0
Soit () € O,

P*FD = p®) — gL Ry VLW y)

VL@@®;y)

est le gradient de L évalué en 1®) dont le i*™¢ terme est défini par :

OL
90 Y,y
et
Hy(p™sy)

est la matrice hessienne de L dont le (4, )°™® terme est défini par :

0?L
i 01h;

On parlera parfois d’information observée pour désigner la quantité —Hp,(v;y).

(V;y) |y

4.1.2 Fisher scoring

Lorsque la fonction & maximiser est une vraisemblance ou une log-vraisemblance, il est courant
d’utiliser une version légerement modifiée de 'algorithme de Newton-Raphson : le Fisher scoring. Il
s’obtient du précédent en remplacant l'information observée par I'information de Fisher I(1)) définie
par :

I(4) = —B[H (43 Y)).

Cette modification entraine des simplifications de calcul fort appréciables, sans doute a ’origine
du succes du Fisher scoring en statistiques. Cependant cette modification de 'algorithme n’est pas
anodine et les comportements des deux algorithmes peuvent étre différents. Comme le releve Knight
(2000), nous avons noté que l'algorithme de Fisher scoring était plus robuste au choix des valeurs
initiales que le Newton-Raphson mais lorsque les deux convergent, ce dernier est plus rapide.

L’utilisation intensive que nous faisons par la suite des algorithmes d’estimation (simulations,
bootstrap parametrique) nécessite des outils performants, combinant a la fois robustesse et bonne
vitesse de convergence. Nous avons donc construit un algorithme hybride entre le Fisher-scoring et

I’algorithme de Newton-Raphson. Le principe est d’utiliser le Fisher scoring durant les premieres



4.1 Modeles multivariés gaussiens 45

itérations puis I'algorithme de Newton-Raphson pour atteindre 'optimum. Le nombre d’itérations
a partir duquel le changement d’algorithme se fait est basé sur quelques essais. Une approche moins
brutale ou basée sur un critére plus objectif que le nombre d’itérations pourrait étre envisagée
pour décider a partir de quand changer d’algorithme mais notre approche donne des résultats tres

satisfaisants relativement a nos objectifs.

4.1.3 Calcul du gradient, de la matrice hessienne et de I’information de Fisher dans le

cadre gaussien

En utilisant des résultats de calcul matriciel et notamment de dérivation matricielle (voir par

exemple Mardia et Marshall, 1984), on montre que :

g—g(ﬁ,e,Y) =-X'2O)'XB+X'2(0)'Y (4.4)
8L 1 1 1 / 7
8—@(6,9,Y) = —§tr(2(9) 2(0);) — 5Ycz(aﬂ )Y, (4.5)
ot _93(9)
2(0); = 0,

est la matrice dont le (i, §)*™¢ terme est donné par la dérivée par rapport & 6; du (i, 7)™ terme de
X(0) et

-1
500 = 20 - o505 0),
De méme pour les éléments de la matrice hessienne, on montre que :
ﬂ(5 0,Y)=-X'X(0)"'X
8686/ b b -
0L (3,0,Y) = -X'2(0)VX3+ X' 20)VY
0Bo0;
aQ—L(g 0,Y) = —ltr(E(H)_lZJ(G)‘- + 2(0)D2(0),) — ly'z(o)“ﬂy
00;00; " 2 “ e ¢
o 225(0)
20 = 96,00,

est la matrice dont le (i,7)®™° terme est donné par la dérivée seconde par rapport a 6; et 6; du
(1,7)%™¢ terme de X(0) et

92x-1(6)

(is) —
Z0 90:00;

= Z7HO)(Z(0):Z7H0)Z(0); + 2(0); 57 (0)2(0)i — X(0)i) X (0).
Enfin, les éléments de la matrice d’information de Fisher s’obtiennent en calculant 'opposé des

espérances des quantités précédentes, ce qui conduit aux simplifications suivantes :

0%L

-E [W(ﬁ,G,Y)] =X'Y()7'X
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_E [%(5,9,Y)] =0
F [ag—alé m,e,w} L CURPOORPION!

4.1.4 Difficultés numériques

Bien que la matrice d’information de Fisher soit théoriquement définie-positive, il peut arriver, a
cause des erreurs d’arrondis, qu’elle soit singuliere (une de ses valeurs propres est nulle) ou méme que
I'une de ses valeurs propres soit négative. Cela se produit souvent quand la quantité d’information
apportée par les données sur les parametres est faible (la vraisemblance est plate dans certaines
directions) ou quand le parametre courant ) est loin du maximum (les algorithmes sont en effet
d’autant plus efficaces que 1(*) est proche de la solution car 'approximation quadratique sur laquelle
est basé lalgorithme de Newton-Raphson est d’autant plus juste que ’on se situe proche du mode).
Quand cela se produit, on choisit la nouvelle valeur 1)**1) en maximisant la vraisemblance le long

du gradient :

WD = p® 4 VL™, y)

6= argmaxscp+ L(z/;(k) + 5VL(¢(7€) 'y)

est obtenu par une recherche dorée (golden search).

Il peut également arriver que 1**1 n’appartienne plus & ©. Dans ce cas, on divise le pas par 2 et
on repart de 9*) jusqu’a ce que 1*+1 soit correct. On peut également changer la paramétrisation
pour certains parametres comme suggéré par Zhu et Stein (2005) afin que leur espace soit R tout
entier. Par exemple, pour le modele de corrélation intrinseque, nous avons choisi d’écrire la matrice

de covariance entre les deux variables d’un méme site 7' de la maniere suivante :

T - < 0% axaytanh(r*)>

ox oy tanh(r*) o3

De cette fagon, T' est définie-positive pour tout r* de R.

Ces choix ne sont peut-étre pas optimaux mais il resulte un algorithme tres efficace.

4.1.5 Approche par profile-vraisemblance

Dans certains cas, un sous-systeéme du systeme (4.3) peut étre résolu analytiquement. Il est alors
commode de maximiser numériquement la vraisemblance en fonction des parametres restants, le long
de la solution analytique. En effet, la dimension de I’espace des parametres sur lequel la fonction
objectif est maximisée, est réduite. Ainsi, la convergence est plus rapide et certaines difficultés
inhérentes a ’optimisation numérique de systemes a grande dimension sont diminuées.

Pour le modele général (4.1), on peut par exemple résoudre 1’équation (vectorielle) (4.4) et

obtenir, pour # fixé le maximum de vraisemblance pour (3 :

BO) = (X'2(0)7' X)X 2(0) Y.

On remplace alors ( par B dans l'expression de la log-vraisemblance et on maximise alors la profile-

vraisemblance :
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Ly(0;Y) = L(B(9),6;Y)

en fonction de 6.

Pour certains des modeles présentés dans le chapitre précédent, on peut résoudre analytiquement
un sous-systeme encore plus important. Pour le modele de corrélation intrinseque, Pascual et Zhang
(2006) utilisent la séparabilité de la matrice de covariance dans le contexte ou les variables sont
observées aux mémes sites pour résoudre analytiquement le systeme des équations normales associées
a tous les parametres exceptés ceux intervenant dans la fonction de corrélation spatiale. Pour le

modele (LM4) qui s’écrit, avec les notations du chapitre 3 :

X ~ N(px 1, 0% Hi(61))

et

Y[X ~ N(folly, + 51X, 0| x Ha(62)),

on peut écrire la log-vraisemblance comme la somme de deux log-vraisemblances gaussiennes :

W %,5) = by x (Bo, B, 0% x, 01, 025 y[x) + Ix (1x, 0%, 015 %).

On suppose dans un premier temps que 6y et 65 sont connus et on obtient :

R . Il;lHl(Gl)*lx
fix(01) = m7

qui est I'expression du krigeage de la moyenne des x,

33 (01) = - x = i (00) L) (01) 7Gx — i (01)1,)

B(02) = (Bo(02), B1(02)) = (X' Ha(02) ' X) "' X Hy(02) 'y

ou X est la matrice (]ln X) ;

R 1 A _ A
5% x(02) = - X3 (62)) Ha(02) " (y — X' (62))
Puis on injecte ces expressions dans les deux log-vraisemblances et on estime les parametres 6,

et 3 numériquement.

4.2 Estimation des modéles GLM

Avant de présenter en détail I'estimation des modeles GLMM spatiaux présentés dans le chapitre
3, nous donnons quelques éléments sur I’estimation des GLM qui seront utiles par la suite. Le lecteur
trouvera plus de détails dans McCulloch et Searle (2001).

4.2.1 Famille exponentielle

Les modeles GLM supposent que la variable d’intérét est distribuée selon une loi de la famille

exponentielle. Nous donnons une définition de cette famille ainsi que quelques propriétés.
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Définition

Y est une variable de la famille exponentielle si elle admet une densité fy (relativement & une

mesure) qui peut s’écrire :

fy(y) =exp {Lzbm —c(y, T)} : (4.6)

T

La plupart des lois usuelles sont issues de la famille exponentielle (lois de Poisson, binémiales,
gaussienne, gamma...).

Supposons par exemple que Y soit une variable de Bernoulli, alors la densité de Y (relativement
a la mesure de comptage) s’écrit sous la forme (4.6) avec v = log (%), b(y) =log(l+e7), 7=1
et c=0.

Propriétés

Sous certaines conditions de régularité, on a

_ 0b(v)
9°b(v)
Var[Y] = 72 P
On note
p=E[Y]

Pespérance de Y et
_ VarlY]  9%b()
o2 92

la fonction de variance qui donne le lien entre ’espérance et la variance.

v(p)

11 suit facilement

0 1
a2 (4.7)
o v(p)
4.2.2 Modeles GLM
On rappelle ’écriture des GLM classique.
Soit Y = (Y1,...,Y,) le vecteur des variables d’intérét et X = (x1, ..., Xy,) la matrice de design

(matrice des covariables ou matrice d’incidence selon la nature des variables explicatives).

On suppose que les Y; sont mutuellement independantes et vérifient

Yi~ L)

ott L(~;) est une loi de la famille exponentielle parametrée par ;.

Le lien entre Y; et x; est donné par la relation :
E[Y;] = g_l(X;ﬁ),

pour une fonction de lien g. Notons que si g = b, le lien est dit canonique.
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4.2.3 Fisher scoring

Notons

153 =3 (U220 gy, )

; T
=1
la log-vraisemblance des observations, u; = Eg[Y;] et

dg(p:)
Opi '

Iu(pi) =

En utilisant la relation (4.7) et la régle de dérivation en chaine, on montre que

ol(B;y) -
—— = _X'WA(y — 4.8
5 = (y — ), (4.8)
H = (Mla N a,un)a
W est la matrice diagonale dont le i*™¢ terme diagonal est égal &
o
v(pi) g7 (1)

et A est la matrice diagonale dont le i®™° terme diagonal est égal &

Gu(pi)-

De méme, on peut montrer que
27(3-
g |9UBY)
0pop’

La mise a jour des parametres par le Fisher scoring s’effectue donc & ’aide de la relation :

1
}:—ﬁXWX. (4.9)

B = g 4 (X'WX) I X'WA(~y — p).

Notons qu'ici, p est 'espérance du vecteur Y calculée pour § = B*) et par suite, A et W
dépendent de t et sont calculées a chaque itération. Enfin, notons que si g est le lien canonique,
A=W ce qui entraine des simplifications dans ce cas.

Cette méthode, utilisiée dans la plupart des logiciels de statistiques?, est numériquement peu
coliteuse et converge tres rapidement.

4.3 Modeles hiérarchiques

Nous considérons ici les modeles de la classe GLMM de la section précédente ainsi que les
modeles obtenus par double hiérarchisation.

Maximiser la vraisemblance dans le cas des modeles hiérarchiques spatiaux est un probleme
beaucoup plus complexe que dans le cas gaussien. En effet, la vraisemblance des observations n’a plus
une forme analytique simple. Elle fait en particulier intervenir des intégrales de grandes dimensions ;

2 Notons que dans le cas des GLM, le Fisher scoring est souvent présenté d’une autre maniére dans les
ouvrages de référence. On utilise des variables auxiliaires (working variables) que 'on met & jour a chaque

itération. Mais les 2 méthodes sont strictement équivalentes.
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plus précisément de dimensions égales au nombre d’observations?. Ce probleme n’est pas spécifique
aux GLMM pris dans le contexte spatial (bien que la difficulté soit accrue dans ce cas); on y
est également confronté lorsque 'on utilise les GLMM classiques, la dimension de I'intégrale étant
alors égale aux nombres de modalités de la variable catégorielle pour laquelle on modélise des effets
aléatoires (dans le cas oli 'on a modélisé un seul facteur a effets aléatoires).

Pour préciser notre propos, considérons un modele de type GLMM non spatial. Pour bien com-
prendre la difficulté, nous nous appuyons sur un exemple concret.

Supposons que l'on veuille comparer les effets de différents traitements médicaux en effectuant
des essais sur n patients pris dans p hopitaux. On suspecte que I’hopital dans lequel est effectué
Pessai puisse avoir une influence sur le résultat pour diverses raisons. On s’intéresse a 'effet des
traitements et non a 'effet de chaque hopital mais on veut prendre en compte la part de variabilité
induite par I’hopital sur l'effet du traitement.

Apres 'expérience, on observe pour chaque patient si le traitement a eu un effet positif.

Notons y;; la variable qui résume leffet du traitement (par exemple y;; vaut 1 si le patient ¢ traité
dans I’hdpital j a guéri et 0 sinon, on pourait envisager d’autres résumés de effet du traitement)
et on note z; le traitement testé sur ce cobaye. Notons que x; peut étre un vecteur. Enfin, on note
u; leffet non observé de I’hopital j.

On modélise les observations y;; comme les réalisations du modéle suivant :

Conditionnellement au vecteur des effets aléatoires U = (U;...,U,), les variables Y;; sont
indépendantes et distribuées selon une loi de la famille exponentielle L(v;) & densité f;(y;|U;).

Le lien entre les facteurs, les effets aléatoires et la variable d’intérét est donné par une relation

du type :

E[Y;;] = g7 ' (2}B +uj).

Enfin, on suppose que U est distribué selon une loi a densité fi; de parametres ;7. Notons que
les U; sont souvent supposés i.i.d gaussiens, d’espérance nulle et de variance o2.

La log-vraisemblance des observations s’écrit

l(;y) = log /Rp <H fi(y7;|uj)> Ju(u; 0y )du. (4.10)

Le succes des modeles GLMM a conduit de nombreux auteurs a s’intéresser a l’estimation des
parametres de ces modeles (voir 'ouvrage de McCulloch et Searle, 2001). Il existe plusieurs approches
dans le contexte non spatial. Citons les principales :

— Dans les cas les plus simples, la dimension de ’espace d’intégration n’est pas trop importante
et une intégration numérique (par exemple par la quadrature de Gauss-Hermite) peut étre en-
visagée. On peut alors estimer numériquement les parametres par maximum de vraisemblance.
C’est par exemple le cas quand les effets aléatoires sont indépendants. On doit alors effectuer
une intégration numérique par individu statistique.

— On peut simplifier le modele en choisissant la loi des effets aléatoires de telle sorte que I'intégrale
de Iéquation (4.10) disparaisse. On dira que la loi des effets aléatoires est une loi conjuguée
(relativement & la loi des y;;). Par exemple si la loi des y est une loi de Poisson, on supposera

que la loi des effets aléatoires est une loi gamma.

3 Le terme “nombre d’observations” doit étre précisé. En reprenant les notations du chapitre 3, ce que nous
désignons ici par nombre d’observation est le nombre d’observations des Z dans les modéles hiérarchiques
et le nombre d’observations des Z; et Zs dans les modeles obtenus par “double hiérarchisation”.

4 Nous reviendrons sur l’utilisation des lois conjuguées, mais dans un autre contexte, dans le chapitre 7.
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— L’approche par vraisemblance conditionnelle : dans cette approche, on ignore le fait que les
effets aléatoires sont aléatoires et on travaille uniquement sur [, fi(y;|u;). On estime les u;
comme les parametres dans un modele GLM. Cette approche ne doit pas étre utilisée quand
un des intéréts de I’étude porte sur la variabilité des effets aléatoires.

— L’approche PQL (Penalized Quasi Likelihood ) que nous allons présenter plus bas.

— L’approche par algorithme EM.

Les trois premieres approches sont inappropriées a notre cadre de travail :

1) La premiere approche nécessite l'intégration numérique dans un espace de dimension n, ce qui

n’est pas sérieusement envisageable quand n est le nombre d’observations.

2) La deuxieme nécessite de changer la distribution des effets aléatoires selon la vraisemblance des
y et nous avons évoqué au chapitre 3 les difficultés d’utiliser d’autres distributions que la gaussienne
dans le contexte spatial.

3) L’approximation donnée par I’approche conditionnelle ne permet plus de prendre en compte
les corrélations spatiales.

Les estimateurs obtenus par ’approche PQL sont connus pour étre peu efficaces et I’approche
par I'algorithme EM nous semble la plus judicieuse pour notre probleme. Cependant, comme nous
allons le voir, cette derniére approche nécessite 1'utilisation d’algorithmes de Monte Carlo (ce qui
conduit & des algorithmes MCEM) dont 'efficacité en terme de convergence et de vitesse de calcul
de la solution peut étre grandement améliorée en intégrant a chaque itération une approche de type
PQL. Plusieurs approches théoriques conduisent a ces estimateurs PQL. On peut par exemple les
obtenir en effectuant des approximations de Laplace. Il nous semble que cette derniére approche

permet la présentation la plus concise des résultats.

4.3.1 Approximation de Laplace

L’approximation de Laplace permet d’approximer des intégrales de grandes dimensions. La forme

de ’approximation de Laplace est basée sur un développement a ’ordre 2 en série de Taylor et s’écrit :

h(u ~ p 1 82h(u)
log ‘/]Rp e ( )du o~ h(uo) + 5 IOg 2m — 5 10g - Juou’ . ; (411)
ou ug est la solution de
Oh(u)
=0. 4.12
ou N ( )

Ce résulat est utilisé pour 'approximation de la log-vraisemblance dans les GLMM donnée par
exemple par (4.10) en posant h = log fy | + log fu,
ol

fyiv = Hfi(yi|uj)-
=1

Supposons que
U ~N(0, %),

on a alors

n 1 - p 1
h(u) = Zlogfi(yi|uj) - 511'2 Tu— 3 log 2m — 3 log | X].

i=1

En utilisant I’équation (4.8) appliquée & u (au lieu de 3) et les notations de la section 4.2, on a
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) _ LW Ay — p(w) - 5 u, (113)

5

ou Z est la matrice d’incidence ° associée au facteur u.

On a également

92h(u)

op 1,,0W(u)A(u)
Juou’

et e VA DR (4.14)

L,
= —;Z W(u)A(u)
Quand g est le lien canonique, le deuxiéme terme de la somme dans (4.14) est nul. Dans le cas
contraire, son espérance est nulle et on considere en général ce terme comme négligeable. L’équation

(4.14) devient apres simplifications :

9*h(u) 1 _, 1
~Sudw EZ W(u)Z+ X", (4.15)

On obtient ug la solution de I’équation (4.12), par l'algorithme de Fisher scoring :

H(u) =

-1
u ) = y® 4 (T—Zz’vv(u(ﬂ)z + 21) <T—12z’W(u<t>)A(u)<f> (y — p(u®)) — Elu(t)) (4.16)

Pour obtenir 'estimateur PQL de 8 et X', on alterne une étape de Fisher scoring pour u avec 3
fixé selon ’équation (4.16) et une étape de Fisher scoring pour § (similaire aux GLM) avec u fixé.
Il faut ensuite estimer Y. Notre objectif n’est pas de présenter cette méthode en détail car seuls
9" () nous intéresseront par la suite. Nous renvoyons le lect
Saoa’ p . yons le lecteur aux

u=ug

articles de Breslow et Clayton (1993) ou Breslow et Lin (1995) pour plus de détails sur les estimateurs

les calculs de ug et de —

basés sur la PQL dans les GLMM, ou encore Dean et al. (2004) pour le cas de données spatialement
corrélées (au sens des modeles conditionnellement autorégressifs). Les estimateurs fournis par la
méthode PQL sont d’autant plus mauvais que la distribution des y conditionnellement aux effets
aléatoires est loin de la loi normale. En effet, 'approximation de Laplace est exacte dans ce dernier
cas.

4.3.2 L’algorithme EM

L’algorithme EM, initialement introduit par Dempster et al. (1977), notamment pour estimer
des modeles de mélanges, a rencontré un grand succes pour estimer le maximum de vraisemblance
pour des problemes avec des données manquantes ou des modeles faisant intervenir des structures
latentes. Dans le cas des GLMM, son utilisation fut semble-t-il introduite par Mc Cullogh (1994).

Rappelons-en rapidement le principe et fixons les notations.

Principe

L’objectif est la maximisation de la log-vraisemblance [(3),y) en fonction d’un vecteur de pa-
rametres ¢ et a partir d’'un vecteur d’observations y. La maximisation ne pouvant étre effectuée
de manieére simple du fait de la forme de la fonction [, on considere la log-vraisemblance compléte
l.(¥,Y,U) ot U est le vecteur aléatoire des données manquantes ou des éléments de la structure
latente. Notons que Y et U sont considérées comme aléatoires de telle sorte que la vraisemblance
complete est une variable aléatoire. Dans les modeles GLMM, le passage de la log-vraisemblance a

la log-vraisemblance compléte revient a supprimer l'intégrale dans 1’équation (4.10).

® On aurait pu écrire le modele sous la forme E[Y|U] = ¢~ (X'3 + U’Z).
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L’algorithme EM est un algorithme itératif a 2 étapes :
A Ditération ¢ + 1, on dispose du parametre courant ¢

-I'étape E (Exceptation) revient & calculer la quantité

Q") = By [le(¥; Y, U)[Y = y],

'espérance calculée sous 1® de la log-vraisemblance conditionnellement au fait que la variable Y
est égale aux observations.

-I'étape M (Maximization) consiste a calculer

P = argmax,,c o Q (v, Y1").

La séquence (¢®)); converge vers le maximum de vraisemblance 1) sous certaines conditions de

régularité de la vraisemblance des observations (voir par exemple McLachlan et Krishnan, 1997).

EM généralisé

L’étape M de I'algorithme EM pouvait étre résolue analytiquement dans les probléemes qui furent
a lorigine du développement de cet algorithme. Mais 'usage croissant de cette méthodologie pour
la résolution de problemes de plus en plus complexes a conduit fréquemment a des étapes M qui
devaient étre effectuées numériquement, par des algorithmes eux mémes itératifs.

Afin d’éviter d’utiliser a chaque itération de I’'EM, un algorithme itératif, plusieurs algorithmes
ont été développés en se basant sur la propriété suivante :

Si a 'étape M, p**t1) est choisi de telle sorte que

QY ) > Q(yp*), ™)),
alors
1(p* D y) > 1) y).

Dans les algorithmes EM généralisés (EMG), au lieu de maximiser globalement Q(.,9*)) a
I’étape M, on choisit juste 1»**+1) de telle sorte que Q(p* 1, p*)) > Q(yp™*), p(*)).
Citons par exemple l'algorithme du gradient EM (GEM) introduit par Lange (1995) et qui

consiste a effectuer une étape de Newton-Raphson a chaque itération de I'algorithme EM :

P = ) — a0Qy™, p ) 1aQ(u™, M),

ot d'9 et d?° sont les opérateurs respectifs de dérivation et de dérivation seconde par rapport a la
premiere variable de Q.
Lange (1995) démontre que 'algorithme GEM a des propriétés de convergence locale presque

identiques a celui de 'algorithme EM.

4.3.3 Dans le cas des GLMM

Dans le cas des GLMM, I'algorithme EM semble & premiere vue particulierement adapté puisque

la log-vraisemblance compléte des observations et des effets aléatoires s’écrit

le(¥; Y, U) = log fy v (Y|U; B) + log fu(U; 0u)

Cependant, son espérance conditionnellement aux observations
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Q(,v™) = By [l(; Y, U)|Y = y]

n’est pas calculable analytiquement pour la méme raison que dans le cas de la vraisemblance : la
grande dimension de I'espace d’intégration.

Néanmoins, contrairement au cas du calcul direct de la vraisemblance, on dispose des valeurs des
parametres a l'itération k et on va donc pouvoir calculer Q(v, w(k)) par Monte Carlo, c’est a dire en
simulant un échantillon de taille N du vecteur des effets aléatoires (u,(:), . u,SN)) selon la distribu-
tion fyy (uly; ¥(®)) puis en utilisant la loi des grands nombres on pourra effectuer ’approximation

de Monte Carlo :

By [le(¢; Y, U)|Y = y] ~ NZ! (¥;y,u

L’étape M devient alors tres simple. En effet, la log-vraisemblance des données completes s’écrit

comme une somme de deux termes ne faisant pas intervenir les mémes parametres

N N N
Qn (™M) = % STl Y, 0) =Y log fyjo(yluls 8) + > log fu(uf’; 0u).
=1 =1 =1

Le premier terme se maximise par une procédure similaire a celle employée pour I’estimation des
GLM, c’est-a-dire par un algorithme Newton-Raphson :

N -1
gD = g0+ (X’ (% > W, W)) X) ( ZW@ 0,8 Ap(uf, 8 (y — (), 6“’)))
i=1
ou
pluy), ) = By [V;[U = w)

etWyg et Ag sont définis comme 1'étaient W et A dans la section 2.

Le second terme s’écrit :

N
> log fo(ul; o) ——1og|E(9U|——Zuk (6) 'ul”

=1 i=1

N
1 1 —1,.(), ()
_§log|2(9U)| ~3 ;:1 trace (E(GU) u,’uy, )

1 1 i
—§log|2(9U)| - §trace ( (Z uk)ulg ))

Il se maximise par un algorithme de Newton-Raphson de manieére similaire aux modeles gaussiens.

Dans le cas spatial, nous avons remplacé toutes les quantités du type :

N
i)’ 1.
> ul M(0y) )

i=1

(qui interviennent dans la vraisemblance gaussienne et ses dérivées par rapport aux éléments de 6y)

N
trace (M(GU)_l <Z U;(f)u](j)’>> 7
i=1

par
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ce qui permet de limiter tres significativement le nombre de calculs surtout quand la taille N des
échantillons d’effets aléatoires u,(j) simulés est importante.

L’utilisation d’algorithmes EM pour estimer des GLMM a été introduite par McCulloch (1994)
dans le cas de réponses binaires et pour une fonction de lien probit. Puis McCulloch (1997) étend
cet algorithme a tous les GLMM du type de celui présenté dans I'exemple. Les effets aléatoires sont
i.i.d et simulés & laide de lalgorithme de Metropolis-Hasting (voir chapitre 7 pour la description de
cet algorithme). Dans le cas du modele (GLMM2), Zhang (2002) propose un algorithme MCEMG
(gradient MCEM). C’est-a-dire que I’étape M est remplacée par une seule itération de Newton-
Raphson (selon le principe de algorithme GEM). Les effets aléatoires, spatialement corrélés, sont
simulés par un algorithme dit de Metropolis-sous-Gibbs (voir chapitre 7). L’idée d’utiliser une seule
étape de Newton-Raphson a I’étape M ne semble pas la plus efficace car le colit numérique dans
les MCEM provient plus de la simulation des effets que de la maximisation des parametres de la
log-vraisemblance complete. La simulation des effets aléatoires dans le cas ou ceux-ci sont spatiale-
ment corrélés est également coliteuse numériquement car pour chaque u,(f), il faut simuler chaque
composante dans sa distribution conditionnellement aux autres composantes. Enfin, cet algorithme
de simulation est une chaine de Markov (Monte Carlo Markov Chain, MCMC) ce qui pose essentiel-
lement deux problemes. Le premier est que seule la limite de la chaine produite a comme distribution
fujy (uly). En pratique, on n’a pas la garantie d’avoir simulé selon cette distribution car la chaine
produite n’a pas forcément convergé. Le second probleme vient du fait que les échantillons u,(f) si-
mulés sont corrélés. Ces deux difficultés inhérentes a tous les algorithmes MCMC n’empéchent pas

la convergence de I’estimateur

N

Qn () = 31y, u?)
=1

vers

Qv ™) = By [le(¢; Y, U)[Y = y]

mais elles rendent la tache d’estimer ’erreur de Monte-Carlo :

Qn (W, v ™) — Qv v™) (4.17)

beaucoup plus complexe (voir Booth et Hobert, 1999, pour une discussion détaillée). Or cette
quantité est utile a plusieurs niveaux dans les algorithmes MCEM ; elles permettent entre autres, de
controler ’erreur commise dans I'estimation de 1[)

Booth et Hobert (1999) proposent d’utiliser 1’échantillonnage d’importance pour approximer
I’étape E d’un algorithme EM pour des GLMM. Cette procédure, outre le fait qu’elle s’est montrée

tres efficace, permet une estimation rapide de (4.17). Nous expliquons en détail cette procédure.

4.3.4 L’échantillonnage d’importance
Principe

L’échantillonnage d’importance (importance sampling) permet d’approximer les quantités du type
E;[f(X)] pour une fonction f et une variable aléatoire X admettant pour densité une fonction s. Le
principe est proche de celui du calcul d’intégrales par Monte Carlo mais ici on utilise un échantillon
w®, . u®) simulé & partir d’une distribution instrumentale de densité v, ce qui conduit & estimer
E[f(X)] par :
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[ r@sta)ds
/% (z)v(x)dx
- 5[4 1)

1 N

= N Zwikf(ul(j))a
i=1

EJf(X)] =

ou les éléments

i

o)

v(uy”)
sont appelés poids d’importance. La densité v selon laquelle les effets aléatoires sont simulés est la
densité d’importance. La seule condition pour que I'estimateur de Monte-Carlo % Zi\;l wir f (u,(f))
converge vers FEs[f(X)] est que le support de s (I’ensemble des valeurs pour lesquelles s est non
nulle) soit inclus dans celui de v (Robert et Casella, 1999) ce qui rend cette méthode tres attractive.
Cependant la vitesse de convergence peut étre tres mauvaise si la distribution instrumentale v est
mal choisie. Les résultats théoriques suggerent de choisir pour v, des distributions a queues lourdes,
relativement & celle de s. Quand s est une distribution approximativement ellipsoidale et a un mode,
on choisit souvent pour v la distribution de Student multivariée T(m;, X, d) ol m; est le mode de
s, Xy est I'inverse de la matrice hessienne de —log s et d est le degré de liberté (choisi sur la base de

quelques essais). Ce choix est connu pour étre tres efficace (Evans et Swartz, 1998).

Dans le cas des GLMM

A Détape k de I'algorithme EM, on dispose de ¢p*) = (3(F), ngk)).

Etape E :

On simule un échantillon (u,(cl), cey u,(CN)) selon une distribution de Student ¢ multivariée ¢ dont
les parametres d’espérance m; et X sont choisis de telle sorte que le mode et la courbure de la
distribution d’importance soient proches de ceux de fyy sous )

On voudrait choisir

m; = E,w [Uly]

et
Xy = Vary,m (Uly).

Les approximations de Laplace de E,,u) [Uly] et de Var,u) (Uly) sont obtenues a partir de I’ap-
proximation de Laplace de l'intégrale (4.10). Elles sont données respectivement par ug, la solution
de Péquation (4.12) et par I'inverse de la matrice hessienne de —h évaluée en ug, H~*(ug) selon les
notations de la section 4.3.1 (voir par exemple Booth, 1998). Dans les deux cas, g reste fixé a sa
valeur courante 3(F).

On obtient donc m; par I'algorithme de Newton-Raphson suivant :
-1
ke T ]' T —_ ]' T K ke - T
) = w4 (L2 Wiz 4 27 ) (L2 Wanl)am)y - pelm”) - = ml”),

5 Pour la simulation des effets aléatoires selon la loi de Student multivariée et pour le calcul des poids

d’importance associés, nous avons utilisé le package de R bayesm.
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1 i -1
5 = <ﬁz’wk(m§ NZ + 2—1> .

Notons que les w;; n’ont besoin d’étre connus qu’a une constante multiplicative pres car ils ne
font intervenir que ¥*) et non 1, le terme en fonction duquel on va maximiser Q(, w(k)).

L’étape E consiste & estimer Q (1, ¢(k)) a une constante de proportionnalité pres par :

1 & ;
Q. ¥™) = % - wale(wiy, )
=1

Pour simplifier I’étape M, on va normer les poids d’importance w; obtenus par

;o wikN
Wi, = )

Zi]\il Wik

de telle sorte que la somme des wy, soit égale & N. L’étape M devient alors similaire & celle présentée
dans le cas ou les u,(;) étaient simulés selon fy)y. Il suffit juste de remplacer toutes les moyennes de

Monte-Carlo qui interviennent sous la forme

N

1 i
520
i=1
par
1 ,
T 2 wirGuy)
i=1
Choix de N

Le choix de la taille des échantillons d’effets aléatoires simulés permet de controler 'erreur de
Monte-Carlo. On a donc intérét a choisir NV grand pour étre précis. Cependant, le choix de N doit

étre un compromis entre la précision et le colit numérique. Si on note

P = argmax,coQ(¥, ¥),

la quantité que l'on cherche & estimer & 'étape M de la k + 1%™€ itération et ¢(¥) son estimation

obtenue en maximisant v
1 .
2 Winle(¥3y, ),
i=1

il est inutile que ¥ *+1 soit tres proche de ¢**+1) si ¢p*(F+1) est encore loin de de 1& (Wei et Tanner,
1990). Or
[ ®+D — ]

est d’autant plus grand que k est petit, ce qui suggere de faire grandir N avec k. Pour le faire,
plusieurs auteurs (Wei et Tanner, 1990, par exemple) ont proposé des choix arbitraires. Booth et
Hobert (1999) proposent un automate qui se base sur 'erreur de Monte-Carlo.

L’idée est la suivante : si & Pétape k + 1, [[p*FTD — p(*)|| est grand devant Ierreur de Monte
Carlo, alors N(k + 2) reste inchangé. Dans le cas contraire, l'itération k 4+ 1 n’a servi a rien et donc
on augmente N a I’étape k + 2.

Booth et Hobert montrent que ¥*t1) est approximativement distribué comme une loi normale

d’espérance 1**+1) et de matrice de variance covariance

Var(¢(k+1)|w(k)) ~ (d2OQN(¢*(k+1)’d}(k)))flvar(dloQN(w*(kJrl)’d}(k)))(dZOQN(w*(kJrl)’d}(k)))fl.
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En remplacant **+1) par ¢)(k*1) et en estimant
Var(d'0Qn (v "1,y *)))

par :

N 1
L 1 0 . ) )
10 k+1 E)Vy (@), (k+1 (@), (k+1
Var(d"0Qn ("0, M) = m; (wi%logﬂy,uk e >>> (wik%mgﬂy,uk e >>> ,
on peut approcher Dellipse de confiance 100(1 — «) pour * D autour de * 1| Si la valeur
précédente ¥(F) appartient & cette ellipse, on considere que I’étape qui vient d’étre effectuée n’a pas
eu plus d’efficacité que de 'erreur de Monte Carlo pure. Cette derniere étant trop importante, on
change N :

N
J
ol j est un entier (Booth et Hobert, 1999, suggerent j € {3,4,5}) et [.] désigne la partie entiére.

Booth et Hobert suggerent de choisir a = 0.75.

Critere d’arrét
Nous stoppons les algorithmes lorsque pour 3 itérations successives, on a

k k
i ™ — ol <
i (k+1)
[V, | + 61

52)

ol 41 et do sont deux constantes que nous avons fixées respectivement a 0.001 et 0.005.

Adaptations dans le contexte spatial

Notre présentation de 'algorithme, basée sur un GLMM classique, est directement adaptable au
cas du modele (GLMM2).
Qu’en est-t-il dans le cas du modele (GLMM4) et dans celui du modele hiérarchique bivarié ?

Nous reprenons les notations du chapitre 3.
Modéle GLMM},

Dans le modéle GLMM4, on considére pour tout ensemble de sites {s1,...,s,}, un vecteur
Z = (Z(s1),...,2Z(sn)) de variables d’'intérét non gaussiennes un vecteur X = (X (s1),..., X(sn))".
On introduit un vecteur de variables latentes Y = (Y'(s1),...,Y (s5))’. On modélise la relation entre
X et Y en utilisant un modele LIM4 et on suppose que conditionnellement & Y, les composantes de

Z sont mutuellement indépendantes et vérifient

Z(8i)|Y (s5) ~ L(vi),
et
E[Z(s:)|Y (si)] = g(Y (54)).

Le modele et de type GLMM et le vecteur d’effets aléatoires est Y. Notons que si les sites
d’observations de Z et de X ne coincident pas, il est suffisant de considérer Y aux sites d’observation

de Z pour définir entierement le modele.
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La vraisemblance s’écrit

pwiax) = [ TLRGEI) o ey 0)dy

ou f; est la densité de la distribution L(~;).
Etape E :
L’approximation de Laplace de L(¢; z,y)) est modifiée a cause du deuxieme terme f(x y)(x, y; )
qui dépend de x. L’équation (4.13) adaptée au cas qui nous intéresse s’écrit :
Oh(y 1
T — LW()AW)a— (y) ~ Vi (y — ) — Vix(x = ux), (4.15)
olt les matrices Vy x et Vxx sont obtenues & partir de la matrice de covariance de f(x yy(X,y; %)

par :

-1
o1 Yxx Yxvy
Xyx Xyy
[ Vxx Vxy
VWwx Wy
Notons que I'on a supprimé la matrice d’incidence (que nous notions Z) dans 'expression (4.19)

car elle est ici égale a 'identité puisque qu’il y a un effet aléatoire par site.
La matrice hessienne de —h s’écrit alors :

H(y) = %W(y) + Wy

On obtient ensuite les parametres de la distribution de Student multivariée T(my, X, d) selon
laquelle simuler les effets aléatoires :

— my par Fisher scoring

~ Xy = H(m)™ L.

Les poids d’importance s’écrivent

wip — fy\x,z(yg)|x,z;¢(k))
B v(yg);mt,&,d)
ot v est la densité de la distribution de Student multivariée T(my, Xy, d).

fy|X7z(yl(j)|X, z;1*)) est proportionnelle &

Fav (aly)) focn) (v 0 ),
avec
. n
2y (2lyl)) = T filzilwo)-
i=1
Rappelons que les poids n’ont besoin d’étre connus qu’a une constante multiplicative pres.

Etape M :
L’étape M consiste a trouver :

N
YD = argmax,eo Y log fix.y) (%, ¥4 %)
=1
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puisque les parametres n’interviennent que dans ce terme. Ce terme est une somme de log-
vraisemblances gaussiennes et il se maximise de maniere similaire aux vraisemblances gaussiennes

de la section 1 (en utilisant la factorisation évoquée plus haut pour limiter le nombre de calculs).
Modeéle hiérarchique bivarié

Dans le modele hiérarchique bivarié, on considere deux vecteurs aléatoires :
Z, = (Z1(s1), .-, Z1(sn)) et Zy = (Zs(s1),...,Z2(sn)). On suppose que les composantes du
vecteur Z = (Z7,Z,)" sont mutuellement indépendantes conditionnellement aux réalisations d'un

o Yl(S)
i {(m)) D}

On suppose de plus que la distribution de Z;(s;) conditionnellement & Yj;(s;) est une distribution

champ aléatoire bivarié

aux sites {s1,...,8n}.
de la famille exponentielle L;(vy;) spécifiée par une relation du type :

E[Zj(si) = g;(Yj(s:))
pour une fonction de lien g;.

Enfin, on fait I'hypothese que le champ bivarié latent Y définit un modele LM4.

La vraisemblance des observations s’écrit

2 n
L(z1,223%) = / LLIT Fa(z(s0lui(s0) fivi.v) (91 o) dyady,

j=1li=1
ou f;; est la densité de la distribution £;(;).
Il y a peu de changements dans la mise en place de I’algorithme ; nous donnons juste les modifi-

cations entrainées a ’étape de ’approximation de Laplace.

L’équation (4.13) adaptée au cas qui nous intéresse s’écrit en notant y = (yi,y5) et u* =
(MYU,UYQ) :
oh y _ — *
B B K W) AW - a(y) - 2y ) (4.19)

avec

est la matrice d’incidence,

et

La matrice hessienne de —h s’écrit alors :

H(y) =B'K'W(y)K+ X"
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L’adaptation au cas ou les deux variables ne sont pas observées aux mémes sites est lourde en
terme de notations mais ne pose aucune difficulté supplémentaire.

Ezxemple

Nous concluons cette section en montrant sur un jeu de données simulé, comment fonctionne
I’algorithme MCEM. Nous avons choisi de travailler avec le modele hiérarchique bivarié.

Sur une grille rectangulaire de R?, de pas unité et de taille 10 x 10, nous avons simulé un champ
bivarié gaussien selon le modele de corrélation intrinseque (LM4a) avec pour fonction de corrélation

un modele exponentiel :
pg(h) = 6_9h7

ol § est égal & 0.5. Les espérances j et us sont fixées a 0 et les variances o et 02 a 1. On travaille
avec r = 0.5

On dispose ainsi de 100 valeurs pour chaque variable Y7 et Y.

Pour chacune des valeurs Yj(s;), ¢ = 1,2et j = 1,..., 100, on simule Z;(s;) selon une loi binémiale
d’espérance
1 L —1 e}/i(sj)
ogit™" (Yi(s;)) = (st

et de parametre de taille 2. Le jeu de données simulé est représenté a la figure (4.1).

11 10 12 01 00 20 1n 12 01

21

N

01

1 21 22

01 12 21 01 11 22 01 01 11 02

1 00 01 12 10 11 01 00 00 11

Fig. 4.1. Représentation du jeu de données simulé. En chaque site, on a I'observation de chaque variable :
en rouge, la variable X, en vert la variable Y.

On lance I'algorithme en utilisant des échantillons de Monte-Carlo de taille initiale 10. On met

a jour cette taille a chaque itération selon la regle que nous avons détaillée plus haut avec j = 3 :

ot

et d le degré de liberté de la distribution de Student multivariée est fixé a 40.

On lance l'algorithme deux fois avec deux jeux de valeurs initiales :

-ux = py =0, r =0, 03(2032/21,et9=0.1,

ux =py =1,7=-02,0% =02 =0.04, et 0 = 1.

Selon le critere d’arrét, I’algorithme a convergé sur cet exemple en 117 itérations pour le premier
jeu de valeurs initiales et 133 pour le second.
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Taille de I'échantillon

Fig. 4.2. Gauche :

I'algorithme EM. Droite : Log de la taille de ’échantillon en fonction de l'itération. Noir :
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Taille de I’échantillon des effets aléatoires simulés en fonction de I'itération courante de

premier jeu de

Fig. 4.3. Valeurs des paramétres en fonction de l'itération. De gauche & droite et de bas en haut : u1, o,

0 et r. Noir : premier jeu de valeurs initiales. Rouge : second jeu de valeurs initiales
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La figure (4.2) montre ’évolution de N en fonction des itérations et la figure (4.3) montre
I’évolution des parametres.

Pour le premier jeu de valeurs initiales (respectivement le second), on constate que N évolue peu
jusqu’a environ la soixantieme itération (respectivement quatre-vingtieéme), or c’est également dans
cette zone que les parametres estimés se stabilisent.

En dépit de la nature stochastique de 'algorithme et des choix différents des valeurs initiales,
Iestimation est la méme dans les deux cas, ce qui conduit & penser que ’algorithme fonctionne
correctement. Concernant les valeurs estimées, on note que 'espérance de X, px ainsi que le pa-
rametre de portée 6 sont relativement loin de leur vraie valeur. Pour s’assurer de la bonne marche de
I’algorithme, il faudrait répéter I’expérience en simulant plusieurs jeux de données selon les mémes
parametres. Les résultats que ’on obtiendrait permettraient de s’assurer plus avant que l'algorithme
converge. Ils donneraient en outre, des indications quant a la variabilité de Iestimateur. On sait
cependant que dans le cas des champs gaussiens, I'estimateur du parametre de portée a une forte
variabilité (et un biais non négligeable & taille finie), or on observe ici une version tres bruitée du
processus gaussien, ce qui accentue la mauvaise qualité de l’estimation. L’estimation des autres
parametres semble de bonne qualité pour ce jeu de données particulier.

Notons qu’avec le logiciel R, la majeure partie du temps total pour que ’algorithme ait convergé
(environ une heure sur cet exemple) est dévolu aux 20 derniéres itérations. Il ne faut par exemple

qu’une dizaine de secondes par itération quand N = 10.
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Comportement des estimateurs

5.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons montré comment estimer les parametres dans les différents
modeles présentés, que I'on soit en présence de données hétérotopes ou non. Bien que I’hétérotopie
empéche d’utiliser la vraisemblance profilée dans le cas des modeles gaussiens & dépendance ponc-
tuelle, elle ne pose pas vraiment de nouvelles difficultés en terme d’estimation des parametres par
rapport a 'isotopie. Cependant, il est évident que la qualité des estimateurs du (ou des) parametre(s)
de lien entre deux variables va étre affectée par le fait que ces dernieres ne sont pas observées aux
mémes sites. De méme que 'on prédit d’autant mieux une variable en un site ou celle-ci n’est pas
observée que les sites d’observation de cette variable en sont proches, on estimera d’autant mieux la
maniere dont 2 variables covarient que celles-ci sont observées en des sites proches!. Le comporte-
ment de 'estimateur de la liaison entre 2 variables dépend donc de la géométrie de I’échantillonnage,
I’idéal étant dans cette optique, 'isotopie. La variabilité de I’estimateur du lien doit également étre
fonction de la structure spatiale des variables mises en jeu, de méme que la variance de krigeage
dépend des structures spatiales de la variable a prédire. On comprend bien par exemple qu’estimer
le lien entre deux bruits blancs toujours observés en des sites différents, méme tres proches, est
absurde.

Ces considérations tres intuitives restent qualitatives et sont donc peu utiles pour 'utilisateur
qui a besoin d’'une mesure quantitative de la qualité de son estimateur. Les questions qui se posent
sont d’ordre pratique ou théorique et peuvent essentiellement se résumer comme suit :

avec n observations d’une variable X et p d’une variable Y, mesurées respectivement sur les
ensembles de sites Cx = {s1,...,8,} et Cy = {t1,...,¢,}, quelle conflance peut-on avoir dans
Iestimation # du coefficient de corrélation dans un modeéle de corrélation intrinseque par exemple ?
Dans quelles mesures les corrélations spatiales permettent-elles de compenser 1'hétérotopie? Plus

généralement, peut-on écrire la distribution V de 'estimateur de r sous la forme :
V(’ﬁ) = f(’l", eX; eYa C¢)

out Cy est la fonction de corrélation des 2 variables?
Ce chapitre est composé de deux parties distinctes.
La premiere partie concerne des résultats généraux de la théorie asymptotique pour les modeles

gaussiens issus de la géostatistique. Comme cela a été évoqué dans le chapitre 2, la maniere dont le

! Cette assertion se base sur I’hypothése que les 2 variables sont liées par un modele de type LM4 ou
GLM4 et que 'autocorrélation est une fonction décroissante de la distance. Autrement dit, le maximum

de corrélation entre les 2 variables est atteint quand celles-ci sont observées aux mémes sites.
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nombre d’observations tend vers 'infini est un élément crucial pour ce type de problemes puisque
I'on peut accroitre le domaine d’observation ou au contraire densifier les sites d’observation dans un
domaine de taille fixée. Apres avoir rappelé ces deux grands types d’asymptotique, nous donnerons
quelques éléments des formalismes utilisés dans chacun des deux cas. Nous nous concentrerons
ensuite sur ’asymptotique par accroissement du domaine et nous démontrerons que les estimateurs
par maximum de vraisemblance des parametres d’'un champ gaussien stationnaire et de fonction
de covariance exponentielle sont asymptotiquement gaussiens sous certaines conditions. Nous nous
appuierons essentiellement pour ce faire sur les articles de Mardia et Marshall (1984) et Cressie
et Lahiri (1996) en précisant certains éléments de leurs démonstrations et en généralisant leurs
résultats.

Dans la seconde partie, nous allons montrer comment ces résultats peuvent s’adapter aux modeles
multivariés ; plus précisément, nous allons étudier comment se comporte ’estimateur par maximum
de vraisemblance 7 du coefficient de corrélation r dans un modele de corrélation intrinseque, en
fonction de la géométrie de ’échantillonnage et des structures spatiales et sous quelles conditions

géométriques (asymptotique), cet estimateur est asymptotiquement gaussien.

5.2 Asymptotique pour les modeles gaussiens spatiaux

5.2.1 Introduction

De nombreux résultats sont disponibles dans le cas d’'un champ gaussien univarié; c’est a dire
lorsque la (ou les) variable(s) explicative(s) est (sont) observée(s) en tout point ot la variable d’intérét
est disponible, et que seul le processus résiduel est modélisé comme aléatoire (cas du modele linéaire
a résidus spatialement corrélés (LIM2)). Ces résultats concernent le comportement asymptotique du
maximum de vraisemblance des parametres de covariance du champ résiduel et des parametres de
régression. Avant de se positionner par rapport a cette littérature, nous présentons les principales
caractéristiques de ’étude de la convergence des estimateurs pour des données géoréférencées ainsi
que quelques définitions relatives a ce probléeme.

Dans le cas d’un échantillon Xy, ..., X, i.i.d, Pasymptotique est définie naturellement : on fait
grandir la taille de I’échantillon avec n en ajoutant a chaque pas une observation, indépendante des
précédentes et identiquement distribuée. Dans le contexte des données géoréférencées, il faut définir
le type d’asymptotique, c’est & dire la maniére dont sont ajoutées les observations. En effet, une
nouvelle observation ne sera a priori pas indépendante des précédentes. On distingue essentiellement
deux types d’asymptotique :

— l'asymptotique par accroissement du domaine (increasing domain asymptotic ) : les observa-
tions sont ajoutées a une distance de celles déja disponibles minorée, de telle sorte que le
volume du domaine d’observations (disons de son enveloppe convexe) tend vers 'infini.

— l'asymptotique par densification du domaine (infill (ou fized domain) asymptotic ) : les obser-
vations sont ajoutées dans un domaine D fixe de maniere & ce que celui-ci se densifie en sites
d’observation.

Ces deux grands types d’asymptotiques (on pourrait en définir d’autres) se caractérisent par des

résultats tres différents en terme de convergence des estimateurs. Avant de présenter les formalismes
utilisés pour ces deux types d’asymptotique, nous allons voir sur un exemple comment se forger une

intuition de ces différences.
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5.2.2 Exemple introductif
Soit un champ aléatoire gaussien d’espérance nulle et de fonction de covariance
C(h) = exp(—h/10)

sur une droite D. On suppose que ’espérance, la variance et le parametre de portée sont inconnus.

Le modele, qui est un sous modele de la classe (LM2), s’écrit :

V{s1,..-y8n} €D, (Y(51),...,Y(sn)) ~ N(p, o?H(9)),

N

ot le (i,7)*™¢ terme de H(¢) est donné par exp(—|s; — s;|/¢). On s’intéresse a l'estimation de
Y = (u,0%, ¢). La figure (5.1) montre une réalisation du champ sur l'intervalle I; = [0,5000] et un

zoom sur Iy = [0, 5].
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Fig. 5.1. Une réalisation d’'un champ aléatoire stationnaire d’ordre 2 sur [0,5000] (& gauche) et un zoom
sur [0,5] (& droite).

Il est clair que le parametre d’espérance p ne pourra pas étre estimé de maniére consistante
sur I, puisque cet intervalle contient un ensemble d’observations corrélées qui sont dans une zone
de valeurs positive de la réalisation du champ. On pourra densifier les sites d’observation sur I,
Iestimateur de l’espérance de p ne pourra pas tendre vers p, méme dans le cas ol les parametres
o2 et ¢ seraient connus. Au contraire, l'intervalle I; est grand au regard des structures spatiales.
Si le domaine s’agrandit, chaque nouvelle observation, peu corrélée avec les précédentes, amene
de linformation “nouvelle” sur p; on s’attend a ce que lestimateur ji soit convergent. Pour les
parametres o2 et ¢, le probléme de la convergence des estimateurs est moins clair. En asymptotique
par densification du domaine, de méme que pour l'espérance, on ”sent” déja qu’il va étre difficile
d’estimer la variance du champ aléatoire; mais qu’en est il si I’on connait le parametre de portée,
c’est-a-dire si ’on connait les contraintes spatiales du champ ? De méme si ’on connait la variance
du champ, n’est il pas possible d’en déduire les contraintes spatiales (le parametre de portée) ? Dans

ce cas, ne peut-on pas trouver une fonction des parametres ¢ et o2 qui soit estimable ?
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5.2.3 Asymptotique par accroissement du domaine

Nous présentons ici la démarche permettant de prouver la convergence asymptotique de ’estima-
teur par maximum de vraisemblance dans les modeles gaussiens spatiaux présentés dans le chapitre
3, sous un schéma d’asymptotique increasing domain . Le point de départ de la démonstration est
un théoréme général de Sweeting (1980) donnant des conditions nécessaires a la normalité asymp-
totique (uniforme) de lestimateur du maximum de vraisemblance de processus. L’adaptation au
contexte spatial (plus précisément au modele (LM2)) est due & Mardia et Marshall (1984). Les
idées originales développées dans cet article ont ensuite été reprises par Cressie et Lahiri (1993)
dans le cas du REML et par Cressie et Lahiri (1996) dans cas du REML dans le contexte spa-
tial. Ce fut l'occasion de préciser certains éléments de la démonstration de Mardia et Marshall et
notamment de rajouter une hypothése que ces derniers avaient omise, et qui, dans esprit de leur
démonstration, est nécessaire a la convergence. Nous reprenons les éléments de ces 4 articles pour
donner une démonstration complete de la normalité asymptotique de 'estimateur par maximum de

vraisemblance dans le cas des modeles (LM4).

Définition et notations :

Soit (£2,,,Ay,) une suite d’espaces mesurables et Pj une mesure de probabilité définie sur (£2,,, A,,)
dépendant du vecteur de parametre ¢ € @, un ensemble ouvert de R*. On suppose que pour tout
n, et tout ¥ € O, P} est absolument continue par rapport a une mesure o-finie A,. Soit p,(¢) la
densité de Py par rapport a A,. On suppose que les dérivées secondes partielles de p,, (1) existent

et sont continues pour tout ¢ € ©. On note 1, () = logp,(¥) et F,(¢) la matrice d’information

J

(aléatoire), c’est a dire la matrice k x k dont le (i,5)*™° élément est donné par :

0%l

auios, )

;01

On travaille avec la norme matricielle euclidienne (dite également norme de Frobénius) définie par :
1/2
n n
[|A|| = v/trace(A’A) = afj

1j=1

Notons I" la matrice (¢!, ..., ¢F) ot ¢* € ©,i =1,...,k, et définissons F,,(I") qui est la matrice
F, ou la colonne i est évaluée en 1°.

Pour toute suite de fonctions (fy)n, on notera f,, —, f si (fn)n converge uniformément vers f
quand n tend vers I'infini.

Pour toute suite de vecteurs aléatoires, (V,,),, on notera V,, =, V ot V est un vecteur aléatoire,
si pour toute fonction f : R™ — R bornée et continue Ey[f(Vy,)] — E4f(V). Notons que par le
théoreme d’Helly-Bray, V,, =, V implique que V,, converge en loi vers V (Cressie et Lahiri, 1993).

Théoreme 2 Sweeting (1980)
On suppose que F,, (V) satisfait les conditions suivantes :
C1. (accroissement de linformation et convergence ) 1l existe des matrices carrées non aléatoires

A, (), continues en 1) satifaisant
{An(@)} ™! =4 0 (5.1)

et telles que

R (¢) = {An(¥)} ' Fn (@) {An ()} =4 R() (5.2)
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ou R(1) est définie-positive presque siirement.

C2. (continuité) Pour tout ¢ > 0

(i) sup [{An(¥)} 1AL (¢")} — Ix| — 0 ott le sup est obtenu sur 'ensemble

{A @)Y (W — )] <

(i) [{An (@)} HFn () — Fpn(¥){An (1)} Y| =, 0 en probabilité, ot le sup est obtenu sur 'en-
semble [{A, ()} (¢ — )| < ¢, 1 <i<k.

Soit 9y, le maximum de vraisemblance. Sous les hypotheses (C1) et (C2), on a

An (W) (hn — ) =4 Ni(0, R(y) 7).

Dans lesprit de Mardia et Marshall (1984), et Cressie et Lahiri (1996), nous nous concentrerons
exclusivement sur (C1) et nous postulerons que (C2) est vérifiée. Les conditions données par (C2)
sont des conditions de régularité satisfaites des lors que la matrice X(¢) est suffisamment réguliere
en ¢ (voir Cressie et Lahiri, 1993, pour plus de détails).

La premiere étape consiste a simplifier (C1) en donnant une condition suffisante pour que cette
hypothese soit vérifiée.

D’apres lemme 4.2 de Sweeting (1980), pour montrer (5.2), il suffit de montrer que

{An ()} 1T () {An ()} Y

converge en probabilité vers R(¢) uniformément en . Puis par l'inégalité de Chebyshev, il est

suffisant de montrer que

Eull{An ()} Fu(@){Au ()} = R@)IP) = 0. (5:3)
Une suite naturelle de matrices A, (1)) est donnée par A,(v) = Eu[F,(1)]"/? de telle sorte

que R(v) = I;. D’autres choix peuvent permettre dans certains cas des simplifications dans la
démonstration (voir par exemple Cressie et Lahiri (1993) pour la démonstration de la convergence
du REML).

Dans le cas des modeles gaussiens présentés dans le chapitre 3, on peut décomposer le vecteur
de parametres de la manieres suivante : ¥ = (3, ¢) ou [ est le vecteur de taille p des parametres de
régression et ¢, de taille ¢, est celui des parametres de la matrice de covariance des observations. On

dénotera les espaces associés a 3 et ¢, O, et O, de telle sorte que © = O, x O,.

On note :
_ [ Lss Lpo
)= <LQB¢ L¢¢>
o L awW)
BB = BB
Lol w)
Bo = B0¢'
et
L olww)
PP DO :

dont les expressions sont données au chapitre 3.

et
_(Ass 0\ _ [ BylLgp]/? 0
Anw) = ( 0 A¢>¢> - ( 0 Ew[Lw]l/Q)

puisque Ey[Lgg] = 0.
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Du fait que Lgg est non aléatoire, pour montrer (5.3), il suffit de montrer que :

Ey[l|AG4Lop Az —u 0 (5-4)

Eylll A5 LosAgy = Loll*] = 0 (5.5)
De ces considérations, on déduit le théoréme suivant :
Théoreme 3 Sous Uhypothése (C2), si (5.4) et (5.5) sont vérifides et si
Agﬁ —y 0 et Ay —>u 0, (5.6)
alors

A (V) (thn — ) =4 Nip( Ok, I))

Notons bw ?le (i,5)*™° terme de la matrice A;j, bw e

colonne de la matrice X. Le théoreme 3 peut étre reformule de la maniere suivante :

-eme

(4, 5)%™ terme de A 55 et zj la g

Théoreme 4 Sous Uhypothése (C2), si (5.6) est vérifiée et si :

Z by b (LX) m 50y -, 0 (5.7)
7,8,8,7=1
et
Z Z b b S, T S N e, =, 0 (5.8)
ri=1s,j=1

alors

A () (thn — 1) =0 Ni(0, I).
Démonstration. La démonstration est donnée en annexe.

Le théoréme suivant fournit un ensemble de conditions suffisantes sur les matrices de covariance
des observations et sur leurs dérivées d’ordre 1 et 2 par rapport aux parametres pour avoir la
convergence asymptotique de I’estimateur par maximum de vraisemblance vers la normalité.

Notons A; < --- < A, les valeurs propres de X ordonnées par ordre croissant, [Aj| < .- < |\
celles de X; et [A7]| < .. < [N, celles de 3,;; ordonnées par valeurs absolues croissantes, pour
i,j =1,...,q. De plus, on note t;; = tr(X 12, X71%,) et g;; = W pour tout i,5 =1,...,¢q
et Gn(e) = ((9i))

Théoreme 5 On suppose (C2) et
(i) 1l existe une matrice G(¢) non singuliére telle que Gy (¢) —, G(@).
(i1) Pour tout compact K C O, il existe 2 constantes 0 < C(K) < oo et n(K) > 0 telles que

Vn € N, max{|\,|, |/\;|, |)\ﬁlj|,i,j =1,....,q} <C(K) (5.9)

et
Yn e N, [\| > n(K) (5.10)

uniformément en ¢ € K.
(iii) Pour tout compact K, il existe une suite (rn(K))n>1 telle que (1,(K)) = o(n™/2) et

12172 < ra(K) (5.11)
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pour tout ¢ € K
(iv) lim, (X' X)L =0
alors

E[F (D)2 () (0 — ) =0 Ni(0, I).

La condition (i) assure essentiellement que la matrice Agg n’est pas singuliere & la limite, c’est a
dire que les parametres de covariance ne sont pas asymptotiquement linéairement dépendants.

La condition (iv) se vérifie immédiatement dans les modeles (LM) présentés dans le chapitre 3
1 0
qui sont stationnaires en espérance. En effet, dans ce cas, § = (ux,puy) et X = SX 1 ) .
ny

Le théoreme suivant donne des conditions sur les matrices de variance et leurs dérivées qui sont
suffisantes a la convergence asymptotique de ﬁn Ces conditions, bien que plus fortes que celles du
théoreme 5 sont parfois plus facilement vérifiables en pratique puisqu’elles ne concernent que des
sommes d’éléments de ces matrices et non leurs valeurs propres.

On note S, = {s1, ..., sy} la suite d’ensembles de sites d’observation, dont la taille croit avec n et
0i;(Sn); afj(Sn) et afjl(Sn) les (i, §)®™¢ éléments respectifs des matrices X, X% et Ik 1=1,...,q

pour les sites de S,,.

Théoréme 6 On suppose que les hypothéses (i), (i) et () du théoréme 5 ainsi que (C2) sont
vérifiées.
Si pour tout compact K C ©1, il existe 2 constantes 0 < C(K) < oo et m1(K) €]0,1[ telles que

n

* 108, <
Vn € N*, lrg%xnz lo;7 (Sn)| < C(K) (5.12)
J
pour UEJZ) = Uij,ofj et Uf'jl;l <kl<q.
* - < i . .
Vn € N*, 11;1%)("2; |0 (Sn)| < m(K) nin. 04 (Sn) (5.13)
J:
J#i

alors

E[Fn ()] (b — ) =u Ni(0, Ii).
Démonstration. Voir annexe
Le théoreme suivant donne un exemple d’utilisation du théoreme 6 :

Théoréme 7 Soit X(.) un champ gaussien stationnaire d’ordre 2, d’espérance u et de fonction de

covariance exponentielle donnée par
C(h) = o? exp(—ha).

On observe une réalisation de X (.) sur S,, une grille rectangulaire ¢ mailles réguliéres, de taille
n = szl ny pour des entiers positifs ni, k =1,...,d. On suppose que quand n tend vers linfini, la
grille se remplit de maniére homogéne dans toutes les directions, c’est-a-dire que pour tout k € [1,d],
ng tend vers Uinfini. On note h = (hy, ..., hq)" le vecteur des pas de grille dans toutes les d directions.

On note

0=6"x0%x06",
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Pouvert de R® dans lequel varie le vecteur des paramétres & estimer ¢ = (u, ¢, 02). Et pour tout

compact de K C ©, on note de méme
K=K'xK®xK".

On suppose que la condition (C2) est vérifiée. Soit ¢, > 0 et posons O1 =|dm,, o0[. Pour tout
compact K = K® x Ko x K" de © vérifiant K¢ C O, si

h; >
1Sh2a TS T g,
alors 1y, Uestimateur par mazimum de vraisemblance de ¥ calculé ¢ partir de X = (X (s1), ..., X (sn))

vérifie, quand n tend vers l’infini :

B[, ()] (0 — ) =4 N3(0, I3).
Démonstration. Voir annexe

Le théoreme 7 est une généralisation & RY de résultats connus en dimension 1. En effet, en
dimensions 1, les hypotheses du théoreme 7 conduisent, & une reparamétrisation pres, a un modele
gaussien AR(1) utilisé pour les séries temporelles. Or, la normalité asymptique du maximum de
vraisemblance est connue dans ce cas (Zhang et Zimmerman, 2005). Notons également que Cressie
et Lahiri (1996) traitent le cas d’un modele auto-régressif du premier ordre en dimensions d séparable.
Nous avons été confronté & des difficultés techniques supplémentaires dues & la non-séparabilité (en
les dimensions de ’espace) de notre modele. Enfin, notons que nous avons montré que dans notre
cas, il n’était pas nécessaire de postuler ’hypothese (i) du théoreme 5.

Concernant les hypotheéses du théoreme, il apparait clairement ici qu’elles correspondent unique-
ment a un schéma asymptotique de type accroissement du domaine. De méme qu’il est clair que les
hypotheses du théoréeme 6 ne sont pas vérifiées sous un schéma d’asymptotique par densification.
Pour le théoreme 5, cela est peut-étre moins évident, mais les valeurs propres de la matrice de va-
riance ne peuvent pas étre bornées quand le domaine d’observation se densifie en sites d’observation.

Nous donnons quelques éléments sur I’asymptotique par densification dans la sous-section sui-

vante.

5.2.4 Asymptotique par densification du domaine

Lorsque les données sont ajoutées dans un domaine borné de telle sorte que le domaine se
densifie, le comportement des estimateurs est tres différent du contexte précédent et le formalisme
qui permet de lapprécier également. Ce formalisme (Stein, 1999) utilise notamment les mesures
gaussiennes équivalentes afin d’étudier le comportement asymptotique des parametres de modeles

gaussiens spatiaux.

Mesures de probabilités orthogonales et équivalentes

Rappellons quelques définitions :

Soient P; et P, deux mesures de probabilité sur I’espace mesurable ({2, F).

On dira que P; est absolument continue par rapport a P, et on notera P; < P si pour tout
A€ F, P,(A) =0 implique que P;(A) = 0.

Py et P, sont dites équivalentes (on note P = Py) si Py € Py et Py < P.
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Enfin P; et P, sont dites orthogonales (on note P; L Py) si il existe A € F tel que P1(A) =1 et
Py(A) =0.

Considérons maintenant un processus stochastique quelconque {Y'(s), s € T} pour un ensemble
T, et soit F = o({Y(s),s € T}) la tribu engendrée par ce processus. Deux mesures P, et P» sont
dites équivalentes sur {Y(s), s € T'} si elles le sont sur F.

En statistiques, si P; et P, sont les mesures associées a 2 modeles probabilistes, si P; = P, alors
on ne pourra pas correctement distinguer P; de P, avec Pj-probabilité 1 au regard des observations.

Plus précisemment, si {Py, ¢ € O} est une famille de mesures équivalentes et qASn, n > 1 est une
séquence d’estimateurs, alors qgn ne peut pas étre un estimateur faiblement convergent pour tout
¢ € ©. En effet, dans ce cas, pour tout ¢ de O, il existerait alors une sous-suite {(ank, k> 1} qui
convergerait fortement (Zhang (2004)), c’est-a-dire P¢(g§nk — ¢,k — 00) = 1; et par I’équivalence
des mesures, pour tout ¢’, Py (), — ¢,k — 00) = 1).

D’autre part, la faible convergence de la sous-suite {ggnk,k > 1} sous la mesure Py implique
de méme lexistence d’une sous sous-suite qui converge vers ¢’ avec Pg-probabilité 1 . Cette sous
sous-suite converge donc vers 2 valeurs différentes sous la méme mesure P . Cette contradiction
montre que qASn ne peut pas étre faiblement convergent.

Pour conclure les généralités sur les mesures équivalentes ou orthogonales, considérons I’exemple
suivant (Zhang, 2004). Soit Y7,...,Y,, ..., une famille de variables aléatoires i.i.d de loi normales
N(0,0?) sous Pi,i = 1,2 avec 07 # o3. Alors, sur la tribu engendrée par les Y;,i = 1,..., 00, les

deux mesures sont orthogonales car si on définit I’ensemble A par
1 n
A= {w € Q;—ZY;(w)Q — 0% quand n — oo},
n
i=1

alors P1(A) =1 et Py(A) =0 par la loi des grands nombres.

Notons que 2 mesures peuvent n’étre ni équivalentes, ni orthogonales.

Applications aux champs gaussiens

Supposons que m; et ms sont deux fonctions continues sur R% et Cy et C; sont deux fonctions
continues et définies-positives sur R%. Soit Y(.) = {Y(s),s € R%} un champ aléatoire sur R?. Soit
D un sous-ensemble fermé de R? et soient P, = Gp (my, C;),i = 1,2, deux mesures gaussiennes sur
la tribu engendrée par Y(.) et définies par : sous P;, Y'(.) est un champ gaussien stationnaire sur D
dont I'espérance est donnée par la fonction m; et dont la fonction de covariance est C;.

Nous donnons quelques théoremes généraux qui nous semblent intéressants pour ’étude de
I’asymptotique sur un domaine borné. Ces théoremes peuvent étre trouvés dans Ibragimov et Roza-
nov (1978) et Stein (1999).

Théoréme 8 Les deur mesures Py et P sont ou bien équivalentes ou bien orthogonales.

Ce théoreme permet de montrer I’équivalence entre deux mesures gaussiennes stationnaires sur

un domaine borné en montrant qu’elles ne sont pas orthogonales.

Théoréme 9 Gp(0,Ch)) = Gp(mq, Ch) si et seulement si Gp(0,Co) = Gp(mq,Co) et Gp(0,Ch) =
G (0,Ch).

Ce théoreme permet de séparer l'espérance et la covariance dans ’étude de 1’équivalence entre
deux mesures gaussiennes sur un domaine borné.

Pour I'espérance on a :
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Théoréme 10 G (0,C1) = Gp(my,Cy) si et seulement si my peut étre étendue a une fonction

carrée intégrable sur tout R® dont la transformation de Fourier m, vérifie

[ (w)]?
/Rd 7f(w) dw < oo

A partir d’'un nombre infini d’observations d’une réalisation de Y(.) sur un domaine borné, on
peut donc confondre I’espérance nulle avec toute une fonction sous réserve de conditions de régularité
de la fonction espérance mise en jeu.

Dans le cas d = 1, si D = [0,T],T > 0, si il existe un entier p tel que f(w)w? ~ 1 quand n — oo,
alors

Gio,1)(0,C1) = Go,1y(mo, C1)

si et seulement si m; est p — 1 fois dérivable et si mgp ~Y) est absolument continue sur [0,T7] et si

mgp ) vérifie :

T
[ ) <.

0

Pour les fonctions de covariance on a :

Théoréme 11 Soient fy et fi les densités spectrales respectives de Cy et Cy. Supposons qu’il existe
B> d tel que a < fo(w)|w|? < b quand |v| — oo, ot 0 < a < b.

Si il existe C € R tel que
fi(w) - fo(w)>2d
/w>C ( fo(w) v

alors Gp(0,Cy) = Gp(0,C1).

Ce théoreme indique que si le comportement des deux densités spectrales associées a 2 modeles de
covariance sont similaires aux hautes fréquences, autrement dit, si les deux fonctions de covariance
ont le méme comportement a 1’origine, alors on ne pourra pas distinguer les deux modeles a partir
d’observations dans un domaine borné, méme en densifiant les points a I'intérieur du domaine. Si
on considere que fy est la vraie densité spectrale que 'on cherche a estimer par f;, 'hypothese qu’il
existe 3 > d tel que fo(w)|w|? soit borné quand |v| — oo assure que la fonction de de covariance Cj,
n’est pas trop réguliere a l'origine. On retrouve ici un fait que nous avions déja évoqué au chapitre 2.
Matheron (1970) avait en effet démontré ce type de résultat, dans un cadre beaucoup plus général.
Le formalisme des mesures gaussiennes équivalentes permet néanmoins de le faire de maniere plus
rigoureuse.

En terme d’estimation, Zhang (2004) utilise ce résultat pour démontrer que si d = 1,2 ou 3, si

Cy et Cy sont deux modeles de Matérn sur R4 parametrés comme suit :

a?(a;h)”

_ 3 .
Ci(h) = W:Klf(alh)v
ou X, est la fonction de Bessel modifiée d’ordre 2, et v est supposé connu, alors Gy (0,Cp) =
Gp(0,C1) si et seulement si o2a2” = o?a3”. Notons que contrairement au théoréme 11, Zhang

(2004) démontre ’équivalence entre les deux propositions.
Un cas particulier du théoréme de Zhang est le modele exponentiel, c’est & dire quand v = 1/2.
Dans ce cas, seul le rapport variance sur portée est estimable de maniére consistante (ce rapport est

égal a la pente de la fonction de covariance & ’origine).
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Pour conclure cette partie, notons que I’équivalence des mesures n’est pas un probleme quand 1’ob-
jectif de 'estimation des parameétres est 'interpolation aux sites ou I’on ne dispose pas d’information.
En effet, deux krigeages menés sous deux mesures gaussiennes équivalentes sont asymptotiquement
égaux (en valeur d’interpolation et en variance de prédiction). Nous référons une fois de plus a Stein
(1999) et Zhang (2004) pour plus de détails.

5.3 Propriétés de ’estimateur du maximum de vraisemblance du

coefficient de corrélation

5.3.1 Introduction

Dans cette section, nous allons étudier le comportement de ’estimateur par maximum de vrai-
semblance du coefficient de corrélation dans un modele de corrélation intrinseque et dans le cas de
données hétérotopes. On rappelle que ce modele s’écrit :

pour tout ensemble de sites {s1,...,s,} € D,si X = (X(s1),...,X(sn)) et Y = (Y(s1),...,Y(sn)),

alors :

@) N ® 1, T @ H(6)) (5.14)

avec [ = Hx , H($) une matrice de corrélation spatiale définie en appliquant une fonction

Hy
de corrélation paramétrée par ¢ a la matrice de distance entre les sites et

2

Ox O0XY . e e

T = X 9 est une matrice définie positive.
OXy Oy

Ce modele est une simple généralisation au contexte spatial du modele utilisé pour l'inférence
sur le coefficient de corrélation pour un échantillon bivarié. On a remplacé la matrice identité
(conséquence de I'indépendance des observations) par H(¢) afin de prendre en compte les corrélations
spatiales entre les observations.

Pascual et Zhang (2005) montrent que pour des données alignées si ¢ est connu, estimateur par
maximum de vraisemblance du coefficient de corrélation a la méme distribution que le coefficient de
corrélation usuel _ _

i (X = X)(Y; - Y)

I - XY ()2

sous I'hypothese d’indépendance des observations. Pour étudier comment I’hétérotopie dégrade le

comportement de l'estimateur du coefficient de corrélation, le cadre i.i.d peut donc fournir une base

de comparaison intéressante. Rappelons quelques résultats de ce contexte.

A taille finie

Sous I'hypothese que les observations sont une réalisation du modele (5.14) avec H(¢) = I,
Iestimateur 7 du coeflicient de corrélation a la densité de probabilité suivante :
— Pour n = 2, la distribution est un mélange de 2 dirac (une en +1 et l'autre en -1) dont les

probabilités associées dépendent de la vraie valeur du coefficient de corrélation.
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— Pour tout n > 3 :

oo — )b/ L 2\(n—4)/2 a2 cos™ ! (—rx)

Cette forme est difficilement utilisable pour de grandes tailles d’échantillon (des formes alternatives

de cette formule, toutes aussi pittoresques, sont données dans Kendall et Stuart, 1979). Mais notons
que pour n = 3, la densité a une forme de U pour |r| proche de 0 et une forme de J pour |r| plus
grand et est unimodale pour n > 4 et d’autant plus disymetrique que |r| est grand (voir figure 5.2).

Asymptotique

On peut montrer que

V(=) 5 N0, (1 - r%)?).

La convergence en loi est d’autant plus rapide que |r| est proche de 0.
Enfin, notons que la variance asymptotique dépend de r. Pour construire des intervalles de

confiance, on peut utiliser la fonction arctanh qui stabilise la variance (Fisher, 1921). En effet,
Vn(tanh ™' (7) — tanh ™~ (r)) 5 N(0,1).

De plus la convergence en loi de tanh ™! (7) vers la distribution gaussienne est beaucoup plus rapide
que celle de 7 et la variance de 7 a taille finie est presque indépendante de r.

5.3.2 Modele spatial
Observations isotopes
Parameétres de strucutre spatiale connus

Comme nous 'avons rappelé, pour un modele de corrélation intrinseque, dans le cas d’observa-
tions isotopes, quand le vecteur ¢ des parametres de structure spatiale est connu, ’estimateur par
maximum de vraisemblance du coefficient de corrélation a la méme distribution (& taille finie) que
le coefficient de corrélation usuel (Pascual et Zhang, 2005). Il est donc inutile de considérer plus en
détail sa distribution asymptotique et les conditions pour que cette distribution soit atteinte : quel

que soit le type d’asymptotique spatial considéré, ’estimateur du coefficient de corrélation 7 vérifie :

Vi —r) SN, (1 - r2)?).

Parameétres de structure spatiale inconnus

Dans le cas ol ¢ est inconnu Pascual et Zhang (2005) montrent sur simulation que 7(¢), Uesti-
mateur par maximum de vraisemblance du coefficient de corrélation obtenu pour ¢ inconnu est tres
proche de f(qg), Iestimateur obtenu avec ¢ fixé a sa vraie valeur. D’un point de vue théorique, pour
démontrer la convergence asymptotique de 7 et plus généralement de @n, on se retrouve confronté
au méme probléme que pour un champ aléatoire univarié. On doit définir le type d’asymptotique

spatial. On a le théoreme suivant :
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Fig. 5.2. Densités de l'estimateur du coefficient de corrélation pour n = 3,4,5,6 et 7 (de haut en bas) et
r=20,0.4 et 0.8 (de gauche & droite).
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W(.) = {(igi;) s € 93}

un champ aléatoire bivarié stationnaire d’ordre 2 en corrélation intrinséque. On considére pour tout

Théoréme 12 Soit

n, Sp, = {s1,...,8n}, un ensemble de sites d’observation.
On suppose que quand n tend vers linfini, S,, évolue de telle sorte que les hypothéses du théoréme
5 soient vérifiées pour le champ X (.) et les paramétres (0%, $)*.
Alors sur tout compact, 12)»,” Uestimateur par mazimum de vraisemblance de ) = (0%, 1, 0%, ¢, [ix, ly)

vérifie :

E[ffn]lﬂ(q[)n - 12}) =u NG(Oa IG)~
Démonstration. Voir annexe.

En asymptotique par densification du domaine avec un modele de corrélation spatiale exponentiel
p(h) = e™"? Pascual et Zhang (2006) font la conjecture suivante :

puisque 6% (¢)/¢ (respectivement 62 (¢)/¢) est un estimateur convergent pour 0% /¢ (respec-
tivement o2 (¢)/) & partir des observations de la variable X (respectivement Y) sous un schéma
asymptotique par densification, pour les mémes raisons 6Xy(<5) / g% est sans doute un estimateur

convergent pour oxy /¢. Dans ce cas,

ff)iy(@/fb _
ox(9)oy(¢)/ ¢

est un estimateur convergent pour r. Un théoréeme du méme type que le théoreme 11 pour la fonction

f‘:

de covariance croisée permettrait de conclure. Si I’on s’en tient aux simulations de Pascual et Zhang

(2006), cette conjecture semble vraie.

Observations hétérotopes

Revenons au modele spatial et introduisons quelques notations.

On note 8x = {8z1,..,52,, } €t 8y = {sy,,...,8y, } les ensembles respectifs des nx et ny
sites d’observation des variables X et Y.

Soient X = (X (8u1),- -+ X (52, ) et Y = (Y(sy,), .-, Y(sy,, )

On suppose que le vecteur (X', Y') est distribué selon le modele de corrélation intrinseque avec

2(6) = 0% Hxx(¢) oxyHxy ()
oxyHyx(¢) of Hyy(¢)

ot Hxx(¢), Hxy(¢) = Hyx(¢) et Hyy(¢) sont les matrices de corrélations spatiales entre les
éléments de X, entre ceux de X et Y, et entre ceux de Y, respectivement.

On veut trouver un ensemble de conditions suffisantes a la convergence du maximum de vraisem-
blance de ¢ = (ux,py,0%, 0%, 1, ¢) sous hypothese que quand n tend vers I'infini, les parametres
des deux champs X (.) et Y(.) puissent étre estimés de maniere consistante (au sens des théorémes
précédents).

Ces conditions concernent la proximité entre les ensembles Sx et Sy quand n tend vers I'infini.

Nous allons distinguer le cas ou les parametres de structure spatiale sont connus et le cas ou ils

sont inconnus et doivent étre estimés.

2 Les hypotheses sont donc vérifiées pour Y(.) et les parametres (0%, ¢).
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Structure de variance connue

On note A\ (M), k = 1,...,n la fonction qui a toute matrice carrée de taille n associe la k°™¢
valeur propre de M, les valeurs propres étant ordonnées par valeurs absolues croissantes.
Le théoreme suivant donne la condition de proximité entre les ensembles de sites d’observations

des deux variables, suffisantes pour la convergence.

Théoréme 13 On suppose que Uhypothése (i) du théoréme 5 est vérifiée.

On suppose que quand n tend vers l'infini, on a

(i) nx tend vers Uinfini et Sx = {sz,, .- .,smnx} croit de telle sorte que la matrice de variance
du vecteur X = (X (s4,), ..., X (sz, ) vérifie les hypothéses du théoréme 5 pour le paramétre o .

(it) ny tend vers Uinfini et 8y = {sy,,..., Sy, } croit de telle sorte que la matrice de variance

du vecteur Y= (Y (sy,), ..., Y (8y,, ) vérifie les hypothéses du théoréme 5 pour le parametre o%.

Si pour tout compact K C ©9, il existe une suite (r,,(K))n>1 telle que :

ra(K) = o(n~'/?) (5.16)

et
t’I“(nyny)_l < rp(K) (5.17)

alors

De plus, on a

avec

1 r’nA + 2nxny
2 —rtA3 +r2nA(B— A)+nxny (2B — A)

v(r) =

A =trace(QxMx) et B = trace(QxMxQx)
avec Mx = nyH;%/HYX_H;(% et QX = (Inx — 7”2Mx)71

La condition donnée par ’équation (5.17) est une condition de proximité entre les deux nuages
de sites d’observation. Elle assure essentiellement que les ensembles de sites d’observation des deux
variables ne s’éloignent pas infiniment.

On appellera v(r) la variance asymptotique de 7.

Sous ’hypothese nulle de non corrélation entre les deux variables (r = 0), on a

1
"0 i)

On peut comparer v(0) avec %, la variance asymptotique sous Hy dans le cas i.i.d.

Definition 5.1. On appellera nombre de données isotopes et indépendantes équivalent sous I’hy-

pothése de non corrélation (r =0) la quantité suivante :

Ny = tr(Hyx Hxy Hy3 Hy x).
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On constate que 'augmentation des corrélations spatiales (par Paugmentation d’un parametre
de portée par exemple) a deux effets contradictoires sur la quantité N, traduisant le fait que

1) d’une part ’hétérotopie se compense (les termes de Hxy augmentent)

2) d’autre part en se “rapprochant” les uns des autres (en terme de corrélations spatiales), les
X (si) (de méme les Y (s;)) amenent de 'information redondante.

On peut borner N, par min(nx,ny) car si
= <M 11 M 12)
Msy Maa
est une matrice définie-positive, alors (voir par exemple Horn et Johnson (1985)) le rayon spectral de
la matrice M 1_11M 12M2_21 My est inférieur & 1 et donc sa trace est inférieure & dim(Mi1) et également
a dlm(Mgg)

Malgré de nombreuses tentatives, nous ne sommes pas parvenu a montrer que si pg(h) est
une fonction croissante de ¢, alors Ne,(¢) est également une fonction croissante en ¢ bien que
les expérimentations numériques suggerent ce résultat. On peut cependant montrer que quand ¢
tend vers l'infini, Ney(¢) tend vers une limite qui dépend uniquement de la configuration spatiale et
du degré de régularité a l’origine de la fonction de ¢, pg(h).

Quand r # 0, il est plus délicat de comprendre comment 1’hétérotopie dégrade le comportement

asymptotique du coefficient de corrélation.

Il existe la aussi une notion de nombre équivalent : il suffit de poser

(1—1r2)?
v(r)

Mais comme r est inconnu, cette notion est moins opérante que dans le cas ou r = 0. En effet

Neg(r) =

ce dernier cas est souvent I’hypothese nulle que 1'on cherchera a tester et il peut étre utile d’avoir
une idée de la quantité d’information apportée par les données sur le coefficient de corrélation sous
I’hypothese nulle, en se basant sur les habitudes du contexte i.i.d hétérotope.

L’exemple suivant permet d’expliciter comment ’hétérotopie dégrade le comportement de 7 dans

un cas simple.

Un cas d’école

Supposons que I'on observe une des deux variables sur un ensemble de sites {s1, ..., 5, } infiniment
éloignés deux a deux (ou éloignés d’une distance supérieure & la portée pour un modele de corrélation
spatiale a portée finie). Et supposons que sur un cercle de rayon h autour de chacun de ces sites, on
a une observation de la seconde variable.

Si p désigne la fonction de corrélation spatiale et g = p(h), alors dans ce cas, Hxx = Hyy = I,
et HXY = HYX = ﬁIn

On peut déduire l’expression de v(7) :

1—r22)2
o(F) = ( P )
pn
On peut écrire v(7) sous la forme
1—1r2)2
iy =)
Neg

Quand h grandit, I’hétérotopie dégrade le comportement de 7 & deux niveaux :
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- Teq : On estime d’autant mieux un coefficient de corrélation que celui-ci est grand en valeur
absolue. Ici le coefficient de corrélation entre les variables X (s;) et Y'(s; + h) est égal a rp.

- Neq : la dégradation est ici due a la perte d’information induite par ’éloignement des points et
a la relative ignorance de la vraie valeur de Y(s;) (ou de X (s; + h)).

Notons que nous aurions pu démontrer ce résultat sans passer par le contexte spatial puisqu’on
se retrouve dans un cas ou les couples (X (s;), Y (s; + h)),i = 1,...,n sont identiquement distribués

et mutuellement indépendants.

5.3.3 Une étude sur simulations

Nous avons mené une large étude sur simulation, pour tenter d’appréhender les caractéristiques
distributionnelles a taille finie, de ’estimateur par maximum de vraisemblance du coefficient de

corrélation.
Schéma expérimental :

Pour gérer ’hétérotopie, nous avons procédé de la maniere suivante :

- nous avons placé les sites d’observation d’une des deux variables (disons X) sur une grille de
R? & mailles régulieres (unité) de taille n x n, pour différentes tailles de n = 6,7,8,9, et 10.

- puis autour de chaque site d’observation s;, i = 1,...,n? de cette premiére variable, nous avons
simulé un site d’observation pour Y, uniformément dans un carré dont les cotés, de longueur .S sont
paralléles aux mailles de la grille et dont s; est le centre. Nous avons travaillé avec S = j/4,j =
0,1,2,3,4 ot j = 0 correspond a l'isotopie.

En croisant ces différentes caractéristiques, on dispose donc de 25 configurations spatiales. Pour
chacune d’entre elles, et pour ¢ = 0.5,1 et 2, et pour r = 0,0.4 et 0.8 nous avons simulé 1000 jeux de
données selon le modele de corrélation intrinseque avec une fonction de corrélation exponentielle :
ps(h) = e~?". Sans perte de généralité, nous avons toujours travaillé avec ux = py = 0 et ox =
oy = 1.

En résumé, pour chacune des 25 configurations spatiales, et pour chaque valeur de ¢ et de r,
soit 225 configurations, nous avons simulé 1000 jeux de données. Notons que pour chacune des 225
configurations, on conserve le méme échantillonnage spatial pour les 1000 jeux de données simulés.

Puis nous avons estimé les parametres par maximum de vraisemblance.

Avant de présenter 'ensemble des résultats, nous montrons (fig. (5.3)) , pour trois configurations,
les distributions empiriques de 'estimateur et la densité asymptotique (pour des nombres équivalents
importants).

Dans ces cas, les distributions asymptotiques semblent étre de bonnes approximations des dis-
tributions empiriques de 7.

Pour présenter ’ensemble des résultats, nous avons dans chaque configuration (pour r,n, S, ¢ et
r fixés) :

- résumé la configuration spatiale par le nombre équivalent de données :

(1—1r2)?
v(r)

- résumé I’écart entre la distribution empirique de 7 et la distribution asymptotique donnée par

Neg =

le théoreme 13 en effectuant un test d’adéquation de Kolmogorov.
A titre de comparaison, pour chaque valeur r, nous avons appliqué la méme procédure, mais

cette fois sur le coefficient de corrélation usuel, calculé a partir de données bivariées i.i.d simulées.
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Fig. 5.3. Histogrammes des distributions empiriquess de # pour r = 0,0.4 et 0.8 (de gauche & droite)
pour une configuration spatiale donnée dans chacun des trois cas. En rouge, la densité de la distribution

asymptotique correspondant.

Afin d’effectuer la comparaison dans les meilleures conditions, a chaque nombre équivalent pour r
fixé, correspondait un échantillon i.i.d de taille N égale a I’arrondi de ce nombre équivalent.

Les figures (5.4) et (5.5) montrent ces résultats.
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Fig. 5.4. Haut : Statistiques du test de Kolmogorov-Smirnov d’adéquation a la distribution asymptotique
pour 7, en fonction du nombre équivalent de données i.i.d pour r = 0,0.4 et 0.8 (de gauche a droite). Bas :
Statistiques du test de Kolmogorov-Smirnov d’adéquation a la distribution asymptotique pour 7 dans le cas
i.i.d en fonction de la taille de ’échantillon pour 7 = 0,0.4 et 0.8 (de gauche a droite). Ligne horizontale

(rouge) : valeur du quantile d’ordre 0.05 pour la statistique de test. Voir détails dans le texte.
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Fig. 5.5. Haut : P-valeurs du test de Kolmogorov-Smirnov d’adéquation a la distribution asymptotique
pour #, en fonction du nombre équivalent de données i.i.d pour 7 = 0,0.4 et 0.8 (de gauche & droite). Bas :
P-valeurs du test de Kolmogorov-Smirnov d’adéquation a la distribution asymptotique pour 7 dans le cas
ii.d en fonction de la taille de ’échantillon pour » = 0,0.4 et 0.8 (de gauche & droite). Ligne horizontale
(rouge) : valeur du seuil 0.05. Voir détails dans le texte.

La distance de Kolmogorov semble diminuer en fonction du nombre équivalent, montrant ainsi
que ce nombre est un bon indicateur de la quantité d’information apportée par les données sur le
coefficient de corrélation. Notons que pour r = 0, la distribution asymptotique est rarement rejetée,
méme pour les petits nombres équivalents.

Si la comparaison des figures entre le cas spatial et le cas i.i.d montre quelques différences, il
nous semble que les similitudes entre les deux sont tout de méme tres fortes.

Ces résultats nous permettent d’établir une regle empirique pour 'acceptation de la distribution
asymptotique : si, en pratique dans le cas i.i.d, on accepte 'approximation asymptotique pour n
donné, alors on acceptera cette approximation pour Ng, > n dans le cas spatial hétérotope.

Qu’en est-il dans le cas ou 'approximation asymptotique est rejetée ?

Nous représentons sur la figure (5.6) quelques distributions empiriques de # pour des configura-
tions ou le nombre équivalent est tres petit.

La distribution théorique de 7 a taille finie explique les grandes tendances de la distribution
empirique. Cependant, dans tous les cas, un certain nombre de valeurs estimées sont tres proches de
1 (comme dans le cas ot n < 4) et ce mode n’apparait pas dans les distributions théoriques (sauf
pour n < 3). Plus r est grand et plus ce nombre de 1 est important ce qui accentue I'impression
d’écart a la distribution théorique pour les grandes valeurs de 7.

D’un point de vue pratique, il est rare que l'on utilise le coefficient de corrélation pour des
tailles d’échantillon inférieures & 7 et nous déconseillons donc I'utilisation de notre méthode quand

le nombre équivalent est tres petit sous I’hypothese que 7 = 0. Pour r général, quand le nombre
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Fig. 5.6. Distributions empiriques de 7 dans différents cas. En rouge, la distribution théorique de 7 a taille
finie pour la taille d’échantillon la plus proche du nombre équivalent.Dans le cas o Ny, = 2.44, on représente
la densité de 7 pour n = 3, le cas n = 2 correspondant a un mélange de deux masses de Dirac. Pour la derniere
figure, le nombre équivalent est environ égal & 4.607, nous représentons donc les courbes des distributions

théoriques de 7 pour n = 4 (rouge) et n =5 (vert).

équivalent est petit, la seule indication fiable que I’on pourra éventuellement obtenir concerne le signe
de la corrélation : si la valeur estimée de 7 est trés proche de 1 (respectivement -1), la corrélation

entre les deux variables est positive (respectivement négative).

5.3.4 Structure de covariance inconnue
Résultats asymptotiques

Pour établir les conditions de convergence asymptotique de ’estimateur par maximum de vrai-
semblance de (ux, y, 0%, 7, 0%, ¢), supposons que la fonction de corrélations spatiales pg, n’a quun
seul parametre inconnu ¢, et supposons que pg est deux fois dérivables en ¢ et que ses dérivées
(premieres et secondes) par rapport & ¢ sont des fonctions continues en h sur [0, oo[. Enfin, suppo-

sons qu’il existe hg tel que

0 0?
9P| o |L P2
¢ P2
sont décroissantes sur [hg, +00[
Alors on a le théoreme suivant :

Théoréme 14 On suppose que Uhypothese (i) du théoréme 5 est vérifiée.

On suppose que quand n tend vers l'infini, on a
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(i) nx tend vers Uinfini et Sx = {4, .. .,smnx} croit de telle sorte que la matrice de variance
du vecteur X = (X(sz,),...,X(sz,,))" vérifie les hypotheses du théoréme 6 pour les parameétres
(6,0%).

(1t) ny tend vers Uinfini et 8y = {sy,,..., Sy, } croit de telle sorte que la matrice de variance du
vecteur Y = (Y (sy,), .-, Y (sy,, ) vérific les hypothéses du théoréme 6 pour le paramétre (¢,03.).

Si il existe une constante R > 0 telle que

VneN, max  min |[s;, —s,,|| <R,
i=1,...,nx j=1,...,ny
et
VneN, max  min |[[s;, — s, <R,
j=1,...,ny i=1,....nx
alors

E[Fa )2 (thn — 1) = No(0, I),

Quelques remarques :

-Notons que les conditions analytiques pour la fonction de covariance sont vérifiées par le modele
exponentiel.

- Les conditions géométriques asymptotiques imposées aux sites d’observations de chacune des
deux variables sont plus fortes que dans le cas ou ¢ est connu. Il est naturel que des hypotheses
supplémentaires soient imposées dans ce cas puisque ¢ est inconnu mais il faut noter que la
démonstration dans ce cas requiert de plus, que les hypothéses asymptotiques sur chacun des deux
champs soient plus fortes, puisqu’on impose que les conditions du théoréme 6 soient vérifiées au lieu
de celles du théoreme 5 dans le cas ot ¢ est connu.

- La condition de proximité entre les ensembles de sites d’observation pour chaque variable est
également plus forte que dans le cas ou ¢ est connu, mais peut étre est elle aussi plus évocatrice :
elle assure que les sites d’observation des deux variables ne s’éloignent pas infiniment quand n tend
vers l'infini.

La formule de la variance asymptotique de r (non donnée) est ici beaucoup plus complexe que
dans le cas ou ¢ est connu; cependant, sous I’hypothese nulle de non corrélation entre les deux

variables (r = 0), on a également

1
v(0) = trace(Mx)’

ce qui renforce le caractere génératif de la notion de nombre équivalent sous Hy.

A taille finie

Engager une étude par simulations sur le comportement de 7 dans le cas ou ¢ est inconnu, de
Penvergure de celle conduite dans le cas olt ¢ est connu (225000 simulations et estimations) aurait
un cout en temps de calcul inutile par rapport aux conclusions spécifiques a ce cas de figure.

En effet, le rajout de ¢ dans ’ensemble des parametres a estimer rendrait cette tache plus longue
car I'ajout d’une dimension & l'espace des parameétres augmente les difficultés numériques et le
nombre d’itérations nécessaires a la convergence de 1'algorithme.

De plus, en comparant sur quelques configurations “bien choisies”, les résultats obtenus dans les
deux cas (¢ connu vs ¢ inconnu), on peut tirer des conclusions suffisantes pour la compréhension

globale du comportement de 7 dans le cas ol les parametres de structure spatiale sont inconnus.
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Nous avons simulé pour deux configurations spatiales décrites dans le cas ¢ connu (¢ = 0.5
et 2 et n =7 et S = 0.5 restent fixes), 49 sites d’observations. Dans la premiere configuration
(¢ = 0.5), le nombre équivalent sous ’hypothese que r = 0 est égal a 23.32, et a 12.05 dans la
seconde configuration (¢ = 2) puis sur ces sites, 1000 jeux de données selon le modele (LM4a) avec
dans un premier temps r = 0. Nous avons estimé ’ensemble des parametres avec ¢ connu et fixé a
sa vraie valeur et ensuite avec ¢ inconnu.

La figure (5.7) montre les deux nuages de points.
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Fig. 5.7. Nuage de points des estimateurs de r dans le cas ou ¢ est inconnu contre le cas ol ¢ est connu
avec un nombre équivalent égal & 23.32 (gauche) et 12.05 (droite).

On constate que pour N, relativement grand, les estimations de r dans les deux cas sont tres
proches (le coefficient de corrélation entre les deux est égal a 0.97), ce qui indique que les erreurs
d’estimation faites sur le parametre de portée influent peu sur le comportement de # dans ce cas.
A Tinverse, dans le cas ot Neq est plus petit, si une part des couples 7 dans les cas ¢ connu vs ¢
inconnu sont sur la premiere bissectrice, un certain nombre d’entre eux ne s’y trouvent pas et parmi
eux, la plupart prennent les valeurs —1 ou 1 quand ¢ est inconnu.

Si on observe le nuage de points des estimations 7 en fonction de gﬁ celles de ¢ (fig 5.8), on
constate que 7 prend les valeurs 1 ou —1 quand le parametre de portée est surestimé, c’est-a-dire
quand les corrélations spatiales sont sous-estimées. Dans ce cas, tout se passe comme si la quantité
d’information apportée par les données sur r était tres faible, et donc comme si le nombre équivalent
était faible lui aussi, ce qui explique le fait que, dans ces cas, on observe des valeurs de 7 & 1 ou -1
qui sont typiques de la tres faible information.

De méme, de faibles corrélations spatiales, surestimées (par le biais de la portée) pourraient
conduire & un nombre équivalent lui aussi surestimé; ce qui pourrait nous tromper quant a la
qualité de l'information disponible sur r. En particulier, dans le cas d'un petit nombre équivalent
estimé, on risque de croire que 1'on dispose d’une quantité moyenne d’information sur r suffisante
pour pouvoir conclure alors qu’elle est en réalité extrémement faible.

C’est pourquoi dans les cas concrets, quand le nombre équivalent estimé est petit (< 15), une
analyse variographique plus poussée de chacune des variables est nécessaire. On pourra par exemple
quantifier par bootsrap parameétrique, la variabilité de gﬁ, ou juger de la fiabilité de l’estimation
des structures spatiales a la lumiere des connaissances théoriques concernant ’estimation des pa-
rametres de ces structures et rappellées dans la premiere partie de ce chapitre. Cette analyse devra

s’accompagner d’une analyse de sensibilité de la fonction N¢4(¢) en fonction de ¢.
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Fig. 5.8. Nuage de points des estimations de r dans le cas ou ¢ est inconnu en fonction des estimations de
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On pouvait s’attendre a ce que sous Hy les distributions de 7 dans les cas ¢ connu et ¢ inconnu
soient proches si I'information apportée sur ¢ par les données est suffisante, puisque I'on a la méme
distribution asymptotique dans les deux cas d’apres le théoréeme 14.

Pour r # 0, nous avons signalé que les formules de la variance asymptotique de r, v(r), étaient
différentes selon que ¢ soit connu ou inconnu. Cependant, en appliquant la méme expérience que
dans le cas r = 0 et pour une configuration spatiale résultante de bonne qualité (Neq = 29.952 sous
Hy), nous obtenons un coefficient de corrélation de 0.99 entre les deux cas (voir figure 5.9). L’effet

di a estimation de ¢ sur I'estimation de r semble donc “asymptotiquement négligeable”.

1.0

0%y

{C)

0.7

0.6

0.5

05 06 07, 08 09 10
r(6)

Fig. 5.9. Nuage de points des estimateurs de r dans le cas o ¢ est inconnu contre le cas ol ¢ est connu

avec un nombre équivalent égal a 29.952
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L’alternative bayésienne

6.1 Introduction

Les paradigmes bayésiens et fréquentistes, basés sur deux philosophies différentes, se disputent
encore une certaine primauté dans l'utilisation des statistiques (Efron, 2005). Les débats portent sur
plusieurs points.

Tout d’abord, les fondements théoriques des deux écoles sont tres différents. L’approche fréquen-
tiste suppose que les observations sont une réalisation d’un processus stochastique décrit par un
modele (ici parametrique) dont les parametres sont supposés étre des valeurs fixes. Une fois les
parametres estimés, 'objectif du statisticien est de quantifier la variabilité de ’estimateur, c’est
a dire le comportement qu’aurait cet estimateur si 'on répétait “I’expérience” qui a généré les
observations, dans les mémes conditions. La variabilité de I’estimateur peut étre calculée, en général
par un résultat asymptotique (il s’agit alors d’une approximation), ou alors, elle peut étre obtenue a
valeurs de parametres fixées, en simulant un grand nombre de fois les données sous le modele choisi
et en estimant a chaque fois les parametres a partir des données simulées (bootstrap parametrique).

L’approche bayésienne suppose également que les données sont issues d’un modele paramétré.
Mais le parametre est vu comme une variable aléatoire au méme titre que les observations. Une
étape de la modélisation consiste alors a modéliser la connaissance a priori sur ce parametre et
Iincertitude associée a cette connaissance. L’inférence s’effectue ensuite sur la loi a posteriori, la
version actualisée par la prise en compte des observations de la loi a priori .

Pour les tenants de 1’école bayésienne, le fait de travailler conditionnellement aux observations
est en cohérence avec la démarche statistique qui vise & remonter des effets aux causes (Robert,
1992).

Le point sur lequel se concentrent principalement les objections des tenants de ’école fréquentiste,
est la nécessité dans le paradigme bayésien de choisir une loi a priori pour les parametres. Dans
I’absolu, les fréquentistes n’ont pas tort de soulever cette question puisque en pratique, on peut
obtenir le résultat que 'on souhaite en utilisant une loi a priori “judicieusement” choisie. Cette
critique, si elle concerne le manque d’objectivité potentiel de ’analyste ne nous semble pas pertinente
ici. L’objection sur la difficulté de modéliser sa connaissance a priori et 'incertitude que l'on y
associe nous semble un argument plus recevable. Les bayésiens proposent d’utiliser des priors non-
informatifs lorsqu’aucune information n’est disponible a priori . Dans ce cas, on laisse les données
conduire l'inférence et les résultats théoriques montrent que I'inférence dans les deux paradigmes est
alors équivalente. Au regard de ces résultats, pour les tenants de ’école bayésienne, leur paradigme
est plus général, il englobe le cadre fréquentiste dans le cas non-informatif; et si de 'information a

priori est disponible, il est le seul qui permette de 'intégrer.
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Loin de ces querelles “idéologiques”, le statisticien appliqué a une approche plus pragmatique.
L’introduction croissante des statistiques dans de nombreux domaines des sciences de la vie ou de la
terre, le type de données et les questions auxquelles il est confronté ont conduit au développement de
modeles de plus en plus complexes, constitués de différentes couches hiérarchisées, et dont I’estima-
tion dans un cadre fréquentiste devient extrémement complexe, lorsqu’elle ne s’avere pas illusoire.
Les algorithmes MCEM que nous avons présentés dans la section 4 sont des exemples pour lesquels,
si elle est reste faisable, 'inférence est numériquement cotteuse et fournit uniquement une estimation
du maximum de vraisemblance. A temps de calcul équivalent, un algorithme MCMC (Monte Carlo
Markov Chain) dans le cadre bayésien aurait donné une approximation de la loi a posteriori et per-
mis une inférence plus complete qu'une simple estimation. La théorie asymptotique qui permettrait
d’apprécier la significativité du résultat nécessite des développements complexes dans le contexte
spatial par exemple, et la qualité des résultats doit étre validée par des simulations (cf chapitre 5).
On atteint ici une limite de I'utilisation des statistiques fréquentistes.

“L’alternative bayésienne”, le titre de ce chapitre, résume notre position a 1’égard des querelles
qui pourraient encore subsister entre les tenants des deux écoles. Nous présentons ici un résumé de
la théorie bayésienne qui doit permettre de comprendre le paradigme et nous montrons comment
utiliser 'outil MCMC en présentant deux algorithmes de la littérature, utilisés pour des modeles du
chapitre 3 ; puis nous montrons comment les “combiner” pour résoudre I'inférence pour des modeles

plus complexes de ce méme chapitre.

6.2 Généralités

6.2.1 Introduction

Le contexte bayésien differe du cadre fréquentiste des ’étape de la modélisation puisque dans ce
paradigme, les parametres du modele sont considérés comme aléatoires et leur distribution a priori
doit étre précisée comme un élément du modele. Pour les utilisateurs des statistiques bayésiennes,
le choix de ces priors est un moyen d’incorporer au modele les connaissances disponibles sur le
phénomene étudié, externes au jeu de données, ainsi que 'incertitude sur ces connaissances. Mais on
peut également utiliser des priors non-informatifs si ’'on veut laisser les données conduire 'inférence.
L’inférence sur les parametres est alors basée sur la loi a posteriori, la version actualisée par les
observations de la loi a priori et obtenue par la formule de Bayes. Pour Banerjee et al. (2004),
les statistiques bayésiennes fournissent une méthodologie inférentielle exacte, dans la mesure ou elle

n’est pas basée sur une distribution asymptotique des estimateurs, contrairement au cas fréquentiste.

6.2.2 Formule de Bayes

Placons nous dans le cadre général de l'inférence sur un vecteur de parametres 6 qui varie dans
un ouvert @, a partir d’observations y dont la distribution s’écrit 7(y|6). On choisit la distribution a
priori des parametres 7(6). L’'intérét porte sur la loi a posteriori w(0y), la distribution des parametres
conditionnellement aux observations.

Cette distribution s’obtient a partir de la distribution des observations et de la loi a priori par

la formule de Bayes :

_ n(ylo)(0)

w(Oly) = "4

(6.1)

ou
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mly) = /@ 7(y16)m(6)d0 (6.2)

est la distribution marginale de y. m(y) étant une quantité qui ne dépend pas de 6, elle est
souvent considérée comme une constante de normalisation de la loi a posteriori. Cette constante

pouvant souvent étre négligée dans ’analyse, I’équation (6.1) sera souvent réécrite :

m(0ly) o< w(y|0)m(0), (6-3)

qui signifie que la densité a posteriori en tant que fonction de 6 est proportionnelle & la fonction
de @ définie par 6 — w(y|0)mw(0).

6.2.3 Choix des priors

Le choix des priors est un élément déterminant de ’analyse bayésienne. En effet, selon les priors
choisis, on peut obtenir des résultats différents pour I'inférence d’un ensemble de parametres. On
peut par exemple montrer que le support de la loi a posteriori est inclus dans celui de la loi a priori
(le support d’une loi 7 est 'ensemble { € O, w(0) # 0})*

Nous donnons ici quelques considérations sur les priors non informatifs et les priors conjugués.

Priors non informatifs

Lorsque l'espace d’état d’une variable aléatoire est discret et fini et que les parametres sont
les probabilités de chacun des événements élémentaires, un choix naturel est d’affecter la méme
probabilité a priori a chaque évenement élémentaire. Cela revient a supposer que les différents
évenements élémentaires sont équiprobables et cela semble correspondre a 1’idée intuitive de I’absence
d’information.

Il est des cas ou I'intuition est d’un moindre secours pour choisir une loi a priori non informative.
Par exemple si

z ~ Bin(n, p),

Villegas (1977) critique le choix de la loi uniforme sur [0, 1] comme loi a priori non informative pour
p car trop biaisée contre les extrémes, 0 et 1.

Lorsque 'espace du parametre est infini, il n’existe pas de lois de probabilité uniformes sur cet
espace. On est alors conduit a choisir des priors impropres. Il ne s’agit plus de loi de probabilités

mais de mesures o-finie, de masse infinie sur ’espace des parametres © :

/0 (00 =oc.

Ces lois, dites également généralisées, peuvent conduire a des lois a posteriori bien définies.
Une critique fondamentale des lois a priori non informative concerne le probléeme d’invariance

par reparametrisation. Si on passe du parametre § € @ au parametre n = g(6) € g(©) par une

! Si I’on est presque sir que 6 est égal & 0, un bon choix pour la loi a priori est de mettre toute la masse
de probabilité en 0 (7(6) = do—o est la masse de Dirac en 0). La loi a posteriori sera alors égale & la loi a
priori . Dans cet exemple extréme, I'analyse statistique n’a aucune justification puisque I’on connait par
avance le résultat. Mais on comprend bien sur cet exemple que si I'information apportée par les données
est faible par rapport a I'information a priori, cette derniére va devenir prépondérante et sa modélisation

déterminante sur le résultat.
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transformation bijective g, 'information a priori étant inexistante, on doit aussi utiliser une loi a
priori non informative pour 7.

Une possibilité est de considérer des invariances correspondant aux structures d’invariance du
modele. Pour expliquer ce que cela signifie, traitons les exemples d’invariance par translation et

d’invariance par changement d’échelle :
Invariance par translation :

6 est un parametre de position si la distribution des observations (x|0) s’écrit f(x — 0).

La famille des lois f(x — ) est invariante par translation. C’est & dire que la distribution de
y =x — xo s'écrit également f(y — 6*) avec 0* = 0 — x.

Choisir une loi a priori pour 6 qui respecte cette structure d’invariance revient a choisir une loi

invariante par translation, i.e w(0) = w(6 — 6p), ce qui conduit a

7(0) = c (6.4)

ou ¢ est une constante arbitraire.
Choisir une distribution invariante par translation pour un parametre de position est conforme
a l'intuition de la non information dans ce cas.

Le deuxieme exemple est celui des parametres d’échelle :
Invariance par changement d’échelle :

o est un parametre d’échelle si la distribution des observations w(x|o) s’écrit 1/of(z/0) (o > 0).
Cette famille est invariante par changement d’échelle. La loi a priori de o devrait donc étre invariante

par changement d’échelle :

1 o
m(o) = EW(E)
pour tout ¢, ce qui implique que
(o) x 1/o. (6.5)

Dans ce cas, la loi non-informative n’est plus constante.
Priors de Jeffreys :

La solution de considérer les structures d’invariance n’est que partiellement satisfaisante, celles-ci
pouvant ne pas exister ou pouvant étre choisies de différentes manieres (Robert, 1992). Une approche
plus globale qui ne prend pas en compte les structures d’invariance est 'utilisation des priors de
Jeffreys basés sur Uinformation de Fisher. Si 1(#) désigne la matrice d’information de Fisher, (voir

par exemple le chapitre 4), alors le prior de Jeffreys est donné par :

7(6) = \/det(1(0)),

modulo un coefficient de renormalisation si 7* est propre (c’est & dire si [ 7*(0)df < c0).

Ces priors sont invariants par reparamétrisation. De plus, ils redonnent les lois obtenues dans les
deux exemples (6.4) et (6.5).

Une justification peut étre donnée dans le cas unidimensionnel. I(6) est une mesure du pouvoir
discriminant du modele entre 6 et 8+ df. Favoriser a priori les valeurs de 6 pour lesquelles ce pouvoir

est le plus fort est le choix qui donne le moins de poids possible a la loi a priori. Les lois de Jeffrey
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sont souvent impropres et généralement performantes. De plus elles permettent souvent de retrouver
les estimateurs des statistiques fréquentistes.

Cependant, le calcul de la matrice d’information de Fisher peut étre couteux (par exemple dans le
cas des modeles hiérarchiques spatiaux) voire infaisable pour des modeles complexes. De plus Jeffreys
déconseillait I'usage de ses priors dans les cas multidimensionnels (Robert, 1992). Enfin, la mise en
place d’algorithmes MCMC est considérablement simplifiée par le choix de priors indépendants.

Cette derniere constatation est sans doute la raison qui fait, que dans la pratique, lorsqu’aucune
information a priori n’est disponible, 'usage semble étre, le plus souvent, de choisir des priors
propres mais vagues (par exemple pour un parametre d’espérance, la loi uniforme sur [—10",10"]
avec n grand relativement au probleme considéré). Dans ce cas, une analyse de la robustesse au

choix du prior peut étre nécessaire. Elle est cependant peu souvent évoquée.

Priors conjugués

Pour certaines distributions des observations, le choix de la distribution a priori peut étre fait
de telle sorte que la loi a posteriori, ait la méme forme que cette loi a priori. On dira que le prior
est conjugué (relativement & la distribution des observations). Le choix de la distribution a priori
est ici d’ordre pragmatique, il est fait pour des considérations mathématiques.

L’exemple le plus simple est le cas gaussien.

Supposons que 'on observe un échantillon y = (y1,...,y,)" ol

Yi ~ N(eﬂ 02)7

avec 02 connu et supposons que la loi a priori de 6 soit également gaussienne d’espérance s et

de variance 72. i est 'espérance a priori de 6 et permet d’intégrer la connaissance préalable sur
I'espérance. La variance a posteriori 72 permet d’intégrer I'incertitude sur la connaissance de .
On peut alors montrer que la loi a posteriori de 6 est encore une loi normale dont I’espérance est

égale a

a%/n 72

02/n—|—72M+ 02/n—|—7'2y7

et de variance 1
Caa

Plusieurs constatations peuvent étre faites :

Tout d’abord V’espérance a posterior: est une moyenne pondérée de l’espérance a priori et de
la moyenne arithmétique des observations. Le poids sur la moyenne des observations est d’autant
plus grand que le nombre d’observations est grand et d’autant plus petit que la variance a priori est
petite.

On note également que quand le nombre d’observations ou la variance a priori tendent vers I’infini
(dans ce cas le prior devient non-informatif), la loi a posteriori de 6 “tend” vers la distribution de
7, U'estimateur classique de #. Quand le nombre d’observations grandit ou que la loi a prior: est non
informative, I'inférence bayésienne est équivalente & l'inférence classique (voir Robert, 1992, pour

plus de détails).
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6.3 Algorithmes MCMC

6.3.1 Principe

Dans la plupart des cas, le calcul de la distribution a posteriori sous forme analytique n’est
pas envisageable. On cherche alors & simuler un échantillon (dont on choisit la taille) selon cette
distribution. La méthode la plus utilisée est I'utilisation d’algorithmes MCMC (Monte Carlo Markov
Chain).

L’idée est de mettre en place une chaine de Markov (¢("))n, ergodique dont la distribution sta-
tionnaire (encore dite invariante) est la loi a posteriori. En simulant une réalisation suffisamment
grande de cette chaine, on pourra supposer qu’a partir d’'un certain ng, les éléments simulés sont
distribués selon la loi a posteriori que 'on appelle encore la loi objectif (target density). En supposant
que pour n > ng, on échantillonne exactement selon la loi objectif, on dispose alors d’une distri-
bution approchée de la précision désirée (au temps de calcul pres). L’inférence sur les parametres
(estimation bayésienne, intervalles de crédibilité,...) est alors basée sur cet échantillon.

Notons que les éléments de ’échantillon produit sont corrélés puisque provenant d’une chaine de
Markov.

On appelle phase de chauffe (burn in) les itérations effectuées pour n < ng. De nombreuses
méthodes empiriques permettent de choisir ng & partir de la chaine produite (Robert, 1995).

Les algorithmes MCMC sont des outils trés simples a mettre en ceuvre, y compris pour des
modeles complexes, ce qui explique certainement leur popularité et ’ascendant que prennent les

statistiques bayésiennes sur la théorie classique.

6.3.2 Construction d’un algorithme MCMC

Nous avons choisi de présenter en détail quelques outils qui devraient permettre au lecteur non
familier de ces algorithmes de pouvoir écrire un MCMC pour la plupart des modeles. Puis nous
détaillons les choix qui permettent de programmer les algorithmes dans le cas des modeles spa-
tiaux. Notons que nous ne présentons que les bases nécessaires et que des améliorations existent qui
permettent, selon les modeéles, d’augmenter les performances de 'algorithme de base.

L’échantillonneur de Gibbs

L’échantillonneur de Gibbs est un principe général d’algorithme qui permet de ramener la si-
mulation d’'un vecteur de dimension p selon la distribution multidimensionnelle de densité f a p

simulations unidimensionnelles (ou plus généralement & k simulations, k < p).

Notons f;(x;|z1,...,%i—1,Tit1, - - ., Tp) la distribution conditionnelle de x; connaissant 1, ..., Ti—1, Ti+1, - - -, Tp,
i=1,...,p, obtenue a partir de f.

Algorithme :

A Détape t, on dispose d’un échantillon x(*) = (argt), e ,x,(f)).

Pouri=1,...,p, on simule xEH_l) selon la distribution fi(.|x§t+1), ceey a:l(.itl),a:l(.i)l, . ,x,(,t)).

Les densités conditionnelles f; sont appelées conditionnelles complétes.

Les propriétés de convergence de la chaine construite a partir de l'algorithme ci-dessus sont
détaillées par exemple dans Robert et Casella (1999).

Lorsque toutes les conditionnelles completes sont disponibles analytiquement et que I’'on dispose

de générateurs aléatoires pour simuler selon ces distributions, le probleme de la simulation du vecteur
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selon la distribution multidimensionnelle est résolu. A titre d’exemple, on peut citer la simulation
d’un vecteur multigaussien (bien que dans ce cas I’échantillonneur de Gibbs ne soit pas forcément
Palgorithme le plus efficace).

Lorsque toutes les distributions conditionnelles ne sont pas disponibles analytiquement, on se
heurte au nouveau probleme de simuler selon ces distributions.

L’algorithme de Metropolis-Hasting permet de simuler une observation selon une distribution

(univariée ou multivariée) a partir d’une distribution selon laquelle on peut facilement simuler.

L’algorithme de Metropolis-Hasting

L’objectif de l’algorithme de Metropolis-Hasting est de simuler une observation (ou un échantillon)
selon une distribution objectif f, & partir d’une distribution conditionnelle ¢(y|z).

Pour la mise en ceuvre de 'algorithme, on doit pouvoir simuler facilement a partir de la distri-
bution ¢(.|z), et sa densité g(y|z) doit étre disponible analytiquement (au moins & une constante
multiplicative pres) ou, a défaut, le rapport f(y)/q(y|z) doit I'étre.

Algorithme

A T'étape ¢, on dispose de z(?.

1. On génere y*) selon q(.|z®).

2. Puis, on prend

LD _ y® avec probabilité  p(z®,y®)
] 2 avec probabilité 1 — p(z(®),y®) "’

— i d FW) azly)
Pl y) = {f(:v) )’ 1} |

La distribution ¢(.|z) est appelée distribution instrumentale ou encore noyau de transition, y®
est le candidat de ’étape t, et la quantité p(x(t), y(t)) probabilité d’acceptation du candidat. Notons
qu’il y a deux grand types de noyaux : ceux qui dépendent de ’ancienne valeur (ex : on simule y®
selon une loi gaussienne d’espérance x(t)) et ceux qui n’en dépendent pas.

L’algorithme de Metropolis-Hasting pourrait théoriquement étre utilisé pour simuler un vecteur
aléatoire de dimension p en utilisant une densité instrumentale multidimensionnelle. Mais quand
p est grand, ce choix est rarement fait en pratique car la convergence d’un tel algorithme serait
extrémement lente. En effet, plus la dimension de ’espace des parameétres est grande, et plus la
proportion de candidats rejetés est importante. On préférera utiliser 1’algorithme de Gibbs comme
cadre général, et lorsque pour un des parametres, on ne pourra pas simuler dans une des condition-
nelles completes, on utilisera pour celui-ci I’algorithme de Metropolis-Hasting. Il en résultera ainsi
un algorithme hybride, dit de Metropolis sous Gibbs.

Assemblage

Dans le cas des modeles hiérarchiques, 2 représentations graphiques du modele aident a la
construction de l'algorithme. Il s’agit du DAG (Directed Acyclic Graph ) et du graphique d’indépendances
conditionnelles.

Le DAG se construit en dirigeant une fleche d’origine A pointant sur B si w(B|A) est donnée par
le modele.

A vpartir du DAG, on peut construire le graphe d’indépendances conditionnelles en reliant

dans le DAG les co-parents d’un méme enfant et en remplagant les fleches par des segments. Le
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graphe d’indépendances conditionnelles schématise les structures de dépendances du modele entre
les différents parametres ou variables latentes.

Prenons l'exemple d’un modele hiérarchique défini par la donnée de n(B|A) et w(D|B,C), ou
D représente les données, B une structure latente et A et C' sont des parametres supposés a priori

indépendants. Le DAG et le graphe d’indépendance de ce modele sont donnés respectivement aux

figures (6.1) et (6.2).

Fig. 6.1. DAG du modele

N

A B D

Fig. 6.2. Graphe d’indépendance conditionnelle du modele

Pour lire le graphe d’indépendances conditionnelles, on note que les trois noeuds A, B, et C
apparaissent dans le graphe de telle sorte que pour passer de A a C en suivant les segments, on
est obligé de passer par B, alors A et C sont indépendants connaissant B ; de méme, A et D sont
indépendants connaissant B.

L’objectif de l'algorithme MCMC est d’échantillonner selon la distribution 7(A, B, C|D).

Si on utilise I’échantillonneur de Gibbs, il suffira de savoir échantillonner dans les distributions

w(A|B,C, D), m(B|A,C, D) et w(C|A, B, D).

En utilisant la formule de Bayes et les structures d’indépendance du modele schématisées a ’aide
des deux graphes, on obtient :

m(A|B,C, D) < w(B|A)mw(A),

m(B|C,D, A) x n(D|B,C)n(B),

m(C|A, B, D) « w(D|B,C)x(C).

On peut utiliser une étape de Metropolis-Hasting pour échantillonner dans une des distributions
conditionnelles. Supposons par exemple que l'on veuille échantillonner A selon w(A|B,C, D) en

utilisant le noyau ¢(.|.).
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On simule un candidat A* selon ¢(.|A), et on accepte le candidat avec la probabilité

. [ w(A*|B.C,D)q(A|A*)
p(A*, A) —mm{l’ m(A|B, C, D)q(A*|A) }

De nombreux auteurs choisissent la loi a priori comme noyau de transition, de telle sorte que
la probabilité d’acceptation du candidat se simplifie; elle est alors égale au minimum entre 1 et
le rapport des vraisemblances conditionnelles (aux structures latentes) calculé entre le candidat et

I'ancienne valeur :

p(A*,A):min{l M}

" m(A|B,C, D)
6.3.3 Mise en place d’algorithmes dans le contexte spatial

Dans le cas gaussien

L’algorithme que nous présentons ici a été proposé par Banerjee et Gelfand (2002) pour résoudre
un probleme de régression entre deux variables spatiales observées en des sites qui ne coincident pas
dans le cas du modele de corrélation intrinseque (LM4a). Nous avons choisi de le présenter pour
montrer comment utiliser les priors conjugués. Nous avons calculé les expressions des distributions
conditionnelles nécessaires a la mise en ceuvre de 'algorithme, et qui n’étaient pas données dans
I’article original.

On rappelle le modele et on fixe quelques notations :

Soient {s1,...,8,} les sites pour lesquels au moins une des deux variables est observée, alors

W= (X(s1),...,X(8n),Y(51),...,Y(sn)) est un vecteur multigaussien d’espérance

X s,
Ky

2
UX OxXy
T = 5
OXy Oy

et le i®™¢ terme de H () est donné par pg(||s; — s;||) pour une fonction de corrélation paramétrée

N

et de matrice de variance T ® H(6) ou

par 6.

X, et y, sont les vecteurs d’observation respectifs des variables X et Y, et w, = (x],y.)" désigne
le vecteur des observations; x,, est le vecteur (aléatoire) des données manquantes, c’est-a-dire le
vecteur de la variable X aux sites pour lesquels seule la variable Y est observée. De méme y,,, désigne

" est le vecteur

le vecteur aléatoire des données manquantes pour la variable Y et w,,, = (x,,,y.,)
des données manquantes.
Dans le contexte bayésien, on doit définir les priors pour les parametres pour spécifier entierement

le modele. Suivant Banerjee et Gelfand (2002), on prend comme distribution a priori pour

= ()

une loi bigaussienne centrée et de matrice de variance :

10° 0
Y, = .
. < 0 105>
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Pour T, on prend une distribution inverse Wishart (voir annexe 3) centrée et de parameétres

1072 0
2 =
r ( 0 10—3>

On choisit un modele exponentiel pour les corrélations spatiales :

et np = 2.

Po (h) = e_eha

et on suppose que 6 est a priori distribué selon une loi inverse gamma dont les parameétres sont
choisis de telle sorte que l'espérance pour la portée pratique (3/6) soit égale environ a la moitié

de la distance maximale séparant deux points de I’échantillon (notée d) et la variance soit infinie :
75(2,3/d).

On met en place un échantillonneur de Gibbs pour échantillonner les parametres et les valeurs

manquantes selon la distribution

71—(0; Tv HXx, MYaX'maYm|X07yo)'

On initialise le vecteur des parameétres, par exemple en prenant la moyenne empirique des x,

pour ,ug?), et la variance empirique pour 03((0) (

on procede de méme avec y, pour uy (?), 0 pour
le coefficient de corrélation initial et une valeur arbitraire ou estimée & partir du variogramme
expérimental pour 0(%).

On peut simuler le vecteur des données manquantes initiales wiy) = (xﬁ,‘i), yﬁ,?)) selon la distri-
bution

(Wi |09, 7O 1O 1D w,),

qui est une loi gaussienne multivariée dont les parametres se calculent par (2.6) et (2.7).

A D'étape t + 1, on dispose des valeurs courantes ), T ,ug?, ,ugﬁ), wﬁ,?.

. . ) t+1
On simule simultanément les composantes du vecteur des valeurs manquantes w$n+ ) selon la

distribution :

T (Wi 8D, 7O 10 100 w,).

Pour la mise a jour de pux et py, on utilise une généralisation au cas multidimensionnel de la
propriété de conjugaison présentée plus haut.

En effet, on peut montrer que si la distribution a priori du vecteur u est une loi gaussienne
d’espérance 0 et de matrice de variance X, alors la distribution a posteriori de p, c’est-a-dire, la

distribution de p connaissant wg, w,,,, 8, T est encore une loi gaussienne multivariée d’espérance :
- 1 H(0) 'x
1 HEG) N,y p ) et O :
N
et de matrice de variance :

_ _ _1\—1
(L, HO) 'L, T+ 21 .

Donc la mise & jour du parametre p s’effectue en simulant p(**1) selon une loi bigaussienne

d’espérance
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_ ()1
/ (t)y—1 t)~1 i\ e [ LLH(OW) X
(llnH(H )M, TOT 4 5 ) T (ﬂ% 00)-1y

et de matrice de variance :

_ —1
(n;H(9<f>)*111nT<t> 1+2,;1) .

Pour la mise a jour de T', on utilise également un résultat de conjugaison. En effet, si la distri-
bution a priori de T est une loi inverse Wishart centrée de parametres X et nr, alors ((Banerjee
et al. , 2000)) :

la loi a posteriori de T, c’est-a-dire la distribution de T sachant w, ux, puy et 0 est encore une

distribution inverse Wishart centrée de parametres

(x = pxLn) HO) " (x = pxln)  (x—px 1) HO) " (y — pyLa)
Xr+
(x = pux 1) HO) Ny —pyln)  (y — py 1) HO) H(y — pylly)

et nr+n
On met donc donc & jour T' en simulant 7**1 selon une loi inverse Wishart de parametres

(x — uE ) HOD)  x - pE,) (- pET L HOO) T (y — iV,
Xr+
(x — VL) HEO) Ny — p01) (v V) HEO)  (y — V1)

et nr +n.

Pour le (ou les) parametre(s) du modele de corrélations spatiales, on doit utiliser une étape de
Metropolis-Hasting. On procede de la maniere suivante :

on propose un candidat #* pour #*1 selon le noyau de densité ¢(.|0)). On accepte le candidat

avec probabilité :

G 9<t>):mm{1 m(win ) wol*, T u D i )e(0)g(0)]6%) }

w(win™ wol0®, T LD D) r(g®)g(6+(9®)

Dans le cas d’un modeéle (GLMM2)

L’algorithme suivant est d a Diggle et al. (1998) pour estimer les parametres dans le cas d'un
modele (GLMMZ2). Nous reprenons les notations de la deuxieéme formulation du modele (GLMM2)
du chapitre 3.

Initialisation :

On choisit les parametres initiaux pour 3y et 51 en supposant les effets aléatoires nuls, c¢’est-a-dire,
en utilisant la procédure d’estimation des GLM classiques. A 1'étape ¢ + 1,

On met a jour successivement 3y et B; de la maniére suivante :

- pour o, on propose un candidat 35 pour ﬁ(()tﬂ) selon un noyau & densité gz, (.| ﬁ(()t))

et on accepte la candidat avec probabilité

m(zle®, B3, 51 )m(5 )as, (5515) |
(ale®, 857, 857w (85 s, (551057

p(B5,65”) = min {1

(t+1)
1

- pour (31, on propose un candidat g} pour selon un noyau a densité gg, (|ﬂ§f))

et on accepte la candidat avec probabilité
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m(zle®, 85V, 8w (B1)as, (87181 |
w(ale®, 85, 81)m (8] )as, (811617

Puis, on met a jour le vecteur d’effets aléatoires € composante par composante (selon le principe

(5%, 8) =min{1

de V’échantillonneur de Gibbs) en utilisant une étape de Metropolis-Hasting :
(t+1)

pour ¢ = 1,...,n, on propose un candidat €} pour ¢, en simulant selon la distribution (qui

fait office de noyau de transition) :

L t t
§f+1) (t+1) _(t) £(0) (gt+1)75§t+1)79(t)7ag())7

m(eile seer €1 3 Eig1s e Em s

qui est une loi gaussienne univariée dont l'espérance et la variance sont obtenues par (2.6) et

(2.7)2. De cette maniere, la probabilité d’acceptation du candidat se simplifie : elle est donnée par

o athD) (D)
ple; E(t)):min{l, mzlel By L6 ) }

1974 t t+1 t+1
m(zlel”, By, A1)

7 0
Puis on met & jour # en proposant un candidat 6* pour #¢+1) selon un noyau a densité gq(.|0®")

et on accepte le candidat avec probabilité

()0, 02w (0%) g0 (09 ]6%) }

p(0*,0M) =min{ 1,
( ) m(e]6®, 02 )m(01)) gy (6%(69)

N . * t+1 N Lz

Enfin, on met & jour o2 en proposant un candidat 02" pour 03( ) selon un noyau a densité
2(t)
o2 (-|oz"")

et on accepte le candidat avec probabilité

* * (t)
p(og*,ag(t)) —mind1, 7r(5|a§t ,9(t+1))7r(of f)qez (O’? |O'§*t) .
m(elo2®, 0+ 0)m(02)ge2 (02" |02 ")

Cas du modeéle (GLMM4a)

Pour le modele (GLMM4a), on peut combiner les deux algorithmes précédents de la maniere
suivante :

A Tétape t + 1, a partir des parametre courants, on simule les effets aléatoires :

Pour i =1,...,nz, on propose un candidat y pour ygtﬂ) en simulant selon la distribution :
t+1 t+1) (¢ t)(t
(il )y X, x ), 70,00, Q)

qui est une loi gaussienne univariée dont l'espérance et la variance sont obtenues par (2.6) et

(2.7) et on accepte le candidat avec une probabilité donnée par

oy 5 ) = min 4 1, TGV L
©
7T(Zl|yi )

On met ensuite a jour simultanément y,, et x,,, en les simulant dans la distribution

1
7"'(yn”Xm|X(Ja ZAH )a s 7y7(72|—1)7T(t)7 e(t), ,ug?a Hgﬁ))

2 Pour limiter le nombre de calculs, notons que la variance conditionnelle pour chaque composante ¢; est
donnée, d’apres I’équation (2.13), par 'inverse du i*™¢ terme diagonal de la matrice inverse de E(t), la

matrice de variance globale de € a I’étape t¢.



6.3 Algorithmes MCMC 101

qui est une loi gaussienne multivariée dont 1’espérance et la variance sont obtenues par (2.6) et
(2.7)
Puis on met a jour les parametres 7,0, ux et py comme dans lalgorithme présenté dans la

sous-section 6.3.3.

Modele hiérarchique bivarié

De méme, on peut facilement construire un algorithme MCMC pour le modele bivarié hiérarchique
(dont la structure bivariée latente est modélisée par un modele (LM4a)). Nous donnons quelques
éléments pour mettre en place I'algorithme dans le cas ot 'on a n; observations de la variable Z;
et ny pour la variable Z5.

A chaque itération, on simule les effets aléatoires, puis on applique une itération de 1’algorithme
présenté dans la sous-section 6.3.3 pour mettre a jour les parametres.

Pour simuler les effets aléatoires, on procede de manieére similaire a I'algorithme de Diggle et al.

(1998)
Notons pour j = 1,2 et ¢ =1,...,n;, 2;; et y; ; I'observation de la variable j au site 7 et 'effet
aléatoire associé.
A Vétape t +1, pour i =1,...,nq, on propose un candidat yj; pour ygﬂ) selon la distribution
t+1 t+1) (¢ t t t t) (¢
wlyalyiT Y i i T, 00, ),

qui est une loi gaussienne univariée dont I’espérance et la variance sont obtenues par (2.6) et (2.7)

et on accepte le candidat avec une probabilité donnée par

. . m(z1ilyt ;)
Py yy')) = min {1, —— =t

7T(Zl,i|y1,¢)
Puis pour ¢ =1, ..., n9, on propose un candidat y3; pour ygfl) selon la distribution
t+1 t t+1 t+1) (¢ t N ) () (t
71—(2/2,73|y§’1 )7 e 72/%)27,1 ) yé,l )a s 72/577;_1)7 y§72+1’ MR yg,zzzv T(f)v 0(1‘)’ /'l‘g )7 Mé ))

et on accepte le candidat avec une probabilité donnée par

. m(22,ily3 ;)
P(Y3,i: yétb = min {1, — o (-
77(32,i|yz,¢)

6.3.4 Comparaison bayésien/fréquentiste dans le cas d’un modele de corrélation

intrinséque (LM4a)

Pour conclure cette partie, nous comparons sur un jeu de données simulé selon le modele de
corrélation intrinseque, les résultats de l'inférence menée dans le cadre bayésien et dans le cadre
fréquentiste (en utilisant 1’algorithme hybride Fisher scoring/Newton-Raphson). Cet exemple nous
permet de mettre en évidence un des problémes que ’on peut rencontrer avec les algorithmes MCMC
quand la “distribution objectif” est une variable aléatoire de grande dimension.

On place les sites d’observation de la variable X sur une grille rectangulaire et réguliere dans
R? de pas unité. Pour chacun de ces sites, on simule un site d’observation pour la variable Y,
uniformément dans un carré dont les cotés sont de taille unité et sont paralleles aux mailles de la

grille et dont le site d’observation de X est le centre (voir figure 6.3).
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Fig. 6.3. Sites d’observations du jeu de données simulé

Puis on génere les observations selon le modele de corrélation intrinseque avec 0% = 0% =60 =1
et pux = py =0et r=0.5.

On applique ensuite 'algorithme présenté dans la sous-section 6.3.3. Comme rien n’avait été
précisé a ce propos dans 'article original, nous avons choisi comme noyau de transition pour 6, sa
loi a priori w(#). On effectue 50 000 itérations.

La figure (6.4) montre, & titre d’exemple, les séries produites par la chaine de Markov pour trois

parametres en fonction de l'itération courante.

© o | ©
2 -
0 - < -
[Te)
< A o o~
> ™ . 5 o4
(=)
=N
o~ N
“ o 0 5
S
© T T T T T T T T T ‘ID h T T T T
0 10000 30000 50000 0 10000 30000 50000 0 10000 30000 50000
Itérations Itérations Itérations

Fig. 6.4. Chaines MCMC pour trois parametres. De gauche a droite : 0, 7 et px.

Les chaines semblent donc avoir convergé rapidement vers leur distribution stationnaire. On
remarque que pour le coefficient de corrélation r, la chaine semble indiquer que la loi a posteriori a
une grande densité autour d’une valeur tres proche de 1 (voir figure (6.5).

Pour comparer les résultats des deux paradigmes, nous représentons pour px, o, r et 6 les
histogrammes de 1’échantillon MCMC auxquels nous ajoutons la valeur de I’estimation par maximum
de vraisemblance correspondante (fig. (6.6), (6.7), (6.8) et (6.9)). Pour avoir une idée plus précise
de l'information apportée par les données, nous avons également représenté sur le méme graphique,

les priors et les posteriors empiriques.
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10000 20000 30000 40000 50000
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Fig. 6.5. Chaine MCMC pour le paramétre r & partir de la 10000°™ itération.

Pour les parametres p% et 0%, 'information apportée par les observations est importante rela-
tivement a la prior et les modes de ces lois a prior: coincident avec le maximum de vraisemblance

(figures (6.6) et (6.7)). Notons qu'’il en est de méme pour py et o2 (non représentés).

o
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— ©
pe]
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51 83
o | =
o T T T T T o } T T T T T 1
-100 =50 0 50 100 -15 -1.0 -05 00 05 10 15

u

Fig. 6.6. Pour ux. Gauche : loi a priori théorique (rouge) et a posteriori (noire) empirique. Droite : Loi a

posteriori empirique. En rouge, la valeur du maximum de vraisemblance.

La loi a priori pour r obtenue a partir de la distribution inverse Wishart pour T semble étre
une loi uniforme. La loi a posteriori indique que r est trés proche de 1 alors que le maximum de
vraisemblance est autour de 0.6 pour ce parametre et le nombre équivalent de données isotopes i.i.d
est important (autour de 20). Il ne s’agit donc pas d’un probleme lié & la qualité de l'information
apportée par les observations, d’autant que le parametre de portée n’est que légérement surestimé
(voir figure 6.9).

Le probleme semble donc provenir de la chaine de Markov elle-méme. Plusieurs répétitions de
I’expérience ont toujours conduit a ce résultat. Cependant, il suffit d’avoir trois sites d’observation
en commun pour les deux variables (hétérotopie partielle) pour que cette anomalie soit levée. Une
tentative d’explication peut étre donnée : a chaque itération, les valeurs manquantes sont simulées
pour les deux variables; au moment ot le coefficient de corrélation s’approche tres pres de un (ce
qui, compte tenu des conditions de l'expérience advient presque toujours) chaque valeur manquante,

pour la variable X par exemple, sera simulée a partir de ses voisins (X du fait de la dépendance
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Fig. 6.7. Pour o%. Gauche : loi a priori théorique (rouge) et a posteriori (noire) empirique. Droite : Loi a

posteriori empirique. En rouge, la valeur du maximum de vraisemblance.
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Fig. 6.8. Pour r. Gauche : loi a priori simulée (rouge) et a posteriori (noire) empirique. Droite : Loi a

posteriori empirique. En rouge, la valeur du maximum de vraisemblance.
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Fig. 6.9. Pour 0. Gauche : loi a priori empirique (rouge) et a posteriori (noire) empirique. Droite : Loi a

posteriori empirique. En rouge, la valeur du maximum de vraisemblance.
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ponctuelle) et de la variable Y au méme site, variable qui aura le poids le plus important du fait
de la valeur du coefficient de corrélation, nourrissant ainsi “l’illusion” que les deux variables sont
liées linéairement, et ainsi de suite. Trois couples observés aux mémes sites empéchent donc cette
particularité de se produire, ce qui pourrait également étre le cas avec une hétérotopie totale mais
tres faible (en terme de configuration géométrique de ’échantillonnage ou de structures spatiales).

Pour étre plus général, le probleme est du au fait que la “distribution objectif” est de grande
dimension et que ses composantes sont tres corrélées, empéchant la chaine de Markov d’étre suffi-
samment mélangeante.

Pour pallier cette difficulté, sans doute eut-il mieux valu sacrifier I’élégance de 1’algorithme et sa
rapidité, en mettant a jour chaque parametre par une étape de Metropolis-Hasting, sans simuler les
valeurs manquantes. La méthode proposée par Banerjee et Gelfand (2002) ne semble en effet pas
adaptée a ’hétérotopie totale.

Concernant le parametre de portée, il semble que I'algorithme MCMC le sous-estime et considere
donc les corrélations spatiales plus fortes que ce que nous observons dans le cadre fréquentiste. Le
coefficient de corrélation étant lui méme surestimé, il est possible qu'il y ait un effet de compensation.
Pour le vérifier, nous avons relancé ’algorithme en supposant les parameétres de la matrice 1" connus
et fixés au maximum de vraisemblance. La posterior pour le parametre de portée indique alors que

les corrélations spatiales sont plus fortes (voir figure 6.10), confirmant ainsi Ueffet de compensation.

Densité a posteriori
0.0 02 04 06 08 1.0 1.2 14

1.0 15 2.0 25
6

o
o
[
o

Fig. 6.10. Pour 6 quand les autres parametres de la matrice de covariance sont fixés au maximum de

vraisemblance. Loi a posteriori empirique. En rouge, la valeur du maximum de vraisemblance.
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Etudes de cas

Dans cette section, nous présentons deux cas d’étude.

La premiere étude concerne le dépérissement de la vigne et la dégradation des sols. Elle nous
permet de mettre en évidence un type d’hétérotopie qui résulte de I'impossibilité, en raison du cott
des analyses et de la nature destructive du protocole d’obervation, de saisir les deux variables aux
meémes sites. Cette étude fut a D'origine des orientations prises par cette thése notamment en ce qui
concerne la modélisation. Elle met également en évidence certaines perspectives et limites de notre
travail.

Le second cas d’étude, qui porte sur les liens entre 'histoire climatique et la biodiversité
intraspécifique actuelle d’une espece d’arbre, est plus étroitement lié au cadre méthodologique
développé durant la these. Il permet de montrer 'intérét pratique des développements théoriques du
chapitre 6, notamment en ce qui concerne la qualité d’un jeu de données relativement a la configu-

ration spatiale de I’échantillonnage.

7.1 Dépérissement de la vigne et dégradation des sols

7.1.1 Présentation de 1’étude

Pour expliquer le dépérissement de la vigne dans la basse vallée de la Peyne, un projet de
recherche GESSOL fut engagé par le ministére de Penvironnement (2003) et 'INRA a été chargé
de cette étude. Les responsables de 1’étude ont avancé ’hypothese que sous l'effet des pratiques
culturales (en particulier le travail du sol et le passage des engins), la structure de certains sols
fragiles pouvait se dégrader au point de limiter de fagon importante les parametres de porosité et
donc de modifier considérablement I’ensemble des transferts hydriques ou gazeux (Legros et al. ,
1998). L’hypothese corollaire conduisait & penser que le dépérissement d’un nombre important de
pieds de vigne pouvait étre lié a cette dégradation de structure.

Cette liaison fonctionnelle type de sol/dépérissement a tout d’abord été abordée a grande échelle
a l'aide de cartes pédologiques pour le sol, et d’une note de dépérissement pour plus de 500 parcelles
a partir de photographies aériennes (Lagacherie et al. , 2001).

Pour affiner les résultats de I'analyse statistique effectuée a 1’échelle de toute la zone d’étude,
des prélevements du sol (192 carottages) ont été effectués a l'intérieur de certaines parcelles et la
description exhaustive de ’état de la vigne a été faite dans une zone entourant ces sondages. Nous
nous sommes concentrés exclusivement sur ce second jeu de données.

Sur 4 communes de la région concernée, 96 placettes (portion de parcelles) de 20 metres sur

15 metres ont été choisies, 3 par parcelle. Sur chaque placette, deux sondages pédologiques ont été
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effectués et deux propriétés ont été retenues pour caractériser les signes de dégradation des sols
étudiés : '’hydromorphie et le type textural, basé sur le taux d’argile. Il s’agit de deux variables a
3 modalité ordonnées. L’état de chaque pied de vigne de la placette est résumé sous forme binaire
selon que le pied est sain (0) ou dépérissant (1). Les sondages étant effectués entre les pieds de vigne,

il en résulte un jeu de données totalement hétérotope.

7.1.2 Nos choix méthodologiques

Devant la nature catégorielle des variables explicatives, nous avons choisi de ne pas modéliser
ces variables comme aléatoire, et pour traiter I’hétérotopie, nous avons simplement considéré que
les caractéristiques du sol, observées au niveau d’un sondage, définissaient le sol dans une couronne
autour de ce sondage. Nous avons obtenu 3 jeux de données en choisissant 3 rayons de couronnes :
1m (4 pieds), 1,5m (entre 4 et 8 pieds) et 2m (entre 4 et 12 pieds) (voir figure 7.1). Le nombre de
pieds autour d’un sondage peut varier en fonction de 1’écartement des rangs (gobelet ou palissade)

et de la localisation du sondage dans la placette (pres d’un bord ou non).

L
©90000®00000000000OO0
©80000086000000000O0COO
©900000000®000000000

L

Fig. 7.1. Gauche : une placette schématisée, les croix désignent les sites de sondage du sol et les cercles
désignent les pieds de vignes (sains=cercles vides, dépérissant=cercles pleins). Droite : pieds séléctionnés

dans une couronne de 1,5 metres autour du sondage.

Il résulte de cette procédure, 192 individus statistiques géoréférencés. La variable d’intérét peut
étre modélisée comme une loi binémiale (le nombre de pieds dépérissants dans la couronne) &
condition de considérer que les pieds de vignes a lintérieur d’une couronne sont mutuellement
indépendants (aux effets du sol observé pres). Une procédure classique basée sur un GLM (lien logit,
effets des deux variables du sol et de leur interaction) montre que les effets sol n’expliquent qu’'une
trés faible part de la variabilité du dépérissement (voir Desassis et al. , 2005). Pour modéliser la
variabilité non prise-en-compte, on utilise un modele GLMM a effets aléatoires spatialement corrélés
(GLMM2).

Modeéele

Rappelons le modele :

Soit S(.) un champ aléatoire, d’espérance nulle et de fonction de covariance exponentielle

C(h) = ap(h)
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avec
po(h) = alljp—q + (1 — a)e*‘z’h,

ou « est la part d’effet de pépite dans la variance totale et ¢ est le parametre de portée.

On suppose que conditionnellement & une réalisation S = (S, ...,S192) de S(.), le nombre de
pieds N; dépérissants autour du i®™° sondage est distribué selon une loi binémiale B(n;, p;) ou n;
est le nombre de pieds de vigne dans la couronne, et p; est la probabilité qu'un de ces pieds soit
dépérissant. On suppose que les N; sont mutuellement indépendants connaissant S. On suppose que

etitSi
pi = E[Ni|Si] = 14 emitSi?
ou p; est la somme d’une constante et des effets du sol a estimer ainsi que leur interaction, soit au

total 9 parametres a estimer pour yu; (d’apres le systeme des contraintes).

Algorithme

Pour estimer les 12 parametres (9 pour Pespérance et 3 pour la structure spatiale de S(.)), on se
place dans le cadre bayésien et on met en place un algorithme MCMC.

Pour les lois a priori des parametres, on choisit :

- des lois uniformes sur [—10, 10] pour les 9 parametres d’espérance, ce qui permet de couvrir un
large spectre de probabilités dans 1’échelle logit.

- pour 07 = 0*(1 — a) et 02 = 0%« les parametres de variance de S(.) reparamétrisés, on choisit
des priors impropres :

1
m(x) o e

- pour ¢ on choisit une distribution inverse Gamma JG(2,6/M) ot M est la distance maximale
séparant deux sites du domaine (comme proposé par Banerjee et Gelfand, 2002).

Pour l'algorithme, on utilise celui correspondant au modele (GLMMZ2) et présenté dans le
chapitre 6. Il ne reste qu’a définir les noyaux de transition :

- pour les parametres de u; que l'on peut noter 7;;, j = 1,...,9, on choisit un noyau gaussien
dont ’espérance est la valeur du parametre a l'itération précédente, et la variance 0.01.

- pour ¢, on utilise la loi a priori de ¢, 7(d),

- pour aﬁ et 02, on utilise le produit entre ’ancienne valeur et une variable log normale, c’est-a-dire
I’exponentielle d’une variable gaussienne. Pour les parametres de la loi gaussienne, on prend 0 pour
Pespérance et 0.01 pour la variance. Avec ce choix, la probabilité d’acceptation, dans ’algorithme de
Metropolis-Hasting pour la mise a jour des parametres de variance, se simplifie. Par exemple pour

5* un candidat pour la nouvelle valeur de o2, cette probabilité s’écrit (voir Klein et al. , 2007) :

S|oy", ap,
p(af*,02)=min{1 8lo. ,95,9) ¢)}.

’ " w(Slo?, 07, ¢)

a

On simule une chaine de 100 000 itérations dont on conserve les 90 000 derniéres.

7.1.3 Résultats

Nous présentons brievement les résultats obtenus.
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Effets du sol

Les chaines de Markov pour les effets du sol semblent converger rapidement (voir fig 7.2). Au
niveau des effets individuels, lorsque 'on considere les couronnes de rayon 1,50 metre, la texture
moyenne apparait comme une condition moins propice au dépérissement, bien que 0 appartienne a
I'intervalle de crédibilité & 95 % ([-1.51,0.01]).

05 1.0

Texture 2
-0.5

-15

Effet Moyen
-25 -20 -15 -1.0 -05

0e+00 | 4e+04 | get04 e+00 | 4e+04 8e+04
Itérations Itérations

-2.5

Fig. 7.2. Evolution des chaines de Markov pour 2 parametres, 'effet moyen (gauche) et leffet texture 2

(droite) pour les couronnes de 1 meétre.

Pour les couronnes de rayon 2 metres, aucun effet du sol n’est détecté par la méthode, ce qui
pourrait étre compatible avec 1’échelle spatiale de la variation des caractéristiques du sol décrites
par les 2 variables sélectionnées.

Ces résultats confirment les analyses effectuées a grande échelle. En effet, la mortalité de la vigne,
estimée grossierement & partir des photographies aériennes, était significativement moins importante
sur le type de sol 651 (de la carte pédologique), qui correspond, dans la classification pédologique

utilisée, & un sol de texture moyenne.

Structures spatiales du champ latent

Les résultats concernant les parametres de structure du champ latent indiquent la quasi-absence
de structure spatiale. En effet, comme le montre la figure (7.3), dans les trois cas, toute la variance
du champ de résidus est expliquée par l'effet de pépite et la partie structurée spatialement n’a
pratiquement pas de poids. La loi a posteriori du parametre de portée ¢ semble identique a sa loi
a priori (fig 7.4), ce qui est une conséquence attendue de la trés faible valeur de o2 estimée tend a
rendre ¢ non identifiable.

L’observation de structures en damier du dépérissement (corrélations spatiales & courtes dis-
tances) et la recherche par les expérimentateurs de la plus grande hétérogénéité possible entre les
deux sondages d’une méme placette (et ce afin de détecter au mieux les effets du sol responsables de
ce dépérissement) peuvent expliquer, en 'absence d’effets du sol importants, 'importance de effet
de pépite.

7.1.4 Discussion

Les résultats obtenus par notre analyse semblent confirmer 'exisstence d’'un effet du sol. Mais

une forte variabilité du dépérissement observé entre les sondages n’est pas explicable en dehors du
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Fig. 7.3. Evolution des chaines de Markov pour 3 paramétres, Ueffet de pépite (gauche), la variance de la
part structurée spatialement (centre) et du parametre de portée (droite) pour les couronnes de 1 metre pour

des couronnes de 1 m (haut), 1,50 m (milieu) et 2 m (bas).

protocole de collecte des données. La recherche de la plus grande hétérogénéité a l'intérieur d’une
parcelle se justifie pour identifier au mieux les causes responsables du dépérissement; mais cette
méthodologie n’a pas été suivie lors du choix des placettes échantillonnées parmi l’ensemble des
parcelles de la zone d’étude. En effet, la mortalité des pieds a l'intérieur des placettes était tres
supérieure a celle observée sur I'ensemble des parcelles, ce qui empéche une vision d’ensemble du
phénomene et rend difficile la mise en évidence des causes de la mortalité. En particulier, aucun des
parametres correspondant aux effets du sol (et qui mesure les écarts & la proportion moyenne de
pieds dépérissants) n’a été évalué significativement positif.

Ces choix méthodologiques peuvent également expliquer 'absence de structures spatiales du
champ latent pour les couronnes de plus petites tailles. Mais nos propres choix méthodologiques

(priors et noyaux de transition) auraient pu avoir une influence déterminante sur les résultats. En
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Fig. 7.4. Lois a posteriori empirique (histogramme) et densité a priori (courbe rouge) pour linverse du
parametre de portée (1/¢). A gauche : couronnes de 1 metre. Au centre : couronnes de 1,50 metre. A droite :

couronnes de 2 metres.

effet nous avons choisi des priors impropres pour les parametres de variance et une espérance a
priori de la portée trés grande par rapport aux distances intervenant dans le jeu de données'. Si
la portée a priori est trop grande par rapport a ce qu’indiquent les observations, cela pourrait
conduire 'algorithme & éliminer la composante structurée spatialement de la variabilité résiduelle
totale (02 ~ 0).

Pour s’assurer que nos choix permettent d’estimer une portée plus faible, nous avons mené une
petite étude par simulation. Pour chaque taille de couronne, nous avons simulé une réalisation, aux
sites d’observation, d’'un champ gaussien stationnaire avec 0127 =02 =2 et ¢ = 1/200. Nous avons
fixé tous les effets sols a zéro et I’espérance constante a —2. Dans les trois cas, nous avons ensuite
simulé le nombre de pieds dépérissants en chaque site selon des lois bindmiales dont les tailles étaient
données par chacun des trois jeux de données réelles, et le parametre de probabilité calculé a partir
des réalisations du champ selon le modele. Nous avons ensuite appliqué I'algorithme avec les mémes
choix de priors et de noyaux que précédemment (mais sur 50 000 itérations). Conformément aux
vraies valeurs, aucun effet du sol n’est détecté comme significatif. En ce qui concerne les parametres
de structure, les figures (7.5) et (7.6) détaillent ces résultats. Il semble que I'on puisse estimer ces
parametres pour la plus grande taille de couronne (2m), malgré un effet de pépite qui représente
50% de la variabilité totale de la résiduelle. En revanche, pour les deux plus petites, ’algorithme
a un comportement proche du cas réel, bien que 'on détecte un faible apport d’information sur la
portée dans le cas des couronnes de taille 1,5 metre.

Nos choix de loi a priori peuvent étre critiqués, mais leur caractere vague (variance a priori
de ¢ infinie) doit permettre aux données de ne pas leur donner trop de poids. Nos simulations
montrent donc que peu d’information est apportée par les données sur les structures spatiales du
champ sous-jacent, quand les parametres de taille des variables bindmiales (ici, nombre de pieds
considérés autour de chaque sondage) sont petits. Quand la taille des couronnes est plus grande,
les structures spatiales du champ latent sont néanmoins détectables en dépit d’un fort effet de
pépite dans le cadre de nos simulations. Si des simulations supplémentaires, avec différents effets de

pépite, peuvent permettre de mieux comprendre 'information sur les structures des champs sous-

! La portée pratique a une espérance a priori égale & la moitié de la distance maximale entre deux sondages.
Or les sites d’observations sont répartis sur 4 communes distantes, ce qui implique une grande portée a

priori par rapport aux distances dans une commune.
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Fig. 7.5. Evolution des chaines de Markov pour 3 paramétres, Ueffet de pépite (gauche), la variance de la
part structurée spatialement (centre) et du parametre de portée (droite) pour les couronnes de 1 metre pour

des couronnes de 1 m (haut), 1,50 m (milieu) et 2 m (bas). Axe rouge : vraie valeur du parameétre.

jacents qu’amenent des données binomiales, la présente étude semble montrer ’absence de structures

spatiales dans le cas du dépérissement.
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7.2 Histoire climatique et biodiversité

Comme nous 'avons annoncé en introduction de ce chapitre, I’étude que nous présentons ici a
une vocation illustrative et ne prétend en aucun cas apporter des réponses décisives concernant le

probleme étudié, mais plutot de montrer 'intérét de nos outils et la maniere de les utiliser.

7.2.1 Problematique et données

Avant d’entrer dans les détails sur le jeu de données et sur la problématique, il nous semble utile
de préciser les circonstances qui nous ont amenés a conduire cette étude. Lors de mon premier comité

de these que j’avais axé essentiellement sur le probleme de 1’hétérotopie, Avner Bar Hen (Professeur
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de biomathématiques, Paris XIIT) membre de ce comité, nous a proposé un jeu de données qu’il
avait a sa disposition et qui semblait de nature a enrichir nos travaux.
Le jeu de données provient de deux études menées indépendamment sur la méme zone géographique,

I’Europe centrale (voir figure 7.7).

Latitude

Longitude

Fig. 7.7. Carte des sites d’observation. En rouge : les sites de reconstitution du climat. En vert : les sites
des forets sur lesquelles la biodiversité est mesurée.

Le premier jeu de données est issu d’une étude paléoclimatique. A partir de carottages du sol en
133 sites, le climat passé a été reconstitué sur une période allant de -14000 ans av JC a nos jours.
En chaque site, on dispose donc de deux séries temporelles, une pour la température et I’autre pour
les précipitations. Notons que le climat pour étre reconstitué nécessite la présence de pollen fossilisé
dans les carottes, ce qui explique que ’on ne dispose pas d’'une donnée a chaque pas de temps pour
tous les sites.

Le second jeu de données contient, pour 126 foréts, deux mesures caractéristiques de la biodiver-
sité actuelle pour une espece d’arbre : I’hétérozygotie et le taux allélique.

Toutes ces variables sont des variables continues et par conséquent peuvent étre modélisées par
des lois gaussiennes.

En P’absence d’une concertation possible avec des interlocuteurs spécialisés dans les domaines
d’application (l'idéal eut été d’étre en contact avec les initiateurs des deux études), nous n’avons
pas cherché & explorer toutes les possibilités de modélisation adaptées a ce probleme. Nous avons
plutot “forcé” les données a rentrer dans le cadre méthodologique vers lequels nous nous étions
préalablement orientés.

Nous avons donc sélectionné une variable par jeu de données : la température pour les données

paléoclimatiques et 'hétérozygotie pour la biodiversité intra-spécifique. Le choix de ces deux variables
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a été fait sur la base d’analyses exploratoires qui nous permettaient de penser qu’elles étaient les plus
a méme de mettre en valeur notre méthodologie (notamment par la présence de structures spatiales
apparentes). Nous avons ensuite simplifié les observations temporelles en moyennant en chaque site
les séries climatiques sur 9 périodes de 1000 ans et une de 6000 [-16000,-1000]) du fait de la pauvreté

des observations sur cette période (voir fig. 7.8).

133 temporal series
20 40 60 80 100

0

—15000 -10000 -5000 0
Observation date

Fig. 7.8. Dates d’observation (absisse) pour les 133 séries temporelles (ordonnée). Les lignes verticales
indiquent les limites des périodes sélectionnées.

On dispose donc apres ce traitement de 10 jeux de données pour I'histoire climatique et notre
objectif était alors de mettre en évidence les périodes climatiques anciennes ou le climat est 1ié signi-
ficativement & la biodiversité intraspécifique actuelle. Cette thématique rejoint les préoccupations
du moment associées a la compréhension des changements climatiques globaux et de I’adaptation
(Petit et al. , 2003).

7.2.2 Analyses et résultats
Analyses exploratoires

En présence de jeux de données hétérotopes, tracer un nuage de points entre les deux va-
riables n’est pas réalisable. On doit donc envisager d’autres outils exploratoires. Tout d’abord, des
corrélations spatiales de chaque variable sont indispensables pour espérer capturer un lien éventuel
entre les variables. Les variogrammes expérimentaux (fig (7.9)) mettent en évidence, outre un effet
de pépite important, 'existence de correlations spatiales.

Pour le lien entre les variables, nous avons construit une fonction empirique de corrélation croisée ;
c’est-a-dire que pour différentes distances, nous avons calculé le coefficient de corrélation entre les
couples de X(s;) et de Y (s;) séparés de ces distances. La figure (7.10) montre, pour deux périodes,
des comportements différents a l'origine de cette fonction : dans un cas (a gauche), il semble qu’il y

ait une liaison, alors que dans ’autre, si elle existe, la liaison est moins apparente.
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Fig. 7.9. Variogrammes expérimentaux de I'hétérozygotie (gauche) et des températures moyennes entre
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Fig. 7.10. Fonctions de corrélation croisées empiriques entre I’hétérozygotie et les températures moyennes
entre -6999 et -6000 (gauche) et -5999 et -5000 (droite).
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Sur la base de cette analyse exploratoire, on voudrait avoir une approche plus quantitative en

utilisant les outils développés dans les chapitres précédents.

Approche inférentielle paramétrique

On utilise un modele de corrélation intrinseque pour modéliser la relation entre les deux variables.

Comme modele de corrélations spatiales, les variogrammes expérimentaux suggerent d’utiliser
un modele exponentiel en conjonction avec un effet de pépite.

On estime les parametres du modele pour chaque période de temps en utilisant ’algorithme

hybride Fisher scoring/Newton-Raphson en reparamétrant comme suit :

1
of = )
1+ex

Pour évaluer si les liaisons, mises en évidence par le coefficient de corrélation, sont significatives,
on utilise un test du rapport de vraisemblance (Likelihood Ratio Test). C’est-a~dire que l'on calcule
L, le log du rapport entre la vraisemblance maximisée en fonction de tous les parametres et la
vraisemblance maximisée en fixant le coeffcient de corrélation r a 0. On compare ensuite 2L a sa loi
asymptotique sous Hy : la distribution du Chi-2 & 1 degré de liberté (nombre de parametres fixés
sous Hy). Le nombre équivalent de données isotopes i.i.d étant pour toutes les périodes relativement
faible, nous avons complété notre approche en effectuant un bootstrap de la statistique du test sous

Hy. Les résultats sont consignés dans le tableau (7.1).

Tab. 7.1. Tableau des résultats

Périodes Neg Parameétres estimés P-valeurs

De a fx 6x ax 100 1/({5 7 asymptotique bootstrap
-16000 -10000|5.70 -7.3 6.33 48.54 420.35 -0.84 0.051 0.100
-9999 -9000 [6.01 -5.6 6.39 47.44 409.39 -0.95 0.014 0.026
-8999 -8000 [7.05 -4.1 6.03 42.69 302.29 -0.81 0.019 0.037
-7999 -7000 (6.43 -3.56.17 47.21 313.71 -0.76 0.045 0.064
-6999 -6000 (8.11 -3.4 5.53 35.47 235.61 -0.78 0.019 0.033
-5999  -5000 (7.21 -3.7 5.18 43.77 303.34 -0.46 0.232 0.278
-4999 -4000 |7.44 -2.8 5.13 44.55 230.99 -0.49 0.221 0.257
-3999 -3000 |7.06 -3.3 5.70 49.13 240.61 -0.53 0.206 0.242
-2999 -2000 [6.15 -3.2 5.03 53.69 336.82 -0.81 0.108 0.136
-1999 -1000 |7.63 -3.8 5.46 41.10 241.92 -0.92 0.013 0.023
-999 0 |7.66 -4.75.78 37.98 195.03 -0.46 0.319 0.363

A Texception des trois périodes comprises entre -5900 et -3000, les coeflicients de corrélation
calculés sont tres élevés. Cependant, ces valeurs doivent étre relativisées du fait de la pauvreté de
I'information apportée par les données sur le coefficient de corrélation. En effet, le nombre équivalent
(< 10) suggere la plus grande précaution pour interpréter ces résultats. Toutefois, les test basés sur
la statistique LRT semblent suggérer que, pour les périodes comprises entre -9999 et -6000 d’une
part et entre -1999 et -1000 d’autre part, il y a une corrélation négative entre les deux variables.

La forte variabilité de la portée entre les périodes suggere d’accorder une plus grande liberté de

structure spatiale au modele, par exemple en laissant les effets de pépite libres pour chaque variable.
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Ces considérations sur les modeles et I’ajustement ou sur la faible information apportée par les
données sur le coefficient de corrélation, n’excluent pas de s’interroger sur les hypotheses impli-
cites faites par notre famille de modeéles et notamment la dépendance ponctuelle. L’état actuel des
connaissances concernant le probléme de la biodiversité intra-spécifique et de I'histoire climatique
(Petit et al. , 2003) nous conduirait plutot & envisager des effets directionnels. En effet, les variations
climatiques sont essentiellement dues au retrait des zones glaciaires au cours des périodes étudiées,
libérant peu a peu du sud au nord un espace propice a la recolonisation par les foréts, permettant
ainsi aux refuges anciens de la Méditérannée de s’étendre vers le nord. Il est admis que les zones de

croisement des différents flux de recolonisation ont une grande richesse génétique.
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Conclusions

Notre objectif initial était d’adapter certaines procédures des statistiques classiques telles que la
régression linéaire, au contexte spatial et plus précisément aux données géoréférencées et hétérotopes.
Ce travail devait permettre le traitement de données continues que I'on peut modéliser a partir de
champs gaussiens, mais nous voulions aussi pouvoir traiter des données pour lesquelles 'hypothese
gaussienne est inappropriée, par exemple des données binaires ou de comptages, en se placant dans
le contexte des modeles linéaires généralisés.

En voulant comprendre comment s’organisaient les différents modeles disponibles dans la
littérature (Mardia et Marshall (1984), Diggle et al. (1998), Banerjee et Gelfand (2002)), nous
avons explicité le schéma particularisation/généralisation qui permet de passer de I'un & 'autre. En
effectuant cette caractérisation, nous avons peu & peu construit une généalogie de ces modeles qui
nous a permis d’identifier une classe qui les généralisait. Dans le cas gaussien, nous avons de plus
positionné cette nouvelle classe de modeles par rapport aux modeles linéaires de corrégionalisation
de la géostatistique multivariée. Il s’avere que nos modeles en sont des sous-modeles et nous avons
montré qu’ils se caractérisaient par une propriété porteuse de sens quant a la nature des liaisons
spatiales entre les différentes variables : la dépendance ponctuelle. Ces modeles, riches en termes de
stuctures spatiales que ’on peut modéliser (contrairement & Banerjee et Gelfand (2002), nos modeles
n’imposent pas une structure spatiale commune & toutes les variables), restent plus parcimonieux que
les modeles LMC traditionnellement utilisés par les géostatisticiens, et certains de leurs parametres
portent sans doute plus de sens pour le statisticien classique ou l'utilisateur : il s’agit par exemple
de parametres de régression et de variance résiduelle.

La construction du schéma de liaisons entre ces modeles apparentés nous a également permis
de proposer de nouveaux modeles pour lesquels aucune des variables observées n’est supposée gaus-
sienne. Ces modeles pourraient étre utiles en écologie des populations pour modéliser les interactions

entre deux especes a partir de comptages, que ces derniers soient observés aux mémes sites ou non.

Concernant 'inférence des modeles présentés, nous avons choisi de nous placer essentiellement
dans le cadre fréquentiste, suivant en cela des auteurs comme Mardia et Marshall (1984), Zhang
(2002) ou encore Pascual et Zhang (2006). Dans ce cadre, les dépendances spatiales imposent d’es-
timer les parametres en utilisant des algorithmes numériques, & défaut de pouvoir les calculer ana-
lytiquement. Nous avons exploité les propriétés spécifiques de convergence et de robustesse des
algorithmes de Newton-Raphson et des scores de Fisher pour proposer un algorithme hybride qui
s’est montré tres efficace (bien qu’encore rudimentaire) pour associer la robustesse des scores de
Fisher et la rapidité de ’algorithme de Newton-Raphson pour converger. Ce nouvel algorithme nous

a permis d’explorer efficacement le comportement des estimateurs a taille finie par simulations (tres
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nombreuses), ce qui aurait été difficile et plus long avec les algorithmes classiques, 1'information
apportée par les données sur le(s) parametre(s) de lien entre les deux variables pouvant étre tres

faible, quand les données sont hétérotopes.

Dans le cas des modeles hiérarchiques, c’est-a-dire en présence de données qui ne peuvent
étre modélisées directement comme des variables gaussiennes, la vraisemblance s’écrit comme une
intégrale de grande dimension et ne peut donc étre utilisée sous sa forme analytique. Comme
souvent dans le cas des GLMM non spatiaux, l'utilisation d’algorithmes stochastiques semblait
s’imposer. Nous avons adapté au contexte spatial les outils d’estimation (essentiellement des algo-
rithmes MCEM) développés par Booth et Hobert (1999) pour estimer les GLMM. L’utilisation de
Péchantillonnage d’importance (importance sampling) au lieu de 1'algorithme de Metropolis-Hasting
utilisé par Zhang (2002) s’avere par exemple plus efficace pour mener & bien I'étape E; la taille des
échantillons simulés est mise a jour a chaque itération de I’'EM afin d’optimiser le compromis temps
de calcul/précision au fur et & mesure que ’on s’approche du maximum de vraisemblance. Le temps
de calcul, bien que considérablement réduit par rapport aux approches plus anciennes, reste encore
rédhibitoire pour envisager sérieusement de quantifier la variabilité des estimateurs par bootstrap

paramétrique.

Nous nous sommes ensuite intéressés au comportement asymptotique des estimateurs dans
le contexte gaussien. Apres un rappel des deux grands types d’asymptotique utilisés dans le
contexte spatial (par accroissement du domaine et par densification du domaine), nous nous sommes
concentrés essentiellement sur I’asymptotique par accroissement du domaine. En nous basant sur
les résultats de Sweeting (1980), nous avons précisé certains éléments des démonstrations effectuées
par Mardia et Marshall (1984) ou encore Cressie et Lahiri (1996) pour la normalité asymptotique
dans le cas d’'un modele de régression pour résidus spatialement corrélés; nous avons notamment
montré un de leur postulat et nous avons étendu aux plus grandes dimensions un résultat connu en

dimension 1.

Puis dans une deuxieme partie, nous nous sommes concentrés sur le probleme de I’hétérotopie.
Nous avons montré que sous certaines conditions asymptotiques (géométriques), estimateur du
coefficient de corrélation dans un modele spatial de corrélation intrinseque est asymptotiquement
normal. Nous avons explicité la variance de cet estimateur en fonction des caractéristiques spatiales
de I’échantillon et de la structure de corrélation. Sous I’hypotheése que le coefficient de corrélation
est nul, cette expression prend une forme particulierement simple que ’on peut comparer & la va-
riance asymptotique du coefficient de corrélation usuel calculé dans le cas classique (observations
isotopes et i.i.d). Cette comparaison nous permet d’introduire pour notre probleme, la notion de
nombre équivalent de couples isotopes et indépendants; c’est-a-dire qu’a partir d’un jeu
de données hétérotopes, connaissant les structures spatiales des variables analysées et la géométrie
de I’échantillonnage, nous sommes capables d’apprécier, au regard de la précision de l'estimateur
du coefficient de corrélation, la qualité d’un jeu de données. Autrement dit, cette présentation des
résultats nous permet d’appréhender la qualité géométrique de ’échantillonnage a partir de I'utilisa-
tion du coefficient de corrélation dans le contexte usuel. Quand les parametres de structure spatiale
sont inconnus, I’expression de la variance asymptotique de I'estimateur du coefficient de corrélation
est beaucoup plus complexe que dans le cas ou ces parametres sont connus, sauf sous 'hypothese
ou r = 0; dans ce cas, 'expression de la variance asymptotique est inchangée. Les résultats obtenus
par simulation montrent que l'approximation asymptotique concernant le coefficient de corrélation

peut étre acceptée (au sens du test d’adéquation de Kolmogorov-Smirnov) deés lors que le nombre
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équivalent est du méme ordre de grandeur que le nombre de données i.i.d nécessaire pour que ’ap-
proximation asymptotique pour le coefficient de corrélation usuel le soit. Ainsi, pour un nombre de
données équivalent supérieur a 20, il semble que ’on puisse utiliser I’approximation asymptotique
sous 'hypothese nulle de non corrélation. Pour des nombres équivalents plus petits, obtenir la dis-
tribution théorique de notre estimateur semble étre un défi difficile car, dans le cas i.i.d, '’expression
de la densité fait intervenir une dérivée d’ordre n — 1, ou n est la taille de I’échantillon. Or le nombre
équivalent n’est en général pas un entier.

Pourquoi un chapitre sur le bayésien?

Au regard du succes des méthodes bayésiennes pour effectuer I'inférence des modeles spatiaux,
notamment hiérarchiques, nous n’avons pas fait ’économie d’explorer certains aspects de ce para-
digme. Sans vouloir se placer dans le champ comparatif des deux paradigmes, notre expérience nous
enseigne que :

- la mise en ceuvre des algorithmes MCMC est plus aisée que celle des algorithmes de maximisa-
tion de la vraisemblance, tant du point de vue de I’écriture des algorithmes que de la programmation ;

- les algorithmes MCMC fournissent (approximativement) toute la distribution a posteriori des
parametres ; ce qui permet de discuter la qualité du résultat (relativement a la distribution a priori)
et d’apprécier I'information apportée par les données, contrairement au cadre fréquentiste ou 'esti-
mation d’une valeur unique de chaque parametre est donnée comme résultat ;

- dans le cas gaussien, le temps de calcul numérique nécessaire pour simuler un échantillon suffi-
samment grand dans la posterior (dans le cadre bayésien) est trés largement supérieur a celui requis
pour obtenir le maximum de vraisemblance (dans le cadre fréquentiste) ; or, disposant maintenant
de résultats asymptotiques (théoriques) et a taille finie (empiriques), nous sommes & méme, & partir
de la valeur estimée du coefficient de corrélation et du nombre équivalent, d’apprécier I'information
amenée par les données et ce faisant, la qualité de ’estimation ;

- néanmoins, dans le cas hiérarchique, en ’absence de résultats sur la variabilité des estimateurs,
et compte tenu du temps de calcul nécessaire pour I'apprécier par simulations, 'approche bayésienne
semble mieux & méme de fournir des résultats propres & la discussion (posterior);

- cependant, dans 1’état actuel de notre travail, sans ignorer que notre investigation de I’approche
bayésienne n’a pas été aussi approfondie que I’approche fréquentiste, il nous semble que la conver-
gence vers les objectifs (convergence des chaines MCMC dans le cadre bayésien et convergence vers
un maximum dans le cadre fréquentiste) est plus facilement garantie dans le cadre fréquentiste (voir
chapitre 6).

A propos des cas d’étude.

L’étude sur le dépérissement de la vigne nous a conduit a étudier I’hétérotopie dans le cadre d’ob-
servations non gaussiennes (binaires). C’est aussi avec ce jeu de données que nous avons formulé les
hypotheses nécessaires a la construction d’un modele hiérarchique. Dans ce cas précis, le traitement
de I’hétérotopie a été limité, du fait de la nature particuliere des variables explicatives (des facteurs
a modalité) qui rend la modélisation des structures spatiales difficile. C’est néamoins a partir de ce
jeu de données que nous avons élaboré les questions autours de ’hétérotopie.

Une fois ces questions posées, le jeu de données sur I’histoire climatique et la biodiversité semblait
propice a U'illustration des outils développés autours de ’hétérotopie (modeles, algorithmes et nombre
équivalent). La mise en ceuvre de nos méthodes apparait comme une approche exploratoire efficace
pour mettre en évidence la corrélation ponctuelle entre deux variables hétérotopes avant toute autre

modélisation. Cependant, pour apprécier le potentiel de cette méthode, nous avons parfaitement
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conscience qu’il faudrait 'utiliser sur de nombreux cas d’étude pour lesquels la dépendance ponctuelle

est une hypothese plus appropriée.

Perspectives.

Au terme de cette étude et de I'analyse du potentiel des méthodes développées, il est possible
d’énoncer quelques pistes pour des développements ultérieurs.

Une premiére extension de ce travail pourrait étre la généralisation a des modeles faisant inter-
venir plus de deux variables. Il s’agirait d’obtenir des sous modeles du LMC, plus parcimonieux que
ce dernier, afin de mettre en place facilement des procédures automatiques pour estimer ’ensemble
des parametres. En effet la procédure classique pour estimer les LMC est d’abord de choisir les pa-
rametres de corrélations spatiales (la portée par exemple) a partir des variogrammes expérimentaux,
puis d’estimer les matrices de corrélations (voir Zhang, 2007). Avec des modeles plus parcimonieux,
on peut imaginer que ’ensemble des parametres soit estimable directement et automatiquement. La
généralisation dans le cas hiérarchique suivrait immédiatement.

Dans le cadre de ce travail, nous avons cherché & adapter les outils d’estimation des GLMM
les plus récents, ce qui nous a conduit & développer des algorithmes efficaces. Nul doute que dans
ce domaine, verront le jour des développements qui, associés a ’amélioration de la puissance des
calculateurs, permettront d’explorer le comportement des estimateurs dans le cadre des modeles
hiérarchiques. En attendant, des développements asymptotiques dans le cadre de ces modeles, pour-
raient permettre de mieux appréhender I'information qu’aménent les données sur les champs latents
et la variabilité des estimateurs de liaison entre variables qui en résulte. L’idée du nombre équivalent

pourrait par exemple étre étendue a ce probleme.
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La dépendance ponctuelle

X(s)
Y(s)

stationnaire en espérance et en covariance, alors :

Nous démontrons ici que si {W(s) = ( ) ,S € D} est un champ aléatoire bivarié gaussien,

Y est autokrigeable par rapport a X si et seulement si :

V(s1,82) € D?Y (s1) Il X (s2)| X (s1). (A1)
On utilise la propriété suivante (voir par ex. Whittaker (1990)) :

1 p12 p13
Théoréme 15 51 (X1, X2, X3) ~N| 0, | pa1 1 po3 ,

p31 p32 1
alors

Xo 1L X3|X1 & p23 — p21p13 =0

Plus généralement, si

251 0% P12 P13
(X1, X2,X3) ~N p2 || p21 03 pos )
u3 P31 P32 U§

on applique le théoreme 15 au vecteur centré et réduit

Xi—pm .
— L ri2ris
—ng;M ~N1O, | roar 1 73
Xs—ps
. r31 32 1
ou
pPij . .
rij=——4,7=1...,3
003

et on obtient I’équivalence suivante :

X2 jis X3|X1 < T93 — 121713 = 0
& 07 pa3 — parp1s = 0.

Partons de I’équation (A.1). Elle est équivalente par (A.2) &

02 Cov(Y (s1), X (52)) = Cov(Y (s1), X (51))Cov(X (s1), X (s2)).

D’autre part, d’apres la stationnarité en covariance, il existe px et pxy deux fonctions vérifiant :
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V(s1,59) € D?,Cov(X (s1), X (s2)) = px(5153)
Cov(Y (s1), X(s2)) = pxv (5153).

On a donc indépendance entre (A.1) et la proposition suivante : 335 € R tel que
V(s1,s2) € D%, pxvy(s153) = Bpx (5152),

ce qui acheve la démonstration.
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Démonstrations du chapitre 5

Cette annexe contient les démonstrations du chapitre 5 (Comportement des estimateurs).

A plusieurs reprises dans cette partie, nous utiliserons l'ordre des matrices (semi) définie-positive.
Introduisons quelques notations et propriété :

Dans la suite, si A et B sont deux matrices carrées de méme dimension, on notera A < B (resp.
A < B) si la matrice B — A est semi définie-positive (resp. définie-positive).

On a:

Lemme 1 (Horn et Johnson, 1985)
Soeint A et B deux matrices carrées symétriques de taille n et T une matrice de dimension

nxm:
Si A < B, alors
T'AT < T'BT,

B t<aA!
SiAk(A) et \e(B), k=1,...,n sont les k°™¢ valeurs propres respectives de A et B rangées dans
l’ordre croissant, alors
Ak(A) < A (B).

Démonstration du théoréme 4 :

EyllAg) LosAyy — 1117) = Eyltr(Ag; LosAy) Log — 2457 Lo + 1y)]
= Eyltr(A55 Los A gy Los)] — tr(ly)
car
Ey[A, 7 Lgg) = Iy (B.1)
En utilisant & nouveau (B.1), on obtient :

q
Byll|A s LosAy) — Il1"1 = covy((Ag7 Los)ij, (Ags Loo)si)

4,j=1

q
covy((AyiLos)ij: (AgiLos)ji) = D Wb %covy(Los)rjy (Loo)si)

r,s=1

Par soucis de clarté, on pose X(¢)* = X* ol » désigne les éventuels indices ou exposants.
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Rappelons que
1 .. : 1 .
Lgg)ij = —=tr(Z71 5, + 20 x) — —z2'x0)g
¢P)ij 2 J J 2

pour des matrices f%, p3LON X et X»(i3) définies au chapitre 3.

On a donc

1 . A
covy ((Lgg)rjs (Lgg)si) = ZCOVw(Z'E(”)Z 7' 27)

1 . ) . )
covy ((Loo)rss (Los)si) = 7 (BulZ 2022/ £002) — B,1Z 2 2] B, [2/ 7))

Notons v(iljl‘) le (a,b)®™e élément de X) pourd,j=1,...,qeta,b=1,...,n
EyZ' S22 22 = Y ol uihEylzazbzezd] (B.2)
a,b,c,d=1

Z étant un vecteur multigaussien centré et de matrice de covariance X, on a (voir par exemple
Stein, 1999) :
Eylzazvzczd] = OavOcd + 0acObd + TadObe
ot 05 est le (i,7)*™° terme de X.
En injectant cette formule dans 1’équation (B.2), en notant que les matrices XU j5=1,...,q
et X sont symétriques et en faisant les arrangements adéquats, on déduit :

Ey[Z' 20D 77 56V Z) = 2tr(2 80D 260 4 tr(2 50D ) tr( D 26D),
d’olt .
covy ((Loe)rjs (Leg)si) = §tr(22(”)22(‘”))-

L’équation (5.5) est donc équivalente a :

Z b bt (L X X)) 0 (B.3)

r,8,%,j=1

Pour Ey|[Ag, L¢5A ﬁ” |, on raisonne de maniére similaire.
On rappelle que le (r,7)®™ terme de Lgp est donné par x;E(T)Xﬁ + x;.E(T)W.
Ce qui conduit a :

EylllAgs LopAzsllP] = Eyltr(A, 5 Los A5 Ls)]
q P
DD covu((Ag2Lop)igs (A5 Lss)5.0)
i=1 j=1
P

Z > b0 cov((Lop)r s (Lps)s.i)

ri=1s,5=1

q P
DD SR AL

ri=1s,5=1

En remplacant X(") et X) par leurs expressions, on obtient I’équivalence entre équation (5.4)
et
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g p
SN bl 0T S 0T S ey =, 0 (B.4)
ri=1s,j=1

Démonstration du théoréme 5 :

Pour montrer (5.6), on utilise les lemmes suivants :
Lemme 2 Si A\ est la plus petite valeur propre d’une matrice carrée M, alors M — X[ >0
Démonstration. Notons N = M — A et Any une valeur propre de N, alors
det(N — AnI) =det(M — (A+An)I) =0

donc Ay + A est une valeur propre de M supérieure a A par définition. D’out Ay > 0 et M — Al est
définie positive.

Lemme 3 Si A est une matrice symétrique, A1 sa plus petite valeur propre et A, la plus grande et
B est une matrice semi définie-positive, alors \itr(B) < tr(AB) < A\, tr(B)

Démonstration. Voir Horn et Johnson (1985).

D’apres le lemme 2, on a X~! — A-1I, > 0 donc X'Y71X > A 1X'X et par inversion,
(X'Y71X)71 < A\ (X'X)~L Par les hypotheses (i) et (iv), A, (X'X)~! tend uniformément en
¢ vers la matrice nulle et donc (X’X~1X)~! qui est semi définie-positive, également.

Pour montrer la deuxieme partie de (5.6), notons c;; le (i, 7)°™° terme G, 1, et D = diag(t}{{ . t1/2).
Ona A;2 =2D7'G, D" Dou bl¢ = 21, %t ey,

En apphquant 2 fois le lemme 3, onat; =tr(X10,X715) > A2 |22

d’on
222
1057 < e leis] (B.5)
[R2TTIE> e
et donc par les hypotheses (i),(ii) et (iii),
¢ _ -1/2
b;;? = o(n ), (B.6)

ce qui conduit & A;; —4 0.
Pour montrer (B.3), on note :

Z bw ¢b¢ Pir EE(TJ)EE(W))

r,8,%,7=1

Par l'inégalité de Cauchy-Schwartz pour le produit scalaire matriciel < A, B >=tr(AB’) on a :

q
ARt [pb el [[Pab gl

r,8,%,5=1

Soit ||.||s la norme spectrale définie par ||A||s = \/An(AA’) ou A\, (M) désigne la plus grande
valeur propre de M. La norme spectral est sous-multiplicative, c’est & dire que ||AB||s < ||A4||s||Blls
pour toute matrices A et B (voir par exemple Horn and Johnson, 1985). Notons enfin que ||A|| <
Vnl|A||s. En remplacant X("9) par son expression, il suit :
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[P2335EN IRV D25 SnD 575 Sk S 315 Sutd S5 yink i 3405 yiutl |
<2V 5 271 2 27 + Vil 2 2

T \J rj
<(/\)\ /\n)\/ﬁ

A2 +>\1

et donc par (i), (ii) et (B.6), 82 —,, 0.
Enfin, pour montrer (B.4), on note :

— 2‘1: zp: bwtbbd)/@ ’ (r)EE(i)xs

En remplacant X" et X par leur expression, on obtient :

q p
=0 N bt T n T N

r,i=1s,7=1
P
_ V.6, y—1/2 —1/2
= g bjs ;X HXY T
s,j=1
avec

q
H=)Y bls ' Pooinnt/?

ri=1

VB it 1o (4 o) . e : o
On rappelle que bj;” est le (4, 5)%™¢ terme de la matrice —(X’Y~1X)~! ce qui conduit a :

80 = —tr(X'27'X)7IX' DV 2HET2X)
=tr(MH)
avee M = Y12 X (X' X-1X)"1 X' 5-1/2

On applique & nouveau l'inégalité de Cauchy-Schwartz et on note que tr(MM') = p ce qui
conduit a

821 < VllH]|
< yap|lH|l.
q
S SR R RIATRTEATH

ri=1

q
<mp Y b
ri=1
On conclut en utilisant les hypotheses (i) et (ii) et (B.6).

Démonstration du théoréme 6 :

Lemme 4 Soit A une matrice carrée de taille n, symétrique et de valeurs propres Ay < -+ < Ay
Pour tout 1 < p <mn, on note A, n’importe quelle sous-matrice principale de A de taille p (obtenue
a partir de A en supprimant n — p lignes et les colonnes correspondantes), et \] < --- < AD ses
valeurs propres. Alors pour tout 1 < k <p,

Ak S AZ]Z S Ak:-l—n—p-
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Lemme 5 Soient A une matrice n X n symétrique et inversible et B une matrice n X n telles que
1A= B|ls[|AH]s <1,
alors B™1 est inversible et

A
B7Y|s < I i :
e = T

Démonstration. Une matrice B est inversible si et seulement si il existe une norme matricielle sous
multiplicative telle que ||[I — B|| < 1 (voir par exemple Horn et Johnson, 1985). On écrit B =
A(I, — A71(A — B)). A étant inversible, B est inversible si et seulement si I, — A~}(A — B) est
inversible, c’est & dire si il existe une norme sous multiplicative telle que ||[A~1(A — B)|| < 1. Or
[|A=1(A — B)||s < ||A7Y|s||A — B||s < 1 par hypothese, ce qui prouve que B est inversible. Puis il
suffit de noter que

B l=A"1'4(1,-A"'B)B™!

et d’appliquer la sous-multiplicativité de la norme spectrale et I'inégalité triangulaire.

Pour montrer le théoreme, on va montrer que
- (5.12) = (5.9)
- (5.13) = (5.10)

Notons A = max{|A,|, AL ], [A9],4,5 =1,...,q}.

Introduisons la norme matricielle du maximum des sommes en colonnes définie par :

1<i<n

n
|A][c = max Y |ag]-
j=1

Il s’agit d’une norme matricielle sous-multiplicative et par conséquent ||A|ls < ||A4||. pour toute
matrice carrée, la norme spectrale étant la plus petite norme matricielle sous-multiplicative.
On a donc

vol) € {o,i, 0% i
(%] { 131 g 130 1<i<n

et ok, l=1,...,q}), A< max Z|O’7(J)|
j=1

Et donc (5.9) est vérifiée en utilisant (5.12).

Notons diag((q;)1<i<n) la matrice dont le (i, j)*™¢ terme est donné par g;; = ¢; si i = j et 0

sinon.
Posons A = diag((04:)1<i<n) €t B = X.
On a .
1A = Bl|s < max Y _|oi;] < mi (K) mino,
3 j:1 3
J#
par (5.13). En notant que
_ 1
[ ———
min; o;

on peut appliquer le résultat du lemme 5 ce qui conduit a :

1

. n
min; o;;(1 — max; Y j=1
i

=41, < -

T4

)

d’ott par (5.13)
A1 > minoy; (1 —ni(K)),
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ce qui montre (5.10).
Démonstration du théoréme 7

Nous allons montrer que les hypotheses du théoreme 6 sont vérifiées.

Lemma B.1.

Démonstration. On utilise la concavité de la fonction racine carrée.

Lemma B.2.

Démonstration. 11 suffit d’élever les deux termes au carré.

On note H,, la matrice des corrélations spatiales pour n observations, H? sa dérivée par rapport
a .

. 717 2 2 2 717
De plus, si X}, = 02H(¢), on note ;5 ses éléments, o 0P goio ,ij ? les éléments respec-

¢ o2
9ij 2945 »94j

130713 0
tifs des matrices
ox, 0%, 0*%, 0°x%, 0%*%,

00’ 002’ 9¢? * §o22 00209

n

Vn e N*Vj € [1,n], ) |oi| <0 ) exp(—g|lixhl|)

=1 iezd

i1,..,iq €L

d
=o® > JJex <—¢§|is|hs>

i1,ig €7 5=1

avec

n 7 . N . .
21:1 |oij| est donc bornée par une fonction des parametres qui est continue. Donc pour tout

compact K, il existe une constante C(K) telle que

Z |0'7;j| < C(K)
=1
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vne N g € [l S ol < 02 3 il exp(—li + bl

Notons

On en déduit :

n d
VneN*Vje[1,n],) ol <20%d) |

i=1 iezd

d d
<o? Z (Z |is|hs> exp <—¢§ Z |is|hs>
i1,e0iq€Z \s=1 s=1

:_02\/_8(;5 Zexp( ¢—Z|zs|h>

i€zd
0 1+ e %as
— _ 2 il -
— 0\/58([5 (S];[ll_e—qbozs>

Py = e~ das

1+ pr
1_p9 Tl:[<1_pr>

r#s

=1 s=1

On en déduit donc que la quantité Y, |0’ | est bornée sur tout compact.

Pour 7" 1|0 ?|, notons

et

On a

vn e Nj € [l 3102 < 02 3 i 2 exp(— i » i)

=1

1l suit que Y 7", [0

| et Zz 1 |0
et ¢. Ainsi (5.12) est vérifiée.

iezd

< 02/32 Z

g EZ

£

d

-2 —palis
E 1€ ¢ ‘5|6Xp
s=1

< o2h? Z

i1, ,iq €L

d—1
< o%h? E E i2e—alil E exp <—¢a E |zr|>
s=1is€Z U1yeeesbs—1505415-,2d €L r=1

—agliol ) (LA
“E LT () ()

s=14i,€Z
e~ ¢ 14+e ¢ d

| sont également bornées par des fonctions continues en o

_¢QZ Jir|

r#s

= 202h2d

2
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Prouvons (5.13) :

Vn e N*Vj € [1,n],) oyl <o® > exp(—gl[ih||)
i i€z4\{0}

d
1+e @
2
p— _1
d
2e7¢
_ 2

Donc pour un compact K de O, il existe n; (K) €]0, 1] telle que

i=1
i#]

Vn e N, Vj € [1,n], Y low| < m(K)oy;,

i=1
i#j
des lors que
- Vdlog3
h>———.
Pm
Montrer que ’hypothese (iii) est vérifiée pour la matrice dérivée de X,, par rapport & o2 :
notons h;; la distance séparant deux points de la grille indicés par ¢ et j (dans {1,...,n}); ona
5 2 n n
tr(X,7 X7 ) = Z 26_24)}“-7.
j=11i=1
Or,
n n n N
IR o
j=1i=1 i=1

puisque quand n tend vers l'infini, la grille se remplit de maniére homogene dans toutes les

directions. On a donc

tr(ZJn”2 En”z) > ne=2%h.

On montre de méme que ’hypothese (iii) est vérifiée pour la matrice dérivée de X,, par rapport
a o.

Pour que la démonstration soit complete, le théoréme 6 requiert que G, (¢) tende vers une matrice

Gal9) = (al “f)

tr(H, L HY)
ay = .
Vi (i HY Hy )
Or, le seul endroit o cette hypothese a servi est I’équation B.5 dans la démonstration du théoreme

5. La convergence de G,,(¢) vers une matrice G(¢) n’est donc pas nécessaire. Il suffit juste que les

G(¢) qui n’est pas singuliere.

Ici, on a

avec
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éléments de la matrice G, (¢) soient bornés pour tout n. Dans le cas présent, il suffit qu’il existe
§ €]0,1[ tel que a2 <1 — 4%,
Posons
b, =ntr(H,'H H 'H?) — tr(H, ' H?)?

Il suffit de montrer qu’il existe § > 0 tel que

bn

> 5
ntr(Hy VHS Hy VHY)

pour tout n.
Or ntr(H, 'H?H, *H?) < n>C(K), donc il suffit de montrer qu’il existe § > 0 tel que

bn
ﬁ>5'

Posons ¢, (¢) = tr(HSH ') /n

|Hy, = en(@)HI[* = || H,*(H P HEH Y2 — cn(9) 1) HY|?
< Ha| 2N H, 2 HEHL Y2 — e(0) Il P

ou la derniere inégalité s’obtient en appliquant 2 fois le lemme 3.

On remarque que

_ . b
H PHEHY? = e (0)1) P = 22

et comme ||H,||s est borné, il suffit de montrer qu’il existe § > 0 tel que

¢ _ 2
|2 — caHIP 5

n
Considerons
i (¢) = argmin,cg||Hy, — cH,|[*
On a (HOH)
tr(H?H,
ei(0) = o tn)
|[HZ[|?

Pour tout n, on a donc

||Hg B Cn(¢)Hn||2 > ||Hg — C;(qS)HnHZ
n - n
_ HZI? — (@)’ || Hal[?

n

n

ol la derniere égalité vient du théoreme de Pythagore.

Il ne reste donc plus qu’a montrer que

N HR || Hal|? — tr(HSH,)?

0>0
n|[Ho P -0z

! Dans le cas général oti la dimension de ¢ est p > 2, il suffit de montrer que la plus petite valeur propre
de Gy (¢) est minorée pour tout n par une constante § > 0, ce qui assurera que les éléments de G, (¢) "
soient majorés en valeurs absolues. Mais comme la trace de G (¢), qui est égale & la somme de ses valeurs
propres, est constante égale & p, il est équivalent de montrer que le déterminant de G, (¢) (produit des

valeurs propres) est minorée par une constante § > 0, ce qui est en général beaucoup plus aisé.
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ol encore

| HZ 1P| H|[* — tr(H2H, )
n2

>§>0

|2 [l [2 = tr(HE H)? = tr(HEYor (H2) — tr(HY )2

Il Il
™
M- L
M:
MS S
M
sqi —
a0 I
| NE
= IM= A
T
3 MS
Gq% Ms
9
S 9
SIS
A/~ Eq
NE .
5
3
~_

n n n n

Z Z Z(h?J _ hijhkl)e—w(hkﬁhu)

i=1 j=1k=11=1
- Z (hij — hkz)2e*2¢(hm+hij)

4.5,k 1=1,....n
hii<hi;

Soient 0 < A\; < Ay < Ag, trois constantes telles qu'il existe ng € N tel que, quel que soit n > nyg :

V(i k) € {1,...,71}2,3(7;,]6) € {1,---,n}2,hkl <A < Ag < hgy < As.

On a
2 _—2p(hii+hij 2 _—2p(hi+hij
E (hij _hkl) e ¢(hri+hijz) > E (hij _hkl) e ¢(hri+hiz)
1,5,k l=1,...,n i,k l=1,....n
Rt <hij hri<A1<A2<h;; <Az

2 nQ()\Q _ )\1)2672(17)\37

ce qui acheve la démonstration.

Démonstration du théoréme 12

Introduisons un lemme :

Lemme 6 Soient M wune matrice symétrique et N une matrice définie-positive, toutes deux de

dimension n. On note \y < --- < XAy et pu1 < -+ < py, les valeurs propres respectives de M et de
M + N, alors

VkE{l,...,n}, Ak < k.
Démonstration. Voir Magnus et Neudecker (1999)

Lemme 7 Soient A et B deux matrices carrées de tailles respectives n et p dont les valeurs propres
respectives sont données par Ay, ..., Ay et p1, ..., [y, alors les np valeurs propres de la matrice AQ B
sont données par {\;jp;,i=1...,n,7=1,...,p}.

Conséquence : le produit de kronecker de deux matrices est défini-positif si et seulement si elles

sont toutes deuz définie-positives ou définie-négatives.
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Démonstration. Voir par exemple Magnus et Neudecker (1999)

La plus grande valeur propre de X' = T ® H(¢) est égale au produit des plus grandes valeurs
propres respectives de T et H(¢) d’apres le lemme 7. La plus grande valeur propre de H est bornée
sur tout compact par hypothese et celle de T également car la fonction qui & toute matrice carrée
de dimension n associe sa k®™¢ valeur propre est une fonction continue sur ’espace des matrices
de dimension n (voir par exemple Horn et Johnson, 1985). On montre de méme que la plus petite
valeur propre de X est minorée sur tout compact par une constante strictement positive.

Montrons que les valeurs propres des dérivées premieres et secondes en les parametres de la
matrice de covariance sont bornées.

Pour les dérivées premieres en fonction des parametres o3 et 0%, on a :
ox H(p) 0 ox 0 0
5 = et a9 = .
0ok 0 0 oy 0 H(¢)
et le résultat est une conséquence directe des hypotheses.
0y 0 H(op)
doxy H() o |’

H 0
on applique le lemme 6 a M = afz et N = (9) en notant que
XY 0 H(¢)

Pour

11
M+ N = <1l>®H(¢)

a comme plus grande valeur propre 2\, H(¢), bornée sur tout compact, par hypothese.

Pour a5
X

':8@

=T® Hi(¢),

on applique le lemme 1 en posant :

M =)o ® H3(¢) et N=T?® HZ(¢).

A= (Vioh — o7 103, (R 4o+ (0 + b+ 20%r) )

est la plus grande valeur propre de T2. H?(¢) étant définie positive et A\ly — T? également par
construction et d’apres le lemme 2, donc M — N est définie positive d’apres le lemme 7. On en déduit
que la plus grande valeur propre de X; est bornée sur tout compact quand n tend vers l'infini par le
lemme 1 et les hypotheses.

Pour les dérivées secondes, on procede de maniere similaire.

L’hypothese (5.11) du théoreme 5 se vérifie directement en calculant la trace du carré des matrices
des dérivées et en appliquant ’hypothese :

pour tout compact K tel que K¢ C O,

tr(H(¢)H ()™ < ra(K),

ot 7, (K) = o(n=1/?).
Montrons que G, (¢) tend vers une matrice G(¢) non singuliere.
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En utilisant le fait que tr(A® B) = tr(A)tr(B) par le lemme 7, on obtient matrice d’information
de Fisher :

noy —2notoxy noy o2 Atr(H™1H;)
E[SF ] _ 1 —2TL0'32/O'XY 2TL(O'§(Y +0§(0%/) —2n0§(0')(y —20')(yAt1"(H71Hi)
242 noy —2no%oxy noy 0% Atr(H™'H;)

02 Atr(H™'H;) —20xy Atr(H™'H;) 0% Atr(H ™' H;) 2A%r(H-'H;H ' H;)

ot A =det(T) =0%0% — 0%y

On normalise la matrice E[F,] pour obtenir G, (¢) et on calcule le déterminant avec Maple. On
obtient apres simplification :
(a; —1)(r* = 1)

det(Gn(6) = e,

ou
tI‘(H_lHZ‘)

an = .
\/ntr(HleinlHi)
Or par hypothese, il existe § < 1 telle que a2 < J, donc pour tout compact K C O, det(G(¢))

est minorée par une constante strictement positive, ce qui acheve la démonstration.
Démonstration du théoréme 13 :

Posons :
2H 0
M=o XXX ot N = 5.
0 O'YHyy

M et N sont définie-positives. De plus,

2H — H
M—N = < IxHXX Xy XY) est définie-positive

2
—oxyHyx oyHyy

On peut donc appliquer le lemme 1. On déduit que

An(X) < QmaX{/\n(O'g(Hxx),/\n(O'%Hyy)}, (B.7)

et donc A\, (X)) est bornée sur tout compact par hypothese.
Montrons que la plus petite valeur propre de X est minorée pour tout compact K C O :
Pour tout compact K C O, il existe une constante §(K) €]0, 1| telle que Vr € K,

r? <1 —d(K),

ou K7 est le compact projeté de K dans lequel varie r.
U_%( HXX 0
0 O'%Hyy '
M — N est définie-positive; donc par le lemme 1, on a :

Posons M = X et N = 0(K)

M (Z) > §(K)min{\ (6% Hxx), M (0% Hyy)}. (B.8)

et donc Aq(X) est minoré par une constante strictement positive sur tout compact.

Pour les autres hypotheses, on procede comme dans la démonstration du théoreme 12.
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Calcul de ’'information de Fisher :

On ne s’intéresse qu’a la sous-matrice de la matrice d’information de Fisher correspondant aux

parametres de la matrice de variance-covariance et on ne s’occupe pas des parametres d’espérance
puisque la matrice d’information de Fisher totale est bloc-diagonale.

On rappelle que le (7,7)®™¢ élément de cette sous-matrice s’écrit :

1
Etr(xflzlz*lxj)

oul X; et X sont les matrices dérivées de X respectivement par rapport aux

En utilisant la formule d’inversion matricielle par bloc suivante,

AB\ E1 _A-lBF-!
Bc)] \-c'BE! F1 '

avec E = A — BC™'B’ etF = C — B'’A™' B, on obtient

1°™M€ et jM¢ parametres.

1 -1 r -1 -1
o1 EQXHXX T oxoy HXXHXYQYHYY
- r —1 -1 1 -1
_mHYYHYXQXHXX ;%:QYHYY
avec

Qx = [Inx - TQMX]_ly Qy = [Iny - TQMY]_l,

MX = H)_(&nyH;)l/ny, et My = H;)l/nyH)_(i(ny
D’autre part

)

82 - QUxHXX TUyHXY
8U'X N roy Hy x 0

2 0 roy Hyy
Ooy roy Hy x QU%HXY ’

et

Iz 0 oxoy Hxy
or n O'ngHYX 0 .

En utilisant le fait que Qx Hyx = Hy5x Q' et Qy Hyy = Hy Q% (par simple calcul) et le fait

que HxyQy = QxHxy (par la symetrie de Y1), on obtient la matrice d’information de Fisher
associée au vecteur (0% ,7,0%) :

2nx +r2A _TA _ r2A
o’§( ox oXxXOy
EF.) = _;_A 9JB_ A _TA

oy,
_r*A 1A 2ny+r32A
2

OXO0y gy

9y

En utilisant le logiciel Maple, on inverse cette matrice et on effectue les simplifications qui
amenent a la formule annoncée.

Démonstration du théoréme 14 :

La plupart des hypotheéses a montrer 'ont été dans la démonstration du théoreme 13.
Pour les majorations spécifiques a ce théoréme, notons :
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hf;X = |52, = 8o, zi, 25 =1,...,nx;
hz‘;Y = ||81/1 _syj”ayiayj =1,...,ny;
h;?y = |52, = sy, xi =1,...,nx;y; = 1,...,ny.

Il faut par exemple montrer que pour tout compact K C O, il existe une constante C(K) > 0

telle que :

Par les hypotheses (i) et (ii), il suffit donc de montrer que pour tout compact K C O, il existe
une constante Cq(K) > 0 telles que

" | 9pa(hEY)
2, 2| =g | < CLEO,

et une constante Cy(K) > 0 telle que

e, 2|5 | < C2:

Notons f4 la fonction de h définie par

_ [00s(h)
folt) = | 22682
SRS = 3 )+ Y S0,
- W 5 W

ij

Il existe un entier N tel que
Vn e N,Vj € {l,...,n},#{i,hs" < ho} < N.,

ou §(E) désigne le cardinal de I’ensemble E.

En effet, sinon >, hfj{X ne pourrait pas étre bornée pour tout n et pour tout j € {1,...,n}.
Donc
XY
Z f¢(hij )
=1 n
hij<ho

est bornée (car f, est continue par hypothese).
Considérons
hY

0 = argmln;:L___m i

Par I'inégalité triangulaire, on a

ho X < ) +hisY. (B.9)

01 207
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SToFmE = > feE+ > FmyY)

1=1,...,n 1=1,...,n i=1,...,n

hij>ho hEY >ho REY >ho
hjgf—Rgho hfgi‘ —R>ho

Pour la méme raison que précédemment, le cardinal de ’ensemble

fie{l,....n}, ¥ — R < ho}

10

est borné pour tout n et tout ig € {1,...,n}. Il ne reste donc plus qu’a majorer

> fmE)
i=1,....,n

XY
h"ij >ho

hE ¥ —R>ho

Par hypothese et par (B.9), on a

fo(hXY) < folhini* — R)

loi

> Fa(hi)
=1

est bornée par hypothese, donc Y i | f¢(hf§iX — R) Vest également (car fy est décroissante sur
Jho, +o0]) et donc le résultat suit.
L’hypothese (iii) du théoreme 5 se montre comme elle se montrait dans le cas du théoreme 7 en

utilisant la condition de proximité.






C

Les distributions

Nous présentons ici quelques distributions utilisées dans la these :

C.1 Distribution de Wishart

La distribution de Wishart généralise la distribution de Chi-2 au cas multivariable :
si X1,...,X, sont des vecteurs de taille p aléatoires et indépendants de distribution gaussienne

d’espérance 1 et de matrice de variance X, alors

n
W=> XiX]
i=1
est une matrice aléatoire (définie-positive).
Par définition, W est distribué selon une loi de Wishart de parametres u, X, n et p que nous

notons W, (p, X, n).

C.2 Distribution inverse Wishart

Par définition, W est distribué selon une loi inverse Wishart de parametres u, X', n et p que nous
notons
IW,(p, X, n),

si W1 est distribuée selon une loi de Wishart de parametres 4 X', n+p—1letp

Wy(p, X,n+p—1).

C.3 Distribution de Student multivariée

Soit y un vecteur multigaussien de dimension p, centré et de matrice de variance X et u une
variable de Chi-2 & n degrés de liberté; alors, la variable
Yy

vn/u

est distribuée selon une loi de Student multivariée de parametres X, pu et n (on note z ~ T(u, X, n)).

Z = +u
La densité de z, s’écrit :

I'[(n+p)/2] .
I'(n/2)np/27p/2| 3|1/2 [1 + %(x — ) E H)} (n+p)/2

f(z) =
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C.4 Distribution inverse Gamma

On dira qu’une variable aléatoire X est distribuée selon une loi inverse Gamma de parametre
de forme a > 0 et de parametre d’échelle 5 > 0, notée IS(a, B) si 1/X est une variable aléatoire
distribuée selon une loi Gamma de parametres « et 1/4.

Dans ce cas, on a

E[X] = % pour o > 1,
et
B 9
Var(X) = m, pour o > 2.

Enfin, la densité de X s’écrit :

feia) = oo ().
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