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Introduction genérale

Comprendre le fonctionnement d’'un écosysteéme est un emjeuimpour la gestion des ressources
et de I'environnement. Cependant ce but reste difficile éiradte vue la complexité des systémes natu-
rels, dans les milieux aquatiques et dans les sols ou de téreux processus de toutes natures in-
teragissent avec des organismes vivants. Plusieurs guestitéressantes peuvent étre posées a propos
des écosystémes, sur les facteurs qui influencent la séadbilin écosysteéme, sur les facteurs contrdlant
la variabilité des abondances de différentes composamtéécbsystéme et notamment sur sa structure,
sur I'impact de I'hétérogénéité spatiale, sur les interans entre populations et leur réle a mener ou
pas la coexistence des espéces dans un écosystéme.

Pour répondre a ces questions, différentes approches mé@ltgiques existent. On peut citer I'observa-
tion directe du milieu, I'expérimentation in vitro (un test dehors de I'écosystéme) et in situ (examiner
un phénoméne exactement a I'endroit ou il se déroule) et @étisation mathématique et informatique.
Mon travail se situe dans cette direction et consiste emliétation et I'étude, essentiellement expéri-
mentale, théorique et numérique, de modéles mathématiques

La modélisation mathématique est avant tout, I'expresdiane démarche visant a expliquer des rela-
tions : dans des phénoménes mettant en jeu des relatioreslestitbondances de plusieurs populations,
elle fournit un systéme théorique capable de combiner castijés suivant des mécanismes connus ou
supposés. Elle est en particulier utile pour faire le lienreres abondances, les distributions, les fluc-
tuations et la production des organismes vivants avec leéati@ans de I'environnement abiotique. Les
modeles mathématiques intégrent pour résumer la dynamdgqususieurs especes et celle du milieu
dans une représentation des processus et de leur interactiby a plusieurs approches possibles dans
la modélisation mathématique des phénomenes et des systameels. L'approche la plus classique
est celle qui conduit a ce que I'on appelle aujourd’hui desigles minimaux dans les quels, on cherche
a mettre I'accent sur un petit nombre de faits ou propriétée tjon considére a la fois essentiels et
suffisants. Trés souvent, un modéle minimal sera de natémophénologique : les fonctions introduites
dans les équations du modéle ne sont pas déduites de psnaipes sont choisies pour leur ressem-
blance avec le phénoméne réel modélisé.

A l'autre extréme, on peut citer les modeéles centrés sudiVidu. Ces modéles cherchent a décrire
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les processus en partant de I'individu et en introduisarg p@rametres biologiques, comportementaux
propres a chaque individu. Ainsi, ils décrivent les vaonat des populations comme résultant des va-
riations des individus. Ces modeles sont la plupart du tesagompliqués qu’une étude analytique
est impossible et que seule une implémentation numériqudeue étre appliquée. Les connaissances
actuelles sur les populations font que tout modéle compurtessairement un mélange de lois obser-
vées et quantifiées expérimentalement et de termes phénlogigoes. Ainsi par exemple les relations
inter-individuelles sont souvent méconnues et ne peutrendécrites que du point de vue phénoméno-
logique.

Les modéles peuvent étre a buts explicatifs ou prédictiis. femiére étape dans la modélisation est la
définition des objectifs de I'étude. Ces objectifs vontrdditger non seulement la portée du modéle mais
aussi le type de modeéle a utiliser et le type de résultatsepoins recherchés. La construction méme du
modele d'un systéme complexe consiste a identifier les @an{®"simples" du systéme et a décrire
les interactions entre ces composants et les variablesredelu systéme et entre les composants eux
mémes. Les modéles qui vont étre considérés et étudiés edrevail sont explicatifs ; ils servent a
tester différents scénarios et progressent dans la cotgtimm avec les données expérimentales.

Généralement, en consultant les traités généraux de maagie et de biotechnologie, deux sys-
témes connus; fermé et ouvert. Les premiers échangent merdié avec le monde extérieur et les
deuxiémes échangent I'énergie et la matiére avec leur@mvament. Les premiers appartiennent a la
catégorie des cultures batch alors que ces derniers apgramént a la catégorie des cultures continues
ou semi-continues. Les cultures continues sont plus résdatpeine plus de soixante ans) ce qui est est
I'une des raisons qui affecte leur taux de pénétration darsafje moderne.

Cette thése adresse quelques problémes de modélisatitiemmetique des cultures microbiennes
continues et en batch. Nous proposons et étudions, dansranaépe étape, des modéles mathéma-
tigues de quelques processus biologiques de type chénpestaettant d’expliquer et de prévoir la
coexistence (éventuellement pratique) entre espéces Weandeuxieme étape, une série d’expériences
de laboratoire ont été conduites en culture batch, et un neod&athématigue tenant compte du recy-
clage de substrat est proposé, analysé et validé sur dessgsrexpérimentales pour des souches pures
puis mixtes, démontrant la validité du principe d’exclus@mpétitive.
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Culture en batch






Chapitre 1

Modélisation mathématique en culture
batch : Etat de I'art

1.1 Résumé

La croissance microbienne est un phénoméne globalemantdraplexe par le nombre et la variété
des réactions mises en jeu au cours de son déroulement etdyraliépendance vis-a-vis des conditions
extérieures. Sa modélisation est I'un des points clés gpiéciation quantitative des risques alimen-
taires. L'analyse de ces risques a été largement utilisées dies problemes liés a la consommation de
produits alimentaires contaminés par des bactéries. Ihésessaire de modéliser le comportement des
micro-organismes qui peuvent se multiplier ou se détruaasdl’aliment. La modélisation doit tenir
compte des interactions biologiques entre I'aliment et leroorganisme. La microbiologie prévision-
nelle est un outil combinant des éléments micro-biologigeé mathématiques permettant de dévelop-
per des modéles décrivant la croissance ou la disparitionmiEpulations microbiennes sous certaines
conditions environnementales. Ces modéles permettestfuilrn’est pas possible de mesurer directe-
ment I'exposition, de la prédire en fonction de la contartioraprimaire.

La premiere étape de la modélisation consiste a décrireolidion de la population microbienne en
fonction du temps dans des conditions environnementalégy&res. On parle couramment de mo-
déles primaires par opposition aux modéles secondaireslégrivent I'influence des facteurs environ-

nementaux sur les parametres des modéles primaires.
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1.2 Introduction

Dans ce chapitre nous nous intéressons a une lecture ddofltise des modéles primaires en
culture batch. Les modéles primaires décrivent I'évolutiu cours du temps de la population micro-
bienne dans un environnement spécifique. Ces modeéles sactEesEs par un ou plusieurs parametres.
Des modéles primaires simples sont disponibles comme lélevexbonentiel a deux paramétres, le mo-
déle logistique a trois ou quatre paramétres, le modéle deBa, le modéle logistique avec délai, le
modéle de Gompertz a quatre paramétres, réécrit par Zwieeat al., le modéle de Richards, modifié

par Dalgaard et Koutsoumanis...

1.3 Modeéles sans modélisation explicite de la limitation pde substrat

La modélisation des fonctions de croissance est une desipaias difficultés dans cette modéli-
sation, car c’est une fonction complexe comprenant de nembiacteurs physico-chimiques et biolo-
giques. De plus elle est fortement dépendante du substdaseespeces particulieres. C'est dans un
contexte expérimental que plusieurs expressions anabgigpour la fonction de croissance, ont été ob-

tenues, nous ne ferons ici qu’'un rappel de quelques uneplusgonnues.

Avant de présenter les principaux modéles primaires dessavice a I'origine de la plupart des tra-
vaux de modélisation, nous rappelons ci-apres les pridegpéatapes de la croissance d’'une population

microbienne.

1.3.1 Modeles descriptifs

La croissance microbienne se traduit par une augmentatioriafle ou en nombre des micro-
organismes. Pour provoquer une croissance microbiennea dawe culture il faut fournir aux cellules
initiales les nutriments nécessaires et des conditiong@mementales favorables. Le schéma de la
croissance d’'une population microbienne en culture ditooe (c'est-a-dire milieu non renouvelé)

établi par Buchanan se décompose alors traditionnellereargept phases distinctes :

1. La phase de latence : elle correspond a une phase de ti@msinhtre un état physiologique initial
et un état de croissance a proprement parlé. Il s’agit d’'uhege d’adaptation au nouvel envi-
ronnement. Cette phase dépend soit de I'age de I'inoculomhdiine adaptation enzymatique.

Par ailleurs, dans certaines conditions, la concentratioitiale en cellules est si faible qu'il est
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difficile de quantifier 'augmentation du nombre d'indivedliCe phénomeéne est considéré comme

une pseudo-latence. La phase de latence peut étre limitéélsant comme inoculum une pré-

culture prélevée en phase exponentielle.

lIs existent différentes fagons pour déterminer une valeuemps de latence a partir de la mesure

de I'évolution de la population microbienne.

(@)

(b)

()

Buchanan et Solberg (1972) ont défini le temps de latdncemme le temps nécessaire

pour augmenter deux fois la densité de la population irgtial

Pirt (1975) a défini la latence comme la période de traogitou la vitesse spécifique de
croissance augmente jusqu’a sa valeur maximunktant donné la forme typique d’une
courbe sigmoidale de croissance observée dans un envir@meconstant, la durée du
temps de latencé peut étre obtenue par l'intersection de la courbe extrapalé la tan-

gente de la phase exponentielle de la courbe de croissahnak) riveau de population

initiale xg. Zwietering et al. (1992) ont recommandé que cette défingmit employée sys-
tématiquement pour calculer le temps de latence afin detkxdé comparaison des valeurs
de la littérature. Cette définition est de nos jours la plusardédue. Cependant, elle est par-
fois difficilement applicable lorsque les courbes de canig® n’'ont pas I'allure d’'une sig-

moide parfaite. Il est alors difficile de tracer la 'tangerégidente’ en phase exponentielle
et suivant le tracé de celle-ci les valeurs des temps dedatpruvent étre trés différentes

pour de mémes données expérimentales.

Buchanan et Cygnarowicz (1990) ont proposé une déimgiternative pour calculer le
temps de latence de la croissance bactérienne. lls ont @déntemps de latence comme
le temps ou le changement de la vitesse spécifique de croisssmt maximal. Ce temps
correspond au premier point de la courbe de la troisiéme@delog(x) en fonction du

temps qui s’annule.

Comme nous le voyons, déterminer un temps de latence peudditat. Suivant la définition

choisie, les valeurs obtenues peuvent étre significatimextiéférentes. A ces différences de dé-

finition, un autre paramétre jouant sur la valeur obtenue klenétre la méthode utilisée pour

guantifier la biomasse. Deux méthodes sont généralemeribyies :

(@)
(b)

La méthode standard est la mesure de comptage de celialges.

La deuxieme méthode est basée sur des mesures d’abserbane densité optique (DO).
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Plusieurs auteurs (Hudson et Mott, 1994 ; Bréand et al., 1@8if comparé l'influence des deux
méthodes sur le temps de latence. lls ont obtenu systéraat@nt de plus faibles temps de latence
lorsqu’ils ont utilisé la méthode de densité optique (DO@tt€ différence sur la mesure entre
la DO et le comptage des cellules viables peut s’expliquerypee augmentation de la taille
des cellules et non du nombre pendant le temps de latencdatiesirs influencant la durée
du temps de latence sont nombreux et variés : les variatiensotiditions environnementales
ont une influence trés importante mais la nature et le phgreotiu microorganisme (Buchanan
et Cygnarowicz, 1990), I'état physiologique des cellulskNleekin et al. 1993), la taille de
I'inoculum (Augustin et al. 2000) sont aussi des facteursajd un rble important. Plusieurs
auteurs se sont intéressés a l'effet de variations de ciemgditenvironnementales telles que la
température (Buchanan et Klawitter, 1992 ; Hudson, 1993 jefaving et al., 1994 ;Whiting et
Bagi, 2002), la vitesse de changement d’environnement @dkild et al., 2002), le pH et I'activité
de I'eau (Cheroutre-Vialette et Lebert, 2002). Toutes ¢adés vont dans le méme sens, plus les

variations sont brusques et importantes plus les tempstdada sont longs.

. La phase d’accélération : elle commence a partir de I'adsipn effective des cellules a leurs
nouvelles conditions de culture. Durant cette période,dieur du taux spécifique de croissance

augmente, jusqu’a atteindre sa valeur maximale.

. La phase de croissance maximale ou exponentielle : lerkgiconcentrations microbiennes sont
exprimées en coordonnées semi-logarithmiques en fondticemps, la pente de la droite cor-
respond au taux spécifique maximal de croissance.

Dans cette phase le taux de mortalité est nul, I'activitéabhélique est maximale et le taux de
croissance est constant. La croissance exponentielle gteaitdécrite par I'un des deux para-
meétres suivants : le temps de génération ou le taux de cruissaxponentielle. Le temps de
génération § est le temps de doublement de la population. Spitpopulation initiale, soit t

le temps et en faisant abstraction du temps de latence, lla ti la population a I'instant t est

donnée par :
t—A
Xx=x2 TG

On peut calculer facilement le temps de génération a paitine courbe de croissance expéri-

mentale tracée sur une échelle semi-logarithmique. Selprihcipe de scissiparité des bactéries,
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ona:

X = %Xp2"

ol n est le nombre de générations. On en déduit :

log(2)

On peut également estimer le taux de croissance expongngiglposant I'équation suivante :

log(x) = log(xo) + 1 (t—A),

Iog(%)
T2

ou log est le logarithme népérien. On en déduji = d’ou la relation suivante entre le

taux de croissance exponentielle et le temps de génération :

_ log(2)
=

u

4. La phase de décélération ou phase de freinage : elle iletrau fur et a mesure que le substrat
s'épuise ou que des produits toxiques s’accumulent. Lalptpn continue a croitre mais le

temps de génération augmente.

5. La phase stationnaire maximale : au cours de cette phaspopulation microbienne n’évolue
plus (u = 0) donc la population demeure stationnaire. Il y a un équdilentre le nombre de
nouvelles cellules et le nombre de cellules qui meurenteQxétase peut durer plusieurs heures

et méme plusieurs jours.
6. La phase de début de décroissance : elle correspond a un déldisparition des cellules.

7. La phase de décroissance exponentielle de la populatiette phase apparait lorsque le milieu
devient fortement défavorable a la multiplication des wHorganismes et entraine leur mort

rapide.

Bien que la forme de la cinétique observée soit simple, latcoction d’un modéle décrivant la globa-

lité de la cinétique de croissance n’est pas un probleméatriibe nombreux modéles primaires ont été
développés pour représenter les croissances de populatiorobienne. Les modeéles les plus couram-
ment utilisés en microbiologie prévisionnelle pour I'esiition des parameétres de croissance a partir
de données observées sont le modéle exponentiel, le mogiglegue et le modeéle de Monod qui sont a

I'origine de la plupart des travaux de modélisation des 6fhifres années. De tres nombreux modeéles
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Phases of growth curve

Deceleration
Exponential death

Lag
|Acceleration
Exponential
Stationary

Death

log OD

Time

FIG. 1.1 — Les phases de croissance

non structurés existent. En grande majorité, ce sont erdéagimples adaptations de ces trois modéles.
Les courbes de croissance sont ajustées par des modélesidsanice pour extraire les paramétres

cinétiques (par exemple temps de latence, taux de croigsatt).

1.3.2 Modéles mécanistes

Modéle exponentiel (1798)

La premiére théorie sur la croissance de populations remant XVIIIémesiécle avec l'essai
de Malthus intitulé "An essay on the principle of populati¢iMalthus, 1798). Son modéle est le plus
simple. Il suppose que la variation de densité bactériermhdécrite par I'équation différentielle linéaire
suivante :

X=X

ou x est l'effectif de la population considérée a l'instant test le taux de croissance constante. En

supposant la condition initiale(R) = xo, la solution de I'équation différentielle est :
X = xpeH!

Ce modeéle ajuste bien la phase de croissance exponentiadiis, il est mal adapté pour décrire les
croissances que I'on observe dans la nature et qui sont gégr@ent limitées. Les autres modéles que
nous allons présenter vont permettre de généraliser le tragiponentiel en intégrant les phases de

croissance stationnaire et les transitions entre les difiées phases de croissance.
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Extension du modéle exponentiel

Zamora et Zaritzky ont proposé en 1985 une extension sinpheadiéle exponentiel permettant de

tenir compte de la phase de latence :

Xo si t<A
X(t) =
®) { X ) si > A

ou A estle temps de latence. Ce modeéle suppose que le démarrbgerdissance exponentielle se fait

brutalement sans phase de transition et ne prend en comfgaaiuration du milieu ni la décroissance.

Généralisation du modéle exponentiel

La généralisation du modele exponentiel peut étre faiteadadon suivante :

x= 1 £(t) gX) X

ou f est une fonction décrivant I'évolution du taux de crais®e durant la phase de latence et g est une
fonction de freinage aboutissant a la phase de saturatiomdieu (équilibre naturel entre le milieu et

la population microbienne).

Le modele en trois phases linéaires (Buchanan, 1968)

Le modéle de Buchanan est un modéle trés simple qui peutétrié par trois phases : la phase de
latence, la phase exponentielle de croissance et la phaterstaire. La formulation mathématique de

ce modéle figure ci-dessous :

X0 si t<A
Xmax Si tnax<t

X est la densité bactérienne au temps §;,a densité bactérienne initialey, le taux spécifiqgue de
croissance maximumgXy, la densité bactérienne maximale gkt le temps auquel débute la phase
stationnaire (i.e. temps pour lequel la densité bactéreeast maximale,may)-

Le modele de Buchanan en 3 phases linéaires est utilisé @bgsmment dans I'ajustement de données

de croissance de E. coli 0157 :H7 (Buchanan et al., 1997).

Quand on considére une culture de bactéries, peu nombrewsdspart, sur un milieu riche, I'expé-

rience montre que ce modéle exponentiel est correct tarlbqumurriture est assez abondante. Pourtant
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on comprend bien que les ressources vont venir & manquepeplalation ne pourra pas grandir indé-
finiment. Il n'existe pas, pour une raison évidente de littotade I'espace, de population pour laquelle
le modéle exponentiel soit valable jusqu’a la fin du tempss€pourquoi on a rapidement cherché a
modifier ce modeéle de fagon a 'freiner’ sa croissance quartdilke de la population augmente. L'idée
est de remplacer la constante par une fonctionu(x) qui décroit quand x augmente et qui finit par
devenir négative. La population a un taux de croissance dmsren moins fort au fur et a mesure
gu’elle croit (les cellules ont de plus en plus de mal a seadpire) au point de devenir négatif (pour
une population trop abondante les cellules commencent airmadRlusieurs auteurs ont travaillé sur
se sujet, souvent avec des différentes hypothéses surctifop (x).

Historiguement ces modeéles ont été introduits par vertanst838.

Le modeéle Logistique (1838)

En 1838, Verhulst propose une équation différentielle, @éimodéliser la croissance d’'une popula-
tion animale se stabilisant au cours du temps. Cette équatsh connue sous le nom de loi Logistique.
Elle repose sur I'hypothése que I'accroissement relatifadeariable x modélisée décroit de fagon li-
néaire avec elle.

X

KX

la capacité limite du milieu (Carrying capacity) K étant partionnelle au nombre de proies. A ce jour,

X= l-lmax(l_

les applications de cette loi sont généralisées, et cotnvadn fois les descriptions de croissance de
cellules, d'organes ou d’organismes. En particulier, ddmas de la description d’une cinétique de
croissance de micro-organismes, elle prend la forme sté/grour laquelle x représente la population
microbienne el la vitesse spécifique de croissance :

X= H(X) X= Hnas(1— 20) X (1.1)
Le parameétreumax est la vitesse spécifique de croissance maximale suppdségeatés le début de la
culture. K est la capacité limite du milieu. Cette capacitdite correspond a la population maximale
qui est obtenue en fin de croissance, lors de la phase staii@Pour une condition initiale (0) = xo,
la solution est donnée par :

B Xg eHmaxt
)

X
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Ce modéle simule la vitesse de croissance par des équatiorfery intervenir uniquement le temps
et la concentration en biomasse. Le modéle Logistique aaégérent utilisé pour modéliser la crois-
sance de micro-organismes tels que : Xantamonas campg@stisia-Ochoa et al., 1990 ; Chin-Hang
et Shang-Tian, 1990), Pseudomans aeruginosa (Venkata,et981), Stresptococcus lactis et Stre-
tococcus cremoris en co-culture (Ramon-Portugal, 1991)yé8Ra1992), Gluconobacter suboxydans

(Chandrashekar et al., 1999), Megasphaera elsdenii (Sotaz et al., 2002).

Modeéle logistique généralisé

Comme le montre le modéle logistique, le taux de croissapéeifique diminue linéairement avec
une augmentation de la concentration de la biomasse, quampbroche K, le taux de croissance spé-
cifique approche zéro. Un rapport linéaire entre le taux deissance spécifique et la concentration
de la biomasse pourrait étre considéré comme cas spécifigilipeut ne pas étre valide pour toutes
les contraintes. Une forme modifiée d’équation logistiquEtéaemployée pour décrire la cinétique de
croissance de cellules en présentant un index de I'effabitefr 'r' qui explique la déviation de la
croissance du rapport exponentiel

X

X=U(X)X= umax(l— (R)r) X, r>o 1.2)

donc si r= 0, on n'aura pas de croissance et sit'l, c'est le modéle logistique standard. Quand r
varie entre 0 et 1, le modéle décrit un degré plus élevé diitibh comparé a la croissance logistique.
Quand r> 1 la croissance se trouve entre les modéles exponentielgistitpues.

Pour une condition initiale 0) = Xo, la solution est donnée par :
K
X(t) =

(&) -]

Modeéle logistique avec délai de rupture

Kono, en 1968, a proposé un modeéle plus simple (repris pardResal. en 1995) : le modele
logistique avec délai de rupture. Il suppose I'absence agssance durant la phase de latence et de
transition entre cette phase et la phase de croissance exypiefe (rupture). Le modéle prend I'expres-
sion suivante :

Xo si t<A

1- % (1—e“max(tf/\)> si t>A
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avec x est la concentration bactérienne au tempsot,; I& densité bactérienne initialefimax le taux

spécifique de croissance maximum et K, la densité bactérigraximale.

Modéle de Gompertz (1825)

Les adaptations essentielles des modéles exponentiets giprendre en compte le ralentissement
de la croissance observé lors de la culture en réacteur bedti'importe quel micro-organisme. Les

modeles s’expriment donc comme des déclinaisons de lalfogénérale suivante :
X=UX

Différentes approches ont été proposées. Tout d’abordaniEmnagements de la loi logistique permettent
notamment de modifier la courbure de la phase de ralentisser@e sont les modéles pour lesquels

U = U(X). Le modéle de Gompertz est une de ces approches définit pelateon suivante :
: K
X = H(X) X= Hmaxl0g <;> X (1.3)
dont la solution est donnée par :
x(t) = K glloa(i)e =),

Modéle de Gompertz modifié

Gibson et al., 1987 ont proposé I'utilisation des modélgistiiques et de Gompertz. Les paramétres
du modéle de Gompertz ne sont pas directement interprétafig@etering et al. [1990] ont, pour cette
raison, proposé une simplification de ces deux modéles ssmrfiaapparaitre les paramétres classiques :
concentration initiale ¥, concentration maximale K, temps de lateAcet taux de croissance maximale
Unax L€ modéle de Gompertz modifié est un modéle purement en®igig ajuste en général les
données de croissance observées de maniére satisfaipaamoins, il présente un certain nombre
d’'inconvénients mentionnés par divers auteurs (Dalgaaf95 ; Membre et al., 1999 ; Van Gerwen et

Zwietering, 1998 ; Whiting et Cygnarowicz-Provost, 1992) :

1. Son utilisation conduit a une surestimation systématidqu taux de croissance par rapport a
sa définition classique (pente de la phase exponentiellealesance en coordonnées logarith-

miques) ;

2. Savaleur au tempst 0 ne correspond pas au niveau initiad x
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3. Son ajustement ne peut pas étre réalisé si la cinétiquaaiesance n'est pas suivie jusqu’a la

phase stationnaire ;

4. Enfin, ce modéle n'est pas directement utilisable pouuksindes croissances en conditions en-

vironnementales variables dans le temps.

La formulation mathématique (forme analytique) de ce nmftiglre ci-dessous :

€ gmax(A —t)
"oy U

y(t) = Yo+ (Yo—Kp)e €

avec yit) = log(x(t)), K. = log(K) et yp = log(xo). X(t) la densité bactérienne au temps f; Xa den-
sité bactérienne initiale pmax le taux spécifiqgue de croissance maximum et K, la densité&tene

maximale.

Malgré sa forme, ce modéle suppose que la croissance estralaxilés la fin du temps de latence.
Ce qui ne correspond pas forcément a la réalité. On peut et sffpposer que, lors de la phase de
latence, le taux de croissance augmente progressivementatteindre a la fin de cette phase le taux
de croissance exponentiel. Une autre extension des mauiétesire a consisté ainsi en l'introduction
d’'une fonction d’accroissement au cours du temps du tauxalssanceo (t). Baranyi et al. [1993] ont
proposé un modéle combinant la fonction de freinage lagistiet une cinétique du passage des cellules

de la phase de latence a la phase de croissance exponentielle
eﬂmax/‘\( )—1
y(t) =Yo+ I—lmaXA(t) - |Og 1+ W

ou

A(t) =t4+ |Og (e—IJmaxt + e—IJmax)\ _ e—l—lmax(t+)\>> .

Umax

Ce modele reste trés complexe et est trés peu utilisé.

Modéle de Baranyi

Le modéle de Baranyi est un modéle un peu moins empirique et guésente pas les inconvénients
cités précédemment. Il est basé sur des hypothéses dyrmagjgiipeuvent certes étre discutées, mais vu
comme un modele descriptif, il convient mieux a I'ajustendercinétiques de croissance microbienne
que le modele de Gompertz modifié (Baranyi et Roberts, 1994ntkvieet al., 1999 ; Van Gerwen et

Zwietering, 1998). De plus, sa formulation dynamique pérsoe utilisation directe pour simuler des
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croissances en conditions environnementales variablas tatemps, utilisation qui a déja été validée
par plusieurs auteurs en conditions thermiques variabllayi et al., 1999 ; Baranyi et al., 1995;
Bovill et al., 2000 ; Bovill et al., 2001). La forme analytigjdu modéle de Baranyi est décrite ci-apres :

_l_i_e/\/lmax_i_ eﬂm(—,\xt
eﬂmaxt —1+ 1O(KL—YO)62\ Hmax
avec yt) =log(x(t)),KL =log(K) et yp = log(Xp).

y(t) = K +log (1.4)

1.4 Modeles avec limitation par le substrat

Soit Xt) la concentration de bactéries a l'instant t €t sla concentration disponible de nourriture
au méme instant. Les bactéries et les molécules de nowrriomt assimilées a des particules agitées
d’'un mouvement brownien et que tout k molécules de noweritencontrées par une bactérie sont
transformées en une bactérie. Dans ces conditions, la mitdin de masse, utilisée par les chimistes,

est validé. On a:

S:—%sx
X=USX

qui posséde clairement la propriété :
X(t) +kg(t) = x(0) + kg0)

et, si nous remplacons dans la deuxieme équation s par sane@tefonction de x, nous obtenons :

X=u (x(O) +ks(0)) (1— WXI@(O)) X,

c’est a dire une équation logistique. Toute fois ce modéleréguable. En effet il stipule que le taux de
transformation du substrat s en population de bactéries&sttement proportionnel a la croissance ce
qui estimpossible. Le taux de transformation en fonctios el certainement une fonctipis) bornée,
un organisme ayant forcément une limite dans sa capacitéarhbr du substrat. Plusieurs auteurs ont
travaillé sur se sujet, souvent avec des différentes hggethsur la fonctiop (s). Historiguement, les

premiers modeles ont été introduits par Monod en 1941.

1.4.1 Modéle de Monod

Le modéle de Monod est décrit par le systéme suivant

S:—&ks)x,

X= U(S)X.

(1.5)



1.4 Modéles avec limitation par le substrat 17

ou s le substrat, x la biomasseete taux de croissance spécifique de la biomasse x.

En étudiant les aspects quantitatifs de la croissance digres bactériennes en fonction de la concen-
tration du substrat limitant, Monod présente [71,72] desuléats expérimentaux relatifs a la croissance
de E. coli pour trois types différents de substrat limitagiucose, mannite et lactose. Pour ces résul-
tats, Monod propose une relation entre la vitesse spécifitpueroissance d’un microorganisme, et

la concentration en substrat limitant, s donnée par :

(9) = Hmax
H(S) = Hmax kets
Cette équation dépend de deux parameétres :

1. la vitesse spécifique de croissance maxinuaig.

2. ks, définie comme I'affinité que le micro-organisme a pour lessnal limitant. Sa valeur numé-

: R . . : 1
rigue correspond a la concentration en substrat nécesgag obtenlrE Urnaxe

Le modéle de Monod représente la base en matiére de modiisde la croissance microbienne.
Beaucoup d’adaptations ont été faites, sur ce modéle, dmm nitons quelques-unes ci dessous, ou le

taux de croissance dépend uniqguement du substrat.

Auteurs Taux de croissance
SII
Moser (1958) Urnax ksi-S”
Hanson et Tsao (1972 umaxn
.
Konak (1974) Urnax %
K bmax +s
Kargi (1977) Ilm;x ket
S
Sokol et Howell (1981) — =
( ko + g
Teissier Urmax (1 - eis_s)

FiG. 1.2 — Cas de croissance limité par le substrat

1.4.2 Limitation et inhibition par le substrat

En étudiant les données expérimentales sur la croissandéitdzbacter winogradski avec du ni-

trate comme substrat limitant, B. Boon et H. Laudelot (196®&)gérent que la fonction proposée par
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Monod ne pourrait pas étre valable pour certains substratsspnt limitant & concentrations modé-
rées mais qui a forte concentration s'averent inhibiteuosipla croissance des espéces. L'utilisation
des fonctions monotones devrait étre en conséquence umpéeisisd’une relation fonctionnelle entre
le substrat limitant et la fonction de croissance. Pour ls eaec inhibition, ils proposent une courbe

d’interpolation définie par la fonction suivante (plus consous le nom "modéle de Haldane”) :

S

S) = _ .
ll( ) “maxks_i_s_i_%

La constante kest la constante d’inhibition qui représente la concentnaten substrat a partir de la-
quelle, le substrat devient inhibiteur pour la croissaneela biomasse. Il faut noter que sidst assez

grand, le modéle est équivalente a celui de Monod.

Cidessous quelgues modeéles adaptés dont le but est deed@nohiibition par le substrat lui méme.

Auteurs Taux de croissance
Andrews (1968) Urmax ;S
(ks+ S)(E +1)
Edwards (1970) Urnax > (1+ 3)
& Kk
ks + S+ T

Umax

Ro| 0=

o+s+ o (1+ §)

ki k
Luongl (1987) S <1+ S>”
g Mmax stk < )
Han et Levenspiel (1988)  tmax S e <1— E)
S+Ks (1 — —) x
=
Aiba et al S eﬁ
. /-1max k5+s
> >
Teissier pmax (e K —e k)
Wayman et Tsen > si s<s
y g Mmax kts <
Urnax —k(s—s") si s>¢

ks +S*

FiG. 1.3 — Limitation et inhibition par le substrat
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1.4.3 Modéles densité-dépendants

En 1989, Arditi et Ginzburg [1], dans le contexte de I'étudeld relation «proie-prédateur» ont
proposé de remplacer la réponse fonctionnelle $i(s) par une fonction «densité-dépendante», c’est-
a-dire de la forme s— u(s/x). Cette approche a été trés fructueuse pour 'amélioratiediadcompré-
hension de la relation proie-prédateur et des chaines timqus, et elle a été explorée dans le cadre
de I'étude de la compétition en culture continue (chempstats elle ne semble pas avoir été explorée
dans le cadre des cultures batch (sans entrée-sortie).

La croissance de la biomasse et la consommation du subipendl non seulement du substrat dispo-

nible, mais aussi de I'état courant de la population.

=

X7

ou s désigne la concentration du substrat a I'instant t. Xgiésla biomasse au méme instant.

1.4.4 Modeles tenant compte du retard de consommation du satrat

Dans certains cas, le substrat capturé n’est pas immédaterssimilé par les bactéries. Ci aprés

plusieurs approches qui permettent d’expliquer ce phémenainsi que les comportements oscillants.

Modeles a mémoire

Pour définir la croissance spécifique et les modéles de tawwcodsommation capables de prévoir
les comportement oscillants, la croissance spécifique &ur de consommation sont supposés des
fonctions non-linéaires de l'instant t et des valeurs pass#es variables biologiques x et s. On considere
deux approches différentes pour I'incorporation de la fimt mémoire. Le premier suppose que la
fonction mémoire représentant les effets de mémoire (lesinsapassées des variables biologigues),

K (t), participe directement a la formation du taux de croissaspécifique :
t
u©) = [ ps(x(h).s() Ke(t—n

ou u(t) - est la valeur actuellement observée du taux de croissgpéafgjue ;us (x(h), s(h)) - le taux
de croissance spécifique qui aurait été compris si le sysexpleité a un état stable caractérisé par la

valeur correspondante x et s pendant une période prolongéerdps. La deuxieme approche suppose
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que la fonction mémoire Kt) participe au taux de croissance spécifique indirectemeribenant une

moyenne pondérée des concentrations de substrat préeadént:

H(®) = ps(x(0),20))

Z(t) :/tms(h) K (t—h)dh.

Dans le cas ou(t) = u(s(t)), les deux approches sont identiques.

Supposons que le taux de croissance spécifique incorpor ldmuation de biomassey (t) et ceux
fusionnés dans I'équation de substrap(t), peut étre calculé par I'une de ces deux approches. Les
fonctions mémoire d’ordre zéro exponentielles suivantes :

Krl(t) =a —a1t7

KP(t) = ape™',
ou & et @ sont des paramétres d'adaptabilité présentés pour la bgs@at le substrat, respectivement.

On considére deux cas différents correspondant aux appsode modélisation présentées ci-dessus.

Premier cas - Le taux de croissance spécifique et le taux deoommation spécifique sont définis par
la premiére approche avec deux fonctions mémoires difféseift et K? données ci-dessus, respective-

ment. On obtient ainsi le modéle suivant :

.
§=—7°x,
X= H2 X,

p=aq(p(s)— ),

te = ag( U(s) — Lz).
Deuxiéme cas - Le taux de croissance spécifique et le tauxndemmnation spécifique sont définis par
la deuxiéme approche avec deux fonctions mémoires difééréfh et K? définies ci-dessus, respective-

ment. On obtient ainsi le modéle suivant :

X= U($2,X)X,
S =a1(s—9),

$=a(s—s1).
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Modeles a retard

Le modéle incorpore le retard de temps discret de la converde substrat consommeé a la biomasse
viable et inclut le retard simultanément dans le subst(gt st dans la biomasse a I'instant t. Etant
donné quer > 0 est le temps suffisant pour que le substrat soit converti em&gse. Ainsi(x— 1)
représente la biomasse des micro-organismes, parmi lecesp, qui consomment le substrat et le

modele est donc donné par :

X=U (s(tk— T)) X(t—1).

1.5 Croissance en présence de produits

1.5.1 Modéele de Luedeking et Piret

L'intervention d’un produit dans I'équation de descriptiale la croissance microbienne nécessite
I'expression de la dynamique propre de ces constituantssiAil est nécessaire d'écrire un systéme
différentiel dans lequel sont décrites les évolutions déct®les variables d'état qui interviennent dans

I'équation de la vitesse de croissance. On obtient alors syestémes dynamiques qui ont les formes

suivants :
s=f(sx,p)
X=9(s.x,p)
p=nh(s,x p)

Ou s représente la concentration de substrat, x représantercentration de biomasse et p la concen-

tration de produit formé au cours de la culture.

En 1959 Luedeking et Piret [67], ont proposé une expressiatihématique pour décrire la cinétique
de production de métabolites au cours de la croissance. tradayénérale de cette expression est la

suivante :
p=ax+pBx (1.6)

Si on se ramene a l'unité de biomasse et en notgnt ;p etu = ol I'équation [I.6) est donc :

Vp=au+p
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Les cinétiques de formation des produits microbiens pdiétem alors divisées en trois groupes (Schi-
gerl, 1985), qui correspondent chacun a un comportemenaboétue différent. Ainsi, I'apparition

d’un produit peut étre :

1. Liée a la croissance quand le produit est formé simultar@m la biomasse. Dans ce cas, les
vitesses spécifiques de formation du produit et de croigsaat proportionnelles.
p
—=Vp=0au.
x VP aH
Un exemple de ce type de cinétique est la production d'acideogique par Gluconobacter

oxydans (Schiugerl, 1990).

2. Dissaociée de la croissance quand un métabolite est préols de la phase stationnaire alors
gue la vitesse de croissance est nulle. Cette fois, la @tssécifigue de formation du produit est
constante.

g =Vp=[.

En particulier, les antibiotiques sont des exemples otpges de dissociation de ces deux activités

métaboliques. Par exemple, la production de pristinamysasStreptomyces pristinaespiralis.

(Maung, 1987).

3. Partiellement associée a la croissance quand la formatiio produit est présente lors de la phase
de croissance et lors de la phase stationnaire. Ainsi, lesgé spécifique de production peut étre

exprimée selon le formalisme mathématique complet propastuedeking et Piret (1959).

Vp=au+p.

La fermentation lactique par Lactobacillus lactis (Béalosil., 1994), la production de gomme
xanthane par Xanthomonas campestris (Chin-Han et Shamg-Ti990) la production d'acides
gras volatils par Megasphaera elsdenii (Soto-Cruz et c@lD02), sont représentatifs de I'asso-

ciation partielle croissance-production.

La cinétique d'utilisation de substrat donnée ci-dessdai gne forme modifiée du modeéle de Leudeking-
Piret. La consommation de substrat dépend de I'importareéals termes, le taux de croissance des
cellules, le taux instantané de formation de produit et @' tonction d’entretien de la masse de cellules.
La cinétigue d'utilisation de substrat est une combinaikoéaire de ces termes(Weis et Ollis, 1980) :

X P
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En combinant[{116) e[(1.7), on obtient

s:-(%%) x—(kﬁp+ke) X. (1.8)

1.5.2 Applications du modéle Luedeking et Piret
Modéle de Luedeking et Piret combiné avec le modéle logistig

Le modele de Luedeking et Piret combiné avec le modéleitpgs{Weis et Ollis, 1980) est déve-

loppé en combinant les deux systeriied (1.1 6t (1.6) on bbtien

Py —FP
X Umax<1_ %)
En intégrant cette équation on obtient
el—lmaxt K Xo ot
P=po+ a Xy 1% (1_ o) —1} + B — log {1—R(1—e“ )}.

Maintenant en réécrivanf{1l.8), on obtient

En intégrant on obtient

B
S=%— (%Jrkgp)x() [1_%?‘1%2%;) —1} —%Iog [1-%(1-@‘%4) .

Modéle de Luedeking et Piret combiné avec le modéle logistig modifié

Ce modéle est développé en combinant les deux sys{éniest ({LA) on obtient

d
L

X a1 ()
En intégrant cette équation, on obtient

X"Oerl»lmalxt
1— %(1— erl»lmaxt)

r I
p=pot+a —Xo +[3Xm—axlog[1—xri(1—er“maxt) .

I-lmax max

Réécrivant[(TI8), on obtient



24 Chapitre 1 : Modélisation mathématique en culture batclat & I'art

En intégrant, on obtient

mart Bt ke)x,
g 62 o)

Application du modéle Luedeking et Piret (2005)

Burhan et al. [15] ont proposé un modéle mathématique, baséles données expérimentales et
approprié a la description et a la prévision du processusalsyinthése microbienne de CGTase par les
cellules bactériennes immobilisées. Le modeéle prend esidiénation la croissance microbienne, I'in-
hibition du substrat, I'affaiblissement de la culture nubrenne en fonction du temps et la dégradation
de produit. Le modéle convient a I'évaluation des taux déssemce spécifiques et des coefficients de
rendement pour la croissance libre et 'immobilisation @edlules. Le modéle est employé pour éva-
luer des constantes cinétiques a partir des données expgtaies pour la production microbienne de

CGTase par des cellules du Bacille Circulans ATCC 21783 danisio-réacteur colonne a bulle.

X = u(s)—m) X, (1.9)

p = (aus+B)x

s représente le substrat, x la biomasse et p est la concentrdti produit présenté comme étant I'acti-
vité de la CGTase. m la mortalité, k est le coefficient de reraie.a est le taux constant de production
de CGTase dans la phase de croissang@ est le taux constant de production de CGTase dans la phase

stationnaire.u est le taux de croissance spécifique de la biomasse x.

S
umaX7k3+S—|- kS
7kes S
Hmax €

Modele de Andrews

S) =
Hes) Modele de Aiba

ks+s’

oU Umax €st le taux maximum de croissancgekt la constante de saturation de I'équation de Monod.

Modéles tenant compte des inhibitions

Nous donnons quelques modéles, du taux de croissance terrapte d'une inhibition par au

moins une des trois variables du modéle.
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Auteurs Taux de croissance
. >
Comtois (1959) Urnax @S
Aiba et al. (1968 —
ibaetal. ( ) Umaxks+skp+p
u ieﬁkp
max S+ ks i
S
Aborhey et Willi 1977 S
orhey et Williamson ( ) Umax ots 5+ kop
S T
Kishimoto et al. (1983 S
ishimo (1983) Himax ST
Tayeb et al. (1984 P
y ( ) Hmax kp T
Taniguchi et al. (1987) Umax € ~2PHD)
S
Luong (1987) Hmax ;ks(];_ kp) o~
Han et Levenspiel (1988 _— = (1-—
piel ( ) I«lmaxs_i_ks(l_%)m( X*)

n

S

Hmax m <l— £>

S+ kg <1— &) Pc

Leh et Charles (1989) Hinax ——————

St+ks(1+ 2
an

k=]

Ishizaki et al. (1989) Umax

ks+S+spk
Béal (1991) L >

—————
ks+s+%

FiG. 1.4 — Modéles tenant compte des inhibitions

1.6 Culture mixte

Les cultures mixtes de micro-organismes sont trés fré@setdns les procédés fermentaires. Para-
doxalement, les études sur ces fermentations mixtes seg eares ; alors que de nombreux travaux
analysent et mettent en équations les cinétiques de crmiesaicrobienne en culture pure, trés peu
s'intéressent aux interactions au sein de co-culturesimopht plusieurs micro-organismes. Ce retard
s'explique essentiellement par des difficultés d’ordrederpental, les plus importantes concernant le
dénombrement et surtout la caractérisation des difféeataiches partageant le méme milieu. Ainsi les
cultures mixtes ne font que trés rarement I'objet d’'une niisdion, contrairement aux cultures pures.
Ceci peut paraitre étonnant au vu de la place des systemedtiplersiagents de bio-transformation

rencontrés, dans le domaine agro-alimentaire en partaulie développement de modéles mathéma-
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tiques tenant compte de la diversité des micro-organism@tiqués et de leurs interactions devient de
grand intérét.

Pour prendre en compte les interactions en cultures mixtést exprimer le taux de croissance ins-
tantané de chaque population non seulement en fonctionrdpst¢ et de sa densité bactérienne mais
aussi en fonction de la densité bactérienne de I'autre patmn. Il s’agit donc d’'une modification au

niveau du modéle de dynamique. De fagon générale, ces égsigteuvent s’écrire :

X]_ = f(X]_, X2)
X2 = g(X1,%2).
On présente dans ce paragraphe quelgues-uns des rares leseti@omodeéles de croissance en culture

mixte. Ces modeéles sont, généralement, limités a des sst@#naires.

1.6.1 Les systemes de Lotka et Volterra pour les compétitien

Nous nous plagons dans la ligne des travaux d’écologie madkique initiée dans les années 1920
par les travaux de Lotka et Volterra, travaux dans lesqueséaintroduite la représentation des inter-
actions entre espéces par des systéemes d’équations wiifédies.

Lotka et Volterra ont proposé en 1920 le premier modéle dessamce décrivant une interaction entre
deux populations (Bailey et Ollis, 1986). Il est basé suyibthése que la croissance des deux popula-
tions dépend linéairement des effectifs des deux popokatimotés x et %. Il s’agit d’'un couplage de

deux modéles logistiques. Ceci se traduit formellementgsarelations suivantes :

: X1 + Q12X
1 1+ Q12X
X1 = Hmax 1—T X1,
: X2 + 021X
2 2+ Q21X
X2 = Unax 1—T X2.

Larelation d’ordre entre les deux coefficients de comp#tit,, et a1 permet a elle seule de connaitre

l'issue de la confrontation des deux populations :
1. Siaix = as,, les deux espéces sont équivalentes.
2. Siap > 1> a1 0uaip < 1< azy, on aura une exclusion par I'espéce dominante.
3. Siapp > letary; > 1, on aura une exclusion compétitive selon les conditiorimlas.

4. Siap < letayr < 1, on aura la coexistence des deux populations.
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On observe donc une coexistence des deux espéces seulelmerst coefficients de compétition sont
faibles (i.e. I'impact réciproque de I'une sur I'autre esibile), mais notons que la coexistence est tout
de méme possible. Cependant, ces coefficients de compégfendent forcément de I'utilisation que
fait chaque population des ressources qui leur sont comeiUB@mme ces ressources ne sont pas spé-
cifiées par le modéle, les valeurs des coefficients de cdiopéitre deux populations ne peuvent étre
estimées a priori. Elles ne peuvent étre connues que suitee premiére confrontation. Ce modéle a
donc peu de caractére prédictif. Seul un modeéle prenant erpt® explicitement la relation entre les

populations et leurs ressources peut pallier a ce défaut.

Volterra (1931) a étudié la "coexistence de deux espécesspaitdnt la méme nourriture”. Il sup-
pose que la quantité de nourriture disponible est une fonatiu nombre d’individus de chaque espéce

et que la vitesse de développement en dépend.

X1 = “r:’hax(l_ % f(X1>X2))Xl

%o = u,%ax(l— r f(xl,xz))xz

Avec x (resp. %) : nombre d'individus de I'espéce 1 (resp. 2)(xf,x.) : nourriture disponible ;u?..
(resp. 2,y : taux de croissance de I'espéce 1 (resp. 2)iefresp. ) : constante positive correspon-
dant au besoin de nourriture de I'espece 1 (resp. 2). Inddpemnment, Lotka a proposé un systeme
d’équations trés proches. Actuellement, les deux modetegassemblés sous I'expression "équations

de Lotka-Volterra”. Le modéle de Lotka-Volterra est aufdhui repris sous diverses formes.

Ce modele a par la suite donné lieu a diverses adaptations$ alopeut citer celle de Gomatam
en 1974, qui s’appuie sur un descriptif de croissance du m&mpe que Gomperz a la place d'une

description de type logistique (Lebreton et Millier, 1982)

. by log(xy) + ¢1 log(x
% ”lax<] 1 g( 1) - 1 g( 2)) X
. by log(xo) + ¢ log(x
Xo Hzax<] 2 g( 2) : 2 g( 1)) Xo

1.6.2 Applications du modele de Lotka Volterra

Effet killer chez les levures (Ravaz, 1992)

Une approche similaire a également été retenue lors desiprerttavaux de modélisation de I'effet

killer chez les levures (Ravaz, 1992). Le modéle proposépadiée comptait 3 variables d'état : la
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population en levures sensibles viablas la population en levures Killer viables et la population

en levures mortes totales.X_'évolution de ces variables d'état était basée sur le&ayst différentiel

suivant ;
1—X1+Xo+bx
. 1 1+ X2 3 .
X1 = Hmax K X1 —X3
" b
1—X1+X+bx
. 2 1 2 3
X2 = Hmax K X2
2
X3 = O Xp.

Modéle de Brown et Rothery (1993)

La formulation de Brown et Rothery permet la comparaison deystéme d’'équations avec un

modéle primaire a équation de freinage logistique.

X1+ A12X%2

v 2
X1 = Hmax | 1 Ky X1
. X2 + 21X
2 2 211
X2 = Mmax ( 1— Ko X2

Avec % (resp. %) : population de la souche 1 (resp. 2) 1 Kresp. K) : capacité maximale du milieu,
de I'espéce 1 (resp. 22, (resp. p2,,) : taux de croissance maximal de I'espéce 1 (resp. 2);etet
a1 : coefficients d'interaction. Dans les équations de Lotkétérra, la croissance de chaque souche
est freinée par son propre développement selon la fonctdrethage classique et par un effet de I'autre

population.

En 1934, Gause a utilisé ces équations pour modéliser la étitigm entre deux levures : Sac-
charomyces cerevisiae et Schizosaccharomyces kephivalesrs dep! ., et K ont été estimés par
ajustement a des données issues de cultures pures. Puadessvdea:» et as; ont été estimés a par-
tir de cultures mixtes. Depuis les travaux de Gause, lesté@nsmde Lotka-\Volterra ont été trés peu

appliquées a la modélisation des interactions bactérisnne

Modéle de Dens (1999)

Dens et al. (1999) ont proposé un nouveau modele en combimanodéle de Lotka Volterra et
le modéle de dynamique de croissance de Baranyi. L'évaolud&s populations ixet % suit dans ce

cas la dynamique suivante, pour laquellead o représentent I'état physiologique des souches 1 et 2
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respectivement :
.1 Q1 ( X1+0!12X2)
X1 = 1- X1,
1 Hmax:l__(;q:L ) _’_K&L ) 1
o2 2 < 2 21X1
Xo = 1- X
2 “maxl_’_q2 Ko ) 2 (1.10)
(= HmaxC
q2 = ur%aqu'

Les deux derniéres équations peuvent s’écrire :
1 2
=g emt et = qfetmet.

Le systemd(1.10) s'écrit alors comme un systéme de deuticgitpua

.1 Q1 ( X1+012X2)

X1 = 1- X1,
1 umaxl_aql . _|_KCC}. } 1
: 7) 2+ O21X1

Xe = Hnang % (1_ Kz )XZ

Un équilibre stable avec coexistence des deux populativmesugd stable) est possible. Dans ce cas, les
concentrations a I'équilibre des deux populations sont :

o K1 — 012Kq

= 1— a0
. Ko— 021Ky

X5 =
27 1— 002
Les concentrations a I'équilibre des deux populations ngedéent donc pas des concentrations ini-
tiales. Enfin, Dens et al. (1999) ont envisagé de nombreugesstons a ce modéle de base, en particu-

lier un effet de l'interaction sur le temps de latence et urisgpen compte de I'hétérogénéité spatiale.

Compétition entre deux souches de Listeria

Un autre exemple d'application du modéle de Lotka et Volesadonné par Cornu pour I'étude
de la compétition entre deux souches de Listeria : Listermoeytogenes et Listeria innocua (Cornu
et al., 2002). Le modele s’appuie sur une expression du tawassance de chacune des souches de
type logistique, pour lagquelle la fonction de freinage dégbee la population totale, K. La latence est
introduite par une translation temporelle de la forme ; pour i = 1,2. x; désigne la population de

Listeria monocytogenes, ef gelle de Listeria innocua. La dynamique en culture mixtedesinée par



30 Chapitre 1 : Modélisation mathématique en culture batclat & I'art

le systéme suivant :

0 si t<A

X1 = X1+ X :

! ut (1—%) X1 si t>A
0 Si tS)\z

Xp = X1+ X .

2 U2 o (1— 1JKF 2) X2 si t>A

1.6.3 Interaction en inhibitions et en limitations

Les modéles de type Lotka et Voltera considérent les irtterecentre micro-organismes d’'une
maniére globale, en faisant apparaitre la population quihngbite dans I'expression de la dynamique
d’évolution de chaque population. D'autres modéles entpdns dans les détails des mécanismes en
jeu et introduisent les variables d'état associées aux am@p intervenant dans ces mécanismes. Une

sélection d’exemples jugés significatifs fait I'objet duggaaphe suivant.

Croissance a transition diauxique de deux bactéries sur deusubstrats

En 1987, Kim décrit la croissance en co-culture discontideedeux bactéries évoluant sur deux
substrats (glucose ;5 et acide citrique : 8), chacun ayant la préférence de I'une des souches (Kim et
al., 1987). Le modéle propose une limitation de type Monad [@s deux souches (Klebsiella oxytoca :
X1 ; Pseudomonas aeruginosa j)xet les deux substrats. Le substrat secondaire (c’estaé+uin pré-
féré) de chaque souche est limité par le niveau d’expresiome enzyme clé 1gour la consommation
de $ par x et & pour la consommation dg par %. De plus, K. oxytoca produit un composé, ¢, qui
inhibe la croissance de P. aeruginosa. Le systéme est mepar le jeu d'équations différentielles

suivant ;
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X = (MA+H5) 1
X2 = (LA + H) % . N
L S Kz ulzul —
o=k (g amrs o) MRS
1,1
. S k}% Hg = HmaxB 17 | o €1
2=l <k§+51k|%+52_ez> avec 2_ 2 kszélksz
_ (1 a uﬁ IJA:“maxAkgz_i_SleZ
&Z—HA<W+7>X1—WX2 . S, Ke
S 5L He = HmaxB 7 o= w1 -
S = “BX2 uBX ket lete
I 7 e
S S
¢=a urxy — Bxq

Modéle des interactions non trophiques avec bactériocine

Dans le cas des interactions non trophiques avec bactérgdes dynamiques de la population
productrice et de la population sensible sont modélisé pasystéme a trois variables : x, la densité
cellulaires de la souche productrice, s, la densité cellalde la souche sensible gf,xa concentration

de la bactériocine, qui est considérée comme une molédilesitie

X:“max 1_(1%))(4_8_0})(
. 1-a)x+s

S = Hmax 1_%_[3)(] S
X4 = axX— pXg

avecLmax le taux de croissance maximal des deux souahese codt de la production de bactériocine,
K : la capacité maximale du milie\ : la vitesse individuelle de production de bactériocipe,le taux

de disparition de la bactériocine ét: le taux d'efficacité |étale de la bactériocine.

L'issue dépend des trois valeurs initiale$0x s(0) et x;(0) et de trois paramétreq : le colt de la

p o B

production de bactériocine, & etg=

max I-lmax I«lmax

Globalement, le systéme aurait tendance a évoluer vers ulhgre pure de productrices de bac-
tériocines (élimination des sensibles) si les cellules nt gutialement abondantes (et les S rares) et
inversement vers une culture pure de sensibles (élimimakis productrices de bactériocine) si les cel-
lules s sont initialement abondantes (et les x rares). Mai®a < g, il y a aussi un équilibre mixte

(point selle).
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Frank a aussi proposé un modéle sans molécule diffusibies dguel la mortalité d’'une cellule sensible

se fait suite a un contact physique direct avec une celllgte. Le systeme devient :

(1—a)x+s_a

X:Umax 1- K
gzumax 1— (1+)X—|_S_6X:| S.

Ce modéle présente peu d'intérét dans le cadre d'une étuslewures mixtes bactériennes puisque
les interactions directes bactérie-bactérie sont raramnk a également proposé un modéle en milieu
structuré hétérogéne (avec prise en compte de I'espaceprésente peu d'intérét dans le cadre d’'une

étude des cultures en batch.

Interaction killer entre deux levures (1997)

Ce type de cultures mixtes font intervenir deux souchesvdeds présentant une interaction de type
killer. Deux modeéles ont été proposés pour simuler la dygamie population dans de tels systémes.
lls ont été proposés d’'abord par Ravaz (1992) avec une approehtype Lotka et Voltera qui a été
présentée précédemment, puis par Ramon-Portugal et al. €h 19 ont développé un modéle faisant
intervenir la toxine a l'origine du phénomeéne létal obserilés’agit d'une approche descriptive du

mode d’'action de la protéine killer, basée sur la formatiommdcomplexe levure-toxine.

Soient x la population Killer viable, x la population sensible viablegXa population killer morte
et x la population sensible morte. z la concentration en toxiarsdle milieu et ¢ la concentration en

inhibiteur de croissance. Le modeéle est donné par :

Xp = “r%ax(l_ a]_C) - H&) X1,

%o = ( U2ax(1—aC) — 3 — mz> Xo,

X3 = Ugxa,

Yo = H§X2 +m2%,

z=apl (1—a10)x; —Wxz

¢ = a(Umax(1—a1C) X1 + HUfan(1— 820)X2) Xo.

U, est le taux spécifique de croissance maximal (souche kilip), est le taux spécifique de crois-
sance maximal (souche sensiblﬁj,est le taux spécifique de mortalité naturelle (souche B(illpj est
le taux spécifique de mortalité naturelle (souche sensibhlegst un paramétre de freinage de la crois-

sance de la souche Kkiller par inhibition intrinséque, est un parametre de freinage de la croissance
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de la souche sensible par inhibition intrinsequegst une constante de couplage entre production de
toxine et croissance de la souche killer, a est une cons@ateouplage entre production d’inhibiteur

intrinséque et croissance des souches killer et sensibEstmne constante cinétiqgue de mortalité des
cellules sensibles sous I'effet de la protéine killer. wuest constante cinétique de fixation de la toxine

sur les cellules sensibles.

Modéle de production de bactériocines (1998)

Il semble utile de présenter des travaux sur la modélisalioginétiques de production de bactério-
cines. Méme si ces travaux ont été effectuées en cultures,gumtérét de leur application ultérieure
a la modélisation de cultures mixtes est évident. Le modéleejeune et al. repose sur des hypo-
théses métaboliques et les parametres ont été ajustésiagmdonnées expérimentales. La croissance
de Lactobacillus amylovorus est modélisée par une crosaxponentielle, avec freinage logistique,
sans latence.

X= umax(l— %) X.

La consommation de glucose par Lactobacillus Amylovorudéxsite par le modéle avec maintenance

de Pirt.
$— —)—li —kex.

Avec s la concentration de lactose , k le rendemeng ket &oefficient de maintenance.
La production d'acide lactique est décrite par :
.S
p - kp'
La production de bactériocine est décrite par une doubleaéign. Tant qu'une certaine biomasse
critique n’est pas atteinte, la bactériocine est produitentne un métabolite primaire. Ensuite, la pro-
duction est stoppée, et I'activité décroit selon une cipetidu premiéere ordre.
C=kpx sSi x<X
p=-k si x>x ousi s=0.
Avec c le titre en bactériocine, ke taux de productionE le taux de dégradation et la biomasse

critique. Les valeurs numériques des coefficients ont éisiég d’'apres des cinétiques expérimentales.
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Modéle de croissance de Lactococcus lactis et Listeria mooytogenes

Breidt et Fleming ont proposé, en 1998, un modéle théorigned sur cing équations différentielles
autonomes et ont déterminé les valeurs des paramétres ysteajent sur des cinétiques expérimentales
de Lactococcus lactis et Listeria monocytogenes. Au civatdes modeéles présentés ci-dessus, celui-ci
repose sur une interaction indirecte sans bactériocinee modification physicochimique de I'environ-
nement. En effet Lactococcus lactis inhibe la croissanckisteria monocytogenes en produisant de
I'acide lactique et en abaissant le pH. Les variables d'&@it : % : la concentration de L. lactis,»x
la concentration de L. monocytogenes, c¢ : la concentratiora@de lactique, p : la concentration en
ion hydrogéne (qui correspondait au pH), et m : la conceimraen acide lactique (pris en compte car

sa fermentation par L. lactis augmenterait le pH).

X1 = H1 (07 P, ur:::\ax) X1
XZ = H2 (07 P, Ur%ax) X2

. c c
C=0, <l—— X1+ 02 (1——) Xo

P1 P2
p:y< P c—apfmx
P11
tel que
C, P, Hmax) = Hi 'V””<1_ orp L )
H1 ( p Umax) Hmax Hl(C’ P3, p4) HZ(pv Ps, p6)
) ) _ c p
C,p, = Min|1-— al_ '
Hz (€, P, Hmax) = Hmax ( Hs(c,p7.ps) " Ha(p, Po, |010)>

Avec p : concentration minimale d’acide inhibitrice pour la crei@nce de 1, p: concentration mini-
male d’'acide inhibitrice pour le métabolisme de %,:jgoncentration minimale en ions hydrogéne libres
pour la croissance de 1,gp(concentration minimale en ions hydrogéne libres pour &aholisme de
1, pr : concentration minimale d’acide inhibitrice pour la cre@nce de 2, §: concentration minimale
d’acide inhibitrice pour le métabolisme de 2; pconcentration minimale en ions hydrogéne libres pour
la croissance de 2 et;p. concentration minimale en ions hydrogene libres pour léatmg@isme de 2.
Breidt et Fleming ont associé les cultures pures et les mgtmixtes pour pouvoir ajuster les para-

metres du modeéle.
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Modele de sécurité alimentaire

La culture mixte, de Lactobacillus curvantus not¢g et de Enterobacter cloacae notég.xa été
étudiée en tant que systeme modeéle pour la contaminatianpeékervation des aliments (Malakar et
al., 1999, Martens et al., 1999) . Le modéle proposé est baisére limitation par le substrat s de la
croissance de chaque souche et sur une inhibition de lagaare de Lactobacillus curvantus sous I'ac-
tion de I'acide lactique p produit par cette souche. Les periances relatives de croissance de chacune
des souches en culture mixte sont principalement déteawnipér I'influence du pH. Leur approche est
assez similaire a celle de Breidt et Fleming (1998) mais fiisgris en compte la compétition pour le
substrat limitant et ont clairement séparé d’'une part llesttion des paramétres a partir de cultures
pures (Martens et al., 1999) et d'autre part I'utilisatiom dnodéle en prédiction (Malakar et al., 1999).

La dynamique du systéme est modélisée de la maniere suivante

X1:H1X1 si t>Aq
Xo= U2 Xo SI t>As

S=— ﬂ+ml X1 — &4-”12 X2
k1 Ko

p= <ﬂ+m3>xl

kg

avec

S 4(pH — pHr}ﬁin) (pHr:rL1ax_ pH)

1
e umaxk% +s (pHr:rHax_ pHr%\in)2 °P
Uy = ”r%\ax S 4(pH _ panwin) (pHr%ax_ pH)
k§+s (pHr%ax_ pHr%in)2
H_ pHo+bp
l1+cp

ou ab et c sont les paramétres de régression. L'adéquation emggiques prédites d’apres les cultures
pures et cinétiques expérimentales obtenues en culturdesist satisfaisante. Cette approche présente
donc des potentialités intéressantes pour une utilisagioprédiction, ce que ne permettrait aucun des
modeles empiriques envisagés. D’apres les auteurs, lGagbgr mécaniste déployée ici conduirait a
un modele plus simple qu’'une approche empirique. Le dépelopnt de méthodes pour le suivi et la
modélisation des cultures mixtes est donc actuellemera@s dans de nombreuses équipes travaillant

sur la dynamigue des populations bactériennes.
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Production de CGTase en fixant des cellules

Le modéle mathématique proposé par Burhan et al. [16] esptdpour le cas des cellules atta-
chée a un support solide. Burhan et al. supposent que lagegiinmobiliséesypeuvent se développer,
mais avec un taux de croissange différent du celui des cellules libres et deux coefficiemtsethde-
ment différents. Elles peuvent aussi produire de GCTamst@ourquoi, I'équation cinétique pour les
cellules immobilisées ont la méme forme que celle des esllildres. La possibilité de fuite des cellules
immobilisées des membranes est prise en considératiomviaefficient j. On aura donc le modéle

mathématique suivant avec des conditions initiales aéssci

. () H2(9)
s = ke X1 K X2,

X1 = H1(S) — My ) X1 +kmXo,
X2 = (H2(S) — M) X2 — kmXz,
p =a (ul(s)xl + [12(5)X2> +p (xl + x2> —op.

X1(0) =%10>0, X2(0) =x%0>0, s(0)=5>0, p(0)=0.

1.6.4 Ecologie microbienne : Chaine trophique

Un autre probléme qui peut se poser, dans la culture en battHe devenir d’'une chaine trophique.
On sait, par exemple, qu’un systéme prédateur-proie sittdans le cas d’une ressource non renouve-
Iée (la disparition de la proie entrainant celle du prédatelLe renouvellement du substrat permet-elle
la survie d’'une chaine alimentaire ? C’est a ce type de qaegjue répondent les auteurs travaillant

sur ce sujet. Une chaine-trophique en culture batch esti@ggar le systéme suivant :

. X

$ =—m©f,

. L X2

X1 szMQ—m)—wuﬂ%,

X :K(HKKAJ—WO‘—W+KN)ﬁEﬂ i=2.n,
Yi+1

%:#(WWAFmJ

La variable x désigne I'espéce du i-eme niveau trophique. Le coefficienteprésente le taux de
mortalité de la i-eme espéce. Les fonctions N, — R, (avec i= 2,...,n) décrivent la croissance du
prédateur x.; sur la proie x. L'espéce xest dans le i-eme niveau trophique. Il est en méme temps le
prédateur de I'espece dii — 1)-eme niveau trophique et la proie pour I'espéce(dy 1)-eme niveau

trophique. En ce qui concerne la modélisation des fonctitmgrédation K, dans le cadre de I'écologie
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théorique, il y a une classification fournie par C. S. Hollighgns une série de travaux [21,49-51] relatifs
a la modélisation des systémes du type proie-prédateus l@guels on propose une classification des
différents types de prédation. On considére le mouvement pFédateur comme la trajectoire d’'un
disque dans le plan. Ce disque a un rayon r dépendant du nomiles proies existantes (i.e=r(p))
et est centré au prédateur. De plus, le prédateur a une @tessstante v. L'aire parcourue par le
disque dans un temps &st donnée pa2rr (p)vT,. On suppose que le prédateur n'est pas capable de
repérer toutes les proies de la région parcourue : il existecoefficient de détectabilité &[0, 1] qui
correspond au quotient (Especes repérées/Total d’espéBep le nombre de proies existantes dans
I'aire parcourue par le prédateur alors le nombre des prorescontrées pest donné par : p=
a(p)Typ avec &p) = 2nkr(p)v. Le prédateur essaie de capturer toutes les proies déec#e plus,
il existe un coefficient de capturabilite¢ € [0,1]. Alors, le nombre des proies capturées est donné par
I'équation :

Pc=V pa="Va(p)Typ.

Le temps Jparcouru par le prédateur est décomposé de la fagon suivante

= Tt —TcPa  —VTmPa
Consommation Chasse Manipulation
Si on suppose que le rayon du cercle est constant (i®.-aa) et & = Ty, = 0, c’est-a-dire, le temps de
chasse et manipulation de la proie est négligeable par rapgpta consommation, on en déduit d’aprés

les équations que le nombre des proies capturées est domtet foaction du type | :

H(p) = atkp.

Néanmoins, Holling suggére que cette fonction ne fourninodéle valable que dans un intervalle des
proies pe [0, p*] qui détermine la phase de croissance de la population dedapeérs. En s’appuyant
sur des données expérimentales, il suggere une fonctioypeu généralisée :

aktp  si  pe(0,p

H(p) = { . _ ;

atkp S p=p.
Si on suppose que le rayon du cercle est constant (i@.a a), mais T > 0 et T, > 0, on en déduit
d’aprés les équations que le nombre des proies est donn@pganttion du type Il :

alp

T
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Si on suppose que le rayon du cercle est une fonction du fype=rrp" avec n> 0 (i.e. a(p) = ap"),
mais E > 0 et T, > 0, on en déduit que le nombre des proies est donné par la fandtidype III :

atp"

H(p):apn+[Tc+va]'

1.7 Conclusion

Nous avons vu au cours de cette étude bibliographique, guauleures mixtes de micro-organismes
sont extrémement fréquentes et sont au coeur de la majast@rdcédés agro-industriels fermentaires.
Paradoxalement les avancées concernant la compréhenslam@itrise des interactions qui entrent

en jeu dans de tels systemes complexes sont assez réceasterdtiimitées.
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Chapitre 2

La validité du principe d’exclusion
compétitive en culture batch

2.1 Résumé

A mathematical model, validated on experimental data ajnsih describing and predicting soil
bacteria growth on an essential limited substrate in batakepcultures is proposed as an extension of
the Monod’s one in revisiting the way where the optical dgrisimodeled. This model takes into account
viable cell growth, substrate consumption, cell mortalitpnviable cell accumulation in the culture
medium and partial dead cell recycling into substrate. et squares method is used to identify model
parameters. The model is extended and validated for mixéares proving, for artificially reconstituted

soil ecosystems, that there is only competition for thetsaites

41
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2.2 Introduction

Un écosystéme est « une unité écologique formée d'un bicmpespondant a I'ensemble des
parameétres abiotiques (ou physico-chimiques) et d’'unedriose correspondant a I'ensemble des or-
ganismes y vivant » [84]. Ces deux ensembles, qui condtitlamue écosystéme, entretiennent de
nombreux types d'interactions différentes. Ainsi, un gst@sne apparait comme un systéme complexe
difficile a aborder. L'écologie, science des écosysténsede td’en améliorer la compréhension et est

définie comme « la science des communautés ».

La diversité biologigue correspond a : « la variabilité deganismes vivants de toute origine y
compris, entre autres, les écosystemes terrestres, metragres écosystémes aquatiques ». La diversité
est en générale subdivisée en trois niveaux :

— La diversité génétigue qui se définit par la variabilité dgnes au sein d'une méme espéce ou
d’une population. On parle aussi de diversité intra-spéciéi qui se caractérise par la différence
de deux individus d’'une méme espece ou sous-espece.

— La diversité spécifigue ou diversité inter-spécifique guiespond a la diversité des espéeces.

— La diversité éco-systémique, qui correspond a la divedis écosystéemes présents.

Ces trois niveaux de diversité sont reliés entre eux, maissdfisamment distincts pour que chacun
puisse étre étudié en soi. Il ne peut donc y avoir une mesugueret objective de la diversité, mais
uniguement des mesures relatives a des tendances ou fsbjgréitis d'utilisation ou d’application.
En particulier, une mesure de la diversité spécifique comss I'étude de sa richesse qui désigne le
nombre total d'espéces qui coexistent dans un espace évésiGette premiére approche dépend de
la taille des échantillons et de la surface échantillonnéaeconsidére pas I'abondance relative des
différentes espéces. Une autre approche de la diversitéistena tenir compte a la fois du nombre

d’'espéces présentes et de I'abondance de celles-ci.

Le monde microbien dans le sol est trés complexe par sa d&edexonomique et fonctionnelle
résultant de diverses stratégies de colonisation des mésrdasés sur leur capacité élevée d’employer
une gamme de substrat dans différentes niches physicaectas Plusieurs concepts ont été employés
pour expliquer la dynamique des populations de sol en réparia modification de la disponibilité de
substrat [12, 33, 34]. Cependant, la cinétigue de chaqueufadjn, en termes de taux de croissance
selon différents types de substrat, est généralementrdigtante mais reste encore inconnu. Des études

évaluant avec précision la cinétique des populations baataes doivent maintenant étre conduites



2.2 Introduction 43

pour mieux définir les attributs écologiques et pour moéélia dynamique des populations dans les
environnements complexes et hétérogénes. Les modelesmaditiues en écologie constituent des outils
de représentation, de compréhension du fonctionnemerystienses naturels et/ou de prédiction de leur
évolution. Comme notre objectif de la modélisation est uadlenre compréhension du systéme et de
tester des hypothéses relatives a sa dynamique, on sssggedes modéles phénoménologiques basés
sur la connaissance et des hypothéses réalistes qui peétrentaites sur le phénomene étudié que
I'on souhaite modéliser. lls font intervenir les principgemiers de la physigue et notamment les lois
relatives a la conservation de la masse et au transfert de déiére et de I'énergie entre plusieurs
compartiments. De plus un modele permet d’aller au bout daséxuences logiques de ses hypotheses
initiales, et doit étre « validé » par la confrontation awstdtats d’expériences réalisables car « seule
I'expérience est capable de nous aider a nous faire une idééasvérité ou la fausseté des énoncés
portant sur des faits ».

Puisque le sol est un milieu trés complexe, pour étudier etéliger le processus de croissance
bactérien, on a décidé de procéder en deux étapes :

— Dans une premiére étape, nous étudions le processus dsanae bactérien d’'un nombre fini de

souches pures en culture batch ;
— Dans une deuxiéme étape, plusieurs souches ont été mésaafié de reconstituer artificielle-
ment des écosystémes complexes.

Le but est de présenter les résultats de modélisation obtdans ces deux étapes : étudier et modéli-
ser les cinétiques de croissance pour des souches de sobdldamsilieux liquides réalisés en cultures
batch pures et mixtes. Les souches considérées sont PadlnkyaPseudomonas syringae, Xanthomo-
nas axonopodis, Rhodococcus et Bradyrhizobium japonicas sGuches ont été isolées du sol et elles
appartiennent a différents groupes taxonomiques bactérilles ont été choisies pour la variabilité
de leur taux de croissance dans un milieu de culture. En @aliér, Cupriviadus ou pseudomonas sont
connus pour leur taux de croissance rapide tandis que Biadgbium a un taux de croissance lent.
Nous proposons un modéle mathématique comme une exteasieluddu Monod [24], validé sur des
données expérimentales, capable de décrire et de prévdyrlamique en culture pure aussi bien qu’en
culture mixte des bactéries qui croient sur un substrattén@issentiel (glucose) dans des réacteurs
fonctionnant en batch (milieu de Bergersen).

Les modeles prennent en considération les processus ssiivaroissance bactérienne, mortalité

microbienne, accumulation de cellules non viables danslleuret recyclage partiel des cellules mortes
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en substrat, au cours du temps. La méthode des moindresscesté&mployée pour identifier les para-
métres du modéle. Ce modéle est évalué sur des donnéesrexi@ies en cultures pures et est prolongé
aux cultures mixtes. En particulier, pour les cultures mséxtonsidérées, il est établi qu’il y a une com-
pétition simple pour le substrat limitant. En outre, lesiractions complexes entre les bactéries dans le

milieu de culture sont négligées.

2.3 Matériels et méthodes
2.3.1 Processus expérimental

Dans ce paragraphe, nous donnons les détails relatifs aiemie culture utilisé, aux souches
inoculées, aux étapes du processus expérimental et nosemofis les données obtenues a l'issue des

expérimentations réalisées.

Milieu de culture Bergersen

Un milieu de culture minimum ou milieu défini est un milieu portant les éléments chimiques
strictement nécessaires a la croissance bactérienne. UWlaurde culture minimum doit contenir une
source de carbone et d'énergie, généralement le glucose,soarce de potassium et de phosphore
(K2HPOy), une source d'azote et de soufréNHs)2SQy), une source de magnésium (MgClune
source de calcium (Cag), une source de fer, une source d'oligoélément et de I'eautdthpon pH
permet de maintenir un pH adapté : KPIO4, par exemple. En I'absence de I'un de ces composants,
les bactéries ne se développent pas, car elles ne peuvergyp#sitiser les produits nécessaires a
leur croissance. C’est I'adjonction de facteur(s) de csaisce approprié(s) qui permet a des bactéries
exigeantes de se développer. Dans nos expérimentatiossanons utilisé un milieu de culture de type

Bergersen dont la composition est indiquée dans le talileBu 2

Ce milieu de culture est préparé pour différentes conceiatnede glucose (en tant qu’'unique source de
carbone gu’on quantifie). Le pH est ajusté a 6.8. Ensuite,ilieunde culture est auto-clavé a 110°C
pendant 40 minutes. Cette procédure de stérilisation esliGaeée sur tout le matériel utilisé. Notons

gue les vitamines, biothine et thiamine, sont ajoutéessafmato-clavage.
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Produit ‘ Formule chimique‘ Poids
Glucose CsH120¢ 29
Disodium hydrogénophosphateN aaHP Oy, 12H,0 0.45g
Magnésium de sulfate MgSQ, 7H,0 0.1g
Chlorure de fer FeCk 0.02g
Chlorure de calcium CaCb,2H,0 0.05g
Extrait de levure 0.5¢g
Biotine 0.2mg, 25Qul/25ml
Thiamine 0.1mg, 125ul/25ml
Eau H-O

TaB. 2.1 — Milieu de culture Bergersen

Souches utilisées

Inoculum

Affiliation phylogénétique Source

Origine

Paenibacillus Firmicutes Bas GC Sol
Pseudomonas syringaey-protéobactéries Sol
PVTomato PT23

Xanthomonas y-protéobactéries Sol

A. Hartman, Dijon

D.A. Cooksey, Californ

P. Lemanceau, Dijon

axonopodis C7R12

Rhodococcus Actinomycétales Haut GC  Sol

ATCC 13898 R27

A. Hartman, Dijon

japonicum

Bradyrhizobium

a-protéobactéries Sol

A. Hartman, Dijon

TAB. 2.2 — Souches utilisées

a

Les souches utilisées(P.2) sont isolées du sol, stocké®® &-dans un milieu Luria Bertani modifié

(LB™), dilué a 586 avec une solution de glycérole pour inhiber toute croisgar@es souches sont

activées a 28 °C dans un milieu Bergersen a 1 g/L de glucose.

Les cellules collectées apres la centrifugation sont lavdeux fois avec la solution du milieu sans

glucose puis elles sont inoculées dans le milieu de culturéadempérature est fixée a 28°C. Cette
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culture est automatiquement agitée a 150rpm. Chaque eulist effectuée en triplicat.

La densité optique

La mesure la plus importante lors d’'une culture cellulais eelle de la biomasse. Bien que I'ac-
tivité microbienne ne soit pas toujours associée a la cavise de la biomasse, il reste nécessaire d'en
connaitre la concentration dans le milieu de culture. Laissance est définie comme I'accroissement
de la masse et du volume cellulaire jusqu’a ce qu’une taéiénitive soit atteinte, moment ou la cellule
doit se diviser. La croissance est donc accompagnée d’'ugmentation du nombre de cellules dans
le temps. Le volume de la cellule va donc augmenter a partimgment ou elle vient de subir une
division jusqu’a ce qu’elle soit de nouveau capable de seselivOn remargue que les cellules nouvel-
lement formées (donc celles avec un volume minimal) sopidesnombreuses, deux fois plus que les
cellules en cours de division. Le volume cellulaire doubtgiguement entre le volume minimal et le
volume juste avant la division cellulaire. La croissancerd population peut se faire par division bi-
naire (bactéries), bourgeonnement (levures), allongardétyphes (moisissures) ou par mitose. |l faut
gque la méthode soit simple, précise, robuste, stérilisablpeu colteuse. Le fait de pouvoir mesurer
plusieurs métabolites a la fois réduit le nombre de captedcessaires. L'absorption A ou densité op-
tique est la propriété d'une substance matérielle de diminintensité d'un faisceau lumineux qui la
traverse. Cette propriété varie principalement en fontti@ la longueur d’'onde et est caractérisée par
un coefficient d’absorption.

La densité optique d'une solution est mesurée a l'aide djpecsophotométre ou un bioscreen
qui émet un faisceau d’'ondes monochromatiques d’intehsitéelui-ci traverse une cuve contenant la
solution dont on veut déterminer la densité optique (DOY)eta ensuite sur une cellule réceptrice qui

mesure l'intensité transmise 1. | gf $ont reliés par la loi de Beer-Lambert :
I
A=¢lX = —Iog(l—)
0

avece est le coefficient d’extention molaire (en I/ mole / cm), Xlastoncentration en mol /I et | est
la longueur du trajet optique en cm. L'absorbance est dorfm@écomme l'inverse de la transmittance
(qui correspond au rapport entre l'intensité lumineuse onée par le capteur et 'intensité initiale).
En d'autre termes il s’agit de la quantité de lumiere ayargtviersé la solution sans étre absorbée.
Connaissant la longueur de la cuve et le coefficient d'edard, il est donc possible de déterminer X,

qui est la concentration des cellules en solution. Les nessse font généralement a 600 nm.
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- Cette méthode est rapide et une utilisation en-ligne egsageable. Des biophotomeétres stérili-
sables existent.

- Toutefois elle ne donne pas d’'information sur la viabiligs cellules et elle peut étre influencée
par les particules se trouvant dans le milieu (ainsi que e éventuelles bulles). Son plus gros
désavantage est qu’elle nécessite des dilutions imp@sagit n’est pas transposable d’'un orga-
nisme a un autre sans une calibration préalable. Enfin la iambert-beer n'est linéaire que

sur un certain intervalle.

On a testé plusieurs concentrations (initiales) en glugo@er chague souche pour étudier le compor-
tement de la croissance en fonction de la présence du glutaise la culture, et aussi pour estimer
les taux de croissance par la suite. Pour chaque souche, léedde la phase de latence est la méme
pour toutes les concentrations initiales en glucose. En l@aidurée de la phase de latence dépend des
conditions d’'inoculation (Spencer, [90]) et on peut la détaer a partir des données expérimentales.

Le maximum des densités optiques croit avec les concemtsagin glucose (Figuie3.1).

Dosage de glucose

Le dosage de glucose (substrat) se fait par une méthode atigye en point final. Cette méthode
nécessite une faible prise d’échantillon. Elle est tresdafet précise. Il s’agit d’une réaction principale
suivie d’'une réaction secondaire pour colorer la solutiginsi le dosage de glucose est basé sur 2
réactions enzymatiques :

- la premiere , catalysée par la glucose oxydase utilise legde comme substrat et produis®s.

- la seconde, catalysée par la peroxydase utilise le pe®xj/dydrogéne formé comme substrat

ainsi qu’'un chromogene et produit de I'eau et la forme cododé& chromogene.
En présence de glucose oxydase (GOD), le glucose en sohdioeuse est oxydé par le di-oxygene

dissout en acide glu-conique avec formation de peroxydgdddyéne selon I'équation suivante :
Glucose +GOD — Acide gluconique +H,O;

Le peroxyde d’hydrogéne est ensuite dosé par une réactpmetique indicatrice. En présence de per-
oxydase (POD), le peroxyde d’hydrogéne oxyde, en le cdiouarchromogéne que I'on dose finalement

par spectro-photométrie a 450 nm :

2H,0,+ Chromogéne incolore + POD — Chromogeéne coloré + 4H,0
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Le chromogéne coloré absorbe fortement a 450 nm, et esttelinent proportionnel a la concentra-
tion en glucose présente initialement dans la solution. @lorc la relation Asg=k S, avec S est la
concentration en glucose présente dans la solution. Letifégglacose contient nécessairement la glu-
cose oxydase, la peroxydase et le chromogéene dans un tarhpsphate. Le dosage du glucose a été
réalisé avec un réactif préparé au laboratoire.

Pour avoir des résultats plus précis, il faut travailler dales conditions opératoires suivantes :

Réaction suffisamment longue pour avoir la transformataialé du glucose.

Température constante=(37°C).

pH constant : milieu tamponné<(7).

Enzyme en quantité suffisante

- Substrats secondaires en excés pour ne pas limiter laioFact
La concentration initiale en glucose ()Sa été fixée ag/L, a l'issue des croissances des différentes
souches (FigurE211). Les données utilisées finalementldansdélisation sont la moyenne des trois

triplicats.
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FiG. 2.1 — La croissance de chaque souche pour différentes mivaten initiales en glucose
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FIG. 2.2 — Les données disponibles
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2.4 Modélisation mathématique

Comme nous I'avons vu dans dans les chapitres précédentepis modéles pour la croissance
microbienne et la bio-dégradation ont été proposés et adalylans la littérature. Le modéle de Monod
est I'un des plus populaires qui décrit la dynamique de lassance d’'une biomasse de concentration

X sur un substrat de concentration S en culture batch (vairggample [74] ou plus récemment [65]) :

H(S
S =y
2.1)
X =u(SX,

Le taux spécifiqgue de croissanpé-) est donné par I'expression suivante connue sous le nomidonct

de Monod :

S

K = UmaxF_i_Sa (2.2)

oU Umax €st taux maximal de croissance, etast le coefficient d'affinité. Y est le coefficient de rende-

ment de la conversion de substrat en biomasse.

Plusieurs modéles mathématiques sophistiqués sont @spitans la littérature, telle que le mo-
déle de Baranyi [4—6] ou celui de Buchanam [14], qui prennentcompte la phase de latence. Tout
ces modeéles satisfaisaient la phase exponentielle maggélslictent pas ce qui peut se passer pour
des longues durées [74], car il ne tiennent pas compte niatelimulation des cellules mortes ni des
cellules non-viables. Une partie des cellules non-vialysges libérent des molécules de substrat en
guantités non négligeable lorsque le substrat ajouté atidébut est consommé. L'observation en ligne
de la biomasse se fait a travers les mesures de densité egigiudonnent, généralement, une mesure

de la biomasse totale et pas la proportion vivante-morte.

Dans ce travail, nous considérons une extension du modéMal®d considérant 'accumula-
tion des cellules mortes et le recyclage d’'une partie demtite en substrat, et abordons la question
d’identification des paramétres et de la reconstructiontatéUn nombre considérable d’études ma-
thématiques ont adressé les modeles pour les culture emoenfchemostat) avec recyclage de sub-
strat [7,8,35,56,57,66,80,81,95,103,104] alors que petrdvaux considerent des cultures en batch.

Une explication possible vient du fait que seule la phasemsmtielle de la croissance, pour lequel la
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mortalité de cellules et la recyclage de substrat peuvantrégligées, est considérée pour des applica-
tions industrielles. Néanmoins, dans I'environnementrmendans les sols, la modélisation des autres
phases de la croissance est également importante, paéiement pour la décontamination biologique

et bioremédiation de sol.

Extension du modéle de Monod

Dans une premiére étape on va considérer un taux de mortidité le modéle de Monod (R.2) :
X = (X —mx

ou le paramétre m- 0 n’est pas négligeable lorsqueS) prend des petites valeurs. De plus on va consi-

dérer un autre compartimentgXui décrit les cellules mortes accumulées dans le milieuwsudtare :
Xg = OmX,

ou le parametred € (0,1) décrit le part des cellules mortes non éclatées. On supposepartir des
cellules éclatées, il y a recyclage d’'une partie du substyaelles I'ont assimilées et qui n'est pas

transformé. Ainsi la dynamique du substrat peut étre madd@mme suit :
: S
S= —#X+)\ (1—90)mX,

ouA > Oestle facteur de recyclage. Il est naturel, de point de vabique, de supposer que le facteur
A est plus petit que celui de croissance :
1

)\ -
<y

Le taux spécifique de croissangg-) est donné soit par la fonction de Monod soit par I'expression

suivante, connue par “fonction d’'Haldane” :

S
u(s) = Umaxisp

(2.3)
Ks+ S+ —
+S+4

ou k est le coefficient d’inhibition.
Supposons que pourt 0, la culture ne contient pas de cellules non viables. On asales conditions

initiales suivantes :
S(0) = S > 0,X4(0) = 0et X(0) = Xo > 0.
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Données disponibles

Les données disponibles en ligne, notées y, sont la coatienten substratS) et la densité optique

y= S
5 ]
La densité optique est supposée étre la combinaison lie¢keda concentration des cellules viables et

de celle des cellules non viables :
Z=0.D. =y X+ pX4 unité de densité optique

ou y; et y» sont respectivement les coefficients d’extention molaseallules viables et des cellules

non viables.

Remarque Dans le chapitrl 3, une analyse détaillée et un observatatiqye a structure en cascade
seront proposés pour ce modéle dans le cas ou on a des olmseneti ligne de la concentration en

substrat et la densité de la biomasse totale.

Estimation des taux de croissance

On suppose que, poukt 0, il N’y a pas de cellules mortes dans la culture et que le taairdrtalité
est négligeable en phase exponentielle (taux de croissaazénal). En calculant les pentes, a I'échelle
logarithmique, de la phase exponentielle pour différemt@sditions initiales en §(0.1, 0.2, ..., 10 g/L
en glucose) on obtient le taux de croissance en fonction denaentration en substrat S (c.f. Figure
Z3). L'ajustement de ces données, basé sur une fonctioypdeMonod ou Haldane est obtenu par la

routine “leastsq” disponible sous Scilab.
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Fic. 2.3 — Les taux de croissance estimés

Les souches ont des taux de croissance trés variés du plu@Bleyrhizobium) au plus rapide (Bac-

cilus). Les paramétres ajustés sont donnés dans le tablghu 2
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Parameétres Umax ks ki
Souche
Paenibacillus 0.2353863| 0.01 19.275558
Pseudomonas Syringae 0.315895 | 0.0445648| 0.5723382
Xanthomonas Axonopodis 0.112999 | 0.1822481
Rhodococcus 0.0327701| 0.01
Bradyrhizobium Japonicum 0.0075893| 0.503239

TAB. 2.3 — Parameétres des taux de croissance

2.5 Reésultats
2.5.1 Cultures pures

La méthode des moindres carrés est utilisée pour identédeparamétres du modele en minimisant

la fonction co(t suivante :
_ 0 ) a2 P2 T (206 2ot )2
1= 2 (S0 S0+ 3 () - Zlt)

ou  sont les instants de prélevement pour le substrgt@tix de prélevement pour la densité optique,
S est la concentration en substrat dosée gte2t la densité optique mesurédt; Set Z(t;) sont la
concentration en substrat et la densité optique simuléesrtirplu modéle a l'instant;ti = 1,...,n. o1

et g, sont les coefficients de pondération.at n, sont les nombres de mesures effectuées en substrat et
en densité optique, respectivement.

On note une bonne adéquation entre les courbes simulées dotamées expérimentales, ce qui tend

a confirmer que les hypothéses sur lesquelles est basé Idersmi# satisfaisants et suffisants pour
expliquer les données.

Les paramétres identifiés sont donnés dans le taljleau 2.4.
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Parameétre| Y o A m Vi Vv
Souche
Peani 1.043 | 0.0806 | 0.3 0.1 0.7207| 0.3318
Baccilus
Pseudomonas | 0.8282| 0.28383| 1.39 0.12679| 1.1376| 0.2173
Syringae
Xanthomonas | 0.7878| 0.019 1.21 0.1056 | 1.22 0.7022
Axonopodis
Rhodococcus | 0.974 | 0.98 0.2 0.116 0.031 | 1.987
Bradyrhizobium| 1 0.988 0.202302746| 0.101 0.972 | 1.2
Japonicum

TAB. 2.4 — Parameétres du modeéle

2.5.2 Cultures mixtes

Dans ce paragraphe, le modele est adapté au cas de plusieuches poussant dans la méme
culture. Pour j=1,...,n,X; décrit la concentration de la jeme cellule viableyjXécrit la concentration
de la jéme cellule non viable et S décrit la concentration dlostrat dans la culture, a I'instant t. Le
modéle mathématique, pour n espéces, est donné par le sydtéquations ordinaires suivant, basé

sur le modele[{3]1) de n souches en compétition sur S :

Xi = (K(S)—m)X;
Xej = &miX;,
n n
Hi(S
S = —Z JY XJ—I-Z)\j(l—5j)ijj,
=1 7l =1
tel que
i>)\j, j=1l.n

Supposons que, pour=t 0, on n'a pas de cellules non viables dans la culture, d'ou lesditions

initiales suivantes :

S(O) =9 >O,de(0) :O,Xj(O) :Xj0> 0.
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. S .
Les taux de croissances sont de type Monqg(S) umaxjk < j = 1,n, ou de type Haldane
S
S . . .
Hj(S) = Hmaxj— = » | = 1,n, avecUmaxjKsj et k; sont, respectivement, le taux maximal de
ki +S+—
S k|J

croissance, la constante de saturation et le coefficienthitiition de la jeme espéce. Pour mémoire,
rappelons que les parametres, X;, &;,m;, Umaxj Ksj €t kj ont été identifiés en culture pure et sont
donnés par les tablealix2.3[eflR.4.

2 Remarque Ce modéle vérifie les mémes propriétés que le molelke (3.tBmmoent en ce qui concerne

la positivité des variables et la vérification du principeco@servation de masse.

” noX 1 xd
1 Proposition Q:{(sxl,...,xn,xdl,...,xdn)eR1+1|s+z(7_‘ v A=) % so+z Y
=1 i i 9 i

est invariant par la dynamique(P.4)

Comme dans le cas des cultures pures, les données dispopdaleconfronter ces modeles aux données
sont la concentration en glucose Substrat) et la densité optique.ZRappelons que la densité optique
est modélisée en tant que combinaison linéaire des coratanmts en cellules viables et en cellules non

viables de toutes les souches présentes dans la culture :
n
Z Vij X+ Vej Xdj)

ou les parametreg;j et y,; sont les coefficients d’absorption (d’extention molaire) ont été identifies

en culture pure (cf. paragrapHe Z.5.1).

Les co-inocculations sont faites a des conditions inifadgales. Les résultats sont présentés sur les
figuredZb e 2]6.

Ainsi que pour les cultures pures, on note une bonne adéxuatitre les simulations et les données
expérimentales. Sil'on regarde maintenant le comportérderthacune des souches présentes, on note
gue le comportement global s’explique par I'applicationgincipe d’exclusion compétitive. Autrement

dit, ce sont les espéces les plus rapides qui prennent leisless

3 Remarque Une simple compétition, sans référence a aucune autre tygerection, permet d’expli-

quer le comportement global observé dans la culture dequitssouches en réacteur batch.
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FiG. 2.6 — Validation expérimentale en cultures mixtes pardéssiltats de densité optique

2.5.3 Discussion

Relativement aux théories actuelles sur la coexistenceauait confirme le principe d’exclusion
compétitive pour les consortiums artificiels considéréssddes conditions de laboratoire.
Toutefois, nous n'observons que le comportement global delture et pour valider nos affirmations, il
nous faut vérifier que le comportement de chaque soucheagstéiui prévu par la simulation. En effet,
on pourrait imaginer qu’en présence de plusieurs souchetaines interactions se développent mais
gue le comportement global reste le méme. Pour cela nousaeéalisé une série de cultures avec des
outils moléculaires permettant de suivre qualitativem&iiondance relative de chacune des souches
présentes.

L’outil moléculaire utilisé a été la PCR quantitative (QPC&)i permet de dénombrer spécifiquement
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un géne cible au sein d’'un échantillon d’ADN. Afin de pouveivie spécifiguement I'évolution de
chacune des souches lorsqu’elles sont co-inoculées, noussadonc développé des outils de gPCR
permettant de détecter spécifiquement le géne codant peDN'’ribosomique de chacune des souches
utilisées.

L'extraction de I'’ADN est une technique permettant d’isél&DN de cellules ou de tissus. L’ADN ainsi
extrait peut ensuite étre utilisé pour des recherches dgie moléculaire, telles que le séquencage, la
PCR ou le clonage. Il existe différents protocoles pourasdr’ADN, qui suivent approximativement

le méme schéma de principe :

Lyse des cellules

Elimination des protéines

Elimination des autres acides nucléiques (ARN...)

Concentration de '’ADN par précipitation a I'alcool

Différentes variantes sont employées, suivant que I'omcbleea extraire de 'ADN génomique ou de
I’ADN plasmidique. Il existe aujourd’hui des kits commaret permettant de réaliser rapidement ces
extractions a I'aide de réactifs préts a I'emploi.

Les résultats des gPCR ont été réalisés et menés par unediecime sur I'appareil StepOne plus
(Applied biosystem) en utilisant des amorces spécifiquebalgune des souches a quantifier et ils sont
rapportés dans les Figurés2.7=2112. Ces résultats sorlitgtieement en accord avec les résultats de
simulation et confirment que dans chaque culture mixtet ties la souche avec le plus fort taux de
croissance gqui gagne la compétition. Prenons par exemptadede poly-inoculation de cing souches
(cf. Figure[2Y), on voit bien que seul Paenibacillus (ladweila plus rapide en terme de croissance)
a démarrée et a dominée toutes les autres souches (P. sgridgmthomonas, Brardyrhizobium...).
Egalement, dans le cas de trois souches (cf. Fifitle 2.§puasile Paenibacillus qui démarre et domine
les deux autres souches (Xanthomonas et Bardyrhizobiues)olservations se répétent dans le cas de
deux souches pour le cas Paenibacillus et BradyrhizobidnF{gure[2Z.9), le cas de Paenibacillus et
Xanthomonas (cf. Figule—Z110), le cas P. syringae et Xantmam (cf. Figurd_2.1l1) et le cas de P.
syringae et Paenibacillus (cf. Figule2]112). Encore une,fta souche qui a le taux de croissance le
plus rapide prend le dessus. Cela confirme bien le principeausion compétitive dans une culture en

batch.
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FIG. 2.8 — Les résultats gPCR pour Paenibacillus, Xanthomarasadyrhizobium

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté I'ensemble des mex@rations que nous avons réalisés.

Les données récoltées (densité optique, concentratiorulestrat) ont été confrontées aux modeles
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proposés. Les modéles mathématiques qui ont été proposebas®s sur une extension de celui de

Monod, et visant décrire et prévoir la croissance microbiersur un substrat limité essentiel dans

les cultures pures en batch en revisitant la maniére ou lssiiéroptique est modélisée. Ces modeles

prennent en considération la croissance de cellules vialdke dégradation de substrat, la mortalité
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45

naturelle, 'accumulation de cellules non viables dans lteem de culture et la recyclage partielle des

cellules mortes en substrat. Ces modéle emploient I'iéition pauvre de densité optique en phase

exponentielle pour prévoir le comportement pendant toleesutres phases. La méthode de moindres

carrés est employée pour identifier les parametres du motélsystéme est alors prolongé et validé
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pour des cultures mixtes montrant qu'il y a seulement coitmétpour le substrat ce qui va contre la

pensée courante relativement a la complexité des systénilegiques.
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Chapitre 3

Synthese d’observateurs pour une culture
bactérienne en batch avec recyclage de
substrat

3.1 Résumé

A mathematical model of microbial growth on a single limigedstrate in batch culture is propo-
sed as an extension of the Monod'’s one. This model takes déatwuat cell mortality, non-viable cell
accumulation and cell recycling. We consider that only salbs concentration and total biomass are
measured on-line. The parameters of the model are not fildrié at steady state, but we propose a
design of an observer that reconstructs both parameterssaaig variable with a practical conver-
gence, from any initial condition away from the equilibriufrthe observer is build as a coupling of two

non-linear observers in cascade with different time scales

67
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3.2 Introduction

Dans ce chapitre, nous rappelons le modele mathématiqueéguit la dynamique de la croissance
d’'une biomasse de concentration X sur un substrat de coratem S en culture batch tout en tenant
compte de I'accumulation des cellules non viableg)(Ke recyclage d’'une partie des cellules mortes
en substrat, en fonction du temps t est également considéré.

Nous faisons face a un modéle pour lequel nos paramétresm@as identifiables a I'équilibre. Ainsi,
on ne peut pas appliquer simplement les techniques classidiidentification, qui exigent habituelle-
ment I'observabilité globale du systéme. En outre, nousptons reconstruire les variables d’'état non
mesurées en ligne (concentrations des cellules viablesreviables), aussi bien que les paramétres.
Pour cela, nous proposons un couplage de deux observateurn#aires en cascade avec différentes

échelles de temps, fournissant une convergence pratiglerdmur d’estimation.

X = (X —mX,

Xg = dmX, (3.1)
S= —@x“(l—a)mx

Il sS’agit d’'une extension du modéle de Monod. Le parametre fhest le taux de mortalité que I'on
suppose significatif lorsque(S) prend de petites valeurs, € (0,1) décrit la part des cellules mortes
non éclatées) > 0 est le facteur de recyclage, Y est le coefficient de rendedeelst conversion de

substrat en biomasse. D’un point de vue biologique, on ssppoier est plus petit que le rendement

de croissance :
1
H1.->A.
Y >

On suppose que le taux de croissande) et le coefficient de rendement Y du modéle classique de
Monod sont connus et que le but est d’identifier les pararmétied et A, et de reconstruire en ligne
les variables d’'état X et ¥ basé sur les observations en ligne de la concentration bstgat S et la

biomasse totale B- X 4+ Xq4. Sans perte de généralité, on suppose que le taux de crosgdn) est une

fonction vérifiant les hypothéses suivantes :

H2. La fonctionu(-) est réguliére, croissante et verifig0) = 0.
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Soit le changement de variables suivants :

,a=(1-0)m et k=AY.

_ox_ X X
s=§ Xx= xd_Y

le modéle s'écrit alors sous la forme simple suivante

§ = —u(s)x+kax
X = U(S)x—mx (3.2)
[ X4 = mx—ax
tout en observant le vecteur suivant
[
y= ) (3.3)
X+ Xd

avec les conditions initiales connues suivantes
S(0)=5>0, x(0)=0 et x0)=x>0.

Rappelons que notre but est de reconstruire les paramétrasaink ainsi que les variables d’étaf-x

et x4 (+), sous I'hypothése :
H3. m>aetk< 1

De plus, on suppose gue les bornes, a priori, des paramétrastik sont connus c.a.d.
3 (m,m",a",a" k~, k") € (R%)® connus tels quém,a,k) € [m~,m"] x [a~,a"] x [k, k'] . (3.4)

Nous donnons deux propriétés concernant la positivité degisns et I'existence d’'une variété

invariante :

(m—ka) ) )
Xd = So+ Xo ¢ sont invariants par la dyna-

.. 3 _ 3
Proposition R etQ = {(s,x,xd) eR? | S+X+7(m—a)

mique [3R)

Preuve : L'invariance de]Rii est garantie par le fait que :

x=0 = x=0,
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=0 = xg=(m—-a)x>0.

(m—ka)
(m—a)

Soit M= s+ X+ X4, 0N obtientM = 0, d’ou 'invariance de I'ensembl@. ]

pi(m) si pimax> D,
Soits définit pars=
+00 sinon

Proposition Les trajectoires de la dynamique{3.2) convergent asyingpietnent vers un point d’équi-

libre

E*= <s*,0, %(sm—xo—s*)) avec s" <min(sy+ Xo,9)
Preuve : L'invariance de I'ensembl€ donnée dans la propositidd 2 montre que les variables d’état
sont bornées. De I'équatiay = (m—a)x avec > a, et du fait que xest bornée, on en déduit que X
doit converger vere. x4(-) est croissante et converge vefstel que % € [0, (sp+Xo)(m—a)/(m—Kka)].
Ainsi, de l'invariance de 'ensembl®, s(-) converge vers's< s+ Xo. Si § est tel que s> s, alors de

I'équationx = (u(s) — m)x, on en déduit que(x) ne peut pas converger vesl’'ou s* < s. |

3.3 Conception d’'un observateur pratique en cascade

On rappelle gue notre but est de donner une estimation en lips parameétres et des variables non
Mesurés X, en se basant sur les mesures disponibles. On peut immdéeiateoir que les paramétres
(m,a,k) ne peuvent pas étre reconstruits si le systeme est a I'bgpilNéanmoins, en dérivant les

sorties (y) :

i = (—H(y1)+kax,
Y2 = (u(y1) —a)Xx,

Y1 = (K(yr) —m)ys— p'(y1) Xy,

Y2 = (H(yr) —m) Y2+ p'(y1) X1
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on obtient explicitement les expressions des paramétaEsatariables d’état non mesurées en fonctions

des sorties et de leurs dérivées lorsqu’on n'est pas a lléxeai:

Y1+
m = _—
p(y1) Y1tV
« - Y- (H(y1) —m)y>
— ST 7
K (Y1)y1
Xd = Y2—X (35)
_ »
a = “(yl) X’
Koo MO n
a ax

on en déduit I'observabilité du systeme.

En jouant sur la structure de la dynamique, on peut écrireendyynamique sous une forme particu-

liere de deux sous modéles en cascade :

- On commence par présenter un observateur pratique pegintéét reconstruction des paramétres
a et k en utilisant uniguement I'observatiop ynais en effectuant un changent d’échelle de temps
qui dépend deyyet .

- Puis on présente un second observateur permettant la steaion du parametre m et des va-
riables d'état x et x en utilisant les deux observationget y, et la connaissance des paramétres
aetk.

- Finalement, nous couplons les deux observateurs, le éimexutilise les approximations de a et
k estimées par le premier observateur.

Plus précisément, notre modéle est sous la forme

X=F(X,P) , y=H(X)

ou X, P ety sont les vecteurs des variables d'états, des gdarasnet des observations, de dimensions

respectives, 3 et2. Nous proposons une partition

X — X1 Cp= P avec d!mxlzl ot d!mFizz
Xo P dmX =2 dmB=1
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y— yr | _ [ Hi(Xy)
Y2 Ha(X2)

et la dynamigue est découplée comme suit

tels que

Xo = Fa(Xa,y1,P1,P,)

d e . .
avec% > 0. De plus, les caractéristiques suivantes sont satisfaites

- (Xq,P1) est observable pour la dynamiquigy, Hz) (sans le termed(g(ty)),
- (X2,P2) est observable pour la dynamiqui;, H,) lorsque R est connu.
Ainsi, la considération de deux observateéﬁ$~) et Ifg(Pl,-) pour les deux pairegXy, Py) et (X, Py)

respectivement, permettant la construction d’un obsewagn cascade

d [ X A
— ( Ny ) = F1(X1,P1,y1),

dr \ P,
d( %\ =40 =
d ( B, ) = F2(P1, X2, P2, Y2)
avect(t) = @(y(t)) — @(y(0)), qu'on le donne explicitement. Notons que le couplage desroateurs
se fait par I'intermédiaire dé;, et que le termg% nous empéche d’avoir un convergence asympto-

tiqgue quanc{lirp T(t) < +oo.

1 Définition On dit qu'un estimateuX,(-) d’un vecteurX(-), o'y est un paramétre, e convergence
exponentielle pratiqus’il existe deux constantes positis etK, telles que pour tout > 0 et > 0,
l'inégalité

1X,(t) = X(1)]| < e+ Kee k20wt >0
est satisfaite pow €T .

Pour toute la suite, on note par stu, 1) 'opérateur de saturatiomax(l,min(u,1)).



3.3 Conception d’un observateur pratique en cascade 73

3.3.1 Un premier observateur pratique

Considérons la nouvelle variable

T(t) = y1(0) +y2(0) — ya(t) — y2(t)

qui est mesurée en ligne. De la propositidn 2, on en déduitrqueest bornée. Comme

%:(1—k)ax(t) >0, Vt>0,

par conséquencg,(-) est une fonction croissante vers

T= lim 1(t) < 4o (3.6)

o t——+oo

et 7(-) définie une difféomorphisme @& +o) vers|0, 7). Ainsi la dynamique du variable s en temps

est découplée de la dynamique des autres variables d'état :

ds
dar a—pBu(s)

ou a etf sont des paramétres définis comme des combinaisons desgieainconnues a etk :

Kk 1
“1okP= a(l—k)’

a

De (33) il existe des constantes positiees a™, 3~ et 3+ telles que(a,B) € [a—,a™] x [B~,BT].

e=[s & d_]
dr dr? ’

Considérons le vecteur d’état

qui vérifie la dynamique

dé 0
T=AE+| 0
d)(yl?E)
avec
_ _ 5_3? K (y1)
Y1 —CE ) d)(yl»E) - EZ +EZES I—l/(yl) )

et la paire(A,C) est de forme canonique de type Brunovsky :

.C:(l 0 o). (3.7)

>

I
o o o
o o R
o r O
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Les paramétres inconnues et B peuvent étre ainsi exprimés en fonction de I'observatipretydu

vecteur d’état :

a=lag(yn,&)=3&— 525’(();’11)) 7

Notons que les fonctiongs(ys, -), la (y1,-) etlg(y1,-) ne sont pas définies partout dR?, mais comme le
long des trajectoires d€(3.2) onég/ &> = — B’ (y1) eté2 = a — Bu(y1), qui sont bornées et I'hypothése
H2 garantie le fait queu’(y1) est toujours strictement positive, on peut, donc, considémne extension

globalement Lipschitzienne de ces fonctions loin desdtajes du systéme, comme sulit :

P (y1,€)

&3 <h1()’1, &)+ Zl,/((;lll)) ha(y1, f)) :

LE) = &y, &) A

K (y1)
- __hn,d)
L T
avec
(v &) — sat(—ﬁ*u'(yo,—ﬂu’<y1>,§>,

ho(y1,€) = sat(a™ =B u(yr),at =B p(y1), &) .
Ainsi on peut construire un observateur pratique de la mangdivante.

Proposition Il existent deux constantes positives> 0 etc; > O telles que I'observateur

dé R 0 361 .
g A o |- 307 | (§1—y1),
F(y1. &) 6; (3.8)

(673) = <I~G(ylvé)7l~ﬁ(ylaé)) )
assure la convergence
max(|&(t) - al,|B(r) - Bl ) < bre®||€(0) - £(0) (3.9)

pour tout6; assez grand ate [0, T).
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Preuve : Considérons une trajectoire de la dynamiqlie](3.2) et s@it=Q{y1(t) }t>0. La proposition
T
1, assure le fait que Dest borné. Définissonsgk= — ( 36, 62 Gf’ ) . On vérifie facilement que

Kg, = —P,'CT, ol By, est la solution de I'équation algébrique suivante :
01Ps, + ATPg, + Py, A=C'C.
Considérons l'erreur e= 3 —£.0na

0
de
g (A+KgCle+ X 0

$(y1,6) — P (y1,¢)

ol @ (y1,-) est globalement Lipschitzienne g&if uniformément enjyc O;. Le résultat de Gauthier et

al. [37] assure I'existence de deux constantes positives @ et ¢ > 0 telles que
le(T)|| < cue %7 |e(0)]|

pour 6; assez grande.
Finalement, les fonctionk; (y1,-) et rB (y1,-) sont aussi globalement Lipschitzienne & uniformé-

ment en y € Oy, on obtient ainsi I'inégalité[{319). [ |

Corollaire L'estimation des paramétresetk avec les mémes propriétés de convergencelque (3.9) est

donnée par

~ _ a(r)

k(1) = sat| k k", ——
(1) =sailk K ral).

a(r) = sat(a‘,a*, 1A7

o +
=2
=
N———

Remarquel’observateur [[31B) assure seulement une convergencégpeatar 1(t) ne tend pas vers
+oo lorsque le temps t tend vers l'infini.

Pour des valeurs grandes de,»on peut avoiru(t) >t pour des valeurs det+ 0. Comme notre ob-
servateur utilise les observationg jsqu’au le tempg, il doit, donc, étre intégré suj0, min(7(t),t)]

lorsque le temps actuel est .
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3.3.2 Un second observateur

Revenons maintenant en temps t et considérons la variablaréges=y; + y».

Lorsque les parameétras et 8 sont connus, la dynamique du vecteur

T
(= [ z z 7 ]
peut étre écrite comme sulit :
0
{=Al+ 0
QU(YL Zv avB)
avec
Z2
z=C{ et Y(y1,¢{,a,B)= Z—z + 33U (y1)(Bu(yr) — @).
Le paramétre m et la variable(¥ peuvent étre explicités en fonction deey{ comme suit :
(3

m= Im(Yl»Z) = l"l(yl) _a , X= _BZZ

Les fonctionap(ys,-,a,B) et In(y1,-) ne sont pas définies partout SRF mais tout le long des trajec-
toires de la dynamiqué{3.2), onia/{> = p(y1) — m et{, = —x/f et qui sont bornées. Ainsi on peut

proposer des extensions, de ces fonctions, globalemestthitpiennes par rapport & :

@(y1,¢,a,B) =ha(y1,{)z+min(Z,2(0)%/B) i (y1) (BU(y1) — @)
(3.10)

Im(y1,{) = 1(y1) —hs(y1, {)
avec

hs(y1,{) = saf (H(Y1) —m"u(y) —m-, %) -

Proposition Lorsquea etf3 sont connus, ils existent deux constantes positiges 0 etc, > 0 telles

qgue l'observateur

g . 0 36, \
az =Al + 0 —| 362 |[(Q1—y1—y2)
P(y1,{,a,B) 63 (3.11)

(M%) = (Iny1.{).~BL2)
garantit la convergence exponentielle

max([(t) —ml,[%(t) — x(t)]) < boe%![|{>(0) — &(0)|
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pour toutf, assez grande et> 0.

Preuve : Méme preuve que celle de la propositidn 4, une application rdsultats de Gauthier et
al. [37]. [ |

3.3.3 Couplage des deux observateurs

Considérons maintenant le couplage des deux observateotservateur[[37111) utilise les estima-
tions (&,ﬁ) données par le premier observatelir {3.8). Cela nous ramdiguale de la robustesse du

second observateur par rapport a I'incertitude des paras®dr et 3.

Proposition Considérons I'observateUr {3111) avec 3) remplacées pdidi (-), 3(-)) telles que
@),B) €la,a]x [, vt>0,
ainsi il existe des constantes positi@sc} et d_z telles que pour tout > 0 il existe 6, assez grande

garantissant les inégalités suivantes :

IM(t) —m| < &+ boe2||Z(0) - Z(0)]]
- - (3.12)
IX(t) = x(t)| < £+l B(t) — B| +boe 2| (0) — Z(0)|

pour toutt > 0.

Preuve : Comme dans la preuve de la propositldn 4, on fixe une condititinle du systemd{3.2) et

considérons I'ensemble bornég & {y(t) }t>o0. La dynamique de l'erreur & 2 — { est donnée par :
é= (A+ K92C)e+ (lll(yb 27 a?ﬁ) - (ll(ylv Z> G,B))V
T

ou (A,C) est la forme canonique de type Brunov@(&?:),@ 0 01 ) etKg, = —Pe‘zlcT avec

0, 6,2 6,3
Po,=| -6,2 26;° —36,* (3.13)
6, —30,* 66,°

solution de I'équation algébrique

8,Pg, + ATPg, + Ps,A=C'C. (3.14)
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Considérons maitenant(¥) = He(t)HE,e2 = €' (t)Pg,e(t). En utilisant [3:I#), on a

V = —6e"Pge—e C'Ce+25e" PV
(3.15)

IN

~0,l[el[3, +25][€llpy, [VIn,

ouod = "l’(ﬁ;iaaﬁ) - ‘I’(YLZJJ’B)‘-
En utilisant [31IB), vérifie facilement qu||p, = V6052, De I'expression[(310) et du fait que la
fonction { — (y1,{,a,B) est globalement Lipschitzienne uniformément e Y1, on en déduit

I'existence de deux constantes positives c et L telles que

o < |¢’(y1727&7ﬁ)’\_,‘Zl(y1>2>a7ﬁ)|

+¢’(ylvzvavB) - (I’(y].?ZvavB)

. X 3.16
< Q0On,¢a,BT) =Py, {,a, ) +LJe| 320

< c+Lel

Notons qu'on d|ef|p,, = 62[|&||p, avecs = 6, 'e et||g|? > 6,°||e||? pour toutd, > 1. Les normes
|- ||, et]|-|| sont équivalentes, d'ou I'existence d'une constante pesijt > Otelle que||€]|p,|| > |||,
et on en déduit I'inégalité

—-5/2
elley, > 16, *|Jel] (3.17)

Finalement, rassemblarfi{3115), (3 16)[ef(B8.17), on perite

d 6 VoL —5/2
aHeHPez < <—§+T> Hereer\/éBz %

Pour 8, assez grande, on-af/2++/6L/n < 0 et par suite, en utilisant de nouved (3.17), on obtient

a partir de la quelle on en déduit la convergence expondati I'erreur e dans n'importe quel voisi-
nage ded dés qued, est assez grande.

La continuité Lipschitzienne de la fonctiog(l) par rapport & uniformément enjye O; assure la
premiére inégalité dd{3.12).

Pour I'estimation de &), on a I'inégalité

8—X = |BL2— BL| < 1B - BlI&o| + B2 — 2
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ce qui donne la deuxieme estimation [de(B.12) puisque la asampel, est bornée.

2 Corollaire Pour tout temps > 0O, I'observateur couplé

df i 0 36, A
95 = A + o |- 362 | (é1—y1)
$(y1,€) e
dz i 0 36, A
EZAZ+ 0 —| 362 [(La—y1—Y2)
P(y1,{,0(x2),B(s2)) 63

intégré pours; € [0,min(t, T(t)] ets; € [0,t], avec

T(t) = y1(0) —ya(t) +y2(0) — y2(1),

a(s2) = sat(a™,a* . To(ya(min(sz, 7(1)))). & (min(sz,7(1)) )

B(s2) = sat( B~ B+ Tg(ya(min(sz, (1)), (min(sz, 7(1))) )

fourni les estimations

A ~

(R(t),%(t) = (—BOL0.20) + BO L) -

La convergence pratique de I'estimateur est exponentiddle qued, et 6, sont assez grandes.

3.4 Simulations numériques

Considérons un taux de croissance de type Mohad (2.2) asqmal@metreumax = 1 et Ks = 100
et fixons les conditions initialeg® = 50, x(0) = 1, x4(0) = 0. Les paramétres a reconstruire ainsi que

leur bornes sont donnés dans le tableau suivant :

Ces parametres nous assurent une croissance a une vitdssamable (§0) a une valeur de K/2),
et la valeur der n’est pas trés petite. Pour un interval de ten@ps t < tmax= 80, le nouveau axe de
temps est, a peu préB< T < Tmax~ 37.22 (voir Figure[31). Pour le premier observateur, on choisit u

gain 6; = 3 qui donne une petite erreur sur les estimationsdet 8 a I'instant Tmax (voir Figures3.B).
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parameétre o k m
valeur 0.2 0.2 0.1
bornes [0.1,0.3] | [0.1,0.3] | [0.05,0.2]

TAB. 3.1 — Les paramétres et leurs bornes
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FiGc. 3.3 — Estimation des paramétrest 3.

Ces estimations sont utilisées, en ligne, par le secondradiseir, avec un gaiéh, = 2. Sur les Figures
B3, on voit bien que I'erreur d’estimation est petite sirf&ur d’estimation donnée par le premier

observateur est petite elle aussi.
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FiGc. 3.5 — Estimation du paramétneet des variables d’étatet xg.

Les simulations sont refaites en ajoutant du bruit sur lesepbations y et y, (voir Figures[3.6 et

B.3).
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FiG. 3.6 — Estimation des paramétr@sf etm pour des données bruitées.

En présence de bruit a basse fréquence (ce qui peut étre ldesaapplications biologiques), on
obtient une bonne robustesse pour les estimations des p&esu et 3 et des variables d’état x e x
L'estimation du paramétre m est plus affectée par le brugcieut étre expliqué par la structure de

I'’équation [35) : I'estimation de m est reliée au dérivéesa@des des deux observationlys, et par
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C{<>

x>

FiGc. 3.7 — Estimation des variables d'éiattxy en présence de bruit.

suite plus sensible au bruits sur les observations.

3.5 Conclusion

L'extension du modéle de Monod avec un compartiment addiglopour les cellules mortes et un
terme de recyclage de substrat n’est pas identifiable endérasit les observations de la concentration
en substrat et de la biomasse totale. Néanmoins, nous avoagépque le modele peut étre écrit sous
une forme particuliere cascade, en considérant deux éeheik temps.

Cette décomposition permettre la conception, séparéndeniieux observateurs, puis les coupler en-
semble en cascade. Le premier est a échelle de temps borpéiguant pourquoi le systéme n’est pas
identifiable a I'équilibre, alors que le second est a échdéeéemps non bornée. Cette construction four-
nit une convergence pratique des observateurs couplés.

Les deux observateurs sont a grand-gain inspirés de [37¢ awe construction explicite de I'exten-
sion Lipschitzienne de la dynamique (cf. [78]). D'autresichd’observateurs pourraient avoir été faits
et appliqués a cette structure particuliére. Une telle déposition pourrait étre appliquée a d’autres

systémes qui sont pas identifiables ou pas observable dligu
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Deuxieme partie

Culture en continu
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Chapitre 4

Etat de I'art de la modélisation
mathématique dans un chemostat

4.1 Résumé

Ce chapitre est essentiellement consacrée a dresser uglagderl’état de I'art de la modélisation
mathématique de quelques processus biologiques dansrieosket. Plus précisemment, nous voulons
donner un apergu sur la problématique, en écologie micriéeen culture continue, dans laquelle nous
nous situons. Nous décrivons le modeéle de compétition darieimostat, ses propriétés asymptotiques
ainsi que d’autres processus. Bien évidemment, elle nditenpas une revue exhaustive, mais elle

présente différents résultats classiques qui ont serviade & nos travaux.
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4.2 Introduction

Un chemostat est un type particulier de bioréacteur qui pria culture continue de micro-
organismes dans un milieu contrélé, c'est-a-dire qui pdrdefaire croitre une population de micro-
organismes (algues unicellulaires, bactéries, levurdsjtgplancton, zooplancton, moisissures...) sur
certains substrats, tout en conservant des conditiong@mantes (température, luminosité, pH, aé-
ration). Il est utilisé pour la production de la masse cdlling elle-méme, pour I'extraction et la dé-
gradation de certains polluants dans un milieu liquide, puproduction de substances organiques
résultantes de I'activité métabolique, ou pour I'étude decpdés physiologiques et métaboliques de
micro-organismes dans un milieu spécifique. On peut alcaprd’s les variations de I'élément limi-
tant, quantifier I'influence de ce dernier sur la populationltivée. Ainsi le chémostat est un modeéle
d’écosystéme contrélé dans lequel on peut quantifier pkéusit les relations entre un élément et un
organisme. L'appareil est constitué de trois réservoilgmentre eux.

Le premier contient des nutriments supposés étre en aboadaxtepté un parmi eux, nommé substrat
limitant & densité s. Un débit Q (provenant du premier résgpalimente le chemostat (deuxiéme ré-
servoir) ou inter-agissent et se mélangent la (ou les) besags) (une ou différentes espéces de micro-
organismes a densit§)xavec des nutriments. De plus, il est supposé que le substrigdant a une
concentration d’alimentation constantg s- 0.

Le deuxiéme réservoir (chemostat) est supposé étre parfaitt mélangé, afin que 'on puisse assu-
rer que le milieu liguide est homogene et par conséquent giyia pas de variation spatiale dans la
concentration du substrat limitant et des espéeces. Pagwad, I'hypothése d’homogénéité assure que
les organismes et le substrat sont évacués du chemostatpan au flot au méme taux D.

Le troisieme réservoir (optionnel) réceptionne les écllans prélevés dans le chemostat avec un dé-
bit Q. C’est dans le deuxieme réservoir gu’'a lieu l'interiaat entre le substrat limitant et les micro-
organismes ; parmi 'ensemble des procédés biologiquesigtiques susceptibles d’avoir lieu, on ne

considérera que les suivants :

— La consommation du nutriment par les espéces de micraigees.

— La croissance microbienne.
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4.3 Compétition dans le chemostat
4.3.1 Modelisation mathématique

Les nutriments pénétrent dans le chemostat, a une congientrs,, avec un débit volumique Q,
soit un taux de dilution B= \9/ A l'intérieur du chemostat, les organismes consommenthstsat pour
leur croissance. On le voit, la modélisation doit prendrecempte deux choses : la partie physique, qui
décrit les flux de matiére dus a la circulation de liquide ;&phrtie biologique, qui décrit les processus
biologiques ayant lieu a I'intérieur du chemostat. Danséte, nous noterons ¥a concentration de la
i-eme biomasse cellulaire totale, et s la concentrationdysgat.

En alimentation, il ne rentre pas d’organismes. La seuldataim de la biomasse des organismes est
donc le fait de la sortie, qui se fait au méme taux D que I'entfour le substrat, il faut tenir compte
du substrat entrant dans le chemostat, au taux D et & la cdratén s,, et de la quantité de substrat
présente dans le chemostat, qui est vidée par dilution.

Les organismes consomment le substrat pour leur croiss@hm®nsy (s) le taux de croissance spé-
cifigue des organismes et he taux de mortalité, correspondant a I'absorption d’'uneaqtité s de
nutriment. La consommation induit une diminution de la ditrde substrat & un taus;(s), que I'on
appelle taux d’absorption.

La variation de la masse du substrat limitant dans le deugiééservoir est donnée par le bilan du
substrat entrant, celui du substrat prélevé et celui du sabgonsommé par les especes de micro-

organismes :

n
$= Dsp — Ds - Ziai(S)xi
i=
Entrant — Sortant — Consommation

La variation de la masse de la i-eme espéce de micro-organesh donnée par le bilan de la masse
prélevé, celle de la biomasse morte et celle de la masse dsslzecroissance microbienne :
X = Hi(S)X — Dx - MmX
Croissance — Prélevement — Mortalité
Il existe une vaste littérature consacrée a la modélisaties fonctions de croissance et de consom-
mation. Nous ferons quelques hypothéses concernant lssarie des especes et la consommation du
substrat dans le chemostat :

Pour le moment, nous ne ferons que deux hypothéses contéadanctionsy; et g : La vitesse de
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\.

FiG. 4.1 — Un chemostat

croissance est positive et nulle dans I'absence de subktatlation entre la consommation et la crois-
sance est linéaire, La fonction de croissance dépend aamimt et uniguement de la concentration du
substrat ety et g; sont localement lipschitziennes.

Nous supposerons que le taux de recyclage de biomasse moneugeau substrat limitant est né-
gligeable. Il découle des hypothéses que les fonctigrsont continues, nulles en 0 et prennent des

valeurs positives. De plusg(s) = M; ) ou ) > 0 sont les coéfficients de rendement. Alors on déduit les
1

équations du chemostat :

m.
I

Disn =)= Zlul y. (4.1)
( D—m)xi, i=1..n

4.3.2 Le taux de croissance

En étudiant les aspects quantitatifs de la croissance d#sres bactériennes en fonction de la
concentration du substrat limitant, J. Monod présente ()9des résultats expérimentaux relatifs a
la croissance de E. coli pour trois types différents de sabdimitant : glucose, mannite et lactose.

Pour ces résultats, Monod propose une relation entre lassiespécifique de croissance d’'un micro-
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organisme;, et la concentration en substrat limitant, s.

Hi (S) = IJrinax kiS—I—S'
Cette équation dépend de deux paramétres :

1. la vitesse spécifique de croissance maxinpdlg,

2. K, définie comme laffinité que le micro-organisme a pour lestal limitant. Sa valeur numé-
rique correspond a la concentration en substrat nécesgaingr obtenlré HUhnaxe L€ modéle de

Monod représente la base en matiére de modélisation de issenace microbienne.

En étudiant les données expérimentales sur la croissandditdebacter winogradski avec du nitrate
comme substrat limitant, B. Boon et H. Laudelot (1962) staygéque la fonction proposée par Monod
ne pourrait pas étre valable pour certains substrats quitdipnitant a concentrations modérées mais
qui a forte concentration s’avérent inhibiteurs pour laiggance des espéces. L'utilisation des fonctions
monotones devrait étre en conséquence un cas spécial celaten fonctionnelle entre le substrat li-
mitant et la fonction de croissance. Pour le cas avec intaibjtils proposent une courbe d’interpolation

définie par la fonction suivante, plus connue sous le nom ‘&tede Haldane” :

_ S
I"l(s)_umax ) 82
kIS+S+E

La constante kest la constante d’inhibition. Il faut noter que sidst assez grand, le modéle est équi-

valente a celui de Monod.

4 Remarque Dans toute la suite, nous supposerons en fait que le tauxdiedD est strictement positif,
puisque le ca® = 0 caractérise un chemostat en batch, qui n'est pas repréfefdda culture en
continu.

Nous voulons souligner la différence qualitative entrexdelasses de paramétres du systeme : Les
parametrey; etm; sont déterminés exclusivement par les propriétés biol@gqlu systéme. D’un autre

coté, les parametress, etD peuvent étre maodifiés par I'utilisateur du chemostat.

Lorsque les espéces interagissent et que cette interaetitraine la décroissance du taux de repro-
duction ou du taux de croissance de chaque espeéece (par exgonslqu’il y a une concurrence sur la
nouriture, I'espace, etc), on dit gu’on est en présence depgsition.

La question qui se pose est la suivante : deux (ou plusiesmoes dépendant d'une méme ressource,
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peuvent elles cohabiter ? Si c’est le cas, on parle de cadst (compétitive), et sinon, si une seule des
especes se maintient tandis que les autres s'éteignentarim giexclusion. Dans le cadre du chemo-
stat, la ressource est bien entendu le substrat. La notionodgistence peut se définire en termes de
permanence.

Dans la suite, nous allons rappeler quelques propriétéditpiizes et asymptotiques du systéinel(4.1)

quand les taux de mortalité sont négligeables ; c’est-a&-dir= 0 pour chaque i 1...n.

4.3.3 Positivité et conservation de masse

Les systéemes biologiques du type du chemostat sont demsgstidnt les variables d’état sont
positives. Il est important de vérifier que pour des condginitiales positives ou nulles, le systeme

&) reste positif ou nul.

Proposition

1. Pour toute condition initiale daf&, x R, la solution correspondante a des composantes posi-

tives, bornées et donc définie pour toat 0.

2. L'ensembleQ = {(s, X1,.., %) € RT /st Zl } est invariant et est un attracteur de toute

solution del{411).

Preuve :
L'invariance deR, x R} est garantie par le fait ques 0 entraineS= Ds;, > 0 et que x=0 entraine
xi = 0. Il reste & montrer que la solution est bornée.

n

Pour toute solution dd(4.1), soitzs+ Z? La dérivée de z par rapport au temps le long des solutions
i—= |

du systemd{4l.1) est donnée par :

<s+ Zl——sn> =D(sn—2

0
d0r1CS+Zl —Sn+KeDt avec K=s(0 +Zlﬁ_3n

Il est donc clalr gue 4, ...,X, sont bornés car ils sont tous positifs.

on vérifie aisément que le systemel(4.1) est équivalent gansys
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z =-Dz
% =xa<ui(z—_i§)—D>, i—1.n,

Alors, quelques propriétés asymptotiques du systEmle fdR)ent étre déduites en étudiant le systeme

suivant :
% =X (ui(sn - i%) - D), i—1.n

En effet, si les solutions de ce systéme sont convergemeavepoint d’équilibre on peut utiliser
quelques résultats de réduction d'ordre pour en déduiredavergence des solutions de ce systéme
vers un point critique. En plus, étant donné que les solstiunsystemé(4.1) sont bornées, celui-ci est
asymptotiquement autonome et a une limite définie par céragstTandis que la méthode précédente
permet d’obtenir des résultats de stabilité globale deswsocritiques, I'utilisation de la théorie des
systemes dynamiques asymptotiguement autonomes perenétiude plus approfondie des propriétés
asymptotiques des solutions du systéimd (4.1). Par exesiples 2, il existe une généralisation du
théoréme de Poincaré-Bendixson. Nous utiliserons a plusieprises ces deux techniques dans notre

étude des équations du chemostat.

4.3.4 Lexclusion compétitive

La compétition entre n especes sur k ressources est un ségettidié en écologie théorique. Un
postulat classique propose que sirk, alors au moingn — k) espéces ne peuvent pas coexister a long
terme : ce postulat est connu comme le Principe d’Exclusiomg®&titive. Dans le cas du systemel(4.1),
le principe d’exclusion compétitive signifie que, au plus especepde micro-organismes est capable
de survivre a long terme, tandis que les autfas- 1) doivent disparaitre. Ce principe a été démontré
mathématiquement et validé dans plusieurs expériencass Moons une hypothése complémentaire
pour les fonctions de croissangg: pour chaque i= 1...n, il existe au plus deux nombres réels étendus

Aj et tels qued; < f3;,

pi(s) > D+m,se [A;, B,

Hi(Ai) = ki(B) =D+m et {M(S)<D+mi,s¢()\i,ﬁi).

Le comportement asymptotique du systdme (4.1) est dénstldaésultat suivant
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8 Proposition (Wolkowicz et Lu, 1992 [100])

On suppose que I'ensembl® )] vérifie les inégalités suivantes :
M<Ah<. <Ay et AMi<sn<pfBa
S'il est possible de trouver des constanges 0 pour chaqueé > 2 satisfaisani; < sy, telles que :

max gi(s) <y < min gi(s)
O<s<Ay Ai<s<pi

oup; = min(sp, B) etg; est définie par :
w(9)(— (O +m) +p(9)) (sn— 1)
<D+m1> (— (D+m)+ui(s)) (sn —s)

alors toutes les solutions du systemeél(4.1) vérifient laggtgsuivante :

g =

- _ yib
Jim_ ()50 50(0), -0 (0)) = (A 5o (80 = 41).0.....0)
. . .\ y1D _ .
ainsi, le point cr/thue()\l, Drm (Sn—A1),0,..., 0) est globalement asymptotiquement stable.
1l

Le principe d’exclusion compétitive étant en général rifisu et al. [54] sont parmi les premiers,
en 1977, a étudier le probléme de la compétition dans le chnhdls considerent n populations en
compétition pour un méme nutriment, et montrent que I'eskafu compétitive est vérifié : celui des
compétiteurs qui utilise le mieux le substrat en faible dit@rsurvit, les autres s'éteignent. Dans le cas
de fonctions de croissance non monotones, Butler et Waikdd8] montrent en 1985 que le principe
d’exclusion compétitive est également vérifié. En 1992ktMatz et Lu [100] utilisent des fonctions
de Lyapounov pour montrer que, toujours dans le cas de fametie croissance de forme générales,
mais avec des taux de mortalité différents pour chaque esp@principe d’exclusion compétitive est
encore vérifié (I'équilibre résultant étant globalemergtde). Li [61] a récemment étendu ce résultat a
une classe encore plus large de fonctions de croissancen, Brfiith et Waltman [88] vérifient en 1994
ce principe pour le modeéle de Droop. EI-Owaidy et El-LeitB@][établissent des conditions suffisantes
pour qu’un systéeme de deux populations se nourrissant dibstgt, ou d’'une population se nourris-
sant de deux substrats, soit persistant.

Hsu et al. établissent également dans [54] que la seule ¢ondgui peut conduire a la coexistence
de plusieurs populations est que I&ssoient égaux. Ceci est confirmé par Keener [59], qui montre

gue dans le cas de deux populations, il peut y avoir des lafimes conduisant a des oscillations. La
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situation ou les\; sont égaux étant non générique dans la réalité (c.a.d., gaiudtre détruite par de
petites perturbations), quelques travaux sur la compétin chemostat se consacrent a la recherche
de situations pouvant permettre cette coexistence. L'esgibtes envisagées est I'action sur I'une des
variables de contréle du chemostat, c.a.d., la concemmatie substrat en entrég ®u le taux de dilu-
tion D. De cette fagon, on se place dans le cas de systemesmétiton en environnement variable,
dont on sait qu’ils sont a méme de générer un comportemenbedstence. Hsu [52] considere en
1980 le cas de la compétition dans un chemostat forcé péuednent par la concentration de sub-
strat §,. L'étude numérique a laquelle il se livre montre la posdibitle coexistence des compétiteurs.
Smith [86] reprend ce modéle en 1981, et montre que la camdstest en effet possible, dans le cas
de deux populations. Hale et Somolinos [41] étendent en 1©8&3avail de Smith au cas de n espéces
en compétition dans un chemostat périodique, en utilisamlidsipativité du systéme. lls montrent en
outre que malgré le forcage périodique, il existe des plateparametres pour lesquelles I'exclusion
compétitive a lieu. Parallelement, Stephanopoulos, Foidon et Aris [93] étudient en 1979 le cas de
compétition de deux espéces. lls montrent que trois sitasifpeuvent conduire a la coexistence : taux
de dilution périodique, préléevements périodiques de mafi@grganique et inorganique) dans le chemo-
stat, et enfin taux de dilution et concentration d’alimeisiaten substrat périodiques. Dans une optique
différente Butler, Hsu et Waltman [17] reprennent en 198%de d’'une dilution D périodique avec n
compétiteurs, établissent des conditions d’exclusionpgitive et montrent par des techniques de bi-
furcation, que la coexistence peut également avoir lieul#98, Wolkowicz et Zhao [105] montrent
gue dans un modele trées général de compétition en dimension b et § sont périodiques, et ou
chaque espéce a un taux de mortalité spécifique, il peut y pessistance. Un article intéressant de
Rao et Roxin [75] considere la coexistence de plusieurs espanes le chemostat comme un probleme
de contrble : quel type d’entrée (de dilution) faut il applar pour que la coexistence des compétiteurs
soit possible ? Hsu et Waltman [55] se sont penché sur le césaampétition de deux espéces, lorsque
I'une des espéces est potentiellement soumise a une iohibktérieure (par exemple deux espéces de
bactéries dont I'une est sensible a un antibiotique). Elisaitit des propriétés des systémes monotones,
ils montrent qu’outre les comportements classiques, it p&ister une coexistence oscillante entre les
deux espéces. Des articles, enfin, étudient le devenir denipétition lorsque plusieurs especes se nour-
rissent de plusieurs substrats différents. Ainsi Hsu g68]} considérent le cas de compétition, lorsque
les organismes dépendent de deux nutriments complénmemntBallyk et Wolkowicz [3] étudient le cas

de la compétition entre deux especes utilisant indifferentrtiun ou I'autre de deux nutriments. Elles
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montrent que pour certaines valeurs des paramétres, il essiple d'avoir extinction d’'une popula-
tion vivant seule sans compétiteur, alors que dans le caa derhpétition, cette population survivrait.
Toujours, dans le but d’expliquer le phénomeéne de coexistefairement visible dans la nature, les
membres du projet INRA-INRIA-MERE [38, 62—-64, 69], ont coméglée cas d’un taux de croissance
ratio-dépendant au sens de Arditi [1] et ont prouvés que lexéstence est possible dans ce cas.

Une autre piste suivie pour obtenir la coexistence est ahllegradostat [89] . Un gradostat est une
batterie de chemostats montés en chaine, générant par laadiiegt de nutriment. Ce type de modéles
pourrait étre classé dans les modeéles structurés. Towelos agit la plutdt de systéemes d’équations
différentielles ordinaires couplées, décrivant des papahs vivant dans des conditions différentes. De
plus, le nombre d'articles consacrés a ce sujet [31, 87] &faible, nous avons préféré les mentionner

ici.

4.3.5 Recyclage dans le chemostat

Sil'on suppose que le taux de dilution D est trés faible, @aletemps de résidence des cellules dans
le chemostat est grand, et il y a mortalité cellulaire. Cartaauteurs justifient par exemple I'utilisation
d’'une valeur trés faible de D par la modélisation des lacsnB& cas ou il y a mortalité, on peut soit
ignorer le devenir des cellules mortes, soit essayer deuieses Sur le plan expérimental, malgré I'ex-
tréme rigueur apportée a la filtration du milieu d’alimenita, il subsiste toujours dans ce dernier des
bactéries. Puisque le temps de résidence des cellulesasd,grela est vrai aussi des cellules mortes.
Par conséquent, les bactéries sont a méme de dégrader ceiemsr Cette dégradation fournit des
matiéres organiques, qui viennent s’ajouter au substrapalnible pour la croissance des cellules. La
guasi totalité des auteurs ayant considéré ce probleme Ldifisé pour justifier I'introduction de re-
tard dans les modéles de chemostat : la dégradation n’estipggocessus instantané, il y a donc un
retard entre la mort d’'une cellule et sa recirculation soosnfie de substrat. Les articles de Beretta et
Takeuchi [9, 10] établissent la stabilité de I'équilibremtrivial d’'un modéle de Monod avec recyclage
retardé des organismes morts. Dans le cas ou le recyclagm&sintané, I'équilibre est globalement
stable. Bien que n’étant pas les premiers articles sur letsilg sont a I'origine de bien des développe-
ments ultérieurs, du fait de leur rigueur et de la grande gélig& des résultats gu'ils établissent. Ainsi,
ils sont a I'origine des travaux de [45-47, 101], qui traitechacun d’extensions et de généralisations
de [9, 10], dans le cas de noyaux de retard plus généraux, nigtifms de croissance plus générales,

etc.
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Plusieurs études mathématiques ont adressé les modeletepawltures en continu (chemostat) avec
la réutilisation de substrat [7, 8, 35,56,57, 66, 80, 81,853, 104].

Quelques auteurs ont fait le lien entre les modéles aveclagy et les problemes de compétition.
Freedman, So et Waltman [36] sont les premiers qui ont étadi@robleme, dans un article qui est
également le premier (& notre connaissance) des articlesarés au retard dans le chemostat. lls
introduisent un retard dans I'absorption des nutrimenes gai est assez différent, dans le principe, des
retards dus au recyclage. Ruan et He [82] (repris dans [83{)isp/Volkowicz et Xia [101], et enfin Wol-
kowicz et al. [102], ont étudié le cas de la compétition damshemostat avec recyclage des organismes
morts, pour différents types de retards (discrets, dig@#). Lu et Hadeler [39] se sont intéressés quant
a eux au probléme du recyclage dans le cas de la compétitima @manismes porteurs de plasmides et
organismes dépourvus de plasmides, lorsqu’il y a recyctigenutriments et présence d’un inhibiteur.
Ceci est un probléme qui est assez spécifique de la micrgiol&nfin, Kandil [58] a étudié en 2000

le cas de compétition de trois espéces, si le recyclage gstnitané.

4.4 Conclusion

Nous avons introduit le modéle du chemostat le plus usitésMeons donné quelques propriétés
du modéle du chemostat, qui est le plus utilisé pour décardyinamique d’'une population dans un
chemostat et ont servi de base a nos travaux dans cette peepaétie. Ce modele, bien que peu

détaillé, est la base de la construction de la quasi totaliés modeéles de chemostat existants.
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Chapitre 4 : Etat de I'art de la modélisation mathématiquesdar chemostat




Chapitre 5

Coexistence pratique en culture continue

5.1 Résumé

We show that the chemostat model with two species haviegedfitfout close break-even concentra-
tions exhibits a slow-fast dynamics. Considering smaltybations about the dilution rate for which
break-even concentrations are identical, the Fenichaebthallows us to show the coexistence of species
for large times. Then we determine the reduced dynamicghw$inon trivial and characterized by the

slopes of the growth functions about their break-even auinatons.
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5.2 Introduction

Considérons le modéle mathématique de la dynamique de dgpéxes en compétition dans un

chemostat pour un substrat essentiel non reproduisant :

S = —(S)x1— U(S)%+D(s" —s9),

X1 = (ul(s)—D>x1, (5.1)

Xo = (uz(s)—D>x2.

s est la concentration en substrat telle q8)s> 0. x; et % représentent les concentrations des deux
espéces telles que () > 0 et %(0) > 0. D est le taux de dilution et’sest la concentration d’alimen-
tation en substrat, supposés constants et positifs. Onosgpgue les taux de croissange et u, sont

deux fonctions positives, de classetélles queu; (0) = up(0) = 0.

On a vu au chapitré€l4 que, généralement, ce modeéle prévois, I&pport d’'un taux de dilution D
constant et une concentration d’alimentatidh sonstante, I'exclusion compétitive, c’est-a-dire qu’au
plus une des deux espéces peut survivre (voir, par exerapigohographe de Smith et Waltman [89]).
Le principe qui a été bien connu par Hardin [43] et qui a étégement, mathématiquement, étudier
dans la littérature (voir, par exemple, [2,18,92]).

Pourtant la coexistence de plusieurs espéces dans un ctarasslargement rencontré dans des situa-
tions particuliéres. Beaucoup d’efforts ont été faits poanfirmer, mathématiquement, un tel compor-
tement de coexistence, soit en considérant le cas d'un dtah@imenté périodiquement [17, 86], soit
en tenant compte d’'une considération spatiale [77, 94]t eniconsidérant la coexistence des masses
ou des filaments [19, 40], ou en considérant des taux de emocss ratio-dépendant au sens de Ar-
diti [62—64].

Dans le cas non générigue, pour lequel les deux espéeces acdtement la méme “break-even
concentration”, le principe d’exclusion n'est pas vériftdsu et al. [54] ont montré, théoriguement,
la coexistence pour deux taux de croissangede type Monod. Hansen et Hubbell ont montré, expé-
rimentalement, que la coexistence peut étre réellemerdrods si on s'arrange de telle sorte que les
especes auront le méme seuil de rentabilité "break-evenammation” pour une valeur précise du taux

de dilution D [42].
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Cette situation particuliére a I'effet d'une bifurcatiodans le sens que si le taux de dilution est lé-
gérement perturbé, une espéce ou l'autre devient le gagied compétition. Ce cas non générique
est, bien sdr, trés peu probablement rencontré dans la eamais on peut rencontrer des situations
trés proches (pour lesquelles le principe d’exclusion cétitige se tient), ce qui constitue le but de ce
chapitre. Il devrait étre souligné que le principe d’exéturs compétitive est un résultat asymptotique et
n'est pas informatif sur le comportement des trajectoigpiquement on peut se demander combien
de temps faut-il pour que la dynamique atteint un voisinagéédat stationnaire asymptotique.

Dans ce chapitre, on donne une extension du résultat de Hsu[&d] pour des fonctiongy; crois-
santes ayant la méme "break-even concentration”, et on mdatcoexistence des espéces. Dans une
seconde étape, on considére une petite perturbation dudawdilution D et on montre la coexistence
practiquedes espéces (dans le sens, un temps assez large de coe¥isbams ces coordonées origi-
nales, la dynamique n’est pas sous la forme connue des pneklée perturbations singuliéres, mais
en utilisant les résultats de Fenichel, on démontre I'exise d’'une variété invariante, attractive sur la
quelle, la dynamique est lente. Cette variété n’est pas é@mxplicitement, mais elle peut étre appro-
chée au premier ordre de la perturbation, aussi bien que senyque. Cette technique nous permet
d’obtenir I'expression analytique de I'approximation dedynamique réduite, et d’estimer la durée de
la coexistence. Des tests numériques sont présentés et la coexistence pratique, en comparant

les simulations du systéme initial avec celles de la dynaenigduite.

5.3 Généralités

Le modele du chemost&i(b.1) est un systeme dynamique défitfétquadrant positif, nous rappe-

lons pour cela quelques propriétés fondamentales [89].

9 Proposition :

1. Les solutions du systenle(b.1) sont définies pour toutseuogitif, et restent positives et bornées.

2. L’ensemble{(s, X1,X2) € Ri’ / S+ X1 +Xo = §”} est positivement invariant et est un attracteur

de toute solution dé_(3.1) sur I'orthant positif.

3 Corollaire Pour toute condition initiale sur le quadrant positif,

3To>0/ (s(t),xl(t),XZ(t)> €[0,8" x [0,8M)2, ¥t > To .
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Soit I'hypothése suivanteHO. Les fonctiongu; et p, sont croissantes telles quérp Ui(s) > D.
S—-+00

Sous I'hypothésel0, on définit par les "break-even concentrations?, &t s, les solutions respec-

tives de
pi(s)=D et [n(s)=D.

Geéneéralement, on g s~ s;. Un résultat classique, connu par le Principe d’Exclusioon@eétitive [89],
signifie que, au plus, une espéce de micro-organismes @eilai la plus petite break-even concentra-
tion) est capable de survivre a long terme, tandis que l'adit disparaitre.

Soient kg, E1(D) et Ex(D) les trois points d’équilibres de la dynamique du systdmiB) &ur le quadrant
positif définit par :

Eo= (Sin’0’0)7 El(D) = (Sflﬁ.’g.n _SLO)’ EZ(D) = (Sﬁaoagn _SE)
On obtient, donc, le résultat suivant :

10 Proposition L'équilibre
1. Ep sis" < min(s;,s)),
2. E1(D) sis; < min(s},s"),
3. Ex(D) sis; < min(s;,s"),

est globallement asymptotiquement stable sur le quadrsitifo

Preuve Voir [89]. [ |

On note par.# (D) le segment dd E1(D),Ez(D)}) dansR3. Pour le cas 2. (similairement pour le
cas 3.), on donne une preuve de la proposifioh 10, équivalemntlle dans [89], utilisant une fonction

de Lyapunov explicite.

11 Proposition supposons qug < min(s;,s"). Pour tous > s", 'ensemble.#/ = {(s, X1,%X2) € [0, 9] x
R, \ {0} x ]R<+} est positivement invariant, et la fonction

S .
V(S0 %) = Li (ul(o) - D)do+ K pio(S5)] s+ 0 + %o — &N

o mfo o o{o )
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est décroissante le long des trajectoires du systéme (6rly/s En outre,E (D) est globallement

asymptotiquement stable suf .

Preuve Pour simplifier, on note par

K = max(l, @D_D> . (5.2)

Le fait que.” (D) C .# implique que# est positivement invariant.

La dérivée de t—>V<s(t),x1(t),x2(t)> par rapport au temps le long des trajectoires du systdmé) (5.1
est donnée par :
V. = (1u(9~D) (D"~ 9) — (9 — Ha(s)e) ~ KD pa(s]) |50 + 30 — "
+ (D~ ka(s))) (1a(9) - D) (xa — "+ 57),

= (119 D) 1~ (1n(9) ~ D) (Ka(8) — pra(sh) %o~ KD po(sy)| s 1 43— &
~(1a(9)~ D) pa(s) (s+x2+ %~ $") =D (ka(s)~ D) (s~ ).

En tenant compte de I'hypothebk, on obtient(ul(s) - D) (uz(s) - uz(s_{)> >0et (ul(s) - D) (s—

s;) > 0 pour tout s> 0. L'inégalité suivante en découle
V < —o(s)D <K|s+x1+x2—si”| - M(S)T_D(s+xl+x2—§”)> .
Avec le choix[(5]2) du paramétre K, on obtient
VvV <0.

AinsiV est décroissante le long des trajectoires du systeiie L'ensemble dR?r ouV = 0 est exac-
tement le segmen¥’(D). En utilisant le principe d’invariance de Lasalle, on dédgue les solutions
convergent vers le plus grand ensemble invariant inclussd#iiD), qui est constitué des deux équi-
libres E1(D) et E;(D). Or I'équilibre Ex(D), qui n'appartient pas a# mais a sa frontiére, est répulsif.

On déduit la convergence asymptotique verH depuis toute condition initiale dang . |

Remarque V n’est pas une fonction Lyapunov stricte, mais elle donne estémation du taux de
convergence vers” (D), pour toute condition initiale loin de” (D). Notons que les valeurs propres

de la matrice Jacobienne du systémeg(D) sont—D, —(s" —si) i (s;) et a(s;) — D. Lorsques; et
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S, sont assez proche, la derniére valeur propre est assezepaeth Pour mieux comprendre le com-
portement transitoire des trajectoires lorsgji@ts; sont assez proches I'un de l'autre, nous étudions,

dans la section suivante, le cas non générique pour uner@utelle ques; ets; coincident.

Pour le reste de ce chapitre, on considére deux fonctigret u, telles que leur graphes se croisent

en un point loin de l'origine.
H1.ll existe § € (0,S") tel quep (') = La(S*) avecy](s') > uh(s*).

Sous I'hypothésel 1, on note par D = p;(S*) = po(s*). Par la propositiorID, I'espece 1 (resp. 2)
est asymptotiquement gagnante stD* (resp. D< D*). Ainsi, D= D* est le cas non générique, qui

sépare deux comportements opposés.

5.4 Cas nhon générique

Lorsque le taux de dilution D est exactemerif 8lors § = s, = s* et {Eg} U.(D*) est exactement
I'ensemble des points d’équilibre du systefmel(5.1). Najoies dans ce cas, les points d’équilibre dans
#(D*) ne sont pas hyperboliques (une valeur propre de la matriceld@nne est nulle). Nous mon-

trons la coexistence asymptotique des deux espéces daasierr générique.

Lemme Pour toute condition initiale d&(%.1) dans le quadranttifdsile que (xl(O),x2(0)> #(0,0),
ona

1 __
tleS(t)_S ,

autrement dit, la solution de(.1) converge asymptotiqerdmerss’ (D).

Preuve Considérons le vecteur

S S

b |=] 1tX
X1
b

et définissons la fonction suivante

fi(s,p) = p pa(s) + (1 - p) Hz(s) -
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Ainsi (s,b) est la solution du systéme non autonome suivant

$=—[i(s,p)b+D*(s" —9),

b= [i(s,p)b—D*b.

Définissons aussi les deux fonctions "envelopes” suivantes

WO =minp(s) et pT(s)=maxui(s),

et notons quei vérifie la propriété suivante

H(s)<RP(sp)<u'(s), Ypel01], Vs>0.

Alors, il est facile de montrer, par la comparaison standaes solutions d'équations différentielles

ordinaires scalaires, que
S (t)<st)<sT(t) et b(t)<bt)<b"(t), vt>0 (5.3)

ou (s ,b") et(s*,b™) sont les solutions des systémes suivants :

§ = —ut(s)bt+D*(s"—-s7), s (0)=s(0),
bt = ut(s )bt —D*bt, b+ (0) = b(0),
§F = —pu(shH)b™+D*(S"—s"), s7(0)=950),
b- = u(s")b-—D*b, b= (0) = b(0),

qui représentent le modéle simple d’'un chemostat pour unke gspéce avec un taux de croissance
U~ ou ™. En utilisant les résultats classiques du chemostat poeraspece [89], on montre que les

solutions(s™,b™) et (s™,b~) convergent asymptotiquement vers le méme point d’éqailirs” —s").

Finallement, en utilisant la propriété_(3.3), on obtient

; ok H _dn
t!rrms(t)_s et tleb(t)_§ s .
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Corollaire Pour toute condition initiale d&(5%.1) sur le quadrant gibigtle que (xl(O),x2(0)> # (0,0),

il existeT; > 0 tel que

S(t) <s', Vt>Tyous(t) >s", Vit >T; .

Preuve.Rappelons que(k) = s(t) + x1(t) + Xo(t) = s" + ke ', par conséquent() reste inférieure
ou supérieure a'%. Ainsi, pour tout { > 0 tel que $t;) = s*, le signe de3(t;) = —D*(z(t;) — s") est
constant. Comme s converge vetrsalors son trajectoire ne coupe pas lI'axe=ss* plus qu’une seule
fois. [ |

A l'aide du lemmél1 et du corollail@ 4, le résultat suivant ééise celui prouvé dans [52], pour

des fonctiongy croissantes plus générales.

Proposition Pour toute condition initiale de(3.1) sur le quadrant pbigltie quex; (0) > 0 etx,(0) > O,

ona

tIirr (xl(t),xz(t)> = (x’{,x§> ou x>0 et x;>0.

PreuveDu corollaire[4, il existe T> Otel que $t) < s* pour tout t> Ty, ou gt) > s* pour tout t> Tj.
Ce qui implique que les dérivéeagt) = (L (s(t)) — D*)xi(t) pour i= 1,2 ont un signe constant pour
t > Ty, (c.a.d. x est une fonction monotone tout le temps). Par la propos@oRr est bornée, on en
déduit que

X = tlTooX‘ (t) existe.

Nous montrons maintenant qugx 0 et x5 > 0.

Les fonctiongu (+) et to(-) sont deux fonctions de classé,@n définit les deux réels, pouri 1,2

(min (9. maxi(9) si s <t>Ta).
(rrﬁ,rrf) _ sc[0,s"] sc[0,s7]
( max (4 (s), min ui’(s)> si {s(t) >s* vVt >T;}.

se[0,s"] se[0,s]

Par la proposition[®, on sait que*s- x; +x; = s", et de I'hypothéséH1, on sait que s< s". Par

consequent, il existeq {1,2} tel que ¥ > 0. On montre maintenant qug % 0 pour kK# j.
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Rappelons que la solution de{b.1) peut étre écrite comme suit
't
ui(s(t)) —D*|dt
xj<t>=xj<0>e~/o s sm) -] ,

on en déduit I'inégalité suivante

/T:w [uj (s(r)) - D*}dr > —00 .

Par le théoréme des valeurs intermédiaires, pour ot T; il existe un réel positif ¢ entre'®t 1) tel

gue
by (S(0) = (") + (S(1) = ") ] () = D" + (s(1) = ' ) f ).

ainsi on obtient
on en déduit que
D’ou

et par suite

Finallement, il résulte que

t
e o W)
=%(0) e/O H(s(m) — D ar

oo () —oar [ (sm) -ofar

6 Remarque Notons que le point d'équilibréx;,x;) dépend de la condition initiale, contrairement au

cas général.
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5.5 Caractérisation en dynamique lent-rapide

Considérons des valeurs du taux de dilution D assez proch¥ de
D=D*+¢,

ou € est un réel assez petit non nul. On montre la “coexistencéque’ des deux espéeces dans le sens
suivant ; bien qu’une espece soit seulement la gagnante a ldefia compétition, les concentrations

des especes peuvent rester loin de zéro pendant des iésrdal temps assez importants.

De la dépendance continue des solutions des équationsainelpar rapport a un paramétre (voir,
par exemple, section 2.3 dans [60]), on peut, immédiatendéuiuire de la propositioi12, la propriété

suivante :

Corollaire Fixons une condition initiale dari&, x (R*)2. Soit (x;,x5) I'état stationnaire des trajec-
toires poure = 0. Ainsi, pour tout voisinage’” de(s*,X;,x;), il existe un réel positiT ete tels que pour

toute € [—¢, €], la trajectoire correspondante atteifit

De la propositio_ID et du corollairfgl 5, on peut comprendredenportement qualitatif des trajec-
toires du systemé&(3.1) lorsque O (Figure[5.2). Elles convergent vers un point.ggD*) puis elles
convergent asymptotiquement vergE) ou E;(D).

Notre but est, donc, de décrire qualitativement la dernjgatie des trajectoires.

X2

LUS(D)

(x1(0) , %, (0) )

FiIG. 5.1 — Trajectoires typique dans le pleq, x2).
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Pour € = 0, notons que les valeurs propres de la linéarisation de laadyigque de[(5]1) autour des
points de”(D*) sont0, —D* et —p; (S*)X} — U5(S*)%5.
Définissons le réel

. D* e ! [ i *
k=min (m»ﬁll(s ) Ha(s )) (s"—s")>0.

Ces deux derniéres valeurs propres sont minorées-amuniformément dans”(D*).

Notons, aussi, qu’en remplacant D paf B €, la dynamiquel(&]1), en coordonnées originales, n'est
pas sous la forme de Tikhonov des perturbations singuli®@8p C’est pour cela gu’on va utiliser
un changement de coordonnées pour caractériser la dynaméant-rapide en utilisant un résultat de
Fenichel.

Ecrivons la dynamiqud{d.1), pour & D* + &, comme suit :

§=F(.¢€). (5.4)
Notons paré (&, €,t) la solution de[[Z4) & un instant t avec une condition inii&} € R3. On définit

I'ensemble# des conditions initiales telles que, dans les coordoniriges,X»), on a x + Xz > 0.

Proposition Il existegy > 0 et un voisinage/p de.” (D*) tels que pour tout € (—&p, &), il existe une
variété invariante unidimensionnelle C ¥4. Ainsi, pour toute condition initialéy € .# ete suffisam-

ment petit, il existao, € X, etM, < 4o Vérifiant 'inégalité suivante :

€@ 8.0~ &0, <Mee ™0z~ &]|, =0

Preuve L’approche de Fenichel consiste & considérer la dynamiqugmentée’ dang?.

é = F(E?‘E))
{é _ 0 (5.5)

Pour € = 0, en tout point d’équilibre de F,0) appartenant &7 (D*), la dynamique linéarisée admet
deux valeurs négatives et une valeur propre nulle. De plkrissémble monodimensionngl(D*) est
compact. Ainsi, le théoréme de Fenichel [32, Theorem 9 .4li@sl'existence d’'une variété invariante
bi-dimensionnelle, attractives’® de la dynamique augmentde{5.5), telle gti€D*) x {0} C €5 (voir,
par exemple, [22] pour une application similaire du théorae Fenichel). De plus ils existent une

constante et un voisinage?” de . (D*) x {0} tels que pour tou{o,¢) € 7, il existe o tel que
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(0,€) € €S et Hf(a,s,t) - E(E,s,t)” < Cse—ktHa - 5” pour tout t> 0.

7 (D*) est un compact, il existent, dorgg,> 0 et un voisinage/p de.”(D*) tels que¥y x (—&, &) C

¥ . Ainsi, pour toute dans(—¢&p, &), il existe une variété&, C ¥p monodimensionnel, invariante pour
la dynamique[(5]4).

Fixons une condition initial€p € .#. Pour e = 0, on sait que d’aprés le Lemrfik 1, la solution del(5.1)
converge asymptotiquement vers I'ensem#léD*). Par conséquent, il existe un temps fini>TO tel
que & (0,0, T) entre dans¥p. Par la continuité de la solutiog (&o, €, T) par rapport au parameétre,

on a doncé (&o,&,T) € ¥ pour € assez petit. Ainsi, il exisie; € > tel que

HE(GS,E,t ~-T)- E(Eo,s,t)H < Cse‘k“‘”Hos —&(&,&,T)

TS

Définissonss; = & (0:, &, —T), qui appartient a la variété invariantg,. Soit L la constante de Lipschitz

de F(-, &) sur 'ensemble compact qui contienf et I'orbite positive allant d&y. On obtient donc,

HE(O’S,E,T) — E(Eo,e,T)H < e'-T‘

-2l

d’ou finalement

&G —&(E0.e.0)| < Mee™]

G: — &

avec M = Cl-thT, []

Sin =S —=

Sin A, (D € )=

X

N 1
Sin Ap (D € T)Tsin -s

FIG. 5.2 — Exemple typique de la vari€lg¢ dans le plar(xi,X2)(€ > 0).



14

5.5 Caractérisation en dynamique lent-rapide 111

Remarque Les variété< . sont des attracteurs “lents”, assez proches de I'ensefibl*) ou la dy-

namique est lente lorsqugeest assez proche de zéro.

On s’intéresse, maintenant, a donner une approximationrdmier ordre enc de la variété inva-

riante Z; et de la dynamique restreinte3a. Il est convenable de considérer les coordonnées

S S
b |=]| xt+x
p x1/b

dans les quelles la dynamiqUe(b5.1) s'écrit comme suit

§ = —(pm(9)+(1-p)pe(9))b+D(s" -9),
b = (ppa(9)+ (1 p)pa(s))b-Db, (5.6)
p = pL—p) (k9 kals).

Remarque Lorsque les fonctiongl; sont, partout, assez proches (sans obligation d’intécsedes
graphes), le systemeb.6) s'écrit sous la forme connue elgsrpations singulieres, en écrivant sim-
plementux(s) — pi(s) = €n(s) pour touts > 0, oun est une fonction bornée sur tout compact. Une
telle situation n’est pas de grand intérét dans le cas de dspéces, mais elle devient plus intéres-
sante lorsqu'il s’agit d’une gamme compléte d’espéces.asedifférent du présent travail, a été étudier
dans [76].

Proposition La variété mono-dimensionnelle
s + £
PH1(S*) + (1= p)Hy(s")
ie = §'n —s' — £

PUL(S") + (1= p) (")

P pe(0.1]

est une approximation d'ordiede la variété. ..

La dynamique mono-dimensionnelle, donnée par

H(S) — (S)
PH(S) T (1 PIL(S) .7)

est une approximation d'ordeede la dynamique restreintea.

p=¢ep(l-p)
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Remarque L’hypothéseH1 assure que les expressions données ci-dessus sont biciesiéfia.d.

Hi(S7) # Ha(s"))-

Preuve Notons que la propositidd 9 implique que la varigtgévérifie
S, C {(s,b, p) € R2 x [0,1] /s+b: sf'"}.

Poure =0ona

*

S
Zozy(D*)Z Sin—S*

P p<[0,1]
On s'intéresse, ainsi, a la variété invariante mono-dimemselle>; de la forme

h(e, p)

T = s"—h(e, p)
P pe(0,1]

ou h est une fonction réguliére telle quh) = s*. Ceci permet d’écrire la condition suivante

d /
a(s— h(e, p)) =0, V(sbh) eZ,

par équivalence, en utilisant les expressidnsl(5.6), ladian
~(Pra(h(e, p)) + (1= p) elh(e, p))) (" (e, p)) + (D" +¢) ($" — h(e. p))
- PP (1 p) (ulhie, p) - pa(hie.p)) 0. vpe 0.

Soit une approximation, de premier ordre, £de la fonction h de la forme suivante :

(5.8)

h(e,p) =s"+¢€hi(p) .

Remplacanty; (h(g, p)) par D* + e (p)ui(s") (i = 1,2) dans [2B) et en identifiant I'expression de
premier ordre ere, on obtient

1
T pui(s) + (1 pp(s)

de la méme maniére, en utilisant les équati@nd (5.6), orenbliapproximation au premier ordre de la

h1(p)

dynamique de p

pi(s°) — pao(s’)
PU;(S) + (1= p)y(s)

p=ep(1—p) (Hi(s)—1a(s") ) m(p) = £p(1—p)
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[ |
L'expression[(5]7) donne une estimation simple de la duégessaire pour que I'espece gagnante

atteint une proportion fixée, de la biomasse totale.

Corollaire Supposons qup;(s") > Hy(s") > 0, € > 0 et définissons le paramétre positif suivant

_ (s
My (s*

Une estimation du temps qui permet & la dynamique de conkiesggece 1 d’un étgs; a un étap, > p1

~—

a -1.

~—

est donnée par I'expression suivante

T(p1,p2) = 1 (Iog (%) +(1+a)log (1_ p1>> . (5.9

ea 1 — P2

Remarque L'expression[(519) est décroissante en fonctiormde

Preuve La séparation des variables dafis{5.7) nous donne

1+ap
— " dp=-c¢adt
pi-p) "
autrement
dp dp
—+(1+a)—— =¢cadt,
5 ( )1_p

ce qui entraine
dlog(p) — (1+ a)dlog(1—p) = €adt,

En intégrant, on obtient
p P1 at

(1_ p)1+a - (1_ pl)l-i-aeE

Le résultat en découle. [ |

5.6 Simulation numérique

Afin de confirmer les résultas précedents, on considére, ediaux de croissances, les deux fonc-

tions monotones suivantes :
S(1+5s) 4s
I.,l]_(S) = ) HZ(S) = m ;
— _|_ S

telles que leur graphes sont sur la figlirel5.3.
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] My

e e L N s m
0.0 0.5 1.0 S* 15 2.0 25 30

FiG. 5.3 — Graphes des fonctiops et L.
Le deuxieme point d’'intersection, autre qieest determiné numériquement et est donné par :
s'~1220, D*~2198.

Les simulations sont faites pour une concentration d’alitation 4" = 3 et une condition initiale @) =

1, x(0)=01, x2(0)=0.9, pour différentes valeurs de

Lorsquee est positif, on sait d’aprés la propositiénl10 que I'espe@stlla gagnante de la compétition.
La question qui se pose maintenant est, peut-on estimerriedwur que la concentration de cette
espece atteint une proportion fixée de la biomasse totale.

Pour s = 1072, la figure[5.2 montre I'évolution des concentrations du stab®t de biomasse totale.
Comme on I'a montré théoriquement, ces concentrationsergemt rapidement vers I'équilibre. Ceci
peut étre montré aussi par la fonction de Lyapunov donnés tapropositiorIlL, ou son évolution en
fonction du temps est dessinée dans la figurk 5.5 présemasttangement soudain de pente.

Nous décidons (arbitrairement) que le systéme devientprde.” (D) (qui est elle méme proche

d s L
de%;), Iorsqueav > —2.51072. Ce critére donne numériquement les tempst ~ 4.

Sur la figurd 5B, on peut comparer I'évolution lente de lagandion p calculée dans la dynamique
réduite [5.Y) integrée a partir du temps Ainsi, la formule[[5P) donne une estimation du tempour

atteindre la proportionp= 0.4 :

to =t +T(p(t1),p) =502,

gui est tout a fait précis, comme on peut le vérifier sur la fiffi.
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FIG. 5.4 —setb en fonction du temps pour= 102,
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FiG. 5.5 — La fonction de Lyapunov en fonction du temps pour= 102
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FIG. 5.6 —p en fonction du temps pour= 102

Les simulations poug = 10~! donnent 1 ~ 6 et le calcul d’'une estimation de pour p = 0.9 par la

formule [29) donnet~ 34.29, qui trés proche de la valeur réelle, £ 35 (Figure[5.9).
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FIG. 5.7 —setb en fonction du temps pour= 101,
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FiG. 5.8 — La fonction de Lyapunov en fonction du temps pouwr= 10"1.
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5.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons considéré deux espéces en @mnpgbur un seul substrat dans un
chemostat qui ont deux "break-even concentrations” asseaes. Nous avons démontré deux résultats
principaux :

- La stabilité globale en utilisant une fonction de Lyapurigvoposition[T1).

- Une estimation de temps de convergence qui représentade die la coexistence pratique des

deux especes (corollaifé 6).

Ce dernier résultat n’est pas en contradiction avec le gpecd’exclusion compétitive, qui prévoit,
asymptotique, la disparition de I'une des deux especes irgagit d'une information complémentaire

sur les caractéristiques de la dynamique.
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Chapitre 6

Association de la competition et du
mutualisme en culture continue

6.1 Résumé

We consider a simple chemostat model involving two obligatiialistic species feeding on limiting
substrate. Systems of differential equations are propasadodels of this association. A detailed qua-
litative analysis is carried out. We show the existence obmain of coexistence, that is a set of initial
condition for which both species survive. We demonstratdeucertain supplementary assumptions,

the uniqueness of the stable equilibrium point which cqroesls to the coexistence of the two species.

119
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6.2 Introduction

L'étude de la coopération entre organismes vivants dewerités grand intérét durant les dix der-
niéres années en tant q'une caractéristique naturelleregistante [11, 13]. Evelyn Zientz et al . [106]
ont soulignés que les bactéries mutualistes (facultatbeesbligatoires) peuvent étre trouvées partout
dans l'arbre de vie (protistes, plantes et animales) et qedalles relations biologiques pourraient
avoir culminé avec l'intégration stable d’une cellule avate autre suggéré dans la théorie endosym-
biotique [68, 70]. Dans de nombreux cas, utilisant des eigmées de laboratoire, il est montré que des
relations mutualistes étaient obligatoires [20, 44, 73,99 ce qui s’oppose a I'exclusion compétitive.
Alors, on pourrait voir de telles interactions comme un acteajeur de bio-diversité. L'étude de cette
sorte d'interaction biologique est non seulement app@@md’un point de vue fondamental, mais aussi
de point de vue ingénierie. En effet, dans beaucoup de isigpratiques, rendant la présence d’'un
micro-organisme, naturellement, stable dans un écosystantdis que la plupart des tentatives pour le
maintenir en jouant, seulement, sur les conditions enumieonentales, ont échoués. Récemment une nou-
velle classe de systéme coopératif synthétique a été prolbe&agit d’'une coopération obligatoirement
mutualiste appelés CosMo (cf. Shou et al. [85]). Dans ce itfegpa levure Saccharomyces Cerevisiae
a été génétiguement modifi€ée pour obtenir deux souches dacsonplement avec des capacités mé-
taboliques différentes pour qu’ils se comportent esskeient comme deux especes différentes. Plus
spécifiquement, elles ont été fait pour qu’elles soient alisties ; la premiéere produit une protéine né-
cessaire pour la croissance de la deuxiéme (cette syntisébtoguée dans le métabolisme du deuxieme
espéce) et au contraire. Ensemble, ces deux souches faumepsteéme coopératif qui imite un systeme
de mutualisme obligatoire de deux espéces tout en commianne seule ressource pour leur crois-
sance. Ce travail vise, donc, a modéliser un systeme si esnplans le chemostat et a I'étude de ses

propriétés théoriques.

Comme nous I'avons vu au Chapifie 4 divers modeéles mathgnestiont été développés et analysés
par différents auteurs (voir, par exemple, [89,91,100,]L01a majorité de ces modéles de compétition,
dans le chemostat, sous 'apport de dilution constante etulostrat non-reproduisant, prévoient I'ex-
clusion compétitive, c'est-a-dire gu’au plus une des espgeeut survivre. Pourtant la coexistence des
espéeces compétitives dans la nature est clairement vistldans le but d’expliquer ce phénomeéne, on
recourt a diverses hypothéses. Par exemple dans [41], 8idéne un apport non constant en nutriments

et dans [38, 62—-64, 69], il considére un taux de croissan¢®m@épendant au sens de [1]. Une autre
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approche naturelle est de considérer le cas des especesilistes.

Le mutualisme est un type de relation unissant deux orgassrivants, par lequel les deux especes
tirent mutuellement profit 'une de l'autre. La forme de rmalisme la plus connue est celle ou la survie
d’'une espece dépend de fagon essentielle de la présencautie lespece. Ce mutualisme s’oppose
donc a I'exclusion compétitive. En effet, une espece nespigister que si I'autre est présente. Que se
passe-t-il lorsque le mutualisme a lieu dans le contexta@d®inpétition pour une ressource ? C'est ce

que des modeéles mathématiques peuvent tenter de clarifier.

Freedman et al. [36] ont proposé en 2001 un systéme d'équatilifférentielles pour deux préda-
teurs mutualistes qui coopérent dans la capture d’'une mé&ssource dont la loi de croissance est de
type logistique. Il est connu que la relation ressourcesmmmateur est plus complexe lorsque la dy-
namique de la ressource est de type logistique que dans lelca'gst une fonction affine décroissante
comme dans le chemostat. En particulier, il peut y avoir detes limites [48]. De ce fait, le systeme

en dimension 3 de deux consommateurs mutualistes estalidfidécrire.

Notre objectif dans ce chapitre est de reprendre I'analysd-ccedman et al. [36] dans le cas plus
simple du chemostat o, comme il est bien connu, la présenoe dariété invariante attractive, per-
met de ramener I'étude qualitative a la dimension 2 et doabdider une analyse globale. On montre,
gu’on n'a pas d'orbites périodiques et qu’en général il éxideux bassins d’attractions dont I'un cor-
respond a la disparition et I'autre a la coexistence des despéces. On montre aussi, Sous certaines
contraintes supplémentaires, I'unicité du point d’éduidi stable qui correspond a la persistence des

deux espéces. Enfin on illustre les résultats proposés masidailations numériques.

6.3 Modeéle mathématique et résultats
6.3.1 Modéle mathématique

Soient §t),x;(t) et %(t) désignant, respectivement, les concentrations du substrdes micro-
organismes présents dans le chemostat a I'instant t. Oncagpgue tous les taux de mortalité des deux
espéces sont négligeables devant le taux de dilution. GnpaotD le taux de dilution et'sla concen-

tration d'alimentation en substrat. Notre modeéle est dépar le systeme d'équations différentielles
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ordinaires suivant :

§=D (s"—9)— fi(s;x2) X1 — f2(S,X1) X2,

Xp = (fl(s,Xz) - D) X1, (6.1)

{ Xo = (fz(S,Xl) — D) Xo.

La réponse fonctionnelle de chaque espéceRf — R, i = 1,2 vérifie les hypoyhéses suivantes :

H1 - f estde classe €R?), i=1,2.

H2 - ﬂ(s,xj) >0 pour ij=12 i#].
(9Xj

H3 - %(S,Xj)>0 pour i,j=212 i#].
H4-fi(0,Xj):0, i,j:l,z, I;ﬁj
H5 - fi(s,0)=0, i=12

L’hypothése H1 assure I'existence locale et I'unicité dedlution, I'hypothése H2 traduit le mutualisme
entre les deux especes, I'hypothése H3 montre que les detsessconsomme du substrat, I'hypothése
H4 explique qu’en absence de substrat, il n'y a pas croissaid’hypothese H5 exprime le fait que la
survie d'une espece dépend de facon "essentielle” de lagmees de I'autre espéce on parlera, alors,
du mutualisme obligatoire.

Rappelons deux propriétés fondamentales du modéle du ctargs].

15 Proposition

1. Pour toute condition initialés(O),xl(O),x2(0)> € R3, la solution correspondante a des compo-

santes positives, bornées et donc définie pourttoud.

2. L'ensembleQ = {(s, X1,X2) € Ri /SHX1+X = §”} est invariant et est attracteur de toute solu-

tion de [6.1).

Preuve :
L’invariance deIRi3+ est garantie par le fait que s 0 entraines=Ds" > 0 et que x=0 entraine

% = 0. Il reste a montrer que la solution est bornée.
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Pour toute squtior(s, xl,x2> de [621), soit z= s+ X; + X2 — S". La dérivée de z par rapport au temps
le long des solutions du systéerie16.1) est donnée par :
7=-D(s+X1+X—8")=-Dz

—Dt

donc s+x; +x =s"+Ke P avec K= s(0)+ x1(0) +x2(0) —s". Il est, donc, clair que 54 et %

sont bornés car ils sont tous positifs. |

6.3.2 Restriction a 2D

Nous sommes intéressés par le comportement asymptotigusmldéions de[{6l1). Comme les so-
lutions de [&.]L) convergent exponentiellement vers l'edeQ, il suffit, donc, de se restreindre a cet
ensemble. En fait, en général, il n’en est rien comme le renhtes exemples de [96] et [97]. Toutefois,
dans notre cas, grace aux résultats de Thieme [96] et auxriitds asymptotiques de la restriction de
€1) aQ, nous allons montrer dans ce paragraphe que les propriégmatotiques du systeme réduit
a Q seront informatives pour le systéeme complet.

Nous projetons donc le systéme réduf® dur le plan(xi,xz) d'ou I'étude du systéme suivant :

X1 = X1 (fl(én — (X1 +X%2),%X2) — D) = X101(X1,%2),
6.2)

X2 = Xo (fz(gn — (X1 +X2),%1) — D) = Xo02(X1,X2).

Le vecteur d'étatx;,x2) appartient au sous ensemble plan
S ={(x1,%) ER2:0< X +x <8}
On rappelle que les isoclines nulles du systemé (6.2) semrisembles suivants :
C1= {(Xl,Xg), X1 = 0} U {(xl,x2), 01(X1,%) = 0}

> = {(Xl,Xg), Xo = 0} U {(xl,x2), O2(X1,%2) = 0}

16 Proposition L'ensembld | = {(xl,xz), 01(X1,%2) = 0} est le graphe d’une fonction otg

X2 — )% (Xg )
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De mémd , = {(xl,xz), 02(X1,X%2) = 0} est le graphe d’une fonction otg

X1 > V(x1)

Preuve :
La fonction x — f; (§“ - (x1+x2),x2> est strictement décroissante et le théoréme des fonctigols i
cites assure quE; est le graphe d'une fonction de gu’on notey; et de mémeé, est le graphe d’'une

fonction de x qu'on notey.

En dérivant I'expression; <§” — (¥ (%)) +xj),xj> =D,i,j =1,2,i # j, on obtient :
oty oty
y/l(x2)+1:&>0 et y/z(x1)+1:ﬂ>0.
oh ot
Js Js
[ |
17 Proposition .# ne contient pas d’orbites périodiques ni de chaines cyesiqu
Preuve :
Effectuons le changement de variabfes= Ln(x;) et&, = Ln(xy) le systeme{6l2) devient :
él = gl(eflaefz)7
éz — gz(efl’eEZ).
gl(eﬁ’efz)
Soit Gé1,&) = . La divergence de G est donnée par :
(€%, 62)
divG=— (e‘flﬂ(si” — (e +e%),e) + e‘fz%(én — (1 +€%) e‘fl)> <0
ds ’ Js ’
et le critere de Dulac permet de conclure. |

Nous nous interessons, pour commencer, aux équilibreE.8g dénnés par = (0,0) et F* =

(X3,%5) avec % > 0etx > 0.

1 Théoréme

1. L'équilibre Fy est localement asymptotiquement stable.
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2. SiFy est le seul point d’équilibre alors il est globalement astotiguement stable.

Preuve :
1. Comme;fs",0) =0, i=1,2, il existe alors un voisinage;\We (0,0) tel que <f1(§” — (X1 +
X2),%X2) — D) v < 0 ce qui entraine qug; < 0 et un voisinage ¥de(0,0) tel que<f2(§” —(x1+
1

X2),X1) — D) v <0d'oux, < 0. AinsiV (Xl(O),Xg(O)) € V1NV, le couple(xy, x2) converge vers
2
(0,0) et la stabilité locale de ¢~en découle.
On peut également déduire la stabilité locale deé&r le calcul des valeurs propres de la matrice

Jacobienne donnée pag 3= —DlI;, ou b, est la matrice identit x 2.

2. Supposons que Est le seul point d’équilibre, par exemple, si :

max fi(s,x;) <D pouri=1et/oui=2
Ry xRy

CommeY est positivement invariant epRppartient a la frontiere de”” alors Fy doit étre un
équilibre globalement asymptotiquement stable[dd (6.2)gthéoreme de Poincaré-Bendixson

et ces implications. [ |
SiRmaRx fi(s,xj) > D pouri=1eti=2alors il peut exister d'autres equilibres de la formeé £ (x7,x5)
+ X IRy
avec X >0, i = 1,2 qu’'on les appelle équilibres intérieurs. Généralementpasats d’equilibres, s'ils

existent ne sont pas uniques et leur nombre dépend des giépdes deux fonctiong = 1,2.

Exemple :

Soit f(s,X) = Y(X)s+ 2 (s)x ete > 0 avecy une fonction différentiable définie slit,, nulle en

. , : D :
zéro, strictement croissante si@; €| valantsi—n sur [g,+][. Soient
fi(s,%2) = f(s,x2) et B(s,x1) = f(s,x1)

alors ces deux fonctions satisfont les conditions 1, 2, 3, 3 exigées dans la définition du systéme
(&1). D'autre part, on remarque qu’elles coincident sueuyrartie de la premiére bissectrice. Comme
les conditions 2 et 3 sont strictes, on perturbe et on obtergi autant de points d’intersections que I'on

veut. On dira que les fonctiong Sont en "position générale" lorsque les grapliestl » se rencontrent
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et ne sont pas tangents. Soient par exemple les fonctions :

2 2 :
fi(s,x2) = pe arctg(50x2) s + = [BiX2 + a1 sin(wyx2)] arctg(50s)

2 2 :
fa(s,x1) = p arctg(50x;) s + = [B2x1 + 02Sin(apxq)] arctg(50s)

tels que les constantesg, 5 et @y sont strictement positives vérifiaotw < (3 pour i= 1,2 et on preé-
sente dans la figufe8.1 les isoclines nulles du systeme paaslde quatre; =2.2,8, =2,01 = 0, =
035w =w=5etsix(f1=2, =220, =0.195a, = 0.18 w;, = wp = 10) points d’équilibres

intérieurs.

3 T T 3

0 L L 0 L L
0 1 2 3 0 1 2 3

FiG. 6.1 — Cas de quatre et six points d’équilibre positifs

Soit un cas oU'; et [, sont en "position générale". Appelonsg,81,$,No, ..., S, N, les points
d’intersections rencontrés le long d& en faisant croitre x a partir de 0 (Figure[G.R). Le vecteur
tangent & 1 en I'un de ces points d’intersections est donné par

Vi(%) )

Ti(6.%) = ( ;

et le vecteur tangent B, en I'un de ces points est donné par

La matrice Jacobienne du systerfie]6.2) est donnée par :

*dfl *dfl *afl
X5s X%, s
J =
L,0fr 0fs L0f2

Xl X2 —X
20x1  °ds 2 0s
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de polynbme caractéristique associé donné par :
P(A) =A2—tr(J")A +det(J*).
18 Proposition detJ*) et de(T;,T,) ont les signes opposés.

Preuve :

D’aprés la propositiori._ 16,

d0fidfy o0fi0f, 0fi0fy\ 0fi0f
det(Ts.Ta) = 40¥e0) ~ 1= (G0 52~ 50 e ~ 3 3= ) 35 s
arifie i Adi **aflde
on vérifie immédiatement que  dét) = _X1X2EE det(Ty, To). -
7 Corollaire

1. SidetT;,T,) <0, le point d'équilibre est un noeud stable et si@etT,) > 0, le point d’équilibre

est un col.
2. Le premier point d’intersection des deux isoclines rauést un col.

3. Les points d'équilibre§, i = 1,n sont des cols et les points d’équilibrsls i = 1,n sont des

noeuds stables.

Preuve :

1. Sidet{T;,T,) <0 alors detJ*) > 0d’ou le point d’équilibre est un noeud stable et si(lgt T,) >

0 le point d’équilibre est un col.

2. Pour le premier point d'intersectiom $les deux isoclines nulles on a @&, T,) > O alors § est
un col.

3. Pour les points d'intersections; N = 1,n det(T;, T,) < O alors detJ*) > 0d'ou N, i = 1,n sont
des noeuds stables et pour les points d’intersections=S1,n de{(Ty, T2) > O alors defJ*) < 0

ainsi les points Si = 1,n sont des cols. |

11 Remarque La nature des points d’équilibres dépend de la situationrdphgel 1 par rapport au graphe
I, lors de lintersection. En effet, $i; est entrant dans la surface limitée paret I'axe des abscises

alors ce point est un col etBj est sortant alors ce point est un noeud stable.
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x2

FiG. 6.2 —I'; etl', en "position générale”

On note par g = (0,0,0) et E = (s*,x],%5) les points d’équilibres du systénfe{6.1) tels que leurs

projections dans le plafix;,x,) soient les points d’équilibrespfet F* du systemd(6.2).

Théoreme

1. Eg est localement asymptotiquement stable.

2. F* etE* ont le méme type de stabilité.

Preuve :

Rappelons quez s+ x; + X, — " et on vérifie aisément que le systefel(6.1) est équivalerysténse

suivant ;

z =-Dz

X = X1<f1(3in +Z—X1—X2),%2) — D>7

X = X2<f2(Sin —|—Z—X1—X2),X1) — D).

La matrice Jacobienne engkest —Dl3 ou I3 est la matrice identité8 x 3 et donc K est localement

asymptotiquement stable (c.a.d. de méme nature gue F

La matrice Jacobienne est donnée par :

-D
L,0f1
X15s
Of
2 9s

0 0
L0f1 L,0f1 LO0f1
X175 9% 1 0s
20%; 2 0s 2 0s
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qui admet comme valeur propreD. Les deux autres valeurs propres sont celles de la matace-J
bienne J associé au systéeme rédif{6.2) ainsi la nature des poirtguilibres E du systemd(6.1) est
la méme que celle des points d’équilibres du systemd(§.2). [ |

Bassins d’attractions

19 Proposition Sil'une des deux conditions initiales est nulle alors lesxdespéces disparaissent.

Preuve : Si x%(0) = O alors x = 0 et doncx; = —Dx; ainsi x;, — 0 lorsque t— +o0 pour i, j = 1,2 et
i # j d’ou la disparition des deux espéeces. |
2 Définition :

Commek, est localement asymptotiquement stable alors il existeassib d'attraction ver®,0) noté

Ry et par suite 'ensembB* = Q\Ry est un bassin de persistance.

8 Corollaire Il existe deux valeurs seuity > 0 et g, > 0 tel que six; < g et 0 <x; < s" pour

i,j=1,2i # ] les deux espéces disparaissent.

Preuve :
Le complémentaire degRest un fermé qui ne rencontre pas les axes du repére, d’'agtéace deg; > 0
et g, > 0 tels que les rectangld®, o1] x [0,S"] et[0,s"] x [0, 0] soient dans le bassin d’attractioryR

Unicité de I'équilibre intérieur stable

Dans la suite, nous précisons quelques contraintes supgpltaines sur les fonctions pour les

guelles on peut évaluer le nombre des points d’'équilibré&rigurs.

Soit la droiteAy d’équation X + X, = k ou k est une constante strictement positive.

2 Lemme La droitely coupe chaque graphe, i = 1,2 en au plus un point.

Preuve : Pour x + X =K, les fonctions x— fo <§” — (X1 +X%2), xl) et — f; (§” — (X1 + xz),x2> sont
strictement croissantes et donc la drafyg d’équation X + x, = k coupe chaque graphg, i = 1,2 en

un seul point. |

20 Proposition Siles graphe§i,i = 1,2 sont strictement concaves alors le systemd (6.2) admetugu pl

deux points d’équilibres intérieurs.
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Preuve : Soit A et B deux points d’intersections des deux isoclindles(Figure[6.8). CommeE; est
strictement concave et que toute droite paralléle a la dsme bissectrice doit I'intersecter en un seul
point (Lemmé&l2) alor§ 1 doit passer au dessous du segmé®] (région 2AB) puis par les régionsA

et 1B et de méme on montre qOe doit passer au dessus du segmgkB] (région 1AB) puis par les

deux autres région2A et2B. Ainsi on n'aura plus d’autres intersection. |

FiG. 6.3 — Unicité de I'équilibre intérieur stable

9 Corollaire Si les fonctionsfi,i = 1,2 sont strictement concaves alors le systemd (6.2) admetau pl

deux points d'équilibres intérieurs.

Preuve : Si les fonctionsfi = 1,2 sont strictement concaves alors leur Hessiensdtt semi-definis

négatifs. Comme

o < Hiv,v>
yI/ (XJ) - df. <0
Js
avec v= (Y (x))+1,—1)T alors les graphe§;, i=1,2sont strictement concaves et le résultat découle
de la propositiori 20. |

10 Corollaire :
Si fi(s,xj) = gi(s)hi(x;) avecg; eth; sont deux fonctions strictement concaves alors le syst@ag (

admet au plus deux points d’équilibres intérieurs.

Preuve : Un simple calcul donne

ihf —2(y(xj) + )gh +gh’ xi)+1)%g’h;
V{(Xj)+1:gi_f>o’y|/’(xj): (Y (x) +1)g; I+g/| .|+(V|( i)+ L
gihi gih
alors les graphes$, i = 1,2 sont strictement concaves et le résultat en découle. |

0
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11 Corollaire Siles graphe§i,i = 1,2 sont strictement concaves alors il existe une valeur gryiiElle

que :
1. SiD < Dg on a exactement deux points d’équilibres intérieurs.

2. SiD > Dy il n’y a pas de points d’équilibres intérieurs.

Preuve : Les graphed’j,i = 1,2 sont les lignes de niveau des fonctionsEin augmentant le taux de
dillution D, ces graphes forment deux suites strictementaigsantes et donc il existe une valeug D
telle que si D< Dy il y a exactement deux points d’'intersection et sty il N’y plus de point d'inter-

section. [ ]

Exemple : On choisit le cas particulier ou la réponse fonctionnelle lesproduit de deux fonctions
Monod :

S X S X1
— et BH(sX)=6—0
1+s1+x 2(8,%a) 1+S2+x

et on présente dans la figure b.4 les isoclines du systeémeqiéi. Rlustre les résultats des corollaife11.0
etT1.

3 T T 3 T T 3

fi(s,xp) =4

0 1 2 3.0 1 2 30 1 2 3

D=0.9<Dg D=Do=1.0273 D=11>Dg

FiG. 6.4 — Les isoclines dans le cas de concavité

21 Proposition Si fi(s,Xj) = g(s)hi(x;) ouh; est une fonction linéaire alors I'étude qualitative peue ét

ramené a la dimension 1.
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Preuve : Soit {(s,xj) = g(s)hi(x;) avec h(x;) = ux;. En effectuant le changement de variables suivant
y = U1Xp — Xy dans le systemé& (6.2) on obtignt= —Dy d'ou y— 0 lorsque t— + et donc la
présence d'une variété\(: uixo — tox; = 0) invariante attractive ce qui permet de ramener I'étude

qualitative a la dimension 1 d’ou il suffit de résoudre le éys¢ de dimension 1 suivant :
X1 = |:uzg (Sm — Xl(l—l— %))Xl — D] X1.
1

Pour chercher les points d’équilibres du systefmel (6.2)yffitsde déterminer les zéros de la fonction w.

6.3.3 Analyse globale 3D

Dans ce paragraphe nous supposons gue les isoclines sopbsititn générale" donc, en particu-
lier, un nombre fini de points d'intersections.
L’ensembleQ est attractif dansR3 et les travaux de Thieme-Markus [96] permettent de montuer g
le comportement asymptotique de la solution du systémelebest le méme que celui décrit pour le
systeme réduif{6.2). Sds, x;,x2) une solution def{6l1), bornée donc son enseroblenite w est non
vide.
Fixons $0) = s, nous avons vu que=s SN —x; — X+ Ke Pt et donc(xz,X2) est solution de :
X1 = x1<f1(§“ — (X + %) +Ke P x0) — D),
(6.3)
Xo = x2<f2(§” — (X1 + %) + Ke™P xq) — D).
Pour chaque valeur dgysnous avons un systéme non autondmgd (6.3) dont le secondenesonizerge
vers le second membre du systéme réduit.
L’ensemblew est contenu danQ qui ne contient qu'un nombre fini d’équilibres. D’autre pardus
avons vu que le systéme réduit n'admet pas d’'orbites pépimdi ni de polycycles. Donc seul le cas 1

du théoréeme (A18) est possible ce qui prouve le théofém@nsu

3 Théoreme
1. L'ensemblew-limite d’'une solution del{6l1) est I'un des équilibres Belj&lont la projection
dans le plarix1,x;) est I'un des équilibres dB(6.2).
2. Si le bassin de persistance est non vide pour le systenét (@) alors le bassin de persis-
tance du systeme complEBL{6.1) est non vide. Toute trajeatiei condition initiale dans ce bassin

converge vers un équilibre intérieur.
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12 Remarque Ce théoreme peut étre démontrer en utilisant le théoremenlemence donné dans I'an-

nexe F de [89].

6.4 Simulation numérique

On illustre les résultats précédents par des exemples. desmetres sont choisis pour illustrer et
ne sont pas nécessairement reliés a aucune interactiondimle.
Commencons par I'exemple le plus simple ou on preiid %) = 0.055% et f(s,x1) = 0.1sx. On

restreint le systéme de dimension 3 a un systéeme de dimendmmé par :
Xl = [O.l(gn — 3X1)X1 —D|x.

Remarquons que pour chercher les point d’équilibres intégen résout une équation du second degré
et donc on ne peut pas dépasser deux points d'équilibreseants. De ce fait, on est dans le bon choix

qui illustre les résultats du corollaife210 et les proposits[20 ef21.

Remarquons gque les points d’équilibres sont allignés ajgpantt a la droite attractive décrite dans
la propositio 21 et que toute solution du systéme est attapidement vers cette droite (Figlirel6.5). En
faisant croitre D, on constate que la région de lessivagehdurmstat croit et les deux points d’équilibres
se rapprochent. Pour une valeur précisg Dis fusionnent en un seul point d’équilibre dit noeud-col
(semi-stable). Augmentant encore D, il y purement et simgieg disparition de tout point d’équilibre
intérieur d’ou la stabilité globale ded{Figure[&.5).

Choisissons maintenant des réponses fonctionnelles deMgpod modifié données par :

S X2 S X1
— et B(sx)=6— )
1+s1+X% 2(84) 14+s2+%

fl(s> XZ) =4

Le nombre des points d’équilibres intérieurs dépend du teudilution. Au départ, le systeme est placé
sur des valeurs de D comprit entfeet Dy = 1.0273 Le systemE6.1 admet deux points d’équilibres :
I'un est stable (attracteur) et I'autre est instable (Figl8.6). Faisant tendre D versg®ans I'atteindre,

on constate que la région de lessivage du chemostat crasetdux points d’équilibres se rapprochent.
Pour D= Dy, ils fusionnent en un seul point d'équilibre dit noeud-dbly a donc eu perte du point
attracteur, le systéeme s’est déstabilisé. Augmentantreri@pil y purement et simplement disparition
de tout point d’équilibre intérieur (Figure_8.6) c’est ce’qn appelle bifurcation noeud-col.

Cet exemple illustre les résultats élaborés précédememitamment le corollaire~10.
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FIG. 6.6 — Exemple de type Monod

Choisissons maintenant un exemple ou on peut avoir plisgaints d'équilibres intérieurs.

fi(s,x2) = 7—21 arctg(50xz)s + 7_21 [2%2 4 0.195sin(10x;)] arctg(50s)
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et

fa(s,x1) = 7—21 arctg(50x;) s + 7—21 [2.2x1 + 0.18sin(10x; )] arctg(50s)

On remarque qu’on a toujours un bassin d’attraction véds0) alors que le bassin d’attraction qui
correspond a la coexistence se décompose en d’autres badaitraction, chacun d’entre eux attire
les solutions du systéme vers un équilibre intérieur quecturespond (Figur€6l7).

En augmentant D, les équilibres intérieurs disparaissériyedevient globalement asymptotiquement
stable (Figurd 6J7).

D=3 D=4

3.0

2.57

2.04

X2

1.5
NZ

1.09|

|
O.SfT‘
|

1RO,

[ o e e e B B L B S o S e

0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0
x1

FIG. 6.7 — Exemple artificiel

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudier la persistance etifetxon de population de deux especes
mutualistes. Il y a beaucoup de facteurs qui pourraient kbaér a la survie de telles populations, sans
lesquelles ils peuvent disparaitre. De tels facteurs peu@ae le changement environnemental, diffu-
sion, ou la coopération, par exemple. Ici nous nous sommesettrés sur I'aspect de coopération.
Le fait gqu'il y a des exemples dans la nature de populationslelex espéces différentes coopérantes
pour le méme nutriment a de grand intérét en soi, puisque ugart des populations compéteraient

plutdét que coopéraient. On a proposé et étudié un modeéle énatique du comportement de deux
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especes mutualistes qui se compétent, dans un chemostayrpsubstrat, en quantité limitante, non-
reproduisant. On a utilisé la technique de réduction d'erdiu probléme basée sur la théorie introduite
par Thieme [96], afin de profiter de la théorie de Poincaré-&i&nn dans le plan, pour prouver I'exis-
tence de deux bassins d’attractions dont I'un conduit asilege du chemostat et I'autre mene les deux
espéeces a coexister. On a pu trouver des contraintes supptéires sur les réponses fonctionnelles
pour avoir l'unicité du point d’équilibre intérieur stabld®our conclure, la concentration initiale des
microorganismes a une grande importance dans la déterioimate la coexistence ou de I'extinction

des especes.
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Chapitre 7

L'inhibition réversible confirme le
principe d’exclusion compétitive

7.1 Résumé

We consider a simple chemostat model involving two spee@lify on limiting substrate with rever-
sible inhibition. Systems of differential equations aregmsed as models of this association. A detailed
qualitative analysis is carried out. We proved, under gahand natural assumptions of monotony on

the response functions that the persistence of the twoespecimpossible.

139
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7.2 Introduction

Considérons le modéle mathématique de la dynamique de dpéxas en compétition dans un

chemostat pour un substrat essentiel non reproduisant :

S = —i(9)x— (% +D(s" —s),
X]_ = ([.11(8) — D> X1, (71)
Xg = <[.12(S) — D) X2.

s est la concentration en substrat, &t % représentent les concentrations des deux espéces. D est le
taux de dilution et '8 est la concentration d’alimentation en substrat, suppas@sstants et positifs.

On suppose que les taux de croissapgeet 1> sont deux fonctions positives, de classeté€lles que
p1(0) = 112(0) = 0.

On a vu au chapitr€l4 que, généralement, ce modeéle prévais, I&pport d'un taux de dilution D
constant et une concentration d’alimentatidh sonstante, I'exclusion compétitive, c’est-a-dire qu’au
plus une des deux espéces peut survivre (voir, par exerapigohographe de Smith et Waltman [89]).
Le principe qui a été bien connu par Hardin [43] et qui a étégement, mathématiquement, étudié dans
la littérature (voir, par exemple, [2, 18, 92)).

Une autre approche qui peut confirmer le principe d'exclustompétitive dans une situation particu-

liere ou on considere deux espéces qui s'inhibe I'un de i&aat dont I'idée, mathématiquement, est de

remplacerp;(s) par fi(s,X;) tels que%(s,xj) > 0et %(S,Xj) <O pour ij=212 i#].
|

7.3 Modele mathématique et résultats
7.3.1 Modele mathématique

Soient sx; et % désignant, respectivement, les concentrations du substtdes micro-organismes
présents dans le chemostat a I'instant t. On suppose quelésusux de mortalité des deux especes
sont négligeables devant le taux de dilution. On note par Eale de dilution et8 la concentration

d’alimentation en substrat. Notre modéle est décrit parjigtéme d’équations différentielles ordinaires
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suivant :
$=D(s"—9)— fi(sx)x1 — fa(s X)X,
x1 = (fi(sx2) —D) xq, (7.2)
Xg = (fz(S, Xl) — D) X2.
La réponse fonctionnelle de chaque espépeRﬁ — R, i=1,2vérifie les hypoyhéses suivantes :
H1 - fi estde classe §R2), i=1,2.
H2 - ﬁ(s,x,-) <Opour ij=12 i#].
an
0 fi . .
H3 - E(S,Xj) >0 pour i,j=212 i#].
H4 - i(0,x;) =0, i,j=12 i#].

L’hypothése H1 assure I'existence et I'unicité de la solti’hypothése H2 traduit I'inhibition réver-
sible entre les deux espéces, I'hypothése H3 montre queslesabpéces consomment du substrat et

I'hnypothése H4 explique qu’en absence de substrat, il n"g@groissance.

Nous ne réclamons pas que le systedmeé (7.2) sous les hymoHks¢4 modélise un systeme biologique
réel. Il devrait, en principe, introduire deux autres comigaents p et p représentant les concen-

trations de deux produits intermédiaires, respectivempat I'espéce 1 et I'espéce 2 et qui sont des
inhibiteurs de la croissance des espéces 2 et 1, respe@iteine modéle devient ainsi a cing com-
partiment et donc plus difficile a étudier. Le modeéle prop@&8) n’est qu’une premiére étape pour

comprendre le comportement qualitatif de deux espéceshdritinn réversible.

Rappelons deux propriétés fondamentales du modeéle du ctz8% et qu’on a vu au chapitrgl6.

22 Proposition :

1. Pour toute condition initialés(O),xl(O),x2(0)> € R3, la solution correspondante a des compo-

santes positives, bornées et donc définie pourttoud.
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2. L'ensembleQ = {(s, X1,X2) € Ri /S+ X1+ X = §“} est invariant et est attracteur de toute solu-

tion de [ZP).

Preuve : Voir Chapitre[®, Propositio15. [ |

7.3.2 Restriction a 2D

On procede de la méme maniére qu’au chagiire 6 et nous prggetipnc, le systeme réduitasur

le plan (xg,x2) d’ou I'étude du systéme suivant :

X]_ = X1(f1(§n - (Xl +X2)7X2) - D) ’
(7.3)

Xz = X2(f2(§n — (X]_ +X2)7X1) - D) s

ou le vecteur d’étatx;, x2) appartient au sous ensemble du plan défini par :
S ={(x1,%) ER2: g +% <s"}.

Analyse locale

Nous nous intéressons, pour commencer, aux équilibre§- 8¢ (7 systemd (4.3) admeg £
(0,0),F1 = (x1,0),F> = (0,x2) et F* = (x3,%;) comme points d’équilibre.
Soient Q = f;(s",0), Dy = f5(s",0), D3 = fo(s" — Xy, X1) et Dy = f1(S" —X2,%2). Notons que B< D5
et Dy < Dj.

L'existence, I'unicité et la nature des points d’équililment donnés dans les lemmes suivants.

Lemme Le point d'équilibre trivialFy existe toujoursFy est un noeud instable Bi < min(D1,D3). Il

est un col smin(D1,D2) < D < maxD1, D). Il est un noeud stable Bi > max(D1, D).

Preuve : La matrice Jacobienngydu systemd(7.3) erylest donnée par :

f1(s",0)—D 0
Jo=
0 f,(s",0)—D
Les valeurs propres sont;D- D et D, — D. Ainsi, si D< min(Dj,D>) alors k est un noeud instable, si
min(D1,D») < D < maxD1,D,) alors F est un col et si D> max(D1,D>) alors ky est un noeud stable.
[ |
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Lemme L'équilibre F; existe si et seulementBi < D;. S'il existe alors il est le seul point d’équilibre

l'axe desx, positifs et il est un col dD < D3 et il est un noeud stable Bi > D3.

Preuve : Un équilibre F existe si et seulementsgi €]0,s"[ est solution de

f1(§n — Xl,O) =D. (74)
Soityn (x1) = f1(s" —xg,0) — D. On vérifie, facilement, que
Y1 (x1) <0, Y1(0) =D1—D, yr(s")=-D<0.

L'équation [Z.3) admet une solution positive si et seuldresebD < D;. Si cette condition est satisfaite
alors (Z.4) admet une solution unique.

La matrice Jacobienne; Hu systemd{7.3) en [est donnée par :

_0fy, . _ L
Les valeurs propres sonfexld—sl(s'” —X1,0) < 0 et D3 —D. Ainsi, si D> D3 alors K _est un noeud

stable et si D< D3 alors R, est un col. [ |

Lemme L'équilibre F, existe si et seulement Bi < D,. S'il existe alors il est le seul point d’équilibre

I'axe desx, positifs et il est un col dD < D4 et il est un noeud stable Bi> Dy.

Preuve : Un équilibre R existe si et seulementsgi €]0,s"[ est solution de

f2(§n —XQ,O) =D. (7.5)

Soityr(X2) = f2(S" —x2,0) — D. On vérifie, facilement, que
Wa(x2) <0, Yr(0) =D2—D, Yr(s")=-D <0.

L'équation [Z5) admet une solution positive si et seuldnseb < D,. Si cette condition est vérifiée
alors (Z.3) admet une solution unique.

La matrice Jacobienne,du systemd{7.3) en lest donnée par :

fi(s" —%,%) — D 0
S IPY i o1
%o (815,00 =% 5 2(8"=%.0) % 52(s"~%.0)
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_o0fy, . _ L
Les valeurs propres sont/3- D et —xz%(s'” —X2,0) < 0. Ainsi, si D> D4 alors F, est un noeud

stable et si D< D4 alors F, est un col. [ |

Lemme La situationD < min(D3,D4) est impossible.

Preuve : Supposons qué< D < min(D3,D4). D’aprés le lemmegl4 et le lemrfik 5, & F, existent.
— SiXg > X, 0N a D= fp(S" — X3,0) > f(s" — X1,0) > fo(S" — X1, %X1) > D ce qui est impossible.
— SiX; < X, on a D= f1(S" —X1,0) > f1(s" — X3,0) > f1(S" — X2, %2) > D ce qui est impossible.

On en déduit qu’on ne peut pas avoir<bmin(Dz,D4) d’'ou D > min(D3, D4). |

Lemme SiI'équilibre F* existe alors il est un col.

Preuve : Supposons que I'équilibre*Fexiste et soifx;, ;) ses cordonnés qui sont solutions de

f1(s" =X —%5,%5) = f2(S" —X{ —%5,X7) =D.

La matrice Jacobienne*Xu systemd{7.3) en‘Fest donnée par :

% fd f]_ « 7] f1 % J fl
s Mox, s
J =
L0f L 0T 0T
o 2 as X255
ou les fonctions d’indices i sont évaluées(gh— X] —X5,Xj)avecij=12;i#].
On vérifie, facilement, que
. ,0f L 0f
tr (\] ) — —X]_E —XZE < O,
et que
o s [(Of10f  0f 0f; O0f 01
det(J ) =% <(9X2 s s (9X1 (9X2 aX]_) < 07
ainsi F* est, toujours, un col. |

Lemme L’équilibre F* existe si et seulementgia{D3,D4) < D < min(D1,D>).

Preuve : Commencons par montrer que si Existe alors il satisfait X< Xz et X < X1.

Utilisant les fonctiongp; et ¢ on obtient :

Y (xg) = f1(s" —x7,0) =D > f1 (8" =X} — %5, %) —D = 0= ¢n(x1)
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alors g1 (x;) > 1(xq) d’ou, puisquey(.) est décroissante;x x;. De la méme maniére, on a :

Wa(x3) = f2(S" — x5,0) — D > (" —X; —%5,%;) — D = 0= (%)
alors i (x;) > Yr(x2) d'ou, puisquep;(.) est décroissante ;% x,. Ainsi I'existence de Fassure celui
de R eth.
Utilisant le fait que les fonctions,x— f1(§” —X1— X2, X2) et % — f2(§” — X1 — X2, X1) sont strictement
décroissantes, on en déduit immédiatement que les isedlimées de[(713) sont les graphes des deux
fonctions % = ¢1(x1) et % = ¢2(xy), respectivement.
Ainsi x; est solution dez(X;) = 00U z(X1) = P2(X1) — P1(X1) .
Les dérivées des fonctiogs et ¢, sont données par :

of, ofq
/ a—X:L / (9—)(2
dr(x) = _l+a—f2 <-1<¢i(xq) = —1+W <0.
s 0% 0s

On en déduit quej(x1) = §5(x1) — ¢4(x1) < 0. Or on voit bien quef(S" —x; — ¢1(X1), P1(X1)) =
D = f;(S" —X1,0) ce qui entraine que; (X;) = 0, de méme on afs" — ¢-(0),0) = D = f»(s" —X,,0)
ce qui entraine quep,(0) = Xo. On obtient, donayz(0) = ¢2(0) — ¢1(0) =x2 — ¢1(0) et Y(x1) =
$2(x1) ainsi X existe et unique si et seulementxsi > ¢1(0) et ¢2(X1) < 0. Or ceci n'est vérifié
que si D= f1(s" — $1(0), $1(0)) > f1(S" —Xp,X2) = Dy €t D= fo(S" — X3 — Pa(X1),X1) > fa(S" —
X1,%1) = D3z d’ou x; existe et unique si et seulementrsxD3,D4) < D < min(Dq,Dy). L'existence et
I'unicité de % = ¢1(X;) = ¢2(X;) se déduit facilement vu que les fonctigng:) et ¢,(-) sont strictement

décroissantes. [ ]

Remarque La démonstration peut étre faite, dés quaxD3,D4) < D < min(D1,D32), en utilisant le
théoréme d'indice de Poincaré-Hopf. Supposons que ce clianvecteurs admet points singuliers

F*,i=1,n. Soitf la fonction définie par :

Qxl if x3€(0,x1),
X1

X2:f(X1): _
oS LM Xedn X1 € (X3,8M).

— X .
- e
On identifie les cotédy = {(x1,x2) € .7,x2 = 0} etA; = {(x1,x2) € ., x1 = O} par l'applicationf

ou on obtient un cénB! (voir Fig.[Z1) . Notons qué envoieF, surF.
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Le champ de vecteur admet, ainsiols {; = F*,i = 1,n), une sourcef,1 = Fo) et un puit On, 2 = F,
le résultat de l'identification dB, etF,). La caractéristique d’Euler-Poincaré de la varidtést égale a

1. En utilisant le théoréme d’indice de Poincaré-Hopf :
Ziindexs(pi) = X(M),

on obtient—n+ 1+ 1= 1 ainsi,n = 1 d’ou I'existence et 'unicité de I'équilibre positF*.

Fic. 7.1 — Le cHneM

Le nombre et la nature des équilibres du systdmé (7.3) sentmés dans le théoreme suivant :

4 Théoréme

1. Simin(D3,D4) < D < maxD3,D4)

— SiD3 < D4 etD3 < D < min(D2,D4) alors [ZB) admet exactement trois points d'équilibre
Fo,F1 etF. Fy est un noeud instablé; est un noeud stable Ef est un col.

— SiD3 < D4 etDy < D < Dy alors [Z.B) admet exactement deux points d’équilfyetF,. R
est un noeud instable Et est un noeud stable.

— SiD4 < D3 etD4 < D < min(D3,D1) alors [ZB) admet exactement trois points d'équilibre
Fo,F1 etF. Fy est un noeud instablé; est un col eE, est un noeud stable.

— SiD4 < D3 etD; < D < D3 alors [Z.B) admet exactement deux points d’équilfyetF,. R

est un noeud instable Bt est un noeud stable.
2. Simax(D3,D4) < D <min(D1,D>) alors [ZB) admet exactement quatre points d'équiligré,, F,
etF*. Fy est un noeud instablé; etk sont deux noeud stablesFet est un col.
3. Simin(D1,D7) < D < maxD1,Dy).
— SiD; < D; alors [Z.B) admet exactement deux points d’équillByetF,. Fy est un col eF,

est un noeud stable.
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— SiD, < D; alors [Z.B) admet exactement deux points d’équillyetF,. Fy est un col eF;

est un noeud stable.

4. Simax(D1,D,) < D alors [ZB) admet exactement un point d’équiliBsegqui est un noeud stable.

Analyse globale D

5 Théoréme . ne contient pas d’orbites périodiques ni de chaines cyefiqu

Preuve.Voir Chapitre[®, Porposition17. [ |

6 Théoréme Pour toute initialisation a l'interieur de¢’

1. Simin(D3,D4) < D < maxD3,Da4) alors
— siD3 < Dy alors la solution converge asymptotiquement \&ars

— siD4 < D3 alors la solution converge asymptotiquement \ars

2. Simax(D3,D4) < D < min(D4,Dy) alors la variété stable de* subdivise.” en deux sous-
domainesz: et%» tels que pour toute initialisation daog (respectivement, dang,), la solu-
tion converge asymptotiquement veks(respectivement:).

3. Simin(D1,D2) < D < maxD1,D>) alors
— siD1 < D3 alors la solution de converge asymptotiquement Fers

— siD, < D1 alors la solution de converge asymptotiquement Fers

4. SimaxD1,D») < D alors la solution converge asymptotiquement \fgrs

Preuve : Le systemd(7.3) n"admet pas d'orbites périodiques d&n&a nature des points d’équilibre
au fronctiére de¥ exclu la possibilité de chaine cyclique séu”. Ainsi, en utilisant le théoréme de

Poincaré-Bendixon le résultat en découle. [ |

7.3.3 Analyse globale 3D

Le portrait de phase du systéeme rédiif17.3) contient umteré des noeuds stables, noeuds in-
stables et des cols et ne contient pas d'orbites périodighiEsi en applicant le théoréme de conver-
gence donné dans [89, Theorem F.1] on en conclu que le coerpertt asymptotique des solutions du

systeme compldi{7.2) est le méme que celui décrit par les@® du systeme réduif(¥.3).
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Soient i = (S",0,0),E; = (8" —Xy,%1,0), Ex = (S" — X2,0, %) et E* = (s*,x},x5) les points d’équi-
libres du systemé&(4.2) tels que leur projection dans le pkanx,) sont les points d’équilibresptF, F,
et F* du systemd(7.3).

7 Théoréme Pour toute initialisation a I'interieur d@

1. Simin(D3,D4) < D < maxD3s,Da4) alors on a deux situations
— soitD3 < D4 et la solution converge asymptotiquement Jeys

— soitD4 < D3 et la solution converge asymptotiquement J&rs

2. SimaxD3,D4) < D < min(D1,D2) alors la variété stable dé* subdiviseQ en deux sous-
domaines?: et%- tels que pour toute initialisation dapg (respectivement, darig,), la solu-

tion converge asymptotiquement vé&rs(respectivement,).

3. Simin(D1,D2) < D < maxD1,D>) alors on a deux situations
— soitD1 < D5, et la solution de converge asymptotiquement ¥ers

— soitD, < D1 et la solution de converge asymptotiquement ¥ars

4. SimaxD1,D2) < D alors la solution converge asymptotiquement \E&gy.s

Preuve : On s'interesse qu'au premier cas, le reste des cas se déendatta méme fagcon. Soitw

s" —s— X3 — Xp, on vérifie immédiatement que le systelnd (7.2) est équivalesysteme :
W = -—-Dw,

%1 =xq(f1(S" —wW—xX1—X2,%2) — D), (7.6)

Xz = Xg(fg(Sm —W—Xl—Xz,Xl) — D).

Pour analyser les propriétés de stabilité du systeme, diseitie théoréme de convergence donné
dans [89, Appendix F]. Soit I'équation en w de{7.6) jouantdke du sous-systéme en z de (F.1) dans
[89] et le sous-systéme €ix;,xp) de [Z®) jouant le role du sous-systeme en y de (F.1) dans [89]

L’ensemble qui correspond a D dans [89, Appendix F] est laétér positivement, invariante

D = {150 w) €R? |12 0% > 0, W+ <5} .

Ainsi, I'ensemble qui correspond @ dans [89, Appendix F] est” qui est positivement invariant.

Nous devons vérifier les hypothéses de [89, Théoréme F.ijn@mcons par I'hypothése H1 qui est
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satisfaite car on a une seule valeur proprd < 0. D’apres le ThéoremEl 4, le systenie{(7.3) admet
un nombre fini d’équilibre dans”, qui sont tous hyperboliques ainsi I'hypothése H2 est featés F

est un noeud instable, n'a pas de variété stable eFF, sont deux noeuds stables, et qui ont deux
variétés stables de dimension 2, respectivemehedt col, sa variété stable est de dimension 1. On en
déduit que I'hypothése H3 est satisfaite. Finalement dape Théorémid 57 ne contient pas d’orbites
périodiques et d'aprés le Théoréide 6, toute solution[dd) GbBverge vers un équilibre on en déduit
que les hypothéses H4 et H5 sont satisfaites. On en conclledlieéoréme [89, Théoréme F.1] est

applicable et le résultat en découle.

Remarque Le théoréme peut étre démontré en utilisant les résultatéigene [96] de la méme maniéere

qu'au ParagrapHe6.3.3 (pour d’autres applications, 23127, 28]).

7.4 Simulation numérigue

On illustre les résultats précédents par un exemple quisetiles fonctions classiques de Monod
pour exprimer les taux de croissance tout en tenant comptkirdebition réversible entre espéce.
Les paramétres sont choisis pour illustrer et ne sont pagssairement reliés a aucune interaction
biologique réelle.

4sx 4sx%

sz_(1+s)(1+x2) T 1+ 915+x) +D(3-9),
. 4s

Xlz(m —D) xq,

: 4s

X2 = ((1+S)(1.5—|—X1) —D) X2.

On voit bien que les réponses fonctionnelles choisies edrifes hypotheses H1-H4 avee B 2 <
D;=3.

7.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié I'impossibilité deiptmsce de population de deux espéces en
présence d’inhibition réversible. Il y a beaucoup de factequi pourraient contribuer a cette exclusion
de I'une et/ou l'autre des deux especes, résultat confirméepgaincipe d’exclusion compétitive dans le

cas d'un modéle de chemostat classique. Nous modélisoomigoctement de deux espéces en présence
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D, =2 D; =3 D
0.6 * 25 * )|

FIG. 7.2 — Comportement dg — X

d’inhibition réversible, dans un chemostat, pour un sudtsén quantité limitante non-reproduisant. On
a utilisé la technique de réduction d’'ordre du probléme leasér la théorie des systémes asymptoti-
gquement autonomes, afin de profiter de la théorie de PoinBaré&lixon dans le plan, pour prouver
gu’au plus une des deux espéces est capable de survivre asigm@ment. Sous certaines conditions
sur le taux de dilution, la concentration initiale des migrganismes a une grande importance dans la

détermination de I'espéce qui gagnera la compétition.
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Chapitre 8

Association syntrophique de deux
populations bacteriennes en culture
continue

8.1 Résumé

A mathematical model involving a syntrophic relationshgivieen two populations of bacteria in
a continuous culture is proposed. A detailed qualitativalgsis is carried out. The local and global
stability analysis of the equilibria are performed. We desteate, under general assumptions of mono-
tonicity, relevant from an applied point of view, the asyatiptstability of the positive equilibrium point
which corresponds to the coexistence of the two bacteria.syhtrophic relationship in the anaerobic

digestion process can be used as a real candidate for thiemod

153
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8.2 Introduction

Dans ce travail, nous proposons et analysons un modéle matigue pour une association syn-
throphique de deux populations bactériennes en culturéimee. Nous supposons qu’un substraest
dégradé par une premiére espéecg ¥rmant ainsi un produit intermédiaire,SCe méme produit est
requis par une seconde espéce Xespéce X est inhibée par le produit intermédiaire, §u'il pro-
duit lui méme alors que I'espéce Xst inhibée par le substrat; SNous parlons ainsi d’une relation
synthrophique. Un systéme de quatre équations difféirgimodélisant cette association est proposeé.
Une analyse qualitative détaillée est effectuée. Les ibgesl positifs sont déterminés, leurs proprié-
tés de stabilité locale et globale sont établies pour le f@déduit a 2D. Les résultats de la stabilité
globale asymptotique sont démontrés en utilisant le @ithe Dulac qui élimine la possibilité d’exis-
tence d'orbites périodiques pour le systéme réduit, lerém@e de Poincaré-Bendixon et le lemme de
Butler et Mc Gehee. On montre en particulier que pour toutediion initiale positive, et sous des
hypothéses générales et naturelles sur les concentratt@iisnentation et le taux de dilution, la co-
existence asymptotique des deux bactéries. Les propdététabilité globale du systeme complet sont

reconstruits en utilisant les résultats de Thieme [96]. Besulations numérigues sont présentées.

8.3 Modele mathématique et résultats
8.3.1 Modéle mathématique

Soient 3, X1, $ et X% désignant, respectivement, les concentrations de supfararemiére es-
péce, le produit intermédiaire, et la deuxiéme espéce ptéskans le réacteur a l'instant t. Le modéle

mathématique est proposé comme suit :

& = DS -S) - katis(S1, S,

X1 = (S, )% — DXy,
8.1)

S = D(S— ) —keio(S1, S2) X2 + ka1 (St, ) X1,

Xo = (S, S)% — DXo.

S > 0 est la concentration d’alimentation en substra$l S 0 est la concentration d’alimentation

en produit intermédiaire et D- 0 est le taux de dilution. La réponse fonctionnelle de chagp2ee
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p1, bt R?2 — R, satisfait :

Al py, i R2 - R, de classes™

Uy H1 2
A3. g—sﬂ-(slv&) > 07 3—&(817&) < 07 v (SLSZ) € R+
[12) H2 2

L'Hypothese A2 exprime le fait que I'espéce né€ peut pas croitre en absence de substraetS
que le produit intermédiaire Sest essentiel pour la croissance de I'espégelXHypothése A3 montre
gue le taux de croissance de I'espécecXoit avec le substrat Set qu’elle est inhibée par le produit
intermédiaire $. L'Hypothése A4 montre que le taux de croissance de I'esigceit avec le produit
intermédiaire $ produit par I'espece Xalors qu’'elle est inhibée par le substrai.3On parle ainsi

d’une relation syntrophigue entre les deux espéces.

Nous simplifions le systenfe{8.1) en utilisant le changedenvariables et les notations suivants :

k Ky _ . )
S = k—1317 X1 =kiX;, 2=, Xo =kXp, [ = k—lsl” etg) =S Le systéme devient alors
3 3

& D(S" — 1) — fa(s1, %),
X1 f1(s1,82)x1 — Dxq,
(8.2)
$ D(sh — ) — fa(S1,52)%2 + fa(S1,%2)X4,
X2 fa(S1,52)%2 — DX,
ol les fonctions {f f, : RZ — R, sont définies parifs;,s;) = ul(k%sl’sz) et h(s,s) = HZ(ESLSQ)

vérifiant ainsi les hypothéses suivantes :

H1. fi, f,: R2 — R, de classes™

H2. f1(0,s) =0, fo(s1,0) =0,  V(s1,%) € R%
af, af, )

H3. asl(sl,Sz)>0, 652(81782)<0, V(s1,%2) € RY
af, af, )

H4. =2 0, = 0 R
(951( ) ) < ) (952 (51752) > ) V(S]_,SQ) € =+

Il est naturel de voir qué&? est positivement invariant par les trajectoires du syst&8ig).
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Proposition Pour toute condition initiale darRi, la solution du systemE(8.2) admet des composantes

positives bornées et par suite définie pour tqowsitif. L'ensemble
Q= {(s1x.92%) €RE: sitx=s, s+x=x+s)
est positivement invariant et est attracteur de toutesdgactoires du systeme(8.2).

Preuve : L'invariance deRi est garantie par le fait que :
. $=0=%=Ds] >0,
i. S;=0=% =D+ f1(s1,0) x; >0,
iii. Xi=0=x%=0pouri=12
Montrons, maintenant, que la solution est bornée. Soit & + X3, ainsizy = —D(z — s‘Ll”) ol on en

déduit que :

s1(t) +xa(t) = 7' + (51(0) +x1(0) — 5] )e ™ . (8.3)

Ainsi g (t) et x(t) sont positives et bornées. Sait-z s, + X2 — Xg, ainsiz, = —D(z — §2”) de la quelle

on en déduit que :
(1) +Xo(t) §2n 0) +x2(0) §2n —Dt (8.4)

Ainsi $(t) et x(t) sont positives et bornées. Ainsi la solution est définie pauirt positif. De[[84) et
@3) on déduit que I'ensembf@ est invariant et est attracteur de tout les solutions duesyst[8.P)H

8.3.2 Restriction a 2D

Le fait queQ est invariant et est attracteur de tout les solutions[dg)(®8us pensons que le passage
au modele réduit 2D va simplifier beaucoup I'étude (méme principe que le cinelf}. Pour cela, soit
(s1(t),x1(t),s(t),%2(t)) une solution du systemie_(B.2). Nous en déduisons, facitede[B.4) et[[813)

que

su(t) =S —xa(t) + Kee ™

et

=S+ x1(t) — Xa(t) + Kpe™ ™
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0U Ky = $1(0) + %1 (0) — S et Ko = 5(0) + %2(0) — %1 (0) — 7.

Ainsi (x1(t),x2(t)) est solution du systéme non-autonome suivant :

Xy = [fl (ST—X1+K18_Dt,5i2n+X1—X2-|—K2€_Dt) —D] X1,
(8.5)
Xo = [fg (gf—Xl—I—KleiDt,%n —|—X1—X2—|—K2€7Dt) —D] X2.
Ce systéme non-autonome converge vers le systéme autonvard s
% = [fi(s) %, +x1-%)-Dlx1 = [g1(x1.%)-Dlx,
(8.6)
%o = [f2(S] =%, +x—%) —D]x2 = [02(¥e, %) —D]xe,

qui est tout simplement la restriction du systemel (8.2) sarensemble invariar®. Ainsi, pour [8.5)

le vecteur d’'étatx;, xz) appartient au sous ensemble plane

S ={(x1,%) ERZ:10<x <P,0< X <X +55}.

S+

S

X1

s

Fic. 8.1 — L'ensemble?

Analyse locale

Le point i = (0,0) est un équilibre trivial de[(816). En plus ce systéme peuirdras autre types
d’équilibres :.

— L'équilibre frontiere it = (x1,0), ou % = X; est solution, s'il existe, de I'équation

gl(xl,O) = D, (87)
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— L'équilibre frontiere i, = (0,%2), ou % = X, est solution, s'il existe, de I'équation
92(0,%2) =D, (8.8)

— L’equilibre positive F = (x7,X%5), 0U X = X, X = X; est solution, s'il existe, du systeme d’equa-
tions

{ 01(X1,%2) = (8.9)

D
O2(X1,%2) =D.

Nous utilisons les notations suivantes

Di=fi(s),s),  Da= fas],8h).

L'application x — 01(x1,0) est décroissante, et I'application x> g2(x1,0) est croissante. SiP< D1,

il existe un unique réef; satisfaisant g(&1,0) = g2(&1,0), ainsi
D2 = g2(0,0) < 91(0,0) = D1, et au(s}',0) = 0 < go(sT', 0).
Notons par B €]D,, D4[, 'unique réel tel que :
01(¢1,0) = g2(¢1,0) = Ds.

L'application » +— g1(0,x2) est croissante, et I'applicationyx— g2(0,X2) est décroissante. Ainsi, si

D; < Dy, il existe un unique réef, satisfaisant g(0, &) = g2(0,&2), d’'ou
D1 = 1(0,0) < g2(0,0) = Dy, et (0,55") =0 < g1(0,53).
Notons par Q €]D1, D[, 'unique réel tel que :

01(0,&2) = 92(0,&2) = Da.

9 Lemme L'équilibre trivial Fy existe toujours. Smax{D1,D,} < D alorsFy est un noeud stable, si
min{D1,D,} < D < max{D1,D;,} alorsFy est un col et sD < min{D1,D;,} alorsFy est un noeud

instable.

Preuve.La matrice Jacobienne, J, en un poit, x2) est donnée par :

dfl dfl af1
—EX]_‘FEX]_""':]_—D —EX]_
J=
of of of
— 2+ =% — 2+ f,—D

01 e s
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La matrice Jacobienne emylest donnée par :

'JO = =
0 fa(sf,s5) —D 0 Ds-D
Les valeurs propres sont;D- D et D, — D et le résultat en découle. |

Les conditions d’existence des équilibres frontieregtH,, et leurs natures, sont données dans les

lemmes suivants.

Lemme L'équilibre F1 = (x1,0) existe si et seulementBi< D;. S'il existe alors il est 'unique équilibre
sur I'axe positive de%;. SiD1 < D, alorsF; est un col pour toud < D4. SiD, < D, alorsF; est un

col pour toutd < D < D3 et est un noeud stable pour tdg < D < Dj.

Preuve. L'équilibre F; = (X;,0) existe si et seulement sj x x; €]0,sI'[ est solution de[{8]7). Soit
Yn(X1) = g1(xq,0). Alors

afy , ofy ,
/ _ -4 n__ n -+ n__ n

) = —5¢ (ST — X1, 7 +X1) + 75, (ST — X1, 57 + %)

Par 'hypothéseH3, ] (x1) < 0. Commay (0) = Dy, ety (s') =0, I'équation [B¥) admet une solution
dans lintervalle]0,s'[ si et seulement €1 < D < D;. Si cette condition est satisfaite alofS{8.7) admet

une solution unique vu que la fonctigh (.) est décroissante. La matrice Jacobienne gme$t donnée

par :
of,_ odfy o0f_
_EM EXl _EM
J =
0 fo—D

ou les fonctions sont évaluées @l — x;, S +X;). Les valeurs propres sont

s %0, +5) D= ©(5,0) D, et - T 2%+ 525 <0

Ainsi i est un col si D< gy(x1,0). Si Dy < Dy, cette condition est satisfaite pour toutOD;. Si
D, < D3, cette condition est satisfaite pour tduk D < D3. F; est un noeud stable sidd< D < Dy et

D, < Ds. |
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Lemme L’équilibre F, = (0,X2) existe si et seulementBi< D,. S'il existe alors il est 'unique équilibre
sur le demi-axe positive des. SiD, < D1 alorsF, est un col pour toud < D,. SiD1 < Dy, alorsF,

est un col pour toud < D < Dg4 et est un noeud stable pour tady < D < D».

Preuve. L'équilibre F, = (0,%;) existe si et seulement s} x X, €]0,S5[ est solution de[{8]8). Soit
Ur(X2) = 92(0,%z). Alors

f _
a — §1n S —%2).

Par 'nypothéseH4, Y5(xz) < 0. Commay(0) = D, etyh(sh) =0, I'équation [8:8) admet une solution

Wr(xa) =

dans lintervalle]0, S| si et seulement si B D,. Si cette condition est satisfaite alofS{8.8) admet une

unique solution vu que la fonctiagy(.) est décroissante. La matrice Jacobienne gedt donnée par :
fi—D 0

_Ofp  Ofap Oy
ds, 2 s, 95,

ou les fonctions sont évaluées (esiﬁ,sﬁzn —X2). Les valeurs propres sont données par

in in = _ dfy _
fl(slfﬂézn _XZ) -D= 91(07X2) - D7 et — d—szxz < 0.

Ainsi K, est un col si D< g1(0,x2). Si D, < D;, cette condition est satisfaite pour toutD,. Si
D1 < Dy, cette condition est satisfaite pour tduk D < Dg4. > est un noeud stable sifD< D < D et
Dy < Da. |

Discutons maintenant les conditions d’'existence de |léarei positive F, ainsi que leur nombre.
L'équilibre F* = (xj,x5) existe si et seulement si % X;, Xo = X5 est solution de{8]9) sur I'ensemble

<.0na

A

- (X1, %) = ~3s (S =X, S X — X2).

c?xz
par I'hypothéseH3, cette dérivée partielle est positive. Ainsi, 'équatiof(>g,x;) = D définie une
fonction % = hy(xp) telle que h(x;) = 0 lorsque D< D;. Rappelons que;x= x; est solution de[{8]7)

qui existe et est unique si et seulement si D; (Lemmé-I0). On a

o _0fi  df af,
Do e TR 95
(%) = — —1-93 o1

%) O on

axz 1,111{A1 aSQ C?SQ
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La fonction h est, donc, croissante. Commg(@f,O) =0, le graphel’; de h, n'admet pas d'intersec-
tion avec le coté droite de”, définie par x = 521” Cet graphe sépare” en deux régions a droite et a

gauche dd ;.

FiG. 8.2 -I'; en rouge ef , en vert. A gauchd, ; intersect I'axe de%, en restant a gauche fie : on a
généralement un nombre impair d’intersections positidedioite, I, intersect I'axe deg; en restant a
droite del’; : on a généralement un nombre pair d’intersections positive

On a aussi

[7J¢7) of;

- e — -n J— -n J—
(9X2 (X]-?Xz) 692 (gl Xl7§2 + Xl XZ)'

Par I'hypothéseH3, cette dérivée partielle est positive. Ainsi, I'équatiof(>g,xz) = D définie une
fonction % = hy(x;) telle que h(0) = X, lorsque D< D,. Rappelons quexx= x; est la solution de[{8]8)

qui existe et est unique si et seulement st D, (LemméI1). On a

0 of, of of

Eahata) —si+oZ S2
Sy 0% _ 0y O, ., O3
hz(X]_) - - — 1 > l

(992 (X h (X )) odf odfy

—dXZ 1, N2(X1 —(932 —(932

La fonction h est, donc, croissante. Comrma()g,sfz” +x1) =0, le graphel™; de iy n'admet pas d'inter-

section avec le c6té supérieur du domaivfe définie par ¥ = §2" + 1. Ainsi le point situé a tout droit

derl , se trouve nécessairement sur la partie droitesdedéfinie par x = §1” Ainsi il est a droite dé ;.
Les graphe$ ; etl; peuvent s’intersecter ou non. S'ils s’intersectent en untde* = (x;, ;) alors

F* est un équilibre positif.
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Si le point qui se trouve a tout gaucheldgest a gauche dE; alors'; etl, s'intersectent en au moins
un point F* = (x3,%5). lls peuvent avoir plusieurs intersections. Généralenismnt un nombre impair
d’intersections.

Si le point qui se trouve a tout gauche [dgest a droite dd 1 alors ', et[', peuvent s'intersectent ou
non. Généralement ils ont un nombre pair d’intersections.

La nature de I'équilibre positif F est donnée dans le lemme suivant.

Lemme Si un équilibreF* = (x;,%5) existe alors il est un noeud stablen§(x;) > h,(x;) et est un col

st (x)) < ().

Preuve.La matrice Jacobienne en*Fest donnée par :

_ﬂx*_i_ﬂx* _ﬂx*
ds; T 9, T s, t

J=
o, b, o,
sy 0 0
ou les fonctions sont évaluées @ — x;, S +x; — x5). Notons que
ot ot 0t

tr(J*) = aslx1+ asle — Exg <0

et

detJd*) = X ﬂ% — ﬂ% = XX AL [FZI(X’{) — F{(XI)] .

Le déterminant est positif s (x;) > h,(x;) et négatif si h(x;) < h5(x;). Ainsi I'équilibre F* = (x7,%5)

est un noeud stable sf fxj) > h,(x}) et est un col sif(x}) < h5(x]). u

Le nombre des équilibres du systefiel(8.6) ainsi que leureaont résumés dans le théoreme

suivant.

Théoréme 1. SiD < min(D4,D>) alors [8:6) admet I'équilibre trividfy qui est un noeud instable,
les équilibres au bor8, etF, qui sont deux cols, et au moins un équilibre positi/e SiF*
est l'unique équilibre positive alors il est un noeud stakBénéralement, le systéme admet un
nombre impair d’équilibres positives qui alternent entogund stable et col, et dont le point situé

a tout gauche d’entre eux est un noeud stable.

2. Simin(D1,D2) < D < maxD1,D>), quatre sous cas sont a étudier :
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(a) SiD1 < D3 etD; < D < D4 alors [835) admet I'équilibre trividry et I'équilibre au bord-,

(b)

©

(d)

qui sont deux cols, et au moins un équilibre podttit SiF* est I'unique équilibre positif
alors il est un noeud stable. Généralement, le systeme admetmbre impair d’équilibres
positifs qui alternent entre noeud stable et col, et donblatysitué a tout gauche d’entre

eux est un noeud stable.

SiD; < D, etD4 < D < D» alors [B:6) admet I'équilibre trividfy qui est un col, et I'équi-
libre au bordr,, qui est un noeud stable. Généralement, le systéme admetnire pair
d’équilibres positifs qui alternent entre col et noeud Eaét dont le point situé a tout gauche

parmi eux est un col.

SiD, < D; etD, < D < D3 alors [8.5) admet I'équilibre trividky et I'équilibre au bord-,
qui sont deux cols, et au moins un équilibre posttif SiF* est I'unique équilibre positif
alors il est un noeud stable. Généralement, le systéme admetmbre impair d’équilibres
positifs qui alternent entre noeud stable et col, et donblptsitué a tout gauche parmi eux

est un noeud stable.

SiD, < D; etD3 < D < D1 alors [B.:6) admet I'équilibre trividfy qui est un col, et I'équi-
libre au bordF,, qui est un noeud stable. Généralement, le systéme admetnire pair
d’équilibres positifs qui alternent entre col et noeud Eaét dont le point situé a tout gauche

parmi eux est un col.

3. SiD > max(D1,D>) alors [81) admet I'équilibre trividty qui est un noeud stable. Généralement,

le systeme admet un nombre pair d’équilibres positifs gigraént entre col et noeud stable, et

dont le point situé a tout gauche parmi eux est un col.

Analyse globale

9 Théoreme . ne contient pas d’orbites périodiques ni de chaines cyefiqu

Preuve. Considérons une trajectoire de{B.6) appartenant’a Transformons le systenm{e (B.6) via le

changement des variablés = In(x1) eté> = In(xz), nous obtenons le systéme suivant :

& = h(é,&) = fi(sh — e, +eft —e?)-D
(8.10)

& = hy(&,&) = faSh — e, +eft —e?2)-D
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Ona
ohy  oJhy Edfl Edfl Edfg
_+_:_ 1_+el__e2_
0é1  0& sy s, s

et le critere de Dulac nous assure que le systdmel(8.10) adas d'orbites périodiques et, par suite,

<0

le systemd{8l6) n'admet pas d’orbites périodiques dahs |

Théoreme Supposons que le systénie18.6) admet au plus un point dl@gudositiveF* ainsi pour
toute condition initiale dans”, la solution del(816) converge asymptotiquement vers :

— F*siD <min(D1,Dy).

— F*siDy < Dy etD1 < D < min(D2,Dy).

— F* siD, < D; etD2 < D < min(D4,D3).

— F siD; <Dy etDs < D < Do.

— F1 siDy <D etD3 < D < D;.

— Fp simaxD1,D;) < D.

Preuve : On ne démontre que le premier cas c’est a dire lorsque Min(D1,D>), vu que les autres
cas se traite de la méme maniére. Soiari@x> 0,x2(0) > 0 et w I'ensemblew-limite de(x1(0),x2(0)).
On sait quew est toujours un ensemble fermé et invariant. D’aprés la psipn[Z3,w est compact,
connexe, non vide e C .. Fo est instable, A= {(x1,%2); X2 = 0} est la variété stable du col;Fet
Az = {(x1,X2); X1 = 0} est la variété stable du cobFSupposons que contient un point M sur I'un des
axes xx», c'est a dire

— soit que M= F; or ceci est impossible vu que Est une source et donc ne peut pas faire partie
d’un ensemblev-limite de(x;(0),x2(0)),

— soit que Mc]xg,s]'] x {0} (respectivement M {0} x]%z,s5']). Commew est invariant donc l'or-
bite de M, notéy(M) C w or ceci est absurde vu qugM) =]x;, +o[x {0} (respectivement
y(M) = {0} x|x2, +0]) et ceci contredit le fait quev C 7,

— soit que Me]0,x;,[x {0} (respectivement M {0} x]0,x2[). w contient donc I'orbite de M qui
esty(M) =]0,x1[x{0} (respectivement dg(M) = {0} x]0,X>[). w est un fermé compact, il doit
dans ce cas contenir 'adhérence g@gM) c’est a dire le segmen®, x;| x {0} (respectivement le
segment{0} x [0,Xz]). w contient, en particulier, I'origine f-ce qui est impossible,

— soit que M= F; (respectivement M= F,). w n'est pas réduit a F(respectivement Jf car /.

(respectivementJy est I'ensemblev-limite de |0, +o[x{0} (respectivemen{0} x]0,+oo[). Par
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le théoreme de Butler-McGehegdoit contenir un point P d€0,+) x {0} autre que I (res-

pectivement d¢0} x (0,+) autre que k) or on vient de montrer que ceci est impossible.
Finalement, I'ensemblev-limite ne contient pas de point sur les axggx Comme le systemE{B.6)
n‘admet pas d’orbites périodiques daix§ ainsi, en utilisant le théoréme de Poincaré-Bendixon,uiéq

libre F* est globalement asymptotiguement stable pour le sysfEfie (8 |

15 Remarque On peut aussi et tout simplement utiliser le fait que le syst€8.6) n'admet pas d’orbites
périodiques dans” et que, vue la nature des poilig F, etF,, il n'admet pas de chaine cyclique sur
0.7 ainsi, en utilisant le théoreme de Poincaré-Bendixonuildmre F* est globalement asymptotique-

ment stable pour le systenie (8.6).

8.3.3 Analyse globale 4D

En appliquant les résultats de Thieme [96], on en déduit lagortement asymptotique des trajec-
toires du systeme compl€f(B.2) (méme principe que l'idéieé& dans le chapitrEl6 ou on reconstruit

I'analyse globale3D).

11 Théoréme Pour toute condition initiale darﬁ%i, la solution de[{8)2) converge asymptotiquement vers :
— E* siD <min(D1,Dy).
— E*siD; < Dy etD1 < D < min(D2,Dy).
— E* siDy < Dy etDy < D < min(D1,D3).
— E> siD1 < Dy etDg < D < Da.
— E; siDy < Dg etD3 < D < Dy.
— Ep simax(D1,D) < D.

Preuve : Soit(si(t),x1(t),s(t),x2(t)) une solution du systeme(B.2). On a

sp(t) =M —x (1) +Kie ™D, sp(t) =S8+ xq(t) — Xa(t) + Ko™
oU Ky = 51(0) +x1(0) — S et Kp = 55(0) + X2(0) — x1(0) — .
Ainsi (x1(t),x2(t)) est solution du systéme non-autonome suivant :

X1 = [f1 (S —x+ Kie™™, ' +x1 — X + Koe ™) — D] xy,
(8.11)
Xp = [f2 (S — X1+ Kie P s + X3 — o+ Koe ®') — D] x,.
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Ce systeme non-autonome converge vers le systeme autd8@heEf appliquant les résultats de
Thieme-Markus [96] sur les systémes asymptotiquemenhanites, on déduit que le comportement
asymptotique de la solution du systefe(B.11) est le mémeetiedécrit pour le systemg(8.6) et le

résultat en découle. Pour des applications similaires y28&, 29]. |

Remarque Ce théoréme peut étre démontrer en utilisant le théorememegence donné dans I'an-
nexe F de [89].

8.4 Simulations numeériques

Considérons deux fonctions de croissangetff, de la forme suivante

m$
(Ki+s)(L1i+9)’

Sy

(Ko+s1)(Lo+ ) (8.12)

fi(s1,s) = fo(s1, ) =

de telles fonctions sont tout simplement le produit d’'umetion de Monod en;set une fonction dé-
croissante ens Ce type de fonction sont trés utilisées en biotechnologii @roissance des espéces
est limitée par un substrat mais inhibée par un autre, le aaire d’exemple, de dénitrification (limitée
par la nitrate et inhibée par I'oxygéne dissous).

On vérifie quel[8.12) satisfait les hypothéstis- H4. Un calcul simple donne

~Dx2+ [my+D (Ky— L+ — )] —mysP + D (Ky + ) (L1 +5)

E D(Ky+ P —x)

DX+ [mp+D(La—Ko+SP—sP) ] +mpsl — D (Ko +57) (Lo +55)
M, —D(Kz+ S —xq)
Ainsi I'équation F(x1) = F»(X1), qui donne les abscisses des équilibres positives, estquaién de

Fa(x1)

second dégrée. Elle ne peut pas avoir plus de deux solutiogsré[8.3).

Pour les parametres suivants
m=8 m=4 Ki=L=1 Li=Ky=2, s'=g"=3 (8.13)

ona

D;=6/5, D3=8/9, D,=3/5

On a une valeur de bifurcation en B 1 qui correspond au cas ou les grapheset ', sont tangents.

Pour cet exemple on a cing cas :
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1. si D< 3/5, le systeme admet quatre équilibres,dui est un noeud instabley fet K, qui sont
deux cols et F, qui est un noeud stable. C’est le cas (1) du Théoreéme 8, aveeul équilibre
positif.

2. si3/5< D < 8/9, le systeme admet trois équilibres, & F, qui sont deux cols et qui est un

noeud stable. C’est le cas (2.c) du Théor&ine 8, avec un sellibég positif.

3. si8/9 < D < 1, le systéme admet quatre équilibreg gfF", qui sont deux cols,sFet F;', qui sont
deux noeuds stables. C’est le cas (2.d) du Théoféme 8, awwmubaquilibre positif. Dans ce cas
un phénomene de bi-stabilité se produit. Selon les comditioitiales, les deux espéces peuvent
coexister a I'equilibre B, ou alors I'espece xdisparait et I'espece 1 persiste (I'équilibrg -

4. sil <D < 6/5, le systétme admet deux équilibreg, i est un col et Fqui est un noeud stable.

C’est le cas (2.d) du Théorerk 8, sans équilibres positifs.

5. si D> 6/5, le systéme admet un seul équilibrg, §ui est un noeud stable. C’est le cas (3) du

Théoremél8, sans équilibres positifs.

D> D3 1 D; D

0.5 0.7 0.95 11 2

FiG. 8.3 — Comportement dg — X

Prenons maintenant les paramétres suivants :
m=8 m=7 K=Ky=Ly=1 L;=3/2 s'=g"=3 (8.14)

Les valeurs de bifurcation sont données par-b4/3 et D, = 21/16. Simax(D1,D>) < D, par exemple
pour D= 3/2, on obtient un phénomeéne de bi-stabilité qui correspondasw(8) du Théorenid 8, avec
deux équilibres positifs (Figule_8.4). Selon la conditioitiale, les deux espéces peuvent coexister a

I'équilibre F;, comme elles peuvent disparaissent (I'équilibg® F
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FIG. 8.4 — Comportement dg — X

Dans le paragraphe suivant, nous discutons un cas paréc@n tant que candidat réel possible

pour le modéle qu’on a proposé

8.4.1 Digestion anaérobie

La digestion anaérobie, ou méthanisation, est le procesatigel de dégradation de la matiére or-
ganique en absence d'oxygéne. Il se retrouve dans les sédinkes marais, les riziéres, ainsi que dans
le tractus digestif de certains animaux (termites, rumisan). La caractéristique principale de la mé-
thanisation est que la quasi totalité de la matiere orgarigiégradée se retrouve sous forme de biogaz,
composé de méthane a plus d&&@e biogaz peut donc étre valorisé sous forme d’énergieouiu]
d’hui, la méthanisation est utilisée dans les procédés gmlildion pour réduire la charge polluante
des effluents et des résidus, pour produire du biogaz.

La méthanisation est assurée grace a I'action concertée idoorganismes appartenant a diffé-
rentes populations microbiennes en interaction constitum réseau trophique. On distingue classi-
quement trois phases successives I'hydrolyse et I'acitkgg I'acétogenése et la méthanogenése.

La méthanisation de la matiére organique se déroule en @lusiétapes. La matiére organique
complexe est tout d’abord hydrolysée en substances sipgie®ie enzymatigue. Ensuite, ces substrats
sont utilisés par les espéeces dites acidogenes, qui vodujseodes alcools et des acides organiques,
ainsi que de I'nydrogéne et du GCLa dégradation des acides organiques conduit ensuite dduz-
tion d'acétate (c'est I'acétogenése). La derniere étapidegsroduction de méthane, qui est réalisée par
deux voies possibles : I'une a partir de I'hnydrogene et dw,@@r les espéces dites hydrogénotrophes,

et l'autre a partir de I'acétate par les espéces acétotraphea matiere organique dégradée se retrouve
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principalement sous la forme de biogaz (a plus désR0Le reste est utilisé pour la croissance et la
maintenance des micro-organismes.

— L’hydrolyse et I'acidogenése : La matiére organigue careplest tout d’abord hydrolysée en
molécules simples. Cette décomposition est réalisée meneymes exo-cellulaires et peut de-
venir I'étape limitante dans le cas de composés difficilerhgdrolysables tels que la cellulose,
I'amidon ou les graisses. Ensuite, ces substrats sonsésiliors de I'étape d’acidogenése par les
espéeces microbiennes dites acidogenes, qui vont prodegeldools et des acides organiques,
ainsi que de I'hydrogéene et du dioxyde de carbone.

— L'acétogenése : L'étape d’acétogenese permet la tramsdftion des divers composés issus de la
phase précédente en précurseurs directs du méthane :dcde dioxyde de carbone et I'hydro-
géne. On distingue deux groupes de bactéries acétogénes :

Les bactéries productrices obligées d’hydrogéne, anaésgostrictes, également appelées OHPA
("Obligate Hydrogen Producing Acetogens"). Elles sontatdes de produire de I'acétate et de
I'H2 a partir des métabolites réduits issus de I'acidogeméals que le propionate et le butyrate.
L’accumulation d’hydrogéne conduit a I'arrét de I'acétogse par les bactéries OHPA. Ceci
impligue la nécessité d’'une élimination constante de Ithgdne produit. Cette élimination peut
étre réalisée grace a l'association syntrophique de ceséras avec des microorganismes hy-
drogénotrophes.

Les bactéries acétogenes non syntrophes dont le métakatisnmajoritairement orienté vers la
production d’acétate. Elles se développent dans les mili@hes en dioxyde de carbone. Les
bactéries "homo-acétogénes" font partie de ce groupes eltdisent I'hydrogéne et le dioxyde
de carbone pour produire de I'acétate. Elles ne semblenigpaier en compétition pour I’hydro-
géne avec les Archaea méthanogénes hydrogénotrophest girésentes en quantité beaucoup
plus faible dans les biotopes anaérobies.

— La méthanogenése : La méthanogenése est assurée par de@®rganismes anaérobies pour la
production de méthane. Elle est réalisée par deux voieshgess I'une a partir de I'hydrogéne
et du dioxyde de carbone par les espéces dites hydrogéhesppt I'autre a partir de I'acétate
par les espéces acétotrophes. Leur taux de croissance stfgible que celui des bactéries

acidogenes.

Le modele mathématique qu’on proposé s'intéresse au depuigimns bactériennes (acétogenéses
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CH4, CO, CHy
CHa CO|
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FiG. 8.5 — Digestion anaérobie

X1 et méthanogenéses)»en tant qu'espéces syntrophiques. Les acides gras \asgi4) sont dégra-
dés par les acétogenéses, formant de I'hydrogéng &Bétate et le dioxide de carbonne. Ce produit

intermédiaire ($) est assimilé par les méthanogenéseg (Pur assurer la respiration.

8.5 Conclusion

Nous avons proposé un modéele mathématique impliquant wsaEiaton syntrophique de deux
populations bactériennes. L'analyse du modéle est prateipent basée sur le critére de Dulac qui
élimine la possibilité des solutions périodiques pour Istéyme réduit et sur une application du théo-
reme de Poincaré-Bendixon. Il résulte de cette analysespues des hypothéses générales et naturelles
de monotonicité sur les réponses fonctionnelles, la ctamés asymptotique des deux bactéries est

possible. Un candidat réel de ce modéle mathématique gsbpéo
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Chapitre A

Annexe : Outils mathématiques utilisés

Dans cette partie nous exposons quelques notions matlggreatijue nous avons utilisés dans cette

thése.

A.1 Les systemes dynamiques

Un systeme dynamique est un modele permettant de décrautéon au cours du temps d'un
ensemble d’'objets en interaction. Cet ensemble d'objetdédimi par le modélisateur.
SoientQ Cc R" et f: Q — R" une application supposée localement Lipschitziennelsudn systéeme

dynamique est donné par :

x=f(x), x0)=x, xcQ (A1)

On suppose que l'originéx = 0) est un point d’équilibre du systenfe [A.1).

Un systeme dynamique est donc la donnée d’'un vecteur d&thtree fonction de transition. Si
I'action de I'environnement sur le systéme ne dépend pasrdpg, le systéme est dit autonome (et dans
le cas contraire le systéme est dit non autonome ou forcésydteme qui consomme de I'énergie (ou

toute autre grandeur assimilable a une énergie) au coursedyps est dit dissipatif.

173
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Notions de stabilité

En mathématique et en automatique, la notion de stabilitéydg@unov apparait dans I'étude des
systemes dynamiques. L'idée de Aleksandr Lyapunov a@@asikte que si tous les points d'un systéme
démarrent autour d’un point x et que tous ces points restatdua de ce point x, alors x est stable au
sens de Lyapunov. De plus, si tous ces points convergenk\amss x est asymptotiguement stable.
Philosophie de la méthode : "Si I'énergie totale d’'un systéast dissipée de maniére continue alors le

systeme devra rejoindre un point d’équilibre.”

Définition O est stable au sens de Lyapunov si pour tut 0, il existe d > 0 tel que pour toute

trajectoirex du systéeme dynamique avipg0)|| < d,x est définie sUR™ et

VteRY, |Ixt)| <e

Définition 0 est asymptotiquement stable si 0 est a la fois stable audsdnspunov et asymptotique-

ment stable.

Définition 0 est globalement asymptotiquement stable si 0 est a latfhéesau sens de Lyapunov et

globalement asymptotiquement stable.

Fonction de Lyapunov

Une fonction de Lyapunov peut étre pensée comme une forbéinergie. |l s’agit d’'une fonction

décroissante le long des trajectoires du systéme.

Définition SoitG un voisinage ouvert et borné @eetV : G — R* une fonction continuement diffé-

rentiableV est une fonction de Lyapunov S08rsi :
1.V(0)=0.
2. ¥xe G\0,V(x) > 0.

3. ¥xe G,V (x).f(x) <O0.
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Caractérisation de la stabilité

12 Théoréme SoitV : G — R* une fonction de Lyapunov, alors le point d'équilibre O egbg au sens

de Lyapunov.
13 Théoréme SoitV : G — R une fonction de Lyapunov, vérifiant de plus
Vx e G\0,0V(x).f(x) <0

Alors le point d’équilibre 0 est asymptotiquement stable.

Caractérisation de la stabilité globale

14 Théoreme SoitV : R" — R* une fonction continuement différentiable vérifiant
1. V(0) =0.
2. Vx#0,V(x) > 0.
3. Vx# 0,0V (x).f(x) <O.
4. lim V(X) = +oo.

[IX|| =0

Alors le point d’équilibre 0 est globalement asymptotiqegmstable.

Principe d’invariance de LaSalle

15 Théoréeme L'origine du systéemdAl1) est asymptotiquement stableexiste une fonctioW verifiant

les propriétés suivantes :
1. V définie positive
2. V semi-définie négative

3. L’ensemblées t.q.V(x) = 0 ne contient pas de trajectoire du systeme autrexgue= 0.

Stabilité locale

16 Théoréme Si toutes les valeurs propres Bd (0) ont une partie réelle strictement négative, alors le

point d’équilibre 0 est asymptotiquement stable.
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17 Remarque 1. La stabilité asymptotique est uniquement locale.

2. Le théoréme donne une condition suffisante, mais non saicespour la stabilité asymptotique.

Critére de Routh-Hurwitz
Toutes les racines de I'équation
aA"+aA" . +a,=0

ont des parties réelles négatives si et seulement si leslitég suivantes sont satisfaites

a ag a3 . O
1 a a4 . 0
a a3
a; >0 >0 .. 0 ag . |>0 (A.2)
1 a
0 an

Si n= 3, I'équation s’écrit :
/\3—|—a1)\2+a2/\ +ag = 0
Dans ce cas les conditionS{A.2) s'écrivent :
a; > 0,qgap—az > 0,a3 > 0.
Si n= 4, 'équation s’écrit :
MiaAd+ar?+azh +as=0

Dans ce cas les conditionsS{A.2) s'écrivent :
a > 0,yap —ag > 0,a1(apag —ayau) — a% > 0,a4 > 0.

Critére de Dulac

s . . . ofy  of .
17 Théoréme SoitQ un ouvert simplement connexe Ré. Si div(f) = 11 22 est de signe constant

0x1 0%
et non identiquement nulle stir, alorsx = f(x) n'a aucune orbite périodique incluse d&ns
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Les résultats de Thieme

Considérons les deux équations différentielles ordirsaggivantes :

y=9gty  yeR" (A.3)

x= f(x) xeR" (A.4)
L’équation [AB), dite asymptotiquement autonome, esfuditon limite (A1) si :

g(t,x) — f(x), t— 4o localement uniformémenten eR"

Théoreme de Poincare-Bendixson

18 Théoréme Soientn = 2 et w I'ensemblew-limite d’une solution bornéa de [A.3). Supposons qu'il
existe un voisinage d® qui contient au plus un nombre fini d’équilibre @e_]A.4) alorsa un des trois

cas:
1. w est constitué des équilibres @eA.4).

2. w est 'union d’orbites périodiques dE_{A.4) ou des centreqAld) entourés par des orbites
périodiques dd{Al4) darns.

3. w contient des équilibres de{A.4) enchainés entre eux dgoar une orbite dé {Al4).

19 Théoréme Sil'ensemblaw-limite, w(X) est borné et ne contient aucun point d’équilibre, alo¢s) est
une orbite périodique.
Théoreme d’indice de Poincaré-Hopf

20 Théoreme SoitM une variété différentielle compacte. Seitin champ vectoriel siM avec des zéros
isolés. SM a un bord, il est nécessaire d’insister sur le fait guminte vers la normale extérieure le

long du bord. Nous avons alors la formule suivante :
Y index,(x) = x(M)
|

ou la somme s’étend sur tous les zéros isolés elg( (M) est la caractéristique d’Euler di&.
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Théoreme des fonctions implicites

Théoréme Soit f une fonction de classg* définie sur un ouveld deR? a valeurs dang, aveck > 0.
Soit (Xo,Yo) tel quef(xo,Yo) = 0. On suppose que la dérivée partielle t@ar rapport a la seconde
variable est non nulle eixo,Yo) :

of
a_y(X07y0) # 0

Alors il existe un voisinage ouvext C U de(xo,Yo) dansR?, un intervalle ouvert deR contenankg

et une fonctionp : 1 — R de class€X telle que, pour toutx,y) deV, on ait :

fxy)=0 ¢(x)=y.

La dérivée dap au point x est donnée par la formule :

of
, &(X@yO)
¢'(%0) = — 9f
d—y(XoJo)
A.2 Les systemes lents-rapides
Perturbations singulieres
x= f(x,z¢)
(P%) (A.5)
£z=0(x,z¢)

f et g deux fonctions régulieres @t< € <« 1 est un petit parameétre. & R" variables lentes, z R"
variables rapides. Un cas tres connu en cinétique chimiqueahabitent des réactions rapides et des
réactions plus lentes.

Pour0 < € < 1, on considére I'approximation de”;) par

x = f(x,z,0)
(Z0)
0=9(x,20)

() : modéle perturbé(Zy) : modele réduit (z peut disparaitre).

Cette approximation peut étre justifiée par le Théoréme kiedFiov.
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Théoreme () est proche dé%) )
Si les hypothéseld 1 etH?2 sont satisfaites

1. H1:z= ¢(x) solution dey(x,z,0) = 0 est telle queg—g(x, #(x),0) < 0. (i.e. les variables rapides

sont stables et explicitables).
2. H2: le systéme réduit?y) : x = f(x,¢(x),0),x(0) = Xo a une unique solutiox(t) sur[0,T]

alors, pouf < € < 1, (#2¢) admet une unique solutiorg(t),z (t)) sur[0,T] (sizy proche dep(xo)) et

sur tout[a, T](a> 0), on aglin& Xe(t) = >?(t)(£|irg+z£(t) =¢(x(1)))

Corollaire Sile systéme réduft?,) admet erx un systéme linéarisé tangent asymptotiquement stable

(voir les valeurs propres de la matri{:% + %.%](X—m@.o) ) alors, pour toub < € < 1 le systeme

(Z¢) admet un point d’équilibre proche de ¢ (X)) et dont le linéaire tangent est aussi asymptotique-
ment stable.

Surface lente

Définition La surface d’équatiog(x,y,0) = O est appelée surface lente.

La surface lente est constituée de I'ensemble des étatésfaéisnnaires.

Définition La surface lente est dite attractive au p@iity*) sila matrice Jacobienrigyg(x*,y*,0) est

stable.

Dans le cas ou la surface lente est attractive, le théorémsdatections implicites assure qu'il existe une
fonction¢ qui la décrit. Cependant, cette fonctignpeut ne pas s’ecrire algébriquement.

La surface invariante

Définition Une surfac&\; est dite invariante si pour toute condition initigd®) = (Xo, Yo), la trajectoire

y(t) du systemd(Al5) reste daws au moins tant qu’elle reste dans le domaine d’études.

Théoréme Si le systeme lent-rapide étudié posséde une surface lgrdaet@ey = ¢ (X) dans un do-

maineQ, il existe dan£) une surfac&\. invariante d’équatiory = h(x, €), avech(x,0) = ¢(x).
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24 Proposition La fonctionh(x, €) vérifie la relation suivante :
Dyh(x, €)ef(x,h(x,€),€) —g(x,h(x,€),€) =0. (A.6)

Cette relation exprime tout simplement le fait quéxéi), y(t)) est une solution d€(A.5) vérifiantty) =

¢ (X(to)) pour un instantg, alors, ¢ (x(t)) — y(t) reste nul pour tout t. Sa dérivée est donc nulle et la
formule [AB) résulte du calcul de cette dérivée. Il ne faapendant pas espérer calculer la fonction
h car la formule proposé{A.6) est une équation au dérivéetetlas, bien plus compliquée que le

systeme initial.

25 Proposition On peut, en utilisant la conditioi{A.6), calculer automaément des approximations de

la fonctionh(x,€) a&N prés. L'approximation a I'ordre zéro est la surface lente.

La dynamique lente

Ce qui nous intéresse particulierement pour I'étude[del(Ash la restriction de la dynamique a la

surface invariante \WW C’est elle qui régit tout le systéme (ou presque) grace éoréme suivant :

24 Théoreme Soit y(t) une trajectoire du systémeB_(A.5). On suppose que la condititiale y(0) =
(X0,Yo) @appartient au bassin d’attraction d’un état quasi-statde (X, ¢ (Xo)) et appartenant a la sur-

faceW; tel que la trajectoirg/(t) du systemd(Al5), tracée sur la surf&gevérifie
~ _ kL
ly(®) = 7(t)[| < Ce*e
tant que la trajectoir§ reste dan§

Le théoréme montre gu'il suffit de connaitre les trajecwidel systemé{A.5) tracées sw pdur com-
prendre entierement le systéme. La surfage$¥paramétrée par x. On peut donc exprimer la restriction

de [A5) a Wcomme un systéme différentiel d’'inconnue x.

10 Définition La dynamique lente est I'approximation de la restrictionsgistemel(Al5) a la variété inva-

rianteW;. C’est un systéme sur la surface lente.

26 Proposition L’'expression de la dynamique lente est

x=f(x¢(x),0)
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Les sytemes "mal posés”

Soit la dynamique suivante

x= f(x¢), (A.7)

et notons par o, ,t) la solution de[[Al7) a un instant t avec une condition inéigj € R" .

Définition Si une séparation des variables, %y, ...,X,) en deux paquets ety permet d’écrire I'équa-

tion {A2) sous la formd(Al5), on dira qu’elle est sous fordeeTikhonov.

La surface lente

Définition La surface lente est la surface d’équatidis,0) = O.

Définition La surface lente est dite attractive au poigtsi la matrice Jacobienrig f(Xp,0) admet 0
comme valeur propre d’ordrp, et si toutes les autres valeurs propres ont une partieerstittement

négative.

La variété invariante

Dans le cas ou la surface lente est attractive, le théorémEedéchel s’applique et il existe donc
une variété invariante Y\proche de la surface lente. On cherche toujours a détermagastriction du
systéme a cette sous variétg. W
L'approximation de Wpar la surface lente est donc trop grossiére, il est indisadate de calculer W
avec une précision meilleure gue Pour effectuer ces calculs, il est plus pratique d'écritabard la
surface lente comme un graphe de fonction. On doit donc gertkes variables xen deux groupes y
(de dimension p) et z (de dimension q) tels que la surface emour équation z ¢ (y) et on écrit

donc le systéme ainsi :

y=f(y.ze)
z=g(y,z¢)

(A.8)

Comme West voisine de la surface lente, c’'est aussi le graphe d’anetion h(x, €) voisine dep(x).
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27 Proposition La fonctionh(x, €) vérifie la relation suivante :
Dxh(x,£)e f(x,h(x,€),€) —g(x,h(x,£),€) = 0. (A.9)

A.3 Observabilité et observateurs pour un systeme dynamicgl
14 Définition On appelle observateur (ou reconstructeur d’état) d’'utésys dynamique :

x = f(xu)
(A.10)
y =h(x)

un systeme dynamique auxiliaire dont les entrées sontitwéss des vecteurs d’entrée et de sortie du

systéme a observer et dont le vecteur de s@réet I'état estimé :

z =f(zuy) AL

% =h(zuy)

tel que
lell = |R—x| -0 quand t — oo

u x = f(x,u) y z=f(zu,y) %
y =h(x) X= ﬁ(z, u,y)
u

FiG. A.1 — Observabilité d'un systéme

15 Définition Deux étatxg etxpo sont dits indiscernables si, pour toute fonction d’entrgg et pour tout

t > 0, les sortieh(xy(t,x10)) eth(xy(t,X20)) qui en resultent sont égales.

16 Définition Le systemel{A10) est dit observable s'’il ne possede pasufded’états initiaux distincts

(X10,X20) indiscernables.
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On prend souvent un observateur de la forme suivante :

% = f(&Ru)+k(z(h(X) —y))
7z =f(zuy) avec Kz0)=0

(A.12)

ou on recopie le systéme et lui ajouter une correction dépeinde I'écart entre la vraie sortie et la
sortie de I'observateur. On régle I'amplitude de la coriiectvia la fonction k qui peut étre vue comme

un gain

Définition On dit que le system&AllL2) est un observateur exponeiritigbsr toutA positif, on peut

régler le gairk tel que

Y (X0, %0,20), V1 > 0, [|R(t) —x(t)|| < e ||R —Xo]-

Cas d’un systéme linéaire
Ac #™"(R), Cec.#Y"R), K e .#™(R), B .#4™M(R), n> 2.

X =AX+Bu
(A.13)

y =Cx

CA
Théoreme Le systemel{A13) est observabte= rang

Il
S

cAt
On dit aussi que la paire (&) est observable
Observateur de Luenberger
Si le systemd {A.]L3) est observable, un observateur de tigsbkerger est donné par :
X =AX+ Bu+K(Cx—y) (A.14)
La dynamique de I'erreur est donnée par :

é=(A+KCQCe
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Il suffit de choisir K pour que I'erreur converge rapidemests/zéro tout en tenir compte de la sensibi-

lité de cet observateur au bruits de mesure (un bon comprentis stabilité et précision)

Cas d’un systéme linéaire a une injection de sortie pres

X =Ax+ ¢(t,y) +Bu

(A.15)
y =Cx
Si le systemd{A.lL5) est observable, un observateur de tygrebkerger est donné par :
X =A%+ ¢(t,y) + Bu+K(Cx—y) (A.16)
La dynamique de I'erreur est encore donnée par :
é=(A+KQCe
Filtre de Kalman
X =AX+ Bu+ w(t)
(A.17)
y =Cx+ v(t)
Si le systemd (A7) est observable, le filtre de Kalman estédpar :
X =A%+ Bu+PC R (Cx-y)
(A.18)

P =AP+PA" - PC'R!CP+Q

Q et R sont les covariances, respectivement, des bruiteblaret v.

R0 = E[xo]; Po=E[(X0— o) (R0—Xo)"].

18 Remarque Le Filtre de Kalman est un observateur de Luenberger a gaiable.
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Filtre de Kalman étendu
x =f(x) + wit
(X) + w(t) (A19)
y =h(x) + v(t)
Si le systemd{A.119) est observable, le filtre de Kalman étesiddonné par :
X =f® +PCTR(h(R) -
_ (X) (h(X) —y) (A.20)
P =AP+PA" - PCTR'CP+Q
En utilisant les matrices du linéarisé tangent
At) = d;(xit)) ct) = dg(x(tt)) .
X©) oz X [ye)=g)
Ce filtre est souvent utilisé, bien que peu de résultats destgance existent.
Observateur a grand gain
X =f(X) +gx)u
(x) +9(x) (A.21)
y =hXx € R
T
Soit.7 1 x— & = (h(x), Lth(x), ..., Lgf‘*l)h(x)> :
. &2 01(é1)
. (81,8)
: 02(€1,62
E = =
: én
én
¢(E) gn(Ela EZ» ---,En)
E=AE + @(§)+G(&)u (A.22)
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L est I'opérateur de dérivée de Lie.

0100
... 10
A= etC:<1o.o>.
1
o . .0

L'observateur a gain fixe est donné par :

§ =A& + &)+ G(E)u—PyICT(CE—y) (A.23)

ou B est la solution de :

0=—-6Py— APy —PyA+C'C

Supposons que

Le systemd (A P1) est uniformément observable.

X appartient a un compact positivement invariént

La fonction.7 : x — & est un diffeomorphisme d&sur.7 (Q).

La fonction¢g est Lipschitzienne su®.

Les fonctions igsont globalement Lipschitzienne <R

u est uniformément bornée pay & 0.

28 Proposition Le systémel[[A.23) est un observateur du systdme YA.22R3ubDe plus il existe une

constant&g > 0 tel que
6t

IE(t) — E@)] <Kee 3 [£(0)—E£(0)].
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