
HAL Id: tel-02819521
https://hal.inrae.fr/tel-02819521

Submitted on 6 Jun 2020

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Modélisation et analyse mathématiques pour les
écosystèmes microbiens - Approche par les systèmes

dynamiques
Miled El Hajji

To cite this version:
Miled El Hajji. Modélisation et analyse mathématiques pour les écosystèmes microbiens - Approche
par les systèmes dynamiques. Mathématiques [math]. Université Montpellier 2 (Sciences et Tech-
niques), 2010. Français. �NNT : �. �tel-02819521�

https://hal.inrae.fr/tel-02819521
https://hal.archives-ouvertes.fr


Université Montpellier II
Sciences et Techniques du Languedoc

THÈSE

Présentée pour obtenir le titre de :

Docteur en Sciences de l’Université Montpellier II

Discipline : M ATHÉMATIQUES

Ecole doctorale : I2S

par

Miled EL HAJJI

Équipes d’accueil : Projet INRA-INRIA MERE – UMR MISTEA, INRA Montpellier
& UMR MSE, INRA Dijon

Titre

M ODÉLISATION ET ANALYSE MATHÉMATIQUES

POUR LES ÉCOSYSTÈMES MICROBIENS

- APPROCHE PAR LES SYSTÈMES DYNAMIQUES -

Thèse dirigée parAlain RAPAPORT et Lionel RANJARD

Soutenance à l’Université Montpellier II le 2 Décembre 2010, devant le jury composé de :

Président : Jean-Christophe POGGIALE Université de la Méditerranée
Directeur : Alain RAPAPORT INRA Montpellier
CoDirecteur : Lionel RANJARD INRA Dijon
Rapporteur : Pedro GAJARDO UTFSM Valparaiso
Rapporteur : Alain VANDE WOUWER Université de Mons
Examinateur : Terence BAYEN Université Montpellier II





THÈSE

MODÉLISATION ET ANALYSE MATHÉMATIQUES

POUR LES ÉCOSYSTÈMES MICROBIENS

- APPROCHE PAR LES SYSTÈMES DYNAMIQUES-

MATHEMATICAL MODELING AND ANALYSIS

FOR MICROBIAL ECOSYSTEMS

- A DYNAMIC SYSTEMS APPROACH-

M ILED EL HAJJI
Décembre 2010





M ODÉLISATION ET ANALYSE MATHÉMATIQUES

POUR LES ÉCOSYSTÈMES MICROBIENS

- APPROCHE PAR LES SYSTÈMES DYNAMIQUES -

par

Miled EL HAJJI

Directeurs de thèse : Alain RAPAPORT & Lionel RANJARD

Projet INRA-INRIA MERE – UMR MISTEA, INRA Montpellier
& UMR MSE, INRA Dijon

RÉSUMÉ

Cette thèse adresse quelques problèmes de modélisation mathématique des cultures microbiennes continues et en
batch. Nous proposons et étudions, dans une première étape,des modèles mathématiques de quelques processus
biologiques de type chémostat permettant d’expliquer et deprévoir la coexistence (éventuellement pratique) entre
espèces. Dans une deuxième étape, une série d’expériences de laboratoire ont été conduites en culture batch, et
un modèle mathématique tenant compte du recyclage de substrat est proposé, analysé et validé sur des données
expérimentales pour des souches pures puis mixtes, démontrant la validité du principe d’exclusion compétitive.
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Introduction générale

Comprendre le fonctionnement d’un écosystème est un enjeu majeur pour la gestion des ressources

et de l’environnement. Cependant ce but reste difficile à atteindre vue la complexité des systèmes natu-

rels, dans les milieux aquatiques et dans les sols où de très nombreux processus de toutes natures in-

teragissent avec des organismes vivants. Plusieurs questions intéressantes peuvent être posées à propos

des écosystèmes, sur les facteurs qui influencent la stabilité d’un écosystème, sur les facteurs contrôlant

la variabilité des abondances de différentes composantes de l’écosystème et notamment sur sa structure,

sur l’impact de l’hétérogénéité spatiale, sur les interactions entre populations et leur rôle à mener ou

pas la coexistence des espèces dans un écosystème.

Pour répondre à ces questions, différentes approches méthodologiques existent. On peut citer l’observa-

tion directe du milieu, l’expérimentation in vitro (un testen dehors de l’écosystème) et in situ (examiner

un phénomène exactement à l’endroit où il se déroule) et la modélisation mathématique et informatique.

Mon travail se situe dans cette direction et consiste en l’élaboration et l’étude, essentiellement expéri-

mentale, théorique et numérique, de modèles mathématiques.

La modélisation mathématique est avant tout, l’expressiond’une démarche visant à expliquer des rela-

tions : dans des phénomènes mettant en jeu des relations entre les abondances de plusieurs populations,

elle fournit un système théorique capable de combiner ces quantités suivant des mécanismes connus ou

supposés. Elle est en particulier utile pour faire le lien entre les abondances, les distributions, les fluc-

tuations et la production des organismes vivants avec les variations de l’environnement abiotique. Les

modèles mathématiques intègrent pour résumer la dynamiquede plusieurs espèces et celle du milieu

dans une représentation des processus et de leur interactions. Il y a plusieurs approches possibles dans

la modélisation mathématique des phénomènes et des systèmes naturels. L’approche la plus classique

est celle qui conduit à ce que l’on appelle aujourd’hui des modèles minimaux dans les quels, on cherche

à mettre l’accent sur un petit nombre de faits ou propriétés que l’on considère à la fois essentiels et

suffisants. Très souvent, un modèle minimal sera de nature phénoménologique : les fonctions introduites

dans les équations du modèle ne sont pas déduites de principes mais sont choisies pour leur ressem-

blance avec le phénomène réel modélisé.

A l’autre extrême, on peut citer les modèles centrés sur l’individu. Ces modèles cherchent à décrire

1
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les processus en partant de l’individu et en introduisant des paramètres biologiques, comportementaux

propres à chaque individu. Ainsi, ils décrivent les variations des populations comme résultant des va-

riations des individus. Ces modèles sont la plupart du tempssi compliqués qu’une étude analytique

est impossible et que seule une implémentation numérique peut leur être appliquée. Les connaissances

actuelles sur les populations font que tout modèle comportenécessairement un mélange de lois obser-

vées et quantifiées expérimentalement et de termes phénoménologiques. Ainsi par exemple les relations

inter-individuelles sont souvent méconnues et ne peuvent être décrites que du point de vue phénoméno-

logique.

Les modèles peuvent être à buts explicatifs ou prédictifs. Une première étape dans la modélisation est la

définition des objectifs de l’étude. Ces objectifs vont déterminer non seulement la portée du modèle mais

aussi le type de modèle à utiliser et le type de résultats qui seront recherchés. La construction même du

modèle d’un système complexe consiste à identifier les composants "simples" du système et à décrire

les interactions entre ces composants et les variables externes du système et entre les composants eux

mêmes. Les modèles qui vont être considérés et étudiés dans ce travail sont explicatifs ; ils servent à

tester différents scénarios et progressent dans la confrontation avec les données expérimentales.

Généralement, en consultant les traités généraux de microbiologie et de biotechnologie, deux sys-

tèmes connus ; fermé et ouvert. Les premiers échangent de l’énergie avec le monde extérieur et les

deuxièmes échangent l’énergie et la matière avec leur environnement. Les premiers appartiennent à la

catégorie des cultures batch alors que ces derniers appartiennent à la catégorie des cultures continues

ou semi-continues. Les cultures continues sont plus récentes (à peine plus de soixante ans) ce qui est est

l’une des raisons qui affecte leur taux de pénétration dans l’usage moderne.

Cette thèse adresse quelques problèmes de modélisation mathématique des cultures microbiennes

continues et en batch. Nous proposons et étudions, dans une première étape, des modèles mathéma-

tiques de quelques processus biologiques de type chémostatpermettant d’expliquer et de prévoir la

coexistence (éventuellement pratique) entre espèces. Dans une deuxième étape, une série d’expériences

de laboratoire ont été conduites en culture batch, et un modèle mathématique tenant compte du recy-

clage de substrat est proposé, analysé et validé sur des données expérimentales pour des souches pures

puis mixtes, démontrant la validité du principe d’exclusion compétitive.



Première partie

Culture en batch
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Chapitre 1

Modélisation mathématique en culture

batch : État de l’art

1.1 Résumé

La croissance microbienne est un phénomène globalement très complexe par le nombre et la variété

des réactions mises en jeu au cours de son déroulement et par leur dépendance vis-à-vis des conditions

extérieures. Sa modélisation est l’un des points clés de l’appréciation quantitative des risques alimen-

taires. L’analyse de ces risques a été largement utilisée dans les problèmes liés à la consommation de

produits alimentaires contaminés par des bactéries. Il estnécessaire de modéliser le comportement des

micro-organismes qui peuvent se multiplier ou se détruire dans l’aliment. La modélisation doit tenir

compte des interactions biologiques entre l’aliment et le microorganisme. La microbiologie prévision-

nelle est un outil combinant des éléments micro-biologiques, et mathématiques permettant de dévelop-

per des modèles décrivant la croissance ou la disparition des populations microbiennes sous certaines

conditions environnementales. Ces modèles permettent lorsqu’il n’est pas possible de mesurer directe-

ment l’exposition, de la prédire en fonction de la contamination primaire.

La première étape de la modélisation consiste à décrire l’évolution de la population microbienne en

fonction du temps dans des conditions environnementales particulières. On parle couramment de mo-

dèles primaires par opposition aux modèles secondaires quidécrivent l’influence des facteurs environ-

nementaux sur les paramètres des modèles primaires.
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1.2 Introduction

Dans ce chapitre nous nous intéressons à une lecture de l’historique des modèles primaires en

culture batch. Les modèles primaires décrivent l’évolution au cours du temps de la population micro-

bienne dans un environnement spécifique. Ces modèles sont caractérisés par un ou plusieurs paramètres.

Des modèles primaires simples sont disponibles comme le modèle exponentiel à deux paramètres, le mo-

dèle logistique à trois ou quatre paramètres, le modèle de Baranyi, le modèle logistique avec délai, le

modèle de Gompertz à quatre paramètres, réécrit par Zwietering et al., le modèle de Richards, modifié

par Dalgaard et Koutsoumanis...

1.3 Modèles sans modélisation explicite de la limitation par le substrat

La modélisation des fonctions de croissance est une des principales difficultés dans cette modéli-

sation, car c’est une fonction complexe comprenant de nombreux facteurs physico-chimiques et biolo-

giques. De plus elle est fortement dépendante du substrat etdes espèces particulières. C’est dans un

contexte expérimental que plusieurs expressions analytiques, pour la fonction de croissance, ont été ob-

tenues, nous ne ferons ici qu’un rappel de quelques unes, lesplus connues.

Avant de présenter les principaux modèles primaires de croissance à l’origine de la plupart des tra-

vaux de modélisation, nous rappelons ci-après les principales étapes de la croissance d’une population

microbienne.

1.3.1 Modèles descriptifs

La croissance microbienne se traduit par une augmentation en taille ou en nombre des micro-

organismes. Pour provoquer une croissance microbienne dans une culture il faut fournir aux cellules

initiales les nutriments nécessaires et des conditions environnementales favorables. Le schéma de la

croissance d’une population microbienne en culture discontinue (c’est-à-dire milieu non renouvelé)

établi par Buchanan se décompose alors traditionnellementen sept phases distinctes :

1. La phase de latence : elle correspond à une phase de transition entre un état physiologique initial

et un état de croissance à proprement parlé. Il s’agit d’une phase d’adaptation au nouvel envi-

ronnement. Cette phase dépend soit de l’âge de l’inoculum, soit d’une adaptation enzymatique.

Par ailleurs, dans certaines conditions, la concentrationinitiale en cellules est si faible qu’il est
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difficile de quantifier l’augmentation du nombre d’individus. Ce phénomène est considéré comme

une pseudo-latence. La phase de latence peut être limitée enutilisant comme inoculum une pré-

culture prélevée en phase exponentielle.

Ils existent différentes façons pour déterminer une valeurde temps de latence à partir de la mesure

de l’évolution de la population microbienne.

(a) Buchanan et Solberg (1972) ont défini le temps de latenceλ comme le temps nécessaire

pour augmenter deux fois la densité de la population initiale.

(b) Pirt (1975) a défini la latence comme la période de transition où la vitesse spécifique de

croissance augmente jusqu’à sa valeur maximumµ . Étant donné la forme typique d’une

courbe sigmoïdale de croissance observée dans un environnement constant, la durée du

temps de latenceλ peut être obtenue par l’intersection de la courbe extrapolée de la tan-

gente de la phase exponentielle de la courbe de croissance, et du niveau de population

initiale x0. Zwietering et al. (1992) ont recommandé que cette définition soit employée sys-

tématiquement pour calculer le temps de latence afin de faciliter la comparaison des valeurs

de la littérature. Cette définition est de nos jours la plus répandue. Cependant, elle est par-

fois difficilement applicable lorsque les courbes de croissance n’ont pas l’allure d’une sig-

moïde parfaite. Il est alors difficile de tracer la ’tangenteévidente’ en phase exponentielle

et suivant le tracé de celle-ci les valeurs des temps de latence peuvent être très différentes

pour de mêmes données expérimentales.

(c) Buchanan et Cygnarowicz (1990) ont proposé une définition alternative pour calculer le

temps de latence de la croissance bactérienne. Ils ont estimé le temps de latence comme

le temps où le changement de la vitesse spécifique de croissance est maximal. Ce temps

correspond au premier point de la courbe de la troisième dérivé delog(x) en fonction du

temps qui s’annule.

Comme nous le voyons, déterminer un temps de latence peut être délicat. Suivant la définition

choisie, les valeurs obtenues peuvent être significativement différentes. A ces différences de dé-

finition, un autre paramètre jouant sur la valeur obtenue semble être la méthode utilisée pour

quantifier la biomasse. Deux méthodes sont généralement employées :

(a) La méthode standard est la mesure de comptage de cellulesviables.

(b) La deuxième méthode est basée sur des mesures d’absorbance ou de densité optique (DO).
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Plusieurs auteurs (Hudson et Mott, 1994 ; Bréand et al., 1997) ont comparé l’influence des deux

méthodes sur le temps de latence. Ils ont obtenu systématiquement de plus faibles temps de latence

lorsqu’ils ont utilisé la méthode de densité optique (DO). Cette différence sur la mesure entre

la DO et le comptage des cellules viables peut s’expliquer par une augmentation de la taille

des cellules et non du nombre pendant le temps de latence. Lesfacteurs influençant la durée

du temps de latence sont nombreux et variés : les variations de conditions environnementales

ont une influence très importante mais la nature et le phénotype du microorganisme (Buchanan

et Cygnarowicz, 1990), l’état physiologique des cellules (McMeekin et al. 1993), la taille de

l’inoculum (Augustin et al. 2000) sont aussi des facteurs jouant un rôle important. Plusieurs

auteurs se sont intéressés à l’effet de variations de conditions environnementales telles que la

température (Buchanan et Klawitter, 1992 ; Hudson, 1993 ; Zwietering et al., 1994 ;Whiting et

Bagi, 2002), la vitesse de changement d’environnement (McKeekin et al., 2002), le pH et l’activité

de l’eau (Cheroutre-Vialette et Lebert, 2002). Toutes ces études vont dans le même sens, plus les

variations sont brusques et importantes plus les temps de latence sont longs.

2. La phase d’accélération : elle commence à partir de l’adaptation effective des cellules à leurs

nouvelles conditions de culture. Durant cette période, la valeur du taux spécifique de croissance

augmente, jusqu’à atteindre sa valeur maximale.

3. La phase de croissance maximale ou exponentielle : lorsque les concentrations microbiennes sont

exprimées en coordonnées semi-logarithmiques en fonctiondu temps, la pente de la droite cor-

respond au taux spécifique maximal de croissance.

Dans cette phase le taux de mortalité est nul, l’activité métabolique est maximale et le taux de

croissance est constant. La croissance exponentielle peutêtre décrite par l’un des deux para-

mètres suivants : le temps de génération ou le taux de croissance exponentielle. Le temps de

génération TG est le temps de doublement de la population. Soit x0 la population initiale, soit t

le temps et en faisant abstraction du temps de latence, la taille de la population à l’instant t est

donnée par :

x = x02

t −λ
TG

On peut calculer facilement le temps de génération à partir d’une courbe de croissance expéri-

mentale tracée sur une échelle semi-logarithmique. Selon le principe de scissiparité des bactéries,
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on a :

x = x02n

où n est le nombre de générations. On en déduit :

n =
log
(

x
x0

)

log(2)

On peut également estimer le taux de croissance exponentielµ en posant l’équation suivante :

log(x) = log(x0)+ µ (t −λ ),

où log est le logarithme népérien. On en déduit :µ =
log
(

x
x0

)

t −λ
d’où la relation suivante entre le

taux de croissance exponentielle et le temps de génération :

µ =
log(2)

TG

4. La phase de décélération ou phase de freinage : elle intervient au fur et à mesure que le substrat

s’épuise ou que des produits toxiques s’accumulent. La population continue à croître mais le

temps de génération augmente.

5. La phase stationnaire maximale : au cours de cette phase, la population microbienne n’évolue

plus (µ = 0) donc la population demeure stationnaire. Il y a un équilibre entre le nombre de

nouvelles cellules et le nombre de cellules qui meurent. Cette phase peut durer plusieurs heures

et même plusieurs jours.

6. La phase de début de décroissance : elle correspond à un début de disparition des cellules.

7. La phase de décroissance exponentielle de la population :cette phase apparaît lorsque le milieu

devient fortement défavorable à la multiplication des micro-organismes et entraîne leur mort

rapide.

Bien que la forme de la cinétique observée soit simple, la construction d’un modèle décrivant la globa-

lité de la cinétique de croissance n’est pas un problème trivial. De nombreux modèles primaires ont été

développés pour représenter les croissances de populationmicrobienne. Les modèles les plus couram-

ment utilisés en microbiologie prévisionnelle pour l’estimation des paramètres de croissance à partir

de données observées sont le modèle exponentiel, le modèle logistique et le modèle de Monod qui sont à

l’origine de la plupart des travaux de modélisation des 60 dernières années. De très nombreux modèles
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FIG. 1.1 – Les phases de croissance

non structurés existent. En grande majorité, ce sont en faitde simples adaptations de ces trois modèles.

Les courbes de croissance sont ajustées par des modèles de croissance pour extraire les paramètres

cinétiques (par exemple temps de latence, taux de croissance, etc.).

1.3.2 Modèles mécanistes

Modèle exponentiel (1798)

La première théorie sur la croissance de populations remonte au XVIIIèmesiècle avec l’essai

de Malthus intitulé ”An essay on the principle of population” (Malthus, 1798). Son modèle est le plus

simple. Il suppose que la variation de densité bactérienne est décrite par l’équation différentielle linéaire

suivante :

ẋ = µ x

où x est l’effectif de la population considérée à l’instant t,µ est le taux de croissance constante. En

supposant la condition initiale x(0) = x0, la solution de l’équation différentielle est :

x = x0 eµ t

Ce modèle ajuste bien la phase de croissance exponentielle,mais il est mal adapté pour décrire les

croissances que l’on observe dans la nature et qui sont généralement limitées. Les autres modèles que

nous allons présenter vont permettre de généraliser le modèle exponentiel en intégrant les phases de

croissance stationnaire et les transitions entre les différentes phases de croissance.
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Extension du modèle exponentiel

Zamora et Zaritzky ont proposé en 1985 une extension simple du modèle exponentiel permettant de

tenir compte de la phase de latence :

x(t) =

{

x0 si t ≤ λ
x0eµ (t−λ) si t > λ

oùλ est le temps de latence. Ce modèle suppose que le démarrage dela croissance exponentielle se fait

brutalement sans phase de transition et ne prend en compte nila saturation du milieu ni la décroissance.

Généralisation du modèle exponentiel

La généralisation du modèle exponentiel peut être faite de la façon suivante :

ẋ = µ f (t) g(x) x

où f est une fonction décrivant l’évolution du taux de croissance durant la phase de latence et g est une

fonction de freinage aboutissant à la phase de saturation dumilieu (équilibre naturel entre le milieu et

la population microbienne).

Le modèle en trois phases linéaires (Buchanan, 1968)

Le modèle de Buchanan est un modèle très simple qui peut être décrit par trois phases : la phase de

latence, la phase exponentielle de croissance et la phase stationnaire. La formulation mathématique de

ce modèle figure ci-dessous :

x(t) =











x0 si t ≤ λ
x0 eµ (t−λ) si λ ≤ t < tmax

xmax si tmax≤ t

x est la densité bactérienne au temps t ; x0 , la densité bactérienne initiale ;µ , le taux spécifique de

croissance maximum, xmax, la densité bactérienne maximale et tmax, le temps auquel débute la phase

stationnaire (i.e. temps pour lequel la densité bactérienne est maximale, xmax).

Le modèle de Buchanan en 3 phases linéaires est utilisé plus récemment dans l’ajustement de données

de croissance de E. coli O157 :H7 (Buchanan et al., 1997).

Quand on considère une culture de bactéries, peu nombreusesau départ, sur un milieu riche, l’expé-

rience montre que ce modèle exponentiel est correct tant quela nourriture est assez abondante. Pourtant
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on comprend bien que les ressources vont venir à manquer et lapopulation ne pourra pas grandir indé-

finiment. Il n’existe pas, pour une raison évidente de limitation de l’espace, de population pour laquelle

le modèle exponentiel soit valable jusqu’a la fin du temps ! C’est pourquoi on a rapidement cherché à

modifier ce modèle de façon à ’freiner’ sa croissance quand lataille de la population augmente. L’idée

est de remplacer la constanteµ par une fonctionµ(x) qui décroit quand x augmente et qui finit par

devenir négative. La population a un taux de croissance de moins en moins fort au fur et à mesure

qu’elle croit (les cellules ont de plus en plus de mal à se reproduire) au point de devenir négatif (pour

une population trop abondante les cellules commencent à mourir). Plusieurs auteurs ont travaillé sur

se sujet, souvent avec des différentes hypothèses sur la fonction µ(x).

Historiquement ces modèles ont été introduits par verhulsten 1838.

Le modèle Logistique (1838)

En 1838, Verhulst propose une équation différentielle, afinde modéliser la croissance d’une popula-

tion animale se stabilisant au cours du temps. Cette équation est connue sous le nom de loi Logistique.

Elle repose sur l’hypothèse que l’accroissement relatif dela variable x modélisée décroît de façon li-

néaire avec elle.

ẋ = µmax (1− x
K

) x

la capacité limite du milieu (Carrying capacity) K étant proportionnelle au nombre de proies. A ce jour,

les applications de cette loi sont généralisées, et couvrent à la fois les descriptions de croissance de

cellules, d’organes ou d’organismes. En particulier, dansle cas de la description d’une cinétique de

croissance de micro-organismes, elle prend la forme suivante, pour laquelle x représente la population

microbienne etµ la vitesse spécifique de croissance :

ẋ = µ(x) x = µmax(1−
x
K

) x (1.1)

Le paramètreµmax est la vitesse spécifique de croissance maximale supposée atteinte dès le début de la

culture. K est la capacité limite du milieu. Cette capacité limite correspond à la population maximale

qui est obtenue en fin de croissance, lors de la phase stationnaire. Pour une condition initiale x(0) = x0,

la solution est donnée par :

x =
x0 eµmax t

1− x0

K

(

1−eµmaxt
)
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Ce modèle simule la vitesse de croissance par des équations qui font intervenir uniquement le temps

et la concentration en biomasse. Le modèle Logistique a été largement utilisé pour modéliser la crois-

sance de micro-organismes tels que : Xantamonas campestris(Garcia-Ochoa et al., 1990 ; Chin-Hang

et Shang-Tian, 1990), Pseudomans aeruginosa (Venkata et al., 1991), Stresptococcus lactis et Stre-

tococcus cremoris en co-culture (Ramon-Portugal, 1991), (Ravaz, 1992), Gluconobacter suboxydans

(Chandrashekar et al., 1999), Megasphaera elsdenii (Soto-Cruz et al., 2002).

Modèle logistique généralisé

Comme le montre le modèle logistique, le taux de croissance spécifique diminue linéairement avec

une augmentation de la concentration de la biomasse, quand xapproche K, le taux de croissance spé-

cifique approche zéro. Un rapport linéaire entre le taux de croissance spécifique et la concentration

de la biomasse pourrait être considéré comme cas spécifique et il peut ne pas être valide pour toutes

les contraintes. Une forme modifiée d’équation logistique aété employée pour décrire la cinétique de

croissance de cellules en présentant un index de l’effet inhibiteur ’r’ qui explique la déviation de la

croissance du rapport exponentiel

ẋ = µ(x) x = µmax

(

1−
( x

K

)r)

x, r > 0 (1.2)

donc si r= 0, on n’aura pas de croissance et si r= 1, c’est le modèle logistique standard. Quand r

varie entre 0 et 1, le modèle décrit un degré plus élevé d’inhibition comparé à la croissance logistique.

Quand r> 1 la croissance se trouve entre les modèles exponentiels et logistiques.

Pour une condition initiale x(0) = x0, la solution est donnée par :

x(t) =
K

[

1+
((

K
x0

)r
−1
)

e−r µmax t
]

1
r

Modèle logistique avec délai de rupture

Kono, en 1968, a proposé un modèle plus simple (repris par Rosso et al. en 1995) : le modèle

logistique avec délai de rupture. Il suppose l’absence de croissance durant la phase de latence et de

transition entre cette phase et la phase de croissance exponentielle (rupture). Le modèle prend l’expres-

sion suivante :

x(t) =















x0 si t ≤ λ
x0 eµmax (t−λ)

1− x0

K

(

1−eµmax (t−λ)
) si t > λ
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avec x est la concentration bactérienne au temps t ; x0 , la densité bactérienne initiale ;µmax, le taux

spécifique de croissance maximum et K, la densité bactérienne maximale.

Modèle de Gompertz (1825)

Les adaptations essentielles des modèles exponentiels visent à prendre en compte le ralentissement

de la croissance observé lors de la culture en réacteur batchde n’importe quel micro-organisme. Les

modèles s’expriment donc comme des déclinaisons de la formule générale suivante :

ẋ = µ x

Différentes approches ont été proposées. Tout d’abord, desaménagements de la loi logistique permettent

notamment de modifier la courbure de la phase de ralentissement. Ce sont les modèles pour lesquels

µ = µ(x). Le modèle de Gompertz est une de ces approches définit par la relation suivante :

ẋ = µ(x) x = µmaxlog

(

K
x

)

x (1.3)

dont la solution est donnée par :

x(t) = K e(log( x0
K )e−µmaxt).

Modèle de Gompertz modifié

Gibson et al., 1987 ont proposé l’utilisation des modèles logistiques et de Gompertz. Les paramètres

du modèle de Gompertz ne sont pas directement interprétantes. Zwietering et al. [1990] ont, pour cette

raison, proposé une simplification de ces deux modèles en faisant apparaître les paramètres classiques :

concentration initiale x0, concentration maximale K, temps de latenceλ et taux de croissance maximale

µmax. Le modèle de Gompertz modifié est un modèle purement empirique qui ajuste en général les

données de croissance observées de manière satisfaisante.Néanmoins, il présente un certain nombre

d’inconvénients mentionnés par divers auteurs (Dalgaard,1995 ; Membre et al., 1999 ; Van Gerwen et

Zwietering, 1998 ; Whiting et Cygnarowicz-Provost, 1992) :

1. Son utilisation conduit à une surestimation systématique du taux de croissance par rapport à

sa définition classique (pente de la phase exponentielle de croissance en coordonnées logarith-

miques) ;

2. Sa valeur au temps t= 0 ne correspond pas au niveau initial x0 ;
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3. Son ajustement ne peut pas être réalisé si la cinétique de croissance n’est pas suivie jusqu’à la

phase stationnaire ;

4. Enfin, ce modèle n’est pas directement utilisable pour simuler des croissances en conditions en-

vironnementales variables dans le temps.

La formulation mathématique (forme analytique) de ce modèle figure ci-dessous :

y(t) = y0 +(y0−KL)e−e
[

e µmax(λ−t)
(y0−KL) +1]

avec y(t) = log(x(t)),KL = log(K) et y0 = log(x0). x(t) la densité bactérienne au temps t ; x0 , la den-

sité bactérienne initiale ;µmax, le taux spécifique de croissance maximum et K, la densité bactérienne

maximale.

Malgré sa forme, ce modèle suppose que la croissance est maximale dès la fin du temps de latence.

Ce qui ne correspond pas forcément à la réalité. On peut en effet supposer que, lors de la phase de

latence, le taux de croissance augmente progressivement pour atteindre à la fin de cette phase le taux

de croissance exponentiel. Une autre extension des modèlesprimaire a consisté ainsi en l’introduction

d’une fonction d’accroissement au cours du temps du taux de croissanceα(t). Baranyi et al. [1993] ont

proposé un modèle combinant la fonction de freinage logistique et une cinétique du passage des cellules

de la phase de latence à la phase de croissance exponentielle:

y(t) = y0 + µmaxA(t)− log

(

1+
eµmaxA(t)−1

e(KL−y0)

)

où

A(t) = t +
1

µmax
log
(

e−µmaxt +e−µmaxλ −e−µmax(t+λ)
)

.

Ce modèle reste très complexe et est très peu utilisé.

Modèle de Baranyi

Le modèle de Baranyi est un modèle un peu moins empirique et qui ne présente pas les inconvénients

cités précédemment. Il est basé sur des hypothèses dynamiques qui peuvent certes être discutées, mais vu

comme un modèle descriptif, il convient mieux à l’ajustement de cinétiques de croissance microbienne

que le modèle de Gompertz modifié (Baranyi et Roberts, 1994 ; Membre et al., 1999 ; Van Gerwen et

Zwietering, 1998). De plus, sa formulation dynamique permet son utilisation directe pour simuler des
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croissances en conditions environnementales variables dans le temps, utilisation qui a déjà été validée

par plusieurs auteurs en conditions thermiques variables (Alavi et al., 1999 ; Baranyi et al., 1995 ;

Bovill et al., 2000 ; Bovill et al., 2001). La forme analytique du modèle de Baranyi est décrite ci-après :

y(t) = KL + log
−1+eλ µmax+eµmax t

eµmax t −1+10(KL−y0)eλ µmax
(1.4)

avec y(t) = log(x(t)),KL = log(K) et y0 = log(x0).

1.4 Modèles avec limitation par le substrat

Soit x(t) la concentration de bactéries à l’instant t et s(t) la concentration disponible de nourriture

au même instant. Les bactéries et les molécules de nourriture sont assimilées à des particules agitées

d’un mouvement brownien et que tout k molécules de nourriture rencontrées par une bactérie sont

transformées en une bactérie. Dans ces conditions, la loi d’action de masse, utilisée par les chimistes,

est validé. On a :






ṡ= −µ
k

sx

ẋ = µ sx,

qui possède clairement la propriété :

x(t)+ks(t) = x(0)+ks(0)

et, si nous remplaçons dans la deuxième équation s par sa valeur en fonction de x, nous obtenons :

ẋ = µ
(

x(0)+ks(0)
)(

1− x
x(0)+ks(0)

)

x,

c’est à dire une équation logistique. Toute fois ce modèle est critiquable. En effet il stipule que le taux de

transformation du substrat s en population de bactéries eststrictement proportionnel à la croissance ce

qui est impossible. Le taux de transformation en fonction des est certainement une fonctionµ(s) bornée,

un organisme ayant forcément une limite dans sa capacité à absorber du substrat. Plusieurs auteurs ont

travaillé sur se sujet, souvent avec des différentes hypothèses sur la fonctionµ(s). Historiquement, les

premiers modèles ont été introduits par Monod en 1941.

1.4.1 Modèle de Monod

Le modèle de Monod est décrit par le système suivant






ṡ= −µ(s)
k

x,

ẋ = µ(s)x.
(1.5)
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où s le substrat, x la biomasse etµ le taux de croissance spécifique de la biomasse x.

En étudiant les aspects quantitatifs de la croissance des cultures bactériennes en fonction de la concen-

tration du substrat limitant, Monod présente [71,72] des résultats expérimentaux relatifs à la croissance

de E. coli pour trois types différents de substrat limitant :glucose, mannite et lactose. Pour ces résul-

tats, Monod propose une relation entre la vitesse spécifiquede croissance d’un microorganisme,µ , et

la concentration en substrat limitant, s donnée par :

µ(s) = µmax
s

ks+s
.

Cette équation dépend de deux paramètres :

1. la vitesse spécifique de croissance maximaleµmax.

2. ks, définie comme l’affinité que le micro-organisme a pour le substrat limitant. Sa valeur numé-

rique correspond à la concentration en substrat nécessairepour obtenir
1
2

µmax.

Le modèle de Monod représente la base en matière de modélisation de la croissance microbienne.

Beaucoup d’adaptations ont été faites, sur ce modèle, dont nous citons quelques-unes ci dessous, où le

taux de croissance dépend uniquement du substrat.

Auteurs Taux de croissance

Moser (1958) µmax
sn

ks+sn

Hanson et Tsao (1972) µmax
s

ks−s
Konak (1974) µmax

s
1

kµmax
+s

Kargi (1977) µmax
sa

ks+sa

Sokol et Howell (1981)
k1s

k2 +sk3

Teissier µmax

(

1−e
−s
ks

)

FIG. 1.2 – Cas de croissance limité par le substrat

1.4.2 Limitation et inhibition par le substrat

En étudiant les données expérimentales sur la croissance deNitrobacter winogradski avec du ni-

trate comme substrat limitant, B. Boon et H. Laudelot (1962)suggèrent que la fonction proposée par
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Monod ne pourrait pas être valable pour certains substrats qui sont limitant à concentrations modé-

rées mais qui à forte concentration s’avèrent inhibiteurs pour la croissance des espèces. L’utilisation

des fonctions monotones devrait être en conséquence un cas spécial d’une relation fonctionnelle entre

le substrat limitant et la fonction de croissance. Pour le cas avec inhibition, ils proposent une courbe

d’interpolation définie par la fonction suivante (plus connue sous le nom ”modèle de Haldane”) :

µ(s) = µmax
s

ks+s+ s2

ki

.

La constante ki est la constante d’inhibition qui représente la concentration en substrat à partir de la-

quelle, le substrat devient inhibiteur pour la croissance de la biomasse. Il faut noter que si ki est assez

grand, le modèle est équivalente à celui de Monod.

Ci dessous quelques modèles adaptés dont le but est de décrire l’inhibition par le substrat lui même.

Auteurs Taux de croissance

Andrews (1968) µmax
s

(ks+s)(
s
kl

+1)

Edwards (1970) µmax
s

ks+s+
s2

kl

(

1+
s
k

)

µmax
s

ks+s+
s2

kl

(

1+
s
k

)

Luongl (1987) µmax
s

s+ks

(

1+
s
sc

)n

Han et Levenspiel (1988) µmax
s

s+ks

(

1− s
sc

)m

(

1− s
sc

)n

Aiba et al. µmax
s

ks+s
e

−s
kl

Teissier µmax (e
− s

kl −e
− s

ks)

Wayman et Tseng µmax
s

ks+s∗
si s≤ s∗

µmax
s

ks+s∗
−kl(s−s∗) si s≥ s∗

FIG. 1.3 – Limitation et inhibition par le substrat
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1.4.3 Modèles densité-dépendants

En 1989, Arditi et Ginzburg [1], dans le contexte de l’étude de la relation «proie-prédateur» ont

proposé de remplacer la réponse fonctionnelle s→ µ(s) par une fonction «densité-dépendante», c’est-

à-dire de la forme s→ µ(s/x). Cette approche a été très fructueuse pour l’amélioration de la compré-

hension de la relation proie-prédateur et des chaînes trophiques, et elle a été explorée dans le cadre

de l’étude de la compétition en culture continue (chemostat) mais elle ne semble pas avoir été explorée

dans le cadre des cultures batch (sans entrée-sortie).

La croissance de la biomasse et la consommation du substrat dépend non seulement du substrat dispo-

nible, mais aussi de l’état courant de la population.











ṡ= −µ( s
x)

k
x,

ẋ = µ(
s
x
)x.

où s désigne la concentration du substrat à l’instant t. x désigne la biomasse au même instant.

1.4.4 Modèles tenant compte du retard de consommation du substrat

Dans certains cas, le substrat capturé n’est pas immédiatement assimilé par les bactéries. Ci après

plusieurs approches qui permettent d’expliquer ce phénomène ainsi que les comportements oscillants.

Modèles à mémoire

Pour définir la croissance spécifique et les modèles de taux deconsommation capables de prévoir

les comportement oscillants, la croissance spécifique et letaux de consommation sont supposés des

fonctions non-linéaires de l’instant t et des valeurs passées des variables biologiques x et s. On considère

deux approches différentes pour l’incorporation de la fonction mémoire. Le premier suppose que la

fonction mémoire représentant les effets de mémoire (les valeurs passées des variables biologiques),

Kr(t), participe directement à la formation du taux de croissancespécifique :

µ(t) =
∫ t

−∞
µs

(

x(h),s(h)
)

Kr(t −h)dh,

où µ(t) - est la valeur actuellement observée du taux de croissance spécifique ;µs

(

x(h),s(h)
)

- le taux

de croissance spécifique qui aurait été compris si le systèmeexploité à un état stable caractérisé par la

valeur correspondante x et s pendant une période prolongée de temps. La deuxième approche suppose
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que la fonction mémoire Kr(t) participe au taux de croissance spécifique indirectement enformant une

moyenne pondérée des concentrations de substrat précédentes z(t) :

µ(t) = µs

(

x(t),z(t)
)

,

où

z(t) =

∫ t

−∞
s(h)Kr(t −h)dh.

Dans le cas oùµ(t) = µ(s(t)), les deux approches sont identiques.

Supposons que le taux de croissance spécifique incorporé dans l’équation de biomasse,µ1(t) et ceux

fusionnés dans l’équation de substrat,µ2(t), peut être calculé par l’une de ces deux approches. Les

fonctions mémoire d’ordre zéro exponentielles suivantes :

K1
r (t) = a1e−a1t ,

K2
r (t) = a2e−a2t ,

où a1 et a2 sont des paramètres d’adaptabilité présentés pour la biomasse et le substrat, respectivement.

On considère deux cas différents correspondant aux approches de modélisation présentées ci-dessus.

Premier cas - Le taux de croissance spécifique et le taux de consommation spécifique sont définis par

la première approche avec deux fonctions mémoires différentes K1
r et K2

r données ci-dessus, respective-

ment. On obtient ainsi le modèle suivant :


























ṡ= −µ1

k
x,

ẋ = µ2 x,

µ̇1 = a1

(

µ(s)−µ1

)

,

µ̇2 = a2

(

µ(s)−µ2

)

.

Deuxième cas - Le taux de croissance spécifique et le taux de consommation spécifique sont définis par

la deuxième approche avec deux fonctions mémoires différentes K1
r et K2

r définies ci-dessus, respective-

ment. On obtient ainsi le modèle suivant :


























ṡ= −µ(s1,x)
k

x,

ẋ = µ(s2,x)x,

ṡ1 = a1 (s−s1),

ṡ2 = a2 (s−s1).
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Modèles à retard

Le modèle incorpore le retard de temps discret de la conversion de substrat consommé à la biomasse

viable et inclut le retard simultanément dans le substrat s(t) et dans la biomasse x(t) à l’instant t. Étant

donné queτ > 0 est le temps suffisant pour que le substrat soit converti en biomasse. Ainsi x(t − τ)

représente la biomasse des micro-organismes, parmi les espèces x, qui consomment le substrat et le

modèle est donc donné par :














ṡ= −
µ
(

s(t)
)

k
x,

ẋ = µ
(

s(t − τ)
)

x(t − τ).

1.5 Croissance en présence de produits

1.5.1 Modèle de Luedeking et Piret

L’intervention d’un produit dans l’équation de description de la croissance microbienne nécessite

l’expression de la dynamique propre de ces constituants. Ainsi, il est nécessaire d’écrire un système

différentiel dans lequel sont décrites les évolutions de toutes les variables d’état qui interviennent dans

l’équation de la vitesse de croissance. On obtient alors dessystèmes dynamiques qui ont les formes

suivants :










ṡ= f (s,x, p)

ẋ = g(s,x, p)

ṗ = h(s,x, p)

Où s représente la concentration de substrat, x représente la concentration de biomasse et p la concen-

tration de produit formé au cours de la culture.

En 1959 Luedeking et Piret [67], ont proposé une expression mathématique pour décrire la cinétique

de production de métabolites au cours de la croissance. La forme générale de cette expression est la

suivante :

ṗ = α ẋ+ β x. (1.6)

Si on se ramène à l’unité de biomasse et en notantνp =
ṗ
x

et µ =
ẋ
x
, l’équation (1.6) est donc :

νp = αµ + β
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Les cinétiques de formation des produits microbiens peuvent être alors divisées en trois groupes (Schü-

gerl, 1985), qui correspondent chacun à un comportement métabolique différent. Ainsi, l’apparition

d’un produit peut être :

1. Liée à la croissance quand le produit est formé simultanément à la biomasse. Dans ce cas, les

vitesses spécifiques de formation du produit et de croissance sont proportionnelles.

ṗ
x

= νp = α µ .

Un exemple de ce type de cinétique est la production d’acide gluconique par Gluconobacter

oxydans (Schügerl, 1990).

2. Dissociée de la croissance quand un métabolite est produit lors de la phase stationnaire alors

que la vitesse de croissance est nulle. Cette fois, la vitesse spécifique de formation du produit est

constante.
ṗ
x

= νp = β .

En particulier, les antibiotiques sont des exemples classiques de dissociation de ces deux activités

métaboliques. Par exemple, la production de pristinamycespar Streptomyces pristinaespiralis.

(Maung, 1987).

3. Partiellement associée à la croissance quand la formation du produit est présente lors de la phase

de croissance et lors de la phase stationnaire. Ainsi, la vitesse spécifique de production peut être

exprimée selon le formalisme mathématique complet proposépar Luedeking et Piret (1959).

νp = α µ + β .

La fermentation lactique par Lactobacillus lactis (Béal etcoll., 1994), la production de gomme

xanthane par Xanthomonas campestris (Chin-Han et Shang-Tian, 1990) la production d’acides

gras volatils par Megasphaera elsdenii (Soto-Cruz et coll., 2002), sont représentatifs de l’asso-

ciation partielle croissance-production.

La cinétique d’utilisation de substrat donnée ci-dessous était une forme modifiée du modèle de Leudeking-

Piret. La consommation de substrat dépend de l’importance de trois termes, le taux de croissance des

cellules, le taux instantané de formation de produit et d’une fonction d’entretien de la masse de cellules.

La cinétique d’utilisation de substrat est une combinaisonlinéaire de ces termes(Weis et Ollis, 1980) :

ṡ= − ẋ
k
− ṗ

kp
−ke x. (1.7)
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En combinant (1.6) et (1.7), on obtient

ṡ= −
(1

k
+

α
kp

)

ẋ−
( β

kp
+ke

)

x. (1.8)

1.5.2 Applications du modèle Luedeking et Piret

Modèle de Luedeking et Piret combiné avec le modèle logistique

Le modèle de Luedeking et Piret combiné avec le modèle logistique (Weis et Ollis, 1980) est déve-

loppé en combinant les deux systèmes (1.1) et (1.6) on obtient

dp
dx

= α +
β

µmax

(

1− x
K

) .

En intégrant cette équation on obtient

p = p0 + α x0

[

eµmaxt

1− x
K (1−eµmaxt)

−1

]

+ β
K

µmax
log
[

1− x0

K

(

1−eµmaxt
)

]

.

Maintenant en réécrivant (1.8), on obtient

ds
dx

= −
(1

k
+

α
kp

)

−

(

β
kp

+ke

)

µmax

(

1− x
K

) .

En intégrant on obtient

s= s0−
(1

k
+

α
kp

)

x0

[

eµmaxt

1− x0
K (1−eµmaxt)

−1

]

−

(

β
kp

+ke

)

K

µmax
log
[

1− x0

K
(1−eµmaxt)

]

.

Modèle de Luedeking et Piret combiné avec le modèle logistique modifié

Ce modèle est développé en combinant les deux systèmes (1.2)et (1.6) on obtient

dp
dx

= α +
β

µmax

(

1− ( x
K )r
) .

En intégrant cette équation, on obtient

p = p0 + α





xr
0erµmaxt

1− xr
0

xr
max

(1−erµmaxt)
−x0



+ β
xr

max

µmax
log

[

1− xr
0

xr
max

(1−erµmaxt)

]

.

Réécrivant (1.8), on obtient

ds
dx

= −
(1

k
+

α
kp

)

−

(

β
kp

+ke

)

µmax

(

1− xr

xr
max

) .
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En intégrant, on obtient

s= s0−
(1

k
+

α
kp

)

xr
0

[ erµmaxt

1− xr
0

xr
max

(1−erµmaxt)
−1
]

−

(

β
kp

+ke

)

xr
max

µmax
log
[

1− xr
0

xr
max

(1−erµmaxt)
]

.

Application du modèle Luedeking et Piret (2005)

Burhan et al. [15] ont proposé un modèle mathématique, basé sur des données expérimentales et

approprié à la description et à la prévision du processus de la synthèse microbienne de CGTase par les

cellules bactériennes immobilisées. Le modèle prend en considération la croissance microbienne, l’in-

hibition du substrat, l’affaiblissement de la culture microbienne en fonction du temps et la dégradation

de produit. Le modèle convient à l’évaluation des taux de croissance spécifiques et des coefficients de

rendement pour la croissance libre et l’immobilisation descellules. Le modèle est employé pour éva-

luer des constantes cinétiques à partir des données expérimentales pour la production microbienne de

CGTase par des cellules du Bacille Circulans ATCC 21783 dansun bio-réacteur colonne à bulle.



















ṡ = −µ(s)
k

x,

ẋ =
(

µ(s)−m
)

x,

ṗ =
(

α µ(s)+ β
)

x.

(1.9)

s représente le substrat, x la biomasse et p est la concentration du produit présenté comme étant l’acti-

vité de la CGTase. m la mortalité, k est le coefficient de rendement.α est le taux constant de production

de CGTase dans la phase de croissance etβ est le taux constant de production de CGTase dans la phase

stationnaire.µ est le taux de croissance spécifique de la biomasse x.

µ(s) =







µmax
s

ks+s+k1s2 , Modèle de Andrews

µmaxe−kes s
ks+s

, Modèle de Aiba

où µmax est le taux maximum de croissance, ks est la constante de saturation de l’équation de Monod.

Modèles tenant compte des inhibitions

Nous donnons quelques modèles, du taux de croissance, tenant compte d’une inhibition par au

moins une des trois variables du modèle.
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Auteurs Taux de croissance

Comtois (1959) µmax
s

Bx+s
Aiba et al. (1968) µmax

s
ks+s

p
kp + p

µmax
s

s+ks
e−kp

Aborhey et Williamson (1977) µmax
s

ks+s
kp

s+kpp

Kishimoto et al. (1983) µmax
s

ks+s
1

1+ p2

Tayeb et al. (1984) µmax
kp

kp + p
Taniguchi et al. (1987) µmaxe(−ap+b)

Luong (1987) µmax
s

s+ks
(1−kp)

Han et Levenspiel (1988) µmax
s

s+ks
(

1− x
x∗
)m

(

1− x
x∗

)n

µmax
s

s+ks

(

1− p
pc

)m

(

1− p
pc

)n

Leh et Charles (1989) µmax
s

s+ks

(

1+ p
kp

)2

Ishizaki et al. (1989) µmax
s

ks+s+spkp

Béal (1991) µmax
s

ks+s+ sp2

kp

FIG. 1.4 – Modèles tenant compte des inhibitions

1.6 Culture mixte

Les cultures mixtes de micro-organismes sont très fréquentes dans les procédés fermentaires. Para-

doxalement, les études sur ces fermentations mixtes sont assez rares ; alors que de nombreux travaux

analysent et mettent en équations les cinétiques de croissance microbienne en culture pure, très peu

s’intéressent aux interactions au sein de co-cultures impliquant plusieurs micro-organismes. Ce retard

s’explique essentiellement par des difficultés d’ordre expérimental, les plus importantes concernant le

dénombrement et surtout la caractérisation des différentes souches partageant le même milieu. Ainsi les

cultures mixtes ne font que très rarement l’objet d’une modélisation, contrairement aux cultures pures.

Ceci peut paraître étonnant au vu de la place des systèmes à multiples agents de bio-transformation

rencontrés, dans le domaine agro-alimentaire en particulier. Le développement de modèles mathéma-
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tiques tenant compte de la diversité des micro-organismes impliqués et de leurs interactions devient de

grand intérêt.

Pour prendre en compte les interactions en cultures mixtes,il faut exprimer le taux de croissance ins-

tantané de chaque population non seulement en fonction du temps t et de sa densité bactérienne mais

aussi en fonction de la densité bactérienne de l’autre population. Il s’agit donc d’une modification au

niveau du modèle de dynamique. De façon générale, ces équations peuvent s’écrire :

{

ẋ1 = f (x1,x2)

ẋ2 = g(x1,x2).

On présente dans ce paragraphe quelques-uns des rares exemples de modèles de croissance en culture

mixte. Ces modèles sont, généralement, limités à des systèmes binaires.

1.6.1 Les systèmes de Lotka et Volterra pour les compétitions

Nous nous plaçons dans la ligne des travaux d’écologie mathématique initiée dans les années 1920

par les travaux de Lotka et Volterra, travaux dans lesquels aété introduite la représentation des inter-

actions entre espèces par des systèmes d’équations différentielles.

Lotka et Volterra ont proposé en 1920 le premier modèle de croissance décrivant une interaction entre

deux populations (Bailey et Ollis, 1986). Il est basé sur l’hypothèse que la croissance des deux popula-

tions dépend linéairement des effectifs des deux populations, notés x1 et x2. Il s’agit d’un couplage de

deux modèles logistiques. Ceci se traduit formellement parles relations suivantes :















ẋ1 = µ1
max

(

1− x1 + α12x2

K1

)

x1,

ẋ2 = µ2
max

(

1− x2 + α21x1

K2

)

x2.

La relation d’ordre entre les deux coefficients de compétitionsα12 etα21 permet à elle seule de connaitre

l’issue de la confrontation des deux populations :

1. Siα12 = α21, les deux espèces sont équivalentes.

2. Siα12 > 1 > α21 ou α12 < 1 < α21, on aura une exclusion par l’espèce dominante.

3. Siα12 > 1 et α21 > 1, on aura une exclusion compétitive selon les conditions initiales.

4. Siα12 < 1 et α21 < 1, on aura la coexistence des deux populations.
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On observe donc une coexistence des deux espèces seulement si leurs coefficients de compétition sont

faibles (i.e. l’impact réciproque de l’une sur l’autre est faible), mais notons que la coexistence est tout

de même possible. Cependant, ces coefficients de compétition dépendent forcément de l’utilisation que

fait chaque population des ressources qui leur sont communes. Comme ces ressources ne sont pas spé-

cifiées par le modèle, les valeurs des coefficients de compétition entre deux populations ne peuvent être

estimées a priori. Elles ne peuvent être connues que suite à une première confrontation. Ce modèle a

donc peu de caractère prédictif. Seul un modèle prenant en compte explicitement la relation entre les

populations et leurs ressources peut pallier à ce défaut.

Volterra (1931) a étudié la ”coexistence de deux espèces se disputant la même nourriture”. Il sup-

pose que la quantité de nourriture disponible est une fonction du nombre d’individus de chaque espèce

et que la vitesse de développement en dépend.










ẋ1 = µ1
max

(

1− γ1

K1
f (x1,x2)

)

x1

ẋ2 = µ2
max

(

1− γ2

K2
f (x1,x2)

)

x2

Avec x1 (resp. x2) : nombre d’individus de l’espèce 1 (resp. 2) ; f(x1,x2) : nourriture disponible ;µ1
max

(resp.µ2
max) : taux de croissance de l’espèce 1 (resp. 2) etγ1 (resp.γ2) : constante positive correspon-

dant au besoin de nourriture de l’espèce 1 (resp. 2). Indépendamment, Lotka a proposé un système

d’équations très proches. Actuellement, les deux modèles sont rassemblés sous l’expression ”équations

de Lotka-Volterra”. Le modèle de Lotka-Volterra est aujourd’hui repris sous diverses formes.

Ce modèle a par la suite donné lieu à diverses adaptations dont on peut citer celle de Gomatam

en 1974, qui s’appuie sur un descriptif de croissance du mêmetype que Gomperz à la place d’une

description de type logistique (Lebreton et Millier, 1982):










ẋ1 = µ1
max

(

1− b1 log(x1)+c1 log(x2)

K1

)

x1

ẋ2 = µ2
max

(

1− b2 log(x2)+c2 log(x1)

K2

)

x2.

1.6.2 Applications du modèle de Lotka Volterra

Effet killer chez les levures (Ravaz, 1992)

Une approche similaire a également été retenue lors des premiers travaux de modélisation de l’effet

killer chez les levures (Ravaz, 1992). Le modèle proposé à l’époque comptait 3 variables d’état : la
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population en levures sensibles viables x1, la population en levures killer viables x2 et la population

en levures mortes totales x3. L’évolution de ces variables d’état était basée sur le système différentiel

suivant :























ẋ1 = µ1
max

(

1−x1 +x2 +bx3

K1

)

x1− ẋ3

ẋ2 = µ2
max

(

1−x1 +x2 +bx3

K2

)

x2

ẋ3 = α ẋ2.

Modèle de Brown et Rothery (1993)

La formulation de Brown et Rothery permet la comparaison de cesystème d’équations avec un

modèle primaire à équation de freinage logistique.















ẋ1 = µ2
max

(

1− x1 + α12x2

K1

)

x1

ẋ2 = µ2
max

(

1− x2 + α21x1

K2

)

x2

Avec x1 (resp. x2) : population de la souche 1 (resp. 2) ; K1 (resp. K2) : capacité maximale du milieu,

de l’espèce 1 (resp. 2),µ1
max (resp.µ2

max) : taux de croissance maximal de l’espèce 1 (resp. 2) etα12 et

α21 : coefficients d’interaction. Dans les équations de Lotka-Volterra, la croissance de chaque souche

est freinée par son propre développement selon la fonction de freinage classique et par un effet de l’autre

population.

En 1934, Gause a utilisé ces équations pour modéliser la compétition entre deux levures : Sac-

charomyces cerevisiae et Schizosaccharomyces kephir. Lesvaleurs deµ i
max et Ki ont été estimés par

ajustement à des données issues de cultures pures. Puis les valeurs deα12 et α21 ont été estimés à par-

tir de cultures mixtes. Depuis les travaux de Gause, les équations de Lotka-Volterra ont été très peu

appliquées à la modélisation des interactions bactériennes.

Modèle de Dens (1999)

Dens et al. (1999) ont proposé un nouveau modèle en combinantle modèle de Lotka Volterra et

le modèle de dynamique de croissance de Baranyi. L’évolution des populations x1 et x2 suit dans ce

cas la dynamique suivante, pour laquelle q1 et q2 représentent l’état physiologique des souches 1 et 2



1.6 Culture mixte 29

respectivement :































ẋ1 = µ1
max

q1

1+q1

(

1− x1 + α12x2

K1

)

x1,

ẋ2 = µ2
max

q2

1+q2

(

1− x2 + α21x1

K2

)

x2,

q̇1 = µ1
maxq1,

q̇2 = µ2
maxq2.

(1.10)

Les deux dernières équations peuvent s’écrire :

q1 = q1
0 eµ1

maxt et q2 = q2
0 eµ2

maxt .

Le système (1.10) s’écrit alors comme un système de deux équations :











ẋ1 = µ1
max

q1

1+q1

(

1− x1 + α12x2

K1

)

x1,

ẋ2 = µ2
max

q2

1+q2

(

1− x2 + α21x1

K2

)

x2.

Un équilibre stable avec coexistence des deux populations (noeud stable) est possible. Dans ce cas, les

concentrations à l’équilibre des deux populations sont :











x∗1 =
K1−α12K1

1−α12α21

x∗2 =
K2−α21K2

1−α21α21

Les concentrations à l’équilibre des deux populations ne dépendent donc pas des concentrations ini-

tiales. Enfin, Dens et al. (1999) ont envisagé de nombreuses extensions à ce modèle de base, en particu-

lier un effet de l’interaction sur le temps de latence et une prise en compte de l’hétérogénéité spatiale.

Compétition entre deux souches de Listeria

Un autre exemple d’application du modèle de Lotka et Volteraest donné par Cornu pour l’étude

de la compétition entre deux souches de Listeria : Listeria monocytogenes et Listeria innocua (Cornu

et al., 2002). Le modèle s’appuie sur une expression du taux de croissance de chacune des souches de

type logistique, pour laquelle la fonction de freinage dépend de la population totale, K. La latence est

introduite par une translation temporelle de la forme t−λi pour i = 1,2. x1 désigne la population de

Listeria monocytogenes, et x2 celle de Listeria innocua. La dynamique en culture mixte estdonnée par
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le système suivant :

ẋ1 =







0 si t ≤ λ1

µ1
max

(

1− x1 +x2

K

)

x1 si t > λ1

ẋ2 =







0 si t ≤ λ2

µ2
max

(

1− x1 +x2

K

)

x2 si t > λ2.

1.6.3 Interaction en inhibitions et en limitations

Les modèles de type Lotka et Voltera considèrent les interactions entre micro-organismes d’une

manière globale, en faisant apparaître la population qui cohabite dans l’expression de la dynamique

d’évolution de chaque population. D’autres modèles entrent plus dans les détails des mécanismes en

jeu et introduisent les variables d’état associées aux composés intervenant dans ces mécanismes. Une

sélection d’exemples jugés significatifs fait l’objet du paragraphe suivant.

Croissance à transition diauxique de deux bactéries sur deux substrats

En 1987, Kim décrit la croissance en co-culture discontinuede deux bactéries évoluant sur deux

substrats (glucose : s1 , et acide citrique : s2), chacun ayant la préférence de l’une des souches (Kim et

al., 1987). Le modèle propose une limitation de type Monod pour les deux souches (Klebsiella oxytoca :

x1 ; Pseudomonas aeruginosa : x2) et les deux substrats. Le substrat secondaire (c’est-à-dire non pré-

féré) de chaque souche est limité par le niveau d’expressiond’une enzyme clé : e1 pour la consommation

de s2 par x1 et e2 pour la consommation de s1 par x2. De plus, K. oxytoca produit un composé, c, qui

inhibe la croissance de P. aeruginosa. Le système est représenté par le jeu d’équations différentielles

suivant :
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ẋ1 =
(

µ1
A + µ1

B

)

x1

ẋ2 =
(

µ2
A + µ2

B

)

x2

ė1 = k1

(

s2

k1
e +s2

k1
R

k1
R+s1

−e1

)

ė2 = k2

(

s1

k2
e +s1

k2
R

k2
R+s2

−e2

)

ṡ1 = −µ1
A

(

1
Y1

s1

+
α
YI

)

x1−
µ2

A

Y2
s1

x2

ṡ2 = −µ2
B

Y2
s2

x2−
µ1

B

Y1
s2

x1

ċ = α µ1
Ax1−βx1

avec











































µ1
A = µ1

max,A
s1

k1
s1

+s1

µ1
B = µ1

max,B
s2

k1
s2

+s2
e1

µ2
A = µ2

max,A
s1

k2
s2

+s1
e2

µ2
B = µ2

max,B
s2

k2
s2

+s2

Kc

Kc+c

Modèle des interactions non trophiques avec bactériocine

Dans le cas des interactions non trophiques avec bactériocine, les dynamiques de la population

productrice et de la population sensible sont modélisé par un système à trois variables : x, la densité

cellulaires de la souche productrice, s, la densité cellulaire de la souche sensible et xd, la concentration

de la bactériocine, qui est considérée comme une molécule diffusible























ẋ = µmax

[

1− (1−α)x+s
K

−α
]

x

ṡ= µmax

[

1− (1−α)x+s
K

−βx

]

s

ẋd = αx−ρxd

avecµmax le taux de croissance maximal des deux souches,α : le coût de la production de bactériocine,

K : la capacité maximale du milieu,β : la vitesse individuelle de production de bactériocine,ρ : le taux

de disparition de la bactériocine etδ : le taux d’efficacité létale de la bactériocine.

L’issue dépend des trois valeurs initiales, x(0),s(0) et xd(0) et de trois paramètresα : le coût de la

production de bactériocine, b=
ρ

µmax
et g=

δ
µmax

β
µmax

K.

Globalement, le système aurait tendance à évoluer vers une culture pure de productrices de bac-

tériocines (élimination des sensibles) si les cellules x sont initialement abondantes (et les S rares) et

inversement vers une culture pure de sensibles (élimination des productrices de bactériocine) si les cel-

lules s sont initialement abondantes (et les x rares). Mais,si bα < g, il y a aussi un équilibre mixte

(point selle).
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Frank a aussi proposé un modèle sans molécule diffusible, dans lequel la mortalité d’une cellule sensible

se fait suite à un contact physique direct avec une cellule toxique. Le système devient :














ẋ = µmax

[

1− (1−α)x+s
K

−α
]

x

ṡ= µmax

[

1− (1−α)x+s
K

−δx

]

s.

Ce modèle présente peu d’intérêt dans le cadre d’une étude des cultures mixtes bactériennes puisque

les interactions directes bactérie-bactérie sont rares. Frank a également proposé un modèle en milieu

structuré hétérogène (avec prise en compte de l’espace), qui présente peu d’intérêt dans le cadre d’une

étude des cultures en batch.

Interaction killer entre deux levures (1997)

Ce type de cultures mixtes font intervenir deux souches de levures présentant une interaction de type

killer. Deux modèles ont été proposés pour simuler la dynamique de population dans de tels systèmes.

Ils ont été proposés d’abord par Ravaz (1992) avec une approche de type Lotka et Voltera qui a été

présentée précédemment, puis par Ramon-Portugal et al. en 1997. Ils ont développé un modèle faisant

intervenir la toxine à l’origine du phénomène létal observé. Il s’agit d’une approche descriptive du

mode d’action de la protéine killer, basée sur la formation d’un complexe levure-toxine.

Soient x1 la population killer viable, x2 la population sensible viable, x3 la population killer morte

et x4 la population sensible morte. z la concentration en toxine dans le milieu et c la concentration en

inhibiteur de croissance. Le modèle est donné par :














































ẋ1 =
(

µ1
max(1−a1c)−µ1

d

)

x1,

ẋ2 =
(

µ2
max(1−a2c)−µ2

d −mz
)

x2,

ẋ3 = µ1
d x1,

ẋ4 = µ2
d x2 +mzx2,

ż= αµ1
max(1−a1c)x1−wx2z,

ċ = a
(

µ1
max(1−a1c)x1 + µ2

max(1−a2c)x2
)

x2.

µ1
max est le taux spécifique de croissance maximal (souche killer), µ2

max est le taux spécifique de crois-

sance maximal (souche sensible),µ1
d est le taux spécifique de mortalité naturelle (souche killer), µ2

d est

le taux spécifique de mortalité naturelle (souche sensible), a1 est un paramètre de freinage de la crois-

sance de la souche killer par inhibition intrinsèque, a2 est un paramètre de freinage de la croissance
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de la souche sensible par inhibition intrinsèque,α est une constante de couplage entre production de

toxine et croissance de la souche killer, a est une constantede couplage entre production d’inhibiteur

intrinsèque et croissance des souches killer et sensible, mest une constante cinétique de mortalité des

cellules sensibles sous l’effet de la protéine killer. w estune constante cinétique de fixation de la toxine

sur les cellules sensibles.

Modèle de production de bactériocines (1998)

Il semble utile de présenter des travaux sur la modélisationde cinétiques de production de bactério-

cines. Même si ces travaux ont été effectuées en cultures pures, l’intérêt de leur application ultérieure

à la modélisation de cultures mixtes est évident. Le modèle de Lejeune et al. repose sur des hypo-

thèses métaboliques et les paramètres ont été ajustés à partir de données expérimentales. La croissance

de Lactobacillus amylovorus est modélisée par une croissance exponentielle, avec freinage logistique,

sans latence.

ẋ = µmax

(

1− x
K

)

x.

La consommation de glucose par Lactobacillus Amylovorus est décrite par le modèle avec maintenance

de Pirt.

ṡ= − ẋ
k
−kex.

Avec s la concentration de lactose , k le rendement et ke le coefficient de maintenance.

La production d’acide lactique est décrite par :

ṗ = − ṡ
kp

.

La production de bactériocine est décrite par une double équation. Tant qu’une certaine biomasse

critique n’est pas atteinte, la bactériocine est produite comme un métabolite primaire. Ensuite, la pro-

duction est stoppée, et l’activité décroît selon une cinétique du première ordre.

{

ċ = kb ẋ si x< x̄

ṗ = −k̄ si x> x̄ ou si s= 0.

Avec c le titre en bactériocine, kb le taux de production,̄k le taux de dégradation et̄x la biomasse

critique. Les valeurs numériques des coefficients ont été ajustés d’après des cinétiques expérimentales.
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Modèle de croissance de Lactococcus lactis et Listeria monocytogenes

Breidt et Fleming ont proposé, en 1998, un modèle théorique fondé sur cinq équations différentielles

autonomes et ont déterminé les valeurs des paramètres par ajustement sur des cinétiques expérimentales

de Lactococcus lactis et Listeria monocytogenes. Au contraire des modèles présentés ci-dessus, celui-ci

repose sur une interaction indirecte sans bactériocine : une modification physicochimique de l’environ-

nement. En effet Lactococcus lactis inhibe la croissance deListeria monocytogenes en produisant de

l’acide lactique et en abaissant le pH. Les variables d’étatsont : x1 : la concentration de L. lactis, x2 :

la concentration de L. monocytogenes, c : la concentration en acide lactique, p : la concentration en

ion hydrogène (qui correspondait au pH), et m : la concentration en acide lactique (pris en compte car

sa fermentation par L. lactis augmenterait le pH).











































ẋ1 = µ1
(

c, p,µ1
max

)

x1

ẋ2 = µ2
(

c, p,µ2
max

)

x2

ċ = σ1

(

1− c
p1

)

x1 + σ2

(

1− c
p2

)

x2

ṗ = γ
(

1− p
p11

)

c− α β m x1

ṁ= − α m x1

tel que

µ1
(

c, p,µ1
max

)

= µ1
maxMin

(

1− c
H1(c, p3, p4)

,1− p
H2(p, p5, p6)

)

µ2
(

c, p,µ2
max

)

= µ2
maxMin

(

1− c
H3(c, p7, p8)

,1− p
H4(p, p9, p10)

)

.

Avec p3 : concentration minimale d’acide inhibitrice pour la croissance de 1, p4 : concentration mini-

male d’acide inhibitrice pour le métabolisme de 1, p5 : concentration minimale en ions hydrogène libres

pour la croissance de 1, p6. (concentration minimale en ions hydrogène libres pour le métabolisme de

1, p7 : concentration minimale d’acide inhibitrice pour la croissance de 2, p8 : concentration minimale

d’acide inhibitrice pour le métabolisme de 2, p9 : concentration minimale en ions hydrogène libres pour

la croissance de 2 et p10. concentration minimale en ions hydrogène libres pour le métabolisme de 2.

Breidt et Fleming ont associé les cultures pures et les cultures mixtes pour pouvoir ajuster les para-

mètres du modèle.
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Modèle de sécurité alimentaire

La culture mixte, de Lactobacillus curvantus notée xLc et de Enterobacter cloacae notée xEc, a été

étudiée en tant que système modèle pour la contamination et la préservation des aliments (Malakar et

al., 1999, Martens et al., 1999) . Le modèle proposé est basé sur une limitation par le substrat s de la

croissance de chaque souche et sur une inhibition de la croissance de Lactobacillus curvantus sous l’ac-

tion de l’acide lactique p produit par cette souche. Les performances relatives de croissance de chacune

des souches en culture mixte sont principalement déterminées par l’influence du pH. Leur approche est

assez similaire à celle de Breidt et Fleming (1998) mais ils ont pris en compte la compétition pour le

substrat limitant et ont clairement séparé d’une part l’estimation des paramètres à partir de cultures

pures (Martens et al., 1999) et d’autre part l’utilisation du modèle en prédiction (Malakar et al., 1999).

La dynamique du système est modélisée de la manière suivante:



































ẋ1 = µ1 x1 si t > λ1

ẋ2 = µ2 x2 si t > λ2

ṡ= −
(

µ1

k1
+m1

)

x1−
(

µ2

k2
+m2

)

x2

ṗ =

(

µ1

k1
+m3

)

x1
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µ1 = µ1
max

s
k1

s +s

4
(

pH− pH1
min

)(

pH1
max− pH

)

(

pH1
max− pH1

min

)2 −a p

µ2 = µ2
max

s
k2

s +s

4
(

pH− pH2
min

)(

pH2
max− pH

)

(

pH2
max− pH2

min

)2

pH =
pH0 +b p
1+c p

où a,b et c sont les paramètres de régression. L’adéquation entrecinétiques prédites d’après les cultures

pures et cinétiques expérimentales obtenues en cultures mixtes est satisfaisante. Cette approche présente

donc des potentialités intéressantes pour une utilisationen prédiction, ce que ne permettrait aucun des

modèles empiriques envisagés. D’après les auteurs, l’approche mécaniste déployée ici conduirait à

un modèle plus simple qu’une approche empirique. Le développement de méthodes pour le suivi et la

modélisation des cultures mixtes est donc actuellement en cours dans de nombreuses équipes travaillant

sur la dynamique des populations bactériennes.
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Production de CGTase en fixant des cellules

Le modèle mathématique proposé par Burhan et al. [16] est adapté pour le cas des cellules atta-

chée à un support solide. Burhan et al. supposent que les cellules immobilisées x2 peuvent se développer,

mais avec un taux de croissanceµ2 différent du celui des cellules libres et deux coefficients de rende-

ment différents. Elles peuvent aussi produire de GCTase. C’est pourquoi, l’équation cinétique pour les

cellules immobilisées ont la même forme que celle des cellules libres. La possibilité de fuite des cellules

immobilisées des membranes est prise en considération via un coefficient km. On aura donc le modèle

mathématique suivant avec des conditions initiales associées :
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x1 +kmx2,
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)

x2−kmx2,

ṗ = α
(

µ1(s)x1 + µ2(s)x2

)

+ β
(

x1 +x2

)

−δ p.

x1(0) = x10 ≥ 0, x2(0) = x20 ≥ 0, s(0) = s0 ≥ 0, p(0) = 0.

1.6.4 Écologie microbienne : Chaîne trophique

Un autre problème qui peut se poser, dans la culture en batch,est le devenir d’une chaîne trophique.

On sait, par exemple, qu’un système prédateur-proie s’éteint, dans le cas d’une ressource non renouve-

lée (la disparition de la proie entraînant celle du prédateur). Le renouvellement du substrat permet-elle

la survie d’une chaîne alimentaire ? C’est à ce type de question que répondent les auteurs travaillant

sur ce sujet. Une chaîne-trophique en culture batch est décrite par le système suivant :


































ṡ = −µ1(s)
x1

y1
,

ẋ1 = x1

(

µ1(s)−m1

)

−H2(x1)
x2

y2
,

ẋi = xi

(

Hi(xi−1)−mi

)

−Hi+1(xi)
xi+1

yi+1
, i = 2...n,

ẋn = xn

(

Hn(xn−1)−mn

)

.

La variable xi désigne l’espèce du i-ème niveau trophique. Le coefficientsmi représente le taux de

mortalité de la i-ème espèce. Les fonctions Hi : R+ → R+ (avec i= 2, ...,n) décrivent la croissance du

prédateur xi+1 sur la proie xi . L’espèce xi est dans le i-ème niveau trophique. Il est en même temps le

prédateur de l’espèce du(i −1)-ème niveau trophique et la proie pour l’espèce du(i + 1)-ème niveau

trophique. En ce qui concerne la modélisation des fonctionsde prédation Hi , dans le cadre de l’écologie
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théorique, il y a une classification fournie par C. S. Hollingdans une série de travaux [21,49–51] relatifs

à la modélisation des systèmes du type proie-prédateur, dans lesquels on propose une classification des

différents types de prédation. On considère le mouvement d’un prédateur comme la trajectoire d’un

disque dans le plan. Ce disque a un rayon r dépendant du nombrep des proies existantes (i.e. r= r(p))

et est centré au prédateur. De plus, le prédateur a une vitesse constante v. L’aire parcourue par le

disque dans un temps Tv est donnée par2πr(p)vTv. On suppose que le prédateur n’est pas capable de

repérer toutes les proies de la région parcourue : il existe un coefficient de détectabilité k∈ [0,1] qui

correspond au quotient (Espèces repérées/Total d’espèces). Si p le nombre de proies existantes dans

l’aire parcourue par le prédateur alors le nombre des proiesrencontrées pa est donné par : pa =

a(p)Tvp avec a(p) = 2πkr(p)v. Le prédateur essaie de capturer toutes les proies détectées. De plus,

il existe un coefficient de capturabilitéν ∈ [0,1]. Alors, le nombre des proies capturées est donné par

l’équation :

pc = ν pa = ν a(p)Tvp.

Le temps Tv parcouru par le prédateur est décomposé de la façon suivante:

Tv = Tt −Tcpa −νTmpa.

Consommation Chasse Manipulation

Si on suppose que le rayon du cercle est constant (i.e. a(p) = a) et Tc = Tm = 0, c’est-à-dire, le temps de

chasse et manipulation de la proie est négligeable par rapport à la consommation, on en déduit d’aprés

les équations que le nombre des proies capturées est donné par la fonction du type I :

H(p) = aTt p.

Néanmoins, Holling suggère que cette fonction ne fournit unmodèle valable que dans un intervalle des

proies p∈ [0, p∗] qui détermine la phase de croissance de la population des prédateurs. En s’appuyant

sur des données expérimentales, il suggère une fonction du type I généralisée :

H(p) =

{

aTt p si p∈ [0, p∗]

aTt p∗ si p≥ p∗.

Si on suppose que le rayon du cercle est constant (i.e. a(p) = a), mais Tc > 0 et Tm > 0, on en déduit

d’aprés les équations que le nombre des proies est donné par la fonction du type II :

H(p) =
aTt p

ap+[Tc + νTm]
.
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Si on suppose que le rayon du cercle est une fonction du type r(p) = rpn avec n> 0 (i.e. a(p) = apn ),

mais Tc > 0 et Tm > 0, on en déduit que le nombre des proies est donné par la fonction du type III :

H(p) =
aTt pn

apn +[Tc + νTm]
.

1.7 Conclusion

Nous avons vu au cours de cette étude bibliographique, que les cultures mixtes de micro-organismes

sont extrêmement fréquentes et sont au coeur de la majorité des procédés agro-industriels fermentaires.

Paradoxalement les avancées concernant la compréhension et la maîtrise des interactions qui entrent

en jeu dans de tels systèmes complexes sont assez récentes etrestent limitées.
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Chapitre 2

La validité du principe d’exclusion

compétitive en culture batch

2.1 Résumé

A mathematical model, validated on experimental data aiming at describing and predicting soil

bacteria growth on an essential limited substrate in batch pure cultures is proposed as an extension of

the Monod’s one in revisiting the way where the optical density is modeled. This model takes into account

viable cell growth, substrate consumption, cell mortality, nonviable cell accumulation in the culture

medium and partial dead cell recycling into substrate. The least squares method is used to identify model

parameters. The model is extended and validated for mixed cultures proving, for artificially reconstituted

soil ecosystems, that there is only competition for the substrate.

41
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2.2 Introduction

Un écosystème est « une unité écologique formée d’un biotopecorrespondant à l’ensemble des

paramètres abiotiques (ou physico-chimiques) et d’une biocénose correspondant à l’ensemble des or-

ganismes y vivant » [84]. Ces deux ensembles, qui constituent chaque écosystème, entretiennent de

nombreux types d’interactions différentes. Ainsi, un écosystème apparait comme un système complexe

difficile à aborder. L’écologie, science des écosystèmes, tente d’en améliorer la compréhension et est

définie comme « la science des communautés ».

La diversité biologique correspond à : « la variabilité des organismes vivants de toute origine y

compris, entre autres, les écosystèmes terrestres, marinset autres écosystèmes aquatiques ». La diversité

est en générale subdivisée en trois niveaux :

– La diversité génétique qui se définit par la variabilité desgènes au sein d’une même espèce ou

d’une population. On parle aussi de diversité intra-spécifique qui se caractérise par la différence

de deux individus d’une même espèce ou sous-espèce.

– La diversité spécifique ou diversité inter-spécifique qui correspond à la diversité des espèces.

– La diversité éco-systémique, qui correspond à la diversité des écosystèmes présents.

Ces trois niveaux de diversité sont reliés entre eux, mais sont suffisamment distincts pour que chacun

puisse être étudié en soi. Il ne peut donc y avoir une mesure unique et objective de la diversité, mais

uniquement des mesures relatives à des tendances ou objectifs précis d’utilisation ou d’application.

En particulier, une mesure de la diversité spécifique consiste en l’étude de sa richesse qui désigne le

nombre total d’espèces qui coexistent dans un espace considéré. Cette première approche dépend de

la taille des échantillons et de la surface échantillonnée et ne considère pas l’abondance relative des

différentes espèces. Une autre approche de la diversité consiste à tenir compte à la fois du nombre

d’espèces présentes et de l’abondance de celles-ci.

Le monde microbien dans le sol est très complexe par sa diversité taxonomique et fonctionnelle

résultant de diverses stratégies de colonisation des microbes basés sur leur capacité élevée d’employer

une gamme de substrat dans différentes niches physico-chimiques. Plusieurs concepts ont été employés

pour expliquer la dynamique des populations de sol en réponse à la modification de la disponibilité de

substrat [12, 33, 34]. Cependant, la cinétique de chaque population, en termes de taux de croissance

selon différents types de substrat, est généralement déterminante mais reste encore inconnu. Des études

évaluant avec précision la cinétique des populations bactériennes doivent maintenant être conduites
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pour mieux définir les attributs écologiques et pour modéliser la dynamique des populations dans les

environnements complexes et hétérogènes. Les modèles mathématiques en écologie constituent des outils

de représentation, de compréhension du fonctionnement de systèmes naturels et/ou de prédiction de leur

évolution. Comme notre objectif de la modélisation est une meilleure compréhension du système et de

tester des hypothèses relatives à sa dynamique, on s’intéresse à des modèles phénoménologiques basés

sur la connaissance et des hypothèses réalistes qui peuventêtre faites sur le phénomène étudié que

l’on souhaite modéliser. Ils font intervenir les principespremiers de la physique et notamment les lois

relatives à la conservation de la masse et au transfert de la matière et de l’énergie entre plusieurs

compartiments. De plus un modèle permet d’aller au bout des conséquences logiques de ses hypothèses

initiales, et doit être « validé » par la confrontation aux résultats d’expériences réalisables car « seule

l’expérience est capable de nous aider à nous faire une idée sur la vérité ou la fausseté des énoncés

portant sur des faits ».

Puisque le sol est un milieu très complexe, pour étudier et modéliser le processus de croissance

bactérien, on a décidé de procéder en deux étapes :

– Dans une première étape, nous étudions le processus de croissance bactérien d’un nombre fini de

souches pures en culture batch ;

– Dans une deuxième étape, plusieurs souches ont été mélangées afin de reconstituer artificielle-

ment des écosystèmes complexes.

Le but est de présenter les résultats de modélisation obtenus dans ces deux étapes : étudier et modéli-

ser les cinétiques de croissance pour des souches de sol dansdes milieux liquides réalisés en cultures

batch pures et mixtes. Les souches considérées sont Paenibacillus, Pseudomonas syringae, Xanthomo-

nas axonopodis, Rhodococcus et Bradyrhizobium japonicum. Ces souches ont été isolées du sol et elles

appartiennent à différents groupes taxonomiques bactériens. Elles ont été choisies pour la variabilité

de leur taux de croissance dans un milieu de culture. En particulier, Cupriviadus ou pseudomonas sont

connus pour leur taux de croissance rapide tandis que Bradyrhizobium a un taux de croissance lent.

Nous proposons un modèle mathématique comme une extension de celui du Monod [24], validé sur des

données expérimentales, capable de décrire et de prévoir ladynamique en culture pure aussi bien qu’en

culture mixte des bactéries qui croient sur un substrat limité essentiel (glucose) dans des réacteurs

fonctionnant en batch (milieu de Bergersen).

Les modèles prennent en considération les processus suivants : croissance bactérienne, mortalité

microbienne, accumulation de cellules non viables dans le milieu et recyclage partiel des cellules mortes
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en substrat, au cours du temps. La méthode des moindres carrés est employée pour identifier les para-

mètres du modèle. Ce modèle est évalué sur des données expérimentales en cultures pures et est prolongé

aux cultures mixtes. En particulier, pour les cultures mixtes considérées, il est établi qu’il y a une com-

pétition simple pour le substrat limitant. En outre, les interactions complexes entre les bactéries dans le

milieu de culture sont négligées.

2.3 Matériels et méthodes

2.3.1 Processus expérimental

Dans ce paragraphe, nous donnons les détails relatifs au milieu de culture utilisé, aux souches

inoculées, aux étapes du processus expérimental et nous présentons les données obtenues à l’issue des

expérimentations réalisées.

Milieu de culture Bergersen

Un milieu de culture minimum ou milieu défini est un milieu comportant les éléments chimiques

strictement nécessaires à la croissance bactérienne. Un milieu de culture minimum doit contenir une

source de carbone et d’énergie, généralement le glucose, une source de potassium et de phosphore

(K2HPO4), une source d’azote et de soufre, ((NH4)2SO4), une source de magnésium (MgCl2), une

source de calcium (CaCl2), une source de fer, une source d’oligoélément et de l’eau. Un tampon pH

permet de maintenir un pH adapté : KH2PO4, par exemple. En l’absence de l’un de ces composants,

les bactéries ne se développent pas, car elles ne peuvent passynthétiser les produits nécessaires à

leur croissance. C’est l’adjonction de facteur(s) de croissance approprié(s) qui permet à des bactéries

exigeantes de se développer. Dans nos expérimentations nous avons utilisé un milieu de culture de type

Bergersen dont la composition est indiquée dans le tableau 2.1.

Ce milieu de culture est préparé pour différentes concentration de glucose (en tant qu’unique source de

carbone qu’on quantifie). Le pH est ajusté à 6.8. Ensuite, le milieu de culture est auto-clavé à 110°C

pendant 40 minutes. Cette procédure de stérilisation est appliquée sur tout le matériel utilisé. Notons

que les vitamines, biothine et thiamine, sont ajoutées après l’auto-clavage.
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Produit Formule chimique Poids

Glucose C6H12O6 2g

Disodium hydrogénophosphateNa2HPO4,12H2O 0.45g

Magnésium de sulfate MgSO4,7H2O 0.1g

Chlorure de fer FeCl3 O.O2g

Chlorure de calcium CaCl2,2H2O 0.05g

Extrait de levure 0.5g

Biotine 0.2mg, 250µ l/25ml

Thiamine 0.1mg, 125µ l/25ml

Eau H2O

TAB . 2.1 – Milieu de culture Bergersen

Souches utilisées

Inoculum Affiliation phylogénétique Source Origine

Paenibacillus Firmicutes Bas GC Sol A. Hartman, Dijon

Pseudomonas syringaeγ-protéobactéries Sol D.A. Cooksey, California

PVTomato PT23

Xanthomonas γ-protéobactéries Sol P. Lemanceau, Dijon

axonopodis C7R12

Rhodococcus Actinomycétales Haut GC Sol A. Hartman, Dijon

ATCC 13898 R27

Bradyrhizobium α-protéobactéries Sol A. Hartman, Dijon

japonicum

TAB . 2.2 – Souches utilisées

Les souches utilisées (2.2) sont isolées du sol, stockées à -80º C dans un milieu Luria Bertani modifié

(LB+), dilué à 50% avec une solution de glycérole pour inhiber toute croissance. Ces souches sont

activées à 28 °C dans un milieu Bergersen à 1 g/L de glucose.

Les cellules collectées après la centrifugation sont lavées deux fois avec la solution du milieu sans

glucose puis elles sont inoculées dans le milieu de culture où la température est fixée à 28°C. Cette
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culture est automatiquement agitée à 150rpm. Chaque culture est effectuée en triplicat.

La densité optique

La mesure la plus importante lors d’une culture cellulaire est celle de la biomasse. Bien que l’ac-

tivité microbienne ne soit pas toujours associée à la croissance de la biomasse, il reste nécessaire d’en

connaître la concentration dans le milieu de culture. La croissance est définie comme l’accroissement

de la masse et du volume cellulaire jusqu’à ce qu’une taille définitive soit atteinte, moment où la cellule

doit se diviser. La croissance est donc accompagnée d’une augmentation du nombre de cellules dans

le temps. Le volume de la cellule va donc augmenter à partir dumoment où elle vient de subir une

division jusqu’à ce qu’elle soit de nouveau capable de se diviser. On remarque que les cellules nouvel-

lement formées (donc celles avec un volume minimal) sont lesplus nombreuses, deux fois plus que les

cellules en cours de division. Le volume cellulaire double pratiquement entre le volume minimal et le

volume juste avant la division cellulaire. La croissance d’une population peut se faire par division bi-

naire (bactéries), bourgeonnement (levures), allongement d’hyphes (moisissures) ou par mitose. Il faut

que la méthode soit simple, précise, robuste, stérilisableet peu coûteuse. Le fait de pouvoir mesurer

plusieurs métabolites à la fois réduit le nombre de capteursnécessaires. L’absorption A ou densité op-

tique est la propriété d’une substance matérielle de diminuer l’intensité d’un faisceau lumineux qui la

traverse. Cette propriété varie principalement en fonction de la longueur d’onde et est caractérisée par

un coefficient d’absorption.

La densité optique d’une solution est mesurée à l’aide d’un spectrophotomètre ou un bioscreen

qui émet un faisceau d’ondes monochromatiques d’intensitéI0. Celui-ci traverse une cuve contenant la

solution dont on veut déterminer la densité optique (DO) et arrive ensuite sur une cellule réceptrice qui

mesure l’intensité transmise I. I et I0 sont reliés par la loi de Beer-Lambert :

A = ε l X = −log(
I
I0

)

avecε est le coefficient d’extention molaire (en l/ mole / cm), X estla concentration en mol /l et l est

la longueur du trajet optique en cm. L’absorbance est donc définie comme l’inverse de la transmittance

(qui correspond au rapport entre l’intensité lumineuse mesurée par le capteur et l’intensité initiale).

En d’autre termes il s’agit de la quantité de lumière ayant traversé la solution sans être absorbée.

Connaissant la longueur de la cuve et le coefficient d’extention ε , il est donc possible de déterminer X,

qui est la concentration des cellules en solution. Les mesures se font généralement à 600 nm.
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- Cette méthode est rapide et une utilisation en-ligne est envisageable. Des biophotomètres stérili-

sables existent.

- Toutefois elle ne donne pas d’information sur la viabilitédes cellules et elle peut être influencée

par les particules se trouvant dans le milieu (ainsi que par les éventuelles bulles). Son plus gros

désavantage est qu’elle nécessite des dilutions importantes et n’est pas transposable d’un orga-

nisme à un autre sans une calibration préalable. Enfin la loi de lambert-beer n’est linéaire que

sur un certain intervalle.

On a testé plusieurs concentrations (initiales) en glucosepour chaque souche pour étudier le compor-

tement de la croissance en fonction de la présence du glucosedans la culture, et aussi pour estimer

les taux de croissance par la suite. Pour chaque souche, la durée de la phase de latence est la même

pour toutes les concentrations initiales en glucose. En fait, la durée de la phase de latence dépend des

conditions d’inoculation (Spencer, [90]) et on peut la déterminer à partir des données expérimentales.

Le maximum des densités optiques croit avec les concentrations en glucose (Figure 2.1).

Dosage de glucose

Le dosage de glucose (substrat) se fait par une méthode enzymatique en point final. Cette méthode

nécessite une faible prise d’échantillon. Elle est très rapide et précise. Il s’agit d’une réaction principale

suivie d’une réaction secondaire pour colorer la solution.Ainsi le dosage de glucose est basé sur 2

réactions enzymatiques :

- la première , catalysée par la glucose oxydase utilise le glucose comme substrat et produit H2O2.

- la seconde, catalysée par la peroxydase utilise le peroxyde d’hydrogène formé comme substrat

ainsi qu’un chromogène et produit de l’eau et la forme colorée du chromogène.

En présence de glucose oxydase (GOD), le glucose en solutionaqueuse est oxydé par le di-oxygène

dissout en acide glu-conique avec formation de peroxyde d’hydrogène selon l’équation suivante :

Glucose +GOD −→ Acide gluconique +H2O2

Le peroxyde d’hydrogène est ensuite dosé par une réaction enzymatique indicatrice. En présence de per-

oxydase (POD), le peroxyde d’hydrogène oxyde, en le colorant, un chromogène que l’on dose finalement

par spectro-photométrie à 450 nm :

2H2O2 + Chromogène incolore +POD −→ Chromogène coloré +4H2O
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Le chromogène coloré absorbe fortement à 450 nm, et est directement proportionnel à la concentra-

tion en glucose présente initialement dans la solution. On adonc la relation A450 = k S, avec S est la

concentration en glucose présente dans la solution. Le réactif glucose contient nécessairement la glu-

cose oxydase, la peroxydase et le chromogène dans un tampon phosphate. Le dosage du glucose a été

réalisé avec un réactif préparé au laboratoire.

Pour avoir des résultats plus précis, il faut travailler dans les conditions opératoires suivantes :

- Réaction suffisamment longue pour avoir la transformation totale du glucose.

- Température constante (≃ 37°C).

- pH constant : milieu tamponné (≃ 7).

- Enzyme en quantité suffisante

- Substrats secondaires en excès pour ne pas limiter la réaction

La concentration initiale en glucose (S0) a été fixée à1g/L, à l’issue des croissances des différentes

souches (Figure 2.1). Les données utilisées finalement dansla modélisation sont la moyenne des trois

triplicats.
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FIG. 2.1 – La croissance de chaque souche pour différentes concentration initiales en glucose
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FIG. 2.2 – Les données disponibles
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2.4 Modélisation mathématique

Comme nous l’avons vu dans dans les chapitres précédents, plusieurs modèles pour la croissance

microbienne et la bio-dégradation ont été proposés et analysés dans la littérature. Le modèle de Monod

est l’un des plus populaires qui décrit la dynamique de la croissance d’une biomasse de concentration

X sur un substrat de concentration S en culture batch (voir par exemple [74] ou plus récemment [65]) :















Ṡ = −µ(S)

Y
X,

Ẋ = µ(S)X,

(2.1)

Le taux spécifique de croissanceµ(·) est donné par l’expression suivante connue sous le nom fonction

de Monod :

µ(S) = µmax
S

Ks+S
, (2.2)

où µmax est taux maximal de croissance, et Ks est le coefficient d’affinité. Y est le coefficient de rende-

ment de la conversion de substrat en biomasse.

Plusieurs modèles mathématiques sophistiqués sont proposés dans la littérature, telle que le mo-

dèle de Baranyi [4–6] ou celui de Buchanam [14], qui prennenten compte la phase de latence. Tout

ces modèles satisfaisaient la phase exponentielle mais ilspré-dictent pas ce qui peut se passer pour

des longues durées [74], car il ne tiennent pas compte ni de l’accumulation des cellules mortes ni des

cellules non-viables. Une partie des cellules non-viableslysées libèrent des molécules de substrat en

quantités non négligeable lorsque le substrat ajouté au tout début est consommé. L’observation en ligne

de la biomasse se fait à travers les mesures de densité optique qui donnent, généralement, une mesure

de la biomasse totale et pas la proportion vivante-morte.

Dans ce travail, nous considérons une extension du modèle deMonod considérant l’accumula-

tion des cellules mortes et le recyclage d’une partie d’entre elle en substrat, et abordons la question

d’identification des paramètres et de la reconstruction d’état. Un nombre considérable d’études ma-

thématiques ont adressé les modèles pour les culture en continue (chemostat) avec recyclage de sub-

strat [7,8,35,56,57,66,80,81,95,103,104] alors que peu de travaux considèrent des cultures en batch.

Une explication possible vient du fait que seule la phase exponentielle de la croissance, pour lequel la
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mortalité de cellules et la recyclage de substrat peuvent être négligées, est considérée pour des applica-

tions industrielles. Néanmoins, dans l’environnement comme dans les sols, la modélisation des autres

phases de la croissance est également importante, particulièrement pour la décontamination biologique

et bioremédiation de sol.

Extension du modèle de Monod

Dans une première étape on va considérer un taux de mortalitédans le modèle de Monod (2.2) :

Ẋ = µ(S)X−mX

où le paramètre m> 0 n’est pas négligeable lorsqueµ(S) prend des petites valeurs. De plus on va consi-

dérer un autre compartiment Xd qui décrit les cellules mortes accumulées dans le milieux deculture :

Ẋd = δmX,

où le paramètreδ ∈ (0,1) décrit le part des cellules mortes non éclatées. On suppose qu’à partir des

cellules éclatées, il y a recyclage d’une partie du substratqu’elles l’ont assimilées et qui n’est pas

transformé. Ainsi la dynamique du substrat peut être modifiée comme suit :

Ṡ= −µ(S)

Y
X + λ (1−δ )mX,

oùλ > 0 est le facteur de recyclage. Il est naturel, de point de vue biologique, de supposer que le facteur

λ est plus petit que celui de croissance :

λ <
1
Y

Le taux spécifique de croissanceµ(·) est donné soit par la fonction de Monod soit par l’expression

suivante, connue par “fonction d’Haldane” :

µ(S) = µmax
S

ks+S+
S2

ki

,
(2.3)

où ki est le coefficient d’inhibition.

Supposons que pour t= 0, la culture ne contient pas de cellules non viables. On a alors les conditions

initiales suivantes :

S(0) = S0 > 0,Xd(0) = 0 et X(0) = X0 > 0.
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Données disponibles

Les données disponibles en ligne, notées y, sont la concentration en substrat(S) et la densité optique

(Z)

y =

(

S

Z

)

.

La densité optique est supposée être la combinaison linéaire de la concentration des cellules viables et

de celle des cellules non viables :

Z = O.D. = γ1 X + γ2Xd unité de densité optique,

où γ1 et γ2 sont respectivement les coefficients d’extention molaire des cellules viables et des cellules

non viables.

1 Remarque Dans le chapitre 3, une analyse détaillée et un observateur pratique à structure en cascade

seront proposés pour ce modèle dans le cas où on a des observations en ligne de la concentration en

substrat et la densité de la biomasse totale.

Estimation des taux de croissance

On suppose que, pour t= 0, il n’y a pas de cellules mortes dans la culture et que le taux de mortalité

est négligeable en phase exponentielle (taux de croissancemaximal). En calculant les pentes, à l’échelle

logarithmique, de la phase exponentielle pour différentesconditions initiales en S0 (0.1, 0.2, ..., 10 g/L

en glucose) on obtient le taux de croissance en fonction de laconcentration en substrat S (c.f. Figure

2.3). L’ajustement de ces données, basé sur une fonction de type Monod ou Haldane est obtenu par la

routine “leastsq” disponible sous Scilab.
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FIG. 2.3 – Les taux de croissance estimés

Les souches ont des taux de croissance très variés du plus lent (Bradyrhizobium) au plus rapide (Bac-

cilus). Les paramètres ajustés sont donnés dans le tableau 2.3.
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Paramètres µmax ks ki

Souche

Paenibacillus 0.2353863 0.01 19.275558

Pseudomonas Syringae 0.315895 0.0445648 0.5723382

Xanthomonas Axonopodis 0.112999 0.1822481

Rhodococcus 0.0327701 0.01

Bradyrhizobium Japonicum 0.0075893 0.503239

TAB . 2.3 – Paramètres des taux de croissance

2.5 Résultats

2.5.1 Cultures pures

La méthode des moindres carrés est utilisée pour identifier les paramètres du modèle en minimisant

la fonction coût suivante :

J =
σ1

2

n1

∑
i=1

(S(ti)−Se(ti))
2 +

σ2

2

n2

∑
j=1

(Z(t j)−Ze(t j))
2

où ti sont les instants de prélèvement pour le substrat et tj ceux de prélèvement pour la densité optique,

Se est la concentration en substrat dosée et Ze est la densité optique mesurée. S(ti) et Z(ti) sont la

concentration en substrat et la densité optique simulées à partir du modèle à l’instant ti, i = 1, ...,n. σ1

et σ2 sont les coefficients de pondération. n1 et n2 sont les nombres de mesures effectuées en substrat et

en densité optique, respectivement.

On note une bonne adéquation entre les courbes simulées et les données expérimentales, ce qui tend

à confirmer que les hypothèses sur lesquelles est basé le modèle sont satisfaisants et suffisants pour

expliquer les données.

Les paramètres identifiés sont donnés dans le tableau 2.4.
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FIG. 2.4 – Ajustment des données
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Paramètre Y δ λ m γ1 γ2

Souche

Peani 1.043 0.0806 0.3 0.1 0.7207 0.3318

Baccilus

Pseudomonas 0.8282 0.28383 1.39 0.12679 1.1376 0.2173

Syringae

Xanthomonas 0.7878 0.019 1.21 0.1056 1.22 0.7022

Axonopodis

Rhodococcus 0.974 0.98 0.2 0.116 0.031 1.987

Bradyrhizobium 1 0.988 0.202302746 0.101 0.972 1.2

Japonicum

TAB . 2.4 – Paramètres du modèle

2.5.2 Cultures mixtes

Dans ce paragraphe, le modèle est adapté au cas de plusieurs souches poussant dans la même

culture. Pour j= 1, ...,n,Xj décrit la concentration de la jème cellule viable, Xd j décrit la concentration

de la jème cellule non viable et S décrit la concentration du substrat dans la culture, à l’instant t. Le

modèle mathématique, pour n espèces, est donné par le système d’équations ordinaires suivant, basé

sur le modèle (3.1) de n souches en compétition sur S :







































Ẋj = (µ j(S)−mj) Xj ,

Ẋd j = δ j mj Xj ,

Ṡ = −
n

∑
j=1

µ j(S)

Yj
Xj +

n

∑
j=1

λ j(1−δ j) mj Xj ,

tel que

1
Yj

> λ j , j = 1...n.

Supposons que, pour t= 0, on n’a pas de cellules non viables dans la culture, d’où les conditions

initiales suivantes :

S(0) = S0 > 0,Xd j(0) = 0,Xj(0) = Xj0 > 0.
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Les taux de croissances sont de type Monod :µ j(S) = µmax j
S

k j
s +S

, j = 1,n, ou de type Haldane

µ j(S) = µmax j
S

k j
s +S+

S2

ki j

, j = 1,n, avecµmax j,kS j et ki j sont, respectivement, le taux maximal de

croissance, la constante de saturation et le coefficient d’inhibition de la jème espèce. Pour mémoire,

rappelons que les paramètres Yj ,λ j ,δ j ,mj ,µmax j,ks j et ki j ont été identifiés en culture pure et sont

donnés par les tableaux 2.3 et 2.4.

2 Remarque Ce modèle vérifie les mêmes propriétés que le modèle (3.1), notamment en ce qui concerne

la positivité des variables et la vérification du principe deconservation de masse.

1 Proposition Ω = {(S,X1, ...,Xn,Xd1, ...,Xdn)∈R
n+1
+ |S+

n

∑
j=1

(
Xj

Yj
+(

1
Yj

−λ j(1−δ j))
Xd j

δ j
)= S0+

n

∑
j=1

X0 j

Yj
}

est invariant par la dynamique (2.4)

Comme dans le cas des cultures pures, les données disponibles pour confronter ces modèles aux données

sont la concentration en glucose Se (substrat) et la densité optique Ze. Rappelons que la densité optique

est modélisée en tant que combinaison linéaire des concentrations en cellules viables et en cellules non

viables de toutes les souches présentes dans la culture :

Z =
n

∑
j=1

(γ1 j Xj + γ2 j Xd j)

où les paramètresγ1 j et γ2 j sont les coefficients d’absorption (d’extention molaire) qui ont été identifiés

en culture pure (cf. paragraphe 2.5.1).

Les co-inocculations sont faites à des conditions initiales égales. Les résultats sont présentés sur les

figures 2.5 et 2.6.

Ainsi que pour les cultures pures, on note une bonne adéquation entre les simulations et les données

expérimentales. Si l’on regarde maintenant le comportement de chacune des souches présentes, on note

que le comportement global s’explique par l’application duprincipe d’exclusion compétitive. Autrement

dit, ce sont les espèces les plus rapides qui prennent le dessus.

3 Remarque Une simple compétition, sans référence à aucune autre type d’interaction, permet d’expli-

quer le comportement global observé dans la culture de plusieurs souches en réacteur batch.
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FIG. 2.5 – Validation expérimentale en cultures mixtes par les résultats de densité optique
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FIG. 2.6 – Validation expérimentale en cultures mixtes par les résultats de densité optique

2.5.3 Discussion

Relativement aux théories actuelles sur la coexistence, ce travail confirme le principe d’exclusion

compétitive pour les consortiums artificiels considérés dans des conditions de laboratoire.

Toutefois, nous n’observons que le comportement global de la culture et pour valider nos affirmations, il

nous faut vérifier que le comportement de chaque souche est bien celui prévu par la simulation. En effet,

on pourrait imaginer qu’en présence de plusieurs souches, certaines interactions se développent mais

que le comportement global reste le même. Pour cela nous avons réalisé une série de cultures avec des

outils moléculaires permettant de suivre qualitativementl’abondance relative de chacune des souches

présentes.

L’outil moléculaire utilisé a été la PCR quantitative (qPCR)qui permet de dénombrer spécifiquement
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un gène cible au sein d’un échantillon d’ADN. Afin de pouvoir suivre spécifiquement l’évolution de

chacune des souches lorsqu’elles sont co-inoculées, nous avons donc développé des outils de qPCR

permettant de détecter spécifiquement le gène codant pour l’ADN ribosomique de chacune des souches

utilisées.

L’extraction de l’ADN est une technique permettant d’isoler l’ADN de cellules ou de tissus. L’ADN ainsi

extrait peut ensuite être utilisé pour des recherches de biologie moléculaire, telles que le séquençage, la

PCR ou le clonage. Il existe différents protocoles pour extraire l’ADN, qui suivent approximativement

le même schéma de principe :

– Lyse des cellules

– Élimination des protéines

– Élimination des autres acides nucléiques (ARN...)

– Concentration de l’ADN par précipitation à l’alcool

Différentes variantes sont employées, suivant que l’on cherche à extraire de l’ADN génomique ou de

l’ADN plasmidique. Il existe aujourd’hui des kits commerciaux permettant de réaliser rapidement ces

extractions à l’aide de réactifs prêts à l’emploi.

Les résultats des qPCR ont été réalisés et menés par une technicienne sur l’appareil StepOne plus

(Applied biosystem) en utilisant des amorces spécifiques dechacune des souches à quantifier et ils sont

rapportés dans les Figures 2.7 - 2.12. Ces résultats sont qualitativement en accord avec les résultats de

simulation et confirment que dans chaque culture mixte, c’est bien la souche avec le plus fort taux de

croissance qui gagne la compétition. Prenons par exemple lecas de poly-inoculation de cinq souches

(cf. Figure 2.7), on voit bien que seul Paenibacillus (la souche la plus rapide en terme de croissance)

a démarrée et a dominée toutes les autres souches (P. syringae, Xanthomonas, Brardyrhizobium...).

Également, dans le cas de trois souches (cf. Figure 2.8), toujours le Paenibacillus qui démarre et domine

les deux autres souches (Xanthomonas et Bardyrhizobium). Ces observations se répètent dans le cas de

deux souches pour le cas Paenibacillus et Bradyrhizobium (cf. Figure 2.9), le cas de Paenibacillus et

Xanthomonas (cf. Figure 2.10), le cas P. syringae et Xanthomonas (cf. Figure 2.11) et le cas de P.

syringae et Paenibacillus (cf. Figure 2.12). Encore une fois, la souche qui a le taux de croissance le

plus rapide prend le dessus. Cela confirme bien le principe d’exclusion compétitive dans une culture en

batch.
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FIG. 2.7 – Les résultats qPCR pour les cinq souches

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

0.35

0.40

0.45

0.50

DO

Baccilus

Xanthomonas

Bradyrozibiom

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
0e+000

1e+006

2e+006

3e+006

4e+006

5e+006

6e+006

7e+006

FIG. 2.8 – Les résultats qPCR pour Paenibacillus, Xanthomonas et Bradyrhizobium

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté l’ensemble des expérimentations que nous avons réalisés.

Les données récoltées (densité optique, concentration en substrat) ont été confrontées aux modèles
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FIG. 2.9 – Les résultats qPCR pour Paenibacillus et Bradyrhizobium
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FIG. 2.10 – Les résultats qPCR pour Paenibacillus et Xanthomonas

proposés. Les modèles mathématiques qui ont été proposés sont basés sur une extension de celui de

Monod, et visant décrire et prévoir la croissance microbienne sur un substrat limité essentiel dans

les cultures pures en batch en revisitant la manière où la densité optique est modélisée. Ces modèles

prennent en considération la croissance de cellules viables, la dégradation de substrat, la mortalité
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FIG. 2.11 – Les résultats qPCR pour P. Syringae et Xanthomonas

15 20 25 30 35 40 45
0.15

0.20

0.25

0.30

0.35

0.40

0.45

0.50

DO

P. Syringae

Baccilus

15 20 25 30 35 40 45
0.0e+000

5.0e+005

1.0e+006

1.5e+006

2.0e+006

2.5e+006

3.0e+006

3.5e+006

4.0e+006

4.5e+006

5.0e+006

FIG. 2.12 – Les résultats qPCR pour P. Syringae et Bradyrhizobium

naturelle, l’accumulation de cellules non viables dans le milieu de culture et la recyclage partielle des

cellules mortes en substrat. Ces modèle emploient l’information pauvre de densité optique en phase

exponentielle pour prévoir le comportement pendant toutesles autres phases. La méthode de moindres

carrés est employée pour identifier les paramètres du modèle. Le système est alors prolongé et validé
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pour des cultures mixtes montrant qu’il y a seulement compétition pour le substrat ce qui va contre la

pensée courante relativement à la complexité des systèmes biologiques.
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Chapitre 3

Synthèse d’observateurs pour une culture

bactérienne en batch avec recyclage de

substrat

3.1 Résumé

A mathematical model of microbial growth on a single limitedsubstrate in batch culture is propo-

sed as an extension of the Monod’s one. This model takes into account cell mortality, non-viable cell

accumulation and cell recycling. We consider that only substrate concentration and total biomass are

measured on-line. The parameters of the model are not identifiable at steady state, but we propose a

design of an observer that reconstructs both parameters andstate variable with a practical conver-

gence, from any initial condition away from the equilibrium. The observer is build as a coupling of two

non-linear observers in cascade with different time scales.

67
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3.2 Introduction

Dans ce chapitre, nous rappelons le modèle mathématique quidécrit la dynamique de la croissance

d’une biomasse de concentration X sur un substrat de concentration S en culture batch tout en tenant

compte de l’accumulation des cellules non viables (Xd). Le recyclage d’une partie des cellules mortes

en substrat, en fonction du temps t est également considéré.

Nous faisons face à un modèle pour lequel nos paramètres ne sont pas identifiables à l’équilibre. Ainsi,

on ne peut pas appliquer simplement les techniques classiques d’identification, qui exigent habituelle-

ment l’observabilité globale du système. En outre, nous comptons reconstruire les variables d’état non

mesurées en ligne (concentrations des cellules viables et non viables), aussi bien que les paramètres.

Pour cela, nous proposons un couplage de deux observateurs non linéaires en cascade avec différentes

échelles de temps, fournissant une convergence pratique del’erreur d’estimation.



































Ẋ = µ(S)X−mX,

Ẋd = δmX,

Ṡ= −µ(S)

Y
X + λ (1−δ )mX.

(3.1)

Il s’agit d’une extension du modèle de Monod. Le paramètre m> 0 est le taux de mortalité que l’on

suppose significatif lorsqueµ(S) prend de petites valeurs,δ ∈ (0,1) décrit la part des cellules mortes

non éclatées,λ > 0 est le facteur de recyclage, Y est le coefficient de rendementde la conversion de

substrat en biomasse. D’un point de vue biologique, on suppose queλ est plus petit que le rendement

de croissance :

H1.
1
Y

> λ .

On suppose que le taux de croissanceµ(·) et le coefficient de rendement Y du modèle classique de

Monod sont connus et que le but est d’identifier les paramètres m,δ et λ , et de reconstruire en ligne

les variables d’état X et Xd, basé sur les observations en ligne de la concentration en substrat S et la

biomasse totale B= X +Xd. Sans perte de généralité, on suppose que le taux de croissanceµ(·) est une

fonction vérifiant les hypothèses suivantes :

H2. La fonctionµ(·) est régulière, croissante et vérifieµ(0) = 0.
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Soit le changement de variables suivants :

s= S, x =
X
Y

, xd =
Xd

Y
, a = (1−δ )m et k= λY.

le modèle s’écrit alors sous la forme simple suivante































ṡ = −µ(s)x+kax,

ẋ = µ(s)x−mx,

ẋd = mx−ax,

(3.2)

tout en observant le vecteur suivant

y =

(

s

x+xd

)

(3.3)

avec les conditions initiales connues suivantes

s(0) = s0 > 0, xd(0) = 0 et x(0) = x0 > 0 .

Rappelons que notre but est de reconstruire les paramètres m,a et k ainsi que les variables d’état x(·)
et xd(·), sous l’hypothèse :

H3. m> a et k< 1.

De plus, on suppose que les bornes, à priori, des paramètres m,a et k sont connus c.à.d.

∃ (m−,m+,a−,a+,k−,k+) ∈ (R∗
+)6 connus tels que(m,a,k) ∈ [m−,m+]× [a−,a+]× [k−,k+] . (3.4)

Nous donnons deux propriétés concernant la positivité des solutions et l’existence d’une variété

invariante :

2 Proposition R
3
+ et Ω =

{

(s,x,xd) ∈ R
3
+ | s+x+

(m−ka)
(m−a)

xd = s0 +x0

}

sont invariants par la dyna-

mique (3.2)

Preuve :L’invariance deR
3
+ est garantie par le fait que :

s= 0 ⇒ ṡ= kax≥ 0,

x = 0 ⇒ ẋ = 0,
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xd = 0 ⇒ ẋd = (m−a)x≥ 0.

Soit M= s+x+
(m−ka)
(m−a)

xd, on obtientṀ = 0, d’où l’invariance de l’ensembleΩ. �

Soit s̄ définit pars̄=











µ−1(m) si µmax> D,

+∞ sinon.

3 Proposition Les trajectoires de la dynamique (3.2) convergent asymptotiquement vers un point d’équi-

libre

E∗ =

(

s∗,0,
m−a
m−ka

(s0 +x0−s∗)

)

avec s∗ ≤ min(s0 +x0, s̄)

Preuve : L’invariance de l’ensembleΩ donnée dans la proposition 2 montre que les variables d’état

sont bornées. De l’équatioṅxd = (m−a)x avec m> a, et du fait que xd est bornée, on en déduit que x(·)
doit converger vers0. xd(·) est croissante et converge vers x∗

d tel que x∗d ∈ [0,(s0+x0)(m−a)/(m−ka)].

Ainsi, de l’invariance de l’ensembleΩ, s(·) converge vers s∗ ≤ s0 +x0. Si s∗ est tel que s∗ > s̄, alors de

l’équationẋ = (µ(s)−m)x, on en déduit que x(·) ne peut pas converger vers0 d’où s∗ ≤ s̄. �

3.3 Conception d’un observateur pratique en cascade

On rappelle que notre but est de donner une estimation en ligne des paramètres et des variables non

mesurés x, xd, en se basant sur les mesures disponibles. On peut immédiatement voir que les paramètres

(m,a,k) ne peuvent pas être reconstruits si le système est à l’équilibre. Néanmoins, en dérivant les

sorties (y) :


















































ẏ1 = (−µ(y1)+ka)x,

ẏ2 = (µ(y1)−a)x,

ÿ1 = (µ(y1)−m) ẏ1−µ ′(y1)xẏ1,

ÿ2 = (µ(y1)−m) ẏ2 + µ ′(y1)xẏ1.
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on obtient explicitement les expressions des paramètres etdes variables d’état non mesurées en fonctions

des sorties et de leurs dérivées lorsqu’on n’est pas à l’équilibre :



























































































m = µ(y1)−
ÿ1 + ÿ2

ẏ1 + ẏ2
,

x =
ÿ2− (µ(y1)−m)ẏ2

µ ′(y1)ẏ1
,

xd = y2−x,

a = µ(y1)−
ẏ2

x
,

k =
µ(y1)

a
+

ẏ1

ax
,

(3.5)

on en déduit l’observabilité du système.

En jouant sur la structure de la dynamique, on peut écrire notre dynamique sous une forme particu-

lière de deux sous modèles en cascade :

- On commence par présenter un observateur pratique permettant la reconstruction des paramètres

a et k en utilisant uniquement l’observation y1, mais en effectuant un changent d’échelle de temps

qui dépend de y1 et y2.

- Puis on présente un second observateur permettant la reconstruction du paramètre m et des va-

riables d’état x et xd en utilisant les deux observations y1 et y2, et la connaissance des paramètres

a et k.

- Finalement, nous couplons les deux observateurs, le deuxième utilise les approximations de a et

k estimées par le premier observateur.

Plus précisément, notre modèle est sous la forme

Ẋ = F(X,P) , y = H(X)

où X, P et y sont les vecteurs des variables d’états, des paramètres et des observations, de dimensions

respectives3, 3 et 2. Nous proposons une partition

X =

(

X1

X2

)

, P =

(

P1

P2

)

avec

{

dim X1 = 1

dim X2 = 2
et

{

dim P1 = 2

dim P2 = 1
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tels que

y =

(

y1

y2

)

=

(

H1(X1)

H2(X2)

)

et la dynamique est découplée comme suit























Ẋ1 =
1

dφ(y)
dt

F1(X1,P1)

Ẋ2 = F2(X2,y1,P1,P2)

avec
dφ(y)

dt
> 0. De plus, les caractéristiques suivantes sont satisfaites:

- (X1,P1) est observable pour la dynamique(F1,H1) (sans le terme
dφ(y)

dt
).

- (X2,P2) est observable pour la dynamique(F2,H2) lorsque P1 est connu.

Ainsi, la considération de deux observateursF̂1(·) et F̂2(P1, ·) pour les deux paires(X1,P1) et (X2,P2)

respectivement, permettant la construction d’un observateur en cascade



































d
dτ

(

X̂1

P̂1

)

= F̂1(X̂1, P̂1,y1),

d
dt

(

X̂2

P̂2

)

= F̂2(P̂1, X̂2, P̂2,y2)

avecτ(t) = φ(y(t))−φ(y(0)), qu’on le donne explicitement. Notons que le couplage des observateurs

se fait par l’intermédiaire dêP1, et que le terme
dφ(y)

dt
nous empêche d’avoir un convergence asympto-

tique quand lim
t→+∞

τ(t) < +∞.

1 Définition On dit qu’un estimateur̂Xγ(·) d’un vecteurX(·), où γ est un paramètre, aune convergence

exponentielle pratiques’il existe deux constantes positivesK1 et K2 telles que pour toutε > 0 et θ > 0,

l’inégalité

||X̂γ(t)−X(t)|| ≤ ε +K1e
−K2θ t , ∀t ≥ 0

est satisfaite pourγ ∈ Γ.

Pour toute la suite, on note par sat(l ,u, ι) l’opérateur de saturationmax(l ,min(u, ι)).
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3.3.1 Un premier observateur pratique

Considérons la nouvelle variable

τ(t) = y1(0)+y2(0)−y1(t)−y2(t)

qui est mesurée en ligne. De la proposition 2, on en déduit queτ(·) est bornée. Comme

dτ
dt

= (1−k)ax(t) > 0 , ∀t ≥ 0,

par conséquence,τ(·) est une fonction croissante vers

τ̄ = lim
t→+∞

τ(t) < +∞ (3.6)

et τ(·) définie une difféomorphisme de[0,+∞) vers[0, τ̄). Ainsi la dynamique du variable s en tempsτ

est découplée de la dynamique des autres variables d’état :

ds
dτ

= α −β µ(s)

où α et β sont des paramètres définis comme des combinaisons des paramètres inconnues a et k :

α =
k

1−k
,β =

1
a(1−k)

.

De (3.4) il existe des constantes positivesα−,α+,β− et β+ telles que(α ,β ) ∈ [α−,α+]× [β−,β+].

Considérons le vecteur d’état

ξ =

[

s
ds
dτ

d2s
dτ2

]T

,

qui vérifie la dynamique

dξ
dτ

= Aξ +







0

0

ϕ(y1,ξ )







avec

y1 = Cξ , ϕ(y1,ξ ) =
ξ 2

3

ξ2
+ ξ2ξ3

µ ′′(y1)

µ ′(y1)
,

et la paire(A,C) est de forme canonique de type Brunovsky :

A =







0 1 0

0 0 1

0 0 0






, C =

(

1 0 0
)

. (3.7)
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Les paramètres inconnuesα et β peuvent être ainsi exprimés en fonction de l’observation y1 et du

vecteur d’étatξ :






















α = lα(y1,ξ ) = ξ2−
ξ3µ(y1)

ξ2µ ′(y1)
,

β = lβ (y1,ξ ) = − ξ3

ξ2µ ′(y1)
.

Notons que les fonctionsϕ(y1, ·), lα(y1, ·) et lβ (y1, ·) ne sont pas définies partout surR
3, mais comme le

long des trajectoires de (3.2) on aξ3/ξ2 =−β µ ′(y1) etξ2 = α−β µ(y1), qui sont bornées et l’hypothèse

H2 garantie le fait queµ ′(y1) est toujours strictement positive, on peut, donc, considérer une extension

globalement Lipschitzienne de ces fonctions loin des trajectoires du système, comme suit :


















































ϕ̃(y1,ξ ) = ξ3

(

h1(y1,ξ )+
µ ′′(y1)

µ ′(y1)
h2(y1,ξ )

)

,

l̃α(y1,ξ ) = ξ2−h1(y1,ξ )
µ(y1)

µ ′(y1)
,

l̃β (y1,ξ ) = −h1(y1,ξ )

µ ′(y1)

avec


















h1(y1,ξ ) = sat

(

−β+µ ′(y1),−β−µ ′(y1),
ξ3

ξ2

)

,

h2(y1,ξ ) = sat
(

α−−β+µ(y1),α+−β−µ(y1),ξ2
)

.

Ainsi on peut construire un observateur pratique de la manière suivante.

4 Proposition Il existent deux constantes positivesb1 > 0 etc1 > 0 telles que l’observateur


































dξ̂
dτ

= Aξ̂ +







0

0

ϕ̃(y1, ξ̂ )






−







3θ1

3θ2
1

θ3
1






(ξ̂1−y1),

(α̂ , β̂ ) =
(

l̃α(y1, ξ̂ ), l̃β (y1, ξ̂ )
)

,

(3.8)

assure la convergence

max
(

|α̂(τ)−α |, |β̂ (τ)−β |
)

≤ b1e−c1θ1τ ||ξ̂ (0)−ξ (0)|| (3.9)

pour toutθ1 assez grand etτ ∈ [0, τ̄).



3.3 Conception d’un observateur pratique en cascade 75

Preuve : Considérons une trajectoire de la dynamique (3.2) et soit O1 = {y1(t)}t≥0. La proposition

1, assure le fait que O1 est borné. Définissons Kθ1 = −
(

3θ1 θ2
1 θ3

1

)T
. On vérifie facilement que

Kθ1 = −P−1
θ1

CT , où Pθ1 est la solution de l’équation algébrique suivante :

θ1Pθ1 +ATPθ1 +Pθ1A = CTC.

Considérons l’erreur e= ξ̂ −ξ . On a

de
dτ

= (A+Kθ1C)e+







0

0

ϕ̃(y1, ξ̂ )− ϕ̃(y1,ξ )







où ϕ̃(y1, ·) est globalement Lipschitzienne surR
3 uniformément en y1 ∈ O1. Le résultat de Gauthier et

al. [37] assure l’existence de deux constantes positives c1 > 0 et q1 > 0 telles que

||e(τ)|| ≤ q1e−c1θ1τ ||e(0)||

pour θ1 assez grande.

Finalement, les fonctions̃lα(y1, ·) et l̃β (y1, ·) sont aussi globalement Lipschitzienne surR
3 uniformé-

ment en y1 ∈ O1, on obtient ainsi l’inégalité (3.9). �

1 Corollaire L’estimation des paramètresa et k avec les mêmes propriétés de convergence que (3.9) est

donnée par






























k̂(τ) = sat
(

k−,k+,
α̂(τ)

1+ α̂(τ)

)

,

â(τ) = sat

(

a−,a+,
1+ α̂(τ)

β̂ (τ)

)

.

Remarque.L’observateur (3.8) assure seulement une convergence pratique carτ(t) ne tend pas vers

+∞ lorsque le temps t tend vers l’infini.

Pour des valeurs grandes de x0, on peut avoirµ(t) > t pour des valeurs de t> 0. Comme notre ob-

servateur utilise les observations y1 jusqu’au le tempsτ , il doit, donc, être intégré sur[0,min(τ(t), t)]

lorsque le temps actuel est t.
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3.3.2 Un second observateur

Revenons maintenant en temps t et considérons la variable mesurée z= y1 +y2.

Lorsque les paramètresα et β sont connus, la dynamique du vecteur

ζ =
[

z ż z̈
]T

peut être écrite comme suit :

ζ̇ = Aζ +







0

0

ψ(y1,ζ ,α ,β )







avec

z= Cζ et ψ(y1,ζ ,α ,β ) =
ζ 2

3

ζ2
+ ζ 2

2 µ ′(y1)(β µ(y1)−α).

Le paramètre m et la variable x(·) peuvent être explicités en fonction de y1 et ζ comme suit :

m= lm(y1,ζ ) = µ(y1)−
ζ3

ζ2
, x = −βζ2.

Les fonctionsψ(y1, ·,α ,β ) et lm(y1, ·) ne sont pas définies partout surR
3 mais tout le long des trajec-

toires de la dynamique (3.2), on aζ3/ζ2 = µ(y1)−m etζ2 = −x/β et qui sont bornées. Ainsi on peut

proposer des extensions, de ces fonctions, globalement Lipschitziennes par rapport àζ :











ψ̃(y1,ζ ,α ,β ) = h3(y1,ζ )ζ3 +min(ζ 2
2 ,z(0)2/β 2)µ ′(y1)(β µ(y1)−α)

l̃m(y1,ζ ) = µ(y1)−h3(y1,ζ )

(3.10)

avec

h3(y1,ζ ) = sat(

(

µ(y1)−m+,µ(y1)−m−,
ζ3

ζ2

)

.

5 Proposition Lorsqueα et β sont connus, ils existent deux constantes positivesb2 > 0 et c2 > 0 telles

que l’observateur


































d
dt

ζ̂ = Aζ̂ +







0

0

ψ̃(y1, ζ̂ ,α ,β )






−







3θ2

3θ2
2

θ3
2






(ζ̂1−y1−y2)

(m̂, x̂) =
(

l̃m(y1, ζ̂ ),−β ζ̂2

)

(3.11)

garantit la convergence exponentielle

max(|m̂(t)−m|, |x̂(t)−x(t)|) ≤ b2e−c2θ2t ||ζ̂2(0)−ζ2(0)||
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pour toutθ2 assez grande ett ≥ 0.

Preuve : Même preuve que celle de la proposition 4, une application des résultats de Gauthier et

al. [37]. �

3.3.3 Couplage des deux observateurs

Considérons maintenant le couplage des deux observateurs.L’observateur (3.11) utilise les estima-

tions (α̂ , β̂ ) données par le premier observateur (3.8). Cela nous ramène àl’étude de la robustesse du

second observateur par rapport à l’incertitude des paramètresα et β .

6 Proposition Considérons l’observateur (3.11) avec(α ,β ) remplacées par(α̃(·), β̃ (·)) telles que

(α̃(t), β̃ (t)) ∈ [α−,α+]× [β−,β+], ∀t ≥ 0 ,

ainsi il existe des constantes positivesb̄2, c̄2 et d̄2 telles que pour toutε > 0 il existe θ2 assez grande

garantissant les inégalités suivantes :










|m̂(t)−m| ≤ ε + b̄2e−c̄2t ||ζ̂ (0)−ζ (0)||

|x̂(t)−x(t)| ≤ ε + d̄2|β̃ (t)−β |+ b̄2e−c̄2t ||ζ̂ (0)−ζ (0)||
(3.12)

pour toutt ≥ 0.

Preuve : Comme dans la preuve de la proposition 4, on fixe une conditioninitiale du système (3.2) et

considérons l’ensemble borné O1 = {y1(t)}t≥0. La dynamique de l’erreur e= ζ̂ −ζ est donnée par :

ė= (A+Kθ2C)e+(ψ̃(y1, ζ̂ , α̃ , β̃ )− ψ̃(y1,ζ ,α ,β ))v

où (A,C) est la forme canonique de type Brunovsky (3.7), v=
(

0 0 1
)T

et Kθ2 = −P−1
θ2

CT avec

Pθ2 =







θ−1
2 −θ−2

2 θ−3
2

−θ−2
2 2θ−3

2 −3θ−4
2

θ−3
2 −3θ−4

2 6θ−5
2






(3.13)

solution de l’équation algébrique

θ2Pθ2 +ATPθ2 +Pθ2A = CTC. (3.14)
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Considérons maitenant V(t) = ||e(t)||2Pθ2
= eT(t)Pθ2e(t). En utilisant (3.14), on a

V̇ = −θ2eTPθ2e−eTCTCe+2δeTPθ2v

≤ −θ2||e||2Pθ2
+2δ ||e||Pθ2

||v||Pθ2

(3.15)

où δ = |ψ̃(y1, ζ̂ , α̃ , β̃ )− ψ̃(y1,ζ ,α ,β )|.
En utilisant (3.13), vérifie facilement que||v||Pθ2

=
√

6θ−5/2. De l’expression (3.10) et du fait que la

fonction ζ 7→ ψ̃(y1,ζ ,α ,β ) est globalement Lipschitzienne uniformément en y1 ∈ O1, on en déduit

l’existence de deux constantes positives c et L telles que

δ ≤ |ψ̃(y1, ζ̂ , α̃ , β̃ )− ψ̃(y1, ζ̂ ,α ,β )|
+ψ̃(y1, ζ̂ ,α ,β )− ψ̃(y1,ζ ,α ,β )

≤ ψ̃(y1, ζ̂ ,α−,β+)− ψ̃(y1, ζ̂ ,α+,β−)+L||e||

≤ c+L||e||

(3.16)

Notons qu’on a||e||Pθ2
= θ2||ẽ||P1 avecẽi = θ−i

2 ei et ||ẽ||2 ≥ θ−6
2 ||e||2 pour toutθ2 ≥ 1. Les normes

|| · ||P1 et || · || sont équivalentes, d’où l’existence d’une constante positiveη > 0 telle que||ẽ||P1|| ≥η ||ẽ||,
et on en déduit l’inégalité

||e||Pθ2
≥ ηθ−5/2

2 ||e|| . (3.17)

Finalement, rassemblant (3.15), (3.16) et (3.17), on peut écrire

d
dt
||e||Pθ2

≤
(

−θ2

2
+

√
6L
η

)

||e||Pθ2
+
√

6θ−5/2
2 c.

Pourθ2 assez grande, on a−θ2/2+
√

6L/η < 0 et par suite, en utilisant de nouveau (3.17), on obtient

d
dt
||e|| ≤

(

−θ2

2
+

√
6L
η

)

||e||+
√

6
η

c

à partir de la quelle on en déduit la convergence exponentielle de l’erreur e dans n’importe quel voisi-

nage de0 dés queθ2 est assez grande.

La continuité Lipschitzienne de la fonction lm(·) par rapport àζ uniformément en y1 ∈ O1 assure la

première inégalité de (3.12).

Pour l’estimation de x(·), on a l’inégalité

|x̂−x| = |β̂ ζ̂2−βζ2| ≤ |β̂ −β ||ζ2|+ β+|ζ̂2−ζ2|
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ce qui donne la deuxième estimation de (3.12) puisque la composanteζ2 est bornée.

�

2 Corollaire Pour tout tempst > 0, l’observateur couplé


















































dξ̂
ds1

= Aξ̂ +







0

0

ϕ̃(y1, ξ̂ )






−







3θ1

3θ2
1

θ3
1






(ξ̂1−y1)

dζ̂
ds2

= Aζ̂ +







0

0

ψ̃(y1, ζ̂ , α̂(s2), β̂ (s2))






−







3θ2

3θ2
2

θ3
2






(ζ̂1−y1−y2)

intégré pours1 ∈ [0,min(t,τ(t)] et s2 ∈ [0, t], avec


































τ(t) = y1(0)−y1(t)+y2(0)−y2(t),

α̂(s2) = sat
(

α−,α+, l̃α (y1(min(s2,τ(t)))), ξ̂ (min(s2,τ(t)))
)

,

β̂ (s2) = sat
(

β−,β+, l̃β (y1(min(s2,τ(t)))), ξ̂ (min(s2,τ(t)))
)

,

fourni les estimations














m̂(t) = l̃m(y1(t), ζ̂ (t)) ,

(x̂(t), x̂d(t)) =
(

−β̂ (t)ζ̂2(t),y2(t)+ β̂ (t)ζ̂2(t)
)

.

La convergence pratique de l’estimateur est exponentielle, dés queθ1 et θ2 sont assez grandes.

3.4 Simulations numériques

Considérons un taux de croissance de type Monod (2.2) avec les paramètresµmax= 1 et Ks = 100

et fixons les conditions initiales s(0) = 50, x(0) = 1, xd(0) = 0. Les paramètres à reconstruire ainsi que

leur bornes sont donnés dans le tableau suivant :

Ces paramètres nous assurent une croissance à une vitesse raisonnable (s(0) a une valeur de Ks/2),

et la valeur deτ̄ n’est pas très petite. Pour un interval de temps0≤ t ≤ tmax = 80, le nouveau axe de

temps est, à peu près,0≤ τ ≤ τmax≃ 37.22 (voir Figure 3.1). Pour le premier observateur, on choisit un

gain θ1 = 3 qui donne une petite erreur sur les estimations deα et β à l’instant τmax (voir Figures 3.3).
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paramètre δ k m

valeur 0.2 0.2 0.1

bornes [0.1,0.3] [0.1,0.3] [0.05,0.2]

TAB . 3.1 – Les paramètres et leurs bornes
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FIG. 3.1 – Graphes de la fonctionτ et des observationsy1 ety2.
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FIG. 3.2 – Les variableŝξ du premier observateur en tempsτ .
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FIG. 3.3 – Estimation des paramètresα et β .

Ces estimations sont utilisées, en ligne, par le second observateur, avec un gainθ2 = 2. Sur les Figures

3.5, on voit bien que l’erreur d’estimation est petite si l’erreur d’estimation donnée par le premier

observateur est petite elle aussi.
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Les simulations sont refaites en ajoutant du bruit sur les observations y1 et y2 (voir Figures 3.6 et

3.7).
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FIG. 3.6 – Estimation des paramètresα , β et mpour des données bruitées.

En présence de bruit à basse fréquence (ce qui peut être le casdes applications biologiques), on

obtient une bonne robustesse pour les estimations des paramètresα et β et des variables d’état x et xd.

L’estimation du paramètre m est plus affectée par le bruit. Ceci peut être expliqué par la structure de

l’équation (3.5) : l’estimation de m est reliée au dérivées secondes des deux observations y1 et y2, et par
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FIG. 3.7 – Estimation des variables d’étatx etxd en présence de bruit.

suite plus sensible au bruits sur les observations.

3.5 Conclusion

L’extension du modèle de Monod avec un compartiment additionnel pour les cellules mortes et un

terme de recyclage de substrat n’est pas identifiable en considérant les observations de la concentration

en substrat et de la biomasse totale. Néanmoins, nous avons prouvé que le modèle peut être écrit sous

une forme particulière cascade, en considérant deux échelles de temps.

Cette décomposition permettre la conception, séparément,de deux observateurs, puis les coupler en-

semble en cascade. Le premier est à échelle de temps bornée, expliquant pourquoi le système n’est pas

identifiable à l’équilibre, alors que le second est à échellede temps non bornée. Cette construction four-

nit une convergence pratique des observateurs couplés.

Les deux observateurs sont à grand-gain inspirés de [37] avec une construction explicite de l’exten-

sion Lipschitzienne de la dynamique (cf. [78]). D’autres choix d’observateurs pourraient avoir été faits

et appliqués à cette structure particulière. Une telle décomposition pourrait être appliquée à d’autres

systèmes qui sont pas identifiables ou pas observable à l’équilibre.
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Deuxième partie

Culture en continu
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Chapitre 4

État de l’art de la modélisation

mathématique dans un chemostat

4.1 Résumé

Ce chapitre est essentiellement consacrée à dresser un aperçu de l’état de l’art de la modélisation

mathématique de quelques processus biologiques dans le chemostat. Plus précisemment, nous voulons

donner un aperçu sur la problématique, en écologie microbienne en culture continue, dans laquelle nous

nous situons. Nous décrivons le modèle de compétition dans le chemostat, ses propriétés asymptotiques

ainsi que d’autres processus. Bien évidemment, elle ne constitue pas une revue exhaustive, mais elle

présente différents résultats classiques qui ont servi de base à nos travaux.

87
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4.2 Introduction

Un chemostat est un type particulier de bioréacteur qui permet la culture continue de micro-

organismes dans un milieu contrôlé, c’est-à-dire qui permet de faire croître une population de micro-

organismes (algues unicellulaires, bactéries, levures, phytoplancton, zooplancton, moisissures...) sur

certains substrats, tout en conservant des conditions environnantes (température, luminosité, pH, aé-

ration). Il est utilisé pour la production de la masse cellulaire elle-même, pour l’extraction et la dé-

gradation de certains polluants dans un milieu liquide, pour la production de substances organiques

résultantes de l’activité métabolique, ou pour l’étude de procédés physiologiques et métaboliques de

micro-organismes dans un milieu spécifique. On peut alors d’aprés les variations de l’élément limi-

tant, quantifier l’influence de ce dernier sur la population cultivée. Ainsi le chémostat est un modèle

d’écosystème contrôlé dans lequel on peut quantifier précisément les relations entre un élément et un

organisme. L’appareil est constitué de trois réservoirs reliés entre eux.

Le premier contient des nutriments supposés être en abondance excepté un parmi eux, nommé substrat

limitant à densité s. Un débit Q (provenant du premier réservoir) alimente le chemostat (deuxième ré-

servoir) où inter-agissent et se mélangent la (ou les) biomasse(s) (une ou différentes espèces de micro-

organismes à densité xi) avec des nutriments. De plus, il est supposé que le substratlimitant a une

concentration d’alimentation constante sin > 0.

Le deuxième réservoir (chemostat) est supposé être parfaitement mélangé, afin que l’on puisse assu-

rer que le milieu liquide est homogène et par conséquent qu’il n’y a pas de variation spatiale dans la

concentration du substrat limitant et des espèces. Par ailleurs, l’hypothèse d’homogénéité assure que

les organismes et le substrat sont évacués du chemostat par action du flot au même taux D.

Le troisième réservoir (optionnel) réceptionne les échantillons prélevés dans le chemostat avec un dé-

bit Q. C’est dans le deuxième réservoir qu’a lieu l’interaction entre le substrat limitant et les micro-

organismes ; parmi l’ensemble des procédés biologiques et chimiques susceptibles d’avoir lieu, on ne

considérera que les suivants :

– La consommation du nutriment par les espèces de micro-organismes.

– La croissance microbienne.
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4.3 Compétition dans le chemostat

4.3.1 Modèlisation mathématique

Les nutriments pénètrent dans le chemostat, à une concentration sin, avec un débit volumique Q,

soit un taux de dilution D=
Q
V

. A l’intérieur du chemostat, les organismes consomment le substrat pour

leur croissance. On le voit, la modélisation doit prendre encompte deux choses : la partie physique, qui

décrit les flux de matière dus à la circulation de liquide ; et la partie biologique, qui décrit les processus

biologiques ayant lieu à l’intérieur du chemostat. Dans la suite, nous noterons xi la concentration de la

i-ème biomasse cellulaire totale, et s la concentration en substrat.

En alimentation, il ne rentre pas d’organismes. La seule variation de la biomasse des organismes est

donc le fait de la sortie, qui se fait au même taux D que l’entrée. Pour le substrat, il faut tenir compte

du substrat entrant dans le chemostat, au taux D et à la concentration sin, et de la quantité de substrat

présente dans le chemostat, qui est vidée par dilution.

Les organismes consomment le substrat pour leur croissance. Notonsµi(s) le taux de croissance spé-

cifique des organismes et mi le taux de mortalité, correspondant à l’absorption d’une quantité s de

nutriment. La consommation induit une diminution de la quantité de substrat à un tauxσi(s), que l’on

appelle taux d’absorption.

La variation de la masse du substrat limitant dans le deuxième réservoir est donnée par le bilan du

substrat entrant, celui du substrat prélevé et celui du substrat consommé par les espèces de micro-

organismes :

ṡ= D sin − D s −
n

∑
i=1

σi(s) xi

Entrant − Sortant − Consommation

La variation de la masse de la i-ème espèce de micro-organisme est donnée par le bilan de la masse

prélevé, celle de la biomasse morte et celle de la masse issuede la croissance microbienne :

ẋi = µi(s) xi − D xi − mi xi

Croissance − Prélevement − Mortalité

Il existe une vaste littérature consacrée à la modélisationdes fonctions de croissance et de consom-

mation. Nous ferons quelques hypothèses concernant la croissance des espèces et la consommation du

substrat dans le chemostat :

Pour le moment, nous ne ferons que deux hypothèses concernant les fonctionsµi et σi : La vitesse de
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FIG. 4.1 – Un chemostat

croissance est positive et nulle dans l’absence de substrat, La relation entre la consommation et la crois-

sance est linéaire, La fonction de croissance dépend continument et uniquement de la concentration du

substrat etµi et σi sont localement lipschitziennes.

Nous supposerons que le taux de recyclage de biomasse morte en nouveau substrat limitant est né-

gligeable. Il découle des hypothèses que les fonctionsµi sont continues, nulles en 0 et prennent des

valeurs positives. De plusσi(s) =
µi(s)

yi
où yi > 0 sont les coéfficients de rendement. Alors on déduit les

équations du chemostat :











ṡ = D(sin −s)−
n

∑
i=1

µi(s)
xi

yi
,

ẋi =
(

µi(s)−D−mi

)

xi, i = 1...n.

(4.1)

4.3.2 Le taux de croissance

En étudiant les aspects quantitatifs de la croissance des cultures bactériennes en fonction de la

concentration du substrat limitant, J. Monod présente (1941) des résultats expérimentaux relatifs à

la croissance de E. coli pour trois types différents de substrat limitant : glucose, mannite et lactose.

Pour ces résultats, Monod propose une relation entre la vitesse spécifique de croissance d’un micro-
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organisme,µi , et la concentration en substrat limitant, s.

µi(s) = µ i
max

s
ki

s+s
.

Cette équation dépend de deux paramètres :

1. la vitesse spécifique de croissance maximaleµ i
max.

2. ki
s, définie comme l’affinité que le micro-organisme a pour le substrat limitant. Sa valeur numé-

rique correspond à la concentration en substrat nécessairepour obtenir
1
2

µ i
max. Le modèle de

Monod représente la base en matière de modélisation de la croissance microbienne.

En étudiant les données expérimentales sur la croissance deNitrobacter winogradski avec du nitrate

comme substrat limitant, B. Boon et H. Laudelot (1962) suggèrent que la fonction proposée par Monod

ne pourrait pas être valable pour certains substrats qui sont limitant à concentrations modérées mais

qui à forte concentration s’avèrent inhibiteurs pour la croissance des espèces. L’utilisation des fonctions

monotones devrait être en conséquence un cas spécial d’une relation fonctionnelle entre le substrat li-

mitant et la fonction de croissance. Pour le cas avec inhibition, ils proposent une courbe d’interpolation

définie par la fonction suivante, plus connue sous le nom ”modèle de Haldane” :

µ(s) = µ i
max

s

ki
s+s+

s2

ki

.

La constante ki est la constante d’inhibition. Il faut noter que si ki est assez grand, le modèle est équi-

valente à celui de Monod.

4 Remarque Dans toute la suite, nous supposerons en fait que le taux de dilution D est strictement positif,

puisque le casD = 0 caractérise un chemostat en batch, qui n’est pas représentatif de la culture en

continu.

Nous voulons souligner la différence qualitative entre deux classes de paramètres du système : Les

paramètresyi etmi sont déterminés exclusivement par les propriétés biologiques du système. D’un autre

côté, les paramètressin etD peuvent être modifiés par l’utilisateur du chemostat.

Lorsque les espèces interagissent et que cette interactionentraîne la décroissance du taux de repro-

duction ou du taux de croissance de chaque espèce (par exemple, lorsqu’il y a une concurrence sur la

nouriture, l’espace, etc), on dit qu’on est en présence de compétition.

La question qui se pose est la suivante : deux (ou plusieurs) espèces dépendant d’une même ressource,
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peuvent elles cohabiter ? Si c’est le cas, on parle de coexistence (compétitive), et sinon, si une seule des

espèces se maintient tandis que les autres s’éteignent, on parle d’exclusion. Dans le cadre du chemo-

stat, la ressource est bien entendu le substrat. La notion decoexistence peut se définire en termes de

permanence.

Dans la suite, nous allons rappeler quelques propriétés qualitatives et asymptotiques du système (4.1)

quand les taux de mortalité sont négligeables ; c’est-à-dire mi = 0 pour chaque i= 1...n.

4.3.3 Positivité et conservation de masse

Les systèmes biologiques du type du chemostat sont des systèmes dont les variables d’état sont

positives. Il est important de vérifier que pour des conditions initiales positives ou nulles, le système

(4.1) reste positif ou nul.

7 Proposition :

1. Pour toute condition initiale dansR+ ×R
n
+, la solution correspondante a des composantes posi-

tives, bornées et donc définie pour toutt ≥ 0.

2. L’ensembleΩ =
{

(s,x1, ...,xn)∈ R
n+1
+ /s+

n

∑
i=1

xi

yi
= sin

}

est invariant et est un attracteur de toute

solution de (4.1).

Preuve :

L’invariance deR+×R
n
+ est garantie par le fait que s= 0 entraîneṡ= Dsin > 0 et que xi = 0 entraîne

ẋi = 0. Il reste à montrer que la solution est bornée.

Pour toute solution de (4.1), soit z= s+
n

∑
i=1

xi

yi
. La dérivée de z par rapport au temps le long des solutions

du système (4.1) est donnée par :

ż= −D
(

s+
n

∑
i=1

xi

yi
−sin

)

= D (sin −z)

donc s+
n

∑
i=1

xi

yi
= sin +Ke−Dt avec K= s(0)+

n

∑
i=1

xi(0)

yi
−sin.

Il est donc clair que s,x1, ...,xn sont bornés car ils sont tous positifs.

on vérifie aisément que le système (4.1) est équivalent au système :
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ż = −Dz,

ẋi = xi

(

µi(z−
n

∑
i=1

xi

yi
)−D

)

, i = 1...n.

Alors, quelques propriétés asymptotiques du système (4.2)peuvent être déduites en étudiant le système

suivant :

ẋi = xi

(

µi(sin −
n

∑
i=1

xi

yi
)−D

)

, i = 1...n.

En effet, si les solutions de ce système sont convergentes vers un point d’équilibre on peut utiliser

quelques résultats de réduction d’ordre pour en déduire la convergence des solutions de ce système

vers un point critique. En plus, étant donné que les solutions du système (4.1) sont bornées, celui-ci est

asymptotiquement autonome et a une limite définie par ce système. Tandis que la méthode précédente

permet d’obtenir des résultats de stabilité globale des points critiques, l’utilisation de la théorie des

systèmes dynamiques asymptotiquement autonomes permet une étude plus approfondie des propriétés

asymptotiques des solutions du système (4.1). Par exemple,si n = 2, il existe une généralisation du

théorème de Poincaré-Bendixson. Nous utiliserons à plusieurs reprises ces deux techniques dans notre

étude des équations du chemostat.

4.3.4 L’exclusion compétitive

La compétition entre n espèces sur k ressources est un sujet trés étudié en écologie théorique. Un

postulat classique propose que si n> k, alors au moins(n−k) espèces ne peuvent pas coexister à long

terme : ce postulat est connu comme le Principe d’Exclusion Compétitive. Dans le cas du système (4.1),

le principe d’exclusion compétitive signifie que, au plus, une espèce xj de micro-organismes est capable

de survivre à long terme, tandis que les autres(n−1) doivent disparaître. Ce principe a été démontré

mathématiquement et validé dans plusieurs expériences. Nous ferons une hypothèse complémentaire

pour les fonctions de croissanceµi : pour chaque i= 1...n, il existe au plus deux nombres réels étendus

λi et βi tels queλi ≤ βi ,

µi(λi) = µi(βi) = D+mi et

{

µi(s) > D+mi,s∈ [λi,βi ],

µi(s) < D+mi,s /∈ (λi ,βi).

Le comportement asymptotique du système (4.1) est décrit dans le résultat suivant
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8 Proposition (Wolkowicz et Lu, 1992 [100])

On suppose que l’ensemble(λi)
n
1 vérifie les inégalités suivantes :

λ1 < λ2 ≤ ... ≤ λn et λ1 < sin < β1

S’il est possible de trouver des constantesγi > 0 pour chaquei ≥ 2 satisfaisantλi < sin telles que :

max
0<s<λ1

gi(s) ≤ γi ≤ min
λi<s<ρi

gi(s)

où ρi = min(sin,βi) etgi est définie par :

gi =
µi(s)

(

− (D+m1)+ µ1(s)
)(

sin −λ1

)

(

D+m1

)(

− (D+mi)+ µi(s)
)(

sin −s
)

alors toutes les solutions du système (4.1) vérifient la propriété suivante :

lim
t→+∞

(

s(t),x1(t),x2(t), ...,xn(t)
)

=
(

λ1,
y1D

D+m1
(sin −λ1),0, ...,0

)

ainsi, le point critique
(

λ1,
y1D

D+m1
(sin −λ1),0, ...,0

)

est globalement asymptotiquement stable.

Le principe d’exclusion compétitive étant en général vérifié. Hsu et al. [54] sont parmi les premiers,

en 1977, à étudier le problème de la compétition dans le chemostat. Ils considèrent n populations en

compétition pour un même nutriment, et montrent que l’exclusion compétitive est vérifié : celui des

compétiteurs qui utilise le mieux le substrat en faible quantité survit, les autres s’éteignent. Dans le cas

de fonctions de croissance non monotones, Butler et Wolkowicz [18] montrent en 1985 que le principe

d’exclusion compétitive est également vérifié. En 1992, Wolkowicz et Lu [100] utilisent des fonctions

de Lyapounov pour montrer que, toujours dans le cas de fonctions de croissance de forme générales,

mais avec des taux de mortalité différents pour chaque espèce, le principe d’exclusion compétitive est

encore vérifié (l’équilibre résultant étant globalement stable). Li [61] a récemment étendu ce résultat à

une classe encore plus large de fonctions de croissance. Enfin, Smith et Waltman [88] vèrifient en 1994

ce principe pour le modèle de Droop. El-Owaidy et El-Leithy [30] établissent des conditions suffisantes

pour qu’un système de deux populations se nourrissant d’un substrat, ou d’une population se nourris-

sant de deux substrats, soit persistant.

Hsu et al. établissent également dans [54] que la seule condition qui peut conduire à la coexistence

de plusieurs populations est que lesλi soient égaux. Ceci est confirmé par Keener [59], qui montre

que dans le cas de deux populations, il peut y avoir des bifurcations conduisant à des oscillations. La
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situation où lesλi sont égaux étant non générique dans la réalité (c.à.d., pouvant être détruite par de

petites perturbations), quelques travaux sur la compétition en chemostat se consacrent à la recherche

de situations pouvant permettre cette coexistence. L’une des pistes envisagées est l’action sur l’une des

variables de contrôle du chemostat, c.à.d., la concentration de substrat en entrée sin ou le taux de dilu-

tion D. De cette façon, on se place dans le cas de systèmes en compétition en environnement variable,

dont on sait qu’ils sont à même de générer un comportement de coexistence. Hsu [52] considère en

1980 le cas de la compétition dans un chemostat forcé périodiquement par la concentration de sub-

strat sin. L’étude numérique à laquelle il se livre montre la possibilité de coexistence des compétiteurs.

Smith [86] reprend ce modèle en 1981, et montre que la coexistence est en effet possible, dans le cas

de deux populations. Hale et Somolinos [41] étendent en 1983le travail de Smith au cas de n espèces

en compétition dans un chemostat périodique, en utilisant la dissipativité du système. Ils montrent en

outre que malgré le forçage périodique, il existe des plagesde paramètres pour lesquelles l’exclusion

compétitive a lieu. Parallèlement, Stephanopoulos, Fredrickson et Aris [93] étudient en 1979 le cas de

compétition de deux espèces. Ils montrent que trois situations peuvent conduire à la coexistence : taux

de dilution périodique, prélèvements périodiques de matière (organique et inorganique) dans le chemo-

stat, et enfin taux de dilution et concentration d’alimentation en substrat périodiques. Dans une optique

différente Butler, Hsu et Waltman [17] reprennent en 1985 lecas d’une dilution D périodique avec n

compétiteurs, établissent des conditions d’exclusion compétitive et montrent par des techniques de bi-

furcation, que la coexistence peut également avoir lieu. En1998, Wolkowicz et Zhao [105] montrent

que dans un modèle très général de compétition en dimension n, où D et sin sont périodiques, et où

chaque espèce a un taux de mortalité spécifique, il peut y avoir persistance. Un article intéressant de

Rao et Roxin [75] considère la coexistence de plusieurs espèces dans le chemostat comme un problème

de contrôle : quel type d’entrée (de dilution) faut il appliquer pour que la coexistence des compétiteurs

soit possible ? Hsu et Waltman [55] se sont penché sur le cas dela compétition de deux espèces, lorsque

l’une des espèces est potentiellement soumise à une inhibition extérieure (par exemple deux espèces de

bactéries dont l’une est sensible à un antibiotique). En utilisant des propriétés des systèmes monotones,

ils montrent qu’outre les comportements classiques, il peut exister une coexistence oscillante entre les

deux espèces. Des articles, enfin, étudient le devenir de la compétition lorsque plusieurs espèces se nour-

rissent de plusieurs substrats différents. Ainsi Hsu et al.[53] considèrent le cas de compétition, lorsque

les organismes dépendent de deux nutriments complémentaires. Ballyk et Wolkowicz [3] étudient le cas

de la compétition entre deux espèces utilisant indiffèremment l’un ou l’autre de deux nutriments. Elles
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montrent que pour certaines valeurs des paramètres, il est possible d’avoir extinction d’une popula-

tion vivant seule sans compétiteur, alors que dans le cas de la compétition, cette population survivrait.

Toujours, dans le but d’expliquer le phénomène de coexistence clairement visible dans la nature, les

membres du projet INRA-INRIA-MERE [38, 62–64, 69], ont considérés le cas d’un taux de croissance

ratio-dépendant au sens de Arditi [1] et ont prouvés que la coexistence est possible dans ce cas.

Une autre piste suivie pour obtenir la coexistence est celledu gradostat [89] . Un gradostat est une

batterie de chemostats montés en chaîne, générant par là un gradient de nutriment. Ce type de modèles

pourrait être classé dans les modèles structurés. Toutefois, il s’agit là plutôt de systèmes d’équations

différentielles ordinaires couplées, décrivant des populations vivant dans des conditions différentes. De

plus, le nombre d’articles consacrés à ce sujet [31, 87] étant faible, nous avons préféré les mentionner

ici.

4.3.5 Recyclage dans le chemostat

Si l’on suppose que le taux de dilution D est trés faible, alors le temps de résidence des cellules dans

le chemostat est grand, et il y a mortalité cellulaire. Certains auteurs justifient par exemple l’utilisation

d’une valeur trés faible de D par la modélisation des lacs. Dans le cas où il y a mortalité, on peut soit

ignorer le devenir des cellules mortes, soit essayer de les suivre. Sur le plan expérimental, malgré l’ex-

trême rigueur apportée à la filtration du milieu d’alimentation, il subsiste toujours dans ce dernier des

bactéries. Puisque le temps de résidence des cellules est grand, cela est vrai aussi des cellules mortes.

Par conséquent, les bactéries sont à même de dégrader ces dernières. Cette dégradation fournit des

matiéres organiques, qui viennent s’ajouter au substrat disponible pour la croissance des cellules. La

quasi totalité des auteurs ayant considéré ce problème l’ont utilisé pour justifier l’introduction de re-

tard dans les modèles de chemostat : la dégradation n’est pasun processus instantané, il y a donc un

retard entre la mort d’une cellule et sa recirculation sous forme de substrat. Les articles de Beretta et

Takeuchi [9,10] établissent la stabilité de l’équilibre non trivial d’un modèle de Monod avec recyclage

retardé des organismes morts. Dans le cas où le recyclage estinstantané, l’équilibre est globalement

stable. Bien que n’étant pas les premiers articles sur le sujet, ils sont à l’origine de bien des développe-

ments ultérieurs, du fait de leur rigueur et de la grande généralité des résultats qu’ils établissent. Ainsi,

ils sont à l’origine des travaux de [45–47, 101], qui traitent chacun d’extensions et de généralisations

de [9, 10], dans le cas de noyaux de retard plus généraux, de fonctions de croissance plus générales,

etc.
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Plusieurs études mathématiques ont adressé les modèles pour les cultures en continu (chemostat) avec

la réutilisation de substrat [7,8,35,56,57,66,80,81,95,103,104].

Quelques auteurs ont fait le lien entre les modèles avec recyclage et les problèmes de compétition.

Freedman, So et Waltman [36] sont les premiers qui ont étudiéce problème, dans un article qui est

également le premier (à notre connaissance) des articles consacrés au retard dans le chemostat. Ils

introduisent un retard dans l’absorption des nutriments, ce qui est assez différent, dans le principe, des

retards dus au recyclage. Ruan et He [82] (repris dans [83]), puis Wolkowicz et Xia [101], et enfin Wol-

kowicz et al. [102], ont étudié le cas de la compétition dans un chemostat avec recyclage des organismes

morts, pour différents types de retards (discrets, distribués). Lu et Hadeler [39] se sont intéressés quant

à eux au problème du recyclage dans le cas de la compétition entre organismes porteurs de plasmides et

organismes dépourvus de plasmides, lorsqu’il y a recyclagedes nutriments et présence d’un inhibiteur.

Ceci est un problème qui est assez spécifique de la microbiologie. Enfin, Kandil [58] a étudié en 2000

le cas de compétition de trois espèces, si le recyclage est instantané.

4.4 Conclusion

Nous avons introduit le modèle du chemostat le plus usité. Nous avons donné quelques propriétés

du modèle du chemostat, qui est le plus utilisé pour décrire la dynamique d’une population dans un

chemostat et ont servi de base à nos travaux dans cette première partie. Ce modèle, bien que peu

détaillé, est la base de la construction de la quasi totalitédes modèles de chemostat existants.
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Chapitre 5

Coexistence pratique en culture continue

5.1 Résumé

We show that the chemostat model with two species having different but close break-even concentra-

tions exhibits a slow-fast dynamics. Considering small perturbations about the dilution rate for which

break-even concentrations are identical, the Fenichel theory allows us to show the coexistence of species

for large times. Then we determine the reduced dynamics, which is non trivial and characterized by the

slopes of the growth functions about their break-even concentrations.
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5.2 Introduction

Considérons le modèle mathématique de la dynamique de deux espèces en compétition dans un

chemostat pour un substrat essentiel non reproduisant :



































ṡ = −µ1(s)x1−µ2(s)x2 +D(sin −s),

ẋ1 =
(

µ1(s)−D
)

x1,

ẋ2 =
(

µ2(s)−D
)

x2.

(5.1)

s est la concentration en substrat telle que s(0) ≥ 0. x1 et x2 représentent les concentrations des deux

espèces telles que x1(0) > 0 et x2(0) > 0. D est le taux de dilution et sin est la concentration d’alimen-

tation en substrat, supposés constants et positifs. On suppose que les taux de croissanceµ1 et µ2 sont

deux fonctions positives, de classe C1 telles queµ1(0) = µ2(0) = 0.

On a vu au chapitre 4 que, généralement, ce modèle prévoit, sous l’apport d’un taux de dilution D

constant et une concentration d’alimentation sin constante, l’exclusion compétitive, c’est-à-dire qu’au

plus une des deux espèces peut survivre (voir, par exemple, le monographe de Smith et Waltman [89]).

Le principe qui a été bien connu par Hardin [43] et qui a été largement, mathématiquement, étudier

dans la littérature (voir, par exemple, [2,18,92]).

Pourtant la coexistence de plusieurs espèces dans un chemostat est largement rencontré dans des situa-

tions particulières. Beaucoup d’efforts ont été faits pourconfirmer, mathématiquement, un tel compor-

tement de coexistence, soit en considérant le cas d’un chemostat alimenté périodiquement [17,86], soit

en tenant compte d’une considération spatiale [77, 94], soit en considérant la coexistence des masses

ou des filaments [19, 40], ou en considérant des taux de croissance ratio-dépendant au sens de Ar-

diti [62–64].

Dans le cas non générique, pour lequel les deux espèces ont exactement la même ”break-even

concentration”, le principe d’exclusion n’est pas vérifié.Hsu et al. [54] ont montré, théoriquement,

la coexistence pour deux taux de croissancesµi de type Monod. Hansen et Hubbell ont montré, expé-

rimentalement, que la coexistence peut être réellement observée si on s’arrange de telle sorte que les

espèces auront le même seuil de rentabilité ”break-even concentration” pour une valeur précise du taux

de dilution D [42].
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Cette situation particulière a l’effet d’une bifurcation,dans le sens que si le taux de dilution est lé-

gèrement perturbé, une espèce ou l’autre devient le gagnantde la compétition. Ce cas non générique

est, bien sûr, très peu probablement rencontré dans la nature, mais on peut rencontrer des situations

très proches (pour lesquelles le principe d’exclusion compétitive se tient), ce qui constitue le but de ce

chapitre. Il devrait être souligné que le principe d’exclusion compétitive est un résultat asymptotique et

n’est pas informatif sur le comportement des trajectoires.Typiquement on peut se demander combien

de temps faut-il pour que la dynamique atteint un voisinage de l’état stationnaire asymptotique.

Dans ce chapitre, on donne une extension du résultat de Hsu etal. [54] pour des fonctionsµi crois-

santes ayant la même ”break-even concentration”, et on montre la coexistence des espèces. Dans une

seconde étape, on considère une petite perturbation du tauxde dilution D et on montre la coexistence

practiquedes espèces (dans le sens, un temps assez large de coexistence). Dans ces coordonées origi-

nales, la dynamique n’est pas sous la forme connue des problèmes de perturbations singulières, mais

en utilisant les résultats de Fenichel, on démontre l’existence d’une variété invariante, attractive sur la

quelle, la dynamique est lente. Cette variété n’est pas donnée explicitement, mais elle peut être appro-

chée au premier ordre de la perturbation, aussi bien que sa dynamique. Cette technique nous permet

d’obtenir l’expression analytique de l’approximation de la dynamique réduite, et d’estimer la durée de

la coexistence. Des tests numériques sont présentés pour illustrer la coexistence pratique, en comparant

les simulations du système initial avec celles de la dynamique réduite.

5.3 Généralités

Le modèle du chemostat (5.1) est un système dynamique définitsur le quadrant positif, nous rappe-

lons pour cela quelques propriétés fondamentales [89].

9 Proposition :

1. Les solutions du système (5.1) sont définies pour tout temps positif, et restent positives et bornées.

2. L’ensemble
{

(s,x1,x2) ∈ R
3
+

/

s+ x1 + x2 = sin
}

est positivement invariant et est un attracteur

de toute solution de (5.1) sur l’orthant positif.

3 Corollaire Pour toute condition initiale sur le quadrant positif,

∃ T0 ≥ 0 /
(

s(t),x1(t),x2(t)
)

∈ [0,sin]× [0,sin)2, ∀ t ≥ T0 .
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Soit l’hypothèse suivante :H0. Les fonctionsµ1 et µ2 sont croissantes telles quelim
s→+∞

µi(s) > D.

Sous l’hypothèseH0, on définit par les ”break-even concentrations”, s∗
1 et s∗2, les solutions respec-

tives de

µ1(s
∗
1) = D et µ2(s

∗
2) = D .

Généralement, on a s∗1 6= s∗2. Un résultat classique, connu par le Principe d’Exclusion Compétitive [89],

signifie que, au plus, une espèce de micro-organismes (celuiqui a la plus petite break-even concentra-

tion) est capable de survivre à long terme, tandis que l’autre doit disparaître.

Soient E0, E1(D) et E2(D) les trois points d’équilibres de la dynamique du système (5.1) sur le quadrant

positif définit par :

E0 = (sin,0,0), E1(D) = (s∗1,s
in −s∗1,0), E2(D) = (s∗2,0,sin −s∗2).

On obtient, donc, le résultat suivant :

10 Proposition L’équilibre

1. E0 si sin ≤ min(s∗1,s
∗
2),

2. E1(D) si s∗1 < min(s∗2,s
in),

3. E2(D) si s∗2 < min(s∗1,s
in),

est globallement asymptotiquement stable sur le quadrant positif.

Preuve.Voir [89]. �

On note parS (D) le segment co({E1(D),E2(D)}) dansR
3
+. Pour le cas 2. (similairement pour le

cas 3.), on donne une preuve de la proposition 10, équivalente à celle dans [89], utilisant une fonction

de Lyapunov explicite.

11 Proposition supposons ques∗1 < min(s∗2,s
in). Pour touts̄≥ sin, l’ensembleM =

{

(s,x1,x2) ∈ [0, s̄]×
R+ \{0}×R+

}

est positivement invariant, et la fonction

V(s,x1,x2) =
∫ s

s∗1

(

µ1(σ)−D
)

dσ +Kµ2(s
∗
1)
∣

∣

∣
s+x1 +x2−sin

∣

∣

∣

+
(

D−µ2(s
∗
1)
)

{

x1− (sin −s∗1)

(

1+ log(
x1

sin −s∗1
)

)}
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est décroissante le long des trajectoires du système (5.1) sur M . En outre,E1(D) est globallement

asymptotiquement stable surM .

Preuve.Pour simplifier, on note par

K = max

(

1,
µ1(s̄)−D

D

)

. (5.2)

Le fait queS (D) ⊂ M implique queM est positivement invariant.

La dérivée de t7→ V
(

s(t),x1(t),x2(t)
)

par rapport au temps le long des trajectoires du système (5.1)

est donnée par :

V̇ =
(

µ1(s)−D
)(

D(sin −s)−µ1(s)x1−µ2(s)x2

)

−K Dµ2(s∗1)
∣

∣

∣
s+x1 +x2−sin

∣

∣

∣

+
(

D−µ2(s∗1)
)(

µ1(s)−D
)(

x1−sin +s∗1

)

,

= −
(

µ1(s)−D
)2

x1−
(

µ1(s)−D
)(

µ2(s)−µ2(s∗1)
)

x2−K Dµ2(s∗1)
∣

∣

∣s+x1 +x2−sin
∣

∣

∣

−
(

µ1(s)−D
)

µ2(s∗1)
(

s+x1+x2−sin
)

−D
(

µ1(s)−D
)

(s−s∗1).

En tenant compte de l’hypothèseH0, on obtient
(

µ1(s)−D
)(

µ2(s)−µ2(s∗1)
)

≥ 0 et
(

µ1(s)−D
)

(s−
s∗1) ≥ 0 pour tout s≥ 0. L’inégalité suivante en découle

V̇ ≤−µ2(s
∗
1)D

(

K|s+x1+x2−sin|− µ1(s)−D
D

(s+x1 +x2−sin)

)

.

Avec le choix (5.2) du paramètre K, on obtient

V̇ ≤ 0.

Ainsi V est décroissante le long des trajectoires du système(5.1). L’ensemble deR3
+ oùV̇ = 0 est exac-

tement le segmentS (D). En utilisant le principe d’invariance de Lasalle, on déduit que les solutions

convergent vers le plus grand ensemble invariant inclus dans S (D), qui est constitué des deux équi-

libres E1(D) et E2(D). Or l’équilibre E2(D), qui n’appartient pas àM mais à sa frontière, est répulsif.

On déduit la convergence asymptotique vers E1(D) depuis toute condition initiale dansM . �

5 Remarque V n’est pas une fonction Lyapunov stricte, mais elle donne uneestimation du taux de

convergence versS (D), pour toute condition initiale loin deS (D). Notons que les valeurs propres

de la matrice Jacobienne du système enE1(D) sont−D, −(sin −s∗1)µ ′
1(s

∗
1) et µ2(s∗1)−D. Lorsques∗1 et
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s∗2 sont assez proche, la dernière valeur propre est assez proche de0. Pour mieux comprendre le com-

portement transitoire des trajectoires lorsques∗1 et s∗2 sont assez proches l’un de l’autre, nous étudions,

dans la section suivante, le cas non générique pour une valeur deD telle ques∗1 ets∗2 coïncident.

Pour le reste de ce chapitre, on considère deux fonctionsµ1 et µ2 telles que leur graphes se croisent

en un point loin de l’origine.

H1. Il existe s∗ ∈ (0,sin) tel queµ1(s∗) = µ2(s∗) avecµ ′
1(s

∗) > µ ′
2(s

∗).

Sous l’hypothèseH1, on note par D∗ = µ1(s∗) = µ2(s∗). Par la proposition 10, l’espèce 1 (resp. 2)

est asymptotiquement gagnante si D> D∗ (resp. D< D∗). Ainsi, D= D∗ est le cas non générique, qui

sépare deux comportements opposés.

5.4 Cas non générique

Lorsque le taux de dilution D est exactement D∗, alors s∗1 = s∗2 = s∗ et{E0}∪S (D∗) est exactement

l’ensemble des points d’équilibre du système (5.1). Notonsque, dans ce cas, les points d’équilibre dans

S (D∗) ne sont pas hyperboliques (une valeur propre de la matrice Jacobienne est nulle). Nous mon-

trons la coexistence asymptotique des deux espèces dans le cas non générique.

1 Lemme Pour toute condition initiale de (5.1) dans le quadrant positif telle que
(

x1(0),x2(0)
)

6= (0,0),

on a

lim
t→+∞

s(t) = s∗ ,

autrement dit, la solution de (5.1) converge asymptotiquement versS (D∗).

Preuve.Considérons le vecteur






s

b

p






=









s

x1 +x2
x1

b









et définissons la fonction suivante

µ̃(s, p) = p µ1(s)+ (1− p) µ2(s) .
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Ainsi (s,b) est la solution du système non autonome suivant











ṡ= −µ̃(s, p)b+D∗(sin −s),

ḃ = µ̃(s, p)b−D∗b.

Définissons aussi les deux fonctions ”envelopes” suivantes:

µ−(s) = min
i=1,2

µi(s) et µ+(s) = max
i=1,2

µi(s) ,

et notons quẽµ vérifie la propriété suivante

µ−(s) ≤ µ̃(s, p) ≤ µ+(s), ∀ p∈ [0,1], ∀s≥ 0.

Alors, il est facile de montrer, par la comparaison standarddes solutions d’équations différentielles

ordinaires scalaires, que

s−(t) ≤ s(t) ≤ s+(t) et b−(t) ≤ b(t) ≤ b+(t), ∀t ≥ 0 (5.3)

où (s−,b+) et (s+,b−) sont les solutions des systèmes suivants :











ṡ− = −µ+(s−)b+ +D∗(sin −s−), s−(0) = s(0),

ḃ+ = µ+(s−)b+ −D∗b+, b+(0) = b(0),











ṡ+ = −µ−(s+)b− +D∗(sin −s+), s+(0) = s(0),

ḃ− = µ−(s+)b−−D∗b−, b−(0) = b(0),

qui représentent le modèle simple d’un chemostat pour une seule espèce avec un taux de croissance

µ− ou µ+. En utilisant les résultats classiques du chemostat pour une espèce [89], on montre que les

solutions(s−,b+) et (s+,b−) convergent asymptotiquement vers le même point d’équilibre (s∗,sin −s∗).

Finallement, en utilisant la propriété (5.3), on obtient

lim
t→+∞

s(t) = s∗ et lim
t→+∞

b(t) = sin −s∗ .

�
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4 Corollaire Pour toute condition initiale de (5.1) sur le quadrant positif telle que
(

x1(0),x2(0)
)

6= (0,0),

il existeT1 ≥ 0 tel que

s(t) ≤ s∗, ∀ t ≥ T1 ous(t) ≥ s∗, ∀ t ≥ T1 .

Preuve.Rappelons que z(t) = s(t) + x1(t) + x2(t) = sin + ke−D∗t , par conséquent z(t) reste inférieure

ou supérieure à sin. Ainsi, pour tout t1 ≥ 0 tel que s(t1) = s∗, le signe dės(t1) = −D∗(z(t1)− sin) est

constant. Comme s converge vers s∗, alors son trajectoire ne coupe pas l’axe s= s∗ plus qu’une seule

fois. �

À l’aide du lemme 1 et du corollaire 4, le résultat suivant généralise celui prouvé dans [52], pour

des fonctionsµi croissantes plus générales.

12 Proposition Pour toute condition initiale de (5.1) sur le quadrant positif telle quex1(0) > 0 etx2(0) > 0,

on a

lim
t→+∞

(

x1(t),x2(t)
)

=
(

x∗1,x
∗
2

)

où x∗1 > 0 et x∗2 > 0.

Preuve.Du corollaire 4, il existe T1 ≥ 0 tel que s(t) ≤ s∗ pour tout t≥ T1, ou s(t) ≥ s∗ pour tout t≥ T1.

Ce qui implique que les dérivéesẋi(t) = (µi(s(t))−D∗)xi(t) pour i = 1,2 ont un signe constant pour

t ≥ T1, (c.à.d. xi est une fonction monotone tout le temps). Par la proposition9, xi est bornée, on en

déduit que

x∗i = lim
t→+∞

xi(t) existe.

Nous montrons maintenant que x∗
1 > 0 et x∗2 > 0.

Les fonctionsµ1(·) et µ2(·) sont deux fonctions de classe C1, on définit les deux réels, pour i= 1,2

(

m+
i ,m−

i

)

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(

min
s∈[0,s∗]

µ ′
i (s) , max

s∈[0,s∗]
µ ′

i (s)

)

si {s(t) ≤ s∗,∀t ≥ T1} ,

(

max
s∈[0,s∗]

µ ′
i (s) , min

s∈[0,s∗]
µ ′

i (s)

)

si {s(t) ≥ s∗,∀t ≥ T1} .

Par la proposition 9, on sait que s∗ + x∗1 + x∗2 = sin, et de l’hypothèseH1, on sait que s∗ < sin. Par

conséquent, il existe j∈ {1,2} tel que x∗j > 0. On montre maintenant que x∗
k > 0 pour k 6= j.
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Rappelons que la solution de (5.1) peut être écrite comme suit.

x j(t) = x j(0)e

∫ t

0

[

µ j

(

s(τ)
)

−D∗
]

dτ
,

on en déduit l’inégalité suivante

∫ +∞

T1

[

µ j

(

s(τ)
)

−D∗
]

dτ > −∞ .

Par le théorème des valeurs intermédiaires, pour toutτ ≥ T1 il existe un réel positif c entre s∗ et s(τ) tel

que

µ j

(

s(τ)
)

= µi(s
∗)+

(

s(τ)−s∗
)

µ ′
j(c) = D∗ +

(

s(τ)−s∗
)

µ ′
j(c) .

ainsi on obtient

µ j

(

s(τ)
)

−D∗ ≤ m+
j

(

s(τ)−s∗
)

,

on en déduit que
∫ +∞

T1

(

s(τ)−s∗
)

dτ > −∞ .

D’où
∫ +∞

T1

[

µk

(

s(τ)
)

−D∗
]

dτ ≥ m−
k

∫ +∞

T1

(

s(τ)−s∗
)

dτ > −∞ ,

et par suite
∫ +∞

T1

[

µk

(

s(τ)
)

−D∗
]

dτ > −∞ .

Finallement, il résulte que

x∗k = lim
t→+∞

xk(t) = limt→+∞ xk(0) e

∫ t

0

[

µk

(

s(τ)
)

−D∗
]

dτ

= xk(0) e

∫ +∞

0

[

µk

(

s(τ)
)

−D∗
]

dτ

= xk(0) e

∫ T1

0

[

µk

(

s(τ)
)

−D∗
]

dτ
e

∫ +∞

T1

[

µk

(

s(τ)
)

−D∗
]

dτ
> 0.

�

6 Remarque Notons que le point d’équilibre(x∗1,x
∗
2) dépend de la condition initiale, contrairement au

cas général.
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5.5 Caractérisation en dynamique lent-rapide

Considérons des valeurs du taux de dilution D assez proche deD∗ :

D = D∗ + ε ,

où ε est un réel assez petit non nul. On montre la “coexistence pratique” des deux espèces dans le sens

suivant ; bien qu’une espèce soit seulement la gagnante à la fin de la compétition, les concentrations

des espèces peuvent rester loin de zéro pendant des intervalles de temps assez importants.

De la dépendance continue des solutions des équations ordinaires par rapport à un paramètre (voir,

par exemple, section 2.3 dans [60]), on peut, immédiatement, déduire de la proposition 12, la propriété

suivante :

5 Corollaire Fixons une condition initiale dansR+ × (R∗
+)2. Soit (x∗1,x

∗
2) l’état stationnaire des trajec-

toires pourε = 0. Ainsi, pour tout voisinageV de(s∗,x∗1,x
∗
2), il existe un réel positifT et ε̄ tels que pour

tout ε ∈ [−ε̄, ε̄ ], la trajectoire correspondante atteintV .

De la proposition 10 et du corollaire 5, on peut comprendre lecomportement qualitatif des trajec-

toires du système (5.1) lorsqueε 6= 0 (Figure 5.2). Elles convergent vers un point deS (D∗) puis elles

convergent asymptotiquement vers E1(D) ou E2(D).

Notre but est, donc, de décrire qualitativement la dernièrepartie des trajectoires.

(x   , x   )21* *

1(x  (0) , x  (0) )2

ε>0

ε=0

S(D  )*

x

x

1

2

FIG. 5.1 – Trajectoires typique dans le plan(x1,x2).
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Pour ε = 0, notons que les valeurs propres de la linéarisation de la dynamique de (5.1) autour des

points deS (D∗) sont0, −D∗ et−µ ′
1(s

∗)x∗1−µ ′
2(s

∗)x∗2.

Définissons le réel

k = min

(

D∗

sin −s∗
,µ ′

1(s
∗),µ ′

2(s
∗)

)

(sin −s∗) > 0 .

Ces deux dernières valeurs propres sont minorées par−k, uniformément dansS (D∗).

Notons, aussi, qu’en remplaçant D par D∗+ε , la dynamique (5.1), en coordonnées originales, n’est

pas sous la forme de Tikhonov des perturbations singulières[98]. C’est pour cela qu’on va utiliser

un changement de coordonnées pour caractériser la dynamique lent-rapide en utilisant un résultat de

Fenichel.

Ecrivons la dynamique (5.1), pour D= D∗ + ε , comme suit :

ξ̇ = F(ξ ,ε) . (5.4)

Notons parξ (ξ0,ε , t) la solution de (5.4) à un instant t avec une condition initiale ξ0 ∈ R
3
+. On définit

l’ensembleI des conditions initiales telles que, dans les coordonnées(s,x1,x2), on a x1 +x2 > 0.

13 Proposition Il existeε0 > 0 et un voisinageV0 deS (D∗) tels que pour toutε ∈ (−ε0,ε0), il existe une

variété invariante unidimensionnelleΣε ⊂ V0. Ainsi, pour toute condition initialeξ0 ∈ I et ε suffisam-

ment petit, il existeσ̄ε ∈ Σε et Mε < +∞ vérifiant l’inégalité suivante :

∥

∥

∥
ξ (σ̄ε ,ε , t)−ξ (ξ0,ε , t)

∥

∥

∥
≤ Mεe−kt

∥

∥

∥
σ̄ε −ξ0

∥

∥

∥
, ∀t ≥ 0 .

Preuve.L’approche de Fenichel consiste à considérer la dynamique ’augmentée’ dansR4.
{

ξ̇ = F(ξ ,ε),

ε̇ = 0.
(5.5)

Pour ε = 0, en tout point d’équilibre de F(·,0) appartenant àS (D∗), la dynamique linéarisée admet

deux valeurs négatives et une valeur propre nulle. De plus l’ensemble monodimensionnelS (D∗) est

compact. Ainsi, le théorème de Fenichel [32, Theorem 9.1] assure l’existence d’une variété invariante

bi-dimensionnelle, attractive,C s de la dynamique augmentée (5.5), telle queS (D∗)×{0} ⊂ C s (voir,

par exemple, [22] pour une application similaire du théorème de Fenichel). De plus ils existent une

constante Cs et un voisinageV de S (D∗)×{0} tels que pour tout(σ ,ε) ∈ V , il existe σ̄ tel que
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(σ̄ ,ε) ∈ C s et
∥

∥

∥
ξ (σ ,ε , t)−ξ (σ̄ ,ε , t)

∥

∥

∥
≤Cse−kt

∥

∥

∥
σ − σ̄

∥

∥

∥
pour tout t≥ 0.

S (D∗) est un compact, il existent, donc,ε0 > 0 et un voisinageV0 deS (D∗) tels queV0× (−ε0,ε0) ⊂
V . Ainsi, pour toutε dans(−ε0,ε0), il existe une variétéΣε ⊂ V0 monodimensionnel, invariante pour

la dynamique (5.4).

Fixons une condition initialeξ0 ∈ I . Pour ε = 0, on sait que d’aprés le Lemme 1, la solution de (5.1)

converge asymptotiquement vers l’ensembleS (D∗). Par conséquent, il existe un temps fini T> 0 tel

queξ (ξ0,0,T) entre dansV0. Par la continuité de la solutionξ (ξ0,ε ,T) par rapport au paramètreε ,

on a doncξ (ξ0,ε ,T) ∈ V0 pour ε assez petit. Ainsi, il existeσε ∈ Σε tel que

∥

∥

∥ξ (σε ,ε , t −T)−ξ (ξ0,ε , t)
∥

∥

∥≤Cse
−k(t−T)

∥

∥

∥σε −ξ (ξ0,ε ,T)
∥

∥

∥, ∀t > T .

Définissons̄σε = ξ (σε ,ε ,−T), qui appartient à la variété invarianteΣε . Soit L la constante de Lipschitz

de F(·,ε) sur l’ensemble compact qui contientΣε et l’orbite positive allant deξ0. On obtient donc,

∥

∥

∥ξ (σε ,ε ,T)−ξ (ξ0,ε ,T)
∥

∥

∥≤ eLT
∥

∥

∥σ̄ε −ξ0

∥

∥

∥

d’où finalement
∥

∥

∥
ξ (σ̄ε ,ε , t)−ξ (ξ0,ε , t)

∥

∥

∥
≤ Mεe−kt

∥

∥

∥
σ̄ε −ξ0

∥

∥

∥
,

avec Mε = Cse(L+k)T . �

Σε

Σ 0

ins    − s*

in λ2s    −     ( D  +   )* ε

ins    − s*

x2

x1

s    −     ( D  +   )* ε
1in λ

FIG. 5.2 – Exemple typique de la variétéΣε dans le plan(x1,x2)(ε > 0).
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7 Remarque Les variétésΣε sont des attracteurs “lents”, assez proches de l’ensembleS (D∗) où la dy-

namique est lente lorsqueε est assez proche de zéro.

On s’intéresse, maintenant, à donner une approximation de premier ordre enε de la variété inva-

riante Σε et de la dynamique restreinte àΣε . Il est convenable de considérer les coordonnées







s

b

p






=







s

x1 +x2

x1/b







dans les quelles la dynamique (5.1) s’écrit comme suit


















ṡ = −
(

pµ1(s)+ (1− p)µ2(s)
)

b+D(sin −s),

ḃ =
(

pµ1(s)+ (1− p)µ2(s)
)

b−Db,

ṗ = p(1− p)
(

µ1(s)−µ2(s)
)

.

(5.6)

8 Remarque Lorsque les fonctionsµi sont, partout, assez proches (sans obligation d’intersection des

graphes), le système (5.6) s’écrit sous la forme connue des perturbations singulières, en écrivant sim-

plementµ2(s)− µ1(s) = εη(s) pour touts > 0, où η est une fonction bornée sur tout compact. Une

telle situation n’est pas de grand intérêt dans le cas de deuxespèces, mais elle devient plus intéres-

sante lorsqu’il s’agit d’une gamme complète d’espèces. Ce cas, différent du présent travail, a été étudier

dans [76].

14 Proposition La variété mono-dimensionnelle

Σ̃ε =













































s∗ +
ε

pµ ′
1(s

∗)+ (1− p)µ ′
2(s

∗)

sin −s∗− ε
pµ ′

1(s
∗)+ (1− p)µ ′

2(s
∗)

p















p∈[0,1]































est une approximation d’ordreε de la variétéΣε .

La dynamique mono-dimensionnelle, donnée par

ṗ = ε p(1− p)
µ ′

1(s
∗)−µ ′

2(s
∗)

pµ ′
1(s

∗)+ (1− p)µ ′
2(s

∗)
(5.7)

est une approximation d’ordreε de la dynamique restreinte àΣε .
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9 Remarque L’hypothèseH1 assure que les expressions données ci-dessus sont bien définies (c.à.d.

µ ′
1(s

∗) 6= µ ′
2(s

∗)).

Preuve.Notons que la proposition 9 implique que la variétéΣε vérifie

Σε ⊂
{

(s,b, p)′ ∈ R
2
+× [0,1]

/

s+b= sin
}

.

Pourε = 0 on a

Σ0 = S (D∗) =





















s∗

sin −s∗

p







p∈[0,1]















.

On s’intéresse, ainsi, à la variété invariante mono-dimensionnelleΣε de la forme

Σε =





















h(ε , p)

sin −h(ε , p)

p







p∈[0,1]















où h est une fonction régulière telle que h(0, ·) = s∗. Ceci permet d’écrire la condition suivante

d
dt

(

s−h(ε , p)
)

= 0, ∀(s,b,h)′ ∈ Σε ,

par équivalence, en utilisant les expressions (5.6), la condition

−
(

pµ1(h(ε , p))+ (1− p)µ2(h(ε , p))
)(

sin −h(ε , p)
)

+
(

D∗ + ε
)(

sin −h(ε , p)
)

−∂h(ε , p)

∂ p
p(1− p)

(

µ1(h(ε , p))−µ2(h(ε , p)
)

= 0, ∀p∈ [0,1] .
(5.8)

Soit une approximation, de premier ordre, enε de la fonction h de la forme suivante :

h(ε , p) = s∗ + εh1(p) .

Remplaçantµi(h(ε , p)) par D∗ + εh1(p)µ ′
i (s

∗) (i = 1,2) dans (5.8) et en identifiant l’expression de

premier ordre enε , on obtient

h1(p) =
1

pµ ′
1(s

∗)+ (1− p)µ ′
2(s

∗)
.

de la même manière, en utilisant les équations (5.6), on obtient l’approximation au premier ordre de la

dynamique de p

ṗ = ε p(1− p)
(

µ ′
1(s

∗)−µ ′
2(s

∗)
)

h1(p) = ε p(1− p)
µ ′

1(s
∗)−µ ′

2(s
∗)

pµ ′
1(s

∗)+ (1− p)µ ′
2(s

∗)
.
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�

L’expression (5.7) donne une estimation simple de la durée nécessaire pour que l’espèce gagnante

atteint une proportion fixée, de la biomasse totale.

6 Corollaire Supposons queµ ′
1(s

∗) > µ ′
2(s

∗) > 0, ε > 0 et définissons le paramètre positif suivant

α =
µ ′

1(s
∗)

µ ′
2(s

∗)
−1 .

Une estimation du temps qui permet à la dynamique de conduirel’espèce 1 d’un étatp1 à un étatp2 > p1

est donnée par l’expression suivante

T(p1, p2) =
1

εα

(

log

(

p2

p1

)

+(1+ α) log

(

1− p1

1− p2

))

. (5.9)

10 Remarque L’expression (5.9) est décroissante en fonction deα .

Preuve.La séparation des variables dans (5.7) nous donne

1+ α p
p(1− p)

dp= ε α dt

autrement
dp
p

+(1+ α)
dp

1− p
= ε α dt ,

ce qui entraîne

d log(p)− (1+ α)d log(1− p) = ε α dt ,

En intégrant, on obtient
p

(1− p)1+α =
p1

(1− p1)1+α eε α t .

Le résultat en découle. �

5.6 Simulation numérique

Afin de confirmer les résultas précedents, on considère, comme taux de croissances, les deux fonc-

tions monotones suivantes :

µ1(s) =
s(1+s)

1
2

+s
, µ2(s) =

4s
1+s

,

telles que leur graphes sont sur la figure 5.3.
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D

2

s*

1

*

µ

µ
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9

FIG. 5.3 – Graphes des fonctionsµ1 et µ2.

Le deuxième point d’intersection, autre que0, est determiné numériquement et est donné par :

s∗ ≃ 1.220 , D∗ ≃ 2.198 .

Les simulations sont faites pour une concentration d’alimentation sin = 3 et une condition initiale s(0) =

1 , x1(0) = 0.1 , x2(0) = 0.9, pour différentes valeurs deε .

Lorsqueε est positif, on sait d’après la proposition 10 que l’espèce 1est la gagnante de la compétition.

La question qui se pose maintenant est, peut-on estimer la durée pour que la concentration de cette

espèce atteint une proportion fixée de la biomasse totale.

Pourε = 10−2, la figure 5.4 montre l’évolution des concentrations du substrat et de biomasse totale.

Comme on l’a montré théoriquement, ces concentrations convergent rapidement vers l’équilibre. Ceci

peut être montré aussi par la fonction de Lyapunov donnée dans la proposition 11, où son évolution en

fonction du temps est dessinée dans la figure 5.5 présentant un changement soudain de pente.

Nous décidons (arbitrairement) que le système devient proche deS (D) (qui est elle même proche

deΣε), lorsque
d
dt

V > −2.510−2. Ce critère donne numériquement les temps t≥ t1 ≃ 4.

Sur la figure 5.6, on peut comparer l’évolution lente de la proportion p calculée dans la dynamique

réduite (5.7) integrée à partir du temps t1. Ainsi, la formule (5.9) donne une estimation du temps t2 pour

atteindre la proportionp̄ = 0.4 :

t2 = t1 +T(p(t1), p̄) ≃ 50.2 ,

qui est tout à fait précis, comme on peut le vérifier sur la figure 5.6.
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FIG. 5.4 –set b en fonction du temps pourε = 10−2.
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FIG. 5.5 – La fonction de LyapunovV en fonction du temps pourε = 10−2.
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FIG. 5.6 –p en fonction du temps pourε = 10−2.

Les simulations pourε = 10−1 donnent t1 ≃ 6 et le calcul d’une estimation de t2 pour p̄ = 0.9 par la

formule (5.9) donne t2 ≃ 34.29, qui trés proche de la valeur réelle, t2 = 35 (Figure 5.9).
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FIG. 5.9 –p en fonction du temps pourε = 10−1.
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5.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons considéré deux espèces en compétition pour un seul substrat dans un

chemostat qui ont deux ”break-even concentrations” assez proches. Nous avons démontré deux résultats

principaux :

- La stabilité globale en utilisant une fonction de Lyapunov( proposition 11).

- Une estimation de temps de convergence qui représente la durée de la coexistence pratique des

deux espèces (corollaire 6).

Ce dernier résultat n’est pas en contradiction avec le principe d’exclusion compétitive, qui prévoit,

asymptotique, la disparition de l’une des deux espèces, mais il s’agit d’une information complémentaire

sur les caractéristiques de la dynamique.
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Chapitre 6

Association de la compétition et du

mutualisme en culture continue

6.1 Résumé

We consider a simple chemostat model involving two obligatemutualistic species feeding on limiting

substrate. Systems of differential equations are proposedas models of this association. A detailed qua-

litative analysis is carried out. We show the existence of a domain of coexistence, that is a set of initial

condition for which both species survive. We demonstrate, under certain supplementary assumptions,

the uniqueness of the stable equilibrium point which corresponds to the coexistence of the two species.

119
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6.2 Introduction

L’étude de la coopération entre organismes vivants devientde très grand intérêt durant les dix der-

nières années en tant q’une caractéristique naturellementexistante [11,13]. Evelyn Zientz et al . [106]

ont soulignés que les bactéries mutualistes (facultativesou obligatoires) peuvent être trouvées partout

dans l’arbre de vie (protistes, plantes et animales) et que de telles relations biologiques pourraient

avoir culminé avec l’intégration stable d’une cellule avecune autre suggéré dans la théorie endosym-

biotique [68,70]. Dans de nombreux cas, utilisant des expériences de laboratoire, il est montré que des

relations mutualistes étaient obligatoires [20, 44, 73, 79, 99] ce qui s’oppose à l’exclusion compétitive.

Alors, on pourrait voir de telles interactions comme un acteur majeur de bio-diversité. L’étude de cette

sorte d’interaction biologique est non seulement appropriée d’un point de vue fondamental, mais aussi

de point de vue ingénierie. En effet, dans beaucoup de situations pratiques, rendant la présence d’un

micro-organisme, naturellement, stable dans un écosystème tandis que la plupart des tentatives pour le

maintenir en jouant, seulement, sur les conditions environnementales, ont échoués. Récemment une nou-

velle classe de système coopératif synthétique a été proposé. Il s’agit d’une coopération obligatoirement

mutualiste appelés CosMo (cf. Shou et al. [85]). Dans ce chapitre, la levure Saccharomyces Cerevisiae

a été génétiquement modifiée pour obtenir deux souches de non-accouplement avec des capacités mé-

taboliques différentes pour qu’ils se comportent essentiellement comme deux espèces différentes. Plus

spécifiquement, elles ont été fait pour qu’elles soient mutualistes ; la première produit une protéine né-

cessaire pour la croissance de la deuxième (cette synthèse est bloquée dans le métabolisme du deuxième

espèce) et au contraire. Ensemble, ces deux souches formentun système coopératif qui imite un système

de mutualisme obligatoire de deux espèces tout en compétantsur une seule ressource pour leur crois-

sance. Ce travail vise, donc, à modéliser un système si complexe dans le chemostat et à l’étude de ses

propriétés théoriques.

Comme nous l’avons vu au Chapitre 4 divers modèles mathématiques ont été développés et analysés

par différents auteurs (voir, par exemple, [89,91,100,101]). La majorité de ces modèles de compétition,

dans le chemostat, sous l’apport de dilution constante et unsubstrat non-reproduisant, prévoient l’ex-

clusion compétitive, c’est-à-dire qu’au plus une des espèces peut survivre. Pourtant la coexistence des

espèces compétitives dans la nature est clairement visibleet dans le but d’expliquer ce phénomène, on

recourt à diverses hypothèses. Par exemple dans [41], il considère un apport non constant en nutriments

et dans [38, 62–64, 69], il considère un taux de croissance ratio-dépendant au sens de [1]. Une autre
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approche naturelle est de considèrer le cas des espèces mutualistes.

Le mutualisme est un type de relation unissant deux organismes vivants, par lequel les deux espèces

tirent mutuellement profit l’une de l’autre. La forme de mutualisme la plus connue est celle où la survie

d’une espèce dépend de façon essentielle de la présence de l’autre espèce. Ce mutualisme s’oppose

donc à l’exclusion compétitive. En effet, une espèce ne peutsubsister que si l’autre est présente. Que se

passe-t-il lorsque le mutualisme a lieu dans le contexte de la compétition pour une ressource ? C’est ce

que des modèles mathématiques peuvent tenter de clarifier.

Freedman et al. [36] ont proposé en 2001 un système d’équations différentielles pour deux préda-

teurs mutualistes qui coopèrent dans la capture d’une même ressource dont la loi de croissance est de

type logistique. Il est connu que la relation ressource-consommateur est plus complexe lorsque la dy-

namique de la ressource est de type logistique que dans le casoù c’est une fonction affine décroissante

comme dans le chemostat. En particulier, il peut y avoir des cycles limites [48]. De ce fait, le système

en dimension 3 de deux consommateurs mutualistes est difficile à décrire.

Notre objectif dans ce chapitre est de reprendre l’analyse de Freedman et al. [36] dans le cas plus

simple du chemostat où, comme il est bien connu, la présence d’une variété invariante attractive, per-

met de ramener l’étude qualitative à la dimension 2 et donc d’aborder une analyse globale. On montre,

qu’on n’a pas d’orbites périodiques et qu’en général il existe deux bassins d’attractions dont l’un cor-

respond à la disparition et l’autre à la coexistence des deuxespèces. On montre aussi, sous certaines

contraintes supplémentaires, l’unicité du point d’équilibre stable qui correspond à la persistence des

deux espèces. Enfin on illustre les résultats proposés par des simulations numériques.

6.3 Modèle mathématique et résultats

6.3.1 Modèle mathématique

Soient s(t),x1(t) et x2(t) désignant, respectivement, les concentrations du substrat et des micro-

organismes présents dans le chemostat à l’instant t. On suppose que tous les taux de mortalité des deux

espèces sont négligeables devant le taux de dilution. On note par D le taux de dilution et sin la concen-

tration d’alimentation en substrat. Notre modèle est décrit par le système d’équations différentielles
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ordinaires suivant :


































ṡ= D (sin −s)− f1(s,x2)x1 − f2(s,x1)x2,

ẋ1 =
(

f1(s,x2) −D
)

x1,

ẋ2 =
(

f2(s,x1) −D
)

x2.

(6.1)

La réponse fonctionnelle de chaque espèce fi : R
2
+ → R, i = 1,2 vérifie les hypoyhèses suivantes :

H1 - fi est de classe C1(R2
+), i = 1,2.

H2 -
∂ fi
∂x j

(s,x j ) > 0 pour i, j = 1,2, i 6= j.

H3 -
∂ fi
∂s

(s,x j ) > 0 pour i, j = 1,2, i 6= j.

H4 - fi(0,x j ) = 0, i, j = 1,2, i 6= j.

H5 - fi(s,0) = 0, i = 1,2.

L’hypothèse H1 assure l’existence locale et l’unicité de lasolution, l’hypothèse H2 traduit le mutualisme

entre les deux espèces, l’hypothèse H3 montre que les deux espèces consomme du substrat, l’hypothèse

H4 explique qu’en absence de substrat, il n’y a pas croissance et l’hypothèse H5 exprime le fait que la

survie d’une espèce dépend de façon ”essentielle” de la présence de l’autre espèce on parlera, alors,

du mutualisme obligatoire.

Rappelons deux propriétés fondamentales du modèle du chemostat [89].

15 Proposition

1. Pour toute condition initiale
(

s(0),x1(0),x2(0)
)

∈ R
3
+, la solution correspondante a des compo-

santes positives, bornées et donc définie pour toutt ≥ 0.

2. L’ensembleΩ =
{

(s,x1,x2) ∈ R
3
+ /s+x1 +x2 = sin

}

est invariant et est attracteur de toute solu-

tion de (6.1).

Preuve :

L’invariance deR
3
+ est garantie par le fait que s= 0 entraîneṡ = Dsin > 0 et que xi = 0 entraîne

ẋi = 0. Il reste à montrer que la solution est bornée.
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Pour toute solution
(

s,x1,x2

)

de (6.1), soit z= s+ x1 + x2− sin. La dérivée de z par rapport au temps

le long des solutions du système (6.1) est donnée par :

ż= −D(s+x1+x2−sin) = −D z

donc s+ x1 + x2 = sin + Ke−Dt avec K= s(0)+ x1(0)+ x2(0)− sin. Il est, donc, clair que s,x1 et x2

sont bornés car ils sont tous positifs. �

6.3.2 Restriction à 2D

Nous sommes intéressés par le comportement asymptotique des solutions de (6.1). Comme les so-

lutions de (6.1) convergent exponentiellement vers l’ensembleΩ, il suffit, donc, de se restreindre à cet

ensemble. En fait, en général, il n’en est rien comme le montrent les exemples de [96] et [97]. Toutefois,

dans notre cas, grâce aux résultats de Thieme [96] et aux propriétés asymptotiques de la restriction de

(6.1) àΩ, nous allons montrer dans ce paragraphe que les propriétés asymptotiques du système réduit

à Ω seront informatives pour le système complet.

Nous projetons donc le système réduit àΩ sur le plan(x1,x2) d’où l’étude du système suivant :















ẋ1 = x1

(

f1(s
in − (x1 +x2),x2)−D

)

= x1g1(x1,x2),

ẋ2 = x2

(

f2(s
in − (x1 +x2),x1)−D

)

= x2g2(x1,x2).

(6.2)

Le vecteur d’état(x1,x2) appartient au sous ensemble plan

S =
{

(x1,x2) ∈ R+
2 : 0≤ x1 +x2 ≤ sin} .

On rappelle que les isoclines nulles du système (6.2) sont les ensembles suivants :

C1 =
{

(x1,x2), x1 = 0
}

∪
{

(x1,x2), g1(x1,x2) = 0
}

C2 =
{

(x1,x2), x2 = 0
}

∪
{

(x1,x2), g2(x1,x2) = 0
}

16 Proposition L’ensembleΓ1 =
{

(x1,x2), g1(x1,x2) = 0
}

est le graphe d’une fonction dex2

x2 7−→ γ1(x2)
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De mêmeΓ2 =
{

(x1,x2), g2(x1,x2) = 0
}

est le graphe d’une fonction dex1

x1 7−→ γ2(x1)

Preuve :

La fonction x1 → f1
(

sin − (x1+x2),x2

)

est strictement décroissante et le théorème des fonctions impli-

cites assure queΓ1 est le graphe d’une fonction de x2 qu’on noteγ1 et de mêmeΓ2 est le graphe d’une

fonction de x1 qu’on noteγ2.

En dérivant l’expression fi

(

sin − (γi(x j)+x j),x j

)

= D, i, j = 1,2, i 6= j, on obtient :

γ ′1(x2)+1 =

∂ f1
∂x2

∂ f1
∂s

> 0 et γ ′2(x1)+1 =

∂ f2
∂x1

∂ f2
∂s

> 0.

�

17 Proposition S ne contient pas d’orbites périodiques ni de chaines cycliques.

Preuve :

Effectuons le changement de variablesξ1 = Ln(x1) et ξ2 = Ln(x2) le système (6.2) devient :











ξ̇1 = g1(e
ξ1,eξ2),

ξ̇2 = g2(e
ξ1,eξ2).

Soit G(ξ1,ξ2) =







g1(eξ1,eξ2)

g2(eξ1,eξ2)






. La divergence de G est donnée par :

div G= −
(

eξ1
∂ f1
∂s

(sin − (eξ1 +eξ2),eξ2)+eξ2
∂ f2
∂s

(sin − (eξ1 +eξ2),eξ1)
)

< 0

et le critère de Dulac permet de conclure. �

Nous nous interessons, pour commencer, aux équilibres de (6.2) donnés par F0 = (0,0) et F∗ =

(x∗1,x
∗
2) avec x∗1 > 0 et x∗2 > 0.

1 Théorème

1. L’équilibre F0 est localement asymptotiquement stable.
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2. SiF0 est le seul point d’équilibre alors il est globalement asymptotiquement stable.

Preuve :

1. Comme fi(sin,0) = 0, i = 1,2, il existe alors un voisinage V1 de (0,0) tel que
(

f1(sin − (x1 +

x2),x2)−D
)

|V1

< 0 ce qui entraîne quėx1 < 0 et un voisinage V2 de(0,0) tel que
(

f2(sin − (x1+

x2),x1)−D
)

|V2

< 0 d’où ẋ2 < 0. Ainsi∀
(

x1(0),x2(0)
)

∈V1∩V2 le couple(x1,x2) converge vers

(0,0) et la stabilité locale de F0 en découle.

On peut également déduire la stabilité locale de F0 par le calcul des valeurs propres de la matrice

Jacobienne donnée par J0 = −DI2 où I2 est la matrice identité2×2.

2. Supposons que F0 est le seul point d’équilibre, par exemple, si :

max
R+×R+

fi(s,x j) < D pour i = 1 et/ou i= 2

CommeS est positivement invariant et F0 appartient à la frontière deS alors F0 doit être un

équilibre globalement asymptotiquement stable de (6.2) par le théorème de Poincaré-Bendixson

et ces implications. �

Si max
R+×R+

fi(s,x j )≥D pour i= 1 et i= 2 alors il peut exister d’autres équilibres de la forme F∗ = (x∗1,x
∗
2)

avec x∗i > 0, i = 1,2 qu’on les appelle équilibres intérieurs. Généralement cespoints d’équilibres, s’ils

existent ne sont pas uniques et leur nombre dépend des propriétés des deux fonctions fi, i = 1,2.

Exemple :

Soit f(s,x) = ψ(x)s+ 2ψ(s)x et ε > 0 avecψ une fonction différentiable définie surR+, nulle en

zéro, strictement croissante sur[0,ε ] valant
D
sin sur [ε ,+∞[. Soient

f1(s,x2) = f (s,x2) et f2(s,x1) = f (s,x1)

alors ces deux fonctions satisfont les conditions 1, 2, 3, 4 et 5 exigées dans la définition du système

(6.1). D’autre part, on remarque qu’elles coïncident sur une partie de la première bissectrice. Comme

les conditions 2 et 3 sont strictes, on perturbe et on obtientainsi autant de points d’intersections que l’on

veut. On dira que les fonctions fi sont en "position générale" lorsque les graphesΓ1 etΓ2 se rencontrent
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et ne sont pas tangents. Soient par exemple les fonctions :

f1(s,x2) =
2
π

arctg(50x2)s+
2
π

[β1x2 + α1 sin(ω1x2)]arctg(50s)

f2(s,x1) =
2
π

arctg(50x1)s+
2
π

[β2x1 + α2 sin(ω2x1)]arctg(50s)

tels que les constantesαi ,βi et ωi sont strictement positives vérifiantαiωi < βi pour i = 1,2 et on pré-

sente dans la figure 6.1 les isoclines nulles du système pour le cas de quatre (β1 = 2.2,β2 = 2,α1 = α2 =

0.35,ω1 = ω2 = 5) et six (β1 = 2,β2 = 2.2,α1 = 0.195,α2 = 0.18,ω1 = ω2 = 10) points d’équilibres

intérieurs.

0 1 2 3
0

1

2

3

0 1 2 3
0

1

2

3

FIG. 6.1 – Cas de quatre et six points d’équilibre positifs

Soit un cas oùΓ1 et Γ2 sont en "position générale". Appelons S1,N1,S2,N2, ...,Sn,Nn les points

d’intersections rencontrés le long deΓ2 en faisant croitre x1 à partir de 0 (Figure 6.2). Le vecteur

tangent àΓ1 en l’un de ces points d’intersections est donné par

T1(x
∗
1,x

∗
2) =

(

γ ′1(x∗2)
1

)

et le vecteur tangent àΓ2 en l’un de ces points est donné par

T2(x
∗
1,x

∗
2) =

(

1

γ ′2(x∗1)

)

.

La matrice Jacobienne du système (6.2) est donnée par :

J∗ =













−x∗1
∂ f1
∂s

x∗1
∂ f1
∂x2

−x∗1
∂ f1
∂s

x∗2
∂ f2
∂x1

−x∗2
∂ f2
∂s

−x∗2
∂ f2
∂s
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de polynôme caractéristique associé donné par :

P(λ ) = λ 2− tr(J∗)λ +det(J∗).

18 Proposition det(J∗) et det(T1,T2) ont les signes opposés.

Preuve :

D’aprés la proposition 16,

det(T1,T2) = γ ′1(x2)γ ′2(x1)−1 =
(∂ f1

∂x2

∂ f2
∂x1

− ∂ f1
∂s

∂ f2
∂x1

− ∂ f1
∂x2

∂ f2
∂s

)

/
∂ f1
∂s

∂ f2
∂s

on vérifie immédiatement que det(J∗) = −x∗1x∗2
∂ f1
∂s

∂ f2
∂s

det(T1,T2). �

7 Corollaire

1. Si det(T1,T2) < 0, le point d’équilibre est un noeud stable et si det(T1,T2) > 0, le point d’équilibre

est un col.

2. Le premier point d’intersection des deux isoclines nulles est un col.

3. Les points d’équilibresSi , i = 1,n sont des cols et les points d’équilibresNi, i = 1,n sont des

noeuds stables.

Preuve :

1. Si det(T1,T2) < 0 alors det(J∗) > 0d’où le point d’équilibre est un noeud stable et si det(T1,T2)>

0 le point d’équilibre est un col.

2. Pour le premier point d’intersection S1 des deux isoclines nulles on a det(T1,T2) > 0 alors S1 est

un col.

3. Pour les points d’intersections Ni, i = 1,n det(T1,T2) < 0 alors det(J∗) > 0 d’où Ni, i = 1,n sont

des noeuds stables et pour les points d’intersections Si , i = 1,n det(T1,T2) > 0 alors det(J∗) < 0

ainsi les points Si , i = 1,n sont des cols. �

11 Remarque La nature des points d’équilibres dépend de la situation du grapheΓ1 par rapport au graphe

Γ2 lors de l’intersection. En effet, siΓ1 est entrant dans la surface limitée parΓ2 et l’axe des abscises

alors ce point est un col et siΓ1 est sortant alors ce point est un noeud stable.
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FIG. 6.2 –Γ1 et Γ2 en ”position générale”

On note par E0 = (0,0,0) et E∗ = (s∗,x∗1,x
∗
2) les points d’équilibres du système (6.1) tels que leurs

projections dans le plan(x1,x2) soient les points d’équilibres F0 et F∗ du système (6.2).

2 Théorème

1. E0 est localement asymptotiquement stable.

2. F∗ etE∗ ont le même type de stabilité.

Preuve :

Rappelons que z= s+x1+x2−sin et on vérifie aisément que le système (6.1) est équivalent au système

suivant :


































ż = −Dz,

ẋ1 = x1

(

f1(s
in +z−x1−x2),x2)−D

)

,

ẋ2 = x2

(

f2(s
in +z−x1−x2),x1)−D

)

.

La matrice Jacobienne en E0 est−DI3 où I3 est la matrice identité3× 3 et donc E0 est localement

asymptotiquement stable (c.à.d. de même nature que F0).

La matrice Jacobienne est donnée par :

A∗ =













−D 0 0

x∗1
∂ f1
∂s

−x∗1
∂ f1
∂s

x∗1
∂ f1
∂x2

−x∗1
∂ f1
∂s

x∗2
∂ f2
∂s

x∗2
∂ f2
∂x1

−x∗2
∂ f2
∂s

−x∗2
∂ f2
∂s
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qui admet comme valeur propre−D. Les deux autres valeurs propres sont celles de la matrice Jaco-

bienne J∗ associé au système réduit (6.2) ainsi la nature des points d’équilibres E∗ du système (6.1) est

la même que celle des points d’équilibres F∗ du système (6.2). �

Bassins d’attractions

19 Proposition Si l’une des deux conditions initiales est nulle alors les deux espèces disparaîssent.

Preuve : Si xi(0) = 0 alors xi = 0 et doncẋ j = −Dx j ainsi xj → 0 lorsque t→ +∞ pour i, j = 1,2 et

i 6= j d’où la disparition des deux espèces. �

2 Définition :

CommeF0 est localement asymptotiquement stable alors il existe un bassin d’attraction vers(0,0) noté

R0 et par suite l’ensembleR∗ = Ω\R0 est un bassin de persistance.

8 Corollaire Il existe deux valeurs seuilσ1 > 0 et σ2 > 0 tel que si xi ≤ σi et 0 ≤ x j ≤ sin pour

i, j = 1,2 i 6= j les deux espèces disparaîssent.

Preuve :

Le complémentaire de R0 est un fermé qui ne rencontre pas les axes du repère, d’où l’existence deσ1 > 0

et σ2 > 0 tels que les rectangles[0,σ1]× [0,sin] et [0,sin]× [0,σ2] soient dans le bassin d’attraction R0.

Unicité de l’équilibre intérieur stable

Dans la suite, nous précisons quelques contraintes supplémentaires sur les fonctions fi pour les

quelles on peut évaluer le nombre des points d’équilibres intérieurs.

Soit la droite∆k d’équation x1 +x2 = k où k est une constante strictement positive.

2 Lemme La droite∆k coupe chaque grapheΓi, i = 1,2 en au plus un point.

Preuve :Pour x1+x2 = k, les fonctions x1 → f2
(

sin− (x1+x2),x1

)

et x2 → f1
(

sin− (x1+x2),x2

)

sont

strictement croissantes et donc la droite∆k d’équation x1 +x2 = k coupe chaque grapheΓi, i = 1,2 en

un seul point. �

20 Proposition Si les graphesΓi, i = 1,2 sont strictement concaves alors le système (6.2) admet au plus

deux points d’équilibres intérieurs.
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Preuve : Soit A et B deux points d’intersections des deux isoclines nulles (Figure 6.3). CommeΓ1 est

strictement concave et que toute droite parallèle à la deuxième bissectrice doit l’intersecter en un seul

point (Lemme 2) alorsΓ1 doit passer au dessous du segment[AB] (région2AB) puis par les régions1A

et 1B et de même on montre queΓ2 doit passer au dessus du segment[AB] (région 1AB) puis par les

deux autres régions2A et2B. Ainsi on n’aura plus d’autres intersection. �

1AB

2A

1B

2AB

2B
1A

x1

Γ2

∆

∆

∆

AB

A

B

x2

A

B

Γ1

FIG. 6.3 – Unicité de l’équilibre intérieur stable

9 Corollaire Si les fonctionsfi , i = 1,2 sont strictement concaves alors le système (6.2) admet au plus

deux points d’équilibres intérieurs.

Preuve : Si les fonctions fi , i = 1,2 sont strictement concaves alors leur Hessiens Hi sont semi-definis

négatifs. Comme

γ ′′i (x j) =
< Hiv,v >

∂ fi
∂s

< 0

avec v= (γ ′i (x j)+1,−1)T alors les graphesΓi , i = 1,2sont strictement concaves et le résultat découle

de la proposition 20. �

10 Corollaire :

Si fi(s,x j ) = gi(s)hi(x j) avecgi et hi sont deux fonctions strictement concaves alors le système (6.2)

admet au plus deux points d’équilibres intérieurs.

Preuve :Un simple calcul donne

γ ′i (x j)+1=
gih

′
i

g′ihi
> 0,γ ′′i (x j) =

−2(γ ′i (x j)+1)g′ih
′
i +gih′′i +(γ ′i (x j)+1)2g′′i hi

g′ihi
< 0

alors les graphesΓi, i = 1,2 sont strictement concaves et le résultat en découle. �
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11 Corollaire Si les graphesΓi, i = 1,2 sont strictement concaves alors il existe une valeur seuilD0 telle

que :

1. SiD < D0 on a exactement deux points d’équilibres intérieurs.

2. SiD > D0 il n’y a pas de points d’équilibres intérieurs.

Preuve : Les graphesΓi, i = 1,2 sont les lignes de niveau des fonctions fi . En augmentant le taux de

dillution D, ces graphes forment deux suites strictement décroissantes et donc il existe une valeur D0

telle que si D< D0 il y a exactement deux points d’intersection et si D> D0 il n’y plus de point d’inter-

section. �

Exemple : On choisit le cas particulier où la réponse fonctionnelle est le produit de deux fonctions

Monod :

f1(s,x2) = 4
s

1+s
x2

1+x2
et f2(s,x1) = 6

s
1+s

x1

2+x1

et on présente dans la figure 6.4 les isoclines du système (6.2) qui illustre les résultats des corollaire 10

et 11.

0 1 2 3
0

1

2

3

0 1 2 3
0

1

2

3

0 1 2 3
0

1

2

3

D = 0.9 < D0 D = D0 = 1.0273 D = 1.1 > D0

FIG. 6.4 – Les isoclines dans le cas de concavité

21 Proposition Si fi(s,x j ) = g(s)hi(x j) où hi est une fonction linéaire alors l’étude qualitative peut être

ramené à la dimension 1.
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Preuve :Soit fi(s,x j) = g(s)hi(x j) avec hi(x j) = µix j . En effectuant le changement de variables suivant

y = µ1x2 − µ2x1 dans le système (6.2) on obtientẏ = −Dy d’ou y→ 0 lorsque t→ +∞ et donc la

présence d’une variété (∆ : µ1x2 − µ2x1 = 0) invariante attractive ce qui permet de ramener l’étude

qualitative à la dimension 1 d’où il suffit de résoudre le système de dimension 1 suivant :

ẋ1 =
[

µ2g
(

sin −x1(1+
µ2

µ1
)
)

x1−D
]

x1.

Pour chercher les points d’équilibres du système (6.2), il suffit de déterminer les zéros de la fonction w.

�

6.3.3 Analyse globale 3D

Dans ce paragraphe nous supposons que les isoclines sont en "position générale" donc, en particu-

lier, un nombre fini de points d’intersections.

L’ensembleΩ est attractif dansR3
+ et les travaux de Thieme-Markus [96] permettent de montrer que

le comportement asymptotique de la solution du système complet est le même que celui décrit pour le

système réduit (6.2). Soit(s,x1,x2) une solution de (6.1), bornée donc son ensembleω-limite ω est non

vide.

Fixons s(0) = s0, nous avons vu que s= sin −x1−x2 +Ke−Dt, et donc(x1,x2) est solution de :














ẋ1 = x1

(

f1(s
in − (x1+x2)+Ke−Dt,x2)−D

)

,

ẋ2 = x2

(

f2(s
in − (x1+x2)+Ke−Dt,x1)−D

)

.

(6.3)

Pour chaque valeur de s0, nous avons un système non autonome (6.3) dont le second membre converge

vers le second membre du système réduit.

L’ensembleω est contenu dansΩ qui ne contient qu’un nombre fini d’équilibres. D’autre partnous

avons vu que le système réduit n’admet pas d’orbites périodiques ni de polycycles. Donc seul le cas 1

du théorème (A.18) est possible ce qui prouve le théorème 3 suivant :

3 Théorème

1. L’ensembleω-limite d’une solution de (6.1) est l’un des équilibres de (6.1) dont la projection

dans le plan(x1,x2) est l’un des équilibres de (6.2).

2. Si le bassin de persistance est non vide pour le système réduit (6.2) alors le bassin de persis-

tance du système complet (6.1) est non vide. Toute trajectoire de condition initiale dans ce bassin

converge vers un équilibre intérieur.
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12 Remarque Ce théorème peut être démontrer en utilisant le théorème de convergence donné dans l’an-

nexe F de [89].

6.4 Simulation numérique

On illustre les résultats précédents par des exemples. Les paramètres sont choisis pour illustrer et

ne sont pas nécessairement reliés à aucune interaction biologique.

Commençons par l’exemple le plus simple où on prend f1(s,x2) = 0.05sx2 et f2(s,x1) = 0.1sx1. On

restreint le système de dimension 3 à un système de dimension1 donné par :

ẋ1 =
[

0.1(sin −3x1)x1−D
]

x1.

Remarquons que pour chercher les point d’équilibres intérieurs on résout une équation du second degré

et donc on ne peut pas dépasser deux points d’équilibres intérieurs. De ce fait, on est dans le bon choix

qui illustre les résultats du corollaire 10 et les propositions 20 et 21.

Remarquons que les points d’équilibres sont allignés appartenant à la droite attractive décrite dans

la proposition 21 et que toute solution du système est attirée rapidement vers cette droite (Figure 6.5). En

faisant croître D, on constate que la région de lessivage du chemostat croit et les deux points d’équilibres

se rapprochent. Pour une valeur précise D0 , ils fusionnent en un seul point d’équilibre dit noeud-col

(semi-stable). Augmentant encore D, il y purement et simplement disparition de tout point d’équilibre

intérieur d’où la stabilité globale de F0 (Figure 6.5).

Choisissons maintenant des réponses fonctionnelles de type Monod modifié données par :

f1(s,x2) = 4
s

1+s
x2

1+x2
et f2(s,x1) = 6

s
1+s

x1

2+x1
.

Le nombre des points d’équilibres intérieurs dépend du tauxde dilution. Au départ, le système est placé

sur des valeurs de D comprit entre0 et D0 = 1.0273. Le système 6.1 admet deux points d’équilibres :

l’un est stable (attracteur) et l’autre est instable (Figure 6.6). Faisant tendre D vers D0 sans l’atteindre,

on constate que la région de lessivage du chemostat croit et les deux points d’équilibres se rapprochent.

Pour D= D0 , ils fusionnent en un seul point d’équilibre dit noeud-col.Il y a donc eu perte du point

attracteur, le système s’est déstabilisé. Augmentant encore D, il y purement et simplement disparition

de tout point d’équilibre intérieur (Figure 6.6) c’est ce qu’on appelle bifurcation noeud-col.

Cet exemple illustre les résultats élaborés précédement etnotamment le corollaire 10.
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FIG. 6.5 – Exemple bilinéaire
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FIG. 6.6 – Exemple de type Monod

Choisissons maintenant un exemple où on peut avoir plusieurs points d’équilibres intérieurs.

f1(s,x2) =
2
π

arctg(50x2)s+
2
π

[2x2 + 0.195sin(10x j)]arctg(50s)
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et

f2(s,x1) =
2
π

arctg(50x1)s+
2
π

[2.2x1 + 0.18sin(10x j )]arctg(50s)

On remarque qu’on a toujours un bassin d’attraction vers(0,0) alors que le bassin d’attraction qui

correspond à la coexistence se décompose en d’autres bassins d’attraction, chacun d’entre eux attire

les solutions du système vers un équilibre intérieur qui luicorrespond (Figure 6.7).

En augmentant D, les équilibres intérieurs disparaîssent et E0 devient globalement asymptotiquement

stable (Figure 6.7).
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FIG. 6.7 – Exemple artificiel

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudier la persistance et l’extinction de population de deux espèces

mutualistes. Il y a beaucoup de facteurs qui pourraient contribuer à la survie de telles populations, sans

lesquelles ils peuvent disparaitre. De tels facteurs peuvent être le changement environnemental, diffu-

sion, ou la coopération, par exemple. Ici nous nous sommes concentrés sur l’aspect de coopération.

Le fait qu’il y a des exemples dans la nature de populations dedeux espèces différentes coopérantes

pour le même nutriment a de grand intérêt en soi, puisque la plupart des populations compéteraient

plutôt que coopéraient. On a proposé et étudié un modèle mathématique du comportement de deux
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espèces mutualistes qui se compétent, dans un chemostat, pour un substrat, en quantité limitante, non-

reproduisant. On a utilisé la technique de réduction d’ordre du problème basée sur la théorie introduite

par Thieme [96], afin de profiter de la théorie de Poincaré-Bendixon dans le plan, pour prouver l’exis-

tence de deux bassins d’attractions dont l’un conduit au lessivage du chemostat et l’autre mène les deux

espèces à coexister. On a pu trouver des contraintes supplémentaires sur les réponses fonctionnelles

pour avoir l’unicité du point d’équilibre intérieur stable. Pour conclure, la concentration initiale des

microorganismes a une grande importance dans la détermination de la coexistence ou de l’extinction

des espèces.
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Chapitre 7

L’inhibition réversible confirme le

principe d’exclusion compétitive

7.1 Résumé

We consider a simple chemostat model involving two species feeding on limiting substrate with rever-

sible inhibition. Systems of differential equations are proposed as models of this association. A detailed

qualitative analysis is carried out. We proved, under general and natural assumptions of monotony on

the response functions that the persistence of the two species is impossible.

139
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7.2 Introduction

Considérons le modèle mathématique de la dynamique de deux espèces en compétition dans un

chemostat pour un substrat essentiel non reproduisant :



































ṡ = −µ1(s)x1−µ2(s)x2 +D(sin −s),

ẋ1 =
(

µ1(s)−D
)

x1,

ẋ2 =
(

µ2(s)−D
)

x2.

(7.1)

s est la concentration en substrat, x1 et x2 représentent les concentrations des deux espèces. D est le

taux de dilution et sin est la concentration d’alimentation en substrat, supposésconstants et positifs.

On suppose que les taux de croissanceµ1 et µ2 sont deux fonctions positives, de classe C1 telles que

µ1(0) = µ2(0) = 0.

On a vu au chapitre 4 que, généralement, ce modèle prévoit, sous l’apport d’un taux de dilution D

constant et une concentration d’alimentation sin constante, l’exclusion compétitive, c’est-à-dire qu’au

plus une des deux espèces peut survivre (voir, par exemple, le monographe de Smith et Waltman [89]).

Le principe qui a été bien connu par Hardin [43] et qui a été largement, mathématiquement, étudié dans

la littérature (voir, par exemple, [2,18,92]).

Une autre approche qui peut confirmer le principe d’exclusion compétitive dans une situation particu-

lière où on considère deux espèces qui s’inhibe l’un de l’autre et dont l’idée, mathématiquement, est de

remplacerµi(s) par fi(s,x j) tels que
∂ fi
∂s

(s,x j ) > 0 et
∂ fi
∂x j

(s,x j) < 0 pour i, j = 1,2, i 6= j.

7.3 Modèle mathématique et résultats

7.3.1 Modèle mathématique

Soient s,x1 et x2 désignant, respectivement, les concentrations du substrat et des micro-organismes

présents dans le chemostat à l’instant t. On suppose que tousles taux de mortalité des deux espèces

sont négligeables devant le taux de dilution. On note par D letaux de dilution et sin la concentration

d’alimentation en substrat. Notre modèle est décrit par le système d’équations différentielles ordinaires
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suivant :






























ṡ= D (sin −s)− f1(s,x2)x1 − f2(s,x1)x2,

ẋ1 = ( f1(s,x2) −D) x1,

ẋ2 = ( f2(s,x1) −D) x2.

(7.2)

La réponse fonctionnelle de chaque espèce fi : R
2
+ → R, i = 1,2 vérifie les hypoyhèses suivantes :

H1 - fi est de classe C1(R2
+), i = 1,2.

H2 -
∂ fi
∂x j

(s,x j ) < 0 pour i, j = 1,2, i 6= j.

H3 -
∂ fi
∂s

(s,x j ) > 0 pour i, j = 1,2, i 6= j.

H4 - fi(0,x j ) = 0, i, j = 1,2, i 6= j.

L’hypothèse H1 assure l’existence et l’unicité de la solution, l’hypothèse H2 traduit l’inhibition réver-

sible entre les deux espèces, l’hypothèse H3 montre que les deux espèces consomment du substrat et

l’hypothèse H4 explique qu’en absence de substrat, il n’y a pas croissance.

Nous ne réclamons pas que le système (7.2) sous les hypothèses H1-H4 modélise un système biologique

réel. Il devrait, en principe, introduire deux autres compartiments p1 et p2 représentant les concen-

trations de deux produits intermédiaires, respectivement, par l’espèce 1 et l’espèce 2 et qui sont des

inhibiteurs de la croissance des espèces 2 et 1, respectivement. Le modèle devient ainsi à cinq com-

partiment et donc plus difficile à étudier. Le modèle proposé(7.2) n’est qu’une première étape pour

comprendre le comportement qualitatif de deux espèces en inhibition réversible.

Rappelons deux propriétés fondamentales du modèle du chemostat [89] et qu’on a vu au chapitre 6.

22 Proposition :

1. Pour toute condition initiale
(

s(0),x1(0),x2(0)
)

∈ R
3
+, la solution correspondante a des compo-

santes positives, bornées et donc définie pour toutt ≥ 0.
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2. L’ensembleΩ =
{

(s,x1,x2) ∈ R
3
+ /s+x1 +x2 = sin

}

est invariant et est attracteur de toute solu-

tion de (7.2).

Preuve :Voir Chapitre 6, Proposition 15. �

7.3.2 Restriction à 2D

On procède de la même manière qu’au chapitre 6 et nous projetons, donc, le système réduit àΩ sur

le plan(x1,x2) d’où l’étude du système suivant :











ẋ1 = x1( f1(s
in − (x1 +x2),x2)−D) ,

ẋ2 = x2( f2(s
in − (x1 +x2),x1)−D) ,

(7.3)

où le vecteur d’état(x1,x2) appartient au sous ensemble du plan défini par :

S =
{

(x1,x2) ∈ R+
2 : x1 +x2 ≤ sin} .

Analyse locale

Nous nous intéressons, pour commencer, aux équilibres de (7.3). Le système (7.3) admet F0 =

(0,0),F1 = (x̄1,0),F2 = (0, x̄2) et F∗ = (x∗1,x
∗
2) comme points d’équilibre.

Soient D1 = f1(sin,0), D2 = f2(sin,0), D3 = f2(sin− x̄1, x̄1) et D4 = f1(sin− x̄2, x̄2). Notons que D3 < D2

et D4 < D1.

L’existence, l’unicité et la nature des points d’équilibresont donnés dans les lemmes suivants.

3 Lemme Le point d’équilibre trivialF0 existe toujours.F0 est un noeud instable siD < min(D1,D2). Il

est un col simin(D1,D2) < D < max(D1,D2). Il est un noeud stable siD > max(D1,D2).

Preuve :La matrice Jacobienne J0 du système (7.3) en F0 est donnée par :

J0 =







f1(s
in,0)−D 0

0 f2(s
in,0)−D






.

Les valeurs propres sont D1−D et D2−D. Ainsi, si D< min(D1,D2) alors F0 est un noeud instable, si

min(D1,D2) < D < max(D1,D2) alors F0 est un col et si D> max(D1,D2) alors F0 est un noeud stable.

�
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4 Lemme L’équilibre F1 existe si et seulement siD < D1. S’il existe alors il est le seul point d’équilibre

l’axe desx1 positifs et il est un col siD < D3 et il est un noeud stable siD > D3.

Preuve :Un équilibre F1 existe si et seulement six̄1 ∈]0,sin[ est solution de

f1(s
in −x1,0) = D. (7.4)

Soitψ1(x1) = f1(sin −x1,0)−D. On vérifie, facilement, que

ψ ′
1(x1) < 0, ψ1(0) = D1−D, ψ1(s

in) = −D < 0.

L’équation (7.4) admet une solution positive si et seulement si D < D1. Si cette condition est satisfaite

alors (7.4) admet une solution unique.

La matrice Jacobienne J1 du système (7.3) en F1 est donnée par :

J1 =









−x̄1
∂ f1
∂s

(sin − x̄1,0) x̄1
∂ f1
∂x2

(sin − x̄1,0)− x̄1
∂ f1
∂s

(sin − x̄1,0)

0 f2(s
in − x̄1, x̄1)−D









.

Les valeurs propres sont−x̄1
∂ f1
∂s

(sin − x̄1,0) < 0 et D3 −D. Ainsi, si D> D3 alors F1 est un noeud

stable et si D< D3 alors F1 est un col. �

5 Lemme L’équilibre F2 existe si et seulement siD < D2. S’il existe alors il est le seul point d’équilibre

l’axe desx2 positifs et il est un col siD < D4 et il est un noeud stable siD > D4.

Preuve :Un équilibre F2 existe si et seulement six̄2 ∈]0,sin[ est solution de

f2(s
in −x2,0) = D. (7.5)

Soitψ2(x2) = f2(sin −x2,0)−D. On vérifie, facilement, que

ψ ′
2(x2) < 0, ψ2(0) = D2−D, ψ2(s

in) = −D < 0.

L’équation (7.5) admet une solution positive si et seulement si D < D2. Si cette condition est vérifiée

alors (7.5) admet une solution unique.

La matrice Jacobienne J2 du système (7.3) en F2 est donnée par :

J2 =









f1(s
in − x̄2, x̄2)−D 0

x̄2
∂ f2
∂x1

(sin − x̄2,0)− x̄2
∂ f2
∂s

(sin − x̄2,0) −x̄2
∂ f2
∂s

(sin − x̄2,0)
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Les valeurs propres sont D4−D et −x̄2
∂ f2
∂s

(sin − x̄2,0) < 0. Ainsi, si D> D4 alors F2 est un noeud

stable et si D< D4 alors F2 est un col. �

6 Lemme La situationD < min(D3,D4) est impossible.

Preuve :Supposons que0 < D < min(D3,D4). D’après le lemme 4 et le lemme 5, F1 et F2 existent.

– Six̄1 ≥ x̄2, on a D= f2(sin − x̄2,0) ≥ f2(sin − x̄1,0) > f2(sin − x̄1, x̄1) > D ce qui est impossible.

– Six̄1 ≤ x̄2, on a D= f1(sin − x̄1,0) ≥ f1(sin − x̄2,0) > f1(sin − x̄2, x̄2) > D ce qui est impossible.

On en déduit qu’on ne peut pas avoir D< min(D3,D4) d’où D≥ min(D3,D4). �

7 Lemme Si l’équilibre F∗ existe alors il est un col.

Preuve :Supposons que l’équilibre F∗ existe et soit(x∗1,x
∗
2) ses cordonnés qui sont solutions de

f1(s
in −x∗1−x∗2,x

∗
2) = f2(s

in −x∗1−x∗2,x
∗
1) = D .

La matrice Jacobienne J∗ du système (7.3) en F∗ est donnée par :

J∗ =













−x∗1
∂ f1
∂s

x∗1
∂ f1
∂x2

−x∗1
∂ f1
∂s

x∗2
∂ f2
∂x1

−x∗2
∂ f2
∂s

−x∗2
∂ f2
∂s













où les fonctions d’indices i sont évaluées en(sin −x∗1−x∗2,x
∗
j ) avec i, j = 1,2; i 6= j.

On vérifie, facilement, que

tr (J∗) = −x∗1
∂ f1
∂s

−x∗2
∂ f2
∂s

< 0,

et que

det(J∗) = x∗1x∗2

(

∂ f1
∂x2

∂ f2
∂s

+
∂ f1
∂s

∂ f2
∂x1

− ∂ f1
∂x2

∂ f2
∂x1

)

< 0,

ainsi F∗ est, toujours, un col. �

8 Lemme L’équilibre F∗ existe si et seulement simax(D3,D4) < D < min(D1,D2).

Preuve :Commencons par montrer que si F∗ existe alors il satisfait x∗2 < x̄2 et x∗1 < x̄1.

Utilisant les fonctionsψ1 et ψ2 on obtient :

ψ1(x
∗
1) = f1(s

in −x∗1,0)−D > f1(s
in −x∗1−x∗2,x

∗
2)−D = 0 = ψ1(x̄1)
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alors ψ1(x∗1) > ψ1(x̄1) d’où, puisqueψ1(.) est décroissante, x∗1 < x̄1. De la même manière, on a :

ψ2(x
∗
2) = f2(s

in −x∗2,0)−D > f2(s
in −x∗1−x∗2,x

∗
1)−D = 0 = ψ2(x̄2)

alorsψ2(x∗2) > ψ2(x̄2) d’où, puisqueψ2(.) est décroissante, x∗2 < x̄2. Ainsi l’existence de F∗ assure celui

de F1 et F2.

Utilisant le fait que les fonctions x2 → f1(sin −x1−x2,x2) et x2 → f2(sin −x1−x2,x1) sont strictement

décroissantes, on en déduit immédiatement que les isoclines nulles de (7.3) sont les graphes des deux

fonctions x2 = ϕ1(x1) et x2 = ϕ2(x1), respectivement.

Ainsi x∗1 est solution deψ3(x∗1) = 0 où ψ3(x1) = ϕ2(x1) − ϕ1(x1) .

Les dérivées des fonctionsϕ1 et ϕ2 sont données par :

ϕ ′
2(x1) = −1+

∂ f2
∂x1
∂ f2
∂s

< −1 < ϕ ′
1(x1) = −1+

∂ f1
∂x2

∂ f1
∂x2

− ∂ f1
∂s

< 0 .

On en déduit queψ ′
3(x1) = ϕ ′

2(x1) − ϕ ′
1(x1) < 0. Or on voit bien que f1(s

in− x̄1−ϕ1(x̄1),ϕ1(x̄1)) =

D = f1(s
in − x̄1,0) ce qui entraine queϕ1(x̄1) = 0, de même on a f2(s

in−ϕ2(0),0) = D = f2(s
in − x̄2,0)

ce qui entraine queϕ2(0) = x̄2. On obtient, doncψ3(0) = ϕ2(0) − ϕ1(0) = x̄2 − ϕ1(0) et ψ3(x̄1) =

ϕ2(x̄1) ainsi x∗1 existe et unique si et seulement six̄2 > ϕ1(0) et ϕ2(x̄1) < 0 . Or ceci n’est vérifié

que si D= f1(s
in − ϕ1(0),ϕ1(0)) > f1(s

in − x̄2, x̄2) = D4 et D = f2(s
in − x̄1 −ϕ2(x̄1), x̄1) > f2(s

in −
x̄1, x̄1) = D3 d’où x∗1 existe et unique si et seulement simax(D3,D4) < D < min(D1,D2). L’existence et

l’unicité de x∗2 = ϕ1(x∗1) = ϕ2(x∗1) se déduit facilement vu que les fonctionsϕ1(·) etϕ2(·) sont strictement

décroissantes. �

13 Remarque La démonstration peut être faite, dés quemax(D3,D4) < D < min(D1,D2), en utilisant le

théorème d’indice de Poincaré-Hopf. Supposons que ce champde vecteurs admetn points singuliers

F∗
i , i = 1,n. Soit f la fonction définie par :

x2 = f (x1) =























x̄2

x̄1
x1 if x1 ∈ (0, x̄1),

x̄2−sin

x̄1−sin x1 +
x̄1− x̄2

x̄1−sin sin if x1 ∈ (x̄1,s
in).

On identifie les cotésA1 = {(x1,x2) ∈ S ,x2 = 0} et A2 = {(x1,x2) ∈ S ,x1 = 0} par l’application f

où on obtient un côneM (voir Fig. 7.1) . Notons quef envoieF1 surF2.
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Le champ de vecteur admet, ainsi,n cols (pi = F∗
i , i = 1,n), une source (pn+1 = F0) et un puit (pn+2 = F̄,

le résultat de l’identification deF1 etF2). La caractéristique d’Euler-Poincaré de la variétéM est égale à

1. En utilisant le théorème d’indice de Poincaré-Hopf :

Σi indexG(pi) = χ(M),

on obtient−n+1+1= 1 ainsi,n = 1 d’où l’existence et l’unicité de l’équilibre positifF∗.

������

B
B
BBN

B
BBM
�
���

�
�
�

6

F̄ • F∗•

F0

M

???????

FIG. 7.1 – Le côneM

Le nombre et la nature des équilibres du système (7.3) sont résumés dans le théorème suivant :

4 Théorème

1. Simin(D3,D4) < D < max(D3,D4)

– Si D3 < D4 et D3 < D < min(D2,D4) alors (7.3) admet exactement trois points d’équilibre

F0,F1 etF2. F0 est un noeud instable,F1 est un noeud stable etF2 est un col.

– Si D3 < D4 et D2 < D < D4 alors (7.3) admet exactement deux points d’équilibreF0 et F1. F0

est un noeud instable etF1 est un noeud stable.

– Si D4 < D3 et D4 < D < min(D3,D1) alors (7.3) admet exactement trois points d’équilibre

F0,F1 etF2. F0 est un noeud instable,F1 est un col etF2 est un noeud stable.

– Si D4 < D3 et D1 < D < D3 alors (7.3) admet exactement deux points d’équilibreF0 et F2. F0

est un noeud instable etF2 est un noeud stable.

2. Simax(D3,D4)< D < min(D1,D2) alors (7.3) admet exactement quatre points d’équilibreF0,F1,F2

et F∗. F0 est un noeud instable,F1 et F2 sont deux noeud stables etF∗ est un col.

3. Simin(D1,D2) < D < max(D1,D2).

– Si D1 < D2 alors (7.3) admet exactement deux points d’équilibreF0 et F2. F0 est un col etF2

est un noeud stable.
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– Si D2 < D1 alors (7.3) admet exactement deux points d’équilibreF0 et F1. F0 est un col etF1

est un noeud stable.

4. Simax(D1,D2) < D alors (7.3) admet exactement un point d’équilibreF0 qui est un noeud stable.

Analyse globale 2D

5 Théorème S ne contient pas d’orbites périodiques ni de chaines cycliques.

Preuve.Voir Chapitre 6, Porposition 17. �

6 Théorème Pour toute initialisation à l’interieur deS

1. Simin(D3,D4) < D < max(D3,D4) alors

– si D3 < D4 alors la solution converge asymptotiquement versF1,

– si D4 < D3 alors la solution converge asymptotiquement versF2.

2. Si max(D3,D4) < D < min(D1,D2) alors la variété stable deF∗ subdiviseS en deux sous-

domainesR1 etR2 tels que pour toute initialisation dansR1 (respectivement, dansR2), la solu-

tion converge asymptotiquement versF1 (respectivement,F2).

3. Simin(D1,D2) < D < max(D1,D2) alors

– si D1 < D2 alors la solution de converge asymptotiquement versF2,

– si D2 < D1 alors la solution de converge asymptotiquement versF1.

4. Simax(D1,D2) < D alors la solution converge asymptotiquement versF0.

Preuve : Le système (7.3) n’admet pas d’orbites périodiques dansS . La nature des points d’équilibre

au fronctière deS exclu la possibilité de chaine cyclique sur∂S . Ainsi, en utilisant le théorème de

Poincaré-Bendixon le résultat en découle. �

7.3.3 Analyse globale 3D

Le portrait de phase du système réduit (7.3) contient uniquement des noeuds stables, noeuds in-

stables et des cols et ne contient pas d’orbites périodiques. Ainsi en applicant le théorème de conver-

gence donné dans [89, Theorem F.1] on en conclu que le comportement asymptotique des solutions du

système complet (7.2) est le même que celui décrit par les solutions du système réduit (7.3).
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Soient E0 = (sin,0,0),E1 = (sin− x̄1, x̄1,0),E2 = (sin− x̄2,0, x̄2) et E∗ = (s∗,x∗1,x
∗
2) les points d’équi-

libres du système (7.2) tels que leur projection dans le plan(x1,x2) sont les points d’équilibres F0,F1,F2

et F∗ du système (7.3).

7 Théorème Pour toute initialisation à l’interieur deΩ

1. Simin(D3,D4) < D < max(D3,D4) alors on a deux situations

– soitD3 < D4 et la solution converge asymptotiquement versE1,

– soitD4 < D3 et la solution converge asymptotiquement versE2.

2. Si max(D3,D4) < D < min(D1,D2) alors la variété stable deE∗ subdiviseΩ en deux sous-

domainesR1 etR2 tels que pour toute initialisation dansR1 (respectivement, dansR2), la solu-

tion converge asymptotiquement versE1 (respectivement,E2).

3. Simin(D1,D2) < D < max(D1,D2) alors on a deux situations

– soitD1 < D2 et la solution de converge asymptotiquement versE2,

– soitD2 < D1 et la solution de converge asymptotiquement versE1.

4. Simax(D1,D2) < D alors la solution converge asymptotiquement versE0.

Preuve : On s’interesse qu’au premier cas, le reste des cas se démontre de la même façon. Soit w=

sin −s−x1−x2, on vérifie immédiatement que le système (7.2) est équivalent au système :































ẇ = −Dw,

ẋ1 = x1( f1(s
in −w−x1−x2,x2)−D),

ẋ2 = x2( f2(s
in −w−x1−x2,x1)−D).

(7.6)

Pour analyser les propriétés de stabilité du système, on utilise le théorème de convergence donné

dans [89, Appendix F]. Soit l’équation en w de (7.6) jouant lerôle du sous-système en z de (F.1) dans

[89] et le sous-système en(x1,x2) de (7.6) jouant le rôle du sous-système en y de (F.1) dans [89].

L’ensemble qui correspond à D dans [89, Appendix F] est la variété, positivement, invariante

D̄ =
{

(x1,x2,w) ∈ R
3
∣

∣

∣ x1 ≥ 0,x2 ≥ 0, w+x1+x2 ≤ sin
}

.

Ainsi, l’ensemble qui correspond àΩ dans [89, Appendix F] estS qui est positivement invariant.

Nous devons vérifier les hypothèses de [89, Théorème F.1]. Commencons par l’hypothèse H1 qui est
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satisfaite car on a une seule valeur propre−D < 0. D’après le Théorème 4, le système (7.3) admet

un nombre fini d’équilibre dansS , qui sont tous hyperboliques ainsi l’hypothèse H2 est satisfaite. F0

est un noeud instable, n’a pas de variété stable , F1 et F2 sont deux noeuds stables, et qui ont deux

variétés stables de dimension 2, respectivement. F∗ est col, sa variété stable est de dimension 1. On en

déduit que l’hypothèse H3 est satisfaite. Finalement d’après le Théorème 5,S ne contient pas d’orbites

périodiques et d’après le Théorème 6, toute solution de (7.3) converge vers un équilibre on en déduit

que les hypothèses H4 et H5 sont satisfaites. On en conclu quele Théorème [89, Théorème F.1] est

applicable et le résultat en découle.

14 Remarque Le théorème peut être démontré en utilisant les résultats deThieme [96] de la même manière

qu’au Paragraphe 6.3.3 (pour d’autres applications, voir [23,27,28]).

7.4 Simulation numérique

On illustre les résultats précédents par un exemple qui utilise les fonctions classiques de Monod

pour exprimer les taux de croissance tout en tenant compte del’inhibition réversible entre espèce.

Les paramètres sont choisis pour illustrer et ne sont pas nécessairement reliés à aucune interaction

biologique réelle.














































ṡ= − 4 s x1

(1+s)(1+x2)
− 4 s x2

(1+s)(1.5+x1)
+D (3−s) ,

ẋ1 = (
4 s

(1+s)(1+x2)
−D) x1,

ẋ2 = (
4 s

(1+s)(1.5+x1)
−D) x2.

On voit bien que les réponses fonctionnelles choisies vérifient les hypothèses H1-H4 avec D2 = 2 <

D1 = 3.

7.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié l’impossibilité de persistance de population de deux espèces en

présence d’inhibition réversible. Il y a beaucoup de facteurs qui pourraient contribuer à cette exclusion

de l’une et/ou l’autre des deux espèces, résultat confirmé par le principe d’exclusion compétitive dans le

cas d’un modèle de chemostat classique. Nous modélisons le comportement de deux espèces en présence
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FIG. 7.2 – Comportement dex1−x2

d’inhibition réversible, dans un chemostat, pour un substrat en quantité limitante non-reproduisant. On

a utilisé la technique de réduction d’ordre du problème basée sur la théorie des systèmes asymptoti-

quement autonomes, afin de profiter de la théorie de Poincaré-Bendixon dans le plan, pour prouver

qu’au plus une des deux espèces est capable de survivre asymptotiquement. Sous certaines conditions

sur le taux de dilution, la concentration initiale des microorganismes a une grande importance dans la

détermination de l’espèce qui gagnera la compétition.
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Chapitre 8

Association syntrophique de deux

populations bactériennes en culture

continue

8.1 Résumé

A mathematical model involving a syntrophic relationship between two populations of bacteria in

a continuous culture is proposed. A detailed qualitative analysis is carried out. The local and global

stability analysis of the equilibria are performed. We demonstrate, under general assumptions of mono-

tonicity, relevant from an applied point of view, the asymptotic stability of the positive equilibrium point

which corresponds to the coexistence of the two bacteria. The syntrophic relationship in the anaerobic

digestion process can be used as a real candidate for this model.

153
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8.2 Introduction

Dans ce travail, nous proposons et analysons un modèle mathématique pour une association syn-

throphique de deux populations bactériennes en culture continue. Nous supposons qu’un substrat S1 est

dégradé par une première espèce X1, formant ainsi un produit intermédiaire S2. Ce même produit est

requis par une seconde espèce X2. L’espèce X1 est inhibée par le produit intermédiaire S2 qu’il pro-

duit lui même alors que l’espèce X2 est inhibée par le substrat S1. Nous parlons ainsi d’une relation

synthrophique. Un système de quatre équations différentielles modélisant cette association est proposé.

Une analyse qualitative détaillée est effectuée. Les équilibres positifs sont déterminés, leurs proprié-

tés de stabilité locale et globale sont établies pour le modèle réduit à 2D. Les résultats de la stabilité

globale asymptotique sont démontrés en utilisant le critère de Dulac qui élimine la possibilité d’exis-

tence d’orbites périodiques pour le système réduit, le théorème de Poincaré-Bendixon et le lemme de

Butler et Mc Gehee. On montre en particulier que pour toute condition initiale positive, et sous des

hypothèses générales et naturelles sur les concentrationsd’alimentation et le taux de dilution, la co-

existence asymptotique des deux bactéries. Les propriétésde stabilité globale du système complet sont

reconstruits en utilisant les résultats de Thieme [96]. Dessimulations numériques sont présentées.

8.3 Modèle mathématique et résultats

8.3.1 Modèle mathématique

Soient S1, X1, S2 et X2 désignant, respectivement, les concentrations de substrat, la première es-

pèce, le produit intermédiaire, et la deuxième espèce présents dans le réacteur à l’instant t. Le modèle

mathématique est proposé comme suit :



















































Ṡ1 = D(Sin
1 −S1)−k3µ1(S1,S2)X1,

Ẋ1 = µ1(S1,S2)X1−DX1,

Ṡ2 = D(Sin
2 −S2)−k2µ2(S1,S2)X2 +k1µ1(S1,S2)X1,

Ẋ2 = µ2(S1,S2)X2−DX2.

(8.1)

Sin
1 > 0 est la concentration d’alimentation en substrat, Sin

2 > 0 est la concentration d’alimentation

en produit intermédiaire et D> 0 est le taux de dilution. La réponse fonctionnelle de chaque espèce
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µ1,µ2 : R
2
+ → R+ satisfait :

A1.µ1,µ2 : R
2
+ → R+, de classeC 1

A2.µ1(0,S2) = 0, µ2(S1,0) = 0, ∀ (S1,S2) ∈ R
2
+

A3.
∂ µ1

∂S1
(S1,S2) > 0,

∂ µ1

∂S2
(S1,S2) < 0, ∀ (S1,S2) ∈ R

2
+

A4.
∂ µ2

∂S1
(S1,S2) < 0,

∂ µ2

∂S2
(S1,S2) > 0, ∀ (S1,S2) ∈ R

2
+

L’Hypothèse A2 exprime le fait que l’espèce X1 ne peut pas croitre en absence de substrat S1 et

que le produit intermédiaire S2 est essentiel pour la croissance de l’espèce X2. L’Hypothèse A3 montre

que le taux de croissance de l’espèce X1 croit avec le substrat S1 et qu’elle est inhibée par le produit

intermédiaire S2. L’Hypothèse A4 montre que le taux de croissance de l’espèceX2 croit avec le produit

intermédiaire S2 produit par l’espèce X1 alors qu’elle est inhibée par le substrat S1. On parle ainsi

d’une relation syntrophique entre les deux espèces.

Nous simplifions le système (8.1) en utilisant le changementdes variables et les notations suivants :

s1 =
k1

k3
S1, x1 = k1X1, s2 = S2, x2 = k2X2, sin

1 =
k1

k3
Sin

1 et sin2 = Sin
2 . Le système devient alors



















































ṡ1 = D(sin
1 −s1)− f1(s1,s2)x1,

ẋ1 = f1(s1,s2)x1−Dx1,

ṡ2 = D(sin
2 −s2)− f2(s1,s2)x2 + f1(s1,s2)x1,

ẋ2 = f2(s1,s2)x2−Dx2,

(8.2)

où les fonctions f1, f2 : R
2
+ → R+ sont définies par f1(s1,s2) = µ1(

k3

k1
s1,s2) et f2(s1,s2) = µ2(

k3

k1
s1,s2)

vérifiant ainsi les hypothèses suivantes :

H1. f1, f2 : R
2
+ → R+, de classeC 1

H2. f1(0,s2) = 0, f2(s1,0) = 0, ∀ (s1,s2) ∈ R
2
+

H3.
∂ f1
∂s1

(s1,s2) > 0,
∂ f1
∂s2

(s1,s2) < 0, ∀ (s1,s2) ∈ R
2
+

H4.
∂ f2
∂s1

(s1,s2) < 0,
∂ f2
∂s2

(s1,s2) > 0, ∀ (s1,s2) ∈ R
2
+

Il est naturel de voir queR4
+ est positivement invariant par les trajectoires du système(8.2).
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23 Proposition Pour toute condition initiale dansR4
+, la solution du système (8.2) admet des composantes

positives bornées et par suite définie pour toutt positif. L’ensemble

Ω =
{

(s1,x1,s2,x2) ∈ R
4
+ : s1 +x1 = sin

1 , s2 +x2 = x1 +sin
2

}

est positivement invariant et est attracteur de toutes les trajectoires du système (8.2).

Preuve :L’invariance deR
4
+ est garantie par le fait que :

i. s1 = 0⇒ ṡ1 = D sin
1 > 0,

ii. s2 = 0⇒ ṡ2 = D sin
2 + f1(s1,0) x1 > 0,

iii. x i = 0⇒ ẋi = 0 pour i = 1,2.

Montrons, maintenant, que la solution est bornée. Soit z1 = s1 + x1, ainsi ż1 = −D(z1− sin
1 ) où on en

déduit que :

s1(t)+x1(t) = sin
1 +(s1(0)+x1(0)−sin

1 )e−Dt . (8.3)

Ainsi s1(t) et x1(t) sont positives et bornées. Soit z2 = s2 +x2−x1, ainsi ż2 = −D(z2−sin
2 ) de la quelle

on en déduit que :

s2(t)+x2(t)−x1(t) = sin
2 +(s2(0)+x2(0)−x1(0)−sin

2 )e−Dt . (8.4)

Ainsi s2(t) et x2(t) sont positives et bornées. Ainsi la solution est définie pourtout t positif. De (8.4) et

(8.3) on déduit que l’ensembleΩ est invariant et est attracteur de tout les solutions du système (8.2).�

8.3.2 Restriction à 2D

Le fait queΩ est invariant et est attracteur de tout les solutions de (8.2), nous pensons que le passage

au modèle réduit à2D va simplifier beaucoup l’étude (même principe que le chapitre 6). Pour cela, soit

(s1(t),x1(t),s2(t),x2(t)) une solution du système (8.2). Nous en déduisons, facilement, de (8.4) et (8.3)

que

s1(t) = sin
1 −x1(t)+K1e

−Dt

et

s2(t) = sin
2 +x1(t)−x2(t)+K2e−Dt
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où K1 = s1(0)+x1(0)−sin
1 et K2 = s2(0)+x2(0)−x1(0)−sin

2 .

Ainsi (x1(t),x2(t)) est solution du système non-autonome suivant :











ẋ1 =
[

f1
(

sin
1 −x1 +K1e

−Dt ,sin
2 +x1−x2+K2e

−Dt)−D
]

x1 ,

ẋ2 =
[

f2
(

sin
1 −x1 +K1e

−Dt ,sin
2 +x1−x2+K2e

−Dt)−D
]

x2 .

(8.5)

Ce système non-autonome converge vers le système autonome suivant :










ẋ1 =
[

f1
(

sin
1 −x1,s

in
2 +x1−x2

)

−D
]

x1 = [g1 (x1,x2)−D]x1 ,

ẋ2 =
[

f2
(

sin
1 −x1,s

in
2 +x1−x2

)

−D
]

x2 = [g2 (x1,x2)−D]x2 ,

(8.6)

qui est tout simplement la restriction du système (8.2) sur son ensemble invariantΩ. Ainsi, pour (8.6)

le vecteur d’état(x1,x2) appartient au sous ensemble plane

S =
{

(x1,x2) ∈ R+
2 : 0 < x1 ≤ sin

1 ,0 < x2 ≤ x1 +sin
2

}

.

-

6

x1

x2

sin
2

sin
1

sin
1 +sin

2

FIG. 8.1 – L’ensembleS

Analyse locale

Le point F0 = (0,0) est un équilibre trivial de (8.6). En plus ce système peut avoir trois autre types

d’équilibres :.

– L’équilibre frontière F1 = (x̄1,0), où x1 = x̄1 est solution, s’il existe, de l’équation

g1(x1,0) = D, (8.7)
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– L’équilibre frontière F2 = (0, x̄2), où x2 = x̄2 est solution, s’il existe, de l’équation

g2(0,x2) = D, (8.8)

– L’équilibre positive F∗ = (x∗1,x
∗
2), où x1 = x∗1, x2 = x∗2 est solution, s’il existe, du système d’équa-

tions
{

g1(x1,x2) = D

g2(x1,x2) = D.
(8.9)

Nous utilisons les notations suivantes

D1 = f1(s
in
1 ,sin

2 ), D2 = f2(s
in
1 ,sin

2 ).

L’application x1 7→ g1(x1,0) est décroissante, et l’application x1 7→ g2(x1,0) est croissante. Si D2 < D1,

il existe un unique réelξ1 satisfaisant g1(ξ1,0) = g2(ξ1,0), ainsi

D2 = g2(0,0) < g1(0,0) = D1, et g1(s
in
1 ,0) = 0 < g2(s

in
1 ,0).

Notons par D3 ∈]D2,D1[, l’unique réel tel que :

g1(ξ1,0) = g2(ξ1,0) = D3.

L’application x2 7→ g1(0,x2) est croissante, et l’application x2 7→ g2(0,x2) est décroissante. Ainsi, si

D1 < D2, il existe un unique réelξ2 satisfaisant g1(0,ξ2) = g2(0,ξ2), d’où

D1 = g1(0,0) < g2(0,0) = D2, et g2(0,sin
2 ) = 0 < g1(0,sin

2 ).

Notons par D4 ∈]D1,D2[, l’unique réel tel que :

g1(0,ξ2) = g2(0,ξ2) = D4.

9 Lemme L’équilibre trivial F0 existe toujours. Simax{D1,D2} < D alors F0 est un noeud stable, si

min{D1,D2} < D < max{D1,D2} alors F0 est un col et siD < min{D1,D2} alors F0 est un noeud

instable.

Preuve.La matrice Jacobienne, J, en un point(x1,x2) est donnée par :

J =













−∂ f1
∂s1

x1 +
∂ f1
∂s2

x1 + f1−D −∂ f1
∂s2

x1

−∂ f2
∂s1

x2 +
∂ f2
∂s2

x2 −∂ f2
∂s2

x2 + f2−D













.
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La matrice Jacobienne en F0 est donnée par :

J0 =







f1(s
in
1 ,sin

2 )−D 0

0 f2(s
in
1 ,sin

2 )−D






=







D1−D 0

0 D4−D







Les valeurs propres sont D1−D et D2−D et le résultat en découle. �

Les conditions d’existence des équilibres frontières F1 et F2, et leurs natures, sont données dans les

lemmes suivants.

10 Lemme L’équilibre F1 = (x̄1,0) existe si et seulement siD < D1. S’il existe alors il est l’unique équilibre

sur l’axe positive desx1. Si D1 < D2 alorsF1 est un col pour toutD < D1. Si D2 < D1, alorsF1 est un

col pour tout0 < D < D3 et est un noeud stable pour toutD3 < D < D1.

Preuve. L’équilibre F1 = (x̄1,0) existe si et seulement si x1 = x̄1 ∈]0,sin
1 [ est solution de (8.7). Soit

ψ1(x1) = g1(x1,0). Alors

ψ ′
1(x1) = −∂ f1

∂s1
(sin

1 −x1,s
in
2 +x1)+

∂ f1
∂s2

(sin
1 −x1,s

in
2 +x1).

Par l’hypothèseH3, ψ ′
1(x1) < 0. Commeψ1(0) = D1, etψ1(sin

1 ) = 0, l’équation (8.7) admet une solution

dans l’intervalle]0,sin
1 [ si et seulement si0 < D < D1. Si cette condition est satisfaite alors (8.7) admet

une solution unique vu que la fonctionψ1(.) est décroissante. La matrice Jacobienne en F1 est donnée

par :

J1 =









−∂ f1
∂s1

x̄1 +
∂ f1
∂s2

x̄1 −∂ f1
∂s2

x̄1

0 f2−D









où les fonctions sont évaluées en(sin
1 − x̄1,sin

2 + x̄1). Les valeurs propres sont

f2(s
in
1 − x̄1,s

in
2 + x̄1)−D = g2(x̄1,0)−D, et − ∂ f1

∂s1
x̄1 +

∂ f1
∂s2

x̄1 < 0.

Ainsi F1 est un col si D< g2(x̄1,0). Si D1 < D2, cette condition est satisfaite pour tout D< D1. Si

D2 < D1, cette condition est satisfaite pour tout0 < D < D3. F1 est un noeud stable si D3 < D < D1 et

D2 < D1. �
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11 Lemme L’équilibre F2 = (0, x̄2) existe si et seulement siD < D2. S’il existe alors il est l’unique équilibre

sur le demi-axe positive desx2. Si D2 < D1 alorsF2 est un col pour toutD < D2. Si D1 < D2, alorsF2

est un col pour tout0 < D < D4 et est un noeud stable pour toutD4 < D < D2.

Preuve. L’équilibre F2 = (0, x̄2) existe si et seulement si x2 = x̄2 ∈]0,sin
2 [ est solution de (8.8). Soit

ψ2(x2) = g2(0,x2). Alors

ψ ′
2(x1) = −∂ f1

∂s2
(sin

1 ,sin
2 − x̄2).

Par l’hypothèseH4, ψ ′
2(x2) < 0. Commeψ2(0) = D2, etψ2(sin

2 ) = 0, l’équation (8.8) admet une solution

dans l’intervalle]0,sin
2 [ si et seulement si D< D2. Si cette condition est satisfaite alors (8.8) admet une

unique solution vu que la fonctionψ2(.) est décroissante. La matrice Jacobienne en F2 est donnée par :

J2 =









f1−D 0

−∂ f2
∂s1

x̄2 +
∂ f2
∂s2

x̄2 −∂ f2
∂s2

x̄2









où les fonctions sont évaluées en(sin
1 ,sin

2 − x̄2). Les valeurs propres sont données par

f1(s
in
1 ,sin

2 − x̄2)−D = g1(0, x̄2)−D, et − ∂ f2
∂s2

x̄2 < 0.

Ainsi F2 est un col si D< g1(0, x̄2). Si D2 < D1, cette condition est satisfaite pour tout D< D2. Si

D1 < D2, cette condition est satisfaite pour tout0 < D < D4. F2 est un noeud stable si D4 < D < D2 et

D1 < D2. �

Discutons maintenant les conditions d’existence de l’équilibre positive F∗, ainsi que leur nombre.

L’équilibre F∗ = (x∗1,x
∗
2) existe si et seulement si x1 = x∗1, x2 = x∗2 est solution de (8.9) sur l’ensemble

S . On a
∂g1

∂x2
(x1,x2) = −∂ f1

∂s2
(sin

1 −x1,s
in
2 +x1−x2).

par l’hypothèseH3, cette dérivée partielle est positive. Ainsi, l’équation g1(x1,x2) = D définie une

fonction x2 = h1(x1) telle que h1(x̄1) = 0 lorsque D< D1. Rappelons que x1 = x̄1 est solution de (8.7)

qui existe et est unique si et seulement si D< D1 (Lemme 10). On a

h′1(x1) = −

∂g1

∂x1
(x1,h1(x1))

∂g1

∂x2
(x1,h1(x1))

=
−∂ f1

∂s1
+

∂ f1
∂s2

∂ f1
∂s2

= 1−

∂ f1
∂s1

∂ f1
∂s2

> 1.
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La fonction h1 est, donc, croissante. Comme g1(sin
1 ,0) = 0, le grapheΓ1 de h1 n’admet pas d’intersec-

tion avec le coté droite deS , définie par x1 = sin
1 . Cet graphe sépareS en deux régions à droite et à

gauche deΓ1.

FIG. 8.2 –Γ1 en rouge etΓ2 en vert. A gauche,Γ2 intersect l’axe desx2 en restant à gauche deΓ1 : on a

généralement un nombre impair d’intersections positives.A droite, Γ2 intersect l’axe desx1 en restant à

droite deΓ1 : on a généralement un nombre pair d’intersections positives.

On a aussi
∂g2

∂x2
(x1,x2) = −∂ f2

∂s2
(sin

1 −x1,s
in
2 +x1−x2).

Par l’hypothèseH3, cette dérivée partielle est positive. Ainsi, l’équation g2(x1,x2) = D définie une

fonction x2 = h2(x1) telle que h2(0) = x̄2 lorsque D< D2. Rappelons que x2 = x̄2 est la solution de (8.8)

qui existe et est unique si et seulement si D< D2 (Lemme 11). On a

h′2(x1) = −

∂g2

∂x1
(x1,h2(x1))

∂g2

∂x2
(x1,h2(x1))

=
−∂ f2

∂s1
+

∂ f2
∂s2

∂ f2
∂s2

= 1−

∂ f2
∂s1
∂ f2
∂s2

> 1.

La fonction h2 est, donc, croissante. Comme g2(x1,sin
2 +x1) = 0, le grapheΓ2 de h2 n’admet pas d’inter-

section avec le côté supérieur du domaineS , définie par x2 = sin
2 +x1. Ainsi le point situé à tout droit

deΓ2 se trouve nécessairement sur la partie droite deS , définie par x1 = sin
1 . Ainsi il est à droite deΓ1.

Les graphesΓ1 etΓ2 peuvent s’intersecter ou non. S’ils s’intersectent en un point F∗ = (x∗1,x
∗
2) alors

F∗ est un équilibre positif.



162 Chapitre 8 : Association syntrophique de deux populations bactériennes en culture continue

Si le point qui se trouve à tout gauche deΓ2 est à gauche deΓ1 alors Γ1 etΓ2 s’intersectent en au moins

un point F∗ = (x∗1,x
∗
2). Ils peuvent avoir plusieurs intersections. Généralementils ont un nombre impair

d’intersections.

Si le point qui se trouve à tout gauche deΓ2 est à droite deΓ1 alors Γ1 et Γ2 peuvent s’intersectent ou

non. Généralement ils ont un nombre pair d’intersections.

La nature de l’équilibre positif F∗ est donnée dans le lemme suivant.

12 Lemme Si un équilibreF∗ = (x∗1,x
∗
2) existe alors il est un noeud stable sih′1(x

∗
1) > h′2(x

∗
1) et est un col

si h′1(x
∗
1) < h′2(x

∗
1).

Preuve.La matrice Jacobienne en F∗ est donnée par :

J∗ =













−∂ f1
∂s1

x∗1 +
∂ f1
∂s2

x∗1 −∂ f1
∂s2

x∗1

−∂ f2
∂s1

x∗2 +
∂ f2
∂s2

x∗2 −∂ f2
∂s2

x∗2













où les fonctions sont évaluées en(sin
1 −x∗1,s

in
2 +x∗1−x∗2). Notons que

tr(J∗) = −∂ f1
∂s1

x∗1 +
∂ f1
∂s2

x∗1−
∂ f2
∂s2

x∗2 < 0

et

det(J∗) = x∗1x∗2

[

∂ f1
∂s1

∂ f2
∂s2

− ∂ f1
∂s2

∂ f2
∂s1

]

= x∗1x∗2
∂ f1
∂s2

∂ f2
∂s2

[

F ′
2(x

∗
1)−F ′

1(x
∗
1)
]

.

Le déterminant est positif si h′1(x
∗
1) > h′2(x

∗
1) et négatif si h′1(x

∗
1) < h′2(x

∗
1). Ainsi l’équilibre F∗ = (x∗1,x

∗
2)

est un noeud stable si h′1(x
∗
1) > h′2(x

∗
1) et est un col si h′1(x

∗
1) < h′2(x

∗
1). �

Le nombre des équilibres du système (8.6) ainsi que leur nature sont résumés dans le théorème

suivant.

8 Théorème 1. SiD < min(D1,D2) alors (8.6) admet l’équilibre trivialF0 qui est un noeud instable,

les équilibres au bordF1 et F2 qui sont deux cols, et au moins un équilibre positiveF∗. Si F∗

est l’unique équilibre positive alors il est un noeud stable. Généralement, le système admet un

nombre impair d’équilibres positives qui alternent entre noeud stable et col, et dont le point situé

à tout gauche d’entre eux est un noeud stable.

2. Simin(D1,D2) < D < max(D1,D2), quatre sous cas sont à étudier :
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(a) SiD1 < D2 et D1 < D < D4 alors (8.6) admet l’équilibre trivialF0 et l’équilibre au bordF2,

qui sont deux cols, et au moins un équilibre positifF∗. Si F∗ est l’unique équilibre positif

alors il est un noeud stable. Généralement, le système admetun nombre impair d’équilibres

positifs qui alternent entre noeud stable et col, et dont le point situé à tout gauche d’entre

eux est un noeud stable.

(b) Si D1 < D2 et D4 < D < D2 alors (8.6) admet l’équilibre trivialF0 qui est un col, et l’équi-

libre au bordF2, qui est un noeud stable. Généralement, le système admet un nombre pair

d’équilibres positifs qui alternent entre col et noeud stable, et dont le point situé à tout gauche

parmi eux est un col.

(c) SiD2 < D1 et D2 < D < D3 alors (8.6) admet l’équilibre trivialF0 et l’équilibre au bordF1,

qui sont deux cols, et au moins un équilibre positifF∗. Si F∗ est l’unique équilibre positif

alors il est un noeud stable. Généralement, le système admetun nombre impair d’équilibres

positifs qui alternent entre noeud stable et col, et dont le point situé à tout gauche parmi eux

est un noeud stable.

(d) Si D2 < D1 et D3 < D < D1 alors (8.6) admet l’équilibre trivialF0 qui est un col, et l’équi-

libre au bordF1, qui est un noeud stable. Généralement, le système admet un nombre pair

d’équilibres positifs qui alternent entre col et noeud stable, et dont le point situé à tout gauche

parmi eux est un col.

3. SiD > max(D1,D2) alors (8.6) admet l’équilibre trivialF0 qui est un noeud stable. Généralement,

le système admet un nombre pair d’équilibres positifs qui alternent entre col et noeud stable, et

dont le point situé à tout gauche parmi eux est un col.

Analyse globale

9 Théorème S ne contient pas d’orbites périodiques ni de chaines cycliques.

Preuve. Considérons une trajectoire de (8.6) appartenant àS . Transformons le système (8.6) via le

changement des variablesξ1 = ln(x1) et ξ2 = ln(x2), nous obtenons le système suivant :











ξ̇1 = h1(ξ1,ξ2) := f1(sin
1 −eξ1,sin

2 +eξ1 − eξ2)−D

ξ̇2 = h1(ξ1,ξ2) := f2(sin
1 −eξ1,sin

2 +eξ1 − eξ2)−D

(8.10)
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On a
∂h1

∂ξ1
+

∂h2

∂ξ2
= −eξ1

∂ f1
∂s1

+eξ1
∂ f1
∂s2

−eξ2
∂ f2
∂s2

< 0

et le critère de Dulac nous assure que le système (8.10) n’admet pas d’orbites périodiques et, par suite,

le système (8.6) n’admet pas d’orbites périodiques dansS . �

10 Théorème Supposons que le système (8.6) admet au plus un point d’équilibre positiveF∗ ainsi pour

toute condition initiale dansS , la solution de (8.6) converge asymptotiquement vers :

– F∗ si D < min(D1,D2).

– F∗ si D1 < D2 et D1 < D < min(D2,D4).

– F∗ si D2 < D1 et D2 < D < min(D1,D3).

– F2 si D1 < D2 etD4 < D < D2.

– F1 si D2 < D1 etD3 < D < D1.

– F0 si max(D1,D2) < D.

Preuve : On ne démontre que le premier cas c’est à dire lorsque D< min(D1,D2), vu que les autres

cas se traite de la même manière. Soient x1(0) > 0,x2(0) > 0 etω l’ensembleω-limite de(x1(0),x2(0)).

On sait queω est toujours un ensemble fermé et invariant. D’après la proposition 23,ω est compact,

connexe, non vide etω ⊂ S̄ . F0 est instable, A1 = {(x1,x2);x2 = 0} est la variété stable du col F1 et

A2 = {(x1,x2);x1 = 0} est la variété stable du col F2. Supposons queω contient un point M sur l’un des

axes x1x2, c’est à dire

– soit que M= F0 or ceci est impossible vu que F0 est une source et donc ne peut pas faire partie

d’un ensembleω-limite de(x1(0),x2(0)),

– soit que M∈]x̄1,sin
1 ]×{0} (respectivement M∈ {0}×]x̄2,sin

2 ]). Commeω est invariant donc l’or-

bite de M, notéγ(M) ⊂ ω or ceci est absurde vu queγ(M) =]x̄1,+∞[×{0} (respectivement

γ(M) = {0}×]x̄2,+∞[) et ceci contredit le fait queω ⊂ S̄ ,

– soit que M∈]0, x̄1[×{0} (respectivement M∈ {0}×]0, x̄2[). ω contient donc l’orbite de M qui

estγ(M) =]0, x̄1[×{0} (respectivement deγ(M) = {0}×]0, x̄2[). ω est un fermé compact, il doit

dans ce cas contenir l’adhérence deγ(M) c’est à dire le segment[0, x̄1]×{0} (respectivement le

segment{0}× [0, x̄2]). ω contient, en particulier, l’origine F0 ce qui est impossible,

– soit que M= F1 (respectivement M= F2). ω n’est pas réduit à F1 (respectivement F2) car F1

(respectivement F2) est l’ensembleω-limite de]0,+∞[×{0} (respectivement{0}×]0,+∞[). Par
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le théorème de Butler-McGeheeω doit contenir un point P de(0,+∞)×{0} autre que F1 (res-

pectivement de{0}× (0,+∞) autre que F2) or on vient de montrer que ceci est impossible.

Finalement, l’ensembleω-limite ne contient pas de point sur les axes x1x2. Comme le système (8.6)

n’admet pas d’orbites périodiques dansS ainsi, en utilisant le théorème de Poincaré-Bendixon, l’équi-

libre F∗ est globalement asymptotiquement stable pour le système (8.6). �

15 Remarque On peut aussi et tout simplement utiliser le fait que le système (8.6) n’admet pas d’orbites

périodiques dansS et que, vue la nature des pointsF0,F1 et F2, il n’admet pas de chaine cyclique sur

∂S ainsi, en utilisant le théorème de Poincaré-Bendixon, l’équilibre F∗ est globalement asymptotique-

ment stable pour le système (8.6).

8.3.3 Analyse globale 4D

En appliquant les résultats de Thieme [96], on en déduit le comportement asymptotique des trajec-

toires du système complet (8.2) (même principe que l’idée utilisée dans le chapitre 6 où on reconstruit

l’analyse globale3D).

11 Théorème Pour toute condition initiale dansR4
+, la solution de (8.2) converge asymptotiquement vers :

– E∗ si D < min(D1,D2).

– E∗ si D1 < D2 et D1 < D < min(D2,D4).

– E∗ si D2 < D1 et D2 < D < min(D1,D3).

– E2 si D1 < D2 etD4 < D < D2.

– E1 si D2 < D1 etD3 < D < D1.

– E0 si max(D1,D2) < D.

Preuve : Soit(s1(t),x1(t),s2(t),x2(t)) une solution du système (8.2). On a

s1(t) = sin
1 −x1(t)+K1e

−Dt , s2(t) = sin
2 +x1(t)−x2(t)+K2e−Dt

où K1 = s1(0)+x1(0)−sin
1 et K2 = s2(0)+x2(0)−x1(0)−sin

2 .

Ainsi (x1(t),x2(t)) est solution du système non-autonome suivant :










ẋ1 =
[

f1
(

sin
1 −x1 +K1e

−Dt ,sin
2 +x1−x2 +K2e

−Dt)−D
]

x1,

ẋ2 =
[

f2
(

sin
1 −x1 +K1e

−Dt ,sin
2 +x1−x2 +K2e

−Dt)−D
]

x2.

(8.11)
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Ce système non-autonome converge vers le système autonome (8.6). En appliquant les résultats de

Thieme-Markus [96] sur les systèmes asymptotiquement autonomes, on déduit que le comportement

asymptotique de la solution du système (8.11) est le même quecelui décrit pour le système (8.6) et le

résultat en découle. Pour des applications similaires voir[23,29]. �

16 Remarque Ce théorème peut être démontrer en utilisant le théorème de convergence donné dans l’an-

nexe F de [89].

8.4 Simulations numériques

Considérons deux fonctions de croissance f1 et f2 de la forme suivante

f1(s1,s2) =
m1s1

(K1 +s1)(L1 +s2)
, f2(s1,s2) =

m2s1

(K2+s1)(L2 +s2)
. (8.12)

de telles fonctions sont tout simplement le produit d’une fonction de Monod en s1 et une fonction dé-

croissante en s2. Ce type de fonction sont très utilisées en biotechnologie où la croissance des espèces

est limitée par un substrat mais inhibée par un autre, le cas,à titre d’exemple, de dénitrification (limitée

par la nitrate et inhibée par l’oxygène dissous).

On vérifie que (8.12) satisfait les hypothèsesH1 - H4. Un calcul simple donne

F1(x1) =
−Dx2

1 +
[

m1+D
(

K1−L1+sin
1 −sin

2

)]

−m1sin
1 +D

(

K1+sin
1

)(

L1+sin
2

)

D(K1 +sin
1 −x1)

F2(x1) =
Dx2

1 +
[

m2 +D
(

L2−K2+sin
2 −sin

1

)]

+m2sin
2 −D

(

K2 +sin
1

)(

L2 +sin
2

)

m2−D(K2+sin
1 −x1)

Ainsi l’équation F1(x1) = F2(x1), qui donne les abscisses des équilibres positives, est une équation de

second dégrée. Elle ne peut pas avoir plus de deux solutions (Figure 8.3).

Pour les paramètres suivants

m1 = 8, m2 = 4, K1 = L2 = 1, L1 = K2 = 2, sin
1 = sin

2 = 3 (8.13)

on a

D1 = 6/5, D3 = 8/9, D2 = 3/5.

On a une valeur de bifurcation en D= 1 qui correspond au cas où les graphesΓ1 et Γ2 sont tangents.

Pour cet exemple on a cinq cas :
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1. si D< 3/5, le système admet quatre équilibres, F0 qui est un noeud instable, F1 et F2, qui sont

deux cols et F∗, qui est un noeud stable. C’est le cas (1) du Théorème 8, avec un seul équilibre

positif.

2. si3/5 < D < 8/9, le système admet trois équilibres, F0 et F1, qui sont deux cols et F∗, qui est un

noeud stable. C’est le cas (2.c) du Théorème 8, avec un seul équilibre positif.

3. si8/9 < D < 1, le système admet quatre équilibres, F0 et F∗
1 , qui sont deux cols, F1 et F∗

2 , qui sont

deux noeuds stables. C’est le cas (2.d) du Théorème 8, avec unseul équilibre positif. Dans ce cas

un phénomène de bi-stabilité se produit. Selon les conditions initiales, les deux espèces peuvent

coexister à l’équilibre F∗2 , ou alors l’espèce x2 disparait et l’espèce 1 persiste (l’équilibre F1).

4. si1 < D < 6/5, le système admet deux équilibres, F0, qui est un col et F1 qui est un noeud stable.

C’est le cas (2.d) du Théorème 8, sans équilibres positifs.

5. si D> 6/5, le système admet un seul équilibre, F0, qui est un noeud stable. C’est le cas (3) du

Théorème 8, sans équilibres positifs.
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FIG. 8.3 – Comportement dex1−x2

Prenons maintenant les paramètres suivants :

m1 = 8, m2 = 7, K1 = K2 = L2 = 1, L1 = 3/2, sin
1 = sin

2 = 3 (8.14)

Les valeurs de bifurcation sont données par D1 = 4/3 et D2 = 21/16. Simax(D1,D2) < D, par exemple

pour D= 3/2, on obtient un phénomène de bi-stabilité qui correspond au cas (3) du Théorème 8, avec

deux équilibres positifs (Figure 8.4). Selon la condition initiale, les deux espèces peuvent coexister à

l’équilibre F∗
2 , comme elles peuvent disparaissent (l’équilibre F0).
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FIG. 8.4 – Comportement dex1−x2

Dans le paragraphe suivant, nous discutons un cas particulier en tant que candidat réel possible

pour le modèle qu’on a proposé

8.4.1 Digestion anaérobie

La digestion anaérobie, ou méthanisation, est le processusnaturel de dégradation de la matière or-

ganique en absence d’oxygène. Il se retrouve dans les sédiments, les marais, les rizières, ainsi que dans

le tractus digestif de certains animaux (termites, ruminants,...). La caractéristique principale de la mé-

thanisation est que la quasi totalité de la matière organique dégradée se retrouve sous forme de biogaz,

composé de méthane à plus de 50%. Ce biogaz peut donc être valorisé sous forme d’énergie. Aujour-

d’hui, la méthanisation est utilisée dans les procédés de dépollution pour réduire la charge polluante

des effluents et des résidus, pour produire du biogaz.

La méthanisation est assurée grâce à l’action concertée de microorganismes appartenant à diffé-

rentes populations microbiennes en interaction constituant un réseau trophique. On distingue classi-

quement trois phases successives l’hydrolyse et l’acidogenèse, l’acétogenèse et la méthanogenèse.

La méthanisation de la matière organique se déroule en plusieurs étapes. La matière organique

complexe est tout d’abord hydrolysée en substances simplespar voie enzymatique. Ensuite, ces substrats

sont utilisés par les espèces dites acidogènes, qui vont produire des alcools et des acides organiques,

ainsi que de l’hydrogène et du CO2. La dégradation des acides organiques conduit ensuite à la produc-

tion d’acétate (c’est l’acétogenèse). La dernière étape est la production de méthane, qui est réalisée par

deux voies possibles : l’une à partir de l’hydrogène et du CO2 par les espèces dites hydrogénotrophes,

et l’autre à partir de l’acétate par les espèces acétotrophes. La matière organique dégradée se retrouve
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principalement sous la forme de biogaz (à plus de 90%). Le reste est utilisé pour la croissance et la

maintenance des micro-organismes.

– L’hydrolyse et l’acidogenèse : La matière organique complexe est tout d’abord hydrolysée en

molécules simples. Cette décomposition est réalisée par des enzymes exo-cellulaires et peut de-

venir l’étape limitante dans le cas de composés difficilement hydrolysables tels que la cellulose,

l’amidon ou les graisses. Ensuite, ces substrats sont utilisés lors de l’étape d’acidogenèse par les

espèces microbiennes dites acidogènes, qui vont produire des alcools et des acides organiques,

ainsi que de l’hydrogène et du dioxyde de carbone.

– L’acétogenèse : L’étape d’acétogenèse permet la transformation des divers composés issus de la

phase précédente en précurseurs directs du méthane : l’acétate, le dioxyde de carbone et l’hydro-

gène. On distingue deux groupes de bactéries acétogènes :

Les bactéries productrices obligées d’hydrogène, anaérobies strictes, également appelées OHPA

("Obligate Hydrogen Producing Acetogens"). Elles sont capables de produire de l’acétate et de

l’H2 à partir des métabolites réduits issus de l’acidogenèse tels que le propionate et le butyrate.

L’accumulation d’hydrogène conduit à l’arrêt de l’acétogenèse par les bactéries OHPA. Ceci

implique la nécessité d’une élimination constante de l’hydrogène produit. Cette élimination peut

être réalisée grâce à l’association syntrophique de ces bactéries avec des microorganismes hy-

drogénotrophes.

Les bactéries acétogènes non syntrophes dont le métabolisme est majoritairement orienté vers la

production d’acétate. Elles se développent dans les milieux riches en dioxyde de carbone. Les

bactéries "homo-acétogènes" font partie de ce groupe, elles utilisent l’hydrogène et le dioxyde

de carbone pour produire de l’acétate. Elles ne semblent pasentrer en compétition pour l’hydro-

gène avec les Archaea méthanogènes hydrogénotrophes et sont présentes en quantité beaucoup

plus faible dans les biotopes anaérobies.

– La méthanogenèse : La méthanogenèse est assurée par des micro-organismes anaérobies pour la

production de méthane. Elle est réalisée par deux voies possibles : l’une à partir de l’hydrogène

et du dioxyde de carbone par les espèces dites hydrogénotrophes, et l’autre à partir de l’acétate

par les espèces acétotrophes. Leur taux de croissance est plus faible que celui des bactéries

acidogènes.

Le modèle mathématique qu’on proposé s’intéresse au deux populations bactériennes (acétogenèses
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FIG. 8.5 – Digestion anaérobie

X1 et méthanogenèses X2) en tant qu’espèces syntrophiques. Les acides gras volatiles (S1) sont dégra-

dés par les acétogenèses, formant de l’hydrogène (S2), acétate et le dioxide de carbonne. Ce produit

intermédiaire (S2) est assimilé par les méthanogenèses (X2) pour assurer la respiration.

8.5 Conclusion

Nous avons proposé un modèle mathématique impliquant une association syntrophique de deux

populations bactériennes. L’analyse du modèle est principalement basée sur le critère de Dulac qui

élimine la possibilité des solutions périodiques pour le système réduit et sur une application du théo-

rème de Poincaré-Bendixon. Il résulte de cette analyse que,sous des hypothèses générales et naturelles

de monotonicité sur les réponses fonctionnelles, la coexistence asymptotique des deux bactéries est

possible. Un candidat réel de ce modèle mathématique est proposé.
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Chapitre A

Annexe : Outils mathématiques utilisés

Dans cette partie nous exposons quelques notions mathématiques que nous avons utilisés dans cette

thèse.

A.1 Les systèmes dynamiques

Un système dynamique est un modèle permettant de décrire l’évolution au cours du temps d’un

ensemble d’objets en interaction. Cet ensemble d’objets est défini par le modélisateur.

SoientΩ ⊂ R
n et f : Ω → R

n une application supposée localement Lipschitzienne surΩ. Un système

dynamique est donné par :

ẋ = f (x), x(0) = x0, x∈ Ω (A.1)

On suppose que l’origine(x = 0) est un point d’équilibre du système (A.1).

Un système dynamique est donc la donnée d’un vecteur d’état et d’une fonction de transition. Si

l’action de l’environnement sur le système ne dépend pas du temps, le système est dit autonome (et dans

le cas contraire le système est dit non autonome ou forcé). Unsystème qui consomme de l’énergie (ou

toute autre grandeur assimilable à une énergie) au cours du temps est dit dissipatif.

173
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Notions de stabilité

En mathématique et en automatique, la notion de stabilité deLyapunov apparait dans l’étude des

systèmes dynamiques. L’idée de Aleksandr Lyapunov consiste à dire que si tous les points d’un système

démarrent autour d’un point x et que tous ces points restent autour de ce point x, alors x est stable au

sens de Lyapunov. De plus, si tous ces points convergent versx alors x est asymptotiquement stable.

Philosophie de la méthode : "Si l’énergie totale d’un système est dissipée de manière continue alors le

système devra rejoindre un point d’équilibre."

3 Définition 0 est stable au sens de Lyapunov si pour toutε > 0, il existe δ > 0 tel que pour toute

trajectoirex du système dynamique avec‖x(0)‖ ≤ δ ,x est définie surR+ et

∀ t ∈ R
+, ‖x(t)‖ ≤ ε

4 Définition 0 est asymptotiquement stable si 0 est à la fois stable au sensde Lyapunov et asymptotique-

ment stable.

5 Définition 0 est globalement asymptotiquement stable si 0 est à la fois stable au sens de Lyapunov et

globalement asymptotiquement stable.

Fonction de Lyapunov

Une fonction de Lyapunov peut être pensée comme une fonctiond’énergie. Il s’agit d’une fonction

décroissante le long des trajectoires du système.

6 Définition Soit G un voisinage ouvert et borné de0 etV : Ḡ→ R
+ une fonction continuement diffé-

rentiable.V est une fonction de Lyapunov surG si :

1. V(0) = 0.

2. ∀x∈ Ḡ\0,V(x) > 0.

3. ∀x∈ G,∇V(x). f (x) ≤ 0.
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Caractérisation de la stabilité

12 Théorème SoitV : Ḡ→ R
+ une fonction de Lyapunov, alors le point d’équilibre 0 est stable au sens

de Lyapunov.

13 Théorème SoitV : Ḡ→ R
+ une fonction de Lyapunov, vérifiant de plus

∀x∈ G\0,∇V(x). f (x) < 0

Alors le point d’équilibre 0 est asymptotiquement stable.

Caractérisation de la stabilité globale

14 Théorème SoitV : R
n → R

+ une fonction continuement différentiable vérifiant

1. V(0) = 0.

2. ∀x 6= 0,V(x) > 0.

3. ∀x 6= 0,∇V(x). f (x) < 0.

4. lim
‖x‖→+∞

V(x) = +∞.

Alors le point d’équilibre 0 est globalement asymptotiquement stable.

Principe d’invariance de LaSalle

15 Théorème L’origine du système (A.1) est asymptotiquement stable, s’il existe une fonctionV verifiant

les propriétés suivantes :

1. V définie positive

2. V̇ semi-définie négative

3. L’ensembleS t.q.V̇(x) = 0 ne contient pas de trajectoire du système autre quex(t) = 0.

Stabilité locale

16 Théorème Si toutes les valeurs propres deD f (0) ont une partie réelle strictement négative, alors le

point d’équilibre 0 est asymptotiquement stable.
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17 Remarque 1. La stabilité asymptotique est uniquement locale.

2. Le théorème donne une condition suffisante, mais non nécessaire, pour la stabilité asymptotique.

Critère de Routh-Hurwitz

Toutes les racines de l’équation

a0λ n +a1λ n−1 + ..+an = 0

ont des parties réelles négatives si et seulement si les inégalités suivantes sont satisfaites

a1 > 0

∣

∣
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∣

∣
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∣
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∣
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∣

∣

∣

∣

∣
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> 0 (A.2)

Si n= 3, l’équation s’écrit :

λ 3 +a1λ 2 +a2λ +a3 = 0

Dans ce cas les conditions (A.2) s’écrivent :

a1 > 0,a1a2−a3 > 0,a3 > 0.

Si n= 4, l’équation s’écrit :

λ 4 +a1λ 3 +a2λ 2 +a3λ +a4 = 0

Dans ce cas les conditions (A.2) s’écrivent :

a1 > 0,a1a2−a3 > 0,a1(a2a3−a1a4)−a2
3 > 0,a4 > 0.

Critère de Dulac

17 Théorème Soit Ω un ouvert simplement connexe deR
2. Si div( f ) =

∂ f1
∂x1

+
∂ f2
∂x2

est de signe constant

et non identiquement nulle surΩ, alorsẋ = f (x) n’a aucune orbite périodique incluse dansΩ.
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Les résultats de Thieme

Considérons les deux équations différentielles ordinaires suivantes :

ẏ = g(t,y) y∈ R
n (A.3)

ẋ = f (x) x∈ R
n (A.4)

L’équation (A.3), dite asymptotiquement autonome, est d’équation limite (A.4) si :

g(t,x) → f (x), t → +∞ localement uniformément en x∈ R
n

Théorème de Poincare-Bendixson

18 Théorème Soientn = 2 et ω l’ensembleω-limite d’une solution bornéex de (A.3). Supposons qu’il

existe un voisinage deω qui contient au plus un nombre fini d’équilibre de (A.4) alorson a un des trois

cas :

1. ω est constitué des équilibres de (A.4).

2. ω est l’union d’orbites périodiques de (A.4) ou des centres de(A.4) entourés par des orbites

périodiques de (A.4) dansω .

3. ω contient des équilibres de (A.4) enchainés entre eux dansω par une orbite de (A.4).

19 Théorème Si l’ensembleω-limite, ω(x) est borné et ne contient aucun point d’équilibre, alorsω(x) est

une orbite périodique.

Théorème d’indice de Poincaré-Hopf

20 Théorème Soit M une variété différentielle compacte. Soitv un champ vectoriel surM avec des zéros

isolés. SiM a un bord, il est nécessaire d’insister sur le fait quev pointe vers la normale extérieure le

long du bord. Nous avons alors la formule suivante :

∑
i

indexv(xi) = χ(M)

où la somme s’étend sur tous les zéros isolés dev et χ(M) est la caractéristique d’Euler deM.
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Théorème des fonctions implicites

21 Théorème Soit f une fonction de classeCk définie sur un ouvertU deR
2 à valeurs dansR, aveck > 0.

Soit (x0,y0) tel que f (x0,y0) = 0. On suppose que la dérivée partielle def par rapport à la seconde

variable est non nulle en(x0,y0) :
∂ f
∂y

(x0,y0) 6= 0

Alors il existe un voisinage ouvertV ⊂U de(x0,y0) dansR
2, un intervalle ouvertI deR contenantx0

et une fonctionϕ : I → R de classeCk telle que, pour tout(x,y) deV, on ait :

f (x,y) = 0 ⇔ ϕ(x) = y.

La dérivée deϕ au point x0 est donnée par la formule :

ϕ ′(x0) = −
∂ f
∂x

(x0,y0)

∂ f
∂y

(x0,y0)

.

A.2 Les systèmes lents-rapides

Perturbations singulières

(Pε)











ẋ = f (x,z,ε)

ε ż= g(x,z,ε)
(A.5)

f et g deux fonctions régulières et0 < ε ≪ 1 est un petit paramètre. x∈ R
n variables lentes, z∈ R

n

variables rapides. Un cas très connu en cinétique chimique où cohabitent des réactions rapides et des

réactions plus lentes.

Pour0 < ε ≪ 1, on considère l’approximation de(Pε) par

(P0)











ẋ = f (x,z,0)

0 = g(x,z,0)

(Pε) : modèle perturbé,(P0) : modèle réduit (z peut disparaître).

Cette approximation peut être justifiée par le Théorème de Tikhonov.
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22 Théorème ((Pε ) est proche de(P0) )

Si les hypothèsesH1 etH2 sont satisfaites

1. H1 : z= ϕ(x) solution deg(x,z,0) = 0 est telle que
∂g
∂z

(x,ϕ(x),0) < 0. (i.e. les variables rapides

sont stables et explicitables).

2. H2 : le système réduit(P0) : ẋ = f (x,ϕ(x),0),x(0) = x0 a une unique solution̄x(t) sur [0,T]

alors, pour0 < ε ≪ 1, (Pε ) admet une unique solution (xε(t),zε (t)) sur[0,T] (si z0 proche deϕ(x0)) et

sur tout[a,T](a > 0), on a lim
ε→0+

xε(t) = x̄(t)( lim
ε→0+

zε(t) = ϕ(x̄(t)))

12 Corollaire Si le système réduit(P0) admet en̄x un système linéarisé tangent asymptotiquement stable

(voir les valeurs propres de la matrice[
∂ f
∂x

+
∂ f
∂z

.
∂ϕ
∂x

](x̄,ϕ(x̄),0) ) alors, pour tout0 < ε ≪ 1 le système

(Pε ) admet un point d’équilibre proche de (x̄,ϕ(x̄)) et dont le linéaire tangent est aussi asymptotique-

ment stable.

Surface lente

7 Définition La surface d’équationg(x,y,0) = 0 est appelée surface lente.

La surface lente est constituée de l’ensemble des états quasi-stationnaires.

8 Définition La surface lente est dite attractive au point(x∗,y∗) si la matrice JacobienneDyg(x∗,y∗,0) est

stable.

Dans le cas où la surface lente est attractive, le théorème des fonctions implicites assure qu’il existe une

fonctionϕ qui la décrit. Cependant, cette fonctionϕ peut ne pas s’ecrire algébriquement.

La surface invariante

9 Définition Une surfaceWc est dite invariante si pour toute condition initialeγ(0) = (x0,y0), la trajectoire

γ(t) du système (A.5) reste dansWc au moins tant qu’elle reste dans le domaine d’études.

23 Théorème Si le système lent-rapide étudié possède une surface lente attractivey = ϕ(x) dans un do-

maineΩ, il existe dansΩ une surfaceWc invariante d’équationy = h(x,ε), avech(x,0) = ϕ(x).
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24 Proposition La fonctionh(x,ε) vérifie la relation suivante :

Dxh(x,ε)ε f (x,h(x,ε),ε)−g(x,h(x,ε),ε) = 0. (A.6)

Cette relation exprime tout simplement le fait que si(x(t),y(t)) est une solution de (A.5) vérifiant y(t0) =

ϕ(x(t0)) pour un instant t0, alors, ϕ(x(t))− y(t) reste nul pour tout t. Sa dérivée est donc nulle et la

formule (A.6) résulte du calcul de cette dérivée. Il ne faut cependant pas espérer calculer la fonction

h car la formule proposé (A.6) est une équation au dérivées partielles, bien plus compliquée que le

système initial.

25 Proposition On peut, en utilisant la condition (A.6), calculer automatiquement des approximations de

la fonctionh(x,ε) à εN près. L’approximation à l’ordre zéro est la surface lente.

La dynamique lente

Ce qui nous intéresse particulièrement pour l’étude de (A.5) est la restriction de la dynamique à la

surface invariante Wc. C’est elle qui régit tout le système (ou presque) grâce au théorème suivant :

24 Théorème Soit γ(t) une trajectoire du système (A.5). On suppose que la condition initiale γ(0) =

(x0,y0) appartient au bassin d’attraction d’un état quasi-stationnaire (x0,ϕ(x0)) et appartenant à la sur-

faceWc tel que la trajectoirẽγ(t) du système (A.5), tracée sur la surfaceWc vérifie

‖γ(t)− γ̃(t)‖ < Ce−k t
ε

tant que la trajectoirẽγ reste dansΩ

Le théorème montre qu’il suffit de connaître les trajectoires du système (A.5) tracées sur Wc pour com-

prendre entièrement le système. La surface Wc est paramétrée par x. On peut donc exprimer la restriction

de (A.5) à Wc comme un système différentiel d’inconnue x.

10 Définition La dynamique lente est l’approximation de la restriction dusystème (A.5) à la variété inva-

rianteWc. C’est un système sur la surface lente.

26 Proposition L’expression de la dynamique lente est

ẋ = f (x,ϕ(x),0)
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Les sytèmes ”mal posés”

Soit la dynamique suivante

ẋ = f (x,ε) , (A.7)

et notons par x(x0,ε , t) la solution de (A.7) à un instant t avec une condition initiale x0 ∈ R
n
+.

11 Définition Si une séparation des variables(x1,x2, ...,xn) en deux paquetsx et y permet d’écrire l’équa-

tion (A.7) sous la forme (A.5), on dira qu’elle est sous formede Tikhonov.

La surface lente

12 Définition La surface lente est la surface d’équationsf (x,0) = 0.

13 Définition La surface lente est dite attractive au pointx0 si la matrice JacobienneD f (x0,0) admet 0

comme valeur propre d’ordrep, et si toutes les autres valeurs propres ont une partie réelle strictement

négative.

La variété invariante

Dans le cas où la surface lente est attractive, le théorème deFenichel s’applique et il existe donc

une variété invariante Wc proche de la surface lente. On cherche toujours à déterminerla restriction du

système à cette sous variété Wc.

L’approximation de Wc par la surface lente est donc trop grossière, il est indispensable de calculer Wc

avec une précision meilleure queε . Pour effectuer ces calculs, il est plus pratique d’écrire d’abord la

surface lente comme un graphe de fonction. On doit donc partager les variables xi en deux groupes y

(de dimension p) et z (de dimension q) tels que la surface lente a pour équation z= ϕ(y) et on écrit

donc le système ainsi :











ẏ = f̃ (y,z,ε)

ż= g(y,z,ε)
(A.8)

Comme Wc est voisine de la surface lente, c’est aussi le graphe d’une fonction h(x,ε) voisine deϕ(x).
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27 Proposition La fonctionh(x,ε) vérifie la relation suivante :

Dxh(x,ε)ε f̃ (x,h(x,ε),ε)−g(x,h(x,ε),ε) = 0. (A.9)

A.3 Observabilité et observateurs pour un système dynamique

14 Définition On appelle observateur (ou reconstructeur d’état) d’un système dynamique :










ẋ = f (x,u)

y = h(x)
(A.10)

un système dynamique auxiliaire dont les entrées sont constituées des vecteurs d’entrée et de sortie du

système à observer et dont le vecteur de sortiex̂ est l’état estimé :










ż = f̂ (z,u,y)

x̂ = ĥ(z,u,y)
(A.11)

tel que

‖e‖ = ‖x̂−x‖→ 0 quand t → ∞

u
-

u
6

ẋ = f (x,u)

y = h(x)

y
-

ż= f̂ (z,u,y)

x̂ = ĥ(z,u,y)

x̂
-

FIG. A.1 – Observabilité d’un système

15 Définition Deux étatsx10 etx20 sont dits indiscernables si, pour toute fonction d’entréeu(t) et pour tout

t ≥ 0, les sortiesh(xu(t,x10)) et h(xu(t,x20)) qui en resultent sont égales.

16 Définition Le système (A.10) est dit observable s’il ne possède pas de couple d’états initiaux distincts

(x10,x20) indiscernables.
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On prend souvent un observateur de la forme suivante :










˙̂x = f (x̂,u)+k(z,(h(x̂)−y))

ż = f̂ (z,u,y) avec k(z,0) = 0
(A.12)

où on recopie le système et lui ajouter une correction dépendant de l’écart entre la vraie sortie et la

sortie de l’observateur. On règle l’amplitude de la correction via la fonction k qui peut être vue comme

un gain

17 Définition On dit que le système (A.12) est un observateur exponentiel si, pour toutλ positif, on peut

régler le gaink tel que

∀ (x0, x̂0,z0), ∀ t > 0, ‖x̂(t)−x(t)‖ ≤ e−λt‖x̂0−x0‖.

Cas d’un système linéaire

A∈ M n×n(R), C∈ M 1×n(R), K ∈ M n×1(R), B∈ M n×m(R), n≥ 2.










ẋ = A x + B u

y = C x
(A.13)

25 Théorème Le système (A.13) est observable⇐⇒ rang



















C

C A

.

C An−1



















= n

On dit aussi que la paire (A,C) est observable

Observateur de Luenberger

Si le système (A.13) est observable, un observateur de type Luenberger est donné par :

˙̂x = A x̂ + B u+K(Cx̂−y) (A.14)

La dynamique de l’erreur est donnée par :

ė= (A + K C) e
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Il suffit de choisir K pour que l’erreur converge rapidement vers zéro tout en tenir compte de la sensibi-

lité de cet observateur au bruits de mesure (un bon compromisentre stabilité et précision)

Cas d’un système linéaire à une injection de sortie près











ẋ = A x + ϕ(t,y) + B u

y = C x
(A.15)

Si le système (A.15) est observable, un observateur de type Luenberger est donné par :

˙̂x = A x̂ + ϕ(t,y) + B u+K(Cx̂−y) (A.16)

La dynamique de l’erreur est encore donnée par :

ė= (A + K C) e

Filtre de Kalman











ẋ = A x + B u + w(t)

y = C x + v(t)
(A.17)

Si le système (A.17) est observable, le filtre de Kalman est donné par :










˙̂x = A x̂ + B u+P CT R−1 (Cx̂−y)

Ṗ = A P + P AT − P CT R−1 C P+Q
(A.18)

Q et R sont les covariances, respectivement, des bruits blancs w et v.

x̂0 = E[x0]; P0 = E[(x̂0−x0) (x̂0−x0)
T ].

18 Remarque Le Filtre de Kalman est un observateur de Luenberger à gain variable.
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Filtre de Kalman étendu











ẋ = f (x) + w(t)

y = h(x) + v(t)
(A.19)

Si le système (A.19) est observable, le filtre de Kalman étendu est donné par :











˙̂x = f (x̂) +P CT R−1 (h(x̂)−y)

Ṗ = A P + P AT − P CT R−1 C P+Q
(A.20)

En utilisant les matrices du linéarisé tangent

A(t) =
∂ f (x(t))

∂x(t) |x(t)=x̂(t)

, C(t) =
∂h(x(t))

∂x(t) |x(t)=x̂(t)

.

Ce filtre est souvent utilisé, bien que peu de résultats de convergence existent.

Observateur à grand gain











ẋ = f (x) + g(x) u

y = h(x) ∈ R

(A.21)

SoitT : x 7→ ξ =
(

h(x), L f h(x), ..., L(n−1)
f h(x)

)T
.

ξ̇ =













ξ̇1

ξ̇n













=



















ξ2

ξn

ϕ(ξ )



















+



















g1(ξ1)

g2(ξ1,ξ2)

gn(ξ1,ξ2, ...,ξn)



















u

ξ̇ = A ξ + φ(ξ )+G(ξ )u (A.22)
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L est l’opérateur de dérivée de Lie.

A =



















0 1 0 0

. . 1 0

. . . 1

0 . . 0



















et C=

(

1 0 . 0

)

.

L’observateur à gain fixe est donné par :

˙̂ξ = A ξ̂ + φ(ξ̂ )+ G(ξ̂ ) u−P−1
θ CT(Cξ̂ −y) (A.23)

où Pθ est la solution de :

0 = −θPθ −ATPθ −PθA+CTC

Supposons que

– Le système (A.21) est uniformément observable.

– x appartient à un compact positivement invariantΩ.

– La fonctionT : x 7→ ξ est un difféomorphisme deΩ surT (Ω).

– La fonctionϕ est Lipschitzienne surΩ.

– Les fonctions gi sont globalement Lipschitzienne surR
i.

– u est uniformément bornée par u0 ≥ 0.

28 Proposition Le système (A.23) est un observateur du système (A.22) surR
3. De plus il existe une

constanteKθ > 0 tel que

‖ξ̂ (t)−ξ (t)‖ ≤ Kθ e
−

θ t
3 ‖ξ̂ (0)−ξ (0)‖.
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