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vRésuméCette thèse 
onsiste à étudier l'organisation du système de 
ontr�le des voies métabo-liques des ba
téries a�n de dégager des propriétés systémiques révélant son fon
tionne-ment. Dans un premier temps, nous montrons que le 
ontr�le des voies métaboliques esthautement stru
turé et peut se dé
omposer en modules fortement dé
ouplés en régimestationnaire. Ces modules possèdent des propriétés mathématiques remarquables ayantdes 
onséquen
es importantes en biologie. Cette dé
omposition, basée intrinsèquementsur la vision système de l'Automatique, o�re un 
adre théorique formel général d'ana-lyse du 
ontr�le des voies métaboliques qui s'est révélé e�e
tif pour analyser des donnéesexpérimentales.Dans un deuxième temps, nous nous intéressons aux raisons possibles de l'émergen
ede 
ette stru
ture de 
ontr�le modulaire. Nous identi�ons un ensemble de 
ontraintesstru
turelles agissant au niveau de la répartition d'une ressour
e 
ommune, les protéines,entre les pro
essus 
ellulaires. Respe
ter 
es 
ontraintes pour un taux de 
roissan
e donné
onduit à formaliser et résoudre un problème d'optimisation 
onvexe non di�érentiable,que nous appelons Resour
e Balan
e Analysis. Ce problème d'optimisation se résoutnumériquement à l'é
helle de la ba
térie grâ
e à un problème de Programmation Li-néaire équivalent. Plusieurs propriétés sont déduites de l'analyse théorique du 
ritèreobtenu. Tout d'abord, le taux de 
roissan
e est stru
turellement limité par la répartitiond'une quantité �nie de protéines entre les voies métaboliques et les ribosomes. Ensuite,l'émergen
e des modules dans les voies métaboliques provient d'une politique généraled'é
onomie en protéines 
hez la ba
térie pour gagner du taux de 
roissan
e. Certainesstratégies de transport bien 
onnues 
omme la répression 
atabolique ou la substitutionde transporteurs haute/basse a�nité sont prédites par notre méthode et peuvent alorsêtre interprétées 
omme le moyen de maximiser la 
roissan
e tout en minimisant l'inves-tissement en protéines.Mots-
lés : Biologie des systèmes, réseaux de régulation génétique et métabolique,modularité, limitation du taux de 
roissan
e, gestion des ressour
es, Resour
e Balan
eAnalysis, optimisation 
onvexe, prédi
tion des modules.



viAbstra
tThis thesis 
onsists in studying the organization of the 
ontrol system of metaboli
pathways of ba
teria to identify systemi
 properties revealing its operation. At �rst, weshow that 
ontrol of metaboli
 pathways is highly stru
tured and 
an be de
omposed intomodules strongly de
oupled in steady-state. These modules are de�ned by their singularmathemati
al properties having important impli
ations in biology. This de
omposition,based inherently on the system outlook of automati
 
ontrol, o�ers a formal theoreti
alanalysis of general 
ontrol of metaboli
 pathways, whi
h has been e�e
tive in analyzingexperimental data.In a se
ond step, we 
onsider the possible reasons for the emergen
e of this modular
ontrol stru
ture. We identify a set of stru
tural 
onstraints a
ting at the distribution ofa 
ommon resour
e, the proteins between 
ellular pro
esses. Satisfying these 
onstraintsfor a given growth rate leads to formalize and to solve a non-di�erentiable 
onvex opti-mization problem, that we 
all Resour
e Balan
e Analysis. This optimization problem issolved numeri
ally at the s
ale of the ba
teria through an equivalent linear programmingproblem. Several properties are derived from theoreti
al analysis of the obtained 
rite-rion. First, the growth rate is stru
turally limited by the distribution of a �nite amountof proteins between the metaboli
 pathways and the ribosomes. Se
ond, the emergen
eof modules in metaboli
 pathways arises from a poli
y of e
onomy in proteins in theba
terium to in
rease the growth rate. Some well known transport strategies su
h as
atabolite repression or the substitution between low/high a�nity transporters are pre-di
ted by our method and 
ould 
onsequently be interpreted as ways to maximize growthwhile minimizing investment in proteins.Keywords : Systems biology, geneti
 and metaboli
 regulatory networks, modula-rity, growth rate limitation, resour
e management, Resour
e Balan
e Analysis, 
onvexoptimization, module predi
tion.



viiAvertissement au le
teurCette thèse s'ins
rit pleinement entre deux dis
iplines très di�érentes que sont l'automa-tique et la biologie. Même si l'objet 
entral de 
ette thèse est la ba
térie, les outils et mé-thodes développés i
i trouvent leur origine dans le 
hamps de l'automatique. Nous avonstoutefois essayé de rédiger 
e manus
rit a�n qu'il puisse être lu par les deux 
ommunau-tés sa
hant que 
ertaines exigen
es des deux 
ommunautés sont di�
ilement 
on
iliables.Pour les biologistes : L'automatique est la s
ien
e du 
ontr�le des systèmes, et par dé�-nition même, 
onsidère et manipule des 
on
epts et des objets variés dans des dis
iplinesdi�érentes, telles l'aéronautique ou l'automobile et plus ré
emment la biologie. L'une desspé
i�
ités de l'automatique est d'utiliser des modèles abstraits intégrant uniquement lesphénomènes essentiels au problème 
onsidéré. Ainsi nous avertissons le le
teur biologisteque nous avons délibérément réduit les détails de biologie dans l'é
riture pour permettre,espérons-le, aux automati
iens de suivre le �l du raisonnement. Nous avons néanmoins
onsidéré 
es (très nombreux) détails dans les appro
hes proposées dans 
ette thèse.Pour les automati
iens : Malgré nos e�orts pour réduire la 
omplexité né
essaire à nosdéveloppements, la ba
térie demeure un système d'une grande 
omplexité 
omposé d'untrès grand nombre d'éléments di�érents. Nous avons dé
rit les mé
anismes prin
ipaux leplus su

in
tement possible dans une perspe
tive systémique.Conventions utiliséesOn utilisera les 
onventions 
lassiques de biologie pour nommer les gènes et les protéines.Le nom de gène s'é
rit en italique et ne 
ommen
e pas par une majus
ule, alors que laprotéine asso
iée ne s'é
rit pas en italique et 
ommen
e par une majus
ule. Par exemple,le gène purR désigne le gène 
odant pour la protéine PurR. Les métabolites sont notésen format de texte normal et sont nommés expli
itement ou à travers un a
ronymeusuellement utilisé par les biologistes. Par exemple, le métabolite adénosine-triphosphaten'est jamais désigné en tant que tel dans les arti
les de biologie. Ce métabolite esttoujours nommé par son a
ronyme ATP, et 
e sera également le 
as dans 
ette thèse.Pour plus de 
larté pour le le
teur non biologiste, nous nous sommes e�or
és de pré
iserla nature de l'a
ronyme. Toutefois, en 
as de doute, le le
teur se reportera à la table desabréviations.
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Introdu
tion généraleDé
rypter le fon
tionnement d'une 
ellule vivante reste à 
e jour un enjeu majeur enBiologie tant les potentiels dans le milieu médi
al, pharma
eutique ou agroalimentairesont importants. Lorsque la 
ellule s'adapte à des stimuli, il s'agit de 
omprendre quelssont les mé
anismes biologiques en jeu, d'identi�er pré
isément leur réponse et en�n de
ara
tériser le système de 
ontr�le 
oordonnant 
es mé
anismes.En tant que s
ien
e expérimentale basée sur l'observation de phénomènes biologiques,les avan
ées majeures sont intrinsèquement liées au progrès te
hnologique. Au début du20ème siè
le, il était a
quis que les organismes 
omme l'homme étaient 
omposés de dif-férents modules, les organes, 
onne
tés et 
oordonnés entre eux à travers d'une part lesystème nerveux pour l'information et le 
ontr�le, et d'autre part le réseau vas
ulairepour apporter entre autres les nutriments et l'énergie né
essaire à leur fon
tionnement.L'avènement de la biologie molé
ulaire au 
ours de 
e siè
le asso
ié à des dé
ouvertesmajeures, 
omme l'existen
e de l'ADN, ont permis de passer de l'é
helle ma
ros
opique àl'é
helle 
ellulaire. De façon remarquable, les ba
téries tout 
omme les 
ellules humainessont 
omposées des mêmes pro
essus 
ellulaires élémentaires (répli
ation de l'ADN, tra-du
tion des protéines par les ribosomes par exemple), même si bien entendu les 
elluleshumaines (eu
aryotes) sont beau
oup plus 
omplexes et organisées que les ba
téries.Ce 
hangement d'é
helle a profondément modi�é la manière d'appréhender les systèmesbiologiques par les 
her
heurs. Fa
e à la 
omplexité des mé
anismes biologiques d'unepart, et à la diversité des te
hniques né
essaires à leur étude d'autre part, les biolo-gistes se sont spé
ialisés non seulement dans des pro
essus biologiques parti
uliers maisaussi dans des dis
iplines s
ienti�ques (bio
himie, biophysique, génétique, . . . ). Cetteappro
he dite rédu
tionniste de la Biologie a permis des avan
ées s
ienti�ques sans pré-
édent. On 
itera par exemple la révolution asso
iée à la dé
ouverte de l'ADN ou aupremier séquençage d'un génome. Mais au �l du temps, la spé
ialisation de la Biologiea aussi été a

ompagnée par une 
ertaine perte de vue du fon
tionnement général de la
ellule et in �ne par une di�
ulté à intégrer et à ré
on
ilier des données de di�érentenature. Or la �n du 20ème siè
le a justement été marquée par l'explosion de te
hnologiehaut-débit permettant d'a
quérir pour les ba
téries des données d'ex
ellente qualité àgrande é
helle pour tous les niveaux de la 
ellule : trans
riptome, protéome, �uxome,intéra
tome, métabolome. . .Fa
e à 
ette masse de données, le biologiste a besoin maintenant de méthodes etd'outils intégratifs mais plus en
ore d'une vision �système� de la 
ellule, 
e qui a donnénaissan
e à une nouvelle thématique de re
her
he, la �Biologie des Systèmes� au début1



2 Introdu
tion généraledu 21ème siè
le [111℄ :System Biology aims to develop a system-level understanding of biologi
alsystems. System-level understanding requires a set of prin
iples and metho-dologies that links the behaviors of mole
ules to system 
hara
teristi
s andfun
tions. Ultimately, 
ells, organisms, and human beings will be des
ribedand understood at the system level grounded on a 
onsistent framework ofknowledge that is underpinned by the basi
 prin
iples of physi
s.Le but de la Biologie des Systèmes est ainsi non seulement de ré
on
ilier les données entreelles, mais surtout de dégager des prin
ipes génériques de fon
tionnement sur les 
ellulesvivantes. Dans [111℄, l'auteur postule que la vision système, la théorie du 
ontr�le et lesoutils méthodologiques asso
iés issus de l'Automatique sont les 
lés qui permettront derévéler les grands prin
ipes de fon
tionnement des 
ellules vivantes. Un des obje
tifs de
ette thèse 
onsiste à évaluer le potentiel et l'intérêt de la vision système et des outilsméthodologiques développés dans le 
adre de l'Automatique pour analyser le fon
tion-nement des systèmes biologiques à l'é
helle globale. Si des 
on
epts élémentaires 
ommela bou
le de rétroa
tion ont été identi�és et appliqués ave
 su

ès pour analyser le fon
-tionnement de sous-parties spé
i�ques de la 
ellule 
omme la mobilité 
hez les ba
téries[13℄, leur appli
ation systématique à l'é
helle de la 
ellule entière a�n de dégager desprin
ipes généraux de fon
tionnement reste inexplorée. La question est tout simplementde savoir si une telle analyse est possible à l'é
helle de la 
ellule entière.Les systèmes biologiques sont en e�et d'une in
royable 
omplexité 
omparés aux sys-tèmes 
onçus par les hommes. Les systèmes biologiques sont 
omposés de milliers d'en-tités di�érentes 
orrespondant ainsi à des systèmes qui peuvent être dé
rits par plus de10000 variables d'états et 
e déjà pour les organismes les plus simples 
omme les ba
-téries. A titre de 
omparaison, les systèmes physiques 
onstruits par les hommes sontreprésentés par des modèles simpli�és de �petite� dimension : ordre 2 pour un missile[67℄, ordre 16 pour un avion [58℄, ordre 2 pour un bief de 
anal d'irrigation [128℄, ordre9 pour une transmission automatique intégrant moteurs thermiques et éle
triques pourun véhi
ule [180℄. Développer un modèle dynamique de la 
ellule dans sa totalité restedon
 utopique à 
e jour 
ompte tenu de la seule dimension du système. A 
ela s'ajoute ladi�
ulté de dé
rire les dynamiques par des équations non linéaires ou en
ore le nombrede paramètres du modèle à identi�er. Il est don
 indispensable de simpli�er 
e système,tout en identi�ant et en intégrant les éléments 
lés né
essaires au fon
tionnement globalde la 
ellule. C'est i
i que le savoir a

umulé par les biologistes 
es dernières années doitêtre intégré et reste plus que jamais indispensable.La vision systémique de l'Automatique semble don
 bien pertinente pour analyser lessystèmes biologiques 
ar intrinsèquement 
elle-
i 
onsiste d'une part à dé
omposer unsystème très 
ompliqué en un ensemble de sous-systèmes possédant de bonnes propriétéslo
ales, et d'autre part à étudier a posteriori les propriétés globales résultant de l'inter-
onnexion de 
es sous-systèmes. Dans les systèmes 
onçus par les hommes, les propriétésdu système global ne sont pas données par les propriétés lo
ales de 
haque sous-système.Dans 
ette thèse, nous nous e�or
erons don
 de dé
omposer une 
ellule vivante en unensemble de sous-systèmes fon
tionnels permettant d'une part de réduire la 
omplexité



3
Processus biologique

Protéines

U YFig. 1 � Un pro
essus biologique représenté 
omme un moduleintrinsèque du système global, et d'autre part de dégager des prin
ipes généraux (etgénériques !) de fon
tionnement et d'organisation de la 
ellule. L'angle d'attaque d'unetelle démar
he est toutefois di�
ile et né
essite de s'investir pleinement dans la Biologiea�n d'analyser le fon
tionnement global de la 
ellule. Bien que déli
ate et 
oûteuse entemps, 
ette démar
he mêlant étroitement Automatique et Biologie 
onstitue le 
oeuret l'originalité de 
e travail de thèse, 
e qui, de fait, est 
omplémentaire des nombreusesétudes basées sur de l'analyse de données présentées au 
ours du premier 
hapitre dontles obje
tifs ne sont pas de remettre en perspe
tive les résultats dans le 
ontexte dufon
tionnement global du système.Dans 
e 
ontexte, nous pouvons dès à présent présenter une première analyse sys-témique gros grain du fon
tionnement global d'une 
ellule. Toute 
ellule vivante estorganisée en di�érents pro
essus biologiques élémentaires e�e
tuant des tâ
hes spé
i-�ques [86℄, représentées sur la �gure 2 et dé
rites dans l'annexe A.2. Si on représente 
espro
essus biologiques d'un point de vue entrée/sortie (voir la �gure 1), 
haque pro
essusest 
omposé entre autres de protéines transformant des entrées U en sorties Y . Dans lamajorité des pro
essus biologiques 
omposant la 
ellule, les entrées U 
orrespondent àde l'énergie et 
ertains métabolites parti
uliers, appelés pré
urseurs métaboliques. Lessorties Y 
orrespondent aux di�érents 
omposants 
ellulaires (ADN, ARN, protéines,et
.). A 
e titre, deux pro
essus biologiques sont remarquables :� l'appareil de tradu
tion des protéines : qui prend en entrée U de l'énergie et desARNt 
hargés pour produire en sortie Y les protéines 
omposant tous les pro
essus
ellulaires ;� le réseau métabolique : qui prend en entrée U des nutriments du milieu extra
ellu-laire et qui produit en sortie Y les di�érents pré
urseurs métaboliques et l'énergiené
essaire à tous les pro
essus 
ellulaires.Bien qu'absente dans la littérature, 
ette dé
omposition systémique de la 
ellule 
onsti-tue le fondement des résultats de 
ette thèse. Compte tenu de la diversité des milieuxet de la 
ompétition féro
e existante entre toutes formes de vie, les 
ellules ont déve-loppé des mé
anismes de régulation leur permettant non seulement de s'adapter, maisaussi pour les ba
téries de tirer leur épingle du jeu. Les 
ellules possèdent un système de
ontr�le adéquat a�n d'assurer à 
haque instant d'une part la régulation de 
haque sous-système et d'autre part leur 
oordination pour réaliser des stratégies 
omplexes issues del'évolution et de la séle
tion naturelle. Dans 
e 
ontexte, l'étude des régulations des pro-
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tion générale
essus biologiques d'un point de vue expérimental et théorique est en pleine expansion.Les biologistes ont identi�é de nombreux mé
anismes de régulation en parti
ulier au ni-veau des voies métaboliques pour 
ertains organismes modèles 
omme Es
heri
hia 
oli,Ba
illus subtilis ou Sa

haromy
es 
erevisiae. L'obje
tif de 
es études expérimentaleset théoriques est de dégager des propriétés su�samment générales pour être 
onservéespotentiellement 
hez d'autres organismes. Comme nous le montrerons dans le premier
hapitre, il existe des régularités dans une sous-partie du système de 
ontr�le global.Ces régularités sont souvent appelées �modules� par les biologistes [4, 12℄, mais ellesne 
orrespondent pas en réalité à des sous-systèmes que dé�niraient les automati
iens,
'est-à-dire dé�nis à travers leurs bonnes propriétés lo
ales.L'obje
tif 
entral de 
ette thèse 
onsiste ainsi à étudier l'organisation du système de
ontr�le des pro
essus 
ellulaires a�n de dégager des propriétés systémiques révélant sonfon
tionnement. Cette question est très ambitieuse et né
essite une très bonne 
onnais-san
e du système de 
ontr�le agissant à tous les niveaux de la 
ellule au moins pourun organisme spé
i�que. Compte tenu du niveau de 
onnaissan
e a
tuel du système de
ontr�le pour les di�érents pro
essus 
ellulaires, nous nous sommes fo
alisés sur le sys-tème de 
ontr�le des voies métaboliques de la ba
térie modèle de la famille des Gram +Ba
illus subtilis1. Il 
onvient néanmoins de veiller à la généri
ité de nos résultats en les
omparant à 
eux obtenus pour un autre organisme 
omme par exemple Es
heri
hia
oli, la ba
térie modèle de la famille des Gram -. Nos résultats n'en seront alors querenfor
és surtout si l'on 
onsidère que 
es deux ba
téries ont divergé il y a plus de troismilliards d'années [14℄. Au 
ours des di�érents 
hapitres de 
ette thèse, nous montre-rons qu'e�e
tivement la stru
ture du 
ontr�le des voies métaboliques peut se dé
omposeren modules possédant de bonnes propriétés lo
ales tant au niveau théorique qu'au ni-veau biologique. Cette dé
omposition, basée intrinsèquement sur la vision système del'Automatique, o�re un 
adre théorique formel général d'analyse du 
ontr�le des voiesmétaboliques et représente ainsi une 
ontribution majeure de 
e travail de thèse. Maisl'intérêt de l'appli
ation des 
on
epts de l'Automatique en Biologie ne s'arrêtent pas là.En e�et, il est bien 
onnu en Automatique que par défaut la stru
ture d'un 
orre
teurobtenu par des algorithmes 
lassiques 
omme le H∞ n'est pas dé
entralisée. Lors de la
on
eption d'un 
orre
teur dé
entralisé, l'automati
ien doit ajouter des 
ontraintes surle 
orre
teur a�n de lui imposer une stru
ture spé
i�que, tout en imposant des 
ritèresde performan
e requis par le 
ahier des 
harges [200℄. Sur 
ette base, nous avons explorédans un deuxième temps un ensemble de 
ontraintes stru
turelles possibles agissant surla ba
térie permettant d'expliquer l'émergen
e de 
ette stru
ture de 
ontr�le modulaire.1En tant qu'organisme modèle, le niveau de 
onnaissan
e, en parti
ulier 
on
ernant les mé
anismes derégulation est en e�et important. Sans être 
omplète, la stru
ture de 
ontr�le est néanmoins su�sammentreprésentative pour dégager des résultats génériques. Par ailleurs, Ba
illus subtilis est une ba
téried'intérêt à la fois pour l'agro-alimentaire (produ
tion d'amylase ou d'antibiotiques), et 
omme organismemodèle pour des ba
téries pathogènes phylogénétiquement pro
hes telles que Staphylo
o

us aureus,Strepto
o

us pneumoniae, Ba
illus anthra
is (responsable de l'anthrax ou maladie du 
harbon), Ba
illus
ereus et Listeria mono
ytogenes (à l'origine d'infe
tions alimentaires). Une meilleure 
ompréhensiondu 
ontr�le des voies métaboliques 
hez Ba
illus subtilis est une première étape vers la 
ompréhensiondes 
oordinations des pro
essus 
ellulaires.



5L'identi�
ation et la formalisation mathématique de 
es 
ontraintes en un problème d'op-timisation 
onstituent une autre 
ontribution majeure de 
ette thèse.Ce mémoire de thèse se dé
ompose en deux parties, suivies d'un 
hapitre d'annexesrappelant les prin
ipales notions de Biologie né
essaires à la 
ompréhension de 
ettethèse (annexe A). La première partie est 
onsa
rée à l'existen
e, l'étude et la validationdes modules dans les voies métaboliques, bien identi�és du point de vue entrée/sortie,autour de trois 
hapitres.Modules dans les systèmes biologiques (
hapitre 1) Au 
ours de 
hapitre, nousintroduisons la problématique de 
ette première partie à travers une étude bibliogra-phique. L'obje
tif est de présenter les prin
ipaux résultats obtenus dans la littératuresur l'organisation du 
ontr�le des pro
essus biologiques à l'é
helle de la 
ellule. Nousmontrerons qu'il existe des régularités statistiquement sur-représentées dans la stru
turede 
ontr�le, qui ont été appelées �modules� par les biologistes. Néanmoins, une visionsystémique de la 
ellule est né
essaire pour obtenir une dé�nition bien posée de 
esmodules d'un point de vue entrée/sortie. Au regard de 
ette étude, nous donnons leséléments à intégrer, et en parti
ulier le 
ouplage entre les métabolites et les régulationsgénétiques.Stru
ture modulaire du réseau métabolique de Ba
illus subtilis (
hapitre 2)Dans 
e 
hapitre, nous identi�ons deux stru
tures de 
ontr�le aux propriétés mathéma-tiques remarquables dans les voies métaboliques de Ba
illus subtilis, et qui à 
e titre,
orrespondent à des modules bien identi�és du point de vue entrées/sorties. Nous verronsque les propriétés obtenues o�rent un 
adre théorique pour expliquer non seulement le
ontr�le lo
al d'un module, mais aussi les 
oordinations entre 
es modules.Identi�
ation et validation des modules 
hez Ba
illus subtilis (
hapitre 3)Ce 
hapitre 
onfronte les résultats théoriques présentés au 
hapitre pré
édent ave
 desdonnées issues de la littérature et des données expérimentales obtenues dans le 
adre duprojet européen BaSysBio2. Nous identi�ons les modules dans les voies métaboliques deBa
illus subtilis et illustrons leur 
omportement fa
e à des données de trans
riptome etde métabolome.2Ce projet de Biologie des Systèmes (2007-2010) a pour but d'améliorer la 
ompréhension théoriquedes di�érents mé
anismes de régulation intervenant à tous les niveaux de la ba
térie dans deux 
ondi-tions physiologiques di�érentes : le passage d'une sour
e privilégiée de 
arbone (le glu
ose) à une autre(le malate), et le stress oxydatif (présen
e de peroxyde). Dans 
e 
ontexte, nous sommes intervenus plei-nement dans les di�érentes phases du projet : 
onstru
tion et analyse de modèles dynamiques 
entréssur les questions biologiques d'intérêt, traitement et analyse des données expérimentales, validation desmodèles. Dans 
ette thèse, nous présenterons uniquement les aspe
ts liés au traitement et à l'analyse desdonnées pour notre propre intérêt, à savoir la validation des modules et de notre 
adre formel d'analysedes voies métaboliques.



6 Introdu
tion généraleLa deuxième partie de 
ette thèse est 
onsa
rée à l'identi�
ation, la formalisationet la validation des 
ontraintes stru
turelles permettant d'expliquer l'émergen
e d'unestru
ture de 
ontr�le modulaire dans les voies métaboliques à travers deux 
hapitres.La méthode Resour
e Balan
e Analysis (
hapitre 4) Ce 
hapitre regroupe lesrésultats majeurs de 
e travail de thèse. A travers une analyse systémique de la ba
térie,nous identi�ons trois 
ontraintes stru
turelles a
tives à 
haque instant basées sur larépartition des protéines entre les pro
essus 
ellulaires. Leur formalisation mathématiqueen phase exponentielle 
onduit à un problème d'optimisation non di�érentiable dont nousétudierons les propriétés mathématiques. Ce 
adre formel est appeléResour
e Balan
eAnalysis.Appli
ation de la méthode RBA à Ba
illus subtilis (
hapitre 5) Ce 
hapitreprésente la mise en ÷uvre de la méthode RBA sur le réseau métabolique de B. subtilis.Nous illustrons les résultats théoriques obtenus au 
hapitre pré
édent.Ces travaux de thèse ont 
onduit à deux publi
ations :� Goelzer, A. and Bekkal Brik
i, F. and Martin-Verstraete, I. and Noirot, P. andBessières, P. and Aymeri
h, S. and Fromion, V. Re
onstru
tion and analysis of thegeneti
 and metaboli
 regulatory networks of the 
entral metabolism of Ba
illussubtilis. BMC System Biology, 2008. 2 :20.� Goelzer, A. and Fromion, V. and S
orletti, G. Cell design in ba
teria as a 
onvexoptimization problem. Pro
eedings of the 48th IEEE Conferen
e on De
ision andControl, 2009. pp :4517-4522.Dans la suite de 
ette thèse, nous parlerons indi�éremment de 
ellule ou de ba
térie.
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Chapitre 1Modules dans les systèmes biologiquesComme nous l'avons montré en introdu
tion de 
ette thèse, tout être vivant, en partantde l'homme pour �nir aux mi
roorganismes 
omme les ba
téries apparaissent générale-ment 
omposés de sous-systèmes e�e
tuant des tâ
hes spé
i�ques di�érentes de façon
oordonnée. Au niveau ma
ros
opique pour les hommes par exemple, 
es sous-systèmes
orrespondent aux organes, alors qu'à l'é
helle mi
ros
opique, pour les ba
téries parexemple, 
es sous-systèmes 
orrespondent aux di�érents pro
essus 
ellulaires 
omme larépli
ation de l'ADN, la tradu
tion des protéines, et
. Au 
ours du 20ème siè
le, 
es dif-férents sous-systèmes ont été parti
ulièrement étudiés au niveau molé
ulaire si bien queleur prin
ipe de fon
tionnement est a
tuellement bien 
onnu. En revan
he formaliser etrationnaliser l'ensemble de 
es sous-systèmes a�n de dégager des prin
ipes de fon
tion-nement généraux reste a
tuellement un dé� majeur.Le fon
tionnement d'un tel système né
essite en e�et un 
ontr�le adéquat pour répondreà des perturbations variées (un stress oxydatif, des 
aren
es en minéraux ou en 
ar-bone, des mutations génétiques. . . ) dans un 
ontexte de 
ompétition perpétuelle ave
les autres organismes vivants. Dans une 
ellule, il existe di�érents mé
anismes de régu-lation identi�és expérimentalement pour 
ontr�ler 
es pro
essus 
ellulaires. Ils peuventagir au niveau de l'expression des gènes (niveau trans
riptionnel), de la tradu
tion dela protéine (niveau tradu
tionnel), de la modi�
ation de l'a
tivité de la protéine (ni-veau post-tradu
tionnel et allostérique). Jusqu'à la �n des années 90, 
es mé
anismesde régulation étaient étudiés au 
as par 
as pour un pro
essus 
ellulaire donné. L'explo-sion te
hnologique ré
ente permet maintenant d'explorer de manière systématique et àl'é
helle de la 
ellule 
ertains mé
anismes de régulation agissant au niveau de l'expressiondes gènes (trans
riptome, Chip-Chip), de la tradu
tion des protéines (protéome) ou dela phosphorylation des protéines (phospho-protéome).Dans 
e 
hapitre, nous allons montrer 
omment l'étude de la stru
ture et du fon
-tionnement du réseau de régulation génétique d'une ba
térie a été appréhendée dans lalittérature a�n de situer 
e travail de thèse. Ces études sont prin
ipalement basées surde l'analyse systématique de données à grande é
helle par des méthodes statistiques. Ils'agit de dé�nir l'objet que 
es études ont 
onsidéré et de 
lari�er la démar
he suivie poursavoir si leurs résultats peuvent s'interpréter par une démar
he d'analyse des systèmes11



12 Chapitre 1. Modules dans les systèmes biologiquespropre à l'Automatique. La vision système propre à l'Automatique 
onsiste à isoler dessous-blo
s possédant des bonnes propriétés du point de vue entrées-sorties pour ensuiteles inter
onne
ter. Généralement, de bonnes propriétés lo
ales pour 
haque sous-systèmene garantissent pas de bonnes propriétés globales au système inter
onne
té1. On 
her-
hera également à évaluer dans quelle mesure les 
on
epts élémentaires d'Automatique
omme la bou
le de rétroa
tion ou la bou
le ouverte peuvent être projetés sur la totalitéde la 
ellule dans toute sa 
omplexité.1.1 Le réseau de régulation génétiqueLe réseau de régulation génétique peut se dé�nir 
omme le graphe engendré par l'en-semble des régulateurs agissant au niveau de l'expression des gènes, 
'est-à-dire au ni-veau trans
riptionnel uniquement. Traditionnellement, les régulateurs 
onsidérés 
orres-pondent aux fa
teurs de trans
ription (FT) et aux fa
teurs sigma qui modulent l'initia-tion de la trans
ription des gènes (voir Annexe A.3 pour des détails 
omplémentaires surle sujet). Le graphe du réseau de régulation génétique est don
 
omposé de n÷uds etd'arêtes, où les n÷uds 
orrespondent aux régulateurs génétiques (FTs et fa
teurs sigma).Une arête relie un n÷ud A à un n÷ud B si A régule la trans
ription de B. B appartientau régulon de A, 
'est-à-dire à l'ensemble des gènes sous le 
ontr�le dire
t de A. Parailleurs, le graphe est signé si à une arête est asso
ié un signe (positif ou négatif) selonl'e�et de la régulation sur la trans
ription. Un exemple de graphe signé et non signé estdonné sur la �gure 1.1 dans le 
as de trois gènes A, B, C, où A régule B, qui régule C,qui régule A. Le régulon asso
ié à un régulateur 
orrespond à l'ensemble des gènes sousle 
ontr�le dire
t de 
e régulateur.A 
e stade, on notera déjà un premier problème asso
ié à 
ette représentation, à savoirl'oubli d'un autre type de modulateurs trans
riptionnels : les e�e
teurs. Les e�e
teurssont des molé
ules qui modulent l'a
tivité du fa
teur de trans
ription en se liant dire
-tement à 
elui-
i. Par exemple, lorsque l'e�e
teur est lié au fa
teur de trans
ription, le
omplexe résultant n'est alors plus 
apable de se �xer sur l'ADN, ou possède au 
ontraireune plus grande a�nité pour son site de �xation sur l'ADN. Généralement, 
et e�e
teur
orrespond à un métabolite. Le résultat �nal sur la trans
ription du gène dépend don
d'une part de l'e�et positif ou négatif du fa
teur de trans
ription, et d'autre part de l'ef-fet positif ou négatif de l'e�e
teur. Généralement, le graphe signé du réseau de régulationgénétique n'intègre pas les e�ets des e�e
teurs.Remarque 1.1 Nous ne nous intéresserons pas dans 
ette thèse à l'inféren
e du réseaude régulation à partir des données expérimentales. Cet aspe
t est néanmoins 
ru
iallorsque le réseau de régulation génétique n'est pas bien 
onnu, et 
onstitue un 
hampsde re
her
he important en Biologie des Systèmes. On 
itera juste quelques référen
espermettant d'identi�er le réseau de régulation à partir de :1De façon tout à fait remarquable, nous verrons au 
ours du 
hapitre 4 de 
ette thèse, que pour notresystème biologique pourtant très 
omplexe, l'optimisation de la performan
e de 
haque sous-système
ontribuent à la performan
e globale du système.
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Gène A Gène B Gène C

promoteur A promoteur B promoteur C

+ -

A
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-

+
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A
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C

+

Graphe de régulation équivalent

Fig. 1.1 � Un réseau de régulation où le gène A a
tive le gène B, qui réprime le gène C,qui a
tive le gène A



14 Chapitre 1. Modules dans les systèmes biologiques� données de trans
riptome par des algorithmes de 
lustering [53℄, bi-
lustering [99,98, 220℄, dé
omposition en valeurs singulières (SVD) [244℄ ;� données Chip-Chip permettant de lo
aliser des sites d'a

ro
hage des FTs sur l'ADN[124, 246, 11℄ ;� la 
ombinaison de données Chip-Chip et de trans
riptome [11, 246, 130℄ ;� la 
ombinaison de données de trans
riptome et de données in sili
o de déte
tion depromoteurs ou de sites d'a

ro
hage de FT [90, 40℄.Les di�érentes études sur la stru
ture du réseau de régulation génétique mention-nées dans les se
tions suivantes ont tenté de dégager des prin
ipes de fon
tionnementdes régulations, su�samment généraux pour être pertinents sur di�érents organismespro
aryotes ou eu
aryotes. L'idée i
i est que si la stru
ture du réseau de régulation est
onservée entre les di�érents organismes, alors les résultats obtenus sur un organismespé
i�que pourront être appliqués à d'autres. C'est l'un des fondements (et le pari) dela Biologie des Systèmes.1.2 Motifs statistiquement sur-représentésDans la plupart des travaux 
entrés sur 
e sujet, la re
her
he d'une stru
ture dans leréseau de régulation a été appréhendée à travers la re
her
he de motifs statistiquementsur-représentés, nommés feedforward, feedba
k, bou
les positives, bou
les négatives, dansle graphe des régulations signé ou non pour l'organisme modèle des ba
téries Gram-Es
heri
hia 
oli [12, 5, 78, 214, 225, 203, 147, 140℄ ou des eu
aryotes Sa

haromy
es 
e-revisiae [124℄. Dans 
ette étude bibliographique, nous nous 
entrerons sur 
elui d'E. 
oli.En e�et, son réseau de régulation a été relativement bien identi�é 
omparé à d'autresorganismes et est disponible dans des bases de données [107, 181℄. Nous allons dé
riresu

in
tement 
es motifs, en pré
isant leurs propriétés mathématiques lorsqu'elles ontété étudiées, tout en les projetant dans le 
ontexte de l'Automatique. L'existen
e de 
esmotifs est intéressante 
ar ils indiquent que 
ertaines régularités existent dans les réseauxgénétiques, au moins pour 
es deux organismes modèles eu
aryote et pro
aryote.On distinguera tout d'abord les études menées sur le graphe non signé des régulationsselon deux axes : la re
her
he de motifs élémentaires statistiquement sur-représentésd'une part et la 
lassi�
ation des fa
teurs des régulateurs génétiques pour révéler despossibles niveaux de 
ontr�le di�érents d'autre part. Trois motifs di�érents appelés Feed-forward loop (FFL), Single Input Module (SIM) et Dense Overlapping Regulons (DOR)ont ainsi été identi�és dans le graphe non signé des régulations [203, 147, 140℄. Dans undeuxième temps, on étudiera les bou
les négatives et positives identi�ées dans le graphesigné des régulations pour lesquels des résultats de stabilité (don
 pro
he de l'Automa-tique) ont été obtenus [78, 214, 225℄.
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FT 1

FT 2

G

Feedforward loop
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G
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G1 G2 Gm
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Dense Overlapping Regulon
(DOR)

FT: Facteur de transcription, G: gèneFig. 1.2 � Les motifs ré
urrents dans le réseau de régulation génétique d'E. 
oli [203℄
FT 1

FT 2

S1

S2

GFig. 1.3 � La feedforward loop [140℄1.2.1 Les Feedforward loops en BiologieLes trois types de motifs a�
hés sur la �gure 1.2 ont été identi�és dans le réseau derégulation génétique d'E. 
oli en explorant la matri
e de 
onne
tivité2 asso
iée au graphenon signé du réseau de régulation [203℄ : la FFL (Feedforward loop), le SIM (Single InputModule) et le DOR (Dense Overlapping Regulons). Les deux premiers motifs sont 
lairsd'après la �gure 1.2. Le dernier a été obtenu par 
lassi�
ation (
lustering) sur les régionsdenses du réseau, 
'est-à-dire pour lesquelles un même groupe de gènes ou d'opéronssont régulés par un même ensemble de fa
teurs de trans
ription. On remarquera que 
esmotifs ne donnent pas le signe de la régulation du gène Gi. Pour un motif SIM, si la2dé�nie 
omme la matri
e M de taille n×n, où n est le nombre de fa
teurs de trans
ription intégrésdans le graphe, ave
 Mij = 1 si le i-ème fa
teur de trans
ription régule le j-ème fa
teur de trans
ription,et Mij = 0 sinon.



16 Chapitre 1. Modules dans les systèmes biologiques
FT 1

FT 2

S1

S2

G

S2

FT 1

GFT 2

S1

Feedback + Feedforward
en Automatique

La FFL en biologie Fig. 1.4 � Le parallèle en Automatiquerégulation est négative, 
e motif 
orrespond alors à une auto-régulation, 
e qui repré-sente 70% des motifs SIM. Le signe de la FFL dépend de l'intégration des e�ets desfa
teurs de trans
ription impliqués, eux-mêmes sensibles à leurs e�e
teurs S1 et S2 (voirla �gure 1.3 et les ). On distinguera deux grands types de FFLs : les FFLs �
ohérentes�lorsque les signes des régulations issues des deux bran
hes (dire
te et indire
te) sontles mêmes, et les FFLs �in
ohérentes� dans le 
as 
ontraire [203, 140℄. Il semblerait,en simulation pour un jeu de paramètres donné, que les FFL in
ohérentes permettentd'a

élérer le temps de réponse de la trans
ription du gène G. En revan
he, les FFLs
ohérentes permettraient de �ltrer le signal S1. Seul un long signal persistant S1 6= 0permettrait d'avoir la trans
ription de G pour S2 6= 0 [140℄. Cependant 
es résultats ontété simplement déduits de simulations e�e
tuées pour un jeu de paramètres donné. Au-
une étude théorique sur l'obtention et la stabilité des points d'équilibre n'a été menéede manière systématique pour tous les 
as de FFL. Toutefois, une étude théorique etexpérimentale a montré qu'une FFL in
ohérente permet de générer un pulse au niveaude la trans
ription [141, 105℄.Du point de vue de l'Automatique, la régulation asso
iée aux fa
teurs de trans
rip-tion FT1 et FT2 
orrespond bien à un feedforward au sens de l'Automatique, si on lese�e
teurs S1 et S2 ne sont pas 
onsidérés. Lorsque les e�e
teurs sont intégrés dans l'ana-lyse, la représentation de la régulation dépend de l'impa
t du gène G sur 
es e�e
teurs.Si, par exemple, G modi�e pour une raison quel
onque S2, on obtient le type de re-présentation de la �gure 1.4, 
orrespondant à une bou
le de rétroa
tion (feedba
k) etune bou
le de pré-
ommande (feedforward) en Automatique. Cette proje
tion des motifsdans le 
ontexte de l'Automatique montre le r�le 
entral des e�e
teurs dans la dé�nitionmême des motifs. Une se
onde appro
he de stru
ture des régulations 
onsiste à essayerde hiérar
hiser les régulateurs en fon
tion du nombre de 
onnexions dans le graphe etdu nombre de régulations induites.
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Fig. 1.5 � Stru
ture multi-
ou
he hiérar
hique du réseau de régulation génétique d'E.
oli(extrait de [132℄)1.2.2 Une possible hiérar
hisation du 
ontr�leL'organisation topologique du réseau de régulation génétique est i
i explorée d'unepart à travers le nombre de 
onnexions pour un régulateur, et d'autre part en les ordon-nant selon di�érents 
ritères [132, 143, 66℄. Sur les �gures 1.5 et 1.6, les régulateurs gé-nétiques d'E. 
oli sont hiérar
hisés respe
tivement en fon
tion du nombre de régulateursgénétiques sous leur 
ontr�le dire
t et indire
t, et en fon
tion de leurs liens fon
tionnels.Il apparaît une hiérar
hisation du 
ontr�le, ave
 quelques régulateurs �haut niveau� etfortement 
onne
tés 
omme le fa
teur de trans
ription CRP représenté sur les �gures1.5 et 1.6, qui sont impliqués dans la régulation de nombreux autres régulateurs. Enrevan
he, la majorité des régulateurs n'induit au
une régulation, hormis les autorégula-tions (le régulateur se régule lui-même). Les régulateurs peuvent ensuite être regroupéssuivant la fon
tion des gènes de leur régulon (�gure 1.6). On obtient ainsi une représen-tation fon
tionnelle et hiérar
hique du réseau de régulation génétique [66℄. Là en
ore,
ertains régulateurs interviennent dans plusieurs fon
tions biologiques et ont ainsi un r�lepléiotrope. Malheureusement, 
e type d'analyse ne permet pas d'identi�er 
lairement ler�le d'un régulateur. I
i en
ore une 
lassi�
ation intégrant les e�e
teurs métaboliquespourrait 
hanger la stru
ture. L'avantage de 
ette représentation est d'identi�er les ré-gulateurs fortement 
onne
tés qui sont potentiellement des bons 
andidats pour desrégulations globales de haut niveau.
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Fig. 1.6 � Organisation modulaire et fon
tionnelle du réseau de régulation génétiqued'E.
oli (extrait de [143℄)
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Fig. 1.7 � Exemples de bou
les négatives et positives dans le réseau de régulation géné-tique1.2.3 Les bou
les négatives et positivesÉtudions maintenant l'autre grand type de motifs statistiquement signi�
atifs obtenusen 
onsidérant le graphe signé du réseau de régulation, les bou
les négatives et positives.Quelques exemples parmi 
eux étudiés dans la littérature sont indiqués sur la �gure1.7. Une bou
le dans le réseau de régulation est i
i dé�nie 
omme un 
y
le impliquantplusieurs fa
teurs de trans
ription. Une bou
le est dite négative (respe
tivement positive)si le produit des signes de toutes les arêtes la 
omposant est négatif (respe
tivementpositif).De nombreux mathémati
iens et automati
iens se sont intéressés aux propriétés asso
iéesà 
es deux types de bou
les, notamment en terme de dynamique et de stabilité. Lebiologiste René Thomas a postulé il y a 20 ans, les deux 
onje
tures suivantes [223℄ :1. un système ayant plusieurs états stationnaires distin
ts non dégénérés possède aumoins une bou
le positive ;2. un système présentant un 
omportement périodique stable possède au moins unebou
le négative.Ces deux 
onje
tures ont des impli
ations importantes en Biologie, 
ar de tels 
om-portements existent e�e
tivement. On 
itera 
omme exemple de 
omportements stablesl'horloge 
ir
adienne, ou l'homéostasie des ions (
omme le pH), et 
omme exemple demultistationarité la di�éren
iation 
ellulaire, ou l'entrée en sporulation pour B. subti-lis. Ces 
onje
tures ont été démontrées dans [78℄ sous des hypothèses réalistes pour lessystèmes biologiques. La démonstration la plus générale de la première 
onje
ture estdonnée dans [214℄.La re
her
he systématique de bou
les positives (ou négatives) dans les réseaux de ré-gulation génétique permet ainsi d'isoler des sous-systèmes présentant potentiellement
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-Fig. 1.8 � Les bou
les identi�ées dans le réseau de régulation de Ba
illus subtilisdes propriétés dynamiques parti
ulières. Les 
onje
tures de Thomas étant des 
onditionsné
essaires, il 
onvient d'étudier au 
as par 
as les bou
les observées. Si on re
her
heles bou
les dans le réseau de régulation de Ba
illus subtilis, (par des algorithmes 
al-
ulant les 
omposantes fortement 
onnexes3 par exemple [221℄), on obtient les bou
lesreprésentées sur la �gure 1.8. Parmi les 143 régulateurs 
omposant le graphe, seuls 12interviennent dans des bou
les. Les bou
les en tant que telles ne permettent don
 pas dedé�nir une stru
ture dans la régulation. En revan
he, elles peuvent révéler la présen
ed'états physiologiques mutuellement ex
lusifs. Par exemple, la bou
le positive de type�toggle swit
h� (voir la �gure 1.7 en bas à gau
he) impliquant les fa
teurs de trans
rip-tion GlnR et TnrA engendre deux états stables physiologiques distin
ts, 
orrespondante�e
tivement à la présen
e (GlnR présent, TnrA absent) ou à l'absen
e (GlnR absent,TnrA présent) d'une sour
e d'azote privilégiée 
omme la glutamine.Les bou
les négatives, et en parti
ulier le 
as de l'auto-régulation ont été étudiées demanière théorique [238℄, notamment pour leur parallèle en Automatique. La bou
le derétroa
tion en Automatique permet en e�et de désensibiliser le système 
ontr�lé vis-à-visde perturbations non mesurées [96℄. Dans [238℄, les auteurs montrent qu'une bou
le detype auto-régulation ne possède qu'un seul point d'équilibre, qui de plus est stable.Expérimentalement, les propriétés théoriques des bou
les négatives/positives ont été ob-servées à travers la 
onstru
tion et l'implémentation de 
ir
uits synthétiques dans E. 
oli[87, 89, 88℄, notamment le répressilateur [55℄ (�gure 1.7 en bas à droite), le toggle swit
h3Une 
omposante fortement 
onnexe d'un graphe est un sous-ensemble maximal de sommets tels quedeux quel
onques d'entre eux soient reliés par un 
hemin.
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he), l'auto-régulation [17℄ (�gure 1.7 en haut à gau
he).Selon 
es études, le répressilateur présente un 
omportement os
illatoire, le toggle swit
hun 
omportement bi-stable et l'auto-régulation permet de diminuer l'e�et du bruit issude l'expression des gènes sur la produ
tion de la protéine.La re
her
he de bou
les positives dans le réseau de régulation 
hez les ba
téries estdon
 pertinente pour identi�er les possibles 
ir
uits dé
isionnels asso
iés aux di�érentsmodes de vie. En revan
he, elle ne permet pas de 
omprendre le r�le de la régulation sansla projeter dans son 
ontexte fon
tionnel (
omme GlnR/TnrA). De plus, il existe peu de
y
les dans les régulations. Par 
ontre, le nombre de bou
les augmenterait sensiblementsi d'autres types de signaux, 
omme les e�e
teurs métaboliques étaient intégrés dans legraphe. Si on reprend l'exemple de la FFL de la �gure 1.4 où le gène G agit aussi sur S2,au
une bou
le n'est présente si on 
onsidère uniquement les fa
teurs de trans
ription. Au
ontraire, si on in
lut l'e�e
teur S2 dans le graphe sous forme de n÷ud, on obtient alorsla bou
le représentée sur la �gure 1.9 dont le signe dépend de l'e�et de FT2 sur S2 et deS2 sur FT2. Étant donné que 88% des régulateurs impliquées dans les voies métaboliques
FT 2 S2Fig. 1.9 � Existen
e d'une bou
le dans la FFL si les liens métaboliques sont intégrésrépondent à un signal provenant du métabolisme (ion, métabolite, ou protéine impliquéedans le métabolisme) [75℄, le nombre de bou
les augmente 
ertainement si les e�e
teurssont intégrés.1.2.4 Conséquen
esCes di�érentes appro
hes montrent que le réseau de régulation génétique 
omporte desstru
tures statistiquement signi�
atives [4, 12℄. Cependant, on ne peut pas pour autant
on
lure à l'existen
e de sous-systèmes du fait de l'in
omplétude du réseau de régulationgénétique. En e�et, 
ertaines entrées du réseau de régulation ont été négligées 
omme parexemple les e�e
teurs métaboliques et tous les autres mé
anismes de régulation génétique
omme les riboswit
hes par exemple (voir Annexe A.3). De plus, les motifs obtenus par
es méthodes ne permettent pas d'expliquer le r�le et la fon
tion de la régulation dansla physiologie de la ba
térie.Au regard de 
ette première étude bibliographique, nous avons identi�é la bou
le derétroa
tion de la �gure 1.4 
omme un premier élément important pour le fon
tionnementdes régulations et qui a souvent été négligée dans la littérature. Le 
ouplage entre le réseaugénétique et le réseau métabolique doit être intégré, et 
e à deux niveaux :� impa
t du réseau génétique sur le réseau métabolique à travers la synthèse desenzymes ;
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t du réseau métabolique sur le réseau génétique via les e�e
teurs métaboliquesdes mé
anismes de régulation génétique (
'est-à-dire les fa
teurs de trans
ription ettous les autres).De plus, la plupart des e�e
teurs métaboliques identi�és expérimentalement sont asso-
iés au 
ontr�le des voies métaboliques. Le réseau métabolique est par 
onséquent lesous-système 
ellulaire idéal pour 
omprendre le fon
tionnement et la 
oordination desrégulations.1.3 Stru
ture du réseau métaboliqueL'organisation des voies métaboliques (et leur 
ontr�le enzymatique) a été égalementparti
ulièrement étudiée dans la littérature [103, 199℄. Là en
ore le réseau métaboliquepeut être représenté par un graphe, dans lequel des motifs statistiquement signi�
atifspeuvent être identi�és. Toutefois, la re
her
he de motifs dans le graphe asso
ié au ré-seau métabolique a été généralement menée en le dé
ouplant du réseau génétique. Làen
ore l'impa
t du métabolisme sur la réponse du réseau génétique n'a pas été intégré,limitant ainsi l'intérêt de 
ette appro
he pour identi�er une stru
ture de 
ontr�le pourles voies métaboliques. Toutefois, la re
her
he de motifs dans le réseau métabolique seula l'avantage d'identi�er de manière systématique :� les métabolites fortement 
onne
tés (métabolites �hub�) ayant potentiellement unfort impa
t sur le fon
tionnement du système global, et don
 un impa
t sur larégulation des voies métaboliques ;� les �modes élémentaires� dé�nis 
omme l'ensemble des 
hemins possibles pour allerd'un point A à un point B et permettant par 
ombinaison linéaire de re
ouvrirtoutes les voies métaboliques.1.3.1 Identi�
ation de métabolites �hubs�L'organisation topologique du réseau métabolique a été généralement abordée en ex-plorant la 
onne
tivité des métabolites dans les réa
tions 
himiques [103, 16, 145℄. Leréseau métabolique est alors 
onsidéré 
omme un graphe où les n÷uds 
orrespondentaux métabolites. Deux métabolites sont liés par une arête s'ils parti
ipent à la mêmeréa
tion enzymatique. La 
onne
tivité d'un métabolite 
orrespond au nombre d'arêtesasso
iées. Les métabolites sont ensuite 
lassés en fon
tion du nombre de 
onnexions [16℄ou par le nombre de métabolites produits grâ
e au métabolite en question [145℄.Des études portant sur la 
onne
tivité des métabolites pour 43 organismes montrent quela probabilité d'avoir un n÷ud du réseau métabolique fortement 
onne
té suit une loi enpuissan
e, 
ara
téristique d'une ar
hite
ture de type s
ale-free typique d'une organisationen petits mondes [103, 235℄ (voir la �gure 1.10 gau
he), et modulaire hiérar
hique [175℄(voir la �gure 1.10 droite). Les modules topologiques obtenus re
ouvrent les fon
tionsmétaboliques prin
ipales. Ainsi peu de métabolites sont fortement 
onne
tés. Plus ré
em-ment, 
es métabolites fortement 
onne
tés, appelés métabolites �hubs�, ont été identi�éspour E. 
oli [235, 16, 145℄. Il s'agit des métabolites ri
hes en énergie et don
 né
essaires
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Motif à 4 noeuds

Motif à 16 noeudsFig. 1.10 � Réseau de type s
ale-free (gau
he) et Hiérar
hie modulaire d'un réseau s
ale-free (droite)à de nombreuses réa
tions 
himiques [16℄ : H+, H2O, ATP, ADP, Pi, PPi, CO2, NAD+,NADP+, NADH, NADPH, CoA, AMP, glutamate, NH4. Ces métabolites, à l'ex
eptiondu glutamate) sont 
onsidérés 
omme des 
o-fa
teurs, et sont souvent 
ouplés et régulésà travers d'autres fa
teurs physiologiques 
omme la gestion du pH, la for
e proton mo-tri
e ou l'état redox de la 
ellule, ou ave
 d'autres pro
essus biologiques intra
ellulaires.A�n d'identi�er les métabolites 
entraux impliqués uniquement dans le métabolisme,
ertaines études ont ex
lu 
es métabolites de leur analyse et obtiennent alors 
ommemétabolites hubs le glutamate, le pyruvate, la 
oenzyme-A, le 2-oxoglutarate, la gluta-mine et l'aspartate prin
ipalement [235℄. On notera également que le GTP ne fait paspartie des métabolites fortement 
onne
tés au sein du réseau métabolique. En revan
he,le GTP est utilisé 
omme sour
e d'énergie pour des pro
essus 
omme la tradu
tion desprotéines (voir la �gure 2 page 7).Intérêt des métabolites hubs ? Selon 
es auteurs, les métabolites hubs jouent unr�le 
entral dans le fon
tionnement du réseau métabolique 
ar la variation de l'un entreeux a�e
terait plusieurs motifs et don
 un réajustement global de la fon
tion métabo-lique. Au 
ontraire, la variation de métabolites appartenant à un seul motif n'a�e
teraitprobablement que 
elui-
i. De façon remarquable, nous montrerons dans le pro
hain 
ha-pitre de 
ette thèse qu'il n'en est rien. Ces métabolites fortement 
onne
tés interviennentgénéralement dans des étapes intermédiaires des voies métaboliques. Nous montreronsqu'ils n'ont alors en général au
un impa
t sur le régime d'équilibre.Ces auteurs ont également souligné l'intérêt d'une stru
ture topologique �s
ale-free�
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omposition en sous-systèmes permettrait de limiterl'impa
t de perturbations sur la 
ellule. Si une perturbation a�e
te un motif en par-ti
ulier, la perturbation resterait 
on�née à l'intérieur de 
elui-
i et engendrerait peud'impa
ts sur les autres, et ainsi un réajustement minime à l'é
helle de la 
ellule [216℄.Les pro
essus 
ellulaires ayant une stru
ture de type �s
ale-free�, ou s
ale-free hiérar-
hique résisteraient mieux aux perturbations aléatoires [27, 12℄ 
ar la probabilité pour laperturbation d'a�e
ter un n÷ud �hub� est faible [103, 175℄. Cependant, 
et argumenttopologique ne tient pas fa
e à la réalité. Prenons l'exemple de la sou
he trp- de B. subti-lis présentant une mutation délétère dans le gène trpC. Cette sou
he ne peut pas pousseren absen
e de tryptophane dans le milieu extérieur. La mutation a lieu typiquement auniveau d'un n÷ud faiblement 
onne
té du réseau métabolique, et pourtant 
ette muta-tion est létale en absen
e de tryptophane.Si 
ette analyse identi�e le r�le pléiotrope de 
ertains métabolites, elle ne révèle enau
un 
as le fon
tionnement des voies métaboliques dans la 
ellule, ni ses 
oordinationsave
 les autres pro
essus 
ellulaires. En revan
he, l'appro
he dite des modes élémentairesidenti�e de manière systématique tous les 
hemins possibles dans les voies métaboliquespour aller d'un point A à un point B, intégrant la notion de lien fon
tionnel entre les
omposés impliqués [197, 198℄.1.3.2 Les modes élémentairesL'intérêt d'une telle appro
he est de révéler pour un métabolite d'intérêt tous les
hemins possibles de produ
tion et de 
onsommation. Si les 
hemins sont intuitivementidenti�ables pour les métabolites faiblement 
onne
tés, ils sont en revan
he plus inter-
onne
tés pour les métabolites hubs. Chez di�érents organismes, les voies de synthèse desprin
ipaux 
o-fa
teurs 
omme l'ATP ou le NADPH sont peu nombreuses. La re
her
hedes modes élémentaires pour 
es 
o-fa
teurs permet d'identi�er les voies possibles desynthèse et don
 de révéler potentiellement des stratégies de 
oordination �ne pour pro-duire 
es métabolites d'intérêt. Les modes élémentaires d'un réseau métabolique révèlentégalement la fragilité de 
ertaines voies vis-à-vis des mutations génétiques [215℄. Malheu-reusement, le 
al
ul des modes élémentaires ne se résoud pas en temps polyn�mial et nepeut s'appliquer qu'à des sous-parties du réseau métabolique [199℄. Par ailleurs, rien n'in-dique qu'un mode élémentaire soit e�e
tivement fon
tionnel. En dé�nissant les 
heminsextrêmes 
omme les voies topologiques minimales permettant d'obtenir tous les modesélémentaires par 
ombinaison linéaire [190, 164℄, la prise en 
ompte des régulations gé-nétiques réduit le nombre de 
hemins extrêmes de 67.5% à 97.5% [41℄. Les régulationsgénétiques sont ainsi indispensables pour 
omprendre le fon
tionnement du réseau mé-tabolique et ses 
oordinations ave
 les pro
essus 
ellulaires.Au-delà du r�le 
entral du 
ouplage entre le réseau génétique et le réseau métabo-lique dans le fon
tionnement des voies métaboliques, 
ette se
onde étude bibliographiquemontre aussi qu'il existe une stru
ture dans le réseau métabolique ave
 des métabolitesfortement 
onne
tés et faiblement 
onne
tés. Les biologistes auraient ainsi pu 
hoisir de
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eux représentés sur la �gure1.10. Or 
e n'est pas le 
as. Ils ont 
hoisi de représenter le réseau métabolique suivantles 
hemins de produ
tion et de dégradation des pré
urseurs métaboliques utilisés parles autres pro
essus 
ellulaires 
omme les a
ides aminés, les nu
léotides, et
. Le réseaumétabolique est ainsi stru
turé selon la fon
tion des voies métaboliques, 
e qui peutre�éter les obje
tifs de 
ontr�le de la voie. Par exemple, la voie de synthèse d'un a
ideaminé pourrait être régulée de manière à toujours garantir la disponibilité de 
et a
ideaminé. Dans la littérature, 
ette notion d'obje
tif de 
ontr�le dans les régulations n'estgénéralement pas abordée expli
itement, alors qu'en Automatique elle est essentielle àla synthèse de tout régulateur. Néanmoins, 
ette notion existe impli
itement dans lareprésentation même du réseau métabolique.1.4 Les notions élémentaires d'Automatique dans lessystèmes biologiques

Sous−système

z

yu

w

P

K

Fig. 1.11 � Un exemple de sous-système dé�ni 
lassiquement en AutomatiqueOn résumera les di�érents travaux mentionnés dans les se
tions pré
édentes autourdes deux points suivants :� il existe des régularités statistiquement sur-représentées dans le réseau de régulationgénétique et dans le réseau métabolique ;� les 
on
epts élémentaires de l'Automatique 
omme les sous-systèmes (ou modules),le �feedba
k� et le �feedforward� sont mentionnés [4, 12℄ mais sont mal dé�nis dupoint de vue entrée/sortie de l'Automatique [186℄ 
omme nous l'avons montré dansle 
as de la FFL de la �gure 1.9 page 21.La question 
onsiste maintenant à savoir si 
es régularités 
orrespondent à des sous-systèmes opérationnels qui vont nous permettrent de mieux 
omprendre le fon
tionne-ment global du système. La réponse à 
ette question est malheureusement négative, et
e pour plusieurs raisons.Tout d'abord, l'objet 
onsidéré dans les di�érentes études est in
omplet, notamment à
ause du dé
ouplage arti�
iel du réseau de régulation et du réseau métabolique. Comme



26 Chapitre 1. Modules dans les systèmes biologiquesnous l'avons montré, il est indispensable d'intégrer tous les niveaux de 
ontr�le, et enparti
ulier les e�e
teurs des fa
teurs de trans
ription. La rédu
tion du réseau de régu-lation génétique aux fa
teurs de trans
ription et au fa
teurs sigma dans les di�érentesétudes se justi�ait par l'existen
e de te
hnologies bien adaptées pour observer l'impa
tde 
es régulateurs, mais aussi tout simplement par
e que le r�le et l'impa
t des autrestypes de régulations n'étaient pas 
onnus. Les régulations par les petits ARNms ou lesARN non 
odant par exemple viennent tout juste d'être dé
ouvertes grâ
e au progrèste
hnologique en parallèle. Il va de soi que les biologistes dé
ouvriront dans le futurd'autres mé
anismes de régulation 
omplexes et élégants. Les sous-systèmes re
her
hésdoivent pouvoir aider à la 
ompréhension des prin
ipes de fon
tionnement du systèmeglobal qui, potentiellement, ne seront pas remis en 
ause à 
haque dé
ouverte de nou-veaux mé
anismes de régulation.Un deuxième point fondamental 
on
ernant la 
onstru
tion d'un sous-système en Au-tomatique relève de son utilité dans le 
ontexte du système global. Il doit servir à quelque
hose. Cette vision �naliste des systèmes 
orrespond à la vision systémique propre àl'Automatique qui 
onsiste à isoler des sous-blo
s possédant des bonnes propriétés dupoint de vue entrées-sorties pour ensuite les inter
onne
ter. En 
e sens, la dé
omposi-tion en sous-systèmes est plus un art qu'une s
ien
e et reste profondément empirique.Un sous-système n'a d'intérêt que s'il permet de simpli�er l'analyse du système global.Généralement en Automatique, un sous-système est 
hoisi d'après ses bonnes propriétéslo
ales du point de vue entrées/sorties. Par exemple, 
onsidérons le système linéaire Pbou
lé par un 
orre
teur K de la �gure 1.11 où le régulateur a été 
onstruit de manièreà garantir des propriétés de stabilité et de performan
e pour le système en bou
le ferméevis-à-vis d'un 
ahier des 
harges donné. Le prin
ipe de la bou
le de rétroa
tion 
onsisteà agir sur le système à travers les signaux u sur la base de l'information disponible dusystème, 
'est-à-dire sur la base des signaux mesurés y. La bou
le de rétroa
tion permetde désensibiliser le système bou
lé vis-à-vis de perturbations non mesurées à partir dessignaux mesurés. En 
e sens, le sous-système dé�ni du point de vue entrées/sorties parle 
ouple (w,z) possède de bonnes propriétés lo
ales. A première vue, pour les systèmesbiologiques, nous pouvons interpréter les signaux w, z, u et y 
omme suit. Les signaux
w et z sont les 
ara
téristiques de l'utilité du sous-système dans le 
ontexte du systèmeglobal. La bou
le de régulation des métabolites sur le réseau génétique 
orrespond auxsignaux mesurés y alors que l'a
tivation (ou la répression) de la synthèse des protéinesest le signal de 
ommande u. Selon 
ette représentation, les di�érents mé
anismes derégulations intervenant à di�érents niveaux dans la 
ellule ne sont �que� la réalisationet l'implémentation du 
orre
teur. Les prin
ipes de fon
tionnement sous-ja
ents du sous-système sont alors bien indépendants de la réalisation biologique de la régulation.Dans le 
hapitre suivant, nous allons 
her
her à identi�er des sous-systèmes dans le ré-seau métabolique d'après leurs bonnes propriétés lo
ales. Il reste à savoir sur quellespropriétés seront basées l'identi�
ation des sous-systèmes. Comme nous le verrons, lesystème que nous allons manipuler est 
omposé de 
entaines de variable d'états régiespar des dynamiques fortement non linéaires. Re
her
her des sous-systèmes sur la base deleur stabilité n'est a
tuellement pas envisageable du fait qu'il n'existe pas d'outils adap-
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ables à des systèmes non linéaires d'une telle 
omplexité de part leur grandedimension et leur forte inter
onnexion. Cette question reste d'ailleurs largement ouvertedepuis les années 70 et 
e malgré les nombreux résultats obtenus sur des linéarisationsde sous-systèmes autour d'un régime d'équilibre [227, 9, 6, 7℄. Nous 
her
herons ainsi àidenti�er des sous-systèmes sur la base :� des bonnes propriétés biologiques asso
iées ;� de la �nalité du sous-système (à quoi il sert) ;� de l'existen
e d'un régime permanent unique pour un sous-système ;� de la 
apa
ité à réduire la 
omplexité du système global en 
onsidérant 
es sous-systèmes en parti
ulier.Compte tenu de 
es 
ara
téristiques re
her
hées, la re
her
he de la stru
ture du réseaumétabolique (intégrant les régulations) ne peut être réalisée que manuellement et né
es-site pour 
ela de disposer d'un réseau métabolique dont les di�érents niveaux de 
ontr�leont été bien 
ara
térisés expérimentalement par les biologistes. Au début de 
ette thèse,un tel objet d'études n'existait pas et 
e quel que soit l'organisme 
onsidéré. La premièretâ
he de notre analyse, présentée également dans le 
hapitre suivant, a don
 
onsisté àre
onstruire le réseau de régulation des voies métaboliques intégrant tous les niveaux de
ontr�le pour un organisme spé
i�que, la ba
térie Ba
illus subtilis.
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Chapitre 2Stru
ture modulaire du réseaumétabolique des ba
tériesL'obje
tif de 
e 
hapitre 
onsiste à répondre à la question suivante : peut-on identi�erdes sous-systèmes et plus largement identi�er une quel
onque stru
ture dans le 
ontr�ledu réseau métabolique ?Cette question est très ambitieuse 
ar, au début de 
ette thèse, d'une part nous ne savionspas si les outils d'Automatique pourraient être utilisés sur un système aussi 
omplexeet d'autre part nous ne disposions pas d'une vision 
laire de notre objet d'étude. Notredémar
he s'est don
 e�e
tuée en deux temps.Tout d'abord, il a fallu 
lari�er 
et objet d'étude en se fo
alisant sur le réseau méta-bolique d'un organisme spé
i�que qui a été bien 
ara
térisé expérimentalement par lesbiologistes. Il s'agit en e�et de disposer d'un réseau métabolique possédant un éventailsu�samment exhaustif des régulations pour identi�er sa stru
ture et ses règles de fon
-tionnement si elles existent. Nous avons ainsi �re
onstruit� le réseau métabolique ainsique son 
ontr�le pour la ba
térie modèle de la famille des Gram + Ba
illus subtilis. Cetravail est déjà en soit 
onsidérable 
ar si les réa
tions 
himiques 
omposant le réseaumétabolique sont a

essibles dans des bases de données, le réseau de régulation a été re-
onstruit manuellement à travers la le
ture de nombreux arti
les de Biologie. Ce
i étant,il 
onvient de veiller alors à la généri
ité de nos résultats, 
ar rien n'indique que les règlesde fon
tionnement que nous obtiendrons puissent s'appliquer pour un autre organisme
omme par exemple Es
heri
hia 
oli, la ba
térie modèle de la famille des Gram -. Leréseau métabolique d'Es
heri
hia 
oli et ses régulations sont 
ertainement les systèmesbiologiques les mieux 
ara
térisés du point de vue expérimental (après l'opéron la
tose)[107℄. Nous allons nous 
entrer sur Ba
illus subtilis tout en veillant à 
onfronter nos ré-sultats ave
 le réseau métabolique d'Es
heri
hia 
oli a�n de véri�er la généri
ité de nosrésultats. Nos résultats n'en seront alors que renfor
és surtout si l'on 
onsidère que 
esdeux ba
téries ont divergé il y a plus de trois milliards d'années [14℄.Dans un deuxième temps, nous nous sommes atta
hés à mettre à jour des sous-systèmesspé
i�ques dans le réseau métabolique ainsi re
onstruit. Ce travail s'est révélé di�
ile
ar leur détermination relève plus d'un art que d'une s
ien
e. Notre obje
tif est de faireémerger une ou plusieurs stru
tures possédant des propriétés spé
i�ques, qui restent fa
i-29
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ture modulaire du réseau métabolique des ba
térieslement manipulables et qui puissent être inter
onne
tées. Cette dé
omposition doit nouspermettre de simpli�er l'objet. Sous 
es 
ontraintes, nous avons dé�ni deux stru
tures de
ontr�le parti
ulières (
f. la se
tion 2.2) possédant des propriétés singulières en régimepermanent du point de vue entrées/sorties (voir les se
tions 2.3 et 2.4.1). Cette identi�-
ation de deux formes de sous-systèmes est à la base de la 
onstru
tion d'un 
adre formelthéorique d'étude des réseaux métaboliques ba
tériens en régime permanent dans leurglobalité (
f. se
tion 2.4) en 
onsidérant des 
on�gurations biologiques réalistes 
omme� l'organisation des gènes en opérons,� l'irréversibilité/réversibilité des enzymes,� la présen
e de 
o-fa
teurs, 
o-métabolites et d'isoenzymes,� la présen
e de point de bran
hements dans les voies métaboliques.Le modèle 
omplet du réseau métabolique de Ba
illus subtilis, la dé�nition des deuxstru
tures de 
ontr�le et leurs propriétés en régime permanent ainsi que le 
adre formeld'études des voies métaboliques sont les 
ontributions majeures de 
e 
hapitre de thèse.Ce modèle, la dé�nition et l'interprétation biologique des deux stru
tures de 
ontr�leainsi que les premiers résultats théoriques sur lesquels s'est basée l'élaboration du 
adreformel d'études des voies métaboliques ont également donné lieu à une publi
ation [75℄.2.1 Un modèle de 
onnaissan
e exhaustif2.1.1 Les modèles globaux du métabolisme existantCes dernières années, les re
onstru
tions de réseaux métaboliques ont explosé grâ
enotamment au séquençage de nombreuses espè
es, aux plateformes d'annotation desgénomes de plus en plus performantes [30℄, et à 
ertains outils de re
onstru
tion auto-matique 
omparant l'annotation du génome ave
 les voies métaboliques existantes dansle vivant [106℄. Une validation manuelle du modèle reste néanmoins né
essaire pour pré-venir les erreurs intrinsèques dûes à l'annotation automatique du génome.Ces modèles, donnés sous forme de �
hiers ou de bases de données, dé
rivent géné-ralement l'ensemble des réa
tions 
himiques du réseau métabolique ainsi que les gènesasso
iés à 
es réa
tions. Développés tout d'abord sur les mi
ro-organismes 
omme Heli
o-ba
ter pylori [189℄, Haemophilus in�uenzae [191℄, La
to
o

us la
tis [163℄, Es
heri
hia
oli [176℄, Sa

haromy
es 
erevisiae [68℄, des modèles sont maintenant obtenus pourles organismes supérieurs : Coryneba
terium glutami
um [113℄, Aspergillus oryzae [234℄,l'Homo Sapiens [49℄ à titre d'exemples.En revan
he, peu de modèles intègrent en plus les régulations (au sens large). Seules lesrégulations trans
riptionnelles par fa
teur de trans
ription ont été intégrées pour 
er-tains organismes modèles : Sa

haromy
es 
erevisiae [94, 95℄ et Es
heri
hia 
oli [182℄.Cependant, les mé
anismes de régulation par terminaison pré
o
e de la trans
ription oude la tradu
tion sont généralement o

ultés. De plus, au
un modèle n'intègre expli
ite-ment les e�e
teurs métaboliques des fa
teurs de trans
ription à l'ex
eption de la versionla plus ré
ente de la base de données E
oCy
 
entrée sur Es
heri
hia 
oli [182℄. Les mé-tabolites modulent en e�et l'a
tivité des fa
teurs de trans
ription, et sont par 
onséquentdes a
teurs 
lés dans les régulations génétiques. En�n, les régulations tradu
tionnelles et
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onnaissan
e exhaustif 31post-tradu
tionnelles ne sont pas prises en 
ompte. Il est 
ependant né
essaire d'intégrertous les a
teurs impliqués dans la régulation de la fon
tion métabolique pour 
omprendrela 
oordination du réseau génétique et du réseau métabolique en réponse à un 
hange-ment de 
onditions environnementales [117, 151℄ ou l'organisation générale du réseau derégulation [12, 5℄.Comme nous l'avons souligné en introdu
tion de 
e 
hapitre, notre obje
tif est dere
onstruire le réseau de régulation génétique et métabolique de la ba
térie modèle Ba-
illus subtilis intégrant tous les niveaux de régulation : trans
riptionnelles, tradu
tion-nelles, post-tradu
tionnelles (phosphorylation ou protéolyse par exemple) ainsi que lamodulation de l'a
tivité des enzymes. Le réseau de régulation des voies métaboliquespour 
et organisme a en e�et été relativement bien identi�é expérimentalement par lesbiologistes [212℄. A 
e stade, deux appro
hes possibles s'o�raient à nous. La première
onsiste à re
onstruire le réseau manuellement, 
ontrairement à la deuxième appro
hequi se base sur la re
onstru
tion automatique du réseau métabolique et de son réseaude régulation par des outils bioinformatiques. La re
onstru
tion automatique du réseaude régulation génétique à partir de la séquen
e ADN est un problème di�
ile. Les algo-rithmes de déte
tion de motifs permettraient de prédire des sites de �xation des fa
teursde trans
ription à l'ADN [157℄, mais la plupart des motifs de �xation sont in
onnus. Parailleurs, 
es prédi
tions né
essitent ensuite d'être validées par des expérien
es spé
i�ques.La re
onstru
tion du réseau de régulation et des voies métaboliques a don
 été e�e
tuéemanuellement à travers la le
ture de 
entaines d'arti
les de Biologie (voir l'ensemble desréféren
es données dans le modèle) a�n d'identi�er pré
isément tous les a
teurs en jeu[93℄. Chaque régulation et 
haque voie métabolique ont ainsi été manuellement validées.En parallèle, nous nous sommes appuyés sur di�érentes bases de données référençantpour Ba
illus subtilis des informations pertinentes pour notre modèle :� SubtiList qui dé
rit l'annotation de l'ensemble des gènes de Ba
illus subtilis [150℄ ;� KEGG [159℄ et PAREO (une version relationnelle de KEGG développée dans l'unitéMIG) référençant l'ensemble des voies métaboliques existant dans la nature et quiprojette l'annotation des gènes de n'importe quel organisme (et par 
onséquent deBa
illus subtilis en parti
ulier) sur 
es voies métaboliques ;� DBTBS qui 
ontient les fa
teurs de trans
ription et les fa
teurs sigma ainsi que lesrégulons asso
iés de Ba
illus subtilis [139℄ ;� BRENDA qui regroupe les 
ara
téristiques bio
himiques des enzymes disponiblesdans la littérature pour n'importe quel organisme [193℄.Sur la base de 
es éléments, nous avons 
onstruit un modèle de 
onnaissan
e du réseaumétabolique et de sa régulation dé
rivant les liens existants entre ses 
omposants. Cemodèle 
onstitue une 
ontribution majeure de 
ette thèse et est à la base des dévelop-pements théoriques obtenus dans la suite de 
e 
hapitre.2.1.2 Un modèle pour B. subtilis intégrant les régulationsA�n d'étudier l'organisation fon
tionnelle des régulations des voies métaboliques, nousnous sommes fo
alisés sur les voies métaboliques prin
ipales de B. subtilis pour les-
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ture modulaire du réseau métabolique des ba
tériesquelles l'information sur les régulations était disponible. Les voies métaboliques peuventêtre 
onsidérées 
omme �mineures� ou �majeures� en fon
tion du �ux présent dans 
esvoies. Les voies métaboliques majeures 
orrespondent aux voies de produ
tion d'éner-gie (ATP, NADH, NADPH) et des pré
urseurs métaboliques pour les protéines, l'ARN,l'ADN, la paroi et la membrane. Les voies mineures regroupent les voies de synthèsedes 
ofa
teurs et des métabolites se
ondaires (vitamines, 
o-enzymes, antibiotiques, . . . ).Les voies métaboliques mineures sont généralement linéaires et peu inter
onne
tées, alorsque les voies majeures sont au 
ontraire fortement inter
onne
tées entre elles, impliquantdes mé
anismes de régulation �ns pour assurer leur 
oordination. Par 
onséquent, nousavons 
onsidéré pour 
ette étude uniquement les voies métaboliques suivantes, dont lefon
tionnement est rappelé en annexe A.2 : le métabolisme du 
arbone 
entral, la respi-ration aérobie et anaérobie, la fermentation, toutes les voies de synthèse, dégradation et
onversion des a
ides aminés, des nu
léotides, des deoxy-nu
léotides, des phospholipides,du peptidogly
ane, des a
ides tei
hoïques et tei
huroniques.Le modèle asso
ié est un modèle de 
onnaissan
e, dé
rivant les réa
tions 
himiques, lesrégulations trans
riptionnelles, tradu
tionnelles, post-tradu
tionnelles et enzymatiques
onnues. Contrairement aux représentations 
lassiques des réseaux de régulation gé-nétique in
luant uniquement les fa
teurs de trans
ription [94℄, nous avons intégré lesrégulations par terminaison pré
o
e de la trans
ription ainsi que les régulations tradu
-tionnelles et post-tradu
tionnelles suivantes :� la séquestration de la séquen
e d'a

ro
hage du ribosome (RBS) ;� les petits ARNs non-
odant ;� des intera
tions protéines-protéines ;� la phosphorylation des protéines ;� protéolyse.Nous avons aussi systématiquement in
lus la des
ription des 
omplexes enzymatiques entant que somme de plusieurs gènes, l'organisation des gènes en opéron ainsi que le nombrede promoteurs pour 
haque gène. Les 
onditions de trans
ription, tradu
tion de 
haqueenzyme sont ainsi déduites et représentées sous forme booléenne. Le modèle �nal quenous avons 
onstruit intègre 534 gènes, 563 réa
tions, 65 fa
teurs de trans
ription (FT),9 fa
teurs sigma et 21 autres mé
anismes de régulation génétique (trans
riptionnel outradu
tionnel)(
f. le tableau 2.1), soit en totalité 95 mé
anismes de régulation di�érents.Ce modèle 
orrespond au �
hier modele_Bsub.xls donné en annexe B.1. Une versionantérieure de 
e modèle a été publié sans les voies de synthèse des a
ides tei
hoïqueset tei
huroniques, du peptidogly
ane et des phospholipides pour lesquelles quasimentau
une information sur les régulations n'est disponible [75℄.2.2 Topologie du réseau de régulation des voies méta-boliques de B. subtilisLe réseau de régulation (multi-niveaux) des voies métaboliques ayant été re
onstruitd'après la littérature, nous pouvons maintenant 
ara
tériser sa stru
ture à travers uneappro
he d'analyse des systèmes propre à l'Automatique, 
'est-à-dire la re
her
he des ob-



2.2. Topologie du réseau de régulation des voies métaboliques de B. subtilis 33Gènes 534 organisés en 186 opéronsMétabolites 456Réa
tions 563 voies métaboliques, 
omplexesRégulations enzymatiques 79 par 
ofa
teurs, ions et métabolites65 TFs ave
 les e�e
teurs métaboliquesRégulations génétiques 9 fa
teurs sigma distin
tion entre a
tivation et modulation21 autres métabolisme du 
arbone 
entral,Fon
tions intégrées 10 fermentation, phosphorylation oxydative,transport et dégradation des 
arbohydrates,synthèse/dégradation des a
ides aminés,synthèse/dégradation des (deoxy)-nu
léotides,synthèse/dégradation des a
ides gras,synthèse/dégradation des phospholipides,synthèse du peptidogly
ane,synthèse des a
ides tei
hoïques/tei
huroniques,Tab. 2.1 � Intégration de l'information. Les 21 autres mé
anismes de régulation in
luentRtpA, S-box, L-box, A-box, G-box, Plead, SR1 et 14 T-boxes.je
tifs et le r�le de 
haque régulation impliquée. Notre analyse de la topologie du réseaude régulation s'e�e
tuera en trois temps. Tout d'abord l'impa
t du réseau métaboliquesur le réseau génétique à travers les e�e
teurs métaboliques va être évalué de manièrequantitative. Puis, nous nous intéresserons à l'organisation hiérar
hique du réseau derégulation du métabolisme en utilisant la 
lassi�
ation proposée dans [132℄ et rappeléedans la se
tion 1.2.2 page 17 du 
hapitre pré
édent. En�n, en 
ombinant les deux ap-pro
hes, nous en déduirons la présen
e de deux grands types de stru
ture de 
ontr�le�bas niveau� dans les voies métaboliques, 
oordonnés par des régulateurs �haut niveau�.2.2.1 Le r�le 
lé des métabolitesRégulateurs génétiques FTs Fa
teurs sigma Autres TotalE�e
teurs métaboliques 40 0 19 59E�e
teurs liés au métabolisme (ion, enzyme) 8 0 0 8Sans e�e
teur 2 9 2 13E�e
teurs métaboliques potentiels 8 0 0 8E�e
teurs in
onnus 7 0 0 7Total 65 9 21 95Tab. 2.2 � Classi�
ation des régulations génétiques en fon
tion de la nature de leure�e
teur métabolique



34 Chapitre 2. Stru
ture modulaire du réseau métabolique des ba
tériesParmi les 79 régulations génétiques dont l'e�e
teur est 
onnu, 70% (59) de 
es e�e
-teurs 
orrespondent à un métabolite (
f. le tableau 2.2). De plus, 8 autres régulationsrépondent à la 
on
entration d'un ion ou sont phosphorylées par une sous-unité des trans-porteurs de su
re. Ces e�e
teurs sont don
 également fortement 
ouplés au métabolisme.Treize régulateurs n'ont pas d'e�e
teur : AbrB, RtpA, YtlI et SR1, qui sont tous sous le
ontr�le dire
t d'autres régulateurs génétiques (respe
tivement Spo0A ; T-box et Plead ;CymR et Spx ; C
pN et C
pA), et 9 fa
teurs sigma. Le(s) e�e
teur(s) de 15 régulateursgénétiques est (sont) en
ore in
onnu(s) à 
e jour. Cependant, on peut supposer d'aprèsla littérature qu'au moins 8 d'entre eux sont sensibles à la 
on
entration d'un métabolitepuisque soit ils appartiennent à des systèmes à deux 
omposantes (Yy
F, ResD), soit ilssont impliqués dans le 
atabolisme de 
arbohydrates (YtrA, FruR, RbsR), soit en
oreils régulent la synthèse d'enzymes spé
i�ques en réponse à la disponibilité de 
ertainsnutriments (CysL, C
pN, GlnR). Les 7 régulateurs restants sont ArfM, Spo0A, SpoVT,SpoIIID, GerE, C
pB et Spx.Par 
onséquent, le 
ouplage entre les voies métaboliques et les régulations génétiquesest très important : au moins 13% des 456 métabolites 
onsidérés sont impliqués dansune régulation génétique et 53% des gènes des voies métaboliques sont sous le 
ontr�ledire
t d'un ou plusieurs métabolites via une régulation génétique. De plus, les métabo-lites parti
ipent aussi au 
ontr�le de l'a
tivité des enzymes. Plus pré
isément, 
haquevoie métabolique du modèle pour laquelle une régulation est 
onnue, est sous le 
ontr�ledire
t d'un métabolite, soit à travers une régulation enzymatique, soit à travers un ef-fe
teur métabolique d'un régulateur génétique.Comme nous l'avions pressenti au 
ours du 
hapitre pré
édent, nous 
onstatons i
i queles métabolites jouent bien un r�le 
ritique dans la régulation générale des voies méta-boliques à travers 
es deux niveaux de 
ontr�le (génétique et enzymatique).2.2.2 Organisation du réseau de régulation génétiqueNous avons exploré l'organisation du réseau de régulation génétique de Ba
illus sub-tilis en appliquant la représentation hiérar
hique de [203, 133, 132℄, présentée sur la�gure 1.5 page 17 du 
hapitre pré
édent et rappelée i
i sur la �gure 2.1. La 
as
adede régulations induites par 
haque régulateur génétique est tout d'abord identi�ée. Lenombre de régulations induites dé�nit alors le niveau du régulateur de la manière sui-vante. Un régulateur dit de niveau 1 n'induit au
un autre régulateur. Un régulateur estdit de niveau n si les autres régulateurs sous son 
ontr�le sont au plus de niveau n− 1.Chez E. 
oli, seulement 23 régulateurs génétiques sont de niveau 3 ou plus, et 2 régula-teurs génétiques appartiennent au niveau le plus élevé, le niveau 5 (voir la �gure 1.5 et[132℄). Comme nous l'avons souligné dans le 
hapitre pré
édent, l'obje
tif pour nous estd'identi�er les régulateurs pouvant impa
ter di�érentes voies métaboliques, et don
 dejouer un r�le �pléiotrope�. L'organisation hiérar
hique du réseau de régulation génétiquede B. subtilis est représentée sur la �gure 2.2, et in
lut non seulement les fa
teurs detrans
ription, mais aussi tous les autres mé
anismes de régulation trans
riptionnelle ettradu
tionnelle 
ontrairement à l'étude proposée dans [132℄ qui intègre uniquement lesfa
teurs de trans
ription et les fa
teurs sigma : terminaison pré
o
e de la trans
ription
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Fig. 2.1 � Cinq niveaux de 
ontr�le dans le réseau de régulation génétique d'E.
oli(extrait de [132℄)
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FadRFig. 2.2 � Une organisation hiérar
hique du réseau de régulation génétique du réseaumétabolique de Ba
illus subtilis. Le 
ode 
ouleur 
orrespond au type d'e�e
teur du régu-lateur : bleu (métabolite), violet (transporteur de su
re), rouge (ion), noir (rien), marron(in
onnu).(T-box, G-box, A-box, L-box, S-box), prévention de la tradu
tion par de petits ARN non
odant (SR1) ou par peptide leader (Plead). En revan
he, les fa
teurs sigma ne sont pasreprésentés. En 
onsidérant uniquement les voies métaboliques majeures de B. subtilis,on observe déjà 
inq niveaux de régulations.
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ture modulaire du réseau métabolique des ba
tériesOn 
onstate immédiatement une stru
ture pyramidale, 
omme 
elle observée 
hezE. 
oli, où la majorité des régulateurs se 
on
entrent sur le niveau le plus faible. Plusle niveau est élevé, moins de régulateurs sont présents. Plus pré
isément, 75% des régu-lateurs génétiques impliqués dans les voies métaboliques sont de niveau 1. Ils régulentuniquement des gènes dire
tement impliqués dans des voies métaboliques. De plus, 88%de 
es régulateurs ont un métabolite, un ion ou une sous-unité des transporteurs de su
re
omme e�e
teur métabolique, 
e qui les relie de façon dire
te au réseau métabolique. Ca-ra
térisons maintenant d'un point de vue fon
tionnel les régulateurs haut niveau.C
pA et Yy
F sont les régulateurs de plus haut niveau (niveau 5). Yy
F est indire
te-ment impliqué dans la régulation des voies métaboliques fermentaires et respiratoires viala 
as
ade de régulation PhoP, ResD, FNR and ArfM. C
pA est également 
onne
té à
ette même 
as
ade de régulation. 17% des régulateurs génétiques sont sous le 
ontr�ledire
t de C
pA. D'autres régulateurs, 
omme DegU, AbrB et Spo0A, 
onnus pour êtrepléiotropes 
hez B. subtilis apparaissent seulement au niveau 2 ou 3. Si d'autres pro-
essus biologiques 
omme la sporulation ou la 
ompéten
e étaient intégrés au modèle,alors le niveau de 
es régulateurs augmenterait 
ertainement. Cependant, DegU et Spo0Amodulent uniquement quelques enzymes spé
i�ques impliquées dans d'autres pro
essusbiologiques. Par exemple, l'enzyme CitB est né
essaire au 
ours de la sporulation [43℄et sa synthèse est 
ontrolée par CodY et AbrB [109℄. Ces régulateurs ont ainsi un faibleimpa
t sur la régulation dire
te des voies métaboliques, suggérant ainsi un dé
ouplagepartiel entre le 
ontr�le des voies métaboliques et les autres pro
essus biologiques.La �gure 2.2 suggère deux grands niveaux de 
ontr�le des voies métaboliques. Un
ontr�le �bas niveau� intégrant les régulateurs de niveau 1, et un 
ontr�le plus �hautniveau� intégrant les régulateurs de niveau 2 et plus. Il s'agit maintenant de pré
iser
ette stru
ture lorsque le 
ouplage entre la voie métabolique et les di�érents régulateursla 
ontr�lant est intégré.2.2.3 Deux stru
tures spé
i�ques de 
ontr�leDeux stru
tures générales de 
ontr�le des voies métaboliques peuvent être identi�éesd'après le modèle et la représentation hiérar
hique de la �gure 2.2 et sont représentéessur la �gure 2.3.La première, que nous appellerons �stru
ture de 
ontr�le par le produit �nal� (SCPF),a 
omme a
teur prin
ipal le dernier métabolite. Celui-
i réprime la première enzymeà la fois au niveau de son a
tivité et de sa synthèse grâ
e à un régulateur génétique.La se
onde, nommée �stru
ture de 
ontr�le par le produit initial� (SCPI), implique lepremier métabolite de la voie. Une 
on
entration 
roissante du premier métabolite induitla synthèse des enzymes de la voie métabolique via un régulateur génétique.Typiquement, les régulateurs génétiques impliqués dans 
es deux stru
tures de 
ontr�lesont des régulateurs de niveau 1 sur la �gure 2.2. Des régulateurs de plus haut niveaupeuvent également moduler la synthèse des enzymes d'une voie métabolique (
f la �gure2.4). Toutefois, le signal métabolique (ou autre) modulant l'a
tivité de 
es régulateurs



2.2. Topologie du réseau de régulation des voies métaboliques de B. subtilis 37
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Fig. 2.3 � Deux stru
tures de 
ontr�le : par le produit �nal, ou par le premier métabolite.Les enzymes (resp. métabolites) sont en rose (resp. jaune), et le régulateur est représentépar une ellipse. Les �è
hes en orange désignent le 
ontr�le par les métabolites (e�e
teurdu régulateur ou modulation de l'a
tivité de l'enzyme).haut niveau n'est pas un métabolite intermédiaire de la voie métabolique 
ontr�lée.Ces deux stru
tures de 
ontr�le nous amènent à dé�nir deux niveaux de 
ontr�le dansles voies métaboliques : un 
ontr�le dit lo
al 
orrespondant aux stru
tures de la �gure2.3, et un 
ontr�le dit global représenté sur la �gure 2.4.Dé�nition de la régulation lo
ale/globale des voies métaboliquesLa régulation lo
ale d'une voie métabolique 
orrespond à tout type de régulationgénétique (trans
riptionnelle, tradu
tionnelle, post-tradu
tionnelle) qui implique un mé-tabolite de la voie 
ontr�lée. La régulation globale d'une voie métabolique est dé�nie
omme l'ensemble des régulations non lo
ales. D'un point de vue opérationnel, la régu-
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X2 X3E2X1 E1 Xn

Voie métabolique

Régulation locale

V0

Flux d’entrée

Vn

Flux de sortie

FT2 on FT2 off

Régulation 
globale

Condition physiologique

FT1 on

Fig. 2.4 � Deux niveaux de 
ontr�le pour une même voie métaboliquelation lo
ale garantit l'indu
tion ou la répression des enzymes de la voie métabolique enfon
tion de la 
on
entration d'un métabolite intermédiaire de la voie métabolique. Larégulation globale permet de modi�er, voire de prendre le pas sur la régulation lo
ale.Le 
hoix de 
es stru
tures 
omme sous-systèmes élémentaires, même s'il paraît simpleà première vue, s'est basé sur leurs bonnes propriétés mathématiques intrinsèques quenous allons présenter dans les se
tions suivantes. Ces stru
tures de 
ontr�le 
orrespondentà des sous-systèmes d'un point de vue entrée/sortie : 
e sont don
 des modules et seronttraités 
omme tels dans la suite de 
ette thèse. De plus, ils permettent de dé
ouper leréseau métabolique dans son ensemble en sous-parties fon
tionnelles qui 
orrespondentsouvent au dé
oupage empirique du réseau métabolique fait par les biologistes.2.2.4 Vers l'élaboration d'un 
adre formel pour l'analyse du ré-seau métaboliqueNous allons proposer dans la suite de 
e 
hapitre un 
adre théorique formel permet-tant :� de dé
ouper fon
tionnellement le réseau métabolique en sous-systèmes autonomes ;� de donner des 
onditions d'existen
e et d'uni
ité du point de fon
tionnement enrégime permanent asso
ié au réseau métabolique ;� de pré
iser le r�le et l'impa
t de 
on�gurations métaboliques 
lassiques identi�éesd'après notre modèle, 
omme l'organisation des gènes en opéron, la réversibilité desenzymes, la présen
e d'isoenzymes, de 
o-métabolites et 
o-fa
teurs, ou de pointsde bran
hement.



2.3. Stru
ture de 
ontr�le par le produit �nal (SCPF) 39La majorité des études existantes se sont fo
alisées sur le 
omportement d'une voie mé-tabolique (ou d'une voie de signalisation) spé
i�que pour une 
on�guration métaboliquedonnée [227, 183, 9, 213℄. Les résultats obtenus se fo
alisent essentiellement sur l'obten-tion de 
ondition de stabilité, 
e qui explique le 
hoix d'un modèle simpli�é 
ompte tenude la nonlinéarité forte des équations manipulées. De plus, leur résultats sont rarementinterprétés d'un point de vue biologique. Certains travaux ont traité des 
on�gurationsmétaboliques plus réalistes 
omme [6, 7℄ sans intégrer toutefois les régulations génétiques.A la di�éren
e de 
es études, l'originalité de notre appro
he 
onsiste bien à attaquer laquestion de l'existen
e et de l'uni
ité d'un équilibre stru
turel pour l'ensemble des voiesmétaboliques quelle que soit leur 
on�guration et leur régulation génétique et enzyma-tique. Grâ
e à la phase de re
onstru
tion du réseau de régulation du métabolisme, nousavons ainsi dégagé quelles étaient les 
on�gurations biologiques pertinentes à 
onsidérer,à savoir les deux stru
tures de 
ontr�le ainsi que les 
on�gurations métaboliques 
las-siques pré
isées 
i-dessus. Tout 
omme le modèle de 
onnaissan
e de Ba
illus subtilis, 
e
adre formel 
onstitue une 
ontribution majeure de 
e travail de thèse.La se
tion suivante sera ainsi 
onsa
rée à la stru
ture de 
ontr�le par le produit �nal, quenous étudierons de façon approfondie. Nous allons tout d'abord 
onsidérer un 
as sim-pli�é de voie métabolique pour présenter les propriétés générales, qui sera étendu pourétudier l'impa
t des 
on�gurations métaboliques 
lassiques. On donnera dans la se
tion2.4.1 les résultats pour la stru
ture de 
ontr�le par le produit initial, uniquement dans un
as simpli�é. Les 
as étendus se dérivent fa
ilement à partir des résultats obtenus pourle produit �nal. En�n dans les se
tions 2.4.2 et 2.4.3, nous étudierons les 
oordinationset 
onnexions entre 
es stru
tures de 
ontr�le.2.3 Stru
ture de 
ontr�le par le produit �nal (SCPF)Les résultats mathématiques de 
ette se
tion ont été obtenus en 
ollaboration ave
Fadia Bekkal Brik
i (post-do
torante au laboratoire) non seulement dans le 
as de 
esstru
tures de 
ontr�le, mais aussi dans le 
as général du 
ontr�le des voies métaboliques.2.3.1 Dé�nition du système étudié
Contrôle génétique et enzymatique

(−)

X1

E0

X2 X3 Xn−1

E2

Xn

E1 EnEn−1

Fig. 2.5 � Voie métabolique 
ontr�lée par le produit �nalConsidérons la voie métabolique linéaire représentée sur la �gure 2.5, 
omposée de nmétabolites (X1, . . . , Xn) et n− 1 enzymes (E1, . . . ,En−1), 
ontr�lée par le produit �nal
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ture modulaire du réseau métabolique des ba
tériesà la fois au niveau génétique à travers un fa
teur de trans
ription par exemple, et à lafois au niveau métabolique à travers la modulation de l'a
tivité enzymatique de E1.a. Rappels sur la 
inétique des enzymesCon
rètement, 
haque enzyme 
atalyse une réa
tion 
himique de la façon suivante (enprenant l'exemple de l'enzyme E1 :
X1 + E1

k1/k−1

⇋ [X1E1]
k3/k−3

⇋ [X2E1]
k2/k−2

⇋ X2 + E1où les di�érents ki et k−i désignent respe
tivement les vitesses de réa
tion dans le sens
X1 vers X2 (sens forward) et dans le sens X2 vers X1 (sens reverse). Le prin
ipe est lesuivant pour le sens forward. Le métabolite substrat X1 se �xe sur l'enzyme E1 et formeainsi le 
omplexe [X1E1]. L'enzyme transforme ensuite le substrat X1 en produit X2 etforme alors le 
omplexe [X2E1]. En�n le métabolite produit X2 est relâ
hé. L'enzymen'est don
 pas transformée au 
ours de la réa
tion 
himique. Il en va de même pour lesens inverse. Une enzyme est dite réversible lorsqu'elle est 
apable de 
atalyser les deuxsens de la réa
tion 
himique, 
ontrairement à une enzyme dite irréversible qui ne 
atalysequ'un seul sens.La vitesse de formation du produit d'une enzyme dépend des 
on
entrations des sub-strats, des produits et de l'enzyme elle-même. Classiquement, la vitesse de la réa
tion
[X1E1] ⇋ [X2E1] est supposée être très rapide par rapport aux autres réa
tions, de sorteque nous avons [X1E1] = [X2E1] [233℄. On 
onsidère �nalement la réa
tion enzymatiquesuivante :

X1 + E1

k1/k−1

⇋ [X1E1]
k2/k−2

⇋ X2 + E1On peut alors rappeler les quelques étapes mathématiques pour obtenir les équations de
inétique enzymatique 
lassique a�n de mettre en avant 
lairement 
ertaines hypothèses.Pour le 
as où l'enzyme E1 est irréversible, 
'est-à-dire k−2 ≈ 0, on obtient le systèmed'équations di�érentielles suivant [233℄ :






ẋ1(t) = −k1x1(t)E1(t) + k−1[x1E1](t)
ẋ2(t) = k2[x1E1](t)

˙[x1E1](t) = k1x1(t)E1(t) − (k2 + k−1)[x1E1](t)où x1, x2, E1 et [x1E1] désignent respe
tivement les 
on
entrations de X1, X2, E1 et
[X1E1]. De plus, nous avons à tout instant la 
onservation de la masse pour l'enzyme
E1 :

[x1E1](t) + E1(t) = EToù ET désigne la 
on
entration totale de l'enzyme E1 supposée 
onstante. Nous sub-stituons don
 le terme E1(t) par le terme ET − [x1E1](t) dans la dernière équation dusystème d'équations di�érentielles pour obtenir :
˙[x1E1](t) = k1x1(t)ET − (k2 + k−1 + k1x1(t))[x1E1](t)
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ture de 
ontr�le par le produit �nal (SCPF) 41Lorsque la 
on
entration x1 du métabolite X1 est en ex
ès, 
e qui est généralementtoujours le 
as [102℄, nous avons don
 k1x1(t) >> k2 +k−1 >> 0. La dynamique de 
etteéquation est très rapide de sorte qu'elle peut être 
onsidérée dans un état stationnairevis-à-vis de l'équation asso
iée à ẋ1. Le régime permanent ˙[x1E1](t) = 0 implique que lesdi�érentes formes de l'enzyme ne varient plus dans le temps : l'équilibre bio
himique estatteint. Nous avons alors :
˙[x1E1](t) = 0 =⇒ [x1E1] =

k1x1

(k2 + k−1 + k1x1)
ETAinsi on obtient le système d'équations di�érentielles suivant pour la réa
tion enzyma-tique 
atalysée par E1 à l'équilibre bio
himique :







ẋ1(t) = −k2
x1(t)

K1 + x1(t)
ET

ẋ2(t) = k2
x1(t)

K1 + x1(t)
ETave
 K1 =

k−1 + k2

k1
. Ce paramètre 
orrespond à la 
onstante de Mi
haelis-Menten, bien
onnue en 
inétique enzymatique. Le terme k2

x1(t)

K1 + x1(t)
ET désigne par dé�nition le �uxmétabolique νE(t) à travers l'enzyme E1 à l'instant t. Un �ux métabolique 
orrespondà un débit de matière instantané à travers une enzyme. Ce �ux νE s'é
rit don
 
ommeune fon
tion non linéaire du substrat de l'enzyme x1 multipliée par la 
on
entrationtotale de l'enzyme ET .

νE = fE(x1)ET (2.1)où fE(x1) est par dé�nition une fon
tion 
ontinue et stri
tement 
roissante de x1, telleque :� fE(0) = 0 et pour tout x1 > 0, on a fE(x1) > 0.� limx1−→∞ = k2 > 0.En outre, l'a
tivité d'une enzyme peut être modi�ée par di�érents fa
teurs 
omme latempérature ou le pH, mais aussi par a

ro
hage dire
t d'un métabolite sur l'enzyme. Ty-piquement 
es métabolites 
orrespondent aux régulations enzymatiques que nous avonsidenti�ées lors de la 
onstru
tion du modèle de 
onnaissan
e. Nous n'allons pas déri-ver mathématiquement tous les 
as possibles de modulations enzymatiques. Le prin
ipe
onsiste (i) à revenir à la des
ription bio
himique de l'enzyme a�n de représenter unautre 
omplexe enzymatique où le modulateur est lié, puis (ii) à é
rire l'équilibre bio-
himique asso
ié à la 
onservation de la masse de l'enzyme.Cette des
ription des 
inétiques enzymatiques est ri
he mais elle né
essite l'identi�
a-tion des di�érents paramètres 
inétiques et don
 des expérien
es biologiques spé
i�ques.Si 
ette identi�
ation est possible lors de l'étude d'une enzyme parti
ulière, il sembleimpensable d'identi�er 
es paramètres pour l'ensemble des enzymes in
lues dans notremodèle. Ainsi nous allons représenter les 
inétiques enzymatiques à travers des fon
tions
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orrespondantes à l'équation (2.1) dont les hypothèses asso
iées seront 
onsistantes parrapport aux équations réelles de 
inétique enzymatique.b. Modélisation de la voie métaboliqueLes 
on
entrations du i-ème métabolite et de la i-ème enzyme sont notées respe
ti-vement xi et Ei. Le �ux ν0 asso
ié à l'enzyme E0 produit le métabolite X1 en entréede la voie. Le �ux de sortie νn 
orrespond au �ux de métabolite Xn à travers l'enzyme
En qui peut par exemple être 
onsommé par la 
ellule, ou 
orrespondre à un �ux d'en-trée pour une autre voie métabolique. L'évolution au 
ours du temps de 
es di�érentes
on
entrations obéit au système d'équations di�érentielles suivant :







·
x1(t) = ν0(t) −E1(t)f1(x1(t), x2(t), xn(t))
·
x2(t) = E1(t)f1(x1(t), x2(t), xn(t)) − E2(t)f2(x2(t), x3(t))... ... ... ...
·
xn(t) = En−1(t)fn−1(xn−1(t), xn(t)) − νn(t)

(2.2)où νn(t)
∆
= En(t)fn(xn(t)) et les 
ara
téristiques des a
tivités enzymatiques fi sont tellesque :(a) Enzymes réversibles :� pour les enzymes intermédiaires Ei pour i ∈ {2, . . . , n−1} : fi est 
ontinue, stri
-tement 
roissante en xi et stri
tement dé
roissante en xi+1 telle que fi(0, 0) =

0, fi(xi, 0) > 0 pour tout xi > 0, fi(0, xi+1) < 0 pour tout xi+1 > 0. De plus,il existe Mi > 0, M ′
i ≥ 0 tels que fi(xi, xi+1) ∈] −M ′

i ,Mi[ pour tout xi > 0 et
xi+1 ≥ 0. En�n, on suppose que pour tout xi > 0 il existe toujours xi+1 > 0 telque fi(xi, xi+1) = 0.� pour la première enzyme E1 :f1(0, 0, xn) = 0 pour tout xn ≥ 0, f1(x1, 0, xn) > 0pour tout x1 > 0 et tout xn ≥ 0 et f1(0, x2, xn) < 0 pour tout x2 > 0 et tout
xn ≥ 0. De plus, il existe M1 > 0, M ′

1 ≥ 0 tels que f1(x1, x2, xn) ∈] −M ′
1,M1[,pour tout x1 > 0, x2 ≥ 0 et xn ≥ 0. On suppose également que pour tout x1 > 0et xn ≥ 0 il existe x2 > 0 tel que f1(x1, x2, xn) = 0. En�n, f1(x1, x2, xn) estune fon
tion stri
tement 
roissante (resp. stri
tement dé
roissante) en fon
tionde son 1er argument (resp. son deuxième argument). De plus, si pour tout x1 > 0et x2 > 0, f1(x1, x2, 0) < 0 alors f1 est une fon
tion stri
tement 
roissante enfon
tion de son troisième argument et pour tout x1 > 0 et x2 > 0, f1(x1, x2, 0) > 0alors f1 est une fon
tion stri
tement dé
roissante en fon
tion de son troisièmeargument et pour tout x1 > 0 et x2 > 0, lim

xn→+∞
f1(x1, x2, xn) = 0.
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ture de 
ontr�le par le produit �nal (SCPF) 43� pour la dernière enzyme En : En dé
rit l'ensemble des réa
tions qui utilisent leproduit �nal et résume ainsi la relation entre le �ux fourni par la voie métaboliqueet la 
on
entration �nale. Ainsi, les propriétés de fn dépendent prin
ipalement despropriétés des autres modules. fn est une fon
tion 
ontinue stri
tement 
roissantede xn telle que fn(0) = 0.(b) Enzymes irréversibles :� pour les enzymes intermédiaires Ei pour i ∈ {2, . . . , n − 1} : fi est 
ontinue,stri
tement 
roissante en xi telle que fi(0) = 0. De plus, il existe Mi > 0 tel que
fi(xi) ∈]0,Mi[ pour tout xi > 0 et

lim
xi→+∞

fi(xi) = Mi.� pour la première enzyme E1 : f1(0, xn) = 0, pour tout xn ≥ 0 et il existe M1 > 0tel que f1(x1, xn) ∈]0,M1[, pour tout x1 > 0 et xn ≥ 0. De plus, f1 est unefon
tion 
ontinue, stri
tement 
roissante de son premier argument, et stri
tementdé
roissante de son se
ond argument telle quepour tout x1 > 0, lim
xn→+∞

f1(x1, xn) = 0.
. Modélisation du 
ontr�le génétiqueL'originalité de notre démar
he par rapport aux études existantes [6, 7℄ 
onsiste nonseulement à 
onsidérer les réa
tions enzymatiques, mais aussi à intégrer le 
ontr�le gé-nétique, 
'est-à-dire la synthèse des enzymes. Peu de modèles dynamiques ont 
onsidéréles régulations génétiques dans les voies métaboliques [227, 183℄. Notre modèle de larégulation génétique s'ins
rit pleinement dans le 
adre de 
es papiers.La synthèse d'une enzyme se dé
ompose en deux étapes. L'ARN polymérase trans
ritle gène 
odant pour 
ette enzyme en un ARN messager, qui est ensuite traduit parun ribosome pour former l'enzyme �nale. En notant m, YL et RL respe
tivement les
on
entrations de l'ARN messager, des ARN polymérases et des ribosomes libres (
'est-à-dire non séquestré par un ARN messager), un modèle dynamique simpli�é asso
ié à lasynthèse d'une enzyme E peut s'é
rire :
{
ṁ(t) = kmYL(t− τm) − kdm(t)

Ė(t) = kem(t)RL(t− τe) − µE(t)
(2.3)où (a) km, kd et ke désignent respe
tivement l'a�nité du promoteur du gène pour l'ARNpolymérase, la durée de vie de l'ARN messager et l'a�nité du ribosome pour l'ARNmessager ;(b) µ est le taux de 
roissan
e de la ba
térie supposé être dans une phase de 
roissan
eexponentielle (µ est alors tel que Ṅ(t) = µN(t) où N(t) est la 
on
entration de lapopulation) ;(
) le retard τm 
orrespond au retard né
essaire à la trans
ription de l'ARN messager ;(d) le retard τe 
orrespond au retard né
essaire à la tradu
tion de l'ARN messager.
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ture modulaire du réseau métabolique des ba
tériesDe plus, si la synthèse de l'ARN messager ou de la protéine est inhibée par un fa
teur(par exemple un métabolite), alors 
es équations sont modulées par des fon
tions de 
efa
teur. Par exemple, si la trans
ription de l'ARN messager est inhibée par un métabolite
X de 
on
entration x, alors l'équation de la synthèse de l'ARN messager devient :

ṁ(t) = kmfI(x(t))YL(t− τm) − kdm(t)où fI(x(t)) est une fon
tion 
ontinue, positive et stri
tement dé
roissante de x.Tout 
omme dans le modèle de la réa
tion enzymatique, les dynamiques d'évolutiondes ARN messagers et des enzymes sont très di�érentes. La 
onstante de dégradation del'ARN messager est de l'ordre de 2-3 min [56℄ alors que le taux de 
roissan
e µ 
orrespondà des temps de division allant de 30min à plusieurs heures suivant le milieu extra
ellulaire[184℄. I
i en
ore nous allons 
onsidérer que l'équation di�érentielle de l'ARN messagerest en régime permanent vis-à-vis de 
elle de la produ
tion de l'enzyme
m̄ =

km

kd
fI(x̄)ȲL,que nous substituons dans l'équation de la produ
tion de l'enzyme pour donner :

Ė(t) = ke
km

kd

fI(x̄)ȲLRL(t− τe) − µE(t)En outre, le retard de tradu
tion τe est également très petit devant µ (de l'ordre dequelques minutes [28℄) et sera don
 négligé par la suite. Le terme de produ
tion del'enzyme ke
km

kd

fI(x̄)ȲLRL(t) résultant est une fon
tion 
roissante des 
on
entrations desARN polymérases et des ribosomes libres, et une fon
tion stri
tement dé
roissante de xpour notre exemple de régulation 
hoisi.Ainsi, nous allons 
onsidérer dans la suite de 
e 
hapitre le système dynamique suivantpour la synthèse des enzymes suivant les 
as de régulation 
onnus :
{ ·

E(t) = g(x(t)) − µE(t)
·

E(t) = h(t) − µE(t)
(2.4)La première équation sera utilisée pour dé
rire la synthèse d'enzymes régulée par un mé-tabolite de 
on
entration x, et la se
onde équation 
orrespondra à la synthèse d'enzymesnon régulées. Les fon
tions g et h sont des fon
tions 
ontinues, positives, stri
tementmonotones par rapport à leurs arguments et bornées 
ar il existe intrinsèquement unevaleur maximale à ȲL et R̄L (ainsi qu'à tout autre paramètre physiologique dont le mo-dèle pourrait dépendre) 
ar le volume de la ba
térie est �ni.Reprenons maintenant notre exemple de voie métabolique donnée sur la �gure 2.5 oùla synthèse de la première enzyme E1 est inhibée par le métabolite �nal xn. On obtient
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ontr�le par le produit �nal (SCPF) 45le système d'équations di�érentielles suivant en reprenant les 
onventions du système(2.4) :
{ ·

E1(t) = g(xn(t)) − µE1(t)
·

Ei(t) = hi(t) − µEi(t) pour i ∈ {2, . . . , n}
(2.5)où (a) la 
ara
téristique de la fon
tion génétique g est telle que g est une fon
tion 
onti-nue positive, stri
tement dé
roissante et 
ontinue en xn. De plus, nous supposonsque g(0) = Pmax ave
 Pmax > 0 et lim

x→+∞
g(x) = 0 ;(b) les fon
tions hi sont des fon
tions 
ontinues, positives, stri
tement 
roissantes etbornées.Remarque 2.1 Dans la suite de 
ette thèse, nous allons 
onsidérer que, lorsque la syn-thèse des 
on
entrations des enzymes intermédiaires n'est pas régulée par un métaboliteappartenant à la voie métabolique, le régime permanent existe toujours et qu'il est dé-terminé à travers les régimes d'équilibres des autres 
omposants de la 
ellule, 
omme la
on
entration des ribosomes en régime permanent. Dans 
es 
as-là, nous ne ferons plusapparaître les équations relatives à la synthèse des enzymes intermédiaires Ei dans lessystèmes d'équations di�érentielles.d. Des
ription �nale du modèleOn obtient don
 le système d'équations di�érentielles �nal asso
ié à la �gure 2.5 :







·
x1(t) = ν0(t) − E1(t)f1(x1(t), x2(t), xn(t))
·
x2(t) = E1(t)f1(x1(t), x2(t), xn(t)) −E2(t)f2(x2(t), x3(t))... ... ... ...
·
xn(t) = En−1(t)fn−1(xn−1(t), xn(t)) − En(t)fn(xn(t))
·

E1(t) = g(xn(t)) − µE1(t)

(2.6)
La dépendan
e des équations par rapport au temps sera omise dans les notations pourdes raisons de simpli
ité et de lisibilité dans la suite de 
e 
hapitre.2.3.2 Cara
térisation du régime d'équilibreNous allons étudier les propriétés en régime permanent de la stru
ture de 
ontr�le parle produit �nal pour une 
on�guration biologique de voie métabolique simple : toutesles enzymes sont irréversibles, les gènes 
odant pour les enzymes sont organisés en unseul opéron sur l'ADN. Nous étendrons ensuite les résultats à d'autres 
as plus géné-raux : enzymes réversibles, gènes indépendants mais aussi lorsque des isoenzymes, des
o-métabolites ou des points de bran
hement ave
 d'autres voies métaboliques sont pré-sents. Ces 
on�gurations, identi�ées sur la base de notre modèle, sont su�samment réa-listes pour représenter par 
ombinaison, l'ensemble des voies métaboliques de Ba
illussubtilis. Nous avons toutefois 
hoisi de mettre en avant les 
onséquen
es de la réversibilité
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ture modulaire du réseau métabolique des ba
tériesdes enzymes et de l'organisation des gènes 
ar elles tou
hent respe
tivement le niveaumétabolique et génétique.a. Les enzymes sont irréversibles et les gènes sont en opéronToutes les enzymes sont supposées i
i irréversibles, et les gènes 
odant pour les en-zymes (E1, . . . ,En−1) sont organisés en opéron. Les gènes organisés en un même opé-ron sont trans
rits en un seul ARN messager. En 
onséquen
e, nous supposons que les
on
entrations des enzymes sont proportionnelles, 
e qui 
onduit à l'hypothèse suivante.Hypothèse 2.1 (Hypothèse de l'opéron) Pour tout i ∈ {2, . . . , n − 1} il existe αi ∈
]0, 1] tel que Ei(t) = αiE1(t).Sous 
es hypothèses, le système d'équations (2.6) devient :







·
x1 = ν0 −E1f1(x1, xn)
·
x2 = E1f1(x1, xn) − E2f2(x2)... =

... ...
·
xn = En−1fn−1(xn−1) − Enfn(xn)
·

E1 = g(xn) − µE1

Ei = αiE1 pour i ∈ {2, . . . , n− 1}

(2.7)
dont le régime d'équilibre est 
ara
térisé par :Proposition 2.2 Pour tout µ > 0, En > 0 et x̄1 > 0 il existe un unique régime d'équilibre
(Ē1, . . . , Ēn−1) et (x̄2, . . . , x̄n) pour le système (2.7) tel que







Ē1 =
g(x̄n)

µ
f1(x̄1, x̄n)g(x̄n) = µEnfn(x̄n)
ν0 = Enfn(x̄n)

(2.8)et tel que pour i ∈ {2, . . . , n− 1},
Ēi = αi

g(x̄n)

µ
et x̄i = f−1

i

(
µEnfn(x̄n)

αig(x̄n)

)

, (2.9)si et seulement si pour tout i ∈ {2, . . . , n− 1}, on a
µEnfn(x̄n)

g(x̄n)
< αiMi. (2.10)La démonstration de 
ette proposition est un 
as parti
ulier de la démonstration de laproposition 2.8 donnée page 50. Cette proposition indique que le système (2.7) a ununique point d'équilibre si toutes les enzymes de la voie métabolique ne saturent pas (la
ondition (2.10) est vraie), 
'est-à-dire si le dernier point de la proposition est satisfait.
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ontr�le par le produit �nal (SCPF) 47De plus, xn et impli
itement f1 et g jouent un r�le 
entral dans la dé�nition du pointd'équilibre. La monotoni
ité de f1 et g par rapport à xn permet de 
on
lure sur l'uni
itéde xn. De manière surprenante, les 
ara
téristiques des fon
tions enzymatiques fi ainsique le niveau des enzymes intermédiaires Ei n'ont au
un impa
t sur le point d'équilibresi au
une de 
es enzymes intermédiaires ne sature.Don
 la sensibilité du point d'équilibre à une perturbation 
onstante de 
on
entrationd'enzyme En (ou à une demande de �ux νn) dépend uniquement de la 
ara
téristiquegénétique g et enzymatique f1 de la première enzyme. La prédi
tion du 
omportementde la voie métabolique à l'équilibre est ainsi simple même si de nombreuses réa
tions
omposent 
ette voie.Remarque 2.2 Par dé�nition du régime d'équilibre, nous avons :
µEnfn(x̄n)

g(x̄n)
= f1(x̄1, x̄n)Don
 la 
ondition (2.10) peut être réé
rite 
omme :

µEnfn(x̄n)

g(x̄n)
< αiMi ⇐⇒ f1(x̄1, x̄n) < αiMi.À partir de 
ette expression, nous pouvons en déduire que si M1 < αiMi pour tout

i ∈ {2, · · · , n−1} alors la 
ondition (2.10) reste vraie. L'a
tivité maximale de la premièreenzyme doit ainsi rester inférieure aux a
tivités maximales des enzymes intermédiairesmultipliées par le paramètre αi.a.1 Comportement des 
omposants de la voie métaboliqueÉtudions maintenant la variation de la demande de �ux en fon
tion de la variationde la 
on
entration de l'enzyme En. Selon la dé�nition de l'équilibre, nous avons :
En =

f1(x̄1, x̄n)g(x̄n)

µfn(x̄n)
,Don
 x̄n dé
roît stri
tement lorsque En augmente. En outre, par dé�nition de l'équilibre,la demande de �ux �nale ν̄n

∆
= Enfn(x̄n) est par dé�nition de l'équilibre égale à

f1(x̄1, x̄n)g(x̄n) = ν̄n,alors puisque la partie gau
he de l'équation est une fon
tion dé
roissante de x̄n, alorslorsque En augmente on en déduit que ν̄n augmente également (et aussi longtemps qu'au-
une enzyme ne sature). Cette analyse nous permet de montrer que si En tend vers l'in-�ni, alors x̄n tend vers 0. Ce résultat implique que la voie métabolique a une 
apa
itémaximale de �ux, donnée par :Corollaire 2.3 Soient les hypothèses de la proposition 2.2 satisfaites ; en 
onséquen
e, lademande de �ux est bornée supérieurement par
ν̄n < ν̄n,max

∆
=
g(0)

µ
f1(x̄1, 0). (2.11)
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ture modulaire du réseau métabolique des ba
tériesLe �ux de sortie est don
 borné. Là en
ore 
ette valeur maximale dépend unique-ment des 
ara
téristiques de f1 et de g de la première enzyme, sous l'hypothèse que lesenzymes intermédiaires de la voie ne saturent pas. En revan
he, la borne supérieure dela demande de �ux n'est pas atteignable 
ar elle 
orrespond à une 
on
entration in�niede l'enzyme �nale, i.e En = ∞ . Si la 
apa
ité maximale de �ux de 
haque enzyme in-termédiaire reste supérieure ou égale à ν̄n,max, 
e qui est équivalent à αiMi ≥ f1(x̄1, 0)pour tout i ∈ {2, . . . , n − 1}, alors pour tout ǫ > 0 (assez petit), il existe En tel que
ν̄n = ν̄n,max − ǫ.Considérons maintenant l'impa
t de variations dans la demande de �ux sur les di�é-rentes 
on
entrations des métabolites de la voie.Corollaire 2.4 Soient les hypothèses de la proposition 2.2 satisfaites. Alors, pour tout
i ∈ {2, . . . , n− 1} , x̄i = x̄i(En) est une fon
tion stri
tement 
roissante de En alors que
x̄n = x̄n(En) est une fon
tion stri
tement dé
roissante de En.Lorsque la demande de �ux de sortie augmente lors d'une augmentation de En, les
on
entrations des métabolites intermédiaires de la voie augmentent alors que 
elle duproduit �nal diminue. De même, les e�ets dus aux variations de la 
on
entration x1
onduisent à un 
omportement intéressant de la voie :Corollaire 2.5 Soient les hypothèses de la proposition 2.2 satisfaites. Alors, pour tout
i ∈ {2, · · · , n}, x̄i(x̄1) et ν̄n(x̄1) sont des fon
tions stri
tement 
roissantes de x̄1.Remarque 2.3 Il est possible d'exprimer x̄n en fon
tion de x̄1 ainsi : x̄n

∆
= H(x̄1) . Par
onséquent, en régime d'équilibre, le �ux d'entrée (et le �ux de sortie) et la 
on
entrationdu premier métabolite x̄1 sont liés par la relation monotone stri
tement 
roissante ν0 =

Enfn(H(x̄1)). On obtient alors à l'équilibre une des
ription entrée/sortie 
orrespondantà une enzyme �
tive reliant ν0 à x̄1 et intégrant toutes les propriétés du module à traversles fon
tions H et fn.Remarque 2.4 Un �ux métabolique 
orrespond à un débit de matière à travers uneenzyme : ν = E.fE(x). Un �ux métabolique est don
 une grandeur intensive, alors queles 
on
entrations des métabolites sont des grandeurs extensives. Ce
i explique pourquoidans la plupart des mé
anismes de régulation génétique, seule la 
on
entration d'unmétabolite est utilisée (et non le �ux). Tout 
omme dans la loi d'Ohm (U = RI) oùl'intensité du 
ourant I est mesurée à travers une mesure de la tension U pour unerésistan
e R, la 
ellule mesure son �ux ν à travers la mesure de la 
on
entration x viaun mé
anisme parti
ulier 
omme par exemple un fa
teur de trans
ription.a.2 Saturation d'une enzyme de la voieTous les résultats pré
édents ont été obtenus sur la base de la non saturation desenzymes intermédiaires de la voie métabolique. Examinons maintenant les 
onséquen
esde la saturation d'une enzyme. La saturation peut être 
ausée par une 
on
entration
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omme nous allons le voir 
i-après, à une limitation en 
o-métabolites ou en 
o-fa
teurs 
omme par exemple dans le 
as d'un appauvrissement dumilieu en ions (voir la se
tion 2.3.3).Corollaire 2.6 Soient les hypothèses de la proposition 2.2 satisfaites et dé�nissons
ψi∗,sat = min

i∈{2,··· ,n−1}
αiMiet i∗, la valeur de l'indi
e i pour lequel le minimum est atteint (s'il y a plusieurs valeurs,alors i∗ 
orrespond à l'ensemble des valeurs possibles). Si ψi∗,sat est tel que ψi∗,sat <

f1(x̄1, 0) alors il existe E∗
n et x̄∗n tels que

µE∗
nfn(x̄∗n)

g(x̄∗n)
= ψi∗,satet

lim
<

En→E∗
n

x̄i∗ = +∞.En outre, pour En ≥ E∗
n la voie métabolique a un régime saturé.Le �ux de sortie est ainsi �xé à travers la saturation de l'enzyme ψi∗,sat et par la 
ara
-téristique g de la régulation génétique de la première enzyme. De plus, la 
on
entrationdu métabolite x̄i∗ , substrat de l'enzyme i∗ tend vers l'in�ni lorsque En tend vers E∗

n.a.3 Interprétation biologique de 
es résultats théoriquesLes voies de synthèse des a
ides aminés sont généralement régulées par le produit �nal.L'enzyme En 
orrespond alors à l'ARNt synthase (voir l'annexe A.2 pour un rappel surle r�le de l'ARNt synthase) et le �ux de sortie νn 
orrespond au �ux d'ARNt 
hargés
onsommé par les ribosomes pour la produ
tion des protéines en régime permanent. Ainsiune augmentation de la demande des ribosomes dûe par exemple à une augmentation deleur a
tivité se traduira par une augmentation de la 
on
entration En de l'ARNt synthasegrâ
e à une régulation génétique appropriée, qui induira à son tour une diminution de la
on
entration xn de l'a
ide aminé. La diminution de xn entraînera alors un réajustementde la voie toute entière (enzyme et métabolites) de manière à fournir le �ux demandésous l'hypothèse qu'au
une enzyme intermédiaire ne sature. En d'autres termes à x̄1 �xé,la 
on
entration de l'a
ide aminé xn doit diminuer pour augmenter la 
apa
ité de la voiede synthèse et satisfaire ainsi la demande en �ux, dans la limite maximale dé�nie par les
ara
téristiques de la première enzyme (
orollaire 2.3).b. Les gènes ne sont plus organisés en opéronÉtudions maintenant les 
onséquen
es de la relaxation de la première hypothèse sur
es di�érents résultats, à savoir l'organisation en opéron des gènes. Les gènes 
odantpour une voie métabolique n'appartiennent pas toujours au même opéron. On 
itera
omme exemple 
hez Ba
illus subtilis la voie de synthèse de la lysine, étudiée en détail



50 Chapitre 2. Stru
ture modulaire du réseau métabolique des ba
tériesdans la se
tion 3.3.1 du pro
hain 
hapitre. Le résultat obtenu dans la proposition 2.2 estlégèrement modi�é, 
ar seule la 
ondition de saturation 
hange. On supposera i
i que lerégime permanent des enzymes intermédiaires existe et donné par (Ei)i∈{2,···n} > 0.Proposition 2.7 Pour tout µ > 0, x̄1 > 0 et Ei > 0 pour i ∈ {2, · · · , n}, il existe unrégime d'équilibre unique Ē1 et (x̄2, . . . , x̄n) pour (2.7) tel que






Ē1 =
g(x̄n)

µ
,

f1(x̄1, x̄n)g(x̄n) = µEnfn(x̄n),
ν0 = Enfn(x̄n)

(2.12)et tel que pour tout i = {2, . . . , n− 1},
x̄i = f−1

i

(
Enfn(x̄n)

Ei

) (2.13)si et seulement si Enfn(x̄n) < EiMi.Ces résultats sont pro
hes de 
eux obtenus lorsque les gènes appartiennent à un mêmeopéron. En e�et, aussi longtemps qu'au
une enzyme intermédiaire n'est saturée, le lienentre la demande en �ux et les 
on
entrations des métabolites initiaux et �naux, obtenudans la proposition 2.2, reste in
hangé. Comme dans le 
as pré
édent, si nous supposonsqu'il existe i∗ ∈ {2, · · ·n − 1} tel que Ei∗Mi∗ < ν̄n,max, alors il existe E∗
n > 0 et x∗n > 0tels que E∗

nfn(x∗n) = E∗
i M

∗
i et lim

Ēn
<
→E∗

n

x̄i∗ = +∞ .Ainsi tous les résultats présentés dans le 
as pré
édent peuvent être fa
ilement étenduslorsque l'hypothèse de l'organisation des gènes en opéron est supprimée.
. Toutes les enzymes sont réversiblesIntéressons nous maintenant à la suppression de la dernière hypothèse 
on
ernant l'ir-réversibilité des enzymes de la voie. Nous présentons tout d'abord un résultat généralpour les voies métaboliques dans lesquelles toutes les enzymes de la voie, y 
ompris lapremière enzyme sont réversibles. Cette représentation 
hange les propriétés obtenuesà l'équilibre dans la proposition 2.2. Nous montrerons ensuite qu'une seule étape irré-versible dans la voie permet une restauration partielle des propriétés de la proposition 2.2.Considérons tout d'abord le 
as où toutes les enzymes de la voie sont réversibles (ave
une organisation en opéron pour les gènes).Proposition 2.8 Si l'hypothèse 2.1 est satisfaite et si l'ensemble des enzymes de la voie
Ei pour tout i ∈ {1, · · · , n−1} sont réversibles, alors pour tout µ > 0, En > 0 et x̄1 > 0,il existe un unique régime d'équilibre pour le système (2.6), (Ē1, . . . , Ēn−1) et (x̄2, . . . , x̄n)
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





x̄n = Hn(H2(...(Hn−1(x̄n, x̄1), x̄1) . . . , x̄1), x̄1),
x̄i = Hi(Hi+1(...(Hn−1(x̄n, x̄1), x̄1) . . . , x̄1), x̄1), pour i ∈ {2, · · · , n− 1},

E1 =
g(x̄n)
µ ,

Ei = αi
g(x̄n)
µ pour i ∈ {2, · · · , n− 1}

ν0 = Enfn(x̄n)

(2.14)
où Hi sont des fon
tions stri
tement 
roissantes de leur argument pour tout i ∈ {2, · · · , n−
1} et Hn est une fon
tion stri
tement dé
roissante de son premier argument, et stri
te-ment 
roissante de son se
ond argument.DémonstrationLa démonstration est faite par ré
urren
e.Étape 1 : Tout d'abord, prouvons qu'il existe x∗2 > 0 tel que pour tout x̄2 ∈ [0, x∗2], ilexiste un unique x̄n ≥ 0 tel que

g(x̄n)

µ
f1(x̄1, x̄2, x̄n) = Enfn(x̄n). (2.15)La monotoni
ité des fon
tions de part et d'autre de l'équation en fon
tion de x̄n per-met de noter que pour tout x̄1 > 0 il existe x∗2 > 0 tel que f1(x̄1, x̄2, 0) > 0 pour tout

x̄2 ∈ [0, x∗2[ ave
 f1(x̄1, x
∗
2, 0) = 0. Alors, pour tout x̄2 ∈ [0, x∗2[, la partie gau
he del'équation (2.15) est une fon
tion stri
tement dé
roissante de x̄n, stri
tement positivepour x̄n = 0 et qui tend vers 0 lorsque x̄n tend vers l'in�ni. En outre, le 
�té droit del'équation (2.15) est une fon
tion stri
tement 
roissante de x̄n, égale à 0 pour x̄n = 0. Par
onséquent, pour tout x̄2 ∈ [0, x∗2[, les deux 
ourbes en fon
tion de x̄n ont né
essairementune interse
tion unique et pour x̄2 = x∗2, x̄n = 0 est la seule solution de l'équation (2.15)(voir la �gure 2.6 de gau
he). L'étape 1 est démontrée.Nous sommes don
 en mesure de dé�nir une fon
tion x̄n

∆
= Hn(x̄2, x̄1) bien dé�nie,
ontinue et stri
tement dé
roissante en fon
tion de x̄2 pour x̄2 ∈ [0, x∗2] et telle que

Hn(0, x̄1) > 0 et Hn(x∗2, x̄1) = 0. Dans la suite de 
ette démonstration, nous avons omisla dépendan
e des équations en x̄1 pour alléger les notations.Étape 2 : Le reste de la démonstration est faite par ré
urren
e. Si le régime d'équilibreexiste, alors x̄2 et x̄3 sont liés 
omme suit :
α2
g(Hn(x̄2))

µ
f2(x̄2, x̄3) = Enfn(Hn(x̄2)), (2.16)où x̄n a été rempla
é par son expression et x̄1 n'est plus noté pour alléger les notations.Comme pour la première étape, nous pouvons prouver qu'il existe1 x̄∗3 > 0 tel que pourtout x̄3 ∈ [0, x∗3], il existe x2 ∈ [0, x∗2] tel que l'équation (2.16) est vraie. Nous sommes1En fait, x∗

3
est tel que f2(x

∗
2
, x∗

3
) = 0 , 
e qui garantit que f2(x

∗
2
, x̄3) > 0 pour tout [0, x∗

3
[.
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Enfn(x̄n)

x̄n

g(x̄n)
µ

f1(x̄1, 0, x̄n)

g(x̄n)
µ

f1(x̄1, x̄∗
2, x̄n)

x̄2 ր

α2
g(Hn(x̄2))

µ
f2(x̄2, x̄3)

α2
g(Hn(x̄∗

2
))

µ
f2(x̄∗

2, x̄3)

x̄∗
2

x̄3 ր

Enfn(Hn(x̄2))

Fig. 2.6 � Interse
tion des 
ourbes Enfn(x̄n) et f1(x̄1, x̄2, x̄n) pour tout x̄2 ∈ [0, x∗2] (�gurede gau
he) et des 
ourbes Enfn(Hn(x̄2)) et α2
g(Hn(x̄2))

µ
f2(x̄2, x̄3) (�gure de droite)alors en mesure de dé�nir x̄2

∆
= H2(x̄3), qui est une fon
tion bien dé�nie 
ontinue etstri
tement 
roissante en x̄3 pour tout x̄3 ∈ [0, x∗3] et telle que H2(0) > 0 et H2(x

∗
3) = x∗2(voir la �gure 2.6 de droite).Étape 3 : La démonstration de l'étape 2 peut être répétée pour tout i ∈ {3, · · · , n−1}.En e�et, par dé�nition, x̄i doit être la solution de l'équation suivante :

αi
g(Hn(H2(...(Hi−1(x̄i)))))

µ
fi(x̄i, x̄i+1) = Enfn(Hn(H2(...(Hi−1(x̄i))))). (2.17)Puis, 
omme pour l'étape pré
édente, il est fa
ile de prouver que Hi existe tel que

xi
∆
= Hi(xi+1) est une fon
tion bien dé�nie, 
ontinue et stri
tement 
roissante en x̄i+1pour x̄i+1 ∈ [0, x∗i+1] et telle que Hi(0) > 0 et Hi(x

∗
i+1) = x∗i .Étape 4 : En 
ombinant les résultats des étapes pré
édentes, nous déduisons que x̄nexiste si l'équation suivante a une solution :

x̄n = Hn(H2(...(Hn−1(x̄n)))). (2.18)Par dé�nition, Hn−1 est dé�nie sur [0, x∗n] telle que Hn−1(0) > 0 et Hn−1(x
∗
n) = x∗n−1. No-tons que Hn(H2(...(Hn−1(0))) > 0 et Hn(H2(...(Hn−1(x

∗
n))) = Hn(x∗2) = 0 et par
e quela partie droite (respe
tivement gau
he) de l'équation (2.18) est une fon
tion stri
tementdé
roissante (respe
tivement stri
tement 
roissante) de x̄n, on en déduit qu'il existe ununique x̄n ∈ [0, x∗n[, solution de l'équation (2.18) 
e qui 
on
lut 
ette proposition.

�Ainsi lorsque toutes les enzymes de la voie sont réversibles, la voie a toujours un régimed'équilibre. Nous n'allons pas développer davantage l'analyse de 
ette stru
ture. En e�et,
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ture de 
ontr�le par le produit �nal (SCPF) 53l'analyse systématique des réseaux métaboliques des ba
téries indique que presque toutesles voies métaboliques linéaires possèdent au moins une étape irréversible [107, 75℄. Dansla plupart des 
as, l'étape irréversible 
orrespond à la première ou la deuxième enzymede la voie. La présen
e d'une étape irréversible en début de voie 
onduit aux résultatsde la proposition 2.2 
omme suit :Corollaire 2.9 Si l'hypothèse 2.1 est satisfaite et si l'enzyme E1 est irréversible, alorspour tout µ > 0, En > 0 et x̄1 > 0 il existe un unique régime d'équilibre (Ē1, . . . , Ēn−1)et (x̄2, . . . , x̄n) pour le système (2.6) tel que






Ē1 =
g(x̄n)

µ
f1(x̄1, x̄n)g(x̄n) = µEnfn(x̄n)

ν0 = Enfn(x̄n),

(2.19)si et seulement si (x̄2, · · · , x̄n−1) existe tel que
αi
g(x̄n)

µ
fi(x̄i, x̄i+1) = Enfn(x̄n)pour i ∈ {2, . . . , n− 1}.Comme dans la proposition 2.2, tant qu'au
une enzyme ne sature, le régime d'équilibrede la voie métabolique est dé�ni seulement par f1, g et fn. Contrairement à la proposi-tion 2.2, la 
ondition de saturation est plus di�
ile à dé
rire et dépend expli
itement durégime d'équilibre.Remarque 2.5 Le raisonnement pré
édent peut être fa
ilement appliqué à une voiemétabolique linéaire où la première étape irréversible 
orrespond à la i-ème réa
tion. Ene�et, les arguments utilisés dans la démonstration de la proposition 2.8 nous permettentégalement de déduire que x̄i est uniquement déterminé par

αi
g(Hn(H2(. . .Hi−1(x̄i) . . .)))

µ
fi(x̄i) = Enfn(Hn(H2(. . .Hi−1(x̄i) . . .))),où les di�érentes fon
tions Hk pour k ∈ {2, . . . , i − 1} sont des fon
tions stri
tement
roissantes de x̄i, et Hn est une fon
tion stri
tement dé
roissantes de son argument. Cesfon
tions sont obtenues en suivant stri
tement la démonstration de la proposition 2.8.On en déduit que x̄n est indépendant de toutes les fon
tions fi+1, ..., fn−1 (s'il existe unrégime d'équilibre). Il reste à s'assurer que la partie basse de la voie (après la i-èmeenzyme) n'est pas saturée. Par exemple, il est fa
ile de montrer que si toutes les enzymesaprès la i-ème étape sont réversibles, il existe un régime d'équilibre si et seulement s'ilexiste (x̄i+1, · · · , x̄n−1) tel que αi

g(x̄n)

µ
fi(x̄i, x̄i+1) = Enfn(x̄n) pour i ∈ {i+1, . . . , n−1}.
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ture modulaire du réseau métabolique des ba
téries2.3.3 Intégration de di�érentes 
omposantes biologiquesNous allons maintenant étudier plus pré
isément l'impa
t des di�érentes 
on�gura-tions biologiques suivantes sur le régime permanent : la présen
e d'isoenzymes, de 
o-fa
teurs et de 
o-métabolites, ou de points de bran
hement ave
 d'autres voies méta-boliques. Les résultats mathématiques sont montrés dans le 
as le plus général de lastru
ture de 
ontr�le par le produit �nal où seule la première enzyme est irréversible etoù les gènes 
odant pour les enzymes de la voie métabolique ne sont pas organisés enopéron.a. R�le d'une isoenzyme
(−)

Contrôle génétique et enzymatique

E0

X2 X3 Xn−1

E2

Xn

E1 EnEn−1

X1

E
∗
1Fig. 2.7 � Présen
e d'une isoenzyme dans la voie métaboliqueDeux isoenzymes 
orrespondent à deux enzymes 
atalysant la même réa
tion 
hi-mique. Soit l'isoenzyme E∗
1 représentée sur la �gure 2.7 
atalysant la même réa
tionque l'enzyme E1 (la première réa
tion) et non 
ontr�lée par au
un intermédiaire de lavoie métabolique en question (ni au niveau génétique, ni au niveau enzymatique). Le
omportement de la voie métabolique au 
ours du temps devient :







·
x1 = ν0 −E1f1(x1, xn) −E∗

1f
∗
1 (x1)

·
x2 = E1f1(x1, xn) + E∗

1f
∗
1 (x1) −E2f2(x2, x3)...

·
xn = En−1fn−1(xn−1, xn) −Enfn(xn)
·

E1 = g(xn) − µE1

(2.20)
Le point d'équilibre du pré
édent système satisfait l'équation suivante :

f1(x̄1, x̄n)
g(x̄n)

µ
+ E∗

1f
∗
1 (x̄1) = Enfn(x̄n). (2.21)On peut déduire de (2.21) que l'augmentation du �ux ν̄n peut être obtenue soit par ladiminution du produit �nal x̄n, soit par l'augmentation de la 
on
entration de l'isoenzyme

E∗
1 tant que les enzymes intermédiaires de la voie ne saturent pas. La 
apa
ité maximale



2.3. Stru
ture de 
ontr�le par le produit �nal (SCPF) 55du �ux dans la voie métabolique 
orrespond maintenant à :
ν̄n,max = f1(x̄1, 0)

g(0)

µ
+ E∗

1f
∗
1 (x̄1). (2.22)Ainsi une façon de satisfaire la demande en �ux νn est d'augmenter la 
on
entration del'isoenzyme E∗

1 .b. Impa
t des 
o-métabolites et des 
o-fa
teursDes fa
teurs externes sont souvent impliqués dans les réa
tions des voies métaboliqueset 
orrespondent soit à des métabolites 
omme par exemple l'ATP, NAD, le glutamateet la glutamine, soit à des 
o-fa
teurs tels que les ions (par exemple Mg2+, Zn2+) oules vitamines. Ces fa
teurs modi�ent la vitesse de réa
tion d'enzymes spé
i�ques bienqu'ils soient de nature très di�érente : les ions et les vitamines (les 
o-fa
teurs) sontgénéralement asso
iés à leurs enzymes et sont don
 
onsidérés 
omme une partie del'enzyme alors que les 
o-métabolites sont transformés par l'enzyme en d'autres produits.Dans tous les 
as, 
es fa
teurs peuvent fa
ilement être in
lus dans notre analyse enintroduisant leur e�et sur la vitesse de réa
tion fi de l'enzyme d'intérêt. Si l'on supposeque la i-ème réa
tion né
essite un 
o-métabolite, noté XP de 
on
entration p, alors lavitesse de réa
tion pour une réa
tion irréversible (resp. réversible) est donnée par fi(xi, p)(resp. réversible : fi(xi, xi+1, p) telle que fi(xi, 0) = 0 (resp. réversible : fi(xi, xi+1, 0) = 0)et où la fon
tion fi est supposée 
roissante en p. Dans 
es 
onditions, trois 
as sont à
onsidérer :1. le 
o-métabolite/
o-fa
teur agit sur la première enzyme E1 de la voie ;2. le 
o-métabolite/
o-fa
teur agit sur la dernière enzyme En de la voie ;3. le 
o-métabolite/
o-fa
teur agit sur une des enzymes intermédiaires E2, . . . ,En−1de la voie.Les deux premières situations ont un e�et dire
t sur le régime d'équilibre, la troisièmen'a d'e�et que s'il 
onduit à la saturation d'une étape intermédiaire de la voie. Il s'agitd'une propriété remarquable de la stru
ture de 
ontr�le par le produit �nal. Malgré lamodi�
ation de la 
on
entration d'un 
o-métabolite né
essaire pour produire le produit�nal, l'équilibre des prin
ipales variables de la voie (ν̄n, x̄n et Ē1) demeure in
hangé, tantqu'au
une enzyme de la voie ne sature.Si l'a
tivité de la première enzyme dépend de p, alors le �ux maximal de la voie estdonné par
ν̄n,max(p̄)

∆
=
g(0)

µ
f1(x̄1, 0, p̄),où le 
o-métabolite/
o-fa
teur p atteint son régime propre équilibre p̄. Si le 
o-fa
teur di-minue l'a
tivité de la première enzyme, alors la 
on
entration du produit �nal xn diminueégalement et la 
on
entration de la première enzyme augmente. Si le 
o-métabolite/
o-fa
teur agit au niveau de l'enzyme �nale En de la voie, alors par dé�nition on a :

f1(x̄1, x̄n)g(x̄n) = µEnfn(x̄n, p̄).



56 Chapitre 2. Stru
ture modulaire du réseau métabolique des ba
tériesLa limitation de la 
on
entration du 
o-métabolite/
o-fa
teur 
onduit à diminuer lademande de �ux. Par 
onséquent x̄n est une fon
tion 
roissante de p̄ et la 
on
entrationde la première enzyme est une fon
tion dé
roissante de p̄.
. Impa
t d'un point de bran
hementFlux de sortie au niveau d'une enzyme intermédiaireConsidérons maintenant qu'il existe un �ux de sortie νi au niveau de la i-ème enzyme
orrespondant à la demande en �ux pour la voie métabolique de la �gure 2.5, dans le
as où les gènes n'appartiennent pas au même opéron, et seule la première enzyme estirréversible. La voie métabolique est alors dé
rite par le système d'équations di�érentiellessuivant : 





·
x1 = ν0 −E1f1(x1, xn)
·
x2 = E1f1(x1, xn) − E2f2(x2, x3)...
·
xi = Ei−1fi−1(xi−1, xi) −Eifi(xi, xi+1) − E∗

i f
∗
i (xi)

·
xi+1 = Eifi(xi, xi+1) −Ei+1fi+1(xi+1, xi+2)...
·
xn = En−1fn−1(xn−1, xn) −Enfn(xn)
·

E1 = g(xn) − µE1

(2.23)
où νi = E∗

i f
∗
i (xi). On obtient alors le résultat suivant pour le régime d'équilibre :Proposition 2.10 Pour tout µ > 0, x̄1 > 0 et (Ei > 0)i∈2,...,n, il existe un unique régimed'équilibre pour le système (2.23) tel que :

g(x̄n)

µ
f1(x̄1, x̄n) = E∗

i f
∗
i (Hi(x̄n)) + Enfn(x̄n), (2.24)où Hi est une fon
tion stri
tement 
roissante de son argument si et seulement si

{
Ejfj(x̄j , x̄j+1) = E∗

i f
∗
i (Hi(x̄n)) + Enfn(x̄n) pour 2 ≤ j < i

Ejfj(x̄j , x̄j+1) = Enfn(x̄n) pour i ≤ j < n
(2.25)DémonstrationLa démonstration se déduit de 
elle de la proposition 2.8 en remarquant que les enzymes(Ei, . . . ,En−1) sont toutes réversibles. D'après la proposition 2.8, on en déduit que x̄is'é
rit 
omme une fon
tion Hi stri
tement 
roissante de x̄n. Les 
onditions de saturationdes enzymes 
orrespondent à 
elles du 
orollaire 2.9 modi�ées pour le 
as où les gènesn'appartiennent pas au même opéron.

�On déduit de la proposition 2.10 que lorsque le �ux de sortie νi augmente, x̄n doitdiminuer pour augmenter le �ux dans la voie métabolique. Plus pré
isément, pour tout
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ν0 > 0, ν0 − ν̄i = Ejfj(x̄j) pour j ≥ i où ν̄i = E∗

i f
∗
i (Hi(x̄n)) . Par 
onséquent, uneaugmentation de la demande de �ux ν̄i (à travers l'augmentation de E∗

i ) 
onduit àdiminuer x̄j≥i et don
 à diminuer x̄n et le �ux de sortie ν̄n aussi longtemps que lesenzymes satisfont la 
ondition de saturation (2.25).Flux d'entrée au niveau d'une enzyme intermédiaireConsidérons maintenant qu'il existe un �ux d'entrée νi au niveau de la i-ème enzymepour les mêmes 
onditions de voie métabolique. Ce �ux de métabolite xi peut êtreimporté du milieu via un transporteur, ou bien produit par une autre voie métabolique.La voie métabolique est alors dé
rite par le système d'équations di�érentielles suivant :






·
x1 = ν0 − E1f1(x1, xn)
·
x2 = E1f1(x1, xn) − E2f2(x2, x3)...
·
xi = Ei−1fi−1(xi−1, xi) − Eifi(xi, xi+1) + νi
·
xi+1 = Eifi(xi, xi+1) − Ei+1fi+1(xi+1, xi+2)...
·
xn = En−1fn−1(xn−1, xn) − Enfn(xn)
·

E1 = g(xn) − µE1

(2.26)
et est 
ara
térisé par le régime d'équilibre suivant :Proposition 2.11 Pour tout µ > 0, x̄1 > 0 et (Ei > 0)i∈2,...,n il existe un unique régimed'équilibre pour le système (2.26) tel que :

g(x̄n)

µ
f1(x̄1, x̄n) + νi = Enfn(x̄n), (2.27)si et seulement si

{
Ejfj(x̄j , x̄j+1) + νi = Enfn(x̄n) pour 2 ≤ j < i
Ejfj(x̄j , x̄j+1) = Enfn(x̄n) pour i ≤ j < n.

(2.28)Contrairement au 
as d'un �ux de sortie, si le �ux d'entrée νi augmente, alors le �ux desortie ν̄n augmente. La 
ondition de saturation (2.28) à partir de la i-ème enzyme estdon
 plus forte.De plus, on aEnfn(x̄n)−νi =
g(x̄n)

µ
f1(x̄1, x̄n). Si le �ux νi augmente, alors g(x̄n)

µ
f1(x̄1, x̄n)diminue. Par 
onséquent, le �ux issu de la voie de synthèse 
ontr�lée par xn est substituépar le �ux d'entrée extérieur νi pour satisfaire la demande de �ux �nale �xée par En.2.4 Vers une notion de module élémentaireComme nous l'avons montré dans la se
tion pré
édente, la stru
ture de 
ontr�le parle produit �nal possède de bonnes propriétés en régime permanent du point de vue
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ture modulaire du réseau métabolique des ba
tériesentrée/sortie (x1, ν0) −→ (xn, νn) et 
ara
térise simplement l'équilibre pour des 
on�-gurations biologiques réalistes nous permettant de représenter les 
ara
téristiques desvoies métaboliques. En outre, 
ette stru
ture possède une bonne propriété de dé
ouplagevis-à-vis des 
o-métabolites, même s'il s'agit de métabolites dit hubs (voir la se
tion1.3.1 page 22 du 
hapitre pré
édent). L'ensemble de 
es éléments s'étend pour la se
ondestru
ture de 
ontr�le par le produit initial renforçant ainsi les notions introduites pré-
édemment pour la 
ara
térisation du régime permanent et posant les bases d'un 
adreformel théorique pour l'analyse des réseaux métaboliques.2.4.1 Stru
ture de 
ontr�le par le produit initial (SCPI)La stru
ture de 
ontr�le par le produit initial (SCPI) sera i
i étudiée, mais de fa-çon moins approfondie que la stru
ture de 
ontr�le par le produit �nal. L'obje
tif estuniquement de déterminer les 
onditions d'existen
e du régime d'équilibre ainsi que le
omportement qualitatif du point d'équilibre pour pouvoir d'une part étudier les règlesde 
onnexions entre modules et d'autre part 
onfronter nos prédi
tions ave
 les donnéesexpérimentales du pro
hain 
hapitre.
Contrôle génétique

(+) (+)

X1

E0

X2 X3 Xn−1

E2

Xn

E1 EnEn−1

Fig. 2.8 � Stru
ture de 
ontr�le par le produit initialNous 
onsidérons la voie métabolique linéaire représentée sur la �gure 2.8 
omposéede n métabolites (X1, . . . , Xn) et n − 1 enzymes irréversibles (E1, . . . ,En−1) organiséesen opéron, dont la synthèse est 
ontr�lée par le produit initial par l'intermédiaire d'unfa
teur de trans
ription par exemple. La synthèse des enzymes est induite lorsque la
on
entration du métabolite initial augmente. Le 
omportement de 
ette voie métabo-lique obéit au système d'équations di�érentielles suivant :






ẋ1 = ν0 − E1f1(x1)...̇
xi = Ei−1fi−1(xi−1) − Eifi(xi)...̇
xn(t) = En−1fn−1(xn−1) − Enfn(xn)

Ė1 = g(x1) − µE1,
Ei = αiE1 pour i = 2, . . . , n− 1

(2.29)
où les fi ont les mêmes 
ara
téristiques que dans la se
tion pré
édente (voir la se
tion 2.3)et la fon
tion g est une fon
tion positive, stri
tement 
roissante et 
ontinue de x1 et telle
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∀x1 > 0, g(x1) > 0, et g(0) = 0On suppose de plus qu'il existe Pmax > 0 tel que lim

x→+∞
g(x) = Pmax.Proposition 2.12 Pour tout µ > 0, x̄1 > 0 et En > 0, il existe un unique point d'équi-libre (x̄2, . . . , x̄n) et (Ē1, . . . , Ēn−1) au système (2.29) tel que







Ē1 =
g(x̄1)

µ

ν0 =
g(x̄1)

µ
f1(x̄1)

x̄i = f−1
i

(
αi−1

αi
fi−1(x̄i−1)

) pour i = {2, . . . , n}

(2.30)si et seulement si pour tout i ∈ {2, . . . , n− 1}, on a
M1 < αiMi. (2.31)De plus, x̄i = x̄i(ν0) pour i = 1, . . . , n sont des fon
tions stri
tement 
roissantes de ν0.DémonstrationLa démonstration de 
ette proposition est dire
te en é
rivant le régime d'équilibre, qui pardé�nition 
orrespond à ν0 =

g(x̄1)

µ
f1(x̄1) et en utilisant la monotoni
ité des di�érentesfon
tions. L'existen
e du régime d'équilibre est obtenu si et seulement si les enzymesde la voie métabolique ne sont pas saturées. Cela signi�e que la 
apa
ité maximale de
haque enzyme doit être supérieure à ν0.

�Ainsi, lorsque x̄1 augmente, le �ux ν0 et les 
on
entrations des métabolites en aval aug-mentent. Toutes les propriétés obtenues dans le 
as du produit �nal peuvent être é
ritespour le 
as du produit initial. Les démonstrations de tous 
es résultats ne présentent au-
une di�
ulté te
hnique et se déduisent aisément des démonstrations pré
édentes. Nousrappelons juste 
i-dessous les 
onséquen
es des hypothèses de l'organisation des gènesen opéron et de la réversibilité des enzymes sur 
ette stru
ture de 
ontr�le.Remarque 2.6 L'hypothèse de l'opéron peut être relaxée sans problème en modi�ant la
ondition de saturation pour les enzymes (Ei)i∈{2,...,n} par ν0 < MiEi.Comme dans le 
as de la stru
ture de 
ontr�le par le produit �nal, l'hypothèse de réver-sibilité des enzymes 
hange les propriétés du régime d'équilibre. Dans le 
as des enzymesréversibles, il s'agit également d'é
rire le i-ème métabolite en fon
tion des i − 1 pré
é-dents. En suivant la démonstration de la proposition 2.8 page 50, on peut é
rire qu'ilexiste x̄∗2 tel que pour tout x̄2 ∈ [0, x̄∗2], on a x̄2 = H2(x̄1) où H2 est une fon
tion stri
-tement 
roissante en x̄1, grâ
e à la stri
te monotoni
ité des fon
tions f1 et g et ainsi desuite pour tous les métabolites intermédiaires, à savoir x̄i = Hi(x̄1) pour i ∈ {2, . . . , n}.On en déduit don
 que les 
on
entrations des métabolites x̄2, . . . , x̄n augmentent quand
x̄1 augmente. En é
rivant ν0 = Enfn(x̄n) = Enfn(Hn(x̄1, ν0)), on en déduit x̄1.
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ture modulaire du réseau métabolique des ba
tériesLe �ux maximal 
apable de passer dans la voie métabolique dépend aussi du premiermétabolite de la façon suivante.Proposition 2.13 Pour tout µ > 0 le �ux d'entrée est borné et a 
omme valeur maximalepour x̄1 > 0,
ν0,max

∆
=
Pmax

µ
M1si 
ette valeur est 
ompatible ave
 les 
onditions de saturation des autres enzymes de lavoie métabolique.Comparaison du fon
tionnement des deux stru
tures de 
ontr�leLes deux stru
tures de 
ontr�le par le produit �nal et initial possèdent des 
ara
té-ristiques 
ommunes, obtenues sur la base qu'au
une enzyme de la voie métabolique nesature :� le régime d'équilibre est déterminé d'après les 
ara
téristiques de la première enzymeet de son 
ontr�le génétique ;� la 
apa
ité maximale de la voie métabolique est limitée ;� les 
o-métabolites intervenant sur les enzymes intermédiaires n'ont au
un impa
tsur le �ux entrée/sortie et sur le 
ontr�le génétique ;� la présen
e d'une enzyme irréversible empê
he la propagation dire
te de l'informa-tion véhi
ulée par les 
on
entrations des métabolites de l'aval vers l'amont.Il existe toutefois des di�éren
es notables. La stru
ture de 
ontr�le par le produit �nalest intrinsèquement pilotée par la demande de �ux aval à travers x̄n, 
ontrairement àla stru
ture de 
ontr�le par le produit initial qui est pilotée par le �ux amont à travers

x̄1. De plus, la 
ara
téristique fn de l'enzyme En n'a au
une in
iden
e sur l'existen
edu régime d'équilibre de la stru
ture de 
ontr�le par le produit initial, pourvu qu'ellesoit monotone. La fon
tion fn peut être stri
tement 
roissante ou dé
roissante en xn.Autrement dit, une voie métabolique pilotée par une telle stru
ture de 
ontr�le ne peutpas s'adapter à une demande de �ux �nal νn.Sur la base du modèle que nous avons développé pour Ba
illus subtilis (voir la se
tion2.1.2), nous avons identi�é 
ette stru
ture de 
ontr�le par le produit initial dans� toutes les voies de dégradation dont la régulation génétique a été 
ara
térisée expé-rimentalement : les voies de dégradation des 
arbohydrates, des a
ides aminés, despurines et des a
ides gras.� quelques voies de biosynthèse, à savoir 
elle des purines et des a
ides gras.Pour toutes 
es voies métaboliques, la première enzyme (ou la se
onde) est irréversible,
e qui empê
he la propagation de l'information de l'aval vers l'amont de la voie méta-bolique. La 
on
entration du métabolite �nal en régime permanent x̄n n'a au
un impa
tsur le régime d'équilibre déterminé par x̄1.Ce
i est très surprenant pour les 
as des voies de biosynthèse pilotées par le produit ini-tial telles que la synthèse des purines ou des a
ides gras. Les synthèses des purines ou desa
ides gras produisent des pré
urseurs métaboliques essentiels à la synthèse de l'ADN ou
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urseurs 
orrespondent typiquement aux métabolites Xn. Onimagine mal dans 
e 
as que des variations de demande en Xn n'aient au
un impa
t surle �ux en amont. Dans le 
as de la voie de synthèse des purines qui a été parti
ulièrementétudiée dans la littérature et pour di�érents organismes [236, 174, 187℄, la SCPI est enfait asso
iée à une inhibition enzymatique du métabolite �nal Xn sur l'enzyme E0 pro-duisantX1. S
hématiquement, on obtient la stru
ture de 
ontr�le étendue de la �gure 2.9.
(+) (+)

Contrôle génétique
Contrôle enzymatique

(+)

(−)

X1

E0

X2 X3 Xn−1

E2

Xn

E1 EnEn−1

X0

Fig. 2.9 � La stru
ture de 
ontr�le par le produit initial asso
iée à l'inhibition enzyma-tique de E0 par le produit �nal xnLe �ux ν0 du système (2.29) s'é
rit maintenant :
ν0 = E0f0(x0, xn) (2.32)ave
 E0 > 0 �xé et f0 véri�e les 
ara
téristiques d'une enzyme irréversible inhibée parun métabolite. f0 est une fon
tion stri
tement dé
roissante en xn, et 
roissante en x0.On obtient alors la proposition suivante dans le 
as où toutes les enzymes sont irré-versibles et les gènes en opéron :Proposition 2.14 Pour tout µ > 0, E0 > 0, En > 0 et x0 > 0, il existe un unique pointd'équilibre (x̄1, . . . , x̄n) et (Ē1, . . . , Ēn−1) au système (2.29) augmenté de l'équation(2.32) tel que 





E0f0(x0, x̄n) = Enfn(x̄n)

ν0 = E0f0(x0, x̄n)

νn = Enfn(x̄n)

(2.33)si et seulement si ν0 < E1M1 et pour tout i ∈ {2, . . . , n− 1}, on a
ν0 < αiE1Mi. (2.34)De plus, on a :� x̄n = x̄n(x0) est une fon
tion stri
tement 
roissante de x0.� x̄n = x̄n(En) est une fon
tion stri
tement dé
roissante de En et x̄i = x̄i(En) pour

i = 1, . . . , n− 1 sont des fon
tions stri
tement 
roissantes de En.
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ture modulaire du réseau métabolique des ba
téries� x̄i = x̄i(E0) pour i = 1, . . . , n sont des fon
tions stri
tement 
roissantes de E0.DémonstrationL'élément 
lé de la démonstration de 
ette proposition est donné par la relationE0f0(x0, x̄n) =
Enfn(x̄n) où x0 > 0 �xé, x̄n est déterminé en utilisant les propriétés de monotoni
itédes fon
tions f0 et fn. Les �ux d'entrée et de sortie ν0 et νn sont alors �xés. Les régimesd'équilibre des autres 
omposantes du module sont déterminés en utilisant les mêmesarguments obtenus pour la proposition 2.12.

�De façon remarquable, la 
on
entration x̄n du métabolite �nal à l'équilibre est 
om-plètement déterminée par les 
on
entrations et les 
ara
téristiques des enzymes en entréeet en sortie du module E0 et En. A E0 et x0 �xés, le �ux en entrée ν0 est déterminé dire
-tement en fon
tion du �ux demandé νn à travers x̄n. Les autres 
omposantes du module
(Ēi, x̄i) pour i ∈ {1, . . . , n − 1} sont déterminées pour satisfaire la demande de �ux.Le régime d'équilibre du module dépend uniquement des 
ara
téristiques de la premièreenzyme E1.2.4.2 Impa
t d'un régulateur globalLes propriétés mathématiques asso
iées aux deux types de modules ayant été 
ara
-térisées dans les se
tions pré
édentes, il 
onvient maintenant d'étudier les moyens de
oordination entre 
es modules, à savoir les régulations globales et la 
onnexion dire
teentre deux modules. Il s'agit de montrer 
omment les propriétés mathématiques intrin-sèques aux modules sont modi�ées lorsque les régulations globales sont prises en 
ompteou lorsque deux modules sont inter
onne
tés. Dans un premier temps, nous nous inté-ressons à l'impa
t d'un régulateur global sur la stru
ture de 
ontr�le par le produit �nal.Les résultats pour l'autre stru
ture se déduisent aisément.Considérons que la synthèse de la première enzyme de la voie métabolique est également
ontr�lée par un régulateur dit global. Son e�et est intégré dans la dynamique de E1 dela façon suivante :

·

E1(t) = g(xn(t), q(t)) − µE1(t)où q(t) est l'e�et du régulateur global. Ce paramètre peut également représenter touta
teur sus
eptible d'impa
ter la synthèse de l'enzyme E1.En supposant que le fa
teur externe atteigne son propre régime d'équilibre q̄, on déduitdes résultats pré
édents que le régulateur global modi�e la relation entre la 
on
entrationdu produit �nal x̄n, la demande en �ux et la 
on
entration d'enzyme :
f1(x̄1, x̄n)g(x̄n, q̄) = µEnfn(x̄n).Tant que les enzymes intermédiaires ne saturent pas, 
e régulateur global modi�e lerégime d'équilibre au niveau de
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on
entration des enzymes
Ē1 =

g(x̄n, q̄)

µ
et Ēi = αi

g(x̄n, q̄)

µ
pour i ∈ {2, . . . , n− 1}si les gènes sont en opéron.� la 
on
entration du produit �nal

f1(x̄1, x̄n)g(x̄n, q̄) = µEnfn(x̄n).� la 
apa
ité maximale de la voie métabolique
ν̄n,max(q̄)

∆
=
g(0, q̄)

µ
f1(x̄1, 0)� les 
on
entrations des métabolites intermédiaires

x̄i = f−1
i

(
µEnfn(x̄n)

αig(x̄n, q̄)

)Un régulateur global modi�e ainsi la 
apa
ité maximale de la voie métabolique en modu-lant dire
tement la 
on
entration des enzymes de la voie. Si l'e�et du régulateur global
q est de diminuer la fon
tion de produ
tion g pour une valeur donnée de xn alors pourune 
on
entration 
roissante de q, le �ux de demande νn va diminuer. En revan
he, sison e�et est d'augmenter g, alors pour des 
on
entrations 
roissantes de q, la demandede �ux augmente également.Remarque 2.7 La régulation globale 
orrespond à une régulation de type feedforwarden Automatique.2.4.3 Inter
onnexion entre les modulesDans 
ette se
tion, nous nous intéressons aux 
onditions d'existen
e et d'uni
ité d'unrégime d'équilibre stru
turel suivant les 
on�gurations de 
onnexion entre deux modules.Nous avons déjà étudié l'impa
t de points de bran
hement à l'intérieur d'un module dansla se
tion 2.3.3. Nous allons don
 nous 
on
entrer sur la 
onnexion entre deux modulesen série et en parallèle. Nous allons tout d'abord introduire un résultat générique surl'inter
onnexion de modules en série, avant de donner les règles de 
onnexion des modulessous forme de tableaux ré
apitulatifs. On étudiera plus en détails dans la pro
hainese
tion les prin
ipaux exemples de 
onnexion de modules que nous avons identi�és grâ
eau modèle de 
onnaissan
e de Ba
illus subtilis. Nous utiliserons les abréviations suivantespour des raisons de lisibilité dans les di�érents s
hémas :� SCPF pour stru
ture de 
ontr�le par le produit �nal ;� SCPI pour stru
ture de 
ontr�le par le produit initial.De plus, nous 
onsidérons que pour un module (i) les gènes ne sont pas en opéron et que(ii) seule la première enzyme est irréversible.
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Module

(SCPF/SCPI/SNC) xn

νn

q

p(sur E1) (saturant [Ei]i6=1)
ν1

x1

rFig. 2.10 � La représentation entrée/sortie d'un module
(SCPF/SCPI/SNC) (SCPF/SCPI/SNC)

Module 2Module 1

(saturant [Ei]i6=1)
ν∗

n

x∗
n

ν1

x1

νn

xn

q

p(sur E1)

q

p(sur E
∗
1
) (saturant [E∗

i ]i6=1)r rFig. 2.11 � Connexion en série de deux modulesa. La représentation entrée/sortie d'un moduleSur la base des résultats présentés au 
ours de 
e 
hapitre, nous avons 
ara
térisé deuxtypes de module (la SCPF et la SCPI) dé�nis par une relation monotone en entrée/sortie.En parallèle de 
es deux modules, nous introduisons également un troisième module
omposé d'enzymes non 
ontr�lées par un métabolite de la voie aussi bien au niveaugénétique qu'au niveau enzymatique, que nous appellerons SNC pour Stru
ture NonContr�lée. La 
ara
téristique entrée/sortie de 
e dernier module à l'équilibre, obtenuesous l'hypothèse qu'au
une enzyme du module ne sature et que la première enzyme estirréversible s'é
rit :
E1f1(x̄1) = Enfn(x̄n).Il vient que le régime d'équilibre est �xé par la 
on
entration du métabolite initial x̄1et les 
ara
téristiques des enzymes f1 et fn. La �gure 2.10 donne une représentationentrée/sortie générique pour les trois types de modules.
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ara
térisé par sa relation entrée/sortieréduite à la première enzyme, dont l'existen
e est 
onditionnée au fait qu'au
une enzymene sature. Dans la suite de 
ette se
tion, nous supposerons que 
ette 
ondition d'existen
eest toujours satisfaite. On rappelle 
i-dessous les relations entrées/sorties obtenues pourles trois types de module :� pour le module SCPF : ν1 = Enfn(H(x̄1))
∆
= Hpf(x̄1) (
onséquen
es des 
orollaires2.4 et 2.5 étendus dans le 
as où seule la première enzyme est irréversible et lesgènes ne sont pas en opéron), où Hpf est une fon
tion stri
tement 
roissante de sonargument ;� pour le module SCPI : ν1 = Hpi(x̄1) dé�nie dans la proposition 2.12 étendue pour lesmêmes 
onditions, où Hpi est une fon
tion stri
tement 
roissante de son argument ;� pour le module SNC : ν1 = E1f1(x̄1)

∆
= Hsnc(x̄1), où Hsnc est une fon
tion stri
te-ment 
roissante de son argument.On peut en déduire les 
onséquen
es suivantes pour les 
onnexions des modules ensérie (voir la �gure 2.11) :� la 
onnexion en série de modules SCPF mène à un système ayant un régime perma-nent unique. Pour un module SCPF numéro i donné, tous les modules SCPF situésen aval sont réduits à travers la relation stri
tement 
roissante νi+1 = Hpf(x̄i+1).Le régime permanent obtenu est 
elui d'une enzyme �
tive Êi+1 telle que νi+1 =

Êi+1fi+1(x̄i+1), où fi+1 est stri
tement 
roissante.� la 
onnexion en série de modules SCPI mène à un système ayant un régime perma-nent unique. Pour un module SCPI numéro i donné, tous les modules SCPI situésen amont sont réduits à travers la relation stri
tement 
roissante νi−1 = Hpi(x̄i−1).Le régime permanent obtenu est 
elui d'une enzyme �
tive Êi−1 telle que νi−1 =
Êi−1fi−1(x̄i−1), où fi−1 est stri
tement 
roissante.b. Les règles d'inter
onnexion des modulesLes règles d'inter
onnexion des modules peuvent se déduire aisément à partir desdémonstrations des propositions 2.8, 2.12, 2.14 données respe
tivement pages 50, 59 et61 pour des 
onnexions de modules en série (voir la �gure 2.11) ou en parallèle (voir la�gure 2.12) sous l'hypothèse qu'au
une enzyme ne sature. Les tableaux 2.3 et 2.4 donnentles règles d'inter
onnexion en série et en parallèle entre les modules respe
tivement. Pluspré
isément, 
es tableaux indiquent pour les di�érentes 
onnexions s'il existe dire
tementun régime équilibre non nul, et 
omment évoluent xn, x∗n, E1 et E∗

1 et x1, x∗1 suivant les
on�gurations pour des variations en ν1, νn et ν∗n. L'existen
e du régime d'équilibre sedéduit toujours à travers la monotoni
ité des di�érentes fon
tions. Il peut arriver, dansle 
as par exemple de la 
onnexion SNC/SCPI/SCPF en série asso
iée à une bou
le derétroa
tion positive (voir le tableau 2.3), qu'on ne puisse pas 
on
lure dire
tement surl'existen
e de l'équilibre. Typiquement, on obtient une 
ondition né
essaire d'interse
tionentre deux fon
tions 
roissantes 
omme suit :
E0f0(x0, x̄n) = Enfn(x̄n)
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+

+

Module 1

Module 2

(SCPF/SCPI/SNC)

(SCPF/SCPI/SNC)

est équivalent à

q

(saturant [Ei]i6=1)
xn

p(sur E1)
q

p(sur E
∗
1
) (saturant [E∗

i ]i6=1)
ν∗

n

x∗
n

x1

νn

r

r

x y

z

x = y + z

ν1ν0

ν∗
1

Fig. 2.12 � Connexion en parallèle de deux modulesoù f0 et fn sont toutes les deux des fon
tions stri
tement 
roissantes de x̄n. Par 
onven-tion, on dira alors que la 
ondition d'existen
e de l'équilibre est 
onditionnée, 
ontraire-ment aux 
as où l'existen
e de l'équilibre est obtenue stru
turellement. On utilisera lesnotations suivantes pour des raisons de lisibilité : fc pour fon
tion stri
tement 
roissanteet fd pour fon
tion stri
tement dé
roissante dans les deux tableaux.
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SCPF SCPF

x1

ν1 νn

xn

ν∗
n

x∗
n

SCPFSCPI

x1

ν1 νn

xn

ν∗
n

x∗
nExisten
e d'un équilibre non nul Existen
e d'un équilibre non nulAdaptation possible pour des variations de νn, ν∗

n
Adaptation SCPI impossible pour des variations de νn, ν∗

n

xn = fd(νn), E1 = fc(νn), x∗

n
= fd(νn), E∗

1
= fc(νn), xn = fd(νn), x∗

n
= fd(νn), E∗

1
= fc(νn),

xn = fd(ν∗

n
), E1 = fc(ν∗

n
), x∗

n
= fd(ν∗

n
), E∗

1
= fc(ν∗

n
), xn = fd(ν∗

n
), x∗

n
= fd(ν∗

n
), E∗

1
= fc(ν∗

n
),

xn = fc(ν1), E1 = fd(ν1), x∗

n
= fc(ν1), E∗

1
= fd(ν1). xn = fc(ν1), E1 = fc(ν1), x∗

n
= fc(ν1), E∗

1
= fd(ν1).
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n

ν1

x1

ν0

x0

SCPFSCPISNC

(+)
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ν∗
n

x∗
n

ν1

x1

ν0

x0Existen
e d'un équilibre non nul Équilibre 
onditionné à f0, fn, f∗

nAdaptation possible pour des variations de νn, ν∗

n
Adaptation SCPI 
ontraire pour des variations de νn, ν∗

n

xn = fd(νn), x1 = fc(νn), E1 = fc(νn), x∗

n
= fd(νn), E∗

1
= fc(νn), xn = fd(νn), x1 = fd(νn), E1 = fd(νn), x∗

n
= fd(νn), E∗
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x∗
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e d'un équilibre non nul Existen
e d'un équilibre non nulAdaptation possible pour des variations de νn, ν∗

n
Adaptation possible pour des variations de νn, ν∗

n

xn = fd(νn), E1 = fc(νn), x∗

n
= fd(νn), E∗

1
= fc(νn), xn = fd(νn), E1 = fd(νn), x∗

1
= fc(νn), x∗

n
= fd(νn), E∗

1
= fc(νn),

xn = fd(ν∗

n
), E1 = fc(ν∗

n
), x∗

n
= fd(ν∗

n
), E∗

1
= fc(ν∗

n
), xn = fd(ν∗

n
), E1 = fd(ν∗

n
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n
= fd(ν∗

n
), x∗

1
= fc(ν∗

n
), E∗

1
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n
),

xn = fc(ν1), E1 = fc(ν1), x∗

n
= fc(ν1), E∗

1
= fd(ν1). xn = fc(ν1), E1 = fd(ν1), x∗

n
= fc(ν1), x∗

1
= fd(ν1), E∗

1
= fd(ν1).

SCPF

(+)

SNC SCPI

(+)
x1

ν1 νn
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ν∗
n

x∗
n

ν∗
1

x∗
1Équilibre 
onditionné à f∗

0
et f∗

nAdaptation SCPI impossible pour des variations de νn, ν∗

n

xn = fd(νn), E1 = fc(νn), x∗

n
= fd(νn), x∗

1
= fd(νn), E∗

1
= fd(νn),

xn = fd(ν∗

n
), E1 = fc(ν∗

n
), x∗

n
= fd(ν∗

n
), x∗

1
= fd(ν∗

n
), E∗

1
= fd(ν∗

n
),

xn = fc(ν1), E1 = fd(ν1), x∗

n
= fc(ν1), x∗

1
= fd(ν1), E∗

1
= fd(ν1).Tab. 2.3 � Règles d'inter
onnexion en série entre plusieurs modules. On suppose que (i)le �ux d'entrée ν1 (ou ν0) est 
apable de maintenir le métabolite initial x1 (ou x0) �xé ;(ii) les enzymes des modules ne saturent pas.
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= fc(ν0).Tab. 2.4 � Règles d'inter
onnexion en parallèle entre plusieurs modules. On suppose que(i) ν0 est 
apable de maintenir le métabolite initial x1 (ou x0) �xé ; (ii) les enzymes desmodules ne saturent pas.
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onnexions présentes dans le réseau métabo-lique de Ba
illus subtilisLes tableaux 2.3 et 2.4 nous donnent les règles d'inter
onnexion des modules sans sesou
ier de leur présen
e e�e
tive dans un organisme. Dans 
ette se
tion, nous allons dé-tailler les régimes d'équilibre 
orrespondant aux di�érentes 
ombinaisons de modulesque nous avons identi�ées 
hez Ba
illus subtilis sur la base du modèle de 
onnais-san
e re
onstruit, et qui sont don
 pertinentes d'un point de vue biologique. Ces dif-férentes 
ombinaisons sont également présentes dans le 
ontr�le du réseau métaboliqued'Es
heri
hia 
oli 
e qui renfor
e en
ore l'intérêt de les étudier de façon plus approfon-die. Ces 
onnexions 
orrespondent à des 
onnexions en série de modules SCPF/SCPF,SCPI/SCPF, SCPF/SCPI, SCPI/SCPI ave
 un point de bran
hement supplémentaireentre les deux modules représentant une demande de métabolite intermédiaire. On étu-diera également les 
as où la SCPI 
orrespond à une SCPI asso
iée à une inhibitionenzymatique de la première enzyme par le métabolite Xn introduite dans la proposition2.14 (et appelée SCPIb par la suite). Pour 
es di�érentes 
onnexions, nous pré
iseronsleur lo
alisation dans le réseau métabolique, et nous donnerons le régime d'équilibre as-so
ié ainsi que l'évolution des di�érentes 
omposantes du module sous l'hypothèse que(i) les gènes ne sont pas en opéron et que (ii) seule la première enzyme du module estirréversible.a. Connexion SCPF/SCPF
Contrôle génétique et enzymatique

(−) (−)

X1

E0

X2 X3 Xn−1

E2
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E1 En−1

X∗
n

E
∗
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∗
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X∗
3

E
∗
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∗
1
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X∗
2

X∗
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Fig. 2.13 � Connexion entre deux modules SCPFNous avons identi�é dans le modèle de 
onnaissan
e de B. subtilis le motif représentésur la �gure 2.13 
orrespondant à la mise en série de modules SCPF ave
 un point debran
hement intermédiaire entre :� les voies de synthèse du glutamate et de la glutamine [39, 167, 243, 241, 65℄ ;� les voies de synthèse du glutamate et de la proline [39, 167, 38℄ ;� les voies de synthèse du S-adénosyl-méthionine et de la 
ystéine [10, 166℄.Chez la ba
térie E. 
oli pour laquelle les régulations des voies des a
ides aminés ont étéparti
ulièrement bien identi�ées, on retrouve également 
ette 
onnexion entre les voiesde synthèse de la thréonine et de l'isoleu
ine [107℄.
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ture modulaire du réseau métabolique des ba
tériesLa 
ombinaison de 
es deux modules obéit au système d'équations di�érentielles sui-vant : 





·
x1 = ν0 −E1f1(x1, xn)
·
x2 = E1f1(x1, xn) − E2f2(x2, x3)...
·
xn = En−1fn−1(xn−1, xn) −Enfn(xn) − E∗

1f
∗
1 (xn, x

∗
n)

·

x∗2 = E∗
1f

∗
1 (xn, x

∗
n) −E∗

2f
∗
2 (x∗2, x

∗
3)...

·

x∗n = E∗
n−1f

∗
n−1(x

∗
n−1, x

∗
n) − E∗

nf
∗
n(x∗n)

·

E1 = g1(xn) − µE1
·

E∗
1 = g∗1(x

∗
n) − µE∗

1

(2.35)
où g1 et g∗1 sont des fon
tions stri
tement dé
roissantes de leurs arguments. On obtientalors le résultat suivant pour le régime d'équilibre :Proposition 2.15 Pour tout µ > 0, Ei > 0, E∗

i > 0 pour i ∈ {2, · · · , n} et x̄1 > 0, ilexiste un unique régime d'équilibre (Ē1, Ē
∗
1) au système (2.35) et (x̄2, . . . , x̄n, x̄

∗
2, . . . , x̄

∗
n)pour (2.35) tel que







Ē1 =
g1(x̄n)

µ

Ē∗
1 =

g∗1(x̄
∗
n)

µ
,

f1(x̄1, x̄n)g1(x̄n) = µ(Enfn(x̄n) + E∗
nf

∗
n(x̄∗n))

f ∗
1 (x̄n, x̄

∗
n)g∗1(x̄

∗
n) = µE∗

nf
∗
n(x̄∗n)

(2.36)
si et seulement si (x̄2, · · · , x̄n−1, x̄

∗
2, · · · , x̄

∗
n−1) existe tel que

{

Eifi(x̄i, x̄i+1) = Enfn(x̄n) + E∗
nf

∗
n(x̄∗n)

E∗
i f

∗
i (x̄∗i , x̄

∗
i+1) = E∗

nf
∗
n(x̄∗n)

(2.37)pour i ∈ {2, . . . , n− 1}.DémonstrationLa démonstration de 
ette proposition est immédiate en utilisant les arguments de ladémonstration de la proposition 2.8. Sous l'hypothèse que les enzymes du deuxième mo-dule SCPF ne saturent pas (
f. la deuxième équation de la 
ondition (2.37)), on déduitque x̄∗n s'é
rit 
omme une fon
tion 
roissante H∗
n de x̄n (x̄∗n = H∗

n(x̄n)) en utilisant la mo-notoni
ité des fon
tions de part et d'autre de l'équation f ∗
1 (x̄n, x̄

∗
n)g∗1(x̄

∗
n) = µE∗

nf
∗
n(x̄∗n).Puis, sous l'hypothèse que les enzymes du premier module SCPF ne saturent pas (
f. lapremière équation de la 
ondition (2.37)), on utilise le même argument pour 
on
lure surl'uni
ité de x̄n en utilisant l'équation f1(x̄1, x̄n)g1(x̄n) = µ(Enfn(x̄n) + E∗

nf
∗
n(H∗

n(x̄n))).
�
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ν∗
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nxn

Fig. 2.14 � Représentation modulaire de la �gure 2.13La �gure 2.13 peut également se représenter sous forme de modules 
onne
tés enreprenant les notations des tableaux 2.3 et 2.4 (voir la �gure 2.14). La démonstration dela proposition 2.15 se réduit alors à véri�er que la 
onnexion SNC 1, SCPF 2 et SNC 2est équivalente à une fon
tion stri
tement 
roissante de x̄n, 
e qui permet d'obtenir ladémonstration alternative suivante de la proposition 2.15.DémonstrationDe la théorie des modules, nous pouvons déduire sous l'hypothèse que les enzymes desmodules SNC 1, SCPF 2 et SNC 2 ne saturent pas, que :� la 
onnexion entre les modules SCPF 2 et SNC 2 est dé
rite en régime permanent parla relation entrée/sortie ν̄∗n = Hpf2(x̄n) où Hpf2 une fon
tion stri
tement 
roissantede x̄n (
onséquen
e des 
orollaires 2.4 et 2.5 étendus dans le 
as où seule la premièreenzyme est irréversible et les gènes ne sont pas en opéron) ;� le module SNC 1 est dé
rit par la relation entrée/sortie ν̄n = Hsnc1(x̄n) où Hsnc1une fon
tion stri
tement 
roissante de x̄n.La 
onnexion en parallèle des modules SCPF 2, SNC 2 et SNC 1 est équivalente à :
νn−1 = Hsnc1(x̄n) +Hpf2(x̄n)

∆
= Hcon(x̄n)où Hcon est une fon
tion stri
tement 
roissante de x̄n. On en déduit �nalement sousl'hypothèse que les enzymes du module SCPF 1 ne sature pas, que le module SCPF 1 estdé
rit par la relation entrée/sortie ν̄0 = Hpf1(x̄1) où Hpf1 est une fon
tion stri
tement
roissante de x̄1.

�De plus, pour des variations des �ux de demande ν̄n = Enfn(x̄n) et ν̄∗n = E∗
nfn(x̄∗n)
ausées respe
tivement par une augmentation des 
on
entrations des enzymes En et E

∗
n,on peut déduire le 
orollaire suivant.Corollaire 2.16 Supposons que les hypothèses de la proposition 2.15 sont satisfaites.Alors, on a :� x̄n = x̄n(E∗

n) et x̄∗n = x̄∗n(E∗
n) sont des fon
tions stri
tement dé
roissantes de E∗

n etdon
 de ν̄∗n ;� x̄n = x̄n(En) et x̄∗n = x̄∗n(En) sont des fon
tions stri
tement dé
roissantes de En etdon
 de ν̄n.



72 Chapitre 2. Stru
ture modulaire du réseau métabolique des ba
tériesCes résultats indiquent que la voie métabolique est pilotée par les demandes de �ux
ν̄n (asso
iée à En) et ν̄∗n (asso
iée à E

∗
n), et qu'il existe toujours un régime d'équilibresous l'hypothèse qu'au
une enzyme ne sature. Une augmentation du �ux de demande ν̄∗npar une augmentation de E∗

n fait diminuer la 
on
entration x̄∗n. Comme x̄∗n diminue, la
on
entration E∗
1 augmente. Don
 le �ux de demande pour x̄n augmente, et �nalement

x̄n dé
roît. La diminution de x̄n entraîne l'augmentation de la 
on
entration E1.De même, une augmentation du �ux de demande ν̄n par une augmentation de En faitdiminuer la 
on
entration x̄n. Don
 E1 augmente. De plus, 
omme x̄∗n est une fon
tion
roissante de x̄n, x̄∗n diminue et la 
on
entration E∗
1 augmente pour satisfaire la demandede �ux ν∗n.Pour les autres 
as de 
onnexion identi�és 
hez Ba
illus subtilis, nous donneronsuniquement les propositions détaillant les régimes d'équilibre ainsi que l'évolution des
omposantes prin
ipales des modules en omettant les démonstrations. Elles ne présententau
une di�
ulté te
hnique et elles se déduisent aisément en é
rivant la représentation dela 
onnexion sous forme de modules entrées/sorties. Il va de soi que nous avons toutefoisrédigé pré
isément l'ensemble de 
es démonstrations.b. Connexion SCPI/SCPF

Contrôle génétique et enzymatique

(−)

Contrôle génétique 

(+) (+) (+)

X1
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X2 X3 Xn−1
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X∗
n

E
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E
∗
2

X∗
3

E
∗
nE

∗
1

En

X∗
2

X∗
n−1

Fig. 2.15 � Connexion entre un module SCPI et un module SCPFSur la base de l'a
tuel réseau de régulation 
onnu de Ba
illus subtilis, nous n'avons pasidenti�é de 
onnexion de type SCPI/SCPF représentée sur la �gure 2.15. En revan
he,la 
onnexion SCPIb/SCPF se retrouve au niveau de la gly
olyse et la voie de synthèse del'isoleu
ine, la leu
ine et la valine [228, 47, 224, 207, 208℄. Nous allons détailler 
i-dessousles résultats pour 
es deux types de 
onnexion.La 
ombinaison de 
es deux modules obéit au système d'équations di�érentielles sui-
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



·
x1 = ν0 − E1f1(x1)
·
x2 = E1f1(x1) − E2f2(x2, x3)...
·
xn = En−1fn−1(xn−1, xn) − Enfn(xn) − E∗

1f
∗
1 (xn, x

∗
n)

·

x∗2 = E∗
1f

∗
1 (xn, x

∗
n) −E∗

2f
∗
2 (x∗2, x

∗
3)...

·

x∗n = E∗
n−1f

∗
n−1(x

∗
n−1, x

∗
n) − E∗

nf
∗
n(x∗n)

·

E1 = g1(x1) − µE1
·

E∗
1 = g∗1(x

∗
n) − µE∗

1

(2.38)
où g1 (respe
tivement g∗1) est une fon
tion stri
tement 
roissante (respe
tivement dé
rois-sante) de son argument. On obtient alors le résultat suivant pour le régime d'équilibre :Proposition 2.17 Pour tout µ > 0, Ei > 0, E∗

i > 0 pour i ∈ {2, · · · , n} et x̄1 > 0,il existe un unique régime d'équilibre (Ē1, Ē
∗
1) et (x̄2, . . . , x̄n, x̄

∗
2, . . . , x̄

∗
n) pour le système(2.38) tel que







Ē1 =
g1(x̄1)

µ

Ē∗
1 =

g∗1(x̄
∗
n)

µ
f1(x̄1)g1(x̄1) = µ(Enfn(x̄n) + E∗

nf
∗
n(x̄∗n))

f ∗
1 (x̄n, x̄

∗
n)g∗1(x̄

∗
n) = µE∗

nf
∗
n(x̄∗n)

ν0 =
g1(x̄1)

µ
f1(x̄1)

(2.39)
si et seulement si (x̄2, · · · , x̄n−1, x̄

∗
2, · · · , x̄

∗
n−1) existe tel que

{

ν0 = Eifi(x̄i, x̄i+1)

E∗
i f

∗
i (x̄∗i , x̄

∗
i+1) = E∗

nf
∗
n(x̄∗n)

(2.40)pour i ∈ {2, . . . , n− 1}. De plus, on a� x̄n = x̄n(E∗
n) et x̄∗n = x̄∗n(E∗

n) sont des fon
tions stri
tement dé
roissantes de E∗
n etdon
 de ν̄∗n ;� x̄n = x̄n(En) et x̄∗n = x̄∗n(En) sont des fon
tions stri
tement dé
roissantes de En etdon
 de ν̄n ;� x̄n = x̄n(ν0) et x̄∗n = x̄∗n(ν0) sont des fon
tions stri
tement 
roissantes de ν0.Dans 
ette 
on�guration, les produits �naux des deux modules x̄∗n et x̄n diminuent ave
les demandes de �ux ν̄n et ν̄∗n. La 
apa
ité du module SCPF s'adapte en fon
tion dela demande. Si ν̄∗n augmente, alors x̄∗n diminue et E∗

1 augmente pour satisfaire 
ette de-mande. Par 
onséquent x̄n diminue. L'irréversibilité de l'enzyme E1 bloque la remontéed'information jusqu'à x̄1 pour adapter le module SCPI au �ux ν̄∗n demandé. Il en va de
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ture modulaire du réseau métabolique des ba
tériesmême pour une demande en �ux ν̄n.Dans le 
as de la SCPI modi�ée (SCPIb) où le �ux ν0 est une fon
tion dé
roissantede x̄n (équation 2.32 page 61) :
ν0 = E0f0(x0, x̄n)alors on obtient le résultat suivant.Proposition 2.18 Pour tout µ > 0, x0 > 0, E0 > 0, Ei > 0, E∗

i > 0 pour i ∈ {2, · · · , n},il existe un unique régime d'équilibre (Ē1, Ē
∗
1) et (x̄1, . . . , x̄n, x̄

∗
2, . . . , x̄

∗
n) au système (2.38)augmenté de l'équation (2.32) tel que







Ē1 =
g1(x̄1)

µ

Ē∗
1 =

g∗1(x̄
∗
n)

µ
E0f0(x0, x̄n) = Enfn(x̄n) + E∗

nf
∗
n(x̄∗n)

µE0f0(x0, x̄n) = f1(x̄1)g1(x̄1)

f ∗
1 (x̄n, x̄

∗
n)g∗1(x̄

∗
n) = µE∗

nf
∗
n(x̄∗n)

(2.41)
si et seulement si (x̄2, · · · , x̄n−1, x̄

∗
2, · · · , x̄

∗
n−1) existe tel que

E0f0(x0, x̄n) = Eifi(x̄i, x̄i+1)

E∗
i f

∗
i (x̄∗i , x̄

∗
i+1) = E∗

nf
∗
n(x̄∗n)pour i ∈ {2, . . . , n− 1}. De plus, on a :� x̄∗n = x̄∗n(E∗

n), x̄n = x̄n(E∗
n) sont des fon
tions stri
tement dé
roissantes de E∗

n et
x̄1 = x̄1(E

∗
n), ν0 = ν0(E

∗
n) sont des fon
tions stri
tement 
roissantes de E∗

n et don
de ν∗n ;� x̄∗n = x̄∗n(En), x̄n = x̄n(En) sont des fon
tions stri
tement dé
roissantes de En et
x̄1 = x̄1(En), ν0 = ν0(En) sont des fon
tions stri
tement 
roissantes de En et don
de νn.Sous 
ette 
on�guration, les 
omposants des deux modules s'adaptent à des variationsde �ux de sortie νn et ν∗n.
. Connexion SCPF/SCPISur la base du modèle de 
onnaissan
e de Ba
illus subtilis re
onstruit, nous avons
onstaté que la 
onnexion SCPF/SCPI représentée sur la �gure 2.16 
orrespond à la
onnexion habituelle entre les voies de synthèse et de dégradation des a
ides aminés
omme l'arginine [146, 70℄. Les voies de synthèse et de dégradation de l'histidine sontaussi probablement 
onne
tées à travers une SCPF/SCPI [240, 242, 61, 62℄. Malheureu-sement, le 
ontr�le de la voie de synthèse de l'histidine est in
onnu. Chez E. 
oli, 
ette
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Fig. 2.16 � Connexion entre un module SCPF et un module SCPIvoie métabolique est régulée par l'histidine à travers l'ARNt 
hargé 
orrespondant, don
par une stru
ture SCPF [107℄. En revan
he, un régulateur global est souvent présent surle module SCPI pour éviter que les voies de synthèse et de dégradation soient a
tives enmême temps [36, 242, 61, 62℄.La 
ombinaison de 
es deux modules obéit au système d'équations di�érentielles sui-vant : 





·
x1 = ν0 − E1f1(x1, xn)
·
x2 = E1f1(x1, xn) − E2f2(x2, x3)...
·
xn = En−1fn−1(xn−1, xn) − Enfn(xn) − E∗

1f
∗
1 (xn)

·

x∗2 = E∗
1f

∗
1 (xn) −E∗

2f
∗
2 (x∗2, x

∗
3)...

·

x∗n = E∗
n−1f

∗
n−1(x

∗
n−1, x

∗
n) −E∗

nf
∗
n(x∗n)

·

E1 = g1(xn) − µE1
·

E∗
1 = g∗1(xn) − µE∗

1

(2.42)
où g1 est une fon
tion stri
tement dé
roissante de xn, g∗1 est une fon
tion stri
tement
roissante de xn. On obtient alors le résultat suivant pour le régime d'équilibre :Proposition 2.19 Pour tout µ > 0, Ei > 0, E∗

i > 0 pour i ∈ {2, · · · , n} et x̄1 > 0, ilexiste un unique régime d'équilibre (Ē1, Ē
∗
1) et (x̄2, . . . , x̄n, x̄

∗
2, . . . , x̄

∗
n) au système (2.42)tel que







Ē1 =
g1(x̄n)

µ

Ē∗
1 =

g∗1(x̄n)

µ
f1(x̄1, x̄n)g1(x̄n) = µ(Enfn(x̄n) + E∗

nf
∗
n(x̄∗n))

f ∗
1 (x̄n)g∗1(x̄n) = µE∗

nf
∗
n(x̄∗n)

(2.43)



76 Chapitre 2. Stru
ture modulaire du réseau métabolique des ba
tériessi et seulement si (x̄2, · · · , x̄n−1, x̄
∗
2, · · · , x̄

∗
n−1) existe tel que

{

Eifi(x̄i, x̄i+1) = Enfn(x̄n) + E∗
nf

∗
n(x̄∗n)

E∗
i f

∗
i (x̄∗i , x̄

∗
i+1) = E∗

nf
∗
n(x̄∗n)

(2.44)pour i ∈ {2, . . . , n− 1}. De plus, on a :� x̄∗n = x̄∗n(E∗
n) est une fon
tion stri
tement dé
roissante de E∗

n et don
 de ν̄∗n ;� x̄n = x̄n(En) et x̄∗n = x̄∗n(En) sont des fon
tions stri
tement dé
roissantes de En etdon
 de ν̄n.Fa
e à une demande de �ux ν̄n asso
iée à une augmentation de la 
on
entration En,
x̄n diminue. La 
on
entration E1 augmente en 
onséquen
e pour satisfaire la demandede �ux ν̄n. En revan
he, 
omme x̄n diminue, la 
on
entration E∗

1 diminue également, 
equi provoque la diminution de x̄∗n et don
 du �ux de sortie ν̄∗n. Une variation de �ux ν̄∗nn'a au
un impa
t sur x̄n (et don
 sur le module SCPF) à 
ause de l'irréversibilité del'enzyme E
∗
1. Il vient alors que pour une augmentation en E∗

n, toutes les 
on
entrationsde métabolites (x̄∗2, · · · , x̄
∗
n) diminuent jusqu'à 0. Le �ux ν̄∗n devient nul.d. Connexion SCPI/SCPI
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Fig. 2.17 � Connexion entre un module SCPI et un module SCPIEn�n, nous avons identi�é la présen
e de la 
onnexion SCPI/SCPI représentée sur la�gure 2.17 au niveau des voies de synthèse et de dégradation des a
ides gras [195, 144℄.I
i en
ore un régulateur global (C
pA) empê
he la dégradation des a
ides gras en 
ondi-tions gly
olytiques [144, 148℄. De même, la 
onnexion SCPI/SCPIb représentée sur la�gure 2.18 se retrouve au niveau de la 
onnexion entre les voies d'assimilation des dif-férents 
arbohydrates et la gly
olyse (voir toutes les référen
es dans le modèle asso
iéesau transport et à la dégradation des 
arbohydrates et [47℄). La 
onnexion SCPIb/SCPIbn'est pas présente dans l'a
tuel réseau de régulation de B. subtilis. On ne peut en re-van
he pas 
on
lure de manière systématique sur la présen
e de tel type de 
onnexionpar rapport à une autre à 
ause de l'in
omplétude du réseau de régulation.



2.4. Vers une notion de module élémentaire 77La 
ombinaison de 
es deux modules obéit au système d'équations di�érentielles sui-vant : 





·
x1 = ν0 − E1f1(x1)
·
x2 = E1f1(x1) − E2f2(x2, x3)...
·
xn = En−1fn−1(xn−1, xn) − Enfn(xn) − E∗

1f
∗
1 (xn)

·

x∗2 = E∗
1f

∗
1 (xn) −E∗

2f
∗
2 (x∗2, x

∗
3)...

·

x∗n = E∗
n−1f

∗
n−1(x

∗
n−1, x

∗
n) −E∗

nf
∗
n(x∗n)

·

E1 = g1(x1) − µE1
·

E∗
1 = g∗1(xn) − µE∗

1

(2.45)
où g1 et g∗1 sont des fon
tions stri
tement 
roissantes de x1 et xn respe
tivement. Onobtient alors le résultat suivant pour le régime d'équilibre :Proposition 2.20 Pour tout µ > 0, Ei > 0, E∗

i > 0 pour i ∈ {2, · · · , n} et x̄1 > 0, ilexiste un unique régime d'équilibre (Ē1, Ē
∗
1) et (x̄2, . . . , x̄n, x̄

∗
2, . . . , x̄

∗
n) au système (2.45)tel que 





Ē1 =
g1(x̄1)

µ

Ē∗
1 =

g∗1(x̄n)

µ

ν0 =
g1(x̄1)

µ
f1(x̄1)

x̄i = Hi(Hi−1(. . .H1(ν0)))

x̄∗2 = H∗
1 (ν0)

x̄∗i = H∗
i (H∗

i−1(. . .H
∗
1 (ν0)))

(2.46)
si et seulement si (x̄2, · · · , x̄n−1, x̄

∗
2, · · · , x̄

∗
n−1) existe tel que







ν0 = Eifi(x̄i, x̄i+1)

ν0 −Enfn(x̄n) = E∗
i f

∗
i (x̄∗i , x̄

∗
i+1)pour i ∈ {2, . . . , n− 1}. De plus, on a :� x̄n = x̄n(ν0) et x̄∗n = x̄∗n(ν0) sont des fon
tions stri
tement 
roissantes de ν0 ;� x̄∗n = x̄∗n(En) est une fon
tion stri
tement dé
roissante de En et don
 de ν̄n.Les deux modules sont in
apables de 
ompenser des variations de demande de �ux ν̄n et

ν̄∗n.
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Fig. 2.18 � Connexion entre un module SCPIb et un module SCPIbLa 
ombinaison de deux modules SCPIb/SCPIb représentée sur la �gure 2.18 obéitau système d'équations di�érentielles suivant :






·
x1 = E0f0(x0, xn) − E1f1(x1)
·
x2 = E1f1(x1) − E2f2(x2, x3)...
·
xn = En−1fn−1(xn−1, xn) −Enfn(xn) − E∗

0f
∗
0 (xn, x

∗
n)

·

x∗1 = E∗
0f

∗
0 (xn, x

∗
n) −E∗

1f
∗
1 (x∗1)

·

x∗2 = E∗
1f

∗
1 (x∗1) − E∗

2f
∗
2 (x∗2, x

∗
3)...

·

x∗n = E∗
n−1f

∗
n−1(x

∗
n−1, x

∗
n) − E∗

nf
∗
n(x∗n)

·

E1 = g1(x1) − µE1
·

E∗
1 = g∗1(x

∗
1) − µE∗

1

(2.47)
où g1 et g∗1 sont des fon
tions stri
tement 
roissantes de x1 et x∗1 respe
tivement. Onobtient alors le résultat suivant pour le régime d'équilibre :Proposition 2.21 Pour tout µ > 0, Ei > 0, E∗

i > 0 pour i ∈ {0, 2, · · · , n} et x0 > 0, ilexiste un unique régime d'équilibre (Ē1, Ē
∗
1) et (x̄1, . . . , x̄n, x̄

∗
1, . . . , x̄

∗
n) au système (2.47)
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lusion 79tel que 





Ē1 =
g1(x̄1)

µ

Ē∗
1 =

g∗1(x̄n)

µ
E0f0(x0, x̄n) = Enfn(x̄n) + E∗

0f
∗
0 (x̄n, x̄

∗
n)

x̄1 = H1(x̄n)

x̄i = Hi(Hi−1(. . .H1(x̄n)))

E∗
0f

∗
0 (x̄n, x̄

∗
n) = E∗

nf
∗
n(x̄∗n)

x̄∗1 = H∗
1 (x̄∗n)

x̄∗i = H∗
i (H∗

i−1(. . .H
∗
1 (x̄∗n)))

(2.48)
si et seulement si (x̄1, · · · , x̄n−1, x̄

∗
1, · · · , x̄

∗
n−1) existe tel que

{

E0f0(x0, x̄n) = Eifi(x̄i, x̄i+1)

E∗
0f

∗
0 (x̄n, x̄

∗
n) = E∗

i f
∗
i (x̄∗i , x̄

∗
i+1)pour i ∈ {2, . . . , n− 1}. De plus, on a :� x̄n = x̄n(En) est une fon
tion stri
tement dé
roissante de En et don
 de νn ;� x̄∗n = x̄∗n(E∗

n) et x̄n = x̄n(E∗
n) sont des fon
tions stri
tement dé
roissantes de E∗

n etdon
 de ν̄∗n.2.4.5 Comparaison ave
 Es
heri
hia 
oliContrairement à Ba
illus subtilis, nous n'avons pas re
onstruit manuellement le réseaude régulation des voies métaboliques pour Es
heri
hia 
oli. Nous avons utilisé la base dedonnées E
oCy
 [107℄ (http ://e
o
y
.org/) qui intègre les régulations trans
riptionnellesainsi que les e�e
teurs métaboliques 
onnus. On dispose bien d'une image du réseau derégulation de Es
heri
hia 
oli où la bou
le de rétroa
tion globale des métabolites sur latrans
ription des gènes est présente.Pour les mêmes voies métaboliques que nous avions re
onstruites 
hez Ba
illus subtilis,nous avons systématiquement véri�é que la stru
ture de la régulation pouvait se mettresous les formes SCPF, SCPI ou SCPIb. Nous pouvons ainsi en déduire que l'ensemblede nos résultats sont valides pour un organisme aussi phylogénétiquement éloigné deBa
illus subtilis qu'est Es
heri
hia 
oli.2.5 Con
lusionLa question posée en introdu
tion de 
e 
hapitre était la suivante : existe-t-il dessous-systèmes autonomes (au sens de l'Automatique) dans le réseau métabolique lorsqueles di�érents niveaux de 
ontr�le sont intégrés et peut-on formellement dé�nir 
es sous-systèmes ?



80 Chapitre 2. Stru
ture modulaire du réseau métabolique des ba
tériesLa réponse à 
ette question en régime permanent est bien évidemment positive au re-gard des développements théoriques donnés dans les di�érentes se
tions. Sur la base d'unmodèle de 
onnaissan
e réaliste d'un réseau métabolique dé
rivant tous les niveaux de
ontr�le 
onnus, nous avons identi�é deux stru
tures de 
ontr�le dans les voies métabo-liques remarquables de par leurs propriétés, grâ
e à la prise en 
ompte du 
ouplage duréseau métabolique ave
 le réseau de régulation génétique via les e�e
teurs métaboliques.De l'étude de 
es stru
tures de 
ontr�le en régime permanent, nous avons en parti
uliermontré, sous l'hypothèse qu'au
une enzyme ne sature, que :� la première enzyme irréversible est 
ritique pour la dé�nition du régime permanentet 
orrespond généralement à la première enzyme de la voie métabolique ;� les 
o-fa
teurs 
omme l'ATP n'ont au
un impa
t sur l'équilibre s'ils interviennentaprès la première enzyme irréversible (pour la stru
ture de 
ontr�le par le produit�nal) ;� les régulations globales modi�ent les propriétés des modules élémentaires en ré-gime permanent. En parti
ulier, les régulations globales permettent d'allumer oud'éteindre 
omplètement 
ertains modules ou simplement de moduler leur 
apa
itémaximale de �ux métabolique ;� les isoenzymes augmentent la 
apa
ité maximale de la voie métabolique.De plus, l'analyse à l'équilibre de 
es voies métaboliques aussi longues soient-elles estgrandement simpli�ée puisque le régime d'équilibre est uniquement déterminé par lapremière enzyme irréversible. Nous avons ainsi isolé des sous-systèmes bien identi�és dupoint de vue entrée/sortie, possédant un unique régime d'équilibre et pour lesquels onpeut prédire l'évolution qualitative de tous ses 
omposants. En 
e sens, 
es sous-systèmes
orrespondent à des modules élémentaires fon
tionnels.Le 
adre formel asso
ié aux développements théoriques des modules est su�sammentgénéral pour étudier l'existen
e et l'uni
ité d'un équilibre stru
turel des voies métabo-liques, et même du réseau métabolique dans son ensemble. Nos travaux sont les premiersde 
e genre réalisés à une telle é
helle globale, et 
e en explorant de manière systéma-tique toutes les 
on�gurations biologiques identi�ées dans notre modèle. Une perspe
tiveintéressante à 
e travail serait d'étudier la stabilité des modules élémentaires et de leurinter
onnexion. L'étude de la stabilité des voies métaboliques est un problème large-ment ouvert 
ompte tenu de la très grande dimension du système et de la nonlinéaritédes équations. Certains résultats ont été obtenus pour le système linéarisé autour d'unvoisinage pour une voie métabolique spé
i�que [227, 9, 6, 7℄. Néanmoins l'obtention derésultats sur la stabilité globale du système non linéaire même dans le 
as d'un seulmodule est une question plus que di�
ile et déli
ate.Dans le pro
hain 
hapitre, nous allons 
ara
tériser 
es modules élémentaires dans leréseau métabolique de Ba
illus subtilis et 
onfronter nos prédi
tions théoriques 
on
er-nant l'évolution qualitative des 
omposants des modules à des données expérimentalesproduites dans le 
adre du projet européen BaSysBio.



Chapitre 3Identi�
ation et validation des modules
hez Ba
illus subtilisD'après le 
hapitre pré
édent, le réseau métabolique peut être dé
omposé en sous-systèmes dé�nis de part leurs propriétés entrées/sorties en régime permanent, que nousavons nommés modules élémentaires. Ces modules sont 
ontr�lés par une régulationdite �lo
ale� garantissant l'indu
tion ou l'inhibition des enzymes de la voie métaboliqueen fon
tion d'un métabolite 
lé appartenant à la voie métabolique. Les propriétés théo-riques asso
iées à 
es modules sont singulières et ont des impli
ations biologiques fortes.Par exemple, le r�le des enzymes irréversibles est 
ritique 
ar elles dé
oupent le réseaumétabolique et empê
he la propagation de l'information vers l'amont de 
es enzymes.Des régulations génétiques et enzymatiques sont alors né
essaires pour assurer la remon-tée de l'information. En outre, malgré la très forte 
onne
tivité des voies métaboliques,
es enzymes irréversibles permettent de dé
oupler le régime permanent du module des
o-métabolites et des 
o-fa
teurs intervenant en aval de 
ette enzyme. Ainsi la variationde l'un de 
es 
o-métabolites n'entraîne pas un réajustement global de l'ensemble desmodules où 
e 
o-métabolite intervient. Les modules élémentaires sont 
oordonnés entreeux par des régulateurs globaux qui modi�ent les propriétés des modules en régime per-mament. La réponse théorique du module à une variation du métabolite 
lé est ainsidi�érente. En parti
ulier, les régulations globales permettent d'allumer ou d'éteindre
omplètement des modules lorsque 
eux-
i ne sont pas né
essaires ou tout simplementde moduler la 
apa
ité maximale de �ux métabolique du module.L'obje
tif de 
e 
hapitre 
onsiste à valider dans une 
ertaine mesure notre dé
oupageen modules élémentaires du réseau métabolique de Ba
illus subtilis en le 
onfrontant àdes données expérimentales de trans
riptome et de métabolome obtenues dans le 
adredu projet européen BaSysBio. Pour 
ela, en nous basant sur les résultats théoriquesdéveloppés au 
ours du 
hapitre pré
édent, nous allons prédire de manière qualitative le
omportement de tous les 
omposants d'une voie métabolique régulée lo
alement (�uxmétaboliques, 
on
entration des ARNm, des protéines, des métabolites) en réponse àdes variations du �ux demandé ou des métabolites 
lés. Ces prédi
tions seront alors
omparées aux données expérimentales. 81



82 Chapitre 3. Identifi
ation et validation des modules 
hez Ba
illus subtilis3.1 Dé
omposition modulaire du réseau métabolique3.1.1 Les modules élémentaires identi�és 
hez B. subtilisLes modules élémentaires ont été identi�és en appliquant stri
tement les dé�nitionsdes régulations lo
ales et globales sur les voies métaboliques, et résumés sur les tableaux3.13, 3.14 et 3.15 donnés en annexes 3.A de 
e 
hapitre de thèse page 115.Dans 
ertains 
as, l'identi�
ation de 
ertains modules a été déli
ate 
ar :� le module ne 
orrespond pas à une voie métabolique �
lassique�. Par exemple,la gly
ine est produite à partir de la sérine par l'enzyme GlyA, dont la synthèseest réprimée par PurR, le régulateur prin
ipal de la synthèse des purines [187℄. Lagly
ine étant né
essaire à la synthèse des purines, le gène glyA appartient au modulede la synthèse des purines, et ne 
onstitue pas un module autonome ;� les isoenzymes appartiennent généralement à des modules di�érents. Dans la voie desynthèse de la proline, plusieurs isoenzymes sont présentes : ProB et ProJ d'un partainsi que ProG, ProH et ProI d'autre part. Un premier module est formé par lesgènes proA, proB et proI, qui sont 
ontr�lés par une T-box spé
i�que de la prolinesituée en amont du gène proI et de l'opéron proBA. Ce module est requis pourl'anabolisme1 ; le se
ond module est 
omposé des gènes proJ et proH et est induitpendant un stress osmotique ; la régulation de la troisième isoenzyme, ProG, étantin
onnue, on ne peut l'assigner à un module ;� un régulateur lo
al dans une voie métabolique peut 
orrespondre à un régulateurglobal pour d'autres voies. Le régulateur global CodY dont nous dis
uterons dansla se
tion suivante est aussi un régulateur lo
al de la voie de synthèse des a
idesaminés bran
hés.Cette dé�nition est également appli
able pour d'autres organismes, en parti
ulier 
hez laba
térie E. 
oli pour laquelle l'identi�
ation des modules est possible grâ
e aux 
onnais-san
es disponibles dans les bases de données E
oCy
 [182℄ et RegulonDB [181℄.3.1.2 Les régulateurs globauxD'après la �gure 2.2 page 35 et le modèle de 
onnaissan
e de Ba
illus subtilis déve-loppé au 
hapitre pré
édent, les voies métaboliques sont prin
ipalement sous le 
ontr�leglobal de trois fa
teurs de trans
ription : C
pA, CodY et TnrA. L'a
tivité de 
es ré-gulateurs est également modulée par des métabolites dire
tement par a

ro
hage dumétabolite sur le fa
teur de trans
ription, ou indire
tement par l'intermédiaire d'uneenzyme :� C
pA : prin
ipal régulateur responsable de la répression 
atabolique 
hez Ba
illussubtilis, il gère prin
ipalement le transport et le 
atabolisme des sour
es de 
arbone[46℄, ainsi que la dégradation des a
ides gras et de 
ertains a
ides aminés. Pour1Dans le réseau métabolique, l'anabolisme 
orrespond à l'ensemble des voies de biosynthèse des pré-
urseurs métaboliques. Par opposition, le 
atabolisme 
orrespond à l'ensemble des voies de dégradationdes 
omposants 
ellulaires (a
ides aminés, 
arbohydrates, a
ides gras. . . ) dont le but est de produire del'énergie sous forme d'ATP, de NADH ou de GTP et aussi des squelettes 
arbonés élémentaires requispour l'anabolisme.
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apable de se �xer sur l'ADN, C
pA a besoin d'être en 
omplexe ave
 la formephosphorylée sur la sérine 46 de la protéine HPr (HPr-Ser46-P). Le fru
tose-1,6-biphosphate (FBP) est né
essaire à la formation de HPr-Ser46-P d'une part [173℄,et stimule la formation du 
omplexe C
pA/HPr-Ser46-P d'autre part [202℄. Nous
onsidérons ainsi le FBP 
omme étant le prin
ipal e�e
teur métabolique de C
pA.Comme le FBP n'est pas un métabolite intermédiaire des voies dire
tement 
ontr�-lées par C
pA, C
pA est bien un régulateur global au sens de notre dé�nition desvoies métaboliques qu'il régule ;� TnrA : il s'agit du prin
ipal régulateur responsable de la gestion des sour
es d'azote[239℄. Lorsque la glutamine est en ex
ès, 
elle-
i se �xe sur la glutamine synthaseGlnA et inhibe son a
tivité. Ce 
omplexe enzymatique séquestre alors TnrA [243℄.Ainsi, nous 
onsidérons la glutamine 
omme l'e�e
teur métabolique de TnrA. TnrAagit sur diverses voies métaboliques, in
luant la dégradation de l'asparagine et despurines 
onduisant à la produ
tion de NH3 [64, 19℄. La glutamine n'étant pas di-re
tement impliquée dans 
es voies, TnrA est un régulateur global ;� CodY : CodY agit sur di�érentes voies métaboliques, in
luant la voie de synthèsedes a
ides aminés bran
hés, ainsi que les voies de dégradation d'histidine et d'aspa-ragine produisant du glutamate. De plus, CodY est aussi impliqué dans le 
ontr�lede la 
ompéten
e, de la mobilité et de la sporulation [149℄. CodY est don
 un régu-lateur global. Les a
ides aminés bran
hés et le GTP sont les e�e
teurs métaboliquesde CodY [126℄. Cependant, CodY peut également être 
onsidéré 
omme un régula-teur lo
al de la voie de synthèse des a
ides aminés bran
hés, 
ar la modulation dela �xation de CodY sur l'ADN par le GTP est faible [207℄. Dans 
es 
onditions, lesa
ides aminés bran
hés sont 
onsidérés 
omme les prin
ipaux e�e
teurs de CodY.Les autres régulateurs globaux identi�és selon notre dé�nition sont PhoR, Spx, Fur,SpoIIID, SpoVT, Spo0A, AbrB et DegU, que l'on peut dé
omposer en deux sous-ensembles. Le premier se 
ompose de régulateurs globaux qui� gèrent la fon
tion métabolique en fon
tion de la disponibilité d'une ressour
e par-ti
ulière 
ritique, 
omme par exemple la présen
e de phosphate, mesurée par lerégulateur global à deux 
omposantes PhoP/R [3℄ ;� adaptent la 
apa
ité du réseau métabolique pour augmenter/diminuer la produ
tionde 
ertains métabolites, 
omme par exemple la stimulation de la 
onversion deméthionine en 
ystéine par Spx quand la méthionine est la seule sour
e de soufre[37℄ ou la répression d'enzymes possédant un 
entre fer-soufre en absen
e de fer [69℄.Ces trois régulateurs (PhoR, Spx, Fur) sont sous le 
ontr�le de signaux spé
i�ques quisont respe
tivement la 
on
entration en phosphate, la présen
e de ponts disul�des et ladisponibilité d'ions Fe2+ libres dans la 
ellule.Le se
ond sous-ensemble est 
ara
térisé par des fa
teurs de trans
ription impliqués dansle 
ontr�le des fon
tions biologiques autre que le métabolisme, 
omme la sporulation(SpoIIID, SpoVT, Spo0A) et la transition entre la phase exponentielle et la phase sta-tionnaire (AbrB and DegU).En appliquant notre dé�nition, notre ensemble de régulateurs globaux 
oïn
ide ave
 lesrégulateurs globaux dé�nis par les biologistes [151, 212℄. Notre dé�nition des régulations
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ation et validation des modules 
hez Ba
illus subtilislo
ales/globales s'en trouve ainsi renfor
ée.3.1.3 Une représentation modulaire de la fon
tion métaboliqueSur la base de nos résultats énon
és au 
hapitre pré
édent, le réseau de régulationdu métabolisme 
hez Ba
illus subtilis est hautement stru
turé et organisé en modulesélémentaires 
ontr�lés lo
alement et 
oordonnés entre eux à travers des régulations glo-bales. Un module élémentaire est régulé lo
alement par un métabolite interne au module.Les régulateurs globaux impliqués dans la 
oordination des modules répondent à des si-gnaux métaboliques 
ara
térisant un état physiologique spé
i�que. Si nous reprenonsnos trois régulateurs globaux prin
ipaux 
hez Ba
illus subtilis, C
pA, TnrA et CodY, leFBP, prin
ipal e�e
teur de C
pA, représente la disponibilité de sour
es gly
olytiques fa-vorables à la 
roissan
e [209℄. La glutamine, e�e
teur de TnrA, représente la disponibilitéde sour
es d'azote préférentielles [239℄. Con
ernant les e�e
teurs de CodY, le GTP estimpliqué dans la synthèse des ribosomes [119℄ et dans la sporulation [158℄. La 
on
entra-tion des a
ides aminés bran
hés peut représenter à la fois leur disponibilité dans le milieuextérieur, mais aussi un r�le potentiel dans la gestion globale de la 
ellule. Les signauxmétaboliques mesurés par les régulateurs globaux sont ainsi des signaux pléiotropes 
arils représentent un état physiologique spé
i�que. Il serait alors intéressant d'identi�erpour 
haque régulateur global de B. subtilis, la/les 
ondition(s) physiologique(s) asso-
iée(s) et représentée(s) par le signal métabolique.En�n, on peut déduire des régulations lo
ales les règles on/o� d'adaptation de tousles modules élémentaires en fon
tion des 
onditions environnementales (voir la �gure3.1, les nutriments extra
ellulaires sont en bleu). On obtient ainsi une représentation del'adaptation du réseau de régulation génétique pour le réseau métabolique.3.2 Des questions biologiques ouvertesLa dé
omposition modulaire du réseau métabolique de Ba
illus subtilis nous permeti
i de donner des éléments de réponse à 
ertaines questions ouvertes en Biologie 
omme laprésen
e de gènes dupliqués, 
orrespondant alors aux isoenzymes pour les voies métabo-liques. La présen
e de gènes dupliqués est souvent interprétée dans la littérature 
ommeun moyen de robusti�er le système biologique (voir [216℄ et les référen
es mentionnées).La robustesse des systèmes biologiques est une notion fondamentale qui a émergé audébut des années 2000, issue à l'origine d'un parallèle ave
 la robustesse des systèmes eningénierie [111, 112℄. Bien que 
lairement dé�nie en Automatique, l'extension de 
ettenotion pour les systèmes biologiques est 
ompliquée [216℄. En Automatique, on parle derobustesse en stabilité et de robustesse en performan
e de la loi de 
ommande d'un sys-tème vis-à-vis d'in
ertitudes (bornées en norme). Le 
al
ul de la borne supérieure de lavaleur singulière stru
turée nous donne même une 
ondition su�sante pour la robustessede la loi de 
ommande [58℄.En Biologie, les notions de perturbation et d'in
ertitude sont �oues, tout 
omme la dé-�nition même de la robustesse. Les perturbations et in
ertitudes sont de nature diverse
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ation et validation des modules 
hez Ba
illus subtiliset peuvent 
orrespondre aussi bien à des mutations génétiques, à des modi�
ations en-vironnementales qu'à du bruit intra
ellulaire. Classiquement, la robustesse en Biologiese dé�nit 
omme la 
apa
ité pour l'organisme (i
i la ba
térie) à 
onserver un phénotypestable vis-à-vis des perturbations [216℄. Or que re
ouvre exa
tement le terme phénotype ?Comment évaluer ses 
hangements vues la 
omplexité et la diversité des mé
anismes le
omposant pour évaluer la robustesse ? Pour obtenir une quanti�
ation pré
ise de la ro-bustesse en Biologie 
omme on pourrait le faire en Automatique, il faudrait d'une parté
rire un modèle dynamique global de la 
ellule, puis isoler les perturbations au niveauentrées/sorties par représentation LFT, et d'autre part a

éder à de nombreuses mesuresà tous les niveaux de la 
ellule pour observer les variations du phénotype. Ce
i semble
lairement impossible a
tuellement vu le nombre d'états du système, de paramètres àidenti�er et de mesures à e�e
tuer. La mathématisation de la robustesse au sens de l'Au-tomatique en Biologie reste don
 un problème ouvert à l'é
helle de la 
ellule.Remarque 3.1 A l'é
helle d'un sous-système néanmoins, des modèles dynamiques ontété obtenus et ont permis d'étudier la robustesse du système vis-à-vis de perturbations[13, 125, 205℄. On notera par exemple la robustesse d'un modèle dynamique de l'horloge
ir
adienne vis-à-vis de perturbations des paramètres 
inétiques [125℄ ou la �robustesse�du système de mobilité ba
térien vis-à-vis de perturbations de 
on
entration de la sour
ede nutriment [13℄. Dans 
e dernier 
as, on parlerait plut�t de rejet de perturbation etnon pas de robustesse d'un point de vue de l'Automatique pour dé
rire 
ette propriété.Par 
onséquent, la majorité des études 
entrées sur la robustesse des systèmes biolo-giques se sont fo
alisées sur le 
ouple perturbation/phénotype le plus simple à évaluer,à savoir la délétion de gène 
omparée à la 
roissan
e. Le prin
ipe est d'e�e
tuer desdélétions de gènes et d'observer expérimentalement si la 
ellule est toujours 
apabled'assurer sa 
roissan
e [116, 215℄. Généralement, 
e sont toujours des e�ets délétères quiont été 
onsidérés de manière systématique. Jamais une mutation qui augmenterait legain d'une régulation par exemple n'a été 
onsidérée, alors que son e�et serait poten-tiellement aussi néfaste (déstabilisation de la bou
le . . . ). Fa
e à des délétions de gènes,
ertains auteurs ont postulé que la robustesse des 
ellules était obtenue grâ
e à la re-dondan
e de 
ertains 
omposants. En e�et, pour se protéger 
ontre la perte d'un 
ertain
omposant 
ellulaire, il su�t de proposer une voie alternative pour réaliser la fon
tiondu 
omposant. Dans le 
as d'un gène, par exemple, il su�t de dupliquer 
e gène pour seprévenir d'une mutation génétique. Dans le 
as d'une voie métabolique de synthèse d'unmétabolite d'intérêt, il su�t d'avoir une voie de synthèse alternative. La démonstrationexpérimentale de la redondan
e a ainsi généré de nombreuses études sur l'essentialité desgènes [116℄ d'une part, et des voies métaboliques 
hez les ba
téries d'autre part [215℄. Or
e 
on
ept de redondan
e peut être mis en défaut dans les deux 
as, 
omme nous allonsle voir 
i-dessous.
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e des gènesLa re
her
he des gènes dit �essentiels� dans une ba
térie 
omme Ba
illus subtilis a
onsisté à détruire systématiquement 
ha
un des 4106 gènes et de regarder son phénotype(
roissan
e ou non) en milieu ri
he [116℄. Pour un milieu ri
he, seuls 192 gènes ne peuventêtre retirés sans obtenir la mort de la ba
térie et sont don
 
onsidérés 
omme essentiels.Or 
ertains gènes quali�és de non essentiels le deviennent lorsque la 
omposition dumilieu 
hange 
omme nous l'avons montré dans [75℄. Par exemple, la sou
he dite trp-de Ba
illus subtilis qui ne peut plus produire de tryptophane à 
ause d'une mutationsur un des gènes de la voie de biosynthèse (trpC ), ne peut pas pousser en absen
e detryptophane dans le milieu extérieur. En 
e sens, le gène trpC est essentiel. La notiond'essentialité/redondan
e des gènes est ainsi intrinsèquement liée aux 
onditions de test.En outre, si le but des gènes dupliqués est d'a

roître la robustesse, pourquoi tous lesgènes ne sont-ils pas dupliqués ? Un exemple 
on
ret de redondan
e de gènes dans leréseau métabolique est la présen
e d'isoenzymes.3.2.2 Isoenzyme et redondan
eDans la se
tion 2.3.3, nous avons montré que le r�le d'une isoenzyme va bien au-delàde la simple redondan
e. Elle permet d'augmenter la 
apa
ité maximale du �ux dansla voie métabolique. Ainsi une mutation sur une des deux isoenzymes lorsqu'elles sonta
tives n'est 
ertes pas létale mais devrait a�e
ter le taux de 
roissan
e de la ba
térie.La présen
e d'une isoenzyme indique don
 que dans 
ertaines 
onditions, le �ux dansla voie métabolique doit pouvoir augmenter de manière importante. Intrinsèquement,
ela implique également que les isoenzymes sont régulées di�éremment (soit au niveaugénétique, soit au niveau de la spé
i�
ité des substrats). Considérons maintenant laliste des isoenzymes présentes 
hez Ba
illus subtilis et leur régulation résumée dans lestableaux 3.1 et 3.2. Parmi les isoenzymes dont les régulations sont 
onnues, la plupartsont :� a
tives dans di�érentes 
onditions physiologiques 
omme la 
roissan
e, la sporula-tion, ou le stress osmotique (ex : asnH, asnB et asnO) ;� impliquées dans di�érentes voies métaboliques et régulées di�éremment soit au ni-veau enzymatique, soit au niveau trans
riptionnel (ex : 
arA/
arB et pyrAA/pyrAB).Seules quelques isoenzymes possèdent la même régulation. Il s'agit des 
ouples d'amino-a
yl ARNt synthases (tyrS/tyrZ, thrS/thrZ ), qui sont régulées par les mêmes mé
a-nismes de T-box spé
i�ques respe
tivement en tyrosine et en thréonine. Elles sont pour-tant a
tives dans des 
onditions physiologiques di�érentes [172, 92℄. D'autres isoenzymesdu tableau 3.2 
omme 
ysK /m

A, 
ysK /m

B, et fabHA/fabHB/fabR, fadE/a
dA etfadN /fadB sont régulées de la même manière et présentes dans les mêmes 
onditionsphysiologiques. Elles présentent néanmoins des spé
i�
ités de substrats 
omplémentaireset 
atalysent don
 des réa
tions 
himiques di�érentes [97, 35, 29, 144, 117℄.Nous venons ainsi de montrer que sur la base de la 
onnaissan
e a
tuelle des régulationsde Ba
illus subtilis, il n'existe au
une isoenzyme stri
tement redondante (au sens oùles deux enzymes 
atalysent la même réa
tion 
himique et sont 
ontr�lées de manière
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ation et validation des modules 
hez Ba
illus subtilisidentique). Ce résultat va dans le sens des deux 
hapitres suivants de 
ette thèse, oùon montrera que toute protéine produite pour les voies métaboliques diminue le tauxde 
roissan
e. Dans 
e 
ontexte, produire des isoenzymes �pour rien� dans le but de seprévenir de mutations génétiques est une perte de taux de 
roissan
e.3.2.3 Le r�le 
ritique de la première enzymeL'étude théorique de la stru
ture de 
ontr�le par le produit �nal a révélé le r�le fonda-mental de la première enzyme irréversible (
orrespondant le plus souvent à la premièreenzyme d'une voie métabolique) dans la dé�nition du point d'équilibre et sur la 
apa
itémaximale de la voie métabolique (voir la proposition 2.2 page 46 et le 
orollaire 2.3 page47 du 
hapitre pré
édent).Dans 
e 
ontexte, il est intéressant d'examiner les propriétés biologiques des premièresenzymes des voies métaboliques de Ba
illus subtilis, en parti
ulier lors de modi�
ationsbrutales des 
onditions extérieures 
omme l'épuisement d'une ressour
e. La ba
térie doitavoir la 
apa
ité d'augmenter ou au 
ontraire de diminuer brutalement les �ux métabo-liques dans 
ertaines voies, en parti
ulier 
elles 
onsommant de nombreux 
o-métabolites,de manière à é
onomiser la ressour
e.Dans le 
as de la stru
ture de 
ontr�le par le produit �nal par exemple où la premièreenzyme de la voie métabolique est souvent irréversible, la diminution brutale de la de-mande �nale de �ux entraîne l'augmentation de la 
on
entration du métabolite �nal, 
equi a alors pour 
onséquen
e de (i) diminuer le �ux métabolique passant dans la voiemétabolique grâ
e au 
ontr�le enzymatique du produit �nal sur la première enzyme et de(ii) bloquer la synthèse de la première enzyme. La 
on
entration enzymatique diminuepar un simple e�et de dilution. Or on peut imaginer que dans 
ertains 
as, la ba
térieveuille avoir la possibilité de 
ouper 
omplètement le �ux métabolique sans 
onserverune 
on
entration élevée du produit �nal, en ina
tivant l'enzyme par phosphorylationpar exemple ou en dégradant spé
i�quement la ou les enzymes de la voie. Notre étudethéorique montre qu'ina
tiver la première enzyme irréversible su�t à l'adaptation du�ux métabolique. Une étude expérimentale ré
ente sur Ba
illus subtilis a montré que lespremières enzymes, qui sont d'ailleurs irréversibles, des voies de synthèse des prin
ipaux
onstituants de la 
ellule sont dégradées par la protéase ClpCP en 
ondition de 
aren
een glu
ose : les purines (purF), les pyrimidines (pyrB), les a
ides aminés bran
hés (ilvB),le peptidogly
ane (glmS, murAA) [72℄. Par ailleurs, les premières enzymes des voies desynthèse des a
ides aminés aromatiques (aroA), de l'arginine (
arA), du glutamate (gltA)sont des substrats potentiels de ClpCP, de même que l'enzyme py
A qui 
atalyse la pre-mière étape du 
y
le de Krebs né
essaire à la synthèse d'aspartate, de glutamate et deleurs dérivés [72℄.De même les premières enzymes des voies de synthèse des a
ides aminés aromatiques, dela gly
ine et du GMP 
orrespondant respe
tivement aux enzymes AroA, GlyA, GuaBpeuvent être phosphorylées [57, 134℄ et pourraient don
 être ina
tivées de façon transi-toire.
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itA CitR
y
le de Krebs 
itZ C
pA, C
pCmmgD C
pA, σEmalS in
onnu
y
le de Krebs ytsJ in
onnumaeA MalRgntZ GntR, C
pA, C
pBvoie des pentoses phosphates yqjI in
onnuyqeC in
onnu
onversion des pyrimidines 
mk in
onnupyrH in
onnu
onversion des pyrimidines thyA in
onnuthyB in
onnu
onversion des pyrimidines dut in
onnuyosS in
onnu
onversion des pyrimidines upp in
onnupyrR PurR, PyrRtrxB Spxthiorédoxines yumC in
onnuy
gT FurfabHA FapRsynthèse des a
ides gras fabHB FapRfabF FapRsynthèse des a
ides gras fabI FapRfabL in
onnul
fA C
pAdégradation des a
ides gras l
fB FadRyhfT in
onnufadE FadRdégradation des a
ides gras a
dA FadRmmgC σEfadN FadRdégradation des a
ides gras fadB FadRmmgB σEfadA FadRdégradation des a
ides gras yhfS in
onnummgA σETab. 3.1 � Isoenzymes dans la voie 
entrale des 
arbones, les nu
léotides et les a
idesgras
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ation et validation des modules 
hez Ba
illus subtilisVoie métabolique Gène Régulation génétiquedégradation du glutamate ro
G Ro
R, C
pAgudB in
onnuasnB in
onnusynthèse de l'asparagine asnH AbrB, CodYasnO SpoIIIDdégradation de l'asparagine ansA AnsRansZ TnrAsynthèse d'a
étoine alsS AlsRet d'isoleu
ine, leu
ine, valine ilvB-ilvH T-box leu
ine C
pA, TnrA, CodYsynthèse d'isoleu
ine ywaA in
onnude leu
ine et de valine ybgE CodYlysC L-boxsynthèse de la lysine/thréonine dapG 
onstitutify
lM in
onnusynthèse de la thréonine thrS T-box thréoninethrZ T-box thréoninesynthèse de la méthionine metC S-boxpatB 
onstitutiveassimilation du sulfate sat CysRyitA σKassimilation du sulfate 
ysH CysRyitB σKassimilation du sulfate 
ysC CysRyisZ σKsynthèse de la 
ystéine 
ysK CymRm

A CymR
ysK CymRsynthèse de la 
ystéine m

B CymRpatB 
onstitutifmetC S-boxsynthèse de l'arginine 
arA-
arB AhrC, AbrBet des pyrimidine pyrAA-pyrAB PyrR, PurRdégradation de l'arginine ro
A Ro
R, AhrCet de la proline putC C
pAsynthèse de la proline proB T-box prolineproJ stress osmotiqueproG in
onnusynthèse de la proline proH stress osmotiqueproI T-box prolinesynthèse de l'histidine hisS T-box histidinehisZ in
onnusynthèse de la tyrosine aroA in
onnuet de la phenylalanine aroH in
onnusynthèse de la tyrosine aroJ TRAP,in
onnuet de la phenylalanine X in
onnusynthèse de la tyrosine tyrS T-box tyrosinetyrZ T-box tyrosineTab. 3.2 � Isoenzymes dans les voies des a
ides aminés



3.3. Confrontation à des données expérimentales 913.3 Confrontation à des données expérimentalesL'obje
tif est maintenant de valider dans une 
ertaine mesure nos résultats théoriquesobtenus au 
hapitre pré
édent. Nos résultats o�rent une interprétation rationnelle fortedes spé
i�
ités biologiques existant dans le réseau métabolique. On ne reviendra pas surle r�le 
lé des enzymes irréversibles et du dé
ouplage vis-à-vis des 
o-métabolites et des
o-fa
teurs résultant 
ar nous en avons déjà longuement dis
uté. Il s'agit maintenantd'exploiter un autre résultat théorique à savoir la prédi
tion du 
omportement qualitatifde 
ertains 
omposants du réseau métaboliques (voir les 
orollaires 2.4 et 2.5 page 48ainsi que les règles d'inter
onnexion des modules page 67) : les 
on
entrations des en-zymes, des métabolites et des �ux métaboliques.Nous allons 
onfronter nos prédi
tions sur le fon
tionnement des modules à des don-nées expérimentales sur deux exemples de voies métaboliques :� la synthèse de la lysine (exemple de 
ontr�le par le produit �nal) ;� la voie basse de la gly
olyse (exemple de 
ontr�le par le produit initial).Les données expérimentales ont été obtenues dans le 
adre du projet européen BaSysBioet 
orrespondent à des données de trans
riptome et de métabolome dans trois 
onditionsde 
roissan
e di�érentes : glu
ose, malate et malate plus glu
ose (noté malate+glu
osepar la suite). Pour valider le 
omportement qualitatif des 
on
entrations des enzymes,on supposera que 
elles-
i varient 
omme les 
on
entrations des ARN messagers. Sousl'hypothèse qu'au
une régulation tradu
tionnelle ou post-tradu
tionnelle n'intervienne,nous avions en e�et montré au 
hapitre pré
édent que la dynamique des 
on
entrationsdes enzymes 
orrespond à 
elle des 
on
entrations des ARN messagers �ltrés par unpremier ordre (voir le système (2.3) page 43) :
Ė(t) = kem(t)RL(t) − µE(t)Le retard τe du système (2.3) a i
i été négligé 
ar nous nous intéressons uniquement aurégime permanent, et plus parti
ulièrement à la 
omparaison entre trois régimes perma-nents de 
roissan
e di�érents (glu
ose, malate et malate+glu
ose). Le régime d'équilibrede l'équation pré
édente dépend de la régulation génétique s'il y en a une, mais aussi devariables dépendant dire
tement de la valeur du taux de 
roissan
e 
omme les 
on
en-trations des ribosomes (voir le système (2.4) de la se
tion 2.3.1). Les taux de 
roissan
edans les 
onditions malate et glu
ose sont quasi identiques (0.57h−1 et 0.59h−1 respe
-tivement) alors que le taux de 
roissan
e en malate+glu
ose est plus élevé (0.75h−1).L'impa
t du taux de 
roissan
e sur l'adaptation générale de la 
ellule sera ainsi limitélorsque les 
onditions malate et glu
ose sont 
omparées. En revan
he, les 
omparaisonsmalate et malate+glu
ose, tout 
omme glu
ose et malate+glu
ose permettront de révélerla part du taux de 
roissan
e dans l'adaptation des voies métaboliques.
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Fig. 3.2 � La voie de synthèse de la lysine et ses régulations enzymatiques 
onnues3.3.1 Exemple d'une stru
ture de 
ontr�le par le produit �nal :la synthèse de la lysinea. Des
ription de la voie métaboliqueLes 
ara
téristiques de la voie de synthèse de la lysine sont représentées sur les �gures3.2 et 3.3. La �gure 3.2 dé
rit les réa
tions 
himiques 
omposant la voie de synthèse dela lysine et toutes ses régulations enzymatiques identi�ées expérimentalement :� trois isoenzymes 
omposent la première étape de la voie métabolique [179, 178, 80,81℄ ;� trois points de bran
hement au niveau du L-aspartate-semi-aldéhyde, du L-2,3-dihydrodipi
olinate et du meso-2,6-diaminopimelate pour synthétiser respe
tive-ment la thréonine/méthionine, le dipi
olinate et le peptidogly
ane ;� l'a
tivité de la première isoenzyme DapG, 
odée par le gène dapG, est inhibée par
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tivité de la deuxième isoenzyme LysC, 
odée par le gène lysC, est inhibée parla lysine [179, 80, 81℄ ;� l'a
tivité de la troisième isoenzyme Y
lM, 
odée par le gène y
lM, est inhibée parla lysine et la thréonine de façon 
onjointe [81℄ ;� la plupart des enzymes utilise des 
o-métabolites pour leur réa
tion enzymatique.La synthèse de dipi
olinate n'a lieu qu'en sporulation et non pas en phase exponentiellede 
roissan
e [44℄. Par 
onséquent la trans
ription du gène spoVF n'a pas lieu dans les
onditions expérimentales 
onsidérées. Dans la suite, nous allons négliger le point debran
hement de synthèse du dipi
olinate.

L-aspartate-semi-
aldehyde

AND

Lbox off

LysC
+

ANDLysA

+

-

Lysine

-

Synthèse du 
peptidoglycanemeso-2,6-diaminopimelate

Lysine

Lbox on

Aspartate

ATP

Protéines

OR

DapG

-

YclM

Thréonine

AND -

Fig. 3.3 � La régulation de la voie de la lysineLa �gure 3.3 souligne les éléments 
lés de la régulation génétique et enzymatique de
ette voie, ainsi que ses 
onnexions ave
 les autres voies métaboliques :� la trans
ription du gène dapG est 
onstitutive, 
'est-à-dire non régulée [179℄ ;� la régulation pré
ise de la trans
ription du gène y
lM est in
onnue, mais sembleêtre induite par la lysine et réprimée par la thréonine [81℄ ;� les gènes dapG, asd et dapA sont organisés en opéron [34℄ ;� la trans
ription du gène lysC est réprimée par terminaison pré
o
e de l'ARN mes-sager grâ
e à un mé
anisme de type L-box spé
i�que de la lysine [83℄. De plus,la trans
ription de 
e gène semble induit en présen
e de méthionine même si le
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anisme de régulation n'est pas 
onnu [81℄ ;� les autres gènes 
omposant la voie métabolique ex
epté lysC ne sont pas organisésen opéron et la régulation de leur trans
ription est in
onnue.La L-box 
orrespond à un riboswit
h impliquant la lysine. La lysine se �xe dire
tementsur l'ARNm naissant de lysC et 
ause ainsi un 
hangement stru
turel du messager quitermine la trans
ription. Le gène lysA pourrait être régulé de la même façon, même sila régulation n'a pas été 
lairement 
ara
térisée [83℄. Nous n'allons don
 pas intégrer 
emé
anisme dans notre analyse, de même que tout autre mé
anisme de régulation quin'a pas été identi�é expérimentalement. Ainsi les mé
anismes de régulation génétiquein
onnus régulant y
lM et lysC ne seront pas 
onsidérés dans notre analyse. Au regardde la 
omplexité des régulations dans la Biologie, 
es e�ets de régulation observés enprésen
e de lysine, méthionine ou de thréonine pourraient être des e�ets indire
ts.b. Formalisation mathématique de la voie métaboliqueLa stru
ture de 
ontr�le de 
ette voie métabolique 
orrespond don
 bien à une régu-lation par le produit �nal ave
 :� les trois isoenzymes LysC, DapG et Y
lM sont supposées irréversibles 
ar la réa
tionenzymatique 
onsomme un ATP ;� l'inhibition de l'a
tivité de la première enzyme par le produit �nal (la lysine) ;� la répression de la synthèse de la première enzyme par le produit �nal (mé
anismeL-box).Les autres enzymes de la voie métabolique sont supposées réversibles, à l'ex
eption del'enzyme LysA. En e�et, 
ette réa
tion libère un CO2, 
e qui rend di�
ile la réa
tioninverse. La voie métabolique est alors dé
rite par le système d'équations di�érentiellessuivant :






ẋ1 = ν0 −E1f1(x1, x10, p1) − E∗
1f

∗
1 (x1, x9, p1) − E∗∗

1 f
∗∗
1 (x1, x10p2, p1)

ẋ2 = E1f1(x1, x10, p1) + E∗
1f

∗
1 (x1, x9, p1) + E∗∗

1 f
∗∗
1 (x1, x10p2, p1) − . . .

E2f2(x2, x3, p3, p4, p5, p6)
ẋ3 = E2f2(x2, x3, p3, p4, p5, p6) −E3f3(x3, x4, p7) − νhom

ẋ4 = E3f3(x3, x4, p7) − E4f4(x4, x5, p3, p4, p5)
ẋ5 = E4f4(x4, x5, p3, p4, p5) −E5f5(x5, x6, p8, p9)
ẋ6 = E5f5(x5, x6, p8, p9) −E6f6(x6, x7, p10, p11)
ẋ7 = E6f6(x6, x7, p10, p11) − E7f7(x7, x8, p12)
ẋ8 = E7f7(x7, x8, p12) −E8f8(x8, x9)
ẋ9 = E8f8(x8, x9) − E9f9(x9) − νmur

ẋ10 = E9f9(x9) −E10f10(x10)

Ė1 = g1(x10) − µE1

(3.1)
où les notations des di�érents métabolites, 
o-métabolites et enzymes sont donnés dansle tableau 3.3, et les propriétés de monotoni
ité des di�érentes fon
tions fi en fon
tionde leurs arguments sont données par les 
ara
téristiques des enzymes dé
rites pré
édem-ment page 42. Le point essentiel étant que la fon
tion f1 (respe
tivement f ∗

1 , f ∗∗
1 ) soitstri
tement dé
roissante en x10 (respe
tivement x9, x10p2). Le terme x10p2 de la fon
tion
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f ∗∗

1 dé
rit l'inhibition 
onjointe de l'enzyme Y
lM par la thréonine et la lysine. La fon
-tion g1 est 
ontinue, bornée et stri
tement dé
roissante en x10. L'eau (H2O) n'est pasintégrée dans les équations di�érentielles 
ar 
e métabolite est toujours en ex
ès dans la
ellule (sauf dans le 
as d'un stress osmotique non 
onsidéré i
i). La vitesse des réa
tionsasso
iées n'est don
 pas déterminée par 
e métabolite.Notation Métabolite Notation Enzyme
x1 : aspartate E1 : LysC
x2 : L-aspartyl-4P E∗

1 : DapG
x3 : L-asparte-semi-aldéhyde E∗∗

1 : Y
lM
x4 : L-2,3-dihydrodipi
olinate E2 : Asd
x5 : tetrahydrodipi
olinate E3 : DapA
x6 : N-a
étyl-L-2-amino-6-oxopimelate E4 : DapB
x7 : N-a
étyl-LL-2,6-diaminopimelate E5 : DapD
x8 : LL-diaminopimelate E6 : PatA
x9 : meso-2,6-diaminopimelate E7 : DapE
x10 : lysine E8 : DapF
p1 : ATP E9 : LysA
p2 : thréonine E10 : LysS
p3 : NADPH Ehom Hom
p4 : H Emur MurE
p5 : NADP
p6 : P
p7 : pyruvate
p8 : ACCOA
p9 : CoA
p10 : glutamate
p11 : 2-oxoglutarate
p12 : a
étateTab. 3.3 � Notations pour les métabolites, les 
o-métabolites et les enzymes dans lesystème (3.1)Le métabolite initial x1 de la se
tion 2.3 
orrespond à l'aspartate (voir la �gure 3.2)et l'enzyme �nal En est la ARNt synthase spé
i�que de la lysine, 
odée par le gène lysS.De plus, les gènes impliqués dans la voie métabolique (asd, dapA, dapB, dapD, patA,dapE, dapF et lysA) ne sont pas en opéron ave
 le gène lysC. Les �ux νhom et νmur
orrespondent respe
tivement aux �ux de synthèse de la thréonine/méthionine et dupeptidogly
ane. Ces �ux sont supposés déterminés par 
es di�érentes voies de synthèse.Sur la base de leur régulation a
tuellement 
onnue, le r�le des trois isoenzymes sembledon
 bien di�érent :� le �ux de synthèse à travers l'enzyme DapG répond à la demande de meso-2,6-diaminopimelate qui 
orrespond à la fois aux besoins en lysine et en peptidogly
ane ;
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illus subtilis� le �ux de synthèse à travers l'enzyme LysC répond à la demande de lysine ;� le r�le de l'enzyme Y
lM est moins 
lair. L'inhibition 
onjointe de 
ette enzyme parla lysine et la thréonine suggère un r�le de 
oordination entre la voie de synthèsede la lysine et de la thréonine.
. Cara
térisation du régime d'équilibreD'après les résultats de la se
tion 2.3, sous l'hypothèse qu'au
une enzyme ne sature,il existe un unique régime d'équilibre au système (3.1) donné par :






Ē1 =
g(x̄10)

µ
g(x̄10)

µ
f1(x̄1, x̄10, p̄1) + Ē∗

1f
∗
1 (x̄1, x̄9, p̄1) + Ē∗∗

1 f
∗∗
1 (x̄1, x̄10p̄2, p̄1) = . . .

Ē10f10(x̄10) + Emurfmur(x̄9) + Ehomfhom(x̄3)

νmur = Emurfmur(x̄9)

νhom = Ehomfhom(x̄3)

x̄i = Hi(x̄i+1) pour i ∈ {2, . . . , 8}

x̄9 = H9(x̄1, p̄1, p̄2)

x̄10 = H10(x̄1, p̄1, p̄2)où les fon
tions Hi pour i ∈ {2, . . . , 8} sont des fon
tions stri
tement 
roissantes deleur argument, et H9 et H10 sont des fon
tions stri
tement 
roissantes de x̄1 et de p̄1,et stri
tement dé
roissante en fon
tion de p̄2. Ce régime permanent asso
ié à 
e modulespé
i�que dépend don
 de :� des métabolites di�érents de la lysine et agissant au niveau de LysC 
orrespondanti
i à l'aspartate x1, à l'ATP p1 et à la thréonine p2 ;� du �ux �nal demandé ν10
∆
= E10f10(x10), dé�ni par l'a
tivité de l'enzyme LysS2 etdes �ux intermédiaires νmur et νhom ;� des fa
teurs extérieurs modulant la trans
ription/tradu
tion de la première enzymeintégré dans la fon
tion g1 
omme l'a
tivité/le nombre des ARN polymérases et/oudes ribosomes,et ne dépend ni des 
o-métabolites (p3, p4, p5, p6, p7, p8, p9, p10, p11, p12), ni des 
on
en-trations des métabolites intermédiaires (x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8).Dans 
e 
ontexte, la prédi
tion qualitative des variations des 
omposants 
lés de 
emodule, obtenue sur la base des 
orollaires 2.4 et 2.5 pages 48 étendus pour la 
on�-guration enzymatique et génétique propre à la voie de la lysine, est indiquée dans le2La fon
tion f10 devrait aussi être 
roissante en p1 (voir l'annexe A.2), 
e qui modi�erait le régimed'équilibre. Le 
omportement du régime d'équilibre vis-à-vis de variations en p1 dépend alors des 
a-ra
téristiques 
inétiques f1 et f10 des enzymes E1 et E10. Dans le 
adre de 
ette analyse, nous avons
onsidéré que l'a
tivité de LysS était quasi saturée par l'ATP (f10 ne dépend pas de p1).
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tivités des ARN polymérases et des ribosomes res-tent 
onstantes. De même, les prédi
tions obtenues pour des variations d'ATP ou deThréonine-Lysine sont obtenues sous les hypothèses des 
orollaires 2.4 et 2.5, 
'est-à-direpour une 
on
entration x1 
orrespondant à l'aspartate �xée.LysS Aspartate ATP Thréonine-Lysine Lysine Flux ARNm-lysC+ - + +- + - -+ + + -- - - ++ + + -- - - ++ - -- + +Tab. 3.4 � Prédi
tion des variations des 
omposants 
lés de la voie de la lysined. Comparaison ave
 les données expérimentalesComparons maintenant 
es prédi
tions ave
 les résultats expérimentaux présentésdans le tableau 3.5 et 3.6 pour les mêmes éléments. La 
on
entration d'ATP n'a malheu-reusement pas été mesurée. Néanmoins, 
ertaines expérien
es biologiques ont montré quela 
on
entration d'ATP augmente ave
 le taux de 
roissan
e [26℄. Nous supposerons don
par la suite que la 
on
entration d'ATP est plus élevée en 
ondition de malate+glu
osequ'en 
onditions de malate ou de glu
ose.Éléments du module malate glu
ose malate+glu
oseAspartate (µmol/gdw
) 10.47 1.42 8Lysine (µmol/gdw
) 0.24 0.13 0.56Thréonine (µmol/gdw
) 1.35 1.33 3.6ARNm-lysC (log) 12.3 14.3 12.6ARNm-lysS (log) 13.1 13.7 13.4Tab. 3.5 � Résultats expérimentaux pour les éléments 
lés de la voie de la lysine pourles trois 
onditions (Glu
ose, Malate et Malate+Glu
ose). L'unité µmol/gdw
 signi�emi
romoles par gramme de poids se
.Éléments du module gl
/mal mal/mal+gl
 gl
/mal+gl
Aspartate + - +Lysine + + +Thréonine 0 + +ATP 0 + +ARNm-lysC - 0 -ARNm-lysS 0 0 0
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illus subtilisTab. 3.6 � Comparaison de l'évolution des di�érents 
omposants entre les 
onditionsen glu
ose versus malate (gl
/mal), malate versus malate+glu
ose (mal/mal+gl
) et englu
ose versus malate+glu
ose (gl
/mal+gl
). L'évolution de l'ATP est basée sur [26℄.Sur 
e tableau, la notation �0� signi�e que la variation relative du 
omposant resteinférieure à 5%.Les taux de 
roissan
e dans les 
onditions malate et glu
ose sont quasi identiques(0.57h−1 et 0.59h−1 respe
tivement), 
e qui limite l'impa
t du taux de 
roissan
e sur (i)la synthèse des enzymes (via les 
on
entrations des ribosomes et des ARN polymérases),sur (ii) la demande en �ux de lysine par les ribosomes et sur (iii) la 
on
entration d'ATPsous l'hypothèse que la 
on
entration d'ATP varie 
omme le taux de 
roissan
e [26℄. Noussommes alors 
omplètement dans le 
adre des résultats de la se
tion 2.3 page 39 lorsqueles 
onditions en malate et en glu
ose sont 
omparées. On en déduit que la variationde la 
on
entration de lysine résulte de la variation de la 
on
entration d'aspartate, lepremier métabolite de la voie lorsqu'on 
ompare les 
onditions en malate et en glu
ose.En malate+glu
ose, nous verrons dans la se
tion 3.3.3 que l'e�et du taux de 
rois-san
e est également limité sur les 
on
entrations des ribosomes et des ARN polymérases.Lorsque les 
onditions de glu
ose et malate+glu
ose sont 
omparées, on peut don
 dé-duire que la variation de la 
on
entration de lysine résulte de la variation de la 
on
en-tration d'aspartate et potentiellement aussi d'ATP 
ar le taux de 
roissan
e a augmenté[26℄. Dans 
e 
as, l'e�et de l'ATP va dans le même sens que l'aspartate, à savoir l'aug-mentation de la lysine. En revan
he, lorsque les 
onditions malate et malate+glu
osesont 
omparées, les variations de l'aspartate et de l'ATP vont dans le sens inverse. Tou-tefois la lysine augmente, 
e qui renfor
e l'idée que l'ATP augmente. En revan
he, mêmesi la lysine augmente, l'impa
t sur la trans
ription du gène lysC 
odant pour la premièreenzyme de la voie est quasi nul. Ce
i semble indiquer que le seuil de saturation de laL-box pour la lysine est déjà atteint.
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ture de 
ontr�le par le produit initial :la voie basse de la gly
olyse
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Fig. 3.4 � La gly
olyse et ses régulations enzymatiques 
onnuesLa gly
olyse est la voie métabolique 
ommune de dégradation des sour
es 
arbonéespermettant de produire d'une part de l'énergie sous forme d'ATP et de NADH, et d'autrepart des pré
urseurs métaboliques né
essaires à la 
roissan
e. Les réa
tions 
himiques
omposant la gly
olyse ainsi que les gènes 
odant pour les enzymes asso
iées sont repré-sentées sur la �gure 3.4. Les régulations génétiques 
ara
térisées expérimentalement sontlo
alisées au niveau de la partie basse de la gly
olyse. Les gènes tpiA, gapA, pgk, pgm eteno sont organisés en opéron, et régulés par le fa
teur de trans
ription CggR, sensible àla 
on
entration de fru
tose-1,6-biphosphate (FBP) situé en amont de 
es gènes [47℄ (
f.la �gure 3.5). CggR réprime la trans
ription de 
et opéron pour de faibles 
on
entrationsde FBP [47℄.
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3.3. Confrontation à des données expérimentales 101Considérons le module 
omposé des gènes fbaA, tpiA, gapA, pgk, pgm et eno. L'enzymeGapA est supposée irréversible 
ompte tenu du ratio NADH/NAD très faible dans nostrois 
onditions de 
ulture aérobie [217℄. Cette stru
ture de 
ontr�le par le produit initial(FBP) ne 
orrespond pas exa
tement à 
elle étudiée dans la se
tion 2.4.1 page 58 
ar lapremière enzyme n'est pas 
ontr�lée au niveau génétique par le métabolite initial FBP.Néanmoins nos résultats théoriques peuvent être étendus sans di�
ulté, 
ar la 
ara
té-ristique enzymatique de la première enzyme FbaA est stri
tement 
roissante ave
 le FBP.D'après la proposition 2.12 page 59 étendue à notre 
as, le régime permanent de 
emodule dépend :� de la 
on
entration de fru
tose-1,6-biphosphate ;� des 
on
entrations des métabolites agissant sur la première enzyme : le pyruvate,l'oxaloa
étate et le 2-oxoglutarate ;� des 
ara
téristiques de l'a
tivité enzymatique de l'enzyme FbaA ;� des �ux arrivant de la voie des pentoses phosphates et du �ux de synthèse de sérine.Nous pouvons alors déduire les prédi
tions du tableau 3.7 
on
ernant l'évolution desdi�érents 
omposants du module.pyruvate ARNm-tpiA gly
éraldéhyde-3PFluxin oxaloa
étate FBP ARNm-gapA Flux 3-phosphogly
érate2-oxoglutarate ARNm-pgm 2-phosphogly
érate+ + + + +- - - - -+ + + - -- - - + +Tab. 3.7 � Prédi
tion des variations des 
omposants 
lés de la voie basse de la gly
olyse.Fluxin 
orrespond au �ux de synthèse du FBP provenant du haut de la gly
olyse.En parti
ulier, si la 
on
entration de FBP augmente :� la trans
ription des gènes tpiA, gapA, pgk, pgm et eno augmente ;� le �ux à travers le module augmente ;� les 
on
entrations des métabolites intermédiaires 
omme le 3-phosphogly
érate, le3-phosphogly
érate et le 2-phosphogly
érate augmentent également.Les résultats expérimentaux asso
iés à di�érents 
omposants du module sont résuméssur les tableaux 3.8 et 3.9, et 
on�rment nos prédi
tions 
on
ernant la trans
ription desgènes de l'opéron. L'expression de l'opéron est parfaitement en a

ord ave
 la 
on
en-tration de fru
tose-1,6-biphosphate, à savoir une expression plus élevée en glu
ose qu'enmalate+glu
ose, elle-même supérieure à l'expression en malate. Les 
on
entrations desmétabolites intermédiaires sont e�e
tivement plus élevées en glu
ose. En revan
he, ellessont du même ordre de grandeur en malate et malate+glu
ose.
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illus subtilisÉléments du module malate glu
ose malate+glu
osefru
tose-1,6-biphosphate (µmol/gdw
) 2.51 12.43 10.15gly
éraldéhyde-3P(µmol/gdw
) 0.11 0.19 0.133-phosphogly
érate (µmol/gdw
) 52.6 147 47.22-phosphogly
érate (µmol/gdw
) 0.11 0.41 0.16ARNm-gapA (log) 13.86 15.86 15.6ARNm-tpiA (log) 12.96 15.13 14.55ARNm-pgm (log) 13.9 15.6 15.11Tab. 3.8 � Résultats expérimentaux pour les 
lés de la voie de la gly
olyse pour les trois
onditions (Glu
ose, Malate et Malate+Glu
ose)Éléments du module gl
/mal mal/mal+gl
 gl
/mal+gl
fru
tose-1,6-biphosphate - + -gly
éraldéhyde-3P - + -3-phosphogly
érate - - -2-phosphogly
érate - + -ARNm-gapA - + -ARNm-tpiA - + -ARNm-pgm - + -Tab. 3.9 � Comparaison de l'évolution des di�érents 
omposants entre les 
onditionsen glu
ose versus malate (gl
/mal), malate versus malate+glu
ose (mal/mal+gl
) et englu
ose versus malate+glu
ose (gl
/mal+gl
).3.3.3 Adaptation des voies métaboliques à faible taux de 
rois-san
eLes exemples des deux se
tions pré
édentes ont illustré l'intérêt et l'utilité de notredé�nition des modules non seulement dans la prédi
tion du 
omportement des voiesmétaboliques, mais aussi pour déterminer les 
auses à des e�ets biologiques observés.Nous avons ainsi montré le r�le 
entral de 
ertains métabolites dans la réadaptationgénétique des voies métaboliques. Plus généralement, 
ette analyse montre aussi l'utilitédes modèles mathématiques pour ré
on
ilier des données expérimentales de nature dif-férente. Pour aller plus loin, notre analyse peut être réalisée sur l'ensemble des modulesque nous avons identi�és et montrer que dans nos 
onditions expérimentales spé
i�quesla réadaptation des voies métaboliques est essentiellement 
ausée par les variations des
on
entrations des métabolites.L'obje
tif est tout d'abord d'illustrer que l'analyse e�e
tuée pour les deux stru
turesde 
ontr�le présentée dans les se
tions pré
édentes peut être réalisée à l'é
helle du réseaumétabolique, ou du moins pour 
ertaines sous-parties où les régulations génétiques sont
onnues et les 
on
entrations des métabolites sont mesurées. De façon plus spé
i�que, il



3.3. Confrontation à des données expérimentales 103s'agit également de déterminer le poids des di�érents 
omposants du réseau métaboliqueainsi que des prin
ipaux fa
teurs 
onnus agissant sur son adaptation dans nos trois
onditions expérimentales. La part de Biologie pure 
omposant 
ette se
tion est don
très importante. Nous avons in
lus de nombreuses �gures pour fa
iliter la le
ture à desnon spé
ialistes du métabolisme des ba
téries, et nous avons résumé à la �n de 
haquesous-se
tion les prin
ipaux résultats obtenus. L'exer
ise de style reste néanmoins déli
atau regard de la dimension et de la forte 
onne
tivité du réseau métabolique.a. Impa
t des métabolites sur la synthèse des enzymes
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Fig. 3.6 � Les régulations enzymatiques du 
y
le de KrebsL'étude de la synthèse de la voie de la lysine a révélé le r�le 
entral de la 
on
entrationd'aspartate sur le régime permanent de 
ette voie métabolique pour nos trois 
onditionsde 
roissan
e. L'utilisation judi
ieuse d'une 
on
entration élevée d'aspartate permet d'ob-tenir un même �ux de synthèse de lysine ave
 une 
on
entration d'enzyme plus faibleen malate 
omparée à la 
ondition en glu
ose. Comme nous allons le voir 
i-dessous, la
on
entration élevée d'aspartate en malate et malate+glu
ose résulte dire
tement d'une
on
entration intra
ellulaire de malate élevée. A 
e titre, nous allons nous 
entrer uni-quement sur la 
omparaison des 
onditions glu
ose/malate, et glu
ose/malate+glu
ose,soit en
ore lorsque la variation de la 
on
entration de malate est importante et entraîneun réajustement global des voies métaboliques.La �gure 3.6 représente le 
y
le de Krebs 
orrespondant à une voie métabolique es-sentielle pour la ba
térie. Le 
y
le de Krebs fournit d'une part de l'énergie à la 
ellule
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illus subtilissous forme d'ATP et de NADH, et d'autre part produit des pré
urseurs métaboliquesindispensables à la synthèse d'a
ides aminés ou d'a
ides gras 
omme l'oxaloa
étate (né-
essaire à la synthèse d'aspartate), l'a
étyl-
oA (pour la synthèse de 
ystéine, d'a
idesgras, d'arginine) et le 2-oxoglutarate (pour la synthèse de glutamate). Le malate est unmétabolite intermédiaire du 
y
le de Krebs, qui, 
hez Ba
illus subtilis, est transporté enprésen
e de glu
ose [48℄. La présen
e de malate extra
ellulaire a don
 des 
onséquen
essur le régime permanent de 
ette voie métabolique en malate et malate+glu
ose.Sur la �gure 3.6, on 
onstate que le malate est :� produit par l'enzyme CitG (et également transporté via les transporteurs MaeN etY�S) ;� 
onsommé par les enzymes maliques MalS, MaeA et YtsJ produisant du pyruvate,et par l'enzyme Mdh qui produit de l'oxaloa
étate.A�n de déterminer les 
onséquen
es du malate extra
ellulaire, nous identi�ons toutd'abord les stru
tures de 
ontr�le présentes dans le 
y
le de Krebs et plus parti
uliè-rement autour du malate. La synthèse des transporteurs MaeN et Y�S et de l'enzymeMaeA est induite en présen
e de malate extra
ellulaire par un régulateur dit à doubles
omposantes YufL/YufM. La partie YufL est lo
alisée dans la membrane et s'a
tive enprésen
e de malate extra
ellulaire. La forme a
tivée de YufL a
tive alors à son tour YufMqui induit la trans
ription des gènes d'intérêt, à savoir maeN, maeA et y�S. La stru
turede 
ontr�le 
orrespond à une stru
ture de 
ontr�le par le produit initial. La synthèse desenzymes CitG et Mdh est régulée par le régulateur global C
pA. De plus, sur la basede la régulation 
onnue, l'enzyme Mdh appartient à un module impliquant le régulateurlo
al C
pC sensible au 
itrate (voir le tableau 3.13 page 116). Les régulations de MalSet YtsJ sont in
onnues. On peut don
 en déduire que les enzymes CitG, MalS et YtsJ
orrespondent à des stru
tures de module non 
ontr�lées lo
alement.Prédi
tion des 
onséquen
es d'une 
on
entration intra
ellulaire de malateélevée sur le 
y
le de Krebs : L'ensemble des prédi
tions qualitatives des 
ompo-sants est donné dans le tableau 3.10 page 105. En présen
e de malate, 
'est-à-dire en
onditions de malate et malate+glu
ose 
omparées à la 
ondition en glu
ose, la régula-tion génétique par le système à deux 
omposantes YufL/YufM est a
tivée et 
onduit alorsà la synthèse des transporteurs MaeN et Y�S, ainsi que de l'enzyme malique MaeA. Nosrésultats théoriques de la se
tion 2.4.1 indiquent qu'en présen
e de malate par rapportau glu
ose seul :� le �ux de malate transporté est plus élevé,� la 
on
entration de malate est plus élevé,
e qui est e�e
tivement 
onstaté expérimentalement (voir le tableau 3.11). Nous prédisonsalors que l'augmentation de la 
on
entration de malate a des 
onséquen
es sur :� les stru
tures non 
ontr�lées et 
ontr�lées dire
tement 
onne
tées au malate, 
'est-à-dire MalS et YtsJ d'une part et Mdh d'autre part ;� les enzymes dont l'a
tivité est régulée par le malate, 
'est-à-dire l'enzyme GltABqui produit du glutamate à partir du 2-oxoglutarate (voir la �gure 3.6).Sur la base de nos résultats théoriques des se
tions 2.4.3 page 63, nous en déduisonsqu'en malate et malate+glu
ose par rapport au glu
ose seul



3.3. Confrontation à des données expérimentales 105Composants 
ellulaires gl
/mal gl
/mal+gl
malate + +�uxMalS + +�uxYtsJ + +�uxMdh + +pyruvate + +oxaloa
étate + +�uxCitZ + +�uxOdh - -�uxSdh - -su

inate + +2-oxoglutarate + +aspartate + +asparagine + +lysine + +ARNm-lysC - -�uxGltAB - -glutamine + +2-oxoglutarate + +�uxGlnA - -glutamate + +arginine + +ornithine + +ARNm-argJ - -ARNm-argB - -ARNm-argC - -ARNm-argD - -ARNm-argF - -ARNm-
arA - -ARNm-
arB - -proline + +ARNm-proA - -ARNm-proB - -tryptophane + +ARNm-trpA - -ARNm-trpB - -ARNm-trpC - -ARNm-trpD - -ARNm-trpE - -ARNm-trpF - -ARNm-trpG - -Tab. 3.10 � Prédi
tion de l'évolution des di�érents 
omposants en présen
e de malate,
'est-à-dire entre les 
onditions en glu
ose versus malate (gl
/mal) et glu
ose versusmalate+glu
ose (gl
/mal+gl
).



106 Chapitre 3. Identifi
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hez Ba
illus subtilis� les 
on
entrations de pyruvate et d'oxaloa
étate sont plus élevées ;� les 
on
entrations de 2-oxoglutarate et de glutamine sont plus élevées 
ar le �ux àtravers l'enzyme GltAB diminue.L'aspartate est produite à partir d'oxaloa
étate par l'enzyme AspB dont la synthèseest a priori non 
ontr�lée [100℄. La stru
ture de 
ontr�le 
orrespond à une stru
turenon 
ontr�lée. Sous l'hypothèse que l'oxaloa
étate est plus élevée en malate et ma-late+glu
ose, on en déduit don
 que l'aspartate est également plus élevée dans les mêmes
onditions.Métabolites malate glu
ose malate+glu
ose gl
/mal gl
/mal+gl
malate 178.4 0.94 73.21 + +
itrate 6.34 1.61 4 + +iso
itrate 0.43 0.42 0.33 0 -2-oxoglutarate 10 1.3 9.36 + +su

inate 125.12 9.53 84.62 + +fumarate 0.57 0.45 0.38 + -pyruvate 236.37 14.5 301.5 + +alanine 16.17 6.83 16.9 + +aspartate 10.47 1.42 8 + +glutamate 80.16 65.7 80.17 + +glutamine 60 6.3 15.3 + +histidine 0.22 0.3 0.22 - -isoleu
ine 0.67 0.6 1.61 + +leu
ine 1.5 2 3.15 - +lysine 0.24 0.13 0.56 + +méthionine 0.4 0.23 0.44 + +phénylalanine 0.07 0.21 0.15 - -proline 4.13 2.9 4.32 + +sérine 0.94 1.25 1.1 - -thréonine 1.35 1.33 3.6 0 +tryptophane 4.61 1.71 3.8 + +tyrosine 0.27 0.24 0.33 + +valine 4.51 9.8 17.76 - +ornithine 5.57 2.72 5.32 + +Tab. 3.11 � Con
entration de métabolites d'intérêt pour les trois 
onditions en
µmol/gdw
, et leur évolution en glu
ose versus malate (gl
/mal) et en glu
ose versusmalate+glu
ose (gl
/mal+gl
). Sur 
e tableau, la notation �0� signi�e que la variationrelative du 
omposant reste inférieure à 5%.Comparaison ave
 les données expérimentales : Le tableau 3.11 résume les
on
entrations des métabolites mesurés dans nos trois 
onditions expérimentales (ma-late, malate+glu
ose et glu
ose). Les 
on
entrations de pyruvate, d'aspartate de 2-



3.3. Confrontation à des données expérimentales 107oxoglutarate et de glutamine sont e�e
tivement plus élevées en présen
e de malate (
or-respondant aux 
onditions de malate et malate+glu
ose). La 
on
entration d'oxaloa
é-tate n'a pas été mesurée 
ar 
e 
omposé est très volatile et don
 di�
ile à mesurer.Néanmoins, 
ompte tenu des 
on
entrations élevées de malate et d'aspartate, la 
on
en-tration d'oxaloa
étate est 
ertainement plus élevée dans les mêmes 
onditions. On sup-posera don
 par la suite que la 
on
entration d'oxaloa
étate est e�e
tivement plus élevéeen présen
e de malate, 
e qui nous amène à réaliser une deuxième série de prédi
tionsliées à la 
on
entration élevée d'oxaloa
étate d'une part, et de glutamine d'autre part.Prédi
tion de l'impa
t des 
on
entrations élevées d'oxaloa
étate et de gluta-mine en présen
e de malate : Sur la base des régulations enzymatiques 
onnuesreprésentées sur la �gure 3.6, les 
on
entrations élevées d'oxaloa
étate et de glutamineen présen
e de malate vont inhiber fortement l'a
tivité de plusieurs enzymes impliquéesdans le 
y
le de Krebs et dans le noeud glutamate/glutamine, à savoir :� la su

inate deshydrogénase, 
odée par les gènes sdhABC est inhibée par l'oxaloa-
étate [162℄. Par 
onséquent, nos résultats théoriques montrent que la 
on
entrationde su

inate est plus élevée en présen
e de malate ;� la 2-oxoglutarate deshydrogénase, 
odée par les gènes odhAB-pdhD est inhibéepar l'oxaloa
étate [162℄. Par 
onséquent, nos résultats théoriques montrent que la
on
entration de 2-oxoglutarate est plus élevée en présen
e de malate, 
e qui biendans le même sens que l'inhibition de l'enzyme GltAB par le malate ;� la glutamine synthase, 
odée par le gène glnA, est fortement inhibée par la glutamine[243℄. Par 
onséquent, nos résultats théoriques montrent que la 
on
entration deglutamate est plus élevée en présen
e de malate.Le tableau 3.10 résume l'ensemble des prédi
tions, qui sont de plus validées par lesexpérien
es biologiques (voir le tableau 3.11).Résumé : A 
e stade, la stru
ture de la régulation enzymatique 
onnue est 
onsistentepour expliquer les 
on
entrations élevées des métabolites intermédiaires du 
y
le de Krebsainsi que de 
ertains a
ides aminés 
omme l'aspartate, la glutamine et le glutamate. Or
es a
ides aminés 
orrespondent à des a
ides aminés pré
urseurs de nombreuses autresvoies métaboliques. De fait, 
e sont des métabolites fortement 
onne
tés. Compte tenudes résultats mathématiques de la se
tion 2.3.3 page 55, nous pouvons déduire que 
esa
ides aminés� parti
ipent à la dé�nition du régime permanent s'ils agissent sur la première enzymeirréversible du module (voir la se
tion 3.2.3 page 88) ;� n'ont au
un impa
t sur le régime permanent des autres modules auxquels ils ap-partiennent si (i) l'enzyme en question est une enzyme intermédiaire du module etsi (ii) 
ette enzyme ne sature pas.Dans 
e 
ontexte, nous avons 
onsidéré tous les modules (ou les modules potentiels)auxquels l'aspartate (
f. la �gure 3.7), la glutamine et le glutamate appartiennent (
f. la�gure 3.8). L'aspartate et le glutamate jouent le r�le de donneur de groupe NH3 dans denombreuses voies métaboliques, et parti
ipent don
 à des réa
tions intermédiaires. Ces
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Fig. 3.7 � Les modules élémentaires impliquant l'aspartatea
ides aminés 
orrespondent néanmoins aux métabolites initiaux dans les voies métabo-liques suivantes :� aspartate : la synthèse de l'asparagine (asnH, asnB, asnO), de la lysine/thréonine(lysC, dapG, y
lM ), du NAD (nadB) ;� glutamine : la synthèse de l'arginine (
arA, 
arB), de l'asparagine (asnH, asnB,asnO) et du tryptophane (trpE+trpG) ;� glutamate : la synthèse de l'arginine (argJ ) et la synthèse de la proline (proB).Nous allons maintenant prédire les 
onséquen
es des 
on
entrations élevées d'aspartate,de glutamine et de glutamate en présen
e de malate sur 
es voies métaboliques.E�et de l'aspartate : Parmi les voies de synthèse asso
iées à l'aspartate, seule la voiede la lysine (lysC ) étudiée dans la se
tion 3.3.1 permet de 
on
lure. En e�et, les régu-lations des autres gènes ne sont pas 
onnues ou ne 
orrespondent pas à des régulationslo
ales, de sorte que les résultats mathématiques ne peuvent être appliqués.E�et du glutamate et de la glutamine : Les voies de synthèse d'arginine et deproline 
orrespondent à des de stru
tures de 
ontr�le par le produit �nal. La voie desynthèse de l'arginine est en e�et 
omposée des gènes argJ, argB, argC, argD, argF,
arA, 
arB dont la trans
ription est inhibée par des 
on
entrations élevées d'arginine viale fa
teur de trans
ription AhrC [146℄. De même, la trans
ription des gènes proB, proAimpliqués dans la voie de synthèse de la proline est réprimée par des hautes 
on
entrations
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ORFig. 3.8 � Les modules élémentaires impliquant le glutamate et la glutamined'ARNt 
hargés en proline via un mé
anisme de T-box spé
i�que à la proline [38℄. En tantque métabolites initiaux de stru
tures de 
ontr�le par le produit �nal, les 
on
entrationsélevées de glutamine et glutamate en présen
e de malate 
onduisent à des 
on
entrationsd'arginine et de proline d'après les résultats théoriques du 
orollaire 2.5. La 
on
entrationélevée de proline 
onduit également à augmenter la 
on
entration d'ARNt 
hargés enproline. On prédit alors (voir le tableau 3.10 page 105) en présen
e de malate (
'est-à-dire pour des 
onditions de malate et malate+glu
ose) :� la répression des gènes argJ, argB, argC, argD, argF, 
arA, 
arB ;� la répression des gènes proB, proA.Les résultats expérimentaux résumés dans les tableaux 3.11 et 3.12 indiquent que la
on
entration de proline est e�e
tivement plus élevée en malate, malate+glu
ose qu'englu
ose, 
e qui implique une répression plus importante des gènes proB, proA en malate.La 
on
entration d'arginine n'est malheureusement pas mesurée, mais la 
on
entrationen ornithine, un intermédiaire de la voie de l'arginine, est plus élevée en malate etmalate+glu
ose, suggérant que la 
on
entration en arginine évolue de même. L'expressionde l'opéron arg-
arAB est plus faible dans 
es 
onditions, 
e qui va dans le sens d'une
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on
entration plus élevée d'arginine.Éléments du module malate glu
ose malate+glu
ose gl
/mal gl
/mal+gl
glutamate (µmol/gdw
) 80.16 65.7 80.17 + +proline (µmol/gdw
) 4.13 2.9 4.32 + +ARNm-proA (log) 12.10 12.74 12.22 - -ARNm-proB (log) 12.33 13.18 12.47 - -glutamine (µmol/gdw
) 60 6.3 15.3 + +ornithine (µmol/gdw
) 5.57 2.72 5.32 + +ARNm-argJ (log) 13.45 14.01 13.53 - -ARNm-argB (log) 13.16 13.7 13.18 - -ARNm-argC (log) 12.34 13.43 12.86 - -ARNm-argD (log) 13.18 13.71 13.2 - -ARNm-argF (log) 13.3 13.9 13.47 - -ARNm-
arA (log) 13.32 13.83 13.42 - -ARNm-
arB (log) 13.35 13.88 13.35 - -tryptophane (µmol/gdw
) 4.61 1.71 3.8 + +ARNm-trpE (log) 11.21 12.3 11.55 - -ARNm-trpD (log) 11.5 12 11.6 - -ARNm-trpA (log) 13.76 14.55 14.14 - -Tab. 3.12 � Variation de la trans
ription des gènes impliqués dans (a) la synthèse del'arginine et 
ontr�lés par AhrC ; (b) la synthèse de la proline et régulés par une T-boxspé
i�que proline ; (
) la synthèse du tryptophane régulés par TRAP.E�et de la glutamine : La voie de synthèse du tryptophane 
orrespond égalementà une stru
ture de 
ontr�le par le produit �nal, 
omposée des gènes trpE, trpF, trpG,trpD, trpB, trpC et trpA dont la trans
ription est régulée par la protéine TRAP sensibleà la 
on
entration de tryptophane [77℄. La 
on
entration élevée de glutamine en présen
ede malate devrait 
onduire à une augmentation de la 
on
entration de tryptophane, etdon
 à la répression de la trans
ription de 
es gènes (voir le tableau 3.10 page 105). Sila 
on
entration de tryptophane augmente e�e
tivement en malate et malate+glu
ose(voir le tableau 3.12), son impa
t sur la trans
ription des gènes est faible (voir le tableau3.12). La répression est toutefois légèrement plus forte en malate. La variation de la
on
entration en tryptophane peut être en dessous du seuil de déte
tion de la régulationpar TRAP.Résumé : Cette se
tion 
on�rme le r�le 
entral et judi
ieux de 
ertaines 
on
entra-tions de métabolites dans l'adaptation des �ux métaboliques et du réseau génétiquedans nos 
onditions. En 
onditions de malate et de glu
ose, les taux de 
roissan
e sontquasi identiques (0.57h−1 et 0.59h−1 respe
tivement). Des taux de 
roissan
e similairesimpliquent un �ux de produ
tion de biomasse similaire, soit en
ore des �ux de 
onsom-mation d'a
ides aminés pour la 
roissan
e similaires sous l'hypothèse que la 
omposition
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ellule n'a 
hangé, 
e qui est le 
as i
i. Pour les voies de synthèse de la lysine oude l'arginine par exemple, nos résultats indiquent que pour le même �ux d'a
ide aminédemandé pour la biomasse, le �ux de synthèse 
orrespondant est réalisé ave
 moinsde protéines en malate qu'en glu
ose, grâ
e à une 
on
entration de métabolite initialélevé. Ces résultats expérimentaux 
on�rment bien le r�le 
entral des métabolites dansl'adaptation du réseau métabolique par le biai du 
ontr�le génétique dire
tement parles e�e
teurs métaboliques des régulateurs génétiques, et indire
tement via les premiersmétabolites. Nous allons également 
onstater dans la se
tion suivante que l'adaptationgénérale de la 
ellule s'e�e
tue prin
ipalement à un niveau métabolique.b. Impa
t des métabolites sur la 
oordination entre les ribosomes et les voiesmétaboliques
Réseau

métabolique
ARNt

synthases
Ribosomes ProtéinesARNt chargés

ARNt non chargés

acides
aminés

ATP GTPFig. 3.9 � Une représentation systémique et simpli�ée de la tradu
tion des protéinesLe taux de 
roissan
e en malate+glu
ose est plus élevé (0.75h−1) qu'en 
ondition demalate (0.57h−1) ou glu
ose seul (0.59h−1). Le taux de 
roissan
e plus élevé en ma-late+glu
ose traduit une produ
tion de biomasse plus importante. Sa
hant que plus dela moitié de la biomasse est 
omposée de protéines [153℄, l'augmentation du taux de
roissan
e se traduit né
essairement par une augmentation de l'a
tivité des ribosomes.Le �ux d'ARNt 
hargés 
onsommé par les ribosomes augmente. Nous allons montrerdans 
ette se
tion à quel niveau s'e�e
tue l'adaptation de l'a
tivité des ribosomes d'unepart et l'adaptation du réseau métabolique d'autre part.Le réseau métabolique doit s'adapter pour répondre à 
ette demande de �ux d'ARNt
hargés plus élevée, à travers (i) l'augmentation des 
on
entrations des enzymes desvoies métaboliques, (ii) l'augmentation des 
on
entrations de 
ertains métabolites (iii)ou les deux. Comme indiqué dans le paragraphe pré
édent, la 
ellule adapte à la foisles 
on
entrations enzymatiques des voies tout en utilisant au mieux l'augmentation de
ertains métabolites en malate+glu
ose.Etudions maintenant l'augmentation de l'a
tivité des ribosomes. Comme dans le 
as duréseau métabolique, l'augmentation de l'a
tivité des ribosomes (représentée sur la �gure3.9) peut être réalisée (i) en augmentant la 
on
entration des ribosomes ; (ii) en aug-mentant l'e�
a
ité de la tradu
tion par les ribosomes, par exemple en augmentant les
on
entrations des ARNt 
hargés ou du GTP ; (iii) ou les deux. Classiquement, une aug-
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ation et validation des modules 
hez Ba
illus subtilismentation du taux de 
roissan
e s'a

ompagne par une augmentation des 
on
entrationsdes ribosomes et des ARNt synthases dans la 
ellule [28℄, sauf à faible taux de 
roissan
eoù les ribosomes et les ARNt synthases sont en ex
ès dans la 
ellule [142, 127℄. Dans 
e
as, l'augmentation de l'a
tivité des ribosomes serait réalisée par une augmentation de la
on
entration des ARNt 
hargés [142℄. Dans nos 
onditions, l'expression des ARNt syn-thases et des protéines ribosomales est similaire dans les trois 
onditions, suggérant quenous sommes bien dans des 
onditions de �faible taux de 
roissan
e�. De plus, les gènes
odant pour les ARNt étant en opéron ave
 les protéines ribosomales, nous pouvonssupposer que les 
on
entrations des ARNts sont restées identiques dans nos 
onditions.Or le �ux de synthèse des ARNt 
hargés obéit à l'expression suivante :
νaa = Eaafaa(A,ATP,ARNt)où Eaa désigne la 
on
entration de la ARNt synthase, faa l'a
tivité de 
ette enzyme, et

A (resp. ARNt) est la 
on
entration de l'a
ide aminé d'intérêt (resp. de l'ARNt 
orres-pondant). La fon
tion faa est une fon
tion 
roissante de ses arguments. Comme Eaa, et
ARNt sont similaires dans les trois 
onditions, l'augmentation du �ux νaa est don
 liéà l'augmentation des 
on
entrations A, ATP ou des deux. Le tableau 3.11 indique queles 
on
entrations des a
ides aminés a en e�et augmenté en malate+glu
ose. Certainesexpérien
es ont montré que la 
on
entration en ATP augmente ave
 le taux de 
rois-san
e [26℄. Ainsi le �ux de ARNt 
hargés pour les a
ides aminés augmente grâ
e aux
on
entrations 
roissantes d'a
ides aminés et aussi probablement d'ATP.Les propriétés mathématiques asso
iées aux modules se sont révélées e�e
tives pouranalyser l'adaptation des voies métaboliques dans des 
onditions de 
ulture di�érentes.A faible taux de 
roissan
e, l'adaptation générale du métabolisme s'e�e
tue à la fois auniveau génétique et au niveau métabolique, grâ
e à l'utilisation judi
ieuse de 
ertaines
on
entrations métaboliques élevées d'une part, et aux régulations génétiques d'autrepart. Ces métabolites ont un r�le stratégique 
ertain dans l'adaptation du métabolisme
ar ils vont permettre d'obtenir un même �ux de synthèse de pré
urseurs métaboliquesmais ave
 moins d'enzymes. L'é
onomie de protéines est réalisée grâ
e à la régulationgénétique. Nous montrerons dans le 
hapitre suivant que 
ette stratégie d'é
onomie enprotéines est 
ru
iale pour la ba
térie 
ar 
'est un moyen e�e
tif d'augmenter son tauxde 
roissan
e.3.4 Con
lusionLa stru
ture du 
ontr�le des voies métaboliques de Ba
illus subtilis apparaît don
modulaire, hautement 
oordonnée et hiérar
hisée en fon
tion de quelques signaux pléio-tropes bien 
hoisis (voir la �gure 3.1) 
omme le FBP et le GTP. De plus, le 
adre formeld'analyse des voies métaboliques introduit au 
hapitre pré
édent s'est révélé e�e
tif pour
omprendre le 
omportement du réseau métabolique de 
ette ba
térie dans des 
ondi-tions expérimentales di�érentes et 
e à plusieurs niveaux.La prédi
tion du 
omportement qualitatif des di�érents 
omposants d'une voie méta-bolique asso
iée à leur 
onfrontation ave
 des données expérimentales nous a permis de
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lusion 113montrer l'intérêt de notre appro
he, et 
e à l'é
helle du réseau métabolique entier. Ladé�nition et la manipulation des modules permet en régime permanent d'une part deréduire la 
omplexité du réseau métabolique, et d'autre part d'assurer un dé
ouplagevis-à-vis des métabolites fortement 
onne
tés dont les variations pourraient entraîner unréajustement global des modules. La 
onne
tivité des voies métaboliques entre elles estdon
 également réduite et seuls 
ertains métabolites spé
i�ques semblent jouer un r�ledans l'adaptation globale de la 
ellule. En pratique, il su�rait don
 de mesurer unique-ment 
es métaboliques spé
i�ques ainsi que 
ertaines grandeurs physiologiques 
ommeles 
on
entrations des ribosomes pour 
omprendre la stratégie d'adaptation du réseaumétabolique fa
e à une variation de la ressour
e. Par ailleurs, 
e dé
ouplage du régimepermanent des modules vis-à-vis des métabolites intermédiaires peut s'interpréter dupoint de vue de l'Automatique en terme d'une meilleure 
ontr�labilité des voies méta-boliques.La question est maintenant de 
omprendre 
omment une stru
ture modulaire de
ontr�le a émergé. En Automatique, une telle stru
ture de 
ontr�le est appelée 
om-mande dé
entralisée. Classiquement, les méthodes e�
a
es de synthèse de 
orre
teurs
omme la 
ommande H∞ 
on
ernent les 
orre
teurs 
entralisés, 
'est-à-dire sans stru
-ture parti
ulière. L'obtention d'un 
orre
teur dé
entralisé �optimal� suivant un 
ertain
ritère mêlant à la fois les 
ontraintes de performan
e que doit remplir le 
orre
teur etla 
ontrainte de stru
ture du 
orre
teur résulte en un problème d'optimisation de 
om-plexité importante qui dans le 
as général n'est pas résolu de façon e�
a
e [200, 23, 204℄.En pratique, pour obtenir un 
orre
teur dé
entralisé par des algorithmes e�
a
es de syn-thèse de 
orre
teurs 
lassiques, il est né
essaire de mettre en pla
e une pro
édure quin'assure pas l'optimalité du 
orre
teur synthétisé. La stru
ture du 
orre
teur est impo-sée en parallèle des 
ontraintes de performan
e asso
iées au 
ahier des 
harges3. Deuxappro
hes 
lassiques sont possibles [210℄ : la synthèse séquentielle et la synthèse indé-pendante de lois de 
ommande lo
ale qui 
onsiste à synthétiser indépendamment des loisde 
ommandes lo
ales et à véri�er ensuite les propriétés du système bou
lé. Une adapta-tion de la se
onde méthode développée dans [200℄ permet de synthétiser dire
tement uneloi de 
ommande dé
entralisée pour un système multivariable en 
ontraignant 
haquesous-système à avoir un 
omportement entrée/sortie 
ohérent ave
 l'obje
tif global deperforman
e [200℄.Or 
omment une telle stru
ture de 
ontr�le dé
entralisée a-t-elle pu émerger �naturel-lement� à travers l'évolution ? Contrairement aux ingénieurs, la solution �optimale� de
ontr�le selon un 
ertain 
ritère résultant de l'évolution est don
 stru
turée et satisfaitaussi un 
ritère de performan
e imposé par la 
ompétition féro
e entre ba
téries vis-à-visde l'a

ès aux ressour
es extra
ellulaires pour 
onquérir une ni
he é
ologique. Ainsi enrégime permanent pour une 
ondition environnementale donnée, on peut attendre quela stru
ture du réseau de régulation est 
ompatible ave
 la 
on�guration du réseau mé-tabolique assurant la meilleure performan
e.3Le 
ahier des 
harges d'un 
orre
teur 
orrespond à l'ensemble des spé
i�
ations en termes de stabilitéet de performan
e que doit assurer le 
orre
teur, 
omme par exemple un temps de réponse limité ouen
ore la désensibilisation vis-à-vis de perturbations non mesurées.
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ation et validation des modules 
hez Ba
illus subtilisEn poursuivant 
e parallèle ave
 l'Automatique, la ba
térie en tant que système est for-
ément soumise à des 
ontraintes stru
turelles qui ont permis l'émergen
e d'une stru
turede 
ontr�le dé
entralisé. Le pro
hain 
hapitre de 
ette thèse est ainsi 
onsa
ré à l'identi�-
ation de 
es 
ontraintes stru
turelles, à leur formalisation en un problème d'optimisationet à leurs 
onséquen
es sur la 
ellule en tant que système. En parti
ulier, nous nous at-ta
herons à prédire les 
on�gurations du réseau métabolique pour di�érentes 
onditionsenvironnementales et à 
onfronter 
es prédi
tions ave
 le réseau de régulation génétiqueexpérimentalement identi�é a�n de valider le 
ritère d'optimisation obtenu.



Annexes
3.A Identi�
ation des modulesLes modules sont dé
rits sur les trois tableaux donnés à partir de la page suivante.
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pitre3.Ide

ntifi
ation
etvalidati

ondesmod
ules
hezB

a
illussubtili
s Modules Gènes Régulation Lo
ale Régulation GlobalePTS-glu
ose ptsG, ptsH, ptsI Gl
TPTS-fru
tose1 fruA, ptsH, ptsI, fruK FruR C
pA, Spo0APTS-fru
tose2 levD, levE, levF, levG, ptsH, ptsI LevR C
pAPTS-su
rose sa
P, ptsH, ptsI, sa
A Sa
T, Sa
XPTS-maltose malP, ptsH, ptsI, malA GlvR C
pAPTS-mannose manP, ptsH, ptsI, manA ManR C
pAPTS-trehalose treP, ptsH, ptsI, treA TreR C
pAPTS-sali
in-arbutin bglP, ptsH, ptsI, bglA Li
T C
pAPTS-li
henan li
A, li
B, li
C, ptsH, ptsI, li
H Li
R C
pAPTS-a
etyl-glu
osamine nagP, ptsH, ptsI, nagA, nagBA YvoAT-inositol iolF, iolT, iolG, iolE, iolD, iolC, iolJ, mmsA IolR C
pAT-sorbitol gutP, gutB GutR C
pAT-deoxyglu
onate kdgT, kdgK, kdgA, kdgI, kdgD KdgR C
pAT-glu
u/gala
turonate exuT, uxaC, uxaB, uxaA, uxuB, uxuA ExuR C
pAT-glu
onate gntP, gntK, gntZ GntR C
pA, C
pBT-ribose rbsA, rbsB, rbsC, rbsK RbsR C
pA, AbrBT-arabinose araP, araQ, araE, araA, araB, araDK AraR C
pAT-xylose xylA, xylB XylR C
pAT-gly
erol glpT, glpF, glpD, glpK GlpP C
pAT-malate maeN, y�S, maeA MalRT-su

inate-fumarate d
tP D
tR C
pAT-
itrate 
itM CitT C
pAT-a
etoin ytrB, ytrC, ytrD, ytrE, ytrF YtrA C
pAGly
olyse fbaA, tpiA, gapA, pgk, pgm, eno CggRTCA-
itrate mdh, 
itZ, 
itB, 
itC C
pC C
pANADH-gestion l
tP, ldh, alsS, alsD, ndh, yw
J Rex ResD, AlsR, ArfM
ydA, 
ydB,
ydC,
ydDGlu
osamine-6P-syn glmS Rbox-Gl
N6PTab. 3.13 � Dé
omposition du réseau métabolique de Ba
illus subtilis en modules élémentaires
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Modules Gènes Régulation Lo
ale Régulation GlobalePurine-synthesis pbuX, pbuO, purF, purD,purN,purL,purQ PurRpurM, purE, purK, purC, purB, purH, purAglyA, guaC, pyrP, pyrAA, pyrAB, pyrB, pyrCpyrK, pyrD, pyrE, pyrF, pyrR, xptGua/Hxth-syn pbuX, pbuG, yxjA, purF, purD,purN,purL GboxpurQ, purM, purE, purK, purC, purBpurH, hprT, guaA, guaBAdenine-syn pbuE AboxUMP-synthesis pyrAA, pyrAB, pyrB, pyrC, pyrK PyrRpyrD, pyrE, pyrF, pyrRCTP-synthesis pyrG Rbox-CTPNu
leoside-deg nupC, pdp, deoC DeoR C
pAPurine-deg pu
K, pu
J, pu
I, guaD, pu
A, pu
B, pu
C Pu
R GlnR, TnrApu
D,pu
E, pu
L, pu
M, pu
H, pu
F, pu
GureA, ureB, ureCA
ides-gras-syn fabD, fabHA, fabHB, fabF, fabG FapRfabZ, y
sD, fabI, plsX, plsCA
ides-gras-deg l
fB, fadE, a
dA, fadN, fadB, fadA FadR C
pAArginine-tRNA argS Tbox-ArgAspartate-tRNA aspS Tbox-AspGlutamine-tRNA gatA, gatB, gatC Tbox-GlnGly
ine-tRNA glyQ, glyS Tbox-GlyHistidine-tRNA hisS Tbox-HisIsoleu
ine-tRNA ileS Tbox-IleLeu
ine-tRNA leuS Tbox-LeuPhenylalanine-tRNA pheS, pheT Tbox-PheSérine-tRNA serS Tbox-SerThreonine-tRNA thrS, thrZ Tbox-ThrThryptophane-tRNA trpS Tbox-TrpTyrosine-tRNA tyrS, tyrZ Tbox-TyrValine-tRNA valS Tbox-ValTab. 3.14 � Dé
omposition du réseau métabolique de Ba
illus subtilis en modules élémentaires (suite)
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pitre3.Ide

ntifi
ation
etvalidati

ondesmod
ules
hezB

a
illussubtili
s Modules Gènes Régulation Lo
ale Régulation GlobaleAspx-deg ansA, ansB AnsRArginine-synthesis argJ, argB, argC, argD, argF, 
arA, 
arB AhrC AbrB, C
pA, Ro
RargG, argH, argI, ro
D, ro
AArginine-deg ro
C, ro
E, argI, ro
D, ro
A, ro
G Ro
R C
pA, AhrCT-glutamine-deg glnT, glsA GlnLGlutamine-syn glnA GlnR TnrAGlutamate-syn gltA, gltB GltC TnrA, FsrAGly
ine-deg g
vPA, g
vPB, g
vT Rbox-GlyHistidine-deg hutH, hutU, hutI, hutG HutP C
pA, CodY, AbrBProline-syn proB, proA, proI Tbox-ProLysine-syn lysC, asd, dapA, dapB, dapH, patA, dapL, dapF, lysA LboxT-
ystine t
yJ, t
yK, t
yL, t
yM, t
yN YtlISul�de-syn 
ysJ, 
ysI CysLCysteine-syn-tRNA 
ysE, 
ysK, 
ysS Tbox-Cys, CymRCysteine-syn t
yP, t
yJ, t
yK, t
yL, t
yM, t
yN, ytlI, ssuA, ssuB, ssuC CymRssuD, 
ysK, mtnN, luxS, m

A, m

B, sat, 
ysC, 
ysHSAM-metabolism metN, metP, metQ, metI, metC, metE, metK SboxspeD, speE, mtnN, mtnK, mtnA, mtnB, mtnW, mtnX, mtnD, mtnEBCAA-deg b
d, bkdAA, bkdAB, bkdB, lpdV BkdR CodY, TnrA, C
pAIsoleu
ine-syn 
trA, ilvA, ilvB, ilvH, ilvC, ilvD, ilvK, ilvE CodY Tbox-Leu, TnrA, C
pALeu
ine-syn 
trA, ilvB, ilvH, ilvC, ilvD, ilvK, ilvE Tbox-Leu CodY, TnrA, C
pAleuA, leuB, leuC, leuDValine-syn 
trA, ilvB, ilvH, ilvC, ilvD, ilvK, ilvE CodY Tbox-Leu, TnrA, C
pATryptophan-syn trpE, pabA, trpD, trpF, trpC, trpA, trpB, trpF, hisC TRAPTab. 3.15 � Dé
omposition du réseau métabolique de Ba
illus subtilis en modules élémentaires (suite)
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Chapitre 4La méthode Resour
e Balan
e AnalysisAu regard des résultats présentés dans les deux 
hapitres pré
édents, l'évolution etla pression de séle
tion des systèmes biologiques ont permis l'émergen
e d'organismespossédant une stru
ture de 
ontr�le modulaire. Notre étude ayant portée uniquementsur les deux organismes modèles que sont Ba
illus subtilis et Es
heri
hia 
oli, nous nepouvons bien évidemment pas 
on
lure sur la modularité systématique du 
ontr�le desvoies métaboliques pour tous les êtres vivants. Néanmoins, 
ette organisation modu-laire reste remarquable si on raisonne par rapport aux 
ontr�leurs que les automati
ienssavent réaliser pour les systèmes physiques. Seul l'ajout de 
ontraintes spé
i�ques lorsde la synthèse du 
orre
teur par des méthodes e�
a
es permet d'obtenir un 
ontr�leurstru
turé modulaire pour le système à 
ontr�ler [200℄. En poursuivant 
e parallèle entreAutomatique et Biologie, nous pouvons alors imaginer que les ba
téries Ba
illus subtiliset Es
heri
hia 
oli sont soumises à des 
ontraintes stru
turelles permettant d'expliquerl'émergen
e d'une stru
ture de 
ontr�le modulaire. Si les mé
anismes molé
ulaires pré
isréalisant le 
ontr�le des voies métaboliques, 
'est-à-dire l'implémentation biologique dela régulation, di�ère fortement entre 
es deux organismes, les 
on�gurations de la stru
-ture des régulations et la 
on�guration du réseau métabolique asso
iée sont relativementsimilaires [75, 107℄. On peut alors supposer que 
es deux ba
téries sont soumises à des
ontraintes stru
turelles de même nature.A 
e stade, la question 
entrale de la suite de 
ette thèse 
onsiste à identi�er 
es
ontraintes stru
turelles et à les formaliser mathématiquement en un problème d'op-timisation dont nous explorerons les propriétés théoriques au 
ours de 
e 
hapitre. No-tamment, la 
omplexité intrinsèque du problème d'optimisation sera parti
ulièrementétudiée. De plus, nous montrerons qu'e�e
tivement 
e problème d'optimisation permetde retrouver les di�érentes 
on�gurations du réseau métabolique observées par les bio-logistes pour des 
onditions environnementales variées. Il ne s'agit pas de retrouver less
hémas de régulations expli
ites, 
'est-à-dire l'implémentation physique des régulationsau niveau molé
ulaire, mais bien leur résultat �nal sur la 
on�guration et le dimension-nement des voies métaboliques. En d'autres termes, les 
on�gurations des voies métabo-liques obtenues par 
e problème d'optimisation 
orrespondent au dimensionnement duréseau métabolique que devrait réaliser la ba
térie pour être optimale suivant le 
ritèreet les 
ontraintes 
hoisis. La validation du problème d'optimisation sera réalisée au 
ours121



122 Chapitre 4. La méthode Resour
e Balan
e Analysisdu 
hapitre suivant en 
omparant entre autres les 
on�guration des voies métaboliquesprédites ave
 le réseau de régulation expérimentalement identi�é, 
'est-à-dire ave
 lesmodules élémentaires identi�és au 
hapitre 3. Ce problème d'optimisation et ses proprié-tés théoriques 
onstituent l'une des 
ontributions prin
ipales de 
ette thèse et ont étépubliés dans un arti
le de 
onféren
e [76℄.4.1 Identi�
ation des 
ontraintes stru
turelles en phaseexponentielle de 
roissan
eCette se
tion est dédiée à l'identi�
ation des 
ontraintes stru
turelles pouvant agirsur une ba
térie 
omme Ba
illus subtilis ou Es
heri
hia 
oli grâ
e à l'analyse de leurfon
tionnement dans une phase de vie importante : la phase exponentielle de 
roissan
e.L'analyse du fon
tionnement d'une ba
térie 
omme Ba
illus subtilis en phase expo-nentielle 
onsiste tout d'abord à identi�er les éléments né
essaires à la 
roissan
e. Enphase exponentielle de 
roissan
e, le volume de la population de ba
téries 
roît de façonexponentielle :
V (t) = V0e

µt.

V0 
orrespond au volume initial de la population à t = 0. Un 
ertain nombre de pro
essusbiologiques sont à l'÷uvre pour assurer la 
roissan
e exponentielle. Par exemple, uneba
térie en forme de bâtonnet 
omme Ba
illus subtilis ou Es
heri
hia 
oli doit� répliquer son ADN ;� produire et assembler de la paroi 
ellulaire et de la membrane pour s'allonger ;� former le septum de division1.Bien entendu, la ba
térie doit en parallèle assurer la synthèse de tous les 
omposantsné
essaires à l'ensemble de 
es pro
essus. Compte tenu de la 
omplexité et la grandesophisti
ation de l'ensemble des mé
anismes en jeu, nous devons réduire et simpli�ernotre objet d'étude a�n de ne saisir que l'essentiel des mé
anismes à travers une analysesystémique de la 
ellule propre à l'Automatique.4.1.1 Une vision systémique de la 
elluleLe �gure 4.1 et la �gure 2 page 7 dé
rivent des représentations systémiques et simpli-�ées d'une 
ellule, intégrant les prin
ipales fon
tions 
ellulaires en phase de 
roissan
e : leréseau métabolique, les appareils de trans
ription et de répli
ation des gènes, de tradu
-tion des protéines, ainsi que les ma
hineries d'assemblage de la paroi et de la membrane
ellulaire. La vision système 
onsiste à 
onsidérer 
haque sous-système 
ellulaire 
ommeun blo
 entrée-sortie transformant des entrées U en sorties Y . Par exemple, le sous-système �réseau métabolique� a 
omme entrées1Le septum de division désigne la paroi transversale produite dans une ba
térie lors de la division
ellulaire pour séparer la ba
térie en deux.
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Fig. 4.1 � Une représentation systémique de la 
ellule� des 
haînes 
arbonées, des ions, des a
ides aminés importés depuis le milieu exté-rieur,� des métabolites produits au 
ours de la synthèse de 
omposants 
ellulaires,et 
omme sorties Y tous les pré
urseurs métaboliques requis pour la synthèse des 
om-posés 
ellulaires tels que les ARN de transfert 
hargés (ARNt
) ou les nu
léotides utiliséslors de la synthèse des protéines. Toutefois, si on s'arrête à 
ette des
ription entrée/sortiedu réseau métabolique, on oublie des a
teurs importants, les protéines, 
orrespondantaux enzymes et aux transporteurs. Les protéines font partie des entrées de 
e sous-système 
ellulaire. En poursuivant 
ette dé
omposition pour 
haque pro
essus, la �gure4.1 et la �gure 2 page 7 illustrent le fait remarquable suivant : tous les sous-systèmes
ellulaires sont 
omposés de protéines (et prennent don
 en entrée des protéines). Lesprotéines 
onstituent un 
ouplage fort entre tous les pro
essus 
ellulaires. Un pro
essus
ellulaire peut don
 se représenter 
omme le blo
 entrée/sortie de la �gure 4.2 
omposéentre autres de protéines transformant des entrées U en sorties Y . Dans la majorité despro
essus biologiques 
omposant la 
ellule, les entrées U 
orrespondent à de l'énergie etaux pré
urseurs métaboliques utilisés. Les sorties Y 
orrespondent aux di�érents 
om-posants 
ellulaires (ADN, ARN, protéines, et
.). A 
e titre, deux pro
essus biologiquessont remarquables :� l'appareil de tradu
tion des protéines : qui prend en entrée U de l'énergie et desARNt 
hargés pour produire en sortie Y les protéines 
omposant tous les pro
es-sus 
ellulaires : les enzymes/transporteurs du réseau métabolique, les protéines del'appareil de tradu
tion (protéines ribosomales, les fa
teurs d'élongation, et
), et�nalement toutes les protéines impliquées dans les pro
essus d'assemblage molé-
ulaires, ou dans les pro
essus biologiques 
omme la prévention du stress ou la
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Processus biologique

Protéines

U YFig. 4.2 � La représentation entrée/sortie de 
haque pro
essus 
ellulairepréparation à la phase stationnaire ;� le réseau métabolique : qui prend en entrée U des nutriments du milieu extra
ellu-laire et qui produit en sortie Y les di�érents pré
urseurs métaboliques et l'énergiené
essaire à tous les pro
essus 
ellulaires.Nous venons d'isoler i
i un 
ouplage stru
turel agissant sur l'ensemble du système : uneressour
e 
ommune, les protéines, doit être répartie entre tous les pro
essus 
ellulairesde façon �intelligente� pour assurer la 
roissan
e et la survie de la ba
térie.Conséquen
es de la phase de 
roissan
e sur le 
ouplage par les protéines :En phase exponentielle de 
roissan
e, la population se divise à un taux de 
roissan
e µ
onstant et les 
on
entrations des di�érents 
omposants 
ellulaires sont 
onstantes, pardé�nition du régime établi de la phase exponentielle. Par exemple, pour une protéine Pide 
on
entration Pi(t), on a don

dPi(t)

dt
= 0.Il en va de même pour les 
on
entrations de tous les 
omposants 
ellulaires 
omme lesmétabolites, les ribosomes, et
. Ainsi en régime établi, les ba
téries sont 
apables demaintenir 
onstante la 
on
entration de tous les 
omposants 
ellulaires grâ
e à des mé-
anismes 
omplexes malgré la variation de volume. Puisque par dé�nition d'une 
on
en-tration Pi(t) = ni(t)

V (t)
où ni(t) est le nombre de protéines Pi, on en déduit que

dPi(t)

dt
=
dni(t)

dt

1

V (t)
︸ ︷︷ ︸Produ
tion∆

=pi(t)

−
dV (t)

dt

ni(t)

V 2(t)
︸ ︷︷ ︸Dilution = pi(t) − µPi(t)et don
 pi = µPi en régime établi a�n de maintenir 
onstante la 
on
entration Pi pour
haque ba
térie malgré la variation de volume.Remarque 4.1 On peut rebondir i
i sur les résultats théoriques présentés au 
ours du
hapitre 2. Le terme de produ
tion instantanné pi(t) 
orrespond pour le 
as d'une enzymeaux 
ara
téristiques g(x(t)) et h(t) du 
ontr�le génétique du système (2.4) page 44. La
on�guration du réseau métabolique et en parti
ulier des métabolites impliqués dans le
ontr�le génétique doivent être tels que le régime établi existe pour un taux de 
roissan
edonné µ 
'est-à-dire tels que pi = µPi.
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e 125La 
onséquen
e de 
ette remarque pour le réseau métabolique est fondamentale. En ef-fet, prenons le 
as de n'importe quelle protéine Pi. La synthèse d'une protéine 
onsommeun 
ertain nombre de métabolites 
omme des a
ides aminés sous forme d'ARNt 
hargéset de l'énergie sous forme de GTP prin
ipalement. Par 
onséquent, si une quantité αki depré
urseur métabolique spé
i�que Xk est 
onsommée lors de la synthèse de la protéine
Pi, alors un �ux de Xk égal à µαkiPi est 
onsommé pour maintenir la 
on
entration
Pi 
onstante au taux de 
roissan
e µ. Con
rètement, 
ela signi�e que pour maintenir
onstante la 
on
entration de la protéine Pi, on a� un �ux de 
onsommation asso
ié à 
haque a
ide aminé 
omposant la protéine égalà µαaa,iPi où αaa,i est le nombre de 
et a
ide aminé 
omposant la protéine ;� un �ux de 
onsommation d'énergie (sous forme de GTP) 
orrespondant à µαgtp,iPioù αgtp,i est le nombre de GTP 
onsommés pour produire 
ette protéine.Ainsi au niveau d'un a
ide aminé par exemple, le �ux 
onsommé pour produire toutes lesprotéines de la 
ellule 
orrespond à la somme de tous les �ux né
essaires à la produ
tionde 
haque protéine individuelle : µ∑i αaa,iPi. Si la 
on
entration des protéines restait
onstante quel que soit le taux de 
roissan
e, alors 
e �ux d'a
ides aminés 
onsommédevrait augmenter ave
 µ. En régime établi, le réseau métabolique doit pouvoir fournirl'ensemble des pré
urseurs métaboliques né
essaire à la synthèse des protéines (et plusgénéralement à l'ensemble de la biomasse2) pour un taux de 
roissan
e donné.La remarque 4.1 a également une 
onséquen
e plus générale à l'é
helle de la 
ellule.En e�et, maintenir la 
on
entration Pi de 
haque protéine 
onstante a non seulement unimpa
t sur la 
apa
ité du réseau métabolique pour fournir les pré
urseurs métaboliques
omme nous venons de le montrer, mais aussi sur tous les pro
essus impliqués dans lasynthèse même des protéines 
omme l'appareil de trans
ription et surtout l'appareil detradu
tion des protéines, qui rappelons le est aussi 
omposé de protéines. Autrement dit,pour produire des protéines, il faut des protéines ! La 
apa
ité de l'appareil de tradu
tiondes protéines doit ainsi être 
apable de produire l'ensemble des protéines à un taux de
roissan
e donné, et en parti
ulier de s'auto-reproduire.4.1.2 Répartition d'une ressour
e 
ommune, les protéines, entredi�érents sous-systèmesLe 
ouplage des pro
essus 
ellulaires à travers les protéines va impliquer pour la
ellule une gestion rigoureuse de sa ressour
e en protéines. La ba
térie doit en e�et être
onsidérée 
omme un système autonome qui s'auto-reproduit dans un environnement très
ompétitif vis-à-vis des nutriments extra
ellulaires. Il ne faut pas oublier que la ba
térieest en 
on

uren
e ave
 ses �soeurs� pour l'a

ès aux ressour
es. De plus, le 
oût deprodu
tion d'une protéine est élevé. Environ 85% des ressour
es extra
ellulaires sontutilisées par la ba
térie pour produire des protéines. L'a�e
tation d'une protéine à unpro
essus 
ellulaire doit être �ré�é
hie� au regard de l'investissement requis. Rappelons2La biomasse 
orrespond à la masse sè
he des 
ellules. Par dé�nition, elle est 
omposée de protéines,de lipides, de 
haînes 
arbonées, de nu
léotides, de métabolites, d'ions. . .
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i les aspe
ts identi�és pré
édemment sur la 
apa
ité de 
ertains pro
essus 
ellulaires :� la 
apa
ité du réseau métabolique doit pouvoir fournir l'ensemble des pré
urseursmétaboliques né
essaire à la biomasse pour un taux de 
roissan
e donné ;� la 
apa
ité de l'appareil de tradu
tion des protéines doit être 
apable de produirel'ensemble des protéines à un taux de 
roissan
e donné ;Dans la se
tion 4.2, nous formaliserons mathématiquement 
es deux 
ontraintes stru
-turelles par des 
ontraintes inégalités 
entrées sur les �ux de synthèse des pré
urseursmétaboliques (traduisant la 
ontrainte de 
apa
ité du réseau métabolique) et sur le �uxde synthèse global d'a
ides aminés (traduisant la 
ontrainte de 
apa
ité de l'appareil detradu
tion) pour un taux de 
roissan
e donné.Par ailleurs, le volume de la 
ellule étant limité, il s'agit d'a�e
ter entre les pro
essusbiologiques une ressour
e qui est non seulement 
ommune, mais aussi limitée. Nous ex-primerons 
ette limitation par une 
ontrainte de densité intra
ellulaire, qui nous semblepertinente d'un point de vue biologique.4.1.3 La densité de 
omposants intra
ellulaires est limitéeLa 
ellule doit également s'assurer que la densité intra
ellulaire reste limitée a�nd'assurer la di�usion adéquate des 
omposés 
ellulaires. En e�et, 
omme tout pro
essus
himique, les temps de réalisation des pro
essus biologiques dépendent de la probabilitéde ren
ontre entre plusieurs entités dans un volume donné [230℄. Si 
e temps moyenaugmentait trop à 
ause d'une densité intra
ellulaire trop élevée, la 
ellule pourrait êtreamenée à prendre de mauvaises dé
isions. Dans le 
as de Es
heri
hia 
oli, la densité de la
ellule reste même 
onstante quel que soit le taux de 
roissan
e [120℄. Plus généralement,les auteurs proposent que la densité intra
ellulaire serait 
onstante 
hez les ba
téries sedivisant grâ
e à la formation d'un septum [120℄. En revan
he, la densité pour les ba
tériesen forme de 
oque n'est pas 
onstante durant le 
y
le 
ellulaire. Dans tous les 
as, limiterla densité permet de maintenir une di�usion adéquate des 
omposants de la 
ellule [118℄.4.1.4 La loi de 
onservation de la masseLa loi de 
onservation de la masse est une 
ontrainte stru
turelle très forte pour leréseau métabolique et s'exprime à travers la matri
e de st÷
hiométrie S de la façonsuivante :
Sν = 0,où ν

∆
= (ν1, . . . , νm)T désigne le ve
teur des �ux métaboliques 
omposant l'ensembledu réseau métabolique en régime établi. La matri
e S se déduit en remarquant quel'évolution du i-ème métabolite ci en régime établi s'é
rit :

dci
dt

= νi − νi+1 = [ 1 −1 ]

[
νi

νi+1

]

= 0,et en dé
rivant l'évolution de l'ensemble des métabolites, on obtient Sν = 0.



4.2. Formalisation mathématique des 
ontraintes stru
turelles 1274.2 Formalisation mathématique des 
ontraintes stru
-turellesLes 
ontraintes stru
turelles introduites dans les se
tions 4.1.2, 4.1.3 et 4.1.4 sont in-trinsèquement liées à la 
apa
ité de 
roissan
e de la ba
térie en phase exponentielle. Nousallons don
 maintenant formaliser de façon mathématique les 
ontraintes stru
turellesidenti�ées pré
édemment :� le 
ompromis sur la répartition des protéines entre les voies métaboliques, les ribo-somes et les autres pro
essus 
ellulaires ;� la 
onservation de la masse dans la 
ellule ;� la limitation de la densité intra
ellulaire.4.2.1 NotationsAu 
ours de la se
tion 4.1, nous avons réparti les protéines en trois 
lasses de pro
essusbiologiques : le réseau métabolique, l'appareil de tradu
tion des protéines et les autrespro
essus. Ce dernier ensemble de protéines est noté PG sur la �gure 4.1. Introduisonstout d'abord les notations pour 
es trois ensembles.Le réseau métabolique est 
omposé de :� Ni métabolites internes Xi
∆
= (Xi1, . . . , XiNi

) ;� Np pré
urseurs métaboliques Xp
∆
= (Xp1, . . . , XpNp

) 
onsommés au 
ours de la syn-thèse des 
omposants 
ellulaires ;� Nr métaboliques �re
y
lés� Xr
∆
= (Xr1, . . . , XrNr

) produits durant la synthèse de
es mêmes 
omposants 
ellulaires ;� Nc ma
ro-
omposants Xc
∆
= (Xc1, . . . , XcNc

) 
omme la paroi 
ellulaire ou la mem-brane dont la 
on
entration intra
ellulaire est indépendante du taux de 
roissan
e ;� Nm enzymes E
∆
= (E1, . . . ,ENm

) de 
on
entration E ∆
= (E1, . . . , ENm

), dont les �uxmétaboliques asso
iés 
orrespondent à ν ∆
= (ν1, . . . , νNm

). Par simpli
ité, on notera
m la dimension du ve
teur ν à la pla
e de Nm dans la suite de 
e 
hapitre.Le réseau métabolique sera dé
rit par sa matri
e de st÷
hiométrie S de dimension (Ni +

Np +Nr +Nc) ×m.La 
on
entration de l'appareil de tradu
tion est assimilée à la 
on
entration du prin
ipala
teur dans la tradu
tion des protéines, les ribosomes, et sera notée R.L'ensemble de dimension NG des protéines n'appartenant ni au réseau métabolique, nià l'appareil de tradu
tion sera désigné par PG et la 
on
entration de la protéine PGiappartenant à PG sera notée PGi
. Par dé�nition, 
et ensemble est 
omposé de protéinesessentielles en phase de 
roissan
e 
omme par exemple les protéines impliquées dans larépli
ation de l'ADN, mais aussi de protéines potentiellement dispensables mais qui sontné
essaires pour la survie de la ba
térie sur un long terme. On 
itera par exemple lesprotéines impliquées dans la prévention du stress.



128 Chapitre 4. La méthode Resour
e Balan
e AnalysisCouplage entre la 
on
entration d'une enzyme et le �ux métaboliqueLes deux 
hapitres pré
édents ont montré les liens existants entre �ux et 
on
entrationde l'enzyme. Nous supposons dans la suite que Ej(t), la 
on
entration de l'enzyme Ej àl'instant t est reliée au �ux instantané νj(t) par la relation suivante
νj(t) = ±kEj

Ej(t) (4.1)où kEj
> 0 
orrespond à l'e�
a
ité de l'enzyme. A travers 
ette relation, nous supposonsque les enzymes fon
tionnent en régime quasi saturé. Cette hypothèse est supportéepar de ré
ents résultats montrés dans [156℄ pour une enzyme spé
i�que de la voie despentoses phosphate Zwf 
hez E. 
oli.Evaluons maintenant l'impa
t de la variation de volume pour 
ette enzyme sous 
ettehypothèse. En régime établi, la ba
térie doit maintenir la 
on
entration de l'enzyme
onstante, 
e qui au niveau du réseau métabolique, se traduit par la 
onsommation dedi�érents pré
urseurs métaboliques. Si une quantité αij de pré
urseur métabolique Xpiest 
onsommée lors de la synthèse de l'enzyme Ej , alors le �ux νij de métabolite Xpiné
essaire pour maintenir la 
on
entration Ej 
onstante à l'équilibre est donné par

νij = µαijEj = µαij
|νj|

kEj

. (4.2)Sous 
ette hypothèse, augmenter les �ux métaboliques dans une voie métabolique estéquivalent à augmenter la 
on
entration des enzymes. Cette dépendan
e par un para-mètre �xe kE suppose que l'adaptation des �ux métaboliques s'e�e
tue essentiellementau niveau génétique, par la modulation des 
on
entrations des enzymes. Cette hypothèsesemble li
ite pour des taux de 
roissan
e élevés, et né
essite une validation expérimentale(a
tuellement en 
ours de réalisation). Pour des taux de 
roissan
e plus faibles 
ommepour les 
onditions expérimentales du 
hapitre pré
édent, l'adaptation du réseau mé-tabolique se fait aussi en partie par les métabolites. Nous montrerons dans 
e 
hapitreet dans le 
hapitre suivant que malgré 
ette représentation simpli�ée de la 
ellule, lesrésultats obtenus sont tout à fait pertinents lorsqu'ils sont 
omparés aux données issuesde la littérature.4.2.2 De la répartition des protéines à la formalisation de trois
ontraintes stru
turellesPour augmenter son taux de 
roissan
e, la ba
térie doit augmenter globalement le �uxde synthèse de biomasse, et don
 à 
e titre les �ux de synthèse des voies métaboliques.Le partage de la ressour
e en protéines dans la 
ellule doit alors garantir que :� la 
apa
ité du réseau métabolique augmente pour augmenter le �ux de produ
-tion des pré
urseurs métaboliques. Sous l'hypothèse donnée par l'équation 4.1, 
elasigni�e que la 
on
entration des enzymes augmente ;� la 
apa
ité totale de produ
tion des protéines, 
'est-à-dire la 
on
entration desprotéines de l'appareil de tradu
tion augmente également.
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ontraintes stru
turelles 129Ainsi, un 
ompromis existe quant à l'utilisation des pré
urseurs métaboliques suivants'ils parti
ipent à l'élaboration de protéines dédiées au réseau métabolique, ou dédiées àl'appareil de tradu
tion des protéines (prin
ipalement les ribosomes).Ce 
ompromis est traduit en deux 
ontraintes, (C1) et (C2). L'une, (C1), porte sur la
apa
ité du réseau métabolique et sur son fon
tionnement, et l'autre (C2) sur la 
apa
itéde l'appareil de tradu
tion à produire les protéines. La 
ontrainte (C1) est égalementé
latée en 4 sous-
ontraintes, 
ha
une 
ara
térisant une 
ontrainte de 
apa
ité spé
i�queà laquelle est soumis le réseau métabolique. En�n la 
ontrainte (C3) dé
rit la limitationde la densité intra
ellulaire.Contrainte (C1) : �Capa
ité du réseau métabolique�En régime établi, 
'est-à-dire à µ �xé, di�érents points doivent être assurés :(C1a) : la 
apa
ité du réseau métabolique doit être su�sante pour produire tous lespré
urseurs métaboliques requis pour la 
roissan
e de la 
ellule, y 
ompris 
euxutilisés dans la tradu
tion des protéines, ou par les ma
hineries molé
ulaires. For-mellement, 
ette 
ontrainte signi�e que le �ux de synthèse des Np pré
urseurs mé-taboliques produits par le réseau métabolique doit être supérieur au �ux 
onsommépar la synthèse des 
omposants 
ellulaires.Pour tout i ∈ {1, . . . , Np},
−

m∑

j=1

Spij
νj + µ

(
m∑

j=1

C
Mp

Mij
|νj| + C

Mp

Ri
R+

NG∑

j=1

C
Mp

Gij
PGj

)

− νY ≤ 0où Sp est la sous-matri
e de S de dimensionNp×m spé
i�que des métabolitesXp, et
νY 
orrespond à un �ux �gratuit� de métabolites é
hangé ave
 l'environnement pardi�usion. Les 
÷�
ients CMp

Ri
et CMp

Gij
sont positifs et 
orrespondent respe
tivementau nombre de pré
urseurs métaboliques numéro i (Xpi

) requis pour la synthèse d'unribosome et de la j-ème protéine appartenant à PG. Le 
÷�
ient CMp

Mij
est positifet dé�ni par CMp

Mij
=

αp
ij

kEj

où αp
ij est le nombre de pré
urseurs métaboliques numéro

i (Xpi
) requis pour la synthèse de la j-ème protéine appartenant au réseau méta-bolique.(C1b) : la 
apa
ité du réseau métabolique doit être su�sante pour maintenir 
onstantela 
on
entration d'un ensemble de ma
ro-
omposants Xc (membrane, paroi 
ellu-laire) à la valeur X̄c

∆
= (X̄c1 , . . . , X̄cNc

), où X̄ci
désigne la 
on
entration 
ible du

i-ème ma
ro-
omposant Xci
.Pour tout i ∈ {1, . . . , Nc},
−

m∑

j=1

Scij
νj + µX̄ci

≤ 0où Sc est la sous-matri
e de S de dimensionNc×m spé
i�que des ma
ro-
omposants
Xc.



130 Chapitre 4. La méthode Resour
e Balan
e Analysis(C1c) : la 
apa
ité du réseau métabolique doit être su�sante pour absorber tous les
Nr métabolites re
y
lés produits lors de la synthèse des 
omposants 
ellulaires.Pour tout i ∈ {1, . . . , Nr},

m∑

j=1

Srij
νj + µ

(
m∑

j=1

CMr

Mij
|νj | + CMr

Ri
R+

NG∑

j=1

CMr

Gij
PGj

)

≤ 0où Sr est la sous-matri
e de S de dimension Nr ×m spé
i�que des métabolites Xr.Les 
÷�
ients CMr

Ri
, CMr

Gij
sont également positifs et 
orrespondent respe
tivementau nombre de métabolites re
y
lés numéro i (Xri

) produits durant la synthèse d'unribosome et de la j-ème protéine appartenant à PG. Le 
÷�
ient CMr

Mij
est positif etdé�ni par CMr

Mij
=

αr
ij

kEj

où αr
ij est le nombre de métabolites re
y
lés numéro i (Xri

)produits durant la synthèse de la j-ème protéine appartenant au réseau métabolique.(C1d) : les �ux métaboliques doivent satisfaire la loi de 
onservation de la masse enrégime établi.Pour tout i ∈ {1, . . . , Ni},
m∑

j=1

SIij
νj = 0où SI est la sous-matri
e de S de dimension Ni × m spé
i�que des métabolitesinternes Xi.Contrainte (C2) : �Capa
ité de l'appareil de tradu
tion�La 
apa
ité de l'appareil de tradu
tion doit être su�sante pour maintenir 
onstante la
on
entration de toutes les protéines de la 
ellule en régime établi au taux de 
roissan
e

µ :
µ

(
m∑

j=1

CR
Mj

|νj| + CR
RR+

NG∑

j=1

CR
Gj
PGj

)

− kTR ≤ 0où kT désigne l'e�
a
ité de la tradu
tion (autour de 12 à 20 a
ides aminés par se
ondeà 37◦C [28℄). Cette e�
a
ité de tradu
tion a été déterminée sur les ribosomes a
tifs dela 
ellule. Or environ 20% des ribosomes de la 
ellule en phase exponentielle sont en
ours de synthèse et don
 non fon
tionnels. Nous verrons dans la se
tion 4.7 
ommentprendre en 
ompte 
e phénomène : 
ela revient à modi�er kT et ne 
hange pas la naturede la 
ontrainte. Les 
÷�
ients CR
R et CR

Gj
sont stri
tement positifs et 
orrespondentrespe
tivement au nombre total d'a
ides aminés par ribosome et pour la j-ème protéineappartenant à PG. Le 
÷�
ient CR

Mj
est stri
tement positif et dé�ni par CR

Mj
=

nR
j

kEjoù nR
j est le nombre total d'a
ides aminés de la j-ème protéine appartenant au réseaumétabolique.
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ontraintes stru
turelles 131Contrainte (C3) : �Limitation de la densité intra
ellulaire�La densité de la 
ellule est limitée pour assurer la di�usion adéquate de tous les
omposants 
ellulaires (protéines, métabolites, ions, et
) [18, 232℄.
m∑

j=1

CD
Mj

|νj| + CD
RR+

NG∑

j=1

CD
Gj
PGj

− D̄ ≤ 0où D̄ est la densité moyenne équivalente en protéines de la 
ellule. Les 
÷�
ients CD
Gj

et
CD

Mj
sont respe
tivement égaux à CR

Gj
et CR

Mj
et CR

D 
orrespond à la densité équivalenteen protéines d'un ribosome.Des notations ve
torielles introduites pour dé
rire l'ensemble PG : Dans lasuite, pour alléger les notations, on utilisera les ve
teurs suivants pour manipuler les
÷�
ients asso
iés à PG dans les di�érentes 
ontraintes :� Cx
Gi

∆
= (Cx

Gi1
, . . . , Cx

GiNG
) pour x ∈ {Mp,Mr} ;� Cx

G
∆
= (Cx

G1
, . . . , Cx

GNG
) pour x ∈ {R,D}.De plus, on dé�nit PG

∆
= (PG1 , . . . , PGNG

) et on désignera par PG ≥ 0, l'ensemble desinégalités PGj
≥ 0 pour j ∈ {1, . . . , NG}.4.2.3 Un problème de faisabilité à µ donné : Pf(µ)Conséquen
e de la phase de 
roissan
e équilibrée pour les nutriments ex-tra
ellulairesNous supposons que les ressour
es extra
ellulaires sont 
onstantes : les ressour
es nes'épuisent pas, et le �ux d'entrée de 
es nutriments est supposé dépendre uniquement dela 
on
entration des transporteurs.Formalisation du problème d'optimisation : �Resour
e Balan
e Analysis�Si la 
ellule peut 
roître ave
 un taux de 
roissan
e µ, alors les trois 
ontraintesstru
turelles (C1), (C2) et (C3) sont né
essairement satisfaites. Ainsi pour un taux de
roissan
e µ donné, on va 
her
her s'il existe une répartition des ressour
es (ν, R) quisatisfasse les trois 
ontraintes, 
e qui 
onduit au problème d'optimisation Pf (µ) suivant :Pour PG ≥ 0, µ ≥ 0 �xés,trouver R ≥ 0, ν ∈ Rmsoumis à

(C1a), (C1b), (C1c), (C1d), (C2), (C3).Dé�nissons également l'ensemble des solutions faisables asso
iées à Pf (µ) :
Cµ,PG1

,...,PGNG
,kE1

,...,kEm ,kT
= {(R, ν) ∈ R+ ×Rm|(C1a), (C1b), (C1c), (C1d), (C2), (C3)}.



132 Chapitre 4. La méthode Resour
e Balan
e AnalysisDans la suite de 
e 
hapitre, nous noterons Cµ,PG
à la pla
e de Cµ,PG1

,...,PGNG
,kE1

,...,kEm ,kTpour alléger les notations.Puisque notre méthode intègre de manière expli
ite la gestion des ressour
es, nousl'appellerons par la suite la méthode �Resour
e Balan
e Analysis� (RBA).
Pf(µ) peut se mettre sous la forme suivante 
orrespondant d'après [154℄ à un problèmede faisabilité : trouver ξ ∈ Rm+1tel que

ξ ∈ Coù C désigne un ensemble de n 
ontraintes telles que :
C

∆
= {ξ ∈ Rm+1 | fi(ξ) ≤ 0 pour i ∈ {1, . . . , n}}.Par dé�nition, Pf (µ) est dit faisable s'il a une solution et dans 
e 
as Cµ,PG

6= ∅.De plus, Pf(µ) est un problème de faisabilité non-di�érentiable à 
ause de la présen
ede la valeur absolue dans les di�érentes 
ontraintes. Heureusement, 
ette valeur absoluene 
onstitue pas un obsta
le à une analyse de Pf(µ), qui va nous permettre de déduiredes propriétés remarquables dans la suite de 
e 
hapitre.4.3 Un problème sympatique à résoudreNous étudions dans 
ette se
tion les propriétés de Pf(µ) vis-à-vis de µ intéressantesaussi bien au niveau théorique que pour leur impli
ation au niveau biologique :1. si Pf(µ) est faisable, alors la solution faisable (ν̄, R̄) est non nulle ;2. Pf(µ) est 
onvexe ;3. si Pf(µ
+) est faisable alors Pf(µ) est également faisable pour tout µ ∈ [0, µ+) ;4. il existe µ∗ > 0 tel que pour µ > µ∗, Pf(µ) est infaisable.A 
haque étape, le résultat théorique obtenu sera dis
uté d'un point de vue biologique demanière à souligner expli
itement les aspe
ts biologiques garantis par les mathématiques.Soient les 6 ensembles suivants : Im ∆

= {1, . . . , m}, Ip
∆
= {1, . . . , Np}, Ir

∆
= {1, . . . , Nr},

Ii
∆
= {1, . . . , Ni} Ic

∆
= {1, . . . , Nc}, et Ig ∆

= {1, . . . , NG}.4.3.1 Toute solution faisable est non nulleProposition 4.1 Si pour µ > 0 et pour PG ≥ 0, Pf(µ) est faisable alors tout 
ouple desolution faisable (R̄, ν̄) ∈ Cµ,PG
est tel que R̄ > 0 et ν̄ 6= 0, 
'est-à-dire qu'il existe unsous-ensemble non vide U de Im, tel que pour tout j ∈ U , ν̄j 6= 0, et pour tout k ∈ Im/U ,

ν̄k = 0.



4.3. Un problème sympatique à résoudre 133DémonstrationLa démonstration est faite par l'absurde. En e�et, la 
ontrainte (C1a), pour µ > 0 �xé,
ν̄ = 0 et pour tout R̄ ≥ 0 
onduit à µX̄ci

≤ 0, don
 une 
ontradi
tion est obtenue. Nousvenons don
 de prouver qu'il existe un sous-ensemble non vide U de Im, tel que pourtout j ∈ U , ν̄j 6= 0.Pour 
on
lure, si nous supposons que R̄ = 0 alors (C2) 
orrespond à µ∑j∈U1
CR

Mj
|ν̄j| ≤ 0,
e qui 
onduit à une nouvelle 
ontradi
tion.

�La proposition 4.1 souligne expli
itement que si Pf(µ) est faisable alors toute solutionfaisable est non nulle. D'un point de vue biologique, 
ela signi�e que si la ba
térie est
apable de 
roître au taux de 
roissan
e µ, alors il existe une répartition de ressour
es nonnulle pour permettre la 
roissan
e 
ellulaire, et plus parti
ulièrement une 
on
entrationnon nulle de ribosomes et d'un sous-ensemble d'enzymes et de transporteurs du réseaumétabolique. Malgré l'éviden
e biologique d'un tel résultat, il 
orrobore la formalisationmathématique 
hoisie et surtout les 
ontraintes stru
turelles intégrées dans le problèmed'optimisation.4.3.2 Un résultat te
hnique intéressantLemme 4.2 Si pour PG ≥ 0 et µ > 0 �xés, Cµ,PG
6= ∅ et pour (R̄, ν̄) ∈ Cµ,PG

, les
ontraintes (C1a), (C1c), (C2) et (C3) sont stri
tes, alors il existe δµ > 0 tel que Cµ+δµ,PG
6=

∅. La démonstration du lemme 4.2 est reportée en annexe 4.A de 
e 
hapitre page 155.Ce lemme indique que si toutes les inégalités (C1a), (C1c), (C2) et (C3) sont stri
tes, alorsil existe une valeur de µ supérieure pour laquelle Pf(µ) reste faisable. En revan
he, sil'une de 
es inégalités n'est pas stri
te, on ne peut pas 
on
lure. Ce résultat sera utilisépar la suite dans plusieurs démonstrations.4.3.3 Convexité de Pf(µ)Prouvons maintenant la 
onvexité de l'ensemble Cµ,PG
. Dans 
e 
as, le problème defaisabilité asso
ié Pf(µ) est aussi 
onvexe.Proposition 4.3 Pour tout PG ≥ 0 et pour tout µ ≥ 0, Cµ,PG

est 
onvexe.DémonstrationSoient (R̄
′

, ν̄
′

), (R̄
′′

, ν̄
′′

) ∈ Cµ,PG
. Pour 
on
lure que Cµ,PG

est 
onvexe, il su�t de montrerque pour tout λ ∈ [0, 1], (R̄λ, ν̄λ)
∆
=
(
λR̄

′

+ (1 − λ)R̄
′′

, λν̄
′

+ (1 − λ)ν̄
′′)

∈ Cµ,PG
.Soit i ∈ Ip, et montrons que (R̄λ, ν̄λ) satisfait la i-ème 
ontrainte de (C1a). Puisque pourtout j ∈ Im les 
÷�
ients CMp

Mij
sont positifs, nous avons pour tout j ∈ Im et λ ∈ [0, 1],

C
Mp

Mij
|λν̄

′

j + (1 − λ)ν̄
′′

j | ≤ λC
Mp

Mij
|ν̄

′

j| + (1 − λ)C
Mp

Mij
|ν̄

′′

j |.



134 Chapitre 4. La méthode Resour
e Balan
e AnalysisOn en déduit don
 que pour i ∈ Ip, la 
ontrainte (C1a) obtenue pour (R̄λ, ν̄λ) est bornéesupérieurement par la somme des deux 
ontraintes (C1a) obtenues respe
tivement pour
λ(R̄

′

, ν̄
′

) et pour (1 − λ)(R̄
′′

, ν̄
′′

). Comme (R̄
′

, ν̄
′

), (R̄
′′

, ν̄
′′

) ∈ Cµ,PG
, les 
ontraintes (C1a)obtenues pour λ(R̄

′

, ν̄
′

) d'une part, et pour (1 − λ)(R̄
′′

, ν̄
′′

) d'autre part sont faisables,on en déduit que la 
ontrainte (C1a) obtenue pour (R̄λ, ν̄λ) est aussi faisable.Pour tout i ∈ Ic, les 
ontraintes (C1b) sont a�nes en νj . Don
 si 
es 
ontraintes sontsatisfaites pour νj = ν̄
′

j et νj = ν̄
′′

j , alors elles sont aussi satisfaites pour νλ
j = λν̄

′

j + (1−

λ)ν̄
′′

j .On peut prouver de la même façon que (R̄λ, ν̄λ) satisfait aussi les 
ontraintes C1c, C1d,
C2 and C3.Nous pouvons don
 
on
lure que (R̄λ, ν̄λ) ∈ Cµ,PG

et don
 que Cµ,PG
est un ensemble
onvexe.

�Cette proposition est fondamentale dans le 
ontexte de l'optimisation (voir la se
tion4.4). Elle indique que Pf(µ) se résout en temps polynomial même à l'é
helle de la 
ellule[154℄. La présen
e de la valeur absolue dans les di�érentes 
ontraintes n'a au
un im-pa
t sur la 
onvexité de Pf (µ). Montrons maintenant qu'il existe une borne supérieureatteignable pour µ vis à vis d'un ensemble de ressour
es donné.4.3.4 L'ensemble des µ faisables est 
ompa
tNous allons maintenant montrer que l'ensemble des µ tels que Pf(µ) soit faisable estun ensemble 
ompa
t.Proposition 4.4 Pf(µ) a les propriétés suivantes :1. Si pour PG ≥ 0 et pour µ+ > 0, Pf (µ
+) est faisable alors pour tout µ ∈ [0, µ+],

Pf(µ) est aussi faisable et Cµ+,PG
⊆ Cµ,PG

;2. Pour tout PG ≥ 0, il existe µ∗ ≥ 0 �ni tel que Pf(µ
∗) est faisable et pour tout

µ > µ∗, Pf(µ) n'est pas faisable.DémonstrationDémonstration du point 1 : Soit δµ > 0 et µ > 0 tel que µ+ = µ + δµ. Ladémonstration de 
ette proposition est dire
te en substituant µ+ par µ+ δµ dans toutesles 
ontraintes et en utilisant les signes positifs et stri
tement positifs des di�érents
÷�
ients dans Pf(µ).Démonstration du point 2 : La démonstration de 
ette proposition est faite en deuxétapes. On montre d'abord que la borne supérieure existe, puis qu'elle est atteinte.
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e d'une borne supérieure pour µ. La démonstration est faite par l'ab-surde en montrant que s'il existe µ∗ > 0, tel que pour tout µ > µ∗, Pf (µ) n'est pasfaisable.Grâ
e à la 
ontrainte (C3), puisque CD
G , CD

R et pour tout j ∈ Im les 
÷�
ients CD
Mj

sonttous stri
tement positifs, on peut déduire qu'il existe des bornes supérieures �nies ν̄max
j ,

R̄max pour 
haque ν̄j et R̄ telles que R̄ ≤ R̄max et pour tout j ∈ Im, |ν̄j | ≤ ν̄max
j .La 
ontrainte (C2) devient ainsi µ(

∑m
j=1C

R
Mj

|ν̄j| + CR
R R̄ + CR

GP
T
G ) ≤ kT R̄

max. Pour
on
lure, nous devons montrer que µ(
∑m

j=1C
R
Mj

|ν̄j| + CR
RR̄ + CR

GP
T
G ) est une fon
tionnon bornée de µ. Ce résultat est évident si PG > 0. Si PG = 0, la 
ontrainte (C1b) im-plique qu'au moins 
ertains �ux νj sont né
essairement des fon
tions 
roissantes de µ etla 
ontradi
tion est obtenue. Don
 il existe une valeur µ∗ ≥ 0 �nie telle que pour tout

µ > µ∗, Cµ,PG
= ∅.

Pf(µ
∗) est faisable. Si µ∗ = 0, le résultat est obtenu puisque (0, 0) appartient à C0,PG

.Supposons maintenant que µ∗ > 0 et que pour tout µ > µ∗, Pf(µ) n'est pas faisable. Ladémonstration est faite par l'absurde. Si Pf(µ
∗) n'est pas faisable, alors il existe ǫ > 0tel qu'au moins une des inégalités (C1a), (C1b), (C1c) ou (C2) est supérieure ou égale à ǫpour tout (R, ν). Pour tout δµ > 0 su�samment petit, il existe (R̄, ν̄) ∈ Cµ∗−δµ,PG

telque les 
ontraintes (C1a), (C1b), (C1c) or (C2) sont satisfaites pour µ = µ∗ − δµ.De plus, R̄ and ν̄ sont uniformément bornées vis-à-vis de µ puisque grâ
e au point 1de 
ette proposition, l'ensemble des solutions faisables asso
ié à des valeurs 
roissantesde µ est in
lus dans les ensembles de solutions faisables asso
iés à des valeurs de µinférieures. Don
 il existe M > 0 (indépendant de µ) tel que pour tout δµ > 0 il existe
(R̄, ν̄) ∈ Cµ∗−δµ,PG

, tel que
(C1a) pour tout i ∈ Ip,

−
∑m

j=1 Spij
ν̄j + µ∗

(
∑m

j=1C
Mp

Mij
|ν̄j | + C

Mp

Ri
R̄+ C

Mp

Gi
P T

G

)

− νY ≤Mδµ

(C1b) pour tout i ∈ Ic,
−
∑m

j=1 Scij
ν̄j + µ∗X̄ci

≤Mδµ

(C1c) pour tout i ∈ Ir,
∑m

j=1 Srij
ν̄j + µ∗

(
∑m

j=1C
Mr

Mij
|ν̄j| + CMr

Ri
R̄+ CMr

Gi
P T

G

)

≤Mδµ

(C2) µ∗(
∑m

j=1C
R
Mj

|ν̄j | + CR
R R̄+ CR

GP
T
G ) − kT R̄ ≤MδµQuel que soit ǫ > 0, en 
hoisissant δµ tel que δµ < ǫ/M , on obtient une 
ontradi
tion 
equi 
on
lut 
ette démonstration.

�La tradu
tion biologique du premier point de 
ette proposition signi�e que s'il existeune répartition de ressour
es pour un taux de 
roissan
e donné, alors elle existe aussipour des valeurs de taux de 
roissan
e inférieures. Con
rètement, on prédit i
i que laba
térie est 
apable de 
roître ave
 un taux de 
roissan
e µ et aussi pour toute valeurde taux de 
roissan
e inférieure. Là en
ore, 
e résultat est trivial d'un point de vue bio-logique, mais il renfor
e bien la pertinen
e des 
ontraintes 
hoisies.
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e Balan
e AnalysisLe deuxième point de la proposition indique qu'il existe un taux de 
roissan
e maxi-mal atteignable pour un ensemble de 
onditions environnementales donné. La prise en
ompte des trois 
ontraintes stru
turelles (C1), (C2) et (C3) impose un 
ompromis sur ledevenir des protéines, 
e qui intrinsèquement limite (et �xe) le taux de 
roissan
e. Grâ
eaux propositions 4.3 et 4.4, on en déduit la valeur maximale du taux de 
roissan
e µ∗peut être 
al
ulée par di
hotomie. Pour un ensemble de ressour
es environnementalesdonné, le taux de 
roissan
e maximal que peut atteindre la ba
térie peut être appro
hépar la résolution itérative de problèmes d'optimisation 
onvexe non di�érentiables. Onobtient également intrinsèquement la répartition en protéines de la 
ellule, 
'est-à-direles 
on
entrations des ribosomes, des enzymes et des transporteurs.Un 
adre formel révélant des prin
ipes fondamentaux de fon
tionnement pourles ba
tériesCes résultats sont parti
ulièrement intéressants 
ar ils o�rent un 
adre rationnel d'ex-pli
ation à la limitation stru
turelle du taux de 
roissan
e. Les biologistes ont en e�et
onstaté que le taux de 
roissan
e des ba
téries varie en fon
tion du milieu extra
ellulaire,et notamment vis-à-vis de la 
omposition de 
elui-
i [184℄. Néanmoins, la question n'avaitjamais été abordée sous l'angle formel, ni du point de vue de l'existen
e de 
ontraintesstru
turelles limitant le taux de 
roissan
e. La méthode RBA s'ins
rit ainsi pleinementdans un des obje
tifs de la Biologie des Systèmes 
orrespondant à la re
her
he de prin-
ipes fondamentaux de fon
tionnement des 
ellules vivantes. Nous ajouterons i
i que lavision système propre à l'Automatique a joué un r�le 
entral pour l'identi�
ation desdi�érentes 
ontraintes et notamment pour le partage de la ressour
e en protéines. Il est
lair que la vision système, les méthodes et outils asso
iés à l'Automatique apporte unavantage 
ertain pour l'analyse des systèmes biologiques.4.4 Équivalen
e entre Pf(µ) et un problème de Pro-grammation LinéaireDans les se
tions 4.2.3 et 4.3.3, nous avons souligné que Pf (µ) 
orrespond à un pro-blème de faisabilité non-di�érentiable et 
onvexe. La 
onvexité est une propriété 
ru
ialepour la résolution des problèmes d'optimisation [154℄. A�n de bien saisir l'apport de la
onvexité dans le 
ontexte de l'optimisation et par 
onséquent pour Pf(µ), nous allonsrapidement introduire les prin
ipales notions d'optimisation né
essaires à la 
ompréhen-sion des résultats théoriques de 
ette se
tion.Trouver le minimum d'une fon
tion peut s'é
rire 
omme le problème d'optimisation sui-vant : minimiser h(ξ)tel que
ξ ∈ Rmoù h désigne la fon
tion à minimiser, en
ore appelée fon
tion de 
oût. La fon
tion h est
ontinue et di�érentiable de Rm dans R, et m 
orrespond à la dimension du problème
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Ensemble Ensemble non convexe

convexe

convexe

non convexeFonction Fonction 

ξ2

ξ1

λξ1 + (1 − λ)ξ2

CC

h(ξ)

h(ξ)

h(ξ)

ξ1

λξ1 + (1 − λ)ξ2

ξ2

h(ξ2)

λξ1 + (1 − λ)ξ2

h(ξ1)
λh(ξ1) + (1 − λ)h(ξ2)

ξ

h(λξ1 + (1 − λ)ξ2)

ξFig. 4.3 � Exemple de deux ensembles C 
onvexe (en haut à gau
he) et non 
onvexe (enhaut à droite) et de deux fon
tions h(x) 
onvexe (en bas à gau
he) et non 
onvexe (enbas à droite)d'optimisation. Si de plus, l'ensemble des solutions faisables est 
ontraint par des inéga-lités, par exemple par l'ensemble C ∆
= {ξ ∈ Rm | fi(ξ) ≤ 0 pour i ∈ {1, . . . , n}} où lesfon
tions fi sont également des fon
tions 
ontinues et di�érentiables de Rm dans R, onparle alors de problème d'optimisation sous 
ontraintes :minimiser h(ξ)tel que

ξ ∈ C.Généralement, la résolution d'un tel problème d'optimisation par la méthode du gradientou de newton par exemple ne 
onduisent pas for
ément à appro
her l'optimum global sil'ensemble C et la fon
tion h ne possèdent pas de bonnes propriétés [22, 154℄. S'il existedes minima lo
aux à la fon
tion h, en fon
tion du point initial 
hoisi, on peut tombersur un minimum lo
al (voir la �gure 4.3 en bas à droite). Trouver alors le minimumglobal pour 
e problème d'optimisation né
essite par exemple de tirer aléatoirement des
onditions initiales qui vont paver l'ensemble C, ou de pouvoir sortir d'un minimum lo
al[154℄. Le temps de résolution asso
ié à 
es méthodes 
roît de façon exponentielle ave
 lataille du problème d'optimisation [154℄.En revan
he si le problème d'optimisation est 
onvexe, 
'est-à-dire si l'ensemble C et lafon
tion de 
oût h sont 
onvexes, alors 
ertaines propriétés sont garanties. Par dé�nition,
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e Balan
e Analysisla fon
tion h(ξ) est 
onvexe si pour tout ξ1, ξ2 appartenant à C et pour tout λ ∈]0, 1[,
h(λξ1 + (1 − λ)ξ2) ≤ λh(ξ1) + (1 − λ)h(ξ2). Tout minimum lo
al 
orrespond alors à unminimum global. De même, l'ensemble C est 
onvexe si pour tout ξ1, ξ2 appartenant à Cet pour tout λ ∈]0, 1[, ξλ ∆

= λξ1+(1−λ)ξ2 appartient aussi à C. Con
rètement, 
ela signi�eque le segment reliant deux points appartenant à un ensemble 
onvexe appartient aussi à
et ensemble (voir la �gure 4.3 en haut à gau
he), soit en
ore que pour tout i ∈ {1, . . . , n}

fi(ξλ) ≤ 0Cette propriété est très forte : l'ensemble des solutions faisables peut être par
ouru dansson ensemble pour toute 
ondition initiale appartenant à 
et ensemble. Un problèmed'optimisation 
onvexe se résoud numériquement en un temps raisonnable, 
'est-à-direque le temps de résolution est une fon
tion polyn�miale de la taille du problème d'opti-misation [21, 24, 154℄. Malheureusement, il n'existe pas for
ément d'algorithmes e�
a
espour résoudre n'importe quel problème d'optimisation 
onvexe. La 
onvexité nous ga-rantit uniquement que si le minimum existe dans l'ensemble 
onvexe, il est atteint entemps polyn�mial. Le degré de performan
e de l'algorithme de résolution peut être trèsélevé et 
onduit alors à des temps e�e
tifs de résolution trop longs.Parmi l'ensemble des problèmes d'optimisation 
onvexe, les problèmes de programma-tion linéaire (LP) sont 
eux que l'on peut le plus e�
a
ement résoudre. Un problème deprogrammation linéaire 
orrespond au problème d'optimisation sous 
ontraintes suivant :minimiser cT ξtel que
aT

i ξ ≤ bi, i = 1, . . . , poù ξ désigne toujours le ve
teur de variables de dé
ision appartenant à Rm, les ve
teurs
c, a1, . . . , ap appartiennent à Rm, et les s
alaires b1, . . . , bp appartiennent à R. Généra-lement, on peut noter l'ensemble des inégalités sous forme matri
ielle par Aξ ≤ b où
A ∈ Rp×m et b ∈ Rp. Par dé�nition du problème de programmation linéaire, la fon
tionobje
tif et les 
ontraintes inégalité intégrées dans un problème de programmation linéairesont a�nes vis-à-vis des variables de dé
ision ξ. Cette 
lasse de problèmes d'optimisation
onvexe ayant été parti
ulièrement étudiée [24, 154℄, des algorithmes e�
a
es en tempsde résolution polyn�mial basés sur la méthode du point intérieur ont été développés[21, 154, 24, 74℄. Ces algorithmes restent e�
a
es en parti
ulier pour des problèmes detrès grande dimension. A 
e titre, 
es algorithmes sont don
 parti
ulièrement bien ap-propriés pour résoudre des problèmes d'optimisation 
entrés sur les systèmes biologiquesdont la dimension peut rapidement être très grande.Dans 
ette se
tion, nous montrons qu'au delà de ses propriétés remarquables vis-à-vis de µ (
onvexité, uni
ité et atteignabilité d'une valeur maximale µ∗), Pf(µ) est aussiéquivalent à un problème de programmation linéaire P lp

f (µ), que l'on peut résoudre e�-
a
ement. D'un point de vue pratique, 
ette équivalen
e est fondamentale 
ar nous allonsdisposer d'un outil prédi
tif e�e
tif que nous exploiterons au 
ours du pro
hain 
hapitre.
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e entre Pf (µ) et un problème de Programmation Linéaire 139Soit P lp
f (µ) le problème de faisabilité LP suivant :trouver R ≥ 0, ν ∈ Rm, νmax ∈ Rm

+soumis à
(C lp

1a) pour tout i ∈ Ip,

−
∑m

j=1 Spij
νj + µ

(
∑m

j=1C
Mp

Mij
νmax

j + C
Mp

Ri
R + C

Mp

Gi
P T

G

)

− νY ≤ 0

(C lp
1b) pour tout i ∈ Ic,

−
∑m

j=1 Scij
νj + µX̄ci

≤ 0

(C lp
1c) pour tout i ∈ Ir,

∑m
j=1 Srij

νj + µ
(
∑m

j=1C
Mr

Mij
νmax

j + CMr

Ri
R+ CMr

Gi
P T

G

)

≤ 0

(C lp
1d) pour tout i ∈ Ii,∑m

j=1 SIij
νj = 0

(C lp
2 ) µ(

∑m
j=1C

R
Mj
νmax

j + CR
RR+ CR

GP
T
G ) − kTR ≤ 0

(C lp
3 )

∑m
j=1C

D
Mj
νmax

j + CD
RR+ CD

GP
T
G − D̄ ≤ 0

(C lp
4 ) pour tout j ∈ Im,

νj − νmax
j ≤ 0 et − (νj + νmax

j ) ≤ 0et l'ensemble 
onstitué d'égalités et d'inégalités suivant :
Clp

µ,PG
= {(R, ν) ∈ R+ ×Rm|(C lp

1a), (C lp
1b), (C lp

1c), (C lp
1d), (C lp

2 ), (C lp
3 )}.Proposition 4.5 Pour PG ≥ 0 et µ ≥ 0 �xés, Cµ,PG

= Clp
µ,PG

.DémonstrationL'équivalen
e est montrée en deux temps.(si) Montrons d'abord que Clp
µ,PG

⊆ Cµ,PG
.Supposons que pour µ ≥ 0, PG ≥ 0 �xés, Clp

µ,PG
6= ∅. Soit (R̄, ν̄) ∈ Clp

µ,PG
. Alors ilexiste ν̄max tel que (C lp

1a), (C lp
1b), (C lp

1c), (C lp
1d), (C lp

2 ), (C lp
3 ) et (C lp

4 ) sont satisfaites. Les
ontraintes (C lp
4 ) impliquent que pour tout j ∈ Im, |ν̄j| ≤ ν̄max

j .Puisque dans les 
ontraintes (C lp
1a), (C lp

1c), (C lp
2 ) et (C lp

3 ), (i) les 
÷�
ients multipliant
ν̄max

j sont positifs ; et (ii) R̄, ν̄, ν̄max satisfont 
es 
ontraintes, on en déduit que R̄, ν̄satisfont aussi(C1a), (C1c), (C2) and (C3). De plus, les 
ontraintes (C1b) et (C lp
1b) ainsi que(C1d) et (C lp

1d) sont les mêmes. On en déduit don
 que (C1b) et (C1d) sont aussi satisfaitespour ν̄.Don
 (R̄, ν̄) ∈ Cµ,PG
. On en 
on
lut que Clp

µ,PG
⊆ Cµ,PG

.(seulement si) Montrons maintenant que Cµ,PG
⊆ Clp

µ,PG
.Supposons que pour µ ≥ 0 et PG ≥ 0 �xés, Cµ,PG

6= ∅. Soit (R̄, ν̄) ∈ Cµ,PG
.Il su�t d'introduire pour 
haque j ∈ Im, une variable positive νmax

j telle que νmax
j = |νj |.Cette équation satisfait de manière évidente les 
ontraintes (C lp

4 ) de P lp
f (µ). Les autres
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e Analysis
ontraintes dé�nissant Clp
µ,PG

sont obtenues par la substitution dire
te de |νj | par νmax
j .Don
 (R̄, ν̄) ∈ Clp

µ,PG

e qui 
on
lut 
ette démonstration.

�La proposition 4.5 démontre que Pf (µ) est équivalent au problème de programma-tion linéaire P lp
f (µ) [21, 154, 24℄. Les propositions 4.1, 4.3 et 4.4 obtenues pour Pf (µ)peuvent être étendues à P lp

f (µ). On en déduit don
 que pour un ensemble de ressour
esextérieures donné, le taux de 
roissan
e maximal atteignable µ∗ peut être 
al
ulé pardi
hotomie à travers la résolution itérative de P lp
f (µ) pour 
haque valeur de µ ainsi queles 
on
entrations des protéines du réseau métabolique et des ribosomes pour µ∗.Par rapport au problème d'optimisation initial Pf(µ) qui 
omprenait Nm +1 variables dedé
ision, Np+Nr +Nc+2 
ontraintes inégalités et Ni 
ontraintes égalités, P lp

f (µ) possède
2Nm + 1 variables de dé
ision, Np + Nr + Nc + 2 + 2 ∗ Nm 
ontraintes inégalités et Ni
ontraintes égalités. La dimension du problème de programmation linéaire 
roît de façonpolyn�miale ave
 la dimension du problème initial. Nous sommes don
 dans un 
adred'équivalen
e sympathique puisque le nombre de variables de dé
ision et de 
ontraintesdu problème de programmation linéaire n'augmente pas de façon exponentielle.Remarque 4.2 Pf(µ) 
al
ule une répartition de ressour
es faisable pour un taux de
roissan
e donné µ, 
'est-à-dire la 
on
entration des ribosomes et des protéines des voiesmétaboliques. Pour les voies métaboliques prin
ipales de Ba
illus subtilis, 
ette réparti-tion des ressour
es 
orrespond à 359 variables de dé
ision (voir le 
hapitre suivant), 
e quine représente pas en-soi un problème de grande dimension. Néanmoins, la représentationde la 
ellule 
onsidérée est simpli�ée, et nous verrons dans la se
tion 4.7 
omment intégrer
ertains phénomènes biologiques qui augmentent la dimension du problème d'optimisa-tion. A 
e titre, l'équivalen
e de Pf(µ) ave
 un problème de programmation linéaire restede notre point de vue le meilleur 
hoix possible en termes d'outils asso
iés à l'optimisa-tion, 
ompte tenu de la très grande dimension théorique des systèmes biologiques. Celanous laisse ainsi une grande marge de man÷uvre pour 
omplexi�er notre modèle.4.5 Di�érents mé
anismes pour é
onomiser des pro-téinesGrâ
e à notre méthode RBA, nous disposons à la fois (i) d'un outil de prédi
tion per-mettant pour la première fois de prédire non seulement pour la valeur maximale du tauxde 
roissan
e pour un ensemble de ressour
e donné, mais aussi pour les 
on
entrationsdes enzymes et des ribosomes, et (ii) d'un 
adre formel révélant des prin
ipes fonda-mentaux du fon
tionnement des ba
téries en phase exponentielle de 
roissan
e 
ommela limitation stru
turelle du taux de 
roissan
e à travers un 
ompromis sur l'allo
ationdes protéines produites pour les di�érents pro
essus 
ellulaires. La gestion des protéinesest par 
onséquent 
ritique pour la 
ellule. Dans 
e 
ontexte, on peut imaginer que toutmé
anisme modi�ant l'allo
ation des protéines à un pro
essus biologique 
omme par
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anismes pour é
onomiser des protéines 141exemple les régulations génétiques, a un impa
t sur le taux de 
roissan
e. Dans 
ettese
tion, nous allons e�e
tivement montrer qu'au delà de la limitation stru
turelle dutaux de 
roissan
e, la méthode RBA permet aussi d'expliquer l'existen
e de 
ertains mé-
anismes qui permettent de gérer au mieux la disponibilité de la ressour
e en protéines,et dont l'impa
t sur le taux de 
roissan
e est 
ritique.Notre analyse s'e�e
tue en deux temps. Tout d'abord, nous montrons grâ
e à l'analysethéorique de Pf(µ) que la répression de sous-systèmes métaboliques permet d'augmen-ter le taux de 
roissan
e. D'un point de vue biologique, 
e
i signi�e que la ba
tériedéveloppe des stratégies 
omme les régulations génétiques pour éteindre des voies mé-taboliques lorqu'elles ne sont pas indispensables a�n d'é
onomiser des protéines et don
d'augmenter le taux de 
roissan
e. Notre méthode RBA permet ainsi de retrouver les
on�gurations des voies métaboliques 
onnues pour di�érents milieux. Ces 
on�gura-tions prédites 
oïn
ident bien, 
omme nous le verrons par la suite, aux 
on�gurationsmétaboliques observées grâ
e au réseau de régulation génétique 
onnu [75℄. Par abusde language, on parlera par la suite de prédi
tion du réseau de régulation ou de pré-di
tion des modules. Néanmoins, et 
e point est 
ru
ial, il ne s'agit pas i
i de prédirel'implémentation biologique de la régulation en tant que telle (fa
teur de trans
ription,riboswit
h, et
.), mais bien du régime établi �nal obtenu 
orrespondant à un ensemblede sous-systèmes métaboliques allumés ou éteints. Ces di�érentes 
on�gurations sontobtenues grâ
e au 
oût intrinsèque en protéines di�érent entre les voies métaboliquesintégré dans le problème d'optimisation.Remarque 4.3 Pour la 
ellule, une régulation génétique réalise une é
onomie de pro-téines à deux niveaux. Non seulement les protéines en tant que telles sont é
onomisées,et don
 des pré
urseurs métaboliques et des ribosomes sont é
onomisés et peuvent êtrea�e
tés à la synthèse d'autres protéines (
ontraintes (C1) et (C2)), mais aussi elles ne
ontribuent plus à l'augmentation de la densité intra
ellulaire. Dans la suite de 
ettethèse, on utilisera le terme �é
onomie en protéines� pour désigner 
ette double é
ono-mie (pré
urseurs et densité). De même, le terme �
oût d'indu
tion� d'une protéine (oud'une voie métabolique) fera référen
e à la quantité de pré
urseurs métaboliques et deribosomes né
essaires à la synthèse de 
ette protéine (ou d'une voie métabolique) ainsiqu'à son impa
t sur la densité intra
ellulaire.Mais les stratégies générales d'é
onomie en protéines ne sont pas réalisées unique-ment au niveau des régulations génétiques. De façon remarquable, la stru
ture du 
ritèred'optimisation montre aussi que l'e�
a
ité des ribosomes et l'e�
a
ité des enzymes ontété optimisées par l'évolution a�n de minimiser la quantité de protéines né
essaire à laréalisation de la fon
tion [52, 91, 245, 45℄ (voir la se
tion 4.5.2). Si 
es di�érents aspe
tssont intégrés dans Pf (µ), les é
helles de temps né
essaires à l'émergen
e d'une régula-tion génétique et à l'optimisation des e�
a
ités des enzymes et des ribosomes ne sontsans doute pas 
omparables. Bien entendu, il existe aussi d'autres 
ontraintes agissantsur le système non intégrées dans notre problème d'optimisation impliquant notammentla survie sur un long terme ou les stratégies de 
oordination entre les ba
téries. Néan-moins, la stru
ture a
tuelle du 
ritère permet déjà de révéler des prin
ipes généraux de
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e Balan
e Analysisfon
tionnement.4.5.1 Prédi
tion théorique des stru
tures de régulation dans leréseau métaboliqueLe problème de faisabilité Pf (µ) permet également de gérer la priorité d'entrée desressour
es extérieures en fon
tion du 
oût de leur voie d'assimilation et de leur voiede synthèse de novo respe
tivement. Une voie métabolique est e�e
tivement 
omposéede plusieurs enzymes, 
ha
une ayant des 
ara
téristiques distin
tes (la 
omposition ena
ides aminés, la longueur, et
.). Plusieurs voies métaboliques peuvent 
onduire à laprodu
tion du même métabolite. Par 
onséquent, le 
hoix entre deux voies métaboliquesest 
ru
ial pour la 
ellule si le taux de 
roissan
e est a�e
té.Ce problème peut être fa
ilement résolu numériquement grâ
e à la proposition 4.5 àtravers la résolution de P lp
f (µ). Le problème est beau
oup plus 
omplexe d'un point devue analytique. En e�et, 
haque voie métabolique 
omprend généralement de nombreux
o-métabolites 
omme l'ATP ou le NADPH. Ainsi, le 
hoix d'une voie de synthèse op-timale implique également l'identi�
ation des voies optimales pour 
es 
o-métabolites,
e qui reste di�
ile analytiquement. Cependant, un résultat théorique peut être obtenu
omme une preuve de prin
ipe dans un 
as simpli�é.

X1 X2 X3

E2E1 En−1

Xpk−1
Xpk

mp1

E
∗
1 mp2

X∗
1

Fig. 4.4 � Exemple de voies métaboliques linéaires mp1 et mp2Considérons deux voies métaboliques mp1 et mp2, représentées sur la �gure 4.4, li-néaires distin
tes de synthèse du k-ème pré
urseur métabolique Xpk
ave
 k ∈ Ip etsupposons que mp2 est plus 
ourte que mp1, i.e les deux voies ont la même 
ompositionmoyenne en a
ides aminés, mais moins de protéines sont impliquées dans mp2 que dans

mp1 pour produire le même �ux de Xpk
. On supposera que mp1 et mp2 sont 
omposéesrespe
tivement de N1 et N2 enzymes telles que N2 < N1. Par exemple, dans le 
as où

Xpk
serait un a
ide aminé, mp1 et mp2 pourraient 
orrespondre respe
tivement à unevoie de synthèse de novo et à un transporteur.Corollaire 4.6 Supposons PG ≥ 0 et µ > 0 �xés et Pf(µ) est faisable ave
 la voie mp1a
tive, et la voie mp2 ina
tive, alors il existe δµ > 0 tel que Pf(µ+ δµ) est faisable, mp2est a
tive et mp1 ina
tive.
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orollaire 4.6 est une 
onséquen
e de la proposition reportée en annexe 4.B de 
e
hapitre page 156 obtenue dans le 
as plus général où la 
omposition en protéines entreles deux voies est di�érente. Le 
orollaire 4.6 indique que 
hoisir une voie métabolique�é
onome� en terme de pré
urseurs métaboliques 
omparée à une voie �
hère� permetd'augmenter le taux de 
roissan
e. Con
rètement, si on reprend notre exemple de deuxvoies de synthèse d'un a
ide aminé soit par un unique transporteur, soit par une voiede synthèse de novo, la résolution de Pf(µ) 
onduira à éteindre 
omplètement la voie desynthèse de novo et à allumer le transporteur si l'a
ide aminé est présent dans le milieuextra
ellulaire. Toutefois, la présen
e des 
o-fa
teurs dans les voies métaboliques 
om-plexi�e la solution analytique. Une solution de Pf(µ) pourrait induire à la fois les 
hemins�é
onome� et �
her� si le 
oût de produ
tion d'un 
o-métabolite, produit par la voie�
hère� est plus faible que 
elui obtenu par toute autre voie de produ
tion alternative. Ladistribution globale des �ux métaboliques obtenue au 
ours de la résolution de Pf (µ) estainsi fortement 
ontrainte à la fois par la st÷
hiométrie du réseau métabolique et par le
oût en pré
urseurs métaboliques de l'indu
tion de 
haque voie métabolique. En 
on
lu-sion, nous prédisons à travers 
e résultat que la ba
térie peut développer des stratégiestelles que les régulations génétiques pour moduler la distribution des �ux métaboliquesà travers les voies métaboliques en fon
tion de leur 
oût de produ
tion.4.5.2 Sensibilité de la solution à des variations de PG, kEi
et kTPour des raisons de lisibilité de la proposition 4.8, nous utilisons les notations spé-
i�ques suivantes pour les variations de kEi

et kT : Cµ,k̄Ei

∆
= Cµ,PG,kE1

,...,k̄Ei
,...,kEm ,kT

et
Cµ,k̄T

∆
= Cµ,PG,kE1

,...,kEm ,k̄T
.Par ailleurs, nous introduisons l'hypothèse suivante :Hypothèse 4.7 Pour tout i ∈ Ip, les 
÷�
ients CMp

Mij
pour tout j ∈ Im, CMp

Ri
et CMp

Gijpour tout j ∈ Ig sont stri
tement positifs. Pour tout i ∈ Ir, les 
÷�
ients CMr

Mij
pour tout

j ∈ Im, CMr

Ri
et CMr

Gij
pour tout j ∈ Ig sont stri
tement positifs.Dans notre 
as, 
ette hypothèse implique que toutes les protéines sont 
omposées de tousles a
ides aminés, 
e qui est généralement le 
as.Proposition 4.8 Si l'hypothèse 4.7 est satisfaite et si pour µ > 0, PG ≥ 0, kT > 0 et

kEi
> 0 pour i ∈ Im, Pf(µ) est faisable, alors :1. Pour tout 0 ≤ δPG ≤ PG

3, il existe δµ > 0 tel que Cµ+δµ,PG−δPG
6= ∅ ;2. Pour tout k̄Ei

> kEi
, il existe δµ > 0 tel que Cµ+δµ,k̄Ei

6= ∅ ;3. Pour tout k̄T > kT , il existe δµ > 0 tel que Cµ+δµ,k̄T
6= ∅ et δR > 0 tel que

(R̄− δR, ν̄) ∈ Cµ,k̄T
où (R̄, ν̄) ∈ Cµ,kT

.3Comme pour le ve
teur de 
on
entrations PG, la notation δPG ≥ 0 signi�e que pour tout i ∈ Ig,
δPGi

≥ 0.
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e Balan
e AnalysisDémonstrationDémonstration du point 1 : Pour démontrer 
e résultat, nous allons 
onstruire unpoint faisable appartenant à l'ensemble Cµ+δµ,PG−δPG
.Supposons que pour PG > 0 et µ > 0 �xés, Cµ,PG

6= ∅ et soit (R̄, ν̄) ∈ Cµ,PG
. Soit δPG > 0tel que P̄G

∆
= PG − δPG ≥ 0. En substituant PG par P̄G dans les di�érentes 
ontraintes,on obtient :

(Cδ
1a) pour tout i ∈ Ip

−
∑m

j=1 Spij
ν̄j + µ

(
∑m

j=1C
Mp

Mij
|ν̄j| + C

Mp

Ri
R̄+ C

Mp

Gi
P̄ T

G

)

− νY ≤ −µC
Mp

Gi
δP T

G < 0

(Cδ
1b) et pour tout i ∈ Ic,

−
∑m

j=1 Scij
ν̄j + µX̄ci

≤ 0

(Cδ
1c) pour tout i ∈ Ir

∑m
j=1 Srij

ν̄j + µ
(
∑m

j=1C
Mr

Mij
|ν̄j| + CMr

Ri
R̄+ CMr

Gi
P̄ T

G

)

≤ −µCMr

Gi
δP T

G < 0

(Cδ
1d) pour tout i ∈ Ii∑m

j=1 SIij
ν̄j = 0

(Cδ
2) µ(

∑m
j=1C

R
Mj

|ν̄j| + CR
RR̄ + CR

GP̄
T
G ) − kT R̄ ≤ −µCR

GδP
T
G < 0

(Cδ
3)

∑m
j=1C

D
Mj

|ν̄j| + CD
R R̄+ CD

G P̄
T
G − D̄ ≤ −CD

G δP
T
G < 0Si l'hypothèse 4.7 est vraie, alors les 
ontraintes (Cδ

1a), (Cδ
1c), (Cδ

2) et (Cδ
3) sont stri
tes.Nous pouvons don
 déduire grâ
e au lemme 4.2, qu'il existe δµ > 0 tel que Cµ+δµ,P̄G

6= ∅,
e qui 
on
lut la démonstration du point 1 de 
ette proposition.Démonstration du point 2 : Soit l ∈ Im et k̄El
> kEl

. En notant que 1

k̄El

<
1

kEl

etsous l'hypothèse 4.7, les 
ontraintes (C1a), (C1c), (C2), (C3) é
rites pour k̄El
sont stri
tes.pour tout i ∈ Ip

−
∑m

j=1 Spij
ν̄j + µ

(
αp

il

k̄El

|ν̄l| +
∑m

j=1,j 6=lC
Mp

Mij
|ν̄j| + C

Mp

Ri
R̄+ C

Mp

Gi
P T

G

)

− νY < . . .

−
∑m

j=1 Spij
ν̄j + µ

(
αp

il

kEl

|ν̄l| +
∑m

j=1,j 6=lC
Mp

Mij
|ν̄j| + C

Mp

Ri
R̄ + C

Mp

Gi
P T

G

)

− νY ≤ 0et pour tout i ∈ Ic,
−
∑m

j=1 Scij
ν̄j + µX̄ci

≤ 0pour tout i ∈ Ir
∑m

j=1 Srij
ν̄j + µ

(
αr

il

k̄El

|ν̄l| +
∑m

j=1,j 6=lC
Mr

Mij
|ν̄j| + CMr

Ri
R̄+ CMr

Gi
P T

G

)

< . . .

∑m
j=1 Srij

ν̄j + µ

(
αr

il

kEl

|ν̄l| +
∑m

j=1,j 6=lC
Mr

Mij
|ν̄j | + CMr

Ri
R̄+ CMr

Gi
P T

G

)

≤ 0pour tout i ∈ Ii∑m
j=1 SIij

ν̄j = 0
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µ(
nR

j

k̄El

|ν̄l| +
∑m

j=1,j 6=lC
R
Mj

|ν̄j| + CR
R R̄+ CR

GP
T
G ) − kT R̄ < . . .

µ(
nR

j

kEl

|ν̄l| +
∑m

j=1,j 6=lC
R
Mj

|ν̄j| + CR
R R̄+ CR

GP
T
G ) − kT R̄ ≤ 0

nD
j

k̄El

|ν̄l| +
∑m

j=1,j 6=lC
D
Mj

|ν̄j | + CD
R R̄+ CD

GP
T
G − D̄ < . . .

nD
j

kEl

|ν̄l| +
∑m

j=1,j 6=lC
D
Mj

|ν̄j| + CD
R R̄+ CD

GP
T
G − D̄ ≤ 0Comme l'hypothèse 4.7 est vraie, les inégalités (C1a), (C1c), (C2) et (C3) ave
 k̄El

sontstri
tes. Nous pouvons don
 déduire grâ
e au lemme 4.2, qu'il existe δµ > 0 tel que
Cµ+δµ,PG

6= ∅, 
e qui 
on
lut la démonstration du point 2 de 
ette proposition.Démonstration du point 3 : Soient PG ≥ 0, µ > 0 et kT �xés, (R̄, ν̄) ∈ Cµ,kT
et

δkT > 0 tel que k̄T
∆
= kT + δkT > 0.Remarquons tout d'abord que 
omme (R̄, ν̄) ∈ Cµ,PG

, (C2) est satisfaite, don
 kT−µC
R
R >

0. Don
 k̄T − µCR
R > 0.En soustrayant δkT R̄ de part et d'autre dans la 
ontrainte (C2), on obtient :
µ(

m∑

j=1

CR
Mj

|ν̄j| + CR
R R̄+ CR

G P̄
T
G ) − k̄T R̄ ≤ −δkT R̄ < 0.En 
hoisissant δR > 0 tel que δR <

δkT R̄

k̄T − µCR
R

, l'inégalité pré
édente devient :
µ(

m∑

j=1

CR
Mj

|ν̄j| + CR
R (R̄− δR) + CR

GP
T
G ) − k̄T (R̄− δR) ≤ −δkT R̄+ (k̄T − µCR

R)δR < 0.On en déduit que (C2) est stri
te. En soustrayant respe
tivement µCMp

Ri
δR, µCMr

Ri
δR,

CD
R δR de part et d'autre des inégalités (C1a), (C1c) et (C3), les inégalités (C1a), (C1c) et

(C3) sont stri
tes grâ
e à l'hypothèse 4.7. Nous pouvons ainsi déduire grâ
e au lemme 4.2,qu'il existe δµ > 0 tel que Cµ+δµ,PG
6= ∅.Par ailleurs, le point (R̄− δR, ν̄) satisfait les 
ontraintes (C1a), (C1c), (C1b), (C1d), (C2),

(C3). Don
 (R̄− δR, ν̄) ∈ Cµ,PG
, 
e qui 
on
lut la démonstration de 
ette proposition.

�Ainsi toute variation de paramètres permettant d'é
onomiser des protéines 
ontribueà l'augmentation du taux de 
roissan
e.
PG re�ète un 
ompromis entre la 
roissan
e et la survie de la ba
térieLe premier point de la proposition 4.8 indique que le taux de 
roissan
e augmentelorsque l'ensemble des protéines PG dé
roît. Con
rètement, toute protéine non dédiée àla produ
tion de ribosomes et du réseau métabolique pénalise la ba
térie en terme de
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e Balan
e Analysistaux de 
roissan
e pur. En poursuivant 
e raisonnement jusqu'au bout, une stratégie�optimale� maximisant la 
roissan
e 
onsisterait don
 à avoir un ensemble PG vide.Or, 
omme nous l'avons souligné dans la se
tion 4.2, l'ensemble PG est 
omposé entreautres de protéines non dédiées au réseau métabolique mais essentielles en phase de
roissan
e. Typiquement les protéines impliquées dans la répli
ation de l'ADN, dansl'assemblage de la paroi et de la membrane sont essentielles pour assurer la 
roissan
e etla division 
ellulaire. Par dé�nition, l'ensemble PG n'est pas vide.En outre, il est bien évident que la ba
térie est 
onfrontée à un environnement 
omplexeet potentiellement néfaste (stress, 
aren
e en nutriments, et
.). Certaines protéines de PG,produites en phase de 
roissan
e, sont présentes a�n d'anti
iper 
es 
onditions néfastesou tout simplement anti
iper la phase stationnaire [59℄. Les protéines dans PG, même sielles 
oûtent du taux de 
roissan
e, vont donner à la ba
térie un avantage 
ompétitif surun plus long terme en augmentant son potentiel de survie. Plus pré
isément, les protéines
PG dépendent de l'état physiologique de la ba
térie et leur fon
tion est dire
tement liée àl'adaptation de la ba
térie à sa ni
he é
ologique. De nombreuses expérien
es biologiquesdisponibles dans la littérature permettent de 
on�rmer l'impa
t des protéines PG sur letaux de 
roissan
e notamment en réponse à di�érents stress [237, 59, 219℄. Par exemplepour B. subtilis, la synthèse de protéines impliquées dans la mobilité est a
tive en phaseexponentielle. Ce type de protéines typiquement appartient à notre ensemble PG. Si leprin
ipal indu
teur de la mobilité, (le fa
teur sigma σD) est désa
tivé, la sou
he mutante
roît plus vite que la sou
he sauvage [59℄.Cependant, le poids de PG par rapport aux autres protéines est di�
ile à évaluer pourdes taux de 
roissan
e faibles 
omparés à des taux de 
roissan
e plus rapides. En e�et,les stratégies développées par la ba
térie peuvent être très 
omplexes pour des taux de
roissan
e faibles ou durant la transition entre la phase de 
roissan
e et la phase sta-tionnaire [84, 168, 211, 196, 33℄. Chez B. subtilis, 
es stratégies in
luent par exemple lasynthèse de protéines de prote
tion à di�érents stress [237, 219℄, d'antibiotiques [131℄ou des stratégies haut niveau de dé
ision entre di�érents modes de vie alternatifs (voirl'annexe A.1 page 197 et [196, 33℄). D'ailleurs, les ba
téries sont plus sensibles à unstress oxydatif en phase de 
roissan
e qu'en phase stationnaire. Ainsi, la 
ompositionde l'ensemble PG peut varier énormément et surtout la proportion de PG par rapportà l'ensemble des autres protéines peut devenir très importante, voire majoritaire. Uneremarque importante 
on
erne les protéines sé
rétées dans le milieu extra
ellulaire, ap-partenant typiquement à PG aussi. Elles ont théoriquement moins d'impa
t sur le tauxde 
roissan
e que les autres protéines de PG 
ar elles ne 
ontribuent pas à la limitationde la densité intra
ellulaire.La 
omposition de PG résulte don
 d'un 
ompromis entre la 
roissan
e et la survie dela ba
térie dans un 
ontexte 
ompétitif ave
 les autres ba
téries. Par rapport aux régu-lations génétiques qui peuvent émerger à 
ourt terme dans les voies métaboliques, desstratégies plus 
omplexes modi�ant PG apparaissent à moyen terme 
ar elles sont le ré-sultat de la 
ompétition entre les ba
téries, du type et de la fréquen
e de l'environnementren
ontré.Remarque 4.4 Un argument souvent suggéré dans les arti
les de biologie est que l'é
o-
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roissan
e. I
i nous avons for-mellement démontré dans les propositions 4.10, 4.8 et le 
orollaire 4.6 qu'e�e
tivementtoute é
onomie de protéines 
onduit à augmenter le taux de 
roissan
e. Les régulationsgénétiques sont un mé
anisme parmi d'autres pour obtenir 
e résultat.Pour aller en
ore plus loin, on peut déduire de 
es propositions la 
onséquen
e suivantesur l'optimalité des 
omposants 
ellulaires.Optimisation lo
ale de 
haque 
omposant 
ellulaireLes points 2 et 3 de la proposition 4.8 montrent que les e�
a
ités des enzymes et desribosomes ont aussi été optimisées pour réaliser leur tâ
he ave
 le moins de protéinespossible. L'é
helle de temps pour améliorer 
es e�
a
ités est plus longue. La nature des
ontraintes agissant en phase exponentielle sur la ba
térie impose que stru
turellement,tout mé
anisme permettant d'é
onomiser des protéines 
onduit à augmenter le tauxde 
roissan
e. L'optimisation lo
ale de 
haque élément 
ontribue à l'optimum globalasso
ié à la maximisation du taux de 
roissan
e. Cette propriété est remarquable et nouspouvons imaginer que la pression de séle
tion a 
onduit à séle
tionner l'e�
a
ité desvoies métaboliques [91, 245, 45℄ et des ribosomes [52℄ et à l'émergen
e des régulationsgénétiques pour éviter la produ
tion de protéines non essentielles dans des 
onditionsenvironnementales données. A l'inverse de 
e qui est généralement observé en ingénierie,l'optimisation du dimensionnement de la 
ellule dans sa globalité 
ontribue à optimiserlo
alement 
haque élément du réseau métabolique, de l'appareil de tradu
tion, et plusgénéralement de tous les pro
essus 
ellulaires.4.6 Comparaison de la méthode RBA ave
 la littéra-tureA 
e jour, il n'existe pas de méthodes mathématiques permettant de prédire les 
on
en-trations des enzymes et des ribosomes. En revan
he, de nombreuses méthodes de prédi
-tion de �ux métaboliques ont été développées autour d'une méthode 
ommune appelée�Flux Balan
e Analysis�. Notre méthode s'ins
rit d'ailleurs dans 
e 
ontexte de 
rois-san
e et de �ux dits balan
és (ou équilibrés).La méthode �Flux Balan
e Analysis� (FBA)La méthode FBA pose le problème de prédi
tion des �ux métaboliques en régime établi
omme un problème de programmation linéaire sous 
ontraintes à travers la maximisationd'une fon
tion obje
tif [231℄
(Pfba) = maximiser cTνsoumis à

Sν = 0
αi ≤ νi ≤ βi
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e Balan
e Analysisoù ν ∆
= (ν1, . . . , νm) désigne le ve
teur des �ux métaboliques en régime établi, S est lamatri
e de st÷
hiométrie du réseau métabolique, αi et βi dé�nissent l'intervalle de va-leurs admissible pour le i-ème �ux, et c est la fon
tion obje
tif. La 
ontrainte stru
turelle

Sν = 0 intégrée dans Pfba 
orrespond également à la loi de 
onservation de la masse in-tégrée dans la méthode RBA. De même que la méthode RBA se résoud par un problèmeLP, la méthode FBA se formule également 
omme un problème d'optimisation 
onvexede type LP. A titre d'exemple, la résolution de Pfba ne prend que quelques se
ondes. Lesdeux problèmes d'optimisation Pfba et P lp
f (µ) sont de 
omplexité similaire.Ce problème d'optimisation Pfba provient en fait de l'indétermination du problèmesuivant :
S.ν = boù b est un ve
teur de �ux mesurés expérimentalement et bien entendu le nombre de �uxmesurés est inférieur au nombre total de �ux métaboliques m. La matri
e S n'étant pasde rang plein, l'ajout de 
ontraintes inégalités du type αi ≤ νi ≤ βi permet de réduirel'espa
e des solutions faisables. Les bornes αi et βi de Pfba sont ainsi déterminées soitexpérimentalement, soit en imposant une 
ontrainte de thermodynamique. Dans le 
asd'enzymes irréversibles par exemple, le �ux métabolique est stri
tement positif (αi = 0).Pour un �ux mesuré, on impose alors νi = bi où bi désigne la mesure du �ux νi. Toutefois,peu de �ux métaboliques peuvent être 
ontraints sur un intervalle de valeurs déterminéexpérimentalement. Il en résulte que l'espa
e des solutions généré par l'ensemble de
ontraintes Sν = 0 et αi ≤ νi ≤ βi est trop grand pour espérer 
al
uler la distributiondes �ux métaboliques à l'é
helle de la 
ellule. Ainsi le 
hoix de la fon
tion obje
tif c estprimordial.La maximisation du taux de 
roissan
e µ a souvent été 
hoisie 
omme fon
tion obje
tif.En e�et, la séle
tion naturelle a souvent en
ouragé les populations ba
tériennes ayantmaximisé leur performan
e de 
roissan
e dans une ni
he é
ologique donnée [201℄. Cettefon
tion obje
tif est traduite en une demande de �ux pour des pré
urseurs métaboliques
omme les a
ides aminés ou l'ATP, à travers la 
omposition moyenne de la 
ellule à untaux de 
roissan
e donné. Le taux de 
roissan
e devient un �ux µ tel que :

c1m1 + . . .+ ckmk

∆
=µ
−→ biomasseoù m1, . . . , mk sont les pré
urseurs métaboliques et c1, . . . , ck désignent les quantités enmillimoles par gramme de poids se
 de pré
urseurs métaboliques né
essaires à la forma-tion d'un gramme de biomasse sè
he à un taux de 
roissan
e donné.Maximiser la 
roissan
e s'est révélé être une hypothèse pertinente dans 
ertaines ap-pli
ations FBA 
omme la prédi
tion de gènes létaux [51, 165℄ ou d'états métaboliquesoptimaux [50℄.Les extensions des FBACependant, 
ertaines prédi
tions ne 
orrespondent pas aux phénotypes observés ex-périmentalement, et 
e pour di�érentes raisons. Tout d'abord, la 
omposition moyenne
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ellule varie ave
 le taux de 
roissan
e. Les prédi
tions sont sensiblement amélio-rées quand la 
omposition de la 
ellule est adaptée en fon
tion du taux de 
roissan
e[170℄. Ensuite, la solution ν de Pfba n'est pas né
essairement unique [123, 138℄. De plus,la matri
e de st÷
hiométrie S n'intègre pas traditionnellement les di�érents 
oûts enmétabolites dûs à la synthèse de novo des 
omposants 
ellulaires, 
omme par exemplel'hydrolyse de 2 GTP par a
ide aminé inséré durant l'élongation de la 
haîne peptidiquelors de la tradu
tion des protéines. Cependant, des travaux théoriques et expérimentauxré
ents ont permis d'intégrer 
es 
oûts pour Es
heri
hia 
oli [2, 1, 222℄. En�n, les régu-lations génétiques ne sont pas prises en 
ompte impli
itement en tant que 
ontraintesstru
turelles.Ainsi, des modi�
ations au problème initial Pfba, résumées dans [108℄, ont été apportéespour réduire l'espa
e des solutions faisables et améliorer potentiellement les prédi
tions :� la méthode rFBA [42, 137, 41℄ qui intègre les régulations génétiques à travers lesbornes αi et βi grâ
e à l'utilisation d'opérateurs logiques Booléens pour déterminersi un �ux est �on� ( αi = −∞ et βi = +∞) ou �o�� (αi = 0 et βi = 0). I
i en
oreles régulations génétiques ne sont pas intégrées en tant que 
ontrainte stru
turellemais 
omme un ensemble de 
ontraintes spé
i�ques sur 
ertains �ux métaboliques ;� la méthode FBAwMC qui intègre des 
ontraintes spatiales [18, 232℄. Contrairementà la méthode rFBA, la méthode FBAwMC intègre une vraie 
ontrainte stru
turelle
omplémentaire à savoir un volume intra
ellulaire limité. La 
on
entration maxi-male des enzymes est don
 intrinsèquement limitée. Cette 
ontrainte est de mêmenature que la 
ontrainte de densité de notre méthode RBA ;� l'intégration de la thermodynamique via une adaptation des 
÷�
ients αi et βi[15℄ ;� l'exploration de fon
tions obje
tif alternatives [115, 194℄ ou l'inféren
e de fon
tionsobje
tif à partir de données expérimentales sans 
onnaissan
e a priori [201, 31, 73℄.La méthode RBA étend la méthode FBA en proposant et intégrant des 
ontraintesstru
turelles supplémentaires, en plus de la loi de 
onservation de la masse (
ontrainte
C1d). L'espa
e des solutions faisables dans la méthode RBA est don
 intrinsèquement pluspetit que 
elui des FBA. Nous avons 
onservé les avantages des FBA soulignés à savoirla représentation simple du réseau métabolique sous forme de matri
e de st÷
hiométrieainsi que la formulation en un problème de programmation linéaire. Par 
ontre, nousnous sommes a�ran
his des prin
ipaux in
onvénients de la méthode FBA :� imposer une 
omposition a priori de la biomasse n'est plus né
essaire. La 
omposi-tion de la biomasse s'adapte d'elle-même à travers la répartition des protéines entreribosomes et voies métaboliques ;� spé
i�er une fon
tion obje
tif n'est plus indispensable non plus pour obtenir une so-lution réaliste d'un point de vue biologique. Toutefois, en imposer une reste toujourspossible. La méthode RBA permet don
 de résoudre fa
ilement un 
ritère multi-obje
tif 
omme maximiser à la fois la biomasse et l'ATP produit par exemple ;� imposer des bornes αi, βi sur les �ux et en parti
ulier sur les �ux d'entrée n'estplus indispensable à l'obtention d'une solution. En e�et, la 
ontrainte de densité(C3) limite intrinsèquement la 
on
entration des protéines et limite ainsi les �ux



150 Chapitre 4. La méthode Resour
e Balan
e Analysismétaboliques. Cependant, le formalisme 
hoisi permet d'ajouter dans les RBA des
ontraintes sur les valeurs de �ux si on le désire.En outre, la méthode RBA fournit dire
tement la 
on
entration des protéines (ribosomes,enzymes, transporteurs, et
.) et non uniquement les �ux métaboliques 
omme les FBA.Le 
÷�
ient de 
onversion kEi
entre �ux et 
on
entration enzymatique a été prin
ipa-lement introduit pour pouvoir manipuler la matri
e de st÷
hiométrie S. La valeur kEipour 
haque enzyme doit néanmoins être identi�ée à partir des données expérimentales.En�n, nous avons montré que l'intégration des nouvelles 
ontraintes stru
turelles permetde prédire et de re
ouvrir des modules fon
tionnels 
onnus dans les voies métaboliques.La méthode RBA intègre en e�et des 
ara
téristiques des voies métaboliques 
omme la
omposition en a
ides aminés de 
haque enzyme 
ontrairement à la méthode FBA. Sinous reprenons notre exemple de deux voies de synthèse di�érentes mp1 et mp2, dansles 
onditions 
onsidérées, la méthode FBA nous donnerait l'ensemble de relations algé-briques suivantes

ν1 = ν2...
νN1−1 = νN1

ν∗1 = ν∗2...
ν∗N2−1 = ν∗N2

νN1 + ν∗N2
= ckµoù ck désigne la quantité en mmol/gdw
 de pré
urseurXpk

né
essaire pour faire 1 grammede biomasse. A µ �xé, l'ensemble des solutions se situe dans un hyperplan dé�ni par
(ν1, ν

∗
1) ∈ Rm × Rm tel que ν1 + ν∗1 = ckµ. On obtient une in�nité de solution alorsque notre méthode RBA va privilégier la voie 
ourte de synthèse. Nous avons démontréexpli
itement à travers le 
orollaire 4.6 d'une part que l'espa
e des solutions des RBApour l'exemple 
onsidéré était restreint par rapport à 
elui des FBA, et d'autre part queles voies métaboliques 
ourtes et peu 
hères en protéines sont privilégiées.4.7 Vers une méthode plus prédi
tiveA�n d'identi�er les 
ontraintes stru
turelles agissant sur la ba
térie, nous avons sim-pli�é le 
omportement de la 
ellule à travers une vision d'analyse des systèmes propreà l'Automatique. En parti
ulier, nous avons négligé, tout 
omme la méthode FBA, ladépendan
e de 
ertains paramètres ave
 le taux de 
roissan
e, l'usage de di�érents 
o-dons pour un même a
ide aminé, la dégradation des protéines, les ribosomes ina
tifs ouen formation, le sur-dimensionnement de la gly
olyse, l'a�nité des transporteurs pourleur substrat ou en
ore l'impa
t du stress oxydatif sur le réseau métabolique. Nous al-lons montrer dans 
ette se
tion qu'en restant dans le même 
adre mathématique, il estpossible de modi�er le problème d'optimisation a�n de prendre en 
ompte 
es di�érentsphénomènes pour améliorer le pouvoir de prédi
tion de notre méthode.
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tive 151a. Dépendan
e des paramètres kT et kEi
ave
 µCertaines expérien
es biologiques montrent que les paramètres kT et kEi

pourraientaugmenter ave
 le taux de 
roissan
e, grâ
e à l'augmentation des 
on
entrations desARNt 
hargés pour kT , ou l'augmentation de 
ertaines 
on
entrations métaboliques pour
kEi

. Les expérien
es biologiques présentées dans la se
tion 3.3 du 
hapitre pré
édent onttypiquement montré qu'à faible taux de 
roissan
e, l'adaptation des �ux métaboliques este�e
tuée en grande partie par les variations de 
ertains métabolites. Dans 
es 
onditions,le problème d'optimisation initial est modi�é 
ar des 
ontraintes additionnelles sontné
essaires pour garantir la monotoni
ité de la solution (point 1 de la proposition 4.4).E�
a
ité des ribosomes kT : Supposons que kT est une fon
tion 
ontinue, positive
roissante et bornée du taux de 
roissan
e µ [28℄. telle que pour tout δµ su�sammentpetit, kT (µ+ δµ) = kT (µ) +
∂kT (µ)

∂µ
δµ. A µ �xé, le problème d'optimisation Pf (µ) reste
onvexe. En revan
he, l'extension de la proposition 4.4 né
essite l'ajout de la 
ontraintesuivante

m∑

j=1

CR
Mj

|νj| +

(

CR
R −

∂kT (µ)

∂µ

)

R+ CR
GP

T
G ≥ 0pour démontrer le point 1 de 
ette proposition (voir l'annexe 4.C de 
e 
hapitre page159). Cette inégalité signi�e que le gain en protéines asso
ié à la diminution de µ estplus grand que la perte d'e�
a
ité des ribosomes.E�
a
ité des enzymes kE : Supposons que pour l ∈ Im, l'e�
a
ité kEl

est unefon
tion 
ontinue, positive 
roissante et bornée du taux de 
roissan
e µ telle que pourtout δµ su�samment petit, kEl
(µ+ δµ) = kEl

(µ) +
∂kEl

(µ)

∂µ
δµ.A µ �xé, le problème d'optimisation Pf(µ) reste 
onvexe. En revan
he, le point 1 de laproposition 4.4 né
essite l'ajout d'un 
ertain nombre de 
ontraintes énon
ées 
i-dessous(voir l'annexe 4.C de 
e 
hapitre page 159). Elles traduisent le fait que pour une variation

δµ < 0, le gain en protéines et en pré
urseurs métaboliques asso
ié à la diminution de µ
ompense la perte d'e�
a
ité de l'enzyme El.� (C∗
1a). Pour tout i ∈ Ip,
−kEl

(µ+ δµ)

[

αp
il

|ν̄l|

kEl
(µ+ δµ)

+
∑m

j=1,j 6=lC
Mp

Mij
|ν̄j| + C

Mp

Ri
R̄ + C

Mp

Gi
P T

G

]

. . .

+
∂kEl

(µ)

∂µ

[
∑m

j=1 Spij
ν̄j − µ

(
∑m

j=1,j 6=lC
Mp

Mij
|ν̄j| + C

Mp

Ri
R̄+ C

Mp

Gi
P T

G

)

− νY

]

≤ 0(C∗
1a) signi�e que le �ux de pré
urseurs é
onomisé grâ
e à la diminution de µ estplus grand que 
elui 
onsommé pour 
ompenser la baisse d'e�
a
ité de l'enzyme

El.
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e Balan
e Analysis� Pour (C∗
1c). Pour tout i ∈ Ir,

kEl
(µ+ δµ)

[

αr
il

|ν̄l|

kEl
(µ+ δµ)

+
∑m

j=1,j 6=lC
Mr

Mij
|ν̄j| + CMr

Ri
R̄+ CMr

Gi
P T

G

]

. . .

+
∂kEl

(µ)

∂µ

[

−
∑m

j=1 Srij
ν̄j − µ

(
∑m

j=1,j 6=lC
Mr

Mij
|ν̄j| + CMr

Ri
R̄ + CMr

Gi
P T

G

)]

≤ 0(C∗
1c) signi�e que le �ux de métabolites re
y
lés é
onomisé grâ
e à la diminution de

µ est plus petit que 
elui asso
ié à la baisse d'e�
a
ité de l'enzyme El.� Pour (C∗
2).

−kEl
(µ+ δµ)

[

nR
l

|ν̄l|

kEl
(µ+ δµ)

+
∑m

j=1,j 6=lC
R
Mj

|ν̄j| + CR
R R̄+ CR

GP
T
G

]

. . .

−
∂kEl

(µ)

∂µ

[

µ
(
∑m

j=1,j 6=lC
R
Mj

|ν̄j | + CR
R R̄+ CR

GP
T
G

)

− kT R̄
]

≤ 0(C∗
2) signi�e que le �ux d'a
ides aminés é
onomisé grâ
e à la diminution de µ estplus grand que 
elui né
essaire pour 
ompenser la baisse d'e�
a
ité de l'enzyme El.� Pour (C∗

3).
−
∂kEl

(µ)

∂µ

(
∑m

j=1,j 6=lC
D
Mj

|ν̄j| + CD
R R̄ + CD

GP
T
G − D̄

)

< 0(C∗
3) signi�e que les a
ides aminés né
essaires à la 
ompensation de la baisse d'e�-
a
ité de l'enzyme El satisfont la 
ontrainte de densité.b. L'usage de 
odonsLa 
omposition en a
ides aminés des protéines est intrinsèquement prise en 
ompte àtravers les 
÷�
ients CMp

Mij
, CMp

Ri
et CMp

Gi
asso
iés aux a
ides aminés. L'usage de 
odonspeut être pris en 
ompte de la même façon. Au lieu de 
onsidérer seulement 20 a
idesaminés, tous les di�érents 
odons des a
ides aminés sont in
lus dans le ve
teur Xp despré
urseurs métaboliques, soit au maximum 61 
odons di�érents. On obtient alors pourune même protéine 61 
÷�
ients CMp

Mij
di�érents, 
orrespondant 
ette fois au nombre de
odons spé
i�que 
odant pour un 
ertain a
ide aminé divisé par kE. Il est aussi possibled'introduire des e�
a
ités de tradu
tion di�érentes pour les ribosomes, traduisant laplus faible a�nité des ARNt 
hargés asso
iés aux 
odons rares [54℄.
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. La dégradation des protéinesLa dégradation naturelle de 
haque protéine peut être in
luse dans Pf(µ) en ajoutantaux 
ontraintes (C1a), (C1c), et (C2) les termes suivants :
(C1a) pour tout i ∈ {1, . . . , Np}

γjC
Mp

Mij
|νj|

(C1c) pour tout i ∈ {1, . . . , Nr}
γjC

Mr

Mij
|νj|

(C2) γjC
R
Mj

|νj|où γj in h−1 désigne la vitesse de dégradation de la j-ème protéine.d. Les ribosomes ina
tifsEnviron 20% des ribosomes sont ina
tifs dans la 
ellule [28℄. Dans la 
ontrainte (C2),seulement 80% des ribosomes produisent réellement des protéines, soit :
µ

(
m∑

j=1

CR
Mj

|νj| + CR
RR+ CR

GP
T
G

)

− kTR ≤ 0En substituant R par 0.8R, on intègre ainsi la fra
tion ina
tive des ribosomes dans la
ellule.e. Des réserves en 
o-fa
teursIl est généralement admis que la gly
olyse ne fon
tionne jamais au maximum de sa
apa
ité. Ainsi, elle peut répondre à une demande instantanée d'ATP en augmentantlégèrement le �ux dans 
ette voie. Pour intégrer 
e phénomène, il su�t de demander quele �ux de synthèse d'ATP reste supérieur à un 
ertain seuil :
−

m∑

j=1

Satp,jνj + batp ≤ 0où −
∑m

j=1 Satp,jνj désigne la somme des �ux de produ
tion et de 
onsommation d'ATP,et batp est le �ux minimal d'ATP à fournir. On pourrait imposer 
e type de 
ontraintessupplémentaires pour tous les 
o-fa
teurs (NADH, NADPH, et
.).f. L'a�nité di�érente des transporteursPlut�t que de manipuler des �ux d'entrée de nutriments, le formalisme 
hoisi permetde manipuler dire
tement leur 
on
entration extra
ellulaire dans le milieu. Le 
÷�
ient
kE liant le �ux à la 
on
entration du transporteur est rempla
é par une fon
tion nonlinéaire de la 
on
entration extra
ellulaire du nutriment Sext :

kEi
= kmax

Sext

Kmi
+ Sext
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e Balan
e Analysisoù kmax 
orrespond à la vitesse maximale du transporteur, et Kmi
la 
onstante deMi
haëlis-Menten. Ainsi l'impa
t de faibles 
on
entrations en nutriments est intégré dansle problème d'optimisation. Étudier la substitution de transporteurs entre un basse af-�nité (une perméase généralement peu 
oûteuse) et un haute a�nité (généralement untransporteur de type ABC 
oûteux) en fon
tion de la 
on
entration extérieure du sub-strat devient possible.g. L'impa
t du stress oxydatif sur le réseau métaboliqueEn stress oxydatif, l'a
tivité de 
ertaines enzymes, notamment 
elles possédant un
entre fer-soufre, diminue ou est 
omplètement stoppée [101℄. Comme pré
édemment,l'e�
a
ité kEi

de 
ertaines enzymes 
onnues pour être abîmées en stress oxydatif peutêtre ajustée :
kEi

= kmax
Ki

Ki +H2O2Dans 
es 
onditions, l'impa
t d'un stress oxydatif sur la distribution des �ux métabo-liques ou sur la substitution d'enzymes ave
/sans 
entre fer-soufre peut également êtreappréhendé.4.8 Con
lusionLe 
adre formel présenté dans 
e 
hapitre, appelé méthode Resour
e Balan
e Analy-sis (RBA), permet don
 d'expliquer entre autres l'émergen
e des modules dans les voiesmétabolique, à travers la formalisation de la gestion des ressour
es de la 
ellule en régimeétabli en un problème d'optimisation 
onvexe Pf(µ). Outre ses propriétés remarquables
omme la 
onvexité, l'étude de Pf(µ) montre d'une part que le taux de 
roissan
e eststru
turellement limité et d'autre part que tout mé
anisme permettant d'é
onomiser desprotéines 
onduit à augmenter le taux de 
roissan
e. La limitation intrinsèque de la res-sour
e (
ontrainte C3) est ainsi 
ritique. Pour augmenter le taux de 
roissan
e, la 
elluledoit é
onomiser des protéines à un endroit, 
omme par exemple éteindre 
ertaines voiesmétaboliques, et allouer 
es protéines ainsi é
onomisées aux ribosomes et aux voies mé-taboliques en
ore a
tives. L'é
onomie en protéines est réalisée non seulement au niveaudes pré
urseurs métaboliques et des ribosomes libres, mais aussi au niveau de la densitéintra
ellulaire. L'émergen
e des modules dans les voies métaboliques est par 
onséquentune 
onséquen
e dire
te de la limitation de la ressour
e.Au delà d'un 
adre formel, la méthode RBA est équivalente à un problème de program-mation linéaire, et peut don
 se résoudre e�
a
ement pour toute ba
térie. Au 
ours du
hapitre suivant, nous allons appliquer 
ette méthode à Ba
illus subtilis a�n d'illustrer la
apa
ité de prédi
tion de notre méthode : évolution des 
on
entrations des ribosomes etdes enzymes pour di�érents milieux, prédi
tion des modules dans les voies métaboliqueset 
omparaison ave
 les modules fon
tionnels identi�és au 
hapitre pré
édent. . .



Annexes
4.A Démonstration du lemme 4.2Soit (R̄, ν̄) ∈ Cµ,PG

tel qu'il existe ǫ > 0 tel que :
(Cǫ

1a) pour tout i ∈ Ip

−
∑m

j=1 Spij
ν̄j + µ

(
∑m

j=1C
Mp

Mij
|ν̄j | + C

Mp

Ri
R̄+ C

Mp

Gi
P T

G

)

− νY ≤ −ǫ

(Cǫ
1b) and for all i ∈ Ic,

−
∑m

j=1 Scij
ν̄j + µX̄ci

≤ 0

(Cǫ
1c) pour tout i ∈ Ir

∑m
j=1 Srij

ν̄j + µ
(
∑m

j=1C
Mr

Mij
|ν̄j| + CMr

Ri
R̄ + CMr

Gi
P T

G

)

≤ −ǫ

(Cǫ
1d) pour tout i ∈ Ii∑m

j=1 SIij
ν̄j = 0

(Cǫ
2) µ(

∑m
j=1C

R
Mj

|ν̄j | + CR
R R̄+ CR

GP
T
G ) − kT R̄ ≤ −ǫ

(Cǫ
3)

∑m
j=1C

D
Mj

|ν̄j| + CD
R R̄+ CD

GP
T
G − D̄ ≤ −ǫOn a pour tout δµ

µ
≥ 0, et pour tout i ∈ Ic,

−
m∑

j=1

Scij
ν̄j
δµ

µ
+ δµX̄ci

≤ 0.Introduisons maintenant les grandeurs suivantes : δν ∆
= (δν1, . . . , δνm)T ave
 δνj

∆
= ν̄j

δµ
µet δR ∆

= R̄ δµ
µ
. En multipliant (Cǫ

1a), (Cǫ
1b), (Cǫ

1c), (Cǫ
1d) et (Cǫ

2) par δµ
µ
et en additionnant
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e Balan
e Analysisles inégalités obtenues à (Cǫ
1a), (Cǫ

1b), (Cǫ
1c), (Cǫ

1d) et (Cǫ
2), on obtient :

(Cǫ
1a) pour tout i ∈ Ip

−
∑m

j=1 Spij
(ν̄j + δνj) + (µ+ δµ)

(
∑m

j=1C
Mp

Mij
|ν̄j| + C

Mp

Ri
R̄+ C

Mp

Gi
P T

G

)

− νY (1 + δµ
µ

) ≤ . . .

−ǫ(1 + δµ
µ

)

(Cǫ
1b) et pour tout i ∈ Ic,

−
∑m

j=1 Scij
(ν̄j + δνj) + (µ+ δµ)X̄ci

≤ 0

(Cǫ
1c) pour tout i ∈ Ir

∑m
j=1 Srij

(ν̄j + δνj) + (µ+ δµ)
(
∑m

j=1C
Mr

Mij
|ν̄j| + CMr

Ri
R̄+ CMr

Gi
P T

G

)

≤ −ǫ(1 + δµ
µ

)

(Cǫ
1d) pour tout i ∈ Ii∑m

j=1 SIij
(ν̄j + δνj) = 0

(Cǫ
2) (µ+ δµ)(

∑m
j=1C

R
Mj

|ν̄j| + CR
R R̄+ CR

GP
T
G ) − kT (R̄+ δR) ≤ −ǫ(1 + δµ

µ
)Finalement, en ajoutant les 
ontributions de |δνj | et δR à (Cǫ

1a), (Cǫ
1c), (Cǫ

2) et (Cǫ
3), onobtient :pour tout i ∈ Ip

−
∑m

j=1 Spij
(ν̄j + δνj) + (µ+ δµ)

(
∑m

j=1C
Mp

Mij
(|ν̄j | + |δνj |) + C

Mp

Ri
(R̄ + δR) + C

Mp

Gi
P T

G

)

− . . .

νY (1 + δµ
µ

) ≤ −ǫ(1 + δµ
µ

) + (µ+ δµ)(
∑m

j=1C
Mp

Mij
|δνj | + C

Mp

Ri
δR)et pour tout i ∈ Ic,

−
∑m

j=1 Scij
(ν̄j + δνj) + (µ+ δµ)X̄ci

≤ 0pour tout i ∈ Ir
∑m

j=1 Srij
(ν̄j + δνj) + (µ+ δµ)

(
∑m

j=1C
Mr

Mij
(|ν̄j | + |δνj|) + CMr

Ri
(R̄+ δR) + CMr

Gi
P T

G

)

≤ . . .

−ǫ(1 + δµ
µ

) + (µ+ δµ)(
∑m

j=1C
Mr

Mij
|δνj | + CMr

Ri
δR)pour tout i ∈ Ii∑m

j=1 SIij
(ν̄j + δνj) = 0

(µ+ δµ)(
∑m

j=1C
R
Mj

(|ν̄j | + |δνj|) + CR
R(R̄+ δR) + CR

GP
T
G ) − kT (R̄+ δR) ≤ . . .

−ǫ(1 + δµ
µ

) + (µ+ δµ)(
∑m

j=1C
R
Mj

|δνj| + CR
RδR)

∑m
j=1C

D
Mj

(|ν̄j| + |δνj |) + CD
R (R̄+ δR) + CD

GP
T
G − D̄ ≤ . . .

−ǫ+
∑m

j=1C
D
Mj

|δνj | + CD
R δRPuisque ǫ > 0 est �xé et que δµ (et don
 δνj, δR) peut être 
hoisi aussi petit que l'onveut, nous en déduisons qu'il existe δµ > 0 tel que (R̄ + δR, ν̄ + δν) ∈ Cµ+δµ,PG

. Don

Cµ+δµ,PG

6= ∅ 
e qui 
on
lut 
ette démonstration.4.B La proposition 4.10 et sa démonstrationOn suppose que les voies métaboliques mp1 et mp2 sont 
omposées respe
tivement de
N1 et N2 enzymes, telles qu'elles ne produisent ni ne 
onsomment au
un 
o-métabolite.
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rètement, 
ela signi�e que le produit de la i-ème enzyme 
orrespond au substratde la (i + 1)-ème enzyme (
omme indiqué sur la �gure 4.4). Soient I1 ⊆ Im et I2 ⊆
Im l'ensemble des indi
es des �ux métaboliques asso
iés aux enzymes appartenant à
es voies métaboliques. Introduisons maintenant l'hypothèse suivante qui 
ara
térise les
onséquen
es sur les di�érents 
÷�
ients d'un 
hemin �
ourt� par rapport à un 
hemin�long�.Hypothèse 4.9 Pour les deux voies métaboliquesmp1 et mp2 introduites pré
édemment :(i) Le nombre de 
haque pré
urseur métabolique né
essaires pour la synthèse des en-zymes de mp2 est inférieur à 
elui asso
ié à mp1 : pour tout i ∈ Ip,

∑

j∈I2

C
Mp

Mij
<
∑

j∈I1

C
Mp

Mij
,(ii) Le nombre de 
haque métabolite re
y
lé produit durant la synthèse des enzymesde mp2 est inférieur à 
elui asso
ié à mp1 : pour tout i ∈ Ir,

∑

j∈I2

CMr

Mij
<
∑

j∈I1

CMr

Mij
,(iii) La longueur totale en a
ides aminés de mp2 obtenue en sommant les longueursindividuelles en a
ides aminés de 
haque enzyme 
onstituant mp2 est inférieure à
elle de mp1 :

∑

j∈I2

CR
Mj

<
∑

j∈I1

CR
Mj
,(iv) L'espa
e intra
ellulaire o

upé par les enzymes de mp2 est inférieur à 
elui o

upépar les enzymes de mp1 :

∑

j∈I2

CD
Mj

<
∑

j∈I1

CD
Mj.Cette hypothèse indique simplement que le nombres de pré
urseurs métaboliques, lenombre de métabolites re
y
lés et la quantité totale d'a
ides aminés de la voie métabo-lique mp2 sont inférieurs à 
eux de mp1, 
e qui est généralement le 
as lorsqu'on 
omparedeux voies métaboliques [75℄.Sous 
ette hypothèse, on en déduit la proposition suivante.Proposition 4.10 Soit l'hypothèse 4.9 vraie. Pour tout PG ≥ 0 et tout µ > 0, si Pf(µ)est faisable et qu'une solution faisable (R̄, ν̄) est telle que ν̄j 6= 0 for j ∈ I1 ∪ I2, alors ilexiste δµ > 0 tel que Pf(µ+ δµ) est également faisable.DémonstrationSupposons que pour PG ≥ 0 et µ > 0 �xés, Cµ,PG

6= ∅ et qu'il existe une solution faisable
(R̄, ν̄) ∈ Cµ,PG

telle que ν̄j = ν̄ > 0 pour j ∈ I1 et ν̄j = 0 pour j ∈ I2. On a |ν̄| = ν̄.
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e Balan
e AnalysisL'ensemble des 
ontraintes de Pf(µ) s'é
rivent alors de la façon suivantepour tout i ∈ Ip, i = k

−
∑

j∈I1

Spij
ν̄ + µ

(

∑

j∈I1

C
Mp

Mij
ν̄ +

∑

j /∈I1

C
Mp

Mij
|ν̄j| + C

Mp

Ri
R̄+ C

Mp

Gi
P T

G

)

− νY ≤ 0pour tout i ∈ Ip, i 6= k

−
∑

j /∈I1

Spij
ν̄j + µ

(

∑

j∈I1

C
Mp

Mij
ν̄ +

∑

j /∈I1

C
Mp

Mij
|ν̄j| + C

Mp

Ri
R̄ + C

Mp

Gi
P T

G

)

− νY ≤ 0pout tout i ∈ Ic,
−
∑

j /∈I1

Scij
ν̄j + µX̄ci

≤ 0pour tout i ∈ Ir
∑

j /∈I1

Srij
ν̄j + µ

(

∑

j∈I1

CMr

Mij
ν̄ +

∑

j /∈I1

CMr

Mij
|ν̄j | + CMr

Ri
R̄+ CMr

Gi
P T

G

)

≤ 0pour tout i ∈ Ii∑

j∈I1

SIij
ν̄ +

∑

j /∈I1

SIij
ν̄j = 0

µ

(

∑

j∈I1

CR
Mj
ν̄ +

∑

j /∈I1

CR
Mj

|ν̄j| + CR
RR̄ + CR

GP
T
G

)

− kT R̄ ≤ 0

∑

j∈I1

CD
Mj
ν̄ +

∑

j /∈I1

CD
Mj

|ν̄j | + CD
R R̄+ CD

GP
T
G − D̄ ≤ 0Substituons maintenant la synthèse de Xpk

obtenue par mp1 dans le système d'inégalitéset d'égalités pré
édent, par mp2 en additionnant et en soustrayant le même �ux ν̄ àtravers mp2 dans toutes les 
ontraintes où ν̄ apparaît. On obtient :pour tout i ∈ Ip, i = k

−
∑

j∈I2

Spij
ν̄ + µ

(

∑

j∈I2

C
Mp

Mij
ν̄ +

∑

j /∈I1∪I2

C
Mp

Mij
|ν̄j| + C

Mp

Ri
R̄+ C

Mp

Gi
P T

G

)

− νY ≤ . . .

ν̄µ

(

∑

j∈I2

C
Mp

Mij
−
∑

j∈I1

C
Mp

Mij

)pour tout i ∈ Ip, i 6= k

−
∑

j∈I1∪I2

Spij
ν̄j + µ

(

∑

j∈I2

C
Mp

Mij
ν̄ +

∑

j /∈I1∪I2

C
Mp

Mij
|ν̄j | + C

Mp

Ri
R̄+ C

Mp

Gi
P T

G

)

− νY ≤ . . .

ν̄µ

(

∑

j∈I2

C
Mp

Mij
−
∑

j∈I1

C
Mp

Mij

)

< 0
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 µ 159pour tout i ∈ Ic,

−
∑

j /∈I1

Scij
ν̄j + µX̄ci

≤ 0pour tout i ∈ Ir
∑

j /∈I1∪I2

Srij
ν̄j + µ

(

∑

j∈I2

CMr

Mij
ν̄ +

∑

j /∈I1∪I2

CMr

Mij
|ν̄j| + CMr

Ri
R̄+ CMr

Gi
P T

G

)

≤ . . .

ν̄µ

(

∑

j∈I2

CMr

Mij
−
∑

j∈I1

CMr

Mij

)

< 0pour tout i ∈ Ii
∑

j∈I1

SIij
ν̄ +

(

∑

j∈I2

SIij
ν̄ −

∑

j∈I2

SIij
ν̄

)

+
∑

j /∈I1∪I2

SIij
ν̄j = 0

µ

(

∑

j∈I2

CR
Mj
ν̄ +

∑

j /∈I1∪I2

CR
Mj

|ν̄j| + CR
R R̄+ CR

GP
T
G

)

− kT R̄ ≤ . . .

ν̄µ

(

∑

j∈I2

CR
Mj

−
∑

j∈I1

CR
Mj

)

< 0

∑

j∈I2

CD
Mj
ν̄ +

∑

j /∈I1∪I2

CD
Mj

|ν̄j| + CD
R R̄+ CD

GP
T
G − D̄ ≤ ν̄

(

∑

j∈I2

CD
Mj

−
∑

j∈I1

CD
Mj

)

< 0Grâ
e à l'hypothèse 4.9, on en déduit que les inégalités (C1a), (C1c), (C2) et (C3) sontstri
tes. D'après le lemme 4.2, on peut 
on
lure qu'il existe un δµ > 0 tel que Cµ+δµ,PG
6=

∅.
�4.C Dépendan
e des paramètres kT et kEi

ave
 µ4.C.1 Extension des propositions 4.1, 4.3 et 4.4 pour kT dépen-dant de µSupposons que kT est une fon
tion 
ontinue, positive 
roissante et bornée du tauxde 
roissan
e µ [28℄. telle que pour tout δµ su�samment petit, kT (µ + δµ) = kT (µ) +
∂kT (µ)

∂µ
δµ.La propositions 4.1 et 4.3 peuvent être étendues dire
tement dans 
e 
as en reprenantles mêmes démonstrations 
ar µ est �xé. La proposition 4.4 peut aussi être étendue.La démonstration du point 1 est obtenue en suivant le même raisonnement que la dé-monstration initiale. Supposons que pour µ+ > 0, le problème Pf (µ

+) étendu pour kTdépendent de µ est faisable, alors en substituant µ+ par µ+ δµ ave
 δµ > 0 on obtientpour la 
ontrainte (C2) :
µ
(
∑m

j=1C
R
Mj

|ν̄j| + CR
RR̄ + CR

GP
T
G

)

− kT R̄ ≤ . . .

−δµ
(
∑m

j=1C
R
Mj

|ν̄j| + CR
R R̄+ CR

GP
T
G

)

+
∂kT (µ)

∂µ
δµR̄
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e Balan
e AnalysisUne 
ondition su�sante pour que la partie gau
he de l'inégalité soit négative est que lasolution (R̄, ν̄) satisfasse l'inégalité suivante :
−δµ

(
m∑

j=1

CR
Mj

|ν̄j| + (CR
R −

∂kT (µ)

∂µ
)R̄+ CR

GP
T
G

)

≤ 0Le point 2 ne pose au
un problème sous l'hypothèse que le point 1 est démontré (
'est-à-dire que l'inégalité pré
édente est satisfaite) : la démonstration est identique puisquepour tout µ ≥ 0, la fon
tion kT (µ) est bornée.4.C.2 Extension des propositions 4.1, 4.3 et 4.4 pour kE dépen-dant de µSupposons que pour l ∈ Im, l'e�
a
ité kEl
est une fon
tion 
ontinue, positive 
rois-sante et bornée du taux de 
roissan
e µ telle que pour tout δµ su�samment petit,

kEl
(µ+ δµ) = kEl

(µ) +
∂kEl

(µ)

∂µ
δµ.La propositions 4.1 et 4.3 peuvent être étendues dire
tement dans 
e 
as en reprenantexa
tement les mêmes démonstrations 
ar µ est �xé. La proposition 4.4 peut aussi êtreétendue. La démonstration du point 1 est obtenue en suivant le même raisonnement quela démonstration initiale. Supposons que pour µ+ > 0, le problème Pf (µ

+) étendu pour
kEl

dépendent de µ est faisable, alors en substituant µ+ par µ + δµ ave
 δµ > 0 onobtient pour la 
ontrainte (C1a)Pour tout i ∈ Ip,
−
∑m

j=1 Spij
νj + µ

(

αp
il

|ν̄l|

kEl
(µ)

∑m
j=1,j 6=lC

Mp

Mij
|νj | + C

Mp

Ri
R+ C

Mp

Gi
P T

G

)

− νY ≤ . . .

+
δµ

kEl
(µ)

∂kEl
(µ)

∂µ

[
∑m

j=1 Spij
ν̄j − µ

(
∑m

j=1,j 6=lC
Mp

Mij
|ν̄j | + C

Mp

Ri
R̄+ C

Mp

Gi
P T

G

)

− νY

]

. . .

−
δµ

kEl
(µ)

kEl
(µ+ δµ)

[

αp
il

|ν̄l|

kEl
(µ+ δµ)

+
(
∑m

j=1,j 6=lC
Mp

Mij
|ν̄j| + C

Mp

Ri
R̄+ C

Mp

Gi
P T

G

)]Une 
ondition su�sante pour que la partie gau
he de l'inégalité soit négative est que lasolution (R̄, ν̄) satisfasse l'inégalité suivante :
∂kEl

(µ)

∂µ

[
∑m

j=1 Spij
ν̄j − µ

(
∑m

j=1,j 6=lC
Mp

Mij
|ν̄j| + C

Mp

Ri
R̄ + C

Mp

Gi
P T

G

)

− νY

]

. . .

−kEl
(µ+ δµ)

[

αp
il

|ν̄l|

kEl
(µ+ δµ)

+
(
∑m

j=1,j 6=lC
Mp

Mij
|ν̄j| + C

Mp

Ri
R̄+ C

Mp

Gi
P T

G

)]

≤ 0Le même raisonnement est appliqué pour les 
ontraintes (C1c), (C2) et (C3), et on aboutitaux inégalités suivantes
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ave
 µ 161� Pour (C∗

1c). Pour tout i ∈ Ir,
[

αr
il

|ν̄l|

kEl
(µ+ δµ)

+
∑m

j=1,j 6=lC
Mr

Mij
|ν̄j| + CMr

Ri
R̄ + CMr

Gi
P T

G

]

. . .

+
1

kEl
(µ+ δµ)

∂kEl
(µ)

∂µ

[

−
∑m

j=1 Srij
ν̄j − µ

(
∑m

j=1,j 6=lC
Mr

Mij
|ν̄j | + CMr

Ri
R̄+ CMr

Gi
P T

G

)]

≤ 0� Pour (C∗
2).

−

[

nR
j

|ν̄l|

kEl
(µ+ δµ)

+
∑m

j=1,j 6=lC
R
Mj

|ν̄j| + CR
RR̄ + CR

GP
T
G

]

. . .

−
1

kEl
(µ+ δµ)

∂kEl
(µ)

∂µ

[

µ
(
∑m

j=1,j 6=lC
R
Mj

|ν̄j| + CR
R R̄+ CR

GP
T
G

)

− kT R̄
]

≤ 0� Pour (C∗
3).

−
∂kEl

(µ)

∂µ

(
∑m

j=1,j 6=lC
D
Mj

|ν̄j| + CD
R R̄ + CD

GP
T
G − D̄

)

< 0Le point 2 de la proposition 4.4 étendue au 
as où kE dépend de µ ne pose au
un problèmesous l'hypothèse que le point 1 est démontré (
'est-à-dire les inégalités pré
édentes sontsatisfaites) : la démonstration est identique puisque pour tout µ ≥ 0, la fon
tion kE(µ)est bornée.
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Chapitre 5Appli
ation de la méthode RBA àBa
illus subtilisDans 
e 
hapitre, nous appliquons la méthode RBA à Ba
illus subtilis a�n de répondreà di�érentes questions biologiques, et notamment 
on
ernant la question 
entrale de 
ettethèse : Peut-on e�e
tivement prédire les modules élémentaires dans le réseau métabo-lique ?Nous allons résoudre P lp
f (µ) pour le réseau métabolique et les 
ara
téristiques des pro-téines de la ba
térie modèle Ba
illus subtilis, pour di�érents milieux extra
ellulaires.Compte tenu de la diversité d'appli
ations soulignées dans la se
tion 4.7 du 
hapitrepré
édent, nous avons 
hoisi d'illustrer trois résultats théoriques majeurs qui permettentd'é
lairer le fon
tionnement de la 
ellule, à savoir :1. l'existen
e d'un 
ompromis sur les protéines qui détermine le taux de 
roissan
emaximal µ∗ (Se
tion 4.3) ;2. la prédi
tion des modules fon
tionnels élémentaires dans les voies métaboliques(se
tion 4.5.1) ;3. le transport des nutriments (se
tion 4.7).Pour 
haque résultat théorique, on étudiera di�érents aspe
ts :1. le 
ompromis sur les protéines : pour di�érents milieux extra
ellulaires� le taux de 
roissan
e maximal µ∗ ;� la 
on
entration des transporteurs, des enzymes, des ribosomes et les �ux méta-boliques (se
tion 5.2) ;� la répartition des protéines dans la 
ellule en fon
tion du taux de 
roissan
e(se
tion 5.2.1).2. les modules fon
tionnels élémentaires prédits (se
tion 5.4) :� la distribution des �ux métaboliques selon les di�érents milieux ;� la 
omparaison ave
 
eux identi�és dans le 
hapitre 3 ;3. le transport des nutriments :� la substitution de transporteurs haute et basse a�nité (se
tion 5.5.1) ;� la hiérar
hie des sour
es de su
re (se
tion 5.5.2) ;163



164 Chapitre 5. Appli
ation de la méthode RBA à Ba
illus subtilis� la hiérar
hie des sour
es d'azote (se
tion 5.5.3) ;L'ensemble de 
es prédi
tions sera 
onfronté à des données expérimentales ou issues dela littérature. Mais identi�ons tout d'abord les di�érentes variables et paramètres in
lusdans le problème d'optimisation Pf(µ) (et don
 aussi P lp
f (µ)).5.1 Constru
tion de P lp

f (µ) pour Ba
illus subtilisLe problème de faisabilité P lp
f (µ) a été implémenté en Matlab 7.2 en utilisant lesvaleurs numériques données dans la se
tion 5.1.2 et dans les tableaux 5.1, 5.2, 5.3, et en
onsidérant les prin
ipales voies métaboliques de Ba
illus subtilis intégrées dans le modèlede 
onnaissan
e du 
hapitre 2 : la voie 
entrale des 
arbones, la respiration aérobie, lemétabolisme des a
ides aminés (synthèse, dégradation et transport), les synthèses desnu
léotides, de l'ADN, des a
ides gras, des phospholipides, du peptidogly
ane, ainsique des a
ides tei
hoiques [160, 75℄. Ces voies métaboliques 
omprennent 342 gènes,
odant pour 277 enzymes et 54 transporteurs, représentant en totalité 358 réa
tions. Lestransporteurs suivants ont notamment été in
lus :� 23 transporteurs pour les a
ides aminés, dont deux transporteurs haute et bassea�nité pour la 
ystine, la glutamine et la méthionine ;� 28 transporteurs pour di�érentes sour
es de 
arbone : glu
ose, fru
tose, su
rose,mannose, mannitol, tréhalose, li
henan, 
ellobiose, glu
osamine, n-a
étylglu
osamine,gly
érol, maltose, sorbitol, inositol, glu
onate, arabinose, ribose, malate, pyruvate,su

inate, fumarate, 
itrate, 2-oxoglutarate et a
étate ;� 2 transporteurs haute et basse a�nité pour le phosphate, un transporteur pour lesulfate ;� l'azote assimilable et l'oxygène sont supposés être transportés par di�usion à traversla membrane.A partir de 
e réseau métabolique, la matri
e de st÷
hiométrie S est 
al
ulée. Lespré
urseurs métaboliques, les métabolites re
y
lés et les ma
ro-
omposants sont ensuiteidenti�és :� pour les pré
urseurs métaboliques Xp : les 20 ARNt 
hargés (pour in
lure dansle bilan st÷
hiométrique l'ATP 
onsommé par les ARNt synthases) ainsi que lesnu
léotides triphosphates (ATP, GTP, UTP et CTP) ;� pour les métabolites re
y
lés Xr : le GDP résultant de l'hydrolyse du GTP lors dela tradu
tion des protéines ;� pour les ma
ro-
omposants Xc : l'ADN, le peptidogly
ane, les a
ides tei
hoiquesainsi que les prin
ipaux phospholipides 
omposant la membrane de B. subtilis(mono-, di- et triglu
osyldia
ylgly
érol, 
ardiolipine, phosphatidylgly
érol, lysyl-phosphatidylgly
érol, phosphatidyléthanolamine) [188, 229℄ ;� les métabolites internes Xi 
orrespondant à l'ensemble des métabolites du réseaumétabolique non in
lus dans Xp, Xr et Xc.Les sous-matri
es Sp, Sr, Sc et SI de P lp

f (µ) sont ainsi également déduites de la matri
e
S.Nous avons ensuite supposé, pour simpli�er, que l'appareil de tradu
tion des protéines



5.1. Constru
tion de P
lp
f (µ) pour Ba
illus subtilis 165A
ides aminés Proportion (%)alanine 4.5arginine 6.4asparagine 3.7aspartate 3.7
ystéine 1.3glutamine 7.2glutamate 7.2gly
ine 5.8histidine 2.4isoleu
ine 6.7leu
ine 8.6lysine 9.0méthionine 3.2proline 5.5phénylalanine 3.5sérine 4.3thréonine 4.2tryptophane 2.1tyrosine 3.8valine 6.8Tab. 5.1 � Composition moyenne en a
ides aminés des protéines de Ba
illus subtilis [8℄est 
omposé de ribosomes, et des deux fa
teurs d'élongation EF-G et EF-Tu. Un ribo-some est 
omposé d'un ARN ribosomal (ARNr) et de 52 protéines ribosomales [122℄.Dix opérons 
odent pour des ARNr dans B. subtilis. Nous en avons don
 
hoisi un 
onnupour être exprimé en phase exponentielle. Il est 
omposé des gènes rrnO-16S, rrnO-23Set rrnO-5S, d'une longueur totale de 4593 nu
léotides.On aboutit alors à 359 variables de dé
ision pour Pf(µ) 
orrespondant à 717 variablesde dé
ision pour P lp

f (µ), 753 
ontraintes inégalités et 247 
ontraintes égalités.5.1.1 Cal
ul des 
÷�
ientsLes di�érentes variables et 
ontraintes ayant été 
ara
térisées, déterminons maintenantl'ensemble des 
÷�
ients in
lus dans les 
ontraintes de P lp
f (µ).Pour 
haque protéine (enzyme, transporteur, protéine ribosomale ou protéine dans

PG), nous avons 
onsidéré sa longueur exa
te en a
ides aminés et la 
omposition moyenneen a
ides aminés proposée dans [8℄ et rappelée dans le tableau 5.1 pour 
al
uler les dif-férents 
÷�
ients (CM
M , CR

M , CD
M , CM

R , CR
R , CD

R , CM
G , CR

G , CD
G ) de P lp

f (µ). Lorsque legène 
odant pour une enzyme ou un transporteur était in
onnu dans l'annotation o�-
ielle de Ba
illus subtilis, nous avons 
onsidéré une protéine de 200 a
ides aminés. Les
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C÷�
ient Contrainte Xp/Xr Valeur
C

Mp

Mij
C lp

1a a
ide aminé sij/kEj

C
Mp

Matp,j
C lp

1a ATP 0
C

Mp

Mgtp,j
C lp

1a GTP (1 + 2mj)/kEj

C
Mp

Mctp,j
C lp

1a CTP 0
C

Mp

Mutp,j
C lp

1a UTP 0
C

Mp

Ri
C lp

1a a
ide aminé ∑52
j=1 sijnj

C
Mp

Ratp
C lp

1a ATP ratp

C
Mp

Rgtp
C lp

1a GTP rgtp + nR,gtp +
∑52

j=1(1 + 2mj)nj

C
Mp

Rctp
C lp

1a CTP rctp

C
Mp

Rutp
C lp

1a UTP rutp

C
Mp

Gi
C lp

1a a
ide aminé ∑NG

j=1 sij

C
Mp
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C lp

1a ATP 0
C

Mp

Ggtp
C lp
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j=1(1 + 2mj)

C
Mp
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C lp

1a CTP 0
C

Mp

Gutp
C lp

1a UTP 0
CMr

Mgdp,j
C lp

1c GDP (1 + 2mj)/kEj

CMr

Rgdp
C lp

1c GDP nR,gtp +
∑52

j=1(1 + 2mj)nj

CMr

Ggdp
C lp

1c GDP ∑NG

j=1(1 + 2mj)

CR
Mj

C lp
2 - mj/kEj

CR
R C lp

2 - ∑52
j=1mjnj

CR
G C lp

2 - ∑NG

j=1mj

CD
Mj

C lp
3 - mj/kEj

CD
R C lp

3 - ∑52
j=1mjnj

CD
G C lp

3 - ∑NG

j=1mjTab. 5.2 � C÷�
ients de P lp
f (µ) (et Pf (µ))
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ro-
omposants Con
entration (µmol/gdw
)ADN 80.7peptidogly
ane 101.82a
ides tei
hoïques 10.9monoglu
osyldia
ylgly
érol 0.085750diglu
osyldia
ylgly
érol 0.110292triglu
osyldia
ylgly
érol 0.065833
ardiolipine 0.004642phosphatidylgly
érol 0.175859lysylphosphatidylgly
érol 0.022057phosphatidyléthanolamine 0.559509Tab. 5.3 � Con
entration des ma
ro-
omposants X̄c en mi
romoles par gramme de poidsse
 (µmol/gdw
) intégrés dans Pf(µ) pour µ = 0.1h−1 [160℄
÷�
ients du problème d'optimisation sont don
 déduits (
f. tableau 5.2) en expli
itantpour 
haque protéine et pour 
haque ribosome le nombre de métabolites 
onsommés ouproduits permettant de maintenir 
onstante la 
on
entration de 
es protéines et ribo-somes en régime établi (
f. équation (4.2)), et ave
 pour une protéine Pj les notationssuivantes :� mj la longueur totale en a
ides aminés de la protéine Pj ;� nj le nombre de protéines Pj si un ribosome 
ontient plusieurs 
opies de Pj ;� skj le nombre du k-ème a
ide aminé 
omposant Pj , pour k ∈ {1, . . . , 20}Par dé�nition, on a ∑20

k=1 skj = mj. Pour le 
al
ul des 
÷�
ients CM
R asso
iés auxnu
léotides, nous avons 
onsidéré la 
omposition exa
te de l'ARNr en nu
léotides ave


rk le nombre du k-ème nu
léotide pour k ∈ {atp, gtp, ctp, utp} et nR,gtp le nombre deGTP 
onsommé durant l'assemblage du ribosome par les GTPases.5.1.2 Identi�
ation des paramètresLes paramètres physiologiques X̄c et D̄ de B. subtilis sont obtenus à partir de lalittérature. Pour X̄c, dé�ni 
omme les 
on
entrations 
ibles de l'ADN, des phospholipides,du peptidogly
ane et des a
ides tei
hoiques durant la phase exponentielle, nous avonsutilisé les 
on
entrations moyennes mesurées en mi
romoles par gramme de poids se
(µmol/gdw
) dans [160℄ et rappelées dans le tableau 5.3.Nous avons ensuite 
onsidéré une densité moyenne D̄ de 5.411 millimoles par grammede poids se
 (noté mmol/gdw
 par la suite). Cette valeur de densité intégre à la fois ladensité des protéines et la densité des ARNr 
onvertie en densité équivalente de protéinespour B. subtilis. Pour 
ela, nous avons utilisé :� la densité en protéines mesurée dans [185℄, égale à 4.910 millimoles par gramme depoids se
 
orrespondant à 52% de la masse sè
he ;� le pou
entage d'ARNr par 
ellule égal à 5.3% déduit du pour
entage d'ARN totalmesuré par 
ellule (6.55% [185℄) et de la fra
tion d'ARNr 
omposant l'ensemble des
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ation de la méthode RBA à Ba
illus subtilisARNs (81% [153℄) ;� la masse moyenne en gramme par mole d'un nu
léotide (337.45) et d'un a
ide aminé(136.9) déterminées dans [160℄.On déduit don
 que la densité équivalente en protéines des ARNr vaut 0.5 mmol/gdw
en 
al
ulant la masse totale de la 
ellule (4.910 ∗ 136.9/0.52 = 1292.7mg), puis lamasse des ARNr (1292.7 ∗ 0.053 = 68.6mg) et en�n la densité équivalente en protéines(68.6/(337.45 ∗ 136.9) = 0.5011mmol/gdw
). La densité moyenne totale D̄ 
orresponddon
 à 5.411mmol/gdw
 (4.910 + 0.5011).Dans le 
adre de 
ette thèse, nous avons identi�é les paramètres kE , kT d'après lalittérature :� pour kT , une e�
a
ité moyenne de tradu
tion de 15 a
ides aminés par se
onde [28℄ ;� pour kE, le 
÷�
ient de 
onversion entre le �ux et la 
on
entration de protéine,une même vitesse de 20 s−1 pour toutes les enzymes, déterminée 
omme la vitessemoyenne des di�érentes enzymes disponibles dans la base de donnée BRENDA[193℄.En outre, au lieu de 
onsidérer dire
tement les �ux d'import des nutriments extra
ellu-laire, nous introduisons dire
tement la 
on
entration extra
ellulaire des nutriments dans
Pf(µ). Le 
÷�
ient kE est ainsi rempla
é par une fon
tion non-linéaire de type Mi
haëlis-Menten (voir la se
tion 2.3.1 page 39) de la 
on
entration externe Si du nutriment pour
haque transporteur :

kE = kmax
Si

Kmi
+ Si

(5.1)ave
 Kmi
la 
onstante d'a�nité du transporteur, et le turnover kmax dont les valeursdépendent de l'a�nité du transporteur pour son substrat. Dans le 
as d'un transporteurbasse a�nité, Kmi

= 0.8mM et kmax = 20s−1 alors que Kmi
= 0.008mM et kmax = 10s−1pour un transporteur haute a�nité.Néanmoins, 
es paramètres kE et kT pourraient être identi�és à partir de données expé-rimentales, notamment à partir de mesures de �ux et de protéines quantitatives, 
'est-à-dire des 
on
entrations absolues de protéines.En�n, 
omme nous l'avons souligné dans le 
hapitre pré
édent, la 
omposition del'ensemble PG est di�
ile à déterminer 
ar elle dépend des 
onditions environnemen-tales 
onsidérées. De plus, même dans le 
as où la 
omposition de 
et ensemble seraitdéterminée, nous ne disposons pas à 
e jour des 
on
entrations absolues des protéines

PGi
pour 
haque protéine de 
et ensemble. Nous avons don
 réduit notre ensemble àune seule protéine �
tive de 200 a
ides aminés, de 
on
entration notée PG. Nous avons�xé sa 
on
entration à 40% de la totalité des protéines, 
'est-à-dire à 40% de la den-sité en protéines 4.910 mmol/gdw
 mesurée [185℄. Ainsi la 
on
entration PG est égale à

0.0098mmol/gdw
, déterminée par 4.910 ∗ 0.4/200 = 0.0098 a�n d'obtenir des valeurs detaux de 
roissan
e prédites en a

ord ave
 la littérature [184℄.
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es vis-à-vis du taux de 
roissan
e 1695.2 Répartition des ressour
es vis-à-vis du taux de 
rois-san
eDans un premier temps, nous illustrons le 
ompromis existant entre les protéines et letaux de 
roissan
e à travers le 
al
ul de la répartition en protéines entre le réseau métabo-lique et les ribosomes pour di�érents milieux, 
orrespondant à des variations théoriques(et expérimentales) importantes de taux de 
roissan
e. Pour 
ela, nous 
onsidérons 21milieux, en partant d'un milieu minimum pauvre 
omposé de glu
ose, azote assimilable,sulfate, phosphate et oxygène, auquel on ajoute 
ha
un des 20 a
ides aminés l'un aprèsl'autre. On obtient �nalement un milieu ri
he 
omprenant tous les a
ides aminés : ala-nine (ala), arginine (arg), asparagine (asn), aspartate (asp), 
ystéine (
ys), glutamine(gln), glutamate (glu), gly
ine (gly), histidine (his), isoleu
ine (ile), leu
ine (leu), lysine(lys), méthionine (met), phénylalanine (phe), proline (pro), sérine (ser), thréonine (thr),tryptophane (trp), tyrosine (tyr) et valine (val).5.2.1 Répartition des protéines entre les ribosomes et les voiesmétaboliquesSur la �gure 5.1, nous avons représenté les prédi
tions de la répartition des protéinesentre les ribosomes et les voies métaboliques obtenues pour di�érents milieux extra
el-lulaires et don
 di�érents taux de 
roissan
e. La 
on
entration en protéines dédiées auxribosomes augmente linéairement ave
 le taux de 
roissan
e alors que 
elle dédiée auxvoies métaboliques diminue. Nous obtenons i
i qualitativement le même type de répar-tition de ressour
es que pour E. 
oli [142℄ (voir �gure 5.2) et S. 
erevisiae [25℄ : trois en-sembles de gènes peuvent être distingués. L'expression de deux groupes est µ-dépendant,l'un induit, l'autre réprimé alors que l'expression du troisième est µ-indépendant et 
or-respond à notre ensemble PG [25℄.Nos résultats et 
eux de [142, 25℄ impliquent que pour un ensemble de 
onditions environ-nementales donné, toute protéine é
onomisée, par la répression d'une voie métaboliquepar exemple, réduit la quantité de pré
urseurs métaboliques allouée au réseau métabo-lique1. Ces pré
urseurs é
onomisés peuvent être ensuite répartis entre les trois ensemblesde protéines (PG, métabolique et ribosomale) pour augmenter la 
on
entration des ribo-somes et don
 augmenter le taux de 
roissan
e. Ré
iproquement, tout pré
urseur méta-bolique non dédié à a

roître la 
on
entration des ribosomes 
onduit à diminuer le tauxde 
roissan
e. Pour renfor
er 
ette idée, C. Tanous (post-do
torante dans notre unité) a
onduit des expérien
es biologiques déséquilibrant 
ette répartition en protéines.Validation in vivo du prin
ipe de la répartition des protéinesSi la quantité de pré
urseurs métaboliques dédiée à la maintenan
e de la 
on
entra-tion des ribosomes en régime établi augmente alors le taux de 
roissan
e doit diminuer.1et la densité intra
ellulaire.
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Fig. 5.1 � Répartition des protéines entre les ribosomes, les voies métaboliques et toutesles protéines non ribosomales (PM et PG)Pour 
ela, il su�t de mimer un ribosome �plus gros�, intégrant une protéine suppplé-mentaire par exemple. Nous avons don
 
hoisi d'exprimer le gène la
Z 
odant pour la
β-gala
tosidase sous le 
ontr�le du promoteur d'ARN ribosomal rrnO. La β-gala
tosidaseest une protéine longue de 687 a
ides aminés, 
e qui représente environ 10% de la quan-tité totale d'a
ides aminés 
omposant un ribosome. C. Tanous a réalisé une fusion la
Z(PrrnO-la
Z) du promoteur P1 de rrnO, qui a ensuite été intégrée en simple 
opie au
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Fig. 5.2 � Evolution des ribosomes et des protéines métaboliques ave
 le taux de 
rois-san
e pour E. 
oli (extrait de [142℄)lo
us amyE de B. subtilis.Nous avons 
omparé la 
roissan
e de la sou
he sauvage et de la sou
he PrrnO-la
Z dansun milieu minimum et dans un milieu ri
he 
omprenant les 20 a
ides aminés (
f. la �gure5.3). Le taux de 
roissan
e est réduit de 20% (resp. 10%) dans le 
as du milieu ri
he(resp. minimum). De plus, la période de laten
e augmente dans les deux milieux, maiselle est beau
oup plus importante en milieu minimum.L'impa
t sur le taux de 
roissan
e est plus fort en milieu ri
he. En e�et, la 
ellule pro-duit majoritairement des ribosomes à des taux de 
roissan
e très élevés [28℄. Le 
oûtde produ
tion d'un ribosome en terme de pré
urseurs métaboliques ayant sensiblementaugmenté dans la sou
he PrrnO-la
Z, il est naturel que son impa
t soit plus fort à tauxde 
roissan
e élévé qu'à taux de 
roissan
e faible.Cette expérien
e renfor
e don
 l'idée que la ba
térie a tout intérêt à développer desstratégies 
omplexes 
omme les régulations génétiques pour réaliser des é
onomies deprotéines a�n d'augmenter le taux de 
roissan
e. Pour le métabolisme, il s'agit d'éteindredes voies métaboliques lorsqu'elles ne sont pas né
essaires. A 
ette �n, nous allons main-tenant détailler la répartition des protéines entre les di�érentes voies métaboliques a�nd'identi�er pré
isément dans quelles voies métaboliques sont réalisées les é
onomies deprotéines.Répartition détaillée entre les ribosomes, le 
arbone 
entral, la respiration etles voies de synthèse des a
ides aminésLa �gure 5.4 illustre pour 
es 21 milieux la répartition des protéines entre les ribo-somes, et les protéines impliquées dans les voies métaboliques majoritaires (en terme de
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Fig. 5.3 � Croissan
e de la sou
he sauvage et de la sou
he PrrnO-la
Z en milieu ri
heet en milieu minimum�ux) à savoir la voie 
entrale des 
arbones, la respiration aérobie et les voies de synthèsedes a
ides aminés (transporteurs et voie de synthèse de novo). La proportion de pro-téines dédiées aux ribosomes augmente nettement ave
 le taux de 
roissan
e, alors que
elle dédiée aux de synthèses des a
ides aminés diminue. La proportion des protéinesimpliquées dans la voie 
entrale des 
arbones reste 
onstante alors que 
elle asso
iée àla respiration augmente légèrement. Ainsi 
e sont les é
onomies en protéines réalisées auniveau des voies de biosynthèse des a
ides aminés qui permettent d'augmenter le tauxde 
roissan
e. Les protéines é
onomisées sont alors réparties entre les ribosomes et lesautres voies métaboliques en
ore a
tives pour augmenter le taux de 
roissan
e. Nousallons maintenant détailler plus parti
ulièrement l'adaptation des voies métaboliques (eten parti
ulier les voies de synthèse des a
ides aminés).
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Fig. 5.4 � Répartition des protéines prédite entre les ribosomes et les voies métaboliques5.3 Conséquen
es pour les voies métaboliques5.3.1 Impa
t sur la biosynthèse des a
ides aminésLes �gures 5.5 et 5.6 représentent l'évolution des protéines appartenant respe
tive-ment aux voies de biosynthèse et des transporteurs des a
ides aminés en fon
tion desdi�érents milieux (et don
 en fon
tion du taux de 
roissan
e). En abs
isse se trouventles di�érents milieux, où 
haque a
ide aminé est ajouté l'un après l'autre. Par exemple,l'abs
isse �+his� signi�e que l'histidine est ajoutée. En ordonnée, se trouvent les voiesde synthèse des a
ides aminés. Par exemple, sur la �gure 5.5, l'ordonnée �his� 
orres-pond à la voie de synthèse de novo de l'histidine, 
omposée des gènes hisG, hisI, hisA,hisH, hisF, hisB, aroJ, hisC et hisD. Les 
on
entrations des protéines appartenant à
haque voie métabolique ont été additionnées pour obtenir la 
on
entration totale deprotéines pour un milieu donné pour 
haque voie métabolique. De plus, les deux pre-mières lignes 
orrespondent respe
tivement aux variations prédites du taux de 
roissan
eet des 
on
entrations des ribosomes.Chaque 
on
entration totale de protéines, de ribosomes et de taux de 
roissan
e sontensuite normalisés sur les di�érents milieux pour obtenir une variation entre 0 et 1, où
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Fig. 5.5 � Evolution des voies de synthèse de novo des a
ides aminés : bleu (réprimé),rouge (fort)le niveau 0 
orrespond à la valeur la plus faible (en bleu fon
é sur les deux �gures) et leniveau 1 la valeur la plus forte (en rouge fon
é). Pour le j-ème milieu, la 
on
entrationnormalisée C̄j est donnée par
C̄j =

Cj − Cm

maxi∈{1,...,21}(Ci) − Cmoù Cm = mini∈{1,...,21}Ci. En outre, pour les voies de synthèse de novo d'a
ides aminésou pour leurs transporteurs, le niveau 0 (en bleu fon
é) 
orrespond à la répression totalede la voie, 
'est-à-dire que les 
on
entrations des protéines sont nulles.Au fur et à mesure que les a
ides aminés sont ajoutés sur les deux �gures 5.5 et5.6, le taux de 
roissan
e prédit augmente, tout 
omme les 
on
entrations prédites desribosomes. De plus, la 
omparaison de 
es deux �gures montre que lors de l'ajout d'una
ide aminé, sa voie de synthèse de novo est réprimée (en bleu fon
é) et son transporteurest induit (en rouge). Prenons l'exemple de la voie de biosynthèse de l'histidine (ligne et
olonne �his/+his� sur les �gures 5.5 et 5.6) a�n de bien 
ara
tériser le prin
ipe général



5.3. Conséquen
es pour les voies métaboliques 175

Fig. 5.6 � Evolution du transport des a
ides aminés :bleu (réprimé), rouge (fort)de fon
tionnement.La voie de synthèse de l'histidine 
omme prin
ipe de fon
tionnementLorsque le taux de 
roissan
e augmente, la quantité de biomasse produite augmente,de sorte que le �ux d'a
ides aminés 
onsommé né
essaire à la produ
tion de l'ensemblede la biomasse augmente. Pour la voie de l'histidine en parti
ulier, le �ux de synthèsede l'histidine augmente ave
 le taux de 
roissan
e, quelle que soit la voie de synthèse(synthèse de novo ou transporteur).Or nous avons supposé dans le problème d'optimisation que le �ux métabolique étaitdire
tement proportionnel à la 
on
entration de l'enzyme à travers le 
÷�
ient kE
onstant. Par 
onséquent, nos résultats indiquent qu'avant l'ajout d'histidine, la 
on
en-tration des protéines impliquées dans la voie de biosynthèse de novo augmente poursatisfaire la demande d'histidine pour la 
roissan
e (
ontrainte C1a de Pf(µ)). Aprèsl'ajout d'histidine, la voie de biosynthèse est 
omplètement réprimée, alors qu'en mêmetemps, le transporteur est induit. Ensuite, la 
on
entration du transporteur augmenteave
 le taux de 
roissan
e, pour satisfaire la demande de �ux en histidine. Le transporteur
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illus subtilisse substitue à la voie de biosynthèse.Remarque 5.1 Le fon
tionnement réel est bien évidemment plus 
omplexe. Le 
÷�
ient
kE 
orrespond à l'a
tivité de l'enzyme et est par 
onséquent une fon
tion non linéairedes substrats et des produits. Des variations de 
es métabolites peuvent modi�er kEet don
 modi�er le �ux. L'adaptation au �ux demandé est obtenue 
onjointement enadaptant la 
on
entration des enzymes de la voie et les métabolites. On peut fa
ilementimaginer que si kE augmente su�samment, la demande en �ux puisse être satisfaiteuniquement par des variations de métabolites. Nous avons d'ailleurs présenté dans lase
tion 3.3 un tel exemple d'adaptation des �ux par des variations de métabolites, pourdes valeurs faible du taux de 
roissan
e. On pourrait alors rempla
er kE par une fon
tion
roissante et bornée de µ 
omme nous l'avons souligné dans la se
tion 4.7. Néanmoins,nous obtenons un 
omportement 
ohérent ave
 la physiologie 
onnue de B. subtilismalgré
es simpli�
ations.La voie de synthèse de l'histidine illustre d'une part le prin
ipe général du 
ompromisprotéines/ribosomes, et d'autre part la substitution de deux voies métaboliques ayantdes 
oûts d'indu
tion en protéines di�érent2. Or une analyse de toutes les voies de syn-thèse des a
ides aminés de la �gure 5.5 montre que le 
omportement de 
ertaines voiesen fon
tion des di�érents milieux di�ère de 
elui de l'histidine 
orrespondant à (i) l'aug-mentation du �ux dans la voie de synthèse, puis (ii) à la répression de la voie de synthèsede novo et à l'indu
tion du transporteur lors de l'ajout de l'a
ide aminé. Les voies desynthèse de la proline et de la sérine présentent par exemple des variations importantesalors même que la proline et la sérine ne sont pas en
ore ajoutées dans le milieu. En e�et,il ne faut pas oublier que le réseau métabolique est un réseau fortement inter
onne
té.Certains a
ides aminés, 
omme la sérine, sont par exemple impliqués dans d'autres voiesde biosynthèse d'a
ides aminés. D'autres, 
omme l'arginine, peuvent être dégradés et uti-lisés 
omme sour
e préférentielle d'azote. Or la solution optimale 
orrespond à 
elle quié
onomisera le plus de protéines dans le réseau métabolique. Par 
onséquent, la réparti-tion globale des protéines dépend à la fois de la st÷
hiométrie du réseau métabolique etdu 
oût en protéines né
essaire à l'indu
tion de 
haque voie métabolique. A�n de bien
omprendre l'impa
t de 
ette double 
ontrainte (
oûts de produ
tion et st÷
hiométrie),nous allons détailler le 
as de la synthèse de la sérine.La synthèse de la sérineLa sérine est un a
ide aminé impliqué dans les voies de synthèse de la 
ystéine, dela gly
ine et du tryptophane [75℄. De plus, la 
ystéine est également un pré
urseur dela voie de synthèse de la méthionine 
hez Ba
illus subtilis [97℄ (voir la �gure 5.7). Par
onséquent, la sérine l'est aussi indire
tement. En milieu minimum sans a
ide aminé,la 
apa
ité de la voie de biosynthèse de la sérine doit être su�sante pour 
ouvrir nonseulement le �ux de synthèse de sérine né
essaire pour la synthèse des protéines, mais2On rappelle i
i que le 
oût en protéines d'indu
tion d'une voie métabolique réprésente à la fois le
oût en pré
urseurs métaboliques et en ribosomes né
essaires à la synthèse de la protéine, et le 
oûtéquivalent en densité intra
ellulaire.
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Fig. 5.7 � La sérine 
omme pré
urseur de la 
ystéine, la gly
ine, le tryptophane et laméthionine

Fig. 5.8 � Evolution de la 
ystéine, la gly
ine, le tryptophane et la méthionine au regardde la sérine
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ation de la méthode RBA à Ba
illus subtilisaussi les �ux de synthèse de 
ystéine, tryptophane, de gly
ine et de méthionine. Ainsisur la �gure 5.8, on 
onstate que la 
on
entration des protéines de la voie de synthèse denovo de la sérine (ligne �ser�) diminue lors de l'ajout de 
ystéine (
olonne �+
ys�) et degly
ine (
olonne �+gly�). En e�et, les synthèses de 
ystéine et gly
ine sont alors réaliséesvia les transporteurs qui ne 
onsomment pas de sérine. Par 
onséquent, le �ux de synthèsede sérine doit alors uniquement 
ouvrir les besoins en sérine et en tryptophane, don
 la
on
entration des protéines impliquées dans la voie de synthèse de novo de la sérinediminue. Lors de l'ajout de sérine (
olonne �+ser�), le transport de sérine est induit(ligne �Tser�) et fournit alors le �ux de synthèse de sérine et de tryptophane. Aprèsl'ajout de tryptophane (
olonne �+trp�), la 
on
entration des transporteurs de sérinediminue en 
onséquen
e (voir la �gure 5.8). On notera également la diminution de la
on
entration des transporteurs de 
ystéine (ligne �T
ys�) lors de l'ajout de méthionine(
olonne �+met�) re�étant l'é
onomie de protéines réalisées au niveau de la synthèse dela 
ystéine.5.3.2 Prédi
tion de l'adaption des voies métaboliques pour dif-férents milieuxPour expliquer le 
omportement de 
ertaines voies métaboliques 
omme 
elle de laproline lors de l'ajout d'arginine, il est don
 né
essaire de 
onsidérer (et de représen-ter) le réseau métabolique dans son ensemble a�n de repérer les 
onnexions 
ritiques.Compte tenu du nombre important de réa
tions 
omposant le réseau métabolique (351),il faut 
on
evoir une représentation 
on
ise mais pertinente du réseau métabolique etdes résultats asso
iés, sans perte d'information. Nous avons ainsi 
hoisi une visualisationgraphique de la voie 
entrale des 
arbone ainsi que des voies de synthèse et de dégrada-tion des a
ides aminés qui sont parti
ulièrement impa
tées par les variations du milieuque nous 
onsidérons. Nous projetons sur 
ette représentation les prédi
tions des �uxmétabolique pour di�érents milieux et 
e pour 
haque gène impliqué dans les voies mé-taboliques. Les deux �gures en annexe B.2 page 205 représentent la répartition des �ux3pour,� les 21 milieux où les a
ides aminés sont in
orporés l'un après l'autre (�gure B.2.1page 205) ;� 22 milieux di�érents pour les 22 sour
es de 
arbone suivantes (�gure B.2.2 page205) : glu
ose (gl
), fru
tose (fru), mannose (man), su
rose (su
), mannitol (mtl),tréhalose (tre), li
henan (li
), 
ellobiose (
el), gly
érol (glo), maltose (malt), ribose(rib), sorbitol (sor), inositol (ino), glu
onate (gl
n), arabinose (ara), malate (mal),pyruvate (pyr), su

inate (su

), fumarate (fum), 
itrate (
it), 2-oxoglutarate (akg)et la
tate (l
t).Cette représentation visuelle permet de 
omparer l'adaptation des voies métaboliques enfon
tion des di�érents milieux. Pour 
haque enzyme appartenant à une voie métabolique,la valeur du �ux est indiquée par une 
ouleur, dont l'é
helle est systématiquement re-présentée sur la sous-�gure d'intérêt. L'é
helle de 
ouleur est 
entrée autour de 0 (vert),3et don
 des 
on
entrations des enzymes et des transporteurs au 
÷�
ient de 
onversion kE près.
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es pour les voies métaboliques 179où les valeurs négatives sont indiquées en bleu et les valeurs positives en rouge. Lorsde la se
tion pré
édente, nous soulignions que le 
omportement de la synthèse de la sé-rine di�érait de 
elui de l'histidine. On 
onstate sur la �gure B.2.1 que la synthèse dela proline s'e�e
tue via la dégradation de l'arginine par les enzymes EargI, Ero
D etEproI 
orrespondant aux gènes argI, ro
D et proI de Ba
illus subtilis pour les milieux
ontenant de l'arginine, de l'asparagine, de l'aspartate et de la 
ystéine (voir la �gurenommée arginine/proline degradation). Dans la suite de notre analyse et sur les �guresB.2.1 et B.2.2 pages 205, nous é
rirons pour simpli�er que la 
on
entration des enzymesaugmente lorsque le �ux métabolique dans une voie métabolique augmente du fait denotre 
oe�
ient de 
onversion kE. De même, nous noterons les 
on
entrations préditesdes enzymes ave
 un �E� majus
ule, pour les di�éren
ier des noms des enzymes 
las-siques. Par exemple, la prédi
tion de la 
on
entration de l'enzyme ArgI, 
odée par legène argI, est noté EargI.Une première analyse �gros grain� de la distribution des �ux indique que nous re
ou-vrons la physiologie 
onnue de B. subtilis, et 
e à di�érents niveaux :� en présen
e d'un a
ide aminé donné, les voies de biosynthèse sont réprimées et lestransporteurs sont induits (annexe B.2.1) ;� les 
on
entrations des enzymes asso
iées aux voies de synthèse d'un a
ide aminé(synthèse de novo ou transporteur) et de la ARNt synthase augmentent ave
 le tauxde 
roissan
e (annexe B.2.1) 
ar la quantité de biomasse à produire augmente ;� en présen
e d'une sour
e de 
arbone donnée, les transporteurs et les voies d'assimi-lation asso
iées sont induits (annexe B.2.2) ;� les enzymes EgapA et Epfk (
orrespondant aux gènes gapA et pfkA) sont induitesen 
onditions gly
olytiques et réprimées en 
onditions néoglu
ogéniques (voir lasous-�gure EMP de l'annexe B.2.2). Le �ux gly
olytique est positif, indiquant quele �ux part du �haut�, 
'est-à-dire d'une sour
e de 
arbone gly
olytique, vers le�bas� (vers le pyruvate) ;� les enzymes EgapB et Ep
k (
orrespondant aux gènes gapB et p
kA) sont induitesen 
onditions néoglu
ogéniques et réprimées en 
onditions gly
olytiques (voir lasous-�gure EMP de l'annexe B.2.2). Le �ux gly
olytique est i
i négatif, indiquantque le �ux remonte la gly
olyse pour alimenter les di�érentes voies de biosynthèsebran
hées au niveau du glu
ose-6-phosphate, du fru
tose-6-phosphate,et
.� la synthèse des enzymes E
itZ, E
itB et E
itC, 
orrespondant aux gènes 
itZ, 
itBet 
itC, est réprimée en présen
e d'arginine (voir la sous-�gure TCA-full de l'an-nexe B.2.1). Or la partie tri
arboxylique du 
y
le de Krebs de Ba
illus subtilis este�e
tivement réprimée quand une sour
e d'azote privilégiée 
omme la glutamine oul'arginine est présente [85, 161, 162, 60℄ ;� le �ux d'a
étate ex
rété est plus important en malate qu'en glu
ose (voir la �gureT-a
etate de l'annexe B.2.2), en a

ord ave
 une ré
ente étude expérimentale [114℄.Néanmoins, 
ertaines 
on�gurations prédites ne sont pas en a

ord ave
 la physiologie
onnue (ou attendue) de Ba
illus subtilis :� l'enzyme E
arAB appartenant à la voie de synthèse de l'arginine n'est pas réprimée
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ation de la méthode RBA à Ba
illus subtilispar l'ajout d'arginine [146℄ (voir la sous-�gure Arginine synthesis de l'annexe B.2.1) ;� la première enzyme (EilvBH2) de la voie de synthèse de la valine et de la leu
ine estréprimée en absen
e de valine et leu
ine dans le milieu [135, 224℄ (voir la sous-�gure2-keto-isovalerate synthesis de l'annexe B.2.1) ;� la voie de synthèse de l'alpha-keto-butyrate (EilvA), un intermédiaire dans la voiede synthèse de l'isoleu
ine, est réprimée en absen
e d'isoleu
ine [136℄ (voir la sous-�gure AKB synthesis de l'annexe B.2.1).Nous 
her
hons don
 à expliquer 
es di�éren
es. Les deux premiers points s'expliquentpar la présen
e d'isoenzymes dans le réseau métabolique ayant des poids en a
ides ami-nés di�érents. La répression de EilvA s'explique par l'existen
e d'une voie de synthèsed'alpha-keto-butyrate alternative moins 
oûteuse en a
ides aminés.Le poids des isoenzymes dans la répartition des �ux métaboliquesLa première enzyme de la voie de synthèse de la valine et de la leu
ine (EilvBH2)
orrespond à une a
étola
tate synthase 
atalysant la réa
tion2 pyruvate −→ 2-a
étola
tate + CO2Cette réa
tion est non seulement impliquée dans la synthèse de la valine et de la leu
ine,mais aussi dans la synthèse de l'a
étoine (voir la sous-�gure T-a
etoin-syn de l'annexeB.2.1). Chez Ba
illus subtilis, l'a
étola
tate synthase est 
odée soit par les gènes ilvBet ilvH, soit par le gène alsS. Or l'enzyme IlvBH 
ontient 748 a
ides aminés alors queAlsS n'en 
ontient que 570. En toute logique, Pf(µ) privilégie de produire l'a
étola
tatepar AlsS et non par IlvBH. Toutefois, les gènes ilvB et ilvH sont en opéron ave
 ilvC,leuA, leuB, leuC et leuD impliqués dans la voie de synthèse de la valine et de la leu
ineet régulés par la disponibilité en leu
ine, valine, et isoleu
ine à travers CodY et uneT-box spé
i�que pour la leu
ine [79, 208℄. Le gène alsS est en opéron ave
 alsD impliquédans la synthèse d'a
étoine et régulés a priori par l'a
étate via AlsR [177℄. Il sembledon
 a
quis, au regard de 
es arti
les, que les synthèses des enzymes AlsS et IlvBHsont régulées di�érement et ne peuvent pas en général se substituer l'une à l'autre. Lese�
a
ités kEi
de 
es deux enzymes sont probablement di�érentes, 
ontrairement à nos
onditions de test. De plus, l'a
tivité de 
ette enzyme est potentiellement régulée par lavaline à travers un site de �xation spé
i�que. Cette enzyme est en e�et très pro
he de
elle d'Es
heri
hia 
oli régulée spé
i�quement par la valine [107℄. La présen
e de 
e sitede �xation augmente probablement la longueur totale en a
ides aminés. En revan
he,une régulation enzymatique par la valine permet d'adapter le �ux métabolique à desvariations de demande 
omme nous l'avons vu au 
hapitre 2, et don
 de mieux 
ontr�lerla voie métabolique.Le même raisonnement s'applique pour l'isoenzyme E
arAB. Cette enzyme est impli-quée dans la voie de synthèse de l'arginine et 
atalyse la réa
tion suivanteglutamine + ATP + CO2 −→ ADP + P + glutamate + 
arbamoyl-P
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tion est également présente dans la voie de synthèse des pyrimidines (nonreprésentée sur les �gures en annexe, mais intégrée pour la résolution de problème d'op-timisation). L'enzyme CarAB, 
odée par les gènes 
arA et 
arB, de la voie de synthèsede l'arginine 
ontient 1383 a
ides aminés, alors que l'enzyme impliquée dans la voie desynthèse des pyrimidines et 
odée par les gènes pyrAA et pyrAB en 
ontient 1435. Notreproblème d'optimisation prédit l'utilisation systématique de l'enzyme E
arAB pour lasynthèse des pyrimidines, même lors de l'ajout d'arginine dans le milieu. Or l'enzymePyrAAB 
orrespond à la première étape de la voie des synthèse des pyrimidines, dontla synthèse est régulée par le produit �nal de la voie métabolique [226, 129℄. A 
e titre,l'a
tivité de 
ette enzyme est aussi probablement régulée par le produit �nal, 
e qui ex-pliquerait une longueur en a
ides aminés plus grande. Dans 
e 
as en
ore, les mé
anismesde régulation génétique sont di�érents et empê
hent la substitution des deux isoenzymes[146, 226℄.Pour Pf(µ), le 
oût en a
ides aminés est don
 déterminant non seulement pour le 
hoixentre deux isoenzymes, mais aussi pour le 
hoix entre di�érentes voies de biosynthèsepour un métabolite. Dans la se
tion pré
édente, nous avons illustré le 
hoix entre lestransporteurs et les voies de biosynthèse 
lassique pour un a
ide aminé. Ce 
oût enprotéines s'exer
e également sur le 
hoix de synthèse des 
o-fa
teurs et des métabolitesintermédiaires, 
omme l'alpha-keto-butyrate présenté 
i-après.Synthèse de l'alpha-keto-butyrate
Homoserine

Thréonine

AKB

O-phospho-Homoserine

ATP

ADP

thrB

H2O

P

O-acetyl-Homoserine

ACCOA CoA

Cystéine

Cystathionine

Acétate

thrC

metA

metI
AKB+NH3

H2O

mccB

NH3

ilvA

Fig. 5.9 � Deux voies alternatives de synthèse de l'AKBL'alpha-keto-butyrate (AKB) est un métabolite intermédiaire dans la voie de l'isoleu-
ine, issu de la dégradation de la thréonine par l'enzyme IlvA. Chez Ba
illus subtilis, on
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ation de la méthode RBA à Ba
illus subtilispeut dénombrer deux voies métaboliques alternatives de synthèse de l'AKB , représentéesur la �gure 5.9. La première voie métabolique est 
omposée des enzymes ThrB, ThrCet IlvA, 
odées respe
tivement par les gènes thrB, thrC et ilvA. La réa
tion équivalentede 
ette voie métabolique s'é
rit :homosérine + ATP + H2O −→ ADP + P + NH3 + AKBLa deuxième voie métabolique est 
omposée des enzymes MetA, MetI et M

B, 
odéesrespe
tivement par les gènes metA, metI et m

B. La réa
tion équivalente 
orrespondalors à homosérine + ACCOA + H2O −→ CoA + a
étate + NH3 + AKBLe 
oût en protéines d'indu
tion de la voie 1 obtenu en additionant le nombre d'a
idesaminés pour ThrB, ThrC et IlvA s'élève à 1083 a
ides aminés alors que 
elui de la voie 2est de 1054. Les 
o-fa
teurs impliqués dans 
es deux voies alternatives sont di�érents.Dans un 
as, un ATP est 
onsommé, alors que dans l'autre 
as, il s'agit d'un ACCOA.Or il existe une voie de synthèse dont les enzymes sont 
odées par les gènes pta et a
kA[171, 206℄, dont la réa
tion réduite est équivalente à :ACCOA + P + ADP −→ ATP + a
étateNon seulement la deuxième voie métabolique permet de produire un AKB, mais en
onsommant un ACCOA, une é
onomie de 718 a
ides aminés est potentiellement réaliséeau niveau des enzymes Pta et A
kA (ayant respe
tivement 323 et 395 a
ides aminés).On obtient ainsi une troisième voie alternative à la synthèse de l'AKB dont la réa
tionréduite est équivalente à 
elle de la voie 1 mais dont le 
oût d'indu
tion en a
ides aminéss'élève à 336 a
ides aminés (1054-718). Cette di�éren
e en 
oût d'indu
tion explique le
hoix de 
ette voie de synthèse pour l'AKB par Pf(µ) plut�t que la traditionnelle voie 1.Certaines expérien
es biologiques suggèrent que 
e mode élémentaire puisse dans 
ertains
as être fon
tionnel. En e�et, une isoenzyme équivalente à M

B existe mais n'a pas étéen
ore identi�ée [97℄ (
f. �gure 5.10).5.4 Prédi
tion des modules élémentairesLa résolution de P lp
f (µ) pour tous 
es di�érents milieux nous permet ainsi de pré-dire les 
on�gurations du réseau métabolique pour di�érents milieux, et don
 d'identi�erdes groupes d'enzymes induites dans les mêmes 
onditions. Ces groupes d'enzymes 
or-respondent ainsi à des potentiels modules élémentaires que nous pouvons 
omparer auxmodules identi�és au 
hapitre 3. La majorité des modules élémentaires ont été retrouvés,à l'ex
eption des 
as mentionnés pré
édemment. La méthode RBA prédit les 
on�gura-tions des régulations lo
ales selon la dé�nition du 
hapitre 2. En outre, nous prédisonsl'existen
e de nouveaux modules potentiels dans les voies métaboliques de Ba
illus sub-tilis.
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tion des modules élémentaires 183Remarque 5.2 Par abus de notation, on é
rira par la suite que notre méthode préditles régulations lo
ales. Néanmoins, on rappelle bien que notre méthode ne prédit pas laréalisation biologique d'une régulation (fa
teur de trans
ription, ou T-box par exemple),mais bien les 
onséquen
es de 
elle-
i sur le régime établi du réseau métabolique.De nouveaux modules fon
tionnels prédits . . .Il s'agit des modules suivants :� la synthèse du 6-phosphoglu
onate : zwf ;� la synthèse de l'alpha-keto-glutarate : 
itZ, 
itB, 
itC ;� la synthèse d'aspartate : py
A, aspB ;� la synthèse d'asparagine : asnB ;� la synthèse d'alanine : alaT ;� la synthèse de sérine : serA, serC ;� la synthèse de thréonine et la synthèse de la gly
ine : thrB, thrC, tdh, kbl, glyA ;� la synthèse de l'histidine : hisG, hisI, hisA, hisF, hisH, hisC, hisB, hisJ, hisD ;� la synthèse du 
horismate : aroA, aroB, aroC, aroD, aroK, aroE, aroF ;� la synthèse du phénylalanine : pheA, hisC ;� la synthèse de la tyrosine : tyrA, hisC ;� la dégradation de l'alanine : ald ;� la dégradation de l'asparagine seul : ansA ;� la dégradation de l'aspartate seul : ansB ;� la dégradation du glutamate seul : ro
G ;� la dégradation de la sérine : sdaAA, sdaAB.Ces modules 
orrespondent majoritairement à des voies 
ourtes de synthèse 
omposéesd'une ou de deux enzymes, à l'ex
eption de la synthèse de la thréonine, de l'histidineet du 
horismate. Chez E. 
oli, des modules fon
tionnels existent pour les synthèses dela thréonine, de l'histidine et du 
horismate [107℄. La trans
ription des gènes impliquésdans les synthèses de thréonine et d'histidine est en e�et régulée par des peptides lea-ders ri
hes respe
tivement en thréonine et histidine [152℄. Trois isoenzymes 
atalysentla première étape de la synthèse du 
horismate. La trans
ription de 
haque enzyme estréprimée par un des a
ides aminés aromatiques à travers les fa
teurs de trans
riptionTyrR et TrpR [152℄. Chez B. subtilis, les régulations génétiques des voies de synthèsede l'histidine, de la thréonine et du 
horismate n'ont pas été étudiées, expliquant ainsil'absen
e de modules 
onnus. Cependant, 
omme pour B. subtilis, les voies de synthèse
ourtes impliquant uniquement une ou deux enzymes 
hez E. 
oli ne semblent pas régu-lées au niveau génétique [100, 169, 20℄.Les seules vraies di�éren
es ave
 les modules identi�és dans le 
hapitre 3 
on
ernent larépression de l'opéron 
itZCH par C
pC dans le 
y
le de Krebs (module TCA-
itratedu tableau 3.13) et la dégradation de l'aspartate et de l'asparagine régulée par AnsR(module Aspx-deg du tableau 3.15). Le 
itrate semble être le signal métabolique mesurépar C
pC [110℄. Cependant, l'opéron 
itZCH semble également régulé par un autre mé-
hanisme [104℄, 
e qui remettrait en 
ause le module dé�ni. La dégradation de l'aspartateest induite en présen
e d'asparagine par AnsR [218, 63℄. Or nos prédi
tions suggèrent



184 Chapitre 5. Appli
ation de la méthode RBA à Ba
illus subtilisqu'elle pourrait également être induite par l'aspartate.Présen
e e�e
tive d'une régulation lo
ale : vers une expli
ationLes modules élémentaires identi�és au 
hapitre 3 sont ainsi 
orre
tement prédits parnotre problème d'optimisation. Les modules élémentaires étant dé�nis par une régulationgénétique lo
ale, nous pouvons en déduire que Pf(µ) permet don
 bien de retrouver les
on�gurations asso
iées à 
e type de régulation dans les voies métaboliques, et 
e quelque soit le type de régulateur (fa
teur de trans
ription, riboswit
h,et
.). En revan
e,
ertaines régulations lo
ales prédites pour les voies métaboliques 
ourtes n'existent pro-bablement pas en réalité. Dans notre méthode, nous n'avons pas intégré le 
oût de larégulation génétique elle-même. Or un fa
teur de trans
ription ou un peptide leader sontaussi 
omposés d'a
ides aminés. Pour les voies de synthèse 
ourtes 
omme les synthèsed'aspartate ou d'alanine, le 
oût asso
ié à l'implémentation de la régulation pourrait êtresupérieur au gain en a
ides aminés apporté par la répression de l'enzyme. La présen
ee�e
tive d'une régulation lo
ale pourrait bien résulter d'un 
ompromis entre le 
oût d'in-du
tion de la voie métabolique et le 
oût de l'implémentation d'un régulateur, tout ennotant bien que le 
oût d'indu
tion de la voie métabolique dépend aussi dire
tement del'e�
a
ité des enzymes.Un deuxième point 
on
erne l'utilisation privilégiée de 
on
entrations métaboliques éle-vées dans l'adaptation des voies métaboliques, 
omme nous l'avons montré au 
oursde la se
tion 3.3.3 page 102. Des 
on
entrations élevées de métabolites judi
ieusement
hoisis, 
omme les premiers métabolites d'une longue voie de synthèse, permettent dediminuer la quantité totale de protéines investies dans la voie métabolique. Or les voiesde synthèse 
ourtes non régulées 
orrespondent justement aux voies de synthèse de 
espremiers métabolites 
omme l'aspartate ou le pyruvate. L'intérêt serait alors de produire
es métabolites le plus possible dans tous les 
as a�n d'é
onomiser des protéines sur lesvoies métaboliques situées en aval de 
es métabolites 
lés.5.5 Transport des ressour
es extra
ellulairesSi la prédi
tion des régulations lo
ales est 
orre
te, la prédi
tion des régulations glo-bales n'est en revan
he pas évidente. Or, 
omme nous l'avons souligné dans les 
hapitres2 et 3, les régulations globales dans les voies métaboliques 
orrespondent à des stratégies�haut niveau� soit pour gérer les transitions entre la phase de 
roissan
e et la phasestationnaire ou le stress, soit pour gérer les priorités au niveau des ressour
es extra
ellu-laires. Compte tenu du 
adre de notre méthode (en phase exponentielle de 
roissan
e surles voies métaboliques), nous allons nous 
entrer sur la prédi
tion des stratégies haut ni-veau vis-à-vis du transport des ressour
es extérieures, et 
e pour trois types de stratégiesde transport bien 
onnues :� la substitution de transporteurs haute et basse a�nité en fon
tion de la 
on
entra-tion extra
ellulaire du nutriment ;� la hiérar
hie des sour
es de 
arbone 
onnue sous le nom de �répression 
atabolique� ;� la hiérar
hie des sour
es d'azote.
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Fig. 5.10 � La voie de synthèse de la 
ystéine5.5.1 Substitution de transporteurs haute et basse a�nitéPrenons l'exemple de la voie de synthèse de la 
ystéine de la �gure 5.10, ave
 2transporteurs de 
ystine : le transporteur T
yABC basse a�nité 
omposé de 749 a
idesaminés, 
odé par les gènes t
yA, t
yB et t
yC, et le transporteur T
yJKLMN haute a�-nité 
omposé de 1272 a
ides aminés 
odé par les gènes t
yJ, t
yK, t
yL, t
yM et t
yN. La
ystéine n'existe en e�et que sous sa forme réduite, la 
ystine, dans le milieu extra
ellu-laire. Dans un environnement oxydant 
omme le sol, un pont dissulfure se forme entre lesgroupements thild (-SH) libres de deux 
ystéines, formant la 
ystine. La 
ystine importéeest ensuite 
onvertie en deux 
ystéines dans la 
ellule. Ces deux transporteurs sont destransporteurs dit a
tifs, 
onsommant de l'énergie sous forme d'ATP pour importer leursubstrat selon la réa
tion :
Sext + ATP −→ Sint + ADP + P



186 Chapitre 5. Appli
ation de la méthode RBA à Ba
illus subtilisLe transporteur haute a�nité se 
ara
térise de plus par une a�nité très faible, permettantainsi le transport a
tif de faibles 
on
entrations de substrat. Nous allons traduire 
ettea�nité di�érente entre les transporteurs en faisant varier la 
onstante de Mi
haëlis-Menten Kmi
et le turnover kmax de l'équation (5.1) dé
rivant l'a
tivité du transporteur

kE = kmax
Si

Kmi
+ Si

.Dans le 
as du transporteur basse a�nité T
yABC, Kmi
= 0.8mM et kmax = 20s−1 alorsque Kmi

= 0.008mM et kmax = 10s−1 pour le transporteur haute a�nité T
yJKLMN.Remarque 5.3 Contrairement à l'exemple proposé, un transporteur faible a�nité 
hezles ba
téries est généralement de type symport et 
oûte un H+ de la façon suivante :
Sext +H+

ext −→ Sint +H+
intEn 
onsidérant que

ADP + P + 4H+
ext −→ ATP + 4H+

int,il vient que le transport faible a�nité de substrat 
oûte également 1/4 d'ATP.Dans 
es 
onditions, nous obtenons pour une gamme de 
ystine allant de 0.05mMà 0.6mM la substitution entre les transporteurs T
yABC et T
yJKLMN donnée sur la�gure 5.11 ave
 un milieu 
ontenant du glu
ose, de l'azote assimilable, du sulfate, duphosphate et de l'oxygène. Ces prédi
tions sont en a

ord ave
 la littérature [32℄. Ainsi, les
ontraintes et le formalisme mathématique 
hoisis permettent de prédire la substitutionde transporteurs de faible/haute a�nité. Sur la �gure 5.11, la zone de bas
ulement
al
ulée est progressive. P lp
f (µ) a été résolu par di
hotomie ave
 un seuil de test d'égalitéentre la borne inférieure et supérieure pour µ égal à 1e-3. Si 
e seuil est diminué à 1e-10,la zone de bas
ulement rétré
it (voir la �gure 5.12). Une prédi
tion �ne pour la valeurdu seuil de bas
ulement entre les transporteurs demanderait néanmoins des expérien
esbiologiques 
omplémentaires pour identi�er pré
isément les paramètres Km et kmax pour
es transporteurs.5.5.2 Prédi
tion de la hiérar
hie des sour
es de 
arboneChez les ba
téries, l'utilisation des sour
es de 
arbone se
ondaires (transporteurs etenzymes), est réprimée par la présen
e de glu
ose. Ce phénomène biologique est appelé�répression 
atabolique�. Chez Ba
illus subtilis, toutes les sour
es de 
arbone à l'ex
ep-tion du malate et du sa

harose sont 
onnus pour être réprimées par le glu
ose [75℄.Pour tester si Pf(µ) permet de prédire 
ette hiérar
hie des sour
es 
arbonées, nous avonsrésolu P lp

f (µ) ave
 10mM de glu
ose ajouté à 10mM d'une autre sour
e 
arbonée parmiles 22 introduites dans la se
tion 5.3.2, ave
 pour 
haque transporteur Km = 0.8mM et
kmax = 20s−1. Nous obtenons les prédi
tions suivantes :� répression des sour
es 
arbonées suivantes : glu
onate, ribose, arabinose, inositol,gly
érol, N-a
étylglu
osamine et mannitol ;
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188 Chapitre 5. Appli
ation de la méthode RBA à Ba
illus subtilis� utilisation 
onjointe ave
 le glu
ose pour : fru
tose, mannose, sa

harose, malate,su

inate, fumarate, 
itrate, 2-oxoglutarate et pyruvate ;� répression de l'utilisation du glu
ose pour les disa

harides suivant : tréhalose, li-
henan, 
ellobiose et maltose.A première vue, nos résultats ne sont pas (ou peu) en a

ord ave
 la hiérar
hie 
onnue dessour
es de 
arbone. Or le 
hoix d'utilisation des transporteurs est dépend de leur e�
a-
ité 
omme l'étude de la substitution de transporteurs haute et basse a�nité l'a montrée.La prédi
tion de la hiérar
hie des sour
es de 
arbone a été réalisée ave
 des e�
a
itésidentiques pour les transporteurs. Or on peut supposer que l'e�
a
ité de transport d'undisa

haride est plus faible qu'un monosa

haride vu que la molé
ule à transporter estdeux fois plus grosse. Un disa

haride est en e�et 
omposé de 12 
arbones, 
omparé à 6
arbones pour un monosa

haride.Pour une e�
a
ité deux fois plus faible kmax = 10s−1, nous prédisons maintenant larépression de l'utilisation du tréhalose, du li
henan, du 
ellobiose et du maltose par leglu
ose, et que le sa

harose est toujours utilisé 
onjointement ave
 le glu
ose. Ces prédi
-tions sont en a

ord ave
 les régulations génétiques 
onnues pour les voies de transportet d'assimilation de 
es sour
es 
arbonées [75℄. En revan
he, l'utilisation 
onjointe duglu
ose d'une part ave
 le fru
tose et le mannose, et d'autre part ave
 le su

inate, lefumarate et le 
itrate ne semble pas a priori en a

ord ave
 la littérature. Nos résultatsindiquent que les sour
es de 
arbone néoglu
ogéniques (malate, su

inate, fumarate, 
i-trate et 2-oxoglutarate) sont utilisées préférentiellement pour la synthèse de l'aspartateet du glutamate (et leurs dérivés). Certaines expérien
es biologiques ré
entes vont dansle sens de 
es prédi
tions [192, 114℄. De même, lors d'un ajout de glu
ose dans un mi-lieu 
ontenant initialement du malate, le transporteur de fru
tose (et potentiellement demannose) FruA est induit, 
e qui suggère une utilisation 
onjointe du fru
tose (et dumannose) et du glu
ose. Cette expérien
e a été 
onduite dans le 
adre du projet BaSys-Bio.Grâ
e à la méthode RBA, nous pouvons 
on
lure de 
ette étude que la répression 
ata-bolique des sour
es 
arbonés pour un organisme dépend à la fois du 
oût de l'indu
tionde la voie d'assimilation (transporteur et enzymes) et de l'e�
a
ité du transporteur.Notre méthode permettrait là en
ore de prédire la hiérar
hie des sour
es 
arbonées sousl'hypothèse que les paramètres 
inétiques des transporteurs sont identi�és expérimenta-lement.5.5.3 Prédi
tion de la hiérar
hie des sour
es d'azoteComme pour les sour
es de 
arbone, il existe des sour
es d'azote privilégiées pour lesba
téries. Dans le 
as de Ba
illus subtilis, les sour
es d'azote privilégiées 
orrespondentpar ordre d'importan
e (taux de 
roissan
e maximal) à la glutamine, l'arginine et del'ammonium (NH3) [60, 239℄. Viennent ensuite toujours par ordre d'importan
e la pro-line, l'aspartate, le glutamate et l'urée.A�n de prédire 
ette hiérar
hie des sour
es azotées, nous avons résolu P lp
f (µ) ave
10mM d'azote ajoutés à 10mM d'une autre sour
e azotée, ave
 pour 
haque transporteur

Km = 0.8mM et kmax = 20s−1. Nous obtenons les résultats suivant :



5.6. Con
lusion 189� répression du transport de NH3 pour les sour
es azotées suivantes : arginine, glu-tamine et histidine ;� répression partielle du transport de NH3 pour la proline, l'asparagine et l'aspartate.La répression partielle du transport de NH3 pour l'asparagine ou l'aspartate s'expliqueaisément 
ar (i) l'aspartate est utilisé 
omme pré
urseur par de nombreuses voies méta-boliques ; (ii) l'asparagine se dégrade en aspartate. L'aspartate est i
i utilisé en tant quepré
urseur métabolique et non 
omme sour
e d'azote.
Pf(µ) permet bien de prédire que (i) l'arginine et la glutamine sont des sour
es d'azoteprivilégiées ; (ii) la proline et l'aspartate sont de bonnes sour
es d'azote intermédiaires.En revan
he, 
hez Ba
illus subtilis, l'histidine est une faible sour
e d'azote [60℄. De plus,sa voie de dégradation est réprimée par C
pA et CodY [242, 61℄. Don
 en 
onditionsgly
olytiques et/ou de forte 
roissan
e, l'histidine extra
ellulaire ne peut être utilisée. Apremière vue, 
e phénotype est surprenant 
ar l'histidine est dégradée en glutamate etNH3 (par l'intermédiaire de formamide). Comme la méthode RBA le prédit, l'histidinedevrait ainsi avoir le même statut que l'arginine en tant que sour
e d'azote, et devraitdon
 être dégradée en 
onditions gly
olytiques.5.5.4 Vers la prédi
tion des régulations globalesL'environnement naturel de Ba
illus subtilis pourrait expliquer 
ette di�éren
e entrela prédi
tion et le phénotype réel. Ba
illus subtilis vit en général dans le sol, près desra
ines ou sur les feuilles des plantes. Par ailleurs, les plantes sont 
onnues pour ex
ré-ter de la glutamine, de l'aspartate, de la gly
ine et de la sérine [82, 155℄. La présen
ed'histidine dans l'habitat naturel de 
ette ba
térie semble don
 bien o

asionnelle, 
e quiexpliquerait la répression de la voie de dégradation. Notre problème d'optimisation n'in-tègre en e�et au
une référen
e temporelle. Les prédi
tions sont obtenues sous l'hypothèseque les 
on
entrations extra
ellulaires des nutriments dans le milieu restent 
onstanteset permettent ainsi la maintenan
e du même régime stationnaire pendant un moment(voir la se
tion 4.2.3 du 
hapitre pré
édent). La ba
térie a ainsi très bien pu empê
her ladégradation de l'histidine en 
onditions gly
olytiques si le 
oût asso
ié à l'indu
tion dela voie est supérieur au gain apporté par la dégradation de l'histidine sur un long terme.En e�et, induire une telle voie pour un 
ourt moment si l'histidine s'épuise, va permettrede gagner du taux de 
roissan
e à 
ourt terme. Mais à plus long terme, les enzymes,si elles ne sont pas dégradées, vont o

uper de la pla
e dans la 
ellule et avoir un e�etinverse sur le taux de 
roissan
e (
ontrainte de densité). L'hypothèse de disponibilité dela ressour
e se révèle 
ritique pour l'émergen
e des régulations globales. Il sera né
essairepar la suite d'intégrer les aspe
ts temporels et l'évolution du milieu extra
ellulaire enfon
tion du temps.5.6 Con
lusionLes prédi
tions obtenues dans 
e 
hapitre sont prometteuses et qualitativement 
or-re
tes lorsqu'elles sont 
omparées aux données de la littérature. Les 
ontraintes stru
tu-



190 Chapitre 5. Appli
ation de la méthode RBA à Ba
illus subtilisrelles in
lues dans le problème d'optimisation 
onvexe sont ainsi globalement validées.L'obtention de prédi
tions quantitatives pré
ises pour les 
on
entrations de protéines né-
essite en revan
he l'identi�
ation des paramètres kEi
pour 
haque enzyme. Nous avonsd'ailleurs souligné à plusieurs reprises dans 
e 
hapitre l'impa
t 
ritique de 
e paramètredans le 
as de l'étude de la répression 
atabolique en parti
ulier. Une façon d'identi�er
es paramètres serait de disposer de mesures de 
on
entrations absolues de protéines etde �ux métaboliques pour di�érents taux de 
roissan
e. Les te
hnologies asso
iées à lamesure de 
on
entration absolue de protéines sont a
tuellement en 
ours de développe-ment et devraient aboutir dans les années à venir à des données pré
ises en haut débitet à l'é
helle de la 
ellule. Nous devrions ainsi disposer des données né
essaires à la 
a-libration globale du modèle de Ba
illus subtilis pour la méthode RBA d'i
i peu de temps.Au delà du 
�té purement prédi
tif, la méthode RBA 
onstitue un 
adre formel pourune meilleure 
ompréhension du fon
tionnement des ba
téries et pour appréhender desquestions biologiques fondamentales diverses. Dans 
e 
hapitre, nous avons notammentmontré que l'émergen
e des régulations lo
ales dans les voies métaboliques résulte di-re
tement du 
ompromis sur les protéines entre les ribosomes et les voies métaboliques.La présen
e e�e
tive d'une régulation lo
ale obéit à des 
ontraintes supplémentaires quenous n'avons pas intégrées dans notre méthode à 
e jour. Les régulations globales vis-à-vis de la gestion des ressour
es extra
ellulaires re�ètent des stratégies d'adaptation surun plus long terme et requièrent une bonne 
onnaissan
e de l'environnement de vie desba
téries. L'hypothèse sur la disponibilité in�nie de la ressour
e extra
ellulaire pourraitêtre une limitation de la méthode RBA pour la prédi
tion des régulations globales. L'in-tégration des aspe
ts temporels dans notre problème d'optimisation initial et notammentla diminution de la ressour
e au 
ours du temps permettront probablement d'améliorerles prédi
tions des stru
tures de régulation globale. La présen
e des régulations globalesdans le réseau métabolique résulterait aussi d'un 
ompromis entre la fréquen
e du stimuliextérieur et le 
oût d'indu
tion des voies métaboliques sur un long terme.



Con
lusion généraleAu 
ours de 
ette thèse fortement an
rée dans la dis
ipline émergente qu'est la Biolo-gie des Systèmes, nous nous sommes atta
hés à 
onsidérer la ba
térie en tant que systèmea�n de dégager des propriétés génériques sur le 
ontr�le des voies métaboliques. L'intérêti
i est double. Il s'agit d'une part de dégager des prin
ipes de fon
tionnement générauxappli
ables pour d'autres organismes ba
tériens ou non, et d'autre part d'évaluer la per-tinen
e des méthodes et outils développés en Automatique pour les systèmes biologiques.Au 
ours de la première partie, nous avons proposé un dé
oupage du réseau méta-bolique en modules bien dé�nis du point de vue entrée/sortie de part leur propriétéssystémiques grâ
e à la prise en 
ompte de tous les niveaux de régulation des voies méta-boliques (trans
riptionnel, tradu
tionnel, post-tradu
tionnel et enzymatique). Le 
adred'études proposé i
i n'est pas spé
i�que à un organisme. Nous nous sommes 
ertes 
en-trés sur Ba
illus subtilis pour des raisons pratiques, mais une rapide étude 
omparativenous a montré que nos résultats s'appliquent sans di�
ulté pour d'autres pro
aryotes
omme Es
heri
hia 
oli. La 
omparaison des régulations des voies métaboliques entre 
esdeux organismes est d'ailleurs édi�ante. La stru
ture de 
ontr�le de 
ertaines voies mé-taboliques 
omme la voie de synthèse des purines est très 
onservée même entre 
es deuxorganismes ayant divergé il y a plus de trois milliards d'années [14℄. On peut imaginerque 
es voies métaboliques sont soumises aux mêmes obje
tifs de 
ontr�le et subissent lesmêmes 
ontraintes. D'autres voies métaboliques 
omme la gly
olyse sont par 
ontre régu-lées de manière très di�érente. I
i les obje
tifs de 
ontr�le sont 
ertainement di�érents.Si la stru
ture de la régulation peut être très 
onservée, les mé
anismes molé
ulairesréalisant 
es régulations varient énormément entre 
es organismes [107, 75℄. Ainsi lespropriétés fondamentales asso
iées aux modules démontrées dans 
ette thèse sont va-lides pour 
es deux organismes et 
ertainement pour une grande diversité d'organismespartageant les mêmes spé
i�
ités.Les modules possèdent des propriétés singulières, tant au niveau mathématique qu'auniveau biologique. En e�et, la première enzyme irréversible joue un r�le 
lé dans ladé�nition du point d'équilibre puisque seules les 
ara
térisques de 
ette enzyme et deson 
ontr�le génétique déterminent le régime d'équilibre. De plus, 
ette enzyme 
or-respond généralement à la première enzyme du module. Ainsi la première 
onséquen
ede l'existen
e des modules 
onsiste à réduire fortement la 
omplexité du réseau méta-bolique. D'un point de vue fon
tionnel, l'irréversibilité des enzymes est 
ritique pourl'adaptation du régime d'équilibre en réponse à des demandes de �ux. Les enzymes ir-réversibles dé
oupent le réseau métabolique en empê
hant la propagation d'information191



192 Con
lusion généralede l'aval vers l'amont des voies métaboliques. Une régulation enzymatique (ou génétiquepar l'intermédiaire d'un e�e
teur métabolique) est généralement né
essaire pour assurerla transmission de l'information. Un deuxième point essentiel de notre étude 
on
erne ledé
ouplage du régime d'équilibre des modules vis-à-vis des 
o-métabolites. Dès lors queles enzymes du module ne saturent pas, les métabolites dit hubs (
omme le glutamate)intervenant souvent dans des étapes intermédiaires de plusieurs modules di�érents nemodi�ent pas la 
ara
téristique entrée/sortie du module. Leurs variations n'induisentpas un réajustement global de tous les régimes d'équilibre entrée/sortie des modules.La 
onne
tivité des voies métaboliques entre elles est don
 également réduite et seuls
ertains métabolites spé
i�ques semblent jouer un r�le dans l'adaptation globale de la
ellule. Ces di�érentes propriétés théoriques fondamentales nous ont amenés à 
onstruireun 
adre formel d'étude des voies métaboliques 
entré sur les propriétés des modules etleur inter
onnexion en régime établi. Ce 
adre formel permet d'étudier l'existen
e d'unéquilibre pour une inter
onnexion de modules donnée, ainsi que l'évolution qualitativede tous ses 
omposants vis-à-vis de perturbations en entrée/sortie de l'inter
onnexion.Ce 
adre s'est également révélé e�e
tif pour analyser des données expérimentales. Ce
iimplique que les hypothèses retenues d'une part lors de l'élaboration du modèle dé
rivantles 
omposants du module, et d'autre part lors de la mise à jour des propriétés théoriquesdes modules sont li
ites et validées.Le réseau métabolique se dé
ompose ainsi en modules fortement dé
ouplés à l'équi-libre, 
e qui intuitivement semble être une bonne propriété en terme de 
ontr�labilitéet de robustesse si on e�e
tue un parallèle ave
 les systèmes 
ontr�lés en Ingénierie. Defaçon empirique, les ingénieurs vont préférer un 
orre
teur dé
entralisé stru
turé pour unsystème multivariable de grande dimension plut�t qu'un 
orre
teur multivariable 
las-sique plein où toutes les mesures 
ontribueraient aux signaux de 
ommande. Le mélanged'information rend l'identi�
ation des 
auses d'un dysfon
tionnement di�
ile, le systèmeest moins bien maîtrisé par les hommes. Un 
orre
teur modulaire stru
turé permet enIngénierie de se prévenir des évènements �hasardeux�, et don
 de robusti�er le systèmeà 
ommander de grande dimension vis-à-vis d'in
ertitudes ou de pannes. De plus, lessystèmes 
onstruits par les hommes doivent être opérationnels immédiatement, 
ontrai-rement à l'évolution qui a éliminé les solutions inadaptées. On imagine mal une séle
tionréelle sur le 
ontr�le d'une 
entrale nu
léaire ! Si les hommes ont 
onstruit des régula-teurs stru
turés 
ar ils n'avaient pas le 
hoix 
ompte tenu des 
ontraintes (préventiondes pannes et des évènements hasardeux, délais de mise en servi
e des systèmes, et
.),la séle
tion naturelle a de façon surprenante fait émerger aussi une solution modulaireà son problème de 
ontr�le. En poursuivant le parallèle entre Ingénierie et Biologie, onest alors tenté de 
on
lure que la réalisation modulaire des réseaux de régulation obte-nue par l'évolution est le résultat d'une 
ontrainte de robustesse 
omme le disait Kitanodans [111℄. Or les résultats obtenus dans la deuxième partie de 
ette thèse indiquent enpremière analyse que la répartition par
imonieuse entre les pro
essus 
ellulaires d'uneressour
e 
ommune, les protéines, explique l'émergen
e d'une stru
ture modulaire de
ontr�le.



193Nous avons identi�é des 
ontraintes stru
turelles agissant sur la ba
térie à tout instant.L'analyse de 
es 
ontraintes pour la phase exponentielle de 
roissan
e nous a 
onduit àformaliser des 
ontraintes sur la gestion d'une ressour
e 
ritique, les protéines. Satisfaire
et ensemble de 
ontraintes pour un taux de 
roissan
e donné signi�e alors qu'il existeune répartition en protéines entre les di�érents sous-systèmes 
ellulaires. Le 
adre formelobtenu, appelé Resour
e Balan
e Analysis, est un problème d'optimisation 
onvexe nondi�érentiable. A travers la résolution d'un problème de programmation linéaire équi-valent, nous obtenons pour la première fois une méthode permettant de prédire nonseulement les �ux métaboliques, mais aussi les 
on
entrations des ribosomes et de toutesles protéines impliquées dans le réseau métabolique. L'analyse du 
ritère a égalementdégagé deux propriétés fondamentales, en plus de la 
onvexité. Tout d'abord, nous avonsmontré numériquement pour le réseau métabolique 
omplet, et analytiquement sur unexemple simpli�é, que l'émergen
e des modules dans les voies métaboliques provientd'une politique générale d'é
onomie en protéines 
hez la ba
térie pour gagner du taux de
roissan
e. La modularité provient alors de la gestion de la ressour
e et non pas 
ommeune 
ontrainte de robustesse. Du fait de la limitation en protéines totales imposée parla densité intra
ellulaire, la ba
térie doit éteindre 
ertains sous-systèmes a�n d'é
ono-miser des protéines pour ensuite les répartir sur les sous-systèmes en
ore a
tifs. Cettepolitique d'é
onomie va en
ore plus loin. Nous avons aussi montré que l'optimisationde 
haque sous-système individuel, a�n de diminuer la quantité de protéines né
essairepour a
hever sa tâ
he, 
ontribue à l'optimum global à savoir l'augmentation du taux de
roissan
e. Il vient que toute protéine non dédiée à l'augmentation du taux de 
roissan
epénalise la ba
térie en terme de 
roissan
e pure. La stratégie optimale pour la 
roissan
eserait d'éteindre toutes les protéines inutiles pour la 
roissan
e pour ne 
onserver queles protéines des voies métaboliques, les ribosomes, et plus généralement uniquement lespro
essus 
ellulaires né
essaires à la dupli
ation de la ba
térie.Or le problème d'optimisation global que résout �en temps réel� la ba
térie est plus
ompliqué que 
elui proposé, 
ar non seulement la ba
térie doit se diviser lorsque les
onditions le permettent, mais elle doit également survivre. La ba
térie doit s'adapteret gérer les transitions entre ressour
e abondante et limitée, mais aussi se prémunir dedi�érents stress ou d'antibiotiques à tout moment. Ces protéines 
oûtent du taux de
roissan
e à 
ourt terme, mais sur un plus long terme elles donnent un avantage 
om-pétitif à la ba
térie. On peut voir i
i un 
ompromis s'apparentant au 
ompromis per-forman
e/robustesse en Ingénierie où la ba
térie doit pouvoir 
roître le plus rapidementpossible tout en étant 
apable de survivre en 
as de problèmes. De même, la modula-rité dans les voies métaboliques ayant été 
onservée par l'évolution, on peut imaginerqu'elle permet non seulement de gagner en performan
e, mais aussi en robustesse sansquoi une autre politique de 
ontr�le aurait 
ertainement émergée. Néanmoins, mêmes'il est in
omplet et simpli�é, le 
adre théorique de la méthode RBA propose un ration-nel 
ohérent sur le fon
tionnement de la ba
térie en phase exponentielle unique à 
e jour.Ces travaux de thèse ouvrent de nombreuses perspe
tives tant sur le plan théoriqueque sur le plan expérimental. Con
ernant la première partie sur la dé�nition des mo-dules, nous nous sommes intéressés uniquement aux 
onditions d'existen
e du régime
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lusion généraled'équilibre. Une extension à 
ette première analyse théorique serait d'étudier la stabilitéet la dynamique des modules, en regardant par exemple :� la stabilité exponentielle lo
ale autour d'un régime d'équilibre pour un modulespé
i�que, et ensuite pour les di�érents types de 
onnexion de modules 
onsidérés ;� la stabilité du système non linéaire.Comme pour l'existen
e du point d'équilibre, il 
onviendrait de dé�nir un 
adre gé-nérique pour analyser la stabilité des modules et de leur inter
onnexion. Néanmoins,
omme nous l'avons souligné au 
hapitre 1, l'étude de la stabilité même dans le 
as devoies métaboliques très simpli�ées est un problème di�
ile du fait qu'il n'existe pas d'ou-tils adaptés appli
ables à des systèmes non linéaires d'une telle dimension [227, 9, 6, 7℄.Une appro
he serait déjà de 
ara
tériser la stabilité lo
ale pour les deux stru
tures de
ontr�le et d'évaluer le poids des di�érentes 
on�gurations biologiques 
omme l'irréver-sibilité des enzymes sur la stabilité du module a�n de dégager des propriétés généralessi elles existent.La dynamique d'un module serait étudiée en prenant expli
itement en 
ompte les é
hellesde temps di�érentes entre la réponse du réseau métabolique (rapide de l'ordre de la mil-lise
onde) par rapport à 
elle du réseau génétique (plus lente de l'ordre de la dizainede minutes [184, 56℄). Notamment les résultats théoriques asso
iées aux perturbationssingulières pourraient être appliqués aux systèmes biologiques a�n de dé
oupler le réseaugénétique du réseau métabolique [121℄.Les perspe
tives prin
ipales asso
iées à la méthode RBA 
onsistent tout d'abord àaméliorer le pouvoir de prédi
tion de la méthode en a�nant l'identi�
ation des para-mètres ave
 des données expérimentales. L'identi�
ation des paramètres devrait êtrepossible à 
ourt terme grâ
e à un autre projet européen, BaSynTe
h, dans lequel noussommes impliqués. L'un des obje
tifs expli
ite de 
e projet européen 
onsiste à validernotre méthode RBA en produisant notamment des données de protéines quantitatives.Ces données nous permettront de mieux 
alibrer les di�érents paramètres intégrés dansla méthode. Un deuxième point 
on
erne la validation globale du prin
ipe du 
ompromissur les protéines en perturbant arti�
iellement leur répartition. Nous avons déjà présentéau 
ours du 
hapitre 4 une expérien
e biologique où l'on explorait l'impa
t d'un ribosomeplus gros sur le taux de 
roissan
e. L'idée est de perturber également les ensembles PG et
PM pour di�érents taux de 
roissan
e. Ces expérien
es biologiques font partie du travaild'une thèse de Biologie des Systèmes a
tuellement en 
ours.D'un point de vue biologique, la stru
ture parti
ulière générique du problème d'optimi-sation de notre méthode permet d'appréhender de nombreuses questions fondamentales
omme la 
omposition en a
ides aminés des enzymes, l'usage des 
odons, ou l'évolu-tion des réseaux de régulation des organismes par rapport à leur ni
he é
ologique. Demême, la méthode RBA dé�nit un 
adre formel permettant la modi�
ation rationnelledes ba
téries. Les perspe
tives d'appli
ation de notre méthode dans la nouvelle dis
iplineémergente qu'est la Biologie Synthétique pour la produ
tion de métabolites d'intérêt parexemple sont nombreuses.D'un point de vue théorique, une extension immédiate serait d'intégrer les aspe
ts tem-



195porels dans la méthode RBA, que l'on appellerait la méthode RBA dynamique (dRBA).Notamment on intégrerait la diminution des 
on
entrations extra
ellulaires en fon
tionde temps. Cette méthode nous permettrait hypothétiquement de révéler des stratégiessur le long terme vis-à-vis de la ressour
e. Si une protéine est produite pour rien, elleo

upe de la pla
e dans la 
ellule jusqu'à 
e que par e�et de dilution, sa 
on
entrationredevienne nulle. L'intégration des aspe
ts temporels in
lut intrinsèquement 
et e�et�mémoire�. Une deuxième extension dans le prolongement de la première, 
onsiste àintégrer l'évolution de tous les métabolites dans le problème d'optimisation. Il s'agitd'intégrer les 
on
entrations des métabolites dans la des
ription des �ux métaboliques.Ce problème est di�
ile 
ar même en 
onsidérant que les métabolites jouent linéaire-ment sur le �ux, on obtient un ensemble de 
ontraintes qui, sans plus de pré
isions, sontbilinéaires.Au regard de l'ensemble de 
es résultats et perspe
tives, il apparaît que la vision sys-témique intrinsèque à l'Automatique est pertinente pour appréhender les systèmes biolo-giques, de même que les 
on
epts fondamentaux asso
iés 
omme les modules (
onsidérésen tant que sous-systèmes autonomes). Il est 
lair que les deux dis
iplines sont 
om-plémentaires et permettront dans l'avenir des avan
ées majeures en Biologie, du moinspeut-on l'espérer. . .
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Annexe ABases de Biologie
A.1 Les di�érents modes de vie de Ba
illus subtilisUne ba
térie 
omme Ba
illus subtilis est soumise à di�érents modes de vie. On distin-guera tout d'abord sur la �gure A.1 les deux premiers grands modes de vie, à savoir laphase de 
roissan
e et la phase stationnaire, ave
 une troisième phase dite de transitionentre les deux.Lorsque tous les nutriments né
essaires à la 
roissan
e sont réunis, la ba
térie grossit(son volume augmente) et se divise. C'est la phase exponentielle de 
roissan
e. Dès qu'un(ou plusieurs) nutriment(s) devient (deviennent) limitant, la ba
térie entre en phase de
roissan
e transitoire, où la vitesse de division est ralentie, et 
e jusqu'à épuisement dela ressour
e. La ba
térie entre alors en phase stationnaire où des modes de vie radi-
alement di�érents peuvent avoir lieu 
omme la sporulation/
annibalisme ou la mort.D'autres modes de vies peuvent avoir lieu pendant 
es trois phases : la 
ompéten
e, laformation de bio�lm ou la mobilité. La sporulation traduit la 
apa
ité pour la ba
térieà empaqueter son ADN en une spore extrêmement résistante. Dans 
ette phase, unepartie de la population ba
térienne se sui
ide pour fournir à l'autre partie les ressour
esné
essaires à la sporulation (
annibalisme). La 
ompéten
e permet d'assimiler de l'ADNextra
ellulaire et de l'insérer par re
ombinaison dans le 
hromosome. La mobilité se tra-duit par la 
onstru
tion d'un �agelle qui permet à la ba
térie de se dépla
er vers unendroit plus favorable.La variété des modes de vie est 
omplètement dépendant de la ba
térie 
onsidérée.Certains sont mutuellement ex
lusifs (sporulation et mobilité), d'autres non (
ompéten
eet mobilité). Néanmoins, le fait même de pouvoir les distinguer traduit une organisationmodulaire des pro
essus impliqués, module qui peut être �éteint� (pas de �agelle) ou�allumé� (présen
e du �agelle).
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Phase de 

croissance 
exponentielle

Nombre de bactéries

temps

Phase de 
croissance 
transitoire

Phase stationnaire

Nutriment

compétence
sporulation/cannibalisme

mobilité 
mort

compétence
biofilm mobilité

Fig. A.1 � Les di�érents modes de vie de Ba
illus subtilis au 
ours du tempsA.2 Les pro
essus 
ellulaires né
essaires à la 
roissan
eexponentielleLa 
ellule est 
omposée de di�érents pro
essus biologiques élémentaires 
oordonnésassurant sa 
roissan
e et sa survie (
f. la �gure A.2). Chaque pro
essus e�e
tue une tâ
he�élémentaire� que nous allons détailler rapidement.La 
ellule ba
térienne se 
ompose (pour simpli�er) d'une paroi extérieure, d'une mem-brane interne, d'un 
hromosome d'ADN, et d'ARN messager (ARNm), d'ARN ribosomal(ARNr), d'ARN de transfert (ARNt), de lipides, de protéines, de métabolites et d'ions.Synthèse de la paroi/membrane : La paroi est 
omposée prin
ipalement de pep-tidogly
ane, 
omposé de 
haînes 
arbonées et azotées, d'a
ides tei
hoïques et lipotei-
hoïques. Elle protège la 
ellule en maintenant d'une part la 
harge de la 
ellule, etd'autre part en permettant le passage des nutriments vers la membrane. La paroi estassemblée au 
ours de la phase de 
roissan
e par des 
omplexes protéiques an
rés dansla membrane et permettant ainsi le passage des 
omposants à travers 
elle-
i.La membrane est 
omposée de deux feuillets lipidiques, assurant l'imperméabilité de lamembrane et isolant le milieu intra
ellulaire de l'extérieur. De nombreuses protéines sontintégrées à la membrane pour assurer les é
hanges ave
 l'extérieur. On 
itera par exempleles transporteurs de nutriments, les oxydases et ATPases impliquées dans la respirationaérobie ou en
ore divers 
omplexes protéines impliqués dans la sé
rétion de protéines.Parmi 
es protéines se trouvent également 
elles assemblant la membrane elle-même.
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Paroi Membrane

Nutriments:
sources carbonées

acides aminés
ions

Transporteurs

Métabolites: M1, M2 ...

Réseau métabolique

Enzymes

M1M2

Réactions chimiques

Traduction
Ribosome

chaîne peptidique

Acides aminés
Energie

Transcription
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ARNm

Nucléotides

Energie
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Synthèse membrane

Assemblage paroi
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Acides téichoïques

Acides lipoteichoïques

Energie

Synthèse paroi

ADN

Machine réplication

Deoxy-nucléotides Energie

Réplication ADN

Protéines

Autres processus
(stress, detoxification...)

Energie

Précurseurs
métaboliques

Energie
(ATP,GTP)

Fig. A.2 � Les pro
essus 
ellulaires majeurs de la 
ellule en phase de 
roissan
e expo-nentielle
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ation de l'ADN : L'ADN est 
omposé de deux brins formant une héli
e etreliés par des liaisons hydrogènes. Chaque brin est 
omposé de nu
léotides 
orrespondantaux 4 bases azotées 
onnues : adenine (A), thymine (T), guanine (G) et 
ytosine (C).Lors de la 
roissan
e, l'ADN est répliqué pour former deux 
hromosomes distin
ts, dontl'un des deux ira dans la 
ellule �lle. Chaque brin est dupliqué par un 
omplexe protéiqueappelé ADN polymérase par insertion de deoxy-nu
léotides.Synthèse de protéines : La synthèse d'une protéine s'e�e
tue en deux temps. Toutd'abord le gêne d'intérêt est trans
rit en ARNm au 
ours du pro
essus de trans
riptionpar un 
omplexe protéique appelé ARN polymérase. L'ARN polymérase se �xe sur uneséquen
e parti
ulière appelée promoteur et située en amont du gène (phase d'initiation).L'allongement de l'ARNm (phase d'élongation) s'e�e
tue par insertion de nu
léotides(A,U,C,G) par le
ture dire
te du 
ode génétique (resp. T,A,G,C). La trans
ription s'ar-rête lorsque l'ARN polymérase ren
ontre un 
odon stop. L'ARN polymérase se dé
ro
healors de l'ADN. Dans un deuxième temps, l'ARNm est traduit en protéine au 
ours dela phase de tradu
tion. Le prin
ipal a
teur impliqué est un énorme 
omplexe 
omposéde 50 protéines environ et d'ARNr appelé ribosome. Le ribosome se �xe sur l'ARNm surune séquen
e spé
i�que appelée Ribosome Binding Sequen
e (RBS) (phase d'initiation).Le ribosome se dépla
e le long de l'ARNm tout en produisant une 
haîne peptidique. A
haque pas, le ribosome lit la séquen
e 
odante et insère l'a
ide aminé 
orrespondant àla �n de la 
haîne peptidique grâ
e à des ARNt 
hargés (phase d'élongation). L'ARNtse 
ompose d'une partie où l'a
ide aminé (AA) se �xe (ARNt 
hargé), et d'une partieappelée anti
odon assurant la 
orrespondan
e entre le 
ode génétique porté par l'ARNmet l'a
ide aminé selon le tableau A.3. Le 
hargement de l'a
ide aminé sur le ARNt estréalisé par des enzymes spé
i�ques, les ARNt synthases, selon la réa
tionARNt + AA + ATP −→ AMP + PP + AA-ARNtLe ribosome s'arrête lorsqu'il ren
ontre un 
odon stop. La 
haîne peptidique est ensuiterepliée par des protéines 
haperones pour former la protéine �nale.Synthèse des pré
urseurs métaboliques et de l'énergie : Tous les pro
essusdé
rits pré
édemment ont des points 
ommuns. Ils insèrent des métabolites parti
uliers(lipides, a
ides aminés, nu
léotides, deoxy-nu
léotides . . . ) tout en 
onsommant de l'éner-gie (prin
ipalement sous forme d'ATP et de GTP) pour produire les di�érents ma
ro-
omposants 
ellulaires. La synthèse de 
es pré
urseurs métaboliques/énergie est réaliséepar le réseau métabolique, grâ
e à une su

ession de réa
tions 
himiques transformantles nutriments importés à l'intérieur de la 
ellule. Le réseau métabolique est 
omposé deprotéines parti
ulières (les enzymes et les transporteurs), 
ha
une 
atalysant une réa
tion
himique transformant les métabolites substrats en produits. Certaines de ses réa
tionsproduisent également de l'énergie (ATP, GTP), né
essaire au fon
tionnement de tous lespro
essus 
ellulaires.Autres pro
essus : Il est bien évident que la 
ellule ne se limite pas aux seuls pro-
essus 
ités 
i-dessus. On 
itera notamment les pro
essus impliqués dans la maintenan
e
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Fig. A.3 � Code génétiquede la pression osmotique, ou dans la prévention et de la réponse au stress (oxydatif,thermique,. . . ).Pour résumer : S
hématiquement, tous les pro
essus 
ellulaires sont 
omposés deprotéines. L'obje
tif du réseau métabolique est de produire les pré
urseurs métaboliqueset l'énergie né
essaires à la 
roissan
e. Les autres pro
essus 
ellulaires 
onsomment despré
urseurs métaboliques et de l'énergie pour synthétiser les di�érents 
omposants 
el-lulaires. Parmi 
es pro
essus, on notera le statut parti
ulier de l'appareil de tradu
tion(ribosomes) dont l'obje
tif est de produire des protéines.A.3 La régulation de l'expression des gènesIl existe di�érents mé
anismes de régulation permettant de moduler l'expression d'ungène. On distinguera les mé
anismes modulant l'initiation de l'élongation de la trans-
ription.Les régulations agissant au niveau de l'initiation de la trans
ription sont généralementles plus 
ourantes et impliquent des protéines parti
ulières, les fa
teurs de trans
ription(FT) et les fa
teurs sigma (voir la �gure A.4) :� fa
teur sigma : sous-unité de l'ARN polymérase qui re
onnaît la séquen
e promo-tri
e du gène et permet l'a

ro
hage de l'ARN polymérase sur le promoteur. Il existedi�érents fa
teurs sigma dans les ba
téries qui sont en 
ompétition pour former la
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ADN Gène

P: Promoteur

P

FT

Signal effecteur
S

FT

FT séquestré par S
incapable de se lier à l’ADN

FT

Forme active de 
l’ARN polymérase

ARN Pol

Forme inactive de 
l’ARN polymérase

Facteur sigma
ARN Pol

ARN Pol
ARN Pol

ARNmModulation de la 
transcription

Fig. A.4 � Régulation de la trans
ription des gènes par les fa
teurs de trans
ription etles fa
teurs sigmaforme a
tive de l'ARN polymérase 
apable de s'a

ro
her sur l'ADN.� fa
teur de trans
ription : protéine qui augmente (a
tivateur) ou diminue (répres-seur) l'a�nité de l'ARN polymérase pour son promoteur en se �xant sur des sé-quen
es spé
i�ques de l'ADN pro
hes du promoteur.Ainsi l'initiation de la trans
ription est doublement régulée. Seule l'ARN polyméraseasso
iée au bon fa
teur sigma pourra s'a

ro
her, l'a

ro
hage étant par ailleurs modulépar les FT.De plus, l'a
tivité du fa
teur de trans
ription peut être modulée par un e�e
teur (généra-lement un métabolite). L'e�e
teur module l'a

ro
hage du FT sur l'ADN. Dans 
ertains
as, il peut stimuler ou au 
ontraire empê
her l'a

ro
hage du FT sur l'ADN, 
ommereprésenté sur la �gure A.4. Le résultat �nal sur la trans
ription du gène dépend don
d'une part de l'e�et positif ou négatif du FT, et d'autre part de l'e�et positif ou négatifde l'e�e
teur sur le FT. Le régulon asso
ié à un régulateur 
orrespond à l'ensemble desgènes sous le 
ontr�le dire
t de 
e régulateur.Les mé
anismes modulant l'élongation de la trans
ription, autrefois minoritaires etpeu étudiés, jouent en fait un r�le 
entral notamment dans la régulation des voiesmétaboliques. Le prin
ipe général de 
es régulations est le suivant. Après l'initiation,l'ARNm naissant possède deux motifs parti
ulier, un terminateur pré
o
e, et un motifanti-terminateur (ou anti-anti-terminateur) sur lequel l'élément régulateur va se �xer.L'e�et de l'élément régulateur dépend de la stabilité de l'ARNm naissant vis à vis de labou
le de terminaison. Soit le terminateur est stable, et dans 
e 
as l'a

ro
hage de l'élé-ment régulateur va permettre de le déstabiliser et ainsi d'autoriser la trans
ription. Soitle terminateur est instable, et la trans
ription a lieu en l'absen
e d'élément régulateur.Les prin
ipaux éléments régulateurs identi�és 
hez Ba
illus subtilis sont :
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hargés : la trans
ription a lieu lorsque l'ARNt non 
hargé s'a

ro
hesur l'ARNm ;� les métabolites : la trans
ription s'arrête généralement lorsque le métabolite est �xésur l'ARNm ;� des protéines : i
i il n'y a pas de règles générales 
on
ernant l'e�et.Les régulations par terminaison pré
o
e de la trans
ription par des métabolites sontappelés riboswit
hes en biologie.
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Annexe BRésultats asso
iés au réseaumétabolique de Ba
illus subtilis
B.1 Modèle de 
onnaissan
eLe modèle de 
onnaissan
e 
orrespond au �
hier modele_Bsub.xls, disponible à l'URLsuivante :http://genome.jouy.inra.fr/~agoelzer/These/modele_Bsub.xlsB.2 La répartition des �ux métaboliques de Ba
illussubtilis pour di�érents milieuxB.2.1 Variations des a
ides aminésCette �gure 
orrespond à la �gure RBA_a
ides_amines.jpeg, disponible à l'URL sui-vante :http://genome.jouy.inra.fr/~agoelzer/These/RBA_a
ides_amines.jpegB.2.2 Variations des sour
es de 
arboneCette �gure 
orrespond à la �gure RBA_sour
es_
arbone.jpeg, disponible à l'URL sui-vante :http://genome.jouy.inra.fr/~agoelzer/These/RBA_sour
es_
arbone.jpeg
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Abréviations
Termes utilisésNom abrégé Nom 
ompletDOR Dense Overlapping RegulonEDO Equations di�érentielles ordinairesFBA Flux Balan
e AnalysisFBAwMC méthode FBA alternativerFBA méthode FBA alternativeFFL Feedforward loopLP Programmation linéaireLFT Linear fra
tional transformationRBA Resour
e Balan
e AnalysisSCPI Stru
ture de 
ontr�le par le produit initialSCPIb SCPI 
ombinée à une inhibition enzymatique de la première enzymeSCPF Stru
ture de 
ontr�le par le produit �nalSIM Single Input ModuleSNC Stru
ture non 
ontr�léeSVD Singular Value De
omposition
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226 AbrévationsGlossaire des abréviations biologiquesGènes et trans
riptionNom abrégé Nom 
omplet Type de 
omposant 
ellulaireADN A
ide désoxyribonu
léiqueARN A
ide ribonu
léique issu de la trans
ription de l'ADNARNm ARN messager ARN 
odant pour une protéineARNr ARN ribosomal ARN 
omposant un ribosomeARNt ARN de transfert ARN né
essaire à la tradu
tion d'un ARNm par les ribosomesARNt
 ARN de transfert 
hargé ARNt 
hargé ave
 un a
ide aminéRBS Ribosome Binding Sequen
e site de �xation du ribosome sur l'ARNmA-box riboswit
h régule la trans
ription des gènes par l'adénineG-box riboswit
h régule la trans
ription des gènes par la guanineL-box riboswit
h régule la trans
ription des gènes par la lysineS-box riboswit
h régule la trans
ription des gènes par le S-adénosyl-méthionineT-box mé
anisme de régulation régule la trans
ription des gènes par un ARNtSR1 ARN non 
odant régule la tradu
tion de 
ertains gènesP-lead peptide leader régule la trans
ription de 
ertains gènesProtéines mentionnéesFa
teurs sigmaFa
teur sigma Gène 
odant Fon
tion dans la 
elluleSigA (σA) sigA 
roissan
e exponentielleSigB (σB) sigB réponse au stressSigD (σD) sigD mobilitéSigE (σE) sigE sporulationSigF (σF ) sigF sporulationSigG (σG) sigG sporulationSigH (σH) sigH sporulationSigK (σK) sigK sporulation



227Fa
teurs de trans
riptionFa
teur de trans
ription Gène 
odant Fon
tion dans la 
elluleAbrB abrB transition vers la phase stationnaireAnsR ansR dégradation de l'asparagineArfM arfM fermentationC
pA 

pA gestion des sour
es de 
arboneC
pB 

pB gestion des sour
es de 
arboneC
pC 

pC 
y
le de KrebsC
pN 

pN glu
onéogenèseCggR 
ggR gly
olyseCodY 
odY régulateur globalComK 
omK 
ompéten
eCRP 
rp gestion des sour
es de 
arboneCymR 
ymR synthèse de la 
ystéineCysL 
ysL dégradation du sul�teDegU degU transition vers la phase stationnaireFNR fnr respiration anaérobieFruR fruR transport et assimilation du fru
toseFur fur gestion du ferGerE gerE germinationGlnR glnR synthèse de la glutaminePhoP phoP gestion du phosphatePurR purR synthèse des nu
léotidesRbsR rbsR transport et assimilation du riboseResD resD respiration aérobieRok rok formation des bio�lmsRsfA rsfA sporulationSpo0A spo0A sporulationSpoIIID spoIIID sporulationSpoVT spoVT sporulationSpx spx gestion des ponts disul�desTnrA tnrA gestion des sour
es d'azoteTrpR trpR gestion du tryptophaneTyrR tyrR gestion de la tyrosineYtlI ytlI transport de la 
ystineYtrA ytrA transport de l'a
étoineYy
F yy
F gestion de la paroi



228 AbrévationsAutres protéinesNom Gène 
odant Type Fon
tion dans la 
elluleARNt synthase - protéine 
harge un ARNt ave
 un a
ide aminéGTPase - protéine hydrolyse un GTP pour 
atalyser sa réa
tionFT - fa
teur de trans
ription régule la trans
ription des gènesABC - transporteur 3 sous-unités (ABC) et ATP dépendantPTS - transporteur phosphotransferase transport systemA
kA a
kA enzyme synthèse de l'a
étateAlsS alsS enzyme synthèse de l'a
étoineArgI argI enzyme dégradation de l'arginineAroA aroA enzyme synthèse du 
horismateAspB aspB enzyme synthèse de l'aspartateCarAB 
arA-
arB 
omplexe enzymatique synthèse de l'arginineCitB 
itB enzyme 
y
le de KrebsClpCP 
lpC-
lpP protéase dégradation des protéinesFruA fruA transporteur transport du fru
toseEF-G fusA fa
teur d'élongation tradu
tion des protéinesEF-Tu tuf fa
teur d'élongation tradu
tion des protéinesGapA glnA enzyme gly
olyseGlnA glnA enzyme synthèse de la glutamineGlyA glyA enzyme synthèse de la gly
ineGuaB guaB enzyme synthèse du GMPIlvA ilvA enzyme synthèse de l'isoleu
ineIlvBH ilvB-ilvH 
omplexe enzymatique synthèse de l'isoleu
ine,de la valine, de la leu
ineHPr ptsH protéine transporteur des su
res PTSHPr-Ser46-P ptsH protéine forme phosphorylée de HPr sur la sérine 46Mdh mdh enzyme 
y
le de KrebsM

B m

B enzyme synthèse de la 
ystéineMetA metA enzyme synthèse de la méthionineMetI metI enzyme synthèse de la méthionineProB proB enzyme synthèse de la prolineProG proG enzyme synthèse de la prolineProH proH enzyme synthèse de la prolineProI proI enzyme synthèse de la prolineProJ proJ enzyme synthèse de la prolinePta pta enzyme synthèse de l'a
étatePyrAAB pyrAA-pyrAB 
omplexe enzymatique synthèse des pyrimidinesRtpA rtpA protéine/régulateur synthèse du tryptophaneT
yABC t
yA-t
yB-t
yC transporteur transport de la 
ystineT
yJKLMN t
yJ-t
yK-t
yL transporteur transport de la 
ystinet
yM-t
yNThrB thrB enzyme synthèse de la thréonineThrC thrC enzyme synthèse de la thréonineTRAP mtrB protéine/régulateur synthèse du tryptophaneZwf zwf enzyme voie des pentoses phosphates



229Métabolites mentionnésNom Type de métabolite Fon
tion dans la 
elluledATP deoxynu
léotide synthèse de l'ADNdCTP deoxynu
léotide synthèse de l'ADNdGTP deoxynu
léotide synthèse de l'ADNdTTP deoxynu
léotide synthèse de l'ADNATP nu
léotide synthèse des ARNs, sour
e d'énergieADP nu
léotide pré
urseur de l'ATP, métabolite re
y
léAMP nu
léotide pré
urseur de l'ADP, métabolite re
y
léCTP nu
léotide synthèse des ARNsGTP nu
léotide synthèse des ARNs, sour
e d'énergieGDP nu
léotide pré
urseur du GTP, métabolite re
y
léGMP nu
léotide pré
urseur du GDP, métabolite re
y
léUTP nu
léotide synthèse des ARNsNADH/NAD état redox sour
e d'énergie pour la synthèse d'ATP par respirationNADPH/NADP état redox sour
e d'énergie utilisée dans l'anabolismealanine a
ide aminé synthèse des protéinesarginine a
ide aminé synthèse des protéinesasparagine a
ide aminé synthèse des protéinesaspartate a
ide aminé synthèse des protéines
ystéine a
ide aminé synthèse des protéinesglutamine a
ide aminé synthèse des protéinesglutamate a
ide aminé synthèse des protéinesgly
ine a
ide aminé synthèse des protéineshistidine a
ide aminé synthèse des protéinesisoleu
ine a
ide aminé synthèse des protéinesleu
ine a
ide aminé synthèse des protéineslysine a
ide aminé synthèse des protéinesméthionine a
ide aminé synthèse des protéinesphénylalanine a
ide aminé synthèse des protéinesproline a
ide aminé synthèse des protéinessérine a
ide aminé synthèse des protéinesthréonine a
ide aminé synthèse des protéinestryptophane a
ide aminé synthèse des protéinestyrosine a
ide aminé synthèse des protéinesvaline a
ide aminé synthèse des protéines
horismate métabolite pré
urseur du tryptophane, de la phénylalanineet de la tyrosineornithine métabolite synthèse de l'arginine



230 AbrévationsNom Type de métabolite Fon
tion dans la 
ellulearabinose 
haîne 
arbonée sour
e de 
arbone gly
olytique
ellobiose 
haîne 
arbonée sour
e de 
arbone gly
olytiquefru
tose 
haîne 
arbonée sour
e de 
arbone gly
olytiqueglu
onate 
haîne 
arbonée sour
e de 
arbone gly
olytiqueglu
osamine 
haîne 
arbonée sour
e de 
arbone gly
olytiqueglu
ose 
haîne 
arbonée sour
e de 
arbone gly
olytiquegly
érol 
haîne 
arbonée sour
e de 
arbone gly
olytiqueinositol 
haîne 
arbonée sour
e de 
arbone gly
olytiqueli
hénan 
haîne 
arbonée sour
e de 
arbone gly
olytiquemaltose 
haîne 
arbonée sour
e de 
arbone gly
olytiquemannitol 
haîne 
arbonée sour
e de 
arbone gly
olytiquemannose 
haîne 
arbonée sour
e de 
arbone gly
olytiquen-a
étylglu
osamine 
haîne 
arbonée sour
e de 
arbone gly
olytiqueribose 
haîne 
arbonée sour
e de 
arbone gly
olytiquesorbitol 
haîne 
arbonée sour
e de 
arbone gly
olytiquesu
rose 
haîne 
arbonée sour
e de 
arbone gly
olytiquetréhalose 
haîne 
arbonée sour
e de 
arbone gly
olytiquea
étate 
haîne 
arbonée sour
e de 
arbone néoglu
ogénique, produit ex
rété
itrate 
haîne 
arbonée sour
e de 
arbone néoglu
ogénique, 
y
le de Krebsfumarate 
haîne 
arbonée sour
e de 
arbone néoglu
ogénique, 
y
le de Krebsla
tate 
haîne 
arbonée sour
e de 
arbone néoglu
ogénique, fermentationmalate 
haîne 
arbonée sour
e de 
arbone néoglu
ogénique, 
y
le de Krebspyruvate 
haîne 
arbonée sour
e de 
arbone néoglu
ogénique, gly
olysesu

inate 
haîne 
arbonée sour
e de 
arbone néoglu
ogénique, 
y
le de Krebs2-oxoglutarate 
haîne 
arbonée sour
e de 
arbone néoglu
ogénique, 
y
le de KrebsAKB alpha-kéto-butyrate synthèse de l'isoleu
ineACCOA a
étyl-
oA 
y
le de KrebsCoA 
o-enzyme A 
o-fa
teurFBP fru
tose-1,6-biphosphate gly
olyseformamide métabolite dégradation de l'histidinegly
éraldéhyde-3P métabolite gly
olyseoxaloa
étate métabolite 
y
le de Krebs3-phosphogly
érate métabolite gly
olyse2-phosphogly
érate métabolite gly
olyse6-phosphoglu
onate métabolite voie des pentoses phosphatesNH3 ammonium sour
e d'azoteNH4+ azote assimilable sour
e d'azoteH2O eauCO2 dioxyde de 
arbonesulfate ion sour
e de soufrePi phosphate sour
e de phosphatePPi diphosphate sour
e de phosphateH+ proton transport des 
omposés, pHFe2+ fer transfert d'éle
tronsMn2+ manganèse transfert d'éle
tronsMg2+ magnésium transfert d'éle
tronsZn2+ zin
 transfert d'éle
trons



231Composants 
ellulairesNom Type de 
omposant 
ellulairepeptidogly
ane paroi 
ellulairea
ides tei
hoïques paroi 
ellulairea
ides tei
huroniques paroi 
ellulairea
ides gras pré
urseurs de tous les lipidesmonoglu
osyldia
ylgly
érol gly
olypide 
omposant la membrane 
ellulairediglu
osyldia
ylgly
érol gly
olypide 
omposant la membrane 
ellulairetriglu
osyldia
ylgly
érol gly
olypide 
omposant la membrane 
ellulaire
ardiolipine phospholipide 
omposant la membrane 
ellulairephosphatidylgly
érol phospholipide 
omposant la membrane 
ellulairelysylphosphatidylgly
érol phospholipide 
omposant la membrane 
ellulairephosphatidyléthanolamine phospholipide 
omposant la membrane 
ellulaire
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