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Résumé

L’objectif de cette thèse est d’effectuer une étude d’identifiabilité d’un modèle épidémio-
logique décrit par un système d’équations aux dérivées partielles (EDP) intégro-différentiel
semi-linéaire de type réaction-transport.

Dans ce but, nous effectuons tout d’abord une synthèse de la littérature relative aux pro-
blèmes inverses d’identifiabilité paramétrique. Nous étudions les fondements mathématiques
des différentes techniques employées, en mettant en avant les natures des systèmes auxquels
ces méthodes s’appliquent ou se généralisent. En dimension finie, trois méthodes se dégagent
pour les systèmes d’équations différentielles ordinaires : par développement en série de Taylor,
par élimination algébro-différentielle et par le biais du théorème de l’isomorphisme d’état. En
dimension infinie, pour les systèmes d’EDP, deux méthodes sont couramment utilisées dans
le cas linéaire : une approche spectrale et une autre reposant sur les inégalités de Carleman.
Cette dernière est aussi appliquée à quelques systèmes d’EDP semi-linéaires, dans des cas
particuliers où le problème d’identifiabilité peut se ramener à l’étude d’un système linéaire.
Cependant, cette méthode n’est pas, ou alors difficilement, applicable à notre système du fait
de la complexité de sa non-linéarité.

Dans un deuxième temps, nous effectuons l’analyse d’identifiabilité du modèle épidémio-
logique. Nous commençons par bâtir un cadre formel d’étude d’identifiabilité s’appliquant aux
systèmes d’EDP semi-linéaires. Ce cadre nécessite la connaissance d’un espace de vie de la so-
lution du problème d’EDP. En conséquence, nous déterminons un cadre fonctionnel respectant
les conditions biologiques imposées par le modèle, puis nous prouvons existence et unicité de la
solution. Nous effectuons ensuite l’analyse d’identifiabilité du modèle en adaptant la méthode
d’élimination algébro-différentielle. Nous obtenons des conditions suffisantes d’identifiabilité
pour des classes de paramètres données. Nous discutons, interprétons et simulons numérique-
ment les résultats obtenus.

Mots-clefs : problème inverse, identifiabilité, EDP, dynamique des populations, épidémiologie.



Parameter identifiability for systems described by partial
differential equations. Application to population dynamics

Abstract

This thesis aims at studying the identifiability of an epidemiological model described by
semilinear integro-differential partial differential equations (PDE) of reaction-transport type.

To achieve this goal, we start with a literature survey of inverse problems devoted to
parameter identifiability. We study the mathematical bases of the existing techniques, outlining
the systems to which they are applied or could be extended. In finite dimension, the three main
methods for systems of ordinary differential equations are based on: Taylor series expansion,
algebro-differential elimination, and the state isomorphism theorem. In infinite dimension, for
PDE systems, two methods are generally applied in the linear case: a spectral approach, and
another one based on Carleman estimates. The latter is also applied to some semilinear PDE
systems in particular situations where the identifiability problem amounts to studying a linear
system. However, this method cannot be, or can hardly be applied to our system owing to the
complexity of its nonlinearity.

We then perform the identifiability analysis of the epidemiological model. We first build a
formal identifiability framework adapted to semilinear PDE systems. This framework requires
that a solution space is defined for the PDE problem. Therefore, we determine a functional
framework compatible with the biological conditions imposed by the model and prove the ex-
istence and uniqueness of the solution. Second, we perform the identifiability analysis of the
model by adapting the algebro-differential elimination method. We obtain sufficient identifi-
ability conditions for given parameter classes. We finally discuss and interpret the results we
obtain, and provide numerical simulations.

Keywords : inverse problem, identifiability, PDE, population dynamics, epidemiology.
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Introduction Générale

Cette thèse a pour but d’étudier la question de l’identifiabilité paramétrique de mo-
dèles faisant intervenir des systèmes décrits pas des équations aux dérivées partielles
(EDP). Cette étude est réalisée au travers d’exemples issus de la dynamique des popu-
lations, et plus particulièrement de l’épidémiologie.

Dans de nombreux domaines se pose le problème de l’identification de modèles pa-
ramétriques à partir d’observations. Une question naturelle est alors de savoir si ces
observations permettent d’estimer les paramètres inconnus du modèle. Dans le cas où
les observations s’avèrent être inadéquates, on peut soit reparamétrer le modèle, soit re-
chercher quelles autres variables pourraient être observées afin de répondre au problème
d’estimation. L’identifiabilité paramétrique est le problème inverse qui consiste à savoir
si les paramètres inconnus d’un modèle peuvent être estimés de façon unique à partir des
observations. C’est donc un pré-requis nécessaire à l’identification de paramètres d’un
modèle. Par ailleurs, dans la pratique ces observations sont souvent difficiles à obtenir ou
bien coûteuses. Il est donc intéressant de tenter de définir des observations nécessaires
et suffisantes garantissant l’identifiabilité.

L’identifiabilité paramétrique est un domaine bien connu lorsque l’on considère le cas
de systèmes dynamiques décrits par des modèles d’équations différentielles ordinaires
(EDO). Sont établis dans la littérature un cadre formel d’étude ainsi que plusieurs
méthodes ou algorithmes de test permettant de traiter la question de l’identifiabilité
paramétrique. Lorsque les systèmes sont décrits par des EDP, des problèmes inverses
traitant de l’unicité de certains paramètres du système, éventuellement fonctionnels, ont
été formulés. Toutefois, il n’existe aucun formalisme permettant de formuler de façon
générique ces problèmes en terme d’identifiabilité paramétrique. Par ailleurs, les pro-
blèmes considérés concernent, à quelques exceptions près, des systèmes d’EDP linéaires.
L’identifiabilité paramétrique de systèmes dynamiques décrits par des EDP est donc
source de multiples problèmes mathématiques ouverts et tout particulièrement dans le
cas non-linéaire.

L’objectif de cette thèse est d’étudier l’identifiabilité d’un tel modèle en épidémio-
logie. Le modèle considéré, inspiré de [62], représente la propagation d’une maladie
caractérisée par une période d’incubation longue, infectieuse et non détectable dans
une population animale. Ce modèle est décrit par un système d’EDP intégro-différentiel
semi-linéaire de type réaction-transport. Par la suite, le modèle épidémiologique fera
référence à ce modèle.

La première partie du travail consiste en une analyse bibliographique des résultats
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d’identifiabilité, de la dimension finie à la dimension infinie. Certains de ces résultats ou
méthodes s’avèrent difficilement, voire totalement inexploitables pour notre problème,
d’autres peuvent se généraliser à notre problème. Ceci nous amène, dans une deuxième
partie, à adapter certaines techniques afin d’effectuer l’analyse d’identifiabilité du modèle
épidémiologique. Au préalable, nous aurons bâti un cadre théorique permettant de poser
le problème d’identifiabilité pour des systèmes d’EDP.

Première partie

La première partie de cette thèse consiste en un « état de l’art » de l’identifiabilité
paramétrique.

Nous commençons par aborder, dans le Chapitre 1, le cas de systèmes d’EDO. Pour
ce faire, nous proposons une étude du formalisme déjà existant, reposant sur la notion
de système paramétré [68, 73]. Le système paramétré est composé de la dynamique, de
la condition initiale et de sorties liées à l’état du système. Les sorties sont des fonctions
du temps constituant les observations. La dynamique peut éventuellement dépendre
d’entrées, qui seront supposées connues. Dynamique, condition initiale et sorties sont
dépendantes des paramètres inconnus du modèle, appelés vecteur paramètre. L’étude
de l’identifiabilité paramétrique consiste en l’étude de l’injectivité de l’application qui à
un vecteur paramètre associe les sorties.

À partir du cadre formel d’étude, nous discutons des principales méthodes d’analyse
d’identifiabilité en dimension finie [12], en apportant commentaires et illustrations par
des exemples. Ces derniers sont construits dans le cadre de cette thèse ou issus de la
littérature. Certaines preuves sont détaillées sont en Annexe A.

Après le cas des systèmes dynamiques décrits par des EDO, nous pénétrons le monde
des EDP dans le Chapitre 2. L’objectif est ici de faire un tour d’horizon le plus exhaustif
possible des problèmes d’identifiabilité rencontrés dans la littérature. Deux principales
méthodes se dégagent. L’une repose sur l’étude du spectre de l’opérateur différentiel [47],
l’autre consiste en l’utilisation d’inégalités de Carleman [35]. Ces deux approches ont
été appliquées presque exclusivement à des problèmes d’identifiabilité pour des systèmes
linéaires. Quelques rares exceptions portent sur l’utilisation d’inégalités de Carleman
appliquées à une classe particulière d’EDP paraboliques semi-linéaires [18, 29, 36].

Nous concluons cette partie en effectuant une synthèse de l’état de l’art dans le
Chapitre 3.

Deuxième partie

La deuxième partie constitue le coeur du travail de cette thèse. Son principal but
est d’effectuer une analyse d’identifiabilité du modèle épidémiologique. Pour cela, nous
découpons notre travail en trois chapitres.

Dans le Chapitre 4, nous nous attachons à bâtir un cadre formel d’analyse d’iden-
tifiabilité adapté aux systèmes d’EDP semi-linéaires. Il s’agit d’un travail novateur qui
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permet d’aborder, avec une même et unique approche, la plupart des problèmes inverses
liés aux EDP rencontrés dans la littérature. En comparaison avec les systèmes d’EDO,
deux différences fondamentales et non négligeables sont à prendre en considération dans
le cas des EDP : (i) tout d’abord certains paramètres peuvent être fonction des variables
structurantes, donc appartenant à un espace de dimension infinie ; (ii) ensuite, la né-
cessité d’une étude préalable d’existence et d’unicité de solutions qui conditionne les
espaces de vie des sorties. Pour conclure ce chapitre, nous illustrons ce cadre formel en
l’appliquant au modèle de McKendrick-Von Foerster, qui décrit la dynamique d’une po-
pulation structurée en âge. L’EDP considérée est une équation linéaire 1D de transport
avec terme de réaction. L’analyse d’identifiabilité effectuée repose sur l’expression de la
solution à partir des caractéristiques du modèle.

Le Chapitre 5 traite de la question de l’existence et de l’unicité de la solution du
modèle épidémiologique. Cette étape nécessaire permet de fixer le cadre fonctionnel en
vue d’une étude d’identifiabilité. Le système d’EDP considéré peut être vu comme une
perturbation Lipschitz d’un problème linéaire avec présence de condition de bord non
homogène. Le caractère bien posé du problème (well-posedness) est ici traité par une
approche semigroupe (voir Annexe D pour des rappels). Finalement, nous concluons ce
Chapitre en donnant une expression implicite des solutions à partir des caractéristiques
du modèle. Ce chapitre a fait l’objet d’un article publié [52]. On propose en Annexe B
une technique alternative par point fixe de Schauder.

Dans le Chapitre 6, nous effectuons une analyse d’identifiabilité du modèle épidémio-
logique étant données des observations effectuées en horizon de temps fini. Les résultats
obtenus sont nouveaux et constituent un travail original dans le sens où une telle étude
n’a jamais été effectuée pour un modèle du type réaction-transport semi-linéaire. Nous
établissons tout d’abord une relation entrée/sortie entre la fonction de naissance et l’in-
cidence des cas observés. Nous obtenons ensuite par élimination algébro-différentielle des
conditions suffisantes d’injectivité de l’application paramètre/sortie. Finalement, nous
illustrons nos résultats par des simulations numériques. Ce chapitre fait l’objet d’un
rapport technique [54], dont une partie des résultats a été soumise à J. Math. Anal.
Appl. [53]. Pour des raisons de concision, la problématique présentée au Chapitre 4 est
simplifiée dans la formulation du problème d’identifiabilité. Un résultat supplémentaire
d’identifiabilité est exposé en Annexe C.
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Chapitre 1

Identifiabilité paramétrique en
dimension finie

Introduction à la dimension finie

Nous allons dans ce chapitre formuler et étudier des problèmes d’identifiabilité pa-
ramétrique relatifs à des systèmes d’équations différentielles. Il existe des méthodes
d’analyse d’identifiabilité satisfaisantes dans le cas des systèmes linéaires. Par contre,
l’étude des systèmes non-linéaires s’avère a priori être plus délicate. Toutefois, diffé-
rentes méthodes sont accessibles dans la littérature, dont l’efficacité est étroitement liée
à la nature de la non linéarité (polynomiale ou rationnelle, analytique, lipschitzienne,
présence ou non d’une fonction de contrôle...) ainsi que celle de l’observation.

Nous étudions de façon théorique ou au travers d’exemples les principales méthodes
d’analyse d’identifiabilité des systèmes différentiels linéaires et non-linéaires. Nous com-
mençons par poser formellement le problème d’identifiabilité paramétrique. Nous abor-
dons ensuite la question de l’identifiabilité dans le cas linéaire, où deux méthodes tech-
niques principales existent : par utilisation de la transformée de Laplace et par dévelop-
pement en série de Taylor de la sortie. Enfin nous étudions les trois principales méthodes
connues dans le cas non-linéaire : la méthode par développement en série de Taylor est
efficace pour les champs de vecteurs lipschitziens ; la méthode par élimination algébro-
différentielle dans les cas polynomiaux ; enfin par équivalence des systèmes pour des
régularités analytiques.
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1.1 Formulation du problème et deux exemples

1.1.1 Position du problème

Considérons I ⊂ R+ un intervalle contenant 0, et pour t ∈ I le système différentiel
paramétré Γ

x0(p),u
p , constitué des trois équation suivantes,

Γx0(p),u
p







ẋ(t,p) = f(x(t,p), u(t), t,p),

x(0,p) = x0(p),

s(t,p) = h(x(t,p), u(t),p),

(1.1)

où les trois équations sont appelées, dans l’ordre d’apparition, équation d’état, équation
de condition initiales et équation d’observation. Nous appellerons dans tout ce chapitre
système de référence le système (1.1). Les différentes variables et leurs espaces d’ap-
partenance sont résumés dans le tableau 1.1, où P est un ouvert de Rp appelé ensemble
des paramètres, V un ouvert connexe de Rn satisfaisant x(t,p) ∈ V pour p ∈ P et tout
t ∈ I et U un ensemble de fonctions d’entrée à valeurs dans Rs.

Tab. 1.1 – Variables utilisées dans le système Γ
x0(p),u
p

Définition de la variable symbole ensemble
paramètre p p ∈ P ⊂ Rp

état du système x x : [0, T ] × P → V ⊂ Rn

entrée (ou contrôle) u u ∈ U
condition initiale x0 x0 : P → V ⊂ Rn

champ de vecteur f f : V × Rs × [0, T ] × P → Rn

sortie s s : [0, T ] × P → Rm

fonction d’observation h h : V × Rs × P → Rm

Introduisons la notion d’expérience associée au système Γ
x0(p),u
p garantissant l’exis-

tence et l’unicité de solutions du problème formé de l’équation différentielle et de la
condition initiale.

Définition 1 (Expérience). Pour T > 0 tel que [0, T ] ⊂ I, une expérience sur [0, T ]

pour le système Γ
x0(p),u
p est la donnée d’un couple (x0, u) tel que pour tout p ∈ P,

Γ
x0(p),u
p a une unique solution x(t,p) définie sur [0, T ].

Remarque 1. Dans les cas que nous allons traiter ultérieurement, l’application f véri-
fiera les hypothèses du théorème de Cauchy-Lipschitz, garantissant pour toute condition
initiale l’existence et l’unicité d’une solution maximale, et en conséquence de façon sys-
tématique que le couple (x0, u) est une expérience sur tout intervalle [0, T ] contenu dans
l’intervalle de vie de cette solution maximale.

Introduisons la notion de modèle structurel associé au système Γ
x0(p),u
p .

Définition 2 (Modèle structurel). Soit T > 0 tel que [0, T ] ⊂ I. Considérons une
expérience (x0, u) sur [0, T ] pour le système Γ

x0(p),u
p . L’application

Mx0,u,T : p ∈ P 7→ Γx0(p),u
p
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est le modèle structurel associé à l’expérience (x0, u).

Remarque 2. Dans la suite, nous utiliserons l’expression plus courte de modèle plutôt
que de modèle structurel.

Introduisons maintenant le concept d’identifiabilité paramétrique du modèle Mx0,u,T .

Définition 3 (Identifiabilité). Soit (x0, u) une expérience sur [0, T ] pour le système
Γ

x0(p),u
p .

1. Le modèle Mx0,u,T est dit identifiable en p ∈ P si

{∀ p̄ ∈ P, s(·,p) = s(·, p̄)} ⇒ p = p̄.

2. Le modèle Mx0,u,T est dit identifiable sur P s’il est identifiable en tout paramètre
p ∈ P.

Remarque 3.

1. Les notations utilisées dans le système de référence (1.1) laissent apparaître que
la condition initiale x0 est dépendante du paramètre p. La connaissance ou non a
priori de cette condition initiale peut très fortement influer sur les études d’iden-
tifiabilité de modèles. Nous supposerons le plus souvent par la suite que cette
condition initiale, bien que pouvant s’exprimer en fonction des paramètres du mo-
dèle, est une donnée connue du problème. On trouvera dans [59] un papier dédié
au rôle des conditions initiales dans l’étude d’identifiabilité.

2. La Définition 3 de l’identifiabilité sur un ensemble de paramètres P peut être
formulée en termes d’injectivité de l’application p 7→ s(·,p), l’application qui à un
paramètre de P associe la sortie.

3. L’égalité d’observation permet de lier, via l’état x du système, la sortie s à l’entrée
u. L’ensemble des égalités liant la sortie s à l’entrée u et indépendantes de l’état
x est appelé relation entrée-sortie du modèle. En opposition avec la repré-
sentation interne du modèle (via l’état x et les applications f et h), la relation
entrée/sortie du modèle est qualifiée d’approche externe. Dans le cas de systèmes
non contrôlés, avec U = {0} et s = 0, la relation entrée-sortie s’exprime en fonction
du vecteur paramètre, de la sortie et de ses dérivées.

4. Il existe une notion d’identifiabilité locale. Le modèle Mx0,u,T est dit localement
identifiable en p si il existe un ouvert O ⊂ P contenant p tel que

{∀ p̄ ∈ O, s(·,p) = s(·, p̄)} ⇒ p = p̄.

5. Il existe une notion d’identifiabilité liée à un ensemble d’expériences. Pour T > 0 et
E ⊂ V ×U un ensemble d’expériences sur [0, T ], on dira que la famille de modèles
{Mx0,u,T}(x0,u)∈E est globalement identifiable en un paramètre p ∈ P si

{∀ p̄ ∈ P, ∀(x0, u) ∈ E , s(·,p) = s(·, p̄)} ⇒ p = p̄.

Cette définition est toutefois à différencier de la Définition 3 ci-dessus, car la sortie
n’est plus la donnée d’une unique fonction, mais d’un ensemble de fonctions de
sortie. En effet, la possibilité de faire varier l’expérience du système apporte alors
une plus grande richesse en termes d’informations d’observation.
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6. On peut aussi définir l’identifiabilité générique sur un ensemble de paramètres P,
l’identifiabilité structurelle [6]. Le modèle Mx0,u,T est dit structurellement identi-
fiable sur P s’il est identifiable en tout paramètre p ∈ P, sauf éventuellement sur
une partie fermée de P de mesure de Lebesgue nulle.

1.1.2 Deux exemples

Illustrons les définitions vues ci-dessus à l’aide d’exemples simples. Considérons une
pièce chauffée par un radiateur, où l’on suppose que le système peut être entièrement
décrit par la température de la résistance du radiateur en fonction du temps, Tr(t). En
notant P (t) la puissance électrique instantanée du radiateur, et prenant en compte le
fait que la pièce n’est pas thermiquement isolée, un bilan d’énergie entre t et t+dt donne

Tr(t+ dt) − Tr(t) = kdE
︸︷︷︸

∆énergie
chauffage

− v(Tr(t) − Text(t))dt
︸ ︷︷ ︸

pertes convectives

,

où k, v > 0. En passant à la limite on obtient donc l’EDO suivante, pour t ∈ I = R+,

dTr(t)

dt
= kP (t) − v(Tr(t) − Text(t)).

On suppose dans notre cas que la sortie observée est la température de la pièce (assimilée
à une température moyenne), lue sur un thermomètre et supposée proportionnelle à le
température du radiateur selon un coefficient c0 > 0. L’entrée a deux composantes, la
puissance électrique fournie au radiateur et la température extérieure à la pièce. Nous

noterons u(t) =

(
P (t)
Text(t)

)

cette entrée. La condition initiale, supposée connue et

indépendante de p, est Tr(0,p) = T0, et le vecteur paramètre p =





k
v
c0



 ∈ P =

(R+∗
)3. Le système différentiel paramétré est donc le suivant,

ΓT0,u
p







dTr(t,p)
dt

= kP (t) − v(Tr(t,p) − Text(t)),

Tr(0,p) = T0,

s(t,p) = c0Tr(t,p).

(1.2)

Dans ce cas précis, l’équation d’état, munie de la condition initiale, s’intègre facilement
et permet d’obtenir une expression concrète de la sortie,

s(t,p) = c0T0e
−vt + c0k

∫ t

0

e−v(t−s)P (s) ds+ c0v

∫ t

0

e−v(t−s)Text(s) ds.

Faisons de plus les deux hypothèses suivantes, à savoir que la puissance et la température
extérieure sont constantes, de valeurs P (t) ≡ P et Text(t) ≡ T0. Alors l’entrée u devient
indépendante du temps, et l’expression de la sortie se simplifie en

s(t,p) = c0T0 +
c0kP

v
(1 − e−vt). (1.3)
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Exemple 1 Nous pouvons maintenant considérer le problème d’identifiabilité suivant,

Problème Inverse 1. Étant donné un temps d’observation T > 0 et un paramètre
p ∈ P, le modèle MT0,u,T issu du système (1.2) est-il identifiable en p ?

Dans cet exemple précis, l’expression analytique de la sortie donnée en (1.3) va nous
permettre de répondre simplement au Problème Inverse 1.

Considérons un paramètre p̄ =





k̄
v̄
c̄0



 ∈ P tel que s(t, p̄) = s(t,p) sur [0, T ]. Alors de

l’expression donnée en (1.3) on en déduit que pour tout t ∈ [0, T ],

c̄0T0 +
c̄0k̄P

v̄
(1 − e−v̄t) = c0T0 +

c0kP

v
(1 − e−vt). (1.4)

Prenant t = 0 dans l’égalité (1.4) on a

c̄0T0 = c0T0, (1.5)

et donc pour tout t ∈ [0, T ],

c̄0k̄P

v̄
(1 − e−v̄t) =

c0kP

v
(1 − e−vt). (1.6)

Maintenant, (1.5) donne c̄0 = c0, et en dérivant une fois (1.6), puis faisant t = 0 on en
déduit k̄ = k. Puis en dérivant deux fois (1.6) on obtient finalement v̄ = v. Le modèle
MT0,u,T est donc identifiable en p.

Remarque 4. On constate, sur cet exemple, l’importance de la connaissance de la condi-
tion initiale dans l’expérience. Si l’on suppose par exemple que la condition initiale est
indépendant de p mais qu’elle n’est pas connue, on peut l’intégrer dans le paramètre

qui serait alors p =







k
v
c0
T0







, les démarche effectuées ci-dessus aboutiraient aux égalités

c̄0T̄0 = c0T0,

v̄ = v,

c̄0k̄ = c0k,

et tout paramètre de la forme pλ =







λk
v
c0
λ

λT0







, où λ > 0, conviendrait. Dans ce cas, le

modèle n’est pas identifiable.

Exemple 2 Dans cet exemple nous comparons la définition d’identifiabilité liée à un
ensemble d’expériences évoquée en Remarque 3.5 avec la Définition 3 de l’identifiabilité.
Nous cherchons à mettre en avant en quoi les multiples expériences possibles peuvent
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fournir suffisamment d’informations pour caractériser l’unicité de certains paramètres
d’un modèle, alors que cette unicité n’est pas prouvée dans le cas d’une seule expérience.
Pour cela, reprenons l’exemple du radiateur dans la pièce, et supposons qu’il ne soit
possible d’observer la température qu’en un unique temps τ ∈]0,+∞[. Supposons aussi
que le scalaire v soit connu, donc que le vecteur paramètre que l’on cherche à identifier

soit p =

(
k
c0

)

∈ (R+∗
)2. Faisons l’hypothèse supplémentaire que l’on puisse faire

varier la puissance P dans un ensemble P ⊂]0,+∞[. A chaque élément de P correspond
ainsi une expérience réalisable, et l’on peut alors pratiquer, pour chaque valeur de P , une
nouvelle observation en le temps τ > 0. En notant s(τ,p, P ) la sortie correspondante à
la valeur P , où l’on intègre volontairement dans l’expression de s la dépendance en P ,
l’ensemble de fonctions de sortie est alors donné par {s(τ,p, P )}P∈P . Cette hypothèse
effectuée est bien en concordance avec la notion d’identifiabilité liée à un ensemble
d’expériences évoquée en Remarque 3.5. On se pose maintenant le problème inverse
suivant,

Problème Inverse 2. Étant donné une observation effectuée pour tout P ∈ P en le
temps τ ∈]0,+∞[ et deux paramètres p, p̄ ∈ (R+∗

)2, les égalités

s(τ,p, P ) = s(τ, p̄, P ), ∀P ∈ P,

impliquent-t-elles p = p̄ ?

Autrement dit, en termes d’injectivité, nous souhaitons maintenant savoir si l’application
p 7→ {s(τ,p, P )}P∈P est injective sur (R+∗

)2. Les deux principaux ingrédients utilisés
dans la résolution du Problème Inverse 1 consistent d’une part à dériver certaines égalités
selon la variable de temps, et d’autre part à prendre t = 0 dans l’égalité (1.4) ainsi que
dans la dérivée de (1.6). Ceci nous permet en particulier d’isoler les paramètres c0 et c̄0.
Or dans le contexte du Problème Inverse 2, ces égalités ne sont vérifiées qu’en un unique
temps τ > 0. On ne peut pas, dans cette configuration, faire appel aux deux ingrédients
évoqués ci-dessus. Par contre, nous allons pouvoir palier ce manque d’information en
jouant sur les variations de l’entrée P ∈ P.
Puisque l’on suppose qu’il n’y a pas d’observation initiale, il est impossible de prendre
t = 0 dans (1.4) afin d’obtenir (1.5). Cependant, de l’équation (1.4) nous en déduisons
que pour tout P ∈ P,

(c̄0 − c0)T0 + (c̄0k̄ − c0k)
1 − e−vτ

v
P = 0. (1.7)

A partir de là, nous allons successivement supposer que P est constitué de deux éléments,
puis que P est réduit à un singleton, et constater que les réponses au Problème Inverse
2 diffèrent alors.
Supposons tout d’abord que l’on puisse fournir deux puissances électriques différentes
au radiateur (hypothèse a priori réaliste...). Ainsi, l’ensemble de puissances admissibles
est du type P = {P1, P2} ⊂]0,+∞[. L’égalité (1.7) exprimée pour chacune des deux
valeurs de P , fournit un système affine en les variables P1 et P2, de déterminant égal à

(c̄0k̄ − c0k)
2

(
1 − e−vτ

v

)2

.
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Nécessairement ce déterminant est nul, car sinon on aurait P1 = P2 qui est contraire à
l’hypothèse. De la nullité du déterminant on tire c̄0k̄ = c0k, puis de l’égalité (1.7) on
obtient alors (c̄0 − c0)T0 = 0. D’où c̄0 = c0, puis k̄ = k, ce qui répond affirmativement
au Problème Inverse 2.
Supposons maintenant que l’on soit dans la configuration où une unique expérience
puisse être réalisée, comme c’est le cas dans la Définition 3 de l’identifiabilité. L’ensemble
P se réduit alors à un singleton, P = {P}, et l’égalité (1.7) est toujours vérifiée mais
seulement pour cette unique entrée P .

Mais alors pour un paramètre p =

(
k
c0

)

∈ (R+∗
)2 fixé, tout paramètre de la forme

pλ =

(
1−λ

λ
vT0

(1−e−vτ ) P
+ k

λ

λc0

)

, où λ ∈]0, 1[, vérifie pλ ∈ (R+∗
)2 et s(τ,p, P ) = s(τ,pλ, P ).

Ceci permet de répondre négativement au Problème Inverse 2.

Dans le but de répondre au Problème Inverse 1, nous avons ci-dessus effectué une
étude d’identifiabilité reposant sur l’égalité des sorties et ne nécessitant qu’une succession
de calculs élémentaires. Cependant, dès que le système différentiel étudié se complique,
ce qui est en particulier le cas en présence d’une non linéarité, le travail peut s’avérer net-
tement plus difficile. Nous allons dans la suite exposer les quatre principales techniques
d’analyse d’identifiabilité des systèmes différentiels. La première, utilisant la transformée
de Laplace, ne s’applique qu’au cas des systèmes linéaires. Une autre méthode, efficace
dans le cas où le champ de vecteur est de régularité analytique ou lipschitzienne, repose
sur le développement en série de Taylor de la sortie à l’origine. La méthode suivante
exploite des égalités conséquence de la relation entrée-sortie du modèle, par le biais d’ou-
tils d’algèbre différentielle. Pour terminer, la dernière, plus « géométrique » , consiste à
étudier, à isomorphisme près, l’équivalence des systèmes pour deux jeux de paramètres.
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1.2 Cas des systèmes linéaires

Nous nous limitons dans cette section à expliquer, à l’aide d’exemples, certaines
techniques d’analyse d’identifiabilité de modèles associés aux systèmes linéaires. Plus
particulièrement, nous supposerons dans toute cette section que le système de référence
Γ

x0(p),u
p donné en (1.1) s’écrit pour t ∈ I = R+ et p ∈ P sous la forme

Γx0(p),u
p







ẋ(t,p) = A(p)x(t,p) +B(p)u(t),

x(0,p) = x0(p),

s(t,p) = C(p)x(t,p) +D(p)u(t),

(1.8)

Considérons un temps T > 0 et intéressons nous à l’étude d’identifiabilité du modèle
Mx0,u,T associé au système (1.8).

1.2.1 Utilisation de la transformée de Laplace

Dans le cas d’un tel système, la linéarité permet aisément l’obtention de la relation
entrée-sortie liant s à u grâce à la fonction de transfert du système. L’idée consiste à
regarder le système image de Γ

x0(p),u
p par la transformée de Laplace, car cette dernière a

des propriétés intéressantes à la linéarité et la dérivabilité. On rappelle que la transformée
de Laplace est donnée, pour une fonction x : R+ → R localement intégrable, par

L(x)(s) =

∫ +∞

0

x(t)e−st dt, s ∈ C,

et qu’elle est définie sur l’ensemble {s ∈ C,
∫ +∞
0

x(t)e−stdt} converge. Il s’agit d’une
application linéaire qui vérifie pour toute fonction x de classe C1,

L(ẋ)(s) = sL(x)(s) − x(0).

Sur l’ensemble {s ∈ C,Re s > min(Re sp(A))}, l’image des équations d’état et d’obser-
vation par la transformée de Laplace sont donc

sL(x)(s,p) = A(p)L(x)(s,p) +B(p)L(u)(s) + x0(p),

L(s)(s,p) = C(p)L(x)(s,p) +D(p)L(u)(s),

d’où l’on en déduit les deux égalités suivantes

L(x)(s,p) = (sI − A(p))−1 x0(p) + (sI − A(p))−1B(p)L(u)(s),

L(s)(s,p) = C(p) (sI − A(p))−1 x0(p) +
(
C(p) (sI − A(p))−1B(p) +D(p)

)
L(u)(s),

et l’on définit la fonction de transfert H(p) par

H(p) = C(p) (sI − A(p))−1B(p) +D(p).

Dans l’étude d’identifiabilité du modèle Mx0,u,T via l’égalité des sorties pour deux jeux
de paramètres du modèle implique alors l’égalité des transformées de Laplace des sorties,
et en conséquence des relations liant les fonctions de transfert, la condition initiale et
l’entrée.
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Remarque 5. La fonction de transfert H, bien que fonction méromorphe définie sur
l’ensemble C privé des pôles, ne coïncide cependant avec la transformée de Laplace de
l’application t 7→ (CeAt +B)χR+ que sur le demi-plan Re s > min(Re sp(A)).

Exemple En illustration, reprenons l’exemple du radiateur introduit en Section 1.1.2,
où l’on suppose toujours P (t) ≡ P et Text(t) ≡ T0. Effectuant le changement de variable
Θr(t) = Tr(t) − T0, on en déduit le nouveau système

Γ0,u
p







dΘr(t,p)
dt

= kP − vΘr(t),

Θr(0,p) = 0,

s(t,p) = c0(Θr(t) + T0).

(1.9)

Ce système est bien dans la classe des systèmes linéaires (1.8), avec

A(p) = −v, B(p) = ( k 0 ), C(p) = c0, D(p) =
(

0 c0
)
, u(t) =

(
P
T0

)

.

Cherchons à répondre au Problème Inverse 1 en utilisant la fonction de transfert du
système. L’image par la transformé de Laplace de l’équation d’état du système (1.9)
permet d’obtenir

(s+ v)L(Θr)(s) =
kP

s
,

et ainsi l’image de l’équation d’observation s’écrit

L(s)(s) =
(

kc0
s+v

c0
)

(
P
s

T0

s

)

, (1.10)

avec H(p) =
(

kc0
s+v

c0
)

matrice de transfert du système. A partir de l’équation (1.10),
on constate que l’image par la transformée de Laplace de l’égalité des sorties pour deux
paramètres p et p̄ implique alors l’égalité des matrices de transfert pour tout s ∈ C tel
que Re (s) > 0 (ici v > 0), et en conséquence les relations suivantes liant les paramètres,







c̄0k̄ = c0k,

v̄ = v,

c̄0 = c0,

et donc on retrouve le résultat d’identifiabilité du Problème Inverse 1 étudié en Section
1.1.2.

Remarque 6. On trouvera dans l’article de Bellman et Åström [6] datant de 1970 les
fondements théoriques d’étude d’identifiabilité des systèmes linéaires à partir de cette
méthode reposant sur la fonction de transfert. Entre 1977 et 1981, Cobelli et Romanin-
Jacur [13], Delforge [15], Thowsen [68] puis Travis et Glen Haddock [70] apportent
multiples raffinements et illustrations à cette théorie.
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1.2.2 Développement en série de Taylor dans le cas linéaire

Une fonction développable en série de Taylor en 0 est entièrement caractérisée par la
valeur de ses dérivées en 0. Lorsque la sortie vérifie une telle propriété, il est alors possible
d’effectuer une étude d’identifiabilité ne portant que sur l’évaluation à l’origine au lieu
plutôt que sur tout l’intervalle de temps [0, T ]. Cette technique d’étude d’identifiabilité,
bien adaptée au cas des systèmes linéaires du type (1.8), est exposée dans la proposition
suivante.

Proposition 1. Le modèle Mx0,u,T issu du système (1.8) est identifiable sur P si et
seulement si l’ensemble d’équations suivantes en la variable p,

C(p)x(0) +D(p)u(0) = s(0),

C(p)

(

Ak(p)x0 +
k∑

i=1

Ak−i(p)B(p)ui−1(0)

)

+D(p)u(k)(0) = s(k)(0), k = 1, . . . ,+∞,

(1.11)
a une unique solution.

Remarque 7. Le caractère suffisant de cette condition est évident. En effet, si pour deux
paramètres p et p̄ on a l’implication {s(0,p) = s(0, p̄) ⇒ p = p̄}, alors clairement
l’égalité des sorties s(t,p) = s(t, p̄) pour tout t ∈ [0, T ] implique p = p̄. On verra dans
la Section 1.3 pourquoi cette condition est nécessaire, ainsi qu’une généralisation au cas
de certaines classes de systèmes non-linéaires.

Illustrons les caractères suffisant et nécessaire de cette condition sur 2 exemples.

Exemple 1 Reprenons le cas du radiateur avec le système (1.9) et cherchons à ré-
pondre au Problème Inverse 1. On rappel que dans ce cas, l’analogie avec le système
formel (1.8) donne

A(p) = −v, B(p) = ( k 0 ), C(p) = c0, D(p) =
(

0 c0
)
, u(t) =

(
P
T0

)

.

Les égalités (1.11) pour k = 0, 1, 2 mènent à

c0T0 = s(0),

c0kP = s′(0),

−c0vkP = s(2)(0).

La première de ces égalités permet de déterminer la constante c0 de manière unique.
Puis dans la deuxième on en déduit k, et enfin la constante v dans la troisième égalité.
Le système admettant une unique solution en les variables k, v et c0, la Proposition 1
permet de retrouver le résultat du Problème Inverse 1, à savoir que le modèle MT0,u,T

associé au système 1.2 est identifiable.
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Exemple 2 Considérons maintenant le système paramétré non contrôlé suivant,
exemple de modélisation de phénomènes pharmacocinétiques,

Γx0(p)
p







ẋ1(t,p) = −(λ10 + λ12)x1(t,p),

ẋ2(t,p) = λ12x1(t,p) − λ20x2(t,p),

x1(0,p) = 1,

x2(0,p) = 0,

s(t,p) = x1(t,p),

(1.12)

où P = {p = (λ10, λ20, λ12) ∈ (R+)3} est l’ensemble des paramètres. On constate dans
ce système que la composante x1 de l’état est complètement décorrélée de x2, ce qui
aura comme conséquence la non identifiabilité du modèle. Afin de confirmer cela, on se
pose le problème d’identifiabilité suivant,

Problème Inverse 3. Étant donné un temps d’observation T > 0 et p ∈ P, le modèle
Mx0,T issu du système (1.12) est-il identifiable en p ?

En référence au système (1.8), les applications A et C sont données par

A(p) =

(
−(λ10 + λ12) 0

λ12 −λ20

)

,

C(p) =
(

1 0
)
,

et les égalités (1.11) pour k ≥ 1 s’écrivent

(−λ10 − λ12)
k = s(k)(0),

et donc seul λ10 + λ12 peut être déterminé. Par la Proposition 1, le modèle n’est pas
identifiable.

A travers les différents exemples abordés, nous avons pu constater, dans la Section
1.2, l’existence de deux méthodes permettant de pratiquer des études d’identifiabilité
pour des modèles issus de systèmes linéaires. Nous proposons maintenant de découvrir
certaines techniques concernant les systèmes non-linéaires.
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1.3 Méthode par développement en série de Taylor

Dans la section précédente, nous avons constaté que la méthode par développement
en série de Taylor est bien adaptée aux systèmes linéaires, car elle propose une condition
nécessaire et suffisante d’identifiabilité du modèle issu du système. Mais qu’en est-il
lorsque l’on est confronté au cas de systèmes non-linéaires ? On peut alors facilement
obtenir une généralisation des égalités (1.11), mais la condition obtenue, qui s’avère être
suffisante, n’est en général pas nécessaire. Toutefois, elle le devient pour certaines classes
de systèmes non-linéaires, en particulier dans une configuration où le champ de vecteur
f a « une certaine ressemblance » avec le cas linéaire. L’approche que l’on propose, par
développement en série de Taylor, est tirée d’un article de Pohjanpalo [56]. Elle porte
ce nom car elle est basée sur l’analyse du développement en série de Taylor en 0 de la
fonctionnelle de sortie s, où chaque coefficient du développement est une fonction du
paramètre p.

1.3.1 Un résultat général

On considère le système Γ
x0(p),u
p et pour T > 0 le modèle Mx0,u,T associé (défini

Section 1.1.1). On suppose que l’application f admet une infinité de dérivées dans les
directions de la variable d’état, du temps et de l’entrée. On suppose aussi que le contrôle
u est fixé dans l’ensemble U des fonctions de classe C∞ sur [0, T ]. On suppose enfin que
la fonction d’observation h est infiniment dérivable selon la variable d’état du système.
En conséquence, l’état x et la sortie s sont aussi infiniment dérivables selon la variable de
temps. Comme nous l’avons précédemment dit, la technique d’analyse d’identifiabilité
étudiée ici repose sur l’utilisation de développements en série de Taylor de la fonction s

en 0, c’est pourquoi nous noterons ak les fonctions dérivées de s, à savoir

ak(·) = s(k)(·).

Voici une condition suffisante d’identifiabilité reposant sur les valeurs des dérivées de la
sortie à l’origine.

Proposition 2. Si l’ensemble d’équations suivantes en la variable p,

dk

dtk
[h(x(t,p),p)] (0) = ak(0), k = 0, 1, . . . ,∞, (1.13)

a une unique solution, alors le modèle Mx0,u,T associé au système Γ
x0(p),u
p est identifiable.

Remarque 8.

1. Les égalités (1.13) mettent en lumière l’importance de la connaissance de la condi-
tion initiale a priori. On trouvera dans [56] un contre-exemple illustrant le cas d’un
problème inverse mélangeant identifiabilité des paramètres et observabilité de la
condition initiale.

2. Les égalités (1.13) fournissent en général des calculs compliqués à effectuer. Il existe
toutefois certaines formes de dynamiques pour lesquelles ces égalités s’expriment
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de façon agréable. C’est en particulier le cas lorsque le système est linéaire, et l’on
retrouve alors les égalités (1.11). Dans le cas non-linéaire, il existe certaines formes
particulière de dynamique pour lesquelles les égalités (1.13) s’expriment de façon
proche du cas linéaire. C’est le cas lorsque le champ de vecteur est de la forme
f(x, u, t,p) = A(x, t,p)x + u et que la fonction d’observation h est linéaire. Le
système de référence Γ

x0(p),u
p donné en (1.1) s’écrit donc de la façon suivante,

Γx0(p),u
p







ẋ(t,p) = A(x(t,p), t,p)x(t,p) + u(t),

x(0,p) = x0(p),

s(t,p) = C(p)x(t,p).

(1.14)

Dans ce cas, les égalités portant sur les dérivées de la fonction d’observation don-
nées en (1.13) sont formulées comme suit, où l’on omet certaines variables dans
un soucis de clarté,

Cx(0) = a0(0), (1.15)

C

(
k∑

i=1

(k − 1)!

(k − i)!(i− 1)!

dk−i

dtk−i
[A(x)](0)x(i−1)(0) + u(k−1)(0)

)

= ak(0), k = 1, . . .

Exemple Donnons en illustration de la Proposition 2 un exemple de modèle identi-
fiable issu d’un système du type (1.14). On considère pour t ∈ [0, T ] le système non
contrôlé suivant,

Γx0(p)
p







ẋ1(t,p) = −(λ10 + λ12(1 − s2x2(t,p)))x1(t,p),

ẋ2(t,p) = λ12(1 − s2x2(t,p))x1(t,p) − λ20x2(t,p),

x1(0,p) = 1,

x2(0,p) = 0,

s(t,p) = x1(t,p),

(1.16)

où P = {p = (λ10, λ20, λ12, s2) ∈ (R+)4} est l’ensemble des paramètres.
Considérons maintenant le problème d’identifiabilité,

Problème Inverse 4. Étant donné un temps d’observation T > 0, le modèle Mx0,T

issu du système (1.16) est-il identifiable sur P ?

Fixons p ∈ P un paramètre. Les applications A et C du système (1.14) sont ici

A(x,p) =

(
−(λ10 + λ12(1 − s2x2)) 0

λ12(1 − s2x2) −λ20

)

,

C(p) =
(

1 0
)
.
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Les égalités (1.15) pour 0 ≤ k ≤ 5 donnent

1 = a0(0),

−λ1 = a1(0),

λ2
12s2 + λ2

1 = a2(0), (1.17)

−λ3
12s

2
2 − 4λ2

12s2λ1 − λ2
12s2λ20 − λ3

1 = a3(0),

λ4
12s

3
2 + 7λ3

12s
2
2λ1 + 2λ3

12s
2
2λ20 + 4λ4

12s
2
2 + 11λ2

12s2λ
2
1 + 5λ2

12s2λ20λ1 + λ2
12s2λ

2
20 + λ4

1 = a4(0),

où λ1 = λ10 + λ12. Un court calcul par substitution montre que les 5 équations données
en (1.17) admettent une unique solution en la variable (λ10, λ20, λ12, s2), et d’après la
Proposition 2, le modèle est identifiable en p.

Le caractère suffisant de la condition (1.13) permet de prouver l’identifiabilité de
certains modèles. Il est cependant naturel de s’interroger sur son caractère nécessaire,
qui permettrait alors de prouver des résultats de non identifiabilité de modèles. La
condition (1.13) n’est en général pas nécessaire, mais il existe toutefois certaines formes
du champ de vecteurs pour lesquelles c’est le cas, comme en témoigne la proposition
suivante.

Proposition 3 ([56]). Si, pour toute trajectoire t 7→ x(t), la fonction t 7→
f(x(t), u(t), t,p) admet un développement en série de Taylor sur [0, T ], ou si, notant
X ⊂ V un ensemble d’états admissibles, la fonction x 7→ f(x, u(·), ·,p) est lipschit-
zienne sur X uniformément sur [0, T ], alors il est nécessaire que (1.13) soit satisfaite
pour que le modèle Mx0,u,T associé au système Γ

x0(p),u
p soit identifiable.

Remarque 9.

1. Ce résultat justifie la Proposition 1 concernant l’étude d’identifiabilité des systèmes
linéaires autonomes où la fonction d’observation est de la forme h(x,p) = C(p)x
et le champ de vecteur f(x, u, t,p) = A(p)x(t,p) + B(p)u. En effet, dans un tel
cas, l’application f(x, u(·), ·,p) est clairement lipschitzienne de rapport ‖A(p)‖.

2. En ce qui concerne les systèmes non-linéaires, peu de choses peuvent être dites
dans un cas général à partir de la proposition ci-dessus. Nous explicitons toutefois
dans la section suivante une classe de systèmes du type (1.14) pour lesquels le
champ de vecteur satisfait la condition de Lipschitz de la Proposition 3.

3. L’avantage de cette méthode est qu’elle s’applique à toute forme de dynamique,
pourvu que la sortie soit développable en série à l’origine. Son gros désavantage
est la complexité des calculs à effectuer.

4. Le package Maple « ObservabilityTest » permet d’effectuer des tests d’identifiabi-
lité de certains systèmes paramétrés (par exemple polynomiaux ou rationnels) à
partir des coefficients du développement en série de Taylor de la sortie. Voir [60]
pour plus de détails.

1.3.2 Une classe particulière de systèmes

Nous proposons ici l’étude d’un cas dérivé de [56] où le champ de vecteur satisfait
la condition de Lipschitz de la Proposition 3 et qui illustre l’efficacité de la méthode
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par développement en série de Taylor. Cet exemple est une généralisations de systèmes
d’analyse de phénomènes de saturation pharmacocinétique.

On suppose que le système Γ
x0(p),u
p est de la forme (1.14), où un paramètre p est

la donnée de 3n2 composantes dans R+ notées (λij)1≤i,j≤n, (µij)1≤i,j≤n et (sij)1≤i,j≤n et
l’application A(x,p) = (aij(x,p))1≤i,j≤n est définie par

aij(x,p) =

{
λji

(1+sjixj)
si i 6= j,

−∑k 6=i
µik

(1+sikxi)
si i = j.

Alors le champ de vecteur vérifie la proposition suivante,

Proposition 4. Sur l’ensemble d’états admissibles X = (R+)n, l’application x 7→
f(x, u(·), ·,p) = A(x(·,p), ·,p)x(·,p) + u(·) vérifie sur X la condition de Lipschitz de la
Proposition 3.

Remarque 10.

1. En conséquence de la Proposition 3, les égalités (1.15) forment une condition
nécessaire d’identifiabilité du modèle.

2. On donne en Annexe A une idée de la preuve de la Proposition 4.

Exemple Voici un cas de modèle non identifiable. On considère pour t ∈ [0, T ] le
système non contrôlé suivant,

Γx0(p)
p







ẋ1(t,p) = − µ12

1+s12x1(t,p)
x1(t,p),

ẋ2(t,p) = λ12

1+s12x1(t,p)
x1(t,p) − µ2x2(t,p),

x1(0,p) = 1,

x2(0,p) = 0,

s(t,p) = x1(t,p),

(1.18)

où P = {p = (λ12, µ12, µ2, s12) ∈ (R+)4} est l’ensemble des paramètres.
Considérons maintenant le problème d’identifiabilité suivant,

Problème Inverse 5. Étant donné un temps d’observation T > 0 et un paramètre
p ∈ P, le modèle Mx0,T issu du système (1.18) est-il identifiable en p ?

Les applications A(x,p) et C(p) sont données par

A(x,p) =

( − µ12

1+s12x1
0

λ12

1+s12x1
−µ2

)

,

C(p) =
(

1 0
)
.

L’égalité (1.15) s’écrit donc pour k = 0 et pour k = 1,

1 = a0(0), (1.19)

− µ12

1 + s12

= a1(0). (1.20)
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En dérivant par rapport au temps on obtient

d

dt
[A(x(t,p),p)] =

(

− µ12

(1+s12x1(t,p))2
0

λ12

(1+s12x1(t,p))2
0

)

,

et l’égalité (1.15) s’écrit alors pour k = 2

−µ12

(1 + s12)2
+

−λ12

(1 + s12)2
+

−µ12

1 + s12

= a2(0). (1.21)

On constate que les égalités (1.19), (1.20) et (1.21) ne font pas intervenir le paramètre
µ2, et il en est de même pour les autres valeurs de k en poursuivant le processus de
calcul. N’ayant aucune information sur ce paramètre et en vertu de la Proposition 3, le
modèle Mx0,T issu de (1.18) n’est pas identifiable.
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1.4 Méthode par élimination algébro-différentielle

Nous présentons ici une technique d’analyse d’identifiabilité qui s’applique bien au
cas des systèmes polynomiaux. Nous choisissons d’expliquer succinctement le cadre for-
mel sur lequel cette technique repose, car les notations peuvent vite s’avérer contrai-
gnantes à exploiter. Afin de faire ressortir les principales idées de la méthode, nous
l’illustrerons à l’aide de deux exemples.

1.4.1 Un peu d’algèbre différentielle

L’objectif de cette méthode est d’obtenir une relation entrée/sortie faisant intervenir
les paramètres non connus du modèles. Le moyen d’y parvenir est de pratiquer de l’élimi-
nation au sens de l’algèbre différentielle, dont on trouve les fondements, dûs à Ritt, dans
[30, 57]. On cherche donc à obtenir une relation entrée/sortie composée de plusieurs éga-
lités obtenues par différentiation de la sortie, et qui soient indépendantes. Prenant alors
deux jeux de paramètres distincts, ces égalités composant la relation entrée/sortie nous
permettent en conséquence d’obtenir d’autres égalités, liant cette fois les paramètres
du modèle. Afin de mettre ceci en pratique, il nous faut au préalable expliquer quel
sens nous mettons derrière les notions de différentiation et d’indépendance des égalités
composant la relation entrée/sortie. C’est là que l’outil d’algèbre différentielle s’avère
adapté.

Commençons par établir quelques définitions importantes. Considérons un ensemble
d’indéterminées {z1, . . . , zq} où chaque fonction zi est de classe C∞ en temps.

Définition 4.

1. on appelle anneau différentiel, que l’on note R{z1, . . . , zq}, l’ensemble de tous
les polynômes en les variables z(k)

i pour i ∈ {1, . . . , q} et k ∈ N.

2. Un idéal différentiel (ou idéal de Ritt) est un partie I ⊂ R{z1, . . . , zq} telle que
(i) g1 + g2 ∈ I pour tout g1, g2 ∈ I,
(ii) g1 g2 ∈ I pour tout g1 ∈ I et tout g2 ∈ R{z1, . . . , zq},
(iii) g(k) ∈ I pour tout g ∈ I et tout k ∈ N.
L’idéal différentiel généré par g1, . . . , gs ∈ R{z1, . . . , zq} est

{
s∑

i=1

sig
(ki)
i , (si, ki) ∈ R{z1, . . . , zq} × N

}

.

3. Un classement sur le q-uplet (z1, . . . , zq) est un ordre total sur l’ensemble de
toutes les dérivées z(k)

i tel que

(a) z(k)
i < z

(k+l)
i ,

(b) z(k)
i < z

(l)
j ⇒ z

(k+m)
i < z

(l+m)
j .

Voici deux exemples de classements. Sur (z1, z2), on note z1 < z2 le classement définit
par

z1 < z2 < ż1 < ż2 < · · · < z
(k)
1 < z

(k)
2 < . . . ,
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et l’on note z1 ≪ z2 le classement définit par

z1 < ż1 < · · · < z
(k)
1 < · · · < z2 < ż2 < · · · < z

(k)
2 < . . . .

Remarque 11. Considérons (z1, . . . , zq) muni d’un classement. L’ordre total sous-jacent
au classement nous assure que tout élément de R{z1, . . . , zq} possède un élément maxi-
mal, respectivement un élément minimal, qui est le terme possédant le plus grand ordre
de dérivation, respectivement le plus petit ordre de dérivation, en rapport avec le clas-
sement. Par exemple, dans R{z1, z2}, le polynôme P = z̈1 + ż2 admet z̈1 comme élément
maximal pour le classement z1 < z2 et ż2 comme élément maximal pour le classement
z1 ≪ z2.

Expliquons maintenant en quoi le formalisme de la Définition 4 peut être utile dans
l’étude d’identifiabilité de certains modèles. Faisons tout d’abord l’hypothèse que le
système de référence Γ

x0(p),u
p donné en (1.1) est polynômial et autonome, c’est à dire que

les applications f et h sont des polynômes en x et u. Nous pouvons donc maintenant
considérer l’ensemble R{x, s, u} en tant qu’anneau différentiel. Dans le but d’obtenir les
égalités constituant la relation entrée/sortie du modèle, nous allons effectuer des calculs
dans l’idéal différentiel de R{x, s, u} engendré par les deux polynômes suivants,

ẋ(t,p) − f(x(t,p), u(t),p),

s(t,p) − h(x(t,p), u(t),p).
(1.22)

De façon pratique, on munit (x, s, u) d’un classement vérifiant u << s << x, où les
composantes de x sont elles aussi classées entre elles, selon un choix arbitraire. Par
commodité, et dans le cas où le classement sur les composantes de x = (x1, . . . , xn)
serait croissant selon l’indice, nous associerons, pour tout k ∈ N, les rangs suivants,

u(k) → (−1, k),

s(k) → (0, k),

x
(k)
i → (i, k), ∀i ∈ {1, . . . , n}.

Ces notations permettent de facilement déterminer l’élément maximal d’un polynôme
de R{x, s, u}. Par exemple, on a directement les comparaisons suivantes, (−1, k) < (0, l)
et (0, k) < (i, l) pour tout k, l ∈ N et tout i ∈ {1, . . . , n}. L’objectif est donc maintenant
d’obtenir une équation d’ordre (0, k) pour k quelconque. Pour cela, à partir d’une égalité
donnée par le système, on cherche à « tuer » l’élément maximal en exploitant d’autres
égalités du système, cette opération s’effectuant dans l’idéal de R{x, s, u} engendré par
les deux polynômes donnés en (1.22). Puis l’on répète l’opération jusqu’à ce que l’on
obtienne l’égalité voulue. Cette dernière étant enfin obtenue, fait intervenir l’entrée, la
sortie et les paramètres, mais pas l’état du système. C’est une équation de la relation
entrée/sortie du modèle.

Remarque 12.

1. On peut étendre cette approche au cas où les paramètres sont dépendants du
temps. Dans ce cas, les calculs s’effectuent dans l’idéal différentiel de R{x, s, u,p}
engendré par les deux polynômes de (1.22) et le polynôme ṗ.
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2. Le formalisme de cette méthode peut facilement s’étendre aux systèmes rationnels.
Il existe aussi des cas où, bien que les applications f et h ne soient pas polynomiales,
on peut par introduction de nouvelles variables et de nouvelles équations se rame-
ner à un système polynomial auquel la méthode d’élimination algébro-différentielle
étudiée ci-dessus s’applique. C’est le cas dès que le champ de vecteur est solution
d’une équation différentielle polynomiale. Par exemple, en dimension 1, dans le cas
où l’application f satisfait une équation d’ordre 1 du type f ′(x) = α(x)f(x), où α
est un polynôme en x, en introduisant la variable z = f(x), l’équation ẋ = f(x)
devient {

ẋ = z,
ż = αzẋ.

En particulier on peut appliquer la méthode à des seconds membres du type f(x) =
ex2

.
Pour un autre exemple, prenons maintenant dans le cas où l’application f satisfait
une équation d’ordre 2 du type f (2)(x) = α(x)f(x) + β(x)f ′(x), où α et β sont
des polynômes en x. En introduisant les deux variables z = f(x) et y = f ′(x),
l’équation ẋ = f(x) devient alors







ẋ = z,
ż = yẋ,
ẏ = (αz + βy)ẋ.

Ceci permet en particulier d’appliquer la méthode à des seconds membres du type
f(x) = cosx.
Il faut toutefois être prudent lorsque l’on effectue ces changements de variables,
car deux problèmes se posent alors. Tout d’abord on constate que plus l’ordre
de l’équation différentielle est élevé, plus le nombre de variables et d’équations
augmente, donc plus l’algorithme d’obtention de la relation entrée/sortie par éli-
mination algébro-différentielle est de complexité élevée. Ensuite, il s’avère que
l’identifiabilité du modèle associé au système transformé implique l’identifiabilité
du modèle associé au système d’origine, mais que la réciproque n’est en général
pas satisfaite, comme l’expliquent Margaria et al. dans [41].

3. Par la suite, on mettra en pratique la méthode d’élimination algébro-différentielle
sur des exemples relativement simples. Cependant, dès que les systèmes sont de
grande dimension ou bien présentent une non-linéarité « peu sympathique» , cette
méthode devient vite très complexe à réaliser.

Exemple Voici un exemple d’obtention de relation entrée/sortie d’un modèle par la
méthode d’élimination algébro-différentielle. Considérons le système différentiel polynô-
mial suivant,







ẋ1 = p1x
2
1 + p2x1x2,

ẋ2 = p3x1 + p4x1x2,
s(t) = x1(t),

(1.23)

où les paramètres sont p1, p2, p3 et p4. Nous cherchons, par élimination algébro-
différentielle, à obtenir la relation entrée/sortie du modèle. On se place ici dans l’anneau
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différentiel R{x1, x2, s}, et nous allons effectuer les calculs dans l’idéal engendré par les
polynômes

ẋ1 − p1x
2
1 + p2x1x2,

ẋ2 − p3x1 + p4x1x2,

s − x1.

On muni maintenant (x1, x2, s) du classement donné par les rangs suivants,

s(k) → (0, k),

x
(k)
1 → (1, k),

x
(k)
2 → (2, k).

Commençons par deux constats : l’équation d’observation permet un passage du poly-
nôme x1 de rang (1, 0) au polynôme s de rang (0, 0), ce qui implique un gain de rang.
De même, la première équation d’état permet de passer du polynôme p2x1x2 de rang
(2, 0) au polynôme ẋ1 − p1x1 de rang (1, 1).
Et maintenant, c’est parti pour l’élimination ! On laisse délibérément apparaître le rang
des polynômes dans les différentes étapes de calcul.
En dérivant une fois l’égalité d’observation, en utilisant la première équation d’état et
en remplaçant x1 par s on obtient

ṡ = ẋ1 (1, 1)

= p1x
2
1 + p2x1x2

= p1s
2 + p2sx2, (2, 0)

puis dérivant à nouveau et utilisant la deuxième équation d’état,

s̈ = 2p1sṡ + p2ṡx2 + p2sẋ2 (2, 1)

= 2p1sṡ + p2ṡx2 + p2s(p3x1 + p4x1x2). (2, 0)

Multipliant l’équation ci-dessus par x1, on obtient

x1s̈ = 2p1x1sṡ + p2ṡx1x2 + p2sx1(p3x1 + p4x1x2), (2, 0)

que l’on peut, suite aux constats effectués ci-dessus, faire descendre de rang en

ss̈ = 2p1s
2ṡ + ṡ(ẋ1 − p1x

2
1) + p2p3s

4 + p4s
2(ẋ1 − p1x

2
1) (1, 1)

= (p1 + p4)s
2ṡ + (ṡ)2 + (p2p3 − p1p4)s

4. (0, 2)

La dernière égalité ci-dessus, de rang (0, 2), est une égalité composant la relation en-
trée/sortie du modèle.

Remarque 13. La dernière égalité obtenue ci-dessus est en réalité l’unique égalité la
relation entrée/sortie. En effet, bien que l’on puisse la dériver autant de fois que l’on
veut, elle n’apportera pas d’informations supplémentaires dans les relations entre les
paramètres.
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1.4.2 Application de la méthode par élimination à l’identifiabi-
lité

Glad, Fliess et Ljung proposent dans [22] et [40] les premières applications de l’éli-
mination algébro-différentielle à des études d’identifiabilité. Par la suite, Margaria et al.
énoncent dans [42] des résultats de conditions nécessaires et suffisantes d’identifiabilité
de modèles polynômiaux ; ces résultats reposent sur la résolution de systèmes d’équations
formées par les relations paramétriques obtenues par élimination algébro-différentielle.
On trouvera aussi dans [58] la mise en oeuvre d’un algorithme de test d’identifiabilité
selon cette méthode.

Voyons maintenant sur deux exemples comment exploiter la relation entrée/sortie
afin de traiter la question de l’identifiabilité paramétrique d’un modèle.

Exemple 1 Commençons par appliquer la méthode au cas d’un système linéaire. Nous
allons pour cela mettre en pratique l’approche par élimination algébro-différentielle sur
l’exemple du radiateur de la Section 1.1.2. On part donc du système suivant,

ΓT0,u
p







dTr(t,p)
dt

= kP − v(Tr(t,p) − T0),

Tr(0,p) = T0,

s(t,p) = c0Tr(t).

(1.24)

L’entrée étant composée de P et T0 constantes, on se place sur l’anneau différentiel
R{Tr, s}, et l’on fixe un classement sur (Tr, s), donné par les rangs suivants,

s(k) → (0, k),

T (k)
r → (1, k).

On constate dans le système (1.24), que l’équation d’observation permet d’effectuer un
passage du polynôme c0Tr de rang (1, 0) en le polynôme s de rang (0, 0). A partir de là,
on en déduit

ṡ = c0Ṫr (1.25)

= c0(−v(Tr − T0) + kP ) (1.26)

ṡ = −vs − vc0T0 + c0kP. (1.27)

On est passé de (1.25), qui est de rang (1, 1), à (1.26) , de rang (1, 0), en utilisant
l’équation d’état du système. Puis de (1.26) on est passé à (1.27), de rang (0, 1), en
utilisant l’équation d’observation du système. Tous ces calculs sont effectués dans l’idéal
différentiel de R{Tr, s} engendré par les polynômes dTr(t,p)

dt
− kP + v(Tr(t,p) − T0) et

s(t,p)−c0Tr(t). L’égalité (1.27), de rang (0, 1), est une égalité de la relation entrée/sortie
du système. Dérivant (1.27) on trouve une nouvelle égalité de la relation entrée/sortie
du modèle de rang (0, 2),

s̈ = −vṡ. (1.28)

Nous sommes maintenant en mesure de retrouver le résultat d’identifiabilité du Problème
Inverse 1.
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Prenons deux paramètres p =





k
v
c0



 et p̄ =





k̄
v̄
c̄0



 de l’ensemble P = (R+∗
)3.

Alors évaluant l’égalité (1.28) en p et p̄, puis soustrayant ces deux égalités, on obtient
ṡ(v − v̄) = 0, et de là (il existe nécessairement un temps t0 où ṡ(t0) est non nul) v̄ = v.
En faisant de même avec l’équation d’observation que l’on évalue en t = 0 vient ensuite
c̄0 = c0, puis (1.27) donne alors c0(k − k̄)P = 0, d’où k̄ = k.

Remarque 14. La relation entrée/sortie est ici composée des deux égalités (1.27) et
(1.28). En effet, la dérivation de (1.28) n’apporte pas d’informations supplémentaires
sur les paramètres.

Exemple 2 Intéressons-nous à un modèle halieutique structuré en deux stades de
vieillissement de la population, dans lequel sont pris en compte mortalité, ponte et
pêche.

f

α
x1 x2

m1 m2

s = qEx2

Fig. 1.1 – Modèle halieutique avec 2 stades (juvéniles et adultes) ; on n’exploite que les adultes et on
ne voit que la capture.

La dynamique est donnée par le système suivant,

Γx0(p),u
p







ẋ1(t,p) = −αx1(t,p) −m1x1(t,p) + fx2(t,p),

ẋ2(t,p) = αx1(t,p) −m2x2(t,p) − qEx2(t,p),

x1(0,p) = x1,0,

x2(0,p) = x2,0,

s(t,p) = qEx2(t,p),

(1.29)

où les différentes variables sont expliquées dans le tableau 1.2. Dans ce modèle, l’entrée
est donnée par u(t) ≡ E, la condition initiale par x0 = (x1,0, x2,0) que nous supposons
connue, ainsi que les paramètres q ≥ 0, α ≥ 0 et f ≥ 0, si bien que l’ensemble des
paramètres est P = {p = (m1,m2) ∈ (R+)2}. Nous cherchons à répondre au problème
d’identifiabilité suivant,

Problème Inverse 6. Étant donné un temps d’observation T > 0 et un paramètre
p ∈ P, le modèle Mx0,T issu du système (1.29) est-il identifiable en p ?
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Tab. 1.2 – Variables du système (1.29)

Variable définition
Y capture
E effort de pêche (constant)
x1 effectif du stade juvénile
x2 effectif du stade adulte
q capturabilité
α coefficient de passage du stade 1 au stade 2
mi mortalité du stade i
f nb. moyen d’oeufs/adulte fécond/unité de temps

L’entrée étant constante, on se place sur l’anneau différentiel R{x1, x2, s}, et l’on muni
(x1, x2, s) du classement donné par les rangs suivants,

s(k) → (0, k),

x
(k)
2 → (1, k),

x
(k)
1 → (2, k).

Dans cet exemple, l’équation d’observation du système permet un passage du polynôme
qEx2 de rang (1, 0) au polynôme s de rang (0, 0), et la deuxième équation d’état permet
un passage du polynôme αx1 de rang (2, 0) au polynôme ẋ2 +m2x2 + s de rang (1, 1).
En dérivant l’équation d’observation et exploitant la deuxième équation d’état on obtient

ṡ = qEαx1 − (m2 + qE)s. (1, 0)

Dérivant l’égalité ci-dessus et utilisant la première équation d’état vient ensuite

s̈ = qEαẋ1 − (m2 + qE)ṡ (2, 1)

= −qEα2x1 −m1qEαx1 + qEfαx2 − (m2 + qE)ṡ, (2, 0)

que l’on peut faire descendre de deux rangs comme suit,

s̈ = −qEα(ẋ2 +m2x2 + s) −m1qE(ẋ2 +m2x2 + s) + qEfαx2 − (m2 + qE)ṡ, (1, 1)

= −(qEα+m1qE + αm2 +m1m2 − fα)s − (α+m1 +m2 + qE)ṡ. (0, 2)

L’égalité ci-dessus de rang (0, 2) est l’unique égalité de la relation entrée/sortie du mo-
dèle.
Avant de passer à une étude d’identifiabilité, on constate que l’égalité de la relation
entrée sortie s’écrit aussi

s̈ +
(
(m1 + α) + (qE +m2)

)
ṡ +

(
(m1 + α)(m2 + qE) − αf

)
s = 0. (1.30)

D’après l’équation (1.30), on peut au mieux prouver l’unicité des quantités suivantes,

Σ = (m1 + α) + (qE +m2),

Π = (m1 + α) × (qE +m2).
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Mais l’unicité de Σ et de Π ne permet pas d’en déduire celle de m1 et m2, car il y a alors
deux solutions possibles pour le couple (m1,m2). Ainsi, le modèle Mx0,T issu du système
(1.29) n’est pas identifiable. Du point de vue biologique, et ce malgré la connaissance
de la mortalité due à la pêche, de la fécondité et du coefficient de passage entre les deux
stades, on constate qu’il est impossible d’identifier de façon unique la mortalité naturelle
de chaque stade d’âge. Ce modèle n’est donc pas « bien posé» en termes d’identifiabilité
paramétrique.

Remarque 15. Dans la pratique, il faut être prudent dans l’exploitation des égalités de
la relation entrée/sortie du modèle. En effet, les relations entre paramètres peuvent ne
pas être vérifiées sur certaines parties de l’intervalle de temps sur lesquelles l’entrée, la
sortie ou bien ses dérivées pourraient s’annuler. Par exemple, si dans l’exemple 2 ci-
dessus la sortie s est constante sauf sur un ensemble fini de points de l’intervalle [0, T ],
alors l’égalité (1.30) ci-dessus deviendrait sur un tel ensemble

(
(m1 + α)(m2 + qE) − αf

)
s = 0,

ne permettant que de traiter la question de l’unicité de la quantité Π.
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1.5 Méthode de l’isomorphisme d’état : équivalence
des systèmes

Nous énonçons dans cette partie deux résultats d’analyse d’identifiabilité dans le cas
où le système de référence (1.1) est autonome et sans entrée, c’est à dire avec un champ
de vecteur de la forme f(x, u, t,p) = f(x,p). Le premier résultat énonce une condition
nécessaire d’identifiabilité, et le second une condition suffisante. Ces deux résultats, qui
se prouvent à l’aide d’outils similaires de calcul différentiel, reposent sur la notion d’iso-
morphisme d’état [63] afin d’étudier l’équivalence des systèmes Γ

x0(p)
p définis en (1.1).

Géométriquement parlant, on cherche à savoir s’il est possible, à difféomorphisme près,
de « superposer» les trajectoires des systèmes pour différents paramètres. Commençons
donc par introduire cette notion d’équivalence des systèmes.

Définition 5 (Équivalence des systèmes). Soient p et p̄ deux paramètres de P.

1. Nous dirons que le système Γ
x0(p̄)
p̄ est équivalent au système Γ

x0(p)
p s’il existe W̄

un voisinage de x0(p̄) dans V et φ : W̄ → φ(W̄ ) un difféomorphisme analytique
satisfaisant

(i) φ(x0(p̄)) = x0(p),

(ii) f(φ(x̄),p) = Dx̄φ(f(x̄, p̄)) pour tout x̄ ∈ W̄ ,

(iii) h(φ(x̄),p) = h(x̄, p̄) pour tout x̄ ∈ W̄ .

2. Nous dirons que le système Γ
x0(p̄)
p̄ est quasi-équivalent au système Γ

x0(p)
p sur

[0, T ] ⊂ I s’il existe W̄ un voisinage de x0(p̄) dans V et φ : W̄ → φ(W̄ ) un
difféomorphisme analytique, satisfaisant les conditions (i) et (ii) ci-dessus et la
condition suivante

(iii)bis h(φ(x(t, p̄)),p) = h(x(t, p̄), p̄) pour tout t ∈ [0, T ] tel que x(t, p̄) ∈ W̄ .

Remarque 16. Ces relations sont des relations d’équivalence. En effet, tout d’abord en
prenant pour φ l’application identité, on voit que tout système est équivalent à lui-même
et la relation est donc réflexive. De plus, les conditions de transitivité et de symétrie
respectent clairement les égalités (i), (iii) et (iii)bis ci-dessus. En ce qui concerne l’égalité
(ii), si ψ : φ(W̄ ) → W̄ est le difféomorphisme inverse de φ, alors la différentielle de ψ
est donnée par Dzψ = (Dφ(z)φ)−1, ce qui assure que la condition de symétrie respecte
l’égalité (ii). De même, par différentiation d’une composée on en déduit que la condition
de transitivité respecte l’égalité (ii).

1.5.1 Une condition nécessaire d’identifiabilité

Voici maintenant une condition nécessaire d’identifiabilité, que nous énoncerons sous
forme de condition suffisante de non identifiabilité, reposant sur la notion d’équivalence
des systèmes.

Théorème 1 ([16]). On suppose que pour tout p ∈ P, f(·,p) et h(·,p) sont analytiques.
Soit p un paramètre de l’espace P. S’il existe un paramètre p̄ 6= p de P tel que le système
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Γ
x0(p̄)
p̄ soit équivalent au système Γ

x0(p)
p , alors le modèle Mx0,T n’est pas globalement

identifiable en p.

Remarque 17. Le Théorème 1 peut s’interpréter comme une condition nécessaire d’iden-
tifiabilité de la façon suivante : si Γ

x0(p)
p est globalement identifiable en p, alors il ne

peut pas exister de paramètre p̄ 6= p tel que le système Γ
x0(p̄)
p̄ soit équivalent au système

Γ
x0(p)
p .

Illustrons maintenant cette notion d’équivalence des systèmes à l’aide de deux
exemples.

Exemple 1 Voici tout d’abord un exemple illustrant la condition nécessaire énoncée
dans le Théorème 1. On considère le système suivant,

Γx0(p)
p







ẋ1(t,p) = p1x2(t,p),

ẋ2(t,p) = p2x1(t,p)x2(t,p) + p3x2(t,p),

x1(0,p) = 1,

x2(0,p) = 1,

s(t,p) = x2(t,p),

(1.31)

où l’ensemble des paramètres est P = {p = (p1, p2, p3) ∈ R3 ; (p1, p2 + p3) 6= (0, 0)}.
Nous cherchons à résoudre le problème d’identifiabilité suivant,

Problème Inverse 7. Étant donnés un temps d’observation T > 0 et un paramètre
p ∈ P, le modèle Mx0,T issu du système (1.31) est-il identifiable en p ?

Dans le but d’appliquer le Théorème 1, cherchons un paramètre p̄ 6= p tel que le
système Γ

x0(p̄)
p̄ soit équivalent au système Γ

x0(p)
p (voir Définition 5).

On notera x̄(t) = (x1(t, p̄), x2(t, p̄)) la solution de Γ
x0(p̄)
p̄ et φ = (φ1, φ2) : W̄ → φ(W̄ ) le

difféomorphisme.
Les relations (i) et (iii) de la définition impliquent

φ(1, 1) = (1, 1) , φ(x̄) = (φ1(x̄), x̄2),

et l’égalité (ii) donne
p2φ1(x̄)x̄2 + p3x̄2 = p̄2x̄1x̄2 + p̄3x̄2. (1.32)

Évaluant en x̄ = (1, 1) on en déduit

p2 + p3 = p̄2 + p̄3.

En supposant p2 6= 0 on obtient alors

φ1(x̄) =
p̄2

p2

(x̄1 − 1) + 1.

Les deux égalités ci-dessus introduites dans la première coordonnée de l’égalité (ii) de
la Définition 5 donnent

p2p1 = p̄2p̄1,
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et le système n’est pas identifiable en tout paramètre p tel que p2 6= 0.
Si p2 = 0, alors (1.32) implique p3 = p̄3 et p̄2 = 0. En considérant φ1(x̄) = 1

2
(x̄1 + 1), on

constate que l’égalité (ii) est satisfaite avec p̄1 = 2p1, donc le modèle n’est pas identifiable
en (p1, 0, p3). En conclusion, le modèle Mx0,T issu de (1.31) n’est pas identifiable.

Exemple 2 Il semble naturel de se demander si la condition nécessaire du Théorème
1 est aussi une condition suffisante d’identifiabilité. Voici un contre-exemple permettant
de répondre de façon négative à cette question. Considérons, pour un paramètre p ∈ R∗,
le système

Γx0(p)
p







ẋ1(t, p) = px1(t, p),

ẋ2(t, p) = px2(t, p),

x1(0, p) = 1,

x2(0, p) = 1,

s(t, p) = (x1 − x2)(t, p).

D’une part l’équivalence de deux systèmes Γ
x0(p)
p et Γ

x0(p̄)
p̄ implique, via la condition

(iii),
φ1(x̄) − φ2(x̄) = x̄1 − x̄2 ∀x̄ ∈ W̄ .

On en déduit
∂(φ1 − φ2)(x̄)

∂x̄1

= 1,
∂(φ1 − φ2)(x̄)

∂x̄2

= −1,

et la condition (ii) mène alors à

p(φ1(x̄) − φ2(x̄)) = p̄(x̄1 − x̄2),

ce qui implique p = p̄.
D’autre part il est clair que s(t, p) = s(t, p̄) = 0 pour tout t ∈ [0, T ], donc que le modèle
n’est pas identifiable. Ceci illustre le fait que la condition du Théorème 1 portant sur la
notion d’équivalence des systèmes n’est pas une condition suffisante.

1.5.2 Une condition suffisante d’identifiabilité

Voici maintenant un résultat donnant une condition suffisante d’identifiabilité, por-
tant sur la notion de systèmes quasi-équivalents.

Théorème 2 ([16]). On suppose que pour tout p ∈ P, f(·,p) et h(·,p) sont analytiques,
et que f(x0(p),p) 6= 0. Soient T > 0 tel que [0, T ] ⊂ I et p un paramètre de l’espace
P. Si pour tout paramètre p̄ ∈ P la quasi-équivalence du système Γ

x0(p̄)
p̄ avec le système

Γ
x0(p)
p sur [0, T ] implique p̄ = p, alors le modèle Mx0,T associé à Γ

x0(p)
p est globalement

identifiable en p.

Remarque 18.

1. La preuve du Théorème 2, qui repose sur l’utilisation du théorème de redressement
de champs de vecteurs dans Rn, est détaillée en annexe A.2.
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2. La condition f(x0(p),p) 6= 0 assure que le point x0(p) n’est pas un point singulier,
hypothèse nécessaire dans l’application du théorème de redressement.

3. La seule existence d’un difféomorphisme φ de classe C1 permet de conclure, mais
les hypothèses d’analyticité sont nécessaires pour la preuve du Théorème 1

Exemple 1 Commençons par mettre en pratique la Proposition 2 dans le cas linéaire
en retrouvant le résultat d’identifiabilité du Problème Inverse 1 concernant le radiateur.
On rappelle que dans le cas où la puissance et la température extérieur sont constantes,
le système considéré est le suivant,

ΓT0,u
p







dTr(t,p)
dt

= kP − v(Tr(t,p) − T0),

Tr(0,p) = T0,

s(t,p) = c0Tr(t).

(1.33)

Commençons notre étude par la remarque suivante : les composantes de l’entrée (la
puissance et la température extérieure, voir Section 1.1.2), étant supposées constantes,
peuvent être assimilées à des paramètre connus du modèle, faisant du système (1.33) un
système autonome sans entrée.
La quasi-équivalence sur [0, T ] des systèmes ΓT0,u

p et ΓT0,u
p̄ mène à l’existence d’un voisi-

nage W̄ de T0 et d’un difféomorphisme Φ : W̄ → W satisfaisant les égalités suivantes,

Φ(T0) =T0, (1.34)

−v(Φ(T̄r) − T0) + kP = Φ′(T̄r)(−v̄(T̄r − T0) + k̄P ), ∀ T̄r ∈ W̄ , (1.35)

c0Φ(Tr(t, p̄)) = c̄0Tr(t, p̄), ∀ t ∈ {t ∈ [0, T ], Tr(t, p̄) ∈ W̄}. (1.36)

L’égalité (1.36) en t = 0 donne c0Φ(T0) = c̄0T0, et donc de (1.34) on obtient c0 = c̄0.
L’équation (1.36) devient alors

Φ(Tr(t, p̄)) = Tr(t, p̄), ∀ t ∈ {t ∈ [0, T ], Tr(t, p̄) ∈ W̄}. (1.37)

Maintenant, l’égalité (1.35) évaluée en T̄r = T0 donne

Φ′(T0)k̄ = k. (1.38)

Dérivant (1.37) et après simplification, on a pour tout t ∈ {t ∈ [0, T ], Tr(t, p̄) ∈ W̄},

Φ′(Tr(t, p̄)) = 1, (1.39)

ce qui implique Φ′(T0) = 1. Cette égalité reportée dans (1.38) donne alors k̄ = k. Pour
conclure, évaluons l’égalité (1.35) en Tr(t, p̄) pour t ∈ {t ∈ [0, T ], x(t, p̄) ∈ W̄}. Du fait
de (1.39) on obtient

−v(Φ(Tr(t, p̄)) − T0) = −v̄(Tr(t, p̄) − T0),

et (1.37) implique alors v̄ = v et permet de retrouver le résultat du Problème Inverse 1.
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Exemple 2 Voici un exemple de système non-linéaire en dimension 2 illustrant le
Théorème 2. On considère le système suivant,

Γx0(p)
p







ẋ1(t,p) = p1x1(t,p)2 + x1(t,p)x2(t,p),

ẋ2(t,p) = p2x1(t,p)2 + p3x1(t,p)x2(t,p),

x1(0,p) = 1,

x2(0,p) = 0,

s(t,p) = x1(t,p),

(1.40)

où l’ensemble des paramètres est P = {p = (p1, p2, p3) ∈ R3 ; (p1, p2) 6= (0, 0)}.
Considérons maintenant le problème d’identifiabilité suivant,

Problème Inverse 8. Étant donnés un temps d’observation T > 0 et un paramètre
p ∈ P, le modèle Mx0,T issu du système (1.40) est-il identifiable en p ?

Cherchons à appliquer le Théorème 2 dans le but de répondre au problème d’identi-
fiabilité énoncé dans le Problème Inverse 8. Pour cela, considérons p̄ un paramètre de P

tel que le système Γ
x0(p̄)
p̄ soit quasi-équivalent au système Γ

x0(p)
p sur [0, T ]. Les égalités

(ii) et (iii)bis données dans la définition des systèmes quasi-équivalents impliquent

φ(1, 0) = (1, 0), φ1(x̄(t)) = x1(t, p̄).

En dérivant par rapport au temps la dernière égalité de la ligne précédente on obtient

∂φ1

∂x1

(x̄(t)) ẋ1(t, p̄) +
∂φ1

∂x2

(x̄(t)) ẋ2(t, p̄) = ẋ1(t, p̄), (1.41)

ce qui donne en t = 0,
∂φ1

∂x1

(1, 0) p̄1 +
∂φ1

∂x2

(1, 0) p̄2 = p̄1. (1.42)

L’égalité (ii) de la Définition 5 permet maintenant d’obtenir pour tout x̄ = (x̄1, x̄2) ∈ W̄ ,

p1x̄
2
1 + x̄1φ2(x̄) =

∂φ1

∂x1

(x̄)
(

p̄1x̄
2
1 + x̄1x̄2

)

+
∂φ1

∂x2

(x̄)
(

p̄2x̄
2
1 + p̄3x̄1x̄2

)

, (1.43)

que l’on peut évaluer en x̄0 = (1, 0) et en déduire

∂φ1

∂x1

(1, 0) p̄1 +
∂φ1

∂x2

(1, 0) p̄2 = p1.

En couplant avec (1.42), on en déduit p1 = p̄1.
Par ailleurs, l’expression (1.43) évaluée en x̄(t) = (x1(t, p̄), x2(t, p̄)) et comparée avec
(1.41) implique φ2(x̄(t)) = x2(t, p̄). En dérivant cette égalité et en utilisant l’égalité (ii)
de la Définition 5, on en déduit p2 = p̄2 et p3 = p̄3. Ainsi, le modèle Mx0,T issu du
système (1.40) est identifiable en p.

Remarque 19.

1. Dans le cas des systèmes en dimension 1 (et uniquement dans ce cas), la condition
du Théorème 1 portant sur la notion d’équivalence des systèmes est une condition
nécessaire et suffisante [16].
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2. Les premiers résultats d’identifiabilité pour les systèmes différentiels non-linéaires
reposant sur l’approche par équivalence des systèmes sont dûs à Vajda, Godfrey
et Rabitz [71, 72]. Leurs résultats concernent les systèmes contrôlés avec une non-
linéarité de la forme f(x, u, t,p) = g(x,p) + u(t)h(x,p). Dans ce cas précis, ils
s’appuient sur la notion d’identifiabilité liée à un ensemble d’expérience, notion
évoquées en Remarque 3.5. Ainsi, en faisant varier la fonction de contrôle dans
un ensemble, ils énoncent une condition nécessaire et suffisante d’identifiabilité
reposant sur la notion d’équivalence des systèmes.

3. Citons enfin les articles de Chapman et al. [10, 11, 20] qui proposent de nom-
breuses applications de la méthode d’identifiabilité par isomorphisme d’état pour
des modèles épidémiologiques de type SIR.



Chapitre 2

Identifiabilité paramétrique en
dimension infinie

Introduction à la dimension infinie

Ce chapitre est un tour d’horizon des différents problèmes d’identifiabilité de modèles
d’EDP rencontrés dans la littérature. Certains résultats sont formulés à partir d’EDP
particulières, d’autres pour des classes plus larges d’EDP. Deux principales approches
se dégagent.

Nous commençons par aborder les problèmes relevant de l’approche spectrale de
l’opérateur différentiel. Ces résultats reposent sur la théorie de Gel’fand-Levitan [23]
(ou certaines de ses variantes). On trouve dans [47] une review des résultats japonais
de 1980 à 1992, concernant des problèmes d’identifiabilité de modèles d’EDP linéaires
utilisant cette théorie. Après une brève explication de cette dernière, nous détaillons
deux exemples d’application à l’équation de la chaleur 1D et à l’équation des ondes
1D. Enfin nous citons quelques résultats d’identifiabilité concernant des classes d’EDP
linéaires obtenus par l’approche spectrale.

La deuxième approche, reposant sur les inégalités de Carleman, est ensuite étu-
diée. Après un rappel succinct concernant ces inégalités, nous évoquons des résultats
d’identifiabilité pour des classes générales d’EDP linéaires [35]. Cette méthode est aussi
utilisée pour des formes particulières d’EDP paraboliques semi-linéaires, ce qui consti-
tue les rares résultats d’identifiabilité existant en non-linéaire. Nous expliquons, sur un
exemple tiré de la littérature, la façon dont les inégalités de Carleman sont utilisées pour
ces EDP semi-linéaires.
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2.1 Approche spectrale pour les équations aux déri-
vées partielles linéaires

2.1.1 La théorie de Gel’fand-Levitan

Cette théorie consiste en l’étude, par une approche spectrale, de l’opérateur de
Sturm-Liouville avec condition de bord de Robin. Certains éléments spectraux caracté-
ristiques de l’opérateur permettent-ils de reconstituer uniquement les paramètres non
connus de l’opérateur ?
Considérons p = (p, h,H), où p ∈ C1[0, 1], h ∈ R et H ∈ R un vecteur de paramètres,
et Ap l’opérateur différentiel défini sur l’espace L2(0, 1) par

D(Ap) =

{

ϕ ∈ H2(0, 1),

(

− d

dx
+ h

)

ϕ(0) =

(
d

dx
+H

)

ϕ(1) = 0

}

, (2.1)

Apϕ(x) = −d
2ϕ(x)

dx2
+ p(x)ϕ(x), x ∈ (0, 1), ϕ ∈ D(Ap),

et le problème aux bords 1D de Sturm-Liouville suivant

− d2ϕ(x)

dx2
+ p(x)ϕ(x) = λϕ(x), (0 ≤ x ≤ 1), (2.2)

− dϕ(0)

dx
+ hϕ(0) =

dϕ(1)

dx
+Hϕ(1) = 0.

La théorie spectrale des opérateurs auto-adjoints compacts [7, 31] implique l’existence
d’une suite strictement croissante de valeurs propres {λn(p)}n∈N non bornée, et d’une
suite de fonctions propres {φn( · ;p)}n∈N de l’opérateur défini en (2.2), normalisées dans
le sens où φn(0, p) = 1. Notons {ρn(p)}n∈N l’ensemble des constantes de normalisation
des fonctions φn, données par

ρn(p) =

∫ 1

0

φn(x;p)2 dx.

Définition 6. L’ensemble {λn(p), ρn(p)}n∈N est appelé spectre caractéristique de l’opé-
rateur Ap.

L’idée de la théorie de Gel’fand-Levitan est que le spectre caractéristique détermine
uniquement l’opérateur Ap. En particulier, l’utilisation de ce spectre caractéristique
permet, pour un jeu de paramètre q = (q, h,H) suffisamment proche de p, d’obtenir
une estimation de l’écart entre les deux fonctions p et q, ce qui est très utile dès que les
deux paramètres h et H sont identifiés. Plus précisément on a le résultat suivant dû à
Mizutani [44] et Suzuki [64, 65],

Théorème 3. Soit p = (p, h,H) un jeu de paramètres fixé. Il existe une constante
C = C(p) > 0 telle que si pour un jeu de paramètre q = (q, h,H) la quantité ε =
∑+∞

n=0

(√

λn(p)|ρn(q) − ρn(p)| + |λn(q) − λn(p)|
)

est suffisamment petite on a

‖q − p‖C[0,1] ≤ C ε. (2.3)
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L’estimation (2.3) montre que pour deux spectres caractéristiques suffisamment
proches, il en est de même des paramètres p et q. Ceci est très utile lorsque se pose
un problème inverse consistant en la reconstruction du paramètre p à partir de mesures
s’exprimant en fonction du spectre caractéristique, ce qui est le cas lorsque l’on effectue
des mesures au bord.

2.1.2 Application à l’équation de la chaleur 1D

Nous considérons ici l’équation de la chaleur 1D avec condition de Robin suivante

∂u(x, t)

∂t
=
∂2u(x, t)

∂x2
− p(x)u(x, t), (0 < x < 1, 0 < t <∞),

u(x, 0) = a(x), (0 < x < 1), (2.4)

− ∂u(0, t)

∂x
+ hu(0, t) =

∂u(1, t)

∂x
+Hu(1, t) = 0, (0 < t <∞),

où (p, h,H) ∈ P = C1[0, 1]×R×R et a ∈ L2(0, 1). Suzuki étudie dans [64] le problème
inverse d’identifiabilité suivant

Problème Inverse 9. Identifier les coefficients (p, h,H) et la condition initiale a de
l’équation (2.4), à partir des observations des conditions de bord sur un horizon de temps
borné suivantes

u(0, t), u(1, t), (T1 ≤ t ≤ T2).

Exprimons formellement le Problème Inverse 9. Pour cela considérons le modèle
suivant

∂v(x, t)

∂t
=
∂2v(x, t)

∂x2
− q(x)v(x, t), (0 < x < 1, 0 < t <∞),

v(x, 0) = b(x), (0 < x < 1), (2.5)

− ∂v(0, t)

∂x
+ jv(0, t) =

∂v(1, t)

∂x
+ Jv(1, t) = 0, (0 < t <∞),

où q = (q, j, J) ∈ P et b ∈ L2(0, 1), et considérons les différences entre les conditions de
bords

ǫ0(t) = u(0, t) − v(0, t), ǫ1(t) = u(1, t) − v(1, t), (T1 ≤ t ≤ T2).

On peut donc reformuler le Problème Inverse 9 d’identifiabilité de la façon suivante :
sous quelle(s) condition(s) les égalités

ǫ0(t) = ǫ1(t) = 0, (T1 ≤ t ≤ T2), (2.6)

impliquent (q, b) = (p, a) ?

Remarque 20. On constate que l’unicité n’est pas satisfaite en général. En effet, pour
a = b = 0, les égalités de (2.6) sont satisfaites pour tout p,q ∈ P.
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En utilisant la définition (2.1) de l’opérateur Ap , notons E(p, a) l’équation relative
à (2.4), donnée par

du(t)

dt
+ Apu(t) = 0, (0 < t <∞),

u(0) = a,

et notons E(q, b) l’équation relative à (2.5), donnée par

dv(t)

dt
+ Aqv(t) = 0, (0 < t <∞),

u(0) = b.

Introduisons maintenant la notion d’index de dégénérescence relativement à a et Ap,
qui permettra de formuler des conditions d’identifiabilité. Pour cela notons ϕn(· ,p) les
fonctions propres de Ap, normalisées et telles que ϕn(0,p) > 0.

Définition 7. 1. Pour p ∈ P et a ∈ L2(0, 1), le nombre

N(p, a) = #
{

ϕn(· ,p)| 〈a, ϕn(· ,p)〉L2(0,1) = 0
}

,

est appelé index de dégénérescence de a relativement à l’opérateur Ap.

2. a ∈ L2(0, 1) est appelé élément générateur relativement à Ap si N(p, a) = 0.

Voici maintenant une condition nécessaire et suffisante répondant au Problème In-
verse 9, due à Murayama [45] et Suzuki [64].

Théorème 4. Soient u et v les solutions respectives de E(p, a) et E(p, b).

1. Si a est élément générateur relativement à Ap, alors les égalités

ǫ0(t) = u(0, t) − v(0, t) = 0, (T1 ≤ t ≤ T2),

ǫ1(t) = u(1, t) − v(1, t) = 0, (T1 ≤ t ≤ T2),

impliquent (q, b) = (p, a).

2. Si a n’est pas élément générateur relativement à Ap, alors il existe un couple
(q, b) ∈ P × L2(0, 1) tel que

ǫ0(t) = ǫ1(t) = 0, (0 < t <∞),

mais tel que q 6= p.

Remarque 21. 1. La preuve du théorème repose sur l’utilisation de la théorie de
Gel’fand-Levitan, à savoir la reconstruction les éléments (p, a) et (q, b) à partir du
spectre caractéristique des opérateurs Ap et Aq. En effet, puisque les inverses de
Ap et Aq sont auto-adjoints et compacts, il existe des expressions analytiques des
solutions u(x, t) et v(x, t) s’exprimant en fonction des valeurs propres et fonctions
propres [31].
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2. Un résultat similaire a été prouvé par Murayama [45] dans le cas de conditions
de bord de Dirichlet avec les observations de bord ux(0, t) = ux(1, t) = 0 pour
T1 ≤ t ≤ T2.

Dans le cas d’une observation intérieure à l’ensemble ]0, 1[, un résultat d’identifiabilité
est ensuite prouvé par Suzuki.
Avec l’observation suivante,

u(0, t), u(x1, t), (T1 ≤ t ≤ T2),

où x1 ∈]0, 1[, le résultat d’identifiabilité de p est négatif : Il « manque des informa-
tions » dans cette observation. Par contre on obtient un résultat positif en complétant
l’observation, comme le suggère le problème d’identifiabilité suivant

Problème Inverse 10. Identifier les coefficients (p, h,H) et la condition initiale a de
l’équation (2.4) à partir des observations des conditions de bord sur un horizon de temps
borné suivantes

u(0, t), u(x1, t),
∂u(x1, t)

∂x
, (T1 ≤ t ≤ T2), (2.7)

où x1 ∈]0, 1[.

Le théorème suivant, du à Suzuki [66], répond au Problème Inverse 10.

Théorème 5. Supposons que l’observation (2.7) soit satisfaite. Alors

1. Dans le cas où 0 < x1 <
1
2
, il n’y a identifiabilité pour aucun p et a.

2. Dans le cas où x1 = 1
2
, il y a identifiabilité ssi N(p, a) ≤ 1.

3. Dans le cas où 1
2
< x1 < 1, il y a toujours identifiabilité.

2.1.3 Application à l’équation des ondes 1D

Nous considérons maintenant l’équation des ondes 1D avec condition de Robin sui-
vante

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− p(x)u(x, t), (0 < x < 1, −∞ < t <∞),

u(x, 0) = a0(x), (0 < x < 1), (2.8)
∂u(x, 0)

∂t
= a1(x), (0 < x < 1)

− ∂u(0, t)

∂x
+ hu(0, t) =

∂u(1, t)

∂x
+Hu(1, t) = 0, (−∞ < t <∞),

où (p, h,H) ∈ P et (a0, a1) ∈ H1(0, 1) × L2(0, 1).
On pose le problème inverse d’identifiabilité suivant

Problème Inverse 11. Identifier les coefficients (p, h,H) et la condition initiale (a0, a1)
de l’équation (2.8), à partir des observations des conditions de bord sur un horizon de
temps borné suivantes

u(0, t), u(1, t), (−T ≤ t ≤ T ).
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De même que dans la Section 2.1.2, on note E2(p, a) l’équation du second ordre
relative à (2.8), donnée par

d2u(t)

dt2
+ Apu(t) = 0, (−∞ < t <∞),

u(0) = a0,
du(0)

dt
= a1,

En considérant q = (q, j, J) ∈ P, b = (b0, b1) ∈ H1(0, 1) × L2(0, 1) et les différences
entre conditions de bord

ǫ0(t) = u(0, t) − v(0, t), ǫ1(t) = u(1, t) − v(1, t), (−T ≤ t ≤ T ),

où v(t, x) est solution de E2(q, b), le Problème Inverse 11 peut se reformuler de la façon
suivante :
Sous quelle(s) condition(s) les égalités ǫ0(t) = ǫ1(t) = 0 pour t ∈ [−T, T ] impliquent
(q, b) = (p, a) ?

Dans le but de résoudre ce problème par l’utilisation de la théorie de Gel’fand-
Levitan, il faut reconstruire les solutions de E2(p, a) en fonction des valeurs propres et
fonctions propres.
Notons pour tout entier n ∈ N, a0

n = 〈a0, ϕn〉L2(0,1) et a1
n = 〈a1, ϕn〉L2(0,1), où l’on rappelle

que ϕn est fonction propre de Ap vérifiant ϕn(0,p) > 0.

Lemme 1. La solution de E2(p, a) peut être représentée par

u(x, t) =
+∞∑

n=0

(

a0
n cos

√

λnt+
a1

n√
λn

sin
√

λnt

)

ϕn(x), (2.9)

avec convergence dans l’espace C0(R;H1(0, 1)) ∩ C1(R;L2(0, 1)).

Introduisons maintenant, dans le cas de l’équation des ondes, la notion d’élément gé-
nérateur qui permettra de formuler une condition nécessaire et suffisante d’identifiabilité
du modèle portant sur la condition initiale.

Définition 8. La condition initiale a = (a0, a1) ∈ H1(0, 1) × L2(0, 1) de E2(p, a) est
appelée élément générateur relativement à l’opérateur Ap si

|a0
n|2 + |a1

n|2 6= 0, n = 0, 1, 2, . . . (2.10)

Suzuki prouve dans [65] le résultat d’identifiabilité suivant, imposant en plus une
condition sur la largeur de l’intervalle [−T, T ], qui correspond au Théorème 4 pour
l’équation de la chaleur.

Théorème 6. Soient u et v les solutions respectives de E2(p, a) et E2(q, b).

1. Si la condition initiale a = (a0, a1) est élément générateur relativement à l’opéra-
teur Ap et si T ≥ 2, alors les égalités ǫ0(t) = ǫ1(t) = 0 sur [−T, T ] impliquent
(q, b) = (p, a).
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2. Si a = (a0, a1) n’est pas élément générateur relativement à Ap, alors il existe
(q, b0, b1) ∈ P ×H1(0, 1) × L2(0, 1) tel que

ǫ0(t) = ǫ1(t) = 0, (−∞ < t <∞),

mais tel que q 6= p.

Remarque 22. La condition suffisante 1 du Théorème 6 est conséquence du fait que la
famille {e±

√
λnt}n∈N est une base de L2(−2, 2). Ainsi, de la condition (2.10), de l’expres-

sion (2.9) et de l’égalité ǫ0(t) = 0, on en déduit l’égalité des spectres σ(Ap) = σ(Aq).
L’erreur ǫ1(t) = 0 implique de plus φn(1,p) = φn(1,q) pour n ∈ N.

2.1.4 D’autres résultats

Courdesses, Polis, Amouroux et Lahouaoula traitent dans les années 80-90 des ques-
tions d’identifiabilité pour une classe d’EDP paraboliques où la seule donnée connue
est l’état du système en certains points. La méthode est sensiblement identique à celles
développées pour les équations des ondes 1D et de la chaleur 1D. L’opérateur est ici
la somme d’un Sturm-Liouville et d’un terme de transport, dont le domaine prend en
compte une condition de bord de mixte. Le système d’EDP est le suivant,

∂u(x, t)

∂t
= a1

∂2u(x, t)

∂x2
+ a2

∂u(x, t)

∂x
+ a3u(x, t) + v(x, t), (0 < x < 1, t > 0),

u(x, 0) = u0(x), (0 < x < 1),

c11u(0, t) + c12
∂u(0, t)

∂x
= 0, (t > 0),

c21u(1, t) + c22
∂u(1, t)

∂x
= 0, (t > 0),

avec une sortie de la forme

y(xk, t) = u(xk, t), (xk ∈ Ωk ⊂ [0, 1], t > 0). (2.11)

De façon similaire aux méthodes exploitées par Suzuki et Nakagiri dans les sections
2.1.2 et 2.1.3, Courdesses développe dans [14, 38] les solutions du problème linéaire
d’EDP, condition initiale et conditions de bord, utilisant les fonctions propres φn(x) =

e−a2/2a1x (Ai cos βix+Bi sin βix), n ∈ N, et les valeurs propres associées λn = − a2
2

4a1
+a3−

a1β
2
n, n ∈ N. Des résultats d’identifiabilité des paramètres (a1, a2, a3, c11, c12, c21, c22) sont

ainsi obtenus. Les conditions d’identifiabilité portent sur la nature des mesures xk ∈ Ωk

effectuées en (2.11).

Nous finissons cette section en abordant quelques problèmes d’identifiabilité dans le
cas multidimensionnel, car la théorie de Gel’fand-Levitan exposée en Section 2.1.1 ne
prend en compte que les équations à une dimension d’espace pour l’opérateur différentiel
de Sturm-Liouville 1D.
Tout d’abord, Nakagiri et Yamamoto traitent des questions d’identifiabilité dans le cas
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d’un problème de Cauchy sur un espace de Banach X. Pour cela ils considèrent les
équations d’évolution

du(t)

dt
+ Amu(t) = 0, (t ≥ 0), (2.12)

u(0) = am ∈ X,

du(t)

dt
+ Au(t) = 0, (t ≥ 0), (2.13)

u(0) = a ∈ X,

et posent le problème inverse suivant,

Problème Inverse 12. Soient am
k , 1 ≤ k ≤ N , des conditions initiales connues et un

temps t0 ≥ 0 donné arbitrairement. Sous quelles conditions les égalités

exp(−tAm)am
k = exp(−tA)ak, (t ≥ t0, 1 ≤ k ≤ N), (2.14)

entraînent Am = A et am
k = ak, 1 ≤ k ≤ N ?

Il est bien connu [51] que −Am génère un semigroupe fortement continu donné par
{Tm(t)}t≥0 = {exp(−tAm)}t≥0, et que la solution mild u ∈ C([0,∞[;X) de (2.12) est
donnée par u(t) = Tm(t)am. Le Problème Inverse 12 est donc le suivant : connaissant
les N conditions initiales {am

k }1≤k≤N et à partir de la sortie formée des N observations
exp(−tAm)am

k , 1 ≤ k ≤ N données en (2.14)), identifier les N conditions initiales
inconnues {ak}1≤k≤N et les opérateurs Am et A. Nakagiri expose dans [47] des conditions
portant sur les points isolés du spectre σ(Am) permettant de répondre au Problème
Inverse 12.
Nakagiri et Yamamoto exploitent ces résultats en les appliquant au cas d’un opérateur
Am fortement elliptique, défini sur X = L2(Ω), où Ω est un domaine borné à frontière
régulière. L’opérateur Am est donné par

Am =
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(

pm
ij (x)

∂

∂xj

)

+
n∑

j=1

qm
j (x)

∂

∂xj

+ rm(x), (x ∈ Ω),

avec pm
ij = pm

ji , q
m
j et rm régulières sur Ω̄, et satisfaisant la condition d’uniforme ellipticité

(opérateur fortement elliptique) suivante : il existe δ > 0 tel que pour tout x ∈ Ω̄ et
tout ξ ∈ Rn,

n∑

i,j=1

pm
ij (x)ξiξj ≥ δ

n∑

i=1

|ξi|2.

Avec les N conditions initiales am
k (x), le système modèle décrit par une EDP parabolique

est

∂u(x, t)

∂t
+ Amu(x, t) = 0, (x ∈ Ω, t > 0),

∂u

∂nm
+ βmu

∣
∣
∣
∣
∂Ω

= 0, (2.15)

u(x, 0) = am
k (x), (x ∈ Ω),
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et l’on considère un système identique pour l’opérateur A avec les conditions initiales
ak(x). Le système modèle (2.15) correspond alors au système modèle (2.12), où l’opé-
rateur Am est la réalisation dans L2(Ω) de l’opérateur Am avec les conditions de bord
données en (2.15). Nakagiri et Yamamoto donnent dans [48, 49] des conditions suffisantes
portant sur les spectres de l’opérateur Am et de son adjoint, permettant de répondre au
Problème Inverse 12.

Remarque 23. Signalons qu’un résultat similaire existe pour une EDP hyperbolique du
deuxième ordre et plusieurs dimensions d’espace [75]. Enfin, Suzuki propose dans [67]
une version multidimensionnelle de la théorie de Gel’fand-Levitan pour l’opérateur du
second ordre A = ∇ · (a∇) + c où a = (aij(x)) et c = c(x) sont de classe C∞.

On constate que tous les résultats d’identifiabilité cités ci-dessus, relatifs à des équa-
tions en plusieurs dimensions d’espace, s’appuient sur la théorie spectrale des opérateurs,
et donc reposent fortement une fois encore sur le caractère linéaire des équations consi-
dérées.
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2.2 Utilisation d’inégalités de Carleman

Les premières inégalités de Carleman rencontrées dans le monde des EDP furent
introduites par Carleman [9] dans le but de démontrer des résultats d’unicité de solutions
pour des problèmes elliptiques de dimension deux. Par la suite, Hörmander et d’autres
auteurs (voir par exemple [25, 26], [27]) généralisent ces inégalités à d’autres classes
d’opérateurs différentiels en dimension infinie. Les applications de ces inégalités sont
aujourd’hui diverses et nombreuses. Outre des résultats d’unicité de solutions, elles sont
aussi utilisées en théorie du contrôle ou bien pour l’étude de problèmes inverses pour les
EDP.

Nous commençons par un bref rappel concernant ces inégalités. Ensuite nous rappe-
lons quelques résultats d’identifiabilité utilisant cette méthode. La majorité de ceux-ci
traitent du cas d’EDP linéaires ; nous avons trouvé dans la littérature une seule nature
de résultats concernant le non-linéaire, propre à certaines EDP paraboliques.

2.2.1 Rappel concernant les inégalités de Carleman

Considérons pour tout ξ ∈ Rn le polynôme P homogène en ξ suivant,

P (x, ξ) =
∑

|α|=m

aα(x)ξα, x ∈ Ω ⊂ Rn, aα ∈ C1(Ω̄),

où α = (a1, . . . , αn) ∈ Nn et Ω est un domaine borné.

Soit P (x,D) l’opérateur différentiel linéaire associé à P , où

Dα = Dα1

1 . . .Dαn
n , Dj = −i ∂

∂xj

,

et soit
◦
Hm(ω) défini par

◦
Hm(ω) =

{

u ∈ Hm(Ω), u

∣
∣
∣
∣
∂Ω

= · · · =
∂m−1u

∂nm−1

∣
∣
∣
∣
∂Ω

= 0

}

.

Considérons une fonction ϕ ∈ C∞(Ω) et supposons qu’il existe une constante C > 0
telle que pour tout réel λ suffisamment grand,

C
∑

|α|<m

λ2(m−|α|)−1

∫

Ω

|Dαu|2e2λϕ dx ≤
∫

Ω

|P (x,D)u|2e2λϕ dx, u ∈
◦
Hm(ω). (2.16)

On dit alors que l’opérateur P (x,D) vérifie une estimation de Carleman, et l’inégalité
(2.16) est appelée inégalité de Carleman.

Il existe d’autres formes d’inégalités de Carleman, voir par exemple [25] ou encore
[27] pour le cas de polynômes non homogènes. Ces inégalités s’avèrent être très utiles
pour prouver des résultats d’unicité, comme le montre le théorème suivant.
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Théorème 7 ([25]). Soient P (x,D) et ϕ satisfaisant (2.16). Soit x0 ∈ Ω et V un
voisinage de x0 dans Ω. Si u ∈ Hm(Ω) satisfait

u = 0 dans {x ∈ Ω, ϕ(x) > ϕ(x0)},
|P (x,D)u| ≤ K

∑

|α|<m

|Dαu| dans V,

où K > 0 est une constante (indépendante de x), alors u = 0 dans V .

2.2.2 Application à des problèmes d’identifiabilité

Klibanov propose dans [35] la résolution de problèmes inverses généraux traitant
d’unicité pour des EDP linéaires. Son travail consiste, pour certaines formes d’opérateurs

P (x, t,D) =
∑

|α|≤m

aα(x, t)Dα + Dm
t ,

elliptiques, paraboliques ou hyperboliques, à considérer le système

P (x, t,D)u = b(x)f(x, t), (x ∈ Ω, t ∈ [0, T ]), (2.17)

Dj
tu|t=0 = pj(x), j = 0, . . . ,m− 1, (2.18)
(
∂u

∂n

)(j) ∣
∣
∣
∣
∂Ω×[0,T ]

= gj(x, t), j = 0, . . . ,m− 1, (2.19)

b ∈ C(Ω̄), u ∈ Cm+1(Ω̄ × [0, T ]), aα ∈ C1(Ω̄ × [0, T ]), (2.20)

et traiter le problème inverse suivant,

Problème Inverse 13. Identifier les fonctions (b(x), u(x, t)) sachant que toutes les
autres fonctions de (2.17-2.20) sont données.

Son approche, utilisant essentiellement les inégalités de Carleman, ne dépend ni de
l’ordre ni du type de l’opérateur différentiel, mais ne s’applique qu’au cas linéaire. On
trouvera en particulier cette approche pour des équations linéaires concrètes comme par
exemple l’équation de Schrödinger [4] ou encore une équation de transport [37].

En ce qui concerne des problèmes d’identifiabilité en non-linéaire, peu de résultats
apparaissent dans la littérature. Ils sont tous consacrés au cas d’équations non-linéaires
paraboliques, avec utilisation d’estimations de Carleman [18, 29, 36]. Nous choisissons
ici d’exposer et d’expliquer brièvement le problème d’identifiabilité abordé par Egger,
Engel et Klibanov dans [18], résolu à partir d’inégalités de Carleman. On retrouvera les
mêmes natures d’EDP et des démarches identiques dans les autres cas.

L’idée, dans le but d’utiliser une estimation de Carleman, est la suivante : dans un
premier temps, on transforme le système en un nouveau système pour lequel la non-
linéarité n’agit plus sur l’état. Ensuite, on considère deux solutions possibles répondant
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au problème inverse, et l’on obtient un problème d’EDP linéaire à partir de leur diffé-
rence. Les estimations de Carleman porteront alors sur un opérateur différentiel présent
dans cette EDP.

Le système étudié dans [18] est constitué de l’équation semi-linéaire parabolique et
des conditions initiales et de bord suivantes,

− ut + uxx + q(u) = f(x, t), (0 < x < 1, 0 < t < T ), (2.21)

u(x, 0) = u0(x), (0 < x < 1),

u(0, t) = ϕ0(t), u(1, t) = ϕ1(t), (0 < t < T ). (2.22)

L’objectif est de prouver un résultat d’unicité relatif à la non-linéarité q en ayant connais-
sance des conditions de Neumann et une connaissance partielle de q. Plus précisément,
le problème suivant est considéré,

Problème Inverse 14. Identifier les fonctions u et q satisfaisant (2.21-2.22) sachant
que sont données les fonctions

ux(0, t) = ψ0(t), ux(1, t) = ψ1(t), (0 < t < T ),

et que la fonction q(y) est connue pour y ∈ [ϕ1(0), ϕ0(0)].

Certaines hypothèses (par exemple monotonie, régularité) sur ϕ0, ϕ1 et q permettent
de transformer le problème (2.21-2.22) en un nouveau problème où la fonction q ne
dépend plus de l’état u mais d’une nouvelle variable fraîchement créée (à partir du
théorème des fonctions implicites par exemple). Dans le cas précis que l’on expose, on
obtient le nouveau système suivant (les ensembles d’appartenance des variables sont
volontairement omis),

v2
y vt = vyy − q(y) v3

y − f(v(y, t), t) v3
y, (2.23)

v(y, 0) = v0(y),

v(ϕ1(t), t) = 1, v(ϕ0(t), t) = 0. (2.24)

Considérons maintenant deux paires de fonctions (u1, q1) et (u2, q2) qui satisfont le
problème (2.21-2.22) et les hypothèses nécessaires de transformation du problème initial,
de telle sorte que l’on puisse considérer v1 et v2 associées satisfaisant (2.23-2.24). A partir
des différences q̃ = q1 − q2 et ṽ = v1 − v2, la fonction ṽ est solution de l’EDP

Lṽ = v2
1y ṽt − ṽyy − c(y, t) ṽy − d(y, t) ṽ = q̃(y) v3

1y, (2.25)

avec certaines conditions de bord associées (ici non précisées). A partir de cette EDP,
Egger et al. [18] concluent en établissant une estimation de Carleman pour l’opérateur
parabolique L0 = a ∂t−∂yy où a = a(y, t) est une fonction, répondant ainsi au Problème
Inverse 14.



Chapitre 3

Synthèse de l’état de l’art

Nous avons, dans cette première partie, effectué un état de l’art des différents résul-
tats d’identifiabilité que l’on peut trouver dans la littérature. Le tableau 3.1 résume les
champs d’utilisation des méthodes étudiées. Chacune de ces méthodes d’identifiabilité
est appliquée à une nature bien précise de modèle, que nous choisissons de classer dans
les « catégories » suivantes :

– systèmes de dimension finie,

– systèmes de dimension infinie,

– systèmes non-linéaires,

– système avec présence de paramètres fonctionnels.

Tab. 3.1 – Champs d’utilisation des méthodes étudiées.

EDO EDP non-linéaire param. fonctionnel

Laplace ×
Dvt. en série de Taylor × ×
Élimination × × ×
Isomorphisme d’état × ×
Approche spectrale × ×
Carleman × ≈ ×

Voici quelques constats supplémentaires que nous pouvons faire à propos de ces
méthodes.
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3.1 Méthodes en dimension finie

Utilisation de la transformée de Laplace La transformée de Laplace peut s’ap-
pliquer en dimension infinie moyennant certaines conditions permettant d’intervertir
opérateurs différentiels et intégrales. Par ailleurs, son utilisation pour des problèmes
d’identifiabilité repose fortement sur ses propriétés de linéarité, et n’est donc pas utile
pour des systèmes non-linéaires.

Méthode par développement en séries de Taylor Le caractère nécessaire de cette
méthode a été prouvé dans certains cas non-linéaires (champs de vecteurs de régularité
Lipschitz). Par contre, il s’agit d’un algorithme relativement coûteux en dimension finie,
et une généralisation en dimension infinie, bien que formellement envisageable, devien-
drait extrêmement lourde dans l’utilisation (tous les coefficients du développement de
Taylor ne seraient plus des scalaires mais des fonctions des variables structurantes).

Méthode par élimination algébro-différentielle Cette méthode a été appliquée
à des systèmes d’EDO présentant une non-linéarité de type polynomiale, et peut être
étendue au cas où certains paramètres sont fonctionnels dépendant du temps. Il semble
naturel de pouvoir généraliser cette méthode en dimension infinie, sous des conditions
suffisantes de régularité (besoin de différentier les équations par rapport à chaque va-
riable structurante). La construction d’un cadre algébrique propre et rigoureux est une
tâche complexe, mais qui semble réalisable en incluant les variables structurantes dans
les anneaux différentiels considérés. Toutefois, les algorithmes de calculs utilisés dans
cette méthode pour la dimension finie peuvent être généralisés à la dimension infinie
sans nécessairement bâtir un cadre algébrique au préalable.

Méthode de l’isomorphisme d’état Cette technique est utilisée pour des systèmes
d’EDO non-linéaires, avec un champ de vecteur de régularité analytique. Par ailleurs, la
preuve abordée en Annexe A.2 repose sur l’utilisation du théorème du redressement de
champs de vecteurs dans Rn, un résultat propre à la dimension finie. Sa généralisation
à la dimension infinie n’est donc pas possible.

3.2 Méthodes en dimension infinie

Approche spectrale Cette approche, pour les systèmes d’EDP, n’est utilisée que
dans le cas de systèmes linéaires. Elle est le pendant de la méthode par transformée
de Laplace pour les systèmes d’EDO. Cette approche n’est donc pas adaptée au cas de
systèmes d’EDP non-linéaires.

Utilisation d’inégalités de Carleman Ces inégalités ont été utilisées pour diffé-
rentes natures d’opérateurs différentiels, mais presque uniquement dans le cas de pro-
blèmes d’identifiabilité relatifs à des systèmes d’EDP linéaires. Les applications aux
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cas non-linéaires sont spécifiques à certaines EDP à partir desquelles, modulo certaines
transformations du problème, on se ramène au cas d’EDP linéaires. Cette méthode
semble difficilement applicable pour des non-linéarités sortant de cette catégorie.
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Chapitre 4

Cadre d’étude d’identifiabilité en
dimension infinie

4.1 Introduction

L’objectif principal de ce chapitre est de mettre en place un cadre formel d’étude
d’identifiabilité théorique adapté au cas des systèmes décrits par des équations aux déri-
vées partielles. Nous sommes donc ici en présence de problèmes en dimension infinie, les
opérateurs différentiels étant définis sur des espaces fonctionnels. Il nous faut prendre
ceci en considération dans l’analyse d’identifiabilité de modèles associés à de tels sys-
tèmes. En effet, cette analyse consiste en l’étude de l’injectivité de la sortie par rapport
aux paramètres du modèle, et nécessite de connaître les espaces de départ et d’arrivée
de cette application paramètre/sortie. Or, dans la représentation interne du modèle, la
sortie est fonction de l’état du système, son espace de vie est donc naturellement en lien
avec l’espace de vie de l’état du système. En conséquence, la formulation d’une définition
de l’identifiabilité pour des modèles issus de systèmes d’EDP ne peut se faire sans avoir
au préalable effectué une étude du caractère bien posé du système dynamique.

Nous établissons dans ce chapitre un cadre formel d’étude d’identifiabilité pour des
systèmes décrits par des EDP, et nous donnons ensuite un exemple d’utilisation pour
un problème d’identifiabilité relatif au modèle de McKendrick–Von Foerster.
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4.2 Présentation du cadre d’étude

Considérons I ⊂ R+ un intervalle contenant 0, et pour t ∈ I le système d’EDP
paramétré Sx0(p),b(p),u

p , constitué des quatre équations suivantes,

Sx0(p),b(p),u
p







d
dt
x(t,p) = Φ(p)x(t,p) + f(x(t,p), u(t),p),

x(0,p) = x0(p),

L(p)x(t,p) = b(t, u(t),p),

s(t,p) = h(x(t,p),p),

(4.1)

où les équations sont appelées, dans l’ordre d’apparition, équation d’état, équation de
condition initiale, équation de condition de bord et équation d’observation. Par analogie
au cas des systèmes différentiels, nous appellerons dans toute la suite système de

référence le système (4.1). Les différentes variables et leurs espaces d’appartenance sont
résumés dans le tableau 4.1, où X et Y sont deux espaces de Banach, P, appelé ensemble
des paramètres, est une partie d’un espace de Banach non précisé pour l’instant, et S

est un espace fonctionnel non précisé pour l’instant appelé espace de sortie. L’ensemble
U est un ensemble de fonctions d’entrée, à valeur dans l’ensemble I(U).

Tab. 4.1 – Variables utilisées dans le système S
x0(p),b(p),u
p

Définition de la variable symbole ensemble d’appartenance
paramètre p p ∈ P

entrée u u ∈ U
état du système x x : I × P → X
condition initiale x0 x0 : P → X
condition de bord b b : I × I(U) × P → Y
opérateur différentiel Φ Φ : D(Φ) ⊂ X × P → X
opérateur de bord L L : D(L) ⊂ X × P → Y
perturbation f f : X × I(U) × P → X
sortie s s : I × P → S

fonction d’observation h h : H ⊂ X × P → S

Nous allons maintenant introduire l’équivalent des Définitions 1, 2 et 3 pour les
systèmes différentiels de dimension finie de la Section 1.1.1, mais dans le cas où le système
est donné par une dynamique EDP/condition initiale/condition de bord. Commençons
par la notion d’expérience relative au système de référence Sx0(p),b(p),u

p . Cette notion
d’expérience est directement liée à la nature des conditions initiale x0 et de bord b, car
elle nous garantit le caractère bien posé du problème formé d’EDP muni des condition
inititale et de bord du système. C’est une étape nécessaire en vue de la formulation
d’une définition de l’identifiabilité.

Définition 9 (Expérience). Pour T > 0 tel que [0, T ] ⊂ I, une expérience sur [0, T ]

pour le système Sx0(p),b(p),u
p est la donnée d’un triplet (x0, b, u) tel que pour tout p ∈ P,

le système Sx0(p),b(p),u
p a une unique solution x(·,p) ∈ C([0, T ], X).
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Nous pouvons maintenant définir la notion de modèle ainsi que celle de l’identifiabi-
lité de ce modèle.

Définition 10 (Modèle structurel). Soit T > 0 tel que [0, T ] ⊂ I. Considérons (x0, b, u)

une expérience sur [0, T ] pour le système Sx0(p),b(p),u
p . L’application

Mu0,b,u,T : p ∈ P 7→ Sx0(p),b(p),u
p

est le modèle structurel associé à l’expérience (x0, b, u).

Définition 11 (Identifiabilité). Soit (x0, b, u) une expérience sur [0, T ] pour le système
S

x0(p),b(p),u
p .

1. Le modèle Mx0,b,u,T est dit identifiable en p ∈ P si

{∀ p̄ ∈ P, s(·,p) = s(·, p̄)} ⇒ p = p̄.

2. Le modèle Mx0,b,u,T est dit identifiable sur P s’il est identifiable en tout para-
mètre p ∈ P.

Remarque 24.

1. Commençons par une remarque fondamentale en vue de la suite. Nous suppose-
rons, sauf précisions, que la condition initiale x0 est connue, c’est à dire indépen-
dante des paramètres inconnus du modèle. On abordera toutefois certains cas où
la condition initiale est fixée, c’est à dire inconnue, dépendante des paramètres,
mais qui vérifie l’égalité x0(p) = x0(p̄), et certains cas où elle est inconnue et non
fixée.

2. Dans les définitions ci-dessus, les égalités sont vérifiées dans l’espace fonctionnel
S. Dans la pratique, la connaissance concrète de l’espace de Banach X et de la
fonction d’observation h permettent de préciser S. L’espace de Banach contenant
l’ensemble des paramètres P n’est pas explicité car c’est le contexte de modélisation
qui le permet.

3. Dans la pratique, les résultats de régularité permettent de considérer un espace
de Banach Z tel que l’application t 7→ s(t,p) ∈ C([0, T ], Z). L’étude d’identifiabi-
lité du modèle Mx0,b,u,T sur l’ensemble P consiste alors à étudier l’injectivité de
l’application paramètre/sortie O définie par

O :

{

P → {f ∈ C([0, T ], Z), ∀ t ∈ [0, T ], f(t) ∈ S},
p 7→ O(p) = s(·,p).

4. Lorsque le modèle Mx0,b,u,T est identifiable sur P, on dira parfois par abus de
langage que l’ensemble P est identifiable. De même, s’il n’est identifiable en aucun
paramètre de P, on dira que l’ensemble P n’est pas identifiable. De plus, lorsque
les paramètres de l’ensemble P possèdent plusieurs composantes, par exemple p =
(pj)1≤j≤n ∈ P, par abus de langage on parlera d’identifiabilité de la composante
pj0 de p si {∀ p̄ = (p̄j)1≤j≤n ∈ P, s(·,p) = s(·, p̄)} ⇒ p̄j0 = pj0 .
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4.3 Un exemple en dynamique des populations : mo-
dèle de McKendrick–Von Foerster

Dans cette section, nous considérons un modèle de dynamique des populations avec
distribution en âge dû à McKendrick et Von Foerster [46], puis nous mettons en pratique
le cadre d’étude de la Section 4.2 afin de répondre à un problème d’identifiabilité en
rapport avec ce modèle.

4.3.1 Modèle de McKendrick–Von Foerster

On considère une population structurée en temps t ∈ R+ et en âge a ∈ [0, A], où A
représente l’âge maximal de la population. On note ρ(t, a) la densité de population au
temps t dans l’intervalle d’âge [a, a + da]. Soit b(a) et µ(a) les taux de naissance et de
mortalité, que l’on suppose dépendants de l’âge. Remarquons que la population d’âge
dans l’intervalle [a, a+ da] au temps t est donnée par ρ(t, a)da, que la population d’âge
dans l’intervalle [a, a + da] qui meurt sur une tranche infinitésimale de temps dt est
donnée par µ(a)ρ(t, a)dtda, et que le taux de naissance n’apporte sa contribution que
pour les densités ρ(t, 0) (il n’y a pas de naissances d’âge a > 0). Puisque da

dt
= 1, avoir

l’âge a en t + dt signifie que l’on avait l’âge a − da en t, et la loi de conservation de la
population nous dit :

la population d’âge [a, a+ da] en t+ dt =

population d’âge [a− da, a] en t

− la population d’âge [a, a+ da] morte entre t et t+ dt,

qui s’écrit

ρ(t+ dt, a)da = ρ(t, a− da)da− µ(a)ρ(t, a)dtda.

De là on en déduit

ρ(t+ dt, a) − ρ(t, a)

dt
=
ρ(t, a− da) − ρ(t, a)

da

da

dt
− µ(a)ρ(t, a),

et en passant à la limite l’équation de Von Förster suivante,

∂ρ

∂t
(t, a) +

∂ρ

∂a
(t, a) = −µ(a)ρ(t, a).

En rajoutant la condition de bord constituée par les naissances et la condition initiale,
on obtient le système de McKendrick–Von Foerster suivant, pour (t, a) ∈ R+ × [0, A],







∂ρ
∂t

(t, a) + ∂ρ
∂a

(t, a) = −µ(a)ρ(t, a),

ρ(0, a) = ρ0(a),

ρ(t, 0) =
∫ A

0
b(a)ρ(t, a) da.

(4.2)
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Remarque 25. Le modèle de McKendrick - Von Foerster est utilisé dans différents
contextes de modélisation en dynamique des populations sous différentes variantes. Ci-
tons en particulier certains modèles d’évolution de population de cellulles de tumeurs
cancéreuses [1, 28] ou de population d’insectes comme par exemple l’Eudemis de la vigne
[55].

4.3.2 Existence et unicité de la solution

Assurons-nous maintenant que le Problème (4.2) est bien posé, c’est à dire de l’exis-
tence et de l’unicité de la solution dans un bon espace fonctionnel. Nous traitons cette
question par une approche reposant sur la théorie des semigroupes.
Commençons par faire les hypothèses (raisonnables) que b ∈ L2(0, A) et µ ∈
L∞((0, A),R+). La positivité de µ est nécessaire afin de prouver l’existence et l’uni-
cité de la solution du problème (4.2). Nous verrons par la suite que le problème conserve
la positivité de la condition initiale si l’on suppose en outre que b est aussi positive.

En lien avec le Problème (4.2), considérons le système
{

d
dt
ρ(t) = Φρ(t),

ρ(0, a) = ρ0(a),

où l’opérateur (Φ, D1(Φ)) est donné par

D1(Φ) =

{

f ∈ H1(0, A), f(0) =

∫ A

0

b(a)f(a) da

}

,

Φ :

{

D1(Φ) → L2(0, A),

f 7→ −f ′ − µ f.

Nous allons utiliser les résultats de l’annexe D sur les opérateurs dissipatifs afin de
prouver que (Φ, D1(Φ)) est générateur infinitésimal d’un semigroupe sur L2(0, A). Com-
mençons par un résultat de densité du domaine de l’opérateur, dont la preuve s’inspire
de [3].

Lemme 2. Le domaine D(Φ) de l’opérateur Φ est dense dans L2(0, A).

Démonstration. Considérons E = {ϕ ∈ H1(0, A), supp(ϕ) ⊂ [0, A[}, ensemble dense
dans L2(0, A). On prouve que D(Φ) est dense dans L2(0, A) en prouvant la densité de
D(Φ) dans E.
Soit ϕ ∈ E. Considérons α < A tel que ϕ(a) = 0 pour α < a < A. Pour tout 0 < δ < α
on définit

ϕδ(a) =

{

ϕ(a) pour δ ≤ a ≤ A,

ϕ(δ) pour 0 ≤ a < δ,

et

ψδ(a) =

{

0 pour δ ≤ a ≤ A,

1 − a
δ

pour 0 ≤ a < δ.
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Nous allons à partir de ϕδ et ψδ construire une suite de D(Φ) qui converge vers ϕ dans
L2(0, A). Clairement on a

lim
δ→0

∫ A

0

ψδ(a)b(a)da = 0, (4.3)

si bien qu’il existe δ0 < α tel que pour tout δ ≤ δ0,

∫ A

0

ψδ(a)q(a) da ≤ 1

2
. (4.4)

Considérons pour tout δ ≤ δ0 la quantité εδ ∈ R définie par

εδ =

∫ A

0
ϕδq − ϕ(δ)

1 −
∫ A

0
ψδq

. (4.5)

De l’égalité (4.5) on en déduit

εδ + ϕ(δ) =

∫ A

0

(ϕδ + εδψδ)q,

si bien que la fonction ϕδ + εδψδ ∈ D(Φ). Il ne reste plus qu’à prouver la convergence
vers ϕ pour achever la preuve de la densité. Or, clairement de la définition de ϕδ, de
l’inégalité (4.4) et de la définition (4.5) de εδ on en déduit que δ 7→ εδ est bornée sur
[0, δ0] et que ϕδ converge dans L2(0, A) vers ϕ. Puisque ψδ converge vers 0 dans L2(0, A)
et que εδ est bornée sur [0, δ0], on en déduit la convergence de ϕδ + εδψδ vers ϕ dans
L2(0, A).

Lemme 3. Pour tout ω ≥ ‖b‖2
L2, (Φ − ωI) est dissipatif.

Démonstration. Pour toute fonction f ∈ D1(Φ),

((Φ − ωI)f, f)L2 = −
∫ A

0

ff ′ −
∫ A

0

µf 2 − ω

∫ A

0

f 2

≤ −1

2
[f 2]A0 − ω

∫ A

0

f 2

≤ 1

2
f 2(0) − ω

∫ A

0

f 2,

et utilisant la condition de bord puis l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

((Φ − ωI)f, f)L2 ≤
(∫ A

0

fb

)2

− ω

∫ A

0

f 2

≤ (‖b‖2
L2 − ω)‖f‖2

L2 ,

ce qui conclut la preuve.

Lemme 4. Il existe ω0 ≥ ‖b‖2
L2 tel que pour tout λ ≥ ω0 l’opérateur (Φ−λI) est surjectif

de D1(Φ) vers L2(0, A).



4.3.2 - Existence et unicité de la solution 77

Démonstration. Soit g ∈ L2(0, A). Introduisons, pour a ∈ [0, A] et λ > 0, la fonction
a 7→ Gλ(a) et la quantité Fλ comme suit,

Gλ(a) =

∫ a

0

g(u) e−
∫ a

u (λ+µ(s))ds du,

Fλ =

∫ A

0

b(a) e−
∫ a
0

(λ+µ(s))ds da.

Par convergence dominée on a limλ→+∞ Fλ = 0, donc il existe ω0 ≥ ‖b‖2
L2 tel que Fλ < 1

pour tout λ ≥ ω0. Considérons pour λ ≥ ω0 la fonction fλ définie par

fλ : a 7→ Gλ(a) +

∫ A

0
b(u)Gλ(u) du

1 − Fλ

e−
∫ a
0

(λ+µ(s))ds. (4.6)

Montrons que fλ ∈ D1(Φ) et satisfait (Φ − λI)fλ = g.
Tout d’abord, puisque g ∈ L2(0, A) et µ ∈ L∞(0, A) ⊂ L2(0, A), on a donc Gλ ∈
H1(0, 1). De même a 7→ e−

∫ a
0

(λ+µ(s))ds ∈ H1(0, 1), ce qui garantit que fλ ∈ H1(0, 1).
De plus puisque Gλ(0) = 0 on a

fλ(0) =

∫ A

0
b(a)Gλ(a) da

1 − Fλ

, (4.7)

et ainsi, utilisant (4.6) puis (4.7),
∫ A

0

b(a)fλ(a) da =

∫ A

0

b(a)Gλ(a) da+ fλ(0)Fλ

= fλ(0) − fλ(0)Fλ + fλ(0)Fλ

= fλ(0),

et donc fλ ∈ D1(Φ).
De plus, par intégration les solutions de (Φ − λ)h = g dans H1(0, A) sont les fonctions
h données par

h(a) =

∫ a

0

g(u) e−
∫ a

u (λ+µ(s))ds du+ h(0)

∫ A

0

b(a) e−
∫ a
0

(λ+µ(s))ds da

= Gλ(a) + h(0)Fλ(a),

et (4.6) et (4.7) prouvent alors que (Φ − λI)fλ = g, ce qui achève la preuve de la
surjectivité de l’opérateur (Φ − λI) pour λ ≥ ω0.

Théorème 8. On suppose que b ∈ L2(0, A) et µ ∈ L∞((0, A),R+).
– Pour tout ρ0 ∈ D1(Φ), le problème (4.2) a une unique solution forte ρ ∈
C ([0,+∞[, L2(0, A)) ∩ C1 (]0,+∞[, L2(0, A)).

– Pour tout ρ0 ∈ L2(0, A), le problème (4.2) a une unique solution mild ρ ∈
C ([0,+∞[, L2(0, A)).

Démonstration. Les Lemmes 2, 3 et 4 et le Théorème 17 de Lumer-Phillips en annexe
D prouvent que l’opérateur (Φ, D1(Φ)) est générateur infinitésimal d’un C0 semigroupe.
Le résultat est alors conséquence directe du Théorème 15 de l’annexe D.
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On rappelle que jusqu’à présent seule l’application µ est supposée positive. La conser-
vation de la positivité du problème problème (4.2) lorsque ρ0 et b sont positives est un
résultat non trivial. On trouvera en particulier des résultats de positivité des semigroupes
dans l’ouvrage de Webb [74] garantissant cette propriété.

Nous proposons ici une preuve utilisant le théorème de point fixe dans un Banach de
façon élémentaire. Pour cela, nous allons, à partir des caractéristiques du modèle, donner
une expression de la solution ρ. Une caractéristique du problème (4.2) est donnée par
da
dt

= 1, qui s’intègre en a = t − b où b désigne ici la date de naissance. A partir du
changement de variable (t, a) 7→ (t, b) et des conditions initiales et de bord du problème
(4.2) on en déduit l’expression suivante de ρ,

ρ(t, a) =

{
ρ0(a− t)e−

∫ a
a−t µ(s)ds pour a ≥ t,

ρ(t− a, 0)e−
∫ a
0

µ(s)ds pour a ≤ t.
(4.8)

Le résultat de positivité est l’objet du théorème suivant,

Théorème 9. Pour des fonctions b ∈ L2((0, A),R+), µ ∈ L∞((0, A),R+) et une condi-
tion initiale ρ0 positive, la solution ρ du Théorème 8 est positive.

Démonstration. Commençons par considérer le cas où A ≥ T . Clairement, l’expression
(4.8) prouve que

ρ(t, a) ≥ 0 pour a− t ≥ 0. (4.9)

Considérons 0 < δ < min( 1
‖b‖2

L2

, T ) et l’opérateur L1 : C([0, δ]) → C([0, δ]) défini par

L1(f)(t) =

∫ t

0

b(a)f(t− a)e−
∫ a
0

µ(s)ds da+

∫ A

t

b(a)ρ(t, a) da.

Considérons f1, f2 ∈ C([0, δ]). L’inégalité de Cauchy-Schwarz permet la majoration

‖L1(f1) − L1(f2)‖∞ ≤ sup
t∈[0,δ]

∫ t

0

b(a)|f1(t− a) − f2(t− a)| da

≤ δ1/2 ‖b‖L2 ‖f1 − f2‖∞, (4.10)

ce qui prouve que L1 est une application contractante de C([0, δ]) et en conséquence a
un unique point fixe dans C([0, δ]). Par ailleurs, puisque ρ(t, a) ≥ 0 pour a − t ≥ 0,
L1 conserve C([0, δ],R+) et l’unique point fixe de L1 est dans C([0, δ],R+). Montrons
que ce point fixe est ρ(t, 0). Tout d’abord, t 7→ ρ(t, 0) est continue. En effet, utilisant la
condition de bord du système (4.2), on en déduit que pour tous temps t1, t2 ∈ [0, T ],

|ρ(t1, 0) − ρ(t2, 0)| ≤ ‖b‖L2‖ρ(t1) − ρ(t2)‖L2 , (4.11)

et la régularité de ρ vue au Théorème 8 garantit alors la continuité de ρ(t, 0). Par
ailleurs la condition de bord montre que ρ(t, 0) vérifie L1(ρ(·, 0)) = ρ(·, 0). Donc ρ(t, 0)
est l’unique point fixe de L1 sur C([0, δ]). Ce point fixe étant dans C([0, δ],R+), on en
déduit que ρ(t, 0) ≥ 0 sur [0, δ]. De là on déduit de (4.8) que

ρ(t, a) ≥ 0 pour 0 ≤ t− a ≤ δ. (4.12)
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Considérons maintenant l’opérateur L2 : C([δ,min(2δ, T )]) → C([δ,min(2δ, T )]) dé-
fini par

L2(f)(t) =

∫ t−δ

0

b(a)f(t− a)e−
∫ a
0

µ(s)ds da+

∫ A

t−δ

b(a)ρ(t, a) da.

Alors pour f1, f2 ∈ C([δ,min(2δ, T )]), L2 vérifie aussi l’inégalité (4.10) et donc est
contractante. Les équations (4.9) et (4.12) montrent que L2 conserve la positivité. Le
même argument que précédemment permet finalement de prouver que

ρ(t, a) ≥ 0 pour 0 ≤ t− a ≤ min(2δ, T ). (4.13)

Si 2δ ≥ T , l’égalité ci-dessus couplée avec (4.9), prouve le résultat de positivité. Sinon,
on réitère le processus jusqu’à un entier k ∈ N∗ vérifiant kδ ≥ T . Nous avons ainsi
prouvé que ρ(t, a) ≥ 0 sur [0, T ] × [0, A] pour tout T ≤ A.
Prouvons maintenant que l’on peut prolonger ce résultat pour les T ≥ A. S’il existe
t0 ≤ T tel que ρ(t0, 0) = 0, alors l’expression de la condition de bord donnée en (4.2)
implique

∫ A

0

b(a)ρ(t0, a) da = 0,

et donc a 7→ ρ(t0, a) = 0 dans L2(0, A). Mais, par unicité de la solution du problème (avec
condition initiale en t0), la fonction nulle serait alors la seule solution du problème. Donc
ρ(t, 0) 6= 0 pour tout temps t ∈ [0, T ]. Puisque ρ(t, 0) ≥ 0 sur [0, A] et que t 7→ ρ(t, 0) est
continue, on en déduit que ρ(t, 0) > 0 sur [0, T ]. De l’expression sur les caractéristiques
(4.8) on en déduit que ρ(t, a) ≥ 0 sur [0, T ] × [0, A].

Remarque 26. On trouvera dans [8], [43] ou [74] d’autres preuves d’existence et d’unicité
de solutions de systèmes d’EDP dérivés du modèle de McKendrick–Von Foerster.

4.3.3 Un problème d’identifiabilité

On se place dans un cadre d’observation d’une population de densité ρ(t, a) satis-
faisant le système (4.2) relatif au modèle de McKendrick–Von Foerster de la Section
4.3.

On suppose que l’observation se fait sur un horizon de temps fini [0, T ] suffisament
grand comparativement à la durée de vie des individus. Dans ce modèle, la condition
initiale ρ0 est une fonction connue a priori. On suppose que l’on est en mesure d’observer
les naissances ρ(t, 0) au cours du temps. On suppose aussi que l’on peut observer une
« partie suffisament âgée » de la population, et que les individus plus jeunes (donc non
observés) ne sont pas en âge de procréer. Le taux de naissance b est un paramètre
connu du modèle, tandis que le taux de mortalité a 7→ µ(a) est un paramètre inconnu
du modèle. Toutes ces hypothèses biologiques se traduisent mathématiquement par les
conditions suivantes,
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(H0) T > A > 0

(H1) ρ0 est connue

(H2) ∃ a1 ∈]0, A[ (connu), ∀ a ∈ [a1, A],
∫ A

a
ρ(t, u)du est une observation

(H3) ρ(t, 0) est une observation

(H4) b(a) = 0 pour tout a ∈ [0, a1]

(H5) b est un paramètre connu

(H6) µ est un paramètre inconnu.

Le cadre d’étude d’identifiabilité vu en Section 4.2 et le résultat de well-posedness de
la Section 4.3.2 vont nous permettre de considerer un modèle structurel adapté à notre
problème et d’exprimer formellement la question de l’identifiabilité de ce modèle.

Notons p = µ le paramètre qui nous interesse. L’ensemble des paramètres P →֒
C([0, A],R+), inclus dans le Banach C([0, A]), sera précisé ultérieurement. On considère
pour t ∈ [0, T ] le système

Sρ0(p)
p







d
dt
ρ(t,p) = Φ(p)ρ(t,p),

ρ(0,p) = ρ0,

L(p)ρ(t,p) = 0,

s(t,p) = h(ρ(t,p)),

(4.14)

où les opérateurs (L,D(L)) et (Φ, D2(Φ)) sont donnés par

D(L) = H1(0, A),

L :

{

D(L) → R,

f 7→ f(0) −
∫ A

0
b(a)f(a) da,

et

D2(Φ) = H1(0, A),

Φ :

{

D2(Φ) → L2(0, A),

f 7→ −f ′ − µf.

L’application h est

h :

{

H1(0, A) → C([a1, A]) × R,

f 7→
(

a ∈ [a1, A] 7→
∫ A

a
f(u) du, f(0)

)

,

et la sortie correspondante

s(t) =

(

a ∈ [a1, A] 7→
∫ A

a

ρ(t, u) du, ρ(t, 0)

)

, ∀t ∈ [0, T ].
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Remarque 27. Dans le système de la Section 4.3.2 la condition de bord est inclue dans
le domaine D1(Φ) de l’opérateur différentiel, ce qui s’avère utile dans l’étude de la well
posedness. Dans le système (4.14), cette condition de bord apparait sous la forme d’une
équation, dans le but de mettre en avant la dépendance en p. Les deux domainesD1(Φ) et
D2(Φ) associés à l’opérateur différentiel Φ sont liés par la relationD1(Φ) = D2(Φ)∩kerL.

Il est biologiquement raisonnable de supposer que la condition initiale connue ρ0 est
dans l’ensemble H1((0, A),R+). Nous avons de plus supposé que P →֒ C([0, A],R+), si
bien que les résultats de la Section 4.3.2 nous garantissent l’existence et l’unicité d’une
solution forte positive ρ ∈ C ([0, T ], L2(0, A)) ∩ C1 (]0, T [, L2(0, A)) du système (4.14).
Par ailleurs, l’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

∫ A

a1

(∫ A

a

|ρ(t1, u) − ρ(t2, u)| du
)2

da ≤ A

∫ A

a1

(∫ A

0

|ρ(t1, u) − ρ(t2, u)|2 du
)

da

≤ A2 ‖ρ(t1) − ρ(t2)‖2
L2 ,

si bien que, notant ‖ · ‖ la norme produit sur L2(a1, A) × R et utilisant (4.11),

‖s(t1) − s(t2)‖ ≤ (‖b‖L2 + A) ‖ρ(t1) − ρ(t2)‖L2 . (4.15)

L’équation (4.15) ci-dessus et les résultats de la Section 4.3.2 nous garantissent alors que
s ∈ C ([0, T ], L2(a1, A) × R) ∩ C1 (]0, T [, L2(a1, A) × R). De plus, pour tout t ∈ [0, T ],
s(t) = h(ρ(t)) ∈ C([a1, A],R+) × R+. En effet, à t ∈ [0, T ] fixé l’application

ψ : a ∈ [a1, A] 7→
∫ A

a

ρ(t, u) du,

vérifie pour tout a, a′ ∈ [0, A],

|ψ(a) − ψ(a′)| ≤
∣
∣
∣
∣
∣

∫ a′

a

ρ(t, u) du

∣
∣
∣
∣
∣
≤ ‖ρ(t, ·)‖L2 |a− a′|1/2,

donc est 1/2-hölderienne. Dans la suite, l’espace fonctionnel de sortie considéré sera
donc S = C([a1, A]) × R.

Les notions d’expérience, de modèle et d’identifiabilité abordées en Section 4.2 nous
permettent maintenant de poser le problème de l’identifiabilité du paramètre µ. L’appli-
cation ρ0 ∈ H1((0, A),R+) étant clairement une expérience du système Sρ0(p)

p sur [0, T ],
le problème qui nous interesse est le suivant,

Problème Inverse 15. Etant donné un paramètre p ∈ P, le modèle Mρ0,T issu du
système (4.14) est-il identifiable en p ?

Le Problème Inverse 15 traite donc de l’identifiabilité de l’application a 7→ µ(a).
L’espace des paramètres P n’est pas encore précisé pour l’instant car nous allons dans
la suite discerner deux cas. Tout d’abord, nous répondons au Problème Inverse 15 dans
le cas où µ est une constante et P = R+. Dans un deuxième temps, nous étudierons
le cas plus complexe où a 7→ µ(a) est une fonction dépendant continûment de l’âge et
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P = C([0, A],R+). Dans les deux cas considérés, nous sommes bien dans la configuration
où l’ensemble P s’injecte dans C([0, A],R+).

Dans le but d’étudier l’identifiabilité du modèle Mρ0,T , nous serons amenés à consi-
dérer deux jeux de paramètres que nous noterons (p, p̄) = (µ, µ̄) ∈ P2, et nous noterons
à l’aide d’une barre toute quantité relative à p̄.

Cas 1 : µ est constant

Nous allons alors prouver le résultat suivant,

Proposition 5. Supposons que l’ensemble des paramètres soit P = R+. Alors le modèle
Mρ0,T issu du système (4.14) est identifiable en tout p ∈ P.

Démonstration. Fixons p ∈ P et considérons un deuxième paramètre p̄ ∈ P tel que
s(t, p̄) = s(t,p) pour tout t ∈ [0, T ]. Commençons par faire le constat que la densité de
population ρ(t, a) est connue sur l’ensemble [0, T ]× [a1, A]. En effet, à partir de l’égalité
des premières composantes des sorties on en déduit que pour tout (t, a) ∈ [0, T ]× [a1, A],

∫ A

a

ρ(t, u) du =

∫ A

a

ρ̄(t, u) du,

ce qui implique que pour tout (t, a) ∈ [0, T ] × [a1, A],

ρ̄(t, a) = ρ(t, a). (4.16)

De l’égalité (4.16) et de l’expression (4.8) obtenue à partir des caractéristiques du modèle,
nous en déduisons

ρ0(a− t)
(
e−µt − e−µ̄t

)
= 0, (4.17)

égalité qui est vérifiée sur T+ = {(t, a) ∈ [0, T ] × [a1, A], a− t ≥ 0}.
Par ailleurs, il existe a0 ∈]0, A[ tel que ρ0(a0) > 0, car sinon par continuité ρ0 serait
nul sur [0, A], et le résultat d’unicité de la solution vu en Section 4.3.2 impliquerait
ρ ≡ 0 sur [0, T ] × [0, A]. Puisque a− t ∈ [0, A] pour tout (t, a) ∈ T+, on peut appliquer
l’égalité (4.17) sur la caractéristique a − t = a0, et l’on en déduit que pour tout a ∈
[max(a0, a1), A],

ρ0(a0)
(
e−µ(a−a0) − e−µ̄(a−a0)

)
= 0,

et en conséquence p = µ = µ̄ = p̄, ce qui prouve que le modèle Mx0,T est identifiable
en p.

Remarque 28.

1. On constate que les hypothèses (H3), (H4) et H5 ne sont pas utiles afin de prouver
le résultat ci dessus. En particulier, l’observation des naissances ρ(t, 0) en tout
t ∈ [0, T ] n’est pas nécessaire.

2. L’hypothèse (H0) a été utilisée lors de l’évaluation de l’égalité (4.17) sur la carac-
téristique a − t = a0. Dans le cas où T < A, il faut considérer deux cas ; d’une
part le cas où il existe un âge a0 suffisament grand (a0 > a1) tel que ρ0(a0) > 0,
et d’autre part le cas où ρ0 = 0 sur [a1, A].
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Cas 2 : µ dépend de l’âge

Nous allons alors prouver le résultat suivant,

Proposition 6. Supposons que l’ensemble des paramètres soit P = C([0, A],R+) et
a = inf{a ∈ [0, A], ρ0(a) > 0} > 0. Alors le modèle Mρ0,T issu du système (4.14) n’est
identifiable en aucun paramètre p ∈ P.

Démonstration. Soit µ = p ∈ P. Pour prouver la non identifiabilité du modèle Mρ0,T

en p, nous allons construire un paramètre µ̄ = p̄ ∈ P satisfaisant

p̄ 6= p dans P,

∀ t ∈ [0, T ], s(t, p̄) = s(t,p) dans S.

Pour cela, on considère un paramètre p̄ = µ̄ de l’ensemble P, satisfaisant les trois
propriétés suivantes,







1. µ̄ 6= µ sur [0,min(a, a1)],

2. µ̄ = µ sur ] min(a, a1), A],

3.
∫ min(a,a1)

0
µ̄(a)da =

∫ min(a,a1)

0
µ(a)da.

(4.18)

Considérons les deux ensembles suivants,

T+ = {(t, a) ∈ [0, T ] × [a1, A], a− t ≥ 0},
T− = {(t, a) ∈ [0, T ] × [a1, A], a− t ≤ 0}.

Commençons par montrer que ρ(t, a) = ρ̄(t, a) sur T+.
Soit (t, a) ∈ T+. L’expression de ρ le long des caractéristiques est

ρ(t, a) = ρ0(a− t)e−
∫ a

a−t µ(s)ds,

avec une expression similaire pour ρ̄. Dans le cas où a − t > min(a, a1), alors en vertu
de la propriété 2 vérifiée par µ en (4.18) on a clairement ρ(t, a) = ρ̄(t, a). Dans l’autre
cas on a a − t ≤ min(a, a1) ≤ a, et par définition de a on en déduit que ρ0(a − t) = 0,
d’où ρ(t, a) = 0 = ρ̄(t, a). En conclusion,

ρ(t, a) = ρ̄(t, a), ∀(t, a) ∈ T+. (4.19)

Montrons maintenant que ρ(t, 0) = ρ̄(t, 0) sur [0, T ].
D’après l’hypothèse (H4), la condition de bord s’écrit

ρ(t, 0) =

∫ A

a1

b(a)ρ(t, a) da.

D’après l’égalité (4.19) et l’hypothèse (H5), on en déduit que

t ≤ a1 ⇒ ρ(t, 0) = ρ̄(t, 0). (4.20)
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Considérons maintenant l’ensemble N d’entiers naturels défini par

N = {n ∈ N∗, ρ(t, 0) = ρ̄(t, 0), ∀ t ≤ min(T, na1)}. (4.21)

L’équation (4.20) prouve que 1 ∈ N , si bien que l’ensemble est non vide. Considérons
maintenant un entier n ∈ N . Alors pour t ∈ [na1,min((n+ 1)a1, T )] on a

ρ(t, 0) =

∫ min(t,A)

a1

b(a)ρ(t, a) da+

∫ A

min(t,A)

b(a)ρ(t, a) da

=

∫ min(t,A)

a1

b(a)ρ(t− a, 0)e−
∫ a
0

µ(s)ds da+

∫ A

min(t,A)

b(a)ρ(t, a) da. (4.22)

D’après (4.19), on a
∫ A

min(t,A)

b(a)ρ̄(t, a) da =

∫ A

min(t,A)

b(a)ρ(t, a)da. (4.23)

Par ailleurs, pour a ≥ a1 les propriétés relatives à µ et µ̄ en (4.18) impliquent
∫ a

0

µ(s) ds =

∫ min(a,a1)

0

µ(s) ds+

∫ a

min(a,a1)

µ(s) ds

=

∫ min(a,a1)

0

µ̄(s) ds+

∫ a

min(a,a1)

µ̄(s) ds

=

∫ a

0

µ̄(s) ds. (4.24)

De plus, puisque t ≤ (n+1)a1 on a t−a ≤ na1 pour a ≥ a1, et donc d’après la définition
(4.21) de l’ensembleN , ρ(t−a, 0) = ρ̄(t−a, 0). Ainsi, les égalités (4.23) et (4.24) reportées
dans (4.22) montrent que ρ(t, 0) = ρ̄(t, 0) pour t ∈ [na1,min((n+ 1)a1, T )].
Puisque 1 ∈ N , d’après ce qui précède on en déduit que N = N∗, et la définition de N
entraine alors

ρ̄(t, 0) = ρ(t, 0), ∀ t ∈ [0, T ]. (4.25)

Montrons maintenant que ρ(t, a) = ρ̄(t, a) sur T−.
Soit (t, a) ∈ T−. Du fait de l’expression (4.8) sur les caractéristiques et de (4.25), les
densités ρ et ρ̄ sont données par

ρ(t, a) = ρ(t− a, 0) e−
∫ a
0

µ(s)ds,

ρ̄(t, a) = ρ(t− a, 0) e−
∫ a
0

µ̄(s)ds.

Puisque a ≥ a1, le même découpage qu’en (4.24) permet de prouver que
∫ a

0
µ =

∫ a

0
µ̄,

ce qui prouve que
ρ(t, a) = ρ̄(t, a), ∀(t, a) ∈ T−. (4.26)

Des égalités (4.19) et (4.26) on en déduit que
∫ A

a

ρ̄(t, u) du =

∫ A

a

ρ(t, u) du, ∀ (t, a) ∈ [0, T ] × [a1, A]. (4.27)
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Les égalités (4.25) et (4.27) prouvent donc que s(t, p̄) = s(t,p). Par ailleurs, la propriété
1 relative à µ et µ̄ donnée en (4.18) montre bien que p̄ 6= p dans P. Ainsi, le modèle
Mρ0,T issu du système (4.14) n’est pas identifiable.

Remarque 29.

1. En considérant deux paramètres p et p̄ dans l’espace P = C([0, A],R+) et satis-
faisant s(t, p̄) = s(t,p), on peut effectuer la même démarche que dans la preuve
de la Proposition 5 et obtenir que pour tout (t, a) ∈ T+,

ρ0(a− t)
(

e−
∫ a

a−t µ(s)ds − e−
∫ a

a−t µ̄(s)ds
)

= 0,

et pour tout (t, a) ∈ T−,

ρ(t− a)
(

e−
∫ a
0

µ(s)ds − e−
∫ a
0

µ̄(s)ds
)

= 0.

Les deux égalités ci-dessus permettent alors de prouver que µ = µ̄ sur [a1, A], mais
n’apportent aucune information pour des âges inférieurs à a1.

2. La nature de l’espace de Banach contenant l’ensemble des paramètres P est fonda-
mentale car elle peut avoir une forte incidence sur le résultat d’identifiabilité. Pour
illustrer ceci, considérons tout d’abord le cas où P = C([0, A],R+) ⊂ C([0, A]).
Les propriétés (4.18) impliquent alors que µ et µ̄ diffèrent sur [0,min(a, a1)], donc
sont bien distinctes dans P. Par ailleurs, il est possible de considérer le Problème
15 dans le cas où l’ensemble des paramètres est P = L1((0, A),R+) le cône des
fonctions positives du Banach L1(0, A). Dans ce cas, la notion d’égalité ponctuelle
entre deux fonctions de cet espace n’a pas de sens, et la construction (4.18) serait
telle que µ = µ̄ dans P.

3. L’hypothèse (H4) est ici fondamentale dans la preuve de la non identifiabilité.
En effet, cette hypothèse implique que la condition de bord (4.22) n’apporte pas
d’information sur µ pour les âges inférieurs à a1.
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Chapter 5

Well-posedness of an epidemiological
problem described by an evolution
PDE1

Abstract This paper investigates the well-posedness for a non linear trans-
port equation system that models the spread of prion diseases in a managed
flock. Existence and uniqueness of solutions are proved with the use of
semigroup theory in the case of a Lipschitz perturbation and presence of
boundary conditions. Finally, the characteristics of the transport part of the
equations allow us to give an implicit expression of the solution.

Résumé Dans ce papier, nous établissons le caractère bien posé d’un pro-
blème de transport non linéaire modélisant la propagation d’une maladie à
prion dans un troupeau expérimental. Nous prouvons existence et unicité de
la solution du problème à l’aide de la théorie des semigroupes, avec présence
de conditions de bord et une partie non linéaire localement lipschitzienne.
Nous donnons pour conclure une expression implicite de la solution utilisant
les caractéristiques des équations de transport.

1Published in ESAIM:Proc., see [52].
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5.1 Introduction

The prion pathologies are characterized by a long incubation period, relative to lifes-
pan, during which the disease cannot be detected. At the end of the incubation period,
animals develop distinctive clinical signs which are rapidly followed by death. The
confounding effects of incubation, natural mortality and the changing force of infection
make direct analysis difficult. A mathematical model of the within-population transmis-
sion dynamics provides a flexible tool for combining epidemiological and demographic
phenomenon.
In this paper, we study the well-posedness of a problem of propagation of a prion
disease in a managed population. The model we consider takes into account the pop-
ulation dynamics as well as the spread of the outbreak. Owing to the long incubation
period, population demography and management must be included in the model. The
mathematical model is therefore formulated in terms of population densities structured
according to disease status (Susceptible and Infected), to age and to infection load for
infected animals. This leads to a nonlinear integro partial differential dynamical system
of transport type.
The first part of the paper is dedicated to the description of the model. In a second
part, we establish the well-posedness of the problem. In order to reach that goal we
start with the study of the linear part of the problem with the use of semigroup theory.
Then we conclude for our initial problem adapting arguments developed in [51].
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5.2 Description of the model

To take into account human management of the population, we assume that age a
belongs to a finite interval [0, A], animals reaching age A being systematically culled
because they are considered as too old. The population of infected animals is also
structured according to the infection load variable θ that lies in interval [0, 1]. The
densities of Susceptible and Infected are denoted as S(t, a) and I(t, a, θ), and the number
of infected animals at time t is denoted

K(I)(t) =

∫ A

0

∫ 1

0

I(t, a, θ) dθda. (5.1)

The model we use is a simplified version inspired from an epidemic model in [62].
It is a modified version of the classical Kermack-McKendrick SI epidemiological PDE
model [32, 33, 34] or [46]. The underlying assumptions are homogeneous mixing between
all the individuals and a constant probability transmission per contact, β > 0, giving
a net rate of infection of β S K(I). This is known as the mass action assumption, and
comes from a classical microscopic modeling by birth-death processes [24].

Incubation time heterogeneity is modeled through the infection load variable θ. It
is assumed that θ grows exponentially with time with an infection load velocity c > 0.
Infected animals with infection load less than 1 cannot be detected, although they are
infectious. An infection load equal to 1 corresponds to the onset of clinical signs and
immediate death, either caused by the disease or by culling.

When infection occurs, an animal gets an initial infection load θ0 ∈]0, 1[, so that the
incubation time τ is given by

τ = −1

c
ln θ0.

Variable incubation time in the infected population is therefore represented by a prob-
ability density function (pdf) Θ of the initial infection load that satisfies

Θ ∈ A0, Θ(0) = Θ(1) = 0,

where A0 is the set of real-analytic functions on ]0, 1[ continuous on [0, 1]. The role
of the pdf Θ is to attribute an initial infection load, and therefore an incubation time,
to susceptible animals when they get infected. Such an approach is related to the
so-called "size-structured models" encountered in cellular population dynamics (see [2]
for a review). An alternative option would be to structure the infected population
according to the age of infection like in [1, 17]. Whatever the parametrization, it leads
to a distributed delay structure.
Densities S and I satisfy the following transport equations for (t, a, θ) ∈ [0,+∞[×[0, A]×
[0, 1] :

∂S

∂t
+
∂S

∂a
= −µS − βSK(I), (Evol1)

∂I

∂t
+
∂I

∂a
+
∂(c θ I)

∂θ
= −µI + βΘSK(I). (Evol2)
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Parameter µ > 0 in the model is the basic disease free mortality rate. Infected animals
have a strictly positive infected load and we assume in this model that there is no vertical
(in utero) transmission. Consequently we associate to the equations (Evol1)–(Evol2)
the following boundary conditions, where t 7→ n(t) represents the birth function :

{

S(t, 0) = n(t),

I(t, 0, θ) = 0, I(t, a, 0) = 0,
for (t, a, θ) ∈ [0,+∞[×[0, A] × [0, 1]. (Bc)

The initial conditions are given by
{

S(0, a) = S0(a),

I(0, a, θ) = I0(a, θ),
for (a, θ) ∈ [0, A] × [0, 1]. (Ic)

In the following, we will denote (P) the problem

(P)

{
(Evol1) − (Evol2),

(Bc) − (Ic).
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5.3 Well-posedness of the problem

The Problem (P) is a nonlinear Cauchy problem with a boundary condition, that can
be viewed as a perturbation of a linear problem. Consequently, we prove the existence
and uniqueness of solutions taking into account a non zero boundary condition. First,
we use the ideas of [21] in order to delete the boundary condition and to reduce our
problem to a Cauchy problem. Then we adapt the arguments of [51] to prove existence
and uniqueness of mild solutions of this Cauchy problem in the positive cone of a Banach
space of real valued functions. Finally we deduce the existence and uniqueness of mild
solutions for our initial problem (P) and conclude about the well-posedness.

5.3.1 Lifting of boundary conditions

We perform a change of variables in order to transform the boundary condition (Bc)
into a null condition. For a Banach space (E, ‖ · ‖E) of real valued functions and
any set F ⊂ E, F+ shall denote the subset of positive functions of F . We also set
X = L2(0, A)×L2

(
(0, A)× (0, 1)

)
and we denote ‖ · ‖S, and ‖ · ‖I , the norm in L2(0, A),

respectively in L2
(
(0, A)× (0, 1)

)
, and ‖ ·‖X = ‖ ·‖S +‖ ·‖I the product norm on X. We

suppose that (S0, I0) ∈ L2(0, A)+ × L2
(
(0, A) × (0, 1)

)+
and n ∈ Pc([0,+∞[)+, where

Pc([0,+∞[) denotes the set of piecewise continuous functions on R+.

We consider B : [0,+∞[→ L (Pc([0,+∞[), L2(0, A)) defined for all g ∈ Pc([0,+∞[) by

(B(t)g)(a) =

{

g(0) e−µt for a ∈ [0, A], a ≥ t,

g(t− a) e−µa for a ∈ [0, A], a ≤ t,

and the new system

∂S̃

∂t
= −∂S̃

∂a
− µS̃ − β (S̃ +B(t)n)K(Ĩ), (Ẽvol1)

∂Ĩ

∂t
= −∂Ĩ

∂a
− ∂(c θ Ĩ)

∂θ
− µĨ + βΘ (S̃ +B(t)n)K(Ĩ), (Ẽvol2)

with boundary condition
{

S̃(t, 0) = 0,

Ĩ(t, 0, θ) = Ĩ(t, a, 0) = 0,
∀(t, a, θ) ∈ [0, T ] × [0, A] × [0, 1], (B̃c)

and initial condition
{

S̃(0, a) = S̃0(a) = S0(a) − n(0),

Ĩ(0, a, θ) = Ĩ0(a, θ) = I0(a, θ),
∀(a, θ) ∈ [0, A] × [0, 1]. (Ĩc)
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Remark 30. For all g ∈ Pc([0,+∞[), B(t)g satisfies the following transport equation

∂B(t)g

∂t
+
∂B(t)g

∂a
= −µB(t)g,

and for t > 0, B(t)g(0) = g(t).
Consequently, the transformation S 7→ S̃ = S−B(t)n implies that S̃ satisfies equations
(Ẽvol1)-(Ẽvol2) with conditions (B̃c)-(Ĩc) iff S satisfies Problem (P).

Let ΦS and ΦI be the differential operators defined by

ΦS : D(ΦS) → L2(0, A), ΦI : D(ΦI) → L2
(
(0, A) × (0, 1)

)
, (5.2)

f 7→ −f ′ − µ f, f 7→ −∂af − ∂θf − (µ+ c)f, (5.3)

where D(ΦS) and D(ΦI) are the following sets :

D(ΦS) = {f ∈ C1([0, A]), f(0) = 0},
D(ΦI) = {f ∈ C1([0, A] × [0, 1]), f(·, 0) = f(0, ·) = 0}.

Setting ũ(t) =
(

S̃(t, ·), Ĩ(t, ·)
)

, ũ0 = (S̃0, Ĩ0), Φ : D(Φ) → X where D(Φ) = D(ΦS) ×
D(ΦI) ⊂ X is given by

Φ =

(
ΦS 0
0 ΦI

)

, (5.4)

and

P̃ : [0,+∞[×X → X, (t, (ũS, ũI)) 7→
(
P̃S

P̃I

)

=

(
−β (ũS +B(t)n)K(ũI)
βΘ (ũS +B(t)n)K(ũI)

)

,

well-posedness of equations (Ẽvol1)–(Ẽvol2) with initial condition (Ĩc) is equivalent to
well-posedness of the following problem

(P̃)

{
d
dt
ũ(t) = Φũ(t) + P̃ (t, ũ(t)),

ũ(0) = ũ0.

5.3.2 The linear problem

This section is devoted to the definition of the semigroups generated by the differential
operator Φ for the linear problem.

Proposition 7. ΦS and ΦI are infinitesimal generators of two strongly continuous
positive semigroups of bounded linear operators, TS : [0,+∞[→ L(L2(0, A)) and
TI : [0,+∞[→ L(L2

(
(0, A) × (0, 1)

)
), defined by

(TS(t)f)(a) =

{

f(a− t) e−µt for a ≥ t,

0 for a ≤ t,
for all f ∈ L2(0, A),
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and

(TI(t)f)(a, θ) =

{

f(a− t, θe−ct) e−(µ+c)t for a ≥ t,

0 for a ≤ t,
for all f ∈ L2

(
(0, A) × (0, 1)

)
.

We have moreover the following estimation :

sup(‖TS(t)‖, ‖TI(t)‖) ≤ e−µt ∀t ≥ 0. (5.5)

Proof. We can easily check that (TS(t))t≥0 and (TI(t))t≥0 are semigroups of bounded
strongly continuous operators.
In order to prove that ΦI , respectively ΦS, is the infinitesimal generator of TI , respec-
tively TS, we prove that

lim
t→0

∥
∥
∥
∥

TI(t)f − f

t
− ΦIf

∥
∥
∥
∥

I

= 0.

For f ∈ D(ΦI) and for t > 0,
∥
∥
∥
∥

TI(t)f − f

t
− ΦIf

∥
∥
∥
∥

2

I

≤ (A− t) sup
(a,θ)∈[t,A]×[0,1]

∣
∣
∣
∣

(TI(t)f)(a, θ) − f(a, θ)

t
− ΦIf(a, θ)

∣
∣
∣
∣

2

+

∫ t

0

∫ 1

0

∣
∣
∣
∣

f(a, θ)

t
− ΦIf(a, θ)

∣
∣
∣
∣

2

dθ da.

(5.6)

The last term in the right hand side of (5.6) can be bounded as follows :
∫ t

0

∫ 1

0

∣
∣
∣
∣

f(a, θ)

t
− ΦIf(a, θ)

∣
∣
∣
∣

2

dθ da ≤ 2

∫ t

0

∫ 1

0

∣
∣
∣
∣

f(a, θ)

a

∣
∣
∣
∣

2

dθ da

+2 t sup
(a,θ)∈[0,A]×[0,1]

|ΦIf(a, θ)|2.
(5.7)

Since f ∈ D(ΦI), using the Lebesgue dominated convergence theorem in (5.7) we have

lim
t→0

∫ t

0

∫ 1

0

∣
∣
∣
∣

f(a, θ)

t
− ΦIf(a, θ)

∣
∣
∣
∣

2

dθ da = 0. (5.8)

Let f ∈ D(ΦI) and the function G defined on the subset EI = {(t, a, θ) ∈
[0,+∞[×[0, A] × [0, 1], a ≥ t} by :

G(t, a, θ) =







f(a− t, θ e−ct) e−(µ+c)t − f(a, θ)

t
t 6= 0,

ΦIf(a, θ) t = 0.

We can see in Proposition 9 of appendix, thatG is continuous on EI and then is uniformly
continuous. Consequently,

lim
t→0

sup
(a,θ)∈[t,A]×[0,1]

∣
∣
∣
∣

(TI(t)f)(a, θ) − f(a, θ)

t
− ΦIf(a, θ)

∣
∣
∣
∣
= 0, (5.9)

and we conclude using the limits in (5.8) and (5.9) reported in (5.6). Similar consider-
ations prove that ΦS is the infinitesimal generator of TS.
Estimation (5.5) as well as the positivity of TS and TI are easily derived from their
expressions.
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We now define the concept of mild solution, and give the two main results of the paper
related to well-posedness.

Definition 12. A mild solution of Problem (P̃) is a function ũ ∈ C([0,+∞[, X) that
satisfies

ũ(t) = T (t)ũ0 +

∫ t

0

T (t− s)P̃ (s, ũ(s)) ds ∀t ∈ [0, T ]. (5.10)

The following result holds,

Theorem 10. Suppose that S0 ∈ L2(0, A)+, I0 ∈ L2
(
(0, A) × (0, 1)

)+
and n ∈

Pc(0,+∞)+. Then the problem (P̃) has a unique mild solution ũ = (S̃, Ĩ) such that
Ĩ(t) ≥ 0 and S̃(t) +B(t)n ≥ 0 for all t ≥ 0.

Consequently,

Corollary 1. If n ∈ Pc(0,+∞)+, then for all u0 = (S0, I0) ∈ L2(0, A)+ × L2
(
(0, A) ×

(0, 1)
)+

the Problem (P) has a unique mild solution u = (S, I) ∈ C([0,+∞[, X) in the
following sense :

S(t, a) =

{
(TS(t)S0)(a) +

∫ t

0

(
TS(t− s)PS(u(s))

)
(a) ds for a ≥ t,

(B(t)n)(a) +
∫ t

0

(
TS(t− s)PS(u(s))

)
(a) ds for a ≤ t,

(5.11)

and

I(t, a, θ) = (TI(t)I0)(a, θ) +

∫ t

0

(
TI(t− s)PI(u(s))

)
(a, θ) ds, (5.12)

where S(t) and I(t) are positive functions for all t ∈ [0,+∞[.
Moreover, for all T > 0 and all u0, v0 ∈ L2(0, A)+ × L2

(
(0, A) × (0, 1)

)+
, there exists

K > 0 such that the associated mild solutions u, v satisfy

‖u(t) − v(t)‖X ≤ K‖u0 − v0‖X ∀t ∈ [0, T ]. (5.13)

The next section is devoted to the proof of these main results. In order to prove them,
we start with the study of the non-linear semi-group.

5.3.3 The nonlinear problem

A consequence of Proposition 7 is that for all ũ0 ∈ D(ΦS) ×D(ΦI), the linear problem
associated to (P̃) has a unique classical solution given by ũ(t) = T (t) ũ0 for t ≥ 0. For
ũ0 ∈ X, we now look for a mild solution of (P̃) as the sum of the solution of the linear
problem and a term accounting for the perturbation P̃ . To this end, we need a local
control of the perturbation P̃ . This is done in the following proposition.

Proposition 8. The perturbation P̃ is a locally Lipschitz function in u = (uS, uI),
uniformly in t on segments of R+ : for all r > 0 and all T > 0 there exists m(r, T ) > 0
such that

‖P̃ (t, u1) − P̃ (t, u2)‖X ≤ m(r, T ) ‖u1 − u2‖X ∀u1, u2 ∈ BX(0, r), ∀t ∈ [0, T ].

Moreover, r 7→ m(r, T ) is a growing continuous function.
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Proof. Let T, r > 0 and u1 = (uS1
, uI1), u2 = (uS2

, uI2) such that (u1, u2) ∈ (BX(0, r))2.
Then for all t ∈ [0, T ] we have

‖P̃ (t, u1) − P̃ (t, u2)‖X = ‖β (uS2
+B(t)(n))K(uI2) − β (uS1

+B(t)(n))K(uI1)‖S

+‖βΘ (uS1
+B(t)n)K(uI1) − βΘ (uS2

+B(t)n)K(uI2)‖I .

(5.14)

Using expression of K(I) and Cauchy-Schwarz inequality we have

‖β (uS2
+B(t)n)K(uI2) − β (uS1

+B(t)n)K(uI1)‖2
S ≤ 2β2 ‖(uS2

+B(t)n)K(uI1 − uI2)‖2
S

+ 2β2 ‖(uS1
− uS2

)K(uI1)‖2
S

≤ 2β2A
(
‖uS2

+B(t)n‖2
S ‖uI1 − uI2‖2

I

+ ‖uI1‖2
I ‖uS1

− uS2
‖2

S

)
.

Since for all t ∈ [0, T ]

‖B(t)n‖2
S =

∫ min(t,A)

0

|n(t−a)|2 e−2µa da+

∫ A

min(t,A)

|n(0)|2 e−2µt da ≤ ‖n‖2
L2(0,T )+A |n(0)|2,

we obtain for all t ∈ [0, T ] the following upper bounds

‖β (uS2
+B(t)n)K(uI2) − β (uS1

+B(t)n)K(uI1)‖2
S ≤

2β2A





(

r + sup
t∈[0,T ]

‖B(t)n‖S

)2

‖uI1 − uI2‖2
I + r2 ‖(S1 − S2)‖2

S

)

,

and setting c(r, T ) = 2β2A (r + sup
t∈[0,T ]

‖B(t)n‖2
S), we deduce

‖β (uS2
+B(t)n)K(uI2) − β (uS1

+B(t)n)K(uI1)‖2
S ≤ c(r, T )‖u1 − u2‖2

X .

We also have for all t ∈ [0, T ]

‖βΘ (uS1
+B(t)n)K(uI1) − βΘ (uS2

+B(t)n)K(uI2)‖2
I ≤ c(r, T ) ‖Θ‖2

∞‖u1 − u2‖2
X .

Using (5.14) we can conclude, setting m(r, T ) =
√

c(r, T )(1 + ‖Θ‖2
∞), that

‖P̃ (t, u1) − P̃ (t, u2)‖X ≤ m(r, T ) ‖u1 − u2‖X .

We can easily check that r 7→ m(r, T ) is a growing function using definitions of c(r, T )
and m(r, T ).

We now prove the Theorem 10 using a fixed point method adapting the proof of [61].
Consider T > 0, r = 2(‖u0‖X + ‖n‖L2(0,T ) + supt∈[0,T ] ‖B(t)n‖S) and δ > 0 such that

δ < min

{

T,
1

2m(r, T )
,

1

β
√
A (‖n‖2

L2(0,T ) + ‖S0‖2
S)

1

2 +m(r, T )

}

.
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We define the mapping F : C([0, δ], X) → C([0, δ], X) by

Fũ(t) =

(
FSũ(t)
FI ũ(t)

)

=

(

g(t) −B(t)n

TI(t)Ĩ0 +
∫ t

0
TI(t− s)P̃I(s, ũ(s)) ds

)

,

where

g(t) : a 7→







S0(a− t)e−(µt+β
∫ t
0

K(Ĩ)(s) ds) if a ≥ t,

n(t− a)e−(µa+β
∫ t

t−a K(Ĩ)(s) ds) if a ≤ t.
(5.15)

Lemma 5. The mapping F preserves the closed subset F defined by

F =

{

ũ = (S̃, Ĩ) ∈ C([0, δ], X), sup
t∈[0,δ]

‖ũ(t)‖X ≤ r, S̃(t) +B(t)n ≥ 0 and Ĩ(t) ≥ 0

}

.

Moreover F is a contraction mapping on F .

Proof. Let ũ ∈ F . Since ‖TI(t)‖ ≤ 1,

‖Fũ(t)‖X ≤ ‖S0‖S + ‖n‖L2(0,T ) + sup
t∈[0,T ]

‖B(t)n‖S + ‖Ĩ0‖I+

∫ t

0

‖TI(t− s)‖
(

‖P̃I(s, ũ(s)) − P̃I(s, 0)‖I + ‖P̃I(s, 0)‖I

)

ds

≤ ‖u0‖X + ‖n‖L2(0,T ) + sup
t∈[0,T ]

‖B(t)n‖S +

∫ t

0

(rm(r, T ) + 0) ds

≤ ‖u0‖X + ‖n‖L2(0,T ) + sup
t∈[0,T ]

‖B(t)n‖S + t r m(r, T ),

and using definition of δ and r
‖Fũ(t)‖X ≤ r.

Moreover, we can easily check that FSũ(t) +B(t)n ≥ 0, and then P̃I(s, ũ(s)) ≥ 0. Since
Ĩ0 ≥ 0 and TI is a positive semigroup, we can conclude FI ũ(t) ≥ 0 and F preserves F .
Now, let us prove that F is a contraction mapping. We can see in Proposition 10 in
appendix that for ũ1, ũ2 ∈ F ,

‖FSũ1(t)−FSũ2(t)‖S ≤ β
√
A t (‖S0‖2

S + ‖n‖2
L2(0,T ))

1

2 sup
t∈[0,δ]

‖ũ1(t)− ũ2(t)‖X ∀t ∈ [0, δ].

(5.16)
Furthermore,

‖FI ũ1(t) − FI ũ2(t)‖I ≤
∫ t

0

‖P̃I(s, ũ1(s)) − P̃I(s, ũ2(s))‖I ds

≤ m(r, T ) t sup
t∈[0,δ]

‖ũ1(t) − ũ2(t)‖X ∀t ∈ [0, δ]. (5.17)

With (5.16) and (5.17) we have for all t ∈ [0, δ]

sup
t∈[0,δ]

‖Fũ1(t) − Fũ2(t)‖X ≤
(

m(r, T ) + β
√
A (‖S0‖2

S + ‖n‖2
L2(0,T ))

1

2

)

×δ sup
t∈[0,δ]

‖ũ1(t) − ũ2(t)‖X ,

which guarantees that F is a contraction mapping on F .



5.3.3 - The nonlinear problem 97

Consequently to lemma 5, F has a unique fixed point ũ = (S̃, Ĩ) in F . We now prove
that this solution can be extended to [0, T ].
Let us suppose that ũ is defined on some interval [0, τ ], 0 < τ < T . As in Proposition
11 of appendix we consider ũτ (t) = (S̃τ (t), Ĩτ (t)) the unique solution on [τ, τ + δτ ] of

ũτ (t) =

(

gτ (t) −B(t)n

TI(t− τ)Ĩ(τ) +
∫ t

τ
TI(t− s)P̃I(s, ũτ (s)) ds

)

, (5.18)

with

gτ (t) : a 7→







g(τ, a− (t− τ) e−(µ(t−τ)+β
∫ t

τ K(Ĩτ )(s) ds) if a ≥ t− τ ,

n(t− a)e−(µa+β
∫ t

t−a K(Ĩτ )(s) ds) if a ≤ t− τ ,

δτ < min

{

T − τ,
1

2m(rτ , T )
,

1

β
√
A (‖n‖2

L2(0,T ) + ‖S̃(τ) +B(τ)n‖2
S)

1

2 +m(rτ , T )

}

,

and
rτ = 2 (‖S0‖S + ‖n‖L2(0,T ) + ‖Ĩ(τ)‖I + sup

t∈[0,T ]

‖B(t)n‖S). (5.19)

We also prove in Proposition 11 of appendix that the function ũ can be extended to
[0, τ + δτ ] defining ũ = ũτ on [τ, τ + δτ ]. Clearly ũ is in C([0, τ + δτ ], X).
Let J ⊂ [0, T ] be the maximal interval of existence of the solution ũ, and let us denote
tmax = sup J . We can check that there exists a constant CT > 0 independent of tmax

such that for all t ∈ J
‖ũ(t)‖X ≤ CT . (5.20)

Indeed, using expression of gτ and (5.18), we can easily check that

S̃(t, a) = g(t, a) − (B(t)n)(a) ∀(t, a) ∈ J × [0, A], (5.21)

and then for all t ∈ J

‖S̃(t)‖S ≤ ‖S0‖S + ‖n‖L2(0,T ) + sup
t∈[0,T ]

‖B(t)n‖S. (5.22)

For Ĩ we have

‖Ĩ(t)‖I ≤ ‖Ĩ0‖I +

∫ t

0

‖TI(t− s)‖ ‖P̃ (s, ũ(s))‖I ds.

Using the following estimations

‖P̃I(t, ũ(t))‖I ≤ β ‖Θ‖L2(0,1) ‖g(t)‖S

√
A ‖Ĩ(t)‖I

≤ β
√
A ‖Θ‖L2(0,1)(‖S0‖S + ‖n‖L2(0,T )) ‖Ĩ(t)‖I ,

we can deduce, denoting c = β
√
A ‖Θ‖L2(0,1)(‖S0‖S + ‖n‖L2(0,T )), that for all t ∈ J

‖Ĩ(t)‖I ≤ ‖Ĩ0‖I + c

∫ t

0

‖Ĩ‖I ds.
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By Gronwall’s inequality we finally obtain

‖Ĩ(t)‖I ≤ ‖Ĩ0‖I e
ct ∀t ∈ J. (5.23)

Consequently to (5.22) and (5.23), we deduce (5.20) with CT = ‖Ĩ0‖I e
cT + ‖S0‖S +

‖n‖L2(0,T ) +supt∈[0,T ] ‖B(t)n‖S. This uniform bound on the solutions guarantees the ex-
istence of a global-in-time solution on [0, T ], as stated in [51] or [61]. Moreover, clearly
ũ ∈ C([0, T ], X) and satisfies Ĩ(t) ≥ 0 and S̃(t) +B(t)n ≥ 0 for all t ∈ [0, T ].

We now finish the proof of Theorem 10 with the two following lemmas.

Lemma 6. ũ is a mild solution of Problem (P̃).

Proof. Equation (5.10) is satisfied for Ĩ by definition. For a ≥ t we have

TS(t)S̃0(a) +

∫ t

0

(

TS(t− s)P̃S(s, ũ(s))
)

(a) ds

= S̃0(a− t) e−µt −
∫ t

0

β g(s, a+ s− t) e−µ(t−s)K(Ĩ)(s) ds

= S̃0(a− t) e−µt − S0(a− t) e−µt

∫ t

0

β K(Ĩ)(s) e−β
∫ s
0

K(Ĩ)(u)du ds

= S0(a− t) e−(µt+β
∫ t
0

K(Ĩ)(s)ds) − S0(a− t) e−µt + S̃0(a− t) e−µt

= g(t, a) − (B(t)n)(a),

and finally for a ≥ t

(TS(t)S̃0)(a) +

∫ t

0

(

TS(t− s)P̃S(s, ũ(s))
)

(a) ds = S̃(t, a). (5.24)

For a ≤ t, we can check that (TS(t)S̃0)(a) = 0 and
∫ t

0

(

TS(t− s)P̃ (s, ũ(s))
)

(a) ds = −
∫ t

t−a

β g(s, a+ s− t) e−µ(t−s)K(I)(s) ds.

Using the definition of g given in (5.15) we obtain
∫ t

0

(

TS(t− s)P̃ (s, ũ(s))
)

(a) ds = −n(t− a) e−µa

∫ t

t−a

β K(I)(s) e−β
∫ s

t−a K(I)(u)du ds

= n(t− a) e−µa
(

e−β
∫ t

t−a K(I)(u)du − 1
)

.

Consequently, for a ≤ t we have
∫ t

0

(

TS(t− s)P̃ (s, ũ(s)
)

(a) ds = g(t, a) − (B(t)n)(a), (5.25)

and we obtain (5.24) for a ≤ t. Finally, ũ(t) clearly satisfies initial condition (Ĩc), then
is a mild solution of (P̃) on [0, T ].
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Lemma 7. For any initial value ũ0 ∈ X, there is a unique mild solution ũ defined on
[0, T ] that satisfies ũ(0) = ũ0. Moreover, for all ũ0, ṽ0 ∈ X, the associated solutions ũ,
ṽ satisfy

‖ũ(t) − ṽ(t)‖X ≤ em(r,T ) T‖ũ0 − ṽ0‖X , (5.26)

where r = maxt∈[0,T ](‖ũ(t)‖X , ‖ṽ(t)‖X).

The proof of Lemma 7 and the uniqueness of the solution on [0,+∞] is a classical result
developped in [51].

We now conclude for existence and uniqueness of the solution of the initial problem
(P) stated in Corollary 1. We denote P the perturbation in (Evol1)–(Evol2) given by

P : X → X, u = (uS, uI) 7→
(
PS(u)
PI(u)

)

=

(
−β uS K(uI)
βΘuS K(uI)

)

. (5.27)

Let ũ be the unique mild solution that satisfies the Problem (P̃), and let us denote for
all t ∈ [0,+∞[

u(t) = (S(t), I(t)) = ũ(t) + (B(t)n, 0) ∈ L2(0, A) × L2
(
(0, A) × (0, 1)

)
. (5.28)

Clearly u(0) = u0 and S(t) and I(t) are positive functions for all t ∈ [0,+∞[. We can
easily see in the proof of Theorem 10 that I satisfies (5.12). We can also check that
S(t, a) = g(t, a), and equalities (5.24) and (5.25) in proof of Lemma 6 imply that (5.11)
is satisfied.
Let us prove the continuity of t 7→ u(t). Equality I = Ĩ implies that I
is in C

(
[0,+∞[, L2

(
(0, A) × (0, 1)

))
. Since S(t) = S̃(t) + B(t)n and S̃ is in

C ([0,+∞[, L2(0, A)), we just have to prove that t 7→ B(t)n is a function of
C ([0,+∞[, L2(0, A))) to conclude for the continuity of t 7→ S(t).
Let t0 ∈ [0,+∞[. Then for any t > t0 we have

∫ A

0

|(B(t)n)(a) − (B(t0)n)(a)|2 da =

∫ min(t0,A)

0

|n(t− a) e−µa − n(t0 − a) e−µa|2 da

+

∫ min(t,A)

min(t0,A)

|n(t− a) e−µa − n(0) e−µt0 |2 da+

∫ A

min(t,A)

|n(0) e−µt − n(0) e−µt0 |2 da.

Let us study the behavior of the three terms of the second member for t close to t0.
Consequently to the Lebesgue dominated convergence theorem it is clear that

lim
t→t0

∫ min(t0,A)

0

|n(t− a) e−µa − n(t0 − a) e−µa|2 da = 0. (5.29)

We next have
∫ A

min(t,A)

|n(0) e−µt − n(0) e−µt0 |2 da ≤ A |n(0)|2 |e−µt − e−µt0|2, (5.30)
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and consequently with a change of variables
∫ min(t,A)

min(t0,A)

|n(t− a) e−µa − n(0) e−µt0 |2 da =

∫ t−min(t0,A)

t−min(t,A)

|n(a) e−µ(t−a) − n(0) e−µt0 |2 da

≤ 2

∫ t−min(t0,A)

t−min(t,A)

|n(a) − n(0)|2 da+ 8 |n(0)|2 (min(t, A) − min(t0, A)). (5.31)

With (5.29) and the upper bounds (5.30) and (5.31) we conclude that

lim
t→t0
t>t0

∫ A

0

|(B(t)n)(a) − (B(t0)n)(a)|2 da = 0.

We can easily obtain the same limit for t < t0, and then t 7→ B(t)n is in
C ([0,+∞[, L2(0, A)). Also holds for S, and u = (S, I) ∈ C ([0,+∞[, X).
Finally, using initial and boundary conditions (Ĩc)–(B̃c) and definition (5.28) of (S, I),
we conclude that for (S0, I0) ∈ D(Φ), S and I satisfy the conditions (Ic)–(Bc), and then
the problem (P).
With Lemma 7 and definition of u we conclude that (5.13) is satisfied with K = em(r,T ) T .
Consequently the mild solution, given an initial condition, is unique.

Corollary 2. For all t ∈ [0,+∞[, S and I satisfy in L2(0, A) and in L2
(
(0, A)× (0, 1)

)

respectively:

S(t, a) =

{

S0(a− t)e−(µt+β
∫ t
0

K(I)(s) ds) for a ≥ t,

n(t− a)e−(µa+β
∫ t

t−a K(I)(s) ds) for a ≤ t,
(5.32)

I(t, a, θ) =







I0(a− t, θe−ct)e−(µ+c)t

+S0(a− t) e−µt
∫ t

0
ec(s−t) Θ

(
θec(s−t)

)
β K(I)(s) e−β

∫ s
0

K(I)(u)du ds
for a ≥ t,

n(t− a) e−µa
∫ t

t−a
ec(s−t) Θ

(
θec(s−t)

)
β K(I)(s) e−β

∫ s
t−a K(I)(u)du ds

for a ≤ t.

(5.33)

Proof. Since S(t, a) = g(t, a) then S satisfies (5.32). Moreover, we just have to use
expression of TI , PI and substitute S by its expression (5.32) in the equation (5.12) to
conclude that I also satisfies (5.33).

Remark 31. The expressions of S and I in Corollary 2 can be viewed as a consequence of
a change of variables using the characteristics of the transport part of the PDEs. These
characteristics are given by

{
ȧ = 1,

θ̇ = c θ,

which suggests the change of variables (t, a, θ) 7→ (t, b, d) where

a = t− b,

θ = ec(t−d).
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Figure 5.1: Characteristic curves

This change of variable has the following biological meaning : the variable b denotes
the birth date and the variable d denotes the death date.
Formulating the problem in the base (t, b, d), the PDEs (Evol1)–(Evol2) become differ-
ential equations with differentiation w.r.t t, that can be integrated in equations (5.32)–
(5.33).
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5.4 Conclusion

The mathematical analysis performed in this paper is a necessary step before tackling
parameter estimation on real life data. This type of structured population model is
indeed representative of biological phenomenon since it is a simplified version of a multi-
genotype model of scrapie transmission that has already been used in [69]. The results
presented in this paper are currently beeing extended to the multi-genotype case for
further parameter estimation.
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5.5 Appendix

Proposition 9. Let f ∈ D(ΦI). The function G defined by

G(t, a, θ) =







f(a− t, θ e−ct) e−(µ+c)t − f(a, θ)

t
t 6= 0,

ΦIf(a, θ) t = 0,

is continuous on EI = {(t, a, θ) ∈ [0,+∞[×[0, A] × [0, 1], a ≥ t}.

Proof. Clearly ΦI(D(ΦI)) ⊂ C([0, A]×[0, 1]), then G is continuous outside the line t = 0
and on the line t = 0. Let us prove that G is continuous at the junction.
We consider a sequence {(tn, an, θn)}n≥0 of EI such that

lim
n→+∞

(tn, an, θn) = (0, a, θ) ∈ EI ,

and we denote by ϕ the smooth map ϕ : (t, a, θ) 7→ (a− t, θ e−ct). The function f ◦ ϕ is
C1, and Taylor approximation gives

(f ◦ ϕ)(tn, an, θn) = (f ◦ ϕ)(0, an, θn) +D(0,an,θn)(f ◦ ϕ)(tn, 0, 0) + o(|tn|),

that we can write, using expressions of Dϕ(0,an,θn)f and D(0,an,θn)ϕ,

f(an − tn, θn e
−ctn) − f(an, θn) = −∂af(an, θn) tn − c θn e

−ctn ∂θf(an, θn) tn + o(|tn|).

Since f ∈ D(ΦI), we have

lim
n→+∞

f(an − tn, θn e
−ctn) − f(an, θn)

tn
= −∂af(a, θ) − c θ ∂θf(a, θ),

and we can conclude for the continuity by noticing that

G(tn, an, θn) = e−(µ+c)tn
f(an − tn, θn e

−ctn) − f(an, θn)

tn
+ f(an, θn)

e−(µ+c)tn − 1

tn
,

which converges on

−∂af(a, θ) − c θ ∂θf(a, θ) − (µ+ c) f(a, θ) = G(0, a, θ).

Proposition 10. For all ũ1, ũ2 ∈ F , we have

‖FSũ1(t)−FSũ2(t)‖S ≤
√
Aβ t (‖S0‖2

S + ‖n‖2
L2(0,T ))

1

2 sup
t∈[0,δ]

‖ũ1(t)− ũ2(t)‖X ∀t ∈ [0, δ].

(12)
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Proof. Using the inequality |e−x − e−y| ≤ |x− y| for x, y ≥ 0 and expression of K(I) we
obtain

‖FSũ1(t) − FSũ2(t)‖2
S ≤

∫ min(t,A)

0

∣
∣
∣
∣
β n(t− a)

∫ t

t−a

K(Ĩ1 − Ĩ2)(u) du

∣
∣
∣
∣

2

da

+

∫ A

min(t,A)

∣
∣
∣
∣
β S0(a− t)

∫ t

0

K(Ĩ1 − Ĩ2)(u) du

∣
∣
∣
∣

2

da.

Using Cauchy-Schwarz we have K(Ĩ1 − Ĩ2)(u) ≤
√
A ‖Ĩ1 − Ĩ2‖I , and for a ≤ t

∣
∣
∣
∣

∫ t

t−a

K(Ĩ1 − Ĩ2)(u) du

∣
∣
∣
∣
≤ t

√
A sup

t∈[0,δ]

‖Ĩ1 − Ĩ2‖I ,

and for t ≥ a ∣
∣
∣
∣

∫ t

0

K(Ĩ1 − Ĩ2)(u) du

∣
∣
∣
∣
≤ t

√
A sup

t∈[0,δ]

‖Ĩ1 − Ĩ2‖I .

Then

‖FS(ũ1(t) − FSũ2(t)‖2
S ≤ t2 β2A

(
∫ min(t,A)

0

|n(t− a)|2 da+

∫ A

min(t,A)

|S0(a− t)|2 da
)

×
(

sup
t∈[0,δ]

‖Ĩ1 − Ĩ2‖I

)2

,

and (5.16) consequently.

Proposition 11. Let ũ ∈ C([0, τ ], X) satisfying ũ(t) = Fũ(t) on [0, τ ]. Then ũ can be
extended on [0, τ + δτ ] where

δτ < min

{

T − τ,
1

2m(rτ , T )
,

1

β
√
A (‖n‖2

L2(0,T ) + ‖S̃(τ) +B(τ)n‖2
S)

1

2 +m(rτ , T )

}

,

with rτ = 2 (‖S0‖S + ‖n‖L2(0,T ) + ‖Ĩ(τ)‖I + supt∈[0,T ] ‖B(t)n‖S).

Proof. We denote ũ = (S̃, Ĩ) the solution on [0, τ ]. We define the mapping

F τ : C([τ, τ + δτ ], X) → C([τ, τ + δτ ], X),

by

F τ ũτ (t) =

(
F τ

S ũ
τ (t)

F τ
I ũ

τ (t)

)

=

(

gτ (t) −B(t)n

TI(t− τ)Ĩ(τ) +
∫ t

τ
TI(t− s)P̃I(s, ũ

τ (s)) ds

)

,

where

gτ (t) : a 7→







(

S̃(τ, a− (t− τ)) + (B(τ)n)(a− (t− τ))
)

× e−(µ(t−τ)+β
∫ t

τ K(Ĩτ )(s) ds) if a ≥ t− τ ,

n(t− a)e−(µa+β
∫ t

t−a K(Ĩτ )(s) ds) if a ≤ t− τ .
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Let us prove that F τ preserves the closed subset F τ defined by

F τ =
{

ũτ = (S̃τ , Ĩτ ) ∈ C([τ, τ + δτ ], X), ‖ũτ‖X ≤ rτ , S̃τ (t) +B(t)n ≥ 0 and Ĩτ (t) ≥ 0
}

,

and F τ is a contraction mapping on F τ .
For ũτ ∈ F τ we have, since ‖TI(t)‖ ≤ 1,

‖F τ ũτ (t)‖X ≤ ‖g(τ, a− (t− τ))‖S + sup
t∈[0,T ]

‖B(t)n‖S + ‖Ĩ(τ)‖I +

∫ t

τ

rτ m(rτ , T ) ds

≤ ‖S0‖S + ‖n‖L2(0,T ) + sup
t∈[0,T ]

‖B(t)n‖S + ‖Ĩ(τ)‖I + (t− τ) rτ m(rτ , T ),

and using the definition of δτ ,
‖Fũ(t)‖X ≤ rτ .

Moreover, we can check easily F τ
S ũ

τ (t) + B(t)n ≥ 0 and then P̃I(s, ũ
τ (s)) ≥ 0. Since

Ĩ0 ≥ 0 and TI is a positive semigroup, we can conclude F τ
I ũ

τ (t) ≥ 0 and F τ preserves
F τ . Now, let us prove that F τ is a contraction mapping. Doing the same than in
the proof of Proposition 10 in appendix, we can see that for ũ1, ũ2 ∈ F τ and for all
t ∈ [τ, τ + δτ ],

‖F τ
S ũ1(t) − F τ

S ũ2(t)‖S

≤
√
Aβ (t− τ) (‖S̃(τ) +B(τ)n‖2

S + ‖n‖2
L2(0,T ))

1

2 sup
t∈[τ,τ+δτ ]

‖ũ1(t) − ũ2(t)‖X .

(5.34)

Furthermore for all t ∈ [τ, τ + δτ ]

‖FI ũ1(t) − FI ũ2(t)‖I ≤
∫ t

τ

‖P̃I(s, ũ1(s)) − P̃I(s, ũ2(s))‖I ds

≤ m(rτ , T ) (t− τ) sup
t∈[τ,τ+δτ ]

‖ũ1(t) − ũ2(t)‖X . (5.35)

With (5.34) and (5.35) we have for all t ∈ [τ, τ + δτ ]

sup
t∈[τ,τ+δτ ]

‖Fũ1(t) − Fũ2(t)‖X ≤
(

m(rτ , T ) +
√
Aβ (‖S0‖2

S + ‖n‖2
L2(0,T ))

1

2

)

δ

× sup
t∈[τ,τ+δτ ]

‖ũ1(t) − ũ2(t)‖X ,

which guarantees F τ is a contraction mapping on F τ . Consequently, F τ has a unique
fixed point in F τ .
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Chapter 6

Identifiability analysis of an
epidemiological model in a structured
population1

1Published as a technical report [54] and submitted to J. Math. Anal. Appl. [53].
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6.1 Introduction

Epidemiological models are useful tools to describe the spread of a disease in a popu-
lation, to predict its evolution and control its outbreak. They usually derive from the
classical SIR model, a compartmental model in which the population is structured in
susceptible, infected and recovered individuals. Depending on the interactions between
host and pathogen, as well as their time and space scales, several models have been
built, dating back to Kermack-McKendrick [32, 46].

The model we investigate in this paper is a SI-like model, a simplified version of a
model developed to study the spread of scrapie in a sheep flock [62]. It is characterised
by a long and variable incubation period, during which individuals are infectious but
cannot be detected. At the end of this period, either they are culled, or they recovered
and become immune. In both cases, they do not participate in the infection process
anymore and need not be represented in the model. The flock is assumed to be a
well-mixed population confined on a limited territory, so the space dimension can be
omitted. It is however structured in age (a ∈ [0, A]) and infection load (θ ∈ [0, 1]). Newly
infected individuals are distributed along θ according to a probability density function
Θ (support [0, 1]). The infection load θ then grows exponentially with time during the
incubation period, which ends when θ reaches 1. An alternative option would have been
to structure the infected population according to an age of infection instead, leading to
a model similar to [1]. Whatever the modelling, it yields a distributed delay structure.
The resulting susceptible (S) and infected (I) population densities evolve with time
(t ∈ [0,+∞[) according to the following nonlinear integro-partial differential dynamical
system of transport reaction type

(
∂

∂t
+

∂

∂a

)

S(t, a) = −µS(t, a) − βS(t, a)I(t), (6.1)
(
∂

∂t
+

∂

∂a
+ cθ

∂

∂θ

)

I(t, a, θ) = −(µ+ c)I(t, a, θ) + Θ(θ)βS(t, a)I(t), (6.2)

where positive parameters µ, β, and c correspond to, respectively, the basic mortality
rate, the transmission rate, and the infection load growth rate (dθ

dt
= cθ).

S(t, a) I(t, a, θ)
Disease mortality

Basic mortality Basic mortalityµ µ

θ = 1

a = A a = A

βΘI

Transmission
Birth

B(t)

Figure 6.1: Representation of SI epidemiological model.

I(t) =
∫ A

0

∫ 1

0
I(t, a, θ) dθ da denotes the total number of infected individuals at time
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t. Boundary conditions are given by

S(t, 0) = B(t), I(t, 0, θ) = 0, I(t, a, 0) = 0, (6.3)

where B is the birth function, and initial conditions by

S(0, a) = S0(a), I(0, a, θ) = I0(a, θ). (6.4)

The system input is the birth function B. The system outputs are observed on a
given finite time horizon T > 0 and consist of the total population density given by

N(t, a) = S(t, a) +

∫ 1

0

I(t, a, θ) dθ, (6.5)

and the incidence given by
i(t, a) = c I(t, a, 1), (6.6)

which corresponds either to the disease-induced mortality, or to the recovery outflow.
Indeed, infected individuals cannot be distinguished from susceptible individuals during
their infectious incubation period. Unlike the demographical parameter µ and function
B which are estimated [39] or known, epidemiological parameters c, β and function Θ
need to be identified from output observations.

S(t, a) I(t, a, θ)
βΘ(θ) I(t)

µN(t, a)

N(t, a)

cI(t, a, 1)

= i(t, a)

θ = 1

: Outputs

: Input

: Unknown parametersµ, β, c, Θ

a = 0B(t)

Figure 6.2: Input, outputs and unknown parameters.

An important issue is therefore to check whether these epidemiological parameters
are identifiable, i.e. whether they can be uniquely determined from the input, initial
conditions and observed outputs. It is an inverse problem that consists in establishing
that the map from parameters to outputs is into, the input and initial conditions being
known. This property is a prerequisite to the model identification, in which parameters
are estimated from observed data.
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There is a well-established theory for the identifiability of controlled and uncontrolled
dynamical systems described by ordinary differential equations [73, 12]. Three main
approaches have been used: (i) the state isomorphism method [71, 16]; (ii) the Taylor
series expansion method [56]; (iii) the algebro-differential elimination method [40, 42, 59],
aiming at obtaining and exploiting algebro-differential relations between the input and
output of the system.

In infinite dimension, identifiability results exist for fairly general classes of linear
problems. Results concerning convolutive systems, which include the delay-differential
equations, can be found in [5, 50, 76]. Identifiability results derived from the use of
spectral theory are given in [47] for the 1-D heat and wave equations with boundary
observations as well as for abstract homogeneous evolution equations with whole state
observation. Results on various classes of linear models with pointwise observation where
obtained using Carleman estimates, for instance for the Schrödinger equation [4] or for
a non-stationary particle transport equation (see [37] and references therein). In the
nonlinear case, we only found results dealing with one-dimensional parabolic equations
using Carleman estimates [18, 29, 36].

To our knowledge, the identifiability of nonlinear transport reaction models, such
as the model presented here, has never been considered before. Our aim is to check
the identifiability of this model, which is therefore an original study. Our approach is
adapted from the finite dimensional elimination method.

The document is organised as follows: identifiability results are stated in Section 6.2;
Section 6.3 establishes an input/ouput (IO) relation for the model; the proofs, based on
algebro-differential elimination are given in Sections 6.4 and 6.5. Results are illustrated
by simulations in Section 6.6. Finally, we conclude in Section 6.7.
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6.2 Identifiability results

As mentioned in the introduction, the parameters of interest are the epidemiological
parameters. They are gathered into a vector p = (c, β,Θ)T belonging to P = (R+∗)2 ×
A0, where A0 is the set of real-analytic functions on ]0, 1[, continuous on [0, 1], with zero
values at 0 and 1.

Denoting H+
S = L2 ([0, A],R+), H+

I = L2([0, A]× [0, 1],R+) and Cp(J1, J2) the set of
piecewise continuous functions from J1 to J2 it has been shown in [52] that for T > 0,
(S0, I0) ∈ H+

S ×H+
I , B ∈ Cp([0, T ],R+), and p ∈ P system (6.1-6.4) has a unique mild

solution in C([0, T ], H+
S ×H+

I ) and outputs in C([0, T ], H+
S )2. Moreover, with stronger

regularity assumptions on the initial conditions (S0, I0) ∈ Cp([0, A],R+) × Cp([0, A] ×
[0, 1],R+), solutions satisfy (S(t), I(t)) ∈ Cp([0, A],R+)×Cp([0, A]× [0, 1],R+). Conse-
quently, the outputs N(t) and i(t) are both in Cp([0, A],R+). We assume in the sequel
that all these assumptions are verified. We also assume that the initial conditions (S0, I0)
are fixed and known. Hence the parameter to output map O is defined from P to the
set

{(N, i) ∈ C([0, T ], H+)2 /∀ t ∈ [0, T ], (N(t), i(t)) ∈ Cp([0, A],R+)2}.
A subset Q of P is said to be identifiable if the restriction O|Q is into.

We are now in a position to state our first identifiability result.

Let θ⋆, c⋆, B, B, Q⋆ and R⋆ be defined as

θ⋆ = sup{θ ∈]0, 1[, ∃a⋆ ∈]0, A[, I0(a
⋆, θ) > 0},

c⋆ = − 1

m
ln θ⋆, where m = min(A, T ),

B = {t ∈ [0, T ], B(t) 6= 0}, B = inf B,
Q⋆ =]c⋆,+∞[×R+∗ ×A0, R⋆ =]0, c⋆[×R+∗ ×A0,

(6.7)

Consider the following conditions on (6.3,6.4),

(H1) The birth function B is such that B is a finite union of disjointed intervals (not
reduced to singleton sets since B is piecewise continuous).

(H2) ∃ t′ ∈ [0,m] such that ]B, t′] ⊂ B and t 7→ S0(A− t) has two discontinuity points
t1 < t2 ∈ B ∩ [0, t′[.

Theorem 11.

1. Q⋆ is identifiable if either B = 0 and (H1) holds or if B > 0 and (H1) and (H2)
hold,

2. R⋆ is not identifiable.
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Theorem 11 shows that Q⋆ is identifiable under realistic hypotheses on the input B
and the initial condition (S0, I0). Hypothesis (H1) includes seasonal birth functions, that
correspond to real situations in many animal populations. Hypothesis (H2) is a technical
assumption that is not too restrictive on the initial conditions. We are convinced that
it could be made more realistic, or even unnecessary in future work.

Moreover, in the definition of Q⋆, a condition on the infection load growth rate
appears, stating that it should be bigger than a threshold value c⋆ that depends on the
initial condition I0. The biological interpretation of this condition is clear: for such
growth rates, some initially infected animals necessarily die of the disease (i.e. their load
reaches value 1) during the observation period.

In order to obtain Theorem 11, we assumed that the initial conditions were fixed
and known. However, whatever the time, getting to know the state of the system
is not easy in practical situations, unless perhaps in an experimental setting. When
restricting Θ to a suitable parametric family, it is possible to prove the identifiability of
the epidemiological parameters on the whole parameter space with weaker assumptions
on the initial conditions, as stated in the two following theorems.

We now assume that the initial conditions (S0, I0) are fixed, but they are not known
(see Remark 1). Then we have

Theorem 12. Assume that (H1) holds and let G ⊂ A0 be such that for all (Θ, Θ̄) ∈
G2, ∀(c, c̄) ∈ (R+∗)2, ∀(α, ᾱ) ∈ (R+∗)2,

(∀θ ∈ [0, 1], c̄θc̄Θ̄(θc̄) = cθcΘ(θc)) ⇒ (c̄ = c, Θ̄ = Θ) (6.8)

and

∀θ ∈ [0, 1],
c̄

α
θc̄Θ̄(θc̄) − c

ᾱ
θcΘ(θc) = F̄(θc̄) −F(θc)

⇓ (6.9)

(α = ᾱ, c = c̄ and Θ = Θ̄),

where F and F̄ denote the cumulative distribution function of Θ and Θ̄.

Then Q⋆
G = (R+∗)2 × G is identifiable.

Theorem 12 ensures that, given a suitable parametric family for the first infection
load distribution, Q⋆

G is identifiable under the realistic hypothesis (H1). This theorem
has a very strong practical interest, because when dealing with parameter identification
on experimental data, Θ is indeed restricted to a parametric family of p.d.f., such as for
instance the two-parameter family of Beta p.d.f. with support in [0, 1]. For this family,
it is checked that conditions (6.8) and (6.9) hold2.

Note that in Theorem 12, the initial conditions are assumed to be fixed but un-
known. Assuming now that they are not fixed, they have to be included in the unknown
parameter vector. Hence the “extended parameter” to output map is now defined on
PE = P × Cp([0, A],R+) × Cp([0, A] × [0, 1],R+).

2See Appendix C.2



CHAPTER 6. IDENTIFIABILITY ANALYSIS OF A PDE EPIDEMIOLOGICAL MODEL 113

Theorem 13. Assume that (H1) holds and let G ⊂ A0 be as in Theorem 12, and assume
that B = 0. Then for all p = (c, β,Θ, S0, I0)

T ∈ PE, p̄ = (c̄, β̄, Θ̄, S̄0, Ī0)
T ∈ PE such

that I(0) = Ī(0),
O(p) = O(p̄) ⇒ (c = c̄, β = β̄, Θ = Θ̄).
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6.3 Input-Output relationships

A standard strategy to investigate identifiability problems is to seek differential IO
relationships of the model. To this end, we use an alternative expression of the incidence
(6.6). It can be deduced from the mild solution of (6.1-6.4) given in [52] by

S(t, a) =







S0(a− t)e−(µt+β
∫ t
0
I(s) ds) for a > t,

B(t− a)e−(µa+β
∫ t

t−a I(s) ds) for a 6 t,
(6.10)

I(t, a, θ) =







S0(a− t)e−µt
∫ t

0
ec(s−t)Θ

(
θec(s−t)

)
βI(s)e−β

∫ s
0

I(u)duds

+I0(a− t, θe−ct)e−(µ+c)t for a > t,

B(t− a)e−µa
∫ t

t−a
ec(s−t)Θ

(
θec(s−t)

)
βI(s)e−β

∫ s
t−a I(u)duds for a 6 t.

(6.11)

Let us define the non-negative real-analytic function on R+∗, continuous on R+

X(τ) = c e−cτΘ(e−cτ ), (6.12)

Note that X is the p.d.f. corresponding to the incubation period (τ = −1
c

ln θ). Then,
for (t, a) ∈ [0, T ] × [0, A] and t 6 a, one has

i(t, a) = S0(a− t)e−µt

∫ t

0

X(t− s)βI(s)e−β
∫ s
0

I(u)duds

+ cI0(a− t, e−ct)e−(µ+c)t,

(6.13)

and, for (t, a) ∈ [0, T ] × [0, A] and t > a,

i(t, a) = B(t− a)e−µa

∫ t

t−a

X(t− s)βI(s)e−β
∫ s

t−a I(u)duds. (6.14)

We now define D = {(t, a) ∈ [0, T ] × [0, A], a 6 t} and introduce the function y
defined on D by

y(t, a) =

∫ t

t−a

X(t− s)βI(s)e−β
∫ s

t−a I(u)du ds. (6.15)

In the sequel we shall also denote

DB = {(t, a) ∈ D, t− a ∈ B}, D = ∂a + ∂t .

Therefore, y is kwown on DB since y(t, a) = i(t,a)
B(t−a)e−µa on DB. Moreover, the following

key result holds.

Proposition 12. On D, y and Dy are C1, ∂ay is differentiable and

D∂ay(X(a) − y) = ∂ay(X
′(a) −Dy). (6.16)

On DB, Eq. (6.16) defines an IO relation for the system.
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Proof. Consider ỹ defined on D by

ỹ(t, a) = c

∫ t

t−a

e2c(s−t) Θ′(ec(s−t)) β I(s) e−β
∫ s

t−a I(u)du ds.

From Eq. (6.11) the function t 7→ I(t) is differentiable on [0, T ] and has a piecewise
continuous derivative. Consequently, t 7→ e−β

∫ t
0
I(u)du ∈ C1([0, T ]) and y(t, a) has partial

derivatives in a and t on D, expressed as

∂ay = X(a)βI(t− a) − βI(t− a)

∫ t

t−a

X(t− s)βI(s)e−β
∫ s

t−a I(u)duds

= X(a)βI(t− a) − βI(t− a)y(t, a) = βI(t− a) (X(a) − y) , (6.17)

and

∂ty =−X(a)βI(t−a)−c
∫ t

t−a

X(t− s)βI(s)e−β
∫ s

t−aI(u)duds

− c2
∫ t

t−a

e2c(s−t) Θ′(ec(s−t)) β I(s) e−β
∫ s

t−a I(u)du ds

+ βI(t− a)

∫ t

t−a

X(t− s)βI(s)e−β
∫ s

t−a I(u)duds

= −X(a)βI(t− a) − cy + βI(t− a)y − cỹ. (6.18)

Moreover, standard results on integrals depending on parameters imply that the func-
tions y and ỹ are continuous on D. From Eq. (6.17,6.18) we deduce that ∂ay and ∂ty
are continuous functions on D and consequently y is C1 on this set. Similar arguments
prove that ỹ is also C1. Summing (6.17) and (6.18) leads to Dy = −c y − c ỹ, which
proves that Dy is C1. Since y is C1 and t 7→ I(t) is differentiable, Eq. (6.17) implies
that ∂ay is differentiable. Applying the operator D to (6.17), since D

(
I(t − a)

)
= 0,

leads to
D∂ay = β I(t− a) (X ′(a) −Dy). (6.19)

Eq. (6.16) is obtained by combination on D of Eq. (6.17) and (6.19).
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6.4 Proof of Theorem 11

Let (S0, I0) and B be given and consider (p, p̄) ∈ P2 such that

O(p) = O(p̄). (6.20)

The theorem is proved by directly checking that O is (or is not) injective, that is by
showing that under the the given hypothesis, (6.20) implies (or not) p = p̄.

In the sequel, the population densities, the p.d.f. of first infection load and incubation
period, the output vector associated to p̄ shall be denoted as S̄, Ī, Θ̄, X̄, ī and N̄ ; more
generally, all the quantities wearing a bar will be related to p̄. The same quantities
without bar will be related to p. Note that (6.20) implies ȳ = y on DB.

As mentionned in the introduction, we start with an algebro-differential elimination
step where ȳ = y is combined with Eq. (6.16) in order to obtain some relationships
between p and p̄.

6.4.1 Algebro-differential elimination

Algebro-differential elimination between ȳ = y and Eq. (6.16) in Proposition 12 leads
to the following fundamental result.

Proposition 13. If (6.20) holds, then

either X = X̄ on R+,

or ∃ (α, ᾱ) ∈ (R+∗)2 / α 6= ᾱ and
1

α
X̄ ′ − 1

ᾱ
X ′ = X − X̄ on R+∗.

In this last case, t 7→ βI(t) and t 7→ β̄ Ī(t) are non zero constant functions on B, whose
values are α and ᾱ respectively.

Let us define My(t, a) = (Dy, y)T , and also M∂ay, Y (a) = (X ′(a), X(a))T and
Ȳ (a) =

(
X̄ ′(a), X̄(a)

)T
and finally for x > 0,

R(x) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

X ′(x) X̄ ′(x) ∆(x)
X(2)(x) X̄(2)(x) ∆′(x)
X(3)(x) X̄(3)(x) ∆(2)(x)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

, (6.21)

where we set ∆ = X − X̄ on R+.

Note that from (6.20), My(t, a) = Mȳ(t, a) and M∂ay = M∂aȳ on DB. The proof of
proposition 13 starts with three technical lemmas that make an extensive use of the
following remark.

Remark 32. Since Θ and Θ̄ are analytic on ]0, 1[, X, X̄, ∆ and all their derivatives are
real-analytic functions on R+∗. Consequently, either they have isolated zeros in R+∗ or
they are identically equal to zero.
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Lemma 8. If (6.20) holds one gets for all (t, a) ∈ DB

D∂ay(X(a) − X̄(a)) − ∂ay(X
′(a) − X̄ ′(a)) = 0 (6.22)

[X ′X̄ −XX̄ ′] − y [X ′ − X̄ ′] +Dy [X − X̄] = 0. (6.23)

Proof. Let (t, a) ∈ DB. Then either M∂ay(t, a) 6= 0 or M∂ay(t, a) = 0.

In the first case, as Eq. (6.16) implies that M∂ay(t, a) and (Y (a) − My(t, a)) are
colinear, and so are M∂aȳ(t, a) and (Ȳ (a) − Mȳ(t, a)). It follows that (Y (a) − Ȳ (a))
and M∂ay(t, a) are colinear, which yields (6.22). Moreover, Y (a) −My(t, a) and Ȳ (a) −
Mȳ(t, a) are also colinear and consequently (6.23) holds.

In the second case, Eq. (6.17) yields β I(t− a)(X(a) − y(t, a)) = 0. It can be easily
checked that when starting from a positive (> 0) infected population at time zero, I

remains positive on [0, T ], so X(a) = y(t, a) = X̄(a). Using (6.19) we similarly obtain
X ′(a) = X̄ ′(a), so (6.22) and (6.23) also hold.

Lemma 9. If (6.20) holds one gets for all (t, a) ∈ DB

[X ′X̄ −XX̄ ′] [X ′ − X̄ ′] − [X(2)X̄ −XX̄(2)] [X − X̄]

−y
(
[X ′ − X̄ ′]2 − [X(2) − X̄(2)] [X − X̄]

)
= 0.

(6.24)

Proof. Consider (t, a) ∈ DB. Since B is piecewise continuous, there exists an interval
V(a) such that {a} ( V(a) ⊂ [0, A], and {t} × V(a) ⊂ DB. Therefore we differentiate
Eq. (6.23) w.r.t. a, which yields, for all (t, a) ∈ DB,

[X(2)X̄ −XX̄(2)] − ∂ay[X
′ − X̄ ′] − y[X(2) − X̄(2)] +Dy [X ′ − X̄ ′] + ∂aDy [X − X̄] = 0.

Using (6.22) to eliminate ∂ay we obtain

[X ′(2)X̄ −XX̄(2)] − y[X(2) − X̄(2)] +Dy [X ′ − X̄ ′] = 0 ∀(t, a) ∈ DB. (6.25)

Combining (6.23) and (6.25) one gets (6.24) on DB.

Lemma 10. If (6.20) holds then R(x) = 0 for all x ∈ R+∗ .

Proof. We perform algebro-differential elimination of y in (6.23) and (6.24) using oper-
ator D to obtain the following equality

(X − X̄)3
(
−X̄X̄(2)X(3) + X̄X(2)X̄(3) −X(2)X̄(2)X ′ + (X̄ ′)2X(3)

+XX̄(2)X(3) −X ′X̄ ′X(3) + X̄(3)(X ′)2 +X ′(X̄(2))2

− X(2)XX̄(3) − X̄(2)X(2)X̄ ′ − X̄(3)X ′X̄ ′ + (X(2))2X̄ ′) = 0,

which rewrites after some calculation

(∆(x))3R(x) = 0. (6.26)

Using similar arguments as in the proof of Lemma 6.24, Eq. (6.26) is valid on an open
interval of [0, A] and can be extended to R+∗ consequently to Remark 32. The proof is
ended by contradiction: assume there exists x0 > 0 such that R(x0) 6= 0. By continuity,
this is still valid on a neighbourhood V(x0) ⊂ R+∗ and equality (6.26) implies that
∆(x) = 0 for all x ∈ V(x0) and finally, since the third column of the determinant is null,
R(x) = 0 on V(x0) which is impossible.
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We now proceed with the proof of Proposition 13. Lemma 10 and (6.20) imply that,
for all x > 0, there exists λ(x), µ(x), ν(x) ∈ R such that







λX ′ + µX̄ ′ + ν∆ = 0,
λX(2) + µX̄(2) + ν∆′ = 0,
λX(3) + µX̄(3) + ν∆(2) = 0,

(6.27)

where λ, µ, ν are minors of determinant (6.21). We can choose ν associated to ∆(2),
given by ν = X ′X̄(2) − X̄ ′X(2). Then two cases may arise.

Case 1. Assume that ν(x) = 0 for all x > 0. The function X̄ ′ is a non zero func-
tion on R+∗, otherwise, by continuity, X̄ would be constant and equal to zero on R+.
Therefore, we can find x1 > 0 such that X̄ ′(x1) 6= 0. By continuity, this is still true in
a neighbourhood V(x1) of x1. Then, for all x ∈ V(x1),

(
X̄ ′(x)

)2 × d

dx

(
X ′

X̄ ′

)

= 0,

which implies that there exists a constant c0 such that X ′ = c0 X̄
′ on V(x1). From

Remark 32, we get X ′ = c0 X̄
′ on R+∗ and X = c0 X̄ on R+∗ since X(0) = X̄(0) = 0.

Taking into account that
∫ +∞

0
X(x)dx =

∫ +∞
0

X̄(x)dx = 1, we have c0 = 1 and finally
X = X̄ on R+∗.

Case 2. Assume that there exists x2 > 0 and a neighbourhood V(x2) ⊂ R+∗ such
that ν(x) 6= 0 for all x ∈ V(x2). Then, from system (6.27), we deduce that the following
equations are satisfied on V(x2),

λ̃X ′ +µ̃X̄ ′ = ∆, (6.28)

λ̃X(2)+µ̃X̄(2)= ∆′, (6.29)

λ̃X(3)+µ̃X̄(3)= ∆(2), (6.30)

where λ̃ = −λ
ν
, µ̃ = −µ

ν
. Differentiating (6.28) and subtracting (6.29) yields, for x ∈

V(x2),
λ̃′X ′ + µ̃′X̄ ′ = 0. (6.31)

In the same way, differentiating (6.28) twice and subtracting (6.30) yields

λ̃(2)X ′ + µ̃(2)X̄ ′ + 2(λ̃′X(2) + µ̃′X̄(2)) = 0. (6.32)

Finally, differentiating (6.31) and combining it (6.32), we get

λ̃(2)X ′ + µ̃(2)X̄ ′ = 0 on V(x2). (6.33)

From (6.31) and (6.33), we have W = 0 on V(x2) where

W =

∣
∣
∣
∣

λ̃′ µ̃′

λ̃(2) µ̃(2)

∣
∣
∣
∣
.

Otherwise, there would exist an open subset V ⊂ V(x2) such that W (x) 6= 0 for x ∈ V.
The unique solution of system (6.31,6.33) would be

(
X ′, X̄ ′) = (0, 0) on V . This would



6.4.2 - Proof of Theorem 11, part 1 119

imply ν(x) = 0 on V , which is impossible. We now distinguish the two following
subcases.

Case 2.1. If there exists an open subset V ⊂ V(x2) on which λ̃′(x) 6= 0, then W = 0
on V(x2) implies that d

dx
(µ̃′/λ̃′) = 0 in V . Consequently, there exists a constant c0 such

that X ′ = c0 X̄
′ on V and we can conclude as in Case 1 that X = X̄ on R+.

Case 2.2. If λ̃′ = 0 on V(x2), then λ̃ is a constant function on V(x2) whose value
is denoted λ̃0. Since X̄ ′ has isolated zeros, Remark 32 and (6.31) imply that µ̃ is also a
constant function on V(x2) whose value is denoted µ̃0. Consequently, on V(x2), equalities
(6.28) and (6.29) become respectively

λ̃0X
′ + µ̃0X̄

′ = ∆,

λ̃0X
(2) + µ̃0X̄

(2) = ∆′.
(6.34)

By Remark 32, these equalities can be extended to R+∗ and can be used to simplify
(6.24). On DB one therefore has

[X ′X̄ −XX̄ ′]∆′ − [X(2)X̄ −XX̄(2)]∆ = (λ̃0X + µ̃0X̄)(X̄(2)X ′ − X̄ ′X(2)),

(∆′)2 − ∆ ∆(2) = (λ̃0 + µ̃0) (X̄(2)X ′ − X̄ ′X(2)),

and (

−y(λ̃0 + µ̃0) + λ̃0X + µ̃0X̄
) (
X̄(2)X ′ − X̄ ′X(2)

)
= 0.

By Remark 32, since ν 6= 0, we conclude that

−y(λ̃0 + µ̃0) + λ̃0X + µ̃0X̄ = 0 on DB. (6.35)

Then, either λ̃0 + µ̃0 = 0, and integrating (6.34) yields ∆ = X − X̄ = 0. Or λ̃0 + µ̃0 6= 0
and consequently for all (t, a) ∈ DB

y(t, a) =
λ̃0X(a) + µ̃0X̄(a)

λ̃0 + µ̃0

.

This expression used in (6.17) yields, for all (t, a) ∈ DB,

λ̃0X
′(a) + µ̃0X̄

′(a) = µ̃0 β I(t− a) (X(a) − X̄(a)). (6.36)

Denoting J = {a ∈ [0, A], ∆(a) 6= 0}, we easily check that 0 is in the closure of
J . Moreover, equation (6.36) implies that (t, a) 7→ β I(t− a) is a constant on {(t, a) ∈
DB, a ∈ J } and consequently, for all a ∈ J ∩[0, T ], t 7→ β I(t) is constant on B∩[0, T−a].
Since 0 is in the closure of J , we conclude that t 7→ β I(t) is constant on B. We denote
α this constant, which is positive, as already mentionned. By the same arguments we
also prove that t 7→ β̄ Ī(t) is a positive constant on B that we denote ᾱ. Then (6.28)
and (6.36) yield α = 1

µ̃0
. Similarly, ᾱ is positive and such that ᾱ = − 1

λ̃0

. Substituting
these values in (6.34) yields the desired result.

6.4.2 Proof of Theorem 11, part 1

We assume in this section that (6.20) is satisfied.



120 Proof of Theorem 11

Case where (H1) holds and B = 0

Step 1: proof of X = X̄
By contradiction, assume that there exists x0 > 0 such that X(x0)− X̄(x0) 6= 0. Then,
from Proposition 13, t 7→ β I(t) and t 7→ β̄ Ī(t) are constant positive functions on B with
values

α 6= ᾱ. (6.37)

Therefore, Eq. (6.5) can be rewritten as

∫ A

0

S(t, a) da+
α

β
=

∫ A

0

S̄(t, a) da+
ᾱ

β̄
, ∀t ∈ B. (6.38)

Since B = 0 and S0 = S̄0, letting t tend to 0 in (6.38) yields α
β

= ᾱ
β̄

and

∫ A

0

S(t, a) da =

∫ A

0

S̄(t, a) da ∀ t ∈ B. (6.39)

From hypothesis (H1), let t′ > 0 be such that ]0, t′[⊂ B.
Then, on ]0, t′[×[0, A], S satisfies ∂tS + ∂aS = −µS − αS. Integrating w.r.t. a on [0, A]
leads to

∂

∂t

∫ A

0

S(t, a) da+ S(t, A) −B(t) = −(µ+ α)

∫ A

0

S(t, a) da, ∀t ∈]0, t′[.

The same holds for S̄. Using (6.39) and its derivative on ]0, t′[ one gets

S(t, A) − S̄(t, A) = (ᾱ− α)

∫ A

0

S(t, a) da, ∀t ∈ B.

Letting t tend to 0, one has α = ᾱ, which contradicts (6.37) and ends the proof.

Step 2: proof of β = β̄ and I(t) = Ī(t) for all t ∈ [0, T ].
Substituting X = X̄ in Eq. (6.17), one has for all (ξ, a) ∈ B × [0, A]

∂ay(ξ + a, a) = βI(ξ)
(
X(a) − y(ξ + a, a)

)
,

∂ay(ξ + a, a) = β̄Ī(ξ)
(
X(a) − y(ξ + a, a)

)
.

Term to term subtraction yields
(
βI(ξ) − β̄Ī(ξ)

) (
X(a) − y(ξ + a, a)

)
= 0. (6.40)

By contradiction, assume that there exists ξ0 ∈ B such that βI(ξ0) 6= β̄Ī(ξ0). Since B is
piecewise continuous and ξ 7→ (βI − β̄Ī)(ξ) is continuous, there exists an interval V(ξ0)
included in B, containing ξ0, not reduced to a singleton set, such that (βI− β̄Ī)(ξ) 6= 0
for all ξ ∈ V(ξ0). Therefore, (6.40) reduces to

X(a) = y(ξ + a, a), ∀(ξ, a) ∈ V(ξ0) × [0, A]. (6.41)
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This implies that ∂ty(ξ + a, a) = 0 for (ξ, a) ∈ V(ξ0) × [0, A]. Consequently,Eq.(6.17)
becomes ∂ay(ξ + a, a) = 0 on V(ξ0) and differentiating (6.41) w.r.t a yields X ′(a) =
∂ty(ξ + a, a) + ∂ay(ξ + a, a) = 0 for all a ∈ [0, A]. It follows that X ≡ 0 on [0, A]. Then
Remark 32 implies that X is null on R+, which contradicts its definition as a p.d.f., and
consequently yields

β I(t) = β̄ Ī(t), ∀t ∈ B. (6.42)

As B = 0, then 0 is in the closure of B and we deduce successively from Eq. (6.42) that
β = β̄ and then I(t) = Ī(t) for all t ∈ B.

We now prove that I(t) = Ī(t) for all t ∈ [0, T ].
Consider E = {t ∈ [0, T ]/∀s ∈ [0, t], I(s) = Ī(s)}. From hypothesis (H1), there exists
t′ > 0 be such that ]0, t′[⊂ B, hence E is nonempty. Since I and Ī are continuous on
[0, T ], E is a closed subset of [0, T ]. Let s ∈ E. Using hypothesis (H1), we can choose
ε > 0 small enough so that either B > 0 on ]s, s+ ε[∩[0, T ] or B is identically equal to
0 on ]s, s+ ε[∩[0, T ]. We show that I = Ī on [s, s+ ε[∩[0, T ]. In the first case (B > 0),
since I = Ī on B, the desired result is obviously true. In the second case (B = 0), from
(6.20) and (6.5), we have

I(t) − Ī(t) =

∫ A

0

S̄(t, a) da−
∫ A

0

S(t, a) da, ∀t ∈ [0, T ]. (6.43)

Using (6.10) and performing the change of variables b = t − a, it follows that for
t ∈]s, s+ ε[∩[0, T ]

(I − Ī)(t) =

∫ t

0

(

B(b) e−µ(t−b) f

(∫ t

b

βĪ(ξ)dξ,

∫ t

b

βI(ξ)dξ

)

×
∫ t

b

β (I − Ī)(ξ)dξ

)

db+

(
∫ A−min(t,A)

0

S0(a)da

)

×f
(∫ t

0

βĪ(ξ)dξ,

∫ t

0

βI(ξ)dξ

)∫ t

0

β (I − Ī)(ξ)dξ,

where the continuous function f : R2 →]0, 1] is defined by

f : (x, y) 7→
{

− e−x−e−y

x−y
if x 6= y,

e−x if x = y,
(6.44)

Since I = Ī on [0, s], we get for t ∈]s, s+ ε[∩[0, T ],

(I − Ī)(t) =

∫ s

0

(

B(b) e−µ(t−b) f

(∫ t

b

βĪ(ξ)dξ,

∫ t

b

βI(ξ)dξ

)

×
∫ t

s

β (I − Ī)(ξ)dξ

)

db+

(
∫ A−min(t,A)

0

S0(a)da

)

f

(∫ t

0

βĪ(ξ)dξ,

∫ t

0

βI(ξ)dξ

)∫ t

s

β (I − Ī)(ξ)dξ,

and finally for t ∈]s, s+ ε[∩[0, T ],

I(t) − Ī(t) = H0(t)

∫ t

s

(
I(ξ) − Ī(ξ)

)
dξ, (6.45)
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where Hα is defined for 0 ≤ α ≤ B by

Hα : t 7→ β

(∫ s

α

B(b) e−µ(t−b) f

(∫ t

b

βĪ(ξ)dξ,

∫ t

b

βI(ξ)dξ

)

db

+

(
∫ A−min(t,A)

0

S0(a)da

)

f

(∫ t

0

βĪ(ξ)dξ,

∫ t

0

βI(ξ)dξ

))

.

Since (I− Ī)(s) = 0, by a standard Gronwall argument, I = Ī on [s, s+ ε[∩[0, T ]. There-
fore E is also an open subset of [0, T ] and E = [0, T ].

Step 3: c = c̄ and Θ = Θ̄
Eq. (6.13) and (6.20) imply that for (t, a) ∈ [0, T ] × [0, A], a > t

cI0(a− t, e−ct) e−(µ+c)t = c̄I0(a− t, e−c̄t) e−(µ+c̄)t.

Performing the coordinate change (t, a) → (t, u = a − t) and dividing each member by
e−µt, this equality rewrites

cI0(u, e
−ct) e−ct = c̄I0(u, e

−c̄t) e−c̄t, for (t, u) ∈ [0, T ] × [0, A].

Note that for u > A−t, both members are zero in the above equation. Using the change
of variable v = e−ct, one gets

∫ e−ct

e−c̄t I0(u, v) dv = 0. Denoting θ = e−c̄t, one has

∫ θc̄/c

θ

I0(u, v) dv = 0, ∀ θ ∈]e−c̄T , 1[, ∀u ∈ [0, A]. (6.46)

Moreover, from the definition of c⋆ and the piecewise continuity of I0, we deduce the
existence of a sequence {θn}n∈N and a sequence of open intervals {Vn}n∈N verifying

∀n ∈ N, θn ∈ Vn ⊂]0, e−c⋆m[, (6.47)

θn −−−−→
n→+∞

e−c⋆m, (6.48)

∀n ∈ N, ∃ an ∈ ]0, A[, ∀ θ ∈ Vn, I0(an, θ) > 0, (6.49)

where m is defined in (6.7). Since c̄ > c⋆ and T ≥ m, ]0, e−c⋆m[∩]e−c̄T , 1[ is nonempty
and from (6.47, 6.48), one can choose n0 big enough such that Vn0

∩]e−c̄T , 1[ is nonempty.
From (6.46, 6.49), we deduce that

∫ θc̄/c

θ

I0(an0
, v) dv = 0, I0(an0

, θ) > 0, ∀ θ ∈ Vn0
∩]e−c̄T , 1[,

which implies c = c̄. It easily follows, since X = X̄ on R+, that Θ = Θ̄ on [0, 1], which
proves that Q⋆ is identifiable.

Case where (H1) and (H2) hold and B > 0

Step 1: proof of X = X̄
The proof (by contradiction) is the same as in previous subsection until Eq. (6.38). Then
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Eq. (6.2) can be integrated w.r.t. a and θ so as to obtain the following integro-differential
equation for I on [0, T ]

d

dt
I(t) +

∫ 1

0

I(t, A, θdθ +

∫ A

0

i(t, a)da = −µI(t) + βI(t)

∫ A

0

S(t, a)da.

Substituting the constant value βI = α, one gets
∫ 1

0

I(t, A, θ) dθ +

∫ A

0

i(t, a) da = −µα
β

+ α

∫ A

0

S(t, a) da, ∀t ∈ B.

The same holds for Ī. Subtracting these two equations and using (6.5,6.20) yields

(S̄ − S)(t, A) = α

(∫ A

0

S(t, a) da− µ

β

)

− ᾱ

(∫ A

0

S̄(t, a) da− µ

β̄

)

, (6.50)

for t ∈ B. Integrating Eq. (6.10) in age, we obtain
∫ A

0

S(t, a)da =

∫ min(t,A)

0

B(t− a)e−µa−β
∫ t

t−aI(u)duda

+

∫ A

min(t,A)

S0(a− min(t, A))e−µt−β
∫ t
0
I(u)duda.

From hypothesis (H1), let t < A be such that ]B, t] ⊂ B. Then S(t, A) = S0(A− t)G(t)
and

∫ t

0

B(t− a)e−µa−β
∫ t

t−a I(u)duda =

∫ t

B

B(u)e−(µ+α)(t−u)du,

∫ A

t

S0(a− t) e−µt−β
∫ t
0
I(u)du da =

(∫ A−t

0

S0(u) du

)

G(t),

where G(t) = e−(µt+β
∫ t
0
I(u)du). Ḡ(t) is similarly defined for p̄. Eq. (6.50) rewrites, for

all t such that ]B, t] ⊂ B,

S0(A− t)(G− Ḡ)(t) = α

∫ t

B

B(u)e−(µ+α)(t−u)du− ᾱ

∫ t

B

B(u)e−(µ+ᾱ)(t−u)du

+ (αG(t) − ᾱḠ(t))

∫ A−min(t,A)

0

S0(u)du+ µ

(
α

β
− ᾱ

β̄

)

. (6.51)

Thanks to hypothesis (H2), (6.51) is valid on a neighbourhood of [t1, t2]. Moreover, the
right member of (6.51) is a continuous function of t and so is t 7→ (G − Ḡ)(t). Hence
the discontinuity of t 7→ S0(A− t) at t1 and t2 implies that

G(t1) = Ḡ(t1), G(t2) = Ḡ(t2).

Since [t1, t2] ⊂ B, G(t) = G(t1)e
−(µ+α)(t−t1) and Ḡ(t) = Ḡ(t1)e

−(µ+α)(t−t1) for all
t ∈ [t1, t2], so e−(µ+α)(t2−t1) = e−(µ+ᾱ)(t2−t1) and consequently α = ᾱ. This contra-
dicts Eq. (6.37).
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Step 2: proof of β = β̄ and I(t) = Ī(t) for all t ∈ [0, T ].
As in previous subsection we obtain Eq. (6.42). Eq. (6.43) holds on [0, B]; therefore,
since for a ∈ [0, t], B(t− a) = 0, multiplying Eq. (6.43) by β and using Eq. (6.10), one
gets

β(I − Ī)(t) = βe−µt

(
∫ A−min(t,A)

0

S0(a)da

)
(

e−β̄
∫ t
0
Ī(ξ)dξ − e−β

∫ t
0
I(ξ)dξ

)

. (6.52)

Consider the continuous functions g : [0, T ] →]0, 1] defined by

g(t) = exp

(

−
∫ t

0

βe−µs

(∫ A−min(s,A)

0

S0(a)da

)

f

(∫ s

0

β̄Ī(ξ)dξ,

∫ s

0

βI(ξ)dξ

)

ds

)

,

where f is defined in (6.44). Eq. (6.52) can be rewritten as

β
(
I(t) − Ī(t)

)
=
g′(t)

g(t)

(∫ t

0

β̄Ī(ξ)dξ −
∫ t

0

βI(ξ)dξ

)

. (6.53)

By contradiction, let us assume that β > β̄. Then we have

β
(
I − Ī)(t)

)
6 (βI − β̄Ī)(t),

and, consequently to (6.53), we get

−g
′(t)

g(t)

(∫ t

0

βI(ξ)dξ −
∫ t

0

β̄Ī(ξ)dξ

)

6 βI(t) − β̄Ī(t), (6.54)

which implies that t 7→ g(t)
∫ t

0

(
βI − β̄Ī

)
(ξ)dξ is increasing on [0, B]. At t = 0, one has

(βI − β̄Ī)(0) = (β − β̄)I(0) > 0 and, by a continuity argument, there exists 0 < ε0 < B
such that βI − β̄Ī is positive on [0, ε0]. Since 0 < g < 1, for all t ∈ [ε0, B]

∫ t

0

(
βI − β̄Ī

)
(ξ) dξ > g(t)

∫ t

0

(
βI − β̄Ī

)
(ξ) dξ > Λ0,

where Λ0 = g(ε0)
∫ ε0

0

(
βI(ξ)− β̄Ī(ξ)

)
dξ > 0. Using this inequality and the expression of

−g′(t)
g(t)

in (6.54), we deduce that for all t ∈ [ε0, B]

βe−µt

(
∫ A−min(t,A)

0

S0(a)da

)

f

(

β̄

∫ t

0

Ī(ξ)dξ, β

∫ t

0

I(ξ)dξ

)

Λ0 6 (βI − β̄Ī)(t).

Evaluating the above expression at t = B yields a contradiction with Eq. (6.42), and
then β = β̄.

We now prove that I(t) = Ī(t) for all t ∈ [0, T ]. We first show that I = Ī on [0, B].
Eq. (6.53) rewrites, for all t ∈ [0, B],

I(t) − Ī(t) =
g′(t)

g(t)

(∫ t

0

I(ξ)dξ −
∫ t

0

Ī(ξ)dξ

)

,
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and, therefore,
∫ t

0

I(ξ)dξ −
∫ t

0

Ī(ξ)dξ =
(
I(0) − Ī(0)

)
e
∫ t
0

g′

g
(s)ds = 0.

After differentiating the above equation w.r.t. t, one gets I = Ī on [0, B]. This result
is extended to [0, T ] by the same argument as in previous section, where (6.45) is given
with HB instead of H0.

Step 3 : proving c = c̄ is similar to Step 3 in previous section, which proves that Q⋆

is identifiable.

6.4.3 Proof of Theorem 11, part 2

To prove that the restriction O|R⋆ is not into, we build a counter example, that is two
parameter vectors p 6= p̄ ∈ R⋆ such that O(p) = O(p̄). These vectors are such that
β = β̄, 0 < c̄ < c < c⋆ and Θ and Θ̄ are p.d.f. in A0 related by

Θ̄(θ) =
c

c̄
θ

c−c̄
c̄ Θ

(
θ

c
c̄

)
. (6.55)

This relationship ensures that the two incubation time p.d.f. X and X̄ are identical,
and after an easy computation, that the cumulative distribution functions of Θ and Θ̄,
denoted F and F̄ satisfy

F(e−ct) = F̄(e−c̄t), ∀t ≥ 0. (6.56)

Let us prove that I = Ī on [0, T ]. From the semigroup property in [52], setting r(t) =

A − min(t, A), f0(t) =
∫ r(t)

0
S0(u)du and g0(t, v) =

∫ r(t)

0
I0(u, v)du, integration of (6.11)

shows that I is the unique solution of the integral equation

I(t) = e−µt

∫ e−ct

0

g0(t, v)dv + e−µtf0(t)

∫ t

0

βF(ec(x−t))I(x)e−β
∫ x
0
I(ξ)dξdx,

+

∫ t

max(t−A,0)

B(u)e−µ(t−u)

∫ t

u

βF(ec(x−t))I(x)e−β
∫ x

uI(ξ)dξdxdu. (6.57)

We now check that Ī is also a solution of this equation to complete the proof.

Assume first that t 6 T 6 A, then m = T and, since 0 < c < c̄ < c⋆, e−ct > e−c⋆m

for t 6 T , and similarly for c̄. By definition of c⋆, we have

∫ e−ct

0

g0(t, v)dv =

∫ A−t

0

∫ e−c⋆m

0

I0(u, v) dv du =

∫ e−c̄t

0

g0(t, v)dv. (6.58)

If t 6 A < T , then m = A and e−ct > e−c⋆m, and similarly for c̄ and Eq. (6.58) is still
true. Finally, if A < t 6 T , we also have

∫ e−ct

0

g0(t, v)dv = 0 =

∫ e−c̄t

0

g0(t, v)dv,
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which shows that in all cases, Eq. (6.58) holds on [0, T ]. Therefore, from Eq. (6.56)
and Eq. (6.58), it follows that Ī is a solution of (6.57).

From the definition of c⋆ and Eq. (6.13), when t 6 a the incidence expression for p
reduces to

i(t, a) = S0(a− t)e−µt

∫ t

0

c ec(s−t) Θ
(
ec(s−t)

)
βI(s)e−β

∫ s
0

I(u)du ds,

and similarly for p̄. Since I = Ī on [0, T ] and (6.56) is satisfied, we obtain i(t, a) = ī(t, a)
when t 6 a. In the same way we can easily check that i(t, a) = ī(t, a) when t > a.
We now prove that the populations N and N̄ are equal. From (6.1) and (6.2) N satisfies

∂N

∂t
(t, a) +

∂N

∂a
(t, a) = −µN(t, a) − i(t, a).

Subtracting the corresponding equation for N̄ we deduce that

∂(N − N̄)

∂t
(t, a) +

∂(N − N̄)

∂a
(t, a) = −µ (N − N̄)(t, a),

with initial and boundary condition (N − N̄)(0, a) = 0 and (N − N̄)(t, 0) = 0. Conse-
quently, N = N̄ on [0, T ], which ends the proof of the theorem.
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6.5 Proof of Theorems 12 and 13

The proof of Proposition 13 does not make use of any assumption on the initial condi-
tions, hence it is still true. Therefore, the assumptions on G immediately yield c = c̄
and Θ = Θ̄. Moreover, Eq. 6.42 is satisfied.

If (H1) is true and the initial conditions are fixed, the same steps as in Step 2 of
6.4.2 and Step 2 of 6.4.2 prove that β = β̄, and Theorem 12 holds.

When the initial conditions are not fixed, using 6.42 and B = 0, we get βI(0) = β̄Ī(0).
If I(0) = Ī(0), it follows that β = β̄, which proves Theorem 13.
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6.6 Numerical simulations

In this section, we illustrate our identifiability results through two simulation scenar-
ios. Scenario 1 corresponds to the non identifiability case under the assumptions of
Theorem 11. Scenario 2 represents Theorem 12 for the Beta distribution family.

For both scenarios, system (6.1, 6.2, 6.3, 6.4) is integrated with parameter values given
in Table 6.1. The birth function B is constant. The initial susceptible population density
follows an exponential distribution S0(a) ∝ e−µa. The initial infected population density
I0(a, θ) is uniformly distributed over [amin, amax] × [θmin, θmax]. Scaling coefficients are
adjusted to obtain the initial population sizes given in Table 6.1. Parameter values are
chosen to mimic realistic epidemiological situations.

Table 6.1: Parameter values used for the simulations.

Parameter definition symbol value
initial population size – 600 indiv.
initial infected population size – 30 indiv.
— age range [amin, amax] [0.625, 1.04] years
basic mortality rate µ 0.15 year−1

horizontal transmission rate β 3 10−3 (indiv. year)−1

birth rate B 70 indiv./year
maximum lifespan A 13 years
observation period T 4 years

Scenario 1 specific parameters
initial infection load range [θmin

1 , θmax
1 ] [0.125, 0.18]

infection load growth rates (c1, c̄1) (0.35, 0.28) year−1

first infection load distribution Θ1: mean mΘ1
0.35

— : standard deviation σΘ1
0.05

Scenario 2 specific parameters
initial infection load range [θmin

2 , θmax
2 ] [0.68, 0.73]

infection load growth rates (c2, c̄2) (0.35, 0.12) year−1

first infection load distribution Θ2: mean mΘ2
0.35

— : standard deviation σΘ2
0.05

first infection load distribution Θ̄2: mean mΘ̄2
0.7

— : standard deviation σΘ̄2
0.05

6.6.1 Scenario 1

We build two parameter vectors p1 6= p̄1 of R⋆ for which the observed incidences i(t, a)
are the same on the observation time interval [0, T ]. The only differences between the
two parameter vectors p1 and p̄1 are the infection load growth rates c1 and c̄1, and the
first infection load distributions Θ1 and Θ̄1. Θ1 is a Beta distribution with mean mΘ1

and standard deviation σΘ1
. The first infection load distribution Θ̄1 is related to Θ1 by

(6.55). Parameter values ensure that c1 and c̄1 are in ]0, c⋆1[, c
⋆
1 = 0.42 being defined in

(6.7).
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As a consequence of Theorem 11 the model is not identifiable on [0, T ]. This is
illustrated in Figure 6.3, that represents the total incidence

∫ A

0
i(t, a)da over time for

both parameter vectors p1 and p̄1. The two incidence curves coincide up to time T , but
become different on a longer time horizon.

T
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Figure 6.3: Scenario 1 – Total incidence
∫ A

0
i(t, a)da over time t for the two parameter sets given in

Table 6.1: (c1,Θ1) plain line & (c̄1, Θ̄1) dashed line. Up to time T = 4, the model is not identifiable
and the incidence outputs coincide.

Moreover, the proof of Theorem 11 states that I = Ī on [0, T ]. However, the infected
densities are different, as shown in Figure 6.4.

6.6.2 Scenario 2

The differences between the parameter vectors p2 and p̄2 are again the infection load
growth rates c2 and c̄2, and the first infection load distributions Θ2 and Θ̄2. They are
both Beta distributions with the same standard deviations σΘ2

= σΘ̄2
, but different

means mΘ2
6= mΘ̄2

. Parameters c2 and c̄2 are adjusted to obtain the same mean incu-
bation period of 3 years for the distribution given in (6.12). First infection load and
incubation period distributions are represented in Figure 6.5.

With such similar incubation period distributions, one could fear the model not to
be identifiable. However, theorem 12 guarantees that the model is identifiable. This is
illustrated in Figure 6.6 that represents the total incidence for both parameter sets. Total
incidences, which are instantaneous flow measurements, exhibit notable differences. It
is even more obvious on the yearly cumulated incidences, which are closer to the data
collected in realistic situations.
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Figure 6.4: Scenario 1 – Difference DI(t, θ) =
∫ A

0
(I − Ī)(t, a, θ)da between the two infected densities

obtained with the two parameter sets given in Table 6.1. Up to time T = 4, the model is not identifiable,
but the infected densities differ.
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Figure 6.5: Scenario 2 – Distributions represented for the two parameter sets given in Table 6.1:
(c2,Θ2) plain line & (c̄2, Θ̄2) dashed line.
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(a) Total incidence
∫ A

0
i(t, a)da.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−20

−15

−10

−5

0

5

10

15

20

Time (years)

Y
ea

rly
 in

ci
de

nc
e 

di
ffe

re
nc

e 
(in

di
v.

)

(b) Difference between the yearly cumulated incidences.

Figure 6.6: Scenario 2 – Incidence outputs correspond to the two parameter sets given in Table 6.1:
(c2,Θ2) plain line & (c̄2, Θ̄2) dashed line. The model is identifiable.
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6.7 Conclusion

We proved identifiability results for a nonlinear transport reaction model representing
the spread of a disease in a structured population in several cases. The first case,
corresponding to Theorem 11, holds for any analytic p.d.f. of the first infection load Θ.
This might seem restrictive, but in practical situations, parametric p.d.f. such as the
Beta or log-Gamma distributions are used, which satisfy this assumption. The (non)
identifiable region has a clear biological interpretation: cases must (not) be observed
among the initial infected population. Therefore, the initial conditions need to be known.
These results were obtained under several fairly realistic assumptions. Hypothesis (H1)
on the birth function B is not restrictive at all since it covers situations like seasonal
birth. Hypothesis B = 0 amounts to knowing the state of the system at a time when
birth occurs, in our case the initial time. When B > 0, the sufficient technical hypothesis
(H2) needs to be verified to obtain the parameter identifiability. However, whatever the
time, getting to know the state of the system is not easy in practical situations, unless
perhaps in an experimental setting.

The second and third cases, corresponding to Theorems 12 and 13 respectively, are
valid when restricting Θ to a suitable parametric family. In the second case, we proved
the identifiability of the epidemiological parameters on the whole parameter space with
fixed but not necessarily known initial conditions and hypothesis (H1). In the third case,
initial conditions are not known but the total number of initially infected individuals
is fixed. Then, assuming that birth occurs at the initial time (B = 0), we proved the
identifiability of the epidemiological parameters.
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Conclusion Générale

Au cours de cette thèse, nous nous sommes intéressés à la question de l’identifiabi-
lité paramétrique de modèles décrits par des systèmes d’équations différentielles ou aux
dérivées partielles. Nous avons abordé cette étude en utilisant deux approches complé-
mentaires : une approche abstraite, par le biais de formulations théoriques et de preuves
mathématiques relevant de l’analyse fonctionnelle, et une approche appliquée, par le
biais d’exemples et d’illustrations, provenant majoritairement de contexte de modélisa-
tion en dynamique des populations.

La problématique initiale de la thèse était de faire une analyse d’identifiablité d’un
modèle en épidémiologie décrit par un système d’EDP intégro-différentiel semi-linéaire
de type réaction-transport. Dans ce but, nous avons tout naturellement commencé par
parcourir la littérature traitant de la question de l’identifiabilité. Ce travail achevé,
l’objectif suivant a été de déterminer, parmi ces méthodes, celles qui peuvent s’appliquer,
ou du moins s’adapter, au cas du modèle épidémiologique considéré dans cette thèse.
En conséquence, nous avons finalement répondu à la problématique initiale.

L’analyse bibilographique qui a été effectuée dans le cadre de cette thèse constitue
l’objet de la première partie. Rapidement, nous sous sommes rendus compte, à travers
nos recherches, qu’il existait une littérature plutôt généreuse concernant les questions
d’identifiabilité pour des modèles décrits par des EDO. En effet, une structure théo-
rique permettant de poser rigoureusement le problème a été établie, ainsi que plusieurs
méthodes d’étude d’identifiabilité, reposant sur des approches diverses et variées.

Les questions d’identifiabilité liées à des systèmes d’EDP ne font pas l’objet d’une
aussi grande quantité et diversité d’articles. Tout d’abord car il n’existe pas de for-
malisme communément établi dans la littérature. De plus, les méthodes existant en
dimension finie sont difficilement exploitables en dimension infinie. En effet, certaines
reposent sur des arguments de dimension finie qui sont faux en dimension infinie. Pour
d’autres, la généralisation à la dimension infinie impliquerait lourdeurs dans le forma-
lisme et pénibilité dans les calculs, tuant l’intérêt de ces méthodes.

En dimension infinie, deux approches principales sont exploitées dans le cas de pro-
blèmes linéaires. Tout d’abord une approche spectrale, utilisant la notion de spectre
caractéristique de l’opérateur. Cette approche est le pendant de la méthode par trans-
formée de Laplace pour les problèmes linéaires de dimension finie. L’approche spectrale
n’est utilisée que pour des problèmes linéaires car utilise l’expression des solutions à par-
tir des valeurs propres et des fonctions propres de l’opérateur. La deuxième approche
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repose sur l’obtention d’inégalités de Carleman. Ces inégalités, utilisées elles aussi pour
des problèmes linéaires, peuvent s’avérer efficaces pour certaines formes d’EDP semi-
linéaires. Ces dernières sont telles que la fonction différence de deux solutions possibles
du problème inverse satisfait une EDP linéaire.

Le modèle épidémiologique considéré dans la thèse est décrit par un système d’EDP
semi-linéaires. En confrontation avec les problèmes d’identifiabilité traités dans la lit-
térature, ce système rentre dans les catégories « dimension infinie » , « non-linéaire » ,
« réaction-transport» . A notre connaissance, une étude d’identifiabilité en rapport avec
ce type de système n’a jamais été étudiée. Dans le but d’effectuer cette étude, nous avons
décidé d’utiliser une technique utile en dimension finie qui nous semblait généralisable
à la dimension infinie : la méthode par élimination algébro-différentielle.

Dans la deuxième partie de cette thèse, nous avons cherché à effectuer une étude
d’identifiabilité du modèle épidémiologique. Afin de poser de façon formelle le problème,
nous avons tout d’abord adapté le cadre d’étude d’identifiabilité existant pour les sys-
tèmes d’EDO au cas des EDP. Une première différence à prendre en considération est
liée à la présence d’une condition de bord. Une deuxième est liée au fait que les es-
paces de vie des solutions, des paramètres et de la sortie du problème ne sont plus
de dimension finie. Il est donc nécessaire de les déterminer pour formuler rigoureuse-
ment le problème d’identifiabilité, donc au préalable d’effectuer une étude d’existence
et d’unicité des solutions du problème.

Nous avons donc tout naturellement, en prérequis de l’analyse d’identifiabilité du
modèle épidémiologique, commencé par l’étude du caractère bien posé du problème de
Cauchy sous-jacent au modèle épidémiologique. Nous avons pour cela utilisé la théorie
des semigroupes, qui nous a permis de poser le cadre fonctionnel de notre problème
et de prouver qu’il existe une unique « solutions mild » . De plus, l’espace de vie de
cette solution est tel que, sous des conditions de régularité biologiquement raisonnables
des conditions initiales et de bord, la sortie vit elle aussi dans un espace fonctionnel
physiquement réaliste. A partir de ces résultats, nous avons donc pu débuter l’analyse
d’identifiabilité proprement dite du modèle épidémiologique.

Notre travail a porté sur l’étude de l’identifiabilité des paramètres c, β et Θ du mo-
dèle, ce dernier paramètre étant fonction d’une des variables structurantes. Nous avons
pu isoler des régions de l’ensemble des paramètres pour lesquelles, sous certaines condi-
tions suffisantes, le modèle est identifiable ou non. Les preuves de cette analyse d’identi-
fiabilité reposent essentiellement sur une méthode d’élimination algébro-différentielle. A
partir de cette méthode et de l’expression sur les caractéristiques des solutions du pro-
blème, nous avons obtenu des relations entrée/sortie du modèle. Puis de l’égalité entre
sorties pour deux jeux de paramètres nous en avons déduit les régions Q⋆ d’identifia-
bilité et R⋆ de non identifiabilité du modèle. Ces régions de l’ensemble des paramètres
ont un sens biologique que nous avons expliqué. Les conditions suffisantes utilisées dans
les preuves ont elles aussi un sens biologique que nous détaillons. Toutefois, la condition
(H2) est purement technique et utilisée afin de prouver un résultat général dans le Théo-
rème 11. On a cependant démontré un résultat satisfaisant d’un point de vue pratique :
cette condition est non nécessaire lorsque l’on restreint l’ensemble des paramètres au



6.6.2 - Scenario 2 137

cas réaliste où la loi de distribution Θ appartient à certaines familles paramétrée de lois,
dont fait partie la loi Beta. Ce résultat, objet du Théorème 12, présente de plus l’intérêt
de ne pas supposer la connaissance a priori de la condition initiale, mais juste le fait
qu’elle soit fixée.

Perspectives

Commençons par aborder certaines perspectives de travail en rapport avec le pro-
blème d’identifiabilité du modèle épidémiologique.

Tout d’abord, à propos des conditions suffisantes. L’étude du caractère nécessaire de
la condition (H1) est un travail qui mériterait d’être effectué, car permettrait d’avancer
vers une formulation de condition nécessaire et suffisante d’identifiabilité du modèle sur
une sous-région de l’ensemble des paramètres. Il serait aussi intéressant d’affaiblir la
condition (H2). Nous sommes convaincus que l’on doit pouvoir rendre plus réaliste cette
hypothèse, voire non nécessaire. En conséquence, le résultat général du Théorème 11
serait alors entièrement biologiquement interprétable.
Une autre perspective de travail consisterait à s’intéresser aux deux régions Q⋆ et R⋆

de l’ensemble des paramètres vues dans le Théorème 11. En effet, deux questions natu-
relles se posent. Tout d’abord, supposons qu’il existe deux jeux de paramètres disctincts
pour lesquels on ait égalité des sorties. Ces deux jeux de paramètre appartiennent-ils
nécessairement à la région R⋆ ? Ensuite, existe-t-il un paramètre de Q⋆ et un paramètre
de R⋆ donnant la même sortie ?
Terminons par un travail qui pourrait être effectué en conséquence de cette thèse. Il
existe un modèle de propagation de la maladie de la tremblante du mouton, très proche
du modèle épidémiologique considéré dans cette thèse, à la différence près que les sensi-
bilités des individus sont dépendantes de leur génotype. Dans ce système apparaissent
alors, au nombre du cardinal de génotypes, des EDP sensiblement identiques à celles
étudiées dans le cas du modèle épidémiologique abordé dans cette thèse.

Citons maintenant des perspectives de travail au delà du modèle épidémiologique.

Tout d’abord il est possible d’utiliser le cadre formel d’étude d’identifiabilité pour
d’autres modèles.
Ensuite, il serait intéressant de mettre en pratique la méthode par élimination algébro-
différentielle à d’autres natures d’EDP, par exemple diffusives.
Une autre piste d’étude d’identifiabilité d’un modèle, non abordée ici, serait d’étudier la
dépendance de la sortie par rapport aux paramètres inconnus (continuité, dérivabilité).
Ce travail mériterait tout d’abord d’être effectué dans le cas où le vecteur paramètre
est à composantes scalaires. Puis, dans un deuxième temps, pour un vecteur paramètre
à composantes fonctionnelles. Ces considérations, qui sont de l’ordre de l’analyse de
sensibilité paramétrique du modèle, représentent un outil essentiel afin d’effectuer des
études numériques d’estimation.
Pour finir, la double-question identifiabilité/observabilité, où les conditions initiales sont
non connues et non fixées, est un champ de recherche encore très ouvert, surtout dans
le cas des EDP.
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Annexe A

Compléments techniques au Chapitre 1

A.1 Preuve de la Section 1.3

On rappelle que le champ de vecteur s’écrit ici f(x, u, t,p) = A(p)x(t,p) + B(p)u,
pour x ∈ X = (R+)n, avec p =

(
(λij)1≤i,j≤n, (µij)1≤i,j≤n, (sij)1≤i,j≤n

)
constitué de réels

positifs et A(x,p) = (aij(x,p))1≤i,j≤n définie par

aij(x,p) =

{
λji

(1+sjixj)
si i 6= j,

−∑k 6=i
µik

(1+sikxi)
si i = j.

La ieme coordonnée de la dérivation en temps de l’état est

ẋi =
n∑

j=1
j 6=i

λjixj

1 + sjixj

−
n∑

j=1
j 6=i

µijxi

1 + sijxi

.

En notant x et x′ deux vecteurs de X, la ieme coordonnée de f(x, u, t,p) − f(x′, u, t,p)
s’écrit donc, après calcul,

n∑

j=1
j 6=i

λji

1 + sjixj

(xj − x′j) +
n∑

j=1
j 6=i

sjiλjix
′
j

(1 + sjixj)(1 + sjix′j)
(x′j − xj)

−
n∑

j=1
j 6=i

µij

1 + sijxi

(xi − x′i) −
n∑

j=1
j 6=i

sijµijx
′
i

(1 + sijxi)(1 + sjix′i)
(x′i − xi),

nous assurant l’existance de M(x, x′,p) telle que

f(x, u, t,p) − f(x′, u, t,p) = M(x, x′,p)(x− x′).
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La fonction x 7→ x
1+x

étant bornée sur R+ par 1, on obtient les majorations suivantes
sur R+,

λji

1 + sjixj

≤ λji,

sjiλjix
′
j

(1 + sjixj)(1 + sjix′j)
≤ λji,

qui assure l’existence de K(p) = supx,x′∈X ‖M(x, x′,p)‖ tel que

|f(x, u, t,p) − f(x′, u, t,p)| ≤ K(p)‖x− x′‖,

et clôt la preuve.

A.2 Preuve de la Section 1.5

Supposons que Mx0 ne soit pas globalement identifiable en p. Alors il existe p̄ tel
que p̄ 6= p et satisfaisant h(x(t,p)),p) = h(x(t, p̄), p̄) pour tout t ∈ [0, T ]. Montrons
que les systèmes Γ

x0(p)
p et Γ

x0(p̄)
p̄ sont quasi-équivalents sur [0, T ].

Le théorème de redressement de champs de vecteurs nous assure l’existence de deux
difféomorphismes

Fp : U(x0(p)) → Wp(0),

Fp̄ : U(x0(p̄)) → Wp̄(0),

transformant les systèmes ẋ(t,p) = f(x(t,p),p) en ẏ(t,p) = e1 et ẋ(t, p̄) = f(x(t, p̄), p̄)
en ẏ(t, p̄) = e1. Notons W = Wp ∩Wp̄ et V̄ = F−1

p̄ (W ). Alors φ = F−1
p ◦ Fp̄ réalise un

difféomorphisme de V̄ sur φ(V̄ ), et envoie x0(p̄) sur x0(p), donc satisfait la condition (i)
de la définition de systèmes quasi-équivalents. Montrons maintenant que (ii) est vérifié.
Le calcul de la différentielle de φ = F−1

p ◦ Fp̄ en x̄ ∈ V̄ donne

Dx̄φ = DFp̄(x̄)F
−1
p ◦Dx̄Fp̄. (A.1)

Les différentielles des applications Fp̄ et Fp vérifient les égalités suivantes,

Dx̄Fp̄f(x̄, p̄) = e1 ∀x̄ ∈ V̄,

f(x,p) = (DxFp)−1e1 ∀x ∈ φ(V̄ ),

d’où l’on en déduit d’après (A.1),

Dx̄φf(x̄, p̄) = (DFp◦Fp̄(x̄)Fp)−1e1

= (Dφ(x̄)Fp)−1e1

= f(φ(x̄),p),

ce qui justifie (ii). Il est par ailleurs évident de voir que φ satisfait (iii)bis. les systèmes
Γ

x0(p)
p et Γ

x0(p̄)
p̄ sont donc quasi-équivalents sur [0, T ]. Mais par hypothèse, ceci implique

alors que p = p̄ ce qui est absurde.



Annexe B

Existence et unicité de la solution du
modèle épidémiologique dans C0

Ce chapitre propose une solution alternative au résultat de well-posedness du Cha-
pitre 5. On considère sur l’ensemble E = [0, T ] × [0, A] × [0, 1], le problème formé des
EDP suivantes,

∂S

∂t
+
∂S

∂a
= −µS − βSK(I), (B.1)

∂I

∂t
+
∂I

∂a
+
∂(c θ I)

∂θ
= −µI + βΘSK(I), (B.2)

où K(I)(t) =
∫ A

0

∫ 1

0
I(t, a, θ) dθda, et des conditions de bords et initiales

{

S(t, 0) = n(t),

I(t, 0, θ) = 0, I(t, a, 0) = 0,
∀ (t, a, θ) ∈ E, (B.3)

{

S(0, a) = S0(a),

I(0, a, θ) = I0(a, θ),
∀ (a, θ) ∈ [0, A] × [0, 1]. (B.4)

On cherche à prouver un résultat similaire à celui du Chapitre 5, à savoir existence et
unicité de la solution du problème d’EDP (B.1,B.2,B.3,B.4), mais dans un espace de
fonctions de régularité C0 et au sens de la fomulation faible suivante, conséquence du
passage sur les caractéristiques du problème,
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S(t, a) =

{

S0(a− t)e−(µt+β
∫ t
0

K(I)(s) ds) for a ≥ t,

n(t− a)e−(µa+β
∫ t

t−a K(I)(s) ds) for a ≤ t,
(B.5)

I(t, a, θ) =







I0(a− t, θe−ct)e−(µ+c)t

+S0(a− t) e−µt
∫ t

0
ec(s−t) Θ

(
θec(s−t)

)
β K(I)(s) e−β

∫ s
0

K(I)(u)du ds
pour a ≥ t,

n(t− a) e−µa
∫ t

t−a
ec(s−t) Θ

(
θec(s−t)

)
β K(I)(s) e−β

∫ s
t−a K(I)(u)du ds

pour a ≤ t.

(B.6)

Définition 13. On appelle solution faible du problème d’EDP (B.1,B.2,B.3,B.4) tout
couple (S, I) satisfaisant les égalités (B.5,B.6).

Dans le but de prouver existence et unicité de la solution faible du problème consi-
déré, on constate dans les expressions (B.5,B.6) que S et I sont entièrement paramétrés
par t 7→ K(I)(t) sur [0, T ]. De plus, l’intégration de (B.6) en a et θ montre que K(I) vé-
rifie une équation intégrale. Nous allons donc prouver existence et unicité de la solution
de cette équation intégrale dans l’espace C([0, T ],R) des fonctions continues sur [0, T ] en
utilisant le théorème de point fixe de Schauder. Puis nous en déduirons existence et uni-
cité de la solution au sens faible du problème dans l’espace C([0, T ]×[0, A],R)×C(E,R).

Dans ce qui suit, C+([0, T ]) désignera le cône des fonctions positives de C([0, T ],R)
et pour Λ > 0, C+

Λ ([0, T ]) le sous-ensemble des fonctions de C+([0, T ]) bornées par Λ.
On définit les notations suivantes qui seront utiles pour la suite,

(i) M(t, a) =

{
S0(a− t) e−µt si a ≥ t,
n(t− a) e−µa si t ≥ a,

(ii) Ĩ0(v, w) =

{
I0(v, w) si v ≥ 0 et w ∈ [0, 1],
0 sinon,

(iii) χ+(s) =

{
1 si s > 0,
0 sinon.

Les équations (B.5,B.6) sont alors équivalentes, pour (t, a, θ) ∈ E, à

S(t, a) = M(t, a)e−
∫ t

t−a χ+(s)(µ+K(I)(s)) ds, (B.7)

I(t, a, θ) = M(t, a)

∫ t

t−a

χ+(s) βΘ(θec(s−t)) ec(s−t)K(I)(s) e−β
∫ s

t−a χ+(u) K(I)(u)du ds

+Ĩ0(a− t, θe−ct) e−(µ+c)t, (B.8)

Nous supposons dans toute la suite que l’application M , respectivement l’application Ĩ0,
introduite en (i), respectivement en (ii), soit continue sur [0, T ]× [0, A], respectivement
sur [0, T ] × [0, 1].
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Considérons l’opérateur L : C([0, T ],R) −→ C([0, T ],R) défini par

L(f)(t) =

∫∫

[0,A]×[0,1]

Ĩ0(a− t, θe−ct) e−(µ+c)t dθda

+

∫∫

[0,A]×[0,1]

M(t, a)

(∫ t

t−a

χ+(s) βΘ(θec(s−t)) ec(s−t)f(s) e−β
∫ s

t−a χ+(u) f(u)du ds

)

dθda,

et la constante Λ donnée par

Λ = A (‖Ĩ0‖∞ + ‖M‖∞)

Nous allons prouver existence d’un point fixe à l’opérateur L dans C+
Λ ([0, T ]) par la

méthode du point fixe de Schauder. Commençons par un lemme traitant de la stabilité
de l’opérateur L.

Lemme 11. L’opérateur L vérifie L(C+([0, T ])) ⊂ C+
B ([0, T ]).

Démonstration. En appliquant le théorème de Fubini-Tonelli on a pour f ∈ C+([0, T ])

L(f)(t) =

∫∫

[0,A]×[0,1]

Ĩ0(a− t, θe−ct) e−(µ+c)t dθda

+

∫ A

0

M(t, a)

∫ t

t−a

χ+(s) β

[∫ 1

0

Θ(θec(s−t)) ec(s−t) dθ

]

f(s) e−β
∫ s

t−a χ+(u) f(u)du ds da.

En notant FΘ la fonction de répartition de la loi Θ, on a
∫ 1

0

Θ(θec(s−t)) ec(s−t) dθ = FΘ(ec(s−t)) ≤ 1,

ce qui nous permet d’obtenir la majoration suivante

L(f)(t) ≤ A ‖Ĩ0‖∞ +

∫ A

0

M(t, a)

∫ t

t−a

χ+(s) β f(s) e−β
∫ s

t−a χ+(u) f(u)du ds da.

En constatant maintenant que
∫ t

t−a

χ+(s) β f(s) e−β
∫ s

t−a χ+(u) f(u)du ds = 1 − e−β
∫ s

t−a χ+(u) f(u)du ≤ 1,

on obtient

L(f)(t) ≤ A ‖Ĩ0‖∞ +

∫ A

0

M(t, a) da,

d’où
‖L(f)‖∞ ≤ Λ.

La proposition suivante est le coeur de la preuve, à savoir l’argument de compacité
nécessaire dans l’application du théorème de Schauder.
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Proposition 14. L(C+
Λ ([0, T ])) est une partie relativement compacte de C([0, T ],R).

Démonstration. On montre pour cela que L(C+
Λ ([0, T ])) vérifie les hypothèses du théo-

rème d’Ascoli. Le Lemme 11 précédent prouve que L(C+
Λ ([0, T ])) est une partie unifor-

mément bornée. Montrons de plus qu’elle est équicontinue.
Dans le but d’alléger les expressions, on note pour toute fonction f ∈ C([0, T ],R),

L(f)(t) = G(t) +H(f)(t), (B.9)

où
G(t) =

∫∫

[0,A]×[0,1]

Ĩ0(a− t, θe−ct) e−(µ+c)t dθda,

et H : C([0, T ],R) → C([0, T ],R) est définie par

H(f)(t) =

∫ A

0

M(t, a)U(t, a) da,

où U(t, a) =
∫ t

t−a
χ+(s) β FΘ(ec(s−t)) f(s) e−β

∫ s
t−a χ+(u) f(u)du ds.

L’application G étant continue sur [0, T ], elle y est uniformément continue, et donc
L(C+

Λ ([0, T ])) est équicontinue si et seulement si H(C+
Λ ([0, T ])) l’est. Montrons donc

l’équicontinuité de H(C+
Λ ([0, T ])).

Pour tout t1 > t2 ∈ [0, T ] et tout f ∈ C+
Λ ([0, T ]), on a

|H(f)(t1) −H(f)(t2)| ≤
∫ A

0

|M(t1, a)U(t1, a) −M(t2, a)U(t2, a)| da

≤ δ(t1, t2)

∫ A

0

U(t1, a) da+ sup
a∈[0,A]

|M(t2, a)|
∫ A

0

|U(t1, a) − U(t2, a)| da

≤ Aδ(t1, t2) + sup
a∈[0,A]

|M(t2, a)|
∫ A

0

|U(t1, a) − U(t2, a)| da,

(B.10)

avec δ(t1, t2) = supa∈[0,A] |M(t1, a) −M(t2, a)|. On a par ailleurs

|U(t1, a) − U(t2, a)| ≤
∣
∣
∣
∣

∫ t2−a

t1−a

χ+(s) β f(s)FΘ(ec(s−t1)) e
−β

∫ s
t1−a χ+(u) f(u)du

ds

∣
∣
∣
∣

+Q

+

∣
∣
∣
∣

∫ t1

t2

χ+(s) β f(s)FΘ(ec(s−t1)) e
−β

∫ s
t1−a χ+(u) f(u)du

ds

∣
∣
∣
∣
,

(B.11)

où la quantité Q est définie par

Q =

∣
∣
∣
∣

∫ t2

t2−a

χ+(s) β f(s)
(

FΘ(ec(s−t1)) e
−β

∫ s
t1−a χ+(u) f(u)du − FΘ(ec(s−t2)) e

−β
∫ s

t2−a χ+(u) f(u)du
)

ds

∣
∣
∣
∣
.

Utilisant à nouveau le fait que ‖FΘ‖∞ ≤ 1, on obtient la majoration suivante de V ,

Q ≤ βΛ

∫ t2

t2−a

∣
∣FΘ(ec(s−t1)) − FΘ(ec(s−t2))

∣
∣ ds

+ βΛ

∫ t2

t2−a

∣
∣
∣e

−β
∫ s

t1−a χ+(u) f(u)du − e
−β

∫ s
t2−a χ+(u) f(u)du

∣
∣
∣ ds.
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De là, puisque
∫ t2

t2−a

∣
∣FΘ(ec(s−t1)) − FΘ(ec(s−t2))

∣
∣ ds ≤ A sup

s∈[−A,t2]

∣
∣FΘ(ec(s−t1)) − FΘ(ec(s−t2))

∣
∣ ,

et
∫ t2

t2−a

∣
∣
∣e

−β
∫ s

t1−a χ+(u) f(u)du − e
−β

∫ s
t2−a χ+(u) f(u)du

∣
∣
∣ ds ≤ β

∫ t2

t2−a

∣
∣
∣
∣

∫ t2−a

t1−a

χ+(u) f(u)du

∣
∣
∣
∣
ds

≤ AβΛ(t1 − t2),

on en déduit que

Q ≤ AβΛ sup
s∈[−A,t2]

∣
∣FΘ(ec(s−t1)) − FΘ(ec(s−t2))

∣
∣+ A(βΛ)2(t1 − t2).

De l’équation (B.11) vient alors

|U(t1, a)−U(t2, a)| ≤ 2βΛ(t1−t2)+AβΛ sup
s∈[−A,t2]

∣
∣FΘ(ec(s−t1)) − FΘ(ec(s−t2))

∣
∣+A(βΛ)2(t1−t2),

qui, reportée dans (B.10), donne

|H(f)(t1)−H(f)(t2)| ≤ Aδ(t1, t2) + A‖M‖∞×
(

2βΛ(t1 − t2) + AβΛ sup
s∈[−A,t2]

∣
∣FΘ(ec(s−t1)) − FΘ(ec(s−t2))

∣
∣+ A(βΛ)2(t1 − t2)

)

(B.12)
Fixons ε > 0, et considérons

ε′ = inf

(
ε

4A
,

ε

4A2βΛ‖M‖∞

)

. (B.13)

Puisque FΘ est continue, l’application (s, t) 7→ FΘ(ec(s−t)), est uniformément continue
sur le compact K = {(s, t) ∈ [−A, T ] × [0, T ], s ≤ t}. De même, l’application (t, a) 7→
M(t, a) est uniformément continue sur [0, T ] × [0, A]. Donc il existe δ > 0 tel que pour
tout (s1, t1) ∈ K et tout (s2, t2) ∈ K,

|s1 − s2| + |t1 − t2| < δ ⇒ |FΘ(ec(s1−t1)) − FΘ(ec(s2−t2))| ≤ ε′, (B.14)

et tel que pour tout (t1, a1) ∈ [0, T ] × [0, A] et tout (t2, a2) ∈ [0, T ] × [0, A],

|t1 − t2| + |a1 − a2| < δ ⇒ |M(t1, a1) −M(t2, a2)| ≤ ε′. (B.15)

On déduit des équations (B.14) et (B.15) que si les temps t1 et t2 initialement fixés sont
tels que 0 < t1 − t2 < δ, alors

sup
s∈[−A,t2]

|FΘ(ec(s−t1)) − FΘ(ec(s−t2))| ≤ ε′, (B.16)

δ(t1, t2) ≤ ε′. (B.17)
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Ainsi, utilisant dans (B.12) les inégalités (B.16-B.17) et la valeur de ε′ donnée en (B.13),

on en déduit que pour t1 et t2 tels que t1 − t2 < min
(

δ, ε
8AβΛ‖M‖∞ ,

ε
4A2(βΛ)2‖M‖∞

)

,

|H(f)(t1) −H(f)(t2)| ≤ ε.

Ainsi, les parties H(C+
Λ ([0, T ])) et de fait L(C+

Λ ([0, T ])) sont équicontinues. Le théorème
d’Ascoli permet alors de conclure que L(C+

Λ ([0, T ])) est une partie relativement compacte
de (C([0, T ],R), ‖ · ‖∞).

Voici maintenant l’unicité du point fixe.

Proposition 15. Le point fixe de l’opérateur L dans C+
Λ ([0, T ]) est unique.

Démonstration. Soient f1 et f2 deux points fixes de L dans C+
Λ ([0, T ]). On note V =

{t ∈ [0, T [, f1(τ) = f2(τ), ∀τ ∈ [0, t]}. Alors V , contenant 0, est une partie non vide de
[0, T [. La continuité de f1 et f2 implique de plus que V est fermé dans [0, T [. Montrons
maintenant que V est ouvert dans [0, T [. Pour cela, fixons t0 ∈ V et considérons ε ∈
]0, T − t0[. Utilisant l’expression (B.9) de l’opérateur L et le fait que f1, f2 soient des
points fixes, on en déduit que pout tout t ∈ [t0, t0 + ε[,

|f1(t) − f2(t)| = |H(f1)(t) −H(f2)(t)|.

Par des majorations similaires à celles utilisées dans la preuve de la Proposition 14, on
en déduit

|f1(t) − f2(t)| ≤
∫ A

0

M(t, a)

∫ t

t−a

χ+(s) β2 f2(s)

∫ s

t−a

χ+(u) |f1(u) − f2(u)| du ds da

+

∫ A

0

M(t, a)

∫ t

t−a

χ+(s) β |f1(s) − f2(s)| ds da.

Puisque t− a ∈ V pour a ≥ t− t0, l’inégalité ci-dessus s’écrit

|f1(t) − f2(t)| ≤
∫ t−t0

0

M(t, a)

∫ t

t0

χ+(s) β2 f2(s)

∫ s

t0

χ+(u) |f1(u) − f2(u)| du ds da

+

∫ t−t0

0

M(t, a)

∫ t

t0

χ+(s) β |f1(s) − f2(s)| ds da,

d’où la majoration pour t ∈ [t0, t0 + ε[,

|f1(t) − f2(t)| ≤ ‖M‖∞βε2 (βΛε+ 1) max
s∈[t0,t]

|f1(s) − f2(s)|. (B.18)

Ainsi, pour tout τ ∈ [t0, t] ⊂ [t0, t0 + ε[, la majoration (B.18) toujours valide donne

|f1(τ) − f2(τ)| ≤ ‖M‖∞βε2 (βΛε+ 1) max
s∈[t0,τ ]

|f1(s) − f2(s)|

≤ ‖M‖∞βε2 (βΛε+ 1) max
s∈[t0,t]

|f1(s) − f2(s)|,
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d’où
max

τ∈[t0,t]
|f1(t) − f2(t)| ≤ ‖M‖∞βε2 (βΛε+ 1) max

s∈[t0,t]
|f1(s) − f2(s)|.

En choisissant maintenant ε suffisament petit afin que ‖M‖∞βε2 (βΛε+ 1) < 1, on en
déduit que pour tout t ∈ [t0, t0 − ε[, maxτ∈[t0,t] |f1(t) − f2(t)| = 0, ce qui prouve que V
est ouvert dans [0, T [. Maintenant, V est une partie non vide à la fois ouverte et fermée
dans [0, T [ connexe, donc V = [0, T [. Par continuité on a de plus f1(T ) = f2(T ), ce qui
assure f1 = f2 sur [0, T ].

Corollaire 3. Le problème d’EDP (B.1,B.2) muni des conditions (B.3,B.4) admet une
unique solution faible (S, I) ∈ C([0, T ] × [0, A],R) × C(E,R).

Démonstration. Toutes les hypothèses du théorème du point fixe de Schauder sont vé-
rifiées. Tout d’abord, C+

Λ ([0, T ]) est une partie convexe fermée de C([0, T ],R), vérifiant
d’après le Lemme 11 la stabilité L(C+

Λ ([0, T ])) ⊂ C+
Λ ([0, T ]). De plus, la Proposition14

prouve que L(C+
Λ ([0, T ])) est une partie relativement compacte de C([0, T ],R). Donc le

théorème de Schauder assure l’existence de f0 ∈ C+
Λ ([0, T ]) tel que

L(f0) = f0.

Si l’on pose

S(t, a) = M(t, a)e−
∫ t

t−a χ+(s)(µ+f0(s)) ds, (B.19)

I(t, a, θ) = M(t, a)

∫ t

t−a

χ+(s) βΘ(θec(s−t)) ec(s−t)f0(s) e
−β

∫ s
t−a χ+(u) f0(u)du ds

+Ĩ0(a− t, θe−ct) e−(µ+c)t, (B.20)

alors (S, I) ∈ C([0, T ]× [0, A])×C(E,R) et vérifient les égalités (B.3,B.4). De plus, par
intégration,

K(I)(t) = L(f0)(t) = f0(t),

ce qui prouve que (S, I) est une solution faible du problème.
L’unicité de la solution est conséquence directe de la Proposition (15).
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Annexe C

Supplément au Chapitre 6

C.1 Une piste supplémentaire d’identifiabilité

Connaissant les conditions initiales (S0, I0), il est possible de prouver l’identifiabi-
lité du paramètre c du modèle indépendemment des autres paramètres, à partir d’une
hypothèse autre que (H1) et (H2). Considérons l’hypothèse suivante,

(H3) ∃ θ̃ ∈]0, θ⋆[, ∃ T̃ ∈ [0,m] ∩ [0, A[ tel que Ẽ = {a ∈ [0, A− T̃ ], S0(a) 6= 0} 6= ∅

et a 7→ I0(a, θ̃)

S0(a)
n’est pas constante sur Ẽ.

On a alors le résultat d’unicité suivant

Théorème 14. Supposons (H3) et considérons c̃ = − 1
T̃

ln θ̃. Alors

∀(p, p̄) ∈ (Q̃)2, O(p) = O(p̄) ⇒ (c = c̄), (C.1)

où Q̃ =]c̃,+∞[×R+∗ ×A0(0, 1) ⊂ P.

Remarque 33.

1. On rappelle que les constantes θ⋆ etm sont définies en (6.7). De même, l’application
sortie/paramètre O est définie en Section 6.2.

2. L’hypothèse (H3) est réaliste car s’avère être vérifiée dans beaucoup de situations
concrètes, comme par exemple dans le cas d’une répartition régulière pour S0 et
une structure par « blocs » pour I0(·, θ).

Le Théorème 14 est prouvé par contradiction. On montre que si les applications sor-
tie/paramètre sont égales sur Q̃, supposer que c > c̄ implique une contradiction avec la
condition (H3), et donc c = c̄. Pour cela, nous exploitons les égalités entre les incidences
pour les individus nés avant la période d’observation (a > t). Plus précisément, nous
obtenons le lemme suivant.
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Lemme 12. Soient (p, p̄) ∈ (Q̃)2 tels que O(p) = O(p̄) et c > c̄. Alors pour tout
θ ∈ [e−cm, 1], la fonction gθ, donnée par

gθ : a 7→
∫ θc̄/c

θ
I0(a, u) du

S0(a)
,

est constante sur {a ∈ [0, A+ 1
c
ln θ] , S0(a) 6= 0}.

Démonstration. Fixons t 6 m.
Des égalités des incidences ī = i à partir de leur expression vue en (6.13) on obtient,
pour tout (t, a′) ∈ [0,m] × [0, A] tel que S0(a

′) 6= 0 et 0 6 a′ 6 A− t,

cI0(a
′, e−ct)e−ct − c̄I0(a

′, e−c̄t)e−c̄t

S0(a′)
=

∫ t

0

X(s− t) βK(I)(s) e−β
∫ s
0

K(I)(u)du ds

−
∫ t

0

X̄(s− t) β̄K(Ī)(s) e−β̄
∫ s
0

K(Ī)(u)du ds. (C.2)

Soit t 7→ h(t) la fonction du membre de droite de (C.2). En intégrant cette égalité en
la variable t et effectuant un changement de variable on obtient, pour tout (t, a′) ∈
[0,m] × [0, A] tel que S0(a

′) 6= 0 et 0 6 a′ 6 A− t,

∫ e−c̄t

e−ct I0(a
′, s) ds

S0(a′)
=

∫ t

0

h(s) ds.

Finalement, le changement de variable θ = e−ct implique que pour tout θ ∈ [e−cm, 1] et
tout a′ ∈ [0, A+ 1

c
ln θ] tel que S0(a

′) 6= 0,

gθ(a
′) =

∫ − 1

c
ln θ

0

h (s) ds,

ce qui conclut.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le Théorème 14. Nous allons procéder
par contradiction.

Supposons que (H3) soit satisfaite et considérons (p, p̄) ∈ Q̃2 tels que O(p) = O(p̄).
Supposons de plus par l’absurde que c > c̄.
Considérons θ ∈ [e−cm, 1[ et la suite {θn}n∈N définie par

θ0 = θ,

θn+1 = (θn)
c̄
c .

Comme c > c̄, θn ∈ [θ, 1] ⊂ [e−cm, 1[ pour tout n ∈ N et donc [θ, 1[= ∪n∈N[θn, θn+1[. De
plus, pour tout n ∈ N, [0, A+ 1

c
ln θn] ⊂ [0, A+ 1

c
ln θn+1] ce qui implique l’égalité

{a ∈ [0, A+
1

c
ln θ], S0(a) 6= 0} =

⋂

n∈N

{a ∈ [0, A+
1

c
ln θn], S0(a) 6= 0}
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D’après le Lemme 12 on en déduit que

a 7→
∑

n∈N

gθn(a) =

∫ 1

θ
I0(a, u) du

S0(a)

est constante sur {a ∈ [0, A+ 1
c
ln θ], S0(a) 6= 0}.

En conséquence, pour tout θ ∈ [e−cm, 1[ et tout a, a′ ∈ [0, A+ 1
c
ln θ] tel que S0(a) 6= 0,

∫ 1

θ
I0(a, u) du

S0(a)
=

∫ 1

θ
I0(a

′, u) du

S0(a′)
. (C.3)

On peut dériver (C.3) par rapport à la variable θ et en déduire que pour tout θ ∈ [e−cm, 1[
et pour tout a, a′ ∈ [0, A+ 1

c
ln θ[ tel que S0(a) 6= 0,

I0(a, θ)

S0(a)
=
I0(a

′, θ)

S0(a′)
.

Mais puisque c > c̃ et T̃ 6 m, nous avons θ̃ ∈ [e−cm, 1[ et T̃ = −1/c̃ ln(θ̃) > −1/c ln(θ̃),
si bien que [0, A− T̃ ] ⊂ [0, A+ 1

c
ln(θ̃)[ ce qui contredit (H3). En conséquence, c = c̄, ce

qui conclut.

C.2 Étude du cas de la loi Beta

L’objectif de cette section est de prouver que la loi Beta est bien paramétrée dans le
sens où elle vérifie les hypothèses du Théorème 12 vu en Section 6.2.

Nous rappelons que la loi Beta est une famille de lois de probabilités continues,
définies sur [0, 1], paramétrisée par deux paramètres de forme que l’on notera λ > 0 et
µ > 0. Sa densité Θλ,µ est donnée par

Θλ,µ(θ) =
θλ−1(1 − θ)µ−1

B(λ, µ)
,

où

B(λ, µ) =

∫ 1

0

θλ−1(1 − θ)µ−1 dθ.

L’objectif de cette section est la proposition suivante.

Proposition 16. Pour tous couples (c, c̄) ∈ (R+∗)2, (α, ᾱ) ∈ (R+∗)2, (λ, λ̄) ∈ (R+∗)2 et
(µ, µ̄) ∈ (R+∗)2, alors

(∀θ ∈ [0, 1], c̄ θc̄ Θλ̄,µ̄(θc̄) = c θc Θλ,µ(θc)) ⇒ (c̄ = c, λ̄ = λ, et µ̄ = µ), (C.4)

et
(∀θ ∈ [0, 1],

c̄

α
θc̄ Θλ̄,µ̄(θc̄) − c

ᾱ
θcΘλ,µ(θc) = Fλ̄,µ̄(θc̄) −Fλ,µ(θc))

⇓
(ᾱ = α, c̄ = c, λ̄ = λ et µ̄ = µ),

(C.5)

où Fλ,µ et Fλ̄,µ̄ sont les fonctions de répartition de Θλ,µ et Θλ̄,µ̄.
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Démonstration. Nous prouvons ici que l’implication (C.4) est satisfaite, les idées de la
preuve de l’implication (C.5) étant similaires.

Tout d’abord un simple calcul donne

cθcΘλ,µ(θc) = cθλc(1 − θc)µ−1 1

B(λ, µ)
, (C.6)

avec une expression similaire pour Θλ̄,µ̄. Utilisant l’égalité du membre de gauche de (C.4)
on en déduit que pour tout θ ∈]0, 1[,

θλc−λ̄c̄ =
c̄B(λ, µ)

cB(λ̄, µ̄)

(1 − θc̄)µ̄−1

(1 − θc)µ−1
. (C.7)

Commençons par faire une étude asymptotique en θ = 0.
Puisque

lim
θ→0

c̄B(λ, µ)

cB(λ̄, µ̄)

(1 − θc̄)µ̄−1

(1 − θc)µ−1
=
c̄B(λ, µ)

cB(λ̄, µ̄)
> 0,

alors (C.7) implique
λc = λ̄c̄. (C.8)

L’égalité (C.7), prolongeable en 0, devient alors pour tout θ ∈ [0, 1[,

cB(λ̄, µ̄)

c̄B(λ, µ)
=

(1 − θc̄)µ̄−1

(1 − θc)µ−1
, (C.9)

et en particulier pour θ = 0 on obtient la relation

B(λ̄, µ̄)

B(λ, µ)
=
c̄

c
. (C.10)

Effectuons maintenant une étude asymptotique en θ = 1.
De l’équivalent suivant,

(1 − θc̄)µ̄−1

(1 − θc)µ−1
∼

θ→1

c̄µ̄−1

cµ−1
(1 − θ)µ̄−µ,

et de (C.9) on en déduit
µ = µ̄.

Ainsi (C.9) est prolongeable en θ = 1 et donne pour θ = 1,

B(λ̄, µ)

B(λ, µ)
=
( c̄

c

)µ

. (C.11)

Les relations (C.10) et (C.11) impliquent

( c̄

c

)µ−1

= 1.

A partir de cette égalité, deux cas peuvent se produire.
Tout d’abord supposons que µ 6= 1. Alors nécessairement c = c̄ et l’égalité (C.8) implique
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λ = λ̄.
Supposons maintenant que µ = 1. Un simple calcul d’intégation donne alors

B(λ, 1) =
1

λ+ 1
,

et (C.10) devient
λ+ 1

λ̄+ 1
=
c̄

c
.

L’égalité ci-dessus conjuguée à (C.8) mène alors à c = c̄ puis λ = λ̄, ce qui achève la
preuve.

Remarque 34. Dans le cas des Théorèmes 11 et 12, nous nous restreignons à l’ensemble
des paramètres (λ, µ) tels que λ > 1 et µ > 1 car par hypothèse la loi Θλ,µ ∈ A0 (voir
par exemple la Section 5.2).
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Annexe D

Rappels en théorie des semigroupes

Pour plus de détails concernant les rappels de cette section, voir par exemple [51].

Soit X un espace de Banach et un opérateur A : D(A) → X. On considère pour
x ∈ X le problème de Cauchy suivant,

{
du
dt

= Au(t), t ≥ 0,

u(0) = x.
(D.1)

Définition 14. On suppose que (A,D(A)) est générateur infinitésimal d’un C0 semi-
groupe (T (t))t≥0. On appelle alors

– solution mild de (D.1) une fonction u ∈ C0([0,+∞[, X) donnée par

u(t) = T (t)x, (D.2)

– solution forte de (D.1) une fonction u ∈ C0([0,+∞[, X)∩C1(]0,+∞[, X) donnée
par (D.2) et satisfaisant u(t) ∈ D(A) pour tout t > 0.

Nous avons le théorème d’existence et unicité suivant relatif au problème (D.1),

Théorème 15. Soit (T (t))t≥0 un C0 semigroupe de générateur infinitésimal (A,D(A)).
Alors,

– pour tout x ∈ X, le problème (D.1) a une unique solution mild,
– pour tout x ∈ D(A), le problème (D.1) a une unique solution forte.

On considère maintenant pour u0 ∈ X le problème perturbé suivant,
{

du
dt

= Au(t) + f(t, u(t)), t ≥ 0,

u(0) = x,
(D.3)

où f : [0,+∞[×X → X est continue en temps et satisfait une condition de Lipschitz en
u.

Définition 15. On suppose que (A,D(A)) est générateur infinitésimal d’un C0 se-
migroupe (T (t))t≥0. On appelle alors solution mild de (D.3) une fonction u ∈
C0([0,+∞[, X) donnée par

u(t) = T (t)x+

∫ t

0

T (t− s)f(s, u(s)) ds. (D.4)
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Nous avons le théorème d’existence et unicité suivant relatif au problème (D.3),

Théorème 16. Soit f : [0,+∞[×X → X continue en temps et localement lipschitzienne
en u uniformément en t sur tout intervalle borné. Si (A,D(A)) est générateur infinité-
simal d’un C0 semigroupe (T (t))t≥0, alors pour tout x ∈ X il existe un tmax ≤ +∞ tel
que le problème (D.3) a une unique solution mild u sur [0, tmax[. De plus, si tmax > +∞,
alors

lim
t→tmax

‖u(t)‖ = ∞.

Abordons maintenant la notion d’opérateur dissipatif, car l’on dispose de critères
nous assurant que ces opérateurs sont générateurs infinitésimaux de semigroupes forte-
ment continus.

Définition 16. L’opérateur A est dit dissipatif s’il vérifie

‖(λI − A)x‖ ≥ λ‖x‖, ∀x ∈ D(A), ∀λ > 0.

Remarque 35. Si l’espace X est un Hilbert, alors l’inégalité ci-dessus est équivalente à

Re (Ax, x)H ≤ 0, ∀x ∈ D(A).

Le théorème de Lumer-Phillips suivant donne une condition suffisante pour qu’un
opérateur dissipatif soit générateur infinitésimal d’un C0 semigroupe. On trouvera les
détails dans [19].

Théorème 17. Supposons que l’opérateur (A,D(A)) vérifie

D(A) = X,

∃ω ≥ 0, (A− Iω) est dissipatif,

∃λ0 > ω, (A− λ0I) est surjectif.

Alors A est générateur infinitésimal d’un semigroupe (T (t))t≥0 satisfaisant

‖T (t)‖ ≤ eωt.
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