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�����) 	� �1���� ��#��� ��� ��#�������� #��#������ �� ���� �� �������������� �� �.�#��/���

�� ���� ���� �� ���#����� �� ��#���@� ���) �������� � ������ �� ������ � ��������

��� �� ���������& ���� �� ���#�� �������& - �.��  � ������ ��� �.������ �:� ��� ���

#� ����� ��� ��� ������� �� ���/���� ��  ������ #?#�����) �� ����#��#� ��� ��?� - �.��2

����� ���� ����� ��� �.�1������� ��� �� #������ �� /��� ���� #�������#� ��������� ���

���� �� ������ �.��� ���������� #������������ �� #������� ��#����� �.�#��/���)

�������� ��1 #�� ��������� �� ���� �.�/����� ��� �����#������� �� �.�#��/��� �� ����

��� �� #�� �� �� ��1 �����������& �.����� �� �.�/������� �.�#��?��� �� ��� �� - ���

��������� �.������� �� ����& �� �9�� ��� �#��� ����� #������� ���� �����#������ ��� -

�������� ��1 ��������� ���/�����& ��� ��� �##����� ������ ��6- ��������� ��#������ *

2 ������ ���� ��� #��������� �.��� #�������#� �����#������ �� �.��/������ ��� ;

2 ��� �9�� ���/��� 6���� ��� ���/���� �����#� ���� ��������� #�� ��6�#��, ;

2 ������ ��#�  ��������� ����2�� ,�� ���� ���� �������� �� ���,�� ��#� ��� ���2

��� ���� �� ���������� ;

2 �� ��#���& ���� ��������� �.�1� ��� �� �����#��� �� <?��� F3>>8G& #�  ��� ,����

�� ����� ��� ��� ��� �� - �������& ������ ��� #������ ���� #� ���������,& ���/������� -

�����,���� ��� ��6�#��,� ��/������ �����1 ������������ ���� ���� ������ #� ��� �����

��� ������#��/�� �� #�������#� ��� �#��� ��� ���������� ;

��� ,��� ��� ����� ��� ��������� �.�����E�& �� #��/���� �� ����� ���� �� #���� �.���2

�?�� �� ���� ��������� - ���� ������ ���) �.�#��� �� �� �.��/������ ��� ��� #������� ���

�� ���#������ ��� � ����� �� ���� ������ /������ �.������ - ����������� ��� �#��� �����)

+�� � ��� �����#��� ���������& ��� ������ ���� ,������ ��� �� ������� �� �� #�������#�

��� #���� �� ��##�� ��������� �� ������ ���� �� ����� ��#������) �� #���� �.����?��

�� ��/��� �� ,��� �����#������ ��� ������ ��1 ������ ������� ��/������ ������� ����2

#��� ���� ���� ���� ��  ����� �I �� ��� �� �� �������#���� �� �������� �?�� ���� ���

�1���� ����� �� ������ �#��� ���� �� �� ������ ��/������ ������) �� �.�#��/��� �� ����

F�����#����& #����  �����G �@�#�� �.��/������ ��� ��� �� ����� �� �.����������� �� ���2

����#�� ���������� �� �� �.� ������ �� ���������& �.��/������ ��� �1��#� - ��� ���� ��

�@�� ��� �.�#��� �� �� ��� ��� ��J���#� ��� ����� ��� ��� �.�#��/��� �����#��/�& ��

���� ��� ,�#���� �� �����#���� �� ��.�1���������&  ��� �����& ��� �� ����2E��� ��� ������

��� #����  ��� ��� ���/�#�� ��/������ �����1)

K��������� ���& ���1 ������� #��������� �.������ ��� #�������� �� ��/������ ���

�� �� ����������� ������������ �� �� ������ ��/������ ������ ���� ���  ������ �� #����2

���#�) �� ��� ���� �.��� ,�#������ ��� �� ������ � �� �.�1���������� �� �������#�� ����2

������ ���������� F/��� ����  ��� 
������� B3>8"C& ����L B3>87C �� �������� �� K���

B3>87CG �D� �� �.���/�� #����� ��� #��#������� �1��E �� �� #��� �� '� � ��� ��#�  ��2

������ ��� #�������#� ����� #�  � ���� � �� ��� - �� ����������� �� �.��/������ ���)

�� ��#���� #�������� �.��������� ����9� ��1 ������ ������� ����� - �� ���������& ��2

"
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������ ��� ��������� #�  � ��� ����� �� ��� ����������� - �� #�������#� �#��� ����

F/��� ��� ���/��1 ,��������� �� <����� �� ��) B3>83C& ������� B3>8"C �� A��#M B3>88CG) ��

������� #�� � �� ��#���#�� � #���� �� ��/������ ��� �� ���� ���#��#������) 	� �1����

��6����.��� ��� ����������� ,���������� ��� ������ ��� ��������� ������ ���#���  ���

��& ����� ���/��� �.���#��� ������ ��� ���� �� ������ ��� ����#��� ��� �� #� ������)

�� ����� #� ����� ������ #��������) �� ��� ��� #������� ��� ���#��� ��� #����#��

- ��� ��/�� ��� ���/��1 �������� �� �������� ����� #�������#� �� ��/������ ���& ���

#��������� �.��� #�������#� ������� �� �� �9�� �� �� ��������� ��/������ ������) ���

����� #�������� ���/���� #���������� ��� #������������ ���������� �� �� �����)

�� #������� I ��� �� ���/�� �� �� ����������� ��� �� �������� ����� #�������#� ��

��/������ ���) 	� ��� �������� �� �#����� ��� ���/��1 �� ,��#���� �� �?�� ��  �����������

� ���?� *

2  ������ �� #�������#� F�1�����G ���#�������� � �� '� ��? B3>!5C& ���� B3>%4C&

<��� ��� B3>%4C&

2  ������ �� #�������#� �������� F���� '� �� B3>5%C& ��#�� B3>55C �� '�����

B3>>3CG&

2  ������ - ����������� � �������� � �� ������ B3>78C& �� ������ B3>45C& ��� ���

B3>%4C)

�.�������#���� �� �.��/������ ��� ���� ��  ����� �� #�������#� ���#�������� �����

�� ��� ��� ����N� ��� �������� ��� �1������ ����� #�������#� �� ��/������ ���) �� ���2

������ ��� �������� ���  �������� #�  � �� ������� ,���� �� �� �����#���� F<�����

�� ��& B3>83C& ������� B3>8"CG�) ���� ���� E��� ����������� �� ���� ��� J�1 �� ���� ��

���� ��� ���#M �� #��������& ���� ����� ��� ���� ��� #��& ��� ����#� �� ���������� ����

��� ������) �� �������� ����#���� �� #� ��� �� ����������� ������� ��� �.����������� �� ��

�� ������ ��/������ ������ ���� ��  ����� �� #�������#� ���� ��� �� ������� ��� ��

�@�� �� ��/���) �.�#��� �� #��/���� /��� �� ���� �� ���� ��� � #���#������ ��� ���

 ������ �##� ������� �� #������ �� ��� ������ �� �� #����  ����� ������/� ��� - ��

����� �.��  ���D��) ����� ��������� �.�1������ ��� �� �������� �1��#�� ��� ��� ��  ����

��/������ �����1 ��� �� ������ �#��� ����) �����2#� ��  ���,���� ��� ��� �� �������

�� �.��#������� - ��/����� ���# �� #������ �##� ���) �� ��#��� #������ #��#���� �� �9��

��� ���/���� �����#� ���� �.�����/������ ��� ������������� ���� ������������ ��� �1���2

������� ��/������ ������� ��� ������� �� ��/��� �� �.�#��� �� ��#����������) �� ,���&

��� D� �� �� �� ����##����� ��� ��� �����#������� �� ���� �#��/��� ��� �� ����2E��� ���

������ /�� �� ��������� ��.����� � ������ ��& �.�#��� �� �������� ��� ��/���1 �� ���2

��#����& �� #������ �� �� #����  ����� ������������� ���������� - #��1 �� �.���� � 

��#��� F������� B3>8"C& O�� ��� +���� �� P������� B3>>3CG)

�"���� ��
������ ���	�� �����	#
��� ��$�� ��� �� ��%�� 	� � ���������� �&
��' ()*++,� -�������

�� .��������� ()**/, �� ��$�� %
������ 	� � ������������ �"0�
 ()*+1,� &��
���� ()**��, !
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+�� #�����& �.�������#���� �� ����##�������� ��/������ ������� �.�@�#�� ��� ��

#�������#� �� ���� ��� � ������� �� ���1 �� #�������#� ��� ������� ��� ����� ��� ��� ���

/�������� �1������ * #�������#� �� �� ����������& ������� ��#������ �1�����) �� ��#����

��1 ������ ���� ,������ ��� �� ������� �� �� #�������#� �������� ��� �� ���#��� ���

�.�����,����� #���� ����?��)

��� ��� ���� ��#���� �� �.�@�� �� #�� ����##�������� ��� �� ���1 �� #�������#� �#���2

 ���� ������� - ��� #��#������ ����9� ����� ���� ����� - �� �������� ����� #�������#� ��

��/������ ���) �� #�������#� ���������� �.��� ���� �� ����� ��� ��.�� ������� �� ���������

�� ��� ��  ���� ��.���� �##������� ��1 ������ FP������� B3>>4C& ��#��� �� '�������

B3>>4CG) +�������� ��������� ��� ��� ��������� �D� �� �� ����� - #���� �� ���) +�� � ���

���� ���� ��� ���� ,�����  ��� ��/�����& D������ �.������ ��� ���� ��� �#��/���� ��

����������� F(����� �� � ������ B3>>"C& ��#��� �� '������� B3>>4CG �� �� ��#���#�� ��

��#���������  ���� ���������� F���� B3>>4C& A�/������ �� � ������ B3>>4CG) �� ���2

 ����� �� #�� �#��/���� ��#������ �- ��#��� ��� �����/������ ��� ���/���� �����#�& �����

#������ �� #������� �.�#��� �� ��� �� /��� �.��� #�������#� �����#������ �� �.��/����2

�� ��� F������� B3>>%C& (����� �� � ������ B3>>%CG) ��� ��������� #��D� ��� ���#

��.��� #�������#� �������� �� ������� ��� �������� - #�������� �� ���6������ ��  �2

���� �� �� #�������#� �� ���#����� �.�##� ������� �� �� ���������) �� ����& �� #������

�� ��� �� ���/��1  ������� ��.��� ��,�� � �� �� ��������� ��/������ ������ F������

�� �� ��1� ��� ��� � �������G �� #�������� ��� ��#������� ��� �� ,���� - �� #�������#�)

���� ����  E � ���#���� �� ������ ��/������& �� ���� �.��� ������ �� ������� ��

���1 �� #�������#� �� �� �� ������� �� �.��/������ ���& ����� �.��/������ ��� �����

���� �� �����#���� �� ���� ��.�1��������� ������/� FA�/������ �� � ������ B3>>%CG ��

���� ����� �.������ ��� �� ���������� /���� �������� �� ���� � �� ��1�� - �.������� ��

����������� FA�/������ �� �� ����6 B3>>8CG)

�.�����E� ��  ����� �� #�������#� - ����������� � ��������& ������/� ��� ��1  �2

����� �/�# ����� - ����� �� /�� ��D���& ��� �� ������ �� �� ������ ��������������������

� ���������� ��� ��.�� ��� �������� �.��/������ ���) �?����� ���& �.��������� #��#��2

������� ��� ���:#�#� �� ������ �� �.��#���#��� ��� ������ -  ������ ��� �����#������� ��

���� ��� � �� ����� ��#������) ��� ���/��1 ��� #� ������ #���� ����������� �@���� �����

�� �/������ ����= �����& �� ��� #� �������� �� �� ���,�� ��#�& ���  �?��� ���� �������

�� ���������� ���� ������������ ��� �@��� �������������������) �� ,���& �� ������Q� ��� ���

������ ���� ��  ��#��& ��1�� �� ��� �� - �������& ��� ������ �� ��#���������� �.����2

 � ��#��� F��#��� B3>>"C& A�������� B3>>4�C& ��� B3>>%C �� R��/�� �� ��& B!$$!�CG�)

�����,���& �� ��##�� �� �.�����/������ �������� �1��� ��.���� ����/� �� �� #� �����#�

�.��� ����� �� �����D#����� �  ����� ����9� ��� �� #���� �.�� ���/���� ��� - ����=��

��2�� �� 	�� 
�������	������ �%���3���� �$��%����� %��
 ��
����
 $�4������ 	$��� 
��������

%�
 �� %�
��� �5����� �� ��� (����, !
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�� /�� D�� FR��� �� ��& B3>>4CG) ��  E �& �� #�� �?��� �� ��� ��/��� ��� #�������

�:#���#� �#��� ����& ��� �� ���� ��� ���� ������ ������� �� �����#� �� �.������ ��2

������������������ FK�L���� �� 
������� B3>>!CG) 	� ��� ����� ��� � ������� �� �����

��� �.����?�� �� �.�@�� �.��� ��,�� � �� �� ��������� ��/������ ������ ��� �� #����2

���#�& ��� �1� ��� ���� �.������ ��� ��� ��& #������ - ��� ��������� ����= ��������

�� #��1 ��� ������ ���#�������& ���� �� #�������#� ��������) (������� ���& �� �1����

�� ����  � ����� �##� ������� �� #������ �� ����#���� �� �� ��������� FR��/�� �� ��&

B!$$!�CG ��& ���� #������� #��& ��� ��������� ���� ��/��� ����  E � �/��� ��� �����#��2

����� #��������� - #����� ��#� ����� �� ���/������ ��� ������ �� #������ �� ��� ������

�� �� ��������� ������������� F��� B!$$!CG)

�� �������� ������ �� #������� I ������ �.��� ������ ������ �������� ��� ��@������

�� #����� �1������ 6����.- �������) ��� ������ #� ������ �� ��� �� �� ����������� �.����2

������� ���6���� - �� �������� ����� #�������#� �� ��/������ ���) ���� ��6�#��, ������ ����

���#��� ��� ���� �� ����� ������� ��� ,���� ���� ���������� �� �� #����� �� <�=����

��/������ ������ F�<�G) ����� �������� �� ,�� � �� U ��/����& ����� �� #��#���������

�� #������� ��������� �� ��/��� ��� �E��& � ��� ����#��� ��� �� �� ������� ������ � 2

�������� F���� (���� �� �� <������ B3>>"C& B3>>4CG �� ����� ��� ������ 90�) �.������

�� �� ������� �� �� #�������#� #������� -  ������ ��� ��� #����� ���� �� ���� � ������,�

���� - ��� �#��/��� �� ����������� ����& - �.�������� �� ��#���������  ���� ����������

���� - �.������� �� �.� �����#� �.��� ����� �������� FR��� �� +�##������ B3>>7C& ������

�� ���� B3>>4C& ���M�? B3>>5CG) ��� #������������ ����/���� ����� ��� /����� ���� ����

�� �� �������� ����� #�������#� �� ��/������ ��� ������� �.��������� �.��� ����� #�����

������� ��.- ������ �.�� #������ ��/��� �� ��/���& �� #�������#� �.�##� ������� �.���

������ �� �� ���������) ���������& ��� ������ #������ ���� E��� ������� ��1 ��������� ��

#�� ���/��1) �.�����& ���  ������ �� #�������#� ��� �������� �� �<�& �� �������� ���

������ �� �.������#���� ����� #�������#� �� ��/������ ���& �� ���#��� ���� ��� #���������

������������ - ��� �1�����#�) ������� �� �������& �� �� ���� ��� #�����/����& ���� ���

���#������� � ��������& - ������ �� �� /������� �� �� �.�1�����#�  E � �.��� ����� ����2

���� F+�� �� �� ����� B!$$"CG) ��� ����& �.��������� �� �� �<� �.��� ��� ,��#� ��� ���

��������� ��������� ���� ���  ������ #��������� F����� B!$$"CG)

�� �?������ �� �� ����������� ���/���� ���� �� ��� ��� #������� ���� � ��� �� ��

������� ���1 ������ �� ��#���#��& ,���� ��� �����& ����:��  ��� �1������� 6����.�����)

��$��������� ��� ����6���	 ��� �7������� ��� � ��������! 8��� �� %
����
� ���	�� 	� $��	���
���6
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�� ��#��� #������� ��� �.����� #����#�� - ��� �/�������� ��� �����#������� �� �.����/��2

�������� ����������� �� �� ��������� ��� �� �������� ����� #�������#� �� ��/������ ���) ��2

�����& �� ������ ������ ��� ���� ���������� ���� ��� ���1 #�������� ���/���� #��#����

�� ���,�� ��#� �.��� ���������� �� �� ��������� ��S#� - �� �?��� � �� ��� �� - �������)

�/��� �.������ ���� �� ������ ���� �� #������ �� #�� ����� #��������& �� ��� � �������

�.� ����� ��� �� ����� �?��� ����� �� #���� �.����?�� ������ ���� �.���� ��� �� ���

���/��1) ��� ������ ,������ ��� �� ������� �� �� #�������#� �� ����� ��#������������ ��

�������������� ���� �������� ��1 ��������� ��� ���� /����� �� �����/��) ��  ������

�#�� ������& �� ��� �������� �� #������ ���  ������ ��.�@�� #���� ������� �� ���1 #���2

������ * ���  ������ �/�# ����� - ����� �� /�� ��D��� �� ���  ������ - ����������� � ���2

�����) ��� ���/��1 ��� � ������� �� ��� ��� �?�� ��  �����& �� ��������� ��� �� �����

�� /�� �� �.����� #�T�#��� �/�# #���� �� �.��/������ ���& �� ,�#������� ,��#� ��� ��� ��

�� ������ �������������������� �� ������ �� ���� - �� ���������) �� ,������& ��� ��������

�� �� ������ �������������������� ��� �� ����� �������� �� #���� ��� ������ ������� ��2

/������ ������� * ��� ��#������ �#������� �@�#���� ��� ����� ��� �.��/������ ��� ����

����D#���� ��� ����������� ���������  ��� �����& #���� ���� ���������� ��� �����������

,������) ����� ����L B3>5%C& ��  ����� - ����������� � �������� ��� �� #���� #��#������

�� ���� -  E � �� ������ #� ��� �� �.����#� ������������������ �������� ��1 ������ ��

�� ���������) ����� �����/����� � ,���� ����� #���1 �� ��#����� ��  ����� - �����������

� �������� �/�# ��������� #�  � #���� �.����?�� #�  �� - ���� ��� ���/��1) 
����

#��/�#���� � ��� �������� ��� ���,��#�� ��� �� #������ ����� ������ �� ������� ��� ������

����������� - ��� ��#���#��� ��������� #� �?�� ��  �����������)

�� ��� ���� ����� �� ��#���#��& ��6�� �� ��#��� #�������& �� ,���� ��� ��  ��� ��

�����& � ��� ��� �� �� ����1 ������� F���� ����L �� ��& B3>>4C �� �������� �� �U���

B!$$!CG& #����� ����� �������������� �S��/� �� �� �<�) ����� �������� �� �U��� B!$$!C *

.$�� 
�	�� ���� 8��� �����	 �� �� � #��� �	�8� �	�
 ��� ������ 9�� ��� �� �	��
�����

):���� �	 �; �� ���� 	���	�� ���	������� �� 	� �	��#�� � ���	��� ��� ���� -� 8��� ��8%

/�	�� ��� #� 	����� ��� �� 	�� ����� �� ����	 �� -� 	���	� ��& $�� �	��
����� �� �����&

,��	��� ��� ��� ������� �	� �	������- � 
������������ �� ������ � ����#��< �	�������%

8���� �� �	� ����� 
���� ��� �	������ �� ���������� ��	�������& 1� �� � ��	�� ��
���

8�	� �� #� ��=����� �� �� ����-���
 8���� �#����- �� ������� �� ����������� �� �� #����

�#� � ��
� ��	������ �� ��% ��� ���������� 8��� #� �		� �	��#�� &&& ��� 	�����������

�
#����� �� ��� /)+ ��� �� #� 	�������.) �����& �� ������  E � �� #����� �� <�=����

��/������ ������ ���� E��� ��6���� ��� ��  � ��� �I �.�� �� �� ��� �.�#��/��� �� ����

��� ���#������� �� ���/����� ��� ��  ���� ��/������ �����1 ����/��������) ��  �

���� �.�/��� �������& ��������� ������ ��� ����� �.�������� ��� �1���#����� ���������

�� �.�1�����#� �� �� �<�  ���& ,��#� ��� �� #�������� ��.��#��� �.������� �� �����������

�.��� ����/���������� �� �� ���������)
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���� ��6�#��, #������� ���#��� ��� - ����������� �� #���� �.����?�� �.�� ���  ������

,��������� �� #���� �����������& - ��/���& R��� �� +�##������ B3>>7C) ���� ��  ����� -

����������� � �������� �/�# ���������& #�� ������� �� ������� �.�1�����#� �.��� �<�

- ������ �.�� #����� ��� �� ���� �& ���� �� �� �?�� ���� �� ����������& �@�#���� ���

�#��/��� �� �����������) ��  �#���� � #������& ���/������ �� ������� �� ����  �����&

������ ��� �� ��������� ����� ������� �� #������ ��?����� �� ��/������� ��� ���� ��

�����������) �� ,��#���� ��� ��/���1 �� ��#����� �� �� ������� �� �.��/������ ���& ���

����� ����� �����#��/� ��� �� ����� ��� #���������� D���#���� �� ��/������ ������ ��2

���� ��� ��� ������ ���/��& #��12#� ��#����� �.��/����� �� ��� ���� �� �����������) �����

��#����� ��J���#� �� ������ - �� ,��� �.�##� ������� �� #������ ��?����� �� ��������)


���  ���D��� #� #���� �.����?�� �� �����N��� - �.�?������� �.��� ���� ������� ����2

����� �� �� ��������� - ���1 #������� �� ���D� �.��� ,��#���� �.���� ������� �?��� ���

,�� � �� U ��/���� F���������� ����  ��� ��� ������� B3>84C �� ��/����� �� P�������

B3>>%CG) �.����/���������� �� #���#������ ����� ��� �� ,��� ��� �� #���#��� �� ������������

��������� ��� ��D����/� ��� ��������� �� ���- �.�� #������ ����� �� ��  ���) ���� #�

#����1��& ���� ���� �@��N��� �� �������� - �� �������� �� ��/��� �� ���� �� ��������

�1���#���� �� ���#����� ������� �� ������������ ���� �� ����� �� #���� �.� �����#� ��

�� �<�)


���  ������� �.����� ��.�� �1���� ���  �������#��� �.���������� ��1 ���������� ���2

 ������ ��� ��������) �������� �1������ ��� ������� �� �.��/������ ��� ���/�� ������

��� �.������ ���������� �� ��/������ ��� ���� ������� ��� �������) ��� �?������ ���

���������� ��� ����������  ����� ��� ��� ��������� ����#���� - �� ��/��� �� ���������

����/������� #���������� ��� ������� �� ���/���� - �� ,��� �#��� ����� �� �#���������)

�����& �� �.�����#� �� ����������& �.�#��� �� ���������& ����������� ��� ��� ��� ��

������ �.����/����������& ���� #����Q��� �� ���#����� �� ��/������ ��� �� #���������

/��� �� ���� �� ���� ��� � ��1 #���#�����������  ����#���) �� ��� ��� �������� #�����2

��� - �� ����������� ��� ��� ������� �� ���/���� F/��� �=������� �� ���#����M� B!$$4C

���� �� ���/��G) �� �@��& ���� ��������� �� ����� ,�#���� �1���#���, �� �.���������� ��

�������& - ��/���& �.�1�����#� �.�� �@�� �� ����� 6����� �� ��/��� �� �� ��� �� ������������

�� �� ������)

�.����?�� �?�� ���� #�������� ������� ����� ��������� ����� �������� �� �<� �.���

��� ��%���� $�7������� 	� 	��7 %����� 	� 	����%%����� 	���������! 8��� � %
���#
� �%��
 ��

������ 	� 
������� ;�� �� �� ����
�������� ���� � �� ������ %
��������� ��
 ������������ �� 	�6

�
����� 	�� ��������� 	� 	�%������ �� � �
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�	����� 	� $��6

��
��������! ��� 9��� ��� $�������� ������� �� ������ ��4���� 	� 
������� ��=�� ��;�� �� 	������

����
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���� �� ����� ����� �� ����� #� ��� �� �.����/����������) 
��� �������� �� #��������

��� ����� �� #����� �� <�=���� ��������� ������������ �� ���6�#����� �� #��/�����#�

/��� ��� ������) �.�1���#����� �� �.� �����#� �� #���� �������� ��� �� ���/����) ����

��� ������ �� ��/������ ��� �I ��� ������ �.��� ��� ��:��  ��� �.��#�������� - ��2

�������& �� #�������#� �.�##� ����� �.��� ����������� �� �.��/������ ���) ����& �� ���

/����� ������ ��� �� �����, ��/������ ����� �##� ��� ���� ��� ��� �� ����� #������� ��

��  ��� ���� �������) ��� ����& ��� ,��� ��� �.�#��� �� �.������ ���� ��� �#��/��� ��

�����������& #�� �@��� �� ��:� ��� - �� ��� ���� #����� �� #��/�����#� /��� �� ������)

�.�@����� ��� �� �� ������� �� �.��/������ ��� ���/���� �� ������ ��� ����� �� ��#��2

���� �#��� ���� #�� ��� ������ ���� #��������� �� #����#���& �� /���& ���6���� ���� ��

�������#�� - �� ����������� �� ����� ��� �� �.�������) �� ��#��� �������� ,��� �#�� - ��

 ��� �� ����� �� �������� �� �U��� B!$$!C �� #�������� �������� ��� ��  ������ ����/��

��� �� �<� * ��� ��.�� �� �� �� ����������� ����/���������� ��� ��  ���� ��/������2

 �����1& �� ��� ������ /���� ��������1 �� ������ ��.�� ���� ���6���� �������� �� ,����

 ��#�� ������� �� ����� �� /�� ��� ������������ ������� #������ - �.��/������ ���)

�� ������� � #������� #�������� �� �������� ��� ������� �� �.����� ���#������) ����

�� #������� II& ���� �/��� ����  ���  ����� ��.��� ����� �������� �� ��/������ ���

�#��� ����& �� �.�����#� �� #����9�� �� �� ���������  ��� �� ������#� �.����/����������&

����� �.�##������& - ���� ��� �& - ��� ������ �� ���/���� �#��� ���� �� �#��������)

�� ��� �������������� ������� ��� �S��/� �� �� �<� � �� #������� #������� �������

F���� A�#M�� �� B3>>!C& +���?���� B3>>"C �� A������� B3>>7CG - ������ ����� ,�� �

�� ���������� �� �� ���������& #������� �.�����/�� ��� #�������#� �#��� ���� �� ���

���/����#�& #� �������� ���� ��#��� ����9� - #�� �� �� ��#������ �.��� �����/������ ���

���/���� �����#� ���� �� ������� ��� ������ �� �� ���������) 
��� ��/�������� ��#���

��  ����� ������� �� ������������ - ������� �� �?��� � �� ���������� �� �� ��������� ����

��� �.������������ �.��  ��#�� �� ��� �� - �������) �� ������ ������ �� #� #�������

�� ��#���� ����� ����� ���1 ����##��������) 
��� #���#���� ���� �� ��� ��� �� �� -

��/��� �� ��� ����� �����/������ ��� ���#������� �� �������� �.�#��� �� �� �� ���/����

�.�� ���� �� ���� ��� � �?��� ��� #���#����������� �.��� ������) ���� �� ��#��� �� ��&

���� ������� ���� ������� ��� ��  ������ �.�@�� �.��� ���������� ��� ��� ��� �� ���

�� ��/������ ��� �� �.�#��� �� ���������) 	� �1���� ��� ����������� � �������� ��� ���

�@��� �.��� ��,�� � �� �� ��������� ��/������ ������ ��� �� #�������#� FA�/������ ��

� ������ B3>>4C& B3>>%C& A�/������ �� �� ����6 B3>>8C& R��/�� �� ��& B!$$!�C& ��� B!$$!C&

B!$$"CG) 	� ���� ��� #��������� ���� ����������� �� ������ ��� ��������� ��� ������� ��1

#������������ ����������� ��� �� ��6��)

���� #� #���� �.����?��& �.�#��� �� ��������� ��� ����������� ��� ��6���� �� ������

�.��������� ���1 ������� �� ������ ��@������) �� ��� ���� ������ #��������� ��1 ����2

������ ������������� ��� ���������� �� ��/��� �� ��#����� ��� �� ��� #��#��������� ��

>
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�������� ���������� �� ����� �.����/���������� ��& �� �������� �.�#��� �� ���� �� �������2

���) �� ��#���� �.��������� - ��� ����� �� ������ V��? ��������V ���� ��  ����� �I

���� #�T�#��� �/�# �� ������� �� F��G#�������#�  ����� ��� ��� ������ ��������� ���

�� �� ��������� �##� ������ �.��� ������� #������� �� ��/��� �� ��#�����) 	� ������Q�

��.�� �1���� �� ��/��� #������� ���� ��� � ������� �� ��N- ������ �� #��/�����#� /���

��� ������ V������������V ��� ��������) � ����	�	��& #������ �� ����� ������ �.� ������

��������� - #� ����� ��� ��:���� ���� �1#���� �.�1�����#�  E � �� #� �?�� �� ������) ��

����& �@��� ��1 D� �� ���������� �� ����� �� ���� ��� �� ���- �� ����� � �E#�� ����� ���

�.�#��� �� ���� ������ ��� �� ������ V��? ��������V ����/� ��.���� �/����& - �.�������

�������& ���� �� ��/������ ��� ���/������)

����� ������ �� �.����� � ��� �� �� �������� - �� ��� ���� �������� �� ������� ���

#��������� ���� ���������� ��� ���������� ��� ��� ��� �� �������� �.�����#� �� �������)


��� ���� ,�#������� �������& - ��  ������ �� R��/�� �� ��& B!$$!�C �� ��� B!$$!C& ���

�.����?�� �� �.�@�� �� #���1 �� ����� �.� ������ ��� ��� ���������� ��� ������ ����������

��  �����)

	� �1���� ���1 �?��� �.���������� �/�# ��������� V��/�������V ��� �� ����������� �����2

 ��� ��� �� ��#����� ��� ������ �.��/�����& �� ���& ���� �� �����������) �� ���,��#� ���

�� �� ��������� ��/������ ������ F������ �� �����G � ������ ��� �/������� �� �������

�� ,��#� ����� ��� #���������� D���#���� �� ��/������ ������ ��1������� ���� #��,������

��� �������) �����Q��� �.� ��#� �� �� ������ �� ����� ��� �.��������� �� ���� � - ��2

��� ���� �������� ��� ���1 #���������� �.� ����� ����� �� ���,��#� ���) � �� ��������

#��������� F����������� �����G& �� ������ �� ����� �� ������� ��� ��� ����#���� �� ��

���������  ���& #�� �@��� ��� ������� �� ����� ��� �� �.�##� ������� �� #������) �����2

 ��� ���& ��� ��������� ���� ��/��� �������� �� #�������#� �#��� ����) +�� #�����& -

�.��������� ��������� F����������� ��������G& �� �� ���,��#� ��� �� �?��� � �� ��� ��

��� ��� ��� ����#���� �� �� ���������& �� ��� ��� ����� ��� �.�##� ������� �� ��#������)

��� ����& ��� ��,�� � � �������� �� �� ��������� ��/������ ������ ���#��� �� ������

����D#� - �.�#��� �� ��� ��  �� �� ���/��) �� �������� �.�1�����#� �.�� ������ ��/�2

����� ��� - ������#��� �� �� #��#������ ��� ���/��1 ���& ���� �� #���� ���  ������

�/�# ����� - ����� �� /�� ��D���& �������� �.�@�� �.��� ��,�� � �� �?��� � �� ��1�

FA�/������ �� � ������ B3>>4C& B3>>%CG) ���������& #�������� ��� - #�� #������������&

���� ���/��� ����� ��.�� �� ������ ��� ��� �.�?������� ���#������ �.�1�����#� �.���

�1��������� ��/������ ������ ,���� ���� �� �����#����)

���� �� #������� IV & ���� ������������ �� ������ � �� �� ���,�� ��#� �� �.������2

�� ����
����� 3�����#
� 
���	� 	��� � 9��� ��� $����� 	��%��� 	$��� 	������� �� 
�����
��� 3���� ��

	�%��	���� 	� ������ � ����
 � ��� 	��7 %����� 	� 	�%����� � �%�
��� �� 	�%������! �� ����
�����

����
���������� %
������� ����� � ��� 	� � 	�������� ����������� %�
 � %������ 	��� � 	>�������

��� �������� �<����� %�
 � ����7 	� �����!
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 ��� ��� �� ���� �� ����� ����= ��@����� �� #���� #�������� ���#���  ���) 
��� �/���

����& �� #���� �� ���/�� �� �� �����������& ��� ��  �6����� ��� ���/��1 ��� #��#����� -

�.�:#�#��� �� �.������ ��� ��� �� ���� ��#���������� �.���� � ��#��� �.�������� ���

�� ������ � ���� ��� �� ��D������ �� �� ��� � �������� �� ��������� FA�������� B3>>4�C&

R��/�� �� ��) B!$$!�C& R��/�� �� ��& B!$$4CG) ��� ������ ��������� � ���#��� ��� ��� ���

��#������ �����#� ���� ���,���� ��� #������� �� #������ ��  ������� ����� �.� ������& -

���������� ��1 ���������& �� /� �.�� ��6�#��, ����� ���) ��& �� �.�� �� ��,��� ��1 ��2

���� ���� ���� ��� ��� ��?� ����������� ���� �� #���� �� �����#��� �� <?��� F3>>8G&

�� �� ,��� ��#�� ����� ��� ��� �@���� #��������& ��  ������ �� ����#���� ��� � �������

�� (��& ���� ����:�����) +�������� ������ ��#����� F���� K��� B!$$4C& <������ B!$$4C&

W� B!$$4CG ��/��������  E � ��� ����� �.���� ����& ��� � �������� D���� �.�1�����#�

�� #���������� ����������& �1�������� �.���:#�#��� �� #� �?�� �� ���#����� �� ����#��2

����) +������ �� #� #������& ���� ��������� ��  ����� - ����������� � �������� ����

������ ��� � ������� ���������� ��� D� �� ���� #����9���� ��� �� �?��� � �� ��� ���)


��� ���������& �� ����� ����������& ��� �.�#��� �� ��������� �� /��� � ����� �� �����

�.� ������ �1�����& ��D�� ��� �1� ��� - �.�#����� ��������������& ��� �.� ��#��� ���2

��� �� #����������� - ��� ������ ������ �.� ������) ���� #���� ���������& �� ��������

�� ���� �� ��/��� �� �� ���������� �� �� ��������� ��� ��� ��� �� �� �� ����������� ��

�.���� � �� ��� ��� ���� ���� ���6���� #� ��������)

���� ��  ���� ���� #���������& �� ����� �.� ������ �@��� - �.�#��� �� #�T�#��� �/�#

�� #���� �� ��������� ��D��� ��� �.���� � ��#��� F�?������� � ���#��� ��� #������������

�� R��/�� �� ��) B!$$!�C �� R��/�� �� ��& B!$$4CG) ���� #� #����1��& ����  ������� ���&

���� ��������� �.����#����� �� �� ����� �.��  ���D��& �� ��:� �� ������������ �� �����

��/������ ������& ���#���� ��� �� /���� �� ��� �� ��1 D� ��& ����� ��� ����������� ��

 ������ - ��J���#�� ��� ��#������ �� #����  ����� �� �.��/������� ���) �.������ ��� ��

�������������� �� ��������� ��1 �����,���� ,��,�������� #��������� ��  ����� �� ��� ���

B3>%4C �D� �.�������& - ���� ��� �& �� ��/��� �� #������ �� �� ����� �.��)

���� �� #�� ���� /����� ������ �I �� ����� ��� ���� V��1����V& ��#���� ��� �� ���/��2

�� ��� �.������ - �@��� �� /��� � ����/����� �� ��� �� - ������� ��� ��  ��#��& ����

�� �������  ����� ���� ��.�� ��� �������� �.��������� �.���� � �� ��� ��� ����) +���

#� ,����& �� ,��� ��������� ���  ������ - �����#���� ��  ��#�� ��� ��� �� ��  E � �����

��� ��� D� �� ����������) �.�#��� �� ��� �� ��� ���  ������& ���� ��  ���, �.�������&

��� �� �� ,��� �� ��@���� ���� �����������& �� ��� � ������� ��� �.�##� �������& ����

�� �� ��) �� ����� �����#������� ���  ������ ��  ��#�� �� �������� ��� ���� ������

�� ��/��� �.� ������ ���� ��) 	�� �������� �� ��������� #�  � ������ �� ���� ���

#��������� ��� �� - ��� �1���������� ��/������ ������� - �� ,��� �����2 �� ���������2

����� ���%�3��� $���>�� �� 
������� � $�>%���#�� 	$��� ����������� � ���7 �������� 	� �

%������!
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������������) ��� ����& ���� ��������� ��  ��� �� ���#� �.��� ����#� �� ������� �� ��

�������� ������ �� ��� �� �� �.�#��� ��) �� #���������� ��  ������ �� ��� �� - ����2

���� ���� �� #� ��� ���  ������& �� ��#����� ��/���� D���� ��� - �������� �� ����� ��

��� �� ����� ��� ���1 �?��� �� �� ������� FD� �� ��  ������G �� ,��#���� �� �.�����

��.��� �� ��� F�����#����  �	�� �������G �� ��� �����#������� ��/������ ������� ��

#�� ����� F��������� �  ������  �	�� ��������� ��@����G) ����� ����#� 6���& ���� ���

#�������  �����& �� �9�� ���#�� �� #���� �.�� �����D#����� ����/������� ��� �� �.�������2

������ ��.��1 /�������� ��/������ �������) 	� ��� ���# #���� ��� ��� #���1 �� �.������D�

��� - �� #�������� �.���� ����� ���� �� ��/��� �.� ������) ���������& �- ��#���& ��

��������� �� �������������� �� �� ����� 6��� �� �9�� #������) ���� � ���� D������ �.��2

J���#�� �� ��#����� �� �.����#� ������� #����2#� �##���� ����:��  ��� �.� ������#�

��1 ����������� ,������)

�� ���� �& ��� ���/��1 �� ��#���#�� ����  ���/�� ��� �� /������ �.�����������

��� ������ ������� ��/������ ������� �.� ������#�) �� #� ,���& ���� ���� �@��N���

�.�������� ��� ��� ���� �� ������� ��1 ��������� #��#������ ��� ����� ��� �� #� 2

���������� ��� ��6�#��,� �� #�������#� �#��� ���� �� �� ������/����� �� �.��/������ ���

 ��� ����� ���& �� �9�� �� ���  �������� �� �.�����/������ ��� ���/���� �����#� ���� ��

������� ��� ������ �� �� ���������)

�.�����& ����  ������� ��� �� ����� �� #� ��� �� �� ����������� ����/���������� ���

��  ���� ��/������ �����1 � ��� - ��#��������� ��� �����#����� �?��� ����� - �� ��2

������ ����� #�������#� �� ��/������ ���) �� �@��& �� ��/������ ��� �#��� ���� ���

������ ���� #������� ��� �#��� �� ��������� /��� ��� ������ �� ���/���� �� #�&  �����

��� �#��/��� �� �����������  ���� ��� ��� ������ ���/��) �� ����& ��� ,���� ���� ����2

������ �� �.� �����#� �� �� �<�& �� �� �����#����� �� �� ��#���� ����� �I �� #�������#�

��� #����� �.�##� ������ �.��� ������ �� �� ���������& ���� #����� ��� �� �� �� #����)

�� #����� ��� �� ���� � ������, - �.�#��/��� �� ����������� �� ��/��� ����:���� ����

������ �.�#��� �� /��� �� ������� �� #�������#� �����#����1 �� �.��/������ ���) ��

������� ����9� - �� �@����� ��� �� �.��/������ ���& ��������� �� �.�##� ������� ���

��  ���� ������ ���/����� ��� �.�#��/��� �� ����& ��� �����Q�� �� ������ �� �����2

/����� ��� �� �.�#��� ��)

�� #������ 6����D� ������� ��� �.�� �.��������� �� �9�� �� �� ��������� ��/������ ��2

����) 
��� �� ������� ����� ��.��� ���������� ��� ��� ��� �� ��� ��� ��������� ��������

���,�� ����& - #�������� �� �����#��� ��� ������ ���#���� ���� �� D1����� �� ����� ���2

��� �.� ������& �� ����� �� /�� �� �� #���#��� - �������� �.�#��� �� �� �� #��/�����#�

/��� ��� ������) �� ,��� ���#� ���� �� #����1�� �.�����#� �� �������& ����  �������

����� ��� ��.��� ���������� �� �� ��������� ��� ��� ��� �� �� #�������� ��� ��#�������2

 ��� �� ,���� - �� #�������#�) ��� ��,�� � �� �?��� � �� ��� �� ����  E � ���������

�� ������ ��/������) �� �������� �.�/��� ��� /���D� 6����.����� ��� ���� �.������ ��� ��
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�� ��1� ���� �.�?������� #�����/����� �� �.�1�����#� �.��� �1��������� ��/������ ������

�� �����#����)

��D�& ����  ������ �.�##��� ��� �� ����#����� ��:#���� ��������� - �� ���������� ��

�� ��������� ��� �� �?��� � �� ��� ��& - ��/���& �� ��D������ �� �� ��� � F�� �����G

�������� �� ���������) ���� ��� ���/��1 ��� #��#����� - �.�:#�#��� �� #�� ������ ���

���� �������� �.���� � ��#��� �������� #� ������ � �� ��������� ��� �� ���������� ���

���,���� ��� ���� - #������ ��  ������� ����� �� /� �.�� ��6�#��, ���#��) 
��� ����

�#������ �� #� #���� �.����?�� �� �� ������& �� #��������& ��� �� ����� �� ��� ��

�.� ���� - �.�#��� �� ��  ������ �1����� �� ��.�� �� #��������� ��� � �	��	� - ���

��6�#��, �.� ������) ���� �� #�� �I �� ����� ��� V��1����V& ���� ��������� �� ,����

�����#���� ���  ������ ��  ��#�� ��� ��� ��& ���� ��  ���, �.�������& �� �� #��D��

�� ������� �� �� �������� �� ��� �� �� �.�#��� �� - ��� ����#� ��/������ ������)

�� ,������& ����  ������� ��.�� ��� �������� �� �������� �� �������� �� �?��� � ��

��� �� ��  E � �.��������� �.���� � �� ���� ��� � ��� �� ��#���� - ��� ��������� ��

���#�� ������� ��� ��� ���1 ��� �����/������ ��� ��  ��#�� ��� ��� ��)

3"
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��� �������	�
��

��� ������ ������� ��/������ ������� �� ���� ��/��������& ���� ���  ������ ��

#�������#�& �� #���� ��� ������ 3>8$ ����� �� �#������ ����� ���� �� #��� �� '� �

F�����L� �� ��& B3>8!CG ��� ��������� �.������ ��� ��� �������#��  �������� ����������)

��  ������ ����/�� ���#�������  E � ��� #�������#� ����� #�  � ���� �� ��� - ��

������������� �� �.��/������ ��� #����� ��� �� ��/������ ��� �#��� ����) �� �������

- #�� #��#������� ���� �����& �� ������� �� �� #�������#� �.��� ���� �.����� #��#������

��� �� ������ � �� �.�1���������� ��� �������#�� ����������& #�  � ��� #� ���������

,������� F/��� ����  ��� 
������� B3>8"C& ����L B3>87C& K��� B3>8%C �� �������� ��

K��� B3>87C& B3>8>CG) �� #����������� ����#����� �� #�� ���/��1 #������� -  ������ ��.��

��� �������� ��  �������� ��� #�������#� ������/�&  ����� �� #��������� � ����� ���

�� D������ ��� ���#M� �� �������#��& �� �.����?��� ��� ��� ������� �� �������#� ���

����������� - �� �����#����& �� ��#�������� �� ������������ F#��<���� ������������G ��

��#��� �� ���������� �� �9�� �� ������� ��#������) +�������� ��� - #���� ����##�������

������� �� �� ������� ��� �������#�� ����������& �� �����E� #�������� �.��� ����� ��� ���

����� �� ��� ����������� - �� #�������#� * �� ����������� �� �.��/������ ��� �##��������

��� �.��  �) ����� #������������ �� ,���� ��� �� �9�� �� �� ������& ��� ,��� �:#� ��

���� ��������� ��� ��#���� �� ��������� �������� ��� �.�#��/��� �#��� ����) ��  � ��

���� ��� ���,���� ��� A��#M �� ��?��� B!$$7C * .>��� ��� �� �	��
����� �#����- ��

��������� �	 �#��	# 8����� �� ��������% �� �	��
����� �����- �����&&& '	�8�� 
�- #�

��
���� #����� 	�������� �� �� �	��
����� �����- ����� ��	�� 
�	� ������� � ����� �

�	 �#���
��� �6�	�� ���� ��8�	 ��� 	��	� �� �� ���
���% �	 
�	� ������-�������-% �	�8��


�- #� ��
���� 8��� �
��� �� ��� ��
��� �� ��� ����-���
 ���� �� ����	��	����

#�-��� 	����	 ��� ������� �� � ��8 ��8�	% ���� �	����� � �����- �����.)

����� ���/���� ����##������� � #������ �� ��/������ ��� �� ���/��1 ��� �� ����

,�#������ ��� �.����� �� �� �������� ����� #�������#� �#��� ���� �� ��/������ ��� F��

���������G - ������ ��  ����� �� #�������#� ���#�������� � �� '� ��? B3>!5C& ����

B3>%4C& <��� ��� B3>%4C& �/�# ��� ����#��� ,��������� �� <�����& ����#� �� X�#M������

B3>83C& ������� B3>8"C& �U��� B3>87C& (��/�� B3>8%C& A��#M B3>88C& A�#M�� B3>5!C& K���

B3>5!C �� ���� ��#�  ���& �� O�� ��� +���� �� P������� B3>>3C) �� ��#���� ��#���� �� #�

#������� ��� #����#��� - �.�1���� �� #�� ��,����#��) �.�##��� ���� ���� �����#������ ���

 �� ��� ��  ������ ���� #�� ���/��1 ������������ �� �� ������ ��/������ ������ ���� ��

 ������������ �� ��� �.� ��#� �� �.�����#�� ������� ��� �� #� ����� ��� �� �.�#��� ��

�@����
�
 $����
�������� 	��� �� ��	#�� 	� �
�������� ���#�� �� 9��� �� �
��	 ���;
� 	$����
6


�������� %�
�� ������� � � %������ %���6�� 2�
� ��������� ����� �� %
�	��� :���� �� �����

�� %
�	��� 9��� 	� � %
�	������ A %
������6�� %��B� 	� � ������������ A ����� ��
��;� ����6��

�� ���� ��� C�7 �� ;��� �� ���� ��� ����' A ��
���$�� ��	���� �� ����'� ���� ��� �� 	>�������

	$����������� A ��� �7��
������ ��� �� 	������� �<������6��� � %
�	������� �� %
�9�
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�� ������� ��� ��������� � ����������

���������) �� ��� ��� �������� ��� ��� �.�� ���� ����� �� #�� ������ ������ ���� ��

,��� ��.�������� ��� ����##�������� ��/������ ������� ���� ��  ����� �� #�������#�

���� ��� #������ - �.� �����#� �.����� �� ���� ��� � #���#������� ��� ��� ��/���1

�� #����  ����� �� �� #������ ��,������� - #��1 �� �� ����� �.��  ���D��) �� ��#���

������ ��� �� ��#������ �.��� �����/������ ��� ���/���� �����#� �������� - ������������ ���

�1���������� ��/������ ������� ��� ������� �� ��/��� �� �.�#��� �� ��#����������) ����

#��  ������& �.����������� �� �.��/������ ��� �� ������� ���# ��� �� �@�� �� ��/���  ���

�.�@�#�� ��� �� #�������#� �� ���� ��� � �� �.�#��� �� ������� �� ���1 �� #�������#� ���

����� ��� ��  ������ �1����� ��� �� #�������#� ��� ,�#����� ��� �������#������ #�  �

�� ���/��� F�� ��� ����� ��� �������� �.���������� �� ������� ��#������ �1�����G) �����

��������� ��  ����� �� #�������#� ���#�������� #�������� ��� �� ���  �6���� �� #����

�����#�� ������.�� #���#�� - ����������� �� ������ � �� �� #� ���������� ��� ��6�#��,�

�� #�������#� �#��� ���� �� �� ������/����� �� �� ������� �� �.��/������ ��� ��& ����

����� ���& �� ��/������ ��� �������)

�� #������ 6����D� �� ��#����� ��1 ������ ���� ,������ ��� �� ������� �� �� #����2

���#� �������� F'� �� B3>5%C& B3>5>C& B3>>$C& ��#�� B3>55C& A���� B3>>$C& '����� B3>>3C&

(���� �� �� K��� �� B3>>3C �� ������ �� K�L��� B3>>!CG) �����& ��� ������ 3>>$ ���

#���������� - �.�/��� ��� �.��� ����������� ��/������ ������ � ���?��� ���  ������

�� #�������#� �������� ���� �.� ������� ����  ��� �� (����� �� � ������ B3>>"C& A�2

/������ �� � ������ B3>>4C& ��#��� �� '������� B3>>4C& ���� �� ����� B3>>4C �� P�������

B3>>4C) �� ��/�� �� #�� ���/��1 #�������� �� #���� �� �� ������� � ��#����) ��� �������

�� ������ �� �������� �� ��/��� �� ��� #�������#� �������� �� �����#������ �� �.��/����2

�� ��� ��� ��������) ����� ��� ���& �� ����#��� ��� �� ����� ���� ��� #��������� ����

���������� �� ��������� �� ������� ��� ���1 ��6�#��,�& � �	��	� #�������#������& ��� ����

�� #�������#� �� �� �����#���� �� �.��/������ ���& ��� ����������) �.����� #�� ���/��1& ��

������Q� ��� �� #�������#� �� �.�##� ����� ��� ��#������� ��� �.��� ����������� ��

�.��/������ ��� - #�������� ��� �.�#��� �� �.������ ���� ��� �#��/���� �� �����������

�� ���� �� ��#���#�� �� ��#��������  ���� ����������) ��� ������ ����/���� ���# ��

 ������ ����9� ���� ����& ����� - �� �������� ����� #�������#� �� ��/������ ���& ���

�� �� �/�# �� /����� �������� ����� �������� �� ������������� �� �.��/������ ��� ������

�� ,���� �����#����� - �� #�������#�) ��� ���/���� ,���& �.�##��� ���  �� ��� �� �9�� �� ��

��������� ��/������ ������ #�  � ��  �?�� �� ��� ��/��� #�� �#��/���� �� �� ��������

�� ��/������ ��� �������)

	� ��� � ������� �� ����� ��� �� ����������� ���#���  ��� #����& �� ��� ��� ������

���������� ��.���� �������& ������� ��� �� ����� �� /�� �� �.����� �#��� ���� #�T�#���

�/�# �� ����� �� /�� �� �.��/������ ���) +�� #���������& ���� �� ,�#����� ��#������� ���

��� �.����#� ������������������ ��� ��������� ��/������ ������� �� ������ �� #9�� �� ��2

	��7 � � 9��� A �$�������� �6�6�� � %����;���� 	� �$������
 	��� 	�� ��������� 	� 	�%������ A

3%



�� ������� ��� ��������� � ����������

 ������ ��������������������) ��& #� #���1 #�������� ��� ����� ����#� �� ����� ����� -

��  ����������� ����������) �� �@��& �� ������� ��� ������ �� ��/������ �����1 ���2

/������� �� �.��#���#��� ��� ������& - ����� �� /�� D���& -  ������ ��� �����#������� ��

����� ��#������ ��� �� ���� ��� �) �.� ��������#� �� #���� �� ������ ���������������2

����� 6����D�& ����� ����L B3>5%C& �� ��#���� ��  ����� - ����������� � �������� F� ��

������ B3>78C& �� ������ B3>45C& ��� ��� B3>%4C �� � �� A���#���� �� ������ B3>5>CG)

��� ��� ����� #������������ - #���� ����������� ��� ����������� ��� ������� ��  �����

- ����������� � �������� �D� �.����������� �� ������ � �� �� ������� ��� �������#��

���������� F<� � �� ���� B3>5$C& K�L���� B3>>3C& ���� ����� B3>>3C& B3>>"CG) ���� ��

������� � ��#����& ����� �����E� �� ����� ����9� ��� ��� ���/��1 ���� �� ������ ������

� ����� �� #����9�� �� �� ��������� FK�L���� �� 
������� B3>>!C& ��#��� B3>>"C& R���

�� +�##������ B3>>7C& R��� �� ��& B3>>4C& ��� B!$$"C �� R��/��& ��#��� �� '�������

B!$$4CG) �� #���� �.����?�� ,����� ��� �.�?������� �� #?#�� �� /�� ��� #� ��� �������

�� #���� ��������� �.����� - ����� �� /�� ��D���) �� �����#�����& �� �� ��/��� ����� ����

�.������� �.��� ���#������ ��� �� �9�� �� ���  �������� �� �� ��������� ��/������ ������)

��� ���/��1 #���������� #���� ����������� �@���� ����� ��� ��/�� ��������� F�� ��� ����?��

#� ������/� �� �.�:#�#���G ��� ��@������ ������ ���� F��  ��#��G �� ���������� �� ��

��������� * ��1��& ������ �� ��������� ��� �.��/������ ��� �� ��� �� ����#������)

�� ���- �� #���� ���#������ ������ �� #���� #��#������ ��  ���1 ������& ��� �����2

������ ���� ��#���� �� ,�#����� ��� �.����?�� �� �� �������� ����� #�������#� �� ������� ��

�.��/������ ��� ���� ��� ��@������� ������ �� ��/������ ��� �#��� ���� F��� �� �?2

�� ���� �� ����������G) �� D������ �� #�� ���/��1 ��� �.�1�������& ����  ��� - ������

��� ������ ,������ ��� �� ������� �� �� #�������#� FR��� �� +�##������ B3>>7C& ������ ��

���� B3>>4C& ���M�? B3>>5CG& �� ,��� ��?���� ��#��� ��� ��������� ������ � ��������) ��

����� ��� ������ >$& #�� ���/��1 �#��� �������� F���� (���� �� �� <������ B3>>"C&

B3>>4CG ���& �� �@��& ����#�� ��� �������� �� ,�� � �� U ��/���� ����� �� #��#���������

�� #������� ��������� �� ��/��� ��� �E�� ��� ��?�) �� ��#���� 5 �� #��#����� ��� ���

��/������ ���� F���� ��� ���#������� � �������� �� ������� ����������G �������� ������

�� #���� �������� #�  ��� ��� ��  �� #����� �� <�=���� ��/������ ������) 
���

/������ ��� �� ������ �.����/���������� ��� ��  ���� ��/������ �����1 �� ��� ����2

�� ��� �� ������ �� #��#��� �� #����� �� <�=���� ��/������ ������) �� �����& ���

#�������� ,�� ����� - �.��#����� �� #���� �������� ���#���� ������#�� ��� �� ������� ��

�� #�������#� ��& ����  ���& ��� ���/��1 ��� �� ���� �/������ - �1������� ��� � �����#�)

��D�& �� �������� ��#���� ��� #����#��� - �� �?������ �� �� ��/�� �� ����������� ��

#��#��� ��� ��� ������#��/�� �� ��#���#�� ��� ��� ����� ��� ��� ������������ �� �� �����)
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���� #���� ��#����& ����� /������ ��� ��  ����� �.�##��� ��� ��� ��@�������  �������

�.�������� �.��/������ ��� ���� ��  ����������� �� ��� ��� #��������#�� �� #���1 ��

 ����������� ��� ��� ���������) ���� #���� �������& ���� ���� ���/��� �� ������� ,�����

��� �� ����������� ����?���� �� �������� ����� #�������#� �� ��/������ ��� - ������ ��

 ����� �� #�������#� ���#��������) 
��� �������� ��� ������ ��� �� ���� �� ��  ������

���� ����� ������������ �� ���������) �.������� ��� � ������� ���� E��� � ����� - ��

�����#���� �/�# �� ������#���� ����� ������� ,���� F����� 1.2.1G �� ������� 6���� F�����

1.2.2G �� �� �����#���� �� - �� #����  ����� F����� 1.2.3G)

����� �� �����	
�� � �� ����
	 ��	�� �� �� �����	
��

��  ��&�� ���� �������� <��

�.����� �� O�� ��� +���� �� P������� B3>>3C �@�� ��� ��/�� ����� �1������/� ���

�1�������� ������/�� - �.�������#���� �� �� �� ������ ��/������ ������ ���� ��  �����

�� '� ��? B3>!5C& ���� B3>%4C& <��� ��� B3>%4C) ���� ����  �����& �� �1���� �� ������

��#���� �� �����#���� ���� ������ ��� ������� �� ���� �� ����� Y (t) ������� - ��

#����  ����� C(t) �� - �.��/������� ��� ���  ������) ��� D� �� ��������� ��� ��#�2

������� - ����� ���� #�������� ���� �� #������ K(t) �� �� ���/��� L(t) F�� ������ �� ��

���������� ��� ��� ������ - 1G) �� ��� �� �������,�& �� ,��#���� �� �����#���� ��� #����2

����� #��#�/� ���� �� #������ * Y (t) = F (K(t)) �/�# FK > 0 �� FKK < 0) �� �����#����

������ �� J�1 �.� ������ E(t) = αY (t) �/�# α ∈ (0, 1) �� ����� � �������Y������) ���

� ������� ����������E(t) #���������� �� ������� ,���� �� ���#����� �� �����#����) �����

���� ���N��� #�  � �� V ��V �����# �@�#���� �� ����2E��� ��� ������) �� ,��#���� �.���2

���� U(C(t), E(t)) ��� #��#�/�& #��������� ���� �� #����  ����� FUC > 0& UCC < 0 ��

limC→0 U(C,E) = +∞G �� ��#��������� ���� �� J�1 �� ��������� FUE < 0& UEE < 0G)

�� #��������� �� �������#� �� �.�#��� �� �.�#��� * K̇(t) = F (K(t)) − C(t) − δK(t) �I

δ < 1 ���������� �� ���1 �� �����#������ �� #������) ���� #� #����1��& �� ������ � ��

�����D#����� ��#��� #������� - #������ �.����#����� ��� �������#�� ����� #����  ����� ��

��/������� ��� ��  ������ -  �1� ���� �� ��  � �#�������� ��� �������� �������������

���� �� #��������� �� �������#�� �� �.�#��� ��) ��� ���� ���& �� ������  � �.���� �2

������ 9������� 	� ;���62�
� ����� ��

��%��	 �� �
��#
� ������
���� �����%�� ����
 D���;�
� ��

E����� ()**F, %��
 ��� ���>�� 	������ 	�� 	�<�
���� �
��#
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��#
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�� ������� ��� ��������� � ����������

������ �.�#��� *

max
{C(t)}∞t=0

∫ ∞

0

U(C(t), E(t)) exp−ρt dt

s.c

⎧⎪⎨
⎪⎩

K̇(t) = F (K(t)) − C(t) − δK(t)

E(t) = αF (K(t))

K(0) = K0 �����

�/�# ρ ∈ (0, 1) �� ���1 �.��#� ��� ��#���)

�� ���������� �� #� ������ �& ���� �.�?������� �� �� ������������ �� �� ,��#����

�.������� FUCE = 0G& ��� �� �.������� �� �?��� � �?�� ���� ���� �� ���� (K,C) ��� ��

#� ���� �� �� ����� �� <�?���2'� ��?&

Ċ =

(
FK

(
1 + α

UE
UC

)
− δ − ρ

)
σ(C)C F3)3G

�I σ(C) = − UC

CUCC
> 0 ��� �.������#��� ������� ������� �� ������������ �� �� #����  �2

����& �� �� �.�������� �.�##� ������� �� #������)

�� ���� ������������ ��� �������� �� �?��� � ���/��� *

UC = − αFKUE
FK − δ − ρ

F3)!G

C = F (K) − δK F3)"G

�.�������� F3)!G ������� �� ��� ��� �.����������� �� ����D#�  ������� �.�� �#2

#������ ��� �� �� #����  ����� - ��� #�Z�  ������� F��� � �� ������G) �� ������� ���

 ����� ��� �� ��  ��� #���� ��� ��� ������ ��� � ������� #����#���/� - ��� ������ ��

�� �����#���� �������� - �������� - �.��� �������� �� �� #����  �����) ����� #����2

���� ��D��� ��� �������� ��#��������� ����� #������ �� #����  �����& C = h(K) �/�#

h′(K) < 0& ��� #���� �.�1� ��� ���#���� ������� FK = δ+ρ) �.�������� F3)"G ��D��� ���

��#���� �������� �.���������& C = g(K) #���������) ���� #�� #���������& �� ��� �������� ��

#��#���� - �.�1�����#� �.��� ������ �������� ������������ �?��� ��� ���������� �� �����

�����)

�� #� �������� �� #���� �������� �/�# �.���� ������������ ��  ����� �� '� ��?

B3>!5C ��/��� �  ������ ��� ��� �� ����� �� #� ��� ��� ����##�������� ��/������ ��2

����� #������ �.�#��� �� /��� ��� ��/���1 ������������� �� #����  �����& �� #������

�� �� �����#���� ��,������� - #��1 �� �� ����� �.��  ���D���) �� �������� ���/���� ��

�8��� � ��	#� 	� �����> ����� ������������ � � �>��#�� 	>������� ��� � 	����� 	�� ���������

���������

Ċ = (FK − δ − ρ)σ(C)C

K̇ = F (K) − C − δK

��� $���� ����������
� ��� ������� 	� �>��#�� ���%��� 	� $�������� FK = ρ + δ �� 	� � ���	�����

�)!/ !

3>



�� ������� ��� ��������� � ����������

�.�@�� ������, ��.�1��#� �� ��������� ��� �� ����� ��� �� #������) � �.���� � ��#���&

�� ����� �� #� ��� �� �.�1��������� �� ��������� ������ �.��#������� - ��/����� �������

�.�##� ������� �� #������ �.�##� ����� �.�� �##������ ��� �� ��  ��� #���� ��� ��

���������)

O�� ��� +���� �� P������� B3>>3C �.����������� ������� �� ������ � �� �.�#��� ��

��#����������) ��� ������ ���/��& D� �� ��  ������& �.��������� ��� ��� �@��� �� �����

��#������ ��� �.��/������ ��� �� �������� �� ��������� #�  � ������) �� ������ � ��

�.����� ������������, #������� �� ��� ��� -  �1� ���� �� ��  � �#�������� ��� ��������

������������ ���� �� #��������� �� �������#�� *

max
{C(t)}

∫ +∞

0

U(C(t), E(t)) exp−ρt dt

s.c

{
K̇(t) = r(t)K(t) − C(t)

K(0) = K0 �����

�/�# r(t) �� ���1 �.�����E�)

�� ������  � ��� ����#�� - �� ����� �� <�?���2'� ��? * Ċ(t) = (r(t)−ρ)σ(C(t))C(t))

��� D� �� #���������� �� ��/��� �� #������ K(t) ���  �1� ��� ����� ���D�� π(t) =

F (K(t)) − r(t)K(t) − δK(t) ����� ����� �� ���1 �� #������ ��& �� ������� �� #��������

������� �.����������� �� ���1 �� ,�#���� - �� �����#��/���  �������� * r(t) = FK − δ) ��

�?�� ���� �� �.�#��� �� #��#����������� �.�#��� D���� ��� *

Ċ = (FK − δ − ρ)σ(C)C F3)7G

K̇ = F (K) − C − δK

�� �?��� � ��� �� �� ��D��� ��� �������� ������������ ��������� - #���� �� �� ����� �.��

 ���D��) �����& ������� ��� ������ �������� ��� ��  ���� �##�������� ��� �� ���������&

�.���� ������������ �� #���#������ ��� ��� ��/���1 �� #������& �� #����  �����  ���

�����& �� ��������� ���� ���/�� ������/� ��� - #��1 �� �.���� � ��#���)

�D� �� �������� �.���� ����� �� �� �������� ��#����������& ��� ������� ��������� �.��2

�������� �� �?��� � D�#�� #� ���� �.��� ��1� τ(t) ��� ��� � ������� ���������� �� �.��

�����,��� ,��,�������� ��1 D� �� T (t)) �� ������ � ��� D� �� ��/���� maxK(t) πτ (t) =

F (K(t)) − r(t)K(t) − δK(t) − τ(t)αF (K(t)) + T (t)) ��& �� ������� - �.��������� ���

���/���� �?�� ���� �#��� ���� ��J���#�� ��� �� ��1� * Ċ(t) = (F ′(K(t))(1−ατ(t))−
δ − ρ)σ(C(t))C(t)) 	� ��:� �����& ���� ������������ �� ��  ��� #���� ��� �� ���������&

�� D1�� �� ��1� �����/����� �� ��/��� τ = −UE/UC ) ����� ��1�& ��� �.������� �� ��2
/��� �� #�Z� ��#��� �� �� ���������&  ����� ��� �� ����� �� �� ����������  �������� �� ��

��������� ��� �.�������  �������� �� �� #����  �����& �������� �.���� ����� �� �.���������

��#���������)


��� ���������� ������� ��������� ��,����#�� ��� ������������ �� ������ ��� ��

V�����V #����� �� ��������� * ��� �#��/���� �� �����������)

!$



�� ������� ��� ��������� � ����������

	� �����=�� �� �� ���������

	� ��,������� ��� � ������� ' ������� B3>8"C ��������� �� �����������& ���� �.�#�2

�� ��& �� #����#��� ��� ,��#���� �� ��� �������#�� - ��� �������� �� ����������� D(t)

��� ������ �� ������� �� J�1 ��� �� ��������� E(t)) ��� � ������� ����������& �������

,���� �� �� �����#����& ���� ��D���� ��� * E(t) = E(Y (t)), D(t)) �/�# EY > 0 �� ED < 0

�� limD→0ED = −∞) ����� #�������� �� ��� ��� �� �.�1#���� �.����� �� �� �������� ��
#��� D = 0) �� ����� �� ��  ����������� ��� �� ������ �� #���� �.����?�� ������ ���

O�� ��� +���� �� P������� B3>>3C& �1#������ ,���� �� �� #��������� �� �������#�� ��

�.�#��� �� ��� ��/���� * K̇(t) = F (K(t))−C(t)−D(t)−δK(t)) ���� #� #����1��& �� ���

� ������� �� ����� ��� �.�##� ������� �� #������ �.���� ���� ��  ������ ����������� ���

�� ��/��� �.� ������) �� �@��& �� ���� � ������#� - ��� ���� �� �����#����& #� ��� ���� -

�##��Q��� ��� � �������& ���� � ������ ����� ��� ��� �.�#��� �� ������� �� ������/� ���

���� �� �������#�� - ������� - �.�#��/��� �� �����������)

�.����?�� �� �� �������� #���������� ,��� ������Q��� �� ���/�� ��������� ����� #���� 2

 �����& ��/������� ��� �� ������� �� �����������) ��� ��������� �.�1���� ��� - �.���������

#��#��������� ���� ��  ����� �I ��� ������ ���/�� �.��� ��#��� ��#������� - ���������)

+�� #���������& �.������ #��D� � �� �������� �� ����������� ��� ��/���1 �� #����  �2

����& �� #������ �� �.� ������ ������/� ��� - ����� ����/������ - �.���� � ��#���)


,�� ��� �� �������� ����> ' <�����& ����#� �� X�#M������ B3>83C ���� �������2

��� ��� ��� ��� ���� - �.���������� - �� ������ � �� #�������#� ���� ��� �/�# ���������)

� �� ��@����#� ��� ������ ���#�������& ��� ������� #���������� �� ��  ��� #���� ���

�� �������� ���#M P (t) ��� �.�##� ��� �� ��� ��� � ������� ���������� ��& ���� ���

������ ��� ���� ����& - #����� �������& ��� �� ������ * Ṗ (t) = E(t) − µP (t)) �� /�2

������ µ ∈]0, 1[ ���������� �� ���1 ������� �.���������� �� �� ��������� �� ��� � �������

�.�1��� ��� ���6���� #�  � ��� ,��#���� �� �� �����#���� F�#� α = 1G * E(t) = Y (t))

�� ��������� ���& ��  E � ����� ��� �� #����  �����& �� ���� ��� �� �� ,��#����

�.������� ��� ������ U(C(t), P (t)) F�/�# Uc > 0& UP < 0& Ucc& UPP < 0 �� UcP < 0G)

�.�/������� �� �� ��������� ���� E���  �Q������ �� #����#���� ��� ������ ��� �������#��

- ��� �������� �� ����������� D(t)) ��� ����� ���� ���� ��� �������� �� �����������

���� �������� #�������� �� �� �?�� ���� �.�##� ������� �� �� ��������� ��� ������

��� * Ṗ (t) = F (K(t)) − γD(t) − µP (t) �/�# γ ∈]0, 1] �� ���� ���� �.�:#�#��� ��

�.�#��/��� �� �����������) �.����� #���� ,�� �������& �� ����������� ���� �.�����������

#�  � ��  �?�� �� ������� ��� � ������� F��� � ������� ������ �.����������� ����� ��

��/��� E(t) = F (K(t)) − γD(t)G �� ���� #�  � ��  �?�� �.� ������� �� ������� ��

�.��/������ ���)

� ������ �� �.����?�� ��� #��������� ��#�������� �.���� �����& ��� ������� ������D���

�.�1�����#� �� ���1 ���� �� ������#�� ����� ��� �.�#��/��� �� ����������� ��� ��������

!3



�� ������� ��� ��������� � ����������

FD > 0G �� ��� FD = 0G) �� ����& �� ������Q� ��� �� �������� ����#��� - ��� �����������

����� F�� �	<- '����� ��� /����#	�
G �� #���#������ ��� ��� ��/���1 �� �����#����&

�� #����  �����& �� #������  ��� �����& �� ��������� ���������� - #��1 �� �� ��������

���������� F�� '����� ��� /����#	�
G) ��� ������� �� ���#����� ���& �� ����� ������2

����& ��� #��������� ���� ���������� �.�#��� ��& - ������ �.��� ��������� �������� (K0, P0)

����#�����& /� #��/����� /��� �.��� �� �.����� �� #�� ��������� �� ���� ��� �)

O�� ��� +���� �� P������� B3>>3C ��/������� ����� ��� �� ����������� �� �� ����

�.�##� ������� �.�� ���#M �� ��������� ��S#� - ��� �������� �� �����������) �����,���&

#�������� ��� - �.����� ���#������& ��� ��������� ��� #���� �#��/��� ���� ����#�� ���

��� �� ���#M ��� �� ����� �� ��� ��J���#� ��� �� #���#��� �� ������������ �� �.��/������2

 ���) ����� ��� ���& ��� #���������� �� �?�� ���� �.�/������� �� �� ��������� ���/���� *

Ṗ (t) = αF (K(t))−µ(D(t))P (t) �/�# µ′(D(t)) > 0) �.����� �� #�  ����� #������ - ���

#��#������� ���������/� ��� ���������� - #����� ��  ����� �/�# �������� J�1)

����������� ����� ��������� �� ��������� ���������

��� ���/��1 ���� ��#���� �.�?��� �� <� � B!$$3C �� P��� B!$$"C ���������� �.�����E�

�� �������� ���  ������ �� #�������#� ���� ��� ���� �������� ��� � ������� ����������

�� ���� ��� ��  �������� �� ���� ��� ������  ���& �@�#���� ����9� �.������� ��� ������

�� ������ �� �� ����������� ��.����� #������ - ��� �������#� ��������� Z(t))

�?��� �� <� � B!$$3C #���#�� �.����� - ����� ����& ���� ��  ����� �� #����2

���#� �/�# �������#� �����/������ �� ���������& ��� #��������� �.�1�����#� �� �� ���2

������ �� �.���� ������������) ���� #�� ����#��& �.������ ��#���� - �� �?�� ���� ���2

/���� ���� �� �������#� * ˙Z(t) = N(Z(t)) − E(t))) �I Z(t) ���� ��� ��� �� #�������#�

N() �?��� ��� ���������� �� �� ��� ���������� F- ��/���& #��������� ���� ��#��������� ��

#��#�/�G ��& ��� �@�#��� ��� �� J�1 �� ��������� ��������� �� �� �����#���� �� ����

D��� E(t) = αF (K(t), Z(t))) �.�������#���� �� Z(t) ���� �� ,��#���� �� �����#����

���������� �� �1��������� ��/������ ������ ������/� ���������� �.���� ��� �� ���� ��/�2

����� ����� � ������ ��� ������������ �� �����#����) �.������� ����������� U(C(t), Z(t))

��� #���������& #��#�/� ���� ��� ���1 ���� ���� ��� ���� �� #����  ����� �� �.��/����2

�� ���) �.�##� ������� �� #������ ��� ������ ��� * K̇(t) = F (K(t), Z(t))−C(t)) ����

#� #����& �� ������Q� ��� �.���� ������������ ��� �� ����� ����� �� �� ��/��� �� �������#� -

���� ��� � ��� ��� ��� �� ��� �� #�������#� ��� ��� �� ����� ��#��������� NZ ≤ 0 �� ����

��� �� ����� #���������  ���& ���� #� #��& �� ,��� ��� �� ����/�� �� #���� ,��#���� ����

������/� ��� � �������� �� ���������� �� ���1 �.��#� ��� ��#��� NZ > ρ) �� ��������

�������� �� �9�� �� ���1 �.��#� ��� ��� �� ��������� �� ��������� �� �.���������) ��� ����&

�.������ �.��������� �� ������ � ��� �#������� �� ���/��� �.�����#�� �� '� ��? B3>!5C

�� �� ������� #�  � ����� �� ��,����#� F#���� �����G �� ��/��� �.������� �� �� ����� �.��

!!



�� ������� ��� ��������� � ����������

V/����V ��D��� ��� A��������& ���#������M� �� K��� B3>>4C��) ���� #� #����1��& �.������

���� ������������ ��� ��#������� ��� ������)

P��� B!$$"C ������� ��  ����� �.�?��� �� <� � B!$$3C �/�# #������ ������������ ��2

#� ��� �D� �� #� ������ �.����?�� ��� ���������� �� �.���� ������������ �� ���������

��� ���1 ��������� ������ ���� �����#�& - ��/���& �� ����������� �.� �����#� �.����������

 �������� �� �� #?#��� �� ����)


��� ���� ,�#������� - ������� ��� ��� ��#���� #�������� �.������ ��� ������� ��

��������� #�  � �� ������� 6���� �� �� �����#����)

����� �� �����	
�� � �� ����
	 ��
�	 �� �� �����	
��

	�� � �������? �� ����� ���������� @ �� ����������

A��#M B3>88C ������� ��  ����� �I �� �����#���� �� ���� D��� � ����� ��� ��#���2

����� - ���1 ,�#����� �� �����#����& �� #������ �� ��� � ������� * Y (t) = F (K(t), E(t))

�/�# FE > 0& FEE < 0& FKE > 0 �� F (K(t), 0) = 0) ��� � ������� ���������� #�����2

����� ���# �� ����� ��#������� - �� �����#�����) �.��6�#��, �� #� ���/��� ��� �� ������

#� ��� �.�� ����� ��� ������ ��� ��� ������ ���#�������& - ��/���& �� ����������� ��

������������ ����� ��� � ������� ���������� �� ��� ������ ,�#����� �� �����#����) ���

� ������� #���������� - �.�##� ������� �.�� ���#M �� �������� ����� �.�������� ���2

/���� * Ṗ (t) = E(t)−µP (t)) ����� ��/������� D���� ��� ��� /������� �� ��#����� ����

�� �����D#����� ���� �.��6�#��, �.�#���

max
{C(t),E(t)}∞t=0

∫ ∞

0

U(C(t), P (t)) exp−ρt dt

s.c

⎧⎪⎨
⎪⎩

K̇(t) = F (K(t), E(t)) − C(t)

Ṗ (t) = E(t) − µP (t)

K(0), P (0) ������

�8��� $��%
�� 	� "���� ()**�,� $�����
 :����3� $���>�� 	� �� ��� %�
 � 9��� ��$� �$> � %��

	$�
������ ��
���;� �� 9����
 	� $������������ 	$�� %
�;#�� 	$�%���������� ����
���%�
� %������

��� 
������ � �����	�
�
 ��� 	������
� 	� %
�����! �� �
��#
� ��� �����%�� 
�C#�� �� ����
��
� �

������ 	$������ ����
����
��������!
��� 
#�� 	$�
 G��
��G ��

��%��	 � $�������� 	�� 
�����
��� 9��
������� � ������ ��7����

	$������ ��	�3������ �������;�! ��
�������� �� ������ ��� ����� %�
 � ��7��������� 	� $������

���� � 	��;� ����
����� 	$�� ������ 	� ��%��� �� 	$�� ����' 	$����
�������� ����������
�� �

max
C,K,Z

U(C,Z)

s.c

{
K̇ = 0
Ż = 0

��$�7��%� �������� ��� � ������������ 	� 
�����
��� ���
�������� ���	������ � $�������� 	�

��? � �<�� 	� ��

�!
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�� ������� ��� ��������� � ����������

��� ���������� �� �.��������� ���� ����� ����� ��� ���1 #��������� ��� �� ��#�����2

��� �� ��� ���,����#��) �.�1�����#� �.�� ���� ������������ �������� �.� ����� ��� �����

��,������� - �� �����#��/���  �������� �� #������& �/����� ���� �� /�������� �� 0& �1�#2

�� ��� ����� �� ���1 �.��#� ��� * limK→0 FK(K,E) > ρ ∀E) �.���#��� F�� �� ���������G
�� #���� �������� ������ ��� �.�@�� �� �� ��������� ��� �.�������  �������� �� �� #���� 2

 ����� UCP ) �� #�������� UCP ≤ 0� �������� �.���#��� �� �� ��������� �� �.���������)

+�� #�����& �� �.��������� ��� ���/�����& ���� UCP > 0& ����� �� ��� �������� �.������� ���

����������  �������� �� ��� #?#��� �� ����)

�� �.�����#� �� ���������� �� �� ���������& �� �����#� ��� #��������� �.	���� ����

�.����� � ������ ����������� �� #���1& ��� ��� D� ��& �.�� ��/��� �� ��������� ��D��

������� limE→+∞ FE = 0) ���  ������ �� #��������� #� #�� �1��E �& �D� �� ���/���

������� �.��������� #��#���������& #������� - �� ���#�� #���� #�������� ��� �.�?�������

���/���� ∀K ≥ 0, ∃Ê < +∞ ��� ��� limE→Ê FE = 0) ���� #���� �?�������& �� �.������

�� ,��� ���& ���� ���� ��/��� �� #������& �� �1���� �� ��/��� D�� �.� ������ Ê = Ê(K)

�� ���- ������ �##��Q��� ��#��� ��� � ������� �.��� ��� ���D����� ��1 D� ��)

� �.��������� #�  � - �.���� � & ��� ��/���1 ������������� �� #������ �� �� #���� 2

 ����� ���� ����� ���� �����#��/� ��� ��� ��� ���1 ��������� ���/����� * FK(K,E) = ρ

�� F (K,E) = C) ��& �� ��� �������� ��  ������ ��� �� ��� D� �� �1�������� ��� � �������

6����.- �� ����� ���������� Ê& �.��������������� �� �.�1��������� �� ��������� #������

�� �����D#����� - #������ �� ��/��� �.� ������ ��,������ - Ê) ��#���� ��� FKE > 0

�� FE > 0& ��� � ���#����� �  ������ �� #���� ��#����� ������ ���� �� ,��� ��� ���

��/���1 �� #����  �����& �� #������ �� �� ���������& - �.���� � & ���� �� ��N- ���

��/���1 �.���������) ��  ����� ������� ���# - �� �������� �� ������ - #���� ��� � ����

��� ����?��� ��� ������������ �� ��������� #�  � �� ������� ,���� �� �� �����#����)

	�� � ������� ��,������ ����������� ���

���/���� �� <����/����� B3>>"C ��/�������� ��� �1������� ��  ����� �� A��#M

B3>88C #��������� - ���� �� ������ � �� #����9�� �� �� ��������� - #���� �� �� �������

�.��� �������#� ���������) +��� #� ,����& ��� #���������� ��� �������#� �����/������ Z(t)

���� ��� ������ H(t) ��� �1������ �� �������� #�  � ����� ���� �� �����#����) �����

�������#� ������� �� ������ ��� �� #�������#� �@�#��� ��� �� �������� ���#M * Ż(t) =

N(Z(t), P (t))−H(t) �/�# N() #��������� #��#�/� �� Z(t)& ��#��������� #��#�/� �� P (t)

�� NZP < 0) �� ,��#���� �� �����#���� �.�#��� - ������� Y (t) = F (K(t), E(t), H(t)))

��� ���,����#�� ���� ��#������� �� �� ��������� ��� �� �� �������#� ���������)

�"���� �� ������ ()**�, �
�	������ ����� �������� %�
 �� �<�� 	� 	���H� �7�
�� %�
 � %������

��
 � ������������! �$�>%���#�� ���
������ UCP > 0 
������ � ��%%���
 $�7������� 	$�� �<�� 	�

���%�������� � �� ������ ���%������ ��� ������ 	� � %������ %�
 ��� ������ 	� � ������������

�3� 	� ��������
 �� ������ 	$������ ��������! ���� 
�����	
��� �� 	���� ��
 ��
 ��	#� 	��� �

������� ������
�� � � �
�������� ��	��#��!
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�� ������� ��� ��������� � ����������

���� #� #����1��& �.����� �� �� �������� #���������� ��/��� �� �9�� #������ F���,��#�G

6��� ��� �� ���1 �.��#� ��� ��#��� ρ) ��� #��������� limK→0 FK(K,E,H) > ρ ∀E, ∀H
�� limZ→0NZ(Z, P ) > ρ ∀P ������������ �.�1�����#� �.�� ���� ������������) �� �����&
�.���#��� �� �.���� ������������ �1��� ��� �� ���1 �.��#� ��� ���� ��:��  ��� ��� ��

#�& ���������  ��� ��� #��������� ��� �� ����/�� #������ UCP ) ����� ��� ���& �� �����

�##���� �� ,���� ���� �.��6�#��, ��#��� ���� E��� � ������� �D� �� �������� �.�1�����#�

�.��� ���6�#����� �� #��/�����#� /��� �� �������� �� ���� ��� �)

��� ������� �.����������� ������� �� #� ����� ��� �� �.�#��� �� ��#���������� ���2

 ��� - �� �?��� � �� ��1�) �� ������#� �.�1�����������& �.��������� #��#��������� ���

���:#�#� �� �� #���#������ ��� �� ��/��� ���� ���/� �� ��������� �� ��� ���2�1����������

�� �� �������#�) �D� �� �� ����� - #�� ����:���#��& ��� ��������� �� �?��� � #� ��2

���� ��� ��1� τ(t) ��� ��� � ������� ���������� E(t) �� ��� ��1� q(t) ��� �.�1���#����

�� �� �������#� H(t)) �� ��#���� ���#���� ��� #�� ��1�� ��� ��/����� ���� ,�� � �.��

�����,��� ,��,������� T (t) ��1 #����  ������) �� ������ � �� �.����� ������������, F���

����� �� ��������� #�  � ��� ������G&

max
{C(t)}

∫ +∞

0

U(C(t)), P (t)) exp−ρt dt

s.c K̇(t) = r(t)K(t) − C(t) + T (t)

��� ����#�� - ���1 #��������� �� ��� ��� ����� U ′(C(t)) = ε(t) �� ε̇(t) = (ρ− r(t))ε(t)

�/�# ε(t) �� /������� ��6����� �� #�������) ��  �1� ������� ��� ���D��&

max
K(t),E(t),H(t)

π(t) = F (K(t), E(t), H(t)) − r(t)K(t) − τ(t)E(t) − q(t)H(t)

����� ��� ����� #��������� ���/����� * r(t) = FK & τ(t) = FE �� q(t) = FH )

��� �������  ������� ��.�� ��� �������� �� ��#���������� �.���� � �� D1��� ���

��1�� ��� ��� � ������� �� �� �����/� ��� �� �� �������#� ��1 ��/���1 ���/���� * τ(t) =

−ψ(t)/λ(t) �� q(t) = ϕ(t)/λ(t) �/�# λ(t) > 0& ψ(t) < 0 �� ϕ(t) > 0 ��� ���1 D#��,�

����#��� �����#��/� ��� �� #������& �� ���#M �� ��������� �� - �� �������#� - �.���� � 

��#����	) ��� D� �� ���������� ����� �� /�������� #�Z� ����#�� - ���� �#��/��� �����#��/�)

�@ �7���� 	��7 �>%�� 	$�7��
������! �� %
���#
� ��� 
������ �� 	������ ����� %�
 � %������

��
 � ;���62�
� 	�� ������! �� �����	� � �
��� � $�7%�������� 	� � 
�����
�� ����
�� �������!
��� ����%������ 	� ��� 	��7 ���	������ 	���� ���	������ � 
#�� 	� .�>���6�����>!
�	�� %
�;#�� 	� %���3�����
 ��� ������� � ��7 ���	������ 	$�%������� �⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

UC = λ

λ̇ = (ρ− FK)λ
λFE + ψ = 0
λFH − ϕ = 0
ψ̇ = (ρ− µ)ψ +GPϕ

ϕ̇ = (ρ+GZ)ϕ
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�� ������� ��� ��������� � ����������

�� ���#����� �� �� �����& �� ����������� �� ��  ��� �##������� ��� �� ��������� �� ��

������ ��� ������� ���� ��� �� �� �������#�)

�.���� ��� ��� ���/��1 �1����� ���������� ��� #���#���������� #�  ��� ��� #�������

- � ����� - �� ������ �����#��/� �� �������������� ��� � ������� ����������) +��������2

 ��� - #���� /�����& �.������ ������&  �����������& #���������� ����9� ��� ��� � �������

���������� ��� ���� ������� �� #����  ����� ���  ������) 
����� ��.�� ��� ���� ��  �2

������� ��� � ������� ���������� #�  � ��� ,��#���� �� �� #����  �����) ��& #���� ��2

���#�� �� ��� ����9� ���������� �� �.�� �� ��,��� - �.�1� ��� ��� � ������� �� CO2& ����

�� ���� ��.��� ���� ��� ����������� ���/���� �� �� #����  ����� �.������� ��� ������

���/�� F �?��� �� ���������& #���@���G) ��  E �& ��#��� �����& - ����� #���������#�&

�� ������ �� ������ ��� ��� ���1 ����#�� �� ���������& - ��/���& �� #����  ����� �� ��

�����#����)

����� �� �����	
�� ���
��	 �� �� ��������	
��

A�������� B3>>4�C& ������& - ��  ������ �� �U��� B3>87C �� �� K��� B3>5!C& �� #�������#�

�.��� �#��� �� ��������� ���� �������� �� #����  ����� ���  ������ ��� �� ����#� ���

� ������� ���������� * E(t) = C(t)) ��� � ������� ,�/������� �.�##� ������� �.�� ���#M

�� ��������) �.�#��� �� � �� ����������� �.���� ��� �� ��������� �� �������� ��� ������ ��

��� �������#�� - �� �����������) �.�/������� �� ���#M ��� ���# ������& - #����� �������&

��� �.�������� �?�� ���� ���/���� * Ṗ (t) = C(t) − µ(P (t), D(t)) �I µ() ���������� ��

,��#���� �.���� ������� �� �� ��������� #��������� �� #��#�/� ���� #��#�� ��� ��� ����2

 ����) �� ����� �� ��  ����������� ��� #��,�� � ��1 ������ ���#�������) �� �����#�����&

��� ���,����#�� ������� ��� �� #����  ����� �� �� ��������� �� ���� ����������� ��� ���

,��#���� �.������� U(C(t)), P (t)) ��1 ���������� #���������)

�.����� �� �� �������� #���������� ��/��� ��� �� ��/��� �� #������ F�� �� �����#����G

������������ �.������� �� ��/��� �� �� ����� �.��  ���D�� ��D�� ��� * FK = δ + ρ)

�� �������� �������� �.����������� �� #� #���� �.����?�� ��� �����#�� ��� ���#����� �.�#2

#� ������� �� #������ �� �� �� ��������� * �� �.? � ��#��� ������ �� ��������� �.�#2

#� ������� �� #������ #�� �.����������� �� #����2#� �.��� ���� ����#�� ��� �����������

��� � ������� ����������) +�� #�����& �� #����  ����� ������������ ��� �@�#��� ���

�.�������#���� ��� ����##�������� ��/������ ������� ������.�� �1���� - ������� �� ��2

������� �1���#��� ����� #����  ����� �� ��������� F��#��� ��� �� #�������� �.���� �����

(ρ+ µP )UC = −(1 + µD)UP G �� ��.��� ������ ��� �������#�� ��� ������� ��1 ��������

�� ����������� FF (K)− δK = C +DG) �� �����& �� ������Q� ��� �.�#��� ����� �� ��/���

�� #����  ����� ���� �� �� #���� �� �� ����� �.�� ��� �.������ ���� ����� ��� ��� ���2

�� %
����%� �������� 	��� � 37�
 �� ��7�� 	� ��� ��
�� ��� ��� ���	������ 	$�%������� ������ ��
�3���

� $�����;
� �����

�����!

!%



�� ������� ��� ��������� � ����������

,����#�� ���� �.��/������ ��� ���� � ��������� �� ��� �� V�����#��/���V �� �.�#��/���

�� ����������� ��� ,����)

����� ������

��� ���/��1 ���������& ���� #���� ��#����& ����� �� ��� ��� ����N� �� �.� ��#� ��

�.�������#���� �� �.��/������ ��� ���� ���  ������ �� #�������#�) �����2#� �� �������

�������� ��� ��� �� �@�� �� ��/��� ����� ������ �.�#��� �� ��������� #��/���� /��� ��

���� ������������ #���#������ ��� ���  ������ �##� ������� �� #������ F�1#���� A��2

������ B3>>4�CG �� ��� ������ �� �� #����  ����� ������/� ��� �� #���� �� ��,����#� ��

�� ����� �.��  ���D��) �� �������� �.�1������ ��� ��� ��������� �1��#��� ��� �� ������

��/������ ������ ��� �� ������ �#��� ���� ��& ���� �����#������ ���& ��� �.��#�������

- ��/�����) 
��� �/��� ,��� �.�1���� ��  ������ /��������� ��� �� ���D�� �� ��������

����  ��� �� #�������#� �� �� ���������� �� �� ������� ��#������) ���M�? B3>>5C �����2

����& ��� �1� ���& �� ������� ��#������ �1����� ��� ������ ��� #�������#� #������� ��

�� �����#���� * Y (t) = expgt F (K(t)) �/�# g > 0) 
���� #���1 �.�1������ ��� �� ,��� ���

#� �?�� �.�����#�� ��  ���D� �� ���� �� �������� ������� #�� �� ���1 �� #�������#� ���

����� ��� ��  ������ �1����� �� ����� ����������� ��� ���� ����� ��/������ �����1)

��� ����& ������� �.�� �.��������� - �� �������� �� �� #� ���������� ����� ��� ��6�#��,�

�� #�������#� �#��� ���� �� �� ������/����� �� �.��/������ ��� ��& - �� ������ ������

�� ��/������ ��� �������& �� ��� ���,������ �� ��#����� ��1 ������ �@���� ��� �� �������

�� �� #�������#� ��������)

��� ����		���
��� ���
������������ �� ������	�
���

�� 	��
���	� ����� �	����
� �������� � � 	��
��

��	� ��������

�� ������� �� �� #�������#� �������� �������� ��������� ,�� ���������� ��� ��� ������

�� #�  �� �.� ���?�� ��� ��#��������� - ����� ���� �.�#����� #�������� ���� ��� ,�#2

����� �##� ������� F#������ ��?�����& #������ �� ���G) ���  ������������ ����������

��� ������ ��/������ �� ��� ������ ��#�����) ��� ����� ���� #�������� �� ��/��� ��#���

���/������� �.�1���������� ������/�� ���� �� �����#���� * �@�� �.������������� F'� ��

B3>5%CG& �@�� ��� �������� ��������� FA���� B3>>$CG) ��� ����� ���� ���/��� E��� �����2

 ��� #�������� �� ��/��� ���/� �� �� #�������#� ����� ����� ��� �.�##� ������� �� #������

�� ��� F��#�� B3>55CG) �� #�������#� ���� ����� �������� �.����/������ ��#����������� ��

���������� ��� ��� ������ �� �� /������ ��� ����� ����� �������� �� �����#���� F'� ��

B3>>$CG �� �� #����  ����� F(���� �� �� K��� �� B3>>3CG)

!8



�� ������� ��� ��������� � ����������


��� ���������� �.�����& - ������ ��  ����� �� #�������#� �������� �� ���� ����2

 �������& �� �������� ����� ���� ����� - �� #� ���������� ��� ��6�#��,� �� #�������#�

�� �� ������/����� �� �.��/������ ���) 
��� ���������� ������� ��� ��������� ���������

�D� �� �������� �� �� ��� - �� #�������#� ��.������ �� ����������� �� �.��/������ ���)

�� ������ ������ �� ��/������ ��� ������� �� ����� �� ����� �� ,��� �� #���� ��#����)


��� ����/���� ����� ��� �������� ��J�1���� #��#������ ��� ����� ��� ���  �?��� ��

������� �� ���������  ��� �����& �.�@�� �� �� ��������� ��/������ ������ ��� ��� #���������

�� �� #�������#� �#��� ����) 
��� #��#����� ��D� #���� ��#���� ��� ��� �?������ ����2

#���� ������ �.��� ���#������ ��� �� �������� ����� ��� ������� �� ���������� �� �.������

��������������������)

�� ����������� ����� ��/������ ��� �� #�������#� �������� �������� ��� /������& ��

��/��� ��� #����� �.����?�� � ���?��& ���� ��  ���� � ��������) ���� #���� ������&

���� ,������ �� #���1 �� #��#������ ����� �1���� ��� ���  ������ �1������ �� ���#�����

�� #�������#� �� /��� � ����9� ��� ���������/���) �� ���������� ��� �� 6����D� ���

����� /������ �.��������� �.������#���� �� ��� �������� �1�������� ����� �.�##� ������� ���

���1 ���#M� ������#�� ��� ���� �� #������ ��?����� �� �� #������ ������� F��������� ��

��/������ ���G)

����� �� ������	
�� �� �����
�������	 � �� ���	���� � ��

��
������

	� ���$�& � ����

P������� B3>>4C �� ���� �� �������� �� ��/��� ���� ��� �.�@�� �� �� ����� �� #� ���

�� �.��/������ ��� F���������G ��� �� #� ����� ��� �� �.�#��� �� ���� ��� �1�������

��  ����� AK �� '����� B3>>3C) �� �����#���� �� ���� D��� ��� �� ����� �� �����

3& �� ��/��� ��#���& ���� �� #������ K(t) F��� ���������� ���  ����� ����= ����� ��

���� ��� ,�#����� �������#������G * Y (t) = AK(t)) �� #�������#� �.��� ��� ��������������

������� ��� ����� ���� #�������� ���/�������& ��� �1� ���& �.�� �@�� �.�������������

� �� '� �� B3>5%C& ��� ��� ��� �1��������� ���� ��� ������ �#��� �����) �.������ �����2

���� ��� /������� �� ��������� P (t) ��� �.�##� ��� �/�# ��� � ������� ���������� E(t)

����#�� ��� ����� �� ���#����� �� �����#���� FE(t) = BK(t) �/�# B ��� #��������

������/�G) 	� � �� �.�?������� �������� ����� �������� �� ������ ���� ��� ��� ,��#����

#�������� µ �� ���#M �� ��������� - #����� �������) �� �?�� ���� �� ���#M �.�#���

���# * Ṗ (t) = BK(t)−µP (t)) ��� ���,����#�� ���  ������ ������� ��� �� #����  �����

 ���& ��� ������ ���@���� ����� ��� �� �� ��������� * U(C(t), P (t)) = lnC(t)− 1
2
P (t)2)

�����
 ��������� �� ����
�;������ 	� I;���� �� ��� ()**J,� K����� �� L�M��� ()**F,� N
����	

()***, �� N
����	 �� ����� (���1, 	��� ����� ����
���
�!
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�� ������� ��� ��������� � ����������

���� #� #���� �.����?��& �.���� � ��#��� ��� ��D�� ��� *

max
{C(t)}∞t=0

∫ ∞

0

(ln(C(t)) − 1

2
P (t)2) exp−ρt dt

s.c

⎧⎪⎨
⎪⎩

K̇(t) = (A− δ)K(t) − C(t)

Ṗ (t) = BK(t) − µP (t)

K(0), P (0) ������

�� ������ � ��� ����#�� - �� �?��� � �?�� ���� #� ���� ��� ��������� �.�##� �2

������ �� #������ �� �� �� ��������� �� ��� ���1 ��������� ���/����� *

λ̇ = (ρ+ δ − A)λ+Bη

η̇ = (ρ+ µ)η − P

�/�# λF[1/CG �� η ��� /�������� ��6������ �����#��/� ��� �� #������ �� �� �� ���������)

	� ��� �������� ��  ������ ��� #� �?��� � �� �� #�  � ������ �������� �� ����

��� � �� ���� ������������ ������ �� ���� �� ����� �����) ����� #��#������ #��������

#����� ��� �/�# ��� ���������� ��  ����� �� '����� B3>>3C ���� ������ �� �1���� �� �������

�� #�������#� ���������� �I ������ ��� /�������� #�������� ��  E � ���1 #������� * g =

Ċ/C = K̇/K = Ẏ /Y = A−δ−ρ) �� ,��� ��� �.�#��� �� #�������� �� ���1 �� #�������#�
��? �������� ��� ��� �.�1������ ��� �.�1�����#� �.��� �1��������� �� ���������) ����

#�  �����& �� �.�1���� ��� �� V#�����2�����V - �� ���������& �.�##� ������� �� #������

�� ������� ��� ��� ������ #������� �� ���#M �� ��������� ���# �� ��  ��� ���� ���

���  ������) �� ������& #��� ���� - ��#������� �.��/������� ��� #�� �� ���������� ���

�� �� #�������#� ��� �� ����  �?�� �� 6������ #� ��  ���) �.�1��������� �� ���������

�1��#� ���# �� �@�� ������, ��� �� ����� ��� �� #������ ��� ���/���� ��� �� �������

�� �.��#������� - ��/����� 6����.- �.���� ������������ �I ���� �.������)

�����& �.�������#���� �� �.��/������ ��� �� �� ������� ��� ����� ��� ��� �� �@�� ��

��/���  ���& � ������ �� #�������� ��� �� #�������#� ���������� �.��� ���� �� �����)

+�������� ����� ���� � �� �6����$�� �������������

��#��� �� '������� B3>>4C ,���������� ��� �������������� �� �.����� ���#������ #�����2

���� �.����� - #���������& ���� �� /������ #����������& ��� ,��#���� �.������� ��� ����2

����� U(C(t), P (t)) #��������� �� #��#�/� ���� �� #����  �����& ��#��������� �� #��#�/�

���� �� �����������) �� #���1 ����/� �� �� /������ �.����?��� �.� ��#� ��� ���,����#�� ���

������ ��� ��� #��������� �� �� #�������#� ����������) �� ,���& 	� ������Q� ��� �.����?��

��� ���������� �� �� �������� ���� ��� ������ ��� �� ����� �� �� ����/�� #������ UCP ) ���

��� �� ��������� ��� ����#��� - �� �@�� �� ����Z� FU
CP

≤ 0G& �� �?�� ���� #��/����

���� 
���� 	� � ��	�������� ��� �	������� � ��� 
������ %�
 O������� ()**�,� �7��%���� 9���� 	�


����
� � $�>%���#�� ���%�3���
��� 	$�;����� 	� 	�%
�������� 	� ��%���!
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�� ������� ��� ��������� � ����������

/��� �� ���� ������������ F����� �����G) ����� ��� ���& �� ����� �� �.�1��������� �� ���2

������ F��� ����� ��� ��� ���,����#��G ������� #���� �� �.�1��������� �.������������� F���

����� ��� �� �����#����G #� ��� �1#��� �� #�������#� �� ���� ��� �) �� �������� ���2

/���� ��� ���/���� ,��� �� �.�@�� ������, �� �.�1��������� �� ��������� ��� �� ����� ���

�� #������ �� �.��#������� - ��/�����) +�� #�����& ������� �� ��������� ��� ����#��� - ��

�@�� �� #� ��������� FUCP > 0G& �� ��� �������� ��� �.�#��� �� #��/����& - �.���� � &

/��� �� ������� �� #�������#� ���������� ��� ������� ������.�� � ������ ��� ���������

����D�� ��� #���������) �.�?������� UCP > 0 ��/���� - �������� �.�1�����#� �.�� �@��

�� #� ��������� * ��� ������ #� ������� �� ������� ��� #���� ��� ��� ������ �� ��

��������� �� ��� ������ ���� #����  ����� F�������� ��� - ��/��� �.������� #�������G)

��� ������� ��������� ������� ��� /������ ��#���������� ��  ����� �D� �� #� �����

��� ���������� �� �.��������� #��#��������� - #����� �� �.���� � ��#���) �� �����#���� ���

��� ��� - �� �@�� �.������������� � �� ����L B3>%!C * �� �����#���� �.��� D� � i �.�#���

Yi(t) = F (Ki(t), X(t)Li(t)) FF () �� ����� �� ����� 1G �I X(t) ���������� �� ���#M ��

#���������#� �##� ��� �� #���� �� ���#����� �� �����#����) � ��  ������ �� '� ��

B3>5>C& ��� ������� ��������� X(t) = a
∑

iKi(t) �/�# a > 0) �� ��/��� ������& ��#����

��� ��� D� �� ���� ����������& �� ������/� ���# ��� ��#�������� - ����� ���� #��������

���� �� #������ * Y (t) = F (K(t), aK(t)L) = K(t)F (1, aL) = AK(t)) ���� #� #����1��&

��� ������ ���/�� ���� #��,������ - ���1 �?��� �.�1���������� * ��� �1��������� ������/�

�.������������� �� ��� �1��������� ������/� �� ���������) � �.��������� #��#���������& ��

�?�� ���� ��� ��#���� ��� ��� ��������� ���/����� * qd(t) = UC(C(t), P (t)) �� q̇d(t) =

(ρ − r(t))qd(t) �/�# qd(t)�� �� /������� ��6����� �� #������ �� r(t) �� ���1 �.�����E�)

�.��������� �� #���#������& - ���� ��� �& ��� ��� #�������#� �������� �� �� �����#����&

�� �� #����  �����& �� #������ �� �� �� ���������) ��� #��������� �.���� ����� �� ��

�������� #���������� �.�#��/��� * qo(t) = UC(C(t), P (t))& q̇o(t) = (ρ−A)qo(t)+Bλo(t) ��

λ̇o(t) = (ρ+ µ)λo(t) + UP (C(t), P (t)) �I qo(t) �� λo(t) ������������ �����#��/� ��� ���

���1 D#��,� �� #������ �� �� �� ���������)

�.��������� #��#��������� �� �� �������� ���� ��� �?��� ��� ���������� ���������/��

���� ��@������� F���� �� #�� UCP ≤ 0G& ��#��� �� '������� B3>>4C �.����������� - ������

�� �?�� �.�����/������ �������� ���#������� �� ��������� �.���� ����� �� �� �������� ��2

#����������) �� �.�� #�������� �� #�� ���� ��������� FB = 0& U(C(t), P (t)) = U(C(t))G&

����� �� ��������� ���� ��� ��� #�����& �� ,��� ���/��������� �� ����� ��� �� �.��/��2

����� ��� �� ���1 s(t) F- ������ �.��� ��1� ,��,������� θ(t) ��� �� ��/���G ��  ������

- ������������ �.�@�� �.������������� �� ��#����� ��� ������ - ��/����� ��/������) ��

#��������� �� �������#�� ��� ������ ��/���� K̇(t) = (1 + s(t))r(t)K(t) − C(t) − θ(t) ��

�� ������� q̇d(t) = (ρ− (1+s(t))r(t))qd(t)) �� ��/��� ���� �� �� �� ���/�������� �.���/�
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�� ������� ��� ��������� � ����������

����� - s(t) = (A− r(t))/r(t))

+�� #�����& ��� ��.�� ����� #� ��� �� ��  ��� #��� ��� �.�##� ������� �� #������&

�� ���/������ ���� ��� ��/���� s(t) = (A − r(t))/r(t) − Bλo(t)/r(t)qo(t)) ����� ���

���& �� ��/��� �� ���/������ ��� ������ �� ,��� �� �� ����� �� #� ��� �� �.�1���������

�� ���������) ��� �������  ������� ��.- ���� ��� �& �� ���/������ #��������� �� ���2

���� - ��� ��1�) 	� #��/���� �� ��#������� �.��/������� ��� ���� ��������� ��� ��/���1

������������� �� #������ �� �� ��������� ���� ��.��� ���� ��D��� - �� �������� ���� ���)

�� ���� �& #�� ����?��� �@���� ��� /����� ������/� �� �� �������� ����� #�������#� ��

��/������ ��� �� ��������� ��� �� ���� ��� �.� ������ - �� #�������#� �.��� �#��� ��

���������) �����,���& ��������� ������ ���������� ��� ��� �/��#��� ���� #��������� #��

�����#�� - �� #�������#� * �.������ ��� ���� ��� �#��/���� �� �����������& �� ��#���#��

���� ��� ��#���������  ���� ���������� �� ��#��� �� ��/������ ��� �.������  ������ -

�� #�������#�) ��� ��@������ ������ ���� ��/������� ���� �� ��#���� ���/����)

����� ������� ��		� �
�
	� � �� ��
������ ������

	� �����=�� �� �� ��������� ��� ��� ��������� �� �����������

(����� �� � ������ B3>>"C ����/���� ��� �1������� ��  ����� AK �/�# ��������

J�1) ��������� ��� ��1 ������ ���#�������& ��� ������� ��������� ��� ��� � �������

����������E(t)& ������� ,���� �� �� �����#����& ���/��� E���  �Q������� ��� ��� ��������

�� ����������� D(t) * E(t) = E(K(t), D(t))��) ��� ���,����#�� ���������& ��  ������

#��������& �� �� #����  ����� �� �� �� ��������� * U(C(t), E(t))) �� �������� #����������

��� ��#���� ��� �� ������  � �.���� ������� ���/��� *

max
{C(t),D(t)}∞t=0

∫ ∞

0

U(C(t), E(t)) exp−ρt dt

s.c

⎧⎪⎨
⎪⎩

K̇(t) = AK(t) − C(t) −D(t)

E(t) = E(K(t), D(t))

K(0) �����

�� ��� ���� ������ �� �.����� � ����� ��1 #��������� �� �.���� ����� �� �� �� ����������

�� �� #�������#� ����������) �� ���������� � ���� ��� �� ��������� ���� ��� #��������� ��

���� �� ������� �� #�������#� ���������� F���G��) �D� �� �����,���� - #���� �1����#�& ���

������� ��#������ - �� ���#�D#����� ���/���� �� �� ,��#���� �.� ������ *

E(K(t), D(t)) =

(
K(t)

D(t)

)γ
F3)4G

������ EK > 0 �� ED < 0!
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�� ������� ��� ��������� � ����������

�/�# γ ��� #�������� ������/�)

�� ��������� �.�� �������� �� ����� 0 ��� �� #�������� �� ��� ��:����� ���� �� ��2

�������� �������& �� ���� �� ���& #������ �� �������� �� ����������� #��Q����� ��  E �

���1 #������� � ��������& ��� �-2 E �& �� J�1 �.� ������ #�������) �.���� ����� �� ��

#�������#� ���������� �������� ��� #��������� ��� ��� ���,����#�� * �.������#��� ������� 2

������� �� ������������ �� �� ���,����#� ���� �.��/������ ��� ���/��� E��� #���������)

(����� �� � ������ B3>>"C #���������� ��� ,��#���� �.������� �����,������ #�� ������#����� *

U(C(t), E(t)) = lnC(t) − φE(t)1+ψ/(1 + ψ) Fψ > 0G��

���� #� #����& ��� #�������#� �������� �� ������� ��� ����������) �����,���& �.�����

�� ��� ��/��� ��� �.�������#���� ��� ����##�������� ��/������ ������� �.�##� �����

���/������ ��� �.�� ���������� ��� �� �� #�������#� �� ���� ��� �) �� �@��& �� ����

�� ���& �� ���1 �� #�������#� ���� ��& g = A − δ − ρ − D(t)/K(t)& ��� ������ �.��

 ������ D(t)/K(t) #������� ��� ������� ��  ����� AK ��������) �� ��� � ������2

 ������� ������� �.�1�����#� �.�� �@�� �.�/�#���� �� �.��/������� ��� ��� ��� �������� ��

�����������) ��� �@�� 6��� �� ��  ������ ���/����) �.�##� ������� �� #������ ���/����

��� ������ �� �� ��������� ��� �@�#�� ��� ������) �� ����� ��� ��#��� �� #������ �.��

����/� ���# ������& ������/� ��� ��  ����� �� '����� B3>>3C F�I �� ��� #������� �� ����

- AG& �� ������ �� �� ����� �� #� ��� �� ��  ��� #���� ��� �� ���������) ���� � 2

������ D���� ��� ��� ������ �� �.��#������� - ��/����� �� �� �.��/������� ��� �� ���D� ���

�������� �� �����������) ��  E �& ��� ������ ��� ���,����#�� ���� �.��/������ ���

Fφ ��� ����G �����Q�� ��� �� ������� �� ���1 �� #�������#� #�� �.�@�� �.�/�#���� ���

���,��#�) �.�#��� �� ���� #����#��� ��� ,��#���� ���� ������ �� ��� �������#�� - �� ��2

���������& �� ����� ��� �� �� #����  ����� �� �� �.��/������� ��� F�� ����� D(t)/K(t)

��� ����G& �D� �� #� ������ �� ��  ��� �##������� ��� �� ���������)

�� ,��� �� �.������� ���� ��� �#��/��� �� ����������� �������� ���# �� �����������

�.��� #�������#� ���������� ������� �� �@���� - �.�#��� �� ��  �?�� ��  �Q������ ���

� ������� ���������� ���������� - �.����������� �� #������) 	� �.�� ����� ���  ���� ���

�.�������#���� �� �� ��������� �@�#�� �� #� ����� ��� �� �.�#��� ��& - ���� ��� �&

������� �� ���1 �� #�������#� ��� ��,������ - #���� ��  ����� �� '����� B3>>3C) P�2

������ B3>>4C& �� � ���?��� ��  E � �?�� �� ,�� ������� ���� �� ,��#���� �.� ������&

���������� #� �������� ���� ���  ����� �/�# �������� ���#M)

��� A����� �� K�,M�� B3>>4C ��/�������� ��  ����� ��������� ���� ��� ����#�� �#�2

�� ����� �� �.��/������ ��� *

2 �� ������� �� �.��/������ ��� #�  � ����#����� �� ����2E���&

2 ��� ���/�#�� ��/������ �����1 #�  � ,�#����� �� �����#����&

2 ��� ���� ���� ������/�� �� �.��/������ ��� ��� �� �����#��/��� ��� ,�#�����)

��P�� ����
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�� ������� ��� ��������� � ����������

�� ����#����� #�����������& ������/� ��� ��1 ��,����#�� ���#�������& ������ ���#

���� �� ����� �� #� ��� �� �� �� ������ ��#���������� �� �.��/������ ��� * �� ���������

��� ������/��� �� ������� 6���� �� �� �����#���� �� �� �1���� ��� �1��������� ��/����2

�� ������ ������/�) �� ������ ������ �������/�� #������� - �/����� �.�@�� �.��� ������

��� ���,����#�� ���� �.��/������ ��� ��� �� #�������#� �� ���� ��� � �� �.�#��� �� ���2

������) +��� #� ,����& ��� ������� ��������� �.�1�����#� �.�� ���� ��/������ ����� Z(t)

���� �� ��� �� #�������#� ��� �@�#��� ��� �� J�1 ��� �� ��������� * Ż(t) = N(E(t), Z(t))

�/�# NE < 0) �� ��������� V�����V e(t) ��� �� ������� 6���� �� �� �����#����) ���

�������� �� ����������� #���������� - ��  �Q����� �� #�  �� �����#) �� J�1 ��� �� ���2

������ �.���/� D���� ��� - * E(t) = E(e(t), D(t)) �/�# Ee > 0 �� ED < 0) �� ,��#����

�� �����#���� ��� - ����� ���� #�������� ���� ��� ������ #������ �� ��������� �� ��2

��D#�� �.��� �1��������� ��/������ ������ * Y (t) = F (K(t), e(t), Z(t))) ��� ����������

�� #���� ,��#���� ��/��� �.�1�����#� �.�� V����  �V ��#���������� ���/����� �� ,���

��.�� �##������ ��� ��� � ������� ���D�� ����#�� ��� - �� �����#���� FFe > 0G  ���

��������& ��� �� ����� �� �� ����������� �� �.��/������ ��� FNE < 0G& ��� ������ �� ��

�����#��/��� ��� ,�#����� F�� �� �� �����#���� ������� FZ > 0G) �.������� U(c(t), Z(t))

��� #��������� �� #��#�/� ���� �� #����  ����� �� �.��/������ ���)

����� �/��� ������ ��� #��������� �.���� ����� �� �� ���������� �� ������� �� #����2

���#� ���������& ��� ������� ���/�������& ���� ��� ���#�D#����� ��  �������& - #���#2

������� �� ���1 �� #�������#� �� ���� ��� �) 	��  ������� ����� ��.��� ������ �� ��

���,����#� ���� �.��/������ ��� �� ������� �������� ��� ��� ��� ��� �������� �� ��

������� �� �.��/������ ��� �� ��� ����#���� �� ���1 �� #�������#�) �����,���& ��� ��2

������� ��� �� ,��� ��.�� ��� ��������& #�������� ��� ��1 ��������� �� (����� �� � ������

B3>>"C& �.�����/�� ��� ������ �� ���1 �� #�������#� #����#���/� - �� ���,��#� ���

��� ����##�������� ��/������ ������� - #�������� ��� �.�1��������� �� �����#���� ����

��:��  ��� ,����) �����& �� ����� �� #� ��� �� #���� �1��������� ��/������ ������

��  ���,���� ��� �� ����������� �.������� ��� ��������� �� 8���8��& ����� ��� ���& ���

������ �� ������� �� ���1 �� #�������#� �� �� �� ������� �� �.��/������ ��� ����� -

�.��� �������� �� ����� �##���� - #� ���� ���� ��� ���,����#��) 
��� ��������� ��� ��

�������� �� ��/��� �.�� ��� ��������� �� ��� �� #��������� #���� �1��������� �� �����#����

,��� �.��6�� �.��� #�����/����) �� �@��& �.�� ��� /����� ������ �� ������ ��� #�� �@�� 6���

������ ��� ���� #������� ��#����� �.�#��/��� #�  � �.����#������ �� �� ������ �& ����

�� �������� ��.�� ���� ��������� �� �� ,���� D����� �� ��/��� �.��� ,��#���� �� �����#����

��@� 
����
��� � � �%���3������ �������� �⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

Y = AKαe(1−α)Zβ

U(C,Z) = ln(C) + φ ln(Z)
E(e,D) = e

D

N(Z,E) = −γ1

√
E

Z − γ2(Z − Z̄)2 + Γ

""



�� ������� ��� ��������� � ����������

�������)

+��� #��#���� #���� ������& ������ ��� �� #����������� �� ��#��� �� '������� B3>>4C

�� ��������� ��� ���#������� ��� ��  ����������� �.�� ��#���� �� ����������� - ���� ��2

�����) ��� ������� ������������ �� ,��� ��� ��#�������� �� ����������� ��������� �� #������

D(t) = D(K2(t))& D
′(K2(t)) > 0& �I K2(t) ���������� �� ���� �� #������ ������� ��1 �#2

��/���� �� ����������� �� ����� ��� �� �.��/������� ��� �� �� �� #����  �����) �� �?��2

 ���� ��  ����� ��/���� * K̇(t) = AK1(t)−C(t) �� Ṗ (t) = BK1(t)−D(K2(t))−µP (t))

�� ,���& ���� �� ���#M �� #������ ������ K(t) = K1(t) + K2(t) ,��� �.��6�� �.��� �##�2

 ������� #� ��� � ������ ��� �� #������ ���� E��� �������� ���������� ��� �.�� ��#����

- �.�����) �� ����& ��� ������� ���#�D��� �� ,��#���� �� ����������� * ��� �������� �/�#

�� �����#���� �� ���� D���& �� ����������� ��� �������� �/�# ��� ����� ���� #��������

���� �� #������ D(K2(t)) = DK2(t) �/�# D > 0) ���� #� #����1��& ���� �������� ��

������#�� �� #��1 ��� ���/��1 �1����� 6����.����� * �� �� ��#�������� �� �����������

��� ��:��  ��� �:#�#�& �� �������� ���� ��� #�T�#��� �/�# ��� #�������#� ���� ���� F��

�������G �� #�& ������� ���� �� ,��#���� �.������� #���������)

��������� ��� ��������� �� ���������� �� �� ��������� ' ������ ������� ��

�������������

(����� �� � ������ B3>>"C& ����� �/���  ����� ��� �����#������� �� �.�������#����

�� �� �� ������ ��/������ ������ ���� ��  ����� AK& �������� ���� ����?�� �� #����

��������� ,����� ��� ��  ����� �� ��#�� B3>55C) ���� ��  ����� �� ��#�� B3>55C& �� #����2

���#� ��� �������������� ������.���� ��#������ �.������� ��� �������#�� - �� �����#���� ��

#������ �� ��� h(t) ���� �.�##� ������� #�������� ��  ����� �� �� #�������#�) �.�#�2

�� �� #� ����� ����� ���1 ��#����� �� �����#����) �� ��#���� �� ���� D��� � �����

��� ��#�������� - ����� ���� #�������� ���� �� #������ ��?����� �� �� ���/��� �:#�#� *

Y (t) = F (K(t), uh(t)L(t)) �/�# u ∈ (0, 1) �� ���� �� ���/��� �:#�#� ������� �� ��#����

�� ���� D��� �� L(t) �� ,�#���� ���/��� V#��������V) �� ���#M �� #���������#� F�� �� #�2

����� �� ���G& ��� ��� �� �.�##��Q��� �.�:#�#��� �� ���/���& ��� ������� - ������ �.���

��#�������� ��������� ����� ��� �� #������ �� ��� ḣ(t) = ε(1 − u)h(t)& �.���� ����� ���

��� ������ #����#���� ��� ������ �� ���� �� �� �� ���/���  ��� ��/��������� ����� ����

�.���#����� �� �.�##� ������� �� #���������#��)

��  ����������� �� ����& ���� �� �����& ��#������) �� �����#�����& �� ,��#���� �.� ��2

����& ��������� - F3)4G& ��� �������� �� ����� �� ����� 0 ���� �� ����� #������ Y �����2

������) �� ��#���� - #� #���� �.����?�� �.��� ��� ������ ������.�� � ������ ���& �� ���

� ������� ���� �� ������� ,���� �� �� �����#����& ����� ���� ���� ���#��� ��� �� #����2

����#� �� �.����������� �� #������ ��?�����) 	� �1���� ���# ��� ������#����  �6���� �����

��� ,�#����� �� �����#���� ����� ��� ��� �����#������� ��/������ ������� ����������

- ���� ����������� * �� #������ ��?����� ��� �������� �� #�������� �� #������ �� ���)

"7



�� ������� ��� ��������� � ����������


��� ���������� �� ������ � �� �����D#����� ��#��� �/�# ��� ,��#���� �� �����#����

����2������� *

max
{C(t),D(t),u(t)}∞t=0

∫ ∞

0

(
lnC(t) − φE(t)1+ψ

(1 + ψ)

)
exp−ρt dt

s.c

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

K̇(t) = K(t)β(u(t)h(t)L(t))1−β − C(t) −D(t)

ḣ(t) = ε(1 − u(t))h(t)

E(K(t), D(t)) = (K(t)
D(t)

)γ

K(0), h(0) ������

��� #��������� �� �� #�������#� ���������� ��� ������ �� ��D��� �� ���1 �� #����2

���#� �� ���� ��� � �� �.�#��� �� ��� �.������� �� ,��� �� ��/��� �� ���1 �� #�������#�

�� #������ �� ��� �� ���� �� ���1 �.��#� ��� * g = ε − ρ) �����& �� ������Q� ���&

#�������� ��� ��  ����� AK& ��� ����##�������� ��/������ ������� �.��� ��#�� � 2

��#� ��� �� #�������#� �#��� ����) �� �������� �.�1������ ��� �� ,��� ��� ��  ����� ��

�� #�������#� F�.�##� ������� �� #������ �� ���G ��� ����������� �� �� ������ ��/����2

�� ������) �.����������� �� ��  ��� #���� ��� �.�##� ������� �� #������ ��?�����&

/�� ��� � ������� ����������& ������ �.��������� #������������� K/Y ) ����& ���� #� #����

�.����?��& #���� ������ ��� �1�#�� ��� #� ������ ��� ��� ������������ ��� ,�#�����&

���� �� ��#���� �� ���� D���& ,�/������ - �.� ���� �� #������ �� ��� ��� ��������) ��

D���& #�� �@�� �� ������������ #����������#� �1�#�� ��� �.�@�� �.�/�#���� #� ��� ��� ��

��  �������� �� ���1 �� #�������#� - �� ��/��� ��#�����)

�/��� �� #��#���� #���� ����2��#����& ���� ���� ,�#������� ��� ��  �?�� ���������,

������� - ������ #����� �� ��������� * �.�������� �� ��#��������� �#��� �� �� ��/����2

�� ���)


������� �� ���!����,���  ���� ����������

%�������� ������������ ' ���� B3>>4C ��/������ ��  ����� �� #�������#� ��2

������ ���� ������ ��� � ������� ���������� ���� �� ������� 6���� �� �� �����#����)

�.������ #�������� ��� �.� ���������� �� �� ���,�� ��#� ��/������ ������ �� �� ��#�2

������� �.��� ��� �� ���������� �.�� #���1 /��������� ��� D� ��) +�� �������� �/�# �.�@��

�.������������� � �� '� �� B3>5%C& �� ����#��� #������� - �������� ��� �.�##� �������

�� #������ ��� ����#� �.�� �@�� �1����� ��� ��  ���,���� ��� �� �##������ ��� �� �� ���2

��#��/��� �� ,�#���� ���������) �� ��#��������& - ����� ���� �.�#����� #��������& �.�#��� *

Y (t) = K(t)α(xE(t))1−α �I x ���������� �.�1���������) �� ��/��� ������& �� �����#����

��� �� ����� �� ����� 1 ���� �� #������ ������� x = K * Y (t) = K(t)E(t)1−α) �.�����

#���� ,�� �������& ��� ������ �� ���#M �� #������ � ������ ��� �.�� ������ � �����

�� ��/���  ������ �� ��������� ���� ��������� �� ��/��� �� �����#���� �����) �� ���

�.�##� ������� �� �� ��������� ��� ������ ��� * Ṗ (t) = E(t)−µP (t)) ��� �����#�������
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�� ������� ��� ��������� � ����������

�� �� ��������� ��  ������� �� ��� �� �� �� ����������� �.�� ����#� �� �� ������� ��

�.��/������ ��� Q(t) = P̄ − P (t) �/�# P̄ �� ��/���  �1� � �� ��������� �1�����)

��� �/������� ��� ������� �� #���� �� �� ��������� * Q̇(t) = µ(P̄ − Q(t)) − E(t)) ���

 ������ �������� ��� ������� �� �� #����  ����� �� �� �� ������� �� �.��/������ ��� *

U(C(t), Q(t)) = (C(t)Q(t))1−η/(1 − η))

���� #� #����1����& �.������  ����� ��� �� #�������#� ���������� �� ������� ��� ���2

����� - #�������� ��� �� ���1 �.��#� ��� ���� #� ���� ���� �� �����/���� ���#���	) 	�

�� ,�#����� ������� ��� ���  �?��� �.������������ ��� ���1 �1���������� ��� ��� #���� ��

��/��� �� �.�#��� �� ��#���������� F�.�1��������� ��/������ ������ ��� ����� ��� ��� ���2

,����#�� �� �.�1��������� ��#����������G) +��� #� ,����& ���� B3>>4C ������� ��  ��� ��

���#� �.�� �?��� � #� ���� �.�� ��1� ��� ��� � ������� ���������� τ �� �.��� ���/������

s - �.�##� ������� �� #������) �� ����� ��� �/������ ����� /���� F�����/�G ���� ,�� � ��

�����,��� ,��,������� ��1  ������) �� �?��� �  ���D� ��� ���D�� ��� D� �� ��� ���/���

��������� �� #�Z� ����#�� ��1 � ������� * π = K(t)α(xE(t))1−α−(r(t)−s)K(t)−τE(t))

	� ������Q� D���� ��� ��.�� ��� �������� �� ��#���������� �.���� � F���� ��� /������ ����

�������� ��� �.����#� V∗VG �� D1��� ��� ������ ���� �� ��/��� ���/��� * τE∗ = sK∗ =

(1 − α)K∗(µ(P̄ − Q∗))1−α) �� �?��� � /���D� ���# �� #��������� �� ������ ���������

������� �� ��1� ��� ��� � ������� ��� �� �1�#�� ��� �� D���#�� �� ���/������ - �.��2

/������� ���)

���!���!� ���� ��� ���!����,��� A������A ' A�/������ �� � ������ B3>>4C

#����������& ��� �������� #���� ,��� �/�# ��  ����� �� ��#�� B3>55C& ��� �.��������

�� ��#���������  ���� ���������� ����/� �.�� ���#����� �� ��#���#�� /���������) +���

���#��� ���& ��� �.����������� ��1 � ���#������ �� ���� ��� � �.��� ��������� ��/����2

�� ������ ���� � �������� F�� ���� ��/���G ���� ��  ����� �� #�������#� �������� -

���1 ��#�����) ���� #�  �����& �� �1���� �� ���� ��/������ ����� Z(t) ���� �� #����2

���#� ��� �@�#��� ��� �� J�1 �� ��������� E(t) * Ż(t) = N(Z(t), E(t))��) �� �����#2

���� �� ���� D��� ��� �������� ��S#� - ��� ��#�������� � ���?��� �� #������ �� ��

����� �� ��������� �:#�#� X(t) ��& ����D#�� �.��� �1��������� ��/������ ������ ��2

����/� * Y (t) = A(Z(t))F (Ky(t), Xy(t)) �/�# A
′() ≥ 0 �� F () �� ����� �� ����� 3)

�� ��������� �:#�#� X(t) = h(t)E(t) ��� ��� ,��#���� ��� � ������� ������ E(t) ��

�� ���#M �� #���������#� h(t)) ����� #���������#� ��� �������� ���� �� ��#���� ��

��#���#�� �� ��/������ ��� ����� �� ��#�������� - ����� ���� #�������� ���/���� *

ḣ(t) = G(Kh(t), Xh(t))) ������� �� ��������� �:#�#� �� ������������ ����� ��� ���1 ��#2

��"��� ()**�, �$���
�	��� %�� 	� 	�%����� 	� 	�%������ �� %����� $�;����� 	� 	�%
�������� 	�

��%���!
�	�� ���7 	� �
�������� �$���;�� �� ������ ������� � g = [(µ(P̄ − Q(t)))1−α − ρ]/η �� � ���7

	$�����%�� 	��� �����9��
� ��� 	��;� �������� � (1 − η)(µ(P̄ −Q(t)))1−α < ρ < (µ(P̄ −Q(t)))1−α

������ NZ > 0� NZZ < 0� NE < 0� NEE < 0 �� NEZ > 0

"%



�� ������� ��� ��������� � ����������

����� �� �����#����� * K(t) = Ky(t) +Kh(t) �� X(t) = Xy(t) +Xh(t)) �.�##� �������

�� #���������#� ������ ���#& #�  � ������� 6����& ��� � ������� ����������) ���� ���2

 �� �����,��� �.�##��Q��� �.�:#�#��� �� �� ��������� ���� �� ���#����� �� �����#����)

����� ��� ���& �.����/����� �������� �� �����#���� - ���/���� ��  ������  ���� ���2

������) ��� ���,����#�� ������� - �� ,��� ��� �� #����  ����� �� �� ���� ��/������ �����

�/�# ��� ,��#���� �.������� U(C(t), Z(t)) ����������� - �� #����� �''�) ���� #� #����

�.����?��& ��� ������� #��#����� - �.���:#�#��� �� �.��������� #��#��������� ��� ���@��

�� ���1 ����:���#�� ��  ��#�� ����� �� #���#���� �� ���� �����# �� �� #���������#� h

�� �� ���� ��/������ ����� Z) 	�� ������������ ����� ��� ��1� ��� �� ��������� τ ��� ���

D1�� - �� ��/��� ��� ��� �� ����D#� �.��� ������ �� �.����� ��������� ���� �� ��#����

�� ���� D��� ���� ���� �� #�Z� �������� ��� ��� ��������) ��� ��/���� ���#���� ��� ��

��1� ���/��� D���� ��� - ���/��������� �� ��#���#�� �� ��/������ ���) �� ��� �?��� �

��� �� �� ��#���������� �� �������� ���� ��� - �.��������� #��#���������)

A�/������ �� � ������ B3>>4C �/������ ������� ��� �@��� �.��� ��������� ��/������2

 ������ ���� � �������� F������ �� �� ��1� �� ������ �� �� ���������G ��� �� #�������#�

�� ���� ��� �) ����� ��������� �@�#�� ��� ���������� �� ������� �� #�������#� ����������

����� ���1 �@��� �� ���� #��������) �� �� ������� �� �� ��������� ��� �.����� ����#���

- �� �@�� ����#� ������, ��� �� �����#��/��� ��� ,�#����� ���� ��  ����� �I �.�����

��������� ��/���� ���� ���� ��& ���� - �������� �.�##� ������� �� #������ ��?����� ��

�� #���������#� FFKyXy > 0 �� GXh
> 0G) +�� #�����& #���� �� ������� �.�##� �����

����� ��� �.��� ������ �� ���� ��/������ ����� FNE < 0G ��� ����D#��& ��� �� �����

�� �.�1��������� �� �����#���� FA′(Z) > 0G& �� ��#���� �� ���� D���) �� �.�1���������

�� �����#���� ��� ��:��  ��� � �������� �� �� �.�@��  ������� �.��� ������ �� ��

��������� ��� �.��/������ ��� ��� ,���& ��� ����D#�� �.��� ��������� ��/������ ������

���� ��/��� �� ��������� ��� #�Z����) �����& �� ��� �������� �.������� ��� ��������� ��

8���8��& - ��/���& ��� ������ �� ������� �� �� ������� �� �.��/������ ��� �� �� ���1

�� #�������#� ����� - �� ���,��#� ��� �� �� ��������� ��/������ ������)

A�/������ �� � ������ B3>>%C � ������� ��  ����� �� ������ - #���� �������� ����

A�/������ �� � ������ B3>>4C �D� �.����?��� ��� #��������#�� �.�� ���,��#� ��� �� ��

��������� ��/������ ������& - ������ �.��� ��������� �������� ��� ���� �����) �����,���&

��� ������� #� ������� �.����� ���#������ �� �.����������� ��� ����� ��� - �.� ��#� ��

���� ;���3�� ��� ��� ������ 	� � %
�	������ %�
������� ��� ������ 	� � ������������ �� �$�#��

� UCYXy ! �� ��H� ��

��%��	 � ��� ������ 	� � %������ �������� � ��� 	��������� 	� � 
�����
��

����
����������! ���6�� ��%����� �� 
����
� ��� ;����� 	� � %
�	�������� 	�� 9�����
� A′(Z) > 0
�� 	� $������ 	�� ������ �
����������� � ������ 	� ������������ h �������� ! �� ��H� ��� 3�������

����
� %�
 −θNE/h ���� θ � %
�7 3���9 	� � 
�����
�� ����
�� ���� ���#�
� ��������� � 	������

����� %�
 � %������ ��7 ������� ����� −UZ !
��@ 9��� �������� ��� � %�
� 	� � %������ 	��� �� 	��7 ������
� 	� %
�	������ ���� 
����������

9��;�!
���$�����;
� ������ %������ 2�
� ��
����
���� %�
 �7��%�� %�
 �� ������ �
�% ���� 	� %������! ��
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�� ������� ��� ��������� � ����������

�� ��,�� � ��� �� ���1 �� #�������#� �� ���� ��� �  ��� �����& - ��� �����#������� ��� ��

#� ����� ��� �� �.�#��� �� ���� �� �� ���������� /��� �� ���/��� ������� �� #�������#�

����������) 	�� �� ,�#������� ���# ��� ��� �@��� - �� ,��� �� #���� �� ���� ��� � �.���

��,�� � ��� ����#���� �� �� ��������� ��/������ ������)

����� - �� #��# ��� �� ��������� ��/������ ������& �.�6���� ��� �� �.�#��� �� �����&

�.��� ����& ��� ��� ������������ ��� ������ #������ �� ��������� �:#�#� ���� #�����

��#���� ��& �.����� ����& ��� ��� ������#����� ��� ,�#����� ����� ��� ���1 ��#����� ��

�����#���� �� ���� D��� �� �� �� #���������#�) �.� ��#� ��� �� #�������#� ������

�� ��  ������ ���� ���� ���N�� ��� ����D#�� ��/������ �����1) �� �.��/������ ���

��� ����������� ��� �� ���� �� #����  ����� �����# F�.�1��������� ��/������ ������

6����� ����#����� ��� ��� ��� ���,����#��G& ����� �� ���,��#� ��� �@�#�� ����� ���� ��

#�������#� �� #���� ��� � ��� �� ���� ��� �) +�� #�����& �.�� �.��������� ���� - ��

���� �.��/������� ��� �����#��& ����� �� ��������� ��/������ ������ � �� �@�� ������,

��� �� ���1 �� #�������#� �� ���� ��� � ������ ��� �� #�������#� ���� �� �� ����������

���� ���� ��������& ���� E��� ��� ����) (������ ���& #���� ����?�� �������� �� #��������

����� ��� �@��� �� #���� �� ���� ��� � �.��� ��������� ��/������ ������ ���� ��/���)

�.��������� �� #� �������� ������ ��� �� ,��� ��� ��� #�Z�� �� �� ��������� ��/������ ������

���/������� ���� �� �� ����� �� ����������& - #���� ��  �?�� ��� ��& ����� ��� ���

����D#�� ���� - ��� ������� �� �.��/������ ���  �������� ���� ��������� - ���� ��� �)

���� #���� ����2��#����& ��������� ��������� ��1 �� ���� �� �� #�������#�& � ������

��� �� ����������� �� �.��/������ ���& ��� ��� ���������) �����,���& ��� ��D������& ���

�1���������� ��/������ ������� ��������� ��� ��� ������ ���/�� ���� ��#������� �.��2

������� ��� �� ���� ��1  ��1 #����� ��� �� ��������� �� �� ������� ��� ���/��1 �1�����

���#���  ��� ��� ������� ��� ���������� ��#�����/�� ��������� - ��� ��/��� �� #����9��

�� �� ���������) 
��� #� ������� #���� ����?�� �� �9�� �� �� ��������� ��/������ ������

���� �� ������ ���/����)

����� ����
��	
��� ���
	
���� ��� � 	����
	�� ���
�������	����


��� ����������� ���1 �?��� �.������ * �? #����� ��� ��/������� �� ��������� ��/�2

����� ������ #�  � ��  �?�� �.��������� �.���� � �� ��� ��� ���� - ������ �� ��

�������� ��#���������� �� ��? #����� ��� �� ���#���& �� #��������& ���� �� #���� �� ��#���

����&  ����� ��� �.�1�����#� �� �����������& ���� �/����� �.�@�� �� �� ���������� �� ��

���������)


��9�
������ 	� � %������� ���������� ��
� �� ��� ������ 	� � ��7� ��
 � %������!
���� ��� 
������ � �����	�
�
 ����
� ��� 9��� ��� $�7��
����� ����
���������� 	� %
�	������ ���

9�
��� %������ ��� ���������� 	��� �� ��	#�� ��� ���	����� ��������
� � $�;������� 	$��� ���������

	� �������!
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�� ������� ��� ��������� � ����������

������������� ������ � ������

������� B3>>%C ���#��� - ��� ��/�� ��� ������ ���� �� ��������� �#��� ����& ��� �

��� ��1��& ��� ���/������� �� �� ���������� ����#��& ���#�������� �� ��#���������� �.����2

 � ��#��� �.��� �#��� �� ���������) �.������ ������� ��� �� �����#���� FY (t) =

AK(t)G ������ ��� � ������� ���������� ��� �@�#���� �� ����#� �� �� ������� �� �.��/����2

�� ��� Q(t) * Q(t) = Q0K(t)−β) �.��/������ ���& #�  � �� #����  �����& ��� �� ��2

�� ��� �� �� ,��#���� �.������� ��� ������ U(C(t), Q(t)) = ((C(t)νQ(t)ζ)1−σ−1)/(1−σ))

�.����� �� ������� �� #�������#� ����������& ����� ���� ���� �� �������� #���������� ���

��#����������& ��/��� ��� �� ���1 �� #�������#� �� �.�#��� �� - �.��������� ge

ge =
1

1 − (1 − σ)(ν − βζ)
(A− ρ)

��� �?����� ��� ��@����� �� #���� ��� ���/��� - �.���� � ��#���

go =
1

1 − (1 − σ)ν
(A− ρ

1 − βζ/ν
)

�� ������ �� �.��#���#��� ��� ������ - ������������ �.�1��������� ��/������ ������) +���

������& �� �.�1���� ��� �.����� ������ ����� #�� ���1 /������) �� �@��& �� ���� �� �������

�� #�������#� ����������& �� ������Q� ��� �� ���1 �� #�������#� - �.��������� ��� ��,������

- #���� �� �.���� � ��#��� Fge < goG ������� �� ��  ��� #���� ��� �� �����#���� β ���

,�����) �� #��������& �� ��� ��������� ����� #� ��  ��� ��� ,��� F�� #�������#� ���� ���

���  E � ����� ���� �� ��/��� �� ��  ��� ��:��  ��� � �������G) �� ,���& �����

β ��� ,�����& ��� ������ �� #������ � ������ ��� �� ������� �� �.��/������ ��� �� ��

�.�������  �������� �� �� #����  ����� F������� UCQ > 0G) ����� ������ ���� ���# -

������� �� #�������#� �� �� #����  ����� - �� ,��� - �.��������� �� - �.���� � ) ��  E �&

�� �����/� �� ���������� ��� �� �.�##� ������� �� #������) �����,���& #� ���������� ���

���/����& �� ������& �� ���������� ��� �� �� ����������� �� �.��/������ ���) ��� �@��

�.��� ��� ���� �� #� ��� ��� �.�#��� �� ��#���������� F��� ����� Q #�  � ��� ������G

�� #��� �� ������� ��� ��� ������#� - ���2#� ������ �� ������ �� Q ��� ��� ����#����

���� � �������� �� �� #�������#� �� �� #����  ����� F�.���� ��� ��/���� �.��������

����� β ��� ,���G)

�D� �� #� ������ ��� � ���,�#����� ��  ��#��& ������� B3>>%C ������� �.�����

�.���������� ��� ��1� ��������������� τ ��� �� �����#���� ��/����� ���� �� ,�� � �.��

�����,��� ,��,������� T ��1 #����  ������) �� #��������� ���������� ����� ��1� �.�#��� *

K̇(t) = (1 − τ)AK(t) − C(t) + T ) 	� ��� �������� �.������� �.�1�������� �� ���1 ��

#�������#� #����������� - �.������ ��� ge(τ) �� �� /����� �� �� ��1� ��� ������� ��� ���1

�� #�������#� ge(τ) �� go *

τ =
βµ

1 − (1 − σ)ν
(ρ/A(ν − βζ) − (1 − σ))

">



�� ������� ��� ��������� � ����������

���� ������� ���& �� ��������� ���� ��� #������� �� ,��� - ���/��������� �� �����#2

���� F���� ��� ���� �.�##� ������� �� #������G ���� ��� ��/���1 �� ��  ���  ������

������ ��.�� ,���& �� #��������& ��1�� �� �����#���� ������� �� ��  ��� ��.���� �#2

#������� ��� � �������) �������& �.������ #� ���� �� ��1� - ��� ���������� ����#��

/����� - � ����� �� �������� �.� ������ - �� �����#���� F#.���2-2���� - D1�� βG *

Y (t) = A(β)K(t) �/�# A′(β) > 0& #���� ,�� ������� ���������� �.���� ��� �� �����

β � ������ �� �������  ����  ��� ��#������ �� �����#�� ��1 ��#��������� ��� ���� ���2

��#��/�� F�� ����������G) ���� #� #����1��& �� ��� ���6���� �������� �� ��#���������� ��

�������� ���� ��� �� �� �������  E � �� ��/��� �� ����2E��� ���������) �� ,���& β ��2

/���� ��� /������� �� #����9�� �� �����D#����� ���� �� #���1 ��� �� ��  �1� ���� ��

���1 �� #�������#� - �.���� � ��#���)

(����� �� � ������ B3>>%C ����?���� ��  ����� ���� ������ �� �����#���� �����

��� �1��������� ������/� �� ��������� FY (t) = K(t)βE(t)−χG ��& ��� ��� ��� - �� �,2

,�� �� ����� * �� ���- �� ��/��� Ē& �� ��������� ���/���� �.�@����� ��� �� �.�#��/���

�#��� ���� FY (t) = 0 ∀E(t) ≥ ĒG) �� ��������� ��� �� ������� ,���� �� �� �����#2

����  ��� ���� E��� 6������ ��S#� - �� ��  ��������#� D(t) * E(t) = K(t)λD(t)−γ

�/�# λ ≥ γ��) �� J�1 �� ��������� �@�#�� ����� ��� ��� ������ * U(C(t), E(t)) =

(C(t)E(t)−φ)1−1/σ/(1 − 1/σ)) �.�#��� �� ��#���������� �#���� - ������������ ������ ���

�1����������) �� �@��& �� ��� D� � ����� #� ��� �� �.�@�� �� �� ��������� ��.���� ������

��� ��� ������� #��������� �� �����#����& ���� ������ #�������� �� ��  ��� #���� ���

��� �#��/��� ����� ���� ��1 ������ D� �� ��.��1 #����  ������) �����& �� ��/��� �.���

D� � i& �� ,��#���� �� �����#���� �.�#��� *

Yi(t) = Ki(t)
βEi(t)

−χ̃E(t)−(χ−χ̃)

�I Ei(t)
−χ̃& �/�# χ̃ < χ& ���������� �.�@�� ������, �� ��� ������� � ������� FEi(t) =

Ki(t)
λDi(t)

−γG ��� �� �����#��/��� ��� ,�#����� ������ ��� �� ��� � E(t)−(χ−χ̃)  �����

�� ��  ��� #���� ��� �� ��������� ��� �� �����#���� �� ��/��� ������ F����& �.�1���������

�� �����#����G) �.��������� #��#��������� ��� ��#������� ��� ���:#�#� ������� ��� D� ��

�� #����#���� ��� ����= �� �������#�� - �� �����������) �D� �� �� ����� - #�� ����

�� ,���& ��� ������� #� ������ ���1 �?��� �� �.�����/������) �� ��� ��� ������ ���

��� ��1� τe ��� ��� � ������� ����������& �� ��#��� �� #� ���� �.��� ���/������ - ��

����������� τd �� �.��� ��1� ��� �� �����#���� τy) �� ������������ �� ������ ��� #��

����� ������ ����& �� ������ � �� �� D� � #������� - #������ �� ����� {Di(t), Ii(t)}& �I
�� /������� Ii(t) ���������� �.��/������� ���& ���  �1� ��� �� ��  � �#�������� �� ���

���D�� *

max

∫ +∞

0

((1 − τy)Yi(t) − (1 − τd)Di(t) − τeEi(t) − Ii(t)) exp− � t
0 r(s)ds dt

���� �
�������� ��	��#�� %
������ 	� $�7������� 	� 
��	������ ���������� �� ������ ��
���� 	���

� ��%��� �� � 	�%������ � β − χ(λ− γ) = 1
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�� ������� ��� ��������� � ����������

s.c

⎧⎪⎨
⎪⎩

Yi(t) = Ki(t)
βEi(t)

−χ̃E(t)−(χ−χ̃)

Ei(t) = Ki(t)
λDi(t)

−γ

K̇i(t) = Ii(t)

�� ������  � �.����#�� ��1 #��������� �� ��� ��� ����� ���/����� *(
(1 − τy)(β − λχ̃) − λτe

Ei
Yi

)
y = r

(1 − τd)sd = (1 − τy)γχ̃+ γτe
Ei
Yi

�/�# y = Y/K& sd = D/Y )

�� ������ � �� #����  ����� �����#�� ��  ������ #�������� ��� �� ����� �� <�?���2

'� ��?) �� ���1 �� #�������#� g �� �� #����  ����� �� �� #������ ��� ����� ��� *

g = (r−ρ)σ/(1+(1−σ)(γ−λ)φ)) �� �������� #���������� ���& ����� - ����& #���#�������

��� ��� ���1 ��������� ���/����� * sd = γ(χ− χ̃+φsc) �� g = ((β−λsd/γ)y− ρ)σ/(1 +

(1 − σ)(γ − λ)φ) �/�# sc = C/Y )

��� ����& �� ��� �������� �� ��#���������� �.���� � ��#��� �/�# ����� ��� �� ��1�

�����/����� Fτy = τd = 0G ��� �� ��������� τe
Ei

Yi
= χ− χ̃ + φsc) ��� ���1 #� ��������

�� #���� ��1� ���������� �� ��#������ �.������������ �.�1��������� �� ��������� �� ��/���

��� D� �� F��� ��� ��� �G �� �.�������� �� #�Z� ��#��� �� �� ���������  ����� �� ��� ��

�� ����2E��� F��#��� ��� �G) �.����� �?��� � Fτe = 0G ��� �� ����� ��� �.���������

�.���� � ��#��� ��S#� - ��� ���/������ - �� ����������� τd = β(χ − χ̃ + φsc)/((β −
λχ̃)(φsc + χ)) �� ��� ��1� ��� �� �����#���� τy = λ(χ − χ̃ + φsc)/(β − λχ̃)) �� ���2

/������ �������� �� ��/��� ���� �� �� �����������  ��� ��� ��� ��  ������ �1#����/� ��

#�������#�) �����& ���� ���� E��� #� ����� �/�# �� ��1� ��� �� �����#���� ��� �.���������

D���� ��� - �� ������ ��� #����#��, �������� ��� �� ����� ��� �� #������ F���# ���

�.��#������� - ��/�����G)

%�����6�� ��������� ������ �� �� �������� �� �����������

������� �� O�� ��� +���� B3>>7C ��������� ����� ��� ��� ����?�� ��� �����#��2

����� �.��� ��������� ��/������ ������ ���� ��/��� ���� �� #����1�� �� ��#��� ���� �I

�.�#��� �� ��� ��6���� - ��� �����������) ���� #�  �����& �� �����#���� FY (t) = AK(t)G

��� ��� ����#� �.� ������� ���������� FE(t) = B(t)Y (t)G) �� ����� � �������Y������

���� E��� ������ ��S#� - ��� �������� �� ����������� D(t) * B(t) = (D(t)/Y (t))−ψ)

��� ���,����#�� ��� ������ ������� ��� �� #����  ����� ���/�� C(t)& �� #����  �����

�������� G(t) F��� #��������� ��1 �������� �� ���/���� ���G �� ���� �@�#���� ��� ��

��������� * U(t) = logC(t) + ηG logG(t) − ηE logE(t) �I ηG F	���& ηEG #��������� ��

����� �##���� ��1 �������� ��������� F	���& - �� ���������G ���� �.�������) �� �.�����#�

�.�����/������ ��� ���/���� �����#�& ��� ������ �������� �� ��������� #�  � ��� ������

�� �.��������� #��#��������� ��� #���#������ ��� ��� ��/���1 �� �����#���� �� �� ���������
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���� ���/��) ��� ������� ��������� ����� �.�����/������ �� ���/���� ��� ��� ������ -

�� ,��� ��� �������� �� ����������� �� ��� �������� ���������) �� D���#� ��� �� #��

�������� ��� ������ ��� ��� ��1� ��� �� �����#���� τ(t)) �� #��������� ���������� �.�#���

τ(t)Y (t) = G(t)+D(t)) �� ���������� �� ������ � �� #����  ����� #������ - �� �����

�� <�?���2'� ��? * Ċ(t) = (r(t)−ρ)C(t)) ��  �1� ������� ��� ���D�� ����� �.�1����2

���� �� ���1 �.�����E� Fr(t) = (1− τ(t))AG) �� ���1 �� #�������#� �� �.�#��� �� �.�#���

���# g = (1 − τ(t))A − ρ) �.�����/������ �� ���/���� ��� ������� ��#������� ��� -

�� ���� � �� ��#��� ���� ������� �� ���� ������ ��� �� �� ��1� �#���� - �������� -

�� ,��� �� #�������#� ���� ��� �� �� ���/����� ���� ��� ��� ���1 ����� �����#�)

�� ��������� �� ���/���� ��� #������� ����� - #������ �� ���1 �� ��1� ���  �1� ���

�� ��  � �#�������� ��� �������� ������������ ���� �� #��������� �� ���1 �� #�������#�

�.���������) �� #���1 �� ���1 �� ��1� ���� �����#��� ���1 #���������) �.����� �� ���2

 ����& �� ��1� ���� �����,���� �� ����� �� �� ������  ���D�� ����� �������� �� ����� ��

�.�������  �������� ��� �������� ��������� ��� �.�������  �������� �� �� #����  �����

��� ���� �� #�Z�  ������� ��� ,���� �����#� F���+G) �� ��#���� � ���� �� �������

���� �� �� �� ��#���� ���#���� ��� �� ��1� ����� ��� ���1 ������ �� ��������) ���� #�

#����1��& ������� �� O�� ��� +���� B3>>7C  ������� ��.��� ������ ��� ����##��������

��/������ ������� � ������ �� ���,��#� ��� �� �� ��������� F������ �� �� ��1�G �� ���

�� ������� �� ���+) �����& �� ���� �� ��/��� �������� #����#��� ��1 �������� ��2

������� �� - �� ����������� ��� ����) ����� �����/������ ��� ��� ���# ��� ����#����

�� �� ���������  ���& #����2#� ��� ������� �� ����� ��� �� �� #�������#� �#��� ����)

�� �@��& ���� #���� ���������& �� �.�1���� ��� �� ������ ��/������ F���� �� ���� �I ��

���,��#� ��� �� �� ��������� ��/������ ������ ��� �� ��� ������ ��� ��1�� #������ ���

����������� �#��� �����G ������� ��� ���1 #��������� �� �������� ��������� ���� �������

��� ��  E � ����& - ��/���& �� ��1� ��� �.������)

A�/������ �� �� ����6 B3>>8C �������� ����� �.�@�� �.�� ���,��#� ��� �� �� ���������

��/������ ������ ��� �� #�������#� ���� ��� ���������  ������ ��� �.�1�����#� �� ��1�� -

�.������� �� ����������� ���� �.�#��� ��) �� �����#���� �� ���� D��� ��� ������� ��� ���

��#��������& - ����� ���� �.�#����� #��������& � ���?��� ���1 ������ ����� ��������M

�� N * f(M(t), N(t))) �� ���� ����� �������M ��� ������� - �.���� �� #������ �� �� �.��2

/������� ��� �����# S * M = M(K(t), S(t)) �/�# M() ����� ��� �� ����� �� ����� 3)

�.����� ������� N �� #� ���� ��� � ������� ���������� E �� �� �.�#��/��� �� �����������

D ��� D� �� * N(t) = D(t)E(t)α) ��� � ������� ��� D� �� ��������� �� ������� �� �.��2

/������ ��� * Q(t) = Q(E(t)) �/�# Q′(E) < 0) �� �����& �.��/������ ��� �����/���� -

�� ,��� #�  � ��� �1��������� ������/� ���� �� �����#���� Y (t) = f(M(t), N(t))Q(t)η

�� ���� ��� ���,����#�� U(C(t), Q(t)) = ((C(t)Q(t)φ)1−1/σ − 1)/(1 − 1/σ))

��������� ��� ��  ����� ���#�����& �� ���/���� ��� ������� �.������ ������#�� �D�

�� D���#�� ��� �������� ��������� �� �� /������ - �.��������������� ��� �1����������) ���
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������ ���� ������� ��� ��� ������� ���� ��� ��1� ��� �.������ τy F#������ ��� ������2

����� ��� �.��/������� ��� ��� �� ����� �� ��� �@�� ��� �� ����� ��� �� #������G& ��� ��1�

��� �� ��������� τe �� ��� ���/������ - �� ����������� τd F�� ������ ��������� ��#����2

���� τyY + τeE = τdD + SG) �.�#��� �� ��#���������� �/�# �����/������ �������� ���

��#���� ��� �� #� ����� ��� ��� D� �� �� ��� #����  ������) ��� D� ��  �1� �����

����� ���D�� �� ������� ��� ��1�� �� �� ���1 �.�����E� #�  � ������) �� ������� ���

#��������� ���#��������� �.����������� �� �� �����#��/���  �������� ��� ,�#����� - �����

���1 F�� - ���� #�Z�G * r = (1 − τy)FK & (1 − τd) = (1 − τy)FD �� τe = (1 − τy)FE
��) ���

#����  ������  �1� ����� �� ��  � �#�������� �� ����� �������� ������������ ���� ����

#��������� ���������� #� ��� ����� �� ����� �� <�?���2'� ��? * Ċ(t) = σ(r(t)−ρ)C(t))

��� ������� �� ��������� ����� ��  ������ �.� ��#� �.�� ���,��#� ��� �� �� ���������

��/������ ������ F������ �� τeG ��� �� #�������#� ���� �� #�� �I ��� �������� ���������

������� #��������� �� �� ������������ ����� ��� ���1 ������ ��� ����� ���� �� ��#���� ��

���� D��� Ff() ���& ��� �1� ���& �� �?�� ����2�������G) �� �� ������ �� �� ��1� �����Q��

��� ������ ��#���������� ��� � �������& ��� �@�� ��� �� ���1 �� #�������#� ������ ��

��� � ��#� ��� �� ����� ��� �� #������ ����� ��1� (1 − τy)FK F���� ����� ����� ��

�.��#������� - ��/����� ���# �� �.�##� ������� �� #������G) ��� #��������#�� �.��� ������

�� �� ��1� ��� �� �����#��/��� �� #������ ���� �� ������ �� ���1 �@��� �� ���� #��������

F�� �?�� �� #��1 ����#��� ��� A�/������ �� � ������ B3>>4CG) �.�����& #���� ������ ���

����#��� - �� �@�� ����#� ������, ��� �� �����#��/��� �� ������ �� �� �� ������� �� �.�����

��������� ���������� F�.� ����� �� #�� �@�� ��������� �� �.������#��� �� �� �����#����

��� ������� - �� ���������G) �������& �� ��#��� �@��& ������#� �� ������,& ���/���� ��

�.�1��������� ��/������ ������ �� �����#����) �� ������ �� �� ��������� � ������ ���

� ���������� �� �� ������� �� �.��/������ ��� ,�/������ - �� �����#��/��� �� #������) ��

�.�@�� ������, �.� �����& �� ����� ��� �� #������ �/��� ��1� �� ����) ���� #���� #����

���� ����� - ������� �� �����#���� ���# �� ���� �� �� ��1� ����#��� ��1 �����������)

�����& - ��/��� �� �������� #�������& �� ���/���� ��� ��� ������ �.��� ����� �� ��1�

��� �.������) ��� ����& �� ����� ��� �� #������ ����� ��1� �� ���� ����� ��� #� ���&

�� ��������� V������ ���V �.��#������� - ��/�����& ���/���� �� ���������� ��� �� ��

#�������#�) +�� #�����& ������� �.�1��������� �� �����#���� ��� ��:��  ��� ,���� ����

��� �.�@�� ������#� �.� ����� ��� �.�@�� ����#� �.��� ������ �� �� ��1� τe& �� ����� ��� ��

#������ �/��� ��1� ��� ���� �� �.�##� ����� �.�� �##������ ��� �� �� ���� �� �� ��1�

- �.������� �� �����������) +�� #���������& �� ���/���� ��� � �� ����������� �� �������

�� ��1� τy �� �.�#��� �� ���D�� �.�� ������ ��/������) �� D���& �� ���,��#� ��� �� ��

��������� ��/������ ������ ��  ���,���� ��� ��� ������ �� ������� �� �� #�������#� ��

�� �.��/������ ���) ��� ����� ������ �� #� �������� ���� �.��� ���� �.�1�����#� �.���

�1��������� �� �����#���� ,���� ��& �.����� ����& ��  ���D#����� �� �� ����������� ��

������ F (K,D,E, S,Q) = f(M(K,S), N(D,E))Qη
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,������ �� �� ��1� ,�/������ - �.��/������� ���) �� �@��& ��� ������ �� �� ��1� ��� ��

��������� F��� �@�#�� ��� ���D��G �������� ��� ����#���� �� �� ��1� ��� �.������ F�@�#����

�.��/������� ���G �� ��� ��� D���� ��� �.�##� ������� �� #������)

����� ������


��� �/��� ������ �� ��#���� �/�# �� �������� ����� ���� #��#������ �.�@�� ��� ���2

�##�������� ��/������ ������� F�� �� �� ����������� �� �.��/������ ���G ��� ��� ����2

��#��/�� �� #�������#� �.��� �#��� �� ���������) �� #�������#� ���������� �.��� ���� ��

����� ����� �� ��������� ��� ����#��� - �� �@�� �� ����Z� F��#��� �� '������� B3>>4CG)

�� ���/�� �� #���� ����������� � #�������� ��� �� �.������D�� ��������� ��������� - #����

�� ��� �� ��� ��� ���� ���������� D������ �.������ ��� ���� ��� �#��/���� �� �����2

������ F(����� �� � ������ B3>>"CG �� �� ��#���#�� �� ��#���������  ���� ����������

FA�/������ �� � ������ B3>>4CG) ��� �1���������� ��/������ ������� ��#�������� �.�����2

/������ ��� ���/���� �����#� �D� �� ��� ��/��� �� ��/������ ��� �� #�� �#��/���� ��

�� #������� �.�#��� �� ��#���������� ��� �� /��� �� �� #�������#� ���� ��� F(����� ��

� ������ B3>>%CG)

��� ��������� ������� - ��/����� �� ������#� �������� ������/� - �� ���#������ �� ��

�������� F����������� ��� �� ���� ��� �G ����� #�������#� �� ��/������ ���) �.�����&

�� #�������#� �� �.�##� ����� ��� ��#������� ��� �.��� ����������� �� �.��/������2

 ��� ��& �� #��������& �� ��/������ ��� ������� ��� �������� F(����� �� � ������

B3>>"CG) �������& �� ���,��#� ��� ��� ���,����#�� ��/������ ������� �.� ������ ���

���� ������ ��� �� ���������� ��� �� �� #�������#� F�� /���� �� �� ��������� �� 8���

8�� ����#��� ��� ��� A����� �� K�,M�� B3>>4CG ������ ��.��� ��������� ��/������ ������

���� /��������� ���� ���#���� �� ������ ��/������ FA�/������ �� �� ����6 B3>>8CG)

���������& ���� �/��� ����� ��� #������� ��� �.���� ����� �� �� ���������� �� ��

#�������#� �1����� ��� #��������� ,����� ��� ��� ���,����#��& �� ��#�������� �� �� ���

�.�/������� �� �� ���������) +��� #��#���� #���� ��#����& ���� ���������� �� #�����������

�� ���/� �� �#������ B!$$!C ��� �@�� ��� ����� ��� ��� ����� �?������ ��� #���������

�������� ���� ��� #�������#� �������� �� �����#������ �� �.��/������ ���  ��� �����&

��� ����/�� ��� ��J�1��� ��� �� �������� ����� ��� ������� �� ���������� �� �.������ �����

��� �����������)

���/� �� �#������ B!$$!C �� ,�#������� ��� �� ����� ������� ��� #��������� �.����2

 ����� �� ������� �� #�������#� ���������� �.��� �#��� �� ��������� �� �������� �����

#������� ������#�� ���� �� #���1 �� �� ,��#���� �� ����2E��� ��#��� * �? �� #������ ������������

��#� ��� ��� #������� -  �1� ���� �� ��  � �#�������� ��� �������� ��������������& ��?

���� �
��#
� �$�%%�
���� � ��� 	������
� 	� %
����� %������ � %��	� ����
	� �� 9���
 	��� $�;:����9

����� ��� ��3��!
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�� ������� ��� ��������� � ����������

�� #������ ������������ ��� ��#� ��� F��� ������� �� ���#� �.������ ��������������������G

��& ���? �� #������ ��  �1� �� ��� ������ ��� �� ����#��� ��L����� �� ��  �1� �������

�� ����2E��� ��� ���� ��,�/������) ���/� �� �#������ B!$$!C �.����������� ����� ��� ��1

#��������� �� �� ���������� �� �� #�������#� �� ����������� �� ���������� �� ���� �#�2

������� �� #���� �� ���� �#��� ����) �� ���������� �#�������� � ���� ��� �� �������

�� �.��/������ ��� F�����#��/� ��� �� ���������G ���� ��� ��#��������� F�����#��/� ���

��� #���������G �� ���� �� ������� �� #�������#� ����������) �� ������ �� ���������� �#�2

�� ����& �������� �� �� ��D������ �� ������� A��������� B3>58C& �������& ����� - ����&

��� �.������� ���� E��� ��� ��#��������� �� ���� �� ������� �� #�������#� �� ���� ��� �)

�� ������ � �� �����D#����� ��#��� �/�# �� ��� ��� #������ �.�#��� *

max
{C(t),D(t)}∞t=0

∫ ∞

0

U(C(t), P (t)) exp−ρt dt

s.c

⎧⎪⎨
⎪⎩

K̇(t) = AK(t) − C(t) −D(t)

Ṗ (t) = K(t)αD(t)−γ − µP (t)

K(0), P (0) #�����

��  ����� ������ ��� ��� �1������� �� �.����� �� (����� �� � ������ B3>>"C �I ��

,��#���� �.� ������ ��� ����������� ������.���� �.��� ��� � �	��	� �� ����� �� ����� 0

Fα �= γG) ��� ������� ������� �.����� ��� #��������� �� �.���� ����� �� �� #�������#�

����������) ��� #��������� ������� ��� ��� ���,����#�� �� �1����� ����  ��� ��� �.������2

#��� ������� ������� �� ������������ σ = −UC/CUCC �� �� ���,����#� ���� �.��/������2
 ��� φ = −PUP/CUC ������ #���������) �.��� ��������& ��� ���/��1 �� #���� �����������
��#������ �������� ��� - ��� ,��#���� �.������� �� �?�� �''� \ #.���2-2����& ����������

��� �/������ ������/� �� ������ #�������� * U(C, P ) = ((CP−φ)1−1/σ − 1)/(1 − 1/σ))

���� #� #����1��& �� ���������� �#�������� �1��� ��� α ≤ γ �� �.�#��� �� #��/����

����� /��� �� V������� �#��������V F��#��� B3>>"CG ������� �� #�������#� �.�##� �����

�.��� �� ������� ����������� �� �� ���������) +�� #�����& �� ��#���#�� �� �� ����������

�#�������� � ������& #�  � ���� �.�/��� ��6- �������& �� ���������� ��� �� �� #����2

���#� ��� ������� ��  ����� AK ���� ���������) �� ����& ���/� �� �#������ B!$$!C

���������� �� ,��� ��.�� ���� �1����� ��� �������� �� #�������#� ����#��� - ��� ���������

#��������� �� �������� �.�� ����� �� /�� �#��� ���� �� ������ �� �.�1�����#� �.�� �,2

,�� �� #� ��������� UCP > 0 F#�� �@�� ��� ��& �� ��� �� �.�������& �� #� ������ ��

������ ��������� ��� �� �� ��������� ��� ��� ������ �� �� #����  �����G) ��D�& ����

��� ���1 ������ #������� �� ����2E��� ��#���& �� ������Q� ��� ��� �������� ���� ��1 /���D���

��#������� ��� �� ���������� �#��� ���� ������.��� ��������� �� �����#� �.�� ����#���

�.������ ����� ��� �����������)

� #� ����� �� �.����?��& ����  ������ �.�##��� ��� ��� #���#���������� �����������

�� �� ����������� ������� 6����.- �������) �� ��������� ��� �.����=�� �� /�� �� �.�����
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�� ������� ��� ��������� � ����������

�#��� ���� #��������� - #���� �� �.��/������ ���& ���  ������ �� #�������#� - ����� -

����� �� /�� ��D��� �� ,�#������� ��#������� ��� ��� �� �� ������ ��������������������

��� ������ �� �� ���������) �� ,������& ��� �������� �� #9�� �� �� ������ �����������2

��������� �������� � ���������� ��� ��.�� ��� �������� �.��/������ ���) 	� ��� ���# �

������ �����������& /���� �������������& �� #� ������ ����� ����� ��� �.�1���� �� ��,�2

���#�� #������� ������������ �.��/������ ��� ���� ��  ����� �� #�������#� - �����������

� �������� �.������) ��  � �.������� ����L B3>5%C& #� #���� #��#������ ��� �� ���� -

 E � �� ������ #� ��� �� �.����#� ������������������ �������� ��1 ������ �� �� ���2

������ * ��� ��#������ �#������� �@�#���� ��� ����� ��� �.��/������ ��� ���� ����D#����

��� ����������� ���������  ��� �����& #���� ���� �������� 6���� ��� ����������� ,������)

��� ��
�� �� 	����� �� � �
����
�� 
����������
���

����� � 	��
���	� �� ������
��� 
���
�����

���  ������ - ����������� � �������� ��� ��� �������� ��� ��/������� ���� �������

��� ������ �� �� ����� �������� �� �� �������� F/��� �� �� ����1 �� ��#��� B!$$!C ����

��� ����� �1������/� �� #�  ����� �� �� ��� �����#������G) (�S#� - ��� ���#�������

���� D�� �� �� ����#���� �� �� ����������& ��� ���������� ��� ���� ������ ��#����� ���

#� ����� ���� ������.- #����� �������& #��1������ ��� ������ ����������� #��,������

- ��� ���������� ��@������) ����� ���#�D#��� �1������ �� ���������� ��� ��� ���/��1

��� ������������ �.��/������ ��� ���� ��  ����� - ����������� � ��������) ���12#�

�������/��� �������� ��� ��� �� ��#�� #��������� �.����� - ������� ��� ���:#�#����

�� �.��������� ��#��������� ����& - ���#���� ��� ������ ���� �� ��������� �#��� ����

���#�������� �� ������� #�� ����:���#��) �� ������� ��� #������������ - #���� �����������

��#������ - �� #���� �.����?�� � �� ������ B3>78C& �� ������ B3>45C �� ��� ��� B3>%4C��)

�.������& ���� ����� F#�  � ������ �� O�� �����L�6M B3>>5C �� A�/������ �� K��6���

B3>>5CG � ������� ��  ����� �� A���#���� �� ������ B3>5>C) ���� �� ��� ���� �����#��&

�� ����� �� /�� ��� ������ ��� �������� ��� D1�� - ���1 �������� ����� ��� ���� ��

��#����& �� ����� �� /�� ��� #����������� - ��� ����������� �� ��#��)

�� ������ ������ �� �9�� �� �� ��������� ��/������ ������ ����� �������#����� ��

#���� �����������& ���� ���#����� - �� �������� ��� ��� ���/��1 �1����� ��� �� ����

�� �?�� �.������ ��� �� ���������� ��.��� ���������) 
��� ���������� �.����� ��� ��,�2

���#�� ��� �� ,�#������� ��� �� ���������� �� �� ��������� ��� �� �?��� � �� ��1�) 
���

���������� ������� ��� ������ ��� �.����������� ����9� �� #����9�� �� �� ��������� ��� ��

�?��� � �� ������ �� ��� �� - �������) 
��� ���� ������ ��D� �� �������� �� ��/��� ��

�.������� �& �� ���- �.��� �����/������ ��� ���/���� �����#�& ���� E��� ��� �������� -

�.���:#�#��� �� �.��������� #��#���������)

������ ���� �������
��� ��
 �� ��	
� 	$���>��!

7%



�� ������� ��� ��������� � ����������

����� ��!���	
�� �� �� �����	
�� �� �� 	� �

%�������� �� �����  ����� ������,��

K�L���� �� 
������� B3>>!C ��� �.����#�� �������� �� �� ����������� ������������ ��

��������� ���� ��  ����� - ����������� � ��������) �� D������ �� #� ���/��� ��� �.��2

������ �� �� ���� - �� /�����& ������� �� �.����?�� �� ��������� �������& ����� ��������

�� /����������� ��� ���/�#�� ��/������ �����1 F�� ��� ������ �.����������� �� �� ��2

 ������ ��/������ ������ ���� �� ����� �� ��#�����G ������ �.����#����� �:#�#� �� #��

�������#�� �� #�������� - �� ��/������ ��� �������) ��� ������� ��������� �� #��������

��� �� ��@����#� �1������� ����� ��� ������� �.�:#���#� �#��� ���� �� �.������ �������2

������������� F�� �� ��/������ ��� �������G)

��  ����� #� ����� �� ������ ��#���� �� �����#����) �� �����#����& �� ����� ��

����� 1& � ����� ��� ������ #������ Kt& ���/��� Lt �� #����  � �� �.������� �� ��������

Et F�������� ��� ��� D� �� �� #�Z� #������� eG) �� #����  ����� �.������� ��� ����#�

�.� ������� ���������� �� ,�/����� �.�##� ������� �.�� ���#M �� ��������� * Pt+1 = (1−
µ)(Pt + γEt) �/�# µ ∈]0, 1[ �� ���1 �.���� ������� ��������� �� �� ��������� �� γ > 0)

�� ������& �� ���#M �� ��������� �@�#�� �� �����#��/��� ��� ,�#����� ��� �� ����� �.���

�1��������� ������/� �� �����#���� * Yt = F (Kt, Lt, Et, Pt) �/�# FP < 0�	) ��� D� ��

#���������� �� ��/��� ��� ������ Kt& Lt �� Et �D� ��  �1� ���� ����� ���D��& �����

����� �� ���1 �� ����� ��� �� #������& �� ���1 �� ������� �� �� #�Z� �� �.������� *

πt = F (Kt, Lt, Et, Pt)−rtKt−wtLt−eEt) �� ������� ��� #��������� �������� �.�����������
�� �� �����#��/���  �������� ��� ,�#����� - ����� ���1 F�� - ����� #�Z�G * FK = rt&

FL = wt �� FE = e)

�� ���������� ��� #��������& - #����� ������� ��Q� �� �� ��� N & ��� ����� - 1&

�.������ ���������� ��� /�/��� ���1 ��������) �� ����� 6���� �� �� ���������� t �@��& ��

 ������ �����������& ��� ����� �� ���/��� ��1 D� �� �� #����������� �.�� ������� wt) ��

�������& �##� ����� �.�� �����,��� �/������ �� �� ���� �� ���/���� ��� νt& ��� ������

- �� #����  ����� ct �� - �.������� st) �� ��#���� ������� �� /��& �� #����  � dt+1

�.����������� �� ��� ��/��� #�������� �� ����� ��� �� �.������� FRt+1st& �/�# Rt+1 ��

,�#���� �.�����E� * Rt+1 = 1 + rt+1G �� �.�� �����,��� ���/���� ����� θt+1) �� �����#�2

������ �� #�  ����� ������ ���� �� ,��� ��� ��� ��  ���� #����� ��� �� ��������� ����

��������� ����� ��� ���� �� �����#����) ����� ��� ���& ��� ���,����#�� �� ������� ���

��� ��� #����  ������ �� ��� ���� �� ��#���� �������� �� /�� * U(ct, dt+1)) �.�����

#������ �� ����������� �� ��� �������#�� ����� #����  ����� �� ������� ��  ������ -

 �1� ���� ��� ������� ���� ��� ���1 #���������� �����������) ��� ���� ���& �� ������ �

�	��� �>%���#��� ��
 �� 	�
����� %
���#
�� �� �����	�� 	� � 9������� 	� %
�	������ ���� ��;������!

��� �����
� ��%%����� $�;����� 	� 	�%
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�� ������� ��� ��������� � ����������

- �������� �.�#��� *

max
ct,st,dt+1

U(ct, dt+1)

s.c

{
ct = wt + νt − st

dt+1 = Rt+1st + θt+1

�� #�������� �.���� ����� ����� ��� �.��������� ������, - �� #����  ����� ��� ��

#?#�� �� /�� * Uc(ct, dt+1) = Rt+1Ud(ct, dt+1)) ����� ����� ��� #��������� �.���� �2

���� ��� D� �� �� ���  ������ �� �.�/������� �� �� ���������& �.��������� #��#�����2

���� ��� ���,���� ��� #���#������ ��� ��� #��������� �.��������� ���  ��#��� �� ,�#�����

FLt = 1& Kt = st−1G �� �� #��������� �� �������#�� �� �.�#��� �� Fct + dt + Kt+1 =

F (Kt, Lt, Et, Pt) +Kt − eEtG)

K�L���� �� 
������� B3>>!C ��������& - ��� D�� �� #� ��������& �.���� � ��#���)

�� ������ � �� �����D#����� ��#��� ��� �� #������ �� ����������� ��� �������#�� �����

#����  ������ �� ��/������� ��� �� �� ��/��� �� #����  ����� �.������� ��  ������ -

 �1� ���� �� ��  � �#�������� ��� �������� �� ������ ��� ����������� ���� ��� #����������

�� �������#�� �� �.�#��� �� �� �.�##� ������� �� �� ��������� *

max
{ct,dt,Et}

T∑
t=−1

ρtU(ct, dt+1)

s.c

{
ct + dt +Kt+1 = F (Kt, Lt, Et, Pt) +Kt − eEt

Pt+1 = (1 − µ)(Pt + γEt)

�I ρ ∈]0, 1[ #��������� �� ,�#���� �.�#�����������)

�.��������� #��#��������� �� ��/��� E��� ���:#�#� ������� ��� D� ��& ������.�����

,�� ��� ���� ��#����� �� �����#���� �� �.� ���� �� �������#�� ������������& ��������

�.�1��������� �� ���������) �D� �� �������� �� ��/��� �.� ������ ���� ��& ��� �������

��������� �.������������ �.��� ��1� ��������������� τt ��� �� #����  ����� �.�������&

�� ������� �� �� ��1� ����� ��/���� ���� ,�� � �� �����,���� ,��,�������� (νt, θt) ��1  �2

�����) �� ���1 �� ��1� ���� ����� E��� D1� - �� ��/��� ��� ��� �� ����D#�  �������

�� �.����������� �.������� FFE − eG ���� ���� - �� /����� �#�������� �� ��� #�Z� ��#���)

�� #�Z� ���  ����� - �.���� �� �� ����������� ��� #��������� �� �����#���� FFP < 0G

���/����� ��� ��� �����#������� �� #���� ����������� ��� �� ���#M �� ��������� ����� ��1

�������� ���/����� F����� �� ,�#���� γ(1 − µ) ���� γ(1 − µ)2 ���)))G)

'���� ����� �� �������� �� �� �������������� �� ��/��� �� �� ��1� FτtEt = νt+ θtG) ��

����� ����� ����#���� ��� �����,���� ������������������� ��� �� ���1 �.��#� ��� �� ��

,��#���� �� ����2E��� ��#���) ��& K�L���� �� 
������� B3>>!C  �������& - ������ �� ��2

 ��������& ��� �� ���������� �#��� ���� �� �.������ �������������������� �� �.����������

��.- #�������� �.�##����� �� ����� ��:��  ��� � ������� ��1 ����������� ,������

���� �.��6�#��, ��#���) �����& ��� �������� ���� ��1 �� ���� ��� ��#������� ��� ��������
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�� ������� ��� ��������� � ����������

 ����� �� ������#� �.��� ��������� �������� - ������������ �� ��  ��� ��/������ �����)

������ ���& #���� ����� ��/��� ��� �� ��/������ ��� ������� ��� ����������� ��� ���

V�@����V �.������ ��������������������)

��#��� B3>>"C �������� ��� �1������� ��  ����� ���#����� ���� �������� �� #����2

���#� ���� ���� ��� ������ �������� ��� �.�1�����#� �.�� �@�� �.������������� � �� ����L

B3>%!C) � ��  ������ �� K�L���� �� 
������� B3>>!C& �.������ ������� ��� �.�������

Et ��� �� ����� �� �����#���� ���� �.����������� ������ ��� � ������� ����������) ���

� ������� #���������� - �.�##������ ��� �� ���#M �� ��������� Pt ��� �@�#�� ���6����

�� �����#��/��� ��� ,�#����� * Yt = F (KY
t , AtL

Y
t , Et, Pt) �I At = AKY

t ���������� �.�12

��������� �� #���������#� ��� ����� ��� �.�##� ������� �� #������ F'� �� B3>5%CG) ��

���/��� �� ��������� ����� ��� �� ���#����� ���� ���1 �������) �.�����& ��#��� B3>>"C

#�������� ��� �� ��������� �@�#�� ����� �� ����2E��� ��� ������) �� ,��#���� �.�������

�.�#��� U(ct, Pt, dt+1, Pt+1)) �������& �� ������� �� ����������� �� ������� �� ��������� ��S#�

- ��� ��#�������� �� ����������� �� ����� �� ����� 1& ����D#���� ����� �.��� �1�����2

���� �.�������������& ���� �� #������ �� �� ���/��� * Dt = D(KD
t , A

′
tL

D
t ) �/�# A′

t = A′KD
t )

�� �?�� ���� �.�##� ������� �� �� ��������� ��� D���� ��� ��#���� ��� �.��������

���/���� * Pt+1 = γEt −Dt + (1 − µ)Pt)

� �.��������� #��#���������& ��� D� ��  �1� ����� ����� ���D��& ���  ������  �1�2

 ����� ���� ������� ���� ��� #���������� ����������� �� #���������� �� ��������� #�  �

��� ������ �1����� F#�� ���1 ������ �� ���� ��#������ ������/� ��� - �.����� �.K�2

L���� �� 
������� B3>>!CG) ����� ��� ���& ��#��� �������#� �.��� ������� - �.�#��/���

�� �����������) �.����� �� ������� �� #�������#� �� �.�#��� �� ��� �������� ���� ���

���#�D#����� ��  ����� �� ��/��� ��� �� #�������#� ���� ���� ��� �1#��� �� ,��� �� ��

������ �� �� �����#��/��� ��� ,�#����� #����#���/� - �.�1��������� �� �����#����) �� �,2

,��& - �.���������& �� ��������� ��� #��������� �/�# �� #������) ��� ����& �.�##� ������� ��

#������ � ���1 �@��� #�������#������ ��� �� �����#���� * �� �@�� ����#� ������, FK > 0

F ��� ��� �.������ FKK < 0G �� �� �@�� ����#� ������, ��� ���/���� �� �.�1���������

FP < 0) � ���� ��� �& �� ��#��� �@�� �.� ����� �� �.�#��� �� #��/���� /��� �� ����

������������) �.����?�� �� �� �������� ���� ���  ����� �� #��������& ���& �.�� �1���� ��

������� �� #�������#� ����������& ����� #����2#� ���� #����������� �� V������� �#��������V

#���#������ ��� �� ���#M �� ��������� ��� �� ��� #�������#� - ���1 #������� �� #������&

�� �� #����  ����� �� �� �� �����#����) �� #�������#� �� �� ����������� #� ����� �����

�1�#�� ��� �� ������ ��� � ������� ����������)

��#��� B3>>"C �.��������� ������� - �� ��#������������� �� �.���� � ��#���) +��� #�

,����& �� ������� �.���������� ��� ��1� τt ��� �� #����  ����� �.�������  ��� �������&

- �� ��@����#� �� �.����� ���#������& ��� ��� ��/���� �� �� ��1� τtEt ���� ��������� ���

������� �� ��#���� �� �� �����������) �� D������ �� #� �?��� � #������� - �.������� ��

,��� ��� #� ��#���� ���� ��  �����& - #����� �������& �.���� ���� ����� ���/���� ����#�

7>



�� ������� ��� ��������� � ����������

�.� ������ * D(KD
t , A

′
tL

D
t ) = γEt �� ����� ����� ��� �� ��������� �/���� ��  ������

���� ���)

%�������� �� �����  ����� �� $��� 8���

R���& +�##������& �#��  ���,����� �� �#���,� B3>>4C ������������ �� ������ � ��

#����9�� �� �� ��������� ���� �� #���� �.����?�� �������� ��� ��@����� ��� ���/��1

���#������) ���� ����  �����& �.�#��/��� ��� D� �� ��� ������ �.�� ����� �� /�� ��/�2

����� �����) ����� ���������� �� ���� �� ����� - ������ �.��� ��#�������� - ����� ����

�.�#����� #�������� ���� �� #������ �� �� ���/��� * Yt = AF (Kt, Lt) �/�# A > 0 �� ����2

 ���� �.�#�����) � #����� ������� ��Q� �� �� ��� Nt �.������ ���������� F�� ����������

#��Q� - ���1 #������� * Nt+1 = (1 + n)NtG) �� ��/��� �� �.����� 6����& #�������� ��

������� wt �� ���� �.��� ��1� mt& ��� ������� ��� ������ - �.������� * wt = st + mt)

�.����� �������� #����  � �.����������� �� ��� ��/��� * dt+1 = Rt+1st) � #����� ��2

�����& �� #����  ����� ��� ��������� ��� ����#� �.� ������� ���������� ��� �.���/���& ��

��/��� ������& - * Et = Nt−1dt) ��� � ������� #���������� - �� ����������� �.�� ����#�

�� �� ������� �� �.��/������ ��� Qt) ��� ���,����#�� �� �.����� ����� ��� �� #����  �2

���� �� �� ������� �� �.��/������ ��� �� ��#���� ������� �� /�� * U t = U(dt+1, Qt+1))

�� #���1 �� �� ��� �������� �� #����  ����� �� ��� ���� ������� �� /�� ��/���� -

������� �.��������� �� #����  ����� ��� �� #?#�� �� /��) �� ��#���� - #���� �?�������

�� ���D#����#�& ��  E � ��� �� ,��� �� #��������� ��� �� ��������� �@�#�� ����� ���

��� ���������& �.�1������ ��� �� /������ ��� ������� �� �� ,�#������ ��� �.��������� ���

���/��� ������ ��� ������ ����� #����  ����� �� ���� D��� �� #����  ����� �.�� ����

��/������ ����� ��� ���� ��� ����� ��/��1) 
��� ���#����� ����� ������ ���� #� ���

����)

R��� �� ��& B3>>4C ��������� ��� �� #����9�� �� �� ��������� ����/� �� �� #� �����#�

�.�� ���/���� ��� �� #���� ��� � ��� ��� ��� ����������� ��##����/�� ���� ��������2

��� ����� �����E��) �� ���/���� ��� � �� ���/��� �� ��/�� ��� ��1� ,��,������� mt ���

�� ��/��� ��� 6����� �D� �� D���#�� ��� �������� �� ����������� * Dt = Ntmt ��

��/��� ������& ��� ��6�#��, ����� ��  �1� ���� �.������� �� ��� ���#�����) ���� #����

�������& ��� #���������� ��.�� ���� �����,���� ���� #���������� �� �.���� ��� ��� #����2

����� �.����������� �� �� �� �?�� ���� �.�/������� �� �� ������� �� �.��/������ ��� *

Qt+1 = (1 − µ)Qt − βNt−1ct + γNtmt) �.������� �� �.�1��������� ��������������������

��� #����� * ��� ������ ��������� #����  ��� �� ��������  ��� �� ��������� ��� F���#

�.�������� ��� #�����G �� ����������� �� �� ������� �� �.��/������ ��� ��� ��� ���������

- �� ������� ���/����) ��� ���� ���& �� ������ � �� ���/���� ��� �.�#��� *

max
mt

U(dt+1, Qt+1)

������ �� ���	������ 	� � ��7��������� 	�� %
�3��� �� ���	������ 	$�����;
� 	� ��
��� 	� �
����

�� 	� ��%���! @ %
��	 �������� � ����' 	� ��%��� 	��%���;� �� 	�;�� 	� %�
��	� ����� 	����!

4$



�� ������� ��� ��������� � ����������

s.c

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

w(kt) = (1 + n)kt+1 +mt

dt+1 = (1 + r(kt+1) − δ)(1 + n)kt+1

Qt+1 = (1 − µ)Qt − βNt−1d(kt) + γNtmt

kt #����

	� ��� #��,����� - �.��������� ���/���) ��� ����� �� ��1� ��� �� �.�##��Q��� ���

�������� �� ����������� �� �.� ������� �� ������� �� �.��/������ ��� ���� ����D#������

��� ���������) �����,���& #���� ��������� ��� �������� �� ����� ��� �� �.������� ��� 6�����

��� ����� ��� �� ��/��� �� #����  ����� �� ��#���� ������� �� /��) �� ������������&

�� #�������� �.���� ����� �.�#����� *

(1 + Af ′(k) − δ) + kAf ′′(k)
1 + f ′(k) − δ

=
γ

q

���� #� #����1��& ��� �������  ������� ��� �� ��#����� �� #� ���/���� ��� #������ -

��� ��������� ���� ���� ��� ������.�� �#����& �� ������ �� ��� ����=�� �� /�� D�� F���� -

��� �������G& - ������������ ��� �1���������� ��������������������� ����� - �.��/������ ���)

+��� ���#��� ���& �� �� ����� ��� #� ��� �� �.�@�� ��,���� �� �� #����  ����� ��� ��

������� �� �.��/������ ��� ������ ��1 ����������� ,������ Fβ �.������Q� ��� ���� ���

���������G) ��� �9�� �� �� ��� D���� ��� - ,������ �� ���/����� ���� ��� �� ���� �����#

���� �� ���������� ��� �.� ��� �� ��������� ����� ��� �.�1��������� ��������������������

���� �� #���1 �� mt F������#� �� γ ���� �� #��������G)

R��� �� ��& B3>>4C �������� ����� ��1 #���1 �� #� ���/���� ���  ?��� ��� ��#������

�.�� ���/���� ��� ���� �.����=�� �� /�� #��������� �1�#�� ��� - #���� �� �.��/����2

�� ���) �� �����D#����� ��� ������� #������ �.����#����� ��� �������#�� ����� #���� 2

 �����& ����������� �� ��/������� ��� ��  ������ -  �1� ���� �.������� �� �� ����������

������������/� ���� �� #��������� �� �������#�� �� �.�#��� �� ��& ����� ����� �� ��/���

�.��/������ ��� *

max
c,m,k

log d+ log q

s.c

{
Af(k) + (1 − δ)k = d

1+n
+m+ (1 + n)k

e = γ
n+b

m− β
(n+b)(1+n)

d

��� #��������� �.���� ����� #������������ �����#��/� ��� - �� #�������� �� �� �����

�.�� ���� �� #������ FAf ′(k) = n+ δG �� - �� #�������� �.��������� ����� #����  �����

�� ��/������ ��� *
1 + n

d
=

γ + β

(n+ µ)q

����� �������� � ���� �.������� ����� �� ���1  ������� �� �����,�� ����� �� �� ���1

 ������� �� ������������ ����� #����  ����� �� ��/������ ���) ���� ������� �� �����

������ ��� 9������� 	$������ ��6�		������ k = K/N �� %
�	������ �%%�
������� �� ��
�� �������9 

�� q = Q/N !
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�� ������� ��� ��������� � ����������

�� #� ��� ��� �� �����D#����� ��� �@��� ������������������� ���� ��1 #���1 �� #���� 2

 ����� �� �� ����������� F������#� �� µ ���� �� ��� � �� ������G) ��� �������  �������

��.�� ��� �������� �.��������� �.���� � ��#��� �� ���� ��� � - ������ �� �.�#��� ��

��#���������� ��S#� - �� �?��� � #� ���� �.��� ��1� ��� �� ������� τw �� �.��� ��1� ���

�� ����� ��� �� #������ τk �� ���� ����� ��/���� ���� �� ,�� � �.�� �����,��� ,��,�������

��1 ���������) ��� ��1�� ���� ���� �� ���� ��� �1���#�����) �� ����#��� #������� �.�����

- #��#���� �� ,��#���� �.������� ������#�� ����� �� ������ � �� ���/���� ���  ?���

��� �� �� �?��� � �� ��1�) �������& ��  �1� ������� �� #�� ��6�#��,& �� ������������&

��� ������� ��1 ������ ���� ����� ��� #��������� �� ��� ��� ����� ���������� - #�����

�� �.���� � )

��� B3>>%C �������� ��� ������ ������ �� ������ - #���� �� R��� �� ��& B3>>4C �� ��2

��#�� ����� ������ �?��� �� �.�����/������ #������� �� �������� �.���� ����� �� �.���������

#��#���������) +��� #� ,����& �� ������� ��  ����� ���� ���#�� �� ���#����� �1#���� �� ,���

��.�� ������� �� #����  ����� ��� 6����� ���� ��� ���,����#����) �� �����& �� �.�1����

��� �� ���/���� ��� �� #���� ��� � �� �� ��#����� �� ����������� ��#� �� ��1  �2

����� 6�����) ���� #� #����1��& �.������ ������� �����  �#���� �� �������� - #�������

��� ���:#�#���� #��������� �� ��/��� ��� ��#������& ��  ������ �� #����  ����� �� ��

�����������& ��� ������ ���/�� *

2 �� #� �������� �� ��1�� ��@������� ��� �� #����  ����� ��� 6�����& ��� ��������� ��

�.��� ��1� ��� �� ������� ��� 6�����) �� ���� ��/���� ���� ,�� � �.�� �����,��� ,��,�������

��1 ���������&

2 �� #� �������� �.��� ��1� ��������� ��� �� #����  ����� ��� 6����� �� ��� ������2

���& �.��� ��1� ��� �� ������� �� �.��� ��1� ��� �� ����� ��� �� #������ �/�# �� �����,���

,��,������� ��1 ���������&

2 �� #� �������� �.��� ��1� ��� �� ������� �� �� ����� ��� �� #������ �� �.���

���/������ ��1 �#��/���� �� �����������)

�� ��� ��� �?��� � #������ �/���  ��� - ���� ��1�� �� #����  ����� ��� ���������

������� ��� 6����� ������������� ��� ������ �� �.�1��������� ��/������ ������) �� �@��&

 E � �.��� �������� �.�@�� �� ���� #����  ����� ��� ��� ����������� ,������& ���� ��2

#����� ������� �.��#����#� ������/� �� ���� #����  ����� ��� �.���� �� �.��/������ ���

���� ��� �������� �� ��#���� ������� �� /��) �� ��#��� �?��� � �� 6����D� ��� �� ,���

��.�� ��� ��:#��� �� ���#�� ���� ����� �� #����  ����� ��� 6����� �� ��� ���������) 	�

#��/���� ����� �� #������� ��� #��������#�� �.��� ��1� ��������� ��� �� #����  �����

��� 6����� �� ��� ��������� ��� ��� ��1� ��� �� ����� ��� �� #������ ��� �@�#�� �����2

 ��� �� ��/��� ��� ���������) ��D�& �� ������� � ����������� �� ���� ��� �.���������/�

����� �:��� �� %
������ %�� �� �
��	 ����
2� %������� 	��� �� ��	#�� $�<�� ����
����
�������

%���� 	�:� %�
 � ������������ 	�� ����7! @ %�
��� �������� � $�����
 	$���	��
 ��� %�� �
��	�

��
���� 	� �>��#��� 	$����
�������!
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�� ������� ��� ��������� � ����������

#��������� ���/��������� �.�#��/��� �� ����������� �D� �.��#���� ��� ������ - ��/�����

���� ��  ��������#�)

	� ���������? ������� 5���� �� �� ����������

�� ������ ������ �.��� B!$$"C �� ��������� �� #���� ��� ���/��1 ���#������) �� ,���&

�� �� ���� �� �������� �� ��/��� #�  ��� ������ �� ���1 �� #�������#� �� ���� ��� � �.���

�#��� �� ��������� - ��� ��������� ��/������ ������ ���� ��/���) ���� ���  �����& ��

�����#���� ��� �� ����#� ��� � ������� ����������) �� ��#���� �����#��, �� ��� � �������

���� ,�� ������� - ��  ������ �� ���M�? B3>>5C) �� �����#���� �� ���� D���� Yt ���

������ ��� �� ������� �.�� ����#� zt ∈ [0, 1[& #���#���������� �� �.��������� ��������� ��

�� ��#��������& �� �� �.������ ��������� ÃtK
α
t L

1−α
t * Yt = ztÃtK

α
t L

1−α
t ) ��� � �������

������������ ��� ,��#���� �� �.����� ��������� �� �� ����� � �������Y������ ��� #��������

F�� #��/�1�G ���� �.����#� zt * Et = zεt ÃtK
α
t L

1−α
t �/�# ε > 1) �.��� ������� �� zt ����

#�� ���1 �1��������� ��� �� �.�#���� �� �����#���� #�  � ��� ,��#���� �� ����� ��

����� 1 ���� �� #������& �� ���/��� �� ��� � ������� * Yt = AtK
αK
t LαL

t EαE
t ) �� �����#����

��� ��� ��� - ��� �1��������� �.������������� � �� '� �� B3>5%C * At = AK1−αK−αE
t )

��� � ������� ��������� �� ������� �� �.��/������ ��� Qt ��� �����& #�  � ���� ���&

���� �.������� ��� ������ U(ct, dt+1, Qt+1) = η1 log ct + η2 log dt+1 + logQt+1)

�.������ ,��� ��� ���/���� ,��� �� ������#���� ����� ���1 �?��� �.������������ * �?

�� ���/���� ��� - ����� �� /�� ��D��� ���� �� �9�� #������� - ��1�� �� ���1 τe ���

� ������� ���������� ��� D� �� ��& - ��/����� �� ��/��� �� �� ��1� ��1 ��������� ��S#�

- �� �����,��� ,��,������� T & ��? �� ���/���� ��� - ����� �� /�� D��� ��� #������ ��

 ������ �� �������#�� - ������� - �� ����������� mt ��  ������ -  �1� ���� �.�������

�� �� ���������� ��� �.� ���) �.�/������� �� �� ������� �� �.��/������ ��� ��� D���� ���

������ ��� * Qt+1 = Qt − βEt + γmt)

��� D� ��  �1� ����� ����� ���D�� ����� ����� �� ���1 ��� ,�#����� rt& wt �� ��

��1� ��� ��� � ������� τe) �� ������/� ��� #��������� #��������� �� ��  �1� ������� ���

���D��) �� ���������� ��� #�������� �� ������ ��� ������ - 3& �� ������D��� �� ������ �

�� ���/���� ��� �� #���� ��� � - #���� �� �.����� ������������,& �.��6�#��, - ��������

��� ��� ����� #�������� *

max
ct,st,mt,dt+1

η1 log ct + η2 log dt+1 + logQt+1

s.c

⎧⎪⎨
⎪⎩

wt = ct + st +mt

dt+1 = Rt+1st + Tt+1

Qt+1 = Qt − βEt + γmt

�/�# Tt+1 = τeEt+1 �� #��������� �� ������ ��������� �� ���/���� ��� �  �����)

����� �/��� ������ �.��������� #��#��������� F������ ��� ���� �� �������� ����������

mt ≥ 0G #���������� - �� ��1� τe& �.������  ����� ��.�� �1���� �� �����/���� [τ 1
e , τ

2
e ]
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�� ������� ��� ��������� � ����������

��� ������ �� ���1 �� #�������#� ��� ������, g(τe) ≥ 0) ��� #�� �����/����& �� #�������#�

���������� ��� ���# ����������) ���� ��� ����� ��� ������� ������� �� ������� �� �.��2

/������ ��� #��Q� ��  E � ���1 ��� �� #������) �� ����& �� �������� ����� �� ���1 ��

#�������#� �� �� ��1� ���� ��� #����� �� ,�� � �� #��#��) +�� #���������& ���� ���

��/���1 �� ��1� �������� ��� ,������& ��� ��������� ��/������ ������ ���� /���������

��� ��� �� #�������#�) �� ,���& �� ��1� ��� �� ��������� ��� - �.������� �� ���1 �@��� ��2

/��� ������, �� ������,) ��� ������ �� �� ��1� � ������ �.����� ��� ������ ��� � �������

����#��� - ��� ������ �� �.��/������ ��� F- �� ������� ���/����G) ���� �� ������� ���

�� ,��� ��� �� ���������� #��#����� � ������/� ���  ���� �� �������#�� - #����#��� - ��

����������� ����  �������� �� ������� �� �.��/������ ��� ���� ���� ���D���� �� ��#����

������� �� /��) ���� ���� �������� ��� ���� ������ ���� �� ��� ��/��� #� ��� ,�/�����

�.�##� ������� �� #������) +�� #�����& ��� ��� �������� �� �� ��1� � ���� ��� #�����

D�#��� ���� � �������� ��1 D� ��) ����� ��� ������#� - ������� ����� � ������� #� ���

���/����& �� ������& ��� ������ �� ������� ��?� ��1  ������) ��� �@�� ��/��� ����2

��, ����� � �.��/������� ��� �� �������� �.�##� ������� �� #������) 	� ������Q� �����,���&

������� �� ��1� D1�� �������� ��� ��� �����& ��� �� ��� ��� �@�� �.� ����� ��� �� ��#���

��& ��� �� ���,��#� ��� �� �� ��������� ��/������ ������ �.�##� ����� �.��� ������

�� ���1 �� #�������#� �� #������ �� �� �� ������� �� �.��/������ ���)

��� ���/��1 �1����� 6����.�#� ��� ����� �.�������� ��� ��������& ��S#� - �.������ ���

�� �� ��1� F#����� ���� �/�# ��� �����,���� ,��,�������� ����& �/�# ��� �#��/��� �� �������2

����G& �� ������ � ���� ��� �� ��������� ��� #����2#� ��� ���� ������� �� �����#���� ��

�� #����  �����) ���� �� ������ ��� ����& ���� #���������� ��� ���������/� - �� ��1�&

- ��/���& ��  ��� �� ���#� �.��  ��#�� �� ������ �� �� ��� �� �#����������)

����� "��	#�� �� �� �����	
�� �� ��� ��
	� �� ���
�

	�� ������ �� ��������� ��� ����������� ���

R��/��& ��#��� �� O���� B!$$!�C ��#������& ���� ��� ������� �� ��#������������� ��

�.���� � ��#���& - �.������ ��� ��� ������ �� ��������� ��� �.��/������ ���) ���� ��2

6�#��, #�������& ���� ���#��� ���& - #� ����� ��� ���1  ���� �.������������� �� �.��/�2

����� ���& ��������� ���/��  �	�� ��������� #����#��/�& ����� - ���� #���#��� - ��������

�.���� ����� �� �.��������� #��#�����������)

���� ��  ����� �/�# ��������� ���/�� �� �.��/������ ���& �.�������� �������� D1� ��

/��� � �� ������ Ē #������������ ��  ������  �1� � �� ����������� �� �.��/����2

�� ��� F�� �� ���������G) ��� ������ ��� ��� ����� �� /�� ��D��� �� ���� �� ��������� ���

 ������) 	�� ���/��� E��� �#������ ����� ��� ����������� ��##����/�� ��� ��  ��#�� #���

���� �
���� ��� 3������� �
#� %
���� 	$��� ���	� ����
���
� 	� �
����?� ���%��� �� "���� ()**+,


������ �� ��	� 	$�%%
�%
������ 	�� ��

��!
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�� ������� ��� ��������� � ����������

- #�� �@��) � #����� ������� ��Q� �� �� ��� N F��� ����� - 1G �.������ ����������)

�.����� 6���� �� �� ���������� t �@�� ����������� ��� ��� ����� �� ���/��� ��1 D� ��

�� �#����� �.�� ������� wt) �� ������� ��� ������ - �� #����  ����� ct& - �.������� ��

#������ ��?����� st �� - �.�#��������� �� ������ �� �������� et F�� ���1 ptG) 	� ���� �����

��� ������ ��1 D� �� �� #����������� �� /���� ��� �.��� ����� φt) '�������& �� #����  �

dt+1 �.����������� �� ��� ��/��� #� ���� �� ����� ��� �� �.������� Rt+1st �� �� �� /����

��� ������ ��� ��  ��#�� �.�#����� pt+1et) ��� ���,����#�� ������� ��� ��� #����  �2

����� �� ��� �� ��������� �������� ��1 ���1 �������� �� /�� * U t = U(ct, Pt, dt+1, Pt+1))

	� #��/���� �� ����� ��� �� ��������� ��� ���N�� #�  � ��� �1���������) ��� ��6�#��, ���

����� ��� �� ������  � ���/��� *

max
{ct,st,et,dt+1}

U(ct, Pt, dt+1, Pt+1)

s.c

{
wt = ct + st + (pt − φt)et

dt+1 = Rt+1st + pt+1et

��� #��������� �� ��� ��� ����� ���/����� - �.��������� �� #����  ����� ��� ��

#?#�� �� /�� FUc = Rt+1UdG �� � ������ �.������� �� ����� ��� ���#��� ��� ��� ���1

�?��� �.�#��,� FRt+1 = pt+1/(pt − φt)G)

��� D� �� ���������� �� ���� D��� - ������ �.��� ��#�������� �� ����� �� ����� 1

��������� �� ���/���& �� #������ �� �� �.��/������ ��� * Yt = F (Kt, Lt, Et)) �����  �1�2

 ����� ����� ���D�� �� ������� �� ���1 ��� ,�#����� #�  � ����� Frt ��� �� ���1 ��

����� ��� �� #������& wt �� ���1 �� ������� �� φt �� ����� ��/������ ������G) �.�������2

���� �� �.��/������ ��� ���� �� �����#���� �.��������� - ��� � ������� ���������� ��

�.�/������� �� ���#M ��� ��#����& - #����� �������& ��� * Pt = Et + (1 − µ)Pt−1) �.����2

����� �� #���� �#��� �� ��� #���#������ ��� ��� #��������� �.���� ����� ��� D� �� �� ���

 ������& ��� #��������� �.��������� ���  ��#��� FLt = 1& Kt+1 = st �� Et = et = ĒG)

��D�& �� ��� ���,���� ��� ��D�� ��� �� #��������� �� �������#�� �� �.�#��� �� �� ��

�?�� ���� �.�/������� �� �� ���������)

���� #� #����1����& ��� ������� ����/��� ��� �� ��������� ���/�� �� �.��/������ ���

�� ��� �� ��� �� ��#���������� �.���� � ��#��� �� ���� ��� �) �� �@��& �� ��� ������ ��

��������� ������������ ��� �/������� ���� ��� �� �.��/������ ��� F- #�������� ��� ��

����� Ē #�T�#��� �/�# �� ��/��� �.� ������ ��D�� ��� �� �������� #������������G& �� �.��

����� ���  ���� ��.��� #���������� �� �#��, ��/������ ����� ��� �������� ��� ������

�� �.������� �����#��/�) ��� �@�� �.�/�#���� �� �.������� �����#��/� �� �������& - ����

��I� 9���� ����� $���>�� ��� ����� ���� � 
����
� � 	�� 9�
��� 9����������� � $������ ��� ��6

�		����� 	��� � ������������ �� �����
� 	��� � %������� � 9������� 	� %
�	������ ��� 	� �>%�

��;;68�����!
���$�%����� ������ �� 
#�� 	$�
 G��
��G� ��

��%��	 � � ������� 	� %
�;#�� �������

max
c,d,E,K

U(c, P, d, P )

44



�� ������� ��� ��������� � ����������

��� �& ��� �� ,��� ��� �� ����� ��� �� #������ ��� ��������� - #���� �� �� ����� �.��

� ��������& ��� �-2 E �& ��� ���:#�#��� ���� �.�##� ������� �� #������) ��� �������

 ������� ����� ��� �� ����� ��������� ��� ������ �� ��#���������� �.���� � ��/���� -

��1�� �� �������� �� �� ����� ��/������ ������)

�� #������ � ��� R��/��& ��#��� �� O���� B!$$!�C - #��������� ����9� �� �?��� � ��

��������� #����#��/� �� �.��/������ ���) ��� ������ �� ��������� ��/������� D���� ���

��� ������ �.����� �� �.��/������ ���) ��� D� �� /������& - #����� �������& ��� �����

φtĒ - �� #����#��/��� ���� �.����������� �� �.��/������ ���) ����� ����� ��� ����������

��1 ������ ���/�� ���� �� ,�� � �.�� �����,��� ,��,������� �/�# η �� ���� �� �� �����

��� �#���� ��1 6�����) ��� #���������� ����������� ��/������� * wt = ct + st + ηφtĒ ��

dt+1 = Rt+1st+(1− η)φt+1Ē) ��� ������ �.��� ���� �.��������� - �������� #��#������ ��

������� �� �.������� #� ��� � ������ �.�����#� �.�@�� �.�/�#����) ��� ����& �� ������Q�

��� �.���� � ���� E��� ��#��������� �� #���������� �� ����������� �� �� ����� ��/������2

 ������ ��  ������ ���� ���) �.������ ��� η& ��� 6��� D���� ��� �� �9�� ��� �����,����

,��,�������� ������������������� ���� ��  ����� �� ��� ��� B3>%4C& ��� ������� - /���D��

�� #�������� �� �� ����� �.�� ���� �� #������)

R��/��& ��#��� �� O���� B!$$!�C& - ������ ��  E � #���� �.����?��& �� ���� �/�#

�.�����#�� ��� ���/� �������/�� ��� �.����� ���#������) �� �@��& ��� �.����������� ���2

�9� ��1 �����#������� �.��� /�������� �� �� ��� �� ������ ����������� ���� �.�#��� ��

��� �.�##� ������� �� #������) +��� #� ,����& ��� ������� �� #��#������� ��� �� #�� �.���

��������� ���/�� �� �.��/������ ���) ��  � ���� �.�/��� �������& �� ��������� ���/��

��� ������ � ������ ��.��� #���������� �� �#��, D���#��� ������������ - �.������� #���2

�����) �����& - �.��������� #��#���������& �.�##� ������� �� #������ ���  ������ ��� #����

��  ����� �� ��� ��� B3>%4C) ��� ������� ������� �.����� ��� #��������� �.�1�����#�

�� �� ��������� ���� �� #�� ������� �1���� ���#���  ���) �������& ��� �� ,�#������� ���

��� �@��� �.��� /�������� �� ����� ������ Ē ��� �� ��/��� �� #������ - ���� ��� � -

������ �.�� �1� ��� �/�# ��� �����#���� ��� �� ��� ������� �������� ���� ���� ���

#����  ������) ��� ��������� ��/������ ������ ���� V��1����V& ������ �� Ē& ,��� 6����

���1 �@��� �� ���� #��������) ���� �.�����& ���� ��� ����#��� - �� �@�� ��/��� ��� ��

 ���,���� ��� ��� ������ �� ������� �� �� �� ����� ��/������ ������ �� ��� � ������

��� ��� �������� �� �.������� ������) �������& #���� ������  ���D� �� ����������� ��

�.������� ������� ����� ��� ���1 ��������) +������ �� �������� �� ��� �� ����������

���� �.�#��� �� ��� ����& ���� ��� ��� �.������� ���� �.�#��, ��/������ ����� �� �����2

 ��� �� �.������� #�������� #� ��� �������� �.�##� ������� �� #������ F�.�@�� �.�/�#����

��� ���� /�������1G) �� ���� �& ��� ������� ����/��� ��� ������� ��� ,�#����� �� ���2

s.c

{
c+ d+ k = F (k,E)
P = E/h

4%



�� ������� ��� ��������� � ����������

��#���� ���� #� ��� ��������& �.�@�� ������ �.��� ������ �� �������� �.� ������ Ē ���

�� #������ ������������ ��� ������,) ����& �� #��������& �� ? � ��:��  ��� �� �����������

�� ������������ ����� ��� ,�#�����& �.�@�� �.�/�#���� �.� ����� �� ���/���� ��� ������ ��

���#M �� #������ �� ���� ��� �)

	�� ��� �� ��,����$���

��� B!$$!C ������ �� �.�@�� �.��� ��������� ��/������ ������ ���� ��/��� ��� �.�##�2

 ������� �� #������ ���� ��� �#��� �� ��������� ��� ���& #���� ,���& - �� #����9�� ��

�� ��������� ��� �� �?��� � �� ��� ��) ��  ����������� ��� ���������� ��� ���������

- #���� � ���?�� ��� ��� B!$$"C �1#������ ,���� �� �.������ ��� ������� F�� �� �.�����#�

�.�@�� �.�������������G) �� ,��� �� �� ������#���� �����Y��� ��& �� ��� �������� �� ����2

��� ���1 ��@����#�� ������������ �/�# ��� ������ �� R��/��& ��#��� �� O���� B!$$!�]�C

���� ��� �� ������ ������ ���� ���#�� �� �� ��#����) �� ���� ��� D� ��& �� ��� ��� ���

 ������& ��� �.�#������� �.�#��, ��/������ �����) �� �����& �� ����� �� /�� �.�� ��� ��

��� �� ���� ������� ��� ����������� ���� �� �����#���� � ������ �� ������#����)

���� #���� �����& �� ���/���� ��� - ����� �� /�� ��D��� #������ �� ����� ������

�.� ������ Ē ��� ��� ������� ����� ��� D� ��) ���� Ēi �� �������� �� ��� �� �� �� D� �

i) 	� �1���� ��  ��#�� #��#��������� �I ��� D� �� ���/��� �.�#������ ��� ��� �� �� ���1

qt �� ,��#���� �� ����� �������) �� ����� ����������& ��� D� ��  �1� ����� ����� ���D��

����� ����� �� ���1 ��� ,�#����� * πt = AKαK
t LαL

t EαP
t − rtKt − wtLt − qt(Et − Ē) �I

�� ��� � Et − Ē ���������� �� �� ���� ����� �� ��� �� ��� ��  ��#��) � �.���������

��� D� ��& �������� �� ���D� ���� �� ��/��� ���#��� ��� �� /���� �� �� �������� Ē *

πt = qtĒ) �� ���D� ��� �����/� ��� �� ���/���� ��� �� /���� ��1 6����� ���� ,�� �

�.�� �����,��� ,��,�������) ��� ,��� �.��������� ��D��& �.������  ����� ��� #��������#��

�.�� ���,��#� ��� �� �� ��������� F�� ������� �� ĒG ��� �.�##� ������� �� #������ ��

�� ������� �� �.��/������ ��� - �.���� ������������ ������ ���� �� ����� ����������� -

�� �����/���� �������� ��� [0, Ē1] F��� #��������� - �� �����/���� �.�1�����#� �� �.����2

����� �/�# �?��� � �� ��� ��G) ��� B!$$!C  ����� ��.��� ������ �� Ē ��� ��,�/������

- �� ,��� - �.�##� ������� �� #������ �� - �.��/������ ��� ��� ��� �� ����� ��� #� ����

�������� ��� ���� �� ����2�����/���� [0, Ē2] �� �.�����/���� �.�1�����#�) �� �������� �.��2

���� ��� ��  E � �?�� �� �������� ��� �� ��� �� �.�@��� ��/��� ��� #���� ��/������

���� ��� B!$$"C) � �.���������& ��� ������ �� ����� � ���1 �@��� ��/��� ������,� * ����

�.�##� ����� �.��� �� ������� �� ������� ��?� ��1 6����� �� �.��� ������ �� ��/���

���#��� ��� �� ��1� �� ���D� qtĒ #�� ��� D� �� ���� ���� �.���������� �� ������� �����

� �������) ��� ���1 �@��� 6����� ���� �� ���� �.��� ������ �� ��/��� �� �.����� 6����

#� ��� ���/���� �� ��#������ ��� �� �.������� �� �� �.�#��/��� �� �����������) +��

#�����& �� ������ �� Ē ����& �.�� ����� #9��& - � ������� �� ������� �� �.��/������ ���

�� ���  ������ ��� ���# ������/� ��� ���� �� �������#�� - ������� - �.�������) ����
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Ē ∈ [0, Ē2]& #.���2-2���� ����� �� ��������� ��/������ ������ ��� ��6- ��/���& �� ���2

,��#�� ��#��� � ������ ��� ��� �@��� ������,� �.� ������� �� ��� �.�#��� �� ����� ���

������������� - �� ,��� �� #������ �� �� �.��/������ ��� - ���� ��� �) �� �����#�����&

��� ����D#�� �.��� ������ �� Ē ��� �.��/������ ��� ���� ���� ��� #� ������ ��� ��

����#���� ��� �������� �� �����������)

R��/��& ��#��� �� '������� B!$$4C ����?���� �� #� ����� ��� �.��� �#��� �� #��#��2

��������� ���� �������� ��� � ������� ���������� ��� D� �� ���� �������� ��� �� �?��� �

�� ��� �� �� ���������) +��� ���#��� ���& ��� ������� �� ������ �� �������� �� ��/���

�.�� ��� �������� �� ��#���������� �� #�������#� ���� ��� F�� ��� ����� ��� �.���� � 

������������G - �.���� �� �.������ ��� ��� ��) ���� #�  �����& �� �����#���� ��� ��D���

� �� ���M�? B3>>5C * Yt = ztF (Kt, Lt) �I zt ∈ [0, 1[ ���������� �� �?�� �� ��#��������

�������� �� F (Kt, Lt) #��������� - �.������ ��������� ������� - ������ �.��� ,��#����

�� �����#���� �� ����� �� ����� 3) ��� � ������� ����������& ��� �.�1��� ��� #�  �

��� ,��#���� ϕ(zt) Fϕ
′ > 0& ϕ′′ > 0G �� �.������ ��������� * Et = ϕ(zt)F (Kt, Lt)&

#���������� - �.�##� ������� �.�� ���#M �� ��������� Pt * Pt = (1 − µ)Pt−1 + Et) ��

������� �� �.��/������ ��� Qt ��� ��D��� #�  � �� ��@����#� ����� Q̄ F�� ��/��� ���2

��������� �.��/������ ��� �� �.�����#� �.�#��/��� �� ����G �� �� ���#M �� ��������� *

Qt = Q̄ − Pt) �� �?�� ���� ��� ��� #��������� ������� �� #���� �� �� ��������� *

Qt = µQ̄+ (1 − µ)Qt−1 − Et)

�� ���������� ��� #��������) � #����� �������& ��Q� �� �� ��� N �.������ ����2

������) �.����� 6���� #����#�� ��� ������ lt �� ��� �� �� �� ���/��� #� ��� ��� ���#���

�� ������� wtlt) �� ��/���& ��� ���� �.�� �����,��� νt �� �� ���� �� ���/���� ���& ���

������ - �� #����  ����� ct �� - �.������� st) �.����� �������� #����  � dt+1 �� ��������

�� ��� ��/��� #�������� �� ����� ��� �� �.������� �� �.�� �����,��� θt+1 �� ���/����2

 ���) �� ����� �� �� t ������ �� �.������� �� �� #����  �����& �� �.��/������ ��� ��

�� ������ U t = U(ct, 1 − lt, Qt, dt+1, Qt+1))

R��/��& ��#��� �� '������� B!$$4C #���#�������� �.����� �.���� � ��#��� �?�� ����)

�� ������ � #������� - #������ �.����#����� ��� �������#�� ����� #����  ����� ��� 6�����

�� ��� ��������� �� ��/������� ��� ��& �� ��/��� �.����������� �� �� ��#�������� �� �� �� ��

�� ���/��� ��  ������ -  �1� ���� �� ��  � �#�������� ��� �������� �� ������ ��� ����2

������� ���� ��� #���������� �� �������#�� �� �.�#��� �� �� �.�/������� �� �� ��������� *

max
{ctdt,ltzt,kt,Qt}

+∞∑
t=−1

ρtU(ct, 1 − lt, Qt, dt+1, Qt+1)

s.c

{
ztF (kt, lt) = ct + dt + kt+1 − (1 − δ)kt

Qt = µQ̄+ (1 − µ)Qt−1 − ϕ(zt)F (kt, lt)

�/�# kt = Kt/N �� #������ ��� �E�� �� δ �� ���1 �� �����#������ �� #������)
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+��� ��� �������� ���������� Fzt < 1G& ��� #��������� �.���� ����� ���� �� �� ��� ��

������ �� #��#������ �.��������� �� #����  ����� ����� ��� ����������� FU t−1
d = ρU t

cG&

�.��������� �� #����  ����� ��� �� #?#�� �� /�� FU t
c = (1 − δ + ψ(zt+1)Fk)U

t
d �/�#

ψ(z) = z−ϕ(z)/ϕ′(z) > 0G& �.��������� ����� #����  ����� �� ������ FU t
1−l = U t

cψ(zt)FlG

��& ��D�& �.��������� ����� #����  ����� �� ������� �� �.��/������ �����)

����� �/��� ��D�� �� #�������#� ���� ���& ��� ������� �.����������� - �.��������� ��2

#��������� �/�# �?��� � �� ��� ��) �.����� ������������,  �1� ��� ��� ������� ���� ���

#���������� ����������� �� ������� �� ������� �� �.��/������ ��� #�  � ������) ���

���1 #��������� �� ��� ��� ����� ��#��/��� �.��������� �� #����  ����� ��� �� #?#��

�� /�� FU t
c = Rt+1U

t
dG �� �.��������� #����  �����2������ FU

t
1−l = wtU

t
cG)

�� ��������� ��/������ ������ #������� - D1�� ��� ��� � �� ��������� Ēt - #�����

�������) ��� ������ Ēf
t �� #� ����� ��� ��������� �������� ��� ��1 D� �� ������ ��� ��

����� ��� /���� ��� ��  ��#�� ��� ��� �� �� ���1 qt) ��� D� ��& ��������#�� �� #������

Kt&  �1� ����� ����� ���D�� ����� ����� �� ���1 �� ������� wt �� �� ���1 ��� ��� �� *

max
ztLt

πt = ztF (Kt, Lt) − wtLt − qt(Et − Ēf
t )

s.c Et = ϕ(zt)F (Kt, Lt)

�/�# Et − Ēf
t �� �� ���� ����� �� ��� ��)

�� ������� ���1 #��������� �� ��� ��� ����� * zt = ϕ−1(qt) = z(qt) �� wt =

(z(qt)−ϕ(z(qt))FL = m(qt)FL) ��� ���D�� ���� ������������ ��1 #����������� ��#���� ���

�.�1�������� �� ���D�  �?�� ��� ������ ��� * πt/Kt = m(qt)FK + qft Ēt/Kt = Rt−1+ δ

F�� ��������� ���#�������� �.������� ����� �� ����� ��� �� #������ �� �� �����#��/���

 �������� �.��� ���# ���� �����,����G) �.��������� ��� ����� #���#������ ��� ��� #���������

�� ��  �1� ������� ��� ���D��& ��� #��������� �.��������� �� #����  �����& ��� #����2

����� �.��������� ���  ��#��� FNlt = Lt& Kt = Nst−1 �� Et = ĒtG& �� �� #��������� ��

������ �� ���/���� ��� Fqt(Et− Ēf
t ) = N(νt+ θt) �I qt(Et− Ēf

t ) ���������� �� ��/���

���#��� ��� �� /���� �� ��� �� ��1 D� ��G) ���� #� #����1��& R��/��& ��#��� �� '�������

B!$$4C  ������� ��� �� �� ��������� �� ����� {Ēt} ��� ���� ���& ����� �� ��#�������������
�� �� #�������#� ���� ��� ��#������ ����  ��� �� �� ������ ��#�� ��� �� ��1 D� ��&

����& Ēf
t = 0) �� �@��& �.����#����� �������� �� ��� �� ��/���� D���� ��� - �##�����

��� ���/������ - �� �����#���� ���  ���D� �� ����� ��� �� #������ �� ���/���� ���

����������� �� ��/��� �� ��� �##� �������) �� �������� �����#��� �� ����� #��#������

�� �������� �� ��/��� �.�� ��� ���,������ �.������� �������� ��� ��� ��� �� ��1 D� �� ��

���� �� ���  ����� ��1 ��#�����) 	#�& �� #����������� ��� ������� #������� #����� ��� -

������� ���	�����

U t
c

1
Nϕ′(zt)

=
1 − h

Nϕ′(zt+1)
ρU t+1

c + U t
Q +

1
ρ
U t+1

Q

�
�	��� $����������� %�
 � %���3�����
� 	�� ��H�� �� ;���3��� ��� � ��� ������ 	� $��	��� 	$����������

	� � ���������� zt!
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�� ������� ��� ��������� � ����������

 ������ ��� ������ ��� ��� �� ��1 D� �� �.��� ��� �:#�#� ���� ��� ������#��/� ��

 �1� ������� �� ����2E���)

�� ���- �� �� ���������� �� �� ��������� ��� ��� ���/���� �����#�& �� �������� �� ����

�� ��/��� �� �.������� � ��� ������ �������� #��������� ��� �������� - �.���������������

��� �1���������� ��/������ ������� ���������������������)

����� ����	�
���$ ��� ����	
�� � ��
��%���
	� �� �����
�
�� &

��� !)���!&�� �� ����� ������ ����������� ' ��������� �

�� ����� ������� ��  ����� - ����������� � �������� ��� �� ���/��� ������� ��

#� ����� ��� �� ���1 �?��� �.������ * �? ��� ������ ���T���� ��� �� �� ����##�����

��� �� ���� ����2E��� F�?������� #� ����� ������ � ���?�� 6����.- �������G �� ��? ���

������ ���������� ��� �.����������� - �� ��������� �� ���� ���#�����#�) ���� �� #���� �.��

 ����� �/�# ��/������ ���& �� ���� � �	��	� ������ ��� �.�������#���� �.�� ���� ��

D������� ����� ��� ����������� ��� ��  �?�� �� �� ����� - �� ��� ���� ����� �� �.���������

#��#���������)

��  ������ �� ���� �������� ��  �������� �.������� � #������� - �������� ��� ���

���,����#�� �.�� ����� �� ������ #�  � ���� ��� �.������� �� ��� ���#������) ��

����� ����� �.������� � �?�������� � �� A���� B3>87C) ������ ������ �� ���#������� ��

#� ����� #�  � �� ����� - ����� �� /�� ��D��� ���  �1� ��� �� ��  � �#��������

��� �������� �������� �� ,������& �� ,�#���� �.�#����������� #�T�#����� ����� �/�# �� �����

�.������� �) 
��� ���/��� ����� ��� ������� ��.�� �1���� ���1 ������ �����#��� ����

��  ����������� �� �.������� �) �� ��#��� �?�� �.������� �& ��� ������� � ,� �����& � ���

��������� ��#�  ��� ���� �.����� �� �� ���#��& ��#��� �� O���� B!$$4C) �� #��#��� ��

��������� �� ���#����� ���� ��  ����� �I ��� ������ �� �� ����##����� ��� �� �.�������

 ��� ����9� �� �� ��#����� ���� ����������� ����� ���#������� ����#�� F��� ����� #�  �

���� ��� ���� �� ,��#���� �.�������G) K�L���� �� 
������� B3>>4C& - ������ �.��� �1���2

���� �� K�L���� �� 
������� B3>>!C& ������������ ��D� ��� ������� � ,�� � �.������� �

��  ���D��� �� ����#���� �� ���������� �� �� ����������) �.����� ��� �� ,��� �� #�����

��� ����� �������#�& �� D� �� ��� ���� �������& - ���1 ��,����) ��� ,��� ������& #��12

#� ,�� ��� �� ���/���  ����� �/�# ��� ��,���� �.������ ,� �����) �����  �����������

������� ���# ��� �� ����#���� �?�������� �� �� ���������� ��� ������ #�� ��� ,� ����� ��

���� ���� �������������) ���� #� #����1��& �.������� � ��  ���,���� ��� �� �����������&

���� ���  ������ ���������& �.�@�#���� �� �����,��� - #��#�� �� ��� ��,����)

�D� �.��������� �� �9�� �� ��� �� ���� �� �.������� � ���� ��  ����� - �����������

� �������� �/�# ��/������ ���& ���� ���������� �� #����������� �� R��/��& ��#��� ��

O���� B!$$$C)

%$



�� ������� ��� ��������� � ����������


������ � �� ������������ ��������� �������

R��/��& ��#��� �� O���� B!$$$C ������������ �.�?������� �.������� � �?�������� �

�� A���� B3>87C ���� ��  ����� - ����������� � �������� �I ������� ��� �1����������

�� ���������) ���� ���� �����& ��� ������ ���/�� �� ����##����� �� ����2E��� �� ����

���#�����#�) 	�� ���/��� #��������� - #����2#� ��S#� - ���1 �?��� �� ���� * �� ����

D���#��� #�������� xt �� �� ���� V��/������ �����V ��� #������� - ������� ��� ��������

�� ����������� mt ��D� �.� ������� �� ������� �� �.��/������ ��� ���� �����������

��� ����������� ,������) �� ��������� ���/���� �� �� �����#���� �� �.�##� ��� ����� ��

�?�� ���� ���/��� * Pt = aYt − bNmt + (1 − µ)Pt−1) �� ���������� ��� #�������� \

- #����� ������� �������� N ������ ���������� ��� ,�� ��� ��� ����������) �� �����

6���� ������� �.�� ��/��� #� ���� �� ������� wt �� �.�� ���� D���#��� xt) �� ��/���

��� ������ - �.�������) '�������& ��� ��/���& ���/����� �� ����� ��� �� �.�������& ��

�������� ����� #����  ����� dt+1& ���� D���#��� xt+1 �� ������� �� ����������� mt+1)

��� ���,����#�� ������� ��� �� #����  �����& �� ��������� �� �.������� �� �� ���#�����#� *

Vt = U(dt+1, Pt+1) + γVt+1 �/�# γ ∈ (0, 1) �� ����� �.������� �) ��� ������ ���/�� ,���

,�#� �� ������ � ���/��� *

max
st,dt+1,xt+1,mt+1

U(dt+1, Pt+1) + γVt+1

s.c

⎧⎪⎨
⎪⎩

xt + wt = st

dt+1 + xt+1 +mt+1 = (1 + rt+1)st

Pt+1 = aYt+1 − bmt+1 − bM−1
t+1 + (1 − h)Pt−1

�I mt+1 ���������� �� #����������� ����/������� �� ���� �����# F- �� �����������G

�� M−1
t+1 �� #����������� �� �.���� ��� ��� ������ ������ #��������� #�  � ������)

����� ��� ���& �� ��#����� �� ����������� ��� ,�� �� ��� �� ���� �.�� #� ����� ���


��� ��� #��������,) �.����� ��� ���# ��������� /�� - /�� �� �� ���#�����#�  ��� ���T���

�/�# ��� #���� �������)

�.����� �� #�  ����� ��/��� ���&  E � �� �.�����#� �� ���� D���#��� ����#�& �.��2

����� � 6��� ��� �.��������� ��� �� ����� �� ��� ��J���#� ��� �� #���1 �� #��������� ��

���� �����# #��& ���� �� �� ����� �� ��#�����& ��� ������ ��������� �.�@�� ������, �� �� ��2

��������� ��� �� ����2E��� �� ���� ���#�����#�) �����,���& �.��������� #��#��������� �����&

 ����� �.������� �& ����2���� �� ���� ��  ����� �I ��� ������ ���/�� �������� �.�@��

������, �� ���� #����������� ��� �� ����2E��� �� ����� #���� ������� �� �� �������� ���

#� ���& ��� ����& �� �.�@�� ��,���� �� �.�##� ������� �� #������& �� �� �� ��������� ���

�� ��#����& ��� �� ����2E���) ���1 ������ ���� ���� D���� ��� �������� ���� #�������

#�� ���1 �1���������� * ��� ���/������ - �� ������� m ���� ������� �� ��/��� �� ��2

����� �� ����������� �:#�#� ��& ��� ��1� ��� �� ����� ��� �� #������ �D� �.��������

����� ��� ���/� �� ����� ��� ��#���)

%3



�� ������� ��� ��������� � ����������

����� ������

�.�������� ��� ����#���� ���� ��  ����� - ����������� � �������� �/�# ��/������2

 ��� ��� #���� * �.��������� #��#��������� ��� ���:#�#� �� ������ �� �.��#���#��� ��� ������

-  ������ ��� �����#������� �� ���� ��� � �� ����� ��#��������) 	� ��� �������� �.�����2

���� #� �������� �� �� ��,����� ��1 ������ ��� ��������� ��� �� ��������� ���/���� �� ��

#����  �����) ��� ������ �������� ���� �� ���#��� ��� ��#����#�� ��� �� ����2E��� ���

����������� ��� ���� ��##������� ��& ����� ����  E � ��� ��� �� ����������� �� #����#���

��� ������ �� ����� �������#�� - ��� �������� �� �����������& #�� �@��� ��� ����:����

�� ������ �� �� ������� �� �.��/������ ��� ������ �� ,����)

����� ���#�D#��� ��  ����� - ����������� � �������� �� ,��� �� ����� #� ��� ��2

����� ��  ����� - ����� - ����� �� /�� ��D��� �� �����#�����& ���� �� ������#��/� ��

�.����?�� ���  �?��� �.��������������� ��� �1���������� ��/������ �������) �� ������2

 ������ �?��� ����� - �� #� ���������� ��� ��6�#��,� �� #�������#� �� �� ������/�����

�� �.��/������ ���& #������� ���� �� ����������� �� �� #�������#� ��������& ���  ����

�������� �#� - �.�1#������ ��� ���/��1 �.��� B!$$"C �� ��#��� B3>>"C) �� �������& ��

��������� ��� #��������� �.��� #�������#� ���� ����& �������� �� #��/�����#� �/��������

/��� �� ������� �#��������)

���#������ ���  �?��� �� ���������� - ������ ��� ������& #���� ����������� �@��

�� �/������ ����= ����� ��� ������ ���� - �� ����������� �� ���������� ���� #�������

��� ����:���#�� �� �.��������� ��#���������) ��  ��� �� ���#� �.�� �?��� � �� ��1�

������� - /�������� �.����������� ��� �������#�� ��/������ �������& �/�������� ��� ����#��

- ��� �����,���� ������������������� �� ��� �������� �� �����������& ��� ��� ��������

��� ������ �.��������� �.���� � ��#���) �����,���& ��� ����� �����/������& ���� E���

�:#�#�& �� ���� ����/�� �� �� #� �����#� �.�� ���/���� ��� - #����� ����� �� /��

 ��� ���� ����9� �#���� - ��� ����� �� �����D#����� �  ����� FR��� �� ��& B3>>4CG) ��

 E �& �� #� �?��� � ��� ������ �.��� #������� �:#���#� �#��� ����& �� �.��� ��� ����

������ �?���? � �.������ �������������������� FK�L���� �� 
������� B3>>!CG)

�� #� �������� ����� �� ��1� �� ��� ������ �� ��������� �����/� �� ������ � ����

��� �.������������� �� �.��/������ ���) ���� ���/���� �� �@�� �.�/�#���� �� �.�������

#�������� �� ���  ������ �##� ������� �� #������ FR��/��& ��#��� �� O���� B!$$!�CG)

�.����� �� R��/��& ��#��� �� '������� B!$$4C #��������& ����� - ����& - �� ���#������

��� ��� ��:#����� ������ ��� ��� ���������� ��S#� ��1  ��#��� �� ��� �� ����#������

��& ���� �����#������ ���& �������� ��� ���:#�#���� ��.������ ��� ����#����� �������� ���

��� �� ��1 D� ��)

��D�& �.������� �� �.�?������� #� ����� ������ �.������ ���T���� �� ���D� �� �.��2

���� 
������ 	$���4������ ���� ���� ����� ;��� �� $�;����� 	$����
�������� �� %
������ 	� $�>%�6

��#�� 	� �>�� 	� ��� ��� �����	
� 	�� 
������ 	� ��
����������� 	� ��%���! -����9���� $���
�	������
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���������� 
��9�
�� ����� %
�%
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�� ������� ��� ��������� � ����������

�������/� �@���� ��� �.������� � ��� ����:����� ���� ������������ ������ ��� �1����������

��/������ ������� FR��/��& ��#��� �� O���� B!$$$CG)

���� #�� ����� ��� ����� ��#�����& ���� ���� ��  �� ���������� - �.�@�� �� �.�����2

��#���� �� �.��/������ ��� ���� ���  ������ �� #�������#� ��& �/��� ����  ��� ��������

��� #������������ �� �� ������� �� �� #�������#� �������� - �� ������ ������ �� ��/����2

�� ��� �������) +�������� ��� - #�� ���/��1& ��� ����������� �.��� ��/�������& ��  �����

��� ������ >$& �/�# �� /������ �.������� �� �������� ����� #�������#� �� ��/������ ���

���� �� ������� �� ���������� �� �.�#��� ��) �.� �����#� �� #���� ����������� � #�����2

����� �� ��/������ ��� �.����?��� � �������� ���� ��� �� �������� ����� �� ��/��� ���

��?� �� �� ������� �� �.��/������ ���) �� D������ ��� �� ,������& - ������ ����  ���

��� ������ ���� ,������ ��� �� ������� �� �� #�������#�& ��� ,���� ���� ���������� - ��

�������� #�  ��� ��� ��  �� ������ �� <�=���� ��/������ ������)

���   	����� �� !�"���� ���
�����������

���� #���� ��#����& ���� ������� �.����� �� ���, ����N� ��� ��������� � ��������

����#���� �� #����� �� <�=���� ��/������ ������ �� ��� ����#������ �1���#������ ���

��� ��� �/��#��� ���� 6����D�� ��� �1�����#�) 
��� ���� ,�#������� ������� ��� ��� ��2

/������ ����& �������� - #���� �����������& �.����?��� ��� �� ������� �� �� #�������#�)

��D�& ���� �������� ��� �� ���� �� #���� ������ ��  ������ ����������� ��� �.�##��� ���

�� ������ �.����/���������� ��� ��  ���� ��/������ �����1) �.��6�#��, �� #���� ��#����

�.��� ��� �� ,���� ��� ��/�� �1������/� ��� ������������& � ������� �� ���������& ��� ��

#����� �� <�=���� ��/������ ������  ��� ����9� �.�/����� �.������ �� ��� �� ���� �� ��

#����������� �� �� ������� �� �� #�������#� �� ����� �1������ ������ �� #���� ������)

��'�� (�
����� ���

��� �	 ���	��� � ��
��	
��

	��������� � ����6��

�� ����� ��� ������ 3>>$& �� #������ �� ��� �� ���/��1 � �������� ��� #���#�� -

���� �� �� �������� ����� #�������#� �#��� ���� �� ��������� FP���� A��M '����� B3>>!C&

K���=2��M�� �� ������ B3>>!C& (���� �� �� <������B3>>"C& B3>>4C& ������ �� ���� B3>>7CG)

��  ����������� � ���?�� ��� #�� ������ �#��� �������� ��� #�  ���) ���� #������� -

��������� �� ����#����� �� ��������� FpitG ��� ���  ����� FxitG �� ��/��� �.��� ������&

��� ������� ��������� ����� ����������� ��� ��� ������� #������� ���� ��@������ ��?�)

�?����� ���& #�� ���/��1 ��#������ - ��� ,�� � ������� ����������� F�� #������G ��

�?�� ���/��� *

pit = αi + β1xit + β2x
2
it + β3zit + εit

%"



�� ������� ��� ��������� � ����������

�I zit ��#��� ������ ��� ������ /�������� ��J���N��� �� ��������� ��& �I ��� ����#�� i �� t

������������ �����#��/� ��� �� ��?� �� ��� �������)

�� ��������  �6��� �� #�� ���� ������ ��� �� ����#���� �.��� �������� �� ,�� � �� U

��/���� F�/�# �� #� �������� β1 > 0 �� β2 < 0G ����� �� ��/��� ��� �E�� �� �� #��#��2

������� �� #������� ��������� �� �.��� F#�  � �� SO2& �� CO �� �� NOxG �� �� �.���

F�� �������& #�������  ����1 ������& �� ��� #���� ������ ,�#��1G) ��� �������������� ��

#���� ��������& #�  ��� ��� ��  �� #����� �� <�=���� ��/������ ������ F�<�G& ���

������ ��� �� D���� 3)3��) �.��������� ��� ����2���� �.� �����#� �� �� �<� ��� ����/���

��� �������� �� ��& B!$$!C) ����� #�� ������� * .4� ��� �	�� ����� �� �����	����:�����%

�������� �� ��� �� �	��
����� ):���� �	 � 8�	�� �	�8� 	�����- #����� ������ �	�


�	� ����	����� �� ��#� ��� ����
� ���� ����� ��	 �	 8���	% ��

������ �	� ��� ���	

�� ��- ��	 �#���
���% ��� �� �	��
����� 	�������� �� ��		����������- 8��<& $�� #��

����� ������ �� ����
� 	����& 2������ �����	��� �����	� #���
� ������	% ������  ��� ���

�� �	��
��� �����-% ��� 	������	- ����������� #���
� 
�	� �6���� �.)

�

�

pit

xit
x̃i

���� 3)3 ^ �� #����� �� <�=���� ��/������ ������

��� ���/��1 ��� � ����� ��� ��/������ ���� � �������� ������ �� �� ������ �� �<�

����� ���� ���� ��� ���#������� � �������� ��� ����������) ���� �� ����������� � �������

F/��� ����� B3>>5C ���� ��� ��/�� ���������G& #�  � �� ���������� �������� �� ��?���

B!$$"C& ��� #������������ ����������� ��� ����#����� ��� #���#�� ���� - #��D� ��& ���� -

��D� �� �.�1�����#� �.��� ����� �������� �� #� ������� ��� ���� ������ ���#������� �/�#

�� ���/����� /�������� �1���#���/�� F#�  � �� ����#� �� �.��������� �� ��/���& �� �� �2

#�����)))G& �� ������� �� �� /������ ���� �.������ /������� �� ���������& �� ���� ��#���&

�� ������� �� ���������� ��� ��������� ,���������& ����  ��� ��1 ������� ���������)

����� �������� ���� ���������� ���/��� E��� ����� �� #���� ����������� ,����������)

���� �.�����& �� �� �<� �� ��� �@�#��/� ��� /������ ���� ��� ��������� ���#����& ����

��I� 
�9�
����� ��7 �
����7 ����
���
� 	� .�?���� �� D���� ()*��, ��� ������� 
���� $�7������� 	�

�� �>%� 	� 
������ ���
� �� ��������� 	� 
����� �� � �
�������� 	$��� ������!
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�� ������� ��� ��������� � ����������

#�������� ������ F��� ��������� ��� ,�� � ������� #������G& �� U ��/���� ��� ���/� �.���

����� �� #�������#� �� �� ��������� * �� �������� � ����� ��� �������������� �� ,�� �

�� N ) ������� ��� ��#���� #����������� #��#���� �� ������ ��� ��������� ���� ��������

#���� �������� ��� /����� * #� ���� ����#����� ��� ��� ��������� ��� ��� ��� ����� ��

/�� �� ���� �� ���� ��� �@��� ������� �� ��/��� ��#��) � �.��/����& ��� ��������� ���#M�

F#�  � �� CO2G& ���� ��� �����#������� ���� �������� �� �� ���� ��� �& #�������� ��

 ������  ������� �/�# �� ��/��� F��� �1#������� ���� ������ �� ��& B3>>8C& �#� �2

������ �� ��& B3>>5C ��� ����#���� ��� �<� ���� �� CO2G) ��D�& �.�� ����� �� /��

���� ���  �������������& ����� B!$$"C& �� �������� �� ,�������� �#��� ������� �� ��

 �6����� �� #�� ������ F�1�����#� �.�� ����� �Z - �.� ������ �� /��������& ������ � ��

#��������)))G& � �� #����� ��� ��� �����/� ����� - �� ���������� ��� ��������� /���� -

�.�1�����#�  E � �.��� ����� �������� F+�� �� �� ����� B!$$"CG) �� ���� �& �� �<� ���

��� ������ -  �������� �/�# ���#������ �� �� ���� �� ��#�� #�� E��� ����������� #�  �

��� �������������� ������� �� �� �������� ����� #�������#� �� ������� �� �.��/������ ���

������.���� ��� ����#��� ����� ��� ���� �� �� ��� ��������� �� ��������� F��� ���� ,�2

#��� ��� �����/�����& #����� �� #����9���G) ��  E �& �� ������ ��� ������� � ���?���

��� ��� ������ � �������� �.��� ��� �� �������� ��� ��� ��?�& - ����� ����/�����& ���/����

#���� ���6�#����� �� ��/������ ��� ���� �� F�� A��?� �� ��& B3>>5CG)

#���� ���� �!����6���

�� ������ �� �<�& �� ��������#� �� ��� � ���#������& ��� �� ����#� �.�� ����� �������

��� ������ �� #�  ������ ��� �#��� ������	) ������ ����& ��� ����������� #����������

�.��� ��/������� �/�# �� /������ �� ,������ ��� �1���#������ - #� ,��� ��?����) +��������

���� ���� ��� ��� �/��#�� F/��� ����� B!$$7C ���� ��� ��/�� #� �����G �� ��� ���

���� �������� D���� �� �9�� 6��� ��� *

2 �.������#��� ��/��� �� �� �� ���� �.��/������ ���&

2 �.������#���� ����� ��� �@��� �.�#�����& �� #� �������� �� ��#������ ����#��� ��

���#����� �� #�������#�&

2 �� ���������� ��� �#��/���� ���������� �� �� ������ ��� ������������&

2 �� #�  ��#� �������������)

���������� ������ �� �� �� ���� ' ����� #� ��� ��� ���� ���& �/�# �� #����2

���#� �� ��/���& ��� ������ ���������� ��  ������� ��/��� �� /�� �� �##������ ��� ����

������ � ������#� - �.��/������ ��� ���� ������ ��� �/������ F������ �� ���� B3>>7CG)

����� /����������� ���������� �� �.��/������ ��� � ������ ��� �� ���� �##��� �� ,�2

/��� ��  ����� �� #����9�� �� �� ��������� �� ,�/����� �.� ���������� �� �� ������� ��

�.��/������ ��� ���� ��� ��?� - ����� ��/����) �.�?������� ����#��� ��� ��� ������#���

�	���� 
�����	
��� ��
 ����� 	��������� 	��� � ������� )!�!/!
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�� ������� ��� ��������� � ����������

��/��� �� �� �� ���� ���������� - �.����� #� ��� ��/���� - ��������� - �� ��/������ ���

������/� ��� #���#���������� �� ���� ���������) �����,���& #���� �1���#����� �� ������

�� #������ ����� ������ ��� �� ��� �.����#������ �� �� ����������� �� �.��/������ ���

�1������ ��� ��������  ������� #��������� �/�# �� ��/���) '���� ��.���� �� ��� /������

���� ��� ��������� ���� ��� ��  ���� ���� #����� �� ���#�������� #�  � ��� � �������

��  ���1?�� �� #������ FCOG �� ����� #��������#�� ��� �� ������� �� �.��� ��� �������

����� �������� FA��#M �� ��?��� B!$$7CG)

�4��� ����!����? �� �� �������� �� ���!��6�� ' �� ��#���� �1���#����� �� ,����

��� ��� ��#� �������� �� ��  ������ ���� �� #�������#� �@�#�� �.��/������ ��� �� �����

�@��� F(���� �� �� <������ B3>>"CG) �.�@�� �.�#����� � ������& ������ #����� ������ ���

��������& ��.��� ������ �� �.�#��/��� �������� #�  � ������� ,���� ��� ������ �� ��

���������) �.�@�� �� #� �������� 6��� - ���1 ��/���1) �.�����& �� #�������#� �#���2

 ���� �.�##� ����� ���/������ ��� �.��  ���D#����� �� �� ����#���� �� �.������ * ��

��/������ ��� �� ���� ��� ��� �#��� �� ����#��� V���������V ��� ��  �� �� �#��� ��

������������ ��������� ���� D��� �� �#��� �� �� ���/�#�� �����#������ �� �.��/������2

 ���) �������& ��� �1���#����� #� ��� ������� ��� �.�1�����#� �.�� #����� ��� ���� ��

#� �������� ��� ������ �������� F�������� �� ��?��� B!$$"CG) ����� #���� ����& �� ������2

�� ��� �� �� �������� ����� #�������#� �� ��/������ ��� ���/���� �� �� ���#� ��� ��

��#��������� � ���?��� ����#����� ��� �� #������ ��?����� �������� ��� ��� ��#�����2

���� ��������� ����9� �� #������ �� ��� �#��� � �� ��/������ ���) �.�@�� ��#������&

����� - ���& #��,��� �� �9��  �6��� �� ������� ��#������ F�� - �� ��������� �� ��� �2

���� �� �� ']�G& ������ ��� �� #�������#� �#��� ����& ��� ��� �� �� �� ���#� ���

��� ��#��������� ���������� �� ��������� ��� ��� ��#��������� ���/����� �� #��N��� ����

������� �� ��/��� �.� ������ F��� ��� �� ���� B3>>%CG��)

	� ��,������� �� �� ������ ��� ������������ ' �� ����������& �� �.�����#� ��

����������& ��� �� ������� � ���� ��� ,�����  ��� ����#�) �� ������ �� �� ���������

���� ��� ��?� - ��� ��/���� ���/�������� �.��� ���������� ��/������ ������ ����:�����

/���� ���1�������) �.��� �/�# �� ��/������ ��� �#��� ���� ��� ��� ��?� #���������� ���

 ������������ �� ����� ������������ ����������� - �.������������ �� ��������� ��/������2

 �����1 �:#�#��) ����� R���� �� �������� B!$$3C& �� ��������� � ������ �� ������#� �.�12

���������� ��� �� ���/��� E��� ������������� ��� ��� ��� ������������ ���������� �/��#���&

��& #�� ������������ �.�1������ ��� ���� ��� ��?� ��/�������) A�� �� ���#�� B!$$$C

�1�������� �� ������ #��������� F����) ��#���������G �� �� #����� ��� �.�����#� F����)

��K� 3��� � �.I �$�7%���� %�
 � %
�	�������� 	� %
����
 �<�� 	��� �� %
����
� ���	�� 	�

	����%%����� ���	�� ��� �� 	��7 ���
�� ���� %
�%��	�
���� 	��� �� %����� %�� �������� ����
 ��

����
�;������ 	� N�� �� "��	�? ()**F, �� L���� �� �������� ()**F, ���� � %�
��
 	$���>��� ��%�
������
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�� ������� ��� ��������� � ����������

�.�1�����#�G �� ������ �� ��������� ��� �.��/������ ��� ���� ��� ��?� - ��� F����) �����G

��/����) �� �������� ����� ,���� ��,����#� �� �9�� ��� ������������� 
�� (��/���� ��2

����� ���& �� �����#����� - �� ��������������� �� ����� �����#& ���/��� #���������� ���

���/���� �����#� - ������� �� �������  ������ �� �����#���� �� �.��/������ ��� F������

�� ����?��� ��,�� �� ��/������� ��� W� B!$$4CG  ��� ���� �:#�#��� ������� ��� �������

�.�1�������� �� �.�#���� ��� �1���� ����� ��� ���� ��� ���� �� �� �#��������)

	� ��$�� ��!��,� ' �� #�  ��#� ������������� � ����� ��� �� �@�� �/����� ��� ��

�������� ����� #�������#� �� ��/������ ���) �.�����& ������� �� ����� �#����� � ������&

����	�� ��	�#�& �� ���#��Q� �.�#��/��� F��/������ ��� ��� �1����������G& �� �.����#�� -

�� �@�� �.�#����� ��,�/������ - �.��/������ ���) �������& �� #������ ����� ������ �� #���2

�� ��� ��� ����#����� �� �����#���� �.� ��� ��� ���/� �.�� #����� ��� ��� ����#�����

�� #����  ����� ���� ��� ��?� ��/������� F����L �� ��& B3>>4CG �� ����� �.��� �����

�/����#� #��#������ ��� ,�#����� �1���#���,� �� �� �<�) �� ������ ��#��������� ��������

�������� �.�� ����� ���& ����� �������� ��� �.��/������ ��� ,���������& �� �����#� ���

��� ���������� ���������� ��� �#��� ��� ��/�������� /��� ��� �#��� ��� �� /��� �� ��/�2

����� ��� F���� �� ���� �� B3>>5CG) �� 6����D#����� �� #� �����#� ��� ��� �.��������

�� ��������� ��/������ �����1 ���� #������������ #��= ��� ��� ���� ��� � ������ ���

��� ��#����& ���� ��� ����,�& ��/������� �� ��,��� ���� #�� ����������) �� �<� ��������

���# ���/���� �.�� #����� ��� �� ���#���������� �������������� #���#������� ��� ��  �2

������ ��� +O� �� �1���������� ��� ��� ����� �������,� �� ���������) ���#������M� B3>>7C

 ����� ��.��� �.��� �� ,��� ��.�� �/������ #� ������, D#��, ���� #�� �����#����� ���

���/���� 6���� ��� �� �.�����#�& �� �.���  ��/���� ��D������& ��� ������ �� ���������

��� �.��/������ ���) +�� ��������& �� ��� �/����� ��� #� ���#����� �� ,���� ��� ����������

���������� �� ������ E��� �������� ����D�� ���)

+�� � ��� ������ ���� ���� ��������& �������� �� ��/����� B!$$3C  �������& - ������

�.��  ����� ��������& ��� �� #����� �� <�=���� �������� �� ��� ��� ���/���� �� �.�1��2

���#� �� ����� ���� #��������� ���� ��� �#��/���� �� �����������) �.�1�����#� �.�@��� ��

����� ��� ����� ��� ��� �1���#����� ,�����  ��� ������) �����2#� � ����������� ��� ���

�.��6�� �.�� ��/������ ��� ���� ���  ������ �� #�������#� ��� #���������� �� #����

�.����?�� �?�� ���� ��������� - �� ���������� �� #�� �@��� �� �����) �� ����2��#����

���/���� ��� #����#��� - �.�1���� ��� #������������ ����#������ - #���� ����������� �� ��

��������2���� �� ����� �1��������)

��'�� ")( � ������	 �� �� 	*��
� �� �� ��
������

����� ����#��� ,��� ��,����#�� ���� #��#��� ��� ����#��� ��� ,�� ��� �� ������� �� ��

#�������#� * R��� �� +�##������ B3>>7C ���� ��� ����������� � ��������& ������ �� ����

%8



�� ������� ��� ��������� � ����������

B3>>4C ���� �� #�������#� ���#�������� �� ���M�? B3>>5C ���� �� #�������#� ��������)


��� ���������� #�� ���/��1 ���� �� ������)

+��������� ���������6��

������ �� ���� B3>>4C ��������� �� ��� ��� �� ��������� ��  ����� �� �������

B3>8"C �D� �.��������� �� ����������� �.�/��� ��� �<� ����� �� #�������#� - �� ���������)

���� ��  ����� �� ������� B3>8"C& �� �������� J�1 ��� �� ������� ,���� �� �� �����#2

���� FY (t) = F (K(t))G ���� �� #��#��������� ���� E��� ������� ��� ��� �������� ��

����������� D(t) * E(t) = E(K(t), D(t)) �/�# EK > 0 �� ED < 0) ��� ������� ��2

�S#���� �.�?������� ��� ��� ������ - ������� B3>8"C �.�1#���� �� �������� �� #��� E = 0

FlimD→0ED = −∞G ��& #� #���1 �.��� �/���  ��� ��� ������ ���� �.����?�� �� ��
�<�) ��� ���,����#�� ��������� �� �� #����  ����� �� �� J�1 �� ��������� ��� �� 2

 ������� * Ut = U(C(t), E(t))) �� ������ � �� �����D#����� ��#��� #������� - #������

�� ����� {C(t), D(t)} ���  �1� ��� �� ��  � �#�������� ��� �������� ���� ��� #����������
�� �������#�� �� �.�/������� �� �� ��������� *

max
{C(t),D(t)}

∫ +∞

0

U(C(t), E(K(t), D(t))) exp−ρt dt

s.c

{
K̇(t) = F (K(t)) − δK(t) − C(t) −D(t)

D(t) ≥ 0

��� #��������� �� ��� ��� ����� ��� ������ �� ��D��� �� �?�� ���� �� �� ������

��� #��������� �.�1�����#� �� �� ��������� F����� �����G �.�� ���������) ��� ������� #�2

��#�������� �������& ���� �� ���� (K,C)& �� ,�������� D̃(K,C) #��������� �� �.���� ���

��� ������ �I �.�#��� �� ��� ����@������ ����� �� ,��� �.������� �� ��� ��� �������� ��

�����������) �� ��N- �� #���� ,��������& �� ����������� ��� ����� #�� �� ����D#�  �������

�.��� ������ �� D F�� ������� �� �� ��������� �� �� ��  ���G ��� ��,������ - ��� #�Z�

F ����� �� ��� �� �� �� ������ �� �.��/������� ��� �� �� �� #����  �����G) ��� ����&

�� �.�#��� �� �� ���� ���� #���� =���& �� ��������� ��� �.����� #��������� �/�# �.�##�2

 ������� �� #������) +�� #�����& ��� ��� �.�#��� �� ������� �� ��/��� ����� �� ��#�����

��Y�� �� ���������& #.��� - ����& ��� ��.���� ,���#��� �� ,����������& �� ����������� ��/����

��������) ���� #� #��& ���� #�������� #�����������& �� ��������� ��#��Q� �/�# �.�##� �2

������ �� #������ ������ #���� ��#���� �����) �����& ��� �������  ������� ��� ��  �����

�� ������� B3>8"C& - #�������� �.������� �� �������� �� #���& ���� �1����� ��� #����� ��

,�� � �� U ��/���� ����� �.�##� ������� �� #������ �� �� ��������� ���� �� �� �?�� ����

���� ��� �� %
�	��
� 	$������ %�� 
�%�	����� ��� $��%��� 	� � %
�	������ ��
 �� ��������� ���

9�
� 	� �2�� ��� � 	�������� 	� � %������!
����� ���	������ �7����� ��������� ��� $G�4������G ��
����� 	� � 	�%������ ED ���� ����� !

@ ��4�� %�
 �7��%�� 	$����
 	�� 
��	������ ��������� 	��� $�������� 	� 	�%������!
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�� ������� ��� ��������� � ����������

�� ���������� /��� �.���� ������������) ����� ����������� �� ���� ��� �� #����� ��� ��

���� � #��#������ ��� �������� �� �����������)

<���? B!$$"C �.��������� ����� ��� - �� ������ �� �� �������� ����� #�������#� ��

��/������ ��� ���� �� �� ���������� /��� �.���� ������������ �.��  ����� �� #�������#�

���� ��� �/�# ��������� F�� �� �� ���#���G) ���� #� #����1��& �.������ �� �� ����

����  ��� #�  ��� /���� #���� �������� ����� �� �?�� ��  ����� �� �� ��������� ������ *

��� � ������� ���������� F�� J�1G& �� #��#��������� �� �������� F�� ���#MG �� ��#���

�� #����9�� �� �� ���������) �����& #�������� ��� - �.����� ���#������& �� �� �� �����

��� - ���  ����� �� �� ��������� �� ���� ��� J�1 ������.�� ������� ����� �� �����������

�.�##� ������� �� #� ��������) +��� �������� - �� �������� �����& <���? B!$$"C #��������

�� ���#M �� ��������� Pt ��� �.�##� ��� �� ��� ��� � ������� Et �� ��� ��� ��������� ���

���� ���& - #����� �������& ��� �� ������ * Pt+1 = Et+(1−µ)Pt) ��� � ������� ���� ��

������� ,���� �� �� �����#���� Et = αF (Kt) ��� ���/��� E��� �������� �.��� ,��#���� ut

- #�������� �.������� ��� ������� Ω(ut) ��������������� - �.������) �����& #���� �������

/���� ������� �� ��/��� ���� qt = F (Kt) �� �� ��/��� ��� �.�#��� Yt = (1−Ω(ut))F (Kt))

�� ,��#���� �.������� ������ �� �� #����  ����� �� �� �� ������� �� �.��/������ ���

U(Ct, Qt) ��� ��� ��D��� #�  � �.������� �� ���#M �� ��������� Qt = −Pt)
�.����� �� #�  ����� ��/��� ��� �� ������ �� �� �������� ����� �##� ������� ��

#������ �� ��������� ������ ��� ���/���� ,��� ��� ��� ����?�� #�Z�Y����D#� #��#������

�.�@��� �� �����������) �� ,������ �.�?������� ��� �.��/������ ��� ��� �� ���� ��� �� ��

�� � ������ �� #��/�1��� �� �� ,��#���� �� #�Z�& �� ������Q� ��.�� ��� �������� �.�����/��

��� �������� #���������& ��#��������� �� �� ,�� � �� U ��/���� ����� �� ��/��� �� ��

���������) �� �����#�����& �� �<� �.������� ��S#� - ��� ������#����� ��� ��� ���� �����

�� �� ,��#���� �� #�Z� �� �� �� ��� �.�/������� �� �� �����������) ��D�& �.������ #��D� �

��� ��������� ����� �������� �� ,�� � �� #���� �������� /���� �@�#��/� ��� �� ,��#���� ��

�?�� ��  ����� �� �� ��������� #��������) �� �@��& ��� ����� �� ������ ��/��� ��� ��

�������� ����� #�������#� �� ��/������ ��� ���� ��� #����� �� ,�� � �� U ��/���� �������

��  ����� �� �� ��������� #��������� �� J�1 �� ���������& #.���2-2����& ��1 � �������

����������) +�� #�����& #���� �������� ���  ������� #��������� ��� ��.�� #�������� ����9�

�� ���#M �� ���������) ��� ��������� ���� ���# ����9� #��,�� �� - �.�/����#� � �������)

+��������� ����,&��

���M�? B3>>5C �� ���� �� �������� �� ��/��� ���� ������� #��������� �� ��� ��������

�� ������� ��������� ��� �� #����� �� <�=����) ���� ������ #� ������ � ��##����2

/� ��� ���� ��  ����� ��������& ���� ��  ����� AK ��& ���� ���1  ������ ����2

����� �� ������� ��#������ �1����� F�/�# �������� J�1 ���� �������� ���#MG) 
���

��8� ��� ��
�� ��� � 9������� 	� ��H� ���� 9�
������ �����7� �� � 	��
�������� 	� � %������ ����


���������� ����� ��� 	��7 ���	������ :����� ��
 � ��H� ��
���� 	� � %������!

%>



�� ������� ��� ��������� � ����������

���������� �#� �� /������ ��  ����� AK �� ��������� ��� �� ����� ����� ,���� ��2

��� �� �� �������� ����� #�������#� �� ��/������ ��� ��� ��6- #������ ���� ��  �����

��������) �.������ #�������� ��� ��#�������� �����#������ �I �.������ ����� ��� �� ���2

���� �� �.������ ��������� q(t) = AK(t) �� �.�� ����#� �.����������� �� �� ��#�����2

��� z(t) ∈ [0, 1[ * Y (t) = z(t)AK(t)) �� J�1 �� ��������� ��� ������������� - �.���2

��� ��������� �� �� ����� � �������Y������ ��� ����� ��� ��� ��� ,��#���� #���������&

#��/�1� �� ����� �.����������� �� �� ��#�������� * E(t) = z(t)βAK(t) �/�# β > 1)

�.����#� z(t) ��J��� D���� ��� �� #���#���� �������� �� �� ��#�������� �� �����#����

��������) ������� z(t) = 1& �.������ ���� �.������D� - �.������ ���������  ���& ��� �������

��S#� - �� ��#�������� �� ���� ���������) �� J�1 �� ��������� �@�#�� �.������� ��� ������

U(C(t), E(t)) = C(t)1−1/σ/(1−1/σ)−φE(t)γ/γ��) �� ������ � �� �����D#����� ��#���

�.�#��� *

max
{C(t),z(t)}∞t=0

∫ ∞

0

(
C(t)1−1/σ − 1

1 − 1/σ
− φ

γ
E(t)γ

)
exp−ρt dt

s.c

⎧⎪⎨
⎪⎩

˙K(t) = z(t)AK(t) − C(t) − δK(t)

E(t) = z(t)βAK(t)

z(t) ∈ [0, 1[& K(0) �����

���� #� #����1��& �.��������� �� �� �<� ��#������ �.� ����� ��� ������#���� ��� ���

���,����#�� �� ���� �����#������ ��� ��� �.������#��� ������� ������� �� ������������& -

��/���& σ < 1 F�@�� �� ������� �� �� #����  �����G) �� ,���& ���� ������ ��� �� ���������

����� #�Z� �� ����D#� �� �� �����������) ���� ��� ��� ����� ������ �� ��/������ ���&

�� #�Z� �� �� ����������� �1#����� ��� ����D#�& �.�#��� �� #������ �� �� ���  ���� ��

��������� ��/������ ������ Fz = 1G �� �� ��������� ��� ���� �/�# �� ��/���) �� ,�� �� -

 ����� ��� �� ��#����� #��Q�& �.�#��� �� ������� �� ������� �� ��/��� #������� �� ��/���

�� ���- ������ �.��#������� - #� ������ �� ��������� ��� ��:��  ��� ,���� ���� ��.����

�.������ ���� �� ���������� �� �� ���������) �� σ < 1 �����& �/�# �� #�������#� �� �.������

���������& �� ����D#�  ������� �.��� ������ �� �� ��������� F��� - �.��� �������� ��

�� #����  �����G ��/���� ����:���� ������/� ��� - ��� #�Z� F ����� ��� �� ��  ���

��/������ �����G �� �� ��������� ��#��Q� �/�# �� ��/���) �� D���& �� �����/� ��� ��������

�� ,�� � �� V ��/���� ����� ��������� �� #������ ��� ���/���� �.�� #����� ��� �� ���� �

����� �� �?�� �� ��#�������� ������� Fz = 1 ���� z < 1 �� ��#��������G) �����,���&

�� ������Q� ��� �� #�������#� ���������� �.��� ���� ���� ��� ������� �� ��#�������#�

�� �������� �.� ������ z �.�##� ����� ���/������ ��� �.��� ������ �� ����� ��� ��

#������) �.��#������� - ��/����� �.�@������ ��� - ��� 6����.- �� #������ ����� �I ����

��/���� �����& �.�#��� �� #��/���� ����� /��� �� ���� ������������) �.�������#���� ��

������� 9������� 	$������ �
�	��� ��������� � 9��� ��$���� $���
��������� 	� � ������������� ��

������ ���� 	��%���� � 
������
 � ��� 9
������ %�� �
��	� 	� ��
 
����� %��
 ��� 
�	������ 	�����

	� ������ 	� %������!
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�� ������� ��� ��������� � ����������

������� ��#������ �1����� �������� �� ����������� �.��� #�������#� �������� #� �������

�/�# ��� ������� �� �.��/������ ��� ��� ��#���������)

���M�? B3>>5C ����/�� ����� ��� ��� ����?�� #� ������/� ��� ������ ���� ��  ��2

#�� F��1� �� ��� ��G �� ��� ������ ���� �� ���������� ����#�� ����� - ���� #���2

#��� - ��#���������� �.���� � ��#���) �� �.�����#� �� ����������& ��� D� �� ���������

���6���� �� ��#�������� �� ���� ��������� Fz = 1G #�� ����� �� �������� ��� #� ���

��� �����#������� �� �� ��������� ��.����� � ������ ��� �� ����2E��� ��� #����  �2

�����) ��  E �& �.������� ��� ���� ���/�� #�� ��� ������ �������� �.�@�� �� �.�##� �2

������ �� #������ ��� �� ���������) +��� �� ����� - #�� ���:#�#����& �.������ #��������

�.����� ��  ��� �� ���/�� �.��� ��������� �� ��1����� ��� � �������& ����� �.������2

 ��� τ & ���� ��� ��#����� ���� ��/������ ,��,������� ��� ��1  ������) �� ������ � ��

�.����� ������������, ����� ���1 #��������� �� ��� ��� ����� * C(t)−1/σ = Λ(t) ��

Λ̇(t) = (ρ + δ − r(t))Λ(t) �/�# Λ(t) �� /������� ��6����� �� #������) ��  �1� �������

��� ���D�� Fπ(t) = z(t)AK(t)− r(t)K(t)− τz(t)βAK(t)G ��� �� �.������� �.�1��������

�� ���1 �.�����E� * r(t) = Az(t)(1 − τz(t)β−1)) �� ���1 �� ��1� ��� ��#��������� �.��2

�� � ��� ����� ��� ��� �� #� �������� ��� #��������� �.��������� �/�# ��� #���������

�.���� ������� *

τ ∗ =

{
φ(AK∗(t))γ−1

λ∗(t)
�� z∗(t) = 1

z(t)∗1−β

β
�� z∗(t) < 1

�.�1�������� �� �� ��1� ��� #����������� �� ,��� �� ��/��� �.�� ��� ���� �� �� ���

�.������� �� �������� �.� ������ ���� ��/��� Fz∗(t) � 1G) 	� ��� ����������� �� ����� ���

�� ��1� ��� ��������  E � �� �.�����#� �� ���������� �� �� ��������� Fz∗(t) = 1G) ��

�@��& �.������ ��� �� �� ��1� ��� �� ��� ����� ��� �� �.������� �� �.���������� �����

�� �������� z ������ ��� ��� D� �� �� �� �������� ���� �� z∗  ��� �����& �� �������

�.�##� ������� �� #������ ��� �� ��#������ ��� �� �.��/������� ��� F�� ��� �.��J���#�

�� �� ��1� ��� �� ���1 �� ����� ��� �� #������G) �.������  ����� ������� ��.�� �?��� �

�� ��� �� #��������� - /����� ��1 D� �� �� /��� � �� ��� �� �� ��������� E∗(t) ���

����� ��� ��  �?�� �� ��#���������� �.���� � �� ��� ��� ����) �� �@��& �� ���1

��� ��� �� �.������� �� ��/��� �� �� ��1� �� ��� ���1 �?��� �� ���� ����/������) +��

#�����& ��� ���������� ����#�� ����� ��� �.� �������� �� �������� z∗ ��� ��� �����/������

���:#�#� #��& �� ���� �������� ���� �/���  ��� �.����������� �� �������� ���� �� ��� ���

����� ���� 	������ %�
 �� ��������� ��������� � C(t)−1/σ = λ(t)�

z(t) =

{
1 �� λ(t) ≥ βφ(AK(t))γ−1

(λ(t)/βφ(AK(t))γ−1)
1

βγ−1 �����

λ̇(t)
λ(t)

=

{
ρ−A+ φ(AK(t))γ−1

λ(t) �� λ(t) ≥ βφ(AK(t))γ−1

ρ−A(1 − 1/β)z(t) �����

���� λ(t) � ��
��;� �	:����� 	� ��%���!
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�� ������� ��� ��������� � ����������

D� ��& ���� ���/���� ��� ����������� ��� ��  ��#�� �� #������ F�� ����� ��� �� #������

/��� ����� r(t) = Az(t)∗ �� �� #��������� ���� - ��� ����/����� - �.���� � G ��� ��

���������� ��� ��� ������� ���  ������ �� ��� �##� ������� �� #������ ����2���� ����)

K��� �� �� <L�� B!$$4C ��/�������� ��  E � �?�� �.�����#�� - ������ �.��� �12

������� ��  ����� �� ��#�� B3>55C) 	�� ��������� �.����� �� #���� �.����?�� ����

������ �� ��������� ���  �������� #�  � �� J�1 ����& ���� �� ��#��� �� ��& �� ���2

������ ��� �������� ���� �� ,�� � �.�� ���#M) 
��� ���������� ����� ��� ��  �����

�/�# �������� J�1) �� �����#���� �� ���� D��� ��� �������� - �.���� �.��� ��#�����2

���& �� ����� �� ����� 1& ��������� �� #������ ��?����� �� �� #������ �� ��� h(t) *

Y (t) = (z(t)K(t))η(u(t)h(t))1−η �/�# z(t) ∈ [0, 1] F����) u(t) ∈ [0, 1]G �� ���� �� #������

��?����� F����) �� #������ �� ���G #����#��� - �� �����#���� �� ���� D���) �� ���2

��#���� �� #������ �� ��� � ����� ����� ��� #�  E � #������ * ḣ(t) = δ(1− u(t))h(t))

��� � ������� ���������� ���� �� ������� ,���� �� �� �����#���� �� ���� D���  ���

���/��� E���  �Q������� ��S#� - ��� ��#�������� ��������� ��� ������ �� #������ ��?2

�����) ��� ���� ���& �� ��/��� �.� ������ �.������� - * E(t) = z(t)βηY (t)& β > 0) ��

����� � �������Y������ ��#��Q� ���# �/�# �� ���� �� #������ ������� - #� ��#����) �

������ �� #�� ���#�D#������& �� ��� �������� �� ���#���� �� �����#���� #�  � ��� ,��#����

�� ����� �� ����� 1 ���� �� #������ ��?�����& �� #������ �� ��� �� ��� � ������� *

Y (t) = E(t)1/1+βK(t)ηβ/1+β(u(t)h(t))β(1−η)/1+β

�� ,��#���� �.������� ��� ��������� - #���� � ���?�� ��� ���M�? B3>>5C �� ��� �������

� ������ �.�:#� σ < 1) ���� #� #����1��& K��� �� �� <L�� B!$$4C  ������� ��� ����

 ����� ��� #� ������� �/�# �.� �����#� �� �� �<�) 	�� ���/������� ��1  E �� ���������

���������,� �/�# �� �������� ���#M) �� #� �������� ������ ��� ��  �#���� � �� ������

- #���� ������D� ��� ���M�? B3>>5C& �.�����E� �� #���� ����� ��� �� ,���� �����/���� ��

������ �@�� �� #� �������� ,�#������� �.��������� �� �� ������ ��#��������� �� �� �<���)

�.��� ����& �.�1��������� �� ��������� ��� ��� ��#������� - ���/������� �.�##� �������

�� #������ ��  ���� ��,���� - �.��/������ ���) ���� �� �� ����� �� ����������& �� ,��

�� -  ����� ��� �� ��  ��� #���� ��� �� ��������� ��� �������� ���� ,���� ���& ��

�� ������� ���  ���D#����� �� �� #� �������� �� �.������ ,�/������ �� ��#���� ��

�����#���� �� #������ �� ���) �.����� ����& #� ����� ��� ��� ���,��#� ��� �� �����������

�� ���������� �� #������ �� ��� V������V �� #������ ��?����� �� ��1 � ������� ���� ��

��#�������� �� �����#���� �� ���� D���) ����� ��� ���& �� #� �������� �����#��/� ���

������ �/���� ���� �� ���� ,�/������ - �� ������/����� �� �.��/������ ���) ��D�& ����

#� #���� �.����?��& #�������� ��� - ���M�? B3>>5C& ��� #�������#� �������� �� �������

��� �/���  ��� ��������)

����� ��� ���	������ 
��	� %����;� %�
 � 	����%%����� 	$�� ��	#� � 	��7 ������
� ����

����������� 	� 	��7 ����'� 	��� $���������� ��%���� 	�� 
�%�
�������� ����
����������� 	���������!
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�� ������� ��� ��������� � ����������

���&�� @ ,���������� � $��6����

R��� �� +�##������ B3>>7C�� ��������� ��  ����� - ����������� � �������� �/�# ���2

������ ���� �.��6�#��, �.������� �� ���� ����� #�������#� �� ��/������ ���& �� �.����?���

��� �.����#� ������������������ �� ������ �) ������ ����������& �� ������ ��� ������

- 1& /�� ���1 ��������) �� ����/��� 6���� �� �� ���������� t ���/����� �� ������ ���

������� wt ����� ������� st �� ������� �� ����������� F��  ��������#�G mt) ������.��

��� ��������& �� #����  � dt+1 �.����������� �� ��� ��/��� #�������� ��� �� ����� ��� ��

�.������� FRt+1st �/�# Rt+1 = 1 + rt+1 �� ,�#���� �.�����E�G) ��� ���,����#�� �� �.�����

�� �� t ������� ��� �� #����  ����� �� �� ������� �� �.��/������ ��� Qt+1 �� ��#����

������� /�� U(dt+1, Qt+1)) �� ������� �� �.��/������ ��� ��� �@�#��� ��� ��� � �������

����������& ����#�� ��� ����� �� ,��� �� #����  ��&  ��� ���� E��� � ������� ��S#� -

��  ��������#� * Qt+1 = (1− µ)Qt − βdt + γmt) 	� ��� �������� �� ���� �� �� ������ �

�� �.����� ������������, �� ��  ������ ���/���� *

max
st,mt,dt+1

U(dt+1, Qt+1)

s.c

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

wt = st +mt

dt+1 = Rt+1st

Qt+1 = (1 − µ)Qt − βdt + γmt

mt ≥ 0

�� #�������� �� ��� ��� �����& ��� �.�#��� Rt+1Ud(dt+1, Qt+1) = γUQ(dt+1, Qt+1) - ��

�������� ����������& ������� ���,���� ��� �� ����  � ������ ���� #��,������ ��� ������)

�� ��� ������ �� �� ����������� ��� �� �� �� ����� ��� � ������� �� �.�##��Q��� �� �������

�� �.��/������ ��� �� �� ������� ���/����& ���� �� ,��� �� ����� ��� �� �.������� ���#

�� �� #����  ����� - t+ 1) �� ������ � �� �.����� ������������, �������� ����� ��� ��

�� ������ �������������������� �������� ���� #�  �����) ���� �� �� ����� �� ��#����� ��

 ������ ��  ��������#� �� �� #����  �����& �.����� �.������� ��� ��� �����#������� ��

��� ��#������ ��� �� ����2E��� ��� ����������� ,������ F/�� �.�/������� �� �� ������� ��

�.��/������ ���G)

���#������ �� ��#���� �����#��,& �� ���#����� �� �����#���� ��� ��� �� - ��� �1���2

������ ��#����������& �.���� ����� �� ��#����Q��� ��� �� �����#���� �� �.�##� ������� ��

#������ ��� ������ �.�##��Q��� �.�:#�#��� �� �.�������� �����#��,) �� ��#�������� �.�#��� *

ϕ(Kt−1)F (Kt, Lt) �/�# F () �� ����� �� ����� 1) 
����� ��D� ��� �� #������ �� �����2

#�� �� ���1 δ) ��� D� ��  �1� ����� ����� ���D�� �� �� ������� ��� #��������� ��������

�.����������� ��� ���1 ��� ,�#����� - �� �����#��/���  ��������)

���� �
���� ��������� � ��
���;� 
�9�
���� 	� � ����
���
� ��%�>��� � ��	#� � ����
������

��;
������ %��
 �
����
 	�� %
�;#��� 	� %������! I� �<��� �� L�M�
�� �� ��
���
	 ()**�, ��� �


�9�
���� �����
����� � ��	
� �����%��� ������ %�
 5��� �� P��������� ()**1, 9��
��� ��� ;��� ��


����� �$�%%����� $�������� 	�� �
����7 ���%����� ����� ����
���
�!
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�� ������� ��� ��������� � ����������

��� ������� #���������� �.����� �� #�� ϕ() = 1 �� ����?���� ��##����/� ��� �� ����2

���� ���������� Fm ≥ 0G �� �� �������� �� #���) +��� �� �������� ����������& ���  �������

���& ����� ��� #��������� � ������ ��� ��� ���� ����� �� ���� ��� ��#�������� ����2

�������& �� ��� �������� �.�/��� ��& ���1 �� ��#�� ���� ������������) ���� �� #�� �I ��

�1���� ��� ����������  ��������& �� #�������� ��#������� - �� ��������� �� �.���� �������2

����� � ������ ��� ���� �.��������� ����#�� - ��� ������� �� �.��/������ ��� �� - ��

��/��� �� #������ ���/�� ��� ������) �� ����& �� ������Q� ��� �� ���� �� �� ���6�#�����

�.���������& �� ������� �� �.��/������ ��� �� �� #������ /������ ���� ��  E � ����& ��2

��� ��� ���& �� �1���� ��� �������� ������/� ����� #�������#� �� ��/������ ���) �.����?��

�� �� �������� �� #���& ������� ��  ��������#� ��� �����& ��/��� ��� �.������ ���� �������2

����� ��� ������ �� ���& ���� �� �� #��/�����#� /��� #����2#�& �.�##� ������� �� #������

�.�##� ����� �.��� ����������� �� �.��/������ ���) �� �?������ ��� ���1 #�� ��� ��

�.������� ��� �������� ����� �� #������ �� �� ������� �� �.��/������ ��� �?��� ��� ���2

������� ���������/�� �� �� �<� F���� � �#� ��� ,�� � �� V G& - #�������� ��� �.�#��� ��

,���#����� �� ,�������� �.����@����#� ����� �� ,��� �� ���������& �� ���& �/��� �.���������

�.���� ������������ ����#�� - m = 0) �� �@��& �� �.�� ������� ��� �.�#��� �� ��� ������2

�� ��� ���/��  ��� ������/� ��� ���� ����� �� ��/������ ���& ��� ������ �� ���� ���

��:��  ��� ��#���� - ��/����� ���� �.��/������ ��� �� #����#���� �� #�������� �.����2

������� �� ���� ��/��� - �� #����  ����� �� - �.�������& #� ��� � ���� �@�� �.�##������

�.�##� ������� �� #������) �����& ��� ��� ���� ������ �� ��/������ ��� �� #���#��������

��� ��� ������ �� #������ �##� ������ �.��� ������������� �� �� ������� �� �.��/������2

 ���) �� ���#����� �� �������� 6����.��  � ��� �I �.�#��� �� ������� �� ��/��� �����

�� ��#����� ��Y�� �� ��  ��� ��/������ ����� �� ���- ������ ��� ������ �������� ���

�������� �� ����������� �� �� ������/� ����� ��� #���������� ������/� ����� �##� ���2

���� �� #������ �� ��/������ ���) �.� �����#� �� �� �<� ���/���� ���# �.�� #�����2

 ��� �� ���� � ������, ��1 �������� �� �����������) ������� �.�#��� �� ��� V���/��V&

�.�##��� ���  �� ��� �.�##� ������� �� ��#������ �� ����� ��� �� �.��/������ ���) +��

#�����& ��� ���� ��.���� ,���#��� �� ,�������� �.����@����#�& �� �������� �� #������ �� ���

��  ���� �##�������� ��� �� ��������� ���������� ��� ��/���1 ���� ��� �� �����������

��/���� ��������)

�.����?�� ��  ����� �/�# �1��������� ��#���������� �.������� ���� �� ���/��� �����

- �� �������� ����� #�������#� �� ��/������ ���) �� �������� ����#���� #��#���� �� �����2

������ �.�/��� ��� #�������#� �������� - �� ,��� �� #������ �� �� �� ������� �� �.��/����2

�� ��� - #�������� ��� ��� ����� ���� #��������� F�� �.�1���������G ������ ��:��  ���

,���� ���� ���/����� �� #������� �� �� ,��#���� �� �����#����) 	� ,��� ���# ��� �� ,��#2

���� ϕ(k)f(k)& ������������ �� �����#���� ��� �E��& ���� #��/�1�) +��� #��#����& ���

�������  ������� ��� �.��������� #��#��������� ��� +����� ���:#���� F�/�# ����  ���

�� ������ �� ���2�##� ������� �� #������ ��Y�� �� �.��/������ ���G #� ��� ������ � ���

�����/������ ��� ���/���� �����#�)
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���� B!$$7C ������� ��� �1������� ��  ����� �� R��� �� +�##������ B3>>7C #�����2

���� - ���������� ���1 ��������� ������#�� * �� �������� ���#M �� �� �������� J�1)

�.��6�#��, �� #���� ����� ������ ���6���� ���� �.�1���#����� ��� ����� ������ ����������

�� �� �<�)

� #����� ������� ��Q� �� �� ��� N #������� �.������) �.����� 6���� �� �� ����2

������ t ���/����� �� #����������� �.�� ������� wt) ��� �������& �/�������� ��� �� ����

�.�� �����/� ��� ,��,������� τt& ��� ������ - �.������� st) �.����� �������� #����  � dt+1

�.����������� �� ��� ��/��� �� ��#���� ������� �� /�� * dt+1 = Rt+1st) ��� ���,����#��

�.�� ����� �� �� t ��������� �� �� #����  ����� �� �� ��/��� �� ��������� �� t+ 1 *

U(dt+1, Pt+1) �/�# Ud > 0& UP < 0) �� #����  ����� �� �� ������� �� �.��/������ ���

F−PtG ���� ��� ����� ��� ��1) �� �����#���� �� ���� D��� � ����� ��� ��#��������
- ����� ���� #�������� ���� �� #������ �� �� ���/��� * Yt = AKα

t L
1−α
t F�/�# A > 0 ��

���� ���� �.�#�����G �� ��� D� ��  �1� ����� ����� ���D��) �� ��������� ���N�� ���

���  ������ ��� �� ,��� ��� ���������� �� ���1 ��������� ��@������ * Pt = P 1
t + λP 2

t

�/�# λ > 0) �� ��� ��� �������� ��� �� J�1& ������� ,���� �� �� �����#����& ���/���

E���  �Q����� ��� ��� �������� �� ����������� m1
t * P

1
t = g(Kt, m

1
t ) �/�# gK & gKK > 0&

gm < 0& gmm > 0 �� gmK ≤ 0 F�� ����������� ��� �.������ ���� �:#�#� ��� ��� � ��2

����� ���������� ���� � ���������G) �� ��#��� ��� �� ���#M ��� �.�##� ��� �� ��� ���

� ������� ���������� �� ���� ����� ��� E��� ������ ��� ��� �#��/��� �� ����������� *

P 2
t+1 = (1 − µ)P 2

t + h(Kt, m
2
t ) �/�# µ ∈ [0, 1] �� ���1 �.���� ������� ������� �� h()

�� ,��#���� �.� ������ ��1 ���������� �� ������� - g()) �� ���� �& �� �����#���� �� ��

������� t #�������� - �� ������ ��� � ������� ���������� �� #���� �������  ��� ����� -

�� ������ �.��� ���#M �� ��������� �� �� ������� t+ 1)

� ��  ������ �� R��� �� ��& B3>>4C& �.������ ������� ��.- �� ������� t& �� ��#�����

�� ����������� ��#� �� - �� ���/���� ��� ������������, �� �� ���������� ��� - #����

 E � �������) ����� ����� ��� #��������� �.��������� ���  ��#��� �� ��� #��������� ��

��  �1� ������� ��� ���D��& �� #������ ��  ������ �� �� ��1� τt �� �� ����������� ����� ���

���1 �������� �� ����������� Fτt = m1
t+1 +m2

t+1G ��  ������ -  �1� ���� �� ����2E���

�� �� ���������� ��� �.� ���) �� ���/���� ���& - ����� �� /�� ����� - #���� �� #����

����������& ��� V ?���V ������.�� �.������� ��� ��� �����#������� �� ��� ��#������ ���

��� ����2E��� ��� ����������� ,������) +�� #���������& �� #������ �� �.������� ��#��� ���2

����#� - �� ����� #����� �� �������� ���#M F m2
t+1G #�� ��� �������� �� ����������� m

2
t+1

�� ����D#���� ��.��1 ������ /�/���� �� t+2) ���� #� #����1��& �.����� �� �� ���6�#�����

�.��������� ��/��� �.�1�����#� �.��� �<� ������� �� �������� J�1 �� ���#M �� #������) ��

����#����� ,��#� #��������� - #� �������� ��� ��������� - #���� ��#���� ��� R��� �� +�#2

#������ B3>>7C �� ������ ��� �� #����� ��� �� ���� � ������, - �.�#��/��� �� �����������

m1
t ) +�� #�����& �.������ �������� �� ,��� ��� �� �������� ���#M ��� #�����Z ��� #��������

�/�# �� #������) �� �������� �.�1������ ������� ��� ��� ��  ������ �� ���/���� ��� ���

�.� ��#��� ������ �.������� ��� �������� �� ����������� ���� #� ������ ��� �##� �2
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������) +������ �� ��������� ��� ���N�� ��  ������ �������& ������� �� �������� ���#M ���

���/�& �� ���/���� ��� � ����� ��� �� /������ �.��� ����� ��� �������� �� �����������

�@�#���� �� �������� J�1 �D� �� �� ���� �� ��  ��� #���� ��� �� ���������) �.�1�����#�

�� �������� ���#M ���,��#� D���� ��� �.��#������� - ������� ��� � ������� ����������

�� ,�#����� �.��������� �� �� ������ ��#��������� �� �� �<� ���� �� �������� J�1) ���

��������� ���� ��� ���/���� ,��� ����= #��,�� �� - #��1 �� �� ����������� � �������)

��� ���/��1 ��������� ���� ���/���� - �������& ��  ������ ���������& ��� ��������

����� #�������#� �� ��/������ ��� �?��� ��� ���������� ���������/�� �� �� �<� �� �12

�������� �� #���� �.����?�� �@��� ��� ���  ������ �� #�������#� F�� �� ��#������& ����

#�������& - ��� �?�������� ���#�D���� ��� ��� ���,����#�� �� ��� �� ����#� ��� � ��2

�����G) �� #���& ��� ��� ����� ��� �����#��� - �� ��@����� �.��� ��� �1���#������ ��� ����

�������� �� �� �<�& - ��/���& �.�1�����#� �.�@��� �� �����) ���� �� ������ ��� ����& ����

��/����� ��� �� ������ �� ��� �� ���� �� #��#��� �� �<�)

��'�� +�	�� �	 �
�
	�� �� �� ")(

����� ���#������ ��� �������� ���� ��� ������#��/� /����� ����� ��� -  ����� ��

�� ���� �.�����E� �� ��� �� ���� ��� ���/��1 ���������� ��� ������������ �.��/������ ���

���� ���  ������ �� #�������#� ����  ��� ���� �1������� �.� �����#� �.��� �<�)

+���������� ��� �� �������� ����� ���������� �� ��������� ���

������ ��� ������ ��������� �� /������� �� �� ������ �� �<� F�������� ����#���

����� ��� ���� #������� ���������& ��������� ��������� ��1 ������� �� ��1  �������G&

#������� �#��� ����� ��� ������� �� /�������� #���� #����� �D� �� ��� ��/��� �� #����2

���#� �� V������V ����� ,�� � �� ���������� ��/������ ������) A�#M�� �� B3>>!C �#��� *

. 4� ��� ���% ��� #��� ��� �	�#�#�- ��� ���- 8�- �� ������ � ������ �� �	��
��� �� 
���

����	��� �� �� #���
� 	���.) +��� +���?���� B3>>"C& �� #�������#� ��� ���  ������ �:2

#�#� �.� ������� �� ������� �� �.��/������ ��� ���� ��� ��?� �� /��� �� ��/������ ���)

���� ��  E � ������& A������� B3>>7C #�� � ��� �� ���������� ��/������ ������& �� ��2

������� �� #�������#� �#��� ����& �������� D���� ��� ���� �� ��,�/��� �� �� ������� ��

�.��/������ ���)

�� �?�� �.��������������& /���� �.������ ������������& �� �� �<� � ��� #������� ���

�� �� ����1 �������) ����� ����L �� ��& B3>>4C& �� #�������  �6���� ������ ���� �� ,���

��� ��  ����� ����26�#��� - �� �<� ������� ��.�� �.�1���� ��� �.�@�� �� ����#��< ���

��  ���� ��/������ �����1 ��� �.�#��� �� ������� �� ��/��� ��� ��� /������� �1�2

����) ���� ��/���� � ���#��� ��� - #��������� ��� #�� ��  ���� �.��� ��� �� � ��#�

��:���� ��� �.�#��/��� �#��� ���� ���� ��������� �.�@����� ��� �� ���#����� �� #����2

���#�) ����� ��� ���& #���� �����#�� ������ �� ����������� ����/���������� ��� ��  ����

8%



�� ������� ��� ��������� � ����������

#����� - �.��/������ ��� �� �������& �� #��������& ��� �� ��/������ ��� �#��� ����

��� �������) ���������& �� ������ �.����/���������� �� �� �� �������� �� ����#���  E �

�� �� �<� * �� ��� �#��/��� �#��� ���� ���/�� �.��� ��� �������& �� ��� ����� �.���

#�������#� �������� ���� ��� ��� ���� ������ �� ��/������ ��� ����Q� ���� ��  ����

���������� �� ����������) �������� �� �U��� B!$$!C �������� ���� �� ���� �� #����

 ��� �� �����) �� �@��& ��� ��6������ #���� /����� ����� �������� �� ��� �������� �� �������

������ ��� �.�� /��� ��6����.��� ������.��� ,��� ��#��& �� ���� ���6���� �������� �� ,����

 ��#�� �������& #.���2-2����& �� #� ������ ��� ��  ���� #����� - �.��/������ ��� ����

�� ����� �� #�& ������� ������ ����� ��/���1) ����� #������� �.������ ��� ���/���� ,���

��� �� ������ �.����/���������� �� �������� ��� �������� ��  ������ ���� � �������� �.��2

/������ ��� �������� �����Q��� �� ������� ��� �� ������ �#��������� �� ���- ��������

��� #��������#�� �� �� ��������� ��/���������� ����/��������) �� �1� ��� ��� � �.������

��� ����� ��� �� ������ � �� ��������� ������� ���� ��� ��� � ������� �� ��= - �@�� ��

�������)

���� �� ��#���� ���/����& ���� ��D������� �� ������ �.����/���������� �� �� ���������

F�� ��� ��  ���� ��/������ �����1G �� ,������ �� ����� ��� ��� � ���#������ �#���2

 ����� �� �� ����� �� #� ��� �� #���� ��������� F���� ���  ������ �?�� ����� ��

����� �������G)

��� �� ���  �(���� @ �� +*� ' �����������$����� �� �� ���������

�� ������ ������ �� ������� ��� �� ����������� �1����� 6����.- ������� ���� ��� ��

�� #�������� ��� �.���� ��� ��� ���/��1& ��� ������������ �.��/������ ��� ���� ���  �2

����� �� #�������#�& ��#������ - ��� �����#�� #�  ��� #��#������ ��  �����������

�� �.�##� ������� �� �� ���������) �.�/������� �� ���#M �� ��������� ���& �?����� ���&

�� �������� �� �� ��@����#� ����� ��� � ������� ���������� �� �� ��#�������#� ���������

�� �� ���������& ������ �������� ��� �.�1�����#� �.��� #���#��� �� ������������ �� �.��2

/������ ��� F#������������ �� ���� ���� µ ∈ (0, 1)G) +��� ���#��� ���& �� ,��#����

�� ��#�������#� �� �� ��������� �������� �� �����#������� �.E��� �������� F��  �������

#���������G ���� �� ���#M �� ���������) ����� ��� ���& #��� ��/���� - ,���� �.�?�������

�.�� ���1 �.���� ������� �1��������� #�������) �� �?�� ���� �� �� ��������� ��� ����2

���� ��� ��#���� ��� *

Ṗ (t) = E(t) − µP (t)

���� ������ ������

��%�� 	�� ��������� ���� � $�������� ������� ����
�;�� �� 
�����<����� ��6

������� �� � 9���� 	� � ;�������! Q
� 	�� ���	�� ������������� �4
���� ��� � 	���
������ 	$���

	���� 	��� �� ������ %��

��� ;�����
��
� �� ��	�3��� � ������� 	� $���� � ���� ������� ���
���
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�� #���� ,�� ������� ��� �##������� ���� #������� ���������& #�  � ��� ��#���� ��2

#�������& �� �.�� ����� ���  ���� ��.���� � ��� #�������� ��� ��������� ������ F���� �������

B3>84C& �� ���� B3>88C �� �������� B3>5!CG) ��� ������� �/��#��� �� �@�� �.���� ���

����� ������ ��� ��/���1 �� ��������� ���� ���/�� ���/��� #����� ��� ��  ���� ����/��2

������ �@�#���� �� ���#����� �� ������������ �� �.��/������ ���) �� #������ �� ,����

��� ��� #��#������� �� ���/��1 ����������� ��1 ���#������� �� �� �������� �� �� �.�#������)

������ ��� ������ �.K������ B3>8"C �� +���� �� B3>5$C& �� ����/� � ��� ,���� ��� #�������

�#��?��� �� ���/��� �������� ���� �.�� ��������� ������) ����� ��������� � ������ ���

������.��� ���� ��� �� - ��� ������������� ,�����& #�� �?��� �� �������� ���� ���� �.��#�2

��#��� �� ��#��/��� ���� ���� ��������) �.�1� ��� �� ���� ��������� ��� #���� ��� ��#� ��

��� ��� ���,����) ��� ��#� ��������� ��� ��������� #����� ��� �.�#��/��� �� ����) ����

���/���� ����  ��� �� �.����������� �.������� F��� #���������� ��� �������#�� ��1�����

#�  � �� ��������� ����#G ��� �� ��/������& ��� �� ����� ��� ��/�����& ���� ��� ��#�)

����� ��������� ���� ���/�����& �� ���- �.�� #������ �����& �� �����,������� �.������  �2

#���#������� F�� ��?������#���G ��� �� #���������� �� D���� �� �� ����& ���������� ��

��/������ ��� �� �� J��� �� �� �� ,���� �� ����������  E � �� ����������� �� #��������

����#��) �����& �1���� ���� ������ �� - �� ���������& #�� �#��?��� � ������� �� ���/��

��������� ��1 ���������� ���� ��������� �� �� ��������� ��������)

����� #���#���������� ��� �#��?��� �� ������� - ��� �������������� �� �� ,��#���� ��

��#�������#� F�� �� ���������G - ���1 #�������& #����2#� ��/��� ��#������� ��� ��J����

�.���� ��� ��� ��/���1 �� ��������� ���/�� �������� ��������� ��� �� #���#��� �� ����2

�������� �� �.��/������ ���) �����& �� � ��� �������& ����  ��� ��� ������� B3>84C ��

�������� B3>5!C �� �����#�� - �� ,�� ������� �������� �� �.���� ������� �� ���D� �.���

,�� ������� ���������/� ��������� �� ����������� ����/���������� ��� ��  ���� �##�����2

��� ��� �� ���������)

��� �����#�� �������� #������� �� ,��� - �������� ��� �� #���#��� �.���� ������� ��

�� ��������� ��� �� ������ ��� ��� ,��#���� �� ,�� � �� U ��/���� �� ���#M �� ��������

�� �.������ �� ���- �.�� ��/��� #������� ���/� �� #����2#�) ����� ,�� ������� ��� ����

�������� �� �� ��� �� #�������#� ���������� � ���?�� ���� �������#���� �.�/������� �� ��

#��#��������� �� #�������� ����#�� ���������� #�  � ��� �������� F�������� B3>5!CG)

����� K������ B3>8"C& ���� #�������� ��� ����� �����1� ����� �� �.�##� ������� ��

��������� ���������� ���� ��� ��#� �� ��� ��� ���,����) �� �?�� �� ,�� ��������� #� 2

������ �� ���������� ��� ������ �� �� #����9�� ���� �� �� ��������� �� ? ������������

��� ����#�� �� ��� #��/�1�����	) �� ����������� �.�1���#���� �� ���#����� �� ��������2

���� �� �� ������ � ��6- ,��� �.��6�� �� ��������� ������ F������� B3>84C& ����� �� ��

�	"���������������� �� 	�4����� � �
����
 ���� 	� �2�� �
	
� ��� ���� %����� %�
 � ����
��

	� � �
�������� ���� 	�� 
��	������ �
�������� �9������� 	� %
�	������ �����7�6������� �� ���	����

��������� %�
 D'�;� ()*+*, �� 8����
� �� �������
� ()*F/,!

85



�� ������� ��� ��������� � ����������

X���L B3>>7C& ���/���� �� P������� B3>>%C �� ��#���& ���/���� �� ���� B3>>%CG��) ���

#��������#�� �� �.�������#���� �� �.����/���������� �� �� ��������� ���/��� E��� ���� ���

��� �� ������������ �� �.����#�� ,�������� �� #���� �����������)

������� B3>84C ��� �� ��� ��� - �����#�� - �.�?������� �.�� ���1 �� ��#�������#� �12

��������� #������� �� �� ��,����� - �.�1� ��� ��� ��#�) �.��6�#��, �� #���� ����� ��� ��

 ������ ��� #��������#�� �� �.����/���������� �� �� ��������� ��� ��� ���������� �� �.����2

����� �.��  ����� �� #����9�� ���� �� �� �� ���������) ���� #�  �����& �.�##� ������� ��

#������ ��� �������& �� �����#���� ��� D1� �� �� �������� ����� #����  ����� �� �������

�� ����������� * Ȳ = C(t) +D(t)) ��� � ������� ���������� ���/������� �� �� #���� 2

 ����� �� ���� #����9���� ��� ��� �������� �� ��������� * E(t) = g(C(t)) − h(D(t)) =

E(C(t)) �/�# E(C(t)) #��������� #��/�1� �� E(C) < 0 ∀C < C0& E(C) ≥ 0 �����)

����� ��� ���& ���� ��� ��/���1 �� #����  ����� ���& ��� � ������� ���� ������/��

#� ��� �� ������� ��� ��� �� ������� ����� �� �� ���������) �� ���#M �� ��������� P (t)&

���� ��� ,��#���� ��� �������� - #����� ������� ��� �� ������& �.�##� ��� �/�# ��� � ��2

����� ���������� * Ṗ (t) = E(C(t)) − µ(P (t))P (t)) �� ,��#���� σ(P (t)) = µ(P (t))P (t)

���������� �� �������� �� ��������� ���� ���� ��� �� ������) ���� ��� #��#�/� ��� �.�����2

/���� [0, P̄ [& �.����� #��������� ����& �� ���- �.�� ����� P ∗& ��#���������) �� #���#���

�� ������������ �� �.��/������ ��� �.������ ����� 6����.�� ��/��� #������� P̄ - ������

������ ���� ��� ��������� * µ(P ) = 0 ∀P ≥ P̄ ) ��� ���,����#�� ������� ��� �� #���� 2

 ����� �� ���� �@�#���� ��� �� ���������) ����� ���� ��#����� ��� ��� ,��#���� �.�������

U(C, P ) ��������� �/�# ��� �?�������� #��������� ��� ��� ����/��� ���������� ��� �����

�� ��#�����) �� ������ � �� �����D#����� �/�# #������ ������������ ��#� ��� �.�#��� *

max
C(t)

∫ +∞

t=0

U(C(t), P (t)) exp−ρt dt

s.c

{
Ṗ (t) = E(C(t)) − µ(P (t))P (t)

P (0) = P0 �����

�.����?�� ��� #��������� ��#�������� �.���� ����� ��/��� �.�1�����#� �.���  �������#���

�.����� ������������� ���� #������� ���� ����#��� - �� ��/��� �� ��������� ����/�������)

���� ���#���� �� �� /��������� ��� #��������� ��:������ �.���� ����� F�� K� ��������

�.����� ��� ,��#� ��� #��#�/� ���� #� #����1��G& �.������  ����� ��.�� �1���� �� ��/���

�� ��� �� ��������� �� ���- ������ �.�#��� �� #��/���� /��� �.���� ������������ ��1

���� %
�;#�� 	� � ������� 	� 
�����
��� ����
��� �������� � �� 
����� 	$�7�������� � �������� ���

���	�� ����
 �� ����
�;������ 	� ��
' ()*+),� ()*+/,� ��M�� �� D��������� ()*+*, �� %�� 
���������

	� Q��� �� ��> ()**J, �� 8�M�	 �� .�%� ()**+, ! 8��� � ��:�
��� 	� ��� ���	��� � �� 	� �
��������
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�� ������� ��� ��������� � ����������

#���#����������� ��/������ �������  ����#���) 	� �������� ����� ��� �� �9�� 6��� ��� ��

���1 �.��#� ��� * �� #��/�����#� /��� #�� ���� �� ���� ��� � � �.������ ���� �� #���#��

�� �� �������� ��� �� ���1 �.��#� ��� ��#��� ��� ���/�) �� �@��& ���� #� #��& ��� #�Z��

�� �� ������������� �� �.��/������ ��� ���� ��������� ���� �� ���� ��� � �� ������ ���

������/� ��� ��1 ����D#�� �.�� �##������ ��� �� �� #����  ����� ��������) �� #������

��#��� ������� B3>84C - #��������� �.�����#�� - �� '� ��? B3>!5C #��������� -  ��� ����

�� ��  � ��� ��#� ���� ��� �#���� ����� �.������� ����������� �� ��  �1� � �.�������

����D�� ��� ���������� Û ��D�� ��� �� ����� �.�� /������) �� ������ � - ��������

��/����

min

∫ +∞

t=0

(Û − U(C(t), P (t)))dt

s.c

{
Ṗ (t) = E(C(t)) − µ(P (t))P (t)

P (0) = P0& P (∞) = P̂

�.������  ����� ��� �� ��#���� - #���� ,��#���� �� ����2E��� ��#��� ��� �� �.��� ����

��  �������#��� �.����������) �� ����& �.���� ������������ �� #���#������ ��#������� ��� ���

�� ��/��� �� ��������� ��/�������) �� ����� �.�� � ������ �� ��/��� �� #����  �����

������, Ĉ& ��� ����& ����  �������� �� ��������� - �� ��/��� #�������& �.���� ������� ��

�� ������ ���� E��� ��������)

���/���� �� P������� B3>>%C ������������ ����� ��� ��� ,��#���� �.���� �������

�� ,�� � �� U ��/���� ���� �� ������ � �� #����9�� ���� �� �� �� ���������) �� ���#M

�� ��������� P (t) �/���� ����� �� �?�� ���� ���/���� * Ṗ (t) = E(t) − µ(P (t))P (t) �I

E(t) #��������� ��1 � ������� ����������) �� ,��#���� σ(P (t)) = µ(P (t))P (t) � ���

���������� �� ������� - #���� �� �.����� �� ������� B3>84C) �� ����� �� ��  ����������� ���

/��������� ��� �� ���D� * �� �����#���� �.������� �� ��/��� ��� � ������� Y (t) = E(t)

��& ��� ��������� ��� #����  ��) �� ,��#���� �.������� ��� #��������� �� #��#�/� ���� ��

�����#���� FU(Y (t)) �/�# Ȳ ��� ����� ���������� ��� ��� � ������� ����� ��� U ′(Ȳ ) = 0G

�� ��� #����  ������ ��������� �� ��  ��� ��� - �� ��������� D(P (t)) F�/�# D′ > 0

D′′ > 0G) �� ����& ��� ������� � ������ �� #�������� ���/���� * max{σ(P )} > Ȳ ) �����

�?������� ������� �.���� ����� �������� �� ��/���  �1� � �.� ������ ��� ��,������ -

�� #���#���  �1� ��� �.���� ������� �� �� ��������� ��� �� ������) ���� ���� D����2

���� ����7 �$�7%���� ��� ������ 9��� %�
 � %
��� �� ���%�� 	� � 
���
��� 	� �����> ()*�F, ����

����� � �$�7���� ������ :����3������ ������� � $������������! 8� %��� ����� 9�
������� %�
��� �

$�����
 	� ���
 � 	�4���� ����
���� � $���	� 	�� ���	������ ��4������ 	$�%�������! @��� � ������

	$������ 	� � 
#�� 	$�
 ��� 	���
���� %�
 � ��7��������� 	� $������ ����������
� ���� � ����
�����

	$�� ������ 	� %������ �������� �

Û =

{
maxU(C,P )
s.c Ṗ = 0
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�� ������� ��� ��������� � ����������

 ��� - V��������V �� �� ���� �� ����������� �� ���/���� �.�� ���� ����/���������) ����

#� #����1��& �� �������� �� ���� �� ��/��� �.�� ���� E��� ���� �� �� ������� �� ���������

�.�##� ���� 6����.- ��������� �� ����� �.����/����������) ��� ���� ���& �� ������  � -

�������� �.�#��� *

max
y(t)

∫ +∞

t=0

U(Y (t)) −D(P (t)) exp−ρt dt

s.c
Ṗ (t) =

{
Y (t) − σ(P (t)) ∀t < T

Y (t) ∀t ≥ T

T � +∞ / P (T ) = P̄

��� �������  ������� ��� �� #��������#� �� �.�������#���� �� ��� #��/�1���� ������

���� �� ,��� ��� ���1 ���6�#������ ���� ���� ���/��� �1����� �� ������ ��� * �? ���

V���������V ����/������� #��������� - �� ��/��� �� ��������� � ������� �� - ��� � �������

������ F��#���� ��� U ′(0) < +∞G ��& ��? ��� ��������� ��/������� ��  �Q����� �� ��
��������� #���#������� ��� ��� � ������� ����#�� ��� ������/�� �� �� ��/��� �� ���������

��,������ �� ����� #�������) 	�� ���������� ����� ��� ��.�� ��� ��:#��� �� ����#��� �����

- �� ����������� �.��� �������� ������/� ��� - �.����� �� ������ �� ������ � ���� ���

��� ��� #��/�1����) � ������ �.�� �1� ��� �� ������& ��� ���������� ����  ��� �� ,���

��� ��� ����� �#�������� ����#��� - #�� ���1 ���6�#������ ���/��� E��� �1�#�� ��� ����1)

�� �� �� P������� B!$$$C ��/�������� ��  ����� �.��������� ������� �� ���D� F��2

���#� �.�##� ������� �� #������G ���� ������ ��� #� ������ ��� #��������#�� �� �����

,�� �������� ��@������� �� �� #���#��� �.���� ������� �� �� �������� ��� ����� ��� ���

��� ���������� �� �.���������  ��� �����& ��� ��� ��#�  ��������� �� ��� �� �� ����������

�� #����9�� ��� � �������) ����� ����� ��@��� �����,��� ��� ���#������� ���� ��  �����

�I ��� ������� ���������� �� �����#���� - ���/���� ��  ������ ��� ��������� \ ����� ���

���& ��� #���������� ��� ,��#���� F (L(t), E(t)) �I L(t) �� E(t) ������������ �����#��/�2

 ��� ��� ������ ���/��� �� ���������& �/�# f(L(t), 0) � 0) �� �� ������#� �.����/����������&

��� ������/��� �� �������� �.�1�����#� �.����������  �������� ���� #������� ���� ����#��� -

�� ��/��� �� ��������� ����/�������) 	�� �������� ����� �� �������� �� �� ���������� ���

�#��/���� ���������� ������ ���� ����#��� ���� #� #����1��) ������ �� ������#� �.����2

/����������& ��� #��������� ��� �� ��#���� - ��� ���������� ������� �� ���������� ����#��

F��� �1� ���& �������#���� ��� ��#��������� ��� ���� ����������G �.��� ��� ,��#� ��� 6��2

��D� #�� ��� ���������� ��#�����/�� �� ���1 F��1��& ��� �� ����#������G ���/��� ��:�� -

������ �.�#��� �� /��� �.��������� ��1 ���������� ��/������ ������� ���  ���������)

��-������� �� D�� ()**J, �����	#
��� $���
������ ��� ��%����� �� ����
��
�� �� 
��9�
������ 	�


����� 	� 9
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���
��;����!
���
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�� 	� U ����
�� ���� ���� 	$�

���
6

��;���� 	��� �� 	��7 	�
���
� ���!

53



�� ������� ��� ��������� � ����������

� #� ��/��� �� �.����?��& ,��#� ��� �� #�������� ��� �.��������� ��� #������������ - ��

����������� ��� ��� ����/����������� ���� ��� �����#��� �.��������� ������� �� �.���������

������� �� ���D� F��� �.�##� ������� �� #������G��) � ����� #���������#�& �� ������

�.����/���������� ��� ��  ���� ��/������ �����1 ��� ����� ��� ������� ���  ������

�� #�������#� �/�# ��/������ ���) ��  ����� ��� ���� �� ��� ���� ��  ���� ���2

6���#����� - ��� ������� ���� �� D������ #������� ���#��� ��� - ������� ��� ��������

���������� - �� ��������� ��� ��6�#��,� �� #�������#� �#��� ���� �� �� ������/����� ��

�.��/������ ���) ��� �1#������ ������� ��� �.����� �� ���/� B!$$$C ��� ��������� ���

����/���������� �� �� ���������& �� �?�� �� #���� #��������� ��� ��� ���/��1 ���#������&

���� ��  ����� �� #�������#� ��������)

���/� B!$$$C �.��������� ���� �1�#�� ��� ��1 #��������� �� �� #�������#� �#��� ����

���������� ���� ��� �1������� ��  ����� AK #� ������� �� ������ �.����/����������

�� �� ���������) �� ,���& ���� #�������� �� �?�� ���� �.�##� ������� �� �� ���������

���/���� * Ṗ (t) = (K(t)/D(t))γ − σ(P (t)) �I �� J�1 �.� ������ E(t) = (K(t)/D(t))γ

��� ��� ,��#���� �� ����� �� ����� 0 �� #������ �� �� �.�#��/��� �� ����������� D(t)) �

��  ������ �� �� �� �� P������� B!$$$C& �.������ ��/����� ����� �?��� �� ���#�D#������

���� �� ,��#���� �.���� ������� σ(P (t)) * �? ��� ���� ������� #��������� #��#�/� Fσ() ≥
0& σ′() > 0 �� σ′′() < 0G& ��? ��� ���� ������� ��#��������� #��/�1� �/�# ����/����������

Fσ() ≥ 0& σ′() < 0& σ′′() > 0 �� σ(P ) = 0 ∀P ≥ P̄ G ��& ���? ��� ���� ������� �� ,�� �

�� U ��/���� �/�# ����/���������� Fσ() ≥ 0& σ′() ≥ 0 ∀P ≤ P̂ & σ′() < 0 ∀P > P̂ & σ′′() < 0

�� σ(P ) = 0 ∀P ≥ P̄ �/�# P̂ < P̄ G) �� ����� �� ��  ����������� �� �������� ��� ��

���/����� F�� �����#�����& ��� ���,����#�� ��������� ���6���� �� �� #����  ����� ��

���� �@�#���� ��� �� ���������G) �� ������  � - �������� ��� ���# �� ���/��� *

max
{C(t),D(t)}

∫ +∞

0

(
logC(t) − φ

P (t)1+θ

1+θ

)
exp−ρt dt

s.c

⎧⎪⎨
⎪⎩

K̇(t) = AK(t) − C(t) −D(t)

Ṗ (t) = (K(t)/D(t))γ − σ(P (t))

K(0), P (0) ������

���� ��  ����� ����#�� - ��� ���������� ��������� #���������& �� �1���� �� ������

������� �� #�������#� ������� F����� �����G) +�� #�����& �.����/���������� �� �� ���������

#������ - ���  �������#��� �.��������� �� ��#������ �.� ����� ��� ������#����� ,����� F���

���,����#�� ���� �.��/������ ��� ���/��� E��� � ���������& �� ��/��� �� ��������� ���2

���� ���� E��� ������/� ��� ���G �D� �� �������� �.�1�����#� �.�� ������� �� #�������#�

���������� �������) �� ����& #�������� ��� �� #�� �.��� ���� ������� �� �� ���������

 ������� #���������& �� ��� ��������& �� ,��� �� �� �������������� �� �� ,��#���� �.��2

�� �������& �.������� ��� ��������� �� 8���8�� ����� - ��� ������ ��� ����##��������

���� ��� �$�7%���� %�
 �� 	�4����� ���������� ����6:������� � ����� �>%���#��!
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�� ������� ��� ��������� � ����������

��/������ �������) ������� �.���� ������� ��� #���������& ��� ������ ��� ���,����#��

���� �.��/������ ��� � ������& ������ #����� ������ ��� ��������& ��� �� ������� ��

���#M �� ��������� ���# �� �� #���#��� �.���� ������� �� �� ������) �����& ����  �����2

��� �� ������� �� �.��/������ ���& �� ,����� #����#��� ������/� ��� ���� �� �������#�� -

�� ����������� �� ����� ��� �� �.�##� ������� �� #������ #� ��� ������� �� �@�� ������,

��� �� ���1 �� #�������#�) � #��������& ���� ��� ���1 ������ #��& #���� ������ ��� ���2

,����#�� /� ���/����� F���� �� #�� ��? �� �� ����2�����/���� �� #�� ���? �I µ′() < 0G ���

�� ������� �� ���#M ����#��� #���� ,��� - ��� � ���������� �� �� #���#��� �.���� �������

� ��������& ��� �-2 E �& ��� �.�#��� �� ����  ���� �� �������#�� - ������� - �� �����2

������ #� ��� ���� D���� ��� ���D����� - �� #�������#�) �� ����� ����������� #��#���� ��

,��� ��� �� �������� �� 8���8�� �� ������ ���� ��� �.�?������� #�����/�����& � ���?��

��� ��� A����� �� K�,M�� B3>>4C �� A�/������ �� � ������ B3>>4C& B3>>%C& �.�1�����#�

�.��� �1��������� ��/������ ������ �� �����#����)

��'�� ������

�� #����� �� <�=���� ��/������ ������& ����#��� ��� ��������� ������ � ��������

�� ����� ��� ������ >$ F(���� �� �� <������ B3>>"C& B3>>4CG& ������� �.�1�����#� �.���

�������� �� ,�� � �� U ��/���� ����� �� #��#��������� �� #������� ��������� �� �� ��/���

��� �E��) ����� ������ �������� ���� �����E�  �6��� �� �� ��� �/�# �� /����� ����� ����

����� �������� �� #�������#� �#��� ���� ��� �?���? � �� ����������� �� �.��/������2

 ��� �� ����������& �� #��������& ��� �/������� �.��� #�������#� �������� F��� �.����#��

����  ��� �� ��/������ ��� ��  �?��� ���� �:#�#�� �� �����#���� �� �.��/������2

 ���G) ���������& �� �<� #� ����� �� #������ �� ��� �� �� ���� ��� �� ���������

#����������� ��� �� ������ * ���� �.��� ��� ������������� - ���� ��� ��������� ��& �������&

���� �������& ��� ������& ��� �� ��/������ ��� ��� ������� �� ,������ D ��� ������� �.��2

��/���������� ��� ��  ���� ��/������ �����1 F�����	 ��� #�������� � ���� ��� ����L

�� ��& B3>>4C �� �������� �� �U��� B!$$!CG)

������ ��� ����:���#��& ��� ����������� � �������� �.��� #��������� ������ �� �.��2

6�#��, /����� - ������ ��� ,���� ���� ���������� - #� ,��� ��?����) +�������� ���� ����

��� ����� ��� �/��#�� ���� �1������� #���� ��������) �� �����#�����& ����� ��������� �.���

������ ��� ��� ���/��1 ��� ��� #�������� - #���� ����������� �� �� ������ ��� ��� ��2

���� ,������ ��� ��� ������� �� �� #�������#� FR��� �� +�##������ B3>>7C& ������ �� ����

B3>>4C �� ���M�? B3>>5CG) �� �������� �� #����� - �##����� ��1 #��#������� �� #�� ������

F��� �� �������� �� �<�& �@�� ��� /����� ����9� ������/� ����� - �� �������� �����

#�������#� �� ��/������ ���G  ����� �.E��� �����) �� �@��& #�����2#� �� ���#��� F����

���  ������ �/�# �������� ���#MG& �� /���� �� �.�?������� �.��� ���� ������� - ���1

#������� �� �� ���������& ���� ��� #��������� ������������ - �.� �����#� �� �� �<�)

��  E �& #�  � �� �������� ������� B!$$"C * .�� ���
� ���	�- ���- �� �� ���� 
�����
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�� ������� ��� ��������� � ����������

���� ����	��� /)+� ���	 ���	��	���� ���
������&&& 5	���	
�	�% ��% �� ����% ��� /)+

��	 �
������� �� 
�������� �� 
�	� 	����� � ������ �������% ��� �#����- �� � 
���� ��

�	���� �� �� �	��� U������� �	 � �� ��� � ��	�����	�- ����	�#�� �	���	�-.)

�� #������  �� �.�##��� ��� ��� #������ �������� ��� ���� E��� ������� ��  ������

����/�� ��� �� ����������� ��� ��������� �.��/������ ��� ���� ���  ������ �� #�������#�)

� �� ����� �1#������� ����& ���� ������ �� �������� ����� #�������#� �� ��/������ ��� ��

���������� �� ������ � �� ��/������ ��� ������� �� �������� ��� ������ �� �.�����2

�#���� ����� ��� ������� �#��� ���� �� ��/������ ������ ��� ��#���� �� �� �����������

����/���������� ��� ��  ���� ��/������ �����1)

��# $��	���
��

���� #� #�������& ���� ���� ��  �� ,�#������ ��� �.����?�� �� �� �������� ����� #����2

���#� �� ��/������ ��� - ������ �.��� ��/�� �� �� ����������� ��������� �� �� ������

��/������ ������ ���� ���  ������ �� #�������#�& ���#��������& �������� �� - ������2

����� � ��������) ��� ���/��1 ��������� ������� ��� ���� ���#��� �� ��  ������ �.�����2

����� �.��/������ ��� ���� ��  ����������� �� ��� #��������#�� �� �.�����#�� �������

��� ��� ������#��/�� �� #�������#� �.��� �#��� �� ���������) ��  E �& �� ������� ��

�� #�������#� ��� �� ����� �� ������ /�����& ��#�����������& ���� ��� ������� /����� -

������� �� ��������� ������ ��� * �� ��/������ ��� �#��� ���� ���2�� ������� ; �������

���� ��� ������� �� �.� �����#� �� �� #����� �� <�=���� ��/������ ������ ; �� ��#���&

����� ���� ���  �?��� ���� ��������� ��� ���/���� �����#� �D� �� #����9��� ��� �#��/����

���������� ;

��� ��� ���� ����� �� ��#���#�� ���� �� ��� ����:��  ��� �1������) �����2#� ,���

�#�� �� #������ �� �������� �� �U��� B!$$!C ����� ������ �� ������ �� #����� �� <�=����

��/������ ������ ���� E��� ��6���� ������� �.�� ����� #� ��� ��� ������� �.����/������2

���� ��� ��  ���� ��/������ �����1 �##�������� ��� �.�#��/��� �� ����) 	� �1���� ���

����������� ����= ������� ��� ��� ����� ������ ���������� �� #� ,��� ��?���� ���� #�����2

/���� FR��� �� +�##������ B3>>7C& ������ �� ���� B3>>4C& ���M�? B3>>5C �� ���� B!$$7CG)

�������� �� #�� ���/��1  ��������� �� ��������� #�  � �� ���#M  ���& ��#�� �.�������

�� ����������� �.����/���������� �� �� ���������) ��� ����& ����� ��� ��� ��6�� �� ��#���#��

F#������� !G /� #�������� �� ��� �1������� ��  ����� �� R��� �� +�##������ B3>>7C

�������� ���#��� ��� ��� �.�������#���� �.��� ,��#���� �.���� ������� ��������� �� ��

��������� �� �?�� �� #���� #��������� ��� ������� B3>84C& ����� �� �� X���L B3>>7C ��

�� ���/���� �� P������� B3>>%C) �.��6�#��, �� #���� ����� ��� �� #��,������ ��� �������

�.����/���������� �� �� ��������� �� �� #����� �� <�=���� �D� �� ����� ���� �� ���� ��

����� �� #� ��� �� ������ �.�1���#���� �� ���#����� �� ������������ �� �� ������ ����

�� ����� �� �������� �� �������� � �����#� �� �� �<�)
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�� ������� ��� ��������� � ����������

��� ���1 ��� �� �� ��#���#�� ��� ���� �������� ������� ������� ��� �� ���,�� ��#�

�.��� ���������� �� �� ��������� ��� �.������������ �.��  ��#�� �� ��� �� - �������)

���� ����#���� ��� ��� ��������� �� ��#��� #�������& ����  ��������� ��.�� ���#��2

��� �� #�������#� ��� ������� ���� #������� ��� �#��� �� ��������� /��� ��� ������

�� ���/���� �#��� ���� �� �#��������) ����� ��� ���& �� �� ��� ������ � �� ,���� �����

- ��� �����/������ ��� ���/���� �����#� �� ���� #������������& ���� �� #������� "& ���

���������� ��� ��� ��� ��) ����� �����#�� ���� � ��� ��������� ��� - ���� �� �����

�� �� ��#���� - �� ��� ������ ��� ��� ���#������� �� ��� ���� �.�#��� �� #����� ���

#��/�����#� /��� #�� ����� �� ���� ��� � ��1 #���#�����������  ����#���) +��� �������2

 ���& �� �������� �� ���� �� ��/��� ���� ��� �.�@�� �.��� ���������� ��� ��� ��� �� ���

�� ���#����� �� ��/������ ��� �.��� �#��� �� ���������) 	� �1���� ��� ����������� � 2

�������� ��� #���#�� -  ������ ��� �����#������� �.��� ��������� ��/������ ������ ����

� �������� ��� ��� #��������� �� �� #�������#� �#��� ���� F���� �� ��1� /��� ����  ���

A�/������ �� � ������ B3>>4C& B3>>%C �� A�/������ �� �� ����6 B3>>8C& ���� ��� ��� ��

/��� R��/��& ��#��� �� O���� B!$$!�C �� ��� B!$$!CG) ��� ���/��1 �� ��@����#���� ���

����� ��� �� ������ �� �.������ ��� �� ��������� ������  ��� �����& ��� �� #���� �.���2

�?�� ������) ��� ��� ���� #���� � ������� ���  ������ �� #�������#� - ����� - �����

�� /�� ��D��� ����� ��� ��� ��#���� ��#������ ��1  ������ - ����������� � ��������)

��� #������������ ����������� - ��� ��������� �������� ��� ��@������ * �� ��� ���� #���2

����� �.������  ����� ��.��� ��������� ��/������ ������ ���� ��/��� ���� ������� ��

������ ��/������ �� �� ��#���� ����#�� �� #�������� �� ����  � ����� �##� ������� ��

��#����� �� �����#���� �� �.��/������ ���) 
��� ��������� ���� #� #�������& �1�������

�� ���#�����& �� ��#��#����� ��� ��������� �� #���� ����������� �� ��������� - �� ��������

�����)


���� ������� � ���/��� �� ��#���#�� �� ���� ��� �� #������ ����� ������ �� ������� ���

���/��1 ��� #��#����� - �� ����������� �.��������� �.���� � ��#���& - ������ �� �.���������

#��#���������& ��S#� - �� �?��� � �� ��� �� �� �� ������ - ������� F/��� ����  ���

R��/��& ��#��� �� O���� B!$$!�C �� R��/��& ��#��� �� '������� B!$$4CG& �� �������� ��� ��

�� �������� ����#��� �� �� ��D������ �� �� ��� � �� ��������� ��������) +��� ���#��� ���&

#�� ������ ,��� � ���#��� ��� �.�?������� ��� �� ���������� ��� #������ �� #������& -

#����� �������& �� ����� ������ �.� ������ #������������ ���� �1�#�� ��� �� ��/���

�.� ������ ���� �� F��� ��.�� ��� ��D�� ��� �� �������� #����������G) ��& ��� ���������� ��

���������� ��� ��� ��� �� ���� ��#����� �� #���� �� ��  ��� �������������1 F+����#���

�� <?��� F3>>8G ���� �� ����#���� ��� � ������� �� ��= - �@�� �� �����G ��& #�  � ��

���������� ��������� ������� FK��� B!$$4C& <������ B!$$4C �� W� B!$$4CG& ���� �� ��������

��� ��� ��#������ ��� ��#������ �� #�� ���#������ ������ �:#�#����) ��� ����& �� ��� ,���

�������� ��� ��� ������ ���� ����& ��  ������ �� ����#���� ��� � �������& �#������ -

����� ���
��� 	$���4������ %
���������� %�
 �7��%�� 	� � %
������ �7�
��� %�
 �� �;;��� ��	���
���

�� ����
� 	�� 	���
������ 	� ��� 	�� %
����������� � � �����������!
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�������� �� ��/��� �� ��������� ��#���� ��� ������ - �.�#����� �� �� ������) 
���� #��6�#2

���� #������� D���� ��� - �� �����& ��  ������ ����/������& ��� �� ����� ���� ������

�.�#��� �� - #����� ������� ��� ��@����� �� ��/��� �� ��������� ���� ��) 
��� #����2

#���� �� ������� #������� - �.����� �� ������ � �� �.������������ ����� �� ��� � ��

��������� �� �.��6�#��, �� ��������� �� �.�#��� �� ���� �� #���� ��  ����� - ������2

����� � ��������) ���� �� ��� #����1��& ����� ��6�#��, ��� �� �������� ��� ������ ����

��������,� ���#�������� �� ������� ��� ���:#�#���� �� �?��� � �� ��� �� - �������)

5%
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��

�� ����� ��� ������ 3>>$& �.��� ��/������� ��� ����������� � ������� /����� - ��2

�� �� �� �������� ����� #�������#� �#��� ���� �� ��������� FP���� A��M B3>>!C& K���=2

��M�� �� ������ B3>>!C& (���� �� �� <������ B3>>"C& B3>>4C& ������ �� ���� B3>>7CG)

��� ���/��1 ����#���� ��� �������� �� ,�� � �� U ��/���� ����� �� ��/��� ��� �E�� ��

�� #��#��������� �� #������� ��������� �� �.��� FSO2& CO& NOxG �� �� �.��� F�������&

 ����1 ������& #���� ������ ,�#��1G) �.��������� ��� ����2���� �.� �����#� �� #���� ��2

������& #�  ��� ��� ��  �� ������ �� <�=���� ��/������ ������& ��� �� ���/����)

���� ��� ��� ���� ������ �� �.�����������������& �� ��������� #��Q� ������ ��� ���#� ���

�.��� ����& �� �������� ��� ������ - �.�##� ������� �� ��#����� �� ��� �.����� ����& ���

������ �� ����##����� ���� �� ���� � ���� �� �� ���� ��/��� ��� �� �� ������� �� �.���

�� �� �.��� F�������� �� ��& B!$$!CG) ���� ��� ������ ���� �/��#�� �� ��/������ ���&

�� ,�� �� -  ����� ��� ��� ��/���� ��� ������& ��� ����/���� �##������ ���� �� /����� -

�.��/������ ��� ��& #��� 6����D� ��  ��� �� ���#�& ��� ��� ��������� #� ��������& �.���

���������� �� �� ��������� �� ������ - ��� ����� �� ������ �@�#��/�)

��  � ���� �.�/��� ���� ���� �� ��� ��� #�������& �� #����� �� <�=���� ��/����2

�� ������ F�<�G ���#��� ��� ������ �������� #��= ��� �#��� ����� ����� ���� ���� ���

���#������� � �������� ��� ����������) ��� ������ � �������� ���� ��#����� ���������

��� �� #���� �������� ��� �������� ��� /������ ���� ��� ��������� J�1 ���#����& ���� ���

��� ��������� ������ ����  ������ ���� ��� ��������� �� �.��� F+����� �� ��& B!$$4CG& ���

��������� ���#M #�  � �� CO2 �1������ ����9� ��� ��������  ������� #��������� �/�#

�� ��/��� F��� �1#������� ���� ��� ������ �� ������ �� ��& B3>>8C �� �#� ������� �� ��&

B3>>5C ��� ���������� ����� ��� ��� �<� ���� �� CO2G) ��� ���/��1 ���������� ���

����� - ��1 #���#�� - �/����� ��� ����� ������ �� �.� �����#� �� �� #����� �� <�=����

��/������ ������) �����& �������� �� ��/����� B!$$3C �/��#���& - ������ �.��  �����

��������& ��� ��� ����� ���� #��������� ���� ��� �#��/���� �� ����������� ���� - �.�������

�� #���� ��������) ���� ���  ������ �� #�������#�& R��� �� +�##������ B3>>7C& ������ ��

���� B3>>4C �� ���M�? B3>>5C  ������� ��� �� �<� ���/�������� ����9� �� #����� ����

�� ���� � ������,� ���� ��1 �#��/���� �� ����������� ����& - �.�������� �� ��#���������

 ���� ����������) ���= R��� �� +�##������ B3>>7C& #���� �������� �������& ���� ���#�2

�� ���& �� �.�1�����#� �� ���1 ������ �� ��/������ ��� ������#���) ���� �� ��� ����

F���� �� ��/��� �� ��#����� ��� �� �� ��/������ ��� ���/�G& ��� ������ ���/�������� ����

#����  ����� �� ����� ��� ��� �#��/���� �� ����������� �� �� #�������#� �#��� ����

�.����#�� - ��� ����������� �� �.��/������ ���) ��� ,��� ��� �.�#��� �� ������� ��

��/��� ��:���� �� ��#����� ��Y�� ����� �� ��  ��� ��/������ ����� � �������& ���

������ ���� ��#���� - ������� ��� �������� �� �����������) ���� #���� ��#���� �����&

�� #�������#� �.�##� ����� D���� ��� �.��� � ���������� �� �� ������� �� �.��/������2

 ���) �� �?������ �� #�� ���1 ������ ��� �� ����� �.�����/�� �.����/����� �� �� #�����

55



����������� � �����
���������
 � �� ��������� ��� �� ������� ��� ���������

� ����������

�� <�=���� ��/������ ������)

�� #����� �� <�=���� ��/������ ������ � ��� �.��6��& ��� #������� �#��� �����&

�.��� ������ ������������ /����� - ������ ����� ,�� � �� ���������� �� �� ��������� �� -

��� ��/��� �� #�������#� #�  � ����  �?�� �� ������/�� �.��/������ ��� FA�#M�� ��

B3>>!C& A������� B3>>7CG) �������� �� �U��� B!$$!C ��6������ #���� /����� ����� ��������

��� �#��� �� ���� ������� �� ����� � ������ ��6����.��� �������& ��� ,��� ��#��& ����

���� ���6���� ��  ����� �� ,����  ��#�� ������� �� #� ������� ��� ��  ���� #�����

- �.��/������ ��� ��� �� �����) ����� #������� �.������ ��� �� ������ �.����/����������

��� ��  ���� ��/������ �����1 ���������� ���������� ��� ��� ��� ���/��1 ���� ���

���#������� �� �� �������� �� �� �.�#������ FK������ B3>8"C& +���� �� B3>5$CG) ��� ������

 ������� ��� #������� �#��?��� �� ���/��� �������� ���� �.�� ��������� ������) �����

��������� � ������ ��� ������.��� ���� ��� �� - ��� ������������� ,�����& #�� �?��� ��

�������� ���� ���� �.��#���#��� �� ��#��/��� ���� ���� ��������) �.�1� ��� �� ���� ��2

������� ��� #���� ��� ��#� �� ��� ��� ���,����  ���& #�  � �� �� ������� ��������

�� �U��� B!$$!C& �� ������ �.����/���������� ���� ����� ��� �.��������� - ��� ������ ��

������1 #�  � ��� �����#������� ��� � ������� �� ��= - �@�� �� ����� ��� �� #�� ��)

�� #��#��� � ����� ���� - ��� �� ��� �� #���� �� �.�?������� �.���� ������� ���������

�� �� ��������� - ���1 #������� �������� ��  ������ ����� �?��� ������ ���� ��#����

�.�##� ������� �� �� ��������� ���� ���  ������ �� #�������#� F<����� �� ��& B3>83C& O��

��� +���� �� P������� B3>>3C& (����� �� � ������ B3>>"C R��� �� +�##������ B3>>7C

�� ���� �.������G) +�������� ������� F���� ������� B3>84C& �� ���� B3>88C �� ��������

B3>5!CG ��� ����� ������� �� �����#�� - #���� �����#�� �� ���D� �.��� ,�� ������� ��

�� ,��#���� �.���� ������� �� �� ��������� ��J����� ����  ��� �.���� ��� ��� ��/���1

�� ��������� ���/�� �������� ��������� ��� �� #���#��� �� ������������ �� �� ������)

�� �@��& ���� ��1& �� ��� ������������� �� ������ ��� ���� �� ��/��� �� ���������

��� � �������& ���� �� #���#��� �.���� ������� ��������� ��� ,����) ����� �����������

� #���������� - �.�/��� ��� �.��� ����������� ������������ ��� ,��#���� �.���� �������

�� ,�� � �� U ��/���� ���������� �� �����#������� �� �.������� �� ���- �.�� #������ �����

�� ��  ��� F��D������� �� ����� �.����/����������G) �� #��������#� ����������� �� �� �����

�� #� ��� �� #� �?�� �� ���#��������� ���� �� ���#����� ������� �� ������������& ����

���  ������ �� #����9�� ���� �� �� �� ��������� �� �� #�������#� ���� ���& ������ ����

�.�1�����#� �.���  �������#��� �.���������� ���� #������� ���� ����#��� - �� ��/��� ��

��������� ����/������� F������� B3>84C& ����� �� �� X���L B3>>7C& ���/���� �� P�������

B3>>%C& �� �� �� P������� B!$$$CG) ���������& - ����� #���������#�& ��#��� ����� �.�

������� �.����/���������� �� �� ��������� �D� �.�� ����?��� ��� �����#������� ��� �� ��������

����� #�������#� �� ��/������ ��� - ������ ��� ������)

�.��6�� �� #� ���/��� #������� - ��/��� �.�� ��� �������� �� /������& ���� �� #���� ����2

�����& �.�:� ����� �� �������� �� �U��� B!$$!C ����� �������� �� ������ �� #����� ��
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<�=���� ��/������ ������ ���� E��� ��6���� ��� ��� �.�� ����� #� ��� �� �.����/����������

����������� ��� ��  ���� �##�������� - �.��/������ ���) 
���� /������ ��� ���# ��

 ������ ��� �����#������� �� �.����/���������� ����������� �� �� ��������� ��� �� ��������

����� #�������#� �� ��/������ ���) +��� ���#��� ���& ���� #���#���� - ������ ��� �������

���� ���������� �.����/���������� �������� �� ����� �� #���� �.� �����#� �� �� �<� �����

��.���� � ��� ����#��� ���� ��  ����� - ����������� � �������� ������� ��� R��� �� +�#2

#������ B3>>7C) �.��������� ����� ��� �.��������� �� #� �?�� �� ��������& ���� ���� �����

�/�# �������� ���#M& ��� ����� ��� #����������� - �.�?������� �.�� ���1 �.���� �������

�� �� ��������� ��� �� ������ #�������) +��� #� ,����& ���� ������������ ���� #���� �.���2

�?�� �� �� ���N��� �.�?������� �.��� ���� ������� #��������� - ���1 #������� ��� ���

,��#���� �� ��#�������#� ��������� �� �� ��������� �� �?�� �� #���� � ���?�� ����  ���

��� ������� B3>84C)

���� #� #����1��& ���� �� ������� �.�1�����#� �.���  �������#��� �.���������� ��1

���������� ��� ������ ��� ��������) �� #������� ��� ���������� ���������� �� ��/����2

�� ��� ���/������& �.������ �1������ �� #�������� �� ��/��� �� ��������� ����/�������

 ����� ��� �#��/��� �� ����������� ��������) �� �������� � ������ ���& #�������� ���

��  ����� �� R��� �� +�##������ B3>>7C& �� �� ���� ��� ���6���� �������� �� ,����  ��#��

������� �� ����� �� /�� �� ��  �Q����� ��� ��  ���� ��/������ �����1 ���/����� ���

�.�#��/��� �� ����) �� �@��& ���� ��� ������ �� ��/������ ��� �I ��� ������ �.��� ���

��:��  ��� �.��#�������� - #� ������ �� ���������& �� #�������#� �#��� ���� �.�##� 2

����� �� �.�##� ������� �.�� �����, ��/������ �����) ����& �� ��� /����� ������ ��� #�

�����, ���� ��� ���& ��� ,��� ��� ��� ������ �.�������� ���� ��� �#��/��� �� �����������&

#�� �@��� ���� ����:���� ���� � �E#��� ��� ����������� ���� ������� �� �.��/����2

�� ���) �����2#� ���/���� �� ������ ��� ����� �� ��#������ �#��� ���� ��� #������

D���� ��� �.�#��� �� /��� ��� ������ �� ���/���� - �� ,��� �#�������� �� �#��� ����)


��� ������� ���# ��� ����� ����#� �������� �.� �����#� �� ������� �� ���/���� ���

������ ��� �.�1�����#� �.�� �@�� �� ����� �@�#���� �� ��� �� ������������ �� �.��/����2

�� ��� F/��� �=������� �� ���#����M? B!$$4C ���� �� ���/�� �� �� ����������� ��� ���

�������G) �.����?�� �?�� ���� #��D� � ��� �� �<� �.��� ���� �� �����) � ������ �.��

�1� ��� �� ������ ���� ����#���� ����9� ��� ����� �� #����� �� <�=���� ���������

������������ �� ���6�#����� �� #��/�����#� /��� �� �������� ����#��� - �� ��/��� ��

��������� ����/�������)

�� ���/��� ��� ����#���� �� ��  ������ ���/����) ���� �� ��#���� ��#����& ���� ���2

������� ��  ����� �� ��������� ��� ��� #���#����������� �� �.�/������� �� �� ���������

�� ��� ��� #���1 �� ���������� ��1����� ���� #��,������ ��� ������ ���/��) �� ��#���� 3

��� #����#��� - �.����� ��������� ��� ���������� �� �.���������) ���� �� ��#���� ���/����&

����  ����� ��� ���#������ - ������ �.�� �1� ��� �� ������ ������� - ��������� ���

��@������� ���6�#������ �.��������� �� ���������) ��D�& �� #������ � ��#���� #��#���)

>$



����������� � �����
���������
 � �� ��������� ��� �� ������� ��� ���������

� ����������

���  � ������


��� ��������� ��  ����� - ����������� � �������� � �� ������ B3>78C& �� ������

B3>45C& ��� ��� B3>%4C) �.�#��� �� �� #� ���� �.�� ������ ��#���� �� �����#����)

��� D� ��& ���,���� ��� #��#������������& ? ���������� �� ���� �� �����& �� �� ������&

������� - �� ,��� - �� #����  ����� �� - �.��/������� ��� ���  ������) �� #����  �����

���  ������ ������ �� �� ��������� ��� �.�##� ��� ���� �� �� ��)

����� �����
�������	

�� �.�����#� �.�#��/��� �� ����& �.�/������� �� �� ��������� ��� ��#����& ���� ���

��/���1 ��� ������,� �� #���� /������� FPt ≥ 0G& ��� �.�������� ���/���� *

Pt+1 = Pt − Γ(Pt) F!)3G

�I Γ(Pt) #��������� - �� ,��#���� �� ��#�������#� ��������� �� �� ��������� ��� �����&

- #����� �������& �� �������� �� ��������� ���� ���� ��� �� ������)

+�� #���������& �� #���#��� �� �� ������ - ���� ���� �� ��������� ������ �� �� #��#��2

������� �� ��������) 
��� /������ ���� �����#������ ��� ������ #� ��� �� �.���� �����

�������� ��� ��/���1 �� ��������� ���� ���/�� ���/��� ������� �� ���#����� �� ������������

�� �.��/������ ���) 
���� �����#�� �� ,���� ��� ��� #��#������� �� ���/��1 ����������

�� �������� �� �� �#������) ������ ��� ������ �.K������ B3>8"C �� +���� �� B3>5$C& ��

����/� � ��� ,���� ��� #������� �#��?��� �� ���/��� �������� ���� �.�� ��������� ������)

����� ��������� � ������ ��� ������.��� ���� ��� �� - ��� ������������� ,�����& #�� �?�2

�� �� �������� �.���������& ��  ������ ����/�������& �� ���� ���� ��������) �.�1� ��� ��

���� ��������� �.����/���������� ��� ��  ���� ��/������ �����1 ��� ����� ��� ��� ��#�

�� ��� ��� ���,���� F������8 ��<��G�)

�D� �.�������� #���� �/���������& ���� ��#������& - ��  ������ �� ������� B3>84C&

���/���� �� P������� B3>>%C �� ���/� B!$$$C& - ��� ,��#���� �.���� ������� �� ,�� � ��

@ ��/���� F/��� �� D���� !)3G) ��� ����������& ���� ��� ���� ����� ��� ���� �?�������&

���������� �� ����������� ��� ��� ��  ���� #����� ��� �� ��������� - �.��/������ ���

������ ����/��������)

B)���!&�� .- �� �������� ������
������� Γ(Pt) : R
+ → R

+ 9� �� Γ(0) = 0; ���

����� � 9Γ′′(Pt) ≤ 0;% �	�������� ����� �� �� P̃ 9Γ′(Pt) ≥ 0 ∀Pt ≤ P̃ ; ���%

���	�������� ����� ���� ���		� �	��#�����



P 9Γ′(Pt) < 0 ∀Pt ∈]P̃ ,



P [; � �� P̃ <



P &

� ���� �� �����  ���	% ������
������� ��� ���� � Γ(Pt) = 0 ∀Pt ≥



P & ,�� ��������

�����
��� �� �� ������� �� �������� ����
���� ��� ����	� ����	��	� � ����< ��

������� �&�& Γ(Pt) < Pt ∀Pt > 0&

���� �7��%� ��� %
������� �� 	����� 	��� � ������� 	� %
����
 ���%��
� ������
�� � � �.I!

>3



����������� � �����
���������
 � �� ��������� ��� �� ������� ��� ���������

� ����������

������� �.���� ������� ��� �������� FPt <



P G& #���� ,��#���� �������� �.������ �� ��

,��#���� ����������) �� �@��& ���� ��� #��#���������� �� ��������� ,������ FPt ≤ P̃ G& ��

�������� �� ��������� ���� ���� ��� �� ������ ��� �.����� #��������� �/�# �� ���#M) ��

���- �� ��/��� P̃ & �� #���#��� �� ������������ �.������ �� �.���� ������� ��#��Q� �/�#

�� ���������) ��D�& ��� ��� �� ��������� ,���#��� �� ��/��� #�������



P & �� ������ �.���

���� #������ �.�������� �� ��������� ��& #� ���#����� ��� ���� �������) ����� ��� ���&

- ������ �� ��/��� �� ��������� P̃ & �� ������ � �.������ ���� �� ��:#����� - ���� ����

�� ��������� ��� �� ���#M �� �������� ��� � ������� ��& �� ���- �.�� ����� �� ��  ���

����� ��� P̄ & �� ��������� ��/���� ����/������� �� ������ �� �.������������ #� ����� ��

��D����/� �� �� #���#��� �� ������������ �� �� ������)

�

�

Γ(P )

P
P̃ P̄

���� !)3 ^ �� ,��#���� �.���� �������

�� ��������� �.�##� ����� �.��� ����������� �� �� ������� �� �.��/������ ���) 
���

��D������� �� ����#� �� �� ������� �� �.��/������ ���Qt ������������& - #����� �������&

�.�#��� ����� �� ��/��� ������������ �.��/������ ��� �� �� ��/��� �� ��������� * Qt =



Q− Pt) �� ��/���



Q #��������� �� ��/��� ������������  �1� � �.��/������ ��� ��

�.�����#� �.�#��/��� �� ���� F������ ���� ��� ��������� �����G) �� ,��� �� �������� ���

�� ��������� ��� ��� ������/� ��/���� - #��������� ���



Q #�������� �� ����� ����������

�� �� ���� �� /�������� �� �� ������� �� �.��/������ ���) �� �?�� ���� �� �.����#� Qt

��� ������ ���&

Qt+1 = N(Qt) F!)!G

�I �� ,��#���� N(Qt) :] −∞,



Q] →] −∞,



Q] ���� �.����������� #�  � ��� ����� �� ���

�� #�������#� �� �.��/������ ���) ����� ,��#���� ��� ��D��� ���  ��#���1 *

N(Qt) =

{
Qt ∀Qt ≤




Q−



P

Qt + Γ(



Q−Qt) ∀Qt ∈]Q̄−



P,



Q]
F!)"G

��� ���������� �� ��������� �  ������ ��� �� #����� �� �� ,��#���� �.���� �������)

+��� ��� ��/���1 �.��/������ ��� Qt ≤



Q −



P F#������������� - ��� ��/���1 ��

>!



����������� � �����
���������
 � �� ��������� ��� �� ������� ��� ���������

� ����������

��������� ����/��������G& ���� ��� �� ��� ��� ��������) �� ���- �� ����� �.����/����������



Q−



P & ���� ��� #��������� �� #��#�/� ���� �� ������� �� �.��/������ ��� F/��� �� ������

��� ���������� �� N(Qt) ���� �.����1� A.1G)


��� �1������ - ������� ��� #���1 �� ���������� ��1����� ���� #��,������ ��� ������

���/��)

����� �� �����	
��

���� �� #���� �� �� #��#�����#� ���,����& ��� D� �� ���������� �� ���� D��� Yt -

������ �.��� ��#�������� - ����� ���� �.�#����� #�������� ��������� �� ,�#���� ���/��� Lt

�� �� ,�#���� #������ Kt *

Yt = F (Kt, Lt) F!)7G

B)���!&�� 0- �� �������� �� �	������� ��� �	�������� �� ����� � ���� ����� ��

��� �	�
���� � Fi ≥ 0% Fii ≤ 0 ��	 i = 1, 2& /��� ��������� ��� ���������� ��4���� ��	

�� ������� � F (0, L) = 0, limKt→0 F1(Kt, Lt) = +∞ �� limKt→+∞ F1(Kt, Lt) = 0&

�� ��������� �.�� �������� �� ����� 1 ��� �� �.�#���� �� ,��#���� �� �����#���� ��

��� �� �������,� * F (Kt, Lt) = LtF (kt, 1) = Ltf(kt) �/�# kt = Kt/Lt ) ���� �.�?�������

���#������& ���� ��/��� ��� �� �����#���� ��� �E�� f(kt) ��� ����� ��� #��������� ��

#��#�/� �� kt �� ��.���� �����#�� ��� #��������� �.	���� * f(0) = 0, limkt→0 f
′(kt) = +∞

�� limkt→+∞ f ′(kt) = 0)

��#���� ��� �� #������ �� �����#�� �� ���1 δ < 1& �.��6�#��, �� �� D� � ��� ��

 �1� ���� ��� ���D�� ����� ����� ��� ���1 ��� ,�#����� �� �����#���� *

max
Kt,Lt

F (Kt, Lt) − rtKt − wtLt − δKt F!)4G


��� �������� ��� #��������� #��������� �.����������� ��� ���1 ��� ,�#����� - ����� ���2

��#��/����  ���������& �1��� ��� �� ��� �� ��� /�������� ��� �E�� *

wt = f(kt) − ktf
′(kt) F!)%G

rt = f ′(kt) − δ F!)8G

�/�# wt �� ���1 �� ������� �� rt �� ���1 �.�����E� ����)

����� ��� ����!��


��� #���������� ��� �#��� �� - ����=�� ��D�� #� ����� �.������ - ����� �� /��

D���) � #����� ������� t = 1, 2, ...& ��� ���/���� ���������� ��Q� �� /�� ���1 ��������)

�� ���������� ��� �������� #�������� �� �� ������ �� #����� ���������� ��� ��� ������

>"



����������� � �����
���������
 � �� ��������� ��� �� ������� ��� ���������

� ����������

- 1) �� ����� 6���� �� �� ���������� t �@�� ��  ������ ����������� ��� ����� �� ���/���

�� #����������� �� �������� �� ���N��� �� ������� wt) �� ��/��� �� ��� ���� ������� ���

���� - �� ,��� - �������� st �� - ������� ��� �������� �� ����������� mt
��) ������.�� ���

��������& �.����� #����  � ct+1 �.����������� �� ��� ��/��� #�������� �� ����� ��� ��

�.������� FRt+1st �/�# Rt+1 = 1+ rt+1 �� ,�#���� �.�����E�G) ��� #���������� �����������

�� ��� ���� �� ��#���� �������� �� /�� �.�#��/��� �����#��/� ��� *

wt = st +mt F!)5G

ct+1 = Rt+1st F!)>G

��� ���,����#�� �� �.����� �� �� t ������� ��� �� #����  ����� �� �� ������� �� �.��/�2

����� ��� Qt+1 �� ��#���� ������� �� /��) ��� ���,����#�� ���� ��#����� ��� �� ,��#����

�.������� U(ct+1, Qt+1))

B)���!&�� 3- �� �������� �������� ��� �	�������� �� ����� � �� ����� �� ��� �	��


���� � Ui ≥ 0% Uii ≤ 0 ��	 i = 1, 2& 2� ��	� �� �	����� ��� ������ � � U12 ≥ 0& /���%

��� �
������ �� ��������� �� ���� � limc→0U1(c, P ) = +∞&


����� ��� �.�?������� �.�� �@�� #����� ������, ��� #�������� ���� �� ����������� ���

��������� �� ����#� �� �� ������� �� �.��/������ ��� ����9� ��� �� ��������� ���� �.�������

F����� R��� �� +�##������ B3>>7C& /��� ������� B3>>%C �� ��� B!$$!CG) ���� �����D�

�.�1�����#� �.�� �@�� �� #� ��� �������� ����� �.��/������ ��� �� �� #����  �����

���� �.������� ��� ������ FR��/�� �� '������� B!$$4CG) ����� #�� �@��& ��� ������ ��

�.��/������ ���& �� ��� ������ �.�������  �������� �� �� #����  �����& ��� ��� ��

����� �� #����  ��) ���� #�  �����& ��� #����  ����� ���� � �������� �.����#�� -

��� ������� ���� ,���� �� ���� - �##������ �.�##� ������� �� #������) ����� �?�������

/� ����� ��J���#��& ��  ������ #��#����& �� �������� ����� #������ �� ��/������ ��� - ��

�������� ���������� ��� ���� ��D������ ���� �� ��#���� 2.3.1) �.�?������� ���������/�

U12 < 0 ������� �� #�������� �.���� ����� �������� ��� ������ �� �.��/������ ��� ��� ���

��#������� -  ���� #����  �� ���� ���  ������ F�� ���/��� ����9� - ��� �?������� ��

���������������G)

�� ������� �� �.��/������ ��� ����� ��� ����������� �##�������� ��� �� ���������)

���� ��  ����� - ����������� � ��������& �� ������/� �������� ��� ���1  ������� ��

�@ ��� %����;� 	� 
�����
%
���
mt ����� ��� ��7� %
����� %�
 �� %�����
� %�;��� �3� 	� 3�����


$�������� 	� 	�%������ �5��� �� ��� ()**�, ! ���� %�
�
��� ��	�<�
������ 	$�������� 	� 	�%�������

	� ����������� �� 	� 	�%���� 	� 	�%������ %��
 	�3��
 mt!
����� �$���
�	������ %�� 	� ������������ 	� %
���#
� %�
��	� 	� ���! ����� �>%���#�� ���%�3��6

�
���� �� �7����� $�
;��
��� �������� 	� ������������ ��
 � �>�� 	� ���� %�
��� 	� �� 9������
 ��


$�
;��
���� ����
� 	��� �� ��	#�� ���
� ������������ 	� ;��� 3�� �� G������������G 	� ;��� ����6


��������� ����
 � %
�;#�� 	� $����� 
�%
��������9 ! 8��� ���� �� ���� �:����
 ��� ������������

	� %
���#
� %�
��	� �� ������
��� %�� �� %
�%
����� ����������� 	� ��	#�!
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����������� � �����
���������
 � �� ��������� ��� �� ������� ��� ���������

� ����������

��D��� �� ����#� ��� � �������) +�� � ��� ���/��1 ��������� ���� �� #������� 1 F���2

���� � ��#����G& #������� #���������� ��� �� �����#���� �� ���� D��� ��� �����������

�� �� ��������� FK�L���� �� 
������� B3>>!C& ��� B!$$"C �� R��/��& ��#��� �� '�������

B!$$4CG) 
��� �� ������ ����9�& ���� �� ������ ��� ������ �� R��� �� +�##������ B3>>7C&

R��� �� ��& B3>>4C �� ��� B3>>%C& ��� ��� � ������� ���/������� �� �� #����  �����

���  ������) �� �����& �� J�1 ���������� �.� ������ ���� E��� #����9�� ��S#� - �����

�������� �� ����������� mt) ��� � ������� ������ ���� ������������ ��� �� ,��#���� ��2

������ ���/���� * E(ct, mt) = βct−γmt �/�# 0 ≤ β, γ < 1) �� ������� �� �.��/������ ���

�/���� ���# �� ��� ��� � ������� ���������� �� �� �� ������ ��� �� #�������#� *

Qt+1 = N(Qt) − E(ct, mt) F!)3$G

	� #��/���� �� ����� ��� #����  ����������� ��@��� �� #���� � ���?�� ��� R��� ��

+�##������ B3>>7C ��� ,��� �.�?������� �.��� ���� ������� �� �� ��������� - ���1 #�������

���� ,�� ���� �� �?�� ���� ��/������ �������)

���� ����� #���� �.����?��& ���  ������ ���� �?����� ��� #��,������ - ��� �1���2

������ ��������������������) ������� �.����� �������� #����  �& �� �� ����� ��� #� ���

��� �����#������� ������/�� �� #���� ��#����� ��� ��� ����������� ,������ /�� �� �������

�� �.��/������ ��� ��� ���� ��� ������) ��  E �& ��  � ��� �� #������ ��  ������

�� �������#�� - ������� - �� �����������& �� �.����� 6���� ������� �.�@�� ������, �� #����

�#��/��� ��� �.��/������ ��� ���� �� ��������� ��� ,��� ��������& �� �� �� ����##��� ��� ��

��� �@��� ,�����) �.� ������#� �� �� �� ������ �������������������� ��� ���,��#�� ����2

��/� ��� - �.����� �� R��� �� +�##������ B3>>7C) �� �@��& ��� ��#������ ��� �����������

��������� ,��� #����� �� ������ ��1 ����������� ,������ �� �� ����/�� �� ������#� �.��

��/������ ��� ���� ������� ��� ������� F�� ,��� �� �.����/���������� ����������� �� ��

���������G)

�.����� ������������, �� �� ���������� t ���� ���#���� - �.��������� ���/���) 	� D1�

�.����#����� �� ��� �������#�� ����� �.������� �� #������ ��?����� F��� ����� ��� ��

#����  ����� �� ���� D���G �� ��  ��������#� F��� ��J���#� �� V#����  �����V ��

���� ��/������ �����G ��  ������ -  �1� ���� ��� �������) ����� ����� ��� #����������

����������� �� �.�/������� �� �� ������� �� �.��/������ ���& ��� ��6�#��, ��� ���� � ���

�� ������ � ���/��� *

max
st,mt,ct+1

U(ct+1, Qt+1)

�@� �������� �� 9��� � 9�
��������� �������� � Qt+1 = (1 − Γ)Qt − βct + γmt �R 0 ≤ Γ < 1

�%
������ %
��������� � ���7 	$�����������!
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����������� � �����
���������
 � �� ��������� ��� �� ������� ��� ���������

� ����������

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

s.c

wt = st +mt

ct+1 = Rt+1st

Qt+1 = N(Qt) −E(ct, mt)

mt ≥ 0

��� #��������� �� ��� ��� ����� �.�#��/��� �� ����� ���������� *

−Rt+1U1(ct+1, Qt+1) + γU2(ct+1, Qt+1) + µ = 0 F!)33G

µmt = 0 F!)3!G

�/�# µ ≥ 0& ��  �������#����� �� �������� ����#�� �� ������ �)

�� #��������� �� ��� ������/��� ���mt ��#������ �� ���������� �� #�� �I �� �����������

��� ���������� �&�& mt = 0 �� #�� �I �.����� #�������� - �� ����������� �&�& mt ≥ 0)

�� ����& �.����� �� #�� ���1 ���������� ���� ����� ��� E��� �#����� �� ���1 ����2#��

����� ��� �� ������� �� �.��/������ ��� ���� �� ��N- �� �� ���- �� ����� �.����/����������

Q̄−



P )

���� �� ��#���� ���/����& ���� ���#����� - �� #���#���������� �� �.��������� #��#��2

������� �� ����?���� ������ ��� ��� ������ #��D��������� ��/���������� ���� ����������

��� �?�� ����� �#��� ���� �� ��/������ ������ ������������ ��� ���������� ����� ���

������#���)

��� %��&�� �����
�
���

����� �� ����	
�� 
�	�
���

������� �� ������ � ���  ������ �� �� ��� �������� ����������& �� #�������� ��

��� ��� ����� ��/����

Rt+1U1(ct+1, Qt+1) = γU2(ct+1, Qt+1) F!)3"G

���� ������� �@�#��/� ��� �.��������� ������, - �� ��#����� �� �����������) �� ��� ������

�� �� ������� mt ��� �� �.�##��Q��� �� ������� �� �.��/������ ��� ���� ����D#����

�.����� �� t + 1 ���# ��� ����2E��� V��/������ �����V F��� � �� ������G& ���� �� ,���

�� ����� ��� �� �.������� �� �� �� #����  ����� �� ��#���� ������� �� /��& #� ���

�� ������� ��� ��� #���� �� ����2E��� ��� ��/������ ����� F��� � �� ���#��G) ���

����& �� #���1 ���� �� �� mt ��� ��� ��� �� ����D#�  ������� �� �� #�Z�  ������� �� ��

 ��������#� ������ ��������)


��� ��D������� - ������� �.��������� ������� ����� �/�# ���/������ ���,�����)

>%



����������� � �����
���������
 � �� ��������� ��� �� ������� ��� ���������

� ����������

��8������ .- � �����#	� ����	��	 � �� �	� ������ ��	������ ��� �� ������ �� ��

���� ���  �	��#��� ��	 �!�� {ct, mt, st}% �� �� ���� ���  �	��#��� ��	����� {Lt, Kt, Qt}
�� �� �� ���� �� �	�� {Rt, wt} �� ���� ������ �� �

�? 2�� ������ ���� � ��	 ����

 � �� ��������� ���	#��	��� 9A&BC; �� ������� 	��	��

�������� �� ��� ��� ���������� �� �� 
���
������� � �	��� 9A&D; �� 9A&E; ����  �	�����%

��? ��� 
�	���� ���� �����#	�� � Lt = N = 1 �	 �� 
�	��� � �	� ��� �� Kt+1 =

st(= kt+1) �	 �� 
�	��� � �������%

���? ��� ����	������ #������	�� 9A&F; �� 9A&G; ���� 	���������%

� ? �� �-��
��� �� �� ������ �� ���� �	����
��� ��� ����� ���	��� ��	 9A&BH;&

�.����?�� �� �.��������� ��/���� ���# - #��������� �� �?��� � �.��������� #� ����

�� F!)%G2F!)3"G �� �� �� #�������� �.��������� ��  ��#�� �� #������) �� #� ������ #��

#���������& �� ��� ��������� �.�1��� �� ��� ��#������ �� #����  ����� �� ��  ��������#�

#�  � ��� ,��#����� �� ���#M �� #������&

ct = R(kt)kt = (1 − δ)kt + ktf
′(kt) F!)37G

mt = w(kt) − kt+1 = f(kt) − ktf
′(kt) − kt+1 F!)34G

��& �� ,��#���� �.� ������ E(ct, mt) ���� �� ���#���� *

E(kt, kt+1) = β ((1 − δ)kt + ktf
′(kt)) − γ (f(kt) − ktf

′(kt) − kt+1) F!)3%G

����� �/��� ��D�� �� ���� �� #������ ���� �.������ �� �.������#��� �� ������������

#������2���/��� #�  � ����� �����#��/� ��� ������� ���&

s(kt) =
ktf

′(kt)
f(kt)

F!)38G

σ(kt) = −(1 − s(kt))f
′(kt)

ktf ′′(kt)
F!)35G

���� ,�� ����� ���1 #��������� ��� �@�#���� ��� ���������� �� �� ,��#���� �� �����#����)

B)���!&�� /- �� �������� �� �	������� ��� ������� ��������	� ��� ��� ����������

�� ����� �

lim
kt→0

f(kt) − ktf
′(kt)

kt
> 1 F!)3>G

σ(kt) ≥ 1 − s(kt) F!)!$G

�� #�������� F!)3>G ��� �� ������ - �� #�������� ��#������� �.�����#� �� ��������

�����& ��������� ���� �� �� ����1 �� ��#��� B!$$!C& ����� �������� �� ��� ���� �����

�� #������ ���� E��� ��:��  ��� �:#�#�& �� ��� �� �� �� �����#��/��� �� ���/���&

���� �/���� �.��������� ���/��� �/�# k = 0) ���� #���� �?�������& ��  ��������#� ���

������/�& �� ������������& ���� �� /�������� �� 0) �� ��#���� ��������� F!)!$G ������� ���
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����������� � �����
���������
 � �� ��������� ��� �� ������� ��� ���������

� ����������

�.������#��� ������� ������� �� ������������ ���� E��� ���������� - �� ���� �� ���/��� ����

�� �����#�����) ����� #�������� ��� ��:����� ���� �.������� �� ,��� ��� �� #����  �����

��� ��� ,��#���� #��������� �� ���#M �� #������)

�� ����������� ������� F!)37G ���� F!)3"G& �� ������� �.�������� ���/����&

R(kt+1)U1(c(kt+1), Qt+1) − γU2(c(kt+1), Qt+1) = 0 F!)!3G

��� ��D��� ��� �������� �.���������&

Qt = Qe(kt) F!)!!G

/������ ���� ���� t&  ������� #����������) ����� �������� ����� �� �?�� ���� �#���2

 ���� ���� �� �������� �� �� =��� #���#������� ��� ��� ������� �� ����������� ��������

�� #�& ���������  ��� �� ,��� �� ��/��� �� �� ��������� ��� ����/������� �� ���)

��D�& �.�������� ������� �� �� ���N��� F!)3%G ���� F!)3$G& #� ����� - �.��������

F!)!3G& ��� ��� �� #���#������� �� �?��� � �� (kt, Qt, kt+1, Qt+1) ������������ �� �?��2

 ���� - �.��������� *{
R(kt+1)U1(c(kt+1), Qt+1) − γU2(c(kt+1), Qt+1) = 0

Qt+1 = N(Qt) −E(kt, kt+1)
F!)!"G


��� ���� ,�#�������  ��������� ��� ��� ���������� �� �.��������� ����� ��� �.�#���2

 �� ��� ������� �� ��� �� ��/��� �� ��������� ����/�������



P )

��������� �� ������ ������������ ' �� ���� ������������ ��� �������� �� �?��� �

���/��� * {
R(k)U1(c(k), Q) − γU2(c(k), Q) = 0

Q−N(Q) = −E(k)
F!)!7G


��� ���� ��� ��� #��������� �.�1�����#� �.��� �������� ���������� ���� �� �������2

���� ���/����) �.����� ��� �� ���� - �.�����/���� �� /�������� �� #������ [0, k̄] ��� ������

��  ��������#� ������������ ��� ������/� * m(k) ≥ 0 ∀k ∈ [0, k̄] F/��� �.�������� F!)"5G

�� �.����1� A.1 ���� �� ��D������ �� k̄G)

������ ���	����� ���;� %��B� 
�������;� ������� ��� � %�%�
� 	�� ����������� 	� � %�
� 	�

�
���� 	��� � %
�	������ �� 	� $��������� 	� ��;��������� 	������ 	�� ����
� 
��%���������� ���6

%
���� ���
� 0.6 �� 0.7 �� %
����� 	� 1! �� �7��%� 	� 9������� 	� %
�	������ �����9������ �� �
��#
�

��� � ���������� ��;;68�����! ���� 
����>��� � �����
 � $����7� A.1 %��
 ��� ���>�� 	������

	�� %
�%
����� 	�� 
������� ��!)1 � ��!)� �� ��!)J !
�P�
 � ����
#�� 	�� 9�������� ��%������� ���� �;������ �

Qe′(kt) = −R
′U1 +Rc′U11 − γc′U12

RU12−γU22

����� 	�
���� ��� %������� ���� $�����;� 	� ��� �>%���#���! I� %�
������
� ���� ���3
���� � 
B�

:��� %�
 � ���	����� U12 ≥ 0!
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����������� � �����
���������
 � �� ��������� ��� �� ������� ��� ���������

� ����������

%���������� . �; *�� �� ���������%

lim
k→0

r(k)

m′(k)
<
β + γ

β
F!)!4G

�� ������ � ���� ����������	� (k∗ii, Q
∗
ii)

� ��	����	��� ��	 � �� �� �� ������ �� ���� ��

	����
��� .�		� �	��#��.&

#; *�� ��� ���������� �������������� �� �����%

sup
P∈[0,P̄ ]

{Γ(P )} ≥ sup
k∈[0,k̄]

{E(k)} F!)!%G

Qe(k̄) ≥ Q̄− P̃ F!)!8G

�� ������ ���� �� ������� (k∗ir, Q
∗
ir) � �� � �� �� ���� �	����
��� ���	��	 � ����

Q̄− P̄ &

�� ����������- /��� �.����1� A.2)

�� #�������� F!)!4G ��� ��:����� ���� ����/�� �.�1�����#� �.��� �������� ����������

�/�# ��������� ����/�������) ����� ��������� � ������ ��� �� ,��#���� �.� ������ E(k)&

�/����� �� ������������& ��� ������/� ���� �� /�������� �� 0 F������.�� � E(0) = 0

�� E ′(0) < 0G) ���������� ��� � ������� ������/�� ��/����& ��  ������ ����/������& -

�������� ��.�� �1���� ��� �����#���� �� ���� �.��/������ ���) �� #�� �� D���� F������

����  ��� ��� ������� B3>84CG ��� �.������ ���� /����� ������& ���� �����  �����&

��� �.� ��#� �.��� ������ �� #������ ��� ��  ��������#� ������� ��� �����#�������

��� �� #����  ������) ���� ������� ����� ��� ��� �� ��@����#� ����� ��� ���� �����

�� ��@����� ��� � ������� β �� �.�:#�#��� �� �� ����������� γ ��� ������/� ��� ,�����

F����� β ≥ γG)

�� #�������� ������ ������� F!)!%G& ���� ��� �������� ��/�������& #��������� - ���

���#������& ���� ����� #���� �.����?�� �� ��������� �������& �� �� #�������� �������� ���

��/����� �� P������� B3>>%C) ���� ������� �.���� ����� �������� �� ��������  �1� � ��

��������� ���� ���� ��� �� ������ ��� ����������� ��� ���������� �� /��� �  �1� � 

��� � ������� ��� ��� �� ����� �� ��D������ ���������� �� #������ �� �� �� ����������)

��$��	��� i ���� %��
 �� �������� ����
���
��! �� �����	 i ����	� r ��	���� ���%����� ��� �

������� �����	�
�� %
������ �� ������ 	� %������ �

���
��;� ����	� 
���
��;� ! P�
 � ������ $��	���

c 9�
� 
�9�
���� ��7 �������� ����
������!
�D� $�� �� 
�9#
� ����
� � $�7��%� 	$��� ���������� ��;;68������ �� ��
�3� ����	�������� ���

lim
k→0

c(k)
m(k)

< 1

	#� ��� � %�
� 	� ��%��� 	��� � %
�	������ ��� ��9�
���
� � 1/2! D������ ��� c(0) = m(0) = 0� ���


������ ;��� � ����
 �� ��%��� %�� 9�
� ��
 m(k) ��� ��
 c(k) 	$��� ������ 	� ��%���!
������ �>%���#�� ���	 3������� � G
���
	�
G �� �����
 � %����;� ��
����� 	$�� ���� �

���
��;�!
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����������� � �����
���������
 � �� ��������� ��� �� ������� ��� ���������

� ����������

��D�& �� ��#���� - �.��������� F!)!8G ������ ���#��� ��� ��� #������� #�����������#�

����� ��� �� ����� �� ��D������ ��� /�������� ��������) ����� #�������� ��#������ ����

��������& ���� ����� �� ����������& -  ���� - ��� ��� � �.����� �� �.�1�����#�)

�����& �.� ���#����� �  ������ �� #���1 �.��� ,��#���� �.���� ������� �� ,�� � ��

U ��/���� ��� �.�1�����#� �.���  �������#��� �.����� ������������� ���� #������� �1������

�� ��/��� �� ��������� ����/�������) 
��� ������/��� ���# �� �������� ���#�� �� #����

�.������& �� ��������� �������& ��� ������������ #� �?�� �� ,�� ������� �� �� #���#���

�� ������������ �� �� ������ ���� ���  ������ �� #����9�� ���� �� F/��� ����  ���

������� B3>84C& ���/���� �� P������� B3>>%C �� �� �� �� P������� B!$$$CG)

����� �/��� ����#� ��� #��������� �.�1�����#� �.�� ���� ������������& �� #��/���� ��

 ���� ��� ����?�� �� �� ��������� ��#��� �� �.���������)

�)�� �6�� ������ ' �� ������������� �� �?��� � F!)!"G ���� �� /�������� �.��

���� ������������ ��������� (k∗i , Q
∗
i ) ����� *{

dQt+1= Qe′(k∗i )dkt+1

dQt+1 = N ′(Q∗
i )dQt − (E ′(k∗i ) − γ)dkt − γdkt+1

F!)!5G

�� ��� � E ′(k∗i ) − γ = βc′(k∗i ) − γw′(k∗i )& ���� �� ��#���� ��������& � �� ����� �

�	��	� ������� ���) 	� � ����� - �.� ��#� �.��� ������ �� ���#M �� #������ #������ ���

��� � ������� ���������� �� �� ������� �� �.��/������ ���) ����� ������ �� �����#���

����� ���1 �@��� �� ���� #��������) ���� ���/���� �.����� ��� ��� �������� �� ��

#����  ����� ��� /� �� ���� �/�# �� �##������ ��� �� �� ���������) ���� �.����#��

����� ��� - ��� ������ �� ������� ��� ��� ��� ��� �������� �� ����������� �� ���D� �.���

������ ��� � ������� ����������) �� �.�@�� #����  ����� �.� ����� FE ′(k∗i ) − γ > 0G&

����� �� ������ �� #������ �.�##� ����� D���� ��� �.��� ������ ��� � ������� �� �.���

������������� �� �� ������� �� �.��/������ ���)

��  ����������� �� #�� �1��������� ��� �� �.������� �� �?��� � ��������� ���� ���

/�������� �.���� �� �� ������ ��� #��������� �� �� ��������� ��#���) 
��� ����������� ���

���/���� ,��� �� #�� Q∗
i ≤ Q̄− P̄ �� #�� Q∗

i > Q̄− P̄

%���������� 0 �; @� ���� ����������	� �		� �	��#�� ��� ���#�� �� �� ����
��� ��

0 < E′(k∗ii) ≤ 2(γ + (Qe)′(k∗ii)) F!)!>G

#; 3��� �� �� �� ���� �	����
��� ����������	� ��� ���	��	 � ���� Q̄ − P̄ % ��

��������� ��������	� �� �I����� �� ���� �

(N ′(Q∗
ir) − 1)Qe′(k∗ir) < E′(k∗ir) ≤ 2γ + (1 +N ′(Q∗

ir))Q
e′(k∗ir) F!)"$G

3$$



����������� � �����
���������
 � �� ��������� ��� �� ������� ��� ���������

� ����������

�� ����������- O��� �.����1� B.1)

�� #�������� F!)!>G � ���� �.��� ���� ��� ��� � ������� ���� #���������� �/�# ��

#������ �� ��� �.����� ����& �.� ��#� �.��� ������ �� #������ ��� ��� � ������� ��� ��,�2

����� - ��� ����� ��D��� ����  ��� ��� ��� � ��#� ��� �� ������� �� �.��/������ ���

F ����� ��� Qe′(k∗ii)G) ���� ������� �� ��� ��� �� #���#��� �� �.�#��� �� - ���� ����

�� #��# ��� �� #������& - �.���� ������������& ���� ������/��& �� �������� ��������& ��

��������� ����������) ������� �� ��/��� �� ��������� ��� ��/�������& �� #�������� F!)"$G

���������� F!)!>G) 
��� ������ ��� �.��������� N ′(Q∗
ir) ≤ 1 ��� ��:����� ���� �.�������

�� ,��� ��� ��� �����#������� �.�� #��# ��� �� ������� �� �.��/������ ��� ���� � ������

�.��� ������� ��� �.������	)

�� ���� �& �.����?�� �� �� �������� ���������� ��/��� �.�1�����#� �.���  �������#���

�.���������� ��1 ���������� ��� ������ ��� �������� ������� #������� �.�##� �������

�.��� ����/���������� �� �� ��������� ������ ��� �.������ ���������� �� ��/������ ���

������/�) �� #��1�����#� �� #�� ���1 �?��� �� �������� ���������� �����D� ��� �.������2

 ��� ��� ������ ���� ��� �#��/��� �� ����������� �� ��:� ��� - �������� �.�#��� ��

#����� �� ���/���� �.�� ���� �� ���� ��� � ��1 #���#����������� ��/������ �������  �2

���#���) �� �������� �� ��@����#�� ��� #��#������� �� R��� �� +�##������ B3>>7C ���

 �������& ���� �.�?������� �.�� ���1 �.���� ������� #�������& ��� ��  ��������#� ���

��� V#�������� ��:�����V - �.� ���������� �� �� ������� �� �.��/������ ���)

��� �?������ ��� ���������� �� �.��������� ��������� ,��� ����� ��� ������Q��� ��.��

���#����� �� #�������#� ��� ������� ���� #������� �.�#��� �� ��������� /��� ��� ������

�� ���/���� - �� ,��� �#��� ���� �� �#��������) �� �@��& ��� ��������� V����/��������V

�� #���#�������� ��� ����� ��� ��� �� ��/��� �.��/������ ��� ��,������ �� ����� �.��2

��/���������� Q̄− P̄  ��� �����& ��� �� ��/��� �� #������ ��,������ - #���� �� �.� �����

������ �������� ��/�������) �� �������� ��� - ������#��� �� �� ����������� ��������� ���

��� ������� �� ���/����) ������ �� ���/��� ,�������� �.�=������� �� ���=�� B3>>$C& ��

�� ������� ������ ��� #���#�� - ����� ���� ��� ,�#����� - �.������� �� �.� �����#� ��

���� ����� F/��� �=������� �� ���#����M� B!$$4C ���� �� ���/�� ��#��� �� �� �����������G)

+�� � ��� ���� ���� ��� ���� ,�����  ��� ��/�����& D������ �� ��/������� ��� ����,2

D���� �� #������ �� ��� �� �.�1�����#� �.�1���������� �� ����� ���/��� �@�#��� ���� ��

��#�������� �� �����#���� ���� �� ��#�������� �.���#�������) 
��� �����#����� ���# -

#���� ����������� �� ��������� �#� ��� ����� ����#� �������� �.���������� �� �������& -

�	�� 9�
������� �����
� 	� � 	>������� ����
���������� ����
 � ���� 4 �� %�
��� %�� 	� �����


�� ����� �<��! �� �%���3���� �� �� ������ 	� ����� �%%
���� 
���	��� 	��� � 9��� ��� � ����
� ���

���:��
� �� ����
� 	$G�;��
;�
G �� ���� ��
 $����
�������� ��� 
����
�� � ��� ������ ����������
�

	��� �� �%� 	� ���%� 3��! @��� �� N ′(Q∗
ir) > 1� ��
� �� ���� �� 
�%�
���� 	� ����#
� %�� ���

%
�%�
������� �� � ���;���� 	� $�����;
� ��� ���%
�����!
���� ��� �� ����9������� %�
 �7��%�� %�
 $�7������� 	� 
��	������ 	$����� �
�������� %��
 	��

������7 ��4����� 	� ��%���� %�>����� �� ������!
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����������� � �����
���������
 � �� ��������� ��� �� ������� ��� ���������

� ����������

��/���& �.����/���������� �� �� ���������) �� /����� #������� Q̄ − P̄ ������� ���#��� ���

�.�1�����#� �.�� �@�� �� ����� ��� 6��� �� ��/��� �� �� ��� �� ������������ �� �� ������)

�� ����& ���� �������� ��� �������� ��� �������� ��� ������ #���#���������� �� ������

������.���� #� ��� - �� ,��� �� ��/��� �� ��#����� ��� �� ��� #��#��������� �� ��������

���/��)

�� ,��� �� ��/��� �� �.�#��� �� /� E��� ������ ��� �� ������ �� ���/���� �� �� ���� /�&

�� #��������& #����Q��� ��� ����� �� #�������#� �#��� ���� 6����� - ��� � ����������

�� �� ������� �� �.��/������ ��� /� ��������& ��  ������ �/������& �� �� ���������

��������) ��� �#��� �� ��������� �.�� ��/��� �� ��#����� ������� ��� �� �.��� �������

�� �.��/������ ���  �?���� ���� �������� ��� �� ���� �� ��:#����� - �.�#������ ��

#���� =��� �.�����/����� ���) 
��� ������������ ����� ������& ���� �� ��#���� 2.4& ��

���������� ����  ��� ��� ������� �.�����#���� �� #�� ��@������� ���������)

����� �� ����	
�� ���	�
�	�


��� ����?���� �#� �� �������� �� ������ � ������� �� #��������� �� ��� ������/���

��� �� ����������� ��� ������� �&�& mt = 0) ��� 6����D#����� �� �.����� �� #� #�� ��������

������� ��� �� #������ ����� ������ #�������� �#��� ���& ���  ���� ��/��������& ����2

������ �� ��� �� ����##���� �� �� ������/����� �� �.��/������ ��� �� ���/�������& ��

#��������& �.�##� ������� �� ��#�����) ����� ��� ���& #�� �#��� ���& ���� ��� ��� ����

������ �� ��/������ ���& ������������� �.�� ��/��� �� ��#����� ���� ,����� F#� ���� -

��� ������� �� �.��/������ ��� ���/��G ���� E��� ��#����� - ��/����� ���� �� �����������

F�������� �� ��& B!$$!CG)

��8������ 0- @� �����#	� ����	���� � �� �	� ������ ��	������ ��� �� ������ �� ��

���� ���  �	��#��� ��	 �!�� {ct, st}% �� �� ���� ���  �	��#��� ��	����� {Lt, Kt, Qt} �� ��

�� ���� �� �	�� {Rt, wt} ������ �� �

�? 2�� ������ ���� � ��	 ����

 � ��� 
������ ���	����� �������	����� �� ��	

	� �� � wt = st ��% ��� ��� ���������� �� �� 
���
������� � �	��� 9A&D; �� 9A&E; ����

 �	�����%

��? ��� 
�	���� ���� �����#	�� � Lt = N = 1 �	 �� 
�	��� � �	� ��� �� Kt+1 =

st(= kt+1) �	 �� 
�	��� � �������%

���? ��� ����	������ #������	�� 9A&F; �� 9A&G; ���� 	��������� 9��	 mt = 0G&

� ? �� �-��
��� �� �� ������ �� ���� �	����
��� ��� ����� ���	��� ��	 9A&BH; 9����

��
��� ��	 mt = 0G &

���� #���� ���������& �.����� ������������, �.� ���� ��#�� ��������� - �������� �������

�� ����� �� �� #��������� D���#���� ��� ��� ��� �.����������� �� ��� ������� �� ��� ����

������� �� /�� ��� ������� - �.�������) �.����?�� �� �.��������� ����� ���# ��� �.����� ��

 E � �?��� � �.��������� ��.- �� �������� ���������� ���, ��� �� #�������� �.���������

3$!
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� ����������

�� #����  ����� F!)3"G ��� �� ���#�� ��� mt = 0) 
��� �������� �  ������ ��� ��

�?�� ���� �� #������ - �.���������&

kt+1 = f(kt) − ktf
′(kt) F!)"3G

��& �� ��� � ������� �� ����� ��.���� ��� ������������ �� �.�/������� �� �� ������� ��

�.��/������ ��� ���& ����� - ����& ��� #����������� �� ,��� �� ��/��� �.�� ? �& �� ���&

����/���������� �� �� ���������) ��� � ������� ��������� ����� ��� �� �� #����  ����� *

E(kt) = βc(kt) ��#���� ��� �.�1�������� �� �� #����  �����& - �.���������& ��� ��#������

�� #��������� ���6���� - F!)37G)

�� �?��� � �?�� ����& - �.��������� #��������& ��� ����� #���#������ ��� ��� ���������

�.�/������� �� #������ F!)"3G �� �� �� ������� �� �.��/������ ��� *{
kt+1 = f(kt) − ktf

′(kt)

Qt+1 = N(Qt) −E(kt)
F!)"!G


��� ���#����� ���6���� ����� ��  E � �� ��#�� �� ����?���� ��� ���������� ��

�.��������� ����#�� - ��� ������� �� ����������� �����)

��������� ���� ���� ������������ ' �� �?��� � F!)"!G& �� ������������& ���� ��

���#���� {
k = f(k) − kf ′(k)

Q−N(Q) = −E(k)
F!)""G

�.����?�� ��� #��������� �.�1�����#� ����� ��� ��������� ���/���� *

%���������� 3 4� �������� ��� �� ������� �� ���� ��	
� �������� � �� 
����������

���� �� � � �� �� �� �������� �		� �	��#��&

*� ��� ���������� 9A&BG; �� 9A&AD; ���� ����������� ���	�% �� ������ � ���� ����������	�

����	���� (k∗cr, Q
∗
cr) � �� 	� �	��#����� �� �� ��������&

�� ����������- /��� �.����1� A.2)

�.�����#� �.���� ������������ #���#������ ��� ��� ����������� ����� �� ��� ����/��2

�������� �� �� ��������� �.�1������ ��� �.��#���#��� �� �� ������� �� �.��/������ ��� -

�� ���������� - �� ��/��� #�������) �� �@��& ���� #� #����1��& �� #���#��� �.���� ���2

���� ��� ����� �� �.��/������ ��� �� ��������� ����������� ��� �� ,��� ��� � �������

���������� ���/����� �� �� #����  �����) �.������  �?�� �.����?�� �� �����������

������� �� #����� �� #����  �� F��  E � �� ������� ����� �#��/��� �����#��/�G  ���&

���� �.���� ��� �� ��� �?�������� F���,����#��& ��#��������G& #� #�� �� ��� ��� �1#��)


��� ���/��� ����� ��� ���#���� �� �� ��� �� ��������� #���������� �/�# ���������

��/������� ��#���� ��� ��� #��������� F!)3>G �� F!)!%G ���� ����� ��� ��#�������� ��

��:������ - �.�1�����#�)

3$"



����������� � �����
���������
 � �� ��������� ��� �� ������� ��� ���������

� ����������

+���������-J�� �� ����������� 9A&AD; ��� ��	����% �� ������ ������
��� ��� ��������

��	 k ∈ [0, k̄]&

�� ����������- /��� �.����1� A.2)


��� ���� �����������  ��������� ��1 #��������� �� �� ��������� ��#��� ��� ���������

#���������� ��/��������)

�)�� �6�� ������ ' �� �?��� � ��������� ���� �� /�������� �.�� ���� ������������

(k∗cr, Q
∗
cr) �.�#��� {

dkt+1 = w′(k∗cr)dkt
dQt+1 = N ′(Q∗

cr)dQt − βc′(k∗cr)dkt
F!)"7G

��& �� �������� �� ��������� ��� �  �����)

%���������� / 2�� ���������� ��������	�� �� �I������ �� ���#�����% ��	 �� �������

����	�����% ���� �

w′(k∗cr) < 1 F!)"4G

N ′(Q∗
cr) < 1 F!)"%G

�� ����������� 9A&AD; ��� ��	����% �� ������� ���� ��� ������
��� ���#�� ���	� �� �� ����

���� #���� ��� �����#��&

�� ����������- /��� �.����1� B.2)

�� #�������� F!)"4G � ������ ��� �.�#��� �� ��� #������ �.�������� �� #��# ���

�� #������& ������ ��� �� #�������� F!)"%G& #�  � ���� �� �������� ����������& �������

�.�������� �� �.��/������ ��� - ��#��/��� ��� ���� �������� ������.�� ��� ��� �� - ���

������������)

�� ,���& ��� �.�����/���� [0, k̄]& �� ������Q� ��� �� ��/��� ������������ k∗cr �.�������& ����

������ ��� ��������� #����������& - ������� �� �� ����� ���������� k̄) ��& �.����� �� ��D2

������ �� #���� /�����& �� � ��#������� ��� w′(k∗cr) < 1 F�����	 �.����1� A.1G) �� ����&

�� �.��������� F!)!%G ��� ����#��& ����� ��� ���1 ��������� #���������� ���� ����#���� - ���

��/���1 �� ������� �� �.��/������ ��� ������ �� ���� �� �.����� �� ��/��� �� ��������



Q− P̃ F��� ��� N ′(Q̄− P̃ ) = 1G * Q∗−
cr <




Q− P̃ < Q∗+
cr ) �.����� ��� ���������� �� �� ��� ��

#�������#� �� �.��/������ ���& #��� � ������ �.����������� �� �� �������� ����� ����� ���

�.���� ������������ ���� ��� ��#��� ��� ������ ������� N ′(Q∗+
cr ) < N ′(Q̄−P̃ ) < N ′(Q∗−

cr )

�� ���� �& �.����?�� ��/��� ��� �� �������� ��  �������#��� ��� ���������� /��� ���#

������ ���� �� �������� ���������� ��� ���� �� #�� #��������) �����,���& �#�& ��� �����

������������� ���� ��#������� ��� #���#������� ��� �� ��/��� �� ��������� ��/�������)


��� �������� - ������� �� ������ � �� �.�� ���������� ��� ��@������� ��������� #�

��� ��/���� - ���#���� �� ���� ��#��������� ��� ������� ��1 ,��������� ���� �����& ����
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����������� � �����
���������
 � �� ��������� ��� �� ������� ��� ���������

� ����������

�.���& �� ������ ���������� �� �� ������ #��������� ��& ���� �.�����& �� =��� �� ���������

��/������� �� �� =��� �.����/����������)

����� �� ��� ���	
,�

�� ,�������� �������� �� #�� #�������� �� �� ��������� �I ��� ������ #���������� - ��

����������� ��� ��D���& �� ����� ����������& ��� �.�������� ���/���� F������� �� ������

mt = µ = 0 ���� �� #�������� F!)33GG *

R(w(kt))U1(c(w(kt)), N(Qt) − βc(kt)) − γU2(c(w(kt)), N(Qt) − βc(kt)) = 0 F!)"8G

�.�������� F!)"8G ����� ��� ��� �������� Qt = Qf (kt) #���������
��& ��� #���#������

�� ���������� �@�#��/� �� ���� k − Q ����� ��� ���1 =����) ����� ,�������� ����������

�.���� ��� ��� ������ �� ���� �� �������� ��� ������ ���� ����@������ ����� �� ,��� �.��2

/����� �� ��� ���� ��  ��������#�) ������� �.�#��� �� �� ����� �� ���- �� #���� #�����&

�� ������� �� �.��/������ ��� ��� ��:��  ��� � �������� ��Y�� �� ���#M �� #������

��� ���� ��� #� ��� � ������ ��� ��� ������ �.�������� ��� �� �������� �� �������2

����) ���� �.�#��� �� �� ����/� �� ��N- �� �� ,��������& ��� ������ #����������& ��

#��������& - �� �����������) 	� #��/���� �� �����&  E � �� ��� ���������� ���������/�� ��

Qf(kt) ���� ������/� ��� ��/��������& ��� �.������ �����#������ �� #���� #����� ������

�� ��/��� �.��/������ ��� F��� #���������� �.�1�������� �� �� ,��#���� N(Qt)G) �� ,���&

�� ��#���� ,�������� �������� ��� ��/���1 �� ��������� ��/�������� �� �� =��� �.����/��2

�������� ��� �� ��� ��� �����������& ���� �� ���� ��� /�������� �.����& ��� �.����=������

Qt = Q̄− P̄ )

�� ��#��������� �� �.���� ��� ��� ����� ������������� ������/� ��� - #�� ,���������

��� �� ����� ��� ���� � ������#� �� #� ��� #��#���� �.�� ���������� �� #�� ���������) ��

�@��& ���� �/��� ������ ��� ������ �?��� �� �?�� ����� #������������� #��#�� - ���

=���� �����#������� �� ���� k−Q) 
��� �/��� �� ����� �.�1�����#� �.����� �������������
���� ����� �� #�� =����) ����& �� ��� ���� - ,��� ��/���������& ���� �� �� #��/�����#� /���

��� �������� ������ �.��� =��� ����� ����& ��� �� ���6�#����� �.��������� ,���#����� �.���

�� �.����� ��� ,��������� �/��� �.��������� #���� �������� ) ��& ��� ��� �� ���6�#����� ���2

/���� ��� �� #�� ,���������& �� �?�� ���� ��� ����� ��� �� ���/��� �?��� � ������ ���

��@����� �� ���#�����) ����� ��� ���& �� �������� ������ #��������� �.��� ��� �� �������

������.��� ,��� �� ,�������� ���/�����& �.�#��� �� /� #��/����� /��� ��� �������� ������

��@������ ��D��� ��� �� �?�� ���� �?��� #���� ���� #���� ���/���� =���)

��K %�
��
 	� $�������� ��!/+ � $���������� 	� ����
#�� 	�� 9�������� ��%������ 	����

Qf ′(k) =
R′w′U1 +Rc′w′U11 − βc′U12 − γc′(w′U12 − βU22)

N ′(γU22 −RU12)

��� ����� 	�
���� ��� %������� ���� $�����;� 	� ��� �>%���#���!
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���������
 � �� ��������� ��� �� ������� ��� ���������

� ����������

�D� �.�/��� ���  �������� ������������ �� #� ����� ��� �?�� ���� �� #���� �#�2

�� ��& ���� ���#�����& ���� ��#���� ���/����& - ��� �� �������� ��������� - ���������

#�������� ���6�#������ �.��������� �� ��������� ��& - ���#���� �� �� ����������� �.� ��2

���#� �� �� #����� �� <�=���� ��/������ ������)

��� '
�	���
��

�.��6�#��, �� #���� ��#���� ��� �.������ �.� ��#� �.��� ,��#���� �.���� ������� ��

,�� � �� U ��/���� ��� ��� �?�� ����� �#��� ���� �� ��/������ ������) �� ��������

#�� ��� �� ��/��� ��& ��� �� ���& �.����/���������� ����������� �� �� ��������� �� �� �� #����

�� �������� #������ �� �.����� �� R��� �� +�##������ B3>>7C& - ��/���& �.�1�����#� �.���

#����� �� <�=���� ��/������ ������ F�<�G) �D� �� �������� - #���� ��������& ����

��#������ - �� �1� ��� �� ������ �� ��������� ��� ,�� �� ,��#���������� ���/����� *

�� #���#��� ��������� �.���� ������� ��� ��#����& ���� Pt ≥ 0& ��� ��� ,��#���� ��D���

���  ��#���1 F�/�# θP̄ < 1G *

Γ(Pt) =

{
θPt(




P − Pt)

0

∀Pt <



P

Pt ≥



P

�� /��� � �� ��������� ������� ��� �� ������ ��� �.����� #�������� �/�# �� ���#M 6��2

��.�� ��/���



P/2 ����& �� ��� ��#��������) � ������ �� ��/��� �����



P & �� #���#��� ��

������������ ��� ��D����/� ��� �������)

�� ��� �� #�������#� �� �� ������� �� �.��/������ ��� �� ������ ����#�� ��� �� ��

,��#���� ���#������ *

N(Qt) =

{
Qt ∀Qt ≤




Q−



P

Qt + θ(



Q−Qt)(



P − (



Q−Qt)) ∀Qt ∈]



Q−



P,



Q]

��� � ������� ������ ���� ���6���� ������� ��� Et = βct − γmt)

+�� �������� �/�# R��� �� +�##������ B3>>7C& ���� ��������� ��� ��#�������� ����2

������� *

Yt = AKα
t L

1−α
t

�/�#A > 0 �� ���� ���� �.�#�����)

��D�& ��� ���,����#�� ���  ������ ���� ������������ ��� ��� ,��#���� �.������� ��2

���������&

U(ct+1, Qt+1) = log ct+1 − 1

2
(



Q−Qt+1)
2

#���� ,��#���� ��� #��������� �� #��#�/� ���� �� #����  ����� �� �.��/������ ��� F����

Q ≤



QG)

����� 
������� ��������9� �� ���� %�� ���	�������� � $�>%���#�� 	� ��%�
�;����!
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���������
 � �� ��������� ��� �� ������� ��� ���������

� ����������

+��� �� 6�� �� ���� ����� ���/���&

{
A = 2.52, θ = 0.09, γ = 0.2, β = 0.3, α = 0.3, δ = 0.6, P̄ = 5, Q̄ = 7

}
�� ��� �������� ��  ������ ��.�� �1���� ���1 ����� ������������� �� �������� �� ���������)

��� ��������� ���� ��#������� ���� �.����#� �I �� ����������� ��� ��������) �� ��� ����

��� ����#��� - �� ��/��� �� ��������� ��/������� ������ ��� �� ��#���� #�������� ���

������ �� ���/���� �#��� ���� �� �#��������)


��� ���#����� ����� - ��� �� �������� �D� ��  ������ ��� ������� �.�����#���� ��

#�� ��������� �� �� ����������� #�������� ���6�#������ �.��������� �� ���������)


��� ���� ����������� �.����� ��1 ������� �.�����#���� ��� ���1 ����� �������������

������� F/��� �� D���� 2.2G) �� ���� ������� �� �.����#� ��� /�������� �.���� ��� #����� *

������� �� �.� ����� ���� ����� (K0, Q0) ����� ���� �� =��� ���������� F	���& ��,�������G&

�.�#��� �� �������& - ���� ��� �& �� �������� ���������� ��/������� F	���& ����/�������G) +��

#���������& ������� �� �������� �������� Q0 ��� ��,������� �� �����



Q−



P & �� �?�� ����

#������ �� �?��� � /��� �.���� ������������ �/�# �� ��/������ ��� ���� ������� ���

�������) �� #��������& ��� �#��� �� ����D#����& - �.������� �������& �.��� ������� ��

�.��/������ ��� ��:��  ��� ���/�� ���D����& - ���� ��� �& �.�� ��/������ ��� ���2

���/�)

-10

-5

 0

 5

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3

Q

K

Qe(K)
Qf1(K)
Qf2(K)

(Kii,Qii)
Convergence (Kii,Qii)
Convergence (Kir,Qir)

���� !)! ^ ��� ������� �.�����#����) �� ��������� #������� �� �������� �.���������

Qe(kt) �� ��� ,��������� Q
f
1(kt) �� Q

f
2(kt) ���� ����� �� =��� ���������� F�� �������G

�� #�� #�������� F�� ������G) �� /�������� ,�������� ����� ��D��� ��� Qf (kt) =

min{Qf
1(kt), Q

f
2(kt)}) ��� ��������� ������� �� �������� �� ������� ��� Qe(kt)) �� ��������

���������� ����/������� (Kii, Qii) ��� ������� ��� �� V_V) �� �������� ���������� ��/�������

(Kir, Qir) �.������Q� ��� �1���#��� ���) �� ,�������� ��D������� �� ����� �.����/����������

�� ����� �� ��/��� Q̄− P̄ = 2)

����� 
���
������� ��
 �� %�
��#�
�� �� �� %
�%
����� 	� $�����;
� ���� 
������� 	��� $����7� C!
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� ����������

	� #��/���� �� ����� ��� �.���� ��� ��� #��������� ��������� #���#�������� ��� �� ��2

/��� �� ��������� ��/������� �� ����#���� - ��� #��/�����#� /��� �� ������ �� ���/����

�.��� ��� /��� F/��� �� D���� 2.3G) ����� ��������� �����D� ��.��� �#��� �� �������� E���

������� /��� #� �?�� �� �������� ������������  ����� ��� �������� �������� �� ��/������2

 ��� ������/� ��� � ��������)

 2

 2.2

 2.4

 2.6

 2.8

 3

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

Q

K

Qe(K)
Qf1(K)
Qf2(K)

(Kii,Qii)
Convergence (Kii,Qii)
Convergence (Kir,Qir)

���� !)" ^ ���� ��� ��� ������ ������ ���� �� ������ ��/�������  ��� #��/������� /���

�� ������ F������ ��,������� ���#��G)


��� ���� ,�#������� ������� ��� �.����� ��� ���������� ���������/�� ��� ���6�#2

������ �.��������� ���/������ �� �?�� ����) �.����?��  �� �� �� ���� �.�1�����#� �.��

#�������� ���������� ����� ��� #���#����������� �� �����  ����� �� #����� �� R��� �� +�#2

#������ B3>>7C��) +�� �������� �/�# ���� �����#��& ��� ��������� �����#������ ��� ������

- ��� #��������� ��������� (K0, Q0) ����������� - �� ������ #���������) �� ����& ���� ��

����� �����
� 	�������� ��� 
������ �� 9�
�� 	� S ���
� � ��%��� �� � ������ 	� $����
��������

�
� 	� � �����
����� ��
� ��� ������� ����
���
�! �� 
������ 
�%��� ��
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#���������� ��� ��� ������ �� ������ ����#��� - �� ��/��� �� ��������� ��/�������) ���

����& �� �� ������� ��� ���6�#������ �.���������  ����� ��� �.� �����#� �� �� �<� �.���

���� �� �����) 
��� �������� ����9� ���1 �?��� �� ���6�#������ �� ���������)

�� ��� ���� ���6�#����� FD���� 2.4G& - ������ �.��� ��������� �������� �I �� �������

�� �.��/������ ��� ��� ���#�� �� ��� ��/���  �1� � Q̄& �������� ��� #��/�����#�

F����������� ���G  ������� ��#��������� /��� �.���� ����#�� - �� ��/��� �� ���������

��/�������) �� ��/��� �.��/������ ��� Q0 ��� ����� ��� � ������� ��� �.�#��� �� �����

������ ����� ��� ����� �� ����� �� ���������� ���� �� =��� #���������) ����� ���

���& ���� �� #���� ����������& ���� �� #����#�� ��#��� �������#� - ��  ��������#� ��

#����Q� ��� ����� �� #�������#� �#��� ���� ��������) �����2#� �� ������� �.����� ���

��� ����������� ������/� ��� ����� �� �.��/������ ���) +���& ����� �� ��/��� �� #������

�����#�� ��� ��/��� ������������& #� ��� � ������ ��� #����  ����� �� ��� � �������

,�����& �� ���#M �.��/������ ��� #���� �/��� �� �� ���������� �� ��/��� Q∗
ir) �� �� �����

����� ��� �.�1�����#� �.�� ����� �� �������� ��� F��  � ��� �� ,���#����� ��� �� ��

,�������� Qf
2(kt)& ����� - ���1� ��� �� �� �������� �� ���� ��� �G - ������ ������ �.�#���2

 �� ������ ��� �������� �� �����������) �� #�� �@��� ��� �� �� �������� �� �����������

�� �.��/������ ���& �� �.� �E#�� ��� �� ������� �� �.��/������ ��� �� ��#��Q��� ��#���

6����.- �� #��/�����#� /��� �.���� ������������)
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���� !)7 ^ ���6�#����� �.��������� * #��/�����#� /��� �� �������� ��/�������

��� ����� ���6�#����� �.���������& ��1 ���������� �� ���������& ���� ,���� �.��6��

�.��� ����?�� ���� ��������� FD���� 2.5G) ����� ���6�#�����& ������� ���� ��� ��/���1

�.��/������ ��� ���  ��� ���������� �� ����� �.����/����������& #��������� - �� �����2

���� �I �.�#��� �� /� E��� V������V ��� �� ������ �� ���/���� �#��� ���� �� �#���2

�����) �.��������� ��� ����2���� �.� �����#� �� #���� #����� �� <�=���� ��������� ���

�� ���/����) +������ �.�� ���� ������� �I ��� ��/���1 �� ��#����� �� �.��/������ ���

���� ������/� ��� ���& �� �����/� �.����� ��� ����� �� ��/������ ��� �#��� ����

3$>
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��� �.�##� ����� �.��� ������������� F�����G �� �� ������� �� �.��/������ ���) ���� ��

#���� �����& ��� ������ ���/�� ���� ��:��  ��� ���� ����� �� ��/������ ��� ��& ���/�2

������� �.�##������ ��� �� ���� #����  ����� �� ����� ��� �� �.�#��/��� �� �����������)

�.�#��� �� �.����#��� F��� �.�##� ������� �� #������G  ���& ���� �##� ��� ����� ���

�� V�����,V ��/������ ����� ��� ��#� ���� ��1 ����������� ,������) �����,���& �������

��� ������ �� �������� ��� #� ��� ��� �1���������� ��/������ ������� ���������������2

������& #� �����, /� �1#���� ��� ����� ���/����� �.�� ��/��� �� ��#����� ���� ���/�) �����&

��� ,��� �� ,�������� Qf (kt) ,���#���& �� �� ��� ,��� �� �.������� ���� ��  ��������#� ��

/� ��� ��:�� - ������� #���� ����� ��/������ ������ �� - � �E#��� �� #��/�����#� /���

�.���� �� ���� ��� � ��1 #���#����������� �#��� ����� �� ��/������ �������  ����#���)

������ #���� ��#���� �����& ��� ������ ���� #��������� �� #����#��� ��� ���� � ���2

����� �� ����� �������#�� - �� ����������� �D� ��  �������� �.��/������ ��� - �� ��/���

�����,������) ���������& �.�#��/��� �� ����������� �� ��:� ��� - #� ������ �.�@�� ��

�� ������ ��� � ������� ����������& ���/����� �� �� #����  �����& ��� ��� �1�#����

��� �� ,�������� �� �� #���#��� �� ������������ ��������� F�� �� ����� �#� ��� �� ������

��#��������� �� �� ,��#���� �.���� ������� �� �� ���������G) �� ����& �� ����������� ���

�������� �� ����� ��� �� �.������� �� �� ������� ��� ��� ������� ���� �� ���#����� �.�#2

#� ������� �� #������ ��?�����) �.��� ������� - �.�����& �� #������ �� �� ������� ��

�.��/������ ��� �.����������� ���# - ��� ��/���1 ��,�������)

��  �#���� � �.�����/����� ��� /� D���� ��� �� ���������� �� ���#�� �� ���#��

�� ���/����� �� ,���#����� ��� �� ����� �.����/����������) ���� #� #����1��& �.�#��� �� ��

��/��� ��#������ �.����?�� �.�@����� ��� �� �� ������� �� �.��/������ ��� ��� �����Q��&

�� ������& ��� ����� �� ��#������ �#��� ���� F#�� �� ,��� #����#��� ���6���� ���� ��

�������#�� - �� ����������� ���� #� ������ �� ������ ��������� ��� �� �� ���������G)

� ���� ���� ��� �& ���� ���/����  ����� ���� - �� ���������� �� ��/��� �� �.���� �������2

����� #���#������ ��� �� ��/��� �� ��#����� ����� ��� �� ��� ������� �� �.��/������ ���

,���� ��� ������/�)

��� ���������� ���������/�� �� #���� ���6�#����� ,��� �#�� - ��  ��� �� ����� ��

�������� �� �U��� B!$$!C #����� ����� �������������� �S��/� �� �� �<�) ���� �� #��

�.�� ���1 �.���� ������� #�������& �.�#��� �� ���� ������� �� ����� � ������ #�� ����

���� ���6���� ��  ����� �� ,����  ��#�� ������� �� �� 6������ ��� ��  ���� ������

#����� - �.��/������ ���& ����� �� #��� ��� ��� ���� ������� ��������� #��������� �/�#

�� ���#M �� ��������) +�� #�����& ��� ��� �.����/���������� �� �� ��������� ��� ����� ��

#� ���& �� ������Q� ��� �� ������� ��� �� ������ �� ��  ��� #�������� � ������ ���

�.�#��� �� �� ������ ���� #� ���� ��� �� ���#����� ������� �.���� ������� �� �� ���������

�� �.��� ��� �� �����������& ��� ��� �������  �?���& �� �������� �� �����, ��/������ �����

�##� ��� ��� ��� �#��/���� ���������� �������) +�� #���������& ���� ��� /���� - �����

��� ����������� ���� ������� �� ��� ��/������ ���)

33$
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���� !)4 ^ ���6�#����� �.��������� * �� �<� ���������

��� $��	���
��

�.��6�� �� #���� ����� ��� �� #��,������ ��� ������� �.����/���������� �� �� ��������� ��

�� #����� �� <�=���� ��/������ ������) 
���� ����?�� ���  ���/�� ��� ��� #��#�������

�� �.����#�� �� R��� �� +�##������ B3>>7C ��� #�������� ��� ��,����#� �� �� �����������

��������� �.����������� ��1 #��������� �.� �����#� �� �� #����� �� <�=���� ��/����2

�� ������) � ������ �.��  ����� �� #�������#� - ����������� � ��������& ��� �������

 ������� ��� �� �������� ����� #������ �� ������� �� �.��/������ ��� �������� �@�#��2

/� ��� ��� #���#����������� �� �� �<�& �.�1�����#� �.��� ����� �������� �������� ��� ��

#����� ��� �� ���� � ���� �.�#��/��� �� �����������) �� �������� ������� ��.�� ����

���6���� �������� �� �� ����� ��1 ��  ���� #����� ��� �� ���������& ���� ��� ��� ����

������ �� �.�����������������& - #�������� �� #����#���& ��� ,��� ��� �� ������ �.�� ,���

������& ��:��  ��� �� �������#�� ��1 �#��/���� �� �����������) ���� #���� �����& ����

���� ������ �� �������� �� ��/��� ���� ������  ����� ���� �������� ��� #���������� -

�.�?������� �.�� ���1 ������� �.���� ������� �� �� ��������� #�������) 
���� �����#��

�� ,���� ��� �� #������ �� �������� �� �U��� B!$$!C ����� ������ �� #��#��� �� �<�

���� E��� ��6��� ��� ���� ��� �.�� ������� �.����/���������� ����������� ��� ��  ���� ��/�2

����� �����1)

+��� �������� - #���� �������������& ���� ������������ ���� #���� �.����?�� ��� ��

��#���� - ��� ,��#���� �.���� ������� �� �� ��������� ���������� �� �@�� �� ����� F��

�?�� �� #���� ��������� ��� ������� B3>84CG) �.����� �� �.��������� ��/��� �.�1�����#� �.���

 �������#��� �.����� ������������� ���� #������� ���� ����#��� - ��� ��/���1 �� ���������

����/��������) �.� ���#����� ����#�� ��� ����������  �������� ������ ���� �� ,��� ��.���

�#��� ��& �?��� ������� �.��/������ ��� ���� ��� ����������� ���� � ��������� ��

������� �� �������� - �� #�������#� �#��� ����& ���� �� ����/�� ���� �.��#���#��� ��

,����  ��#�� �������) ����� ��� ���& �� �� ��� ,��� ��  ����� �� ���/�� ��� �#��/��� ��
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����������� �� /� ��� ��:�� - �/���� �� #��/�����#� /��� �� ���� �� ���� ��� � �?���

��� ���������� �.��� ������ �� ���/���� - �� ,��� �#��� ���� �� �#��������) �� �?�� ��

#��/�����#�& ��� ��� �������� - ������ �.�� �1� ��� �� ������& �.��������� - ��� #�����

�� <�=���� ���������) 
��� #��D� ��� ����� ����� ��������� ����� �������� �� #�����

�� <�=���� ��/������ ������ ����� ��.���� ��� ����#��� ��� R��� �� +�##������ B3>>7C&

�.��� ���� �� ����� ����� �������� ����� �� ����� #� ��� �� ������ �.����/����������)

��� ��������� ���� � ����� ������� ��� - ������� �� �������� �� �9�� ��� ���/����

�����#�) �� ���������� ��� �#��/���� ���������� �� ��� �� �@�� E��� ��  �?�� ��� ��

����� ������ �� ���� �������� �� ���/���� �� ���/���� �.����� �� ���� ��� � �?��� ���

#���#����������� �.��� ������ �� ���/����) ��� ����& �� �������� ��� ������� �� �����

����� ������ ��� �.�������#���� �.������ ���� �� ��������� ��/������ ������ �� ����

�.��6�� �� #������� ���/���) +��� ���#��� ���& ���� ����������� ��� �1������� �� #����

�.����?�� ��/������ ���� #� #������� #��������� - �������� �.��� ���� ��� �� ��������� �

���� ������� �� �����#���� F�� ��� ���� �� #����  �����G �� �.����� ����& ��� �.�#��/���

��������� ��� D� �� ��� #����9��� ��� �� �?��� � �� ��� �� - �������) ��#���� ��.��

�1����& - �.����� �#������& ��� ����������� ������������ #����#��� - �.�/�������� �� ��

���,�� ��#� �� �.������ ��� ��� �� F/��� ����  ���& ���� ���  ������ - �����������

� ��������& ��� B!$$!C& R��/��& ��#��� �� O���� B!$$!�C �� R��/��& ��#��� �� '�������

B!$$4CG& ����� ����?�� ��/���� ���� ��� ����� �.? #��������� �� ��������� ����  ���

- �� �������� �� ��/��� �� ��� ���������� ��� ��� ��� �� ��� ���#������� �� #�������

�.�#��� �� ��� �� /��� �.��� #�������#� ������� F�� ���� �� �� #��/�����#� /��� �� ����

������������ ����#�� - �� ��/��� �� ��������� ��/�������G)

33!



����������� � �����
���������
 � �� ��������� ��� �� ������� ��� ���������

� ����������

�������


- �� ���������� ��� ������������ . �� 3

�/��� �.������� �.����?�� �� �.�1�����#� ���� ��� ������ #�� �� D���� ���������&

�� #��/����& �� ���������& �� ��������� ��� ���������� ��� ,��#����� ��  ��������#�& ��

#����  ����� �� �.� ������ �� ������������) 
��� �1������ ����� ��� �� #� ����� ���

�� �� ��� �� #�������#� �� �.��/������ ���)


-. %��������� ��� 5��������

• 	�  ���������� '

��� ��/��� �#� ������� �� #� ����� ��� �� �� ,��#���� �� ������� w(k) �� �� ��#�2

�������� ������/� ��� - �� ��� ���� �����#���#� �������

m(k) = w(k) − k = f(k) − kf ′(k) − k

�� ,��#���� �� ������� ��� - /������ ������/�� * w(k) = f(k) − kf ′(k) ≥ 0 ∀k � 2
������ f(k) ≥ kf ′(k) ≥ 0) ��#���� ��� f(0) = 0& ���� �/��� ���# limk→0 kf

′(k) = 0

�� limk→0w(k) = 0) �� ����/�� ��� ������/� * w′(k) = −kf ′′(k) ≥ 0 ∀k �� ���� ��2
/���& �.����� ��� ���������� �� �� ,��#���� �� �����#����& ��� limk→+∞w(k)/k =

limk→+∞ f(k)/k − f ′(k) = 0& �� ,��#���� �� ������� �� ����� ���# �� ��N� �� �� ���2

��#���#� - �.��D��) ��� ����& �� ���� ��������� F�?������� F!)3>GG *

lim
k→0

w(k)

k
> 1

�.����� �� 0 ��� ��/���� #� ��� ���� ��� �� �� #��#���� ��.�� �1���� ��  ���� �� �����

�.�������#���� ����� w(k) �� �� �����#���#�& ���#& ��� /����� �� k ������/� D��� ����� ���

m(k) = 0) ����&

k̄ = inf{k ∈ [0,+∞[ /w(k) = k} F!)"5G

�� #� ����� �� ��������& ���� �/��� ����� ��� w′(k̄) < 1 ������� �� ,��#���� �� �������

#���� �� ��� ���� �����#���#� ��� V������V)

�� #�������� m(k) ≥ 0 ���� ��� �������� ���������� ��#������ �� �� �� ���� - �.���2

�?�� �� �.�1�����#� ��� �� �� ���� �� ��D������ ��������� ���� �� #������) 
��� ����

#����������� �� ,��� �.������� �.�1�����#� ��� �.�����/���� ��D�� ��� �� ���� ����� �����

�.�������#���� k̄ ������� ���� ��/��� ��� ∀k ∈ [0, k̄], m(k) ≥ 0��)

��� #�� �����/����& �� ,��#���� �� ������� m(k) �� #� ����� �� ��  ������ ���/����)

��#���� m′(k) = −1 − kf ′′(k) �� limk→0m(k) = limk→k̄m(k) = 0& �� ��� �������� ��

��D��� k̆ = sup{k ∈ [0, k̄] /m′(k) = 0} ��� ��� ∀k ∈ [k̆, k̄], m′(k) ≤ 0) 
��� �������� �

��8��� � ��� %�
������
 	$��� ���������� ��;;68������ k̄ ��� ������!
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�	��	� �� #� ����� ��� �� m(k) ��� [0, k̆] ����� ��� �� ����� �� �� ����/�� ��#���� F���

� ������ �� ����/�� ������� � �� �� ,��#���� �� �����#����G)

• 	� �����  ����� '
�� #����  ����� �.�#��� �� ����� ����������

c(k) = R(k)k = (1 − δ)k + kf ′(k)


��� ��/��� ��� ∀k ∈ [0, k̄], c(k) ≥ 0 �� �������� ��� /������ ��1 ������ * limk→0 c(k) =

0 �� c(k̄) = (1 − δ)k̄ + k̄f ′(k̄) > 0) �� ����/�� �� �� ,��#���� �� #����  ����� �.�#���

c′(k) = 1 − δ + f ′(k) + kf ′′(k) �� ���� � ������ �� #�������� F�?������� F!)!$GG *

σ(k) ≥ 1 − s(k) ↔ f ′(k) + kf ′′(k) ≥ 0

�/�# σ(k) �.������#��� �� ������������ ��D��� ��� F!)35G �� 1 − s(k) �� ���� �� ���/���

���� �� �����#���� F�����	 F!)38GG)

����� �?������� �������� c′(k) > 0 ��� �.�����/���� [0, k̄])

• 	�� � ������� ���������� '
� �.��������� ������������& ����� �� ��D������� #�  � ��� ,��#���� �� #������

E(k) = βc(k) − γm(k)

����� ����� ��� /������ ��1 ������ ��� ,��#����� m(k) �� c(k)& ��� ��/���1 #�����2

�������� �.� ������ �.���/��� - * limk→0E(k) = 0 �� E(k̄) = βc(k̄) > 0) 
��� ��/���

����� ��� ��� ��� � ������� ���������� ����  �1� � - �� ����� ���������� �� �� ����

�� ��D������ k̄ * E(k̄) = max{E(k) / k ∈ [0, k̄]})
�.����� ��� ���������� �� c(k) ��m(k)& �� ����/�� ��� ���� * E ′(k) = βc′(k)−γm′(k)

��� ������/� ��� �.�����/���� [k̆, k̄]) �� ����& ������� limk→0m(k) = 0 �� m(k) ≥ 0

∀k ∈ [0, k̄]& ���� �/��� ��#������� ��� m′(k) ≥ 0 ���� �� /�������� �� 0) ��& m′(k) ≥
0 ↔ 1 + kf ′′(k) ≤ 0 �� c′(k) > 0 ↔ 1 + kf ′′(k) > δ − f ′(k)) ��#���� ��� �� ����/��

���� �� ���#���� E ′(k) = β(f ′(k)− δ)+ (β+γ)(1+kf ′′(k))& ���� � ������ �� #��������

���/���� F#�������� F!)!4GG *

lim
k→0

δ − f ′(k)
1 + kf ′′(k)

<
β + γ

β

��� ��� ����/������ - *

lim
k→0

r(k)

m′(k)
<
β + γ

β
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���� #���� #��������& ��� � ������� ���� ������/�� ���� �� /�������� �� 0 #�� *

limk→0E(k) = 0 �� limk→0E
′(k) < 0) ����� ��������� �.���������� #�  � �� �� �����#2

���� �� ���� �.��/������ ���) ��� ���� ���& #��� �����D� ��.�� ��� �1���� ��� /�����

�� #������ ���� �������� ��� � ������� ���� ������ *

∃k̂ ∈ [0, k̄]/E(k) = 0

• 	� ��� �� ���������� �� ����������� ���
�� ,��#���� N(Q) ��� ��D��� ���  ��#���1 ��� �.�����/���� ] − ∞,




Q] F�� �����

���������� � ����� ���/���� �� ,��� ��� ���� ���������� ���� ��� ��/���1 �� ���������

��� ������,�G *

N(Q) =

{
Q ∀Q ≤




Q−



P

Q+ Γ(



Q−Q) ∀



Q−



P < Q ≤ Q̄

+��� ��� ��/���1 �.��/������ ��� Q ≤



Q −



P & ���� ��� �� ��� ��� ��������) 
���

�/��� ���# N(0) = 0& N(



Q−



P ) =



Q−



P �� N ′(Q) = 1 ∀Q ≤



Q−



P )

��� ��.�� ,���#��� �� ��/��� #�������



Q−



P & �� #���#��� �.���� ������� ��� �#��/� ��

�� ��� �� #�������#� ��/���� * N(Q) = Q+Γ(



Q−Q)) �.����� ��� ���������� �� �� ,��#����

�.���� �������& ���� ��/��� ��� N(Q) > 0 ∀Q ∈



]Q−



P , Q̄]& lim
Q→

�

Q−
�

P .
N(Q) =




Q−



P

�� N(Q̄) =



Q) �� ����/�� N ′(Q) = 1 − Γ′(



Q − Q) ��� ������/� ∀Q ≤ Q̄) 	� ������Q�

����� ��� ��� N ′(Q) ≥ 1 ↔ Q ≤



Q − P̃ ) ��D�& #���� ,��#���� ��� #��#�/� �������

N ′′(Q) = Γ′′(



Q−Q) ≤ 0)


-0 ��������� ���� ���� ������������

• �������� ���������� ���������$�� C����- . �DD '
�� ���� ������������ (k,Q) ��� �������� �� �?��� � ���/���{

R(k)U1(c(k), Q) − γU2(c(k), Q) = 0

E(k) = 0

���� �� #�������� F!)!4G& �� ��#���� �������� �� �� �� �� ��� � ���� F�.����� ���

���������� �� E(k)G �� ��������� ��� ������ k∗ii) �.���� ��� �� #�� ��������� #�T�#���

�1�#�� ��� �/�# �.���� ��� ��� /������ ��D���� ���� �� ����� A.1 * {k∗ii} = {k̂ ∈ [0, k̄]

/ E(k) = 0}) �� ����& ���� �� �������� ����������& �� �+� ��D��� ��� �������� �.����2
����� #������� ��  ������� #��������� Qt = Qe(kt) /������ ���� ���� t) ���������� ���

�������� k∗ii ���� #���� ��������& �� ������������& ���� ����� �� /����� #�������������

���� �� ������� �� �.��/������ ��� Q∗
ii = Qe(k∗ii))

	� �1���� ���# ��  ���� �� ���� ������������ ����#�� - ���  ��������#� ������/� ��

- �� ��/��� �� ��������� ����/�������) �.�� ���������� �� #���� �������� F�� ����� �� /��
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�� �� ��#��������� ��� ������� �� ��/��� #������� Q̄− P̄ G& �������� Q∗
ii ≤ Q̄− P̄ #� ���

����/���& ��#���� ��� �� �������� �.��������� ��� ��/�������& - k∗ii ≤M
`
= (Qe)−1(Q̄− P̄ ))

• �������� ���������� �������$�� C����- . $DD '
�� �?��� � �.��������� �.���������& �� ������������& �.�#��� - �������{

R(k)U1(c(k), Q) − γU2(c(k), Q) = 0

Γ(



Q−Q) = E(k)

�I �� ��� ���� �������� #���#������ ���6���� �� �������� �.��������� * Q = Qe(k)) ��

��#���� �������� ���� ����� �� ���#���� *

Γ(



Q−Qe(k)) = E(k)

����������� �� �������� �� �.�1�����#� ��/���� - #� ����� �� #� ����� ��� �� ��

,��#���� �.� ������ E(k) - #���� �� �� ,��#���� G(k) = Γ(



Q−Qe(k))) �� ����& �� ,��� ��

�� ������ ���� �� =��� �� ��������� ��/������� ��#������ �� �� ���� �.����?�� - �.�����/����

]M
`
, k̄] �/�# M

`
= (Qe)−1(Q̄ − P̄ )) 
��� ������ ��.�� �1���� � �	��	� �� ������ � �� #��2

���������#� ��� �� ����� �� ��D������ �� #�� ���1 ,��#����� ������� �� ��� � �������

��������� ��� #��������� ��� �� ��#��������& ��� ���,����#�� �� �� ��� �� ��@����� �� ��

��������� ���� �� ������& �� ,��#���� G(k) ��� ����� �� ������� #���#������� ��� �� ,��#2

���� �.���� ������� �� �� ���������) 	� ,��� ���# �� ������ ��� #��������� �� ��� /�#����

�� �� ���� �� ��D������ ]M
`
, k̄] ���� E��� #������ �� ���#����& �� ����� ����������& ��

�.�1�����#�)

G(k) � ������� ��� ��  E � #� ����� ��� ��� �� ,��#���� �.���� ������� Γ(



Q−Q)

������� G′(k) = −Qe′(k)Γ′(



Q − Qe(k)) �/�# Qe′(k) ≥ 0) ���� ��� ���# #��������� �� M
`

- (Qe)−1(Q̄ − P̃ ) ���� ��#��������� 6����.- (Qe)−1(Q̄)) �� ����& ���� �/��� G(k) ≥ 0

∀k ∈]M
`
, (Qe)−1(Q̄)]& G(M

`
) = G((Qe)−1(Q̄)) = 0 �� max{G(k) / k ∈]M

`
, (Qe)−1(Q̄)]} =

G((Qe)−1(Q̄− P̃ )) = Γ(P̃ ))


��� ,�� ����� ��� ������� � �?������� F#�������� F!)!%GG ����� �������� �� ����2

����  �1� ��� �� ��������� ���� ���� ��� �� ������ ��� ����������� ��� ���������� ��

/��� �  �1� � �.� ������ ��� �� �� ���� �� ��D������ ���������) ��� ���� ���&

#���� �?������� �� ������� ���

sup
P∈[0,P̄ ]

{Γ(P )} ≥ sup
k∈[0,k̄]

{E(k)}

����&

Γ(P̃ ) ≥ E(k̄)

+��� #����Q��� �.����� ����� ��� ,��#����� �������� - �� ����� ��,������� M
`
& �� ���

�������� �� �� ��,���� - �� #�������� �.�� ���������� F���������G ��� ��������� �����������
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����/�������� ����� �������� k∗ii ≤M
`
) �� ������ #�� ��������� ���� �� �������� ����� k∗sii =

sup{k̂ ∈ [0, k̄] / E(k) = 0} ≤M
`
) �� �� ������ ���# ��� E(M

`
) > G(M

`
) F������� E(k̄) > 0

� ���� E(k) > 0 ∀k >M
`
G)

�����& �� ��:� ��� �� ����� ��,������� ���� #� ����� ����� ���1 ��������� ��##����/��

k∗ii � ����� ���� ����� ���� �/��� E(M
`
) > G(M

`
))

���� #�� ���1 #��& �� #����Q� �.����� �� M
`
��& �� �� � ���� k̄ ≥ k̃ �/�# k̃ =

(Qe)−1(Q̄ − P̃ ) F#� ��� ����/��� - �� #�������� F!)!8GG& ����� �� �������� ��� �����2

 ��� �� ��� /�#���� �� �� ���� �.����� F������� M
`
< k̄G  ��� �����& �.�1�����#� �.��

����� �.�������#���� ����� ��� #������ E(k) �� G(k)) �� �@��& ���� �.�?������� 7& �.�����

����� #�� ,��#����� ��� ��/���� �� ����� �� �������� k̃ * E(k̃) ≤ G(k̃))

����� ��� ���& ���� #�� #���������& ���� �������� ��� �������� �� ���� ��� � ��2

�������� �/�# ��������� ��/������� (k∗ir, Q
∗
ir)) 	� ��� � ������� �� ����� ��� #�� ���������

���� ����#���� - ��� ��/���1 �� #������ �� �� ������� �� �.��/������ ��� ��#������� ���

���������� - #��1 ��� ��������� ����������� ����/��������)

• �������� ���������� C����- 3DD '
�� ���� ������������& ���� #���� =���& ��� �������� ��{

k = f(k) − kf ′(k)

Γ(



Q−Q) = βc(k)

+��� �� ��/��� �� ��������� ����/�������& �� ��#���� �������� �� ���#��� c(k) = 0)

�� �?��� � �.�� �� ��� �� �������� ������� �.�?������� limc→0U1(c, Q) = +∞ ��� ��

�.�1#���� �� #�� �� ��� �I k = 0) 	� �.�1���� ���# ��� �� �������� #��������� �/�# ���������

����/�������)

���� �� #�� V��/�������V ���� Q ∈]Q̄ − P̄ , Q̄]& �.�?������� F!)3>G � ������ ��.��

�1����& ��� [0, k̄]& ��� ������ �������� ��� ����� - �� ��� ���� �������� ��� #���������

���� �1�#�� ��� �� ��/��� k̄ / m(k) = 0) 
��� �/��� ���# k∗cr = k̄) '���� - ����� ����

�� ��/��� �.��/������ ��� #������������& - �.���� ������������& - #���� /����� ��� ��

���������� �� �.�������� ���/���� * Γ(



Q − Q) = βc(k̄)) �.����� ��� ���������� �� ��

,��#���� Γ(



Q − Q)& �� ���� �.�?������� F!)!%G& ���� ���/��� #��#���� - �.�1�����#�

�.��� F���1 �� �.��������� ���� �.�?������� 7 ��� ����#��G /����� �.��������� Q∗
cr ����#���

- k∗cr) �� #���� �������� ��� ������ ����� �� � Q
∗
cr = Q̄ − P̃ >




Q − P̄ & ����� �.����� ���

��� ���



Q− P̄ < Q∗−
cr < Q̄− P̃ < Q∗+2

cr )

	� �1���� ���# ��  ��� � �� �� �� ���� ���1 ����� ������������� (k∗cr, Q
∗
cr) �/�#

 ��������#� ����� �� ��������� ��/�������)

:- �� ���������� ��� ������������ 0 �� /


��� �������� �#� �� ��������� ��#��� ���� ��� ����� �?��� �.����� ������������� �1��2

�����)
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:-. �������� ���������� C����- 0 $DD '


��� ���������� �.����?�� �� �� �?�� ���� ��#��� ���� �� #�� ������� �I �� #���#���

�.���� ������� �� �� ������ ��� ��������) 
��� �� ��������� ,�#��� ��� ��� #���������

�� ��������� �� �� �������� ����#��� - �� ��/��� �� ��������� ����/������� ������.���� �.���

D���� ��� ��.�� #�� �����#����� �I N ′(Q) = 1)

• %�������� �������$�� C����- 0 �DD '
�� ������������� �� �� �?�� ���� �.��������� ����� �� �?��� � �.��������� F!)!5G -

������ ������ �� ������� ��  ����#� 6�#������� ���/���� *

J =
1

Qe′(k∗ir) + γ

(
−E ′(k∗ir) − γ N ′(Q∗

ir)

−(E ′(k∗ir) − γ)Qe′(k∗ii) N ′(Q∗
ir)Q

e′(k∗ir)

)

�.����� �� �� ��������� �� ���� � - �.����?�� ��� /������ ������� �� ���?�9 � #���#��2

�������� ����#�� *

P (λ) = λ2 − ���(J)λ+ det(J)


��� ��/��� ��� �� ���#� #��������� - �� ��  � ��� F������� �������G /������ �������

�� ��� �� ����� ����� ��� �� �������& ��  �����& ��� /������ �������) ��� ����& �� ���������

������ �� �.��������� �1��� ��� ��� ���1 ��#���� �� P (λ) ������ - �.��������� �� #��#��

�����& ����� ����� #��D�������� �� ���������� ��� �.����������� �� �.���� ������������)

��& �� ��� #���� ��� det(J) = 0) �� �?��� � ������ ��� �� ,��� �� �� ������ 1 �� ������

�� �.�1�����#� �� �� �������� �.��������� F!)!!G) �� ��� ���� /����� ������ ��� ���# �����

λ1 = 0 ������ ��� �� ��#����& ������& ��� ����� - �� ���#� λ2 =���(J) �/�#&

���(J) =
N ′(Q∗

ir)Q
e′(k∗ir) − (E ′(k∗ir) − γ)

Qe′(k∗ir) + γ


��� ���� ��� ��� ��@������� ���������� ��������� *

3Y �� (N ′(Q∗
ir) − 1)Qe′(k∗ir) < E′(k∗ir) ≤ γ +N ′(Q∗

ir)Q
e′(k∗ir) ����� 1 >���(J) ≥ 0

��� #��������� E ′(k∗ir) ≥ 0 �� N ′(Q∗
ir) ≤ 1 F�/�# ��� ��� ���1 ���������� ����#��G

��:���� - �����,���� �� #�������� ��#������� �� ��������� E ′(k∗ir) > (N ′(Q∗
ir)−1)Qe′(k∗ir))

!Y �� γ +N ′(Q∗
ir)Q

e′(k∗ir) < E′(k∗ir) < 2γ + (1 +N ′(Q∗
ir))Q

e′(k∗ir) ����� ���(J) < 0

�� |���(J)| < 1)

�����& �� ������ #��������

(N ′(Q∗
ir) − 1)Qe′(k∗ir) < E′(k∗ir) < 2γ + (1 +N ′(Q∗

ir))Q
e′(k∗ir)

��D��� �� �����/���� �� /�������� ���� �� ����/�� �� �� ,��#���� �.� ������ ��� ������ ��

��������� ��#��� �� �.���� ������������ ��� ��������) �� ����& �� #��/�����#� ����  �������

���� �� ��� ��� #�� ������ ��.���� ���� ��#������� ���� �.�����)
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• %�������� ���������$�� C����- /DD '
�� #�� �.��� ��.�� #�� �����#����� �� ���#����� �I N ′(Q) = 1) ���/��� ��  E �

�� ��#��& �� ������Q� �  ������ ��� ��� �� ��������� �� �� �������� ���������� �/�#

��������� ����/������� �.������� ���� �� ������ #�������� ���/���� *

0 < E′(k∗ii) < 2(γ+Qe′(k∗ii))

:-0 	� �������� ����������

��  ����#� 6�#������� �.�#��� ���� #� #�� *

J =

(
w′(k∗cr) 0

−βc′(k∗cr) N ′(Q∗
cr)

)

+�� #���������& ��� #��������� w′(k∗cr) < 1 �� N ′(Q∗
cr) < 1 ���� ��#�������� �� ��:������

- �� ���������) �� ��� ���� #�������� ��� �����,���� ������� k∗cr = k̄ �� w′(k̄) < 1) �� ����&

���� ��/��� ��� �.�� �1���� ��� ������ �������� ����� Q∗
cr = Q̄− P̃ \ ��& N ′(Q̄− P̃ ) = 1 #�

��� � ������ ��� �����������) ��� ��.�� �1���� ���1 ���������& ����� ����� ���� ��#���������

�����#��/� ��� ������� - Q̄ − P̃ FQ∗−
cr < Q̄ − P̃ < Q∗+

cr G& �.���� ������������ V���V ���

�������� F#�� N ′(Q∗−
cr ) > 1G ������ ��� �.����� ��� ������ FN ′(Q∗+

cr ) < 1G)

+- �� ��������


��� � ������ ��� #�������� ��� ��� ���� ����� �� �� ��#�������� �� �� �� ,��#����

�.� ������ γ(1− α)− βα ≥ 0 �� D1��� �� �� ���� �� /�������� �� ���� ���� �.�#�����

A ∈ [�
`
&Ā] �/�#

�
`

=

(
2

γ



P

)1−α
1

1 − α

��&

Ā =

⎛
⎝ θ




P
2
(1 − α)

4β((1 − δ)(1 − α) + α)

⎞
⎠

1−α
1

1 − α

��� #��������� ��#��/���� ��� �?�������� ,�� ����� ���� �� #�� �������)

���� #� #����1��& �.����� �� �.��������� #������ ��1 ��������� ���/����) 	� �1���� #���

����� ������������� *

2 ��� �������� ���������� ����/������� ��#��� ��� ������&

2 ���1 ��������� ����������� ��/�������� �/�# �� �������� ����� �������� �� �� �����

������&

2 ���1 ��������� #���������� ��/�������� �/�# ��  E � #��D�������� ���� �� ���������)

+��� #�  �����& �� ��� �������� �.�1���#���� ����?����� ��� ��� ��������� �� �� �?2

�� ���� ������� #���#�������� ��� ������ =���� �1��������) 
��� ���#����� ����� - ���
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� ����������

�� �������� ��� ������� �.�����#���� ��� ��@������� ��������� ������� �� �������� �� ���

���6�#������ �� #��/�����#� /��� #�� ���������) +��� #� ,����& ���� �������� �� 6�� ��

���� ����� ���/��� *

A = 2.52, θ = 0.09, γ = 0.2, β = 0.3, α = 0.3, δ = 0.6, P̄ = 5, Q̄ = 7

���� ��� /������& ������ ��� ���1 ��������� #���������� ��/�������� ���� ���� ��������

���� �� ���� �I #�� ����� ������������� �� ������� �� ,��� ���� �� =��� ����������) ���

���1 ����� �����#����� �� �������� #������������ ���# - �� �������� ���������� ��/�������

����� �� - �� �������� ���������� ����/�������)

3!$
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���� � �� �������� ������������ ��� � �
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���� 
������ ��������

��� �������	�
��

�� ��������� ��� �##���� �� <?��� F3>>8G& ���� �� ����#���� ��� � ������� �� ��=

- �@�� �� �����& �� ����� �� �.�����E� �� �� �� #��D��#� ���#�� ���� ��� ����������

�� �� ��������� ��� �.������������ �.��  ��#�� �� ��� �� - �������) �.�� ����� ��

/�� ���������& ��� ��#�  ��������� - ,���� ���� �.������� �� �� ���,�� ��#� �� #��

������ ��� ���� ��#��� ���#�����) ���#������ �� ������ � �� #����9�� ��� � �������

���������� ��	���� ����& �.�:#�#��� �� #�  ��� �� ���������� �� ,��� ��#�� �����) ��

�@��& ������ ��� ���/��1 �� ������ ��? B3>8!C �� A�� �� �� ����� B3>55C& ���� ��/���

��.�� ��:�& ���� �� ����������& �� #������ �� ����� ������ �.� ������ F�� /���� �.��

��6�#��, - ��D���G �� �� ������� ,���� ��  ��#�� �D� �� �������� ��� ����#����� ���� ���

��� ��� �� ����� ��� D� �� ����������) ����& ��� � ��� ������ ��6��� �� ���#������& ��

�������� �� �.�@�� �.��� ���������� ��� ��� ��� �� ��� �� ���#����� �� ��/������ ���

�.��� �#��� �� ��������� �� ����& ���� ��� �����  �����& ��/����)


��� #���������� �� ������� #���� �������� #�  � �� �������� ��� ����#� �� �� ���2

��� ������ F�� ��� #��#�������G �� #������� ���#����� �� ���������& �� #��������#�&

��� �1������� ��  ����� �������� �������� ���) ���� �� ��#��� #�������& ���� �/���

������ �.����?�� �� �� �������� ����� #�������#� �� ��/������ ��� ���� �� ����� ���/���)

+��� ���#��� ���& �� ����#��� � #������� - �����#�� - �.�?������� �.��� ���� ������� -

���1 #������� �� �� ��������� ��� �� ������ F�������� �?��� ������ ��� ��� ��� ������

����������� #�  � R��� �� +�##������ B3>>7CG �� ���D� �.���  ����������� �� �� #���2

#��� �� ������������& �������� ����  ��� �� ������� B3>84C �� ���/���� �� P�������

B3>>%C& ���������� �.����/���������� ����������� ��� ��  ���� ��/������ �����1) 
���

�/��� �����  �� �� �� ���� �� �������� �������� ����� ������ �� ���#����� �� #�������#�

��� ������� ���� #������� ��� �#��� �� ��������� /��� ��� ������ �� ���/���� �#���2

����� �� �#��� ���� �� #�&  ����� ��� �#��/��� �� ����������� �������� F ���� ��� ���

������ ���/��G)

�.�1�����#� �.�� ��� ���� �� ���� ��� � #��D� � �� ��#������ �.��� �����/������ ���

���/���� �����#� ���� �� ������� ��� ������ �� �� ��������� ��& ���� � ��� �������2

�� ��� - ������� ���  �������� ����� ��� ��� �@��� �.��� ����� �����/������) +��� #�

,����& ���� ��/�������� ��#��� ��  ����� �� #������� 2 �� ��������� - ������� ��� ��

��������� ���/���� �� �.�#��/��� �� �����#���� �� ��.���� ��� #����9��� ��S#� - �� �?�2

�� � �� ��� �� �� ���������) ���� #� #����1��& �� �������� �� ���� �.����� �� ��/���

���� ������� #��������� �� ���������� ��� ��� ��� �� ��� �� �.�/���� �� #��/�����#� ��

�.�#��� �� /��� ��� ������ �� ���/����) �������& ���� #���#���� ���� ������� ��� -

 ������ ��� �@��� �.��� ��,�� � �� �?��� � �� ��� �� ��� ��� ������#��/�� �� #�������#�

�� �.�#��� ��)

	� �1���� ��� ����������� #���������� ��� �.���������& - ������ ��  ������ �� #����2
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���#� �/�# ����� - ����� �� /�� ��D���& - �.����?�� ��� �����#������� �.��� ��,�� �

�� �� ��������� ��/������ ������ ��� �� #�������#� �#��� ����) �����,���& #�� ���/��1

�� ,�#������� �1#����/� ��� ��� �.������ ��� �� �� ��1� F/��� ����  ��� A�/������ ��

� ������ B3>>4C& B3>>%C �� A�/������ �� �� ����6 B3>>8CG) �� ����� #�  �� - #�� ������

������ ���� �.�������#���� �.��� �1��������� ��/������ ������ �� �����#���� ����������

�.���� ����� �������� �.��/������ ��� � ������ �� �����#��/��� ��� ,�#����� �� �����#2

����) ���� #��#������ ����������� ��� ��.��� ��������� ���� � �������� F������ �� �� ��1�

��� ��� � �������G ���� ���#���� �� ������ ��/������& �� ���� �.��� ������ �� �������

�� �� ������� �� �.��/������ ��� �� �� ���1 �� #�������#�& ����/� ��� �.��/������ ���

��� ��� ���� ���� ������/�� ,����� ��� �� ��#��������)

� ����	�	��& ��� �.������ ������������ #���� ������ ������ - ������ �.��� ����2

������ ��� ��� ��� ��& - �.�1#������ ����  ��� ��� #������������ �� R��/��& ��#��� ��

O���� B!$$!�C �� �.��� B!$$!C) ��� ���/��1 �� ����������� ����� ��� ��� ���#������ ��

��� �� �?�� �� ,�� ��������� � ���?��) �� �@��& ���� D������ ��� ��  ������ ��� #����2

����#��  �#���#��� ����� �.�� ���,��#� ��� �� �?��� � �� ��� �� F����& �.��� ������

�� ����� ������ �.� ������G ���� �� #���� ��  ������ - ����������� � �������� �� #����2

������& #���� ,���& �� ��������� #�  � �� ,�#���� �� �����#����) ���� R��/��& ��#��� ��

O���� B!$$!�C& �.�@�� �.��� ��������� ���� ��/��� ������ ����������� ��� ��� ���� �����

��#�����������) ��� ������ �� ����� �������� F��� ���G �.�##� ������� �� #������ �����

��� ������ ���� #� ��� �������� F,���� ��� �������������G) +��� ��� /������  �������

�� �.������#��� �� ������������& �.� ��#� ������ ����� #�������� ������� ���) ��� B!$$!C

�� �����& ����� - ���& ��.��� ������ �� ����� ������ �.� ������ �##���� ��1 ���������

����  E � �/���& - ���� ��� �& �� �@�� #�������� - #���� ��#� ��� �� ���/������ ���

������ �� ��/��� �� #������ �� ��� ������ �� ��/��� �� ���������) 
���� ���/��� �� �����

���� �����#������ ��� ���� �� ������ �� #���� �������� #����������� ������� ���� ����2

���� ��� #���� �.����?�� �� #�� �I �� �1���� �� ������ �.����/���������� �� �� ���������


���  ������� �.����� ��.�� �1���� ��� ����������  �������� ���� #������� ����������

� �	��	� ��� #���#����������� �.��� ������ �� ���/����) �����,���& ����  ������� ��.��

��� ��������& #�������� ��� ��1 #��#������� �� #������� 2& �� �������� �.�����#� ��

������ ��S#� - ��  ����������� �� �.������ ��� ��� ��) �� ,���& ��  �?�� �� ��� ����

�.�#��� �� #����� ����� ������������� - ������� �.�� ��� ���� ��� �� D1�� �� ����� ������

�.� ������ �� ���- �.�� ��/��� ����� ����� ���) ����� ��� ���& �� ,��� ��������� ���

D� �� - ������� ��:��  ���) ��� ,��� ���#� ���� �� #����1�� �.�����#� �� �������&

���� �/������ ������� �.�@�� �.��� ��,�� � �� �� ��������� ��/������ ������ ��� ���

���������� ��� ������ ���������� ��  �����) ��� ��������� ��������� �� �?�� �.���������

#�������� ��#���� ��� ����� ���������� ��@����� ����� ��� ��� ������ ���/�� �.��������

�� ��� ���� ��� �#��/��� �� �����������) � �� �������� #��������� F�I �� ����������� ���

�����G& �� �1���� �� ����  � ����� �##� ������� �� #������ �� #����9�� �� �� ���������)
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�� �� ������ �� ����� ��� �� �@�#��/� ��� �� ������� �� ���������& ���� �.�##� �����

�.�� �@�� ��/��� ������, ��,�/������ - �.�##� ������� �� #������) � �� �������� ����2

������ F����������� ��������G& ���� ������ ��� �.�/������� �� ������� �� ,��#� ����� ���

#���������� D���#���� �� ��/������ ������ ��1������� ���� #��,������ ��� ������) �.�� ���

�������� �� ������/�� �� �������� �.��� B!$$!C& #���� #��#������ �.��� /������ ��� ����

�.��������� ����� � ��������) �� #��������& - �.����� ���� ������������& �.�#��� �� ���D��

�.�� ������ ��/������ * �� ������ �� ����� ������ ��� �� - �.�#��� �� �.��������� ��

���� �� ���� ��� � ���� ��#�� ��  ���� ������) ��& ���� ������ ��� �.��������� �.��

��� �������� �� ��#������ ���& - �� ��@����#� �� �� ����������� ��� �� ��,�� � �� �� ��1�&

�� ��#����� - �.�?������� #�����/����� �.�1�����#� �.��� �1��������� ��/������ ������

�� �����#����) ��D�& ���� ���#����� - ��� ����?�� �?�� ����) �����2#� ���� �������

�.����� ��.� ����� �� ����� ������#��, ��� ��  �?�� �� �� ��� �1#���� �� #��/�����#�

/��� ��� ��������� #���������� ��� #���������� ��� ����� ������������) �� ����& ��� ��

���� �� #�� �?���������� �I �.��/������ ��� ��� ��6- ���� ������� ��� ������� ��

 � ��� �� �.������������ �� �?��� � �� ��� ��& #���� ��������� ��� �� ����� ��� -

�.�#��� �� �� ���/�� �� ������� �� #�������#� �#��� ���� �����#����1 �� �.��/����2

�� ���) �� ���� �& �� �.�� �1#���� �� ����  � ����#�� - �� �������� #���������& ����

#��#���� - ��#�  ����� �� D1����� �� ����� �� ���� ��� �������� ����/� ��.�� ����

��������� �� ��/��� ����#��� F�1#����� �.�1�����#� �� ������� �� ���/����G)

�� #������� #� ����� #��� ������� ����#������) ����� �.�������#����& �� ��#���� 2 ���

#����#��� - �� ������������ ��  �����) ���� �� ��#���� ���/����& ���� ����?����& �����

�/��� ������ ��� ���������� �� �.���������& ��� #��������#�� �.��� ��,�� � �� �?��� �

�� ��� �� ��� ��� ��@������ �?��� �� ��������� �������������) �� ��#���� 4 ��� �������

#����#��� - �.����� ��� �����#������� �.��� ����� ��,�� � ��� ��� �?�� ����� �#��� ����

�� ��/������ ������) �� �������� ��#���� #��#���)

���  � ������


��� ��������� ��  ����� - ����������� � �������� ��� #�������� �� ��������2

 ��� ����#� �� #���� ��/������ ���� �� ��#��� #�������) �� ����� ��@����#� #��#����

�.������� �� �� ���������) 
��� #���������� �#� ��� �.�#��/��� �����#��/� ������& #�  �

������� ,����& ��� � ������� ����������) �� #����9�� �� �� ��������� ����� ����� ��� ��

 ��� �� ���#� �.�� �?��� � #� ������� �� ��D������ �.�� ����� ������ �.� ������ ��

�� #������� �.��  ��#�� �� ��� �� - �������) +��� ���#��� ���& ���� ��������� ��� ��

����� �.� ������ Ēt �.� ���� - �.�#��� �� ��  ������ �1�����) �� ��/��� �.� ������

- �����#��� ����& ��� �1� ���& E��� ��#��� ���� �� ����#������� ��������������� F#�  �

�� �����#��� �� <?��� F3>>8GG ������ ���������� ���� ��� �����#������ �.�������� - ��2

����� ����� � �������) �� �9�� �� ���/���� ��� �� �� ��� �� ,��� - �@��� ��1 D� �� ��
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/��� � ����/����� - Ēt �� ��� �� �� ��������� ��� ��  ��#�� #��� - #�� �@��) 	� ���

����� ��� ����������� �� �� �������������� �� ��/��� �� �� /���� �� ��� �� F�� �����

��/������ ������G ��1  ������)

��� �� ����� �������� ���� E��� ����#�� �/��� �.������� �� ������������ �� #����

�.����?��) � �� ��@����#� �� ��#��� #�������& ���� #���������� �#� �� ���#�D�� ��� ,�� ��

,��#���������� ������������ �� #���#��� ��������� �.���� �������& �� �����#���� �� ��� ���2

,����#��) ����� �����#�� ��� #�  ��� - ������ ��� ������ ��� �������/��� ��� ������2

 ������ ���#�� �� �� �����) ���� �� 6����D� ��� �� /������ �.������� ��� ��������� ��������

#��#������ �.�@�� �.��� ���������� ��� ��� ��� �� ��� �� #�������#� �� �.�##� �������

�� #������)

����� �� +����	
��


��� #���������� ��� �� #���#��� �� �� ������ - ���� ���� �� ���������& - #�����

�������& ������ �� �� #��#��������� �� ��������) 
���� ��6�#��, ��� ���� �����#������2

 ��� �� ������ #� ��� �� �.���� ����� �������� ��� ��/���1 �� ��������� ���� ���/��

���/��� ����?�� ��  ������ ���� ������� �� ���#����� �� ������������ �� �.��/������2

 ����) +��� #� ,����& ���� ��#������& - ��  ������ �� ������� B3>84C �� ���/���� ��

P������� B3>>%C& - ��� ,��#���� �.���� ������� Γ(Pt) ���� ��� ���������� ���������� �,2

,�#��/� ��� �� �������� ����/���������� ��� ��  ���� #����� ��� �� ���������) �� ,���&

���� �������� �� ���#�D#����� ���/���� F��#���� Pt ≥ 0G *

Γ(Pt) =

{
θPt(P̄ − Pt)

0

∀Pt < P̄

Pt ≥ P̄
F")3G

�I



P #��������� �� ����� �.����/����������) �� �������� �� ��������� ���� ���� ��� �����2

��� ��,������� �� ���#M �� ��������� * Γ(Pt) < Pt ∀Pt > 0& #���� ��������� ����� /���D��

��� ��� θP̄ < 1)

����� ,��#���� �������� �.������ �� �� ,��#���� ���������� F/��� �� D���� 3.1G) +��� ���

��/���1 �� ��������� ,������ -  ������ FPt ≤



P/2G& �� �������� �� ��������� ��������

��� �� ������ ��� �.����� #��������� �/�# �� ���#M) �� ���- �.�� ��/��� �����



P/2&

�� #���#��� �� ������������ �.������ �� �.���� ������� ��#��Q� �/�# �� ���������) ��D�&

��� ��� �� ��������� ,���#��� �� ��/��� #�������



P & �� ������ �.��� ���� #������ �� ��

���������& �� #� ���#����� ��� ����/�������)

�� �.�����#� �.�#��/��� �� ����& �.�/������� �� �� ��������� ��� ��#����& ���� ���

��/���1 ��� ������,� �� #���� /������� FPt ≥ 0G& ��� �.�������� ���/����

Pt+1 = Pt − Γ(Pt) F")!G

�S��
 � �����	 ���%��
� %��
 ��� :����3������ 	� $�%%
���� 
������!
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Γ(P )

P
P̄/2 P̄

���� ")3 ^ �� ,��#���� �.���� �������


��� �1������ - ������� ��� #���1 �� ���������� ��1����� ���� #��,������ ��� ������

���/��)

����� �� +����	
��

� #����� �������& ��� D� �� ���������� �� ���� �� ����� Yt ���/��� �� �� ������ -

�.�#��� ��) +��� #� ,����& ����� � ������� ��� ��#�������� �� �����#���� - ����� ����

#�������� ���� �� #������ Kt �� �� ���/��� Lt *

Yt = ÃztK
ν
t L

1−ν
t F")"G

�I zt ∈ [0, 1[ ��� �� ����#����� �� #���#���� �������� �� �� ��#�������� �� Ã > 0

���������� �� ���� ���� �.�#�����)

�� �����#���� ������& #�  � ������� ,����& ��� � ������� ���������� Et) � ��  �2

����� �� ���M�? B3>>5C& �� J�1 �.� ������ �.�#��� *

Et = zζt Yt F")7G

�/�# ζ > 0) �� ����� � �������2������ ��� ���# ������/� ��� ����� - �.����#� zt)

������ ���& �� ��� �������� �� ���#����& ��  ��������� ��� �1��������� F")"G �� F")7G& ��

,��#���� �� �����#���� #�  � ��� ��#�������� - ����� ���� #�������� ���� �� #������&

�� ���/��� �� ��� � ������� *

Yt = AKα
t L

β
tE

1−α−β
t F")4G

�/�# A = Ã
ζ

1+ζ & α = νζ
1+ζ
& β = (1−ν)ζ

1+ζ
)

��������� ��� �� #������� ���#�����& �1������� ����#�� �� R��� �� +�##������

B3>>7C& #.��� �� �����#����& �� ��� ��� �� #����  �����& ��� ��� - �.������� ��� � �������

����������) 
��� �/��� ,��� �� #���1& ���� #� #�������& �� ���� ,�#������ ��� �.������2

 ��� ��� ��) 	� #��/���� ���# �.� ����� �� ��������� - �� �����#���� ������.�� ����Q�
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���� ������� �� ������ ��� #� ���� ��� D� �� F����9� ��� ��� #����  ������G ��� ����

��� ���� - �� ���� � �� ��� ��) ���� R��/��& ��#��� �� '������� B!$$4C& ��� �������

#��#�����& ���� ��� ������� ��  �1� ������� �� ����2E���& - �� ����������� �� �?��� �

�.��#����� ��� �� ����#��� �� �.����#����� �������� ��� ��� �� ��1 D� �� ��  �������

��� #� ������� ��� ����#� �� ����������� �#��� �����) ��� �� ���� �� ����� ���������&

���� �1#����� ���# �� �	������	������ F�� ���� �.��� ����#����� �������� �� ��� ��G�)

�����& ��� D� �� ���� ���� �.���������� �.�#�����& �� ���1 ��  ��#�� qt& �� �������� ��

��� �� �� ��������� #������������ ���#��� ��� - ���� ������ Et �D� �.E��� ����������

- ��������) �� ����& �.����������� ��� ��� �� ���� �� �����#���� ���/���� ���� ������#2

����& #� ��� � ������ ��.- #����� �������& ��� D� �� �����/������ �.�#��� �� ��� �� ���

��  ��#��)

+�� �� ���D#�����& ���� ��������� �� �����#������ ������ �� #������ �� ��� �������)

���� �� #���� #��#���������& #����� D� � #������& - �� ������� t& ��� ��������� ��

#������& �� ���/��� �� �� ��/��� �.� ������ ���  �1� ����� ��� ���D��&

max
Kt,Lt,Et

πt = AKα
t L

β
tE

1−α−β
t − wtLt − RtKt − qtEt

�� �1��� ��� ��� #��������� �� ��� ��� ����� �� ��� �� ��� /�������� ��� �E��& �/�#

kt = Kt/Lt �� et = Et/Lt& �� �������&

wt = βAkαt e
1−α−β
t F")%G

Rt = αAkα−1
t e1−α−βt F")8G

qt = (1 − α− β)Akαt e
−α−β
t F")5G

�I Rt #��������� �� ,�#���� �.�����E�& wt �� ���1 �� ������� �� qt �� ���1 ��� ��� ��)

����� ��� ����!��

�.�#��� ��& - ����=�� ��D��& ��� #� ����� �.������ - ����� �� /�� D���) �� ��2

�������� ��� #��������& - #����� ������� ��Q� �� �� ��� N & ��� ����� - 1& �.������

���������� ��� ,�� ��� ��� ����������) ������ ���������� /�� ���1 ��������) 
��� ���2

������ ��� �� ���/���� ��� ��/���� �.����������� �� ��/��� �� �� /���� �� ��� �� qtEt

F�� ����� ��/������ ������G ��1  ������ 6�����) �� ����� 6���� �� �� ���������� t �@��

����� ���& ��  ������ �����������& ��� ����� �� ���/��� �� #����������� �� �������� ��

���N��� �� ������� wt) �� ��/��� �� ��� ���� ������� ��� ���� - �� ,��� - �������� st �� -

������� ��$Q�� (����, ��%%��� �� ����
��
� ��$��� %�
��� 	� ����� ��� ����� �
���������� ��7

3
��� ��� %������ ������� %�
����%�
 ��7 �
���������� ��
 � ��
��� 	�� %�
���! -����9���� $�%%
����

	$Q�� ���� �� 3��� 
����
�������� �	������� � � ���
� %������� � $�����;
� 	� ��� ��	#�� ��;�����

�� 
����� qtĒt� �7�������� ��� �� 
����� %
���
� %�
 � ����� 	� � ������� 	� ������ ��� ���

�����
������ ��7� %��
 ������� 2�
� 
���
�� ��7 ������� :�����!
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���� ���� �
���� � �� �������� ������������ ��� � �
��������

���� 
������ ��������

������� ��� �������� �� ����������� mt
�) ������.�� ��� ��������& �.����� #����  � ct+1

�.����������� �� ��� ��/��� #�������� �� ����� ��� �� �.������� FRt+1stG) ��� #����������

����������� �� ��� ���� �� ��#���� �������� �� /�� �.�#��/��� �����#��/� ��� *

wt + qtEt = st +mt F")>G

ct+1 = Rt+1st F")3$G

� ��  ������ �.��� B!$$!C& �.�#��/��� �� ����������� ����� ��������  ����� �� �?��� �

�� ��� ��) �����& �.�#��� �� ������� �� ���1  �?��� ������#�� ���� ������ #����� ��

���������) �� �� ��������� �� ��� �� ���� �/��� ���� - ������� ��� � �������& ���� ����

����� ���& ��S#� - �� ������������ �� �� ����� ��/������ ������& ��� �.�@��� �� �������2

���� ���  ������) 
����� ��� #� ��/��� #� ��� ������� ��� ��� ����� �.��/������� ���

�����#��, /�� �.�������)

��� ���,����#�� �� �.����� �� �� t ������� ��� �� #����  ����� ct+1 �� �� ���������

Pt+1 �� ��#���� ������� �� /��) +��� �� ,��#���� �.�������& ���� �������� �� ���#�D#�����

���/���� F�/�# φ > 0G *

U(ct+1, Pt+1) = log ct+1 − φ
P 2
t+1

2

������.�� ����� #� ��� �� �.�#��/��� ��� ������ ���/�� F ������ �� D� ��G& �� �?��2

 ���� �� ���#M �� �������� ���� �� ���#���� F�/�# γ > 0G *

Pt+1 = Pt − Γ(Pt) + Et − γmt F")33G

���� #� #����1��& �� ������ � �� �.����� #������� - #������ �� ����������� �� ���

�������#�� ����� ������� �� ����������� ��  ������ -  �1� ���� ��� �������& ����� �����

��� #���������� ����������� �� �.�/������� �� ���#M �� ���������) ��� ���� ���&

max
st,mt,ct+1

log ct+1 − φ
P 2
t+1

2

���� #����������& ⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

wt + qtEt = st +mt

ct+1 = Rt+1st

Pt+1 = Pt − Γ(Pt) + Et − γmt

mt ≥ 0

�� #�������� �� ��� ��� ����� ����#��� - #� ������ � �.�#��� *

− 1

wt + qtĒt −mt

+ γφ(Pt − Γ(Pt) + Et − γmt) + µ = 0 F")3!G

�@ ��� %����;� 	� 
�����
%
���
mt ����� ��� ��7� %
����� %�
 �� %�����
� %�;��� �3� 	� 3�����


$�������� 	� 	�%������ �5��� �� ��� ()**�, ! �� :����3������ 	� $�;����� 	� ������������ 	� %
���#
�

%�
��	� � ��� �%%�
��� 	��� � ���%��
� 2!

3!5
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��������

���� 
������ ��������

µmt = 0 F")3"G

�/�# µ ≥ 0& ��  �������#����� �� ��������)

�� #��������� �� ��� ������/��� ���mt ��#������ �� ���������� �� #�� �I �� �����������

��� ���������� �&�& mt = 0 �� #�� �I �.����� #�������� - �� ����������� �&�& mt ≥ 0) ��

����& �.����� �� #�� ���1 ���������� ���� ����� ��� E��� �#����� �� ���1 ����2#�� �����

��� �� ������� �� �.��/������ ��� ���� �� ��N- �� �� ���- �� ����� �.����/����������



P )

�� D� #����#���� �� ����� ����?�� #������� - �/����� - �� ,��� �.� ��#� �.��� ������2

���� ��� ��� ��� �� �� �.�@�� �.��� ��,�� � �� #���� ��������� F������� ��� ��� /��������

�� ����� ������ �.� ������ ĒtG ��� ��� ���������� �� �.��������� ������������ �� �����2

�� �����) +��� #� ,����& ���� ���#����� - �� #���#���������� �� �.��������� #��#���������

�� ����?���� ������ ��� ��� ������ #��D��������� ��/����������)

��� ()�� ��� ����
� ��� �����
�
���

���� #���� ��#����& ���� �������� �.����� ��� ���������� ��� ��@������ �?��� ��

��������� F�1�����#�& ���#���& ��������� ��#���G ����& ����  ������� ��� #��������#�� ��

#���1 �� ����� ��� �� ��/��� �� ��#����� �� �� ��������� �.���������) ����� ����?��

��� �������� ��##����/� ��� ���� �� �������� #��������� Fmt = 0G �� ���� �� ��������

���������� Fmt ≥ 0G)

����� �� ����	
�� ���	�
�	�

	#� �� ����� ��� #���������� D���#���� �� ��/������ ������ ��� ��� ��� ��� ������

�.��� ��� ��:��  ��� �.��#�������� - ���������) 	�� #����#���� ����� �.����������� ��

���� ��/��� Ωt - �.������� *

Ωt = st F")37G

��#���� ���&

Ωt = wt + qtEt F")34G


��� ���/��� ��D��� �.��������� ���� #� #��)

��8������ .-

@� �����#	� ����	���� � �� �	� ������ ��	������ ��� �� ������ �� �� ���� ���  �	��#���

��	 �!�� {ct, st}% �� �� ���� ���  �	��#��� ��	����� {Lt, Kt, Et, Pt} �� �� �� ���� �� �	��

{Rt, wt, qt} �� ���� ������ �� �

�? 2�� ������ ���� � ��	 ����

 � ������� 	��	��������� ���	��� �������	����� �� ���

	� �� 9C&BK; �� ��� �	��� ���������� �� �� 
���
������� ��� �	���� 9C&D;% 9C&E; �� 9C&F;

����  �	�����%

3!>



���� ���� �
���� � �� �������� ������������ ��� � �
��������

���� 
������ ��������

��? ��� 
�	���� ���� �����#	�� � Lt = N = 1 �	 �� 
�	��� � �	� ���% Kt+1 = st(=

kt+1) �	 �� 
�	��� � ������� �� Et = Ēt(= et) �	 �� 
�	��� ��� ��	
��&

���? ��� ����	������ #������	�� 9C&G; �� 9C&BH; ���� 	��������� 9��	 mt = 0G%

� ? �� �-��
��� �� �� �������� ��� ����� ���	��� ��	 ��������� 9C&BB; 9�����
���

��	 mt = 0G&

����� ����� �.�1�������� �� �������& �� ���1 ��� ��� �� �� �� #�������� �.���������

��� ��  ��#�� ��� ��� ��& �� ��� �������� �� ��D��� �� ��/��� �� �.�����) �.��������

F")34G ��/���� *

Ωt = (1 − α)Akαt Ē
1−α−β
t F")3%G

����������� #� ��/���& �� �?�� ���� �.��������� ��� ������� ��S#� - �� #�������� F")37G&

- �� #�������� �.��������� ��  ��#�� �� #������ �� - �.�������� �.�/������� �� �� �����2

���� * {
kt+1 = (1 − α)Akαt Ē

1−α−β
t

Pt+1 = Pt − Γ(Pt) + Ēt
F")38G

��  � ���� �� #������� !& �� �?�� ���� �� #������ ��� ������������ �� �� ���������)

���� �#�& �� ��#������� ��� ����� ��� /���� ������.�� #������� ��� �� �?�� ���� �� ��

��������� �� ������ ��� �� �� ��������� �� ����� �1�����)

�� ���� ������������& ���� #���� ������ �� ���� k − P & ��� �������� �� *{
k = (1 − α)AkαĒ1−α−β

Γ(P ) = Ē

�� ��� ���� �������� �� �� ��� ������ ��������� k∗c (Ē) �� ��� #��������� �.�1�����#�

���� ���� ��� ���� �� ����������� ���/����)

%���������� . 4� �������� ��� ������ ����������	� ����#��� � �� �� �� �������� �		��

 �	��#��& 4� ������ �� 9�� � ��� ���; �������9�; � �� � �� �� �� �������� ��������

���	� �� ��L� � ���� ���		� �	��#����� �� �� ����
��� ��

max
P∈[0,P̄ ]

{Γ(P )} =
θP̄ 2

4
≥ Ē F")35G

+�� �������� (k∗cr(Ē), P ∗
cr(Ē)) ���� ������� ��	 �

k∗cr(Ē) =
[
(1 − α)AĒ1−α−β] 1

1−α F")3>G

P ∗
cr(Ē) = P̄ /2 ±

√
4θ(θP̄ 2/4 − Ē)

2θ
F")!$G

��$��	��� G�G ����	� G�G ���� %��
 � ������� ����
����� ����	� ����
���
� ! �� �����	 ��	��� G
G

����	� G�G 9�
�� %�
 � ������ 
�9�
���� � �� ������ 	� %������ 
���
��;� ����	� �

���
��;� !
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��������

���� 
������ ��������

�� ����������- �� �� ��������� ��� ����/�������& ����� �� ��#���� �������� Γ(P ) =

Ē �� �� ��� ������ �������� Ē = 0) ����& #���� �������� ���� E��� �1#��� ����� �����

��� ���������� ��� ,��#����� �� �����#���� �� �.�������) ������� �� ��������� ��� ��/�������&

�� ��/��� �� ��������� ��� �������� �� ���?�9 � Γ(P )− Ē = 0 ↔ θP 2 − θP̄P + Ē = 0)

�� ���#�� ����� ∆ = 4θ(θP̄ 2/4 − Ē) ��� ��� ��� ��� θP̄ 2/4 = Ē ��& ���� #� #��& ����

�/��� P ∗
cr(Ē) = P̄ /2) ������� �.��������� F")35G ��� ����#��& �� ������� ���1 ��#����

������/�� * P ∗
cr(Ē) = P̄ /2 ±√

∆/(2θ))

�� #�������� �.�1�����#� ������� �.���� ��� �� #���#���  �1� � �.���� ������� ��

�� ��������� ��� �� ������& �� ������������& ��� ���������� �� ��/��� �.� ������) ��

������� #��������� ���#��� ���& ���� �� =��� #���������& �� ����� ������ �.� ������)


��� ������ ��� #���� #�������� ��#������� �� ��:����� ��/���� - � ����� ��� �����

���������� ��� �� ����� Ē)

��� ,��� ��� #��������� �.�1�����#� ����� �����& ���� ���� ����������� - �.�@�� �.���

��,�� � �� �� ��������� ��/������ ������ ��� ��� ���������� �� �.���� ������������) 
�2

���� ��� #���� ����?�� �.� �� ���� ��� ������� �.�� �������� - ������ �.��� ��������

F��#��� ���G ������) ���� �� #�� �I �� �1���� ���1 ����� �������������& ���� ���/���

,�#��� ���  ������ ��� ����� �� �������� ����� ��� ������ F/��� �.����1� B.2G) 
���

#���������� ����� �� ���,��#� ��� �� �?��� � �� ����������& #.���2-2����& ��� ������ ��

����� �.� ������)

%���������� 0 @�� #����� � ���� ���
������ Ē �
����� �� #����� � �� ���� ���

�� ��� �� ������� �� �� �������� � ������ ����������	� ���#��&

�� ����������- 	� ��:� �� #�������� ��.- �� �������� ������& �� � k∗
′
cr(Ē) > 0 ��

P ∗′
cr (Ē) > 0)

������.�� ���� ��� ���1 ������ ���� �� #����9�� �� �� ��������� ��� ������� F��� ���2

 ��G& �� ��� �������� �� ����������� �� �������� ������ ��� R��/��& ��#��� �� O���� B!$$!�C&

���� ��� ,�#����� �� �����#���� #� ��� ��������& �� #�� �I ��� ���� ��� ��� ��� ���2

���������� F�.������#��� �� ������������ ��� �������� ���� ��� ��#�������� ����2�������G�)


��� ����#���� �� �@�� �.�1�����#� �.�� ����  � ����� #�������#� �#��� ���� �� ���2

��#���� �� �.��/������ ��� * ��� ��������� ���� ��/��� ��� �� �� ������� �� ��/��� ��

��������� ������������ �� ����� ��� �� ��/��� �� ��#�����) ��� ������ �� Ē ���/����

��� ����#���� ��� � ������� �� �� �� ��������� �##� ���� - #����� �������) ����& ����

�@ ��� ��%�
���� 	� ����
 ��� ��� �����
� �����	#
��� �� ��	
� 	$���>�� ����? 	������� 	� ���
�! @�

��%%����� ��� �� %�
���� � 	�
�� 	� ��� ��3���� ���� � %
�%
���� 	�� ������� ��� �� �� �
����������

	� ����
������ �� ����
������ �� �� ����� ��7 3
���! ���%�
�
 ��� 
������� ��7 ��
� �� 
��#� 	���

�� �7�
���� %�
����� ��9�
��� ���� �$�7%���� %�
 � %
�7����� 	� ��� %
�;���������!
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��������

���� 
������ ��������

�� ������� ����� ��� ��� �� �@�� ��/��� ������, ������� �� ������� �� �� ����� ��/������2

 ������ �� ������& #� ��� #�������� D���� ��� �� ,���� - �.������� �� - �.�##� �������

�� #������)


��� ���� �������� - ������� /��� �.����?�� �� �� �������� ����������)

����� �� ����	
�� 
�	�
���

���������  ��������� �� ���S#�� ��� �� �� #��������� D���#���� ��Y�� �� ���,��#�2

 ��� �� �� #��������� ��/������ ������ ���F�G ��� ��� ������ �� ��#����� - ��/����� ����

�� �����������) ���� #� #��& �� ������ � ���  ������ �� �� ��� �������� ���������� ��

�� #�������� �� ��� ��� ����� ��/���� �� ��� ��� *

Pt+1 =
1

γφst
F")!3G

�� ��D������ �� �.��������� ���  ���D�� �� ,��� ������/��� �����/���� �� /������� ��

����������� mt *

��8������ 0-

@� �����#	� ����	��	 � �� �	� ������ ��	������ ��� �� ������ �� �� ���� ���  �	��#���

��	 �!�� {ct, mt, st}% �� �� ���� ���  �	��#��� ��	����� {Lt, Kt, Et, Pt} �� �� �� ���� ��

�	�� {Rt, wt, φt} �� ���� ������ �� �

�? 2�� ������ ���� � ��	 ����

 � �� ��������� ���	#��	��� 9C&AB; �� ������� 	��	��

�������� �� ��� �	��� ���������� �� �� 
���
������� ��� �	���� 9C&D;% 9C&E; �� 9C&F; ����

 �	�����%

��? ��� 
�	���� ���� �����#	�� � Lt = N = 1 �	 �� 
�	��� � �	� ���% Kt+1 = st(=

kt+1) �	 �� 
�	��� � ������� �� Et = Ēt(= et) �	 �� 
�	��� ��� ��	
��&

���? ��� ����	������ #������	�� 9C&G; �� 9C&BH; ���� 	���������%

� ? �� �-��
��� �� �� �������� ��� ����� ���	��� ��	 9C&BB;&

�.����?�� �� �.��������� ��/���� ���# - #��������� �� �?��� � �.��������� #� ����

�� F")%G2F")33G& F")!3G �� ��� #��������� �.��������� ��� ���  ��#���) ���� #�� #���������&

�� ��� �������� �.�1��� �� �� ,��#���� �� ����������� *

mt = (1 − α)Akαt Ē
1−α−β
t − kt+1 F")!!G

�� �?�� ���� �.��������� ��� ����� ��#���� ��� �� �?��� � �.��������� ���/���&{
Pt+1 = 1

γφkt+1

Pt+1 = Pt − Γ(Pt) + Ēt − γ
(
(1 − α)Akαt Ē

1−α−β
t − kt+1

) F")!"G

��& ���� ������ ��� �� ��� ���� ��������& ����� �� �� #�������� F")!3G& ��D��� ���

�������� �.��������� /������ ���� ����� �� =��� ���������� *

Pt =
1

γφkt
F")!7G
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#���� �������� ���& - #����� �������& �� ��/��� �� ��������� ��  ������ ��/���� �� #������)


��� ���#�����& ���� #� ��� ����& - ��� ����?�� ��� #��������� �.�1�����#� �.��

��������� ������������ �� ����������� ��� ���1 #�� �� D���� ��������� F����� ��� �� ���2

������ ��� ��/������� �� ���G) 
��� �� ����� ����� ����?�� - �.�����/���� �.�����& ���� ��

#������& [0, k̄(Ē)] �/�#&

k̄(Ē) =
[
(1 − α)AĒ1−α−β] 1

1−α F")!4G

��� ������ ���� ��/��� ��� �� /������� �� �����������& �� ������������& ��� ������/� �I

����� * m(k, Ē) ≥ 0 F/��� �.����1� A.1G)

�6����$�� ������������ ���� ��������� ���������$��

���� �� =��� �� ��������� ����/�������& �� #���#��� �.���� ������� ��� ����� �&�& Γ(P ) =

0 ∀P ≥ P̄ ) �� ������������& �� �?��� � �.��������� - ������� ��/���� *{
P = 1

γφk

Ē = γ((1 − α)AkαĒ1−α−β − k)

�� ����#��� ��� �#� �� ��������� - Ē ����� �� �� ����� ���� ��� #��������� ���� ����������

�� ��#���� �������� �� �� ��� �������� k∗ii(Ē))

%���������� 3 4� ������ � ���� ����������	� (k∗ii(Ē), P ∗
ii(Ē)) ������� � � �� �� ��

�������� �		� �	��#�� �� �� ����
��� �� �� ���� ���#�� ��� ��� �� ��L� ��� �� �� ��
���

Ēl ����� ��

� ��� �

Ēl =
(
γA(1 − α)2

) 1−α
β (α(1 − α)A)

α
β F")!%G

�� ����������- /��� �.����1� A.2

�.����?�� ,��� ���# ������Q��� ��� /����� #�������& ���� �� ����� �.� ������& �� ��N-

�� �������� �� �1���� �� ���� ������������ �1������ �� ��/��� �� ��������� ����/�������) +��

#������#���� #� �?�� �� �������� #�������� ��� ������ �� ���/���� - �� ,��� �#��������

F�� ��������� ��� ���������� �� ����� �.����/���������� P̄ G �� �#��� ���� �������& �� /����

�� �� �������� �.��������� F")!7G& �� ��/��� �� #������ ������������ ��� ��,������ - #���� ��

�.� ����� ������ �������� ���������� V��/�������V) �����,���& #�������� ��� �� #�������

���#�����& �� ��� �������� �� �� ������ ��� #��������� ��� � �E#���� �� ���/���� �.��

��� ���� �� ���� ��� �)

+���������- @�� ��������� ��������	� �� �I����� ��	 ����	� ����������� ����

�	���� �� �� 	��� ��� �� ���	 �� ���� ���#�� ���
������ � � �� �� �I��

���

��� � � Ē > Ēl&

�����& �� ��������� �� ��� ��& ���#��� - �.�#����� ��������������& ���� ��������� ���

D� �� - ������� ��:��  ��� �� �.�� /��� �/���� - �.�#��� �� ��� �������� �������������&

���� �� ���#����� �� ��/������ ���& - ������� �.��� ������ �� ���/����)
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�� ��������& � �	��	� ����������& �.�1������ ��� �� ,��� ���& ���� �� =��� ����������&

�.�#��� �� ������� �� ���1 ������ ���� �@�#���� ��� � ������� ����������) ��& �.�1��2

���#� �.�� ���� ������������ ������� ��� ��� � ������� ������ ������ ������) +��� #���&

�� ,��� ��� �.�#��/��� �� ����������� #� ����� ���� �1�#�� ��� ��� � ������� ����������

��� D� �� #� ��� �� �������� �� �� ����� ��� D1� �� ��N- �� �� /����� #������� Ēl) ��

������ �� #� �������� ���� ���# E��� ������/����) �� �@��& �� D1��� Ē > Ēl& �� �.������

 �#������ ��� �� �.�����#� �� �������) +��� ������& �� ��� /����� ������ ��� �.�#���2

 �� ������ ���� #���� =��� ������� D���� ��� ��� ������ ����������� �� �� ���������

����#��� - ��� ������� #������� �� ��/��� �� ��#�����) �� �?�� �� ���6�#����� �� ��/�2

����� ��� �.��������� - ��� ����� �� ������ �� ���/���� V��? ��������V F�� ��#��� -

�� ���#����� �� ��/�����#�G) 
��� ��/�������� ��� #� ����� � ������� ���� �� �.����?��

�?�� ���� F��#���� 3.4.2G) 	� #��/������ ����  ��� �� �� ����� �� �������� ���/���� *

���� ��� �.�@�� �� #���1 �� ����� ��� �� ����������� ���� ��� �#��� ��& ��� �� �� ����/�

��� �������� ��� ���� �� =��� �� ��������� ����/�������& �� �� ��6������ �� �� ��/����� ;

�� �.�� �� �� ��� �.�� ��� ��6�#��,� ������������ �� �� ��������� �#��� ���� �� ��2

�����& �� �� �� ��������� ��/������ ������ �� �����#�����& ��� ���#��� ��� �.�/���� -

�.�#��� �� �.E��� ������ ��� ��� ������ �#�������� �� �#��� ����& ���� � ������&

��� �� �����& Ē > Ēl) ���� #� #����1��& ���� ���� ,�#������� ��� ��� ���������� �.���

�������� ����#��� - �� ��/��� �� ��������� ��/�������)

�6����$�� ������������ ���� ��������� �������$��

���� �� #���#��� �.���� ������� �� �� ������ ��� ��������& �� ���� ������������ ���

�������� �� �?��� � ���/��� F/��� F")!"GG *{
P = 1

γφk

θP (



P − P ) = Ē − γm(k, Ē)

���������� �� �������� �.��������� ���� �� ��� � �� ���#�� �� �� ��#���� ��������

�� ��� �.����� �� �.�1�����#� - �.����?�� �� #� ����� ��� �� ���1 ,��#����� �� #������

��� �� �� ���� �� ��D������ ���������)

%���������� / *�� ��� ��� ���������� �� �����%

max
P∈[0,P̄ ]

{Γ(P )} =
θP̄ 2

4
≥ max

k∈]�
�
,k̄(Ē)]

{Ē − γm(k, Ē))} = Ē F")!8G

k̄(Ē) ≥ 2

γφP̄
F")!5G

�� ������ � ���� ����������	� (k∗ir(Ē), P ∗
ir(Ē)) ������� � � �� �� �� �������� 	� �	��#��&
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�� ����������- /��� �.����1� A.1)

�� #�������� F")!8G�& ��6- �������� ���� �� #������� ! ���� ����/�� �.�1�����#� �.���

�������� ���������� �/�# ��������� ��/�������& #��������� - ��� ���#������& ���� �����

#���� �.����?�� �� ��������� �������& �� �� #�������� ���������� ��� ���/���� �� P����2

��� B3>>%C) ���� ������� �.���� ����� �������� �� ��������  �1� ��� �� ��������� ���� ����

��� �� ������ ��� ����������� ��� ���������� �� /��� �  �1� � ��� � ������� F�?���

#���� ������� �� ����������� �.������ �&�& �� k = k̄(Ē)G ��� ��� �� ����� �� ��D������

���������� �� #������ �� �� �� ���������) �� #�������� ������������� F")!5G ��� ���#���2

 ��� �������� - �������� ��� #������� #�����������#� ��� �� ����� �� ��D������ ��

#�� ���1 /��������) ���� ���� ��������& ���� ����� �� ����������& - ����������� �.�����

�� �.�1�����#�)


����� ��� ���� #�� ���1 #���������& �� �1���� ��  ���� �� �� �� ���� ���1 �����

�������������) �� #�� �.���#���& �� � ��#������� ��� k∗ir(Ē) < 2/(γφP̄ ) F#� ��� � ������

P ∗
ir(Ē) > P̄/2G) ������.�� �1���� ���1 ���������& ����� �� ������� �� ���� �� �.����� ��

#���� /����� �� ��������)

�/��� �.������� �� ����������� �� �.��������� - ��� /�������� �� ����� �.� ������&

���N���2���� ���� �� #�� �� ���� ����������� �I �� �1���� ���1 ����� �������������) +������

�� ��������� �� �� #������ ���� ��/���� ��� ������ - �.���������& ���� �� ���D��� �� ����2

 ������� ��� ��������� �� �������� ��������� ���� F����) ���G #���� ����#�� - �� ��/���

�� ��#����� � ������� F����) ���G) �.��������� ���� ��� ���# ����� #���#������ ��� ���

#��#��������� �� �������� ,����� ������/� ��� - �.�����) �.����� �� �� ��������� ��#���

��� ��������� ���� �.����1� B.2) ��� #��������� ��:������ �.�1�����#� ���� ��� ������

����� ��� �� #����Q��� �� ��#��������� ��� ��/���1 �� ��������� ������������� ��� �������

- �� /����� �� �������� P̄ /2 * P ∗h
ir (Ē) < P̄/2 < P ∗b

ir (Ē)) 
��� ��/��� ���# ��� �����

�� �������� ����� (k∗hir (Ē), P ∗h
ir (Ē)) �����#�� �� ��� ���� ��� ���1 #��������� ��:������

�� ��������� * Γ′(P ) > 0) ��#���� ��� �������� ���& ���� ���  ������ - ����������� � 2

��������& ������.�� �1���� ���1 ��������� �.��� ��� ��#��� ��� ������ �� �.����� ��������&

�� ? � �� ,����� ����� ������ �� ,��� ��� �� �������� ������ ���� #���� ��� �������� ��

��/��� �� ��#����� ���/� �� ��� #��#��������� ,����� �� �������� F#� ��� #��D� �����

��� �� �������� ���� �� ��#���� 3.4.2G)

���� ���� ��� #��& �.����?�� �.��� ��,�� � �� �� ��������� ��/������ ������ #������

��1 #��#������� ���/�����)

%���������� 9 *��� Ē1 �� ���� ������� �� ��������% �������� � 	����	��
��� ��

�� �������� �� �	����
������ �� �	������� ��	 �� ������� ��� ���� Ē2 < Ē1 9��	

����� �� ������ ��� ����� ����������	��;& 2� #����� � ���� �
����� �

����� ������ ��� ����� ���	����� ��4����� 	$�7�������� %��
 � ������� ����
���
�� ��� 9�
�������

�	������� � � ���	����� ��������
� �� ��4����� 	$�7������� 	$��� ������� ����
�����!
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� �� #����� � �� �� �� ������� �� �� ����� � �� �� �� �������� � �������#	�

#�� 9�	��
� �����#��;%

� �� ����� � �� �� �� ������� �� �� #����� �� �� �������� � �������#	� ���

9�	��
� ���#��;%

��� �� �� �� �� ���� � ����  �	��� � Ēl ≥ Ēc � �� Ēc �� #�	�� ������ �� ��


����	� �� ���� �

Ēc = (γ(1 − α− β))(1−α)/β(A(1 − α))1/β

�� ����������- /��� �.����1� C)

+��� �� ��� ��� ���� ������������& �� ������/� �� �������� ����#���� �� ������ �.���

B!$$!C& ���� ���� ������ ��/��� �� ���#�� ���� �� #�� �I �� ��������� ��/������ ������

��� ��6- ��/��� �/��� �� ��,�� � F���� �� ����� ������� Ē1G) �����,���& #� �������� ����

E��� #�������� �/�# ���#������ ������� #���� �������� ��� ����� �� ��������) �.�/�������

�� ��#��� ���� ������������ ��� ����#��� ���� ������������ �� �������� ��� �� ��������

�/�# ��� #��#������� �� �� ����������� ��� �� ��,�� � �� �� ��1� FA�/������ �� � ������

B3>>4C& B3>>%C �� A�/������ �� �� ����6 B3>>8CG) �� �@��& ���� #��������� ��� �� ��,�� �

�� �?��� � �� ��� �� ���#��� �� ������ ��/������ ������.�� ����� ���� #�����������

��� �� - �.�#��� �� �.��������� �� ���� �I - �� ,��� �� ��/��� �� ��#����� ��� ���������

�� �� ��������� ��,�������) 
��� ������ ����� ��� ��� #� �������� �.��� ��� #����������

�� ,��� �.���������� ��� �1��������� ��/������ ������ �� �����#���� #�������� ��� ��1

���/��1 ���#����)

+��� #� ������� #�� ���������& ��#� ������ ��� �@��� �.��� ������ �� �����) �����

������ �.����#�� ���� �.����� - �� �@�� ��/��� ������, F/��� �� #��������� ����������

F")>GG * ���� �����Q�� ��� �� ������� �� ������� �� �� �� ����� ��/������ ������ #�

��� � ������ ��� �.����� � ������/� ���  ���� �� �������#�� - ������� - �.������� ��

- �� ����������� F�������� ��� �� �� #��������� D���#����G) ���� �� ������� ����� ���

��� �� �@�� ������������ ��� ���/���� �� �� �� ������� ��� � ������� ���������� �� ��

�� ��������� �##� ���� - #����� ������� F/��� �� �?�� ���� F")33GG) +���	�� ��	�#�&

�/�# �� ����#���� �� �����& �� ���������� #��#����� � ������/� ���  ���� �� �������#��

- #����#��� - �� ����������� ����  �������� �� ������� �� �.��/������ ��� ���� ����

���D���� �� ��#���� ������� �� /�� F�������� ��� �� �� #��������� ��/������ ������G)

���� ���� �������� ��� ���� ������ ���� �� ��� ��/��� #� ��� ,�/����� �.�##� �������

�� #������) �� �������� �� ���� ����� �� ��/��� �������� �� ��� ��� �@�� �.� ����� ����

�.���� ��  ���� ����������� ����� ��� #.��� �� ��#��� ��� ���/��� ���� �.���� ��  �������)

� �.���� ������������ ����& �.�#��� �� �������& �/��� �� ��,�� �& �.�� ���#M �� #�2

����� ������/� ��� � �������) �� ����& �� ��/��� �� ��������� ��� ��,������ �� ����� P̄ /2

�� /� �� ���� �/�# ��� ,��#���� �.���� ������� #��������� �/�# �� ���#M) �� ������ ��
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����� ���/���� ��� �� ������� �� ��/��� � �	��	� ��,�/������ - �.������� �� ��1 ��2

������ �� �����������) ����& #� �������� ��� �� �� #��������� D���#���� �����  �����

#�� �.�#��� �� ���� �.����?�� ��� �� ���#M �� #������ #���������) �� ����#���� ��

����� � ������ ����� ��� �� �������� ��� �� �� #��������� ��/������ ������ ��� �����

��6- ��� �������) �.����� ������� ����� �.��� #������� �������� ���� � ����� ��� ��2

���#������� �.��� ������ �� ��/��� ��� �.�##� ������� �� #������) �.�@�� ������������

6��� - ����� * �� ����������� ���� �� /������� �.�6���� ��� �� ����� ����� ��� #���� ��2

 ������� �� �������� ��� �.�������) '������ ��� �������� �� ����������� ����& ����

�� ��� ��� �� ��& �� �������� ��� ��� ������ ��� � ������� F�� #���� ������ ������� ��

������ �� �����G) ���������& #� ������ ��� �.� ������ /� E��� ��������� ��� ���� ���

��� �� ������ ��� V���D��V �.��� #���#��� �� ������������ ���/��) +�� #���������& �.���

������� - �.�����& �� #������ ��� ���� �� �� ��������� �� ����) �.�#��� �� ����� ����

�� #��#�� /������1 �.����#����� ��� �� �� ������ �� �� ��������� #�� �.�##� ������� ��

#������ �.����#��& - #����� �������& - ��� ������ �� ��/��� #� ��� ��� �� �� #����#���

���6���� ���� �� �������#�� ��1 ���1 ������ �� ��������)

� ������ �� �.���� ���& �� ������ �� ����� ���/���� �1�#�� ��� �.�@�� #��������)

�� ����� �� �� #��������� D���#����& ��6- #��������� �� ,��� �.�� ��/��� �� ��#�����

 ������& �.�##��Q� ��#���) ������ ���& #���� #��������� �#���� �� #��������� ��/������2

 ������ �� �����  ������ ��� - �� ,��� �.������� �� ��� �������� �� ����������� ��������

���� ��� ����������� #������������) �� ������ �� �.������� �� ������� ��� �� ��������2

�� ��� �� �.�##� ������� �� #������ F�� ��� �� ������� �� #������ ������������G) ��

����& �� ������ ��� � ������� ��� ���� ��� #� ������ ��� �� ����#���� �� �� �������2

���� � ��������& ��� �-2 E �& ��� ������ ��� � ������� ������) +������ �.�#��� �� ��

����� ���� �� =��� �I P > P̄/2 F�I �� ,��#���� �.���� ������� ��� ��� �� ����� ��#����2

�����G& �� ������ ��� � ������� ������ ��#��� �� #���#��� �� ������������ �� �� ������

#� ��� #�������� - �##������ �.�##� ������� �� �������� F6����.- �.�##������ - �� ����

������������ ���� ������G)

���� #���� ��#���� #����#��� - �.����� �� �.��������� F������������G& ���� �/���  ��2

��� �.�1�����#� �.���  �������#��� �� ��������� ��1 ���������� ����= ���������) ��  �

���� �� ��#��� #�������& #������� ���������� ���������� ��� #���#����������� �.��� ������

�� ���/���� - �� ,��� �#�������� �� �#��� ����) �����,���& �#�& �� ������Q� ��.�� ��� ���2

����� �� �������� �.�#��� �� #����� ��� �������� ������������� - ������� �.�� ��� ����

- #�������� �� D1�� �� ����� ������ �.� ������ - �� ��/��� ��:��  ��� � �������)

�.����?�� �� �.�@�� �.��� ��,�� � �� �� ��������� ��/������ ������ ��� ��� ���������� ��

�.��������� � ��/��� ���1 #���#����������� �� ���������) �.��� ����& �� �.�����#� �.���

�#��/��� �� �����������& ��� ��������� ���� ��/��� ��� �� �.��������� �� ����  ����

������ �� ����� ��� �� ��/��� �� ��#����� �� �.����� ����& - �� �������� ����������& ����

������ �� ������ ��/������)
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��� ���� ,�#������� - ������� ��� �.����?�� �� �� �?�� ���� ��  ����� �� ��������

��##����/� ��� �� ��#��������� �� �.�/������� �� �� ,�������� F�������� �� �������� ����2

������ �� #�� #��������G �� ,��#���� �� ����� ��& �� ����������& - ������ �.�� �1� ���

�� ������& �� �?�� ���� ������� ��  ����� F�/�# �� �� ������� ��� ������� �.�����#2

����G)

��� ()�� ��� ����
� ��� � �&��
���

����� �� ��� ���	
,�

��  � ���� �.�/��� �1������ �� ������ ���� �� #������� !& �.����� �� #�� ,��������

��� #������� ������� �.�� �� ���� �� �������� �� �.�� ���������� ��� ���������) �D� ��

�� ���D�� �.����?�� �� �� ��� ��� ������� ��� ������#� ����� �� #� ����� ��� ���

,��������� ������/� ��� �� �����& ���� ��������� ��� ��������� �� ����� #��������&

����& Ēt = Ē ∀t)
��8������ 3- J��� �������� k − P ���  �	��#��� ������% �� �	�
��	� �	�����	� ��	�

	������ � ���� ���		� �	��#����� � Pt = P̄ & 2� ������� �	�����	�% ���� �	�����	� �����

��6�	����% ��� �� ��� ��� ������ (kt, Pt) �� ������� ��� ������ ���� ����6�	���� ���	�

�� ���� ���� ����	 � ��� ���� �� ����������& *����� ���  ���	� ǩ(Ē) �� k̂(Ē)& �������

	������� �
��� ��	%

ǩ(Ē) =

(
1

γφ(P̄ + Ē)(1 − α)AĒ1−α−β

) 1
α

k̂(Ē) =

(
1

γφĒ(1 − α)AĒ1−α−β

) 1
α

�� ������� �	�����	� �����	�
� �� �� 
����	� �� ���� � Pt = f(kt, Ē) 9 ��	 ��������

D.1; � ��%

f(kt, Ē) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

1
γφ(1−α)Akα

t Ē
1−α−β − Ē ���� kt ∈ [0, ǩ(Ē)]�

−(1−θP̄ )+
√
g(kt,Ē)

�

2θ
���� kt ∈]ǩ(Ē), k̂(Ē)]

0 ���� kt > k̂(Ē)

F")!>G

��&

g(kt, Ē) = (1 − θP̄ )2 + 4θ(
1

γφ(1 − α)Akαt Ē
1−α−β − Ē)

/� ��� ����� ���� � ����� 9	���& � ������; �� �� �	�����	�% ��� � ��� mt ≥ 0

9	���& mt = 0;&

�� ��#��������� �� �.���� ��� ��� ����� ������������� ������/� ��� - #�� ,���������

��� �� ����� ��� ���� � ������#� �� #� ��� #��#���� �.�� ���������� �� #�� ���������)
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�� �@��& ���� �/��� ������ ��� ������ �?��� �� �?�� ����� #������������ #��#�� -

��� =���� �����#������� �� ���� k−P ) 
��� �/��� �� ����� �.�1�����#� �.����� �������2

������ ���� ���1 �� #�� =����) ����& �� ��� ���� - ,��� ��/���������& ���� �� �� #��/�����#�

/��� ��� �������� ������ �.��� =��� ����� ����& ��� �� ���6�#����� �.��������� ,���#�����

�.��� �� �.����� ��� ,��������� �/��� �.��������� #���� ��������) ��& ��� ��� �� ���6�#�����

���/���� ��� �� #�� ,���������& �� �?�� ���� ��� ����� ��� �� ���/��� �?��� � ��� ��2

D������ ������ ��� ��@����� �� ���#�����) ����� ��� ���& �� �������� ������ #���������

�.��� ��� �� ������� ������.��� ,��� �� ,�������� ���/�����& �.�#��� �� /� #��/����� /���

��� �������� ������ ��@������ ��D��� ��� �� �?�� ���� �?��� #���� ���� #���� ���/����

=���)

	����������2���� ���� ���#��� ��� ��1 ���������� �� �� ,�������� �.����@����#�) +���

kt ≤ k̂(Ē)& �� ,��#���� F")!>G #���#������ ��� ��������  ������� ��#��������� ����� ��

��������� �� �� #������ * �� ��#����� �� ��������� ��� ����� ���� �� ��/��� �� ���������

�.������ ���� ,����� ��� �.�#��� �� ��� ��#���) �� ����& �� #������� ��� �� ,��������

�.�������& ���� �� ���� ��� /�������� �.����& ����� �� ����� ��� ���� * Pt = f(kt
−
, Ē
−

))

�����& ������� �.�� ���� ������� ���� �� =��� #���������& �.�#��� �� �.�������� �.��2

���� ���� /��� ���� �.�#��/��� �� ����������� ��� �� ����� ������ �� ��� �� ���� � ���2

����) ����� ��������� � ��� � ���#������ ��� ���/����� ��� �� #� ����� ��� ��� ������)

�� �@��& � ����� ��� �������� ���/�� �� ��� �� /� V���#������V ��  � ��� �I ��� ������

��#������� �� #����#��� ��� �������#�� - �� �����������) ����� #���#���������� ���/����

�� �������� ��� �� �� #��������� ��/������ ������ #����#���, - ��� ������ �� �����&

���# ��� � ������� ���������� ��� D� ��& - #����� �������) �.�1���#����� ����/� ���2

�� ��� �� ����#� ���� �� �9�� #������ 6��� ��� �� /���� �������������� �� �� ���������

��/������ ������ * ��� ����� Ē ���� - �##��Q��� �� ��/��� ��� ������ �� � ������ ���&

���� ���� ���������& �� ����� �� �� #��������� D���#���� �� ���� #� ��� �##��Q� D����2

 ��� ���� ��#������� - ���������) �� #��������& D1�� �� ����� - �� ��/��� ��� ���/����

�� �����#� ��� �� �� ,�������� /��� �� ���� �� ������� �.������� �I �� ����������� ��/����

��������)

�� �������� �� ����� �� �������� �� ��/��� �.�� ��� ���,������ �� D1�� �� ����� ���/�&

���# �.��������� ������ ��� �� ,��������  ��� �/�# �� ��/��� �� ��������� ���������2

�� ��� � �������& �� �� ��#����� - ��� ��������� ��/��� �/�# �� ����� ��� F���# ���

,�������� ���� �������� �� ��� �##� ������� ���� ����� �� �� ���������G) �� ��� ��� ��

������� ��� ������� ��� �.����?�� �� �.�� ���������� ��� ��@������� ���������)

+�� #������#����& ��� ��������� #���������� �� ����������� ��/�������� �����,��� �� ���2

 ���� #�������� �.�� ����������& #��#������ �� ���������� ��� ��� ������� �� ����� �.��2

��/����������) �.����� �� �� ��#��������� ��� ���1 �?��� �.����� ������������� ������/� ���

��� ��� �$�7%���� ��� ������ 9��� %�
 $�������� 	� 
�%%�
� 	� 9�
�� ���
� �� ����
������ 3���6
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- �� ,�������� �.����@����#� ��� ��������� ���� �.����1� D.2) �� ,���& �� ������Q� ��� ��2

������ �.�� ���������� �� ����� �� ����� ����� �������� ��#������ �.� ����� ��� #���������

��� �������� ��� ��� ���� �����) 
��� #���������� ����9� �� ���#���� - ��� ����?�� ����

,�� ����) �� �����#� �� �� ��#���� #�������� �.�� ����������& �� ������ ��� ���� ���

��������� ����������� �� #����������& ������� ��� �� ����� ����������� - �� �����/����

�����D�� * Ē ∈ [Ēi, Ēs]) �� ����� ���������� �� #�� �����/���� ���/��� �� ���������� ���

�� ��/��� �� #������ ������������& ���� ��� �������� #���������& ��� ������� - �� /�����

�� �������� k̂(Ē)) �� �� ����� ������� ��  ������ Ēs& ����� �� ,�������� #���� �.�1� ���

���#����� FPt = 0G �/��� �� ��/��� k∗cr(Ē)) +�� #���������& �.�#��� �� �� ����/� ����

�.��#���#��� �.��������� ��� ��������� #���������� ������� #�� ��������� �� ������� D����2

 ��� ���� �� ������ ���������� �� �� ���� ��� �� ��������) �.��������� k∗cr(Ē) ≤ k̂(Ē)&

��� ���� �� ���#���� Ē ≤ Ēs& ��� ���# ��� #�������� ��#������� ���� �.�� ���������� ���

��������� #�����������)

	� ��� � ������� �� ����� ��� �.����� ����� ��� ������ �� �.�����/���� [Ēi, Ēs] �� Ēl

F��D�� ��� F")!%GG ��� � �	��	� ��#����) �� Ēl < Ēs& ����� �� �1���� �� �����/���� ]Ēl, Ēs[

��� /��� ���� ������ �� ��� �������� �� #������ �� ����� ��� /���D� - �� ,��� �.�1#������ ���

������� �� �� �����,�#���� �� �� #�������� ��#������� �.�� ���������� ���� ��� ���������

#����������) ��& ��� #�����& Ēl ≥ Ēs& ����� ���� ��  �� #��,������ - �.��������� ���/���

���� �� D1����� �� �����) 	 ����� �� ����� Ē > Ēl �������� �.�����#� �� �������  ���

�� ������� ����� ��� �.� ����������� �.��������� ��� ��������� #����������) �� #��������&

�� #���������� Ē < Ēs& �.�#��� �� ������ ����������� ��� #��/����� /��� ��� �����

������������� ���  �������� #�  � ��� �����) +��� �� �������� ����������& ��  E � �?��

�� �������� ��� �.��������& ��  ������ �? �������& �� �.�� #�������� #���� ,��� �.�����

����� Ēi �� Ēl)


��� ���#�����  ���������& - ������ �.�� �1� ��� �� ������& - ��� �� ��������

��������� - ����������� �� �?�� ���� ������� �� �� ����������� �� #���1 �� �����)

����� ( ����� ����
���


��� ��/�����& ���� #���� ������& ��� �� ���#������ � ��#�� ���� �� ��#���� 3.3.2)

�.����� ��� ���������� �.��� �������� ���������� �/�# ��������� ����/������� � ��/��� ��.��

����� �������� �.�1#���� �.�1�����#� �� ������� �� ���/���� - #�������� �� #������ ��

����� �.� ������ ��������� �� ��/��� #������� Ēl) +��� ������& ���� �� �������� ���

�� ������� �� #�������#� �.��� �#��� ��& ������ ���� �� =��� �.����/����������& �� ����

��/������) �� ������ �� ��/�����#� ,��� �#� ��,����#� �� ,��� ��� ���� #���� ������&

�.�#��� �� ��������� ����� ��� ������ ����������� �� �� ��������� ��� �.�##� �����& ��

��$�������� Ē ≥ Ēi �$��� ��$��� ���	����� ��4����� � $�	�����;���� 	� � ������� ����
���
� ����


$����7� D.2 !
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������& �.��� ����� �� ��#������ �#��� ���� F/��� �� D���� 3.2 ���� ��� ������������

�� #� �?�� �� ���6�#�����G�) �� ��/�����#� ���� ����� ��� E��� ����������� #�  � ��

#��/�����#� /��� ��� ������ �� ���/���� ��? ��������)

 5
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 10

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5

P

K

Pbar
Frontière

Limite Bassin d’Attraction

���� ")! ^ �� ���6�#����� �� ��/�����#�

��#� - #� #������ �� ������� �� ����#��� ��� �� ����� ��� D1� - �� ��/��� Ē > Ēl&

�� �������� �� ���� �� ��/��� ���� ��� �.�@�� �� #���1 �� Ē ��� �� V�����������V ��.�

�.�#��� �� �.��������� �� =��� �.����/�����������	 ��#���� ��.���� �.? ���������� ��� -

�.�������)

+��� ����������� #� ������ �& ���� ����� ����� �� �?�� ���� ������� ��  �����

F/��� ����1� EG �� ���#����� - ��� �� �������� ���� �� 6�� �� ���� ����� ���/��� *

{
A, α, β, θ, γ, φ, P̄

}
= {1.9, 0.3, 0.6, 0.15, 1, 1, 6}


��� ���� ,�#������� ���� ���#��� ��� ��� �� �?�� ���� �� �� ������ ���������� �D�

�� #� ����� ��� �/�������� �����#��/�� �� ������ �.�����#���� �� �� �������� ��/�������

������ F��� ��� �#� ������ �� #��������� - �� �������� ����� ��D��� ���� �� ��#���� 3.3.2G

��$��������� ��� ����6���	 $���
����� 	$��� ��� �
�:�����
� 	� 	����%%����� ��� � ��������! 8���
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Bassin d’Attraction

(Kir,Pir)

f(k,E)
Pbar

���� ")" ^ A����� �.�����#���� �� ������ �� ��/�����#� ���� Ē = 0.6

�� �� �� =��� �� ��/�����#�) ��#���� ��� �� ����� �.����/���������� /��� Ēl = 0.58& ����

��������� ��� �� �������� ���� ���1 /������ �� ����� ������ * Ē1 = 0.6 �� Ē2 = 1.2)

�� �������������� ��� ������� �.�����#����& ���� #��#��� �� #�� /������& ��� ���������

���� ��� D����� 3.3 �� 3.4)

�� #� �������� �� #�� ���1 ����������  ����� #����� ��� ��� �� V,��������V ����2

���� �� ������ �.�����#���� �� �� ������ �� ��/�����#��� �.�������& ���� �� ���� k − P &

����� �� ����� ��� ����) ����� ��� ��/����� ������� �� �� ������ �������� ��� ���� ��

=��� �� ��������� ����/������� ���� �� ����� ��� F�1#���� ���� ��� ��/���1 ,������ ��

#������G& �� �.����N��� ��� ��� #��������� ��������� - ������ ���������� �.�#��� �� #����Q�

��� ��/�����#� F��? ��������G �1������ ��� ��/���1 �� ��������� ��,������� �� �����

�.����/���������� P̄ ����� �� ����� ��� � �������) ����� ��� ���& #������ �� ����� ��

���� ������#��,  ��� ���& /���� �1#���& �� ������ ���� ��� �#��� ��& ��� �� ���@�� ���

- �.������� ������� �.��� ����/���������� ��� ��  ���� ��/������ �����1& �� ���/�� ���

���6�#����� �� ��/������ ���  ������ ��� �.�����/����� ��� �� #������ ��?����� ��

��/������ �����)

����� ��������� ��� ����9� ��������� ���� ��  ����� �I �� ����� ���/� #�������� -

���,��#�� �� ����� �� �� #��������� ��/������ ������ * ����	�� ��	�#�& �� �?�� � �.�#2

��P�
��� ��%�
���
� ������ �� 	�� 	� � 9
����#
� 	�������� � ;����� 	$���
������
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���� ")7 ^ A����� �.�����#���� �� ������ �� ��/�����#� ���� Ē = 1.2

#� ������� �� �� ��������� ��� ���� ������� �� �� #���#��� �.���� ������� �� �� ������

�� ����/� ���� /��� �������) �� ������& ��� ������ ���������� �� ������� �� �������� -

�.�#��/��� �� ����������� �� ����� ��� �� �.�##� ������� �� ��#�����) ��  �#���� �

�.�����/����� ��� ��#��� ���� ���� /� D���� ��� 6���� ���� ��� ��/���1 �� ���������

���� ��� F�� ��,������� �� ����� �.����/����������G)

(�S#� - #�� �1� ��� �� ������& ���� #��D� ��� ���# ��� ��������� ������� ����

�� �.����?�� ������������& ���� �� �������� ����������& ������� ��� �����/������ ��#� 2

 ������ �� D1����� �� ����� �� ���� ��� �������� ����/� ��.�� ���� ��������� �� �����

#������� Ēl)

�/��� �� #���� #���� ���#������& �� ��� � ������� �� ,�� ���� �� �� ����� ���/����)

� ����� �� ����� Ē = Ēl + ε& �/�# ε > 0 ��D������ ��& ������� �.�#��� �� ��� �����2

 ��� �.��� #��/�����#� /��� ��� ������ �� ���/����  ��� �����& �� �� ��/�����#� -

#�������� �� �������� - �.������� ������� �.�� ��/������ ��� ���/��������) �����,���&

�� �������� �� #�� �?���������� �I �� ��������� �������� ��� ��6- ����/�������) ���� #����

��������� �1��E �& ��� #��#������� ��/������ E���& �� ����� �������& �������� ��� ��/�2

����) �� �.�##�����#�& �� ���� �.�������� - #� ��.�� ,����� D1�� �� ����� - �� ��/��� ����

���& �� ��,������ - Ēl& �D� �� ��� ����� - �.�#��� �� �� �� ���������� - ������� �.���

���$��� � ��� 	$���	� ��� 9��� � 	��
�� � %�� ����! I� �<��� $�	�� ��� $�� �� 9��� 	� 
B� 	$��

�>��#�� 	� 
�������� 	� � %������ ��� %
��������� 	$����
����
 ����� 	� �������
� $�

�%�
�;�!
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������ ������������) �� #��/�����#� /��� #�� ����� #������������ ����� ��  ������  ��

�� /�� �� ���#����� �.�����/����� ��� ��������� ��� �##� ����� �� ��/�����#�)

��� $��	���
��

�� ���/��� ���& �� ��� ��� ����& ��� �1������� �� �.����� �������� ���� �� ��#���

#�������) � ������ �.��  ����� - ����������� � �������� �/�# ����/���������� �����������

�� �� ���������& ���� �/���  ����� ��.��� ����� �������� �� ��/������ ��� �#��� ����&

�� �.�����#� �� #����9�� �� �� ���������& ��� �� #��/�����#� /��� ��� ������ �� ���/����

- �� ,��� �#�������� �� �#��� ����)

��#� - #� #������& �� ��� ���� �������� ��� �.�� �� ����& ���� #� #�������& ��� ��

��/��� �� ��� ���������� �� �� ��������� ��� �.������������ �.��  ��#�� �� ��� �� -

������� #�������� ��� ��������� �������� ���#������� �� ��� ���� �.�#��� �� #����� ��

#��/�����#� /��� ��� ������) ���� ����� #���� �.����?��& �.�#��� �� ��������� ����

E��� ����������� ��� #��,������ - ���1 ������� �� ���/���� �� ������ ��@������) ��

��� ���� ��� �� ��������� ������������& ����#�� - �� ��/��� �� ��#����� ��� �� - ��

��/��� �� ��������� ����/�������& �� ������ �.�#��� �� ���� �� ���������� - ���� ��� �) ��

��#���� �.��������� - ��� ������ V��? ��������V ���� ��  ����� �I ���� #��������� -

�� ������� �� F��G#�������#�  ����� ��� �� �����/����� ��� ��������� ��� �������#��

�#��� ����� �� ��/������ �������) �.����?�� ��� �� �� ��#���� �.�1�����#� �.�� ��/���

����� ���� ��� � ������� ����������) ������� �� ����� ������ �.� ������ ��������� ��

����� ��� �� �.�1#���� ����� #��/�����#� /��� �� ������ V������������V) �� ����& D1��

�� ����� �� ��/��� �� ���� ��� �� ���- �� #� ����� ��� ��  �?�� ��:���� ���� �/���� -

�.�#��� ��& ��� �� ���@�� ��� �.��� ��������� �������� ����/�������& �� ����� �� ����� ��

��#������ �##� ������� �� #��/�����#� /��� �� ������ ��? ��������)


��� ���� �������� �������& �� ���� ���N��� ���� �� #����1�� �.�����#� �� �������&

/��� �.����?�� ��� ���1 ������ ���������� #���#����������� ��  �����) 
���� �����& ��

 ������� ��� �@��� �.��� ��,�� � �� �� ��������� ��/������ ������ ��� ��� ���������� ��

�.���������& �.������ - ������� ���� ��� ����������� - �������� ��� #�������� ����  ���

A�/������ �� � ������ B3>>4C& B3>>%C& ���� �.������ ��� �� �� ��1�& �� R��/��& ��#���

�� O���� B!$$!�C �� ��� B!$$!C& ���� �.������ ��� ��� ��)

�� ���,��#� ��� �� �� ��������� ��/������ ������ F�&�& ��� ������ �� �����G � ���

�����#������� ���� ��@������� ����� �� �?�� �.��������� #��������) �� ,���& #�� ����������

�/�# ��������� ��/������� �� ����������� �� ��� ��� �� ,��� �� �.������ ���& �� ���&

��� ������ ���/�� ���� ��� �#��/��� �� ����������� * - �� �������� ���� #���������& ���

������ �� ���������� ��� #�������� ��� - �� �������� ����������) ��� ����& - �� ��������

#���������& �� ������Q� ��� #� ���,��#� ��� ��� �� �@�#��/� ��� �� ������� �� ��/���

�� ��������� ������������  ���& #�� �@��� ��� ������� �� ����� ��� �� �.�##� ������� ��
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#������) ����� ��� ���& ��� ��������� ���� ��/��� �������� �� #�������#� �#��� ����)

+�� #�����& �� �������� �������� #������� -  ������ ���& - �� �������� ����������& #����

��������� �.�##� ����� - �� ,��� �.�� ������ �� �� ��������� �� �.��� ������ �� #������

�������������) �����& ��� ��,�� � � �������� �� �?��� � �� ��� �� ���#��� �� ������

����D#� F�#��� ���� �� ��/������ �����G - �.�#��� ��) �� �������� �.�1�����#� �.��

������ ��/������ ,��� �#�� ��1 #��#������� ��� ���/��1 ��� �� ��1�) �����,���& �� ���

������ ���� � ����� �.�?������� ���#������ ����� �������� �.��/������ ��� ����� ����

�� �����#���� �� ���� ��.�1��������� ������/�)

���� #� #�������& ���� �/���  �� �� �� ���� �� �9�� #������ 6��� ��� �� ����� ������

�.� ������ ���� �� �?��� � �� ���������� ��� ��� ��� ��) �.��� ���#��� ��� ��S#� ��

#���1 �� #���� /������� ��.�� /� E��� �������� �� �������� �.�#��� �� �� �.�##������ - ���

������ �� ���/����) �.��� ����� ��  ����������� �� #�� ������ ��� ��� /� ����� ����&

/�� �.�@�� �� ����� ��� ��� #���������� D���#���� �� ��/������ ������ ��1������� ����

#��,������ ��� ������& ��� �����#������� �.��� ��,�� � �� �?��� � �� ��� ��)

�� #������ �����/� ��� ���/���� �������� �?��� ����� ��1 #��������#�� �� #���1

�� ����� �.� ������ ��� �� ���,�� ��#� �.��� ���������� ��� ��� ��� �� #���� ,���2

#�& ���� ��� ������� ��  �1� ������� �� ����2E���) +�������� ���/��1 F���� A��������

B3>>4�C& R��/��& ��#��� �� O���� B!$$!�C �� R��/��& ��#��� �� '������� B!$$4CG ���

 ����� ��.�� �?��� � �� ��� �� ��� �� �� ���#�� �.�#��� �� ���� ��� #��������� ��� ��

������������ - ��������� �.���� � ��#��� ����/� ��� �� ����� #�T�#��� �1�#�� ��� �/�#

�� ��/��� �.� ������ ��� #��������� �� �����D#����� ����/�������) +�������& �� ��������& ��

�.�1���� ��#��� �������� ��� ��� ������ �.� ������ � ����� ��1 ������� F���� �� #����&

��� �1� ���& ��� �##���� �� <?��� F3>>8GG& #������������ �@�#��/� ��� - �� #����

�� ��������� ������) �� ����� ��� �� ����� ��� ����������� ��� ��� ����#� �� ��������

���� �.�#��� �� � ��� - �� ����� �� �������� �� ��/��� �� �� ��#���� - �.������ ���

��� �� ��� ���6���� #� ������� �/�# �� ����������� �� �.���� � �� ��� ��� ����) �����

����##������� #���������� �� #a�� �� ����� ��J�1��� ���� �� ������� � #�������)
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- �� ���������� ��� ������������ 3? / �� 9


-. %��������� �� �� 5������� �� ����������� �� ������������ '


��� ���������� ���� �� ����� Ē �����) �� ���������& �� ,��� �.������� ��� ��

����� Ē �����,��� #�������� #���������) �� �����#�����& ���� �� �������� ����������& ��

���� �/��� m(k, Ē) = Ω(k, Ē) − k ≥ 0) �/��� �.������� �� #� ����� ��� �� �� ,��#����

�� ����������� m(k, Ē)& �� ,��� ���# �� ������ �� Ē ���� ������ �� �1���� �� �����/����

���� �� #������ ��� ������m(k, Ē) ≥ 0) �.�������� F")!!G& �/����� �� ������������& �����

�.����/����#� ���/���� * ���� ���� k&

m(k, Ē) ≥ 0 ↔ Ē ≥ Ēk

�/�#&

Ēk =

(
k1−α

A(1 − α)

) 1
1−α−β

�� �� � ����

Ē > lim
k→0

Ēk = 0

����� ���� �/��� m(k, Ē) > 0 ���� �� /�������� �� k = 0) ��& ��� �� ���� ��� ��

#���������& ���� ��/��� ��.�� �1���� �� �����/���� ��� /��� ���� �� #������ ��� ������

m(k, Ē) ≥ 0) +��� #�� �1� ���& #���� #�������� �.��� ��� ������#��/� �������& ��� �?2

������� F��� ��� ���,����#��& �� �����#����G& ���� �/��� ��#������� ��� Ē > 0)

�� ���� ���# ������ - �.����� ���/���� ��� #������� - ������� ��� ���������� ��

m(k, Ē) ���� �� ����� Ē ����� *

2 ∃!k ∈ [0,+∞[ ��� ��� m(k, Ē) = 0) 
��� ������ #���� /����� k̄(Ē) �� �� �����

����� ����� - �.�����/���� [0, k̄(Ē)] ��� ������ ���� �/��� m(k, Ē) ≥ 0 �/�# *

k̄(Ē) =
[
(1 − α)AĒ1−α−β] 1

1−α

�� �� #������� ��� k̄′(Ē) > 0 ∀Ē > 0 * �� ����� ���������� �� �� ���� �� ��D������

��� #��������� �/�# �� �������) �� ����& #���� ����� ���������� #��������� �1�#�� ���

�� ��/��� �� #������ ������������ k∗c (Ē) �.��� �������� #���������)

��8� �2��� �� �

m2(k, Ē) = (1 − α− β)(1 − α)AkαĒ−α−β > 0

m22(k, Ē) = −(α+ β)(1 − α− β)(1 − α)AkαĒ−α−β−1 < 0
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2 ∃!k ∈ [0, k̄(Ē)] ��� ��� m1(k, Ē) = 0) 
��� ������ #���� /����� k̃(Ē) �� ���� ��/���

��� m1(k, Ē) ≥ 0 ∀k ≤ k̃(Ē) �/�# *

m1(k, Ē) = α(1 − α)Akα−1Ē1−α−β − 1

��&

k̃(Ē) =
[
α(1 − α)AĒ1−α−β] 1

1−α

�� �� ����� ��#��� ��� k̃′(Ē) > 0 ∀Ē > 0)

2 ��D�& ���� ��/��� ��� m11(k, Ē) < 0& m(0, Ē) = m(k̄(Ē), Ē) = 0 ���� 0 < Ē <

+∞ ��

m(k̃(Ē), Ē) = A(1 − α)2 [α(1 − α)A]
α

1−α Ē
1−α−β

1−α > 0 ∀Ē > 0

��� ,��� #�� ���������� #������& �� ��� �������� �� �� ,�#������ ��� �.����� ��� #����2

����� �.�1�����#�)


-0 ��������� ���� ���� ������������ ���������$�� '


��� #���#���� - ��/��� �.�� �1���� ��� �������� - �.�������� Ē = γm(k, Ē)) 	� ���

�  ����� ��� �� #�������� ��#������� �� ��:����� - �.��������� �.�� ��� �������� ���

γ

(
max

k∈[0,k̄(Ē)]
m(k, Ē)

)
≥ Ē

����& γm(k̃(Ē), Ē) ≥ Ē)

��� #��#��� ����#��  ������� ����� ��� �� �������� γm(k̃(Ē), Ē) = Ē �� �� ��

������ ����� D1� Ēl �� ��� γm(k̃(Ē), Ē) ≥ Ē ↔ Ē ≤ Ēl)


-3 ��������� ���� ���� ������������ �������$�� '

�.�� ���������� �.��� �������� ���������� V��/�������V �������� P = 1/(γφk) < P̄ #�

��� ����/��� - k >M
`
�/�# M

`
= 1/(γφP̄ )) +��� E��� ��  ����� �� ���#���� �� ����� ����2

������ �� �.�1�����#�& �� ,��� ��� �.�����/���� ]M
`
, k̄(Ē)] ���� ��� /���) ������� �.�1�����#�

��/���� - #� ����� �� #� ����� ��� �� ���1 ,��#����� �� #������& - Ē �����) �� ��

���#� ���� �� #�� ��� ���� ���������& - ��/���& �.�����#� �� ������� #� ��� ��/���� -

�������� Ē > Ēl)

2 �� ��� ���� ,��#���� ��� �� ,��#���� �.� ������ * Θ(k) = Ē − γm(k, Ē)) ��� #� 2

����� ��� �� ������ �� #� ����� ��� �� m(.) �� �� �� #�������� Ē > Ēl * Θ(k) > 0

∀k ∈]M
`
, k̄(Ē)]& Θ′(k) = −γm1(k, Ē)& Θ(0) = Θ(k̄(Ē)) = Ē) ���� ��� �.����� ��#����2

����� 6����.- k̃(Ē) ���� #��������� 6����.- k̄(Ē)) ���� ��� #��/�1� * Θ′′(k) > 0)

2 �� ��#���� ,��#���� �.������� ��� ������������ �� �� �������� �.��������� F")!7G&

�/����� �� ������������& ���� �� ,��#���� �.���� ������� Γ(P ) *

Λ(k) =
θ

γφk
(P̄ − 1

γφk
)
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	� ������Q� ��� * Λ(k) ≥ 0 ∀k ∈]M
`
, k̄(Ē)]& Λ′(k) = −θ/(γφk2)(P̄ − 2/(γφk)) ���#

Λ′(k) ≥ 0 ∀k ∈]M
`
, 2/(γφP̄ )] �� ������/� �������) �� � ����� Λ(M

`
) = 0 = limk→+∞ Λ(k)&

Λ(2/(γφP̄ )) = Γ(P̄ /2) = θP̄ 2/4) ��D�& #���� ,��#���� ��� �.����� #��#�/� F6����.-

k = 3/(γφP̄ )G ���� #��/�1�)

�� #����Q� �.����� ����� ��� ���1 ,��#����� - �� ����� ��,������� �� �� ���� ��

��D������ * Θ(M
`
) > Λ(M

`
) = 0) +�� �������� �/�# �� ��#��� #�������& ���� ��#������

����� - ���1 #��������� ��� ������������ �.�1�����#�)

�� ��� ���� #��������&

max
P∈[0,P̄ ]

{Γ(P )} = Γ(P̄ /2) ≥ max
k∈]�

�
,k̄(Ē)]

{Θ(k)} = Ē

� ������ ��� ��� ���1 #������ �� #������� ��� �.�����/���� ]M
`
, 2/(γφP̄ )]) �������& �� � 2

������

k̄(Ē) ≥ 2/(γφP̄ )

�� �.������ �� ,��� ��� �.�����/���� �.����� ��� ��� /��� �� ��� �.�������#���� �� ,���

�/��� �� ����� ���������� �� �� ���� k̄(Ē)) ����� #�������� ��#������ ���� �� ���#����

#�  � ��� #�������� ��� �� ���� ���� �.�#����� *

A ≥ �
`
[

(2/(γφP̄ ))1−α

(1 − α)Ē1−α−β

���� #�� ���1 #���������& �� �1���� ��  ���� �� �� �� ���� ���1 ����� �������������)

�� #�� �.���#���& �� � ��#������� ��� k∗ < 2/(γφP̄ ) F���# P ∗ > P̄/2G) ������.�� �1����

���1 ���������& ����� �� ������� ��#������� ��� �� ���� �� �.����� �� #���� /����� �� ��2

������) +��� �������� �.�1�����#� �.�1�#�� ��� ���1 ���������& �� ��:� ��� �1� ��� ��

������ ��� #�������� D1��� �.����� - �� ����� ���������� �� �� ���� �� ��D������ *

Θ(k̄(Ē)) > Λ(k̄(Ē)))

:- ����� �� �� �)�� �6�� ������

:-. 	� �������� ���������� '

�� ������������� �� �?��� � �?�� ���� F")38G �� �� /�������� �.�� ���� ������������

��� �� �� #���#������� �� �?�� ���� ��#��� *{
dkt+1 = Ω1(k

∗
cr(Ē), Ē)dkt

dPt+1 = (1 − Γ′(P ∗
cr(Ē)))dPt

��� ���������� Ω1(k
∗
cr(Ē), Ē) < 1 �� Γ′(P ∗

cr(Ē)) > 0 ���� ��:������ ���� ����/��

�� ��������� ��#���) +��� ���� Ē > 0& �� �1���� ��� ������ �������#���� k∗cr(Ē) �����

�� ,��#���� �� ��/��� �� �� ��� ���� �����#���#�) ��& ����� ����� ��� ���������� �� ��

,��#���� �� �����#����& �� ��/��� #���� ��#������� ��� �� �����#���#� V��� ������V&

375



���� ���� �
���� � �� �������� ������������ ��� � �
��������

���� 
������ ��������

���� �/��� ���# Ω1(k
∗
cr(Ē), Ē) < 1) ��� ����& ���� ���/��� ������� �� ���������� ���

��� ��/���1 �� ��������� ������������� ������/� ��� - �� /����� �� �������� P̄ /2 F�����

��� Γ′(P̄ /2) = 0G �� ��������� �� ��������� �� �.���������) ���� �� #�� �I �� ��������

��� ������& ���� �/��� P ∗
cr(Ē) = P̄ /2 �� �� ��#���� #�������� �� ��������� �.��� ���

�����#��� ������� Γ′(P ∗
cr(Ē)) = 0) ���� �.��������� F")35G ��� ����#��& ��� ���1 ��/���1

�� ��������� �������������& ��D��� ��� F")!$G& �� ������� �� ���� �� �.����� �� �� /�����

P̄ /2 * P ∗
cr(Ē)− < P̄/2 < P ∗

cr(Ē)+ ↔ Γ′(P ∗
cr(Ē)+) < 0 < Γ′(P ∗

cr(Ē)−)) �� #��#������ ���

�  ������ * �� �������� ����� ��� �������� ������ ��� �� �������� ����� ��� ��#��� ���

������)

��� #��������� �� ��������� #������������ - ��� ���#������� ��� #��������� ��������

���� �� ��������� �� �� �������� #��������� ���� �� #������� !) �� ��� ���� ���/��� - ��

#���#��� �� �.�#��� �� - ���� ���� �� #��# ��� �� #������ ������ ��� �� ��#���� �������

�� #�������� �.�������� �� �� ������ - �������� �� #��# ��� �� ���������)

:-0 	� �������� ���������� �������$�� '

+��� ��� �������� ���������� ��/�������& �� �?��� � F")!"G ��������� ����� ��  ����#�

6�#������� ���/���� *

J =
1

1 + γ2φk∗ir(Ē)2

(
γ2φk∗ir(Ē)2Ω1(k

∗
ir(Ē), Ē) −γφk∗ir(Ē)2(1 − Γ′(P ∗

ir(Ē)))

−γΩ1(k
∗
ir(Ē), Ē) 1 − Γ′(P ∗

ir(Ē))

)

�� ����� ����� �� #����  ����#� ��� ���) �� �@��& �.�1�����#� �� �� �������� �.����2

����� F")!7G& ����� �� #������ - �� ��������� - #����� �������& � ������ ��� �� �?��� � ����

D���� ��� �� �� ������ 1) �� ��� ���� /����� ������ ��� ����� ������ ��� �� ��#����

/����� ������ ��� ����� - �� ���#�) 	� ������Q� ��.��� #�������� ��:����� �� ���������

��#��� ��� ������ ��� �.��������� ���/���� *

γ2φk∗ir(Ē)2(Ω1(k
∗
ir(Ē), Ē) − 1) < Γ′(P ∗

ir(Ē))

�� �@��& ��� �?�������& ���� �/��� Γ′(P ) < 1 ∀P #� ��� � ������ ��� �� ��#����
��#���&

λ =
1 − Γ′(P ∗

ir(Ē)) + γ2φk∗ir(Ē)2Ω1(k
∗
ir(Ē), Ē)

1 + γ2φk∗ir(Ē)2

��� ������/�) �� #�������� �� ��������� �.�#��� λ < 1 #� ��� ����/��� - �.��������� ���#�2

�����)

+- �� ���������� �� �� ����������� 9

�.����� �� �� �������� ���������� ��/������� � #������� - #� ����� �� #� ����� ���

�� ���1 ,��#����� �� #������) �� ,��#���� Λ(k) = Γ(1/(γφk)) � ��� ,�� � �� U ��/����

��& ��� ������������ �� �����) ��� ����& ��/��� #�  ��� �/������ ��� ���������� ��

�.��������� ����� Ē /���� ��/���� - ��/��� #�  ��� �/���� �� ,��#���� �.� ������ �����
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Θ(k, Ē) = Ē − γm(k, Ē)) +��� k ����#�����& �� ����/�� ��� ������� �� ����� �.�#��� *

Θ′(k, Ē) = 1− γm2(k, Ē) = 1− γΩ2(k, Ē)) �� ����& ��� �?�������& ��� Ω12(k, Ē) > 0)

�� ����/�� ��� ���� Ω2 ����� #��������� �� k& #��#����� �� /����� - �� ����� ����������

�� �� ���� k̄(Ē)) �� �������&

Ω2(k̄(Ē), Ē) = (1 − α− β)(A(1 − α))1/(1−α)Ē−β/(1−α)

��  ����� ��� ��� #��#��� ����#�� ��� Ω2(k̄(Ē), Ē) ≤ 1/γ ����/��� - *

Ē ≥ Ēc = (γ(1 − α− β))(1−α)/β(A(1 − α))1/β

��#���� ��.�� �������� ���� ��� /������ �� ����� ���������� �� ����� #������� Ēl&

� ����� �� #�������� Ēl ≥ Ēc ��:� ���� #��#����) �� �@��& ���� #� #��& ���� ����

Ē > Ēl& ���� �/��� Θ′(k, Ē) ≥ 0 ∀k ∈]M
`
, k̄(Ē)]) ����� ��� ���& �� ,��#���� Θ(k, Ē)

�/����� �� ��� /����� Ē1 �� ������� ���6���� �� ������ �� #���� ,��#���� �/����� ��

Ē2 < Ē1 ��� �.�����/���� �� #������ ���������& ����& ]M
`
, k̄(Ē2)]) ����� ����� ��� ����������

�� �� ,��#���� Λ(k)& �� ��� �������� �.����#�� �� �������� �� �� ����������� 5 ������.��

�1���� ���1 ����� ������������� ���� �� ����� ����� ��,�� � Ē2)


����� �.��������� Ēl ≥ Ēc ��� /���D�� - � ������& ��� �1� ���& ��� ����� ��,�������

- �� ���� �� ���/��� ���� �� �����#����&

β ≥ (1 − α)(1 − αα/(1−α))

#���� ����� �� ��� ����������� �� ��� ������#��/�) �� �@��& �� �.�� ������� ��� �� ����

�� ���/��� ���� �� �����#���� 1 − ν ��� #� ����� ���� �.�����/���� (0.6, 0.7) F��� ���

�.�����/���� ����� ��� �� ������� ��� ���� ������ �� #� ���� ����G& ����� #���� ���������

��� /���D��& ��� �1� ���& ���� θ = 1)

�- 	� ��� 5�����&��

�-. ����� ������� �� �� 5�����&�� ������4������ '

��� �1�������� �� ������ �� �� �+� F")3!G ���� �������� �� ���� mt = µ = 0) ��

������� *

− 1

Ω(kt, Ē)
+ γφ(Pt − Γ(Pt) + Ē) = 0 F")"$G

�.������ �����#������ �� �� ,�������� ��� #����������� �� ,��� �� ��/��� �� �� ���������

��� ��/������� �� ���)

2 �� �� ��������� ��� ����/�������& �� ,�������� ��� ������ ��� *

Pt = f 1(kt, Ē) =
1

γφ(1 − α)Akαt Ē
1−α−β − Ē F")"3G

�� #���� �1�������� ��� /������ ���� ��� Pt ≥ P̄ & #� ��� ����/��� - *

kt ≤ ǩ(Ē) =

(
1

γφ(P̄ + Ē)(1 − α)AĒ1−α−β

) 1
α
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�� ǩ(Ē) > k̄(Ē) F����� ���������� �� �� ���� �� /�������� �� #������G& ����� �� ,��������

�� ����� ���6���� �� ���- �� ����� �.����/����������)

��������� ��� ǩ(Ē) < k̄(Ē)��& ����� ���� ���� kt > ǩ(Ē)& �� ����� ������� �� ��

,�������� ����� ��� �� ���������� �� ���?�9 � ���/��� *

Pt(1 − θ(P̄ − Pt)) −
(

1

γφ(1 − α)Akαt Ē
1−α−β − Ē

)
= 0

�� ������ ��� �� ���#�� ����� ��� ������,&

∆f = (1 − θP̄ )2 + 4θ

(
1

γφ(1 − α)Akαt Ē
1−α−β − Ē

)
> 0

��� #��#��� ����#��  ������� ��� �� ��� ���� ��#��� ��� ���6���� ������/�& ����

��/��� ���# ������� �� ��#��� ��� ���/��� ��� /������ �� �� ��������� F� �	��	� ������/��G

��,�������� �� ����� P̄ *

Pt =
−(1 − θP̄ ) +

√
∆f

2θ
F")"!G

����� ,��#���� F")"!G ���  ������� ��#��������� ���� �� #������& �� �1���� ���# ���

������ /����� �� #������ k̂(Ē) ���� �������� ���� #���� �.�1� ��� ���#����� P = 0 �/�#&

k̂(Ē) =

(
1

γφĒ(1 − α)AĒ1−α−β

) 1
α

�����& ���� ���� kt ≤ k̂(Ē)& �� ,��#���� ��#��� ��� ������/� �� �����) �� ����& ����

/���D��� ��� �� ���#�� ����� ��� ����#�� ��� ������, ��� �.�����/���� [0, k̂(Ē)] * ∆f > 0)

��& ��� �?�������& ���� ���������� ���� ��� ��/���1 ��� ������,� �� �� ���������

FPt ≥ 0G) 	� ��� ���# �������� �� ����� ���� �.������ �� �� ,�������� ���� �� =��� ��

��������� ��/������� *

Pt = f 2(kt, Ē) =

{
−(1−θP̄ )+

√
∆f

2θ
���� kt ≤ k̂(Ē)

0 �����
F")""G

�� ���- �� ��/��� k̂(Ē)& �� ������ �� ��#��� #���� �.�1� P = 0& �� ,�������� ��

#��,��� ���#��� ��� �/�# �.�1� ��� ���#����� �� ��� ������ �.�������� ���� �� �����������

���������  ��� �� ��/��� �� ���������)

�-0 ����� �� ���� ����$����� '

+��� ��� �������� #���������& �� ��� �  ����� ��� P ∗
cr(Ē) < P̄ F����� �� ����2

���� ������ ���� ���������G) �.�� ���������� �1��� ����� ��� P ∗
cr(Ē) < f(k∗cr(Ē), Ē)) ��

���� ��� 
������� %�
 �7��%�� � �7���
 �

A ≥ 1
(γφ(P̄ + Ē))1−α(1 − α)Ē1−α−β
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k∗cr(Ē) = k̄(Ē) ≤ ǩ(Ē)& ����� �� ,�������� �� �����& ��� �� ��� ��� [0, ǩ(Ē)]& ���6����

�� ������ �� ����� P̄ ) �� �������� #��������� ��� ���# �� ������� ������� P ∗
cr(Ē) < P̄ )

����� Fk̄(Ē) > ǩ(Ē)G& ���1 #�� �� D���� �� ���������� *

2 ���� k̄(Ē) ≤ k̂(Ē) * ���� #� #��& �� ,��� ����/�� ��� #�������� ��� ��� ���� �����

����� ��� P ∗
cr(Ē) < f(k∗cr(Ē), Ē) F#� ��� ��� ��������  ��� ��� �����������G)

2 ���� k̄(Ē) > k̂(Ē) * �� � ����� P ∗
cr(Ē) > f(k∗cr(Ē), Ē) = 0 �� �� �������� ���

���� �������)

+��� �� �������� ����������& ��� #������#���� �� � k∗ir(Ē) > 1/(γφP̄ ) ↔ P ∗
ir(Ē) < P̄ )

'���� - ������� �� ��#��������� ��� ������� - �� ,�������� �.����@����#� �� - /���D��

��� P ∗
ir(Ē) > f(k∗ir(Ē), Ē)) ��������� �.����� ��� k∗ir(Ē) ≤ ǩ(Ē)& ��� #� ��� ���&

�� ,�������� ��� �� ������ �� P̄ �� ���� �/��� f(k∗ir(Ē), Ē) > P̄ > P ∗
ir(Ē)& �� ��������

�.��� ��� �� ������� #�� ���� �� ����� D���� ��� ���� �� ������ #���������) ���������

 ��������� ��� k∗ir(Ē) > ǩ(Ē)& ����� �� �������� ���������� ��� ���6���� �� �������

������� *

2 �� k∗ir(Ē) ∈]ǩ(Ē), k̂(Ē)]& ����� ��� #��#��� ����#��  ������� ��� P ∗
ir(Ē) > f(k∗ir(Ē), Ē)

↔ γm(k∗ir(Ē), Ē) > 0 #� ��� ��� /���D�)

2 �� k∗ir(Ē) > k̂(Ē)& �� � ,��#� ��� P ∗
ir(Ē) > f(k∗ir(Ē), Ē) = 0)

�� ���� �& �� ������ ��������� ���/���� * ǩ(Ē) < k̄(Ē) ≤ k̂(Ē) #�������� ��� #����2

���� ��#������� - �.�� ���������� ��� ���1 �?��� �� �������� �� ������ ���) �� �@��& ��

k̄(Ē) ≤ ǩ(Ē) ����� ����� �� �������� #��������� ��� �� ������� ������ ��� �� k̄(Ē) > k̂(Ē)&

����� �� �������� ���������� �.���)

��  ����������� �� �� #�������� ��#������� k̄(Ē) ≤ k̂(Ē)& ���� �� �������� #���������&

���� �� ��� - �.��������� ���/����& ���� �� ����� * Ē ≤ Ēs �/�#

Ēs =

(
1

A(1 − α)(γφ)1−α

)1/(2(1−α))−β)

�.��������� ǩ(Ē) < k̄(Ē) ����/��� - *

((A(1 − α)Ē1−α−β)1/(1−α)γφ(Ē + P̄ ) > 1

�� �� ���� �1������ ��� #�������� ��� Ē ����#�� ��� �� #���� ���������) ����& �� �.��

���� ��� Ē < P̄ & ����� �� ��� � �� ������ ��� ��������� -

2((A(1 − α)Ē1−α−β)1/(1−α)γφĒ

�� �� ��:� �.� ����� ��� #���� �1�������� ���� ���������� - �.����� #� ��� ����/��� -

Ē ≥ Ēi =

(
1

2A(1 − α)(γφ)1−α

)1/(2(1−α))−β)

34!
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���� �����#��� k̄(Ē) ≤ k̂(Ē)��)

�- 	� �)�� �6�� ,��$��� �� ��� �� ��������

2 �� �?�� ���� ������� ���� �� =��� #��������� �.�#��� *

kt+1 = (1 − α)Akαt Ē
1−α−β

Pt+1 = Pt(1 − θ(P̄ − Pt)) + Ē

�� �� ��������� ��� ��/�������) �� ����& ���� �� #�� #�������� *

Pt+1 = Pt + Ē

2 �� �?�� ���� ������� ���� �� =��� ���������� ��� ������ ��� *

kt+1 =
1

γφPt+1

Pt+1 =
x(kt, Pt) +

√
x(kt, Pt)2 + 4/φ

2
≥ 0

�/�#&

x(kt, Pt) = Pt + Ē − γ(1 − α)Akαt Ē
1−α−β

����� �� ��������� ��� ����/������� ��& ����� ���� ��� ��/������� *

x(kt, Pt) = Pt(1 − θ(P̄ − Pt)) + Ē − γ(1 − α)Akαt Ē
1−α−β

�������� ��� ����� �������� �$��� %�� ��� ���	����� ��������
� 	$�	�����;���� ���� %��B� ���

���	����� ��4����� � � ���	����� 	� � ���	����� ��������
� ǩ(Ē) < k̄(Ē)!

34"



����	��� $

�%���	�� ���� �������	� ��� ���

����	� � ������� �� �	�	�	���

� ����� �� ��&	�	� �� "����

����	��	�

347





�������
 ���� �
	������� ��� �� ����� � ��
��� � ��	����
� ������� �

�
������� �� ����� ��
�������

��� �������	�
��

��� ��� �� �� ��������� #���������� �.�� ��� ������ ���� ��� ���� �:#�#�� ����

#����9��� �.�#��/��� ��� ���������� ���������� F������ ��? B3>8!C& A�� �� �� �����

B3>55CG) 	� ��:�& �� �@��& ���� �� ���������� �� #������ �� ����� ������ �.� ������ ��2

���,������ �� ��6�#��, ���#�� �� �� ������� ,���� ��  ��#�� �D� �� ����� ���� �.����#�����

���� ��� ��� ��� �� ����� ��� ���������) ���� �� ���������� �2�2�� ���6���� �� �����������

�.� ����� ��  ������ ���� �� �� ��� �� ;


��� #���������� ��� �#��� �� - ����������� � �������� � �� ������ B3>78C& ��2

 ������ B3>45C �� ��� ��� B3>%4C& ���� �������� ��� � ������� ���������� ���� ��������

��� �� �?��� � �� ��� ��) ������ ��� ����#��� �� ����L B3>5%C �� �� R��� �� +�##��2

���� B3>>7C& ���� ��/��� ��� �.��������� #��#��������� ���@�� �.���:#�#���� ���/�����

�� �.��#���#��� ��� ������& - ����� �� /�� D���& - �������� ��� �����#������� �� ���� ��� �

�� ����� ��#������) ���� �� #���� ���  ������ - ����������� � �������� �/�# ��� �� ��

���������& R��/��& ��#��� �� '������� B!$$4C �� ������� ��� ��� ��� �� �� ���������

��� ������ �� ��#���������� �� #�������#� ���� ��� - #�������� �� �����#�� �� ����#���

�� �	������	������ F�� ���� �.��� ����#����� �������� ��� ��� ��G)

�����,���& �� #���#��� �.��� �#��� �� #��#����������� - ��������� �.���� � ��#���

��S#� - ��� ���������� �� �� ��������� ��� �� �?��� � ������� ����� �� ��� �� �� �����2

���� ������ ��� ��� �?������� - �� ,��� #��#���� �� ���#������) ����� �?������� � ������

��� �� ���������� ��� ��  ����� �� #������ ��  ������� ����� �� /� �.�� #������ �����2

 ���) ���� #�� ����#��& ���� ���������� ����������� #� #���� �.����?�� �� �� ������

��� �� ��D������ �� #� �������� �.� ������ ���� �� ������� - �� #������ �� ��� ��

��:#�����) �� �@��& ���� �� ��������& ��� ������������ �� �� ��������� ��/������ ��2

���� �.��� ������ ���� ���#����& ���� ��� ����� ����& ���� �� ���#������ ���������������

F+����#��� �� �������� F3>58G ���� �� ����#���� ��� ���& +����#��� �� <?��� F3>>8G

���� �� ����#���� ��� � ������� �� (��G) ��& #�  � �� �������� �� #������ �� ���

�.����#��� ��#����& ���� �� �������� �.�:#�#��� ��� ��#������ ��� �� ��#������& ��  ������

�� ����� #����� �� ��������� F/��� ��� �1� ��� K��� B!$$4C �� <������ B!$$4CG)

�D� �� ������ #� ��� �� #���� ���:#�#��� �����������& ���� ���������& ��  ������

���������& ��� �� ��������� ��/������ ������ �.�� ��?� ��� ��#���� ���� �� �� ���

#���� ��������) +��� ���#��� ���& �� ���/���� ��� �� /��� � ����� �� ����� �.� ������

�� �.������& - #����� �������& - �@��� �� /��� � ����/����� �� ��� �� �� ��������� ���

��  ��#�� �.�#����� �� #�� ������) �� ���������� ��� ��� ��� �� �������� �� #����9�� ���

� ������� �� �.�#��� �� #��������� ������.���� ��6������ ��  �1� � ��� �������� ��

��������� �1�#�� ��� ����� - �� ��� � �� ��������� ��� ��� ��� ���������) ����� ���������

��������& ��� �1� ���& �������� �� �.��������� ��� �.�� �##��� #����������� #����� ��?�

���������� - �����#��� �� /��� � �.� ������ ����� ��� ����� ��� ��� ������ ��  ��� -

344



�������
 ���� �
	������� ��� �� ����� � ��
��� � ��	����
� ������� �

�
������� �� ����� ��
�������

����������� ��� ��  ��#�� F#�  � �.�����#� �� ����������� �� ���#M��� �� �.� ����� ��

��� �� ��� ��� D� �� ���� �� #���� �������� �.�����#����� �� �����#��� �� <?���G)

���� #� #����1��& �� �������� �� ���� �� ��/��� �� �� ��������� �� ���������� �� ��

��������� ��� ��� ������ #�������� �� ������ ��� ��:���� ���� �.������� �� �� ��#��2

����������� �� �.���� � ��#���) �� ���/��� ������� ��� ������� �� ���1 �� �� - #����

������������� �� ����������� ���1 #�� �� D����� ��� ������ ��� �������)

���� �� ��� ��� �� ��& ���� #���������� ��� �� ����� �������� - �.�#��� �� ���

�:#�#� �� ���� �I �� ��������& - #����� �������& �� ��/��� �.� ������ #������������

���#��� ��� �� V������V �� ��������� �� �.�#��� ��) ��� ����& ����  ������� ��.�� ���

�������� �.��������� �.���� � �� ���� ��� � - #�������� �� �������� �� ����� ��/����2

�� ������& ���/����� �� �� /���� �� ��� ��& ��  ������ ���� ���) 
��� ������/���

����� �� �������� �� ������ ��1 #��#������� �� R��/��& ��#��� �� O���� B!$$!�C ���� ���

���������� �� �� ��������� ��� ��� ������ �.����� �� �.��/������ ���& ��D�� #�  � ��

���� #����#��,)


��� ���S#���� ������� �.�?������� �.�:#�#��� �� �� ��������� �� �����) ��� ���2

���� 6����D��� #� �������� ����  ��������) �� ��,����#� �� �����#��� �� <?���& �.���� ���

����������� ��� �� ��#����Q��� �.�1�����#� �� #���������� ���������� ���#�������� �� ,���2

��� �.����� �� ���#����� �� ����#������� F/��� ����  ��� W� B!$$4CG) ��� #����������

���/�������& ��� �1� ���& �� �� �������� �1��#�� ��� ��� ������� F�����������  �	�� �#�2

��������G �� ���� �� ��� ��� �� #��������#� ��� ��/�����#�� �� /�� ��� �������������

- �� ����#������ F������?& ������ �� ������ B!$$7C& ������M���� �� ������� B!$$4CG)

�����& ���� �� ������ ��� �� �������� �.� ������ �1����� �.� � �	��	� ��#��� ������

�� #����������� �� ��/��� �� ��������� ��#���� ��� ���� �� - �.�#����� �� �.�#��� ��

���������)

���� #� #���� �.����?�� �� ��#��� ����& ����� #����������� #������� ����� -  ������

��.��� �������� - �� ����2���� ����� �� �?��� � �� ����� ���� E��� �������� �� ����2

������ ���  ������ - �����#���� ��  ��#��& ��  E � ����� ��� ��� D� �� ����������& ��

�� #����� ��� ����#� �� ������� �� �� �������� �� ��� �� �� �.�#��� ��) �� �@��& ����

#� #����1��& �� ��� �������� �� ���#���� - ��� ��� �������� ��  ��#�� ��� ��� �� ��2

��#��� - ��� ���#�� ������� ��� ��� ���1 �� �� �� ����) �� �����#���� �.�������#���� ��

���#M��� ��� ��� �� ��� ��� D� ��& �� ����#��� #������� �� ,��� - ��@����#��� ��� �� ��2

����� �� ��� �� FD� �� ��  ������G ����� �.����� ��.��� �� ��� F,�#���� �� �����#����

 �	�� �������G �� ��� �����#������� ��/������ ������� ��.�� � ������ F��������� � 2

 ������  �	�� ��������� ��@����G) ��� ����� ��������� ��� �� D���� ��� �.���������&

- ���� ��� �& �.���� � �� ��� ��� ���� - ������ �.��� ��������� �������� �� ��#���

����) �- ��#���& �.������ ��� �� �������������� �� �� ����� 6��� �� �9�� #������ �� �

���� D������ �.��J���#�� �� ��#����� �� �.����#� ������� #����2#� �##���� ����:��  ���

�.� ������#� �� ����2E��� ��� ����������� ,������)
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�� ������� � #������� ��� ����#���� �� ��  ������ ���/����) �� ��#���� 2 ��� #����2

#��� - �� ������������ ��� #���1 ��1����� ���� #��,������ ��� ������) �.����� �� �.����2

����� #��#��������� �� �� �.���� � ��#��� F�� ���� ��� �G �� #���� �#��� �� #��������

�� #���� �� �� ��#���� 3) ���� �� ��#���� ���/����& ���� ������������ �� ������ � �� ��

��#������������� �� �� �������� ���� ��� �� �������� ��##����/� ��� ��� ���1 #�� �/�2

���� ���� ���� * ����� V�:#�#�V �� ����2���� ����� �� �?��� � �� ��� ��) ��D�& ��

��#���� 5 #��#���)

��� $����������� ��� ����� �� �� ������������


��� #���������� ��  ����� - ����������� � �������� � �� ������ B3>78C& �� ������

B3>45C �� ��� ��� B3>%4C ���� ������ �� ��������� ��� �� ������� 6���� �� �� �����#2

����) �.�#��� �� #� ����� �� ������ ��#���� �� �����#����) ��� D� ��& ���,���� ���

#��#������������& ���������� �� ���� �� ����� ������� - �� #����  ����� �� - �.��/��2

����� ��� ���  ������) �� ���#����� �� �����#���� ������ ��� � ������� ���������� ���

�@�#���� �� ����2E��� ��� ������)

�� ��������� ��� ������� ��S#� - �� �?��� � �� ��� ��) �.�#��� �� �������& - #�����

�������& �.�� ����� ������ �.� ������ Ēt �1����� �� ��D��& ��� �1� ���& ���� �� ���2

#������ ��������������� F#�  � �� +����#��� �� <?��� F3>>8G ���� �� ����#���� ���

� ������� �� (��G) ����� ��� ���& �� �.���������� ��� �� ���/���� ��� �������� ��

D1�� ���  �������� �� �� ��������� ��/������ ������ ������� �� #���1 �� ����� �.� ��2

���� �.� ���� - ��� �� ,�N�� �1�����)


��� ���������� �.����� �.���� ��� ��� ���������� ��1����� ���� #��,������ ���

������ ���/�� ����& �� �9�� �� ���/���� ���)

����� +����	
�� �	 ��������	
�� �� �� �����	
��

� #����� �������& ��� D� �� ���������� �� ���� �� ����� ���/��� �� �� ������ -

�.�#��� ��) +��� #� ,����& ����� � ������� ��� ��#�������� �� �����#���� ���#��������&

- ����� ���� �.�#����� #��������& - ����� ,�#����� �� �����#���� * �� #������& �� ���/���

�� �.��/������ ���) +�� #���������& - �� ���� t& ��� D� ��& �� ���� �.�������� �� #������

Kt �� �� ���/��� Lt& ��������� �� �.��/������ ��� �� �������� E
F
t & ���� �������� ���

�������� �� ���� �� ����� Yt *

Yt = F (Kt, Lt, E
F
t ) F7)3G


��� ,�� ����� �.�?������� ���/���� #��#������ ��� ���������� �� �� ,��#���� ��

�����#���� *
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B)���!&�� .- 2� ����������� ��� �	�������� �� ��	����
��� ����� � ��	 	����	� �

����� �	�
��� � Fi > 0% Fii < 0 ��	 i = 1, 2, 3& *�� ��	� ��� �������� �	������

���� ������ �� Fij > 0 ��	 i �= j& 2� ��	� �� ��	������ ��	 	����	� � ������� ���������

��� ���������� ��4���� � limK→0 F1(K,L,E
F ) = +∞ �� limK→+∞ F1(K,L,E

F ) = 0&

/���% ��� �������� �� � F (0, L, EF ) = F (K,L, 0) = 0 �� limEF→0 F3(K,L,E
F ) > 0

∀K ≥ 0)

�.����������� �� �.��/������ ��� ���� �� �����#���� EF
t �.��������� - ��� � �������

���������� ��� /��� #��������� - �.��� �������� �� ���#M �� ��������� Pt) �� �?�� ����

�.�##� ������� �� �� ��������� ��� ������ ���&

Pt = EF
t + (1 − Γ)Pt−1 F7)!G

�/�# Γ ∈]0, 1]& �� ���1 ������� �.���� ������� �� �� ����������)

��� D� �� ��� �.���������� �.�#������ �� �������� �� ��� �� �� ��������� #��������2

���� ���#��� ��� - ���� ������ EF
t �D� �.E��� ���������� - ��������

�) �� ����& �.�����2

������ ��� ��� �� ���� �� �����#���� ���/���� ���� ������#����& #� ��� � ������ ��.-

#����� ������� t& ��� D� �� �����/������ �.�#��� �� ��� �� ��� ��  ��#��)


��� ��������� �� �����#������ ������ �� #������ �� ��� �������) ���� �� #����

#��#���������& �� D� � ������������/� #������ ��� ��������� �� #������& �� ���/��� �� ��

�������#�� ��/������ ������� ���  �1� ����� ��� ���D��& �� ������� ��� ���1 ��� ,�#�����

#�  � ������ *

πt = F (Kt, Lt, E
F
t ) −RtKt − wtLt − φtE

F
t F7)"G

�I Rt ���������� �� ,�#���� �.�����E�& wt �� ���1 �� ������� �� φt& �� ���1 ��� ��� ��)

� �.���������& �� ������/� ��� #��������� �������� �.����������� ��� �����#��/����  ��2

������� ��� ,�#����� �� �� ����� ���1&

Rt = F1(Kt, Lt, E
F
t ) F7)7G

wt = F2(Kt, Lt, E
F
t ) F7)4G

φt = F3(Kt, Lt, E
F
t ) F7)%G

����� ��� ����!�� ���� ���,� �� ���*� ��� ���
�

�� ���������� ��� #��������) � #����� ������� t ��Q� �� �� ���& N & �.������ ����2

������) ������ ����� /�� ���1 ��������) �� ����/��� 6���� �� �� ���������� t �@�� ��

����� 
��%��� 	��� ���� $�%%
���� 	�� 	��7 ���%��
�� %
���	���� 	��� ������ � 	>������� 	�

� %������ ����� ��
����
���� %�
 $�7������� 	$�� 
����� 	$�

���
��;����!
������ 	��� � ���%��
� III� ���� ������� �� 
�������	������ 	� 5������ "���� �� ������

(����, �� �7����� � %����;���� 	$����
 ��� %�
��� 	�� %�
��� �
���������� ��7 3
���!
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 ������ ����������� ��� ����� �� ���/��� �� #����������� �� �������� �� ���N��� �� �������

wt) �� ������� �.�##� ����� �.�� �����,��� �/������ νt �� ���/���� ���) �.����� ������

��� ��/��� ����� ������� st �� #����  ����� ct) �� #��������� ���������� �� ��� ����

������� �.�#��� �� ��� ��� *

wt + νt = ct + st F7)8G

�� ��#���� ������� �� /��& �.����� ��� - �� ��������) 	� ���N��� �� ��/��� #� ���� ��

����� ��� �� ��� ������� �� #������ Rt+1st �� �.�� �����,��� µt+1 �� �� ���� �� ���/��2

�� ���) 	� #����  �& dt+1& �.����������� �� ��� ��/��� ��& ���� �����,���� �� #���������

�� ������ �� ��#���� ������� �� /�� *

dt+1 = Rt+1st + µt+1 F7)5G

��� ���,����#�� �.�� ����� �� �� ���������� t ���� ������������ ��� �� ,��#����

�.������� Ut(ct, Pt, dt+1, Pt+1) ��� ������ ������/� ��� ��� #����  ������ �� ��� ����

�� ��#���� �������� �� /�� �� ������/� ��� ��� ��/���1 �� ��������� Pt �� Pt+1)

B)���!&�� 0- 2� �������� U(..) ��� ��	����
��� ����� � 9Uii < 0 ��	 i =

1, 2, 3, 4G& �	�������� ���� ��� �����

������ 9U1 ≥ 0& U3 ≥ 0G �� ���	�������� ���� ��

�������� 9U2, U4 ≤ 0G& 2� ��	� �� �	����� ���	� �����

������ �� �������� ��� �����

��� ��� ������ � � U12, U14, U32, U34 ≤ 0�& 2� ��	� �� �	����� ��	 	����	� �� �����
�


������ ct �� dt+1  �	��� � U13 > 0& ,�� �
������ �����
��� limc→0 U1(c, P, d, P ) =

limd→0 U3(c, P, d, P ) = 0 �� limP→0 |Uj(c, P, d, P )| <∞ ���� j = 2, 4)

����� ��� ���& �.������� �.�� ����� ������ ��� ����� ��� �� �� ���6�#����� ��

#����  �����  ��� ����� ��� ��� #��������� ���� ���������� �� ���� #����  ��)

�.��6�#��, �� #����� ����� #������� - ����� ���� �� 6�� �� /�������� {ct, st, dt+1} ���
 �1� ��� ��� ������� ���� ��� #���������� ����������� F7)8G �� F7)5G *

max
ct,st,dt+1

U(ct, Pt, dt+1, Pt+1)

⎧⎪⎨
⎪⎩

s.c.

ct = wt + νt − st

dt+1 = Rt+1st + µt+1

�� ���������� �� #� ������ � �.���� ������� ����� �� #�������� �� ��� ��� �����

���/����&

−U1(ct, Pt, dt+1, Pt+1) +Rt+1U3(ct, Pt, dt+1, Pt+1) = 0 F7)>G

���� �>%���#��� �
�	������ $�7������� 	$�� �<�� 	� 	���H� 	� � %������ ��
 � ������������ �

��� ������ 	� � %������ ��%���� ��� ;����� 	� $������ ��
����� 	� � ������������ �� 
�	���

$���������� 	�� ������� � ��������
! �$�>%���#�� ���
������ ��� ��� 	� � ���%�������� ��
����
����

%�
 ��� 	�
���� �
����� %������� � %�
 �7��%�� U12 > 0 ����
 "���� �� ������ ()**�, !
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��� ������� �.��������� �� #����  ����� ��� �� #?#�� �� /�� �� �.�����) �� #����������

�.������� �� ��� ���� �������& �.�����& ��� ����#��� ���,���� ��� �� ��/��� �� ���1

Rt+1& D1� �.����#����� ������� ������� �� ��� �������#�� ����� ��� #����  ������ ���

���1 �������� �� /�� �� #�& #��,�� � ��� - ��� ���,����#��)

����� �� !���������	

�� ����� ��� ������ {Ēt}+∞
t=0 #�������� ��� ������ �1����� - �.�#��� ��) �� �9��

�� ���/���� ��� �� �� ��� ���# - #���� �� �� ��� �1�#����� �� �� ��������� ��/������2

 ������) 	� �.������& - #����� �������& - �@���& �� /��� � �������� ��� �� ��� �� Ēt

��� ��  ��#�� #��� - #�� �@��) �� ��/��#��& �� ��� ����������� �� �� �������������� ��

��/��� ���#��� ��� �� /���� �� ��� �� ��1 D� �� ����������) � �� ������� t& ��#����

��.�� �����#�� ��� #��������� �.��������� ����������& �� ��/����& ���� �� ,�� � �.��� �����

��/������ ������& #� ��/��� ��1  ������ 6����� �� /���1 *

N(νt + µt) = θφtĒt + (1 − θ)φtĒt = φtĒt F7)3$G

�/�# θ ∈ [0, 1]& �.������ ��� �� ��������� �#��� ���� D1��� �� ����������� �� �� ����� ��

Nνt = θφtĒt F	���& Nµt = (1− θ)φtĒtG �� ���� �� �� ����� ������� ��1  ������ 6�����

F	���& ��1 ���������G)


��� ���� ,�#�������& - �������& ��� �.����� ��� ���������� �� �.��������� #��#��2

�������) � ��� D�� �� #� ��������& �.���� � ��#���& #���� �.����?�� �� ��,����#� �I

��� �������#�� �� �.�#��� �� ���� �������� ��  ������ ���� ��� �� /�� �.�� #������ ��

 �1� ������� �� ����2E���& ���� ����� ��� #���#������)

��� (��
�
��� �� ���
��� �� ���� �����

����� �����
�
�� �������	
��

��  � ��� �� �� ����� �� ��#�����& ��� ������ ���/�� �������� �� ��������� �#�2

�� ���� {Ēt, νt, µt} #�  � ������) 	� ��� ����� �������� �� ��D��� �.��������� �/�#
���/������ ���,����� �� #���� �#��� ��)

��8������- 2������#	� ����	��
��	��% ����������� � �� �������� {Ēt, νt, µt}% ���

����� ��	 �� ���� ���  �	��#��� ��	 �!�� {ct, dt, st}% �� ���� ���  �	��#��� ��	�����

{Lt, Kt, E
F
t , Pt} �� �� ���� ��� �	�� {wt, Rt, φt} ������ �� �

�? ��� ������ ���� � ��	 ����

 � ��� ���������� 9K&K;% 9K&M; �� 9K&D; ��	 ���

�	
��% 9K&G;% ��	 ��� 
������% ����  �	�����%

��? ��� 
�	���� ���� �����#	�� � Lt = N �	 �� 
�	��� � �	� ���% Kt = Nst−1 �	

�� 
�	��� � ������� �� EF
t = Ēt �	 �� 
�	��� ��� ��	
��%

3%$
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���? �� ����	����� #������	� 9K&BH; � �� �	��
��� ��� ����������%

� ? ��� ����	������ #������	�� ��� ������ 9K&E; �� 9K&F; ���� 	���������%

 ? ��� ������ �� �� �������� ��� ���	��� ��	 9K&A;&

��������� �� ������ � ��� ,��#����� � ���#���� - �� #�������� �.��������� ���  �2

����� F7)>G ��� �� �.�1��� �� �.������� F�� �.�##� ������� �� #������G #�  � ���

,��#���� ��� ���1& �� �� ��������� �� ��� ������ ���� �� ��������� *

Kt+1 = Nst ≡ Nσ(θ, wt, φt, Ēt, Rt+1, φt+1, Ēt+1, Pt, Pt+1) F7)33G

����������� �.�1�������� ��� ���1& ��� #��������� �.��������� ���  ��#��� �� �.�/���2

���� �� ���#M �� ���������&

Pt = Ēt + (1 − Γ)Pt−1 F7)3!G

���� ���/��� ����#�� ��� #��������� �.�1�����#� �� �� ��������� ��#��� ���� ��� �������2

����� ���/�����)

%���������� . ��	 �� �������� �� 	�����	�#���� θ ∈ [0, 1] �� � ���� Ēt = Ē

������% �� ������ � ���� ����������	� (K(θ, Ē), P (Ē)) ��� �	� ��� � �� K(θ, Ē) > 0 ��

P (Ē) = Ē/Γ ��

lim
K→+∞

ĒF3

KF1
<∞ F7)3"G

��%

lim
K→0

Nσ(θ, w(K, Ē), φ(K, Ē), Ē, R(K, Ē), φ(K, Ē), Ē, Ē/Γ, Ē/Γ)

K
> 1 F7)37G

�� ����������- /��� �.����1� A)

�� #�������� F7)37G ��� �� #�������� #�������� ���� ��  ����� - ����������� � ���2

����� ��� ��� �� �� ����/�� �.�1�����#� �.�� ���� ������������ ��������� F/��� (���� ��

'?��� B3>5>C �� �� �� ����1 �� ��#��� B!$$!CG) �.��������� F7)3"G ��� ��� #��������

������ ������� �.�1�����#� ��� ���/���� �� �.�������#���� �� �� �� ������ ��/������2

 ������) ���� � ���� ��� �� ����� ��� ������#���� ���1 �� �� �����#���� ��� ������� ��1

� ������� �� �� #������ ���� D�� ���� ��� ��/���1 �� #������ � �������� F/��� R��/��& ��2

#��� �� O���� B!$$!�CG) ����� #�������� ���& ��� �1� ���& �����,���� ���� ��� ��#��������

����2�������& �� ������� ��� ������#���� ����� ����� #�������)

�� �.�� �� �� ��� �� ��������� �� ����� ��� #�������� FĒt = ĒG ���� �� /��������

�� �.���� ������������& ��� #��������� �� �� ��������� ��#��� ���/��� E��� ���� ��� #�  �

����)

3%3
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%���������� 0 *������ �� ��� �����

������ ct �� dt+1 ���� ��� #���� ��	
�� ��

�#�����#���% ������ ����������	� ��� ������
��� ���#�� �� �� ����
��� �� �

1 −N(σ2F12 + σ5F11 + (σ3 + σ6)F13) > 0 F7)34G

�� ����������- /��� �.����1� B)

�� #�������� F7)34G ��� �� #�������� �� ��������� ��  ����� �� ��� ��� B3>%4C -

�������� �.�6���� �� ��� � ������ ������� (σ3 + σ6)F13 ���������� �.�@�� �.��� ������

�� #������ ��� �.�������& /�� �� ����� ��/������ ������) ����� ������ �� �����#��� �� ,���

����� ���1 �@��� ��/��� �� ���� #��������) ���� � ������ #����� ��� ��� ��� ��������

�� ���1 ��� ��� �� FF13 > 0G ��� �� ������� ��� ��� ������ �� �� ����� ���N�� ��

��� ���� ������� �� /�� ,�/������ - �.������� Fσ3 > 0G ������� �� ��/��� ������ ���

 ������ ��� ����) ����& ���� ���/���� ����� ��� �� �##������ ��� �� �� ����� ��N��

�� ��#���� ������� �� /�� #� ��� � ���� �@�� �� ������� �.��#������� - �������� Fσ6 < 0G)

�� D���& �� �� ��#��� �@�� �.� �����& #� ��� � ��� ������, �� �� #�������� �� ���������

���  ���� ������#��/� ��� #���� ��  ����� �� ��� ��� B3>%4C)


��� �/��� �� ����� ���& ���� �� ����� ����#����� �� ��� ��������� �� ����������2

���� ������& �.�#��� �� �� �� �� ��������� ������������ ��#��� ��� ������) 	� #��/����

- ������� �� #���#������� �.���� � ��#��� �� ���� ��� �)

����� ����	
��� ���
�� �� ���! 	���

���� #���� ������& ���� #���#���� - #���#������� �.����#����� �� �� ����� �.�� V/����V

#� ��� ��/���� - ����� ���� �� ��/���  �1� � �.������� ���������� - ���� ��� ��)

� �.���������  �#���#��� ����& �� �����#���� ��� ����� - �� ��  � ��� #����  �2

����� �� �� �.��/������� ��� *

Y = F (K,N,E) = Nc+Nd +K F7)3%G

�.��6�#��, �� �����D#����� #������ ��� ��  �1� ���� �.������� �� �� ���������� �����2

�������/� ���� �� #��������� �� �������#�� �� �.�#��� �� F7)3%G ��& ����� ����� �� ��/���

�� ��������� ������������ *

P =
E

Γ
F7)38G

��� ���� ���& �� #��/���� �.������� ��� �������#�� ����������� ����� #����  ������

�� ��/������� ��� �� �� #������ �� ��/��� �.� ������ �D� �� �����,���� �� ������  �

��� 	�<�
���� ���� � ������ 	� 
#�� 	$�
� ���
�	���� %�
 P��%� ()*J),� %
������ 	� $���
�	������ 	�

� %������ 	��� �� %
�9�
�����! �� %
��� �� ���%�� 	� 	������ ���������� %�
 � %������ ��%����

��� $�� �� %��� %�� �� �����
 � � 
����
��� 	� ������ ��7���� 	� ������������ ��	�3������

�������;�!

3%!
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���/��� *

max
{c,d,E,K}

NU(c, P, d, P )

⎧⎪⎨
⎪⎩

s.c.

F (K,N,E) = Nc +Nd+K

P = E
Γ

�I ��� /�������� �� ���#M ���� �� #������ K �� �� ��������� P )

�� ���������� �� #� ������ � ��� �� �.����#�� ��� #��������� �.���� ������ *

U1(c
∗, P ∗, d∗, P ∗) = U3(c

∗, P ∗, d∗, P ∗) F7)35G

F1(K
∗, N, E∗) = 1 F7)3>G

N

Γ
(U2(c

∗, P ∗, d∗, P ∗) + U4(c
∗, P ∗, d∗, P ∗)) + F3(K

∗, N, E∗)U1(c
∗, P ∗, d∗, P ∗) = 0

F7)!$G

�� #�������� F7)35G ��D��� �.��������� �� #����  ������) �� #�������� F7)3>G #��2

������� - �� #�������� �� �� ����� �.�� ���� �� #������) ��D� F7)!$G ����� ��� �� ��/���

�.� ������ ���� �� �� �� ������ ��� ��� ����?�� #�Z�Y����D#�) �.����� #���� ��������

#��������& ��� ������ �� E �������� ��� ������ �� �� �����#���� ���# �� �� #���� 2

 ����� c& #� ��� ���� - �##��Q��� �� ����2E��� F��� � �� ������G) ���� ���/���� ����� ���

��� ��� �������� �� �� ��������� P ��� �@�#�� - �� ,��� �� ����2E��� ��� ������ 6�����

�� ��������� F��� � �� ���#��G) ����� #�������� �.��������� ������� �� ��� ��� �.����

��� �� �����D#����� #������ E �� ����� ����� ��� �� #�Z�  ������� �� �� ����D#�  �������

�.��� ������ ��� � ������� ������ �������� �� ��/��� ��#���)

�/��� �� �������/�� ����� �����& �� ��� �������� �� �� ������ ��� #��������� ,�� �����

�.�1�����#� �� �.����#����� �� �� ����� �.�� (K∗, E∗, c∗, d∗, P ∗))

%���������� 3 *�� ��� ����������{
U11Ui4 − U1iU14 ≥ 0

U33Ui4 − U3iU34 ≥ 0
��	 i = 2, 4 F7)!3G

��%

lim
E→+∞

{
N
Γ

(
U2(c(E), E

Γ
, d(E), E

Γ
) + U4(c(E), E

Γ
, d(E), E

Γ
)
)

+F3(K(E), N, E)U1(c(E), E
Γ
, d(E), E

Γ
)

< 0

�N ��� ��������� c(E), d(E) �� K(E) ���� �#����� ��	�� 
���������� ��� ����������

������
����� 9K&BD;�9K&BG;%

�� ������ �� ������� ���� � �	�#��
� �� �� 	���� ���	 . �	��.&

��$��	��� G∗G ���� %��
 $�������� 	� � 
#�� 	$�
!

3%"
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�� ����������- �����	 �.����1� �)

�.����� ���/���� �� �.����?�� #������� - �� ����� �� �������� �� ��/��� �� �.�#��� ��

������� ��� �� �?��� � �� ����� ��� ���#������� �.��������� �.���� � ��#��� - ������

�� �.��������� #��#���������)

��� *�����
�� �� � ������
�� �� �� �&����� �� ����

�
�


��� ����������� ���1 ���������� ��� ������ ��� �������� * �? �� ���/���� ���

������� �.�� ����� ������ �.� ������ V�:#�#�V& ��? �� ��������� ��/������ ������ ���

#���������) 
��� ���� �� ����� - ��� ����?�� �� ���� ��� �)

����� (%���
	� �� �� ���
	
��� �� ���	�

���� ��  ���� ���� #���������& �� ����� Ēt � ���� - �.�#��� ��& - #����� �������&

#��������� �� ��/��� �.� ������ ��#���� ��� ���� ��) �� �����#�����& - ���� ��� �& ��

�.������� �1�#�� ��� - ������� �� ��/��� �.� ������ �� �� ����� �.�� ��D�� ��� �.��2

�� ��� ��� #��������� F7)35G2F7)!$G ��& ���� �����#������ ���& ��� F7)!$G) 	� ��:� ���#&

���� �� ���/���� ���& �� #���� �� �������� #������������� �� ��� �� �� �� ��  �����

- ����������� ��� D� ��& ��� ��  ��#��& �D� �� �������� ��� �/������� ���� ��� �� ��

���������)

� �.��������� ������������& �� #�������� F7)>G ���� �� ���#����

U1(c, P, d, P ) = R(K(θ, Ē))U3(c, P, d, P ) F7)!!G

�/�# R(K(θ, Ē)) = F1(K(θ, Ē), N, Ē))

�� ����& �� ��/��� �� ��������� �.������� ,��#� ��� - ������� �� ��/��� ���� ��

P = Ē/Γ = P ∗) ���� #�� ��,�� ������& ���� �������� �� �������� ���/���)

%���������� / 2�	��� �� �������� �� ���� ��� .�I����.% �� ��� �����#�� �� ������	��

����	 ������

 ������ �� ���� ��	
� �� ����������� �� 	���	������ � 	� �� �� ��  ����

�� ��	
�� �� �� 
����	� �� ���� �

θ∗ ��� �� F1(K(θ, Ē), N, Ē) = 1 F7)!"G

�� ����������-
��� ��  �� ������� ��������� �#� ��� �� ��������#� �� ��/��� ��

#������ ������������ ��� ������� - �.������ ��� θ *K = K(θ)) �� �� �������� �� ������ �

��� ,��#����� � ���#���� - �.�������� F7)33G �/����� �� ������������& �� ������� *

K ′(θ) =
Nσ1

1 −N(σ2F12 + σ5F11 + (σ3 + σ6)F13)

3%7
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��#���� ��� �� �� ������� ��� ������, Fσ1 = φĒ/NG& ���� �� #�������� ��#������� ��

��:����� �� ��������� F7)34G& ���� �/��� K ′(θ) > 0)

�� ,�#���� �.�����E� ���� ���# E��� ��D�� #�  � ��� ,��#���� �� ���� ���� ��

�������������� * R = F1(K(θ, Ē), N, Ē) = ϕ(θ)) �� #� ����� ��� �� �� ,��#���� ϕ(θ)

�� ������ �  ������ ��� �� #���� �� K(θ) *

ϕ′(θ) = F11K
′(θ) < 0


��� ��/��� ��� ϕ(θ) ��� #�������&  ������� ��#��������� ���# ��/������� #� ���

��� �� �.�#���� * θ = ϕ−1(R) �/�# R ∈]0,+∞[) +�� #���������& ���� ���/��� #��#����

��.�� �1���� ��� ������ /����� θ∗ ����� ��� R = 1 �/�# θ∗ = ϕ−1(1)) �� #���������� θ∗& ���

���1 ��� ����� #��������� �.���� ����� ���� �����,����� ������� F1(K(θ∗, Ē), N, Ē) =

F1(K
∗, N, E∗) = 1 �� F7)!!G #��������� ,�� ���� ��� - F7)35G)

�.������ ��� θ 6��� �� �9�� �� ������ ��1 �����,���� ,��,�������� ���� ��  �����

�� ��� ��� B3>%4C) 	� ��� �� ���# �.� ������ ��� �������������� �� ��/��� ����� ���

����������� �D� �� �������� �� /��������� �� �� #�������� �� �� ����� �.�� F7)3>G ����

�� #������) ������ ��� ��� ��/���1 �� #����  ����� �� �.��/������� ���& - �.���������&

�.������D��� ��1 ��/���1 ��D��� ��� �.���� � �)

�� ���� �& ������� �� ��������� �� ����� ��� V�:#�#�V& �.�#��� �� ������ ���������&

- ���� ��� �& �.���� � ��#��� - #�������� �� �������� �� ����� ��/������ ������ ��

 ������ ���� ���) 
��� ���� ,�#������� - ������� ��� �.����� �� #�� #��������)

����� �
!
�
	� 
������ �� �� ���
	
��� �� ���	�

�� ����� �� ������ �� �.����?��& ���� #���� ��#����& #������� - �������� ��� �� �����

Ēt ���� ������� �.�#��� ��& - #����� �������& �� #�T�#��� ��� � �	��	� �/�# �� ��/���

�.� ������ ��#���� ��� ���� ��)

+��� ���#��� ���& �� �.�� �� ��,��� ��1 ����� �.����#����� ��� ��� �� ���� �� #����

�� �.�1���� �������� ���������� �� �����#��� �� <?���& �� ������Q� ���� #����� ���

��� �� ��� � ��/������ ������ �.��� ��� ��:��  ��� ������#��/�) �� #������ ����

� ��� - #��������� �� #�� �� ���� /����� ������ �I �� ��������� ��/������ ������ ���

���� V��1����V) 
��� ���������� �� ������ �� ��1�� � ��� �.�?������� ����� ��������

�� ����� ��� D1� - �� ��/��� ���������� ��� ���/�) ��#���� ��� �� ���/���� ��� ���

#�������� �.�@��� �� /��� � �� ��� �� Ēt ��� ��  ��#��& ���� ��/��� - ������� �������

����� 
���
����� ��� � %�
��#�
� θ %��

��� �� %�� �%%�
����
 � $����
��� [0, 1]! 8��� � ��� �R

θ > 1� ��� �����3� ��$� 9��� ��
��
 $�����
���� 	� � 
���� ����
���������� ��7 :����� �� ���%���


����� 
���� %�
 �� �
���9�
� ��� � (θ − 1)φĒ 3����� %�
 ��� ��7� 9�
9�����
� ��
 �� 
��
�����! ��

��������� :��� �� ���� ����
�� ����	 θ < 0 ����
 5������ "���� �� S�	� (�����, !
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��� ��������� �� ��#��� ���� ������� �� ����� �1����� #�������� ��� ����#� �� ��������

���� �.�#��� ��)

���� #� #����1��& ���� ���������& �D� �� �������� #���� ��������& �� ��� ����� ��

�����#������� ���  ������ ��  ��#�� ��� ��� �� �� ��  ����� �� ���#� ��� ����#� ��

������� �� �� �������� ������ �� ��� �� �� �.�#��� ��)

	� �=�� ���  ���,�� ���� �� ��,������� �� �� ���������

�� �����#������� ���  ������ ��  ��#�� F���� ��  ���, �.�������G /� ,������ ��

���/��� ��/��� �.�����/������ ��� �� ����� ������ �� ���� �������� �.���� ��� ��� � �������

����������) �� �@��& �.�#��������� �� ��� �� ��� ���  ������ /� ��� ����� - �.�#��� ��

�.��������& - #����� �������& ��� ������ �� �� �������� ������ Ēt ��& #� ,������& �.� �����

�@�#��/� ��� �� ��/��� �� ��������� ��� �� �.�������� ��� ��#������� ��� - ������� ��

#� ���������  �1� � �.� ������) ��������� ��.- �� ������� t& ���  ������ �#������ ��

/��� � �� ��� �� EM
t =

∑N
i=1 e

i
t = Net

�& #�� ��� �� ���� �������� �� /������� �������

��  ������ �� ��� �� ����������� ���� ��� D� ��) �� ����� �� ��������� �� ��������& �����

�� ��/��� �.� ������ �.���/� - EF
t = Ēt − EM

t ≤ Ēt) �� �����& - �� ������� ���/����&

�� ��:�� �� ���/���� ��� �� #���� ��� �������� EG
t+1 = Ēt+1 − EM

t �D� �� �����#���

��� ������ ���� ������� �� �������� �� �.�#��� �� �� ��� �� ���� ���� ����� �� ��/���

�����D�� ��� ��� �##���� Ēt+1
�)

������ �� ����������� ��1  ������ �.�����/���� ��� ��  ��#�� � ���� �� ����D���

�.���� ��� ��� #���������� �� ��� #���1 ��1����� ��� ���� #��,������)

�� ��/��� �� �.����� 6���� �� #� ���� ���6���� �� ������� wt �� �.�� �����,��� νt

/���� ��� �� ���/���� ���) 	� ��� �@�#�� - �� #����  ����� ct& - �.������� �� #������

��?����� st �� - �.�#��������� �� ��� �� F�� �������� etG �� ���1 qt) ����� ��������

�� ��� �� et ��� ���#�� ������ �� �.����#� �� #����������� �� /���� ���& �� ��#����

������� �� /��& �.�� ��/��� qt+1et) ��� ��� �� �� ��������� #���������� �� ,��� �� �#��,

D���#��� ������������ - �.������� #�������� F/��� R��/��& ��#��� �� O���� B!$$!�C ��

B!$$!�CG) '�������& �� ��/��� �� �.�����& ��� �� #� ���� ����� �� ����� ��� �� �.�������

Rt+1st �� �.�� �����,��� µt+1 �� �� ���� �� ���/���� ���& ��� ��������� ��� ������ - ��

#����  ����� dt+1) ��� #���������� ����������� �.�#��/��� *

wt + νt = ct + st + qtet F7)!7G

dt+1 = Rt+1st + qt+1et + µt+1 F7)!4G

��� �����,���� {νt, µt} ���/��� ��� ���/���� ,��� - ������������ �� ��/��� ���#���
��� �� /���� �� ��� ��) ��#���� ��.�� ����� �� ��#���� ������� �� /�� ���  ������

�P�
 �>%���#�� �� ������� ���� �	��������� 	��� ei
t = et!

��$��	��� ��%�
���
 F � %��
 � ��
��;� E� 
������ � � 	������� 	�� 3
���! ��� ��	���� M �� G

��

��%��	��� 
��%���������� ��7 ����7 	�� ������� �� 	� �����
������!
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���� D���� ��� ������������� �.��� ������ Net−1 = EM
t−1 �� �� �������� ������& �� �����

��/������ ������ �.���/� - ������� �� ��/��� �� �� /���� �� ��� �� ��1 D� �� �� ��1

 ������ 6����� φt(Ēt − EM
t ) + qtE

M
t �� ���� �� �� #� ��������� /����� ��1 ���������

qtE
M
t−1& ����&

Nνt +Nµt = φt(Ēt − EM
t ) + qt(E

M
t − EM

t−1) F7)!%G

����� ����� ��� ���6���� ���������� ����� �.������ ��� �� ��������� θ ∈ [0, 1] �� ����

���/��� ���# ���#���� �.�1�������� ��� �����,���� *

νt =
θ(φt(Ēt − EM

t ) + qt(E
M
t − EM

t−1))

N
F7)!8G

µt =
(1 − θ)(φt(Ēt − EM

t ) + qt(E
M
t −EM

t−1))

N
F7)!5G

���� #� #����1��& #�����  ����� ,��� ,�#� - ���1 ���������� #��#������ �.����#�2

���� �� ��� �������#�� ����� ������� �� #����  ����� �� �� ����������� �� ��� �������

����� ��� ���1 ��������& - ��/���& �.������� �� #������ ��?����� �� �.�#��� �� ��� ��)

��� ���� ���& �� �.���� �� �������� �� ������ � ���/��� *

max
ct,st,et,dt+1

U(ct, Pt, dt+1, Pt+1)

⎧⎪⎨
⎪⎩

s.c.

ct = wt + νt − st − qtet

dt+1 = Rt+1st + qt+1et + µt+1

�� ������ � ��� ����#�� - ���1 #��������� �� ��� ��� �����&

−U1(ct, Pt, dt+1, Pt+1) +Rt+1U3(ct, Pt, dt+1, Pt+1) = 0 F7)!>G

−qtU1(ct, Pt, dt+1, Pt+1) + qt+1U3(ct, Pt, dt+1, Pt+1) = 0 F7)"$G

��� ����������& ��  ������ #��������& �.��������� ������, - �� #����  ����� ��� �� #?#��

�� /��)

�� #� �������� �� #�� ���1 ��������� ����� ��� ������� � #�������� ��� � ����

�.������� �� ����� ��� ���#��� ��� ��� ���1 ,�� �� �.������� *

Rt+1 =
qt+1

qt
F7)"3G

���  ������ �.��������� ��� �.�@�� �� �.������� �� ��� �� ��� ��� � ������� ���2

������� ������.��� �������� �� ��������� #�  � ������) ����� ��� ���& ��� ������ ����

��� �� - ��� �1���������� - �� ,��� �����2 �� ��������������������� ������.��� �� ��������

#� ��� �� �� �.�@�� �� ���� ��#����� ��� ����� #���� �������& �� �� �.� ��#� �� �� ���2

������ ��� ��� ����������� ,������) �����& �� �� ��� ,��� �� ��� ��������� - ������� ����

��1 ������#����� ��  ��#�� �� ��:� ��� - �������� �� ��/��� �.� ������ ���� ��)

3%8



�������
 ���� �
	������� ��� �� ����� � ��
��� � ��	����
� ������� �

�
������� �� ����� ��
�������

	� �=�� �� ������������ �� ���,����

�D� �.��J���#�� �� �� #��������� ��� ��#������ ����/�������� �.�#��� �� ��� ��& ����

��������� ��� �� ���/���� ��� ����  ����� �� ���#� ��� ����#� ���� ��� ���������/��

#��������� - �����& - #����� �������& �� �������� ������ �� ��� �� �� �.�#��� ��) �����

����#�& ������� ���� �� ������� �� ���/���� ���& ��� #������ �� /���� ��/������ ��� ��

�� ��������� ��������) ���� ���& ���� ���#��� ���& ����������� �� �� /���� �� ����� Ēt ��

�������& �� �� ����������� ����� ��� ���1 �?��� �� �� ������� FD� �� ��  ������G ���

�#������ ��� ��� �� ���� ���  ���,� ��@������ F�����#���� �� �������G) �.����#�& ����

 ���� - ���� ��  ������& ���� ��� ��������� ��� �� ��6�#��, ��  �1� ������� �� ����2

E��� �� ,��� �����/���� ���1 #������� �� ��#�����) �.�����& ���� ������� �.����#� D���#���

��� �� #���1 ��  ������ �� ��� �� EM
t ������ ��1  ������) �.�#��� �� ��� �� ��� ���

 ������ 6����� ������� ��.��� ��������� �� ������/� ���  ���� �� �������#�� - #����#���

��1 ������ ������ �� �������� F#����  ����� �� �������G) +�� #�����& #���� �������

���#�D��� ���� ���#��� �� ����� ���& �� ��� �� ��������& ��� #�������� �� #� ��� ���

�� ��/��� ���#��� ��� �� ����� ��� �� �.������� �� #������ ��?�����) �������& ���� �����

#� ��� �� �� �� ������ ��/������ ������ ��������� - �� ��#�����) O����� ��� ��� ��

��1  ������ ��� ��& #�  � ���� �.�/��� /� ���#���  ���& �� ������� �.�@�� �� ��� ��

,���� ��1 D� �� �� �� ������� ��� ��� ������ ��� � ������� ���������� - �� �������

#���������) +�� ��� �����/������& �.����#� �� ��������� �� ���/���� ��� �� ����� ��

/�� �� �� #������� �� �� ��������� ��/������ ������) �����2#� #�����/� #�������� ��

���/��� �� ���������� �� ��/��� �� �� /���� �� ��� �� F�� ����� ��/������ ������G ��1

 ������)

�.����#� #������ �� �����
{
EM
t

}+∞
t=0

���  ������� �� ��� �� - �@��� ��1  ������

F�� ��  ������ �����& �.�@�� ��1 D� �� Ēt − EM
t G �D� ��  �1� ���� �� ��  � �#2

�������� ��� �������� ��� ������ �� #�& �� ������ #� ��� ��� �����#������� D���#�����

�� ��/������ ������� �� #���� ��#�����) �� �@��& ��� #���������� ��.���� #�������� ����

#���������� ��� ����� ��� ��� #���������� ����������� ���  ������& ��� �.�#��/���& ��

��/��� ������&

Nwt +Nνt = Nct +Nst + qtE
M
t F7)"!G

Ndt+1 = NRt+1st + qt+1E
M
t +Nµt+1 F7)""G

 ��� ����� �� �� �?�� ���� �� �� ��������� ���� �� #�� �I ����� �.�@�� �� ��� �� ,����

��1 D� �� ��� �#����� *

Pt = Ē − EM
t + (1 − Γ)Pt−1 F7)"7G

����� ����� �.�1�������� ��� �����,���� F7)!8G �� F7)!5G �� �.�/������� �� �� ���������&
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�.��6�#��, - �������� ���� �.�#����� *

max
{EM

t }

+∞∑
t=−1

βtNU(ct, Pt, dt+1, Pt+1)

���� ��� #����������&⎧⎪⎨
⎪⎩

Nwt + θ(φt(Ē − EM
t ) + qt(E

M
t −EM

t−1)) = Nct +Nst + qtE
M
t

Ndt+1 = NRt+1st + qt+1E
M
t + (1 − θ)(φt+1(Ē − EM

t+1) + qt+1(E
M
t+1 − EM

t ))

Pt = Ē − EM
t + (1 − Γ)Pt−1


��� �����/��� #� ������ � - �.���� �� ���������� ���������� �/�# λt ��  �������#�2

���� �� �������� ����#�� �� ���#M �� ���������) ��� ���1 #��������� �.���� ����� ����

F/��� ����1� D1G *

−λt =

{
(1−θ)(qt−φt)

β
U3(ct−1, Pt−1, dt, Pt) − (qt − θ(qt − φt))U1(ct, Pt, dt+1, Pt+1)

+θqt+1U3(ct, Pt, dt+1, Pt+1) − βθqt+1U1(ct+1, Pt+1, dt+2, Pt+2)

F7)"4G

λt = β(1 − Γ)λt+1 −N

(
1

β
U4(ct−1, Pt−1, dt, Pt) + U2(ct, Pt, dt+1, Pt+1)

)
F7)"%G

�� ��� ���� #�������� F7)"4G ��#��� �.�@�� �.��� /�������� �� EM
t ��� �� #� ������� ���

��/������ ������ �� ����2E���) +������ �.�1� ��� �.��� ������ �� �� �������� �� ��� ��

 ��� - ����������� ���  ������) ����� ������ �.�##� ����� �.����� �.�� �@�� ��/���

����#� ��� �@�#�� ��� ������ �� �� ���������� t) ���� � ������ ��� ��� 6����� ��� ������/�2

 ���  ���� �� �������#�� - ������� - �� #����  ����� F��� � −qtU1(ct, Pt, dt+1, Pt+1)G

�� #�������� ��� ��������� ��� ���D������ �.�� ��/���& ���/����� �� �� ��������� ��

��� ��& ���� � ������� F��� � θqt+1U3(ct, Pt, dt+1, Pt+1)G) 	� �1���� ������� �� �@�� ��2

/��� ������#� ��� ������� �� �� /�������� �� �� ����� ��/������ ������ �� ��� 6���

��� ����� ����������� ��##����/�� Ft − 1& t& t + 1G) ������ ���& ��� ����� EM
t ��2

���� �� ��/��� /���� ��1 6����� �� �� ������� t + 1 ���# ���� #����  ����� F��� �

−βθqt+1U1(ct+1, Pt+1, dt+2, Pt+2)G) �� ,��� �� ��/��� �� #���� ������ ��� ����D��� ��1

������ /�/��� - �� ������� t ������ �� ������� ����� ��� ���1 ��� ��� �� /����� ��1

D� �� �� ��1  ������) �� qt < φt& ����� ��� ������ �� E
M
t ���/���� ��� ������ �� ��

����� #� ��� �@�#�� - �� ,��� �� ��/��� ��� 6����� �� ��� ��������� �� ������ ����� #���� 2

 ������ F��� �� (1−θ)(qt−φt)
β

U3(ct−1, Pt−1, dt, Pt) �� θ(qt − φt)U1(ct, Pt, dt+1, Pt+1)G) ��

��#���� �1�������� F7)"%G ��������& �� #��������& ��� ����D#�� �.��� ��� �������� ��

EM
t ) �##��Q��� �� �������� �� ��� �� �@���� ��1  ������ �����Q�� ��� ����� ��� ���

�� ������� �� �� ��������� ,�/������ - ���� ��� ������ /�/��� - �� ������� t F��� �

−N
(

1
β
U4(ct−1, Pt−1, dt, Pt) + U2(ct, Pt, dt+1, Pt+1)

)
G  ��� �����& ��� ������ �� �� �����2

���� ,����� F����� �� ,�#���� 1 − ΓG ���� ����D#������ ��� ����������� ���/�����)

����� β ∈]0, 1] � 9�����
 	$������������ %
�%
� � $������!
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��� ,��� �� ��#����� �� �.����#� #�����& �� ��� �������� �� ��D��� �.���������) �����

����� ��� #���������� ����������� F7)!7G& F7)!4G �� �� �?�� ���� �� �� ��������� F7)!G&

�.��������� ������� �����& #���������� - �� ��������� {Ēt, νt, µt}& ��� �� ������ ��� #����2
����� �.��������� �� �.����#� F7)"4G �� F7)"%G �� ��� #��������� �.��������� ��� D� �� ��

��� #����  ������ F7)7G 2 F7)%G �� F7)!>G 2 F7)"$G) 	� �� #���#������ ��D� ��� �.����#�

��� #��������� �.��������� ���  ��#��� * Lt = N ��� ��  ��#�� �� ���/���& Kt = Nst−1

��� ��  ��#�� �� #������ ��& ��� ��F�G  ��#��F�G �� ��� ��& Net = EM
t �� E

F
t = Ēt−EM

t

��#���� ��� �� ����� {EM
t } ��� ������� ��� ����� ���� ��� �.����#�)

���� �� ������ ���/����& ���� �������� ��� ���������� �� �.��������� ������������ �/�#

�����/������ �� �.����#�) 
��� #���#���� ���� �����#������ ��� - ��/��� ���� ������

 ����� �� �����#������� ���  ������ ��  ��#�� �� �.�����/������ �� �.����#� ���/���

�������� ��� �������� - �� �������� � ����� ��� �� �?��� � �� �����)


���)�� �� ���, ��� � �� ���������������� �� ������ � ������

�.����?�� ������������ #� ����� ���1 �� �� �� ��J�1���) 
��� �������� �.����� ���

#��������� �.�1�����#� �.�� ��������� ������������ �/�# ����� #��������) +���& #�  �

���� �� ������ ���#������& ���� ���� ������ �� �������� �� ��/��� �.�� ��� �������� �.��2

������� �� ����� �.�� - ������ �� �.���������)

�� ,���& �� ������Q� ��� ��� ���1 #��������� �.��������� ���  ������& �/������ ��

������������& #������������ ,�� ���� ��� ��1 ���1 ��� ����� #��������� �� �� �����

�.�� F7)35G �� F7)3>G) �� �@��& �� #�������� F7)"3G& ��� � ����& - �.���������& �.�������

�� ����� ��� ���#��� ��� ��� ���1 �������� �� �.�������& �� ���#���& �� ������������

R = 1) ��#���� ��.- �.���������& �� ,�#���� �.�����E� �.������� - ������� �� �� �����#��/���

 �������� �� #������& �� ������/� ���� �.����/����� �� �� #�������� F7)3>G *

F1(K,N, Ē − EM) = 1 F7)"8G

�� /����� �������� �� ,�#���� �.�����E� � ������ ����� ��� ��� �� #�������� �.����2

����� �� #����  ����� ��� �� #?#�� �� /�� F7)!>G �.������D�& - �.��������� ������������&

- �� #�������� �� �� ����� �.�� F7)35G *

U1(c, P, d, P ) = U3(c, P, d, P ) F7)"5G

�� ����& ��� ��������� ��D������� �� ��������� ������������ ���� ���������� - �.����2

����� �� - �.���� � �������������) ��D�& �� #� �������� ��� ���1 #���������� �����2

������ �������� FF7)"!G �� F7)""GG& �� ������������& ����� �� #��������� �� �������#�� ��

�.�#��� �� F7)3%G �������� - �� ����� �.��)

��� ����& �� �������� ������� ��/���� - �� �� ����� ���� ������� #��������� �.����2

���� ��D������� �� ����������� �� ����� ������ Ē ��� �.����#�& ��� �.�#��� - �.���������
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������������&

(1−θ(1−β))((1−β)q−φ)U1(c, P, d, P ) =
N

1 − β(1 − Γ)
(βU2(c, P, d, P ) + U4(c, P, d, P ))

F7)">G

#�T�#��� �/�# �� #�������� �� �� ����� �.�� ���� �� ����� ������� �� ��/��� �.� ������

���� ��) 
��� ���� ��� �� �������� ���� �� ����������� ���/����)

%���������� 9 2������#	� ����������	� � �� �������� ����	����� ������ �� ��		������

� �� 	���� ���	 ��� �� �

� �� �����	 �������������� � �	�#��
� �� ��������  �� ������ � β = 1%

� ��	 β < 1% �� ����	�#���� �� �� 	���� �� �	����
������ �� ���� �	 �� #��� �

��	�
��	� θ ������� �� ��������� �� �����	 �

θ =
1

1 − β

(
1 +

ΓF3(∗) (βU2(∗) + U4(∗))
(1 − β(1 − Γ))((1 − β)q(θ, Ē − E∗) − F3(∗)) (U2(∗) + U4(∗))

)
F7)7$G

+���� ������� ��
�� �� ���� ������� θ∗ ������ � �� �

(1 − β)q(θ, Ē − E∗)θ=0 > F3(K
∗, N∗, E∗) F7)73G

�� ����������- /��� �.����1� D)


���  ������� ���# ��.�� ��� �������� �.��������� �� ����� �.�� ��S#� - �.�����/��2

���� �� �.����#� �� #�&  ����� �.�1�����#� �.��� �������� ���/����� �� �� D1�����& -

�.�#����� ��������������& �� ����� ������ �.� ������ Ē) �.����������� ������ ��1  �2

����� �.�������� �� ��� �� � ������ ��.��� ���������� ����� �������#�� ����� #����  �2

���� �� ��/������� ��� ��  ������ ���� ���) �� �@��& - �.��������� ������������& ��� ���1

�������� �� �.������� F#������ ��?����� �� ��� ��G ���#����� ��  E � ����� ���& ���

���1 ��� ����� #��������� �� �� ����� �.�� ���� �����,����� ���� �/��� - ��#�����& #�  �

���� �� ������ ���#������& - ��� ������������ �����#������ �� �� ����� ��/������ ������)

���#������ �� ��#����� �� �.����#� - ������ ��� ������& �� ������Q� ��� �� ���� ������

������ ��� ����������� ��� ��  E � ���� �.������� Fβ = 1G& ����� �� #�������� �.���������

�.������D� - �� #�������� �� �� ����� �.�� ���� �� ����� ������� �� ��/��� �.� ������

���� ��) �� ��������& ����9� �������& ������� ��� ��� �����,���� ,��,��������& ����#��� - ��

������������ �� �� ����� �� �������� ��� �� ���/���� ���& ���� �������) +�� #�����& ����

�� #�� ���#�� �I �.����#� � ���� ��� ��#������ �� ������� Fβ < 1G& �� ���/���� ��� ����

6���� ��� �� ������������ �� �� ����� ��/������ ������ �� #������ �.������ ��� θ �� �����

����� ��� �� #�������� �.��������� �� �.����#� #���������� �1�#�� ��� - �� #��������

�	�$�
������ G∗G �����3� ��� �� 9�������� �	������� ����� �
������ $�������� 	� � 
#�� 	$�
!
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�� �� ����� �.����) ������� �.�� #� ���� �� ��������� �I �� ����� ��� #�������� �/�# ��

���#������& ���� #��������� ����� ��� �� D������ �� �� ��������� �� �������������� �.���

���� ���� �.��J���#�� ��� ��#������ ��� ������ ���/�� ��� �.�������� �� #���1 �� �� ���

�� ��� �� /����� ��1  ������)

�� ���� �& �.�����/������ �� �.����#� � ����� ��� ��� �������� ��  ��#�� ��� ���2

 �� �� ���1 ����2 ��#��� * ��  ��#�� �� ,�#���� �� �����#���� �I �����/������� ���

D� �� �� ��  ��#�� �� �.�#��, D���#��� �I ������� ���  ������) ����� ��� �������� ��

 ��#�� �.�##� �����& - �.���������& �.��� ���#�� ������� ��� ��� ���1 ��� ���1 �?���

�� �� ������� �� ��� �� ��� �� ���� ��� �.����������� ,���� ��� ��� �� F����������� ����

�� ���#����� �� �����#����  �	�� �������G �� ��� ��� �����#������� ��/������ �������

��� �� ��#������ F��������� �  ������  �	�� ��������� ��@����G) �� ����& - ���� ��� �&

�� ��� �������� �� �������� �� ��/��� �.� ������ ���� �� ��& ������� ��� ������ #����2

����� �.���� ����� ���� /���D���& �.�#��� �� #��/���� D���� ��� /��� �.���� � ��#���)

�����& ������� �� �� ��������� �������� �� ��#��� ���� #���#������� ��� �.�1�����#� ��

#���������� ���������� �� �� ��������� �.� ������ ����2���� ��& ���� ���/�����  �����

���� - ���������& - ���� ��� �& �.���� � �� ��� ��� ���� ��S#� - �� �����#������� ���

 ������ ��1  ��#�� ��� ��� �� �� - �� #������� �.��� ����#� �� ������� �� �� ��������

�� �.�#��� �� �� ��� ��)

��� $��	���
��

��� ����#�� �� ,�#����� ��� �� ����#����� ��:#���� ��������� - �� ���������� �� �� ���2

������ ��� �� �?��� � �� ��� ��& - ��/���& �� ��D������ �� �� ��� � �� ��������� ��������)

��� ���/��1 ���������� ��� #��#����� - �.�:#�#��� ��� ��� �� �� ��������� ��� �����2

 ��� ���� #����9��� ��� � ������� ����������  ��� �����& ���� �������� �.���� � ��#���

- ������ �� �.�#��� �� ��#����������& ������� #� ������ � �� �� ������ ��� �� ��#�����

�����# ��� ���,���� ��� ���� - #������ �� ��/��� ���� �� �� ����� ������ �.� ������)

�� �������� /� #�������� - �.��#����� �� �.�/����#� � ������� ��� �� ����� �� �.�1��2

���#� �� #���������� ���������� ����� �� ������ - ��������� �� ��D������ �� #� ��������

�.� ������) ���� #�� ����#��& ���� ��#������ - �� #���� �.����?�� ���� ������� ����2

������ �� ����� �� #� ��� �� #�� ����#�� �.���:#�#���) �� ����#��� #������� �� ,��� -

�������� ��� �� ��������� ��/������ ������ �� �� #���1 �� ����� �� ����/��� ��� �� ��

����� ������ 9���� � %�
��#�
� θ %��� �� %�� �%%�
����
 � $����
��� [0, 1]! ������ ��� %��


� ���	����� ��4����� 	$�7������� �1!1) � θ∗ ��� %
��������� ��%�
���
 � 1 �� ��� �����3� ��$� 9���

��
��
 $�����
���� 	� � 
���� ��7 :����� �� ���%���
 %�
 �� �
���9�
� 3����� %�
 ��� ��7� 9�
9�����
�

��
 � 
����� 	�� 
��
�����! �� 
������ �$��� %�� �
#� ��
%
����� ��
 $����
������� 	� $������ ���

��
���� ��H����� %��
 �� :����� ��� ������ ��
 
����� ��� ��
 ������������ ��%����� %�
 $�����

	� %�
���!
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����� #� �����#� �� ���/���� ���  ��� ���� �� #�������� ��#���� ���� �� ����#�������

��������������� ����������� ��� ��6����� ��1 �����,����#�� #������ ��� ��� #����������)

���� #� #����1��& ���� �������� �� ��������#� �� ��#���� - �.������ ��� ��� �� ��

�����#����� ������� �.�� �������� �� ��6�#��, ��  �1� ������� �� ����2E���)

���� ��� �� ���#����� �� ����#������ ��� �:#�#� �� �@�� - �.�#��� �� �� ����� ��2

#���� ��� ������& �� ������Q� #����� ��� ��.�� ��� �������� �� ��#����������& - ���� ��� �&

�.���� � ��#��� - #�������� �.�@�#���� ��� �����,���� ������� ����� ��� �����������)

+�� #�����& ��� ��� ��� #���������� ���������� ���� �#��/��& �� ����#������ �#���� -

,������ �� �������� ��������� ��� �.�#��� ��) 
���  ������� ��.�� ���  ����� ���� ���2

����� �� ������� ��� ���:#�#���� �� �� ���������� ��� �� ����� �� ���������� �.��� ���� ���

 ������ - �����#���� ��1 ������#����� ��� ��  ��#�� ��� ��� �� �� �� #�����& �.�����

����& ��� ����#� �� ������� �� �� �������� �� ��� ��) �.�#���� �� #���� ����#�& ������2

��� � ���,��� �� ���/���� ���& � ����� ��� ��� �������� ��  ��#�� ��� �.�##� �����

�.��� ���#�� ������� ��� ��� ���1 ��� �#������� ����� �� ��  ��� ��/������ ����� �#2

#������� ��� ����� �#��/���� �����#��/�� F�����#���� ��� D� ��& ������� ���  ������G)

����� �����/������ ��� �� ����� - �.�#��� �� #��#����������� �.��������� �.���� � ��2

#��� �� ���� ��� � - ������ �.��� ��������� ��������  ������ ��� �.�1�����#� �� ���������)
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- ��������� ���� ���� ������������ C����������� .D

�� �?��� � �.��������� F7)33G2F7)3!G& �/���� �� ������������& ��/���� F��� ���#� ��

�� ���D#�����& �� ,�#���� ���/��� L = N �.������Q� ��� �1���#��� ��� #�  � ���� ���

��� ���1G *

K = Nσ(θ, w(K, Ē), φ(K, Ē), Ē, R(K, Ē), φ(K, Ē), Ē, P, P ) F7)7!G

P =
Ē

Γ
�� ��/��� �� ��������� ������������ ��� ������ ��� ����� ��� ��� �� ��������� ��

�����) '���� - �.������� �� ,��� ��� �� ��� ���� �������� �� �� ��� ��������)

+�� ��D������ �.������� ��� ��� ���������� �� �������& ���� �/��� ���# σ(θ,K, Ē) ≤
w(K, Ē) ��& �.�1�������� �� ���1 �� ������� ��� ������ ��� w(K, Ē) = F2(K,N, Ē)) ��

,��#���� �� �����#���� ��� �� ����� �� ����� 3 �� ���� ���/��� ���#���� �� ������� ��

��  ������ ���/���� *

F2(K,N, Ē) =
F (K,N, Ē)

N
− K

N
F1(K,N, Ē)(1 + ε(K, Ē))

�/�# ε(K, Ē) �� ����� ��� ������#���� ���1 �� �� �����#���� ��� ������� ��1 � ������� ��

�� #������ *

ε(K, Ē) =
ĒF3(K,N, Ē)

KF1(K,N, Ē)
=

Ēφ(K, Ē)

KR(K, Ē)

��� ����& ���� �.�?������� ��� #� ����� ��� D�� ���� ��� ��/���1 � �������� ��

#������ F�� ��� #������� ���� ��� ��#�������� ����2�������G&

lim
K→+∞

ε(K, Ē) <∞

�� ���� �.���� ��� ��� #��������� ��� �� ,��#���� �� �����#����& ���� �������� *

lim
K→+∞

w(K, Ē)

K
= lim

K→+∞
1

N

(
F (K,N, Ē)

K
− F1(K,N, Ē)

(
1 + ε(K, Ē)

))
= 0

�� ,��#���� �.������� �� ����� ���# �� ��N- �� �� ��� ���� �����#���#� ���� ��

/�������� �� �.��D�� *

lim
K→+∞

Nσ(θ, w(K, Ē), φ(K, Ē), Ē, R(K, Ē), φ(K, Ē), Ē, P, P )

K
= 0

	� ��:� ����� �� ��#����� - �� #�������� #�������� ���� ���  ������ - ����������� � 2

�������� F(���� �� '?��� B3>5>C& �� �� ����1 �� ��#��� B!$$!CG ���� �������� �.�1�����#�

�.��� �������� ������������ ���������� ���� �� #������ *

lim
K→0

Nσ(θ, w(K, Ē), φ(K, Ē), Ē, R(K, Ē), φ(K, Ē), Ē, Ē/h, Ē/h)

K
> 1
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�� �@��& #���� #�������� ������ ��� �� ,��#���� �.������� #����� ��  ���� ��� ,���

�� ��� ���� �����#���#� ��� �� �� ���� �� /�������� �� #������ �� ���� #� #�� �.��������

F7)7!G �� �� ��� �������� ������/� D���)

:- ���$����� ������ C����������� 0D

�� ����������� �� �?��� � F7)33G2F7)3!G ���� �� /�������� �� �.���� ������������& ��

������� *

(1 −N(σ5F11 + σ6F13))dKt+1 = N(σ2F12 + σ3F13)dKt +Nσ8dPt +Nσ9dPt+1

��&

dPt+1 = (1 − Γ)dPt

��  ����#� 6�#������� �.�#��� *

J =

(
N(σ2F12+σ3F13)

1−N(σ5F11+σ6F13)
N(σ8+(1−Γ)σ9)

1−N(σ5F11+σ6F13)

0 1 − Γ

)

�� ��������� �� �.��������� �1��� ��� ��� ���1 ��#���� �� ���?�9 � #���#����������&

P (λ) = λ2 − trace(J)λ + det(J)& ������ - �.��������� �� #��#�� �����)


��� ��/��� ��� �� ���#� F	���& �� ����� �����G #��������� - �� ��  � F	���) ��

�������G ��� ��#���� �� ���?�9 �) �� ����� ������� �� �� /����� ��� ��#���� ��� �  �2

����� * λ1 = 1 − Γ < 1 ��

λ2 =
N(σ2F12 + σ3F13)

1 −N(σ5F11 + σ6F13)

����� - ������� #���� ��#���� ��#��� λ2) � �.��������� ������������& ��� #����  ������

���/��� �.�#����

c(θ, w,R, φ, Ē, P ) = w + θφĒ − σ(θ, w, φ, Ē, R, φ, Ē, P, P )

d(θ, w,R, φ, Ē, P ) = Rσ(θ, w, φ, Ē, R, φ, Ē, P, P ) + (1 − θ)φĒ

���� �.�?������� �� ��� ����� ��� #����  ������& ���� �/��� * c2 = 1 − σ2 > 0 ��

d2 = Rσ2 > 0& ����& 0 < σ2 < 1) ���� �.�?������� �� ��������������� ��� #����  ������&

�� #����  ����� �� ��� ���� ������� c ��� ��� ,��#���� ��� ��#��������� �� ���1

1/R �� �� #����  ����� d ���� �� #��������� ���������� ������� �������& c + d/R =

w + θφĒ + (1 − θ)φĒ/R F/��� �� �� ����1 �� ��#��� B!$$!CG& #� ��� � ������ ���

c3 = −σ5 ≤ 0 ↔ σ5 ≥ 0) �� �����& ��������� �� ������ � ��� ,��#����� � ���#���� - ��

#�������� F7)>G& - �.��������� ������������& ����� *

σ3 =
θĒ(U11 − RU13)

U11 − 2RU13 +R2U33

> 0
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σ6 =
(1 − θ)Ē(U13 − RU33)

U11 − 2RU13 +R2U33

< 0

+�� #���������& ���� ��/��� ��� �� ��#���� ��#��� λ2 ��� ������/�) ��� ����& ���

#�������� ��#������� �� ��:����� - �� ��������� ��� λ2 < 1 #� ��� ����/��� - *

1 −N(σ2F12 + σ5F11 + (σ3 + σ6)F13) > 0

+- ��������� �� �� �&,�� ���� C����������� 3D '

�.����#����� �� �� ����� �.�� (K∗, E∗, c∗, d∗, P ∗) ��� �������� �� �?��� � �� #���

��������� ���/��� *

U1(c, P, d, P ) = U3(c, P, d, P ) F7)7"G

F1(K,N,E) = 1 F7)77G

N

Γ
(U2(c, P, d, P ) + U4(c, P, d, P )) + F3(K,N,E)U1(c, P, d, P ) = 0 F7)74G

F (K,N,E) = Nc+Nd +K F7)7%G

P =
E

Γ
F7)78G

�.����� �� ������ � ��� ,��#����� � ���#����& �� ������ �� F7)77G * K = K(E) �/�#

K ′(E) = −F13/F11 > 0) ���������� #���� �1�������� ���� F7)7%G ����� * d = d̄(c, E)

�/�# d̄1 = −1 �� d̄2 = F3/N > 0) 
��� �� ���N��� ������� #���� ,��#���� ���� F7)7"G)

��#���� F7)78G& �� ������� *

U1(c,
E

Γ
, d̄(c, E),

E

Γ
) = U3(c,

E

Γ
, d̄(c, E),

E

Γ
)

��������� �� ������ � ��� ,��#����� � ���#���� - #���� �������� ��� �� �.�1��� �� c

#�  � ��� ,��#���� �� E * c = c(E) �/�# *

c′(E) = −F3/N(U13 − U33) + 1/Γ(U12 + U14 − U32 − U34)

U11 − 2U13 + U33

�� #����  ����� d ���� D���� ��� �.�#���� #�  � ��� ,��#���� �� E * d = d(E) �/�# *

d′(E) = −F3/N(U13 − U11) + 1/Γ(U32 + U34 − U12 − U14)

U11 − 2U13 + U33


��� ������ ��� �� ���� ������� �� #�� ���1 ����/��� ��� ������, �� ��� �� ��� ���

��� � �� �� ������� ��� ������,) ���� �� ����� �� ��� � U12 + U14 − U32 − U34 ��� �

�	��	� ��#����)
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��� �� ���N��� ��D� #�� ��������� ����� �������� ���� F7)74G �� �� ������� ���

�������� �� �?�� X(E) = 0 �/�# *

X(E) =

{
N
Γ

(
U2(c(E), E

Γ
, d(E), E

Γ
) + U4(c(E), E

Γ
, d(E), E

Γ
)
)

+F3(K(E), N, E)U1(c(E), E
Γ
, d(E), E

Γ
)

�.����� �� �.�1�����#� �� ���� � ����� - �� ������ ��� �.�������� X(E) = 0 �� ��

��� ������ �������� ������/�) �� ����/�� �� �� ,��#���� X() �.�#����� *

X ′(E) =

(
N

Γ
Φ + U1∆ + F3Θ

)

�I&

Φ = c′(E)(U12 + U14) + d′(E)(U32 + U34) +
1

Γ
(U22 + 2U24 + U44)

∆ = K ′(E)F31 + F33

Θ = c′(E)U11 + d′(E)U13 +
1

Γ
(U12 + U14)

�� ��#��� ��� �& ��� ���� �� ���#����&

∆ =
F33F11 − (F31)

2

F11

��� ������, ���� �.�?������� ��� �� ,��#���� �� �����#���� ��� #��#�/� ��� ������� ��1

���� ���� K �� E F�������& ���� #� #�� �� �� ������� ��� ������,G)

�� ������� � ��� �& ��� ���� �� ���#����

Θ = −F3/N((U13)
2 − U11U33) + Ω/Γ

U11 − 2U13 + U33

�/�#&

Ω = (U13 − U33)(U12 + U14) + (U13 − U11)(U32 + U34) < 0

��� ������, ��� ��� (U13)
2 − U11U33 ≤ 0)

�� ����#�� #��#�/��� �� �� ,��#���� �.������� � ���� ��� ��  ����#� ��������� (4× 4)

���� ��D��� ������/�) �����  ����#� �.�#��� *

H =

⎡
⎢⎢⎢⎣
U11 U12 U13 U14

U21 U22 U23 U24

U31 U32 U33 U34

U41 U42 U43 U44

⎤
⎥⎥⎥⎦

���  ����#� ��� ��D��� ������/� ������� ���  ������ ����#����1 ��������� �� ����� ��

��� ��� ����� ������,) ��& �� ������Q� ��� #���� ��������� ��� ��� #�������� ��#�������

��8��� �� ����� 	� ���;����� ���� �������� � %
����� �� �
������� 	�� 	�
����� %�
����� %
���#
��

�� �����	��!
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���� ��� ��  ����� �.����� " ���� ������,) ���� ��� ���# �����,���� ���� �.�?������� ��

����#�� #��#�/���)

�� ��/������ ��� �� ��� ��� ��� � ����� *

Φ = −F3/N((U13 − U33)(U12 + U14) + (U13 − U11)(U32 + U34)) + Λ/Γ

U11 − 2U13 + U33

�/�#&

Λ = ((U12 + U14) − (U32 + U34))
2 − (U11 − 2U13 + U33)(U22 + 2U24 + U44)

��� F%G #��������� ���/����� ��:���� ���� ����� ���� �� ����� �� #��:#���� Λ *{
U11Uij − U1iU1j ≥ 0

U33Uij − U3iU3j ≥ 0
���� i, j = 2, 4

	� ��� � ������� �� ����� ��� �.��������� U11U22−(U12)
2 ≥ 0 ��� ��� #�������� ��#�������

�� ��:����� ���� �/��� ��  ����� �.����� ! ������,) ��  E �& �� #�������� U33U22 −
(U23)

2 ≥ 0 ��� ����� ��#������� ���� �������� ��� ��  ����� �.����� " ���� ������,) ���

���������� ���� ���# /���D��� ���� �.�?������� �� ����#�� #��#�/���) ��D�& ��� ������

������ #��������� ���/����� - �� ��������� ��  ����� �.����� 7 ��� ���� E��� ������,)

��� #��������� �� ���� �� ��� #��������� ��#�������� �� ��� #��������� ��:������ ����

�/��� ��  ����� ������, ���� ��.����� V������� ���� �� ����V �� �� /��������� �� #����

�?�������) 
��� ��/��� ���# � ����� *{
U11Ui4 − U1iU14 ≥ 0

U33Ui4 − U3iU34 ≥ 0
���� i = 2, 4

#� ��� �������� Λ < 0 �� ���� ��� �� �� ������ Φ * Φ < 0)

���� #�� �?��������& ���� �/��� D���� ��� X ′(E) < 0) '����  ��������� - �������

�� #� ����� ��� ��1 ������ �� #���� ,��#����) 
��� ��/��� ��� * F (K,N, 0) = 0)

�.����� F7)7%G& #��� �����D� ��� c(0) = d(0) = K(0) = 0)

���� �.�?������� limc→0 U1(c, P, d, P ) = +∞∀d, P ≥ 0 �� ��#���� ��� limE→0 F3(K,N,E) >

0 ∀K ≥ 0& ���� �/��� ���# *

lim
E→0

F3(K(E), N, E)U1(c(E),
E

Γ
, d(E),

E

Γ
) = +∞

��  ��������� ���� ���� ��,����� - �� #�������� limP→0 |Uj(c, P, d, P )| <∞ ∀c, d ≥
0 ���� j = 2, 4 �����& ���� #���������� �� �� ��� �� �� ,��#���� X() ���� �� /��������

�� E = 0 * limE→0X(E) = +∞)
�����& �� ��:� �.� ����� �� #�������� ���/���� - �.����� ���� *

lim
E→+∞

X(E) < 0
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���� �.������� �� �.�1�����#� �.��� ������ �������� - �.�������� X(E) = 0 ��  ������

��� �� ������ � �� �� ����� �.�� V/����V �� �� ��� ������ �������� ) ����� #����2

���� �.������� ���� ��� #��������� ������������ F ��� �����J��� ���� �� ����� �� �����

����?��G) �� �@��& � ����� �� �����#� ��� #��������� �.	���� ���� ��� ����/��� ���2

������� U1 �� F3 F�� �� �����#����� ��� �� �� ��� - �.��D�� ���� �����G �� �������� ���

limP→+∞Uj(c, P, d, P ) < 0 ��:� - /���D�� #���� ���������)

�- �� ���������� �� �� ����������� 9 '

�� ������ � �� �.����#� �.�#��� *

max
{EM

t }

+∞∑
t=−1

βtNU(ct, Pt, dt+1, Pt+1)

���� #���������&⎧⎪⎨
⎪⎩

Nwt + θ(φt(Ē − EM
t ) + qt(E

M
t −EM

t−1)) = Nct +Nst + qtE
M
t

Ndt+1 = NRt+1st + qt+1E
M
t + (1 − θ)(φt+1(Ē − EM

t+1) + qt+1(E
M
t+1 − EM

t ))

Pt = Ē − EM
t + (1 − Γ)Pt−1

�D� �� �������� #� ������ � �.���� �������& ���� ��D������� �� ���������� ����2

������ ���/���& �/�# λt ��  �������#����� ����#�� - �� �?�� ���� �� ���#M �� ���������

Pt&

+∞∑
t=0

βt

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

NU [
Nwt+θ(φt(Ē−EM

t )+qt(EM
t −EM

t−1))−Nst−qtEM
t

N
, Pt,

NRt+1st+qt+1EM
t +(1−θ)(φt+1(Ē−EM

t+1)+qt+1(EM
t+1−EM

t ))

N
, Pt+1]

+λt(Pt − Ē + EM
t − (1 − Γ)Pt−1)

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

��  �1� ������� �� ���������� ����� ���1 #��������� �� ��� ��� ����� *

λt =

{
− (1−θ)(qt−φt)

β
U3(ct−1, Pt−1, dt, Pt) + ((1 − θ)qt + θφt)U1(ct, Pt, dt+1, Pt+1)

−θqt+1U3(ct, Pt, dt+1, Pt+1) + βθqt+1U1(ct+1, Pt+1, dt+2, Pt+2)

λt = β(1 − Γ)λt+1 −N

(
1

β
U4(ct−1, Pt−1, dt, Pt) + U2(ct, Pt, dt+1, Pt+1)

)
�� ������������& ��#���� ��� ��� #��������� �.��������� ���  ������ ����&

R = 1

U1(c, P, d, P ) = U3(c, P, d, P )

#�� #��������� ��/�������

λ = −(1 − θ(1 − β))((1 − β)q − φ)

β
U1(c, P, d, P )

λ = − N

β(1 − β(1 − Γ))
(βU2(c, P, d, P ) + U4(c, P, d, P ))
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���� #� �������� ����� �� #�������� �.��������� �� �.����#� *

(1−θ(1−β))((1−β)q−φ)U1(c, P, d, P ) =
N

1 − β(1 − Γ)
(βU2(c, P, d, P ) + U4(c, P, d, P ))

�.- ����� ������� �� ���6����$�� ������������ '

�� ��� ���� ����� �� �� �� ���������� #������� -  ������ ��� �.��������� �������2

����� ��� ����� ��� ��S#� - �.�����/������ �� �.����#���) +��� ������� �� ����� �������

�� �.��������� ������������& �� ���� �6����� ��1 #�������� �.��������� ���  ������ �� ��

�.����#�& ��� #��������� �� ��  �1� ������� ��� ���D��& ��� #��������� �.��������� ���

 ��#���& ��� #���������� ����������� �� �.�������� D1��� �� ��/��� �� ��������� �������2

�����) 
��� �������� ����� �� �?��� � �� % ��������� ���/��� *

U1(c, P, d, P ) = U3(c, P, d, P ) F7)75G

F1(K,N, Ē − EM) = 1 F7)7>G

NF2(K,N, Ē −EM ) + θF3(K,N, Ē −EM)(Ē − EM) = Nc +K + qEM F7)4$G

Nd = F1(K,N, Ē −EM)K + qEM + (1 − θ)F3(K,N, Ē − EM)(Ē −EM) F7)43G

P =
Ē − EM

Γ
F7)4!G

(1−θ(1−β))((1−β)q−φ)U1(c, P, d, P ) =
N

1 − β(1 − Γ)
(βU2(c, P, d, P ) + U4(c, P, d, P ))

F7)4"G

- % ��#������ * K,EM , c, d, P �� q ��#���� ��� θ& N �� Ē ���� ��� ������� �1������)

�� ����#��� �� ���������� ��� �� ���/��� * ���� ��������� �.����� ��� #��� ��� �����

��������� ���� �1��� �� ���� - ���� ��� /�������� K, c, d, P �� q #�  � ��� ,��#�����

�� EM F�� �/�������� ��� ��� ���� �����G) �������& ���� �� ���N��� #�� ���������

����� �������� ���� F7)4"G ���� ����� ���� EM )

�.����� ��� ��������� F7)7>G �� F7)4!G& �� ��� �������� �.�1��� �� K �� P #�  � ���

,��#����� �� EM *

K = K(EM

−
) F7)47G

P = P (EM

−
) F7)44G

�������& �� ���#�� F7)47G ���� ��� #���������� ����������� F7)4$G �� F7)43G& �����

��� #����  ������ c �� d #�  � ��� ,��#����� �� q �� EM F�� θG *

c =
NF2(K(EM), N, Ē −EM) + θF3(K(EM), N, Ē −EM )(Ē −EM) −K(EM) − qEM

N

��@ 9��� ����
 ��� �� �� ������� ������������� ��76�2�� � ������� 	� $�%�
��� �� %�
���� $����6

�;
� ��
��� ��	���
���� 	��� � ����
� �R �� ������ ��
����� ��	�<�
���� ���
� �� 	��7 ��%%�
�� 	�

$�%�
��� ���� %
���
��� � �2�� 
��	����� � $�����;
� �� ��
�� 	� � 
������ �1!/)  !

35$



�������
 ���� �
	������� ��� �� ����� � ��
��� � ��	����
� ������� �

�
������� �� ����� ��
�������

����&

c = c(θ
+
, q
−
, EM) F7)4%G

��  E �&

d =
F1(K(EM), N, Ē −EM)K(EM) + qEM + F3(K(EM), N, Ē −EM )(Ē −EM)

N

���# *

d = d(θ
−
, q
+
, EM) F7)48G

�� ����������� #�� �1��������� F7)4%G �� F7)48G ���� F7)75G& �� ������� *

U1(c(θ, q, E
M), P (EM), d(θ, q, EM), P (EM)) = U3(c(θ, q, E

M), P (EM), d(θ, q, EM), P (EM))

��& ��S#� �� ������ � ��� ,��#����� � ���#����& �� ���� ����� �1��� �� q #�  � ���

,��#���� �� θ �� EM �� *

q = q(θ
+
, EM) F7)45G

'� ���#�� F7)45G ���� F7)4%G �� F7)48G ����� c �� d #�  � ��� ,��#����� �� θ ��

EM )

'���� D���� ��� - �� ���#�� ������ ��� ��������� ����� �������� ���� �� #��������

�� �.����#� F7)4"G �D� �� ����� ���� EM ) �� #�������� ��/���� *

(1 − θ(1 − β))((1 − β)q(θ, EM) − F3(K(EM), N, Ē − EM)) =

N
(
βU2(c(θ, E

M), P (EM), d(θ, EM), P (EM)) + U4(c(θ, E
M), P (EM), d(θ, EM), P (EM))

)
(1 − β(1 − Γ))U1(c(θ, EM), P (EM), d(θ, EM), P (EM))


��� �������� ���# ��� �������� �� �?�� H(θ, EM) = 0 ���& ���� ��� ������ ���2

�������& ��D��� ��� F������G �������� EM #�  � ,��#���� �� ���� ���� θ��) �������2

���� #���� ��������& �� ���� D���� ��� ����� ���� ���� - ���� ������ ��� /�������� ��

�.��������� ������������) �.��������� ������������ ��� ���# ����� ���)

+���9� ��� �� �� ������ ��� #��������� ,�� ����� F#�  �& ��� �1� ���& ��� #����2

����� ��1 �����G ���� �������� �.�1�����#� �� �.���#��� �� �.��������� ������������& ����

��������& ���� �� ��#���� ������ �� �� �� ����������& ��� #��������� ���� ���������� #��

��������� #��������� - �.����#����� �� �� ����� �.�� (c∗, d∗, K∗, E∗, P ∗) ����� ��� ����

�.�/��� ��D��� ���#���  ���)

�0- ���������������� �� �� �&,�� ���� '

�����
� �%%�
���
�� %��
 c �� d %��� q� θ ����� �
������ ��
��
� �
� 	� � �����	� ���%� 	� $���>��!
��EM 	�%��	 ���	������ 	�� ���
�� %�
��#�
�� 	� ��	#� ���� ���� ������ ��
���� �������
 ��


� 	�%��	���� ��� � ��� 	� $����
����� 	� %������� θ!

353



�������
 ���� �
	������� ��� �� ����� � ��
��� � ��	����
� ������� �

�
������� �� ����� ��
�������

'�������� �.����� ��� ����� #��������� �� �� ����� �.�� *

U1(c
∗, P ∗, d∗, P ∗) = U3(c

∗, P ∗, d∗, P ∗) F7)4>G

F1(K
∗, N, E∗) = 1 F7)%$G

N

Γ
(U2(c

∗, P ∗, d∗, P ∗) + U4(c
∗, P ∗, d∗, P ∗)) + F3(K

∗, N, E∗)U1(c
∗, P ∗, d∗, P ∗) = 0

F7)%3G


��� #���#���� - ��/��� �.�� ��� �������� �.��������� #���� ����� �.�� - ������ ��

�.���������) 
��� ������ �.����� ��� ��� ���1 #��������� �.��������� ���  ������ FF7)75G

�� F7)7>GG& #������������ ,�� ���� ��� ��1 ���1 ��� ����� #��������� �� �� ����� �.��)

�� ����& ��� ��������� ��D������� �� ��������� ������������ ���� ���������� - �.���������

�� - �.���� � ������������) ��D�& �� #� �������� ��� ���1 #���������� �����������

�������� FF7)4$G �� F7)43GG ����� �� #��������� �� �������#�� �� �.�#��� �� �������� - ��

����� �.��)

��� ����& �� �������� ������� ��/���� - �� �� ����� ���� ������� #��������� �.����2

���� ��D������� �� ����������� �� ����� ������ Ē ��� �.����#� F7)4"G #�T�#��� �/�# ��

#�������� �� �� ����� �.�� ���� �� ����� ������� �� ��/��� �.� ������ ���� ��)

+��N���2���� �.����� ���� �� #�� �I �.����#� �.�#������� ��� ��� ��6�#��, F���� β =

1G) �� #�������� �.��������� �� �.����#� ��/���� *

−F3(K(EM), N, Ē −EM)U1(c, P, d, P ) =
N

Γ
(U2(c, P, d, P ) + U4(c, P, d, P ))

�� #��������� ���#��� ��� - �� #�������� F7)%3G) ����� ��� ���& ���� #��/��� ��� �� ���1

��� ��� �� /����� ��1  ������ �/���� ���� �� ��/��� �.� ������ E∗ ���� ������,& ���

/�������� �� �.��������� ���� ����& �� ������������& ���������� - �.����#����� �� �� �����

�.��)

���������  ��������� ��� β < 1& �� #��/���� �� ��/��� �.�� ��� �������� �.������D��

�� #�������� �� �.����#� - �� #�������� �� �� ����� �.�� ��S#� �� #���1 �� ���� ���� ��

������������ �� �� ����� θ) �� #�������� �� �.����#� ���� �� ���#������ *

U1

N
=

(βU2 + U4)

(1 − β(1 − Γ))(1 − θ(1 − β))((1 − β)q − F3)
F7)%!G

��& ���� �� #�������� �.���� ����� F7)%3G& ���� �/��� *

U1

N
= −(U2 + U4)

ΓF3

	�����D�� #�� #��������� ��/���� ���# - #������ θ �� ����� ����� ��� *

(βU2 + U4)

(1 − β(1 − Γ))(1 − θ(1 − β))((1 − β)q − F3)
= −(U2 + U4)

ΓF3

������ 	��
��� ��
�3�
 �� 	
�� ��� � ��
�� 	� 	
���� ��� %�����9!
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#� ��� �����& ����� ��������  ������������ F�� q �= F3/(1 − β)G&

θ =
1

1 − β

(
1 +

ΓF3(∗) (βU2(∗) + U4(∗)
(1 − β(1 − Γ))((1 − β)q(θ, Ē −E∗) − F3(∗))(U2(∗) + U4(∗))

)
F7)%"G


��� ��/��� ����� ������� ��� �������� �� �?�� *

θ = G(θ)

�I ��� ,�� �� ,��#���������� ���� �/������ - �.����#����� �� �� ����� �.��) +�� �1� ���&

U2(∗) = U2(c
∗, P ∗, d∗, P ∗))

��#���� ��� �� ���1 q ��� #�������� �� θ& �� #�������� ���/���� *

(1 − β)q(0) > F3 F7)%7G

��:� - �������� ��� �� ,��#����G(.) ���  ������� ��#��������� �� θ �� ����� ��� /������

������/��) �� �����#�����& �� ���� ��� 1
1−β < G(0) < ∞ #� ��� ��� �� �� #��#����

��.�� �1���� �� ������ θ > 0 ��� ��� �� #�������� �.���� ����� ���� �� #���1 E∗ ����

��#���������� - �.���������)

��  E �& �� � G(θ) > 1
1−β ∀θ ≥ 0 ������� �.��������� F7)%7G � ������ ��� �� ��#���

��� � ����� ����������� ���� F7)%"G ��� ������,) +�� #���������& #���� ,��#���� #�������

�� �����#���#� ���� �� /����� θ∗ > 1
1−β (> 1)) �� /���D� ����� ��� �� ��� � �� ������ ��

�.�������� F7)%!G ��� ������, ������� 1 − θ(1 − β) < 0)
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��� ��������& ���� #�� �1����& ���1 ��� �� ��#������� �� �.�#��� �� �� �.��/����2

�� ���) 
��� ���� ����������� ���� �.����� ��1 #���#����������� �� �� �������� �����

#�������#� �� ��/������ ���) +���& ���� ������������ �� �������� �������#����� �� ��

���,�� ��#� ��� ������ ���� �� #����9�� �� �� ���������)

���� �� ��� ��� �� ��& ���� ,������ �� ���� ����� ���1 ���� �� �� ����������� �

�	��	� ���6�����) �� ��� ���� #�������� �� ���/��1 � ������ ��� ������ �� �� ������� ��

�� #�������#� �D� �� ����� ���� ��� ,�#����� �1���#���,� �� �.� �����#� �� �������� ��

#�������#� �?��� ��� ���������� ���������/�� �� �� #����� �� <�=���� ��/������ ������

F�<�G) �?����� ���& ���� #�� ������& ���  �#���� �� �� 6�� ���� ��� #����� ���� ��

���� � ��� ���/��� #��#����� ��� �#��/���� �� ����������� �� ���� ��#��� �� ��#���� ��

�����#���� �/�# �.�������� �� ��#��������� ���� ��  ���� ���������� FR��� �� +�##��2

���� B3>>7C& ������ �� ���� B3>>4C �� ���M�? B3>>5CG) �� ��#���� ����������� �.�����E� ��

#� ���� �� #������������ ��� �.�@��#���& - ������ ��  ������ �� #����9�� ���� ����& ��

 ������ ��� �����#������� ��� �� ����� �� ��#����� �� ��� ���������� �� �.��������� �.���

 ����������� ���� D��& �� ���� #��,�� � - �.�/����#� � �������& �� �� ��� �.�/������� ��

�� ���������) �� ����#���� ������� �� #�� ������ ��� ����� �� �� ��� �/�# �.�����#�� ����2

��� �?��� ������ ��� ���� ��� ���/��1 ��� ������������ ��� �?�� ���� �� �� ���������

�� ��� #������� - �������� ��� �� ���1 �.���� ������� �� �� ��������� ��� �� ������ ���

�1��������� #�������) �.������ �� #���� ����������� ������ �� #�������� ���� �� ����� ��

#� ��� �� �� �������� ����/���������� ��� ��  ���� �##�������� ��� �.��  � - �.��/�2

����� ���)

�� #���1 ��  ����� �� �����#� ��� ������� �� �<� �� �.����/���������� �� �� ���������

���� � ��� ��#�� ��� ��  ��� �� ����� �� �������� �� �U��� B!$$!C) ����� #�� �������&

#��������� ��� �� �<� �� ����� �� ,�/��� �� �� ������ ����� �.��� #�������#� - ����

�� ���& ������� �� ����� ,�N�� �� ���� ���6���� �������� �� ,����  ��#�� ������� �� �����

�� /�� ��� ������������ #������ - �.��/������ ���& ��� ��� /����� ���������� ��� ��.��

��#����Q� �� ����������� ����/���������� ��� ��  ���� ��/������ �����1)

���� �� ��#��� #�������& ����� /������ ��� ���#��� ��� �.������ ��� ������� ���� ���2

������� �.����/���������� �� �� ��������� ��� ���#������� �� �� ����� �� #���� �.� �����#�

�� �� �<�) +��� #� ,����& ���� ��������� ��  ����� - ����������� � �������� �I ��

�?�� ���� �� �� ��������� �1���� �� ����� ��� �.����/���������� * �� ���- �.�� #������

��/��� �� ���������& �� ������ �.��� ���� #������ �.���� ���� �� ���������) �� 6����D#�2

���� �� #���1 �.��  ����� - ����������� � �������� �.�1������ ��� �.� ��������#� ��

�� �� ������ �������������������� ���� ��� ������ �� ���� - �� ���������) �� #������ ���

�����
 ��������� ��
���
 ()*+�, ��� %�� 
��������� ����
 �� 	� E���M ()**1,� -������� �� O�6

������ ()**J, �� ����� (����, 	��� $���	� %
������ � %�
�����
��� 	$2�
� ����� 	��� �� ��	#� 	�

�
�������� ��	��#��!
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�.������ ���� /��� ���� ����� #���� �.����?�� ��� ��� ��#������ ��� ����������� ���2

������& �� ,��� �� �.����/����������& ,��� #����� �� ������ ��1 ����������� ,������ �� �����

��� #��������#�� �.�� ��/������ ��� ���� ������� ��� �������)


���� ����?�� � ��� �� ��  ����� �� �� ���� ��� ��������� ���/����) 	��������� �.��2

��/���������� ���� ��  ����� �� #�������#� � ������ ��� �� ��/������ ��� �#��� ����&

�� �.�����#� �� #����9�� �� �� ��������� F������� ,���� �� �.�#��/���G& ���� �����Q��� ��

������� ��� �� ��/��� #������� �� ��������� �� ���- ������ �� ������ �.��� ���� #������

�� �� ���������) ��� ����& ��� ,��� ,���#�� �� ����� �.����/����������& �.�#��� �� ���������

�� ��/��� ��#������& ��� ��� �������  �?���& �� ,����  ��#�� �������) ��� ������ ����

#��������� �� #����#��� ��� ���� ���6���� ���� ������ �� ����� �������#�� �D� �� ������

#����� �� ��������� �� ��#��D���& �� #��������#�& �.������� �� #������ ��?�����) ����&

#�� �@��� �� ��/��� ����:���� ��& �.�#��� �� #��/���� D���� ��� /��� �� ���� �� ����

��� � �?��� ��� #���#����������� �.��� ������ �� ���/���� - �� ,��� �#��� ���� �� �#�2

�������) �� ����& ���� #��������� ��� �� ������� �� #�������#�  ����� /��� #���� ������

� �.������ �.��� �<� ���������)

�����& �� ��� �������� �.�/��� ���1 ��/���1 �� ��#���� �� ��� ���������) �.�����& #����

����� �����#��� - �� ����������� ��� �� ,�#����� ��� ��� #����� �� �.���������� �� �������

�� ���/���� F/��� �=������� �� ���#����M� B!$$4C ���� �� ���/��G) 	#�& �.�1�����#� �.���

������ ��#���� �� �.�@�� �� ����� ������� �� ��/��� �� �� #���#��� ��������� �.���� ���2

���� �� �� ���������) �� ������� ��� �� ����� �.����/���������� ���/���� �� ���#��� ���

�.�� ���� � �?�� ���� /��� �� ����� �� �� ������� ��� �� �������� #��/�����#� /��� ���

������) �������& ���� /���D��� �.��������� ����� �������� �� �<� �.��� ���� ,��#� ���

�� ����� ����� �� ����� #� ��� �� �.����/����������) ���� �����  �����& �� �� �������

���� �� #����� ��� �� ���� � ������, - �.�#��/��� �� �����������) �� ��� ���� ����� ��

��/������ ���& ���� �� ��/��� �� #������ ��� �� ��� ������� �� �.��/������ ��� ���/��&

��� �.�������� ����= #��,�� � - #���� ������� ��� R��� �� +�##������ B3>>7C * ��� ������

�.��� ��� ��:��  ��� �.��#�������� - ��������� �� �� #�������#� �.�##� ����� �.���

����������� �� �.��/������ ���) �����,���& #�������� ��� - ���� �����& �� ������Q� ���

�.������ ��� ���� ��� �#��/��� �� ����������� �.��� ��� ��� #�������� ��:����� ����

������� ��� �������� #��������� ����� #������ �� ��/������ ��� ���� �� ��#���� �����)

�� ������ �� ��� ��� �� �����, ��/������ ����� �##� ��� ������ ��� ��� ����� ������

�� ��/������ ��� ���������� - �.�@����� ��� �� �� ������� �� �.��/������ ��� ���

#���� ��& �� ������& �.�#��� �� - #����Q��� ��� ����� �� ��#������ �� �.�����/�����2

 ���)

���� �� ��#��� �� ��& ��� #��#������� �� #������� ! ���� � ����� - ��#���������

�� �9�� �� �� ��������� ��/������ ������ �� �� #���#���& �� ���- �� ��  ������ ����#�� ��

#����9�� ��� �#��/���� ����������& - #������� �.�#��� �� /��� �� ������� �� #�������#�
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�������) �� ��������� - �.����?��& ���� �/��� �Z ����#��� ����� �� #���1 �� �.������2

 ��� �� ���������� ��� ������ ����� ����� �1���� * ��1� ��� ��� � ������� �� ��� �� ��

���������) �� ��� ���� �� �.�����E� �����������& ����� ���� ���� ��� ������� ���������

��.�#��� ����& ���� ��� ��� �� - �������& ����� #���1 �.��� ������� ��� ����� ��� #��

������ ���)

���� �� #������� "& ���� ���� ������ �.����� �� �������� �� ��/��� �� ��� ����������

�� �� ��������� ��� ��� ��� �� ��� ���#������� �� �������� �.�#��� �� �� �.�##������&

- ���� ��� �& - ��� ������ �� ���/����) �� �������� ����26�#���� ����� * ������� ��2

#�  ��������� ����2�� ,�� ���� - �.��#����� �� #�� ������ ��� �D� �� �������� ��

���,�� ��#� ;

� ������ �.�� #���� �.����?�� ,�� ���� ��� ��������� - #���� �� ��#��� #�������& -

�.�1#������ �� ,��� ��� #� ���� ��� D� �� �� ��� ���� ���  ������ ��� ���� ������������

��� � ������� ����������& ���� ������/��� �.����� �� �������� ����= ���#�� �� ���#�2

����) 
���  ������� �.�1�����#� �.����������  �������� ���� #������� �.����������� �

�	��	� - ��� ������� �� ���/����) �����,���& �� ������Q� ��� ��  ����������� �� �.���2

��� ��� �� ���������� ��� �� �.�1#���� �� #��/�����#� �� �.�#��� �� /��� �� ��� ����)

+��� ���#��� ���& � ����� �� ����� �� ���� ��� �������� �� ���- �.�� ��/��� #�������

����� ��� ������ ��� ����� ��� ��� �.�#��� �� �� ������ ��� �� ���������� - �������

�.��� ������ ������������  ��� �����& ��.���� �� ���� ��� ������& �� #���� �� ��� ���2

#����� �� ��/������ ���& ��� ��� ������ ��? �������� ��  ���,������ ��� ��� �������

#������� ��� �������#�� D���#����� �� ��/������ �������)

����� �� #� ��������& ���� #���#���� ������� -  ������ ��� �����#������� �.��� ��2

,�� � �� �� ��������� ��/������ ������ ��� ��� /��������  �#���#��� ����� �� �� #����2

���#� F#��,�� � ��� ��1 ���/��1 ���������� �� A�/������ �� � ������ B3>>4C& B3>>%C

�� ��� B!$$!C& B!$$"CG) �.����?�� ��/��� ����� ��� �.� ��#� �.�� ���,��#� ��� �� �?�2

�� � �� ��� �� F#.���2-2���� �.��� ������ �� ����� ������ �.� ������G /���� ����� ��

�?�� �.��������� #��������) �������& - �.���������& ���� �.������ ��� ��� �� ��� �������&

�� ������ �� ����� #�������� �� ,���� - �.�##� ������� �� #������ ������.���� � ������&

������ #����� ������ ��� ��������& ��� �� ������� �� ��/��� ������ ��� ������ ��,�/�2

����� - �.������� �� #������ ��?�����) ���� ��� ������ ��� ����� ��� �.�����������

�� �.������� ���� ��� �#��/��� �� �����������& ��� #��������#�� �� ���,��#� ��� ����

 ���� ��D����/��) �� �����#�����& �� �.�#��� �� �� �����& �/��� �� ��,�� �& �� �� ���������

���� F��#�� �� ��� ������G& ����� �.�@�� ��/��� ������,& �������� - �� ������ �� �����&

��� ���� ��� #� ����� ��� �� �@�� �� ������������) �����2#� 6��� ��� �� ����� �� �.�@��

�� �� ����#���� ��� � ������� ��� �� #��������� D���#����& ��� ������ �?��� ������/� ���

 ���� �� �������#�� - #����#��� - �� ����������� �� ���D� �� �.�������) ������ ��� ��

��,�� � ���D�� ������ ��� - �.�#��� �� ��� ������� �� ���� �� ���� ��� � ���� ��#��

��  ���� ������)
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�� #��#������ �� #� #�������& ���� �/��� �� �����& ���� �� #���� ���������& ��.���

���������� ��� ��� ��� �� #���������� ��� �������� �� ������ � ���� ��� �.����/����������

�� �� ��������� �� ��� #��������#��& - ��/���& �� #��/�����#� /��� ��� ������ �� ���/����)

�� ����& ���� ��������� �� �� ���� - ���� #��1 ��� �.�������� - ��#����� ���� �� �����

#����� �� ���������& ���� �� �����1�� ��� #���� ��������� ������������ ���� ���� #�������#�&

�� ���������� ��.��� ��,�� � �� �� ��������� ��/������ ������ ���� ���#���� �� ������

��/������)

�� �������� ������ �� #�� �1���� ��� ���6���� #����#��� - �� �������� �� ��/���

�� �.������������ �.��  ��#�� �� ��� �� - ������� ��� ��� ��������� ���,�� ���� ��

�:#�#�  ���& #���� ,���2#�& ���� ���� ���N��� ���� ��� ������� ��  �1� ������� ��

����2E���) ������ �.�/��� ��� �� �?��� � ������� �� D1����� �.�� �@��� �� �����������

- �� #������� �.��  ��#�� �� ��� �� #�  � �.������ ��� �� #����9�� �������������

�� �� ���������& ��������� ������ ��� �����/� �� ������ � �� �� ��D������ �� �� ��� �

�������� �� ���������) W� B!$$4C  �����& ��� �1� ���& ��� �� ���#����� �� ��#����� ����2

������� - �� D1����� �� ����� ������ �.� ������ ���� E��� V��������V ��� �.�#���� ��

������� �� �������� F������� �#��������� �� ���� �Z�� ��� �����������G ��& #������ - ���

#���1 ����2���� ��1) '�#����Q��� #���� �/��������� ������ ���/������ ��� - �� �����

��� #��#������� ��� ���/��1 ���& ���� �� #���� ��  ������ - ����������� � ��������& ��

,�#������� ��� ���  �������� �.��� ���������� ��� ��� ��� �� FA�������� B3>>4�C& R��/��&

��#��� �� O���� B!$$!�C �� R��/��& ��#��� �� '������� B!$$4CG) �� �@��& #�� #�������2

����� �� �������& ���� #�������� #���������& ��� �� ��#���� - �.������ ��� ��� �� ����

��� ����� - �.�#��� �� ��#���������� �.��������� �.���� � ��#���) ����& ����� ��������

���#��� ��� �� ����������� ������������ ����� �� ����� � ���� - �.�#��� �� �� ��� ������

������ �� ���������)

���� �� ������� � #�������& ���� ���� ,�#������� ��� �.����?�� �� #� ������ � ��2

��#��) �D� �� �� ��� #� ���� ��� ��:#�����& �� #���1 ��� ,��� �� ������� �� #9�� ���

����##�������� ������/�� - �.����/���������� �� �� ��������� �� �� ��/���� - �.�?�������

�.��� ���� ������� - ���1 #������� ��� ���������) �����,���& ���� #���������� ���6����

��  ����� - ����������� � �������� ���� ������ ��� � ������� ���������� ��� D� ��

���� �������� ��� �� �?��� � �� ��� ��) +������ �� ����#��� ��� �.�#��� �� �� /���

� ����� �� ����� �.� ������ �1����� ��� �.� ��#��� ������ �� #����������� - �� #����

�� ��������� F��D��� ��� �.���� � ��#���G& �.��6�� �� #���� ����� ��� �� �������� -

�� �������� ���/���� * ��� �����  �?��� ���2�� �������� �� �������� �� �������� � �����

��� �� #���#���� �1����� �� ����� ��  E � �� ������� �.���:#�#��� ������� ��� #����

��������� ;

���� �� #�� �����#����� �I �� ��������� �� ����� ��� ���� V��1����V& ����� #�������2

���� #������� -  ������ ��.��� �������� ���� E��� �������� �� #��,����� ��1  ������

�� �9�� �.�#���� ��� ��  ��#�� ��� ��� ��) ���� �����#������� ��  ��#�� �� 6����D�
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��� �� ,��� ��� ��� ��� �� #���������� �� �#��, D���#��� ���� �� ��������� ���#��� -

��� ���������� �� ��/���& ��  E � ����� ��� �.������� �� #������ ��?�����) �������&

�.�#��������� �� ��� �� ��� ���  ������ ��� ��  �?�� �� ��������� �.�����������& ����

�� ��#���� �� �����#����& �.��� ������ �� ���#M ���� ��� ����� �.�#��� �� - #�����

�������) �.�#��� �� ��� �� ���� ��  ���, �.������� �.��� ��� ���� ������ �� ��������

�.�� ��/��� �.� ������ ���� �� ���� ��  ����� �I ���  ������ ���N��/��� �� ���������

#�  � ��� �1���������) ��� ����& ���� ��������� ��  ��� �� ���#� �.��� ����#� ��

������� �� �� �������� �� ��� �� �� �.�#��� ��) �� #���������� ��  ������ �� ��� ��

- �������� ���� �� #� ��� ���  ������& ���� ���#��� D���� ��� - ��� ����������� ��

����� ������ ����� ��� ���1 �?��� �� �� �������& D� �� ��  ������& ��� �� ���� ��� ���

�����#������� ��/������ ������� �� �.����� ��.��� �� ��� * ��������� �  ������ #�����

��������� ��@����) �E � �� �� #���1 �� �.����#� �� �.������D� ��� - �� #�������� �.����2

 ����� ���� �� ��/��� �.� ������& ����  ������� ��.�� ��� ��������& ��S#� �� ��#���� -

�.������ ��� �� �������������� �� �� ����� ��/������ ������ F���#���� ��� �� /���� ��

��� �� ��1 D� ��G& �� #������� �� ��#����� �D� �� ��#���������� �� ����� �.�� V/����V -

�.��������� ������������)

�/��� �� #���� #�� �1����& ����  ������ �.�##��� ��� ��������� ������ �� ��#���#��

#���������� ��� �������� ���� ����#�� ��� ���/��1 ��������� ���� �� �����)

�� ��� ���� ����� �� ��J�1���� ����� ��� ��� ��/������ ���� ������ �� �� ������

�.����/����������)

���� �.�����& �� �������� ��� ������� �� #���� �.����?�� ������� ���� �� ��#���

#������� ������ �.���������� ��� #��������� �������� ���� �� #�������#� ��������) � ��

 ������ �� ��#��� B3>>"C �� �.��� B!$$"C F���� ���  ������ - ����������� � ��������G&

���� ���/��� �������� �.�1�����#� �.�� �@�� �.������������� � �� ����L B3>%!C �������

���� �� ��#���� �� �����#���� �� ��  ���,������ ��� ��� ����� ���� �.�#����� #��������

�� ��/��� ��#���) � ������ �� #�  ����� �� ���& �� #��/���� �� �������� - �� ����2

���� ���/���� * �� #�������#� �������� ���2���� �������� �� ������#� �.����/���������� ��

�� ��������� ; ����� ����� �� ������ �.����/����������& �� �������� �1��#�� ��� ��� �� 2

 ���� ��/������ �����1 � �� ,����� #���#�� �� #��������� ��� �� ��� - �� #�������#�)

	� ��� ����� ��� ����������� �� V���������V #���� ������������� ���� �� �� ����� �� ���

#��������� �.��� #�������#� �������� ���� ���#��������& �� ,�#������� �.�##� ������� ��

��#������ ���# �.��� �������� ��� �������#�� ����������� ���� #� ������ �� ���������&

�.� �E#��� �.�#��� �� �.E��� ������ ���� ��� ������)

�������& ���� �/���  ����� ��� �.�@�� �� ����� �@�#���� �� ���#����� �� ��������2

���� �� �� ������ �1�������� �.� �����#� �� ������� �� ���/����) 
��� ���/��� �6�����

�.������ �?��� �� V���#����������V ���� ��  ����������� �D� �� ��/��� �� �� ���������

�.�1�����#� �� ������ �.�� ����/� ���,��#�� ��& �� #��������& ��������) 
���� ���������

����� ���� ���#��� ��� ��� �.�#��/��� �� ����������� ���& 6����.- �������& � �� ��� ���

35>
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��� ,�� ���� #�  � ��� ,��#���� ��������& - ����� ���� #��������& �� �� �������) �.����

������ �� #��������� ����9� �.�1�����#� �.�� ��#���� �� ����������� - ���� �������& �����2

���� ��� ,�#����� #������ ��Y�� ���/��� F#� ��� ������� ����  ��� �.������� �� ������ �

�/�# �@�� �� ���/��� ��������G& ��� �� ��� ����� - ��� �1��������� �� �����) �� �.���2

������ ��� ���/��1 �.�=������� �� ���=�� B3>>$C �� 0��������� B3>>8C& �� ��#��������

�� ����������� �������� E��� - ����� ���� ��#��������� �� ��N- �.�� #������ ��/���

�.��/������� ��� ���� - ����� ���� #�������� /���� #��������� �� ���-) 
����� ��� ���

���,����#�� ���� ����� ����������� ��� ��6����� - ��� ���#���������� ��� ��� �.�� ��#��2

��Q� �.�1�����#� �.�� ��/��� �� #����  ����� �� ���������#� �� ��#���& - ��  ������

�� ���/���� �� ���� B3>>%C& �.��� ,��#���� �� ��  ��� #��/�1�2#��#�/� F�� ��  ���

#���� ��� �� ��������� ����� ����� ������� �����G)

��D�& ���� �� �����& ���� ���� ��  �� ����������� ��� ,�#������ ��� ��� ������ ��

���� - �� ���������) ���������& ��� �����#�� �����#������ ��� ������������ #������� -

�����,�� �� �� ������ � �� #������� ! �/�# ����/���������� �� �� ��������� �� �� ���2

��� � �� ������� �.��� �������#� ��������� �����/������ ���������� �� ������ �.�1���#2

����) +��� #� ,����& �� ��� ��#������� �� ���������� - �� ,��#���� �.���� ������� �� ��

��������� ��� ��� �� �������#���� �� �� �������#� �1������ �� ����� #������� �� ��N-

������ �.����#� ������ /���� - �������Q��� F/��� �.��/���� �� ��,����#� �� ����M B3>>$C

��& ���� ���#��� ���& �� ��� ��� #������� ��� ��� ���� �� #�������#� ��� �������#�� ��

�� #��#��� �� �����������G) ����� �������#� ���� E��� ����������� �� ���� ��.�����

�� �����#���� �� �/�������� ��� #�  � ���� ��� ��� ���,����#��) ���� #� #����1��&

���� #���#������ �.����� - ��/��� �� ��� �1���������� ��� #����9��� ���� #������� -

�.�1���#���� �� �� �������#� �� - �.���������� �� �������) 
���� ����##������� ��� ���#��

�� #���� �� ����M B3>8"C  ���& ��� �@��� �.��������� ������� ���� ���#�������� �.��������

��� ��������� ���/���1) �� #�� �� ������� �:� ���/� - �� ��� ���� ��������& �� ����

������� �� �� �.��/������ ������� ���� ��� ���������� ��������� #������� �� ��� ��/���

�� #�����/�����)

�.������ �������� ���� �� ��� ��#���#��� �� ���������� ���� �����#������ ��� ��

/���� ��������� ��/������ ������ �� �� �����)

���� �� ������� � #�������& ���� �������� �� �������� �� �� #���#��� �� �.������2

 ��� ��� �� - ��� ���� �.�#��� �� ��������� #����� �� #��/�����#� /��� ��� ������

����& ����  ������� ��� �@��� �.��� ��,�� � �� �?��� � �� ��� �� ��� ��� /��������

 �#���#��� �����) ��� �����#�� ���������/� ������ ���� �.����� �� ������ � �� #����2

���#� ���� ���) ����� ����?�� ���������� ��6- �� ��D ��#������ #�� ��� �� ���/��1& -

����� #���������#�& �������� �� ������  �� �.���� �������& �� �� �� ���#���& ��#����2

���� ��� ��� #��/�1����) �� ���- �� #���� #������������& ��� ����� ����� ��/���� ����

��� ����� �� ��/��� �.�� ��� ���� ��& ���� ��� ������� ��  �1� ������� �� ����2E���&

�� ������� �.��/������ ��� �� �������� ����������� ���) �� ������� - #���� ��������

3>$
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�������� ����  ��� �� ��  ������ ���� ���� /��������� ��� ����������� ,������& ����

����� ���� �.��6�#��, ��#��� ����� ��#��� ��� �.� ������#� �� ,�#���� �.�#�����������) ��&

- �.���� � & �.��/������ ��� ��� ���/������ F���� �� �������� � �	��	� �.���#��� �� ��

�������� ���� ���G& ����� �� ,����� ����� ��� ����� ���� ����� �?��� �.������ ���� ��

��������� �#��� ���� ���/��� E��� � ���?�� ���� �������� �.�#��� �� ��� �� /��� �� ��

#�������#� �������)

� ��  ������ ��� #������������ ��##����/�� �.��� B!$$!C ���� B!$$"C& ��� �1�������

����#�� �� #������� " ��� �� ���#���� - ��� ����?�� �� ������ - ������ �� �.������ ���

�� �� ��1�) ��  ��� �� ������#��/� ��� ��������� ��� ���1 ������& �� ��������� ���

���� ��������� ��� #��#������� ��@�������& ��� ��  �?�� �� #� ����� ��� ���,�� ��#��

�����#��/�� ��� ���1 ������ �� ���������� �� �� ��������� ��� ���� �� ��1� ��� ��� � �������

�� ��� ��� �� - ������� ��& �� �����#���� �� ����� ��� �� ����������� �� �.�� �� �.�����

�� #�� ������ ���� ��  ��#��)

���#������ ��� ��/������ ���� �� ������� #�������& ���� ���/��� �� ���� ���� ��

 ���� ���1)

�� ��� ��� � ����� - ��� �� ��� �� ����� �����) +��� ������� �� ������ � ��������

- �� �������� � ����� ��� �� ����� �1�����& ���� �/��� ��������� ����� �����#�� - ���

����?�� ������������) ��& �.����#� �?�� ���� ��� �������� #������ ��� ��� �.�� �/����

�� ������ � �� #����9�� �� �� ���������) ��� ����& �� �������� ��� �� #� #�������

#������� ���#��� ��� - ����#��� �.����?�� �?�� ���� ��� �.�������#���� ��  �#���� ��

�� J�1������� #�  �& ��� �1� ���& �� ����������� �� ���#M��� �� �.� ����� �� ��� ��) ��

����#��� ��� �� ��� ����� - �.�#��� �� �� ,���� J�#����& - #����� �������& ��� ��/���

�.� ������ �� ���� �� �.����� �� ����� �1����� �� #�& #��,�� � ��� - ��� �������

��6�#��,� F���� �� �����#���� �/�������� ��� ��� #��������� ������� ��� ��� � �������&

��� �.����=�� �� ��#�����G)

�� ��#���� �1������� ����� ��� �� #� ����� ��� ��� ������) �������� ��� ��� ������

�������� �� ��������� #�  � ��� ������ ���� � ������ - #��������� �.�1�����#� �.���

����#�& ����� �� �����D#����� ����/�������& #������ �� �� #����������� �� ����� ��#������

��  ������ �.�#��� �� ��� �� - �������) ��� �����#�� ��@������ ������ ���� �� #����#����

�� �� V ?����V ��� ������) �.���� ������ �� ��#����Q��� ��� ��� ������ ���������& ��  ����

��������� ���& �.�@�� �� ���� ��#����� ��� �� ���������) A��� �/���  ���& ���� ��/�����

E��� ������� ��� #��,������ - �� ������ � �� ���� #����������� �� ���� �����# #�� ���

 ������ �.��� � �	��	� ��#��� ������ �� ����� #� ��� ��� �����#������� �� �.�#��� ��

��� �� ����� ���� ��� ����� #���� ������� ��� ��� ��� ����������� ,������) �����,���&

���� #� #����1��& ���� ��������� �/���� �� ��#����� - �.����#� ��& �� #��������& ����

#��#������ ��� �.����� ��� ������ ���� ���#�������� �.��J���#�� ��� #���1 ��� ������

���� �� ���� �� �.���� �����) 	� ��� �������� �.��/������ ��� �������� ������� ��� ��

��@����#������ ��� ����� ���� ���#���� ��� ��� ���1 �������� �� �.������� �/�#& ���

3>3
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�1� ���& ��� ��1� ��� �� ����� ��� �� #������ �� ��� ���/������ - �.�#��� �� ��� ��&

�� D������ ����� �.�##��Q��� �.��#������� ���  ������ - �#������ ��� ��� ��) 
��� ���2

/��� ����� ��� #� ������ �.����� �� ,�� ����� �.�?������� �.������ ����������) �E � ��

R��/��& ��#��� �� O���� B!$$$C ���  ����� ��� �.������� � �.����� ��� �� �� ��� - ������

��� ���:#�#���� �� �.���������& �� � ������  ����� ���� ���  �������� ����� �� #� ��� ���

�1���������� ���������������������)

+��� #��#����& ���� �/��� ����& ���� �� ��/�� �� �����������& ��.��#�� ��� ���/��1

��������� �� #�������� �� ������ ��� ��� ���1 ,�#����� ����#����1 - �.������� �� �� ���2

������ * �� �����#���� �� �� #����  �����) ��& ���� �.�1� ��� ��� � ������� �� ��= -

�@�� �� �����& �� ��� ��6��� �� ��������� ��� ��� ���������� #��#������ ���� � ��������&

�� ���� ��� � ������� � ������� - �� #����  ����� ���  ������ F���� #���� �� ��2

���#� ���& �� #���@���)))G ��� ���� �.E��� �����������) +�� #���������& ����� �������

��� �� ��/������� �� #���� �.����?�� ��� ������ �.�������� �� ������ ��� #�� ���1

����#�� �� ���������) A���� ����� ����� ��� ��  ����� - �� ���� ��#���� �.������ ���

����� �����E� ������.�� �.? � ,�� ���� ��� ��#��� ��@����#� ����� #����  ����� ��

�����#����) �.����������� ������ ����9� �.������� ��  ����� - ����������� � �������� -

���1 ��#����� F/��� ����  ��� ��� #������������ �� (���� B3>>!C �� O������� B!$$4CG -

��� ����##�������� ��/������ �������) ����� �����#�� ��� ���� ��� ����� ��  �?��

�� �����#��� �� ��������� ���/����� �� �� #����  ����� �� #���� ��� - �� �����#���� *

�� �����#���� �� ���� �� #����  ����� ���/��� E���& ��� �1� ���& ��� ��������� -

�� ��@����#� �� �� #����  ����� F��� ������������ ��� ������ ��� �� ��6�� �.�������
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