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Notations, symboles et abr¶eviations

R (C) ensemble des nombres r¶eels (complexes)
Rn (Cn ) ensemble des vecteurs de dimensionn dansR (dans C)
R¤ (C¤) ensemble des nombres r¶eels (complexes) non nuls
Rn£ m (Cn£ m ) ensemble des matrices r¶eelles (complexes) de dimensionn £ m
I l (I ) matrice identit¶e de dimensionl £ l (appropri¶ees)
0l£ c (0) matrice nulle de dimensionl £ c (appropri¶ees)
X > 0 (¸ 0) X d¶e¯nie positive (semi d¶e¯nie positive)
X < 0 (· 0) X d¶e¯nie n¶egative (semi d¶e¯nie n¶egative)
X T (X ¤) transpos¶ee (transpos¶ee conjugu¶ee) de la matriceX
X ? matrice v¶eri¯ant XX ? = 0 et

£
X T X ?

¤
de rang plein

X y pseudo inverse de Moore-Penrose de la matriceX
(:)T transpos¶ee du bloc sym¶etrique
? produit ¶etoile de Redhe®er
­ produit de Kronecker
¢= ¶egal par d¶e¯nition
p variable de Laplace
nw taille de w lorsquew est un vecteur

L (A; B; C; D; M; M )
·

CT

D T

¸
M

£
C D

¤
+

·
A B
I 0

¸ T

M
·

A B
I 0

¸

BMI in¶egalit¶e matricielle bilin¶eaire
(de l'anglais Bilinear Matrix Inequality)

KYP Kalman Yakubovich Popov
LFT repr¶esentation lin¶eaire factionnaire

(de l'anglais Linear Fractional Transformation)
LMI in¶egalit¶e matricielle lin¶eaire

(de l'anglais Linear Matrix Inequality)
LPV lin¶eaire µa paramµetres variants

(de l'anglais Linear Parameter Varying)
LTI lin¶eaire stationnaire (de l'anglais Linear Time Invariant)
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Introduction g¶en¶erale

Durant les douze derniµeres ann¶ees, l'optimisation convexe sous contraintes LMIs (Linear
Matrix Inequalities) a ¶emerg¶e comme un outil incontournable en Automatique [BEFB94].
Son ¶emergence est en partie le r¶esultat de la prise de conscience au sein des chercheurs
en commande robuste de la place centrale de la complexit¶e algorithmique pour la mise au
point de m¶ethodes d'analyse et/ou de commande des systµemes. Une contrainte LMI est
d¶e¯nie par l'ensemble de vecteurs (variables de d¶ecision) suivant :

(

» 2 Rn»

¯
¯
¯
¯
¯
F0 +

n»X

i =1

»i Fi > 0

)

(1)

oµu lesFi sont des matrices carr¶ees sym¶etriques et oµu> 0 d¶esigne d¶e¯nie positive. Les
problµemes d'optimisation convexe sous contrainte LMI ont le grand int¶erêt d'avoir des
algorithmes de r¶esolution e±cace, largement disponibles dans les logiciels de calcul scien-
ti¯ques g¶en¶eraux.

Un des premiers r¶esultats fut l'obtention d'une approche uni¯¶ee et ¶el¶egante pour la com-
mande des systµemes Lin¶eaires Temps Invariants (LTI) (voir par exemple [Iwa93, Chi96]).
En e®et, il est apparu que la trµes grande majorit¶e des problµemes d'analyse et de commande
de systµemes LTI pouvant être r¶esolus e±cacement se formulent comme des problµemes
d'optimisation convexe sous contraintes LMI.

Ce qui est remarquable, c'est que l'¶emergence de l'optimisation LMI marqua le re-
nouveau de l'approche entr¶ee/sortie des systµemes y compris dans ses aspects les plus
th¶eoriques. Au delµa des systµemes LTI, il est devenu possible par cette même technique
d'aborder de classes importantes de systµemes tels que certains systµemes Lin¶eaires Temps
Variant (LTV) et/ou non lin¶eaires et/ou de dimension in¯nie (voir par exemple [Sco97]).
Parmi le foisonnement de r¶esultats nouveaux qui sont alors apparus, on peut par exemple
citer la commande des systµemes µa paramµetres variants, une classe particuliµere des systµemes
LTV.

Pour un nombre signi¯catif de problµemes d'analyse et de commande LTI, la formula-
tion sous forme de problµemes d'optimisation LMI pouvait être (parfois avantageusement)
remplac¶ee par des formulations utilisant par exemple des ¶equations de Lyapunov ou de
Riccati. Par contre, contrairement µa l'optimisation LMI, ces outils alternatifs n'ont pas
permis de formuler un large spectre de problµemes sortant du cadre LTI� classique� .
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En¯n, un point tout µa fait remarquable est qu'il a ¶et¶e possible d'identi¯er des d¶emarches
de recherche de formulation de problµemes d'Automatique sous forme de problµemes d'op-
timisation LMI (si elle existe). Ce succµes est dû au profond ancrage de ces d¶emarches
dans les concepts fondamentaux de l'Automatique, y compris dans ses aspects les plus
traditionnels.

La mise en ¶evidence de cette� d¶emarche LMI� a ouvert des possibilit¶es telles qu'il
est devenu possible d'aborder des problµemes d'analyse et/ou de commande jusque{lµa non
envisageables. La mise en ¾uvre de la� d¶emarche LMI� sur ces nouveaux problµemes
a men¶e µa des formulations sous forme de problµemes d'optimisation sous contraintes LMI
d¶ependant de paramµetres: dans l'expression (1), les matricesFi et les variables de d¶ecision
» sont maintenant des fonctions rationnelles de paramµetres r¶eels, que l'on noteraµ et qui
appartiennent µa un ensemble compactP :

(

»(µ) : P ! Rn»

¯
¯
¯
¯
¯
F0(µ) +

n»X

i =1

»i (µ)Fi (µ) > 0

)

(2)

Sous cette forme, malheureusement, on ne retrouve pas l'un des grands int¶erêts de l'opti-
misation LMI qui est l'existence d'algorithmes de r¶esolution e±caces. Face µa ce problµeme,
l'approche g¶en¶eralement adopt¶ee pour le problµeme d'Automatique particulier consid¶er¶e
consiste µa essayer de d¶e¯nir l'ensemble des fonctions (2) ou un sous ensemble de (2) par
une contrainte LMI ind¶ependant deµ.

Dans cette thµese, nous nous proposons d'aborder de fa»con g¶en¶erale ce problµeme. Nous
montrerons qu'il est possible de le traiter en consid¶erant le problµeme interm¶ediaire suivant.
¶Etant donn¶ee une matrice sym¶etrique d¶ependant deµ, T(µ), on considµere l'ensemble
(in¯ni) d'in¶egalit¶es r¶eelles d¶e¯ni par :

(I) 8µ 2 P; T(µ) > 0:

Peut-on obtenir un ensemble ¯ni d'in¶egalit¶es matricielles, not¶e (II), comprenant ¶eventuel-
lement des variables de d¶ecision r¶eelles, tel que la v¶eri¯cation de (II) implique la v¶eri¯cation
de (I) (� su±sance� ) ? Dans quels cas ces in¶egalit¶es sont-elles ¶equivalents, c'est-µa-dire que
(I) est v¶eri¯¶ee si et seulement si (II) l'est (� n¶ecessit¶e et su±sance� ) ? Dans quels cas l'en-
semble ¯ni d'in¶egalit¶es matricielles (II) est{il d¶e¯ni par une contrainte LMI ind¶ependant
de µ? Ces questions seront trait¶ees dans le premier chapitre pour une classe trµes g¶en¶erale
de fonctionsT(µ) grâce µa une caract¶erisation pr¶ecise des di®¶erents cas. Elles seront en-
suite approfondies dans le cas oµuT(µ) est une fonction rationnelle enµ puisque c'est le
problµeme qui nous int¶eresse. La contribution par rapport µa des thµeses pr¶ec¶edentes ayant
port¶ees sur des sujets connexes est que la n¶ecessit¶e est ici ¶etudi¶ee.

En se basant sur la solution d¶evelopp¶ee pour le problµeme interm¶ediaire, nous propose-
rons une solution au problµeme de d¶e¯nir l'ensemble (ou un sous ensemble) des variables de
d¶ecision v¶eri¯ant une contrainte LMI d¶ependant (rationnellement) deµ par une contrainte
LMI ind¶ependant deµ. Nous mettrons en ¶evidence les cas oµu il est possible de d¶e¯nir l'en-
semble complet des variables de d¶ecision par une contrainte LMI ind¶ependant deµ et
les cas oµu il n'est possible de d¶e¯nir qu'un sous ensemble. Nous verrons qu'il s'agit d'une
contribution importante de nos travaux par rapport aux r¶esultats existants qui, tout en se
concentrant sur des problµemes sp¶eci¯ques de LMI d¶ependant deµ, ne permettent de d¶e¯nir
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que des sous ensembles de variables de d¶ecision v¶eri¯ant une contrainte LMI d¶ependant
de µ plus restreints que le nôtre.

Au delµa du d¶eveloppement de notre solution, l'¶etude pr¶esent¶ee dans les deux premiers
chapitres pr¶esente des ¶el¶ements d'appr¶eciation sur la pertinence th¶eorique de notre solu-
tion. Le chapitre trois est consacr¶e µa l'application de notre solution µa une classe importante
de problµemes d'Automatique et le chapitre quatre µa sa mise en ¾uvre sur une application
r¶ealiste.

Rappelons que la solution que nous proposons permet d'obtenir la mise sous forme de
problµemes d'optimisation convexe sous contraintes LMIs (ind¶ependant deµ) pour tous les
problµemes d'Automatique qui se formulent comme des problµeme d'optimisation convexe
sous contraintes LMIs d¶ependant deµ. Plutôt que de se lancer dans une ¶enum¶eration
de problµemes de fait r¶esolus, il nous a sembl¶e plus pertinent de nous concentrer sur un
problµeme nouveau et important a¯n d'¶evaluer complµetement les potentialit¶es de notre
solution y compris dans ces aspects d'Automatique les plus appliqu¶es.

Pour cela, dans le chapitre trois, la solution sous forme de problµemes d'optimisation
convexe sous contraintes LMIs (ind¶ependant deµ) sera d¶evelopp¶ee pour la synthµese de cor-
recteurs de systµemes d¶ependant de paramµetres. Ils sont suppos¶es appartenir µa un ensemble
et être constants dans le temps. D'autre part, les matrices de la repr¶esentation d'¶etat du
correcteur sont des fonctions rationnelles de ces paramµetres. Ce problµeme apparâ³t par
exemple dans la mise au point de correcteurs par s¶equencement de gains (classique). Le
cas de la synthµese d'un correcteurH1 est ¶etudi¶e dans le chapitre trois ; les autres cas
(correcteursH2, par placement de pôles et multi-critµeres) ¶etant pr¶esent¶es en Annexe de
la thµese.

La solution propos¶ee au problµeme de synthµese d¶ependant de paramµetres a ¶et¶e mise en
¾uvre pour la synthµese de correcteurs rer¶eglables.µA notre connaissance, c'est la premiµere
fois que ce problµeme important est trait¶e dans tous ses aspects, c'est-µa-dire, ¶enonc¶e, forma-
lis¶e, r¶esolu et mis en ¾uvre. Ce traitement complet a ¶et¶e envisageable du fait des r¶esultats
pr¶esent¶es dans les deux premiers chapitres. Il s'agit donc d'une contribution importante
de la thµese.

En quoi consiste un correcteur rer¶eglable ? Dans certaines applications, pour un systµeme
donn¶e, le problµeme important est de rer¶egler le correcteur sur site a¯n d'assurer un cahier
des charges di®¶erent. Un tel rer¶eglage peut intervenir pendant l'exploitation du correcteur
[Ala01]. Dans ces conditions, une nouvelle synthµese par un ing¶enieur automaticien doit
être ¶evit¶ee. Une solution prometteuse est la mise au point d'un correcteur rer¶eglable.
Un ensemble continu de cahiers des charges int¶eressants pour l'application consid¶er¶ee est
d¶e¯ni. Un ¶el¶ement de cet ensemble est alors d¶etermin¶e par (au moins) un paramµetreµ.
Le correcteur rer¶eglable est alors un correcteur dont les paramµetres sont des fonctions
explicites (rationnelles) deµ. Rer¶egler le correcteur consiste alors µa simplement changer
la valeur du paramµetre ce qui ne n¶ecessite pas l'intervention d'un ing¶enieur automaticien.

Un correcteur rer¶eglable peut-il être commod¶ement obtenu µa l'aide des m¶ethodes de
synthµese de correcteurs courantes ? Dans le cas des m¶ethodes classiques de synthµese
fr¶equentielle, quand le cahier des charges peut être assur¶e par un correcteur de faible
complexit¶e (par exemple P.I.), des rµegles de r¶eglage peuvent être obtenues en explorant
les relations entre les paramµetres du correcteur et les sp¶eci¯cations du cahier des charges
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(temps de r¶eponse, etc.). Ces relations, en g¶en¶eral plutôt qualitatives1, peuvent être obte-
nues en se basant par exemple sur le savoir{faire, les rµegles de l'Automatique fr¶equentielle
classique, etc.. Par contre, pour des cahiers des charges plus complexes, pour la mise au
point de correcteurs multivariables, les m¶ethodes de synthµese modernes telles que le LQG,
la synthµeseH1 , etc. sont alors incontournables. Les correcteurs obtenus par ces m¶ethodes
sont en g¶en¶eral d¶e¯nis par un nombre trµes important de paramµetres dont les liens avec
les sp¶eci¯cations du cahier des charges ne sont pas explicit¶es. La synthµese de correcteurs
rer¶eglables ne peut donc pas se traiter par les m¶ethodes de synthµese \conventionnelles"
existantes.

Notre solution bas¶ee sur la synthµese d¶ependant de paramµetres sera d¶evelopp¶ee dans le
chapitre 3. Elle sera mis en ¾uvre sur deux exemples a¯n d'¶etudier la pertinence de notre
approche des problµemes d'optimisation LMI d¶ependent deµ par rapport µa des approches
alternatives bas¶ees sur les r¶esultats (partiels) de la litt¶erature. Cette mise en ¾uvre sera
l'occasion de mesurer la qualit¶e de la solution que nous proposons par rapport au problµeme
d'Automatique lui{même. Compar¶ees µa d'autres, c'est un des int¶erêts de cette application
de la synthµese d¶ependant de paramµetres.

Une application possible des correcteurs rer¶eglables est par exemple la modulation de la
performance de la rejection des perturbations dues aux vagues sur un bateau en fonction
de l'¶etat de la mer, etc [KYM+ 01]... Une autre application int¶eressante est la commande
des canaux d'irrigation. C'est l'application que nous avons choisie de d¶evelopper dans
le chapitre 4 de ce document de thµese. Le d¶eveloppement de la commande des canaux
d'irrigation a permis de diminuer la consommation totale d'eau tout en assurant le même
service aux utilisateurs. Accrô³tre la rapidit¶e du service aux utilisateurs n¶ecessite une
augmentation de la consommation totale d'eau. La ressource disponible en eau varie au
cours de l'ann¶ee. A¯n d'assurer le meilleur service aux utilisateurs, il est donc n¶ecessaire
de modi¯er la rapidit¶e du service en fonction de la ressource en eau disponible [LF05].
Ceci peut être r¶ealis¶e par l'utilisation d'un correcteur rer¶eglable.

1Sauf peut être dans une bonne douzaine de cas.
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Organisation du document

L'organisation du document est sch¶ematis¶e sur la Figure 1.

V¶eri¯cation d'une in¶egalit¶e
matricielle d¶ependant de
paramµetres par optimisa-
tion LMI ind¶ependant de
paramµetre

?
Transformation d'un
problµeme LMI d¶ependant
de paramµetres en un
problµeme LMI ind¶ependant
de paramµetre

Mise en ¾uvre

?

Mise en ¾uvre

Transformation de la
conception d'un correcteur
d¶ependant de paramµetres
en un problµeme LMI
ind¶ependant de paramµetre

?

Mise en ¾uvre
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conception d'un correcteur
rer¶eglable en un problµeme
LMI ind¶ependant de pa-
ramµetre

?

Mise en ¾uvre

Conception d'un correcteur
rer¶eglable pour un canal
d'irrigation

Chapitre 1

R¶esultats importants : Th¶eorµeme 1.6,
page 50 et Th¶eorµeme 1.7, page 52

Chapitre 2

R¶esultats importants : Th¶eorµeme 2.1,
page 87 et Th¶eorµeme 2.2, page 95

Chapitre 3

R¶esultats importants : Th¶eorµeme 3.3,
page 114

Chapitre 3

Voir la Section 3.3.3, page 128

Chapitre 4

-

-

-

Fig. 1 { Organisation du document
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CHAPITRE1

V¶eri¯cation d'in¶egalit¶es d¶ependant de paramµetres

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous int¶eressons µa la v¶eri¯cation e±cace d'in¶egalit¶es matricielles
d¶ependant rationnellement de paramµetres, soit la v¶eri¯cation d'une in¯nit¶e d'in¶egalit¶es
matricielles. Ce type de v¶eri¯cation est un problµeme majeur en Automatique puisqu'il
permet de garantir des propri¶et¶es pour une famille de modµeles : on parle aussi de pro-
pri¶et¶es robustes. Un exemple apparâ³t en analyse de la stabilit¶e robuste pour un systµeme
avec des incertitudes param¶etriques : garantir la stabilit¶e robuste revient µa v¶eri¯er une
in¶egalit¶e de Lyapunov d¶ependant de paramµetres. Ce type de v¶eri¯cation apparâ³t d¶ejµa
en analyse et commande des systµemes lin¶eaires stationnaires (ou LTI de l'anglais Linear
Time{Invariant) oµu l'on cherche µa garantir une propri¶et¶e sur tout l'axe imaginaire.

Nous cherchons µa transformer ce type de v¶eri¯cation en la r¶esolution d'un problµeme
de faisabilit¶e sous contraintes in¶egalit¶es matricielles lin¶eaires (ou LMI de l'anglais Linear
Matrix Inequality). Cette r¶esolution peut se faire e±cacement [BEFB94, NG94, GNLC95,
BTN01]. Nous nous int¶eressons au cas de paramµetres r¶eels.

Une approche fondamentale en Automatique et plus g¶en¶eralement en Syst¶emique est de
mod¶eliser un systµeme comme une interconnexion de sous{systµemes ¶el¶ementaires. Un sous{
systµeme est ¶el¶ementaire dans le sens oµu l'on sait caract¶eriser ses propri¶et¶es. La question
qui se pose alors est, connaissant les propri¶et¶es de chaque sous{systµeme, d'¶etudier une pro-
pri¶et¶e du systµeme interconnect¶e [Saf83, Sco97]. Le fait d'interconnecter des sous{systµemes
¶el¶ementaires permet de faire ¶emerger au niveau du systµeme interconnect¶e des propri¶et¶es
de performance qui ne sont pas trivialement reli¶ees aux propri¶et¶es de performance des
sous{systµemes.

Nous allons voir une mise en ¾uvre de cette id¶ee pour l'¶etude des propri¶et¶es d'une
classe de systµemes, dits statiques [SP96b], d¶e¯nis comme des interconnexions de gains
d¶ependant de paramµetres. Un fait important est que cette ¶etude peut se faire par la
r¶esolution d'un problµeme de faisabilit¶e sous contraintes LMI ind¶ependant de paramµetre
lorsque les propri¶et¶es sont d¶ecrites par des contraintes quadratiques.

Une fonction rationnelle pouvant être repr¶esent¶ee par une interconnexion de gains
d¶ependant de paramµetres, une in¶egalit¶e matricielle d¶ependant rationnellement de pa-
ramµetres peut être interpr¶et¶ee comme une propri¶et¶e sur cette interconnection. L'objectif
de ce chapitre est ainsi atteint grâce µa l'¶etude d¶evelopp¶ee sur ce type d'interconnection.
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L'organisation de ce chapitre est comme suit. Dans un premier temps, nous illustrons
l'approche utilis¶ee dans ce document (l'id¶ee d'interconnexion ainsi que les outils associ¶es)
par l'¶etude des propri¶et¶es de performance des systµemes lin¶eaires stationnaires µa travers
l'utilisation des contraintes quadratiques (Section 1.2, page 20). Nous verrons ensuite com-
ment elle peut être mise en ¾uvre pour l'¶etude des propri¶et¶es d'interconnexions de gains
d¶ependant de paramµetres (Section 1.4, page 27) en les ayant d¶e¯nies au pr¶ealable (Sec-
tion 1.3, page 25). Nous verrons alors qu'une fonction rationnelle peut être repr¶esent¶ee par
une interconnexion de gains d¶ependant de paramµetres (Section 1.5, page 46). En¯n, nous
regroupons tous ces r¶esultats a¯n de transformer la v¶eri¯cation d'in¶egalit¶es matricielles
d¶ependant rationnellement de paramµetres en la r¶esolution d'un problµeme de faisabilit¶e
sous contraintes LMI ind¶ependant de paramµetre (Section 1.6, page 50). La Section 1.7,
page 53, conclut le chapitre.

1.2 Introduction µa travers l'¶etude des propri¶et¶es des
systµemes lin¶eaires stationnaires

L'utilisation de l'optimisation convexe sous contraintes LMIs tient une place centrale
dans l'¶etude des propri¶et¶es (de stabilit¶e ou de performance) des systµemes lin¶eaires station-
naires, voire non stationnaires et non lin¶eaires [BEFB94, GA94, MR97, FSF99, Sco97].
Cette importance est due au rôle central des contraintes quadratiques.

D¶e¯nition 1.1. Soit une matrice sym¶etrique¦ 2 Rn£ n (respectivement hermitienne
¦ 2 Cn£ n ).

La fonction ¾ de Rn (resp. Cn ) dans R, qui µa s associesT ¦ s (resp. s¤¦ s), est appel¶ee
forme quadratique r¶eelle (resp. complexe). Les in¶egalit¶es (¶egalit¶e)¾(s) ¸ 0, ¾(s) > 0,
¾(s) · 0, ¾(s) < 0 (¾(s) = 0 ) d¶e¯nissent des contraintes quadratiques.¦ est d¶e¯nie
positive si pour tout s 2 Rn n f 0g (resp. pour tout s 2 Cn n f 0g), ¾(s) > 0. ¦ est semi
d¶e¯nie positive si pour touts 2 Rn (resp. pour tout s 2 Cn ), ¾(s) ¸ 0.

Des outils fondamentaux, comme la s¶eparation des graphes [Saf80] et laS{proc¶edure
[Jaker], ont ¶emerg¶e comme des outils incontournables pour formuler la v¶eri¯cation des
propri¶et¶es des systµemes comme la r¶esolution de problµemes d'optimisation convexe sous
contraintes LMI [Sco97]. Cette section permet de les introduire µa travers un problµeme
simple.

Il s'agit d'¶etudier les propri¶et¶es v¶eri¯¶ees par une fonction de transfert discrµete stable
d¶e¯nie par la matrice de fonction de transfertG. Si N et D sont des facteurs premiers µa
droite deG (G = ND ¡ 1) [Vid93], un certain nombre de critµeres de performance classiques
d'un systµeme lin¶eaire stationnaire stable se ramµene µa tester si une matrice d¶ependant de
la fr¶equence! est d¶e¯nie n¶egative pour toute pulsation! 2 [¡ ¼

Ts
; ¼

Ts
] avecTs la p¶eriode

d'¶echantillonnage, c'est{µa{dire µa v¶eri¯er que

8! 2 [¡
¼
Ts

;
¼
Ts

];
·

N (ej!T s )
D(ej!T s )

¸ ¤

M
·

N (ej!T s )
D(ej!T s )

¸
< 0

oµu M est une matrice sym¶etrique donn¶ee. Avec

©(ej!T s ) =
·

N (ej!T s )
D(ej!T s )

¸
;
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cela se r¶e¶ecrit :
8! 2 [¡

¼
Ts

;
¼
Ts

]; ©(ej!T s )¤M ©(ej!T s ) < 0: (1.1)

Si le graphe du systµeme deG correspond au vecteur constitu¶e par les sorties et les entr¶ees
de G(ej!T s ) : ·

z(ej!T s )
w(ej!T s )

¸

avecz(ej!T s ) = G(ej!T s )w(ej!T s ), l'int¶erêt de ©(ej!T s ) est de pouvoir g¶en¶erer le graphe de
G comme la sortie de ©(ej!T s ) µa une entr¶ee ¯ctiveº (ej!T s ), c'est{µa{dire :

·
z(ej!T s )
w(ej!T s )

¸
=

·
N (ej!T s )
D(ej!T s )

¸

| {z }
©(ej!T s )

º (ej!T s ):

A¯n d'all¶eger les notations, la notation de la d¶ependance en! des di®¶erents vecteurs est
omise dans la suite.

Le choix deM permet de d¶e¯nir des critµeres de performance di®¶erents. On peut citer
les deux plus connus :

1. la norme H1 de G est strictement inf¶erieure µa° si la condition (1.1) est v¶eri¯¶ee
avec

M =
·

I 0
0 ¡ ° 2

¸
;

2. G est strictement passif si la condition (1.1) est v¶eri¯¶ee avec

M =
·

0 ¡ I
¡ I 0

¸
:

La question est donc, pour une propri¶et¶e de performance donn¶ee parM et un systµeme
G, de v¶eri¯er si G possµede la propri¶et¶e d¶e¯nie parM en testant si la condition (1.1) est
v¶eri¯¶ee. La di±cult¶e ¶etant ici que l'on doit v¶eri¯er qu'une in¯nit¶e de matrices d¶ependant
de ! sont d¶e¯nies n¶egatives. Nous allons voir que ce problµeme peut se ramener µa la
r¶esolution d'un problµeme d'optimisation sous contraintes LMI ind¶ependant de la pulsation
! , en utilisant les outils rattach¶es aux contraintes quadratiques.

Pour cela, le systµeme µa ¶etudier est r¶e¶ecrit comme une interconnexion de sous{systµemes
¶el¶ementaires. Un sous{systµeme est ¶el¶ementaire dans le sens oµu l'on sait caract¶eriser ses
propri¶et¶es. Une propri¶et¶e du systµeme est ensuite reli¶ee aux propri¶et¶es des sous{systµemes.
Les propri¶et¶es sont ici d¶e¯nies par des in¶egalit¶es fr¶equentielles du type (1.1).

Dans notre cas, il est int¶eressant de travailler sur la matrice des facteurs premiers
puisque le critµere de performance consid¶er¶e s'¶ecrit naturellement sur celle{ci. Une matrice
de fonctions de transfert peut se r¶e¶ecrire µa l'aide d'une repr¶esentation d'¶etat (minimale
ou non) :

©(ej!T s ) = D© + C©
¡
e¡ j!T s I

¢ ¡
I ¡ A©

¡
e¡ j!T s I

¢¢¡ 1
B©;

soit encore :

©(ej!T s )

8
>>>><

>>>>:

q = A©p + B©º
·

z
w

¸
= C©p + D©º

p =
¡
e¡ j!T s I

¢
q

: (1.2)
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A© B©

C© D©
¾

¾

¾

e¡ j!T s I-

z
º

.........................................................................................
pq

¾
w

Fig. 1.1 { ©(ej!T s ) comme une interconnexion de sous{systµemes

Comme le montre la Figure 1.1, © peut être repr¶esent¶ee par l'interconnexion de
¡
e¡ j!T s I

¢

sur la matrice de gains : ·
A© B©

C© D©

¸
:

Il s'agit donc d'un systµeme interconnect¶e oµu les
¡
e¡ j!T s I

¢
jouent le rôle des sous{systµemes

et la matrice de gains exprime l'in°uence des sous{systµemes sur les entr¶ees et les sorties
du systµeme. Les

¡
e¡ j!T s I

¢
sont bien des sous{systµemes car on peut d¶e¯nira priori un

ensemble de contraintes quadratiques v¶eri¯¶ees par leurs entr¶ees et leurs sorties. En e®et,
pour toute matrice sym¶etrique ~P, on a ~P ¡ ej!T s ~Pe¡ j!T s = 0. On a donc aussi l'in¶egalit¶e
suivante :

8! 2 [¡
¼
Ts

;
¼
Ts

];
·

e¡ j!T s I
I

¸ ¤ ·
¡ ~P 0
0 ~P

¸ ·
e¡ j!T s I

I

¸
¸ 0:

¡
e¡ j!T s I

¢
et I ¶etant des facteurs premiers de

¡
e¡ j!T s I

¢
, cette matrice semi{d¶e¯nie positive

d¶e¯nit alors une contrainte quadratique sur le graphe des sous{systµemes
¡
e¡ j!T s I

¢
, c'est{

µa{dire sur les signaux d'entr¶eep et de sortieq de
¡
e¡ j!T s I

¢
:

8! 2 [¡
¼
Ts

;
¼
Ts

];
·

p
q

¸ ¤ ·
¡ ~P 0
0 ~P

¸ ·
p
q

¸
¸ 0 (1.3)

avec p et q tels que p =
¡
e¡ j!T s I

¢
q. En r¶ealit¶e, comme ~P est une matrice sym¶etrique

quelconque, il s'agit d'un ensemble de contraintes quadratiques. L'id¶ee est alors de rem-
placer le graphe des sous{systµemes par l'ensemble des vecteurs d¶e¯ni par l'une de ces
contraintes quadratiques. Il s'agit d'une op¶eration d'immersion puisque l'ensemble des
vecteurs qui v¶eri¯ent (1.3) contient le graphe des sous{systµemes sans forc¶ement coÄ³ncider
avec ; en d'autres termes : pour toute matrice sym¶etrique~P, on a

½·
p
q

¸ ¯
¯
¯
¯ p =

¡
e¡ j!T s I

¢
q
¾

µ
½·

p
q

¸ ¯
¯
¯
¯

·
p
q

¸ ¤ ·
¡ ~P 0
0 ~P

¸ ·
p
q

¸
¸ 0

¾
:

Pour une matrice sym¶etrique~P quelconque, on considµere donc le nouveau systµeme d¶e¯ni
par les ¶equations : 8

><

>:

q = A©p + B©º
·

z
w

¸
= C©p + D©º

(1.4)

avecp et q tels que

8! 2 [¡
¼
Ts

;
¼
Ts

];
·

p
q

¸ ¤ ·
¡ ~P 0
0 ~P

¸ ·
p
q

¸
¸ 0: (1.5)
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Du fait de l'immersion, si ce nouveau systµeme v¶eri¯e

8! 2 [¡
¼
Ts

;
¼
Ts

];
·

z
w

¸ ¤

M
·

z
w

¸
< 0 (1.6)

alors forc¶ement la contrainte (1.1) est v¶eri¯¶ee par le systµeme de d¶epart puisqu'elle se r¶e¶ecrit
aussi sous la forme (1.6) avec lesz et w qui v¶eri¯ent l'¶equation (1.2). Or l'ensemble de
cesz et w qui v¶eri¯ent l'¶equation (1.2) est inclus dans l'ensemble desz et w qui v¶eri¯ent
l'¶equation (1.4) et la contrainte quadratique (1.5).

Le lien entre la contrainte (1.6) et la contrainte (1.5) est donn¶e par l'¶equation (1.4) de
l'interconnexion : il s'agit donc de v¶eri¯er si la contrainte quadratique

·
p
º

¸ ¤ ·
CT

©
D T

©

¸
M

£
C© D©

¤
·

p
º

¸
< 0

est v¶eri¯¶ee pour tout p et º tels que la contrainte quadratique

·
p
º

¸ ¤ ·
I 0

A© B©

¸ T ·
¡ ~P 0
0 ~P

¸ ·
I 0

A© B©

¸ ·
p
º

¸
¸ 0

est v¶eri¯¶ee, oµu~P est une matrice sym¶etrique qu'il reste µa d¶eterminer.

Il est alors possible d'appliquer laS{proc¶edure [Jaker, BEFB94, BTN01] pour se ra-
mener µa un problµeme de forme quadratique d¶e¯nie et donc µa un problµeme d'optimisation
sous contraintes LMI.

Lemme 1.1 (S{proc¶edure). Soient les formes quadratiques :

¾0(s) = sT ¦ 0s et ¾1(s) = sT ¦ 1s

oµu ¦ 0 et ¦ 1 sont deux matrices r¶eelles sym¶etriques et de même dimension.

Alors les deux propositions suivantes sont ¶equivalentes :

(i ) pour tout vecteurs tel que¾1(s) ¸ 0, on a ¾0(s) < 0;

(ii ) il existe un r¶eel positif¿ tel que¦ 0 + ¿¦ 1 < 0.

Dans notre cas, les deux propositions sont ¶equivalentes. On parle deS{proc¶edure sans
perte. Ce lemme reste v¶eri¯¶e quand la contrainte quadratique in¶egalit¶e¾1(s) ¸ 0 est
remplac¶ee par une contrainte quadratique ¶egalit¶e¾1(s) = 0 ; dans ce cas,¿ est un r¶eel
non n¶ecessairement positif. Ce r¶esultat s'¶etend au cas oµu dans la condition (i ) le vecteur
s doit satisfaire plusieurs contraintes quadratiques in¶egalit¶es. N¶eanmoins la condition (i )
n'implique alors plus la condition (ii ) : la S{proc¶edure n'est plus sans perte.

La S{proc¶edure permet donc de relier les contraintes quadratiques d¶ecrivant le graphe
des sous{systµemes ou un sur{ensemble µa la contrainte quadratique qui est test¶ee pour le
graphe du systµeme.

En r¶esum¶e, on a montr¶e que la contrainte quadratique

8! 2 [¡
¼
Ts

;
¼
Ts

];
·

N (ej!T s )
D(ej!T s )

¸ ¤

M
·

N (ej!T s )
D(ej!T s )

¸
< 0
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est v¶eri¯¶ee s'il existe une matrice sym¶etriqueP (en e®ectuant le changementP = ¿ ~P)
telle que :

·
CT

©
D T

©

¸
M

£
C© D©

¤
+

·
I 0

A© B©

¸ T ·
¡ P 0
0 P

¸ ·
I 0

A© B©

¸
< 0:

Le point int¶eressant est que le second problµeme peut être ais¶ement r¶esolu puisqu'il s'agit
d'un problµeme de faisabilit¶e sous contraintes LMI ind¶ependant de la pulsation oµu la ma-
trice sym¶etriqueP est la variable de d¶ecision. Le problµeme est qu'il donne une condition
qui est a priori simplement su±sante. La su±sance est li¶ee au fait que le graphe des
sous{systµemes a ¶et¶e remplac¶e par un sur{ensemble par le proc¶ed¶e d'immersion.

En r¶ealit¶e, pour le problµeme consid¶er¶e ici, la condition obtenue n'est rien d'autre que
la condition du Lemme de Kalman Yakubovich Popov en discret, condition qui a ¶et¶e
d¶emontr¶ee être aussi n¶ecessaire ; en e®et, nous avons

Lemme 1.2 (Kalman Yakubovich Popov KYP discret). SoientM une matrice sym¶etrique,
A©, B©, C© et D© des matrices de tailles compatibles telles que, pour tout! 2 [¡ ¼

Ts
; ¼

Ts
],

on a det(ej!T s I ¡ A©) 6= 0 et

©(ej!T s ) = D© + C©
¡
ej!T s I ¡ A©

¢¡ 1
B©:

Alors les deux propositions suivantes sont ¶equivalentes :

(i ) la contrainte quadratique

8! 2 [¡
¼
Ts

;
¼
Ts

]; ©(ej!T s )¤M ©(ej!T s ) < 0

est v¶eri¯¶ee ;

(ii ) il existe P = PT telle que
·

CT
©

D T
©

¸
M

£
C© D©

¤
+

·
I 0

A© B©

¸ T ·
¡ P 0
0 P

¸ ·
I 0

A© B©

¸
< 0: (1.7)

D¶emonstration Par utilisation de la transform¶ee bilin¶eaire, le Lemme KYP discret est
directement obtenu µa partir du Lemme KYP continu [Wil71, Ran96] qui est le Lemme
1.3 ¶enonc¶e ci-dessous.

Lemme 1.3 (Kalman Yakubovich Popov KYP continu). SoientM une matrice sym¶etrique,
A©, B©, C© et D© des matrices de tailles compatibles telles que, pour tout! 2 R, on a
det(j!I ¡ A©) 6= 0 et

©(j! ) = D© + C© (j!I ¡ A©)¡ 1 B©:

Alors les deux propositions suivantes sont ¶equivalentes :

(i ) la contrainte quadratique

8! 2 R [ f1g ; ©(j! )¤M ©(j! ) < 0

est v¶eri¯¶ee ;

(ii ) il existe P = PT telle que
·

CT
©

D T
©

¸
M

£
C© D©

¤
+

·
I 0

A© B©

¸ T ·
0 P
P 0

¸ ·
I 0

A© B©

¸
< 0:
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Deux corollaires de ce lemme sont sans doute plus fameux que le lemme lui{même : le
lemme r¶eel born¶e et le lemme r¶eel positif. Pour un systµeme lin¶eaire stationnaire continu
asymptotiquement stableG(j! ) = DG + CG(j!I ¡ AG)¡ 1BG, on peut choisir :

©(j! ) =
·

G(j! )
I

¸
:

Le lemme r¶eel born¶e et le lemme r¶eel positif s'¶enoncent alors comme suit :

1. le lemme r¶eel born¶e [BEFB94] : tester siG a une normeH1 strictement inf¶erieure
µa ° consiste µa appliquer le Lemme 1.3 avec

M =
·

I 0
0 ¡ ° 2I

¸
;

ce qui revient µa demander qu'il existe une matrice sym¶etriqueP telle que
·

AT
GP + PAG + CT

GCG PBG + CT
GDG

B T
GP + D T

GCG D T
GDG ¡ ° 2I

¸
< 0 ;

2. le lemme r¶eel positif [BEFB94] : tester si G est strictement positif ou passif
consiste µa appliquer le Lemme 1.3 avec

M =
·

0 ¡ I
¡ I 0

¸
;

ce qui revient µa demander qu'il existe une matrice sym¶etriqueP telle que
·

AT
GP + PAG PBG ¡ CT

G
B T

GP ¡ CG ¡ D T
G ¡ DG

¸
< 0:

¤

En utilisant la d¶emarche illustr¶ee dans cette section, il est possible d'obtenir des ex-
tensions du Lemme de Kalman Yakubovich Popov µa des classes de systµemes autres que
les systµemes lin¶eaires stationnaires. Ceci est vrai µa condition d'être capable de d¶eterminer
un ensemble de contraintes quadratiques v¶eri¯¶ees par le graphe des sous{systµemes ou un
sur{ensemble. Les conditions alors obtenues sont su±santes. N¶eanmoins, l'exemple des
systµemes lin¶eaires stationnaires discrets illustre que, dans certains cas, elles peuvent être
aussi n¶ecessaires. Dans la suite de ce chapitre, nous allons mettre en ¾uvre et discuter plus
profond¶ement de cette approche pour des systµemes interconnect¶es dont les sous{systµemes
sont d¶e¯nis par des matrices de gains d¶ependant de paramµetres.

1.3 Repr¶esentation LFT des systµemes interconnect¶es

Le r¶esultat pr¶ec¶edent a ¶et¶e possible µa travers l'¶ecriture du systµeme lin¶eaire stationnaire
comme l'interconnexion de sous{systµemes avec une matrice de gains. En changeant la
nature des sous{systµemes consid¶er¶es, il est ainsi possible de traiter de nombreuses classes
de systµemes [MR97, Sco97] : nous nous int¶eressons aux interconnexions de gains d¶ependant
de paramµetres. Dans cette section, nous d¶e¯nissons les interconnexions de gains d¶ependant
de paramµetres.
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Dans le cas des systµemes lin¶eaires stationnaires, l'interconnexion est directement obte-
nue µa partir de la repr¶esentation d'¶etat. L'utilisation de la repr¶esentation LFT (de l'an-
glais Linear Fractional Transformation), d¶e¯nie µa partir du produit de Redhe®er, permet
d'¶elargir la notion de repr¶esentation µa des systµemes interconnect¶es dont les sous{systµemes
ne sont pas simplement des retards ou des int¶egrateurs.

D¶e¯nition 1.2 (Produit de Redhe®er de deux matrices). Soient

H =
·

H11 H12

H21 H22

¸
et G =

·
G11 G12

G21 G22

¸

deux matrices partitionn¶ees en quatre ¶el¶ements de tailles compatibles.

Dans le cas oµu les matrices(I ¡ H22G11) et (I ¡ G11H22) sont inversibles, le produit de
Redhe®er ou produit ¶etoile deH par G, not¶e H ? G, est d¶e¯ni par la matrice suivante :

H ? G =

2

4
H11 + H12G11(I ¡ H22G11)¡ 1H21 H12(I ¡ G11H22)¡ 1G12

G21(I ¡ H22G11)¡ 1H21 G22 + G21H22(I ¡ G11H22)¡ 1G12

3

5 :

Au lieu de consid¶erer des matrices, le produit de Redhe®er peut être d¶e¯ni en faisant
intervenir des op¶erateurs, des fonctions de transfert, etc.. Dans le cadre de cette thµese,
nous nous int¶eresserons aux matrices d¶ependant de paramµetres.

La matrice H ? G peut être vue comme une application qui µa un vecteur d'entr¶ee£
wT

1 wT
2

¤T
associe le vecteur de sortie

£
zT

1 zT
2

¤T
. L'int¶erêt du produit de Redhe®er est

qu'il est possible de lui associer un sch¶ema interconnect¶e (voir la Figure 1.2).µA ce sch¶ema

H11 H12

H21 H22

G11 G12

G21 G22
¾¾

w2z2

¾ ¾
¾

¾

z1 w1

Fig. 1.2 { Interconnexion associ¶ee au produit de Redhe®er

est ainsi associ¶ee une expression alg¶ebrique compacte et ¶el¶egante dont les possibilit¶es
d'utilisation sont trµes nombreuses [DPZ91, Fon95, ZDG96]. Il permet ainsi de d¶e¯nir la
repr¶esentation LFT d'un systµeme interconnect¶e.

D¶e¯nition 1.3 (LFT) . Soient ¢ une matrice deRnA © £ nA © et
·

A© B©

C© D©

¸

une matrice r¶eelle avecA© appartenant µaRnA © £ nA © .

Dans le cas oµu(I ¡ A©¢) est inversible, la LFT de¢ par
·

A© B©

C© D©

¸
est le produit de

Redhe®er d¶e¯ni par :

¢ ?
·

A© B©

C© D©

¸
= D© + C©¢( I ¡ A©¢) ¡ 1B©:
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Lorsque(I ¡ A©¢) est inversible, la LFT¢ ?
·

A© B©

C© D©

¸
est dite bien pos¶ee. On appelle

nA © l'ordre de la LFT.

Comme pour le produit de Redhe®er, il est possible d'associer µa une LFT un sch¶ema
interconnect¶e (voir la Figure 1.3). Dans la suite du document, le bloc ¢ regroupera donc

A© B©

C© D©
¾¾

¾

¢-

z w

.........................................................................................
pq

Fig. 1.3 { Interconnexion associ¶ee µa la LFT

les sous{systµemes et la matrice
·

A© B©

C© D©

¸
les gains de l'interconnexion.

Il est alors possible de d¶e¯nir une interconnexion de gains d¶ependant de paramµetres.

D¶e¯nition 1.4 (Interconnexion de gains d¶ependant de paramµetres). Soient P un sous{
ensemble compact deRnµ , ¢ une fonction continue deP dansRnA © £ nA © et

·
A© B©

C© D©

¸

une matrice avecA© appartenant µaRnA © £ nA © .

Dans le cas oµu pour toutµ 2 P, (I ¡ A©¢( µ)) est inversible, l'interconnexion de gains

¢( µ) d¶ependant de paramµetres par
·

A© B©

C© D©

¸
est d¶e¯nie par la LFT :

¢( µ) ?
·

A© B©

C© D©

¸
= D© + C©¢( µ)(I ¡ A©¢( µ)) ¡ 1B©: (1.8)

Lorsque, pour toutµ 2 P, (I ¡ A©¢( µ)) est inversible, la LFT (1.8) est dite bien pos¶ee
sur P.

1.4 ¶Etude des propri¶et¶es d'interconnexions de gains
d¶ependant de paramµetres

L'approche illustr¶ee dans la Section 1.2, page 20, va être maintenant d¶evelopp¶ee pour
l'analyse des propri¶et¶es d'interconnexions de gains d¶ependant de paramµetres. L'objectif
de cette section est d'¶etudier la� performance� d'interconnexions de gains d¶ependant de
paramµetres. Comme dans le cas des systµemes lin¶eaires stationnaires, la performance est
ici traduite en terme de contrainte quadratique in¶egalit¶e :

8µ 2 P;
µ

¢( µ) ?
·

A© B©

C© D©

¸¶ T

M
µ

¢( µ) ?
·

A© B©

C© D©

¸¶
< 0: (1.9)
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L'objectif de cette section est donc de ramener la v¶eri¯cation de cette contrainte quadra-
tique in¶egalit¶e µa la r¶esolution d'un problµeme de faisabilit¶e sous contraintes LMI ind¶ependant
de µ.

Pour cela, nous supposerons dans un premier temps que l'interconnexion de gains
d¶ependant de paramµetres consid¶er¶ee est bien pos¶ee surP. Nous verrons ensuite comment
il est possible de ramener la v¶eri¯cation du bien pos¶e µa la r¶esolution d'un problµeme
d'optimisation sous contraintes LMI ind¶ependant deµ. Nous ¶etudierons ensuite les deux
cas d'interconnexions de gains d¶ependant de paramµetres que nous rencontrerons par la
suite.

1.4.1 ¶Etude de la performance d'interconnexions de gains d¶epen-
dant de paramµetres

L'approche illustr¶ee dans la Section 1.2, page 20, repose sur la possibilit¶e de caract¶eriser
le graphe des sous{systµemes ou un sur{ensemble par un ensemble de contraintes quadra-
tiques. La question suivante se pose alors :

1. Le fait de caract¶eriser le graphe des sous{systµemes par un ensemble de contraintes
quadratiques est{il limitatif ?

Nous verrons que ce n'est pas le cas. Cependant, les conditions obtenues ne sont pas
sous la forme d'un problµeme d'optimisation sous contraintes LMI ind¶ependant deµ. La
question est alors :

2. Comment peut{on garantir que l'in¶egalit¶e (1.9) est v¶eri¯¶ee en r¶esolvant un problµeme
d'optimisation sous contraintes LMI ind¶ependant deµ?

Nous verrons comment ceci est possible. Cependant, la r¶esolution de ce problµeme d'op-
timisation est une condition su±sante mais pas forc¶ement n¶ecessaire. La question est
alors :

3. Comment peut{on garantir que la r¶esolution d'un problµeme d'optimisation sous
contraintes LMI ind¶ependant deµ est ¶equivalente µa la v¶eri¯cation de (1.9) ?

La premiµere question est explor¶ee par le Th¶eorµeme 1.1, la deuxiµeme par le Corollaire
1.1 et la troisiµeme par le Th¶eorµeme 1.2.

Question 1 Le th¶eorµeme suivant indique que vouloir ¶etablir une contrainte quadratique
pour le graphe du systµeme µa partir des contraintes quadratiques sur les graphes des sous{
systµemes est une approche pertinente puisque conduisant µa des conditions n¶ecessaires et
su±santes.

Th¶eorµeme 1.1. Soient M une matrice r¶eelle sym¶etrique,P un sous ensemble compact
de Rnµ , ¢ une fonction continue deP dansRnA © £ nA © et

·
A© B©

C© D©

¸

une matrice r¶eelle avecA© appartenant µaRnA © £ nA © telle que la LFT

¢( µ) ?
·

A© B©

C© D©

¸

soit bien pos¶ee surP.

Alors les deux propositions suivantes sont ¶equivalentes :
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(i ) la contrainte quadratique

8µ 2 P;
µ

¢( µ) ?
·

A© B©

C© D©

¸¶ T

M
µ

¢( µ) ?
·

A© B©

C© D©

¸¶
< 0

est v¶eri¯¶ee ;

(ii ) il existe W = W T telle que

8µ 2 P;
·

¢( µ)
I

¸ T

W
·

¢( µ)
I

¸
¸ 0 (1.10)

et telle que

·
CT

©
D T

©

¸
M

£
C© D©

¤
+

·
I 0

A© B©

¸ T

W
·

I 0
A© B©

¸
< 0: (1.11)

D¶emonstration Voir les Annexes, Section A.1.1, page 169. ¤

Ce th¶eorµeme est fondamental. La condition (1.10) exprime que le graphe des sous{
systµemes v¶eri¯e une contrainte quadratique d¶e¯nie par la matriceW :

8µ 2 P; 8
·

p
q

¸
2

½·
p
q

¸ ¯
¯
¯
¯ p = ¢( µ)q

¾
; on a

·
p
q

¸ T

W
·

p
q

¸
¸ 0

Le th¶eorµeme exprime donc que le graphe du systµeme interconnect¶e d¶ecrit par la LFT
(1.8) v¶eri¯e la contrainte quadratique d¶e¯nie par la matriceM (contrainte (1.6)) si et
seulement s'il existe une contrainte quadratique v¶eri¯¶ee par le graphe des sous{systµemes
et d¶e¯nie par W telle qu'une condition du type KYP (contrainte (1.11)) soit v¶eri¯¶ee.

Les contraintes (1.10) et (1.11) sont des contraintes LMI en la matriceW. La seconde
est du même type que la condition du Lemme KYP discret (Lemme 1.2) et ne d¶epend
pas des paramµetresµ. En revanche, la contrainte (1.10) d¶epend des paramµetresµ et le
problµeme de sa v¶eri¯cation n'est pas imm¶ediat. La proposition (ii ) de ce th¶eorµeme n'est
donc pas un problµeme d'optimisation sous contraintes LMI ind¶ependant deµ.

Question 2 La question est maintenant de savoir s'il est possible de garantir une
contrainte quadratique sur le graphe du systµeme en r¶esolvant un problµeme d'optimisation
sous contraintes LMI ind¶ependant deµ. Pour ¶etudier ce problµeme, introduisons l'ensemble
de matrices sym¶etriques suivant :

W =

(

W = W T

¯
¯
¯
¯
¯

8µ 2 P;
·

¢( µ)
I

¸ T

W
·

¢( µ)
I

¸
¸ 0

)

:

La proposition (ii ) du Th¶eorµeme 1.1 se r¶e¶ecrit alors : il existeW 2 W telle que la
contrainte (1.11) est v¶eri¯¶ee. A¯n de se ramener µa un problµeme de faisabilit¶e LMI, l'id¶ee
est de rechercherW dans un sous{ensemble convexeWsea de W. Remarquons queWsea

existe toujours (un choix, certes d¶eg¶en¶er¶e mais toujours possible, deWsea est le singleton
nul). µA ce moment{lµa, la condition n'est plus que su±sante.
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Corollaire 1.1. Soient M une matrice r¶eelle sym¶etrique,P un sous{ensemble compact
de Rnµ , ¢ une fonction continue deP dansRnA © £ nA © et

·
A© B©

C© D©

¸

une matrice r¶eelle avecA© appartenant µaRnA © £ nA © telle que la LFT

¢( µ) ?
·

A© B©

C© D©

¸

soit bien pos¶ee surP. Soit Wsea un ensemble convexe tel queWsea µ W.

Alors la proposition (ii ) implique la proposition(i ) :

(i ) la contrainte quadratique

8µ 2 P;
µ

¢( µ) ?
·

A© B©

C© D©

¸¶ T

M
µ

¢( µ) ?
·

A© B©

C© D©

¸¶
< 0

est v¶eri¯¶ee ;

(ii ) il existe W 2 Wsea telle que

·
CT

©
D T

©

¸
M

£
C© D©

¤
+

·
I 0

A© B©

¸ T

W
·

I 0
A© B©

¸
< 0: (1.12)

D¶emonstration Ce corollaire est une cons¶equence directe du Th¶eorµeme 1.1. ¤

De fa»con g¶en¶erale, ce sous{ensemble convexeWsea peut être d¶e¯ni de fa»con implicite ou
explicite. Dans le cas de la d¶e¯nition implicite, les ¶el¶ements deWsea peuvent être d¶e¯nis
comme v¶eri¯ant un ensemble ¯ni de contraintes LMI ind¶ependant de paramµetre.

Suivant la fonction ¢( µ) utilis¶ee, il est possible d'appliquer l'une des techniques pr¶esent¶ee
dans la Section 2.4.1, page 71, pour transformer la contrainte (1.10) en des contraintes
ind¶ependantes deµ. Par exemple, lorsque

P = [ µ1 ; µ1] £ ¢ ¢ ¢ £[µnµ
; µnµ ] (1.13)

avec, pour tout i , µi et µi ¯nies et lorsque

¢( µ) = diag
¡
µ1I k1 ; : : : ; µnµ I kn µ

¢
; (1.14)

il est possible d'utiliser la notion de convexit¶e directionnelle ([GAC96] ou voir la Sec-
tion 2.4.1, page 71) pour d¶e¯nir implicitement un ensembleWsea [Iwa97]. En e®et, en
partitionnant la matrice W

W =

2

6
6
6
6
6
6
4

W1;1 W1;2 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ W1;nµ

W T
1;2

. . . . . .
...

...
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . Wnµ ¡ 1;nµ

W T
1;nµ

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢W T
nµ ¡ 1;nµ

Wnµ ;nµ

3

7
7
7
7
7
7
5
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de maniµere compatible avec la structure de ¢(µ), c'est{µa{dire Wi;i 2 Rkn i £ kn i , et en notant
V l'ensemble des sommets deP, un ensembleWsea peut être d¶e¯ni par

Wsea =

(

W = W T

¯
¯
¯
¯
¯

8i = 1; ¢ ¢ ¢; nµ; Wi;i · 0 et 8µ 2 V;
·

¢( µ)
I

¸ T

W
·

¢( µ)
I

¸
¸ 0

)

:

Le problµeme est que ces contraintes se rajouteront µa la contrainte (1.12) et que leur
nombre est une fonction exponentielle denµ puisqu'¶egal µa 2nµ + nµ. La taille du problµeme
d'optimisation sous contraintes LMI ind¶ependant deµ sera rapidement probl¶ematique si
nµ est trop grand.

Dans le cas de la d¶e¯nition explicite deWsea, il s'agit de d¶eterminera priori et expli-
citement Wsea, c'est{µa{dire de d¶eterminerl + 1 matrices W i

sea telles que :

Wsea =

(

W = W T

¯
¯
¯
¯
¯

9wi 2 R; W = W 0
sea +

lX

i =1

wi W i
sea

)

:

Dans ce cas, l'existence deW est remplac¶ee par l'existence deswi . En rempla»cantW
par son expression, la contrainte (1.12) devient alors une contrainte LMI ind¶ependant de
paramµetre en les variables de d¶ecisionwi .

Un tel ensemble sera pr¶esent¶e dans le Lemme 1.6, page 41, pour le cas oµuP est un
intervalle born¶ee deR et oµu ¢( µ) vaut µI et dans le Lemme 1.8, page 44, pour le cas oµu
P et ¢( µ) sont d¶e¯nis par (1.13) et (1.14).

Question 3 L'inconv¶enient du Corollaire 1.1 est qu'il ¶enonce des conditions qui sont
a priori su±santes pour la v¶eri¯cation de la contrainte quadratique (1.9). Cependant,
dans le cas particulier de l'¶etude de la performance d'un systµeme lin¶eaire stationnaire, les
lemmes KYP discret et continu montrent qu'il n'est pas restrictif de rechercheW dans
Wsea plutôt que dansW lorsqueWsea est choisi judicieusement. Un tel ensemble vaut

½
W = W T

¯
¯
¯
¯ 9P = PT 2 RnA © £ nA © ; W =

·
¡ P 0
0 P

¸¾

dans le cas du KYP discret (Lemme 1.2, page 24) et vaut
½

W = W T

¯
¯
¯
¯ 9P = PT 2 RnA © £ nA © ; W =

·
0 P
P 0

¸¾

dans le cas du KYP continu (Lemme 1.3, page 24). La question est maintenant de savoir
ce que doit v¶eri¯erWsea pour avoir une telle propri¶et¶e. Nous allons voir que les conditions
pr¶esent¶ees dans la d¶e¯nition ci{dessous o®rent une r¶eponse µa cette question.

D¶e¯nition 1.5 (Ensemble sans perte). Soient P un sous{ensemble compact deRnµ et ¢
une fonction continue deP dansRnA © £ nA © .

Un ensemble non videWcns de matrices sym¶etriques est dit sans perte pourP et ¢ s'il
est tel que :

(a) le graphe de¢( µ) d¶e¯ni par
½·

p
q

¸
2 R2nA ©

¯
¯
¯
¯ 9µ 2 P; p = ¢( µ)q

¾
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coÄ³ncide avec l'ensemble d¶e¯ni par
( ·

p
q

¸
2 R2nA ©

¯
¯
¯
¯
¯
8W 2 Wcns;

·
p
q

¸ T

W
·

p
q

¸
¸ 0

)

;

(b) Wcns est convexe et est tel que, pour tout¿ > 0 et pour tout W 2 Wcns, on a
¿W 2 Wcns ;

(c) pour toute matrice non nulle semi{d¶e¯nie positiveH telle que

8W 2 Wcns; Trace(HW ) ¸ 0;

il existe m vecteurshi oµu m est le rang deH tels que
8
><

>:

H =
mX

i =1

hi hT
i

8i = 1; ¢ ¢ ¢; m; 8W 2 Wcns; hT
i Whi ¸ 0:

Pour un cas particulier de l'ensembleP et de la fonction ¢, un ensembleWcns satisfaisant
les conditions de cette d¶e¯nition n'existe pas forc¶ement. D'autre part, s'il existe, il est
n¶ecessaire de le d¶eterminer et de d¶emontrer que les conditions de la d¶e¯nition sont satis-
faites. La di±cult¶e majeure est la v¶eri¯cation de la condition (c) qui peut être extrêmement
technique. Un exemple complet sera d¶evelopp¶e en d¶etail dans la d¶emonstration du Lemme
1.6, page 41, pour un cas particulier de l'ensembleP et de la fonction ¢.

Même si les conditions ci{dessus semblent trµes techniques, on peut n¶eanmoins donner
un d¶ebut d'interpr¶etation. Dors et d¶ejµa, nous pouvons indiquer que la condition (a) assure
que le graphe de ¢(µ) appartient µa l'intersection de tous les ensembles de vecteurs d¶e¯nis
par les contraintes quadratiques engendr¶ees par tous lesW 2 Wcns. La condition (b)
assure queWcns est un cône convexe [Roc70]. La suite du document permettra de donner
une interpr¶etation plus profonde aux conditions (b) et (c) notamment.

Le choix de l'ensembleWcns permet d'obtenir un r¶esultat similaire au Corollaire 1.1
mais cette fois{ci avec une condition qui estn¶ecessaireen plus d'être su±sante.

Th¶eorµeme 1.2. Soient M une matrice r¶eelle sym¶etrique,P un sous{ensemble compact
de Rnµ , ¢ une fonction continue deP dansRnA © £ nA © et

·
A© B©

C© D©

¸

une matrice r¶eelle avecA© appartenant µaRnA © £ nA © telle que la LFT

¢( µ) ?
·

A© B©

C© D©

¸

soit bien pos¶ee surP. Soit Wcns un ensemble sans perte pourP et ¢ .

Alors les deux propositions suivantes sont ¶equivalentes :

(i ) la contrainte quadratique

8µ 2 P;
µ

¢( µ) ?
·

A© B©

C© D©

¸¶ T

M
µ

¢( µ) ?
·

A© B©

C© D©

¸¶
< 0

est v¶eri¯¶ee ;
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(ii ) il existe W 2 Wcns telle que

·
CT

©
D T

©

¸
M

£
C© D©

¤
+

·
I 0

A© B©

¸ T

W
·

I 0
A© B©

¸
< 0: (1.15)

La d¶emonstration du Th¶eorµeme 1.2 est bas¶ee sur le lemme suivant dû µa Iwasaki [IMF00].
Ce lemme peut être vu, sous un certain angle, comme une formulation g¶en¶eralis¶ee des
versions sans perte de laS{proc¶edure.

Lemme 1.4. Soient £ 2 Rp£ p une matrice sym¶etrique etS un ensemble non vide de
matrices r¶eelles sym¶etriques de dimensionp £ p tel que :

(a) S est convexe et est tel que, pour tout¿ > 0 et pour tout S 2 S, on a ¿S2 S;

(b) pour toute matrice non nulle semi{d¶e¯nie positiveH telle que

8S 2 S; Trace(HS) ¸ 0;

il existe m vecteurshi 2 Rp oµu m est le rang deH tels que
8
><

>:

H =
mX

i =1

hi hT
i

8i = 1; ¢ ¢ ¢; m; 8S 2 S; hT
i Shi ¸ 0:

Alors les deux propositions suivantes sont ¶equivalentes :

(i ) pour tout vecteurh 2 f h 2 Rp j 8S 2 S; hT Sh ¸ 0g, on a hT £ h < 0;

(ii ) il existe S 2 S telle que£ + S < 0.

En r¶ealit¶e, ce r¶esultat d'Iwasaki pr¶esente une caract¶erisation de tous les ensemblesS
pour lesquels laS{proc¶edure est sans perte (pour plus de pr¶ecision, se r¶ef¶erer µa l'ar-
ticle [IH05]). Du fait de son grand int¶erêt, la d¶emonstration du Lemme 1.4 est maintenant
pr¶esent¶ee.

D¶emonstration
Su±sance D¶emontrons ((ii ) ) (i )). La proposition (ii ) implique qu'il existe S0 2 S tel
que pour tout vecteurh 2 f h 2 Rp j hT S0h ¸ 0g, on a hT £ h < 0. Commef h 2 Rp j 8S 2
S; hT Sh ¸ 0g µ f h 2 Rp j hT S0h ¸ 0g, la proposition (i ) est obtenu.

N¶ecessit¶e D¶emontrons ((i ) ) (ii )) par l'absurde. Supposons que la proposition (ii ) n'est
pas v¶eri¯¶ee alors que la proposition (i ) l'est.

La d¶emonstration est bas¶ee sur un r¶esultat fondamental d'analyse convexe qui est que
lorsque deux ensembles convexes sont disjoints, ils peuvent être s¶epar¶es par un hyper-
plan [Roc70]. La Figure 1.4 illustre ce r¶esultat. De plus, si l'un des deux ensemble est un
cône alors les deux ensembles sont s¶epar¶es par un hyperplan contenant 0 [Roc70]. Ces
deux r¶esultats sont formellement pr¶esent¶es dans les Annexes, Section A.1.2, page 171.

Le lemme suivant correspond µa la mise en ¾uvre de ce r¶esultat dans l'ensemble des
matrices sym¶etriques. Dans cet ensemble, pour deux matrices de mêmes dimensionsA et
B , Trace(AB ) d¶e¯nit leur produit scalaire. D'autre part, si A et B sont deux matrices
semi{d¶e¯nies positives alors Trace(AB ) ¸ 0. Par suite, pour une matriceH = H T ,
l'ensemblef S j Trace(HS) = 0 g d¶e¯nit un hyperplan contenant 0.



34 Chapitre 1 In ¶egalit ¶es d¶ependant de param µetres

-

6

Ensemble
convexe

Ensemble
convexe

Fig. 1.4 { Illustration de la s¶eparation de deux ensembles convexes par un hyperplan

Soit F une fonction a±ne d'un sous{ensemble convexeE de Rn£ n dans l'ensemble des
matrices sym¶etriquesRp£ p. On d¶esire exprimer qu'il n'existe pas d'¶el¶ement dansE pour
lequel son image parF est d¶e¯nie n¶egative (condition (i ) du lemme ci{dessous).

Cela peut s'interpr¶eter comme le fait que l'ensemble des matrices d¶e¯nies n¶egatives est
disjoint de l'image deE par F . Comme ces deux ensembles sont convexes et que l'ensemble
des matrices d¶e¯nies n¶egatives est un cône, cela est ¶equivalent µa exprimer l'existence d'un
hyperplan passant par 0 tel que les deux ensembles soient s¶epar¶es : il existeH = H T tel
que :

{ le premier demi{espace d¶e¯ni par l'hyperplan contient l'ensemble des matrices d¶e¯nies
n¶egatives : c'est{µa{dire que pour toute matrice d¶e¯nie n¶egativeS, on a

Trace(HS) < 0:

Cette propri¶et¶e sera v¶eri¯¶ee si et seulement siH est une matrice non nulle et semi{
d¶e¯nie positive ;

{ le second demi{espace contient l'image deE par F :

8E 2 E; Trace (HF (E))) ¸ 0:

La condition (ii ) du lemme suivant est ainsi obtenue. Il s'agit de la restriction d'un lemme
pr¶esent¶e dans [MSF97] de l'ensemble des matrices complexes µa l'ensemble des matrices
r¶eelles. Dû µa son grand int¶erêt pour nos d¶eveloppements, il est pr¶esent¶e ci{dessous.

Lemme 1.5. Soient E un ensemble convexe deRn£ n et F une fonction a±ne deE dans
l'ensemble des matrices sym¶etriques deRp£ p.

Alors les deux propositions suivantes sont ¶equivalentes :

(i ) il n'existe pas d'¶el¶ementE 2 E pour lequel

F (E) < 0 ;

(ii ) il existe une matrice non nulleH = H T ¸ 0 telle que

8E 2 E; Trace(HF (E))) ¸ 0:

Appliquons maintenant le Lemme 1.5 dans le cadre de la d¶emonstration du Lemme 1.4
en prenant E = S, E = S et F (E) = £ + S. La condition (ii ) du Lemme 1.4 n'est pas
v¶eri¯¶ee s'il existe une matriceH non nulle et semi{d¶e¯nie positive telle que

8S 2 S; Trace(H (£ + S)) ¸ 0:
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Du fait de la propri¶et¶e (a) du Lemme 1.4, ceci implique
(

Trace(H £) ¸ 0

8S 2 S; Trace(HS) ¸ 0:

En¯n, du fait de la propri¶et¶e (b) du Lemme 1.4, il existem vecteurshi 2 f h 2 Rp j 8S 2
S; hT Sh ¸ 0g tels que :

Trace(H £) =
mX

i =1

hT
i £ hi :

Or comme Trace(H £) ¸ 0, il existe un i pour lequelhT
i £ hi ¸ 0 et hi 2 f h 2 Rp j 8S 2

S; hT Sh ¸ 0g. La contradiction avec la proposition (i ) du Lemme 1.4 est donc obtenue.
¤

Interpr¶etation du Lemme 1.4 Les ¶el¶ements de la d¶emonstration du Lemme 1.4
permettent de donner une interpr¶etation des conditions du lemme. La condition (a) in-
dique que l'ensembleS est un cône convexe [Roc70], ce qui est n¶ecessaire pour assurer la
s¶eparation par un hyperplan passant par 0.

La proposition (i ) peut se r¶ecrire de la fa»con suivante : Trace(H £) < 0 pour toute
matrice H ¸ 0, de rang 1, telle que :

8S 2 S; Trace(HS) ¸ 0:

Cela d¶ecoule du fait quehT £ h = Trace(hhT £) et que hhT d¶ecrit l'ensemble des matrices
semi{d¶e¯nies positives et de rang 1 quandh d¶ecrit l'ensemble des vecteurs.

Cette proposition traduit donc que, dans l'ensemble des matrices sym¶etriques, tout
hyperplan passant par 0 d¶e¯ni par la matriceH ¸ 0 qui est de rang 1, telle que l'ensemble
S soit contenu dans le demi{espace d¶e¯ni parf S j Trace(HS) ¸ 0g, s¶epare forc¶ement cet
ensembleS de la matrice £.

La condition (b) du Lemme 1.4 indique que pour tout hyperplan d¶e¯ni par la matrice
H ¸ 0 telle que l'ensembleS soit contenu dans le demi{plan d¶e¯ni par Trace(HS) ¸ 0, il
est possible de remplacer cet hyperplan parm hyperplans d¶e¯nis par une matrice qui est
de rang 1, avecm qui est le rang deH .

L'int¶erêt apparâ³t quand on examine le Lemme 1.5. Grâce µa la condition (b), l'applica-
tion de ce lemme µa la d¶emonstration par l'absurde du Lemme 1.4 mµene µa un r¶esultat qui
aurait ¶et¶e obtenu si dans le Lemme 1.5, la matriceH pouvait être prise directement de
rang ¶egal µa 1. En e®et, µa ce moment lµa, si la proposition (ii ) du Lemme 1.4 est suppos¶ee
non v¶eri¯¶ee, on obtient un hyperplan d¶e¯ni par une matriceH ¸ 0 de rang 1 tel que
l'ensembleS et la matrice £ soient simultan¶ement contenus dans le demi{espace d¶e¯ni
par f S j Trace(HS) ¸ 0g.

Il est donc possible maintenant de pr¶esenter la d¶emonstration du Th¶eorµeme 1.2 par ap-
plication du Lemme 1.4. Elle est bas¶ee sur le fait que s'il existe un ensembleWcns sans
perte pour P et ¢ alors d'aprµes les conditions de la D¶e¯nition 1.5, la caract¶erisation des
hyperplans d¶e¯nis par une matrice non nulleH ¸ 0 telle que l'ensembleWcns soit contenu
dans le demi{espace d¶e¯ni parf S j Trace(HS) ¸ 0g peut se ramener µa une caract¶erisation
oµu les matricesH se factorisent comme le produit de la transpos¶ee d'un vecteur du graphe
de ¢ multipli¶e par lui{même.
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D¶emonstration du Th¶eorµeme 1.2
Su±sance D¶emontrons ((ii ) ) (i )). L'implication d¶ecoule directement du fait que, pour
toute matrice W 2 Wcns, on a l'inclusion

½·
p
q

¸
2 R2nA ©

¯
¯
¯
¯ 9µ 2 P; p = ¢( µ)q

¾
µ

( ·
p
q

¸
2 R2nA ©

¯
¯
¯
¯
¯

·
p
q

¸ T

W
·

p
q

¸
¸ 0

)

:

Ensuite, le raisonnement est similaire µa celui pr¶esent¶e Section 1.2, page 20.

N¶ecessit¶e D¶emontrons ((i ) ) (ii )). D'aprµes le Th¶eorµeme 1.1, la proposition (i ) du
Th¶eorµeme 1.2 implique qu'il existeW0 = W0

T telle que

8µ 2 P;
·

¢( µ)
I

¸ T

W0

·
¢( µ)

I

¸
¸ 0

et
L (A©; B©; C©; D©; M; W0) < 0

avec la notation

L (A©; B©; C©; D©; M; W0) =
·

CT
©

D T
©

¸
M

£
C© D©

¤
+

·
I 0

A© B©

¸ T

W0

·
I 0

A© B©

¸
:

Par suite, cette derniµere in¶egalit¶e ¶etant stricte, il existe² > 0 tel que

8µ 2 P;
·

¢( µ)
I

¸ T

(W0 + ²I )
·

¢( µ)
I

¸
> 0 (1.16)

et
L (A©; B©; C©; D©; M; W0 + ²I ) < 0:

L'ensembleWcns ¶etant par hypothµese sans perte pourP et ¢, nous avons d'aprµes la
D¶e¯nition 1.5 l'¶egalit¶e d'ensemble suivant
½·

p
q

¸
2 R2nA ©

¯
¯
¯
¯ 9µ 2 P; p = ¢( µ)q

¾
=

( ·
p
q

¸
2 R2nA ©

¯
¯
¯
¯
¯

8W 2 Wcns;
·

q
p

¸ T

W
·

p
q

¸
¸ 0

)

La condition (1.16) est donc ¶equivalente µa : pour tout
·

p
q

¸
2

( ·
p
q

¸
2 R2nA ©

¯
¯
¯
¯
¯

8W 2 Wcns;
·

p
q

¸ T

W
·

p
q

¸
¸ 0

)

;

on a ·
p
q

¸ T

(W0 + ²I )
·

p
q

¸
> 0:

En prenant S = Wcns, les hypothµeses du Lemme 1.4 sont satisfaites. Il existe donc une
matrice W 2 Wcns telle queW < W 0 + ²I . Or de l'implication

W1 · W2 ) L (A©; B©; C©; D©; M; W1) · L (A©; B©; C©; D©; M; W2);

on en d¶eduit qu'il existeW 2 Wcns tel que

L (A©; B©; C©; D©; M; W ) < 0:

La proposition (ii ) du Th¶eorµeme 1.2 est donc d¶emontr¶ee. ¤
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1.4.2 ¶Etude du bien pos¶e d'interconnexions de gains d¶ependant
de paramµetres

Les r¶esultats de la section pr¶ec¶edente suppose que l'interconnexion de gains d¶ependant
de paramµetres consid¶er¶ee est bien pos¶ee. Nous ¶etudions donc dans cette section com-
ment ramener la v¶eri¯cation du bien pos¶e d'une interconnexion de gains d¶ependant de
paramµetres µa la r¶esolution d'un problµeme de faisabilit¶e sous contraintes LMI ind¶ependant
de µ. Nous verrons aussi que, dans certains cas, les conditions propos¶ees dans les r¶esultats
de la section pr¶ec¶edente implique le bien pos¶e de l'interconnexion de gains d¶ependant
de paramµetres. Il n'est alors pas n¶ecessaire de v¶eri¯er le bien pos¶e de l'interconnexion
consid¶er¶ee lors de l'application des r¶esultats de la section pr¶ec¶edente.

Comme dans la section pr¶ec¶edente, le th¶eorµeme suivant indique qu'il est pertinent
d'¶etudier le bien pos¶e d'une interconnexion de gains d¶ependant de paramµetres µa partir
des contraintes quadratiques v¶eri¯¶ees par le graphe des sous{systµemes. En e®et, cette
approche conduit µa des conditions n¶ecessaires et su±santes.

Th¶eorµeme 1.3. Soient P un sous{ensemble compact deRnµ , ¢ une fonction continue de
P dansRnA © £ nA © et ·

A© B©

C© D©

¸

une matrice avecA© appartenant µaRnA © £ nA © .

Alors les deux propositions suivantes sont ¶equivalentes :

(i ) la LFT

¢( µ) ?
·

A© B©

C© D©

¸
(1.17)

est bien pos¶ee surP;

(ii ) il existe W = W T telle que

8µ 2 P;
·

¢( µ)
I

¸ T

W
·

¢( µ)
I

¸
¸ 0 (1.18)

et ·
I

AÁ

¸ T

W
·

I
AÁ

¸
< 0: (1.19)

D¶emonstration Voir les Annexes, Section A.1.3, page 172. ¤

Interpr¶etation des conditions du Th¶eorµeme 1.3 Le bien pos¶e de la LFT (1.17) sur
P est ¶equivalent µa

8µ 2 P;
¡
I ¡ A©¢( µ)

¢
est inversible

ou encore
8µ 2 P;

³
9q 2 RnA © ;

¡
I ¡ A©¢( µ)

¢
q = 0 ) q = 0

´
:

Autrement dit, en notant p = ¢( µ)q,

8µ 2 P;
µ

9q 2 RnA © ; 9p 2 RnA © ;
½

p = ¢( µ)q
q = A©p

)
½

p = 0
q = 0

¶
:
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Cette condition peut s'interpr¶eter en terme de graphes. Pour unµ 2 P donn¶e, l'intersection
du graphe de ¢(µ) et du graphe inverse deA© est le singleton nul :

8µ 2 P;
½·

p
q

¸ ¯
¯
¯
¯ p = ¢( µ)q

¾
\

½·
p
q

¸ ¯
¯
¯
¯ q = A©p

¾
=

½·
0
0

¸¾
: (1.20)

On dit alors que le graphe de ¢(µ) et le graphe inverse deA© sont disjoints ou (topolo-
giquement) s¶epar¶es [Saf80].

Les conditions (1.18) et (1.19) garantissent que les graphes sont topologiquement
s¶epar¶es. En e®et, en post et pr¶e multipliant la condition (1.18) parq, il vient

8µ 2 P;

Ã·
p
q

¸
2

½·
p
q

¸ ¯
¯
¯
¯ p = ¢( µ)q

¾
)

·
p
q

¸ T

W
·

p
q

¸
¸ 0

!

:

C'est{µa{dire, pour tout µ 2 P, les signaux du graphe de ¢(µ) v¶eri¯ent
·

p
q

¸ T

W
·

p
q

¸
¸ 0 ;

alors que les signaux non nuls du graphe inverse deA© v¶eri¯ent
·

p
q

¸ T

W
·

p
q

¸
< 0

puisque, en post et pr¶e multipliant la condition (1.19) parp non nul, il vient
·

p
q

¸
2

½·
p
q

¸ ¯
¯
¯
¯

·
p
q

¸
6=

·
0
0

¸
et q = A©p

¾
)

·
p
q

¸ T

W
·

p
q

¸
< 0:

Les graphes ne peuvent donc s'intersecter que pour
£

pT qT
¤T

=
£

0 0
¤
. La condition

(1.20) est donc satisfaite.

Il est possible de donner une interpr¶etation g¶eom¶etrique trµes simple des conditions
(1.18) et (1.19) quandp et q sont de dimension un. Sur la Figure 1.5, la zone hachur¶ee
correspond µa l'ensemble ( ·

p
q

¸ ¯
¯
¯
¯

·
p
q

¸ T

W
·

p
q

¸
< 0

)

alors que la zone non hachur¶ee correspond µa l'ensemble
( ·

p
q

¸ ¯
¯
¯
¯

·
p
q

¸ T

W
·

p
q

¸
> 0

)

:

Pour tout µ 2 P, le graphe de ¢(µ) est donc contenu dans la zone non hachur¶ee alors que
le graphe inverse deA© est strictement contenu dans la zone hachur¶ee. Leur intersection
ne peut donc se produire qu'µa l'origine.

Bien sûr, v¶eri¯er la s¶eparation des graphes par une contrainte quadratique peut sembler
limitatif. Cependant, comme il est ¶enonc¶e dans le Th¶eorµeme 1.3, v¶eri¯er la s¶eparation des
graphes par une contrainte quadratique est en fait une condition n¶ecessaire et su±sante
de bien pos¶e surP de la LFT (1.17).

On peut ramener la v¶eri¯cation du bien pos¶e d'une interconnexion de gains d¶ependant
de paramµetres µa la r¶esolution d'un problµeme de faisabilit¶e sous contraintes LMI ind¶ependant
de µ. Ceci conduit µa des conditions su±santes.
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Fig. 1.5 { Illustration de la s¶eparation des graphes

Corollaire 1.2. Soient P un sous{ensemble compact deRnµ , ¢ une fonction continue de
P dansRnA © £ nA © et ·

A© B©

C© D©

¸

une matrice r¶eelle avecA© appartenant µaRnA © £ nA © . Soit Wsea un ensemble convexe tel
queWsea µ W.

Alors la proposition (ii ) implique la proposition(i ) :

(i ) la LFT

¢( µ) ?
·

A© B©

C© D©

¸

est bien pos¶ee surP;

(ii ) il existe W 2 Wsea telle que
·

I
AÁ

¸ T

W
·

I
AÁ

¸
< 0: (1.21)

Dans certains cas, il est possible de ramener de fa»con ¶equivalente la v¶eri¯cation du
bien pos¶e d'une interconnexion de gains d¶ependant de paramµetres µa la r¶esolution d'un
problµeme d'optimisation sous contraintes LMI ind¶ependant deµ.

Th¶eorµeme 1.4. Soient P un sous{ensemble compact deRnµ , ¢ une fonction continue de
P dansRnA © £ nA © et ·

A© B©

C© D©

¸

une matrice r¶eelle avecA© appartenant µaRnA © £ nA © . Soit Wcns un ensemble sans perte
pour P et ¢ .

Alors les deux propositions suivantes sont ¶equivalentes :

(i ) la LFT

¢( µ) ?
·

A© B©

C© D©

¸

est bien pos¶ee surP;
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(ii ) il existe W 2 Wcns telle que

·
I

AÁ

¸ T

W
·

I
AÁ

¸
< 0: (1.22)

D¶emonstration Elle est obtenue par une adaptation directe de la d¶emonstration du
Th¶eorµeme 1.2. ¤

Dans certains cas, il est possible que les conditions pr¶esent¶ees pour l'¶etude de la per-
formance impliquent le bien pos¶e de l'interconnexion de gains d¶ependant de paramµetres
consid¶er¶ee. Il est alors plus n¶ecessaire de v¶eri¯er le bien pos¶e lors de l'application des
Th¶eorµemes 1.3 ou 1.4 ou du Corollaire 1.2. Le th¶eorµeme suivant pr¶ecise ceci.

Th¶eorµeme 1.5. Soient M une matrice r¶eelle sym¶etrique,P un sous{ensemble compact
de Rnµ , ¢ une fonction continue deP dansRnA © £ nA © et

·
A© B©

C© D©

¸

une matrice r¶eelle avecA© appartenant µaRnA © £ nA © .

Alors la LFT

¢( µ) ?
·

A© B©

C© D©

¸

est bien pos¶ee surP si les deux conditions suivantes sont v¶eri¯¶ees :

(a) la contrainte quadratique

CT
© MC© ¸ 0 (1.23)

est v¶eri¯¶ee ;

(b) les conditions (1.10) et (1.11) ou la condition (1.12) ou la condition (1.15) sont
v¶eri¯¶ees.

D¶emonstration Supposons que la condition (1.23) est v¶eri¯¶ee. D¶emontrons alors que les
conditions (1.10) et (1.11) impliquent les conditions (1.18) et (1.19), qui sont ¶equivalentes

µa ce que la LFT ¢(µ) ?
·

A© B©

C© D©

¸
soit bien pos¶ee surP.

En fait, les conditions (1.10) et (1.18) sont identiques. La condition (1.11) implique
que

CT
© MC© +

·
I

A©

¸ T

W
·

I
A©

¸
< 0:

Cette derniµere condition implique la condition (1.19) du fait de la condition (1.23).

La d¶emonstration des deux autres cas (les conditions (1.23) et (1.12) impliquent la
condition (1.21), les conditions (1.23) et (1.15) impliquent la condition (1.22)) est omise
car trµes similaire. ¤
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1.4.3 ¶Etude de deux cas d'interconnexions de gains d¶ependant
de paramµetres

Dans l'¶etude de la performance et du bien pos¶e d'une interconnexion de gains d¶ependant
de paramµetres, l'obtention d'un problµeme de faisabilit¶e sous contraintes LMI ind¶ependant
de paramµetre repose sur la description du graphe des sous{systµemes ou un sur{ensemble
par des contraintes quadratiques g¶en¶er¶ees par les matrices sym¶etriques d'un ensemble
convexe (les ensemblesWsea et Wcns). Dans cette section, nous donnons une d¶e¯nition
explicite de ces ensembles de matrices sym¶etriques pour les deux cas de ¯gure que nous
rencontrerons dans la suite de ce document :

1. les sous{systµemes sont identiques et correspondent µa un gainµ prenant toute valeur
dans l'intervalle [µ; µ] :
{ nµ = 1 et P = [ µ; µ] est un intervalle born¶ee deR, i.e. µ et µ sont ¯nies ;
{ ¢( µ) = µI ;

2. les sous{systµemes sont de même nature et correspondent µa di®¶erents gainsµi prenant
toute valeur dans l'intervalle [µi ; µi ] :
{ nµ est un entier strictement plus grand que 1 etP = [ µ1 ; µ1] £ ¢ ¢ ¢ £[µnµ

; µnµ ] est
un polytope born¶e deRnµ , i.e., pour tout i , µi et µi sont ¯nies ;

{ ¢( µ) = diag ( µ1I; : : : ; µnµ I ).

Premier cas Dans le premier cas, il est possible de construire un ensembleWcns sans
perte pour l'ensembleP et la fonction ¢ consid¶er¶es.

Lemme 1.6. Soient P = [ µ; µ] un intervalle born¶e deR, i.e. µ et µ sont ¯nies, et ¢( µ) =
µInA ©

.

Alors l'ensemble

Wcns(nA © ) =

8
><

>:
W = W T

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

9D 2 RnA © £ nA © ; D > 0; 9G = ¡G T 2 RnA © £ nA © ;

W =
·

¡ 2D (µ + µ)D + G
(µ + µ)D ¡ G ¡ 2µµD

¸

9
>=

>;

est sans perte pourP et ¢ .

Il est alors possible de transformer de fa»con ¶equivalente l'¶etude des performances et du
bien pos¶e de telles interconnexions de gains d¶ependant de paramµetres en la r¶esolution
d'un problµeme de faisabilit¶e sous contraintes LMI ind¶ependant de paramµetre.

D¶emonstration La d¶emonstration consiste µa v¶eri¯er que l'ensembleWcns d¶e¯ni dans le
lemme satisfait les trois conditions de la D¶e¯nition 1.5. Pour cela, les propri¶et¶es suivantes
de la Trace sont utilis¶ees : Trace(AB ) = Trace( BA ) et

Trace
µ·

A11 A12

A21 A22

¸ ·
B11 B12

B21 B22

¸¶
= Trace(A11B11) + Trace( A12B12) + : : :

¢ ¢ ¢+ Trace(A21B21) + Trace( A22B22):
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Condition (a) Il faut montrer que l'ensemble
½·

p
q

¸
2 R2nA ©

¯
¯
¯
¯ 9µ 2 [µ; µ]; p = µq

¾

coÄ³ncide avec l'ensemble
( ·

p
q

¸
2 R2nA ©

¯
¯
¯
¯
¯

8W 2 Wcns;
·

p
q

¸ T

W
·

p
q

¸
¸ 0

)

:

Montrons que le premier ensemble est inclus dans le second. Soit
£

pT qT
¤T

un ¶el¶ement
du premier ensemble. Alors pourµ 2 [µ; µ],

·
p
q

¸ T

W
·

p
q

¸
= qT

¡
2(µ ¡ µ)(µ ¡ µ)D + µ(G+ GT )

¢
q:

Commeµ 2 [µ; µ], D > 0 et G+ GT = 0, on a

·
p
q

¸ T

W
·

p
q

¸
¸ 0

Par suite,
£

pT qT
¤T

est un ¶el¶ement du second ensemble.

Montrons maintenant que le second ensemble est inclus dans le premier. Soit
£

pT qT
¤T

un ¶el¶ement du second ensemble. Alors

8W 2 Wcns;
·

p
q

¸ T

W
·

p
q

¸
¸ 0:

Cette expression est ¶equivalente µa

8D > 0; 8G = ¡G T ; Trace
µ·

¡ 2D (µ + µ)D + G
(µ + µ)D ¡ G ¡ 2µµD

¸ ·
p
q

¸
£

pT qT
¤
¶

¸ 0;

soit, pour tout D > 0 et pour tout G = ¡G T ,

Trace
¡
(¡ 2µµqqT + ( µ + µ)(qpT + pqT ) ¡ 2ppT )D

¢
+ Trace

¡
(pqT ¡ qpT )G

¢
¸ 0:

Comme cette derniµere expression est vraie pour toutD > 0 et pour tout G = ¡G T , elle
est ¶equivalente µa (

¡ 2µµqqT + ( µ + µ)(qpT + pqT ) ¡ 2ppT ¸ 0

pqT ¡ qpT = qpT ¡ pqT = 0:

La proposition (ii ) du lemme suivant permet de conclure qu'il existe un scalaireµ 2 [µ; µ]
tel que p = µq.

Lemme 1.7. Soient F et G deux matrices r¶eelles de même dimensions,µ et µ deux r¶eels
tels queµ < µ.

Alors les deux propositions suivantes sont v¶eri¯¶ees :
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(i ) GGT ¡ FF T ¸ 0 et FGT ¡ GF T = 0 si et seulement s'il existe une matriceU = UT

telle que¡ I · U · I et F = GU ;

(ii ) ¡ 2µµGGT + ( µ + µ)(FGT + GF T ) ¡ 2FF T ¸ 0 et FGT ¡ GF T = 0 si et seulement
s'il existe une matrice r¶eelleU = UT telle queµI · U · µI et F = GU.

D¶emonstration Voir les Annexes, Section A.1.4, page 172. ¤

Par suite,
£

pT qT
¤T

est un ¶el¶ement du premier ensemble. La condition (a) est donc
v¶eri¯¶ee.

Condition (b) Cette condition est satisfaite puisqueWcns est un cône convexe.

Condition (c) Il faut montrer que pour toute matrice non nulle semi{d¶e¯nie positive
H telle que

8W 2 Wcns; Trace(HW ) ¸ 0; (1.24)

il existe m vecteurshi 2 Rp oµu m est le rang deH tels que

8
><

>:

H =
mX

i =1

hi hT
i

8i = 1; ¢ ¢ ¢; m; 8W 2 Wcns; hT
i Whi ¸ 0:

(1.25)

Soient H1 et H2 des matrices telles que
£

H T
1 H T

2

¤T
soit de rang m et telles que

H =
£

H T
1 H T

2

¤T £
H T

1 H T
2

¤
. Nous avons alors Trace(HW ) qui est ¶egal µa :

Trace
¡
(¡ 2µµH2H T

2 + ( µ + µ)(H1H T
2 + H2H T

1 ) ¡ 2H1H T
1 )D

¢
+Trace

¡
(H2H T

1 ¡ H1H T
2 )G

¢
:

D'aprµes la condition (1.24), cette derniµere expression est positive pour toutD > 0 et pour
tout G = ¡G T . La condition (1.24) est donc ¶equivalente µa

(
¡ 2µµH2H T

2 + ( µ + µ)(H1H T
2 + H2H T

1 ) ¡ 2H1H T
1 ¸ 0

H2H T
1 ¡ H1H T

2 = H1H T
2 ¡ H2H T

1 = 0

ce qui par application de la proposition (ii ) du Lemme 1.7 est ¶equivalent µa l'existence
d'une matrice U = UT telle queµI · U · µI et telle queH1 = H2U.

Soit la d¶ecomposition spectrale de la matriceU :

U =
mX

i =1

¸ i ui uT
i avec

mX

i =1

ui uT
i = I et 8i = 1; ¢ ¢ ¢; m; µ · ¸ i · µ:
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Alors

H =
·

H1

H2

¸
£

H T
1 H T

2

¤

=
·

H1

H2

¸ mX

i =1

ui uT
i

£
H T

1 H T
2

¤

=
mX

i =1

µ·
H1

H2

¸
ui

¶ µ·
H1

H2

¸
ui

¶ T

=
mX

i =1

µ
H2

·
U
I

¸
ui

¶ µ
H2

·
U
I

¸
ui

¶ T

=
mX

i =1

µ
H2

·
¸ i ui

ui

¸¶ µ
H2

·
¸ i ui

ui

¸¶ T

=
mX

i =1

·
¸ i »i

»i

¸
£

¸ i »T
i »T

i

¤
:

De plus, comme pour touti = 1; ¢ ¢ ¢; m, µ · ¸ i · µ, nous avons bien

8i = 1; ¢ ¢ ¢; m; 8W 2 Wcns;
£

¸ i »T
i »T

i

¤
W

·
¸ i »i

»i

¸
¸ 0:

La condition (1.25) est donc satisfaite avec

hi =
·

¸ i »i

»i

¸
:

¤

Second cas Dans le second cas, il est possible de construire un ensembleWsea pour
l'ensembleP et la fonction ¢ consid¶er¶es.

Lemme 1.8. Soient nµ un entier strictement sup¶erieur µa 1,P = [ µ1 ; µ1] £ ¢ ¢ ¢ £[µnµ
; µnµ ]

un compact born¶e deRnµ , i.e. pour tout i = 1; ¢ ¢ ¢; nµ, µi et µi sont ¯nies, et ¢( µ) =
diag

¡
µ1I k1 ; : : : ; µnµ I kn µ

¢
. Notons k le vecteur

£
k1 ¢ ¢ ¢ knµ

¤T
.

Alors pour tout W 2 Wsea(k) avecWsea(k) d¶e¯ni par
8
>>>>>>><

>>>>>>>:

·
W11 W12

W T
12 W22

¸

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

8i = 1; ¢ ¢ ¢; nµ; 9D i = DT
i 2 Rk i £ k i ; D i > 0; 9Gi = ¡G T

i 2 Rk i £ k i ;

W11 = diag(¡ 2D1; ¢ ¢ ¢; ¡ 2Dnµ );

W12 = diag((µ1 + µ1)D1 + G1; ¢ ¢ ¢; (µnµ + µnµ )Dnµ + Gnµ );

W22 = diag(¡ 2µ1µ1D1; ¢ ¢ ¢; ¡ 2µnµ µnµ Dnµ )

9
>>>>>>>=

>>>>>>>;

;

la condition

8µ 2 P;
·

¢( µ)
I

¸ T

W
·

¢( µ)
I

¸
¸ 0

est v¶eri¯¶ee.
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D¶emonstration Soient W 2 Wsea(k) et µ 2 P. En d¶eveloppant, il vient

·
¢( µ)

I

¸ T

W
·

¢( µ)
I

¸
= diag(L1(µ); ¢ ¢ ¢; Lnµ (µ))

avec
L i (µ) = 2( µi ¡ µi )(µi ¡ µi )D i + µi (Gi + GT

i ):

Comme pour tout i = 1; ¢ ¢ ¢; nµ, µi 2 [µi ; µi ], D i > 0 et Gi + GT
i = 0

8i = 1; ¢ ¢ ¢; nµ; L i (µ) ¸ 0:

Par suite, la condition ·
¢( µ)

I

¸ T

W
·

¢( µ)
I

¸
¸ 0

est v¶eri¯¶ee. ¤

Le Lemme 1.8 ne donne pas d'information sur le fait que l'ensembleWsea(k) soit ou
non sans perte pour lesP et ¢ consid¶er¶es. Nous allons montrer par l'absurde que ce n'est
pas le cas sinµ est quelconque, en utilisant le fort lien qui existe entre le problµeme de
bien pos¶e d'une repr¶esentation LFT surP et le problµeme de¹ {analyse [Doy82]. En e®et,
la d¶emonstration est bas¶ee sur le fait qu'un problµeme de¹ {analyse r¶eel [BYDM94, Fu97]
peut toujours être transform¶e en un problµeme de bien pos¶e d'une interconnexion de gains
d¶ependant de paramµetres.

Le problµeme de¹ {analyse r¶eel peut se formuler comme le problµeme suivant : soient
µ̂ > 0, P = [ ¡ µ̂ ; µ̂] £ ¢ ¢ ¢[¡ µ̂ ; µ̂], X une matrice complexe et ¢(µ) = diag ( µ1I; : : : ; µnµ I ),
v¶eri¯er si

8µ 2 P; (I ¡ X ¢( µ)) est inversible.

NotonsX R la partie r¶eelle deX et X I la partie imaginaire deX . Le problµeme de¹ {analyse
r¶eel peut alors se reformuler de la fa»con suivante : v¶eri¯er si

8µ 2 P;
µ

I ¡
·

X R ¡ X I

X I X R

¸ ·
¢( µ) 0

0 ¢( µ)

¸¶
est inversible.

En permutant judicieusement les lignes et les colonnes de cette derniµere matrice, ce
problµeme est exactement un problµeme de bien pos¶e surP d'une interconnexion de gains
d¶ependant de paramµetres.

Maintenant, supposons que l'ensembleWsea(k) d¶e¯ni dans le Lemme 1.8 soit sans
perte pour lesP et ¢ consid¶er¶es. Avec l'utilisation du Th¶eorµeme 1.4, il serait alors pos-
sible d'obtenir des conditions n¶ecessaires et su±santes pour la v¶eri¯cation du bien pos¶e
d'une repr¶esentation LFT sous la forme d'un problµeme d'optimisation sous contraintes
LMI [BEFB94]. Or le problµeme de¹ {analyse r¶eel estN P {complet [BYDM94, Fu97] ; le
problµeme de bien pos¶e d'une repr¶esentation LFT l'est donc aussi. Les problµemes d'opti-
misation sous contraintes LMI sont des problµemesP et ne sont donc pas des problµemes
N P {complet. D'oµu la contradiction. L'ensembleWsea(k) d¶e¯ni dans le Lemme 1.8 n'est
pas sans perte pour lesP et ¢ consid¶er¶es lorsquenµ est quelconque.

Remarque 1.1. Nous avons suppos¶e que l'ensemble des problµemesN P {complet et dis-
joints de l'ensemble des problµemesP. C'est une hypothµese largement admise [GJ79].
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1.5 Repr¶esentation LFT des fonctions rationnelles

Dans la suite du document, nous ¶etudierons des in¶egalit¶es qui d¶ependent rationnelle-
ment deµ. A¯n de pouvoir appliquer les r¶esultats pr¶ec¶edents, il est n¶ecessaire de pouvoir
construire une repr¶esentation LFT de matrices de fonctions rationnelles enµ.

D¶e¯nition 1.6. Soient nµ un entier naturel, P un compact deRnµ , ©(µ) une fonction
continue de P dans Rl£ c, ¢( µ) une fonction continue deP dans RnA © £ nA © , et A© 2
RnA © £ nA © , B© 2 RnA © £ c, C© 2 Rl£ nA © et D© 2 Rl£ c des matrices.

Si ¢( µ), A©, B©, C© et D© sont telles que

8µ 2 P; ¢( µ) ?
·

A© B©

C© D©

¸
= ©( µ);

la LFT

¢( µ) ?
·

A© B©

C© D©

¸

est dite être une repr¶esentation LFT de©(µ).

La question est de savoir sous quelles conditions une fonction rationnelle admet une
repr¶esentation LFT. Nous nous int¶eressons aux deux cas de ¯gure suivants :

1. ©(µ) est une fonction rationnelle d'une variable :nµ = 1 ;

2. ©(µ) est une fonction rationnelle de plusieurs variables :nµ est un entier strictement
plus grand que 1.

Premier cas Le lemme suivant ¶enonce qu'une fonction rationnelle d'une variable admet
une repr¶esentation LFT si et seulement si elle est bien pos¶e en 0 [ZDG96].

Lemme 1.9. Soient N un entier naturel et ©(µ) une matrice de fonctions rationnelles
en µ :

©(µ) =
T(µ)
c(µ)

=

P N
j =0 Tj µj

P N
j =0 cj µj

oµu lescj sont des r¶eels.

Alors les deux propositions suivantes sont ¶equivalentes :

(i ) il existe un entier naturel nA © et des matricesA©, B©, C© et D© avecdim(A©) =
nA © £ nA © telles que

(µInA ©
) ?

·
A© B©

C© D©

¸
= ©( µ);

(ii ) ©(µ) est bien pos¶ee en0, i.e. c0 6= 0.

Dans la suite du document, nous supposerons sans perte de g¶en¶eralit¶e quec0 = 1.

D¶emonstration
N¶ecessit¶e D¶emontrons ((i ) ) (ii )). Nous avons

©(0) =
T0

c0
= D©:

Ce qui implique c0 6= 0.
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Su±sance D¶emontrons ((ii ) ) (i )) par construction d'une repr¶esentation LFT de la
fonction ©(µ). Elle peut se r¶ecrireT(µ)(c(µ)I )¡ 1. Une repr¶esentation LFT de ©(µ) peut
être obtenue si on est capable de construire une repr¶esentation LFT de la matrice de
polynômesT(µ) et une repr¶esentation LFT inversible de la matrice de polynômesc(µ)I
puisque le produit de deux LFTs est une LFT et que l'inverse d'une LFT, si elle existe,
est une LFT (voir les op¶erations sur les LFTs d¶e¯nies dans les Annexes, Section A.1.5,
page 175).

Une matrice de polynômes ¶etant une concat¶enation de polynômes, et la concat¶enation
de LFTs ¶etant une LFT, une repr¶esentation LFT d'une matrice de polynômes peut être
obtenue µa partir de la repr¶esentation LFT d'un polynôme. Un polynôme ¶etant la somme de
monômes, et la somme de LFTs ¶etant une LFT, une repr¶esentation LFT d'une polynôme
peut être obtenue µa partir de la repr¶esentation LFT d'un monôme. Un monôme ¶etant le
produit de monômes de degr¶e 1, et le produit de LFTs ¶etant une LFT, une repr¶esentation
LFT d'un monôme peut être obtenue µa partir de la repr¶esentation LFT d'un monôme de
degr¶e 1. Or un monôme de degr¶e 1 admet la repr¶esentation LFT suivante

µ = µ ?
·

0 1
1 0

¸
:

Il est µa noter qu'en construisant ainsi une repr¶esentation LFT d'une matrice de polynômes,
la matrice ¢( µ) est diagonale et est donc ¶egal µaµI .

Soit une repr¶esentation LFT dec(µ)I :

c(µ)I = ( µI ) ?
·

Ac Bc

Cc Dc

¸
:

Donc c(0)I = c0I = Dc. c0 ¶etant un r¶eel non nul,Dc est inversible et l'inverse de la
repr¶esentation LFT dec(µ)I existe. ¤

Lorsqu'une fonction rationnelle d'une variable admet une repr¶esentation LFT, cette
repr¶esentation LFT n'est pas unique. Parmi toutes les repr¶esentations LFT possibles, il
est int¶eressant d'en chercher une pour laquelle l'ordre (la valeurnA © ) est le plus petit
possible. On dit alors que l'on cherche une repr¶esentation LFT minimale de ©(µ).

D¶e¯nition 1.7 (Minimalit¶e d'une repr¶esentation LFT). Soit ©(µ) une fonction deµ. Soit
une repr¶esentation LFT de©(µ) :

(µInA ©
) ?

·
A© B©

C© D©

¸
= ©( µ):

Cette repr¶esentation LFT de©(µ) est dite minimale si pour toute autre repr¶esentation
LFT de ©(µ) :

(µIk) ?
·

A B
C D

¸
= ©( µ)

on a
k ¸ nA © :

Dans le pr¶esent cas (nµ = 1), il est possible de faire une analogie formelle entre une
repr¶esentation LFT de ©(µ) comme une LFT deµI par une matrice constante et une
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repr¶esentation d'¶etat d'un systµeme LTI discret. En e®et, un systµeme LTI discret peut être
repr¶esenter par une fraction rationnelle enz¡ 1 :

P N
j =0 Tj z¡ j

1 +
P N

j =1 cj z¡ j
:

Il peut aussi être repr¶esent¶e par sa repr¶esentation d'¶etat, qui est en fait une repr¶esentation
LFT

D + C(zI ¡ A)¡ 1B = D + C(z¡ 1I )
¡
I ¡ A(z¡ 1I )

¢¡ 1
B = ( z¡ 1I ) ?

·
A B
C D

¸
:

Bas¶ee sur cette analogie formelle et la d¶e¯nition d'une repr¶esentation d'¶etat minimale
[ZDG96], il est possible d'utiliser les repr¶esentations d'¶etat minimale des systµemes LTI
discrets (par exemple, les repr¶esentations canoniques) pour les fonctions rationnelles en
µ. Dans la suite du document, la fonction rationnelle

2

6
6
4

I p µN

1+
P N

j =1 cj µj

...
I p

1+
P N

j =1 cj µj

3

7
7
5

apparâ³tra souvent. Le lemme suivant en donne une repr¶esentation LFT minimale.

Lemme 1.10. Soient N un entier naturel et ©(µ) une fonction rationnelle enµ :

©(µ) =

2

6
6
4

I p µN

1+
P N

j =1 cj µj

...
I p

1+
P N

j =1 cj µj

3

7
7
5

oµu lescj sont des r¶eels.

Alors une repr¶esentation LFT minimale de©(µ) est donn¶ee par

(µINp ) ? Jp(cj ) = ©( µ)

avec

Jp(cj ) =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

0 I p 0 ¢ ¢ ¢ 0 0
...

. . . . . . . . .
...

...
...

. . . . . . 0
...

0 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢0 I p 0
¡ cN I p ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¡c1I p I p

I p 0 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ 0 0

0
. . . . . .

...
...

...
. . . . . . . . .

...
...

...
. . . . . . 0

...
0 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢0 I p 0

¡ cN I p ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¡c1I p I p

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

:
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D¶emonstration La d¶emonstration est bas¶ee sur l'analogie formelle avec la repr¶esentation
d'¶etat des systµemes LTI discrets. Une repr¶esentation LFT minimale de ©(µ) se d¶eduit
directement d'une repr¶esentation d'¶etat minimale du systµeme LTI discret suivant

©
¡
z¡ 1

¢
=

2

6
6
4

I p z¡ N

1+
P N

j =1 cj z¡ j

...
I p

1+
P N

j =1 cj z¡ j

3

7
7
5 :

Or une repr¶esentation d'¶etat minimale de ce systµeme est bien (z¡ 1I Np ) ? Jp(ci ). ¤

Second cas Le lemme suivant ¶enonce qu'une fonction rationnelle de plusieurs variables
admet une repr¶esentation LFT si et seulement si elle est bien pos¶e en 0 [ZDG96].

Lemme 1.11. Soientnµ un entier naturel strictement sup¶erieur µa 1 etN j , j = 1; ¢ ¢ ¢; nµ,
des entiers naturels et©(µ) une matrices de fonctions rationnelles enµ =

£
µ1 ¢ ¢ ¢ µnµ

¤T
:

©(µ) =

P N1
i 1=0 ¢ ¢ ¢

P N i n µ
i n µ =0 T(i 1 ;:::;i n µ )µ

i 1
1 : : : µ

i n µ
nµ

P N1
i 1=0 ¢ ¢ ¢

P N i n µ
i n µ =0 c(i 1 ;:::;i n µ )µ

i 1
1 : : : µ

i n µ
nµ

oµu lesc(i 1 ;:::;i n µ ) sont des r¶eels.

Alors les deux propositions suivantes sont ¶equivalentes :

(i ) il existe des entiers naturelski , i = 1; ¢ ¢ ¢; nµ, et des matricesA©, B©, C© et D©

telles que

diag(µ1I k1 ; ¢ ¢ ¢; µnµ I kn µ
) ?

·
A© B©

C© D©

¸
= ©( µ);

(ii ) ©(µ) est bien pos¶e en0, i.e. c(0;¢¢¢;0) 6= 0.

Dans la suite du document, nous supposerons sans perte de g¶en¶eralit¶e quec(0;:::;0) = 1.

D¶emonstration La d¶emonstration suit les mêmes lignes que la d¶emonstration du Lemme
1.9 µa ceci prµes que la matrice ¢(µ) obtenue est diagonale en les ¶el¶ements deµ. En
r¶eordonnant lesµi , il est alors possible de trouver une repr¶esentation LFT de ©(µ) avec
¢( µ) de la forme diag(µ1I k1 ; ¢ ¢ ¢; µnµ I kn µ

). Ce r¶eordonnancement revient µa permuter des
lignes et des colonnes dans la repr¶esentation LFT (voir l'op¶eration de changement de base
dans l'espace� d'¶etat � dans les Annexes, Section A.1.5, page 175, avecTq = Tp une
matrice de permutation ad¶equate). ¤

Comme dans le cas des fonctions rationnelles d'une variable, il est int¶eressant de re-
chercher une repr¶esentation LFT minimale. Cependant, la di±cult¶e est qu'il n'est plus
possible de faire une analogie formelle avec la repr¶esentation d'¶etat d'un systµeme lin¶eaire
stationnaire. Dans le cas des fonctions µa plusieurs variables, le problµeme de la minimalit¶e
d'une repr¶esentation LFT est un problµeme di±cile et reste largement ouvert (voir [Fon95]
pour une discussion).
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Cas d'une fraction rationnelle mal pos¶ee en 0 L'approche d¶evelopp¶ee dans ce
chapitre suppose l'existence d'une repr¶esentation LFT. Or dans le cas d'une fonction
rationnelle, nous venons de voir qu'une repr¶esentation LFT n'existe que si la fonction
rationnelle est bien pos¶ee en 0. Une question se pose alors : est-il possible de v¶eri¯er
l'in¶egalit¶e

8µ 2 P; ©(µ)T M ©(µ) < 0

oµu ©(µ) est une fonction rationnelle bien pos¶ee surP avecP ne contenant pas 0, mais oµu
©(µ) est mal pos¶ee en 0 ?

En fait, il est possible de se ramener au cas pr¶ec¶edent oµu ©(µ) est bien pos¶ee en 0 en
faisant un changement de paramµetre :

µnew = µ ¡ µb

oµu µb 2 P avec le nouvel ensemble

Pnew = f µnew j 9µ 2 P; µnew = µ ¡ µbg:

Sans perte de g¶en¶eralit¶e, nous supposerons dans la suite de ce document que toutes
les fonctions rationnelles rencontr¶ees admettent une repr¶esentation LFT,i.e. sont bien
pos¶ees en 0.

1.6 In¶egalit¶es d¶ependant rationnellement de paramµe-
tres

Dans cette section, nous voulons transformer le problµeme de v¶eri¯er une in¶egalit¶e
d¶ependant rationnellement de paramµetres (un problµemea priori di±cile) en un problµeme
de faisabilit¶e sous contraintes LMI ind¶ependant de paramµetre. Cette transformation est
int¶eressante puisque ces derniers problµemes peuvent se r¶esoudre e±cacement. Pour cela,
nous regroupons les r¶esultats pr¶ec¶edemment ¶enonc¶es dans ce chapitre. Comme depuis le
d¶ebut de ce chapitre, nous consid¶erons les deux cas de ¯gure suivants :

1. l'in¶egalit¶e d¶epend rationnellement d'un paramµetre :nµ = 1 et P = [ µ; µ] est un
intervalle born¶ee deR, i.e. µ et µ sont ¯nies ;

2. l'in¶egalit¶e d¶epend rationnellement de plusieurs paramµetres :nµ est un entier stric-
tement plus grand que 1 etP = [ µ1 ; µ1] £ ¢ ¢ ¢ £[µnµ

; µnµ ] est un polytope born¶e de
Rnµ , i.e., pour tout i , µi et µi sont ¯nies.

Premier cas Pour le cas d'une in¶egalit¶e d¶ependant rationnellement d'un paramµetre,
le th¶eorµeme suivant ¶enonce que la v¶eri¯cation de cette in¶egalit¶e se transforme, de fa»con
¶equivalente, en un problµeme d'optimisation sous contraintes LMI ind¶ependant de pa-
ramµetre.

Th¶eorµeme 1.6 (KYP r¶eel). Soient M une matrice sym¶etrique,[µ; µ] un intervalle born¶e
de R, i.e. µ et µ sont ¯nies, N un entier naturel et ©(µ) une matrice de fonctions ration-
nelles enµ, bien pos¶ees sur[µ; µ] :

©(µ) =

P N
j =0 Tj µj

1 +
P N

j =1 cj µj
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oµu lescj sont des r¶eels. Soient une repr¶esentation LFT de©(µ)

(µInA ©
) ?

·
A© B©

C© D©

¸
= ©( µ)

et Wcns(nA © ) l'ensemble d¶e¯ni par

Wcns(nA © ) =

8
><

>:
W = W T

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

9D 2 RnA © £ nA © ; D > 0; 9G = ¡G T 2 RnA © £ nA © ;

W =
·

¡ 2D (µ + µ)D + G
(µ + µ)D ¡ G ¡ 2µµD

¸

9
>=

>;
:

Alors les deux propositions suivantes sont ¶equivalentes :

(i ) la contrainte quadratique

8µ 2 [µ; µ]; ©(µ)T M ©(µ) < 0

est v¶eri¯¶ee ;

(ii ) il existe W 2 Wcns telle que

·
CT

©
D T

©

¸
M

£
C© D©

¤
+

·
I 0

A© B©

¸ T

W
·

I 0
A© B©

¸
< 0: (1.26)

D¶emonstration Par application du Th¶eorµeme 1.2, page 32, en conjonction avec le
Lemme 1.6, page 41. ¤

Le Th¶eorµeme 1.6 peut être vu comme une extension du Lemme de Kalman Yakubovich
Popov (voir le Lemme 1.2, page 24). D'ailleurs, les problµemes sont formellement similaires :
d'un côt¶e la v¶eri¯cation d'une in¶egalit¶e d¶ependant rationnellement d'un paramµetre r¶eelµ;
de l'autre côt¶e la v¶eri¯cation d'une in¶egalit¶e d¶ependant rationnellement d'un paramµetre
complexeej!T s . Les hypothµeses sont aussi trµes similaires : ©(µ) est une matrice de fonctions
rationnelles enµ alors que ©(ej!T s ) est une matrice de fonctions rationnelles enej!T s ;
©(µ) est bien pos¶ee sur [µ; µ], c'est{µa{dire pour tout µ 2 [µ; µ], det(I ¡ A©µI ) 6= 0
alors que ©(ej!T s ) est bien pos¶ee sur [¡ ¼

Ts
; ¼

Ts
], c'est{µa{dire pour tout ! 2 [¡ ¼

Ts
; ¼

Ts
],

det(ej!T s I ¡ A©) 6= 0. La condition (1.26) obtenue est aussi trµes similaire µa la condition
(1.7). Cette similitude est d'autant plus frappante si l'on considµere queµ est de module
inf¶erieur ou ¶egal µa 1 (i.e. µ = ¡ 1 et µ = 1) comme pourej!T s . La condition (1.26) devient
alors

·
CT

©
D T

©

¸
M

£
C© D©

¤
+

·
I 0

A© B©

¸ T ·
¡ 2D G
¡G 2D

¸ ·
I 0

A© B©

¸
< 0:

La matrice G sert µa prendre en compte le fait queµ est r¶eel. Dans le cas deej!T s qui est
complexe, la variable de d¶ecisionG n'existe donc pas. En enlevantG, la derniµere condition
(avec P = 2D) est la condition obtenue dans le Lemme de Kalman Yakubovich Popov
qui est rappel¶ee ici :

·
CT

©
D T

©

¸
M

£
C© D©

¤
+

·
I 0

A© B©

¸ T ·
¡ P 0
0 P

¸ ·
I 0

A© B©

¸
< 0:
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Du fait de ces applications potentielles importantes, d'autres extensions du Lemme de
Kalman Yakubovich Popov ont ¶et¶e r¶ecemment ¶etudi¶ees, avec un accent sur la n¶ecessit¶e
[IMF00, IH03, Sch03]. Une forte relation peut être faite avec le calcul de la valeur du
¹ [Doy82] pour des ensembles particuliers d'incertitudes oµu la borne sup¶erieure de¹
[FTD91, MSF97] donne en fait la v¶eritable valeur du¹ (voir aussi la Section 1.4.3, page
41).

De plus, des r¶esultats r¶ecents sur des algorithmes d¶edi¶es µa la r¶esolution des conditions
LMI du KYP (voir [VBWH03] et les r¶ef¶erences cit¶ees) font apparâ³tre qu'il existe des
algorithmes bien plus e±caces qu'une application directe des algorithmes de r¶esolution
g¶en¶eraux de LMI comme celui de [GNLC95].

Un autre int¶erêt du Lemme de Kalman Yakubovich Popov est qu'il peut s'interpr¶eter
en terme de graphe, de même pour son extension. Nous avons donc r¶esolu un problµeme
hors Automatique avec des concepts d'Automatique, ce qui peut grandement faciliter
l'assimilation du r¶esultat par un lecteur Automaticien.

Second cas Pour le cas d'une in¶egalit¶e d¶ependant rationnellement de plusieurs pa-
ramµetres, la v¶eri¯cation de cette in¶egalit¶e se transforme aussi en un problµeme de faisabilit¶e
sous contraintes LMI ind¶ependant de paramµetre. En revanche, les conditions obtenues ne
sont plus n¶ecessaires.

Th¶eorµeme 1.7. Soient M une matrice sym¶etrique,nµ un entier strictement sup¶erieur µa
1 et P = [ µ1 ; µ1] £ ¢ ¢ ¢ £[µnµ

; µnµ ] un compact born¶e deRnµ , i.e. pour tout i = 1; ¢ ¢ ¢; nµ,
µi et µi sont ¯nies, nµ entiers naturelsN j et ©(µ) une matrices de fonctions rationnelles
en µ =

£
µ1 ¢ ¢ ¢ µnµ

¤T
, bien pos¶ees surP :

©(µ) =

P N1
i 1=0 ¢ ¢ ¢

P N i n µ
i n µ =0 T(i 1 ;:::;i n µ )µ

i 1
1 : : : µ

i n µ
nµ

P N1
i 1=0 ¢ ¢ ¢

P N i n µ
i n µ =0 c(i 1 ;:::;i n µ )µ

i 1
1 : : : µ

i n µ
nµ

oµu lesc(i 1 ;:::;i n µ ) sont des r¶eels avecc(0;:::;0) = 1. Soient une repr¶esentation LFT de©(µ)

diag(µ1I k1 ; ¢ ¢ ¢; µnµ I kn µ
) ?

·
A© B©

C© D©

¸
= ©( µ)

et Wsea(ki ) l'ensemble d¶e¯ni par
8
>>>>>>><

>>>>>>>:

·
W11 W12

W T
12 W22

¸

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

8i = 1; ¢ ¢ ¢; nµ; 9D i = DT
i 2 Rk i £ k i ; D i > 0; 9Gi = ¡G T

i 2 Rk i £ k i ;

W11 = diag(¡ 2D1; ¢ ¢ ¢; ¡ 2Dnµ );

W12 = diag((µ1 + µ1)D1 + G1; ¢ ¢ ¢; (µnµ + µnµ )Dnµ + Gnµ );

W22 = diag(¡ 2µ1µ1D1; ¢ ¢ ¢; ¡ 2µnµ µnµ Dnµ )

9
>>>>>>>=

>>>>>>>;

:

Alors la proposition (ii ) implique la proposition(i ) :

(i ) la contrainte quadratique

8µ 2 P; ©(µ)T M ©(µ) < 0

est v¶eri¯¶ee ;
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(ii ) il existe W 2 Wsea(ki ) telle que

·
CT

©
D T

©

¸
M

£
C© D©

¤
+

·
I 0

A© B©

¸ T

W
·

I 0
A© B©

¸
< 0:

D¶emonstration Par application du Corollaire 1.1, page 30, en conjonction avec le
Lemme 1.8, page 44. ¤

1.7 Conclusion

Dans ce chapitre, une mise en ¾uvre de l'id¶ee d'interconnexion a permis d'¶etudier les
performances quadratiques d'interconnexions de gains d¶ependant de paramµetres, soit le
problµeme purement math¶ematique de la v¶eri¯cation d'in¶egalit¶es quadratiques d¶ependant
de paramµetres. Cette mise en ¾uvre a mis en avant une notion fondamentale en Auto-
matique, celle de graphe, et de l'outil associ¶e, laS{proc¶edure. Elle a permis d'¶etendre un
r¶esultat important en Automatique, le Lemme de Kalman Yakubovich Popov qui permet
l'¶etude des performances quadratiques des systµemes interconnect¶es par des int¶egrateurs
ou des retards, µa la classe des interconnexions consid¶er¶ees. La mise en ¾uvre a abouti µa
l'obtention d'un problµeme de faisabilit¶e sous contraintes LMI ind¶ependant de paramµetre.
Ces problµemes ont un rôle fondamental et peuvent être r¶esolu facilement.

Le prochain chapitre est consacr¶e µa une mise en ¾uvre possible des r¶esultats obtenus
dans ce chapitre au problµeme int¶eressant de la transformation d'un problµeme de faisa-
bilit¶e sous contraintes LMI d¶ependant de paramµetres en un problµeme de faisabilit¶e sous
contraintes LMI ind¶ependant de paramµetre.
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CHAPITRE2

Optimisation LMI d¶ependant de paramµetres

2.1 Introduction

Beaucoup de problµemes d'Automatique pour les systµemes LTI peuvent se formuler sous
forme de problµemes d'optimisation sous contraintes LMI [BEFB94, GA94, SGC97, CG96,
Chi96]. Ces problµemes sont int¶eressants car il est possible de les r¶esoudre e±cacement
[BEFB94, NG94, GNLC95, BTN01]. Cependant, un certain nombre d'autres problµemes
peut se formuler comme un problµeme d'optimisation sous contraintes LMI d¶ependant de
paramµetres. Ces problµemes sont des problµemes d'optimisation convexe mais de dimension
in¯nie : les variables de d¶ecision sont des fonctions (inconnues) des paramµetres et les
contraintes, d¶ependant des paramµetres, d¶e¯nissent une in¯nit¶e de contraintes. La nature
in¯nie de ces problµemes empêchent un calcul direct de leur solution.

Des instances particuliµeres de ces problµemes apparaissent, par exemple, en analyse
de la robustesse avec des incertitudes param¶etriques [FAG96, GAC96] et en analyse ou
commande des systµemes Lin¶eaires µa Paramµetres Variants dans le temps (LPV) [Pac94,
AGB95]. Pour ces problµemes particuliers, des r¶esultats permettant de les r¶esoudre existent
qui peuvent être interpr¶et¶es comme la transformation des contraintes LMI d¶ependant de
paramµetres en des contraintes LMI ind¶ependant de paramµetre. L'inconv¶enient majeur est
que ces r¶esultats concernent des problµemes particuliers et donc des instance particuliµeres
des problµemes d'optimisation sous contraintes LMI d¶ependant de paramµetres.

Dans ce chapitre, nous nous int¶eressons au problµeme plus g¶en¶eral des problµemes d'op-
timisation sous contraintes LMI d¶ependant de paramµetres. Il s'agit de problµemes ap-
partenant au domaine de l'Optimisation des Math¶ematiques Appliqu¶ees. Ces problµemes
peuvent int¶eresser d'autres branches des Sciences de l'Ing¶enieur [BTN01] que l'Automa-
tique. Pour pouvoir les r¶esoudre, l'id¶ee est de les transformer en des problµemes d'optimi-
sation sous contraintes LMI ind¶ependant de paramµetre. Une ¶etape importante est alors
le choix d'ensembles de fonctions pour les variables de d¶ecision. Dans l'interpr¶etation
des r¶esultats existants, le choix le plus g¶en¶eral est l'ensemble des fonctions rationnelles
avec un d¶enominateur ¯x¶ea priori . Ici, l'ensemble des fonctions choisi est l'ensemble des
fonctions rationnelles avec un d¶enominateurlibre, c'est-µa-dire que l'on optimise aussi sur
le d¶enominateur. Ce choix permet une grande am¶elioration des r¶esultats existants car il
n'existe pas d'indication pour choisir le d¶enominateura priori .

Notre approche est bas¶ee sur une application des extensions du Lemme de Kalman
Yakubovich Popov obtenues dans le chapitre pr¶ec¶edent (voir la Section 1.6, page 50) et
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une propri¶et¶e ¶el¶ementaire des polynômes r¶eels. Cette application est dans la continuit¶e
des e®orts des encadrants pour la transformation des problµemes d'optimisation d¶ependant
de paramµetres en problµemes d'optimisation ind¶ependant des paramµetres [SE98, BGSA01,
RSF01, RSF03, SRF04].

L'organisation de ce chapitre est comme suit. Dans la Section 2.2, page 56, nous
pr¶esentons les problµemes d'optimisation sous contraintes LMI ind¶ependant de paramµetre
et des aspects importants. Nous d¶e¯nissons ensuite les problµemes d'optimisation sous
contraintes LMI d¶ependant de paramµetres ainsi que l'objectif µa atteindre dans la Section
2.3, page 60. Un ¶etat de l'art sur les r¶esultats existants, interpr¶et¶es en tant que m¶ethodes
de transformation, sera d¶etaill¶e dans la Section 2.4, page 68. Dans le cas d'un seul pa-
ramµetre, la transformation est donn¶ee, discut¶ee et illustr¶ee dans la Section 2.5, page 83.
Nous ferons de même pour le cas de plusieurs paramµetres dans la Section 2.6, page 94. La
Section 2.7, page 100, conclut le chapitre.

2.2 Optimisation LMI ind¶ependant de paramµetre

Dans cette section, nous pr¶esentons des aspects importants des problµemes d'optimisa-
tion et particuliµerement des problµemes d'optimisation sous contrainte in¶egalit¶e matricielle
a±ne (ou LMI de l'anglais Linear Matrix Inequality) ind¶ependant de paramµetre. En e®et,
ces derniers sont (quasi) convexes et forment l'un des ensemble de problµemes d'optimi-
sation les plus larges qui possµedent des algorithmes de r¶esolution e±caces. En¯n nous
d¶e¯nissons trois problµemes d'optimisation sous contrainte LMI g¶en¶eralement consid¶er¶es
dans la litt¶erature.

2.2.1 Problµeme d'optimisation ind¶ependant de paramµetre

Un problµeme d'optimisation ind¶ependant de paramµetre de dimension ¯nie est d¶e¯nie
de la maniµere suivante.

D¶e¯nition 2.1 (Problµeme d'optimisation). Soient n» un entier naturel non nul, D µ Rn»

un ensemble non vide et
f : Rn» ! R

» 7! f (»)
:

Alors un problµeme d'optimisation s'¶ecrit :

min
»2 D

f (»)

oµu
{ D est appel¶e l'ensemble des contraintes ;
{ » =

£
»1 ¢ ¢ ¢ »n»

¤T
est appel¶e le vecteur des variables de d¶ecision ;

{ f est appel¶ee la fonction de coût.

On dit que :
{ »opt 2 D est un optimum local s'il existe un voisinage ouvertU de »opt tel que, pour

tout » 2 U \ D, on a f (»opt) · f (») ;
{ »opt 2 D est un optimum global si, pour tout» 2 D, on a f (»opt) · f (»).

R¶esoudre ce problµeme signi¯e trouver un optimum global (et la valeur def en ce point).
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On distingue des classes de problµemes d'optimisation en fonction des propri¶et¶es def
et de D. Deux classes de problµemes importantes sont celle des problµemes d'optimisation
convexes et celle des problµemes d'optimisation quasi{convexes.

D¶e¯nition 2.2. Un problµeme d'optimisation est dit convexe si
{ D est un ensemble convexe : pour tout»1 2 D, pour tout »2 2 D, pour tout ¸ 2 [0; 1],

on a
¡
¸»1 + (1 ¡ ¸ )»2

¢
2 D ;

{ f est une fonction convexe : pour tout»1 2 D, pour tout »2 2 D, pour tout ¸ 2 [0; 1],
on a f

¡
¸»1 + (1 ¡ ¸ )»2

¢
· ¸f (»1) + (1 ¡ ¸ )f (»2).

Un problµeme d'optimisation est dit quasi{convexe si
{ D est un ensemble convexe : pour tout»1 2 D, pour tout »2 2 D, pour tout ¸ 2 [0; 1],

on a
¡
¸»1 + (1 ¡ ¸ )»2

¢
2 D ;

{ f est une fonction quasi{convexe : pour tout»1 2 D, pour tout »2 2 D, pour tout
¸ 2 [0; 1], on a f

¡
¸»1 + (1 ¡ ¸ )»2

¢
· max f f (»1); f (»2)g.

Pour ces deux classes de problµemes d'optimisation, la fonction de coût a la propri¶et¶e que
tout minimum local est un minimum global sur l'ensemble de d¶e¯nition de la fonction. Ceci
implique que tout optimum local est un optimum global. Cette propri¶et¶e est importante
car, pour r¶esoudre les problµemes d'optimisation, des algorithmes de r¶esolution num¶erique
sont g¶en¶eralement utilis¶es. Ces algorithmes n¶ecessitent un point d'initialisation dansD et
permettent, µa partir de ce point d'initialisation, de trouver un optimum local. Pour les
problµemes d'optimisation convexes et quasi{convexes, ces algorithmes permettent donc
de trouver un optimum global et donc de les r¶esoudre.

Un autre point important des problµemes d'optimisation convexes et quasi{convexes
est qu'ils sont � faciles� µa r¶esoudre num¶eriquement [BTN01],i.e. il existe au moins
un algorithme de r¶esolution, dit� e±cace� , dont le temps de r¶esolution (temps de cal-
cul n¶ecessaire µa cet algorithme pour se terminer) est� raisonnable� . Un algorithme de
r¶esolution permet e®ectivement de r¶esoudre un problµeme d'optimisation particulier, mais
surtout il permet de r¶esoudre tous les problµemes d'optimisation de la même classe. Dans
ce cadre, une mesure usuelle du temps de r¶esolution d'un algorithme est l'¶evolution de ce
temps de r¶esolution en fonction de la� taille � du problµeme d'optimisation qu'il r¶esoud.
Un algorithme est dit e±cace si l'¶evolution de son temps de r¶esolution est born¶ee par
une fonction polynômiale de la taille du problµeme d'optimisation. Nous ne d¶evelopperons
pas plus cet aspect. Les lecteurs int¶eress¶es pourront se r¶ef¶erer au livre [GJ79] pour une
introduction µa la complexit¶e algorithmique.

2.2.2 Problµemes d'optimisation LMI ind¶ependant de paramµetre

Du fait qu'ils peuvent être r¶esolus e±cacement, les problµemes d'optimisation convexes
et quasi{convexes sont donc int¶eressants. Des sous{problµemes importants sont les problµe-
mes d'optimisation sous contraintes LMI. D'une part, ces problµemes apparaissent actuel-
lement comme des problµemes importants pour lesquels des algorithmes de r¶esolution e±-
caces ont ¶et¶e programm¶es dans les logiciels de calcul scienti¯que g¶en¶eraux commeMatlab
[GNLC95] ouScilab . D'autre part, les problµemes d'optimisation sous contrainte LMI ont
d'importantes applications en Sciences de l'Ing¶enieur (en Automatique [BEFB94] ou dans
d'autres domaines [BTN01]).

D¶e¯nition 2.3 (Contrainte LMI ind¶ependant de paramµetre). Soient n» un entier naturel
non nul et Fi 2 Rm£ m , i = 0; ¢ ¢ ¢; n», des matrices sym¶etriques.
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Une contrainte LMI ind¶ependant de paramµetre est d¶e¯nie comme l'ensemble de vecteurs
suivant

f » 2 Rn» j F (») > 0g (2.1)

avec

F (») ¢= F0 +
n»X

i =1

»i Fi : (2.2)

Les matrices Fi , i = 0; ¢ ¢ ¢; n», sont appel¶ees les donn¶ees et le vecteur» est appel¶e le
vecteur des variables de d¶ecision de la contrainte LMI ind¶ependant de paramµetre.

Dans l'expression (2.1),F (») > 0 signi¯e queF (») est d¶e¯nie positive (de la même fa»con,
F (») < 0 signi¯e queF (») est d¶e¯nie n¶egative). Une contrainte est une contrainte LMI
lorsque» apparâ³t de fa»con a±ne dansF (»). Dans la suite de ce document, l'expression
F (») > 0 sera aussi appel¶ee contrainte LMI ind¶ependant de paramµetre.

Si dans la D¶e¯nition 2.1, l'ensemble des contraintesD est d¶e¯ni par l'expression (2.1),
le problµeme d'optimisation est alors appel¶e un problµeme d'optimisation sous contrainte
LMI. Ces problµemes seront ¶ecrits plus simplement de la maniµere suivante :

min
»2 Rn »

f (»)

tel que F (») > 0:
(2.3)

Il est ainsi possible de d¶e¯nir plusieurs problµemes selon le choix def . Deux choix sont
g¶en¶eralement consid¶er¶es :f est lin¶eaire ouf est la valeur propre g¶en¶eralis¶ee de deux
matrices. Un autre problµeme important est le problµeme de faisabilit¶e qui consiste µa trouver
» 2 Rn» tel que F (») > 0. En r¶esum¶e, on a les trois problµemes suivants.

Problµeme de faisabilit¶e Tester s'il existe » 2 Rn» tel que F (») > 0, et si oui,
d¶eterminer un tel» 2 Rn» :1

trouver » 2 Rn»

tel que F (») > 0:
(2.4)

Problµeme de minimisation d'une fonction de coût lin¶eaire Tester s'il existe» 2
Rn» tel que F (») > 0, et si oui, d¶eterminer» 2 Rn» tel que F (») > 0 et qui minimisecT »
oµu c 2 Rn» est un vecteur donn¶e :

min
»2 Rn »

cT »

tel que F (») > 0:
(2.5)

Problµeme de minimisation de la valeur propre g¶en¶eralis¶ee maximale Tester
s'il existe » 2 Rn» tel que F (») > 0 et H (») > 0 oµu H (») est de la forme (2.2), et si
oui, d¶eterminer» 2 Rn» tel que F (») > 0 et H (») > 0 et qui minimise la valeur propre
g¶en¶eralis¶ee maximalȩmax (G(»); F (»)) de F (») et G(») oµu G(») est de la forme (2.2) et

1Ce problµeme peut se formuler comme un problµeme d'optimisation au sens de la D¶e¯nition 2.1. Il
revient au problµeme d'optimisation suivant : min(»;t )2 D t avec D = f (»; t)jF (») + tI > 0g. Si la valeur
minimale de t est strictement positive, alors le Problµeme de faisabilit¶e (2.4) n'a pas de solution ; si elle
n¶egative ou nulle, alors le Problµeme de faisabilit¶e (2.4) a une solution donn¶ee par la valeur de»opt pour
laquelle (»opt ; t) est un optimum global.
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oµu ¸ max (G(»); F (»)) est la valeur minimale de¸ pour laquelle ¸F (») ¡ G(») est d¶e¯nie
positive2 :

min
»2 Rn »

¸ max (G(»); F (»))

tel que F (») > 0 et H (») > 0:
(2.6)

Remarque 2.1. Lorsqu'il y a plusieurs contraintes LMIFi (») > 0, i = 1; ¢ ¢ ¢; nF (comme
dans le Problµeme (2.6)), il est toujours possible de les r¶e¶ecrire sous une seule contrainte :

F (») ¢=

2

6
6
6
4

F1(») 0 ¢ ¢ ¢ 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0
0 ¢ ¢ ¢ 0 FnF (»)

3

7
7
7
5

> 0:

Il n'y a donc pas de perte de g¶en¶eralit¶e µa d¶e¯nir les problµemes d'optimisation sous contrainte
LMI avec une seule contrainte LMI.

Remarque 2.2. Il est aussi possible de rencontrer des contraintes de type ¶egalit¶e :E(») =
0 oµu E(») est de la forme (2.2). Ce sont des contraintes ¶egalit¶es matricielles a±nes (ou
LME de l'anglais Linear Matrix Equality). De la même maniµere que pour les LMIs, il est
possible de r¶e¶ecrire plusieurs LMEs en une seule. Il n'y a donc pas de perte de g¶en¶eralit¶e
en d¶e¯nissant l'ensemble des contraintes suivante avec une seule LME :

f » 2 Rn» j E(») = 0 et F (») > 0g: (2.7)

La contrainte E(») = 0 correspond µa un systµeme dem(m + 1) =2 ¶equations lin¶eaires µan»

inconnues. Il existe trois cas de ¯gure :

1. E(») = 0 n'a pas de solution : l'ensemble des contraintes d¶e¯ni par (2.7) est alors
vide ;

2. E(») = 0 a une solution unique»nul : si F (»nul ) est d¶e¯nie positive alors l'ensemble
des contraintes d¶e¯ni par (2.7) se r¶eduit µa un singleton, sinon il est vide ;

3. E(») = 0 a une in¯nit¶e de solution : l'ensembleA = f »j E(») = 0 g est alors un
espace a±ne de dimension ¯nie, de dimensionn»new · n». En choisissant n»new

vecteursei formant une base de l'espace vectoriel associ¶e µaA et en choisissant»0

n'importe quel ¶el¶ement deA, on a : pour tout » 2 A, il existe n»new uniques scalaires
»new i tels que» = »0 +

P n»new
i =1 »new i ei . Par suite,

F (») = F (»0) +
n»newX

i =1

»new i (F (ei ) ¡ F0) ¢= Fnew (»new ):

L'ensemble des contraintes (2.7) peut donc être g¶en¶er¶e grâce µa l'ensemble suivant :

f »new 2 Rn»new j Fnew (»new ) > 0g:

Il est donc toujours possible d'¶eliminer une contrainte LME dans un problµeme d'optimisa-
tion sous contrainte LMI. Par la suite, on parlera aussi de problµemes d'optimisation sous
contrainte LMI en r¶ef¶erence µa ces problµemes.

2¸ max (A; B ) est aussi d¶e¯nie comme la plus grande valeur propre deB ¡ 1=2AB ¡ 1=2 et n'est d¶e¯nie que
dans le cas oµuB est d¶e¯nie positive. Dans le problµeme d'optimisation (2.6),F (») > 0 est une contrainte
du problµeme ; ce problµeme est donc bien pos¶e.
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2.2.3 Variables de d¶ecision matricielles

Jusqu'µa pr¶esent, nous avons consid¶er¶e une contrainte LMI avec un vecteur de variables
de d¶ecision scalaires. En Automatique, il est plus courant et naturel d'utiliser des variables
de d¶ecision matricielles. L'expression (2.2) peut se r¶ecrire (et inversement) sous la forme :

F (») ¢= Fc +
nRX

i =1

F g
i R i (»)F d

i +

Ã

Fc +
nRX

i =1

F g
i R i (»)F d

i

! T

(2.8)

oµu Fc 2 Rm£ m , F g
i 2 Rm£ ai et F d

i 2 Rbi £ m sont donn¶ees et oµu lesR i (») 2 Rai £ bi ,
i = 1; ¢ ¢ ¢; nR , lin¶eaires et possiblement structur¶ees en», sont les variables de d¶ecision
matricielles. Par exemple, l'expression (2.8) peut être trouv¶ee µa partir de l'expression (2.2)
en choisissantFc = 1

2F0, F g
i et F d

i telles queF g
i F d

i = 1
2Fi et R i (») = »i I .

2.3 Optimisation LMI d¶ependant de paramµetres

Nous allons maintenant ¶etendre les problµemes d'optimisation sous contrainte LMI
ind¶ependant de paramµetre au cas oµu la contrainte LMI d¶epend de paramµetres. Cette
derniµere contrainte est d¶e¯nie comme suit.

D¶e¯nition 2.4 (Contrainte LMI d¶ependant de paramµetres). Soient n» et nµ des entiers
naturels non nul, P un compact deRnµ et, pour i = 0; ¢ ¢ ¢; n»,

Fi : P ! Rm£ m

µ 7! Fi (µ)

des matrices de fonctions continues surP telles que, pour toutµ 2 P, Fi (µ) = Fi (µ)T .

Une contrainte LMI d¶ependant deµ est alors d¶e¯nie comme l'ensemble de vecteurs de
fonctions suivant

f »(µ) : P ! Rn» j 8µ 2 P; F (»(µ); µ) > 0g (2.9)

oµu »(µ) : P ! Rn» est un vecteur de fonctions et avec

F (»(µ); µ) ¢= F0(µ) +
n»X

i =1

»i (µ)Fi (µ): (2.10)

Les matrices de fonctionsFi (µ), i = 0; ¢ ¢ ¢; n», sont appel¶ees les donn¶ees et le vecteur
de fonctions »(µ) est appel¶ee le vecteur des variables de d¶ecision de la contrainte LMI
d¶ependant deµ.

Dans la suite de ce document, l'expression8µ 2 P, F (»(µ); µ) > 0 sera aussi appel¶ee
contrainte LMI d¶ependant deµ.

Nous pouvons dors et d¶ejµa ¶enoncer un r¶esultat qui nous permet de restreindre la re-
cherche des variables de d¶ecision dans l'ensemble des fonctions continues sans perte de
g¶en¶eralit¶e [Bli04].

Lemme 2.1 (Existence d'une solution continue). Soient n» un entier naturel non nul, P
un compact deRnµ et, pour i = 0; ¢ ¢ ¢; n»,

Fi : P ! Rm£ m

µ 7! Fi (µ)
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des matrices de fonctions continues surP telles que, pour toutµ 2 P, Fi (µ) = Fi (µ)T .

Alors les deux propositions suivantes sont ¶equivalentes :

(i ) pour tout µ 2 P, il existe un vecteur»µ de Rn» telles que

F0(µ) +
n»X

i =1

»µi Fi (µ) < 0 ;

(ii ) il existe un vecteur»(µ) de fonctions continues enµ sur P tel que

8µ 2 P; F0(µ) +
n»X

i =1

»i (µ)Fi (µ) < 0:

Remarque 2.3. Les coe±cients deF (»(µ); µ) sont donc des fonctions continues enµ
sur P. Les valeurs propres d'une matrice ¶etant des fonctions continues de ses coe±cients
[HJ85], les valeurs propres deF (»(µ); µ) sont des fonctions continues enµ sur P. Or une
matrice d¶e¯nie positive ¶etant caract¶eris¶ee par le fait que toutes ses valeurs propres sont
positives, nous avons par compacit¶e deP que la contrainte LMI d¶ependant deµ d¶e¯nie
par (2.9) est ¶egal µa l'ensemble suivant

f »(µ) : P ! Rn» j 9² > 0; 8µ 2 P; F (»(µ); µ) ¸ ²I g :

2.3.1 Problµemes d'optimisation LMI d¶ependant de paramµetres

Il est alors possible de d¶e¯nir des problµemes d'optimisation sous contrainte LMI d¶epen-
dant de µ. Le problµeme de faisabilit¶e se d¶e¯nit de la maniµere suivante.

Problµeme de faisabilit¶e Tester s'il existe un vecteur de fonctions continues»(µ) : P !
Rn» tel que pour tout µ 2 P, F (»(µ); µ) > 0, et si oui, d¶eterminer un tel»(µ) :

trouver »(µ) : P ! Rn»

tel que 8µ 2 P; F (»(µ); µ) > 0:
(2.11)

Le Problµeme (2.11) est une extension naturelle du Problµeme (2.4). L'extension des Problµe-
mes (2.5) et (2.6) n'est pas aussi naturelle : il faut d¶e¯nir un indicateur scalaire sur les
fonctions de coût (c(µ)T »(µ) et ¸ max (G(»(µ); µ); F (»(µ); µ))) car ces derniµeres sont elles{
même des fonctions. Plusieurs indicateurs scalaires peuvent être d¶e¯nis dont l'int¶egrale
et le maximum de ces fonctions surP. L'int¶egrale permet d'obtenir une valeur moyenne
sur P alors que le maximum permet d'obtenir une borne dure pour toutes les valeurs de
µ dans P (le pire cas surP). Pour l'utilisation que nous allons en faire (voir le Chapitre
3), le maximum est un indicateur int¶eressant. Nous venons de d¶e¯nir les deux problµemes
suivants.

Problµeme de minimisation d'une fonction de coût lin¶eaire Tester s'il existe un
vecteur de fonctions continues»(µ) : P ! Rn» tel que pour tout µ 2 P, F (»(µ); µ) > 0, et
si oui, d¶eterminer»(µ) qui minimise le maximum surP de c(µ)T »(µ) oµu c(µ) : P ! Rn»

est un vecteur de fonctions continues surP donn¶e :

min
»(µ):P! Rn »

max
µ2 P

c(µ)T »(µ)

tel que 8µ 2 P; F (»(µ); µ) > 0:
(2.12)
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Problµeme de minimisation de la valeur propre g¶en¶eralis¶ee maximale Tes-
ter s'il existe un vecteur de fonctions continues»(µ) : P ! Rn» tel que pour tout
µ 2 P, F (»(µ); µ) > 0 et H (»(µ); µ) > 0 oµu H (»(µ); µ) est de la forme (2.10), et si oui,
d¶eterminer»(µ) qui minimise le maximum surP de la valeur propre g¶en¶eralis¶ee maximale
¸ max (G(»(µ); µ)); F (»(µ); µ))) de F (»(µ); µ)) et G(»(µ); µ)) oµu G(»(µ); µ) est de la forme
(2.10) :

min
»(µ):P! Rn »

max
µ2 P

¸ max (G(»(µ); µ); F (»(µ); µ))

tel que 8µ 2 P; F (»(µ); µ) > 0 et H (»(µ); µ) > 0:
(2.13)

Importance du problµeme de faisabilit¶e De ces trois problµemes, le Problµeme (2.11)
est le plus important. En e®et, il est possible de r¶esoudre les Problµemes (2.12) et (2.13)
par la r¶esolution d'une s¶erie de Problµemes (2.11).

Du fait de la (quasi) convexit¶e de la fonction de coût et de la convexit¶e de l'ensemble
des contraintes des Problµemes (2.12) et (2.13), il est possible d'approcher une solution
de ces problµemes par it¶eration sur la valeur de la fonction de coût. Si, par exemple, une
dichotomie est utilis¶ee pour l'it¶eration, la solution du Problµeme (2.12) peut être approch¶ee
par l'algorithme suivant :

1. choisir un niveau de tol¶erancetol et deux valeurs¸ et ¸ telle que pour ¸ = ¸ le
problµeme de faisabilit¶e

trouver »(µ) : P ! Rn»

tel que 8µ 2 P; ¸ > c (µ)T »(µ) et F (»(µ); µ) > 0
(2.14)

admet une solution et telle que, pouŗ = ¸ , le Problµeme (2.14) n'admet pas de
solution.

2. tester si pour¸ = ¸ + ¸
2 , le Problµeme (2.14) admet une solution. Si oui alors¸ = ¸

sinon ¸ = ¸ ;
3. si (̧ ¡ ¸ ) > tol retourner µa l'¶etape 2 ;
4. construire une solution pour la derniµere valeur dȩpour laquelle le Problµeme (2.14)

admet une solution.
Pour le Problµeme (2.13), l'algorithme serait le même en rempla»cant le Problµeme (2.14)
par le problµeme suivant :

trouver »(µ) : P ! Rn»

tel que 8µ 2 P; ¸F (»(µ); µ) ¡ G(»(µ); µ) > 0
8µ 2 P; F (»(µ); µ) > 0 et H (»(µ); µ) > 0:

Il est donc possible pour les Problµemes (2.12) et (2.13) de se ramener µa la r¶esolution
d'une s¶erie de Problµemes de faisabilit¶e (2.11). Dans la suite du document, nous nous
concentrons sur ce dernier problµeme.

2.3.2 Variables de d¶ecision matricielles

Comme pour les problµemes d'optimisation sous contrainte LMI ind¶ependant de pa-
ramµetre, il est aussi possible et plus naturel d'utiliser des variables de d¶ecision matricielles.
L'expression (2.10) peut se r¶e¶ecrire (et inversement) sous la forme :

8µ 2 P; Fc(µ) +
nRX

i =1

F g
i (µ)R i (»(µ))F d

i (µ) +

Ã

Fc(µ) +
nRX

i =1

F g
i (µ)R i (»(µ))F d

i (µ)

! T

< 0
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oµu Fc(µ) : P ! Rm£ m , F g
i (µ) : P ! Rm£ ai , F d

i (µ) : P ! Rbi £ m et R i (»(µ)) : P ! Rai £ bi ,
i = 1; ¢ ¢ ¢; nR , lin¶eaires et possiblement structur¶ees en»(µ) (et donc continues surP) sont
les variables de d¶ecision matricielles. Pour simpli¯er l'¶ecriture, les variables de d¶ecision
matricielles seront not¶eesR i (µ).

Le problµeme de faisabilit¶e peut donc se r¶e¶ecrire.

Problµeme 2.1 (Problµeme de faisabilit¶e LMI d¶ependant de paramµetres). Soient nµ et nR

des entiers naturels non nul,P un compact deRnµ et pour i = 1; ¢ ¢ ¢; nR ,

Fc : P ! Rm£ m

µ 7! Fc(µ)
F g

i : P ! Rm£ ai

µ 7! F g
i (µ)

F d
i : P ! Rbi £ m

µ 7! F d
i (µ)

des matrices de fonctions continues surP.

Trouver, si elles existent, pouri = 1; ¢ ¢ ¢; nR ,

R i : P ! Rai £ bi

µ 7! R i (µ)

des matrices (possiblement structur¶ees) de fonctions continues surP telles que

8µ 2 P; Fc(µ) +
nRX

i =1

F g
i (µ)R i (µ)F d

i (µ) +

Ã

Fc(µ) +
nRX

i =1

F g
i (µ)R i (µ)F d

i (µ)

! T

< 0:

Les matrices de fonctionsFc(µ), F g
i (µ) et F d

i (µ), i = 1; ¢ ¢ ¢; nR , sont appel¶ees les donn¶ees
et les matrices de fonctionsR i (»(µ)), i = 1; ¢ ¢ ¢; nR , sont appel¶ees les variables de d¶ecision
de la contrainte LMI d¶ependant deµ.

2.3.3 D¶e¯nition des problµemes consid¶er¶es

Dans l'ensemble des fonctions continues deR dans R, l'ensemble des fonctions po-
lynômiales et l'ensemble des fonctions rationnelles occupent une place fondamentale. En
e®et, toute fonction continue peut être approch¶ee avec une pr¶ecision arbitrairement ¯x¶ee
sur un compact par une fonction polynômiale ou une fonction rationnelle [Che82]. Comme
l'¶evaluation de ces fonctions pour une valeur de son argument d'entr¶ee revient µa e®ectuer
des additions, multiplications et inversions, op¶erations ¶el¶ementaires que tout calculateur
peut r¶ealiser, on dispose ainsi d'une m¶ethode e±cace pour ¶evaluer toute fonction conti-
nue avec un certain degr¶e de pr¶ecision µa partir des ces op¶erations ¶el¶ementaires. D'autre
part, si on considµere une fonction polynômiale et une fonction rationnelle qui approchent
avec une même pr¶ecision une fonction continue, l'¶evaluation de la fonction rationnelle
n¶ecessite un nombre d'op¶erations beaucoup plus faible que l'¶evaluation de la fonction po-
lynômiale [Che82]. En e®et, l'¶evaluation d'une fonction polynômiale et l'¶evaluation d'une
fonction rationnelle de même degr¶e n¶ecessitent le même nombre d'op¶erations coûteuses.
µA degr¶e ¶egal, une fonction rationnelle a un� pouvoir d'approximation � beaucoup plus
important. Cheney [Che82] donne l'ordre de grandeur suivant : une fonction rationnelle
dont le num¶erateur est de degr¶en et dont le d¶enominateur est de degr¶em (elle est donc
de degr¶e maxf m; ng) a le pouvoir d'approximation d'une fonction polynômiale de degr¶e
n + m. Il est donc particuliµerement pertinent de travailler sur l'ensemble des fonctions
rationnelles. Nous choisissons donc des fonctions rationnelles pour les donn¶ees et les va-
riables de d¶ecision de la contrainte LMI d¶ependant de paramµetres. Ce choix a un fort
impact µa deux niveaux.
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Le premier niveau d'impact concerne les r¶esultats de ce chapitre. Dans la suite de ce
chapitre, nous ¶etudierons la transformation d'un problµeme d'optimisation LMI d¶ependant
deµ en un problµeme d'optimisation LMI ind¶ependant deµ. La taille de ce dernier problµeme
d'optimisation (taille des donn¶ees et nombre de variables de d¶ecision de la contrainte LMI
ind¶ependant deµ) va être une fonction polynômiale du degr¶e des fonctions polynômiales
ou des fonctions rationnelles consid¶er¶ees. Dans les deux cas des fonctions polynômiales
et rationnelles, les fonctions d¶e¯nissant la taille du problµeme d'optimisation ind¶ependant
de µ obtenu aprµes transformation ont le même terme dominant. Par suite, les fonctions
rationnelles permettant une meilleure approximation, travailler sur les fonctions ration-
nelles mµene µa des problµemes d'optimisation LMI de taille moins importante que travailler
sur les fonctions polynômiales, ce qui am¶eliore l'e±cacit¶e.

Le second niveau d'impact concerne les problµemes d'Automatique que l'on peut formu-
ler comme des problµemes d'optimisation LMI d¶ependant rationnellement de paramµetres.
Dans ces problµemes, les paramµetresµ sont des paramµetres du systµeme (au sens large) ou
de la propri¶et¶e consid¶er¶ee (de stabilit¶e ou de performance). Les donn¶ees d¶e¯nissant la
contrainte LMI sont construites µa partir du modµele du systµeme µa analyser ou µa comman-
der. Elles d¶ependent aussi de la propri¶et¶e consid¶er¶ee. Les variables de d¶ecision d¶e¯nissent
des fonctions de Lyapunov, de stockage, multipliers,etc., garantissant que la propri¶et¶e
est satisfaite. Dans le cas d'un problµeme de commande, elles contiennent de plus les pa-
ramµetres du correcteur mis au point.

Pour de nombreux systµemes µa analyser ou µa commander, les modµeles sont trµes souvent
rationnels en les paramµetres de la propri¶et¶e consid¶er¶ee (de stabilit¶e ou de performance).
Une telle propri¶et¶e est d'ailleurs µa l'origine du d¶eveloppement important de la¹ {analyse
(analyse de la robustesse des systµemes incertains [Doy82]) durant ces vingt derniµeres
ann¶ees. Si ce n'est pas le cas, un modµele rationnel en les paramµetres peut quand même
être obtenu puisque les fonctions rationnelles ont un bon pouvoir d'approximation.

Dans le cas d'un problµeme de commande, il est important que les paramµetres du cor-
recteur soient des fonctions rationnelles en les paramµetresµ du fait de la simplicit¶e de
l'¶evaluation de ces fonctions par des op¶erations ¶el¶ementaires. Ce peut être par exemple
pour une impl¶ementation du correcteur (voir le Chapitre 3, Section 3.2.1, page 104).

Nous consid¶erons donc dans la suite du document deux cas de ¯gure int¶eressants et
pertinents :

1. les donn¶ees et les variables de d¶ecision de la contrainte LMI d¶ependant deµ sont
des fonctions rationnelles d'une variable :nµ = 1, P = [ µ; µ] est un intervalle born¶ee
de R, i.e. µ et µ sont ¯nies ;

2. les donn¶ees et les variables de d¶ecision de la contrainte LMI d¶ependant deµ sont des
fonction rationnelles de plusieurs variables :nµ est un entier strictement sup¶erieur
µa 1,P = [ µ1 ; µ1] £ ¢ ¢ ¢ £[µnµ

; µnµ ] un compact born¶e deRnµ , i.e., pour tout i , µi et
µi sont ¯nies.

Problµeme d'optimisation LMI d¶ependant d'un paramµetre consid¶er¶e Dans le
cas oµu la contrainte LMI ne d¶epend que d'un paramµetre, le Problµeme 2.1 se r¶ecrit de la
maniµere suivante.
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Problµeme 2.2 (LMI d¶ependant d'un paramµetre). Soient nR un entier naturel non nul,
[µ; µ] un intervalle born¶e deR, i.e. µ et µ sont ¯nies, et pour i = 1; ¢ ¢ ¢; nR ,

Fc : [µ; µ] ! Rm£ m

µ 7! Fc(µ)
F g

i : [µ; µ] ! Rm£ m

µ 7! F g
i (µ)

F d
i : [µ; µ] ! Rm£ m

µ 7! F d
i (µ)

des matrices de fonctions rationnelles enµ, bien pos¶ees sur[µ; µ] et admettant une repr¶e-
sentation LFT. Soit N un entier naturel.

Trouver, si elles existent, pouri = 1; ¢ ¢ ¢; nR ,

R i (µ) =

P N
j =0 R ij µj

P N
j =0 dj µj

(2.15)

des matrices (possiblement structur¶ees) de fonctions rationnelles enµ, bien pos¶ees sur
[µ; µ], telles que

8µ 2 [µ; µ]; Fc(µ)+
nRX

i =1

F g
i (µ)R i (µ)F d

i (µ) +

Ã

Fc(µ)+
nRX

i =1

F g
i (µ)R i (µ)F d

i (µ)

! T

< 0: (2.16)

Remarque 2.4. Si [µ; µ] contient 0, sans perte de g¶en¶eralit¶e, on peut prendred0 = 1. De
plus, ceci ¶evite la sur{param¶etrisation des variables de d¶ecision.

Il est µa remarquer que les ï et les dj sont libres et que seul le degr¶eN des variables de
d¶ecision a ¶et¶e ¯x¶ea priori . Le degr¶e d'une fonction rationnelle d'une variable est d¶e¯nie
comme suit.

D¶e¯nition 2.5 (Degr¶e d'une fonction rationnelle d'une variable). Le degr¶e d'une fonction
rationnelle d'une variable est le maximum du degr¶e de son num¶erateur et du degr¶e de son
d¶enominateur.

Problµeme d'optimisation LMI d¶ependant de plusieurs paramµetres consid¶er¶e
Dans le cas oµu la contrainte LMI d¶epend de plusieurs paramµetres, le Problµeme 2.1 se
r¶ecrit de la maniµere suivante.

Problµeme 2.3 (LMI d¶ependant de plusieurs paramµetres). Soientnµ un entier strictement
sup¶erieur µa un,nR un entier naturel non nul, P = [ µ1 ; µ1] £ ¢ ¢ ¢ £[µnµ

; µnµ ] un polytope
born¶ee deRnµ , i.e. pour tout i = 1; : : : ; nµ, µi et µi sont ¯nies, et pour i = 1; ¢ ¢ ¢; nR ,

Fc : P ! Rm£ m

µ 7! Fc(µ)
F g

i : P ! Rm£ m

µ 7! F g
i (µ)

F d
i : P ! Rm£ m

µ 7! F d
i (µ)

des matrices de fonctions rationnelles enµ, bien pos¶ees surP et admettant une repr¶esenta-
tion LFT. Soient nµ entiers naturelsN j .

Trouver, si elles existent, pouri = 1; ¢ ¢ ¢; nR ,

R i (µ) =

P N1
i 1=0 ¢ ¢ ¢

P N i n µ
i n µ =0 R i ( i 1 ;:::;i n µ )µ

i 1
1 : : : µ

i n µ
nµ

P N1
i 1=0 ¢ ¢ ¢

P N i n µ
i n µ =0 d(i 1 ;:::;i n µ )µ

i 1
1 : : : µ

i n µ
nµ
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des matrices (possiblement structur¶ees) de fonctions rationnelles enµ, bien pos¶ees surP,
telles que

8µ 2 P; Fc(µ) +
nRX

i =1

F g
i (µ)R i (µ)F d

i (µ) +

Ã

Fc(µ) +
nRX

i =1

F g
i (µ)R i (µ)F d

i (µ)

! T

< 0: (2.17)

Remarque 2.5. Si P contient 0, sans perte de g¶en¶eralit¶e, on peut prendred(0;:::;0) = 1.
De plus, ceci ¶evite la sur{param¶etrisation des variables de d¶ecision.

Il est µa remarquer que lesd(i 1 ;:::;i n µ ) sont libres et que seuls lesN j ont ¶et¶e ¯x¶esa priori .

2.3.4 Variables de d¶ecision rationnelles : pertinence et choix du
degr¶e

La discussion sur la pertinence des fonctions rationnelles ¶etait g¶en¶erale. Pour les va-
riables de d¶ecision, il est possible de justi¯er cette pertinence de fa»con plus pr¶ecise par
l'interm¶ediaire du r¶esultat suivant. Il ¶enonce que s'il existe une solution, alors elle peut
être choisie polynômiale enµ et de degr¶e ¯ni3 [Bli04].

Lemme 2.2 (Existence d'une solution polynômiale). Soient nµ et nR des entiers naturels
non nuls, P un compact deRnµ et pour i = 1; ¢ ¢ ¢; nR ,

Fc : P ! Rm£ m

µ 7! Fc(µ)
F g

i : P ! Rm£ m

µ 7! F g
i (µ)

F d
i : P ! Rm£ m

µ 7! F d
i (µ)

des matrices de fonctions continues surP.

Alors les deux propositions suivantes sont ¶equivalentes :

(i ) pour tout µ 2 P, il existe nR matrices Riµ telles que

Fc(µ) +
nRX

i =1

F g
i (µ)RiµF d

i (µ) +

Ã

Fc(µ) +
nRX

i =1

F g
i (µ)RiµF d

i (µ)

! T

< 0 ;

(ii ) il existe nR matrices R i (µ) de fonctions polynômiales enµ, de degr¶e ¯ni, telles que

8µ 2 P; Fc(µ) +
nRX

i =1

F g
i (µ)R i (µ)F d

i (µ) +

Ã

Fc(µ) +
nRX

i =1

F g
i (µ)R i (µ)F d

i (µ)

! T

< 0:

Ce lemme est donc vrai aussi si l'on considµere des fonctions rationnelles puisque les fonc-
tions polynômiales sont des fonctions rationnelles particuliµeres. De ce même argument, on
en d¶eduit qu'il n'y a pas de perte µa travailler avec des fonctions rationnelles.

L'inconv¶enient du Lemme 2.2 est qu'il n'indique pas le degr¶e des fonctions µa utiliser.
En e®et, il peut être important de connâ³tre ce degr¶ea priori . On peut consid¶erer deux
cas possibles :

{ le degr¶e est ¯x¶e par des consid¶erations ext¶erieures au problµeme d'optimisation sous
contrainte LMI d¶ependant de paramµetres lui{même ;

3Ce lemme a d'abord ¶et¶e ¶enonc¶e dans le cas complexe (les donn¶ees et les variables de d¶ecision sont
complexes) dans [CTB99].
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{ le degr¶e n'est pas ¯x¶e par des consid¶erations ext¶erieures au problµeme d'optimisation
sous contrainte LMI d¶ependant de paramµetres lui{même.

Le premier cas se produit, par exemple, lorsque le problµeme d'optimisation provient
d'un problµeme de commande d'un systµeme. Dans ce cas, les variables de d¶ecision servent
µa construire les matrices de la repr¶esentation d'¶etat d'un correcteur, qui sont elles{mêmes
des matrices de fonctions rationnelles. Pour des raisons d'impl¶ementation, il est int¶eressant
de limiter la complexit¶e du correcteur,i.e. limiter le degr¶e des matrices de sa repr¶esentation
d'¶etat. Ceci induit une limitation des degr¶es des variables de d¶ecision. Dans ce cadre, le
fait de pouvoir ¯xer a priori le degr¶e des variables de d¶ecision est un avantage.

Le second cas se produit, par exemple, lorsque le problµeme d'optimisation provient d'un
problµeme d'analyse d'un systµeme. Dans ce cas, le problµeme d'optimisation sert µa v¶eri¯er
si le systµeme µa analyser a ou non une certaine propri¶et¶e. Le degr¶e des variables de d¶ecision
n'a alors pas de raison d'être limit¶ea priori . Cependant, il est tout de même int¶eressant
de connâ³tre le degr¶e µa utilisera priori . En e®et, si l'on ne connâ³t pas ce degr¶ea priori et
si en utilisant un certain degr¶e pour les variables de d¶ecision, il apparâ³t que le problµeme
d'optimisation n'a pas de solution, il n'est pas possible de savoir si le systµeme a ou non
la propri¶et¶e ¶etudi¶ee. Il se peut que le degr¶e utilis¶e n'¶etait pas assez grand.

Des r¶esultats explicitent ce degr¶e pour des problµemes particuliers.µA notre connaissance,
deux tels r¶esultats existent. Le premier r¶esultat provient de l'¶etude de la stabilit¶e robuste
d'une matrice a±ne enµ.

Lemme 2.3 (Connaissancea priori du degr¶e des fonctions polynômiales [Zha02]). Soient
nµ et n des entiers naturels non nuls,P un compact deRnµ , A0 2 Rn£ n et nµ matrices
A i 2 Rn£ n avecA i de rangr i < n . D¶e¯nissons

A(µ) = A0 +
nµX

i =1

A i µi :

Alors les deux propositions suivantes sont ¶equivalentes :

(i ) pour tout µ 2 P, il existe une matricePµ d¶e¯nie positive telle queA(µ)T Pµ+ PµA(µ) <
0;

(ii ) il existe une matriceP(µ) de fonctions polynômiales enµ

P(µ) =
2nr 1 ¡ r 2

1X

i 1=0

¢ ¢ ¢

2nr i n µ
¡ r 2

i n µX

i n µ =0

P(i 1 ;:::;i n µ )µ
i 1
1 : : : µ

i n µ
nµ

telle que, pour toutµ 2 P, P(µ) est d¶e¯nie positive etA(µ)T P(µ) + P(µ)A(µ) < 0.

Le second r¶esultat concerne l'ind¶ependance de la solution enµ et est une version simpli¯¶ee
du r¶esultat obtenu dans [Hel03].

Lemme 2.4 (Ind¶ependance enµ de la solution). Soit nµ un entier naturel non nul, P un
compact deRnµ , F g

1 2 Rm£ a1 et F d
1 2 Rb1£ m des matrices quelconques et

Fc : P ! Rm£ m

µ 7! Fc(µ)

une matrice de fonctions continues surP.
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Alors il existe une matriceR1 2 Ra1£ b1 (non structur¶ee) telle que

Fc(µ) + F g
1 R1F d

1 +
¡
Fc(µ) + F g

1 R1F d
1

¢T
< 0

si les trois conditions suivantes sont v¶eri¯¶ees :
{ 8µ 2 P,

¡
F d

1

¢T

?

¡
Fc(µ) + Fc(µ)T

¢ ¡
F d

1

¢
?

< 0;

{ 8µ 2 P,
³

F g
1

T
´ T

?

¡
Fc(µ) + Fc(µ)T

¢³
F g

1
T
´

?
< 0;

{
¡
F d

1

¢T

?

¡
Fc(µ) + Fc(µ)T

¢³
F g

1
T
´

?
est ind¶ependant deµ.

Malheureusement, ces deux derniers r¶esultats ne s'appliquent qu'µa des problµemes trµes
particuliers. De plus, le Lemme 2.3 ne permet pas de conclure µa la non existence d'une
matrice de fonctions polynômiales ou rationnelles de degr¶e plus faible. De telles matrices
conduirait µa un temps de r¶esolution plus faible. Il est donc int¶eressant de rechercher les
variables de d¶ecision dans l'ensemble des fonctions rationnelles pour les Problµemes 2.2 et
2.3 qui sont g¶en¶eraux.

Remarque 2.6. Nous verrons page 88 que l'approche propos¶ee dans ce document permet
aussi de consid¶erer des sous{ensembles de l'ensemble des fonctions rationnelles, comme
l'ensemble des fonctions polynômiales ou constantes. Ceci est vrai aussi bien pour les
variables de d¶ecision que pour les donn¶ees.

2.3.5 L'objectif : une transformation

L'objectif est de transformer la LMI d¶ependant d'un paramµetre (respectivement la
LMI d¶ependant de plusieurs paramµetres) en un problµeme d'optimisation sous contraintes
LMI ind¶ependant de paramµetre (qui est facile), d¶esignons{le par Solution e±cace µa la
LMI d¶ependant d'un paramµetre (respectivement Solution e±cace µa la LMI d¶ependant de
plusieurs paramµetres), qui a les propri¶et¶es suivantes :

1. il existe une solution µa la LMI d¶ependant d'un paramµetre (respectivement µa la LMI
d¶ependant de plusieurs paramµetres) s'il existe une solution µa la Solution e±cace
µa la LMI d¶ependant d'un paramµetre (respectivement solution e±cace µa la LMI
d¶ependant de plusieurs paramµetres) ;

2. il est possible de construire explicitement une solution µa la LMI d¶ependant d'un pa-
ramµetre (respectivement µa la LMI d¶ependant de plusieurs paramµetres) µa partir d'une
solution µa la Solution e±cace µa la LMI d¶ependant d'un paramµetre (respectivement
solution e±cace µa la LMI d¶ependant de plusieurs paramµetres).

2.4 R¶esultats existants de transformation

La LMI d¶ependant d'un paramµetre et la LMI d¶ependant de plusieurs paramµetres
(Problµemes 2.2 et 2.3) n'ont pas encore ¶et¶e consid¶er¶es dans la litt¶erature. De plus, leur
transformation en un problµeme d'optimisation sous contraintes LMI ind¶ependant de pa-
ramµetre n'a pas ¶et¶e non plus consid¶er¶ee en tant que telle4. Cependant de nombreux
r¶esultats existants peuvent s'interpr¶eter en terme de m¶ethode de transformation. Avant
de d¶evelopper la m¶ethode de transformation que nous proposons, nous pr¶esentons un ¶etat
de l'art sur les m¶ethodes existantes.

4 µA l'exception de [AT98]. Le r¶esultat obtenu dans cet article est n¶eanmoins limit¶e.
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Les problµemes d'optimisation sous contraintes LMI d¶ependant de paramµetres appa-
raissent dans de nombreux problµemes d'Automatique, par exemple en analyse de la ro-
bustesse de systµemes avec des incertitudes param¶etriques ou en analyse et commande
des systµemes Lin¶eaires µa Paramµetres Variant dans le temps (LPV) (voir le Tableau 2.1).
Chaque problµeme d'Automatique donne lieu µa une structure particuliµere de la contrainte

Sujet Articles
Analyse de la robustesse [FAG96, dOBG99, DS98, DS00, Bli02, TA02]

[BBTN03, RP02]
Analyse de systµemes LPV [GAC96, TdS01, IS01, LH97, LH02, Sch98, GCG93]

Conception de correcteurs LPV [AGB95, YS97, BPPB93, BP94, Pac94, Hel95]
[AG95, SE98, Sch01, TdS02, Bec95, WYPB96]
[Lim99, Bli03, MKS98, KJS98, KJ99, WB02]

Tab. 2.1 { LMI d¶ependant de paramµetres en Automatique

LMI. Par structure particuliµere, nous entendons que les contraintes consid¶er¶ees peuvent
s'¶ecrire sous la forme de la contrainte (2.16) du Problµeme 2.2, page 64, ou de la contrainte
(2.17) du Problµeme 2.3, page 65, avec des choix particuliers des donn¶ees et des variables
de d¶ecision (voir la Section 2.4.3, page 82).µA notre connaissance et contrairement µa ceux
que nous proposons dans ce chapitre, aucun r¶esultat existant ne concerne une structure
g¶en¶erale de la contrainte LMI. De plus, même avec ces structures particuliµeres, les en-
sembles de fonctions consid¶er¶es pour les donn¶ees et les variables de d¶ecision sont aussi
des cas particuliers de celui consid¶er¶e dans le Problµeme 2.2, page 64, ou dans le Problµeme
2.3, page 65 (voir la Section 2.4.3, page 81). Les Problµemes 2.2 et 2.3 englobent donc
les problµemes consid¶er¶es jusqu'µa pr¶esent en terme de structure de la contrainte LMI
d¶ependant de paramµetres, d'ensembles de fonctions consid¶er¶es pour les donn¶ees et pour
les variables de d¶ecision.

Pour ces problµemes d'optimisation LMI d¶ependant de paramµetres particuliers, plusieurs
m¶ethodes ont alors ¶et¶e propos¶ees a¯n de les transformer en des problµemes d'optimisation
LMI ind¶ependant de paramµetre. L'un des points di±ciles de ces transformations est la
v¶eri¯cation de la contrainte LMI d¶ependant de paramµetres pour une in¯nit¶e de valeurs de
ces paramµetres, soit la v¶eri¯cation d'une in¯nit¶e d'in¶egalit¶es matricielles. L'id¶ee est alors
de transformer la v¶eri¯cation de cette in¯nit¶e d'in¶egalit¶es matricielles en la v¶eri¯cation
d'un nombre ¯ni d'in¶egalit¶es matricielles. Cette section d¶etaillera aussi les m¶ethodes exis-
tantes (voir la Section 2.4.1, page 71). Un bilan de ces m¶ethodes (voir la Section 2.4.2, page
78) nous permettra alors de justi¯er l'int¶erêt de la m¶ethode que nous avons d¶evelopp¶ee
(celle que nous avons d¶etaill¶ee dans le chapitre pr¶ec¶edent et qui a conduit au Th¶eorµeme
1.6, page 50, et au Th¶eorµeme 1.7, page 52). En e®et, malgr¶e l'apparente diversit¶e de ces
m¶ethodes, nous mettrons en ¶evidence qu'elles reposent uniquement sur quatre m¶ecanismes
¶el¶ementaires. Nous pouvons alors comparer ces quatre m¶ecanismes.

Dans cette section, nous discutons directement du cas oµu il y a plusieurs paramµetres :
µ =

£
µ1 ¢ ¢ ¢ µnµ

¤T
est un vecteur. Nous d¶e¯nissons maintenant des termes utilis¶es dans

cet ¶etat de l'art. T(µ), une matrice de fonctions deµ, est dit être

constante en µ si T(µ) appartient µa l'ensemble suivant

f T(µ) j 9T; T(µ) = T g ;
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a±ne en µ si T(µ) appartient µa l'ensemble suivant
(

T(µ)

¯
¯
¯
¯
¯
9T0; 9Ti ; T(µ) = T0 +

nµX

i =1

Ti µi

)

;

multi a±ne en µ si T(µ) appartient µa l'ensemble suivant
8
<

:
T(µ)

¯
¯
¯
¯
¯
¯
9T(i 1 ;:::;i n µ ) ; T(µ) =

1X

i 1=0

¢ ¢ ¢
1X

i n µ =0

T(i 1 ;:::;i n µ )µ
i 1
1 : : : µ

i n µ
nµ

9
=

;
;

quadratique en µ si T(µ) appartient µa l'ensemble suivant
(

T(µ)

¯
¯
¯
¯
¯
9T0; 9Ti ; 9T(i;j ) ; 9T(i;i ) ; T(µ) = T0 +

nµX

i =1

Ti µi +
X

i<j

T(i;j )µi µj +
nµX

i =1

T(i;i )µ2
i

)

;

polynômiale en µ si T(µ) appartient µa l'ensemble suivant
8
<

:
T(µ)

¯
¯
¯
¯
¯
¯
9T(i 1 ;:::;i n µ ) ; T(µ) =

N1X

i 1=0

¢ ¢ ¢

N i n µX

i n µ =0

T(i 1 ;:::;i n µ )µ
i 1
1 : : : µ

i n µ
nµ

9
=

;
;

rationnelle µa d¶enominateur ¯x¶e en µ si T(µ) appartient µa l'ensemble suivant
8
<

:
T(µ)

¯
¯
¯
¯
¯
¯
9T(i 1 ;:::;i n µ ) ; T(µ) =

P N1
i 1=0 ¢ ¢ ¢

P N i n µ
i n µ =0 T(i 1 ;:::;i n µ )µ

i 1
1 : : : µ

i n µ
nµ

P N1
i 1=0 ¢ ¢ ¢

P N i n µ
i n µ =0 d(i 1 ;:::;i n µ )µ

i 1
1 : : : µ

i n µ
nµ

9
=

;

oµu lesd(i 1 ;:::;i n µ ) sont des scalaires donn¶ees ;

rationnelle en µ si T(µ) appartient µa l'ensemble suivant
8
<

:
T(µ)

¯
¯
¯
¯
¯
¯
9T(i 1 ;:::;i n µ ) ; 9d(i 1 ;:::;i n µ ) 2 R; T(µ) =

P N1
i 1=0 ¢ ¢ ¢

P N i n µ
i n µ =0 µi 1

1 : : : µ
i n µ
nµ T(i 1 ;:::;i n µ )

P N1
i 1=0 ¢ ¢ ¢

P N i n µ
i n µ =0 µi 1

1 : : : µ
i n µ
nµ d(i 1 ;:::;i n µ )

9
=

;
;

g¶en¶er¶ee par une base de dimension ¯nie en µ si T(µ) appartient µa l'ensemble sui-
vant (

T(µ)

¯
¯
¯
¯
¯
9Ti ; T(µ) =

nbX

i =1

Ti bi (µ)

)

oµu lesbi (µ) sont des fonctions continues enµ sur P et µa valeurs dansR ;

continue en µ si T(µ) appartient µa l'ensemble suivant

f T(µ) j T(µ) est une matrice de fonctions deµ continues surPg;

a±ne par morceaux en µ si T(µ) appartient µa l'ensemble suivant
8
<

:
T(µ) continue

¯
¯
¯
¯
¯
¯

9Pi des sous{ensembles ferm¶ees deP; 9Ti (µ) a±ne en µ;S
i Pi = P; 8i 6= j; int¶erieur(Pi ) \ int¶erieur(Pj ) = ; ;

8µ 2 Pi ; T(µ) = Ti (µ)

9
=

;

oµu int¶erieur(Pi ) d¶esigne l'int¶erieur dePi ;
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spline en µ si T(µ) appartient µa l'ensemble suivant

f T(µ) j T(µ) est obtenue par interpolation deT(µi ) par une splineg;

une spline est une fonction d'interpolation polynômiale par morceaux avec des
contraintes de continuit¶e sur les d¶eriv¶ees successives deT(µ) [Sch98, MKS98].

Dans cette section,T(µ) pourra repr¶esenter les donn¶ees, les variables de d¶ecision ou la
contrainte LMI d¶ependant de paramµetres.

2.4.1 M¶ethodes de transformation d'une in¯nit¶e d'in¶egalit¶es

Consid¶erons donc l'in¶egalit¶e suivante :

8µ 2 P; T(µ) < 0 (2.18)

oµuP = [ µ1 ; µ1]£¢ ¢ ¢£[µnµ
; µnµ ] est un polytope born¶ee deRnµ , i.e., pour tout i = 1; : : : ; nµ,

µi et µi sont ¯nies, et oµuT(µ) est une matrice de fonctions continues surP

T : P ! Rm£ m

µ 7! T(µ)

telle que, pour tout µ 2 P, T(µ) = T(µ)T . Notons V l'ensemble des sommets deP.

L'in¶egalit¶e d¶epend deµ et d¶e¯nit de fait une in¯nit¶e d'in¶egalit¶es. Le but des m¶ethodes
de transformation est de trouver des conditions ind¶ependantes deµ et en nombre ¯ni qui,
si elles sont v¶eri¯¶ees, impliquent (voire sont ¶equivalentes µa) la v¶eri¯cation de l'in¶egalit¶e
(2.18). De plus, les conditions ind¶ependants deµ et en nombre ¯ni doivent être ais¶ement
v¶eri¯ables. Dans certains cas, ces conditions sont sous la forme d'un problµeme de fai-
sabilit¶e. Ce problµeme de faisabilit¶e est heureusement un problµeme de faisabilit¶e sous
contraintes LMI ind¶ependant deµ.

Nous pr¶esentons les m¶ethodes existantes par ensemble de fonctions consid¶er¶e pourT(µ).
Le Tableau 2.2, page 78, pr¶esente les articles dans lesquels ces r¶esultats ont ¶et¶e utilis¶es.

2.4.1.1 Fonctions a±nes

Il est suppos¶e ici queT(µ) est a±ne en µ.

Propri¶et¶e aux sommets L'id¶ee est de v¶eri¯er la condition (2.18) pour des valeurs par-
ticuliµeres deµ. Ces valeurs particuliµeres sont les sommets deP [BPPB93, BP94, AGB95,
KJS98, WB02].

Lemme 2.5. Soit T(µ) une fonction a±ne en µ.

Alors la condition (2.18) est ¶equivalente µa

8µ 2 V; T(µ) < 0: (2.19)

L'int¶erêt de cette m¶ethode est qu'elle ¶enonce des conditions n¶ecessaires et su±santes. Par
ailleurs, elle est simple. Le d¶efaut est que le nombre de conditions d¶e¯ni par (2.19) crô³t
de fa»con exponentielle avecnµ : V a 2nµ ¶el¶ements.
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Th¶eorµeme � matrix cube � L'id¶ee est de majorer chaque matriceTi µi par une matrice
constanteµ̂Mi ind¶ependant deµi . Si ces matrices sont telles queT0 + µ̂

P nµ
i =1 M i < 0, alors

l'in¶egalit¶e (2.18) est v¶eri¯¶ee [BBTN03].

Lemme 2.6. Soient T(µ) une fonction a±ne en µ, µ̂ > 0 et supposons que

8i = 1; : : : ; nµ; µi = ¡ µ̂; µi = µ̂:

Alors l'in¶egalit¶e (2.18) est v¶eri¯¶ee s'il existenµ matrices M i telles que
½

8i = 1; : : : ; nµ; Ti · M i ; et ¡ Ti · M i

T0 + µ̂
P nµ

i =1 M i < 0

Les conditions ne sont plus ¶equivalentes. L'avantage est que le nombre de conditions µa
v¶eri¯er crô³t raisonnablement en fonction denµ : il y a 2nµ + 1 conditions.

2.4.1.2 Fonctions multi a±nes

Il est suppos¶e ici queT(µ) est multi a±ne en µ.

Propri¶et¶e aux sommets Le Lemme 2.5 est aussi vrai dans le cas oµuT(µ) est multi
a±ne [BPPB93, BP94, AGB95, KJS98]. Ainsi, il y a les mêmes avantages et les mêmes
inconv¶enients.

Lemme 2.7. Soit T(µ) une fonction multi a±ne en µ.

Alors la condition (2.18) est ¶equivalente µa

8µ 2 V; T(µ) < 0:

2.4.1.3 Fonctions quadratiques

Il est suppos¶e ici queT(µ) est quadratique enµ.

Convexit¶e directionnelle L'id¶ee est la même que pour le Lemme 2.5, µa savoir v¶eri¯er
l'in¶egalit¶e (2.18) pour les sommets deP. Cependant, dans le cas d'une fonction quadra-
tique, des conditions suppl¶ementaires doivent être introduites [GAC96, Iwa97, AT98].

Lemme 2.8. Soit T(µ) une fonction quadratique enµ et supposons que

8i = 1; : : : ; nµ;
@2T(µ)

@µ2i
= T(i;i ) ¸ 0: (2.20)

Alors la condition (2.18) est ¶equivalente µa

8µ 2 V; T(µ) < 0:

L'hypothµese (2.20) est en fait un ra±nement de l'hypothµese de convexit¶e deT(µ). La
convexit¶e est obtenue lorsque

@2T(µ)
@µ2

=

2

6
6
6
6
6
6
4

T(1;1) T(1;2) ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ T(1;nµ )

T(1;2)
. . . . . .

...
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . T(nµ ¡ 1;nµ )

T(1;nµ ) ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢T(nµ ¡ 1;nµ ) T(nµ ;nµ )

3

7
7
7
7
7
7
5

¸ 0
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ce qui implique l'hypothµese (2.20). Ce lemme peut être retrouv¶e par utilisation du lemme
de Schur [Iwa97]. Il a ¶et¶e ¶etendu au cas oµuT(µ) est polynômiale enµ [AT98] par une
application successive du Lemme 2.8. Il est µa noter que lorsqueT(µ) est a±ne ou multi
a±ne, l'hypothµese (2.20) est toujours v¶eri¯¶ee. On retrouve alors les Lemmes 2.5 et 2.7.

Le Lemme 2.8 n'¶enonce que des conditions su±santes pour la v¶eri¯cation de (2.18).
Comme pour le Lemme 2.5, un autre d¶esavantage est la croissance exponentielle du nombre
de conditions avecnµ : il y en a 2nµ .

Monotonicit¶e Pour ¶eviter cette croissance exponentielle du nombre de conditions, un
argument de monotonicit¶e peut être utilis¶e. En e®et, consid¶erons queT(µ) est une fonction
scalaire d'une variable (nµ = 1) et que P = [ µ; µ] est un intervalle born¶e deR. Si T(µ) est
d¶ecroissante sur [µ; µ], alors T(µ) est d¶e¯nie n¶egative si et seulement siT(µ) est d¶e¯nie
n¶egative. SiT(µ) est croissante sur [µ; µ], alors T(µ) est d¶e¯nie n¶egative si et seulement
si T(µ) est d¶e¯nie n¶egative. Cette id¶ee a ¶et¶e reprise dans [TA02] pour le cas de plusieurs
paramµetres et a aboutit au lemme suivant.

Lemme 2.9. Soit T(µ) une fonction quadratique enµ. Notons ¿ la valeur suivante :P nµ
i =1 µi ¡ µi .

Alors l'in¶egalit¶e (2.18) est v¶eri¯¶ee si l'une de ces conditions est v¶eri¯¶ee :

(i ) T
³ £

µ1 : : : µnµ

¤T
´

< 0 et
{ soit 8

>>>><

>>>>:

nµX

j =1

T(i;j )µj + Ti · 0 i = 1; : : : ; nµ

nµX

j =1

T(i;j )µj + Ti + ¿T(i;l ) · 0 i; l = 1; : : : ; nµ

{ soit 8
><

>:

nµX

j =1

T(i;j )µj + Ti · 0 i = 1; : : : ; nµ

T(i;j ) · 0 1 · i · j · nµ

{ soit 8
><

>:

nµX

j =1

T(i;j )µj + Ti · 0 i = 1; : : : ; nµ

T(i;j ) ¸ 0 1 · i · j · nµ

(ii ) T
³ £

µ1 : : : µnµ

¤T
´

< 0 et
{ soit 8

>>>><

>>>>:

nµX

j =1

T(i;j )µj + Ti ¸ 0 i = 1; : : : ; nµ

nµX

j =1

T(i;j )µj + Ti + ¿T(i;l ) ¸ 0 i; l = 1; : : : ; nµ

{ soit 8
><

>:

nµX

j =1

T(i;j )µj + Ti · 0 i = 1; : : : ; nµ

T(i;j ) ¸ 0 1 · i · j · nµ
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Ce lemme a ¶et¶e ¶etendu au cas oµuT(µ) est polynômiale enµ [TA02] par une application
successive de ce même lemme.

Le Lemme 2.9 n'¶enonce que des conditions su±santes pour la v¶eri¯cation de (2.18).
Pour chaque ensemble de conditions, il y a au plusn2

µ + nµ + 1 conditions µa v¶eri¯er.
Cependant elles doivent être v¶eri¯¶ees successivement.

Majoration Il est suppos¶e ici queT0 et lesTi sont des matrices nulles. L'id¶ee est, comme
pour le Lemme 2.6, une majoration µa la di®¶erence prµes que la majoration ne se fait pas
avec une matriceM i quelconque mais avec la matrice®I avec® positif. Nous avons alors
le lemme suivant [RP02].

Lemme 2.10. Soit T(µ) une fonction quadratique enµ et supposons queT0 = 0 et que

8i = 1; : : : ; nµ; µi ¸ 0; Ti = 0:

Alors l'in¶egalit¶e (2.18) est v¶eri¯¶ee si

(
8i = 1; : : : ; nµ ¡ 1; 8j = i + 1; : : : ; nµ; T(i;j ) < 2

nµ ¡ 1I

8i = 1; : : : ; nµ; T(i;i ) < ¡ I:

Ce lemme est bas¶ee sur le fait que

¡ 2
X

i<j

µi µj + ( nµ ¡ 1)
nµX

i =1

µ2
i =

X

i<j

(µi ¡ µj )2

est positif.
Le Lemme 2.10 n'¶enonce que des conditions su±santes pour la v¶eri¯cation de (2.18).

Il y a nµ(nµ + 1)
2 conditions µa v¶eri¯er.

Immersion Il est suppos¶e ici que

8i = 1; : : : ; nµ; µi = 0; µi = 1:

Nous expliquons l'id¶ee de cette m¶ethode de transformation dans le cas oµunµ = 1.
L'in¶egalit¶e (2.18) devient alors :

8µ 2 [0; 1]; T0 + T1µ + T(1;1)µ2 < 0:

Cette in¶egalit¶e est impliqu¶e par l'in¶egalit¶e

8
·

®1

®2

¸
2 T; T0 + T1®1 + T(1;1)®2 < 0

avec T le triangle d¶e¯ni par les sommets
£

0 0
¤T

,
£

0 0; 5
¤T

et
£

1 1
¤T

. Ceci se
comprend bien µa partir de la Figure 2.1 oµu il est trac¶e la fonctionf (µ) = µ2 et les
bordures deT. Comme cette derniµere in¶egalit¶e est a±ne en

£
®1 ®2

¤T
, elle est v¶eri¯¶ee

sur tout T si elle est v¶eri¯¶ee aux sommets deT. En g¶en¶eralisant cette id¶ee au cas de
plusieurs paramµetres, nous avons le lemme suivant [YS97].
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Fig. 2.1 { Embedding

Lemme 2.11. Soit T(µ) une fonction quadratique enµ et supposons que

8i = 1; : : : ; nµ; µi = 0; µi = 1:

Alors la condition (2.18) est v¶eri¯¶ee si

T0 +
nµX

i =1

Ti µi +
X

i<j

T(i;j )µij +
nµX

i =1

T(i;i )µii < 0

pour

£
µk µkk

¤
=

8
<

:

£
0 0

¤
; I k = 0£

0:5 0
¤

; I k = 1£
1 1

¤
; I k = 2

9
=

;
; µij = µi µj ; I k = 0; 1; 2; k; i; j = 1; : : : ; nµ:

Cette id¶ee peut être vue comme un a±nement d'une id¶ee largement utilis¶ee en com-
mande des systµemes °oues [TS94] oµu il est consid¶er¶e que®1 2 [0; 1] et ®2 2 [0; 1]. Le
Lemme 2.11 n'¶enonce que des conditions su±santes pour la v¶eri¯cation de (2.18). Un autre
d¶esavantage de cette m¶ethode est la croissance exponentielle du nombre de conditions avec
nµ : il y en a plus de 3nµ .

2.4.1.4 Fraction de deux fonctions multi a±nes

Il est suppos¶e ici queT(µ) est de la forme suivante :

T(µ) =
N (µ)
d(µ)

oµu N (µ) est une fonction multi a±ne et oµud(µ) est une fonction multi a±ne scalaire.

Propri¶et¶e aux sommets Le Lemme 2.5 est aussi vrai dans le cas oµuT(µ) est la fraction
de deux fonctions multi a±nes [GCG93].5 Ainsi, il y a les mêmes avantages et les mêmes
inconv¶enients.

5Dans cet article, il est en fait consid¶er¶e une fonction rationnelle. Pour pouvoir appliquer le Lemme
2.12, cette fonction a d'abord ¶et¶e immerg¶e dans une fraction de deux fonctions multi a±nes.
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Lemme 2.12. Soit T(µ) une fonction de la forme

T(µ) =
N (µ)
d(µ)

oµu N (µ) est une fonction multi a±ne et oµud(µ) est une fonction multi a±ne scalaire.

Alors la condition (2.18) est ¶equivalente µa

8µ 2 V; T(µ) < 0:

2.4.1.5 Un ensemble de fonctions plus g¶en¶eral

Il est suppos¶e ici queT(µ) est d¶e¯nie de la maniµere suivante :

T(µ) = L(µ)T W(µ)L(µ) (2.21)

oµu W(µ) est une matrice de fonctions a±nes surP telle que, pour tout µ 2 P, W(µ) =
W(µ)T et oµu L(µ) doit v¶eri¯er une condition technique que nous verrons dans le lemme
suivant.

Comme pour le Lemme 2.11, l'id¶ee est de transformer l'in¶egalit¶e (2.18) en une in¶egalit¶e
a±ne a¯n de pouvoir utiliser le Lemme 2.5. Dans [dOBG99, TdS01, TdS02], la trans-
formation peut s'interpr¶eter comme une utilisation particuliµere du lemme d'¶elimination
[BEFB94]. Le lemme d'¶elimination est g¶en¶eralement utilis¶e pour ¶eliminer des variables de
d¶ecision. Ici, il est utilis¶e dans le sens� inverse� pour cr¶eer des variables de d¶ecision a¯n
de � casser� le produit L(µ) and W(µ). Nous avons le lemme suivant.

Lemme 2.13 (¶Elimination r¶eciproque). Soit T(µ) une fonction de la forme (2.21). Sup-
posons queW(µ) est a±ne en µ, que L(µ) est une matrice qui a plus de lignes que de
colonnes, de rang plein, et qu'il existe une matriceN (µ) a±ne en µ telle que

N (µ)L(µ) = 0 : (2.22)

Alors l'in¶egalit¶e (2.18) est v¶eri¯¶ee s'il existe une matriceX telle que

8µ 2 V; W(µ) + X N (µ) + N (µ)T X T < 0:

Ce lemme permet des fonctions assez g¶en¶erales pourL(µ). L(µ) peut être rationnelles
mais, devant v¶eri¯er l'hypothµese (2.22), doit cependant avoir une structure particuliµere.
Par exemple, dans [TdS02], les fonctionsL(µ) et N (µ) consid¶er¶ees sont de la forme sui-
vante :

L(µ) =

2

4
I

Z1(µ)¡ 1Z2(µ)
Z3(µ)¡ 1Z4(µ)

3

5 and N (µ) =
·

¡ Z2(µ) Z1(µ) 0
¡ Z4(µ) 0 Z3(µ)

¸

oµu Z1(µ), Z2(µ), Z3(µ) et Z4(µ) sont des fonctions a±nes enµ.
Les conditions ne sont que su±santes. Pour que les conditions soient aussi n¶ecessaires,

il faudrait que N (µ)? = L(µ), i.e. N (µ)L(µ) = 0 et
£

N (µ)T L(µ)
¤

de rang plein, et que
X soit une fonction deµ (pour plus de d¶etails, voir le Lemme A.4, page 179). Un autre
d¶esavantage est la croissance exponentielle du nombre de conditions avecnµ : il y en a
2nµ .
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2.4.1.6 Fonctions rationnelles

Il est suppos¶e ici queT(µ) est d¶e¯nie de la maniµere suivante :

T(µ) = ©( µ)T M ©(µ) (2.23)

oµu M est une matrice sym¶etrique et oµu ©(µ) est rationnelle enµ.

Remarque 2.7. La matrice de fonctionsT(µ) d¶e¯nie par (2.21) peut sembler plus g¶en¶erale
que celle d¶e¯nie par l'¶equation (2.23). Cependant, il est toujours possible de r¶e¶ecrire
l'¶equation (2.21) sous la forme de l'¶equation (2.23) ; alors que l'inverse n'est pas tou-
jours possible carL(µ) doit v¶eri¯er l'hypothµese (2.22).

Pour des cas plus ou moins particuliers deT(µ) d¶e¯nie par (2.23) (M et ©(µ) sont plus
ou moins particuliers), plusieurs r¶esultats existent pour la v¶eri¯cation de (2.18) [Pac94,
AG95, Hel95, SE98, Sch01, LH97, DS98, FAG96, KJ99, Bli03, IS01]. Tous ces r¶esultats
peuvent être retrouv¶es en utilisant une param¶etrisation quadratique de graphes et en
utilisant la S-proc¶edure (voir notamment le Th¶eorµeme 1.7, page 52). Les r¶esultats obtenus
dans [Pac94, AG95] peuvent aussi être obtenus par application du Th¶eorµeme 1.7, page
52, avec les matrices anti sym¶etriquesGi nulles. Les r¶esultats obtenus dans [Hel95, SE98,
LH97, FAG96, KJ99, Bli03] peuvent aussi être obtenus par application du Th¶eorµeme 1.7,
page 52. Les r¶esultats obtenus dans [DS98, IS01] peuvent aussi être obtenus par application
du Th¶eorµeme 1.1. Le r¶esultat obtenu dans [Sch01] est ¶etroitement li¶e au Th¶eorµeme 1.1 :
©(µ) y est d¶e¯nie de fa»con implicite et non de fa»con explicite.

L'int¶erêt du Th¶eorµeme 1.1, page 28, est qu'il ¶enonce des conditions n¶ecessaires et suf-
¯santes pour la v¶eri¯cation de l'in¶egalit¶e (2.18) ; le d¶esavantage ¶etant qu'il n'est pas ais¶e
de v¶eri¯er les conditions ¶enonc¶ees. L'int¶erêt du Th¶eorµeme 1.7, page 52, est qu'il n'y a pas
de croissance exponentielle du nombre de conditions avecnµ ; le d¶esavantage est que les
conditions ¶enonc¶ees ne sont plus que su±santes. Lorsquenµ = 1, l'int¶erêt du Th¶eorµeme 1.7
(qui se r¶eduit en fait au Th¶eorµeme 1.6, page 50) est qu'il ¶enonce des conditions n¶ecessaires
et su±santes.

2.4.1.7 Fonctions continues

Il est suppos¶e ici queT(µ) est une fonction continue.

L'id¶ee est alors de mailler les paramµetres : il est d¶e¯nigi points tels que

8i = 1; : : : ; nµ; µi = µi 1 < ¢ ¢ ¢< µ ig i = µi : (2.24)

Le maillage est alors d¶e¯ni par l'ensemble

X = f µj8i = 1; : : : ; nµ; 9j = 1; : : : ; gi ; µi = µij g:

Il est alors v¶eri¯¶e
8µ 2 X; T(µ) < 0:

Le d¶esavantage de cette m¶ethode est qu'elle ne permet pas de v¶eri¯er que l'in¶egalit¶e
(2.18) est v¶eri¯¶ee pour toutµ 2 P, sauf si le maillage est assez ¯n (c'est{µa{dire si la distance
entre deux points successifs dans l'expression (2.24) est assez petite). L'inconv¶enient est
que cette distance ne peut pas être d¶etermin¶eea priori sauf dans des cas particuliers
[WYPB96, SB92]. Le nombre de points deX peut alors extrêmement grand.
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propri¶et¶es aux sommets [BPPB93, BP94, AGB95, KJS98, GCG93]
convexit¶e directionnelle [GAC96, KJ99, IS01, Lim99, LH02, WB02]

monotonicit¶e [TA02]
immersion [YS97, GCG93]
majoration [BBTN03, RP02]

¶elimination r¶eciproque [dOBG99, TdS01, TdS02, DS00]
graphes etS-proc¶edure [AG95, Hel95, SE98, Sch01, LH97, DS00, DS98]

[FAG96, WB02, KJ99, Bli03, IS01]
maillage [Bec95, WYPB96, MKS98, Sch98, SB92]

Tab. 2.2 { Transformation d'une in¯nit¶e d'in¶egalit¶es en un problµeme de dimension ¯nie

2.4.2 Bilan sur les m¶ethodes de transformation et choix d'une
m¶ethode

Il existent donc un certain nombre de m¶ethodes pour transformer la v¶eri¯cation d'une
in¯nit¶e d'in¶egalit¶es en un problµeme de dimension ¯nie. Ces m¶ethodes peuvent cependant
être class¶ees en quatre classes seulement : le maillage, la majoration, la v¶eri¯cation en des
points particuliers, la param¶etrisation quadratique de graphe avec laS-proc¶edure.

Maillage L'id¶ee de base dans cette approche est de maillerP, et d'assurer que l'in¶egalit¶e
d¶ependant deµ est v¶eri¯¶ee en tous les points d¶e¯nis par le maillage [Bec95, WYPB96,
MKS98, Sch98]. Il s'agit de la m¶ethode pr¶esent¶ee dans la Section 2.4.1.7.

L'avantage de cette m¶ethode est que sa mise en ¾uvre est vraiment simple. Le d¶esavan-
tage est que cette m¶ethode ne garantit pas que l'in¶egalit¶e d¶ependant deµ est v¶eri¯¶ee pour
toutes les valeurs possibles deµ sauf si le maillage est assez ¯n. Une taille de maillage
a ¶et¶e donn¶ee dans [WYPB96]. Cependant, le nombre de points d¶e¯ni par le maillage est
alors extrêmement grand, entrâ³nant un temps de r¶esolution extrêmement grand.

Majoration L'id¶ee est de majorer les parties d¶ependant deµ par des termes ind¶epen-
dants deµ (voir les Lemmes 2.6 et 2.10).

L'avantage de ces m¶ethodes est que les calculs sont simples et que le temps de r¶esolution
reste raisonnable même avec plusieurs paramµetres. Le d¶esavantage est que les conditions
obtenues ne sont que su±santes et qu'elle ne s'applique qu'µa des fonctions particuliµeres
pour T(µ) (a±ne ou quadratique). Ceci entrâ³ne que les donn¶ees de la contrainte LMI
d¶ependant de paramµetres sont des fonctions particuliµeres (voir la Section 2.4.3, page 80) ;
ce qui peut être restrictif (voir la Section 3.4.1.1, page 131).

V¶eri¯cation pour des valeurs particuliµeres des paramµetres Il s'agit en fait ici
des Lemmes 2.5, 2.7, 2.8, 2.9, 2.11, 2.12 et 2.13. Elles visent toutes µa v¶eri¯er une in¶egalit¶e
d¶ependant de paramµetres pour des valeurs particuliµeres de ces paramµetres. Il peut s'agir
de l'in¶egalit¶e de d¶epart (Lemmes 2.5, 2.7, 2.8, 2.9 et 2.12) ou d'une autre in¶egalit¶e obtenue
par transformation. Deux transformations sont possibles : par immersion (Lemme 2.11)
ou par l'utilisation du lemme d'¶elimination r¶eciproque (Lemme 2.13).

L'avantage de cette classe est qu'elle permet des calculs assez simples et qu'elle utilise
un nombre minimum de variables de d¶ecision (sauf avec le Lemme 2.13). Le d¶esavantage
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est que les conditions obtenues ne sont que su±santes (sauf pour les Lemme 2.5, 2.7 et 2.12
qui sont en fait les mêmes) et que le nombre ¯ni de contraintes crô³t de fa»con exponentielle
avec le nombre de paramµetres (sauf pour le Lemme 2.9). De plus pour une utilisation
directe de ces m¶ethodes, des d¶ependances sp¶eci¯ques (g¶en¶eralement quadratique) doivent
être consid¶er¶ees. Nous verrons dans l'exemple de la Section 3.4.1.1, page 131, que ceci
peut être restrictif.

Param¶etrisation quadratique de graphe et S{proc¶edure Le derniµere classe est
celle que nous utiliserons et que nous avons expliqu¶ee en d¶etail dans le chapitre pr¶ec¶edent.
Cette m¶ethode a conduit au Th¶eorµeme 1.6, page 50, et au Th¶eorµeme 1.7, page 52.

C'est l'une des rares m¶ethodes (avec les Lemmes 2.6, 2.9 et 2.10) pour lesquelles le
nombre de conditions ne crô³t pas de fa»con exponentielle avec le nombre de paramµetres.
De plus elle concerne des fonctions trµes g¶en¶erales (contrairement aux Lemmes 2.6, 2.9
et 2.10). Par ailleurs, c'est la seule m¶ethode qui ¶enonce des conditions n¶ecessaires et
su±santes (avec les Lemmes 2.5, 2.7 et 2.12 qui ne peut être utilis¶e que pour des fonctions
sp¶eci¯ques) dans le cas d'un paramµetre (voir le Th¶eorµeme 1.6, page 50). Elles s'interprµetent
de plus avec des concepts d'Automatique dans le cadre des outils de la commande robuste.

Cette m¶ethode de transformation peut être vu comme une extension du Lemme de Kal-
man Yakubovich Popov et les conditions obtenues sont trµes similaires µa celles du Lemme
de Kalman Yakubovich Popov (voir la Section 1.6, page 51). Il existe des algorithmes
utilisant la structure particuliµere des conditions propos¶ees dans le Lemme de Kalman
Yakubovich Popov (voir [VBWH03] et les r¶ef¶erences cit¶ees). Ces algorithmes sont bien
plus e±caces que les algorithmes g¶en¶eraux de r¶esolution comme [GNLC95]. Nous esp¶erons
que ces algorithmes sp¶eci¯ques au Lemme de Kalman Yakubovich Popov pourront être
adapt¶es pour son extension.

C'est pour ces raisons que nous l'avons choisie.

Combiner plusieurs m¶ethodes de transformation Il est bien sûr possible de com-
biner plusieurs classes de m¶ethode en même temps. Par exemple, lorsqueT(µ) est qua-
dratique, il est possible d'utiliser la convexit¶e directionnelle avec la majoration. En e®et
la condition (2.18) est assur¶ee par l'existence d'une matriceTub(µ) qui majore T(µ) et qui
est elle{même d¶e¯nie n¶egative :

½
8µ 2 P; T(µ) · Tub(µ)
8µ 2 P; Tub(µ) < 0:

La premiµere condition peut être assur¶ee en choisissantTub(µ) = T(µ) +
P nµ

i =1 M i µ2
i avec

M i ¸ 0. La seconde condition peut être assur¶ee en appliquant les conditions du Lemme
2.8 µaTub(µ). Ceci nous donne le lemme suivant [GAC96].

Lemme 2.14. L'in¶egalit¶e (2.18) est v¶eri¯¶ee s'il existenµ matrices M i semi{d¶e¯nies po-
sitives telles que ½

8i = 1; : : : ; nµ; T(i;i ) + M i ¸ 0
8µ 2 V; Tub(µ) < 0:
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De la même fa»con, il est possible d'utiliser le Lemme 1.1 page 28 avec le Lemme 2.8.
En e®et la condition (1.10) est quadratique enµ. Le Lemme 2.8 peut alors être appliqu¶e
(voir [Iwa97] ou page 31).

Les r¶esultats obtenus dans [DS00, WB02] peuvent aussi être retrouv¶es par l'utilisation
des graphes et par l'utilisation d'une m¶ethode de v¶eri¯cation pour des valeurs particuliµeres
des paramµetres (Lemme 2.13 pour [DS00] et Lemme 2.5 pour [WB02]).
En fait, dans [GCG93], une fonction rationnelle est consid¶er¶ee au d¶epart. Cette fonction
rationnelle a ensuite ¶et¶e immerg¶e dans une fraction de deux fonctions multi a±nes.

2.4.3 M¶ethodes de transformation d'une in¯nit¶e d'in¶egalit¶es et
LMI d¶ependant de paramµetres

Une contrainte LMI d¶ependant deµ peut être caract¶eris¶ee par l'ensemble de fonctions
consid¶er¶e pour ses donn¶ees, par l'ensemble de fonctions consid¶er¶e pour ses variables de
d¶ecision et par sa structure. Dans cette section, nous commen»cons d'abord par classer les
r¶esultats de la litt¶erature selon ces trois caract¶eristiques et nous verrons que les contraintes
consid¶er¶ees dans la litt¶erature sont des cas particuliers de celle que nous consid¶erons. Nous
verrons ensuite pourquoi la contrainte LMI d¶ependant de paramµetres consid¶er¶e dans un
r¶esultat de la litt¶erature a telle ou telle caract¶eristique en fonction du choix de la m¶ethode
de transformation d'une in¶egalit¶e d¶ependant de paramµetres utilis¶ee dans ce r¶esultat.

Ensembles de fonctions consid¶er¶es pour les donn¶ees Ici, nous classons les r¶esultats
de la litt¶erature selon l'ensemble de fonctions consid¶er¶e pour les donn¶ees. Nous montrons
alors que ces ensembles sont des sous{ensembles de l'ensemble que nous consid¶erons, celui
des fonctions rationnelles.

Pour comparaison, une classi¯cation des ensembles de fonctions consid¶er¶es pour les
donn¶ees dans les r¶esultats existants est pr¶esent¶ee dans le Tableau 2.3.

Articles Fonctions consid¶er¶ees
[AGB95, GAC96, FAG96, TA02, KJS98, KJ99] A±ne
[YS97, dOBG99, TdS01, Bli02, BBTN03, RP02]

[BPPB93, BP94, Bec95] Multi a±ne
[Bli03] Polynômiale

[Pac94, Hel95, AG95, SE98, Sch01, GCG93] Rationnelle
[DS00, DS98, TdS02, IS01, KJ99, WB02]

[Bec95, WYPB96, Sch98] Continue
[Lim99, LH97, LH02, MKS98] A±ne par morceaux

Tab. 2.3 { Type de fonctions consid¶er¶ees pour les donn¶ees

Dans le Tableau 2.3, l'ensemble de fonctions rationnelles, en choisissant judicieusement
le d¶enominateur, est un sur{ensemble de tous les autres ensembles : les fonctions a±nes par
morceaux peuvent être vues comme des approximations des fonctions rationnelles ; nous
ne consid¶erons pas les fonctions continues car la seule m¶ethode de transformation d'une
in¯nit¶e d'in¶egalit¶es associ¶ee (le maillage) n'est pas satisfaisante (voir la Section 2.4.1.7,
page 77) ; de plus les fonctions rationnelles pouvant approcher une fonction continue
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µa n'importe quelle pr¶ecision, il n'est pas n¶ecessaire de consid¶erer ces fonctions (voir la
Section 2.3.3, page 63).

L'ensemble de fonctions que nous consid¶erons pour les donn¶ees est aussi l'ensemble des
fonctions rationnelles. C'est donc un sur{ensemble non strict des ensembles consid¶er¶es jus-
qu'µa pr¶esent. Nous verrons dans les exemples du chapitre 3 que ces fonctions conviennent
aux problµemes d'Automatique et que d'autres fonctions, comme les fonctions a±nes
peuvent ne pas convenir (voir la Section 3.4.1, page 130).

Ensembles de fonctions consid¶er¶es pour les variables de d¶ecision Ici, nous clas-
sons les r¶esultats de la litt¶erature selon l'ensemble de fonctions consid¶er¶e pour les variables
de d¶ecision. Nous montrons alors que ces ensembles sont des sous{ensembles de l'ensemble
que nous consid¶erons, celui des fonctions rationnelles.

Pour comparaison, une classi¯cation des ensembles de fonctions consid¶er¶es pour les
variables de d¶ecision dans les r¶esultats existants est pr¶esent¶ee dans le Tableau 2.4.

Articles Fonctions consid¶er¶ees
[BPPB93, BP94, Pac94, Hel95, AG95, SE98] Constante

[Sch01, GCG93, KJS98, WB02, BBTN03]
[AGB95, GAC96, FAG96, TA02, YS97, dOBG99] A±ne

[WB02, KJ99, RP02]
[DS00] Multi a±ne
[TdS01] Quadratique

[Bli02, Bli03] Polynômial
[DS98, TdS02, IS01] Rationnelle µa

d¶enominateur ¯x¶e
[Bec95, WYPB96] G¶en¶er¶ee par une base

de dimension ¯nie
[Lim99, LH97, LH02] A±ne par morceaux

[MKS98, Sch98] Spline

Tab. 2.4 { Type de fonctions consid¶er¶ees pour les variables de d¶ecision

Pour les mêmes raisons que dans le cas des donn¶ees (la m¶ethode de transformation
d'une in¯nit¶e d'in¶egalit¶es n'est pas satisfaisante lorsqu'une fonction g¶en¶er¶ee par une base
de dimension ¯nie est consid¶er¶ee, les fonctions a±nes par morceaux et les splines sont
consid¶er¶ees comme des approximations des fonctions rationnelles), l'ensemble des fonc-
tions rationnelles µa d¶enominateur ¯x¶e, en choisissant judicieusement le d¶enominateur, est
un sur{ensemble de tous les autres ensembles.

L'ensemble de fonctions que nous consid¶erons pour les variables de d¶ecision est l'en-
semble des fonctions rationnelles (µa d¶enominateur libre). C'est donc un sur{ensemble
strict des ensembles consid¶er¶es jusqu'µa pr¶esent. La di®¶erence avec l'ensemble de fonctions
rationnelles µa d¶enominateur ¯x¶e est importante : il n'y a pas d'indicationa priori pour
choisir le d¶enominateur� correctement� (ceci sera illustr¶e dans l'exemple de la Section
3.4.2, page 141). Une contribution importante de cette thµese est d'utiliser un ensemble de
fonctions qui englobe ceux consid¶er¶es jusqu'µa pr¶esent et, surtout, qui convient pour des
problµemes d'Automatique (voir la Section 3.4.1, page 130, et la Section 3.4.2, page 141).
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Structure de la contrainte LMI d¶ependant de paramµetres Ici, nous montrons
que les structures consid¶er¶ees dans les r¶esultats existants sont des cas particuliers de la
structure g¶en¶erale de la contrainte LMI d¶ependant de paramµetres que nous consid¶erons,
µa savoir la contrainte (2.17) qui est rappel¶ee ici :

8µ 2 P; Fc(µ) +
nRX

i =1

F g
i (µ)R i (µ)F d

i (µ) +

Ã

Fc(µ) +
nRX

i =1

F g
i (µ)R i (µ)F d

i (µ)

! T

< 0

oµu lesR i (µ) sont les variables de d¶ecision. En fait, nous ne d¶etaillerons pas toutes les
structures consid¶er¶ees jusqu'µa pr¶esent mais deux d'entre elles qui sont souvent rencontr¶ees.

La premiµere structure particuliµere de contrainte souvent rencontr¶ee est la suivante :

A(µ)T P(µ) + P(µ)A(µ) < 0

oµu la variable de d¶ecision estP(µ). Cette contrainte apparâ³t beaucoup en analyse de
la stabilit¶e robuste [DS98, FAG96, Bli02] puisqu'il s'agit d'une in¶egalit¶e de Lyapunov
d¶ependant de paramµetres. Cette contrainte a une structure particuliµere en ce sens qu'elle
est homogµene en la variable de d¶ecision,i.e. la contrainte est lin¶eaire et non pas a±ne en
la variable de d¶ecision. Elle peut se r¶e¶ecrire sous la forme (2.17) avecnR = 1, Fc(µ) = 0,
F g

1 (µ) = A(µ)T , F d
1 (µ) = I et R 1(µ) = P(µ).

La seconde structure particuliµere de contrainte souvent rencontr¶ee est la suivante :

NP (µ)T

2

4
A(µ)T P(µ) + P(µ)A(µ) P(µ)B(µ) C(µ)T

B(µ)T P(µ) ¡ °I D (µ)T

C(µ) D(µ) ¡ °I

3

5 NP (µ) < 0

oµu la variable de d¶ecision estP(µ). Cette structure apparâ³t en analyse et en commande des
systµemes LPV [AGB95, BP94, Sch01]. Elle peut se r¶e¶ecrire sous la forme de la contrainte
(2.17) avecnR = 1,

Fc(µ) = NP (µ)T

2

4
0 0 0
0 ¡ °

2I 0
C(µ) D(µ) ¡ °

2I

3

5 NP (µ); F g
1 (µ) = NP (µ)T

2

4
A(µ)T

B(µ)T

0

3

5 ;

F d
1 (µ) =

£
I 0 0

¤
NP (µ) et R 1(µ) = P(µ).

Toutes les structures rencontr¶ees jusqu'µa pr¶esent sont des cas particuliers de la structure
consid¶er¶ee dans le Problµeme 2.3 (et aussi dans le Problµeme 2.2). De fait, cette derniµere
est la plus g¶en¶erale possible.µA notre connaissance, aucun r¶esultat existant ne concerne
une structure g¶en¶erale de la contrainte LMI d¶ependant deµ.

In°uence des m¶ethodes de transformation d'une in¶egalit¶e d¶ependant de pa-
ramµetres sur les caract¶eristiques d'une contrainte LMI d¶ependant de paramµe-
tres Nous allons maintenant voir en quoi les m¶ethodes de transformation d'une in¶egalit¶e
d¶ependant de paramµetres in°uent sur les caract¶eristiques des contraintes LMI d¶ependant
de paramµetres.

Ceci est particuliµerement vrai pour les ensembles de fonctions consid¶er¶es pour les
donn¶ees et les variables de d¶ecision. Les structures particuliµeres rencontr¶ees dans la
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litt¶erature viennent plus du fait que les contraintes LMI d¶ependant de paramµetres n'ont
pas ¶et¶e consid¶er¶es en tant que telle. Elles r¶esultaient des conditions obtenues pour certains
problµemes d'Automatique.

L'in°uence sur les ensembles de fonctions est directe lorsque la transformation d'une
in¯nit¶e d'in¶egalit¶es n'introduit pas de matrices suppl¶ementaires (ce qui n'est pas le cas
de l'approche avec le lemme d'¶elimination r¶eciproque ainsi qu'avec l'approche par pa-
ram¶etrisation quadratique de graphe etS{proc¶edure). Dans ce cas, seul l'ensemble de
fonctions consid¶er¶e pour l'in¶egalit¶e d¶ependant de paramµetres in°ue. Par exemple, sup-
posons que nous utilisions une m¶ethode de transformation qui considµere queT(µ) est
a±ne en µ. Dans le cadre de notre problµeme,T(µ) repr¶esente en fait une contrainte LMI
d¶ependant deµ. Une contrainte LMI s'¶ecrit de fa»con g¶en¶erale

8µ 2 P; Fc(µ) +
nRX

i =1

F g
i (µ)R i (µ)F d

i (µ) +

Ã

Fc(µ) +
nRX

i =1

F g
i (µ)R i (µ)F d

i (µ)

! T

< 0

oµu lesR i (µ) sont les variables de d¶ecision. Pour que cette contrainte LMI soit a±ne enµ
et ainsi pouvoir utiliser les m¶ethodes de transformation d'une in¯nit¶e d'in¶egalit¶es pour les
fonctions a±nes, il faut queFc(µ) et F g

i (µ)R i (µ)F d
i (µ) soient a±nes enµ. Les donn¶ees ne

peuvent être qu'a±ne. Par ailleursF g
i (µ) et F d

i (µ) ne peuvent pas être tous deux a±nes (ce
qui explique en partie les structures particuliµeres consid¶er¶ees dans les r¶esultats existants).
Si l'une des deux est a±ne,R i (µ) ne peut être que constant ; alors que si toutes deux sont
constantes enµ, R i (µ) peut être a±ne en µ.

L'in°uence est moins directe lorsque la transformation d'une in¯nit¶e d'in¶egalit¶es in-
troduit des variables de d¶ecision suppl¶ementaires (ce qui est le cas de l'approche avec
le lemme d'¶elimination r¶eciproque ainsi qu'avec l'approche par param¶etrisation quadra-
tique de graphe etS{proc¶edure). En appliquant ces transformations µa une contrainte LMI
d¶ependant de paramµetres, il ne faut pas faire apparâ³tre de produit entre ces variables
de d¶ecision suppl¶ementaires et les variables de d¶ecision de la contrainte de d¶epart. Sans
une transformation suppl¶ementaire, dans le cas de variables de d¶ecision rationnelles, cela
n'est possible qu'en ¯xant le d¶enominateur.

2.5 Solution e±cace µa la LMI d¶ependant d'un pa-
ramµetre

Nous allons maintenant transformer la LMI d¶ependant d'un paramµetre (Problµeme 2.2,
page 64) en un problµeme de faisabilit¶e sous contraintes LMI ind¶ependant de paramµetre.
Nous r¶e¶ecrivons tout d'abord la contrainte (2.16) sous une autre forme qui convient mieux.
Cette forme est

8µ 2 [µ; µ]; H1(µ)(C + ¨( µ))H2(µ) + ( H1(µ)(C + ¨( µ))H2(µ))T < 0

oµu ¨( µ), la variable de d¶ecision, est une matrice (possiblement structur¶ee) de fonctions
rationnelles enµ de degr¶eN et bien pos¶ee sur [µ; µ]

¨( µ) =

P N
j =0 ¨ j µj

P N
j =0 dj µj

:
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La contrainte (2.16) peut toujours se r¶e¶ecrire (et inversement) sous cette forme avec des
choix particuliers deH1(µ), H2(µ), C et ¨( µ). Par exemple, un choix possible est :

H1(µ) =
£

Fc(µ) F g
1 (µ) ¢ ¢ ¢ F g

nR
(µ)

¤

C =

2

6
6
6
4

I 0 ¢ ¢ ¢ 0

0 0
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 ¢ ¢ ¢ 0 0

3

7
7
7
5

; ¨( µ) =

2

6
6
6
4

0 0 ¢ ¢ ¢ 0

0 R 1(µ)
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 ¢ ¢ ¢ 0 R nR (µ)

3

7
7
7
5

; H2(µ) =

2

6
6
6
4

I
F d

1 (µ)
...

F d
nR

(µ)

3

7
7
7
5

:

Nous reformulons la LMI d¶ependant d'un paramµetre et, µa strictement parler, c'est le
problµeme suivant que nous allons transformer.

Problµeme 2.4 (LMI d¶ependant d'un paramµetre). Soient [µ; µ] un intervalle born¶e deR,
i.e. µ et µ sont ¯nies,

H1 : [µ; µ] ! Rm£ a

µ 7! H1(µ)
H2 : [µ; µ] ! Rb£ m

µ 7! H2(µ)

deux matrices de fonctions rationnelles enµ, bien pos¶ees sur[µ; µ] et admettant une
repr¶esentation LFT, et C 2 Ra£ b. Soit N un entier naturel.

Trouver, si elle existe,

¨( µ) =

P N
j =0 ¨ j µj

P N
j =0 dj µj

une matrice (possiblement structur¶ee) de fonctions rationnelles enµ, bien pos¶ees sur[µ; µ],
telle que

8µ 2 [µ; µ]; H1(µ)(C + ¨( µ))H2(µ) + ( H1(µ)(C + ¨( µ))H2(µ))T < 0: (2.25)

En examinant ce problµeme, il apparâ³t au moins une di±cult¶e empêchant l'obtention
directe de la Solution e±cace µa la LMI d¶ependant d'un paramµetre : la contrainte (2.25)
d¶epend deµ et d¶e¯nit de fait une in¯nit¶e de contraintes. Cette di±cult¶e a ¶et¶e discut¶ee
dans la section pr¶ec¶edente et nous avons choisi la m¶ethode utilisant les graphes et la
S{proc¶edure. Elle conduit au KYP r¶eel (Th¶eorµeme 1.6, page 50), qui est rappel¶e ici : la
contrainte quadratique

8µ 2 [µ; µ]; ©(µ)T M ©(µ) < 0 (2.26)

est v¶eri¯¶ee si et seulement s'il existeD = DT > 0 et G = ¡G T telles que
·

CT
©

D T
©

¸
M

£
C© D©

¤
+

·
I 0

A© B©

¸ T ·
¡ 2D (µ + µ)D + G

(µ + µ)D ¡ G ¡ 2µµD

¸ ·
I 0

A© B©

¸
< 0

(2.27)
avecA©, B©, C© et D© telles que

µI ?
·

A© B©

C© D©

¸
= ©( µ):

Cette m¶ethode permet de transformer un in¶egalit¶e d¶ependant deµ en un problµeme d'opti-
misation LMI ind¶ependant deµ. Pour appliquer ce th¶eorµeme, il faut donc pouvoir r¶e¶ecrire
la contrainte (2.25) sous la forme (2.26). Or il apparâ³t que l'expression (2.27) est a±ne en
M , D et G. Donc si la r¶e¶ecriture de (2.25) sous la forme (2.26) a les propri¶et¶es suivants :
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{ M est a±ne en ¨ j et en dj ;
{ ©( µ) ne contient aucun ¨ j ni aucun dj ;

alors par application du KYP r¶eel (Th¶eorµeme 1.6, page 50), nous aurons transform¶e la
contrainte (2.25) en une contrainte LMI ind¶ependant de paramµetre. Nous aurons donc
trouv¶e la Solution e±cace µa la LMI d¶ependant d'un paramµetre et cette solution aura bien
les propri¶et¶es d¶e¯nies dans la Section 2.3.5, page 68. De plus, dans le cas pr¶esent, pour
la premiµere propri¶et¶e, il s'agit d'une ¶equivalence et non pas seulement d'une implication :
il existe une solution µa la LMI d¶ependant d'un paramµetre si et seulement s'il existe une
solution µa la Solution e±cace µa la LMI d¶ependant d'un paramµetre.

La di±cult¶e majeure ici est en fait de r¶e¶ecrire la contrainte (2.25) sous la forme d¶esir¶ee.
Nous allons voir que ceci est possible en utilisant une propri¶et¶e ¶el¶ementaire des po-
lynômes r¶eels. Aprµes avoir ¶enoncer et commenter la Solution e±cace µa la LMI d¶ependant
d'un paramµetre, qui est un problµeme de faisabilit¶e sous contraintes LMI ind¶ependant de
µ, nous discuterons des possibilit¶es a¯n de limiter le nombre de variables de d¶ecision
suppl¶ementaires introduits parD et G. Ceci a l'int¶erêt de limiter le temps de r¶esolution
de la Solution e±cace µa la LMI d¶ependant d'un paramµetre. En¯n un exemple num¶erique
sera pr¶esent¶e.

2.5.1 Solution e±cace et commentaires

Pour trouver la Solution e±cace µa la LMI d¶ependant d'un paramµetre, il faut consid¶erer

le bien pos¶e : transformer le fait que la variable de d¶ecision est bien pos¶ee sur [µ; µ] en
une contrainte LMI ind¶ependant deµ;

la contrainte (2.25) : transformer la contrainte LMI (2.25) d¶ependant deµ en une
contrainte LMI ind¶ependant deµ.

Nous expliquons comment ceci est possible. Cette explication servira aussi de d¶emonstra-
tion.

Transformation du bien pos¶e Le bien pos¶e de ¨(µ) sur [µ; µ] est ¶equivalent µa ce que
le polynôme r¶eel

P N
j =0 dj µj ne s'annule pas sur [µ; µ]. La propri¶et¶e ¶el¶ementaire que nous

utilisons est que ce polynôme r¶eel, ne s'annulant pas sur [µ; µ], a un signe constant sur
cet intervalle. Introduisons des r¶eelscj tels que le polynôme

P N
j =0 cj µj ne s'annule pas sur

[µ; µ]. Sans perte de g¶en¶eralit¶e, on peut prendrec0 = 1. Le bien pos¶e de ¨(µ) sur [µ; µ]
est alors ¶equivalent µa ce que la fonction rationnelle

P N
j =0 dj µj

1 +
P N

j =1 cj µj

ne s'annule pas sur [µ; µ]. Elle a donc un signe constant sur [µ; µ]. Sans perte de g¶en¶eralit¶e,
ce signe peut être choisi positif. Le bien pos¶e de ¨(µ) sur [µ; µ] est donc ¶equivalent µa :

8µ 2 [µ; µ];

P N
j =0 dj µj

1 +
P N

j =1 cj µj
+

Ã P N
j =0 dj µj

1 +
P N

j =1 cj µj

! T

> 0: (2.28)

Or P N
j =0 dj µj

1 +
P N

j =1 cj µj
= R d;1Á1(µ; cj )
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avec

R d;p =
£

dN I p ¢ ¢ ¢ d1I p d0I p
¤

et Áp(µ; cj ) =

2

6
6
6
6
6
4

I pµN

1 +
P N

j =1 cj µj

...
I p

1 +
P N

j =1 cj µj

3

7
7
7
7
7
5

:

L'in¶egalit¶e (2.28) se r¶ecrit alors

8µ 2 [µ; µ];
·

1
Á1(µ; ci )

¸ T ·
0 ¡R d;1

¡R T
d;1 0

¸ ·
1

Á1(µ; ci )

¸
< 0:

Par application du Th¶eorµeme 1.6, page 50, avec

M =
·

0 ¡R d;1

¡R T
d;1 0

¸
et ©(µ) =

·
1

Á1(µ; ci )

¸
;

nous obtenons une premiµere contrainte LMI ind¶ependant deµ qui assure le bien pos¶e de
la matrice ¨( µ) sur [µ; µ].

Transformation de la contrainte (2.25) Pour la contrainte (2.25), il est possible de

l'¶ecrire sous la forme ©(µ)T M ©(µ) < 0. En e®et, en la multipliant par

P N
j =0 dj µj

1 +
P N

j =1 cj µj
qui

est strictement positif, cette contrainte est ¶equivalente µa

8µ 2 [µ; µ]; H1(µ)

P N
j =0 (¨ j + dj C)µj

1 +
P N

j =1 cj µj
H2(µ) + ¢ ¢ ¢

¢ ¢ ¢+

Ã

H1(µ)

P N
j =0 (¨ j + dj C)µj

1 +
P N

j =1 cj µj
H2(µ)

! T

< 0:

(2.29)

Or il est toujours possible de trouver une matriceU(¨ j ; dj ), a±ne en ¨ j et endj , et ¹H (µ)
une fonction rationnelle enµ bien pos¶ee sur [µ; µ], ind¶ependant de ¨j et dj , telles que

(¨ 0 + C) +
P N

j =1 µj (¨ j + dj C)

1 +
P N

j =1 µj cj

= U(¨ j ; dj ) ¹H (µ):

Par exemple, une factorisation possible est¹H (µ) = Áp(µ; ci ), avecp le nombre de colonnes
de ¨( µ), et U(¨ j ; dj ) =

£
¨ N + dN C ¢ ¢ ¢ ¨ 0 + d0C

¤
. Cette factorisation n'est pas

unique. La condition (2.29) est alors ¶equivalente µa

8µ 2 [µ; µ];
·

H1(µ)T

H (µ)H2(µ)

¸ T ·
0 U(¨ j ; dj )

U(¨ j ; dj )T 0

¸ ·
H1(µ)T

H (µ)H2(µ)

¸
< 0: (2.30)

Par application du Th¶eorµeme 1.6, page 50, avec

M =
·

0 U(¨ j ; dj )
U(¨ j ; dj )T 0

¸
et ©(µ) =

·
H1(µ)T

H (µ)H2(µ)

¸
;
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nous obtenons une deuxiµeme contrainte LMI ind¶ependant deµ qui assure la condition
(2.25).

Nous pouvons alors ¶enoncer la Solution e±cace µa la LMI d¶ependant d'un paramµetre
oµu les notations suivantes sont utilis¶ees

Wcns(k) =

8
><

>:
W = W T

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

9D 2 Rk£ k ; D > 0; 9G = ¡G T 2 Rk£ k ;

W =
·

¡ 2D (µ + µ)D + G
(µ + µ)D ¡ G ¡ 2µµD

¸

9
>=

>;

et

L (A©; B©; C©; D©; M; W ) =
·

CT
©

D T
©

¸
M

£
C© D©

¤
+

·
I 0

A© B©

¸ T

W
·

I 0
A© B©

¸
:

Th¶eorµeme 2.1 (Solution e±cace µa la LMI d¶ependant d'un paramµetre). Soient [µ; µ] un
intervalle born¶e deR, i.e. µ et µ sont ¯nies,

H1 : [µ; µ] ! Rm£ a

µ 7! H1(µ)
H2 : [µ; µ] ! Rb£ m

µ 7! H2(µ)

deux matrices de fonctions rationnelles enµ, bien pos¶ees sur[µ; µ] et admettant une
repr¶esentation LFT, et C 2 Ra£ b. Soient N un entier naturel et N r¶eelscj tels que pour
tout µ 2 [µ; µ], 1 +

P N
j =1 µj cj 6= 0.

Alors, il existe

¨( µ) =

P N
j =0 ¨ j µj

P N
j =0 dj µj

(2.31)

une matrice (possiblement structur¶ee) de fonctions rationnelles enµ, bien pos¶ees sur[µ; µ],
telle que

8µ 2 [µ; µ]; H1(µ)(C + ¨( µ))H2(µ) + ( H1(µ)(C + ¨( µ))H2(µ))T < 0 (2.32)

si et seulement s'il existeN + 1 matrices ¨ j (possiblement structur¶ees) etN + 1 r¶eelsdj

tels que les deux conditions suivantes soient v¶eri¯¶ees :
(i ) il existe Wd 2 Wcns(N ) telle que :

L

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

2

6
6
6
6
6
4

0 1 0 ¢ ¢ ¢ 0
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . 0

0 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢0 1
¡ cN ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¡c1

3

7
7
7
7
7
5

;

2

6
6
6
6
6
4

0
...
...
0
1

3

7
7
7
7
7
5

;

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

0
1 0 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢0

0
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . 0

0 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢0 1
¡ cN ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¡c1

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

;

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

1
0
...
...
...
0
1

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

; ¢ ¢ ¢

¢ ¢ ¢
·

0 ¡
£

dN ¢ ¢ ¢ d1 d0
¤

¡
£

dN ¢ ¢ ¢ d1 d0
¤T

0

¸
; Wd

¶
< 0

(ii ) il existe W 2 Wcns(nA H ) oµu nA H est la taille deAH telle que :

L
µ

AH ; BH ; CH ; DH ;
·

0 U(¨ j ; dj )
U(¨ j ; dj )T 0

¸
; W

¶
< 0
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oµu

µI ?
·

AH BH

CH DH

¸
¢=

·
H1(µ)T

¹H (µ)H2(µ)

¸

et oµu U(¨ j ; dj ) est a±ne en ¨ j et en dj telle que

U(¨ j ; dj ) ¹H (µ) =

P N
j =0 µj (¨ j + dj C)

1 +
P N

j =1 cj µj
:

Remarque 2.8. Le choix des r¶eelscj n'a®ecte pas le r¶esultat du th¶eorµeme tant que le
polynôme1 +

P N
j =1 µj cj ne s'annule pas sur[µ; µ].

Nous avons bien obtenu des conditions sous la forme d'un problµeme d'optimisation sous
contraintes LMI ind¶ependant deµ. Ces conditions sont n¶ecessaires et su±santes. L'int¶erêt
est que,N ¶etant donn¶ee, il est possible de r¶epondre positivement ou n¶egativement µa la
question de l'existence de la matrice ¨(µ).

Dans la LMI d¶ependant d'un paramµetre (Problµeme 2.4, page 84), les donn¶ees et les
variables de d¶ecision sont des fonctions rationnelles enµ. Nous avons justi¯¶e l'int¶erêt
des fonctions rationnelles par le fait, qu'en choisissant judicieusement leur degr¶eN , l'en-
semble de ces fonctions est un sur{ensemble des ensembles de fonctions consid¶er¶es dans les
r¶esultats existants. Cependant, dans certains cas, les donn¶ees et les variables de d¶ecision
peuvent appartenir µa un ensemble strictement inclus dans l'ensemble des fonctions ra-
tionnelles. Par exemple, les donn¶ees peuvent être naturellement des fonctions a±nes en
µ. Par exemple, si les conditions du Lemme 2.4, page 67, sont v¶eri¯¶ees, alors les variables
de d¶ecision peuvent être choisies comme des fonctions constantes sans perte de g¶en¶eralit¶e.
L'approche pr¶esent¶ee dans ce chapitre, qui a aboutit au Th¶eorµeme 2.1, peut aussi être ap-
pliqu¶ee si l'on considµere les ensembles de fonctions consid¶er¶es dans les r¶esultats existants.

Pour les donn¶ees, notre approche suppose qu'elles puissent être repr¶esent¶ees par des
LFTs. Or sans perte de g¶en¶eralit¶e (voir la Section 1.5, page 50), nous avons suppos¶e
que c'est le cas pour les fonctions rationnelles. Les fonctions consid¶er¶es dans les r¶esultats
existants ¶etant des fonctions rationnelles particuliµeres, ces fonctions peuvent aussi être
repr¶esent¶ees par des LFTs.

Nous avons consid¶er¶e des variables de d¶ecision rationnelles enµ, soit de la forme (2.31).
En fait, l'approche pr¶esent¶ee dans ce chapitre permet aussi de ¯xer tout ou partie des r¶eels
dj et/ou tout ou partie des matrices ¨ j . En e®et, dans le Th¶eorµeme 2.1, les conditions ob-
tenues sont sous la forme d'un problµeme de faisabilit¶e sous contraintes LMI ind¶ependant
de µ. En ¯xant tout ou partie des r¶eelsdj et/ou tout ou partie des matrices ¨ j , les condi-
tions obtenues restent sous la forme d'un problµeme de faisabilit¶e LMI ind¶ependant deµ.
Ceci permet de moduler l'ensemble de fonctions que nous avons consid¶er¶e pour les va-
riables de d¶ecision et ainsi le faire coÄ³ncider avec tous ceux consid¶er¶es jusqu'µa pr¶esent dans
les r¶esultats existants. Par exemple, pour le faire coÄ³ncider avec l'ensemble des fonctions
polynômiales, il faut annuler tous lesdj sauf d0.

L'approche pr¶esent¶ee dans ce chapitre peut donc être appliqu¶ee si l'on considµere les
ensembles de fonctions consid¶er¶es dans les r¶esultats existants.

2.5.2 Astuces de mise en ¾uvre

L'int¶erêt du Th¶eorµeme 2.1 est qu'il donne des conditions num¶eriquement v¶eri¯ables sous
la forme d'un problµeme de faisabilit¶e sous contraintes LMI ind¶ependant de paramµetre. Lors
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de sa mise en ¾uvre, il est int¶eressant de limiter la taille du problµeme de faisabilit¶e sous
contraintes LMI ind¶ependant de paramµetre obtenu dans le th¶eorµeme, ce qui permet de
limiter son temps de r¶esolution. Cette taille d¶epend, entre autre, du nombre de contraintes
LMI ind¶ependant de paramµetre, du nombre de variables de d¶ecision et de la taille des
contraintes LMI ind¶ependant de paramµetre.

Nous allons voir que la limitation du nombre de contraintes LMI ind¶ependant de pa-
ramµetre est structurelle : dans certains cas, la contrainte (i ) disparâ³t.

Lors de la mise en ¾uvre du th¶eorµeme, il faut factoriser la contrainte consid¶er¶ee sous
la forme de la contrainte (2.32) et choisir les r¶eelscj . La factorisation et le choix des
r¶eels n'¶etant pas unique et ne changeant pas le r¶esultat, il est alors possible de factoriser
et de choisir les r¶eelscj � au mieux� . Nous allons voir que cette factorisation et que ce
choix, judicieusement e®ectu¶es, permettent de limiter le nombre de variables de d¶ecision
suppl¶ementaires introduites ainsi que la taille des contraintes. Le nombre de variables de
d¶ecision suppl¶ementaires introduites parWd et W est ¶egal µaN 2 + n2

A H
. De plus, plusnA H

est grand, plus la taille de la contrainte (ii ) est grande. Il est donc int¶eressant de limiter
nA H qui est l'ordre d'une repr¶esentation LFT de

·
H1(µ)T

¹H (µ)H2(µ)

¸
:

Dans ce cas, nous ne nous int¶eressons qu'µa la contrainte (ii ) du Th¶eorµeme 2.1, soit au
nombre de variables de d¶ecision scalaires suppl¶ementaires qu'introduitW. En plus de
la factorisation et du choix des r¶eelscj , nous discuterons de la pr¶esence de plusieurs
contraintes LMI d¶ependant de paramµetres.

¶Elimination de la contrainte (i ) Si la contrainte (2.29) implique la contrainte (2.28),
la condition (i ) du th¶eorµeme disparâ³t. Ceci est le cas lorsque la matriceH1(µ)(C +
¨( µ))H2(µ) + ( H1(µ)(C + ¨( µ))H2(µ))T a un terme sur la diagonale que l'on saita priori
être strictement n¶egatif.

Typiquement, nous rencontrerons dans le prochain chapitre des contraintes LMI d¶epen-
dant de paramµetres dont un ¶el¶ement de leur diagonale est¡ ° avec° > 0. La contrainte
(2.29) fait alors apparâ³tre sur un des ¶el¶ements de sa diagonale la contrainte

8µ 2 [µ; µ]; ¡ °

Ã P N
j =0 dj µj

1 +
P N

j =1 cj µj

!

< 0:

Ce qui implique bien la contrainte (2.28).

Choix des cj Ici nous supposons que nous avons d¶ejµa obtenu
·

H1(µ)T

¹H (µ)H2(µ)

¸

et que nous cherchons un choix descj qui limite nA H , l'ordre d'une repr¶esentation LFT
de cette matrice. ¹H (µ) est en fait une fonction rationnelle de d¶enominateur 1+

P N
j =1 µj cj .

L'id¶ee est alors de choisir lescj pour que ¹H (µ) ait les mêmes pôles queH1(µ).

Par exemple, supposons que

·
H1(µ)T

¹H (µ)H2(µ)

¸
=

2

6
6
4

AG(µ)
CG(µ)

Án (µ; cj )
CG(µ)

3

7
7
5 (2.33)
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avec

·
AG(µ)
CG(µ)

¸
=

·
AG0

CG0

¸
+

·
AG1

CG1

¸
µ

1 + 3µ
et avec Án (µ; cj ) =

2

4
I nµ

1 + c1µ
I n

1 + c1µ

3

5 : (2.34)

Alors en choisissantc1 = 3, le pôle de Án (µ; cj ) est le même que celui deAG(µ) et de
CG(µ), ce qui permet l'¶ecriture suivante

2

6
6
4

AG(µ)
CG(µ)

Án (µ; cj )
CG(µ)

3

7
7
5 =

2

6
6
6
6
4

AG1 AG0

CG1 CG0

I n 0
0 I n

CG1 CG0

3

7
7
7
7
5

Án (µ; cj ):

En utilisant la repr¶esentation minimale deÁn (µ; cj ) pr¶esent¶ee dans le Lemme 1.10, page
48, la variableW introduit n2 variables de d¶ecision scalaires suppl¶ementaires.

En choisissantc1 6= 3, cette derniµere ¶ecriture n'est plus possible et la variableW
introduit plus de n2 (pour être exact 4n2) variables de d¶ecision scalaires suppl¶ementaires.

Cette exemple montre qu'un choix pertinent des r¶eelscj permet de limiter nA H et donc
le nombre de variables suppl¶ementaires introduites parW.

Factorisation sous la forme (2.32) La factorisation d'un contrainte LMI d¶ependant
de µ sous la forme de la contrainte (2.32) n'est pas unique. Le choix d'une factorisation
peut avoir d'importantes r¶epercussions. Nous illustrons ceci µa travers l'exemple de la
contrainte simple suivante :

8µ 2 [µ; µ]; AG(µ)T P(µ) + P(µ)AG(µ) + CG(µ)T CG(µ) < 0

oµu AG(µ) et CG(µ) sont les donn¶ees et sont d¶e¯nies par (2.34) et oµuP(µ) est la variable
de d¶ecision avecN = 1.

Il existe plusieurs possibilit¶es pour factoriser cette contrainte sous la forme de la
contrainte (2.32) dont deux sont naturelles et semblenta priori ¶equivalentes :

1. la premiµere :H1(µ)(C + ¨( µ))H2(µ) = AG(µ)T P(µ) + 1
2CG(µ)T CG(µ) ;

2. la seconde :H1(µ)(C + ¨( µ))H2(µ) = P(µ)AG(µ) + 1
2CG(µ)T CG(µ).

Avec la premiµere possibilit¶e, nous obtenons la factorisation

£
AG(µ)T CG(µ)T

¤

| {z }
H 1 (µ)

0

B
B
B
@

"
0 0
0 1

2I

#

| {z }
C

+
·

P(µ) 0
0 0

¸

| {z }
¨( µ)

1

C
C
C
A

·
I

CG(µ)

¸

| {z }
H 2 (µ)

;

ce qui donne l'expression d¶e¯nie par (2.33). En choisissantc1 = 3, n2 variables de d¶ecision
scalaires suppl¶ementaires sont donc introduites parW.

Avec la seconde possibilit¶e, nous obtenons la factorisation

£
I C G(µ)T

¤

| {z }
H 1 (µ)

0

B
B
B
@

"
0 0
0 1

2I

#

| {z }
C

+
·

P(µ) 0
0 0

¸

| {z }
¨( µ)

1

C
C
C
A

·
AG(µ)
CG(µ)

¸

| {z }
H 2 (µ)

;
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ce qui donne

·
H1(µ)T

¹H (µ)H2(µ)

¸
=

2

6
6
4

I n

CG(µ)
Án (µ; cj )AG(µ)

CG(µ)

3

7
7
5 :

Quelque soit le choix dec1, 4n2 variables de d¶ecision scalaires suppl¶ementaires sont intro-
duites par W.

Même sur cette exemple simple, la factorisation sous la forme de la contrainte (2.32) est
d¶elicate puisque la seconde possibilit¶e introduit quatre fois plus de variables de d¶ecision
suppl¶ementaires que la premiµere ; alors que ces deux possibilit¶es semblaient ¶equivalentes
au d¶epart. Il est donc important de bien choisir cette factorisation en fonction de la
contrainte LMI d¶ependant deµ consid¶er¶ee.

Plusieurs contraintes LMI d¶ependant de µ Jusqu'µa pr¶esent, nous n'avons consid¶er¶e
que des problµemes de faisabilit¶e avec une seule contrainte LMI d¶ependant deµ. Nous avons
justi¯¶e ceci par la Remarque 2.1, page 59 : il est toujours possible de r¶e¶ecrire plusieurs
contraintes LMI en une seule. D'un point de vue num¶erique, cette r¶e¶ecriture n'est pas
forc¶ement judicieuse.

Pour simpli¯er la discussion, nous ne consid¶erons que deux contraintes LMI d¶ependant
de µ :

8µ 2 [µ; µ]; LMI 1(µ) < 0 (2.35)

et

8µ 2 [µ; µ]; LMI 2(µ) < 0 (2.36)

oµu ces deux contraintes ont les mêmes variables de d¶ecision.
Pour transformer ces deux contraintes, il y a deux possibilit¶es :

1. appliquer le Th¶eorµeme 2.1 µa la contrainte (2.35) puis µa la contrainte (2.36), en
sachant qu'en choisissant lescj identiques dans ces deux applications, la condition
(i ) du th¶eorµeme est identique dans ces deux applications ;

2. appliquer le Th¶eorµeme 2.1 µa la contrainte suivante

8µ 2 [µ; µ];
·

LMI 1(µ) 0
0 LMI 2(µ)

¸
< 0:

Avec la premiµere possibilit¶e, la condition (i ) du Th¶eorµeme 2.1 introduitN 2 variables
de d¶ecision scalaires suppl¶ementaires. Maintenant, supposons que la condition (ii ) du
Th¶eorµeme 2.1 en introduisen2

A ©1
pour la contrainte (2.35) et n2

A ©2
pour la contrainte

(2.36), soit un total de N 2 + n2
A ©1

+ n2
A ©2

, avec les factorisations sous la forme de (2.32)
et le choix descj e®ectu¶es judicieusement.

La seconde possibilit¶e introduit alorsN 2+( nA ©1
+ nA ©2

)2 variables de d¶ecision scalaires
suppl¶ementaires.

La seconde possibilit¶e introduit 2nA ©1
nA ©2

plus de variables suppl¶ementaires que la
premiµere. Il est donc pr¶ef¶erable de privil¶egier la premiµere possibilit¶e.
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2.5.3 Exemple num¶erique

Nous d¶eveloppons maintenant un exemple de mise en ¾uvre du Th¶eorµeme 2.1. On
considµereE(µ) une famille d'ellipses param¶etris¶ee parµ 2 [¡ 1; 1]. Une ellipse est donn¶e
par l'ensemble ©

x 2 R2
¯
¯ (x ¡ xc)T P ¡ 1(x ¡ xc) < 1

ª

oµu P est une matrice d¶e¯nie positive et oµuxc est le centre de l'ellipse. On considµere une
famille d'ellipses param¶etris¶ee parµ 2 [¡ 1; 1] et d¶e¯nie par :

E(µ) =
©

x 2 R2
¯
¯ (x ¡ xc(µ))T P(µ)¡ 1(x ¡ xc(µ)) < 1

ª

avec P(µ) = 0; 4
(1 + µ2)2

·
2µ

µ2 ¡ 1

¸
£

2µ µ2 ¡ 1
¤

+ 0; 1
(1 + µ2)2

·
1 ¡ µ2

2µ

¸
£

1 ¡ µ2 2µ
¤

et

xc(µ) =
·

µ
µ2 ¡ 1

¸
. Nous consid¶erons aussi un disqueO de centre l'origine et rayon 0,7 :

O =
©

x 2 R2
¯
¯ xT x < 0; 72

ª
:

Sur la Figure 2.2 sont repr¶esent¶es les ellipses, les centres correspondants pour di®¶erentes
valeurs deµ et le disqueO.

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

-1.4

-1.2

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

Fig. 2.2 { E(µ), xc(µ) pour µ 2 f 0; 0; 2; 0; 4; 0; 6; 0; 8; 1g et O

Nous cherchonsx(µ) une fonction explicite deµ et de faible complexit¶e telle que, pour
tout µ 2 [¡ 1; 1], x(µ) est dans l'intersection de l'ellipseE(µ) et du disqueO. Le problµeme
est donc le suivant : trouverx(µ) : [¡ 1; 1] ! R2 une fonction explicite deµ telle que

8µ 2 [¡ 1; 1];

(
(x(µ) ¡ xc(µ))T P(µ)¡ 1(x(µ) ¡ xc(µ)) < 1

x(µ)T x(µ) < 0; 72:

Par manipulations, la contrainte pour tout µ 2 [¡ 1; 1], (x(µ) ¡ xc(µ))T P(µ)¡ 1(x(µ) ¡
xc(µ)) < 1 est ¶equivalente µa la contrainte

8µ 2 [¡ 1; 1];
·

¡ 1 (x(µ) ¡ xc(µ))T

x(µ) ¡ xc(µ) ¡ P(µ)

¸
< 0

qui est r¶e¶ecrite sous la forme de la contrainte (2.32) :

8µ 2 [¡ 1; 1]; H11(µ)(C1 + ¨ 1(µ))H21(µ) + ( H11(µ)(C1 + ¨ 1(µ))H21(µ))T < 0 (2.37)
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avec

H11(µ)=

"
¡ 1

2 0
¡ xc(µ) I 2

#

; C1 =
·

1 0
0 I 2

¸
; ¨ 1(µ)=

·
0 0

x(µ) 0

¸
; H21(µ)=

"
1 0
0 ¡ 1

2P(µ)

#

:

De même, la contrainte pour toutµ 2 [¡ 1; 1], x(µ)T x(µ) < 0; 72 est ¶equivalente µa la
contrainte

8µ 2 [¡ 1; 1];
·

¡ 0; 72 x(µ)T

x(µ) ¡ I 2

¸
< 0

qui est r¶e¶ecrite sous la forme de la contrainte (2.32) :

8µ 2 [¡ 1; 1]; H12(µ)(C2 + ¨ 2(µ))H22(µ) + ( H11(µ)(C1 + ¨ 1(µ))H21(µ))T < 0 (2.38)

avec

H12(µ) =

"
¡ 0; 72

2 0
0 I 2

#

; C2 =
·

1 0
0 I 2

¸
; ¨ 2(µ) =

·
0 0

x(µ) 0

¸
; H22(µ) =

"
1 0
0 ¡ 1

2I 2

#

:

Comme P(µ) et xc(µ) sont rationnelles enµ, bien pos¶ees sur [¡ 1 ; 1], et admettent une
repr¶esentation LFT, il est possible d'appliquer le Th¶eorµeme 2.1.

Pour la r¶esolution du problµeme de faisabilit¶e, nous choisissonsN = 2 (au vu de la
Figure 2.2, nous conjecturons qu'il existe une solution parabolique mais qu'il n'en existe
pas qui soit a±ne, il faut alors choisirN au moins ¶egal µa 2) et 1 +c1µ + c2µ2 = 1 (ce
qui permet de limiter le temps de r¶esolution carxc(µ) a le même d¶enominateur). De plus,
nous pouvons choisir sans perte de g¶en¶eralit¶ed0 = 1. Nous obtenons alors

x(µ) =
1

1 ¡ 0; 17µ2

·
0; 52µ

¡ 0; 69 + 0; 7µ2

¸
:

La Figure 2.3 repr¶esente les pointsx(µ) trouv¶es pour plusieurs valeurs deµ. Pour toutes

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

-1.4
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-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

Fig. 2.3 { R¶esultat pour µ 2 f 0; 0; 2; 0; 4; 0; 6; 0; 8; 1g

ces valeurs,x(µ) est bien µa l'intersection deE(µ) et de O.

Remarque 2.9. Pour ce problµeme, il existe une in¯nit¶e de solutions. La r¶esolution
num¶erique du problµeme d'optimisation n'en donne ¶evidemment qu'une. En revanche,N
¶etant donn¶e, le problµeme de faisabilit¶e lui{même (celui obtenu par application du Th¶eorµeme
2.1 sur les contraintes (2.37) et (2.38)) param¶etrise toutes les solutions.
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2.6 Solution e±cace µa la LMI d¶ependant de plusieurs
paramµetres

Nous consid¶erons maintenant le cas oµuµ =
£

µ1 ¢ ¢ ¢ µnµ

¤T
est un vecteur deP =

[µ1; µ1]£¢ ¢ ¢£[µnµ ; µnµ ] , un polytope born¶e deRnµ . La d¶emarche pr¶esent¶ee dans la Section
2.5 peut être reconduite. Nous reformulons tout d'abord la LMI d¶ependant de plusieurs
paramµetres. Puis nous ¶enoncerons la Solution e±cace µa la LMI d¶ependant de plusieurs
paramµetres. En¯n, un exemple de mise en ¾uvre num¶erique est pr¶esent¶e.

La reformulation de la LMI d¶ependant de plusieurs paramµetres donne le problµeme
suivant.

Problµeme 2.5 (LMI d¶ependant de plusieurs paramµetres). Soientnµ un entier strictement
sup¶erieur µa un,P = [ µ1 ; µ1] £ ¢ ¢ ¢ £[µnµ

; µnµ ] un polytope born¶ee deRnµ , i.e. pour tout
i = 1; : : : ; nµ, µi et µi sont ¯nies,

H1 : P ! Rm£ a

µ 7! H1(µ)
H2 : P ! Rb£ m

µ 7! H2(µ)

deux matrices de fonctions rationnelles enµ, bien pos¶ees surP et admettant une repr¶esentation
LFT, et C 2 Ra£ b. Soit nµ entiers naturelsN j .

Trouver, si elle existe,

¨( µ) =

P N1
i 1=0 ¢ ¢ ¢

P N i n µ
i n µ =0 ¨ (i 1 ;:::;i n µ )µ

i 1
1 : : : µ

i n µ
nµ

P N1
i 1=0 ¢ ¢ ¢

P N i n µ
i n µ =0 d(i 1 ;:::;i n µ )µ

i 1
1 : : : µ

i n µ
nµ

une matrice (possiblement structur¶ee) de fonctions rationnelles enµ, bien pos¶ees surP,
telle que

8µ 2 P; H1(µ)(C + ¨( µ))H2(µ) + ( H1(µ)(C + ¨( µ))H2(µ))T < 0:

2.6.1 ¶Enonc¶e de la solution et commentaires

La d¶emarche pour trouver la Solution e±cace µa la LMI d¶ependant d'un paramµetre
pr¶esent¶ee dans la section pr¶ec¶edente peut être reconduite except¶e qu'au lieu d'appliquer
le Th¶eorµeme 1.6, page 50, il est appliqu¶e le Th¶eorµeme 1.7, page 52. Cette d¶emarche conduit
µa la transformation suivante dans laquelle les notations suivantes sont utilis¶ees :Wsea(k)
est l'ensemble d¶e¯ni par

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

·
W11 W12

W T
12 W22

¸

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

8i = 1; ¢ ¢ ¢; nµ; 9D i = DT
i 2 Rk i £ k i ; D i > 0; 9Gi = ¡G T

i 2 Rk i £ k i ;

W11 = diag( ¡ 2D1; ¢ ¢ ¢; ¡ 2Dnµ );

W12 = diag(( µ1 + µ1)D1 + G1; ¢ ¢ ¢; (µnµ + µnµ )Dnµ + Gnµ );

W22 = diag( ¡ 2µ1µ1D1; ¢ ¢ ¢; ¡ 2µnµ µnµ Dnµ )

9
>>>>>>>=

>>>>>>>;

oµu leski sont les ¶el¶ements du vecteurk, i.e. k =
£

k1 ¢ ¢ ¢ knµ

¤
, et

L (A©; B©; C©; D©; M; W ) =
·

CT
©

D T
©

¸
M

£
C© D©

¤
+

·
I 0

A© B©

¸ T

W
·

I 0
A© B©

¸
:
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Th¶eorµeme 2.2 (Solution e±cace µa la LMI d¶ependant de plusieurs paramµetres). Soient
nµ un entier strictement sup¶erieur µa un,P = [ µ1 ; µ1] £ ¢ ¢ ¢ £[µnµ

; µnµ ] un polytope born¶ee
de Rnµ , i.e. pour tout i = 1; : : : ; nµ, µi et µi sont ¯nies,

H1 : P ! Rm£ a

µ 7! H1(µ)
H2 : P ! Rb£ m

µ 7! H2(µ)

deux matrices de fonctions rationnelles enµ, bien pos¶ees surP et admettant une repr¶esentation
LFT, et C 2 Ra£ b. Soientnµ entiers naturelsN j et c(i 1 ;:::;i n µ ) , i j = 0; : : : ; Nj , j = 0; : : : ; nµ,

c(0;:::;0) = 1, des r¶eels tels que, pour toutµ 2 P,
P N1

i 1=0 ¢ ¢ ¢
P N i n µ

i n µ =0 c(i 1 ;:::;i n µ )µ
i 1
1 : : : µ

i n µ
nµ 6= 0.

Alors, il existe

¨( µ) =

P N1
i 1=0 ¢ ¢ ¢

P N i n µ
i n µ =0 ¨ (i 1 ;:::;i n µ )µ

i 1
1 : : : µ

i n µ
nµ

P N1
i 1=0 ¢ ¢ ¢

P N i n µ
i n µ =0 d(i 1 ;:::;i n µ )µ

i 1
1 : : : µ

i n µ
nµ

une matrice (possiblement structur¶ee) de fonctions rationnelles enµ, bien pos¶ees surP,
telle que

8µ 2 P; H1(µ)(C + ¨( µ))H2(µ) + ( H1(µ)(C + ¨( µ))H2(µ))T < 0 (2.39)

s'il existe des matrices̈ (i 1 ;:::;i n µ ) (possiblement structur¶ee) et des r¶eelsd(i 1 ;:::;i n µ ) tels que
les deux conditions suivantes soient v¶eri¯¶ees :

(i ) il existe Wd 2 Wsea(k) telle que :

L
µ

AP ; BP ;
·

0
CP

¸
;
·

1
DP

¸
;
·

0 ¡T (d(i 1 ;:::;i n µ ))
¡T (d(i 1 ;:::;i n µ ))T 0

¸
; Wd

¶
< 0

oµu T (d(i 1 ;:::;i n µ )) est une fonction a±ne ded(i 1 ;:::;i n µ ) telle que

T (d(i 1 ;:::;i n µ ))£

2

6
6
6
6
6
6
4

µ1I k1 0 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢0

0
. . . . . .

...
...

. . . µi I k i

. . .
...

...
. . . . . . 0

0 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢0 µnµ I kn µ

3

7
7
7
7
7
7
5

?
·

AP BP

CP DP

¸
¢=

P N1
i 1=0 ¢ ¢ ¢

P N i n µ
i n µ =0 d(i 1 ;:::;i n µ )µ

i 1
1 : : : µ

i n µ
nµ

P N1
i 1=0 ¢ ¢ ¢

P N i n µ
i n µ =0 c(i 1 ;:::;i n µ )µ

i 1
1 : : : µ

i n µ
nµ

(2.40)
pour des entierski , i = 1; : : : ; nµ ;

(ii ) il existe W 2 Wsea(l ) telle que :

L
µ

AH ; BH ; CH ; DH ;
·

0 U(¨ (i 1 ;:::;i n µ ) ; d(i 1 ;:::;i n µ ))
U(¨ (i 1 ;:::;i n µ ) ; d(i 1 ;:::;i n µ ))T 0

¸
; W

¶
< 0

oµu 2

6
6
6
6
6
6
4

µ1I l1 0 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ 0

0
. . . . . .

...
...

. . . µi I l i
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢0 µnµ I ln µ

3

7
7
7
7
7
7
5

?
·

AH BH

CH DH

¸
¢=

·
H1(µ)T

¹H (µ)H2(µ)

¸
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pour des entiersl i , i = 1; : : : ; nµ et oµu U(¨ (i 1 ;:::;i n µ ) ; d(i 1 ;:::;i n µ )) est une fonction a±ne de
¨ (i 1 ;:::;i n µ ) et ded(i 1 ;:::;i n µ ) , i j = 0; : : : ; Nj , j = 0; : : : ; nµ telle que

U(¨ (i 1 ;:::;i n µ ) ; d(i 1 ;:::;i n µ )) ¹H (µ) =

P N1
i 1=0 ¢ ¢ ¢

P N i n µ
i n µ =0 (¨ (i 1 ;:::;i n µ ) + d(i 1 ;:::;i n µ )C)µi 1

1 : : : µ
i n µ
nµ

P N1
i 1=0 ¢ ¢ ¢

P N i n µ
i n µ =0 c(i 1 ;:::;i n µ )µ

i 1
1 : : : µ

i n µ
nµ

:

(2.41)

Les conditions sont su±santes : il n'est pas possible de r¶epondre n¶egativement µa la
question de l'existence d'une matrice ¨(µ).

Remarque 2.10. Les factorisations (2.40) et (2.41) sont toujours possibles bien que non
uniques.

La condition (i ) introduit
P nµ

i =1 k2
i variables de d¶ecision suppl¶ementaires, alors que la

condition (ii ) en introduit
P nµ

i =1 l2
i suppl¶ementaires. Pour limiter le temps de r¶esolution,

il est int¶eressant de limiter
P nµ

i =1 (k2
i + l2

i ).

2.6.2 Mise en ¾uvre pour la synthµese d'un observateur d¶epen-
dant de paramµetres

Ici, nous nous proposons d'illustrer l'utilisation des LMIs d¶ependant de plusieurs pa-
ramµetres et l'application du Th¶eorµeme 2.2 dans le cas de la synthµese, pour un systµeme
d¶ependant de plusieurs paramµetres, d'un observateur d¶ependant explicitement de ces pa-
ramµetres, soit une in¯nit¶e d'observateurs.

Consid¶erons le systµeme suivant :

½
_x(t) = A(µ)x(t) + Bu(µ)u(t) + Bw(µ)w(t)
y(t) = Cy(µ)x(t) + Dv(µ)v(t)

oµuµ 2 P avecP = [ µ1 ; µ1]£¢ ¢ ¢£[µnµ
; µnµ ] un compact born¶e deRnµ . x(t), u(t) et y(t) sont

respectivement l'¶etat, l'entr¶ee et la sortie du systµeme.w(t) et v(t) sont respectivement le
bruit sur l'¶etat et sur la sortie v¶eri¯ant

E
µ·

w(t)
v(t)

¸
£

w(t ¡ ¿)T v(t ¡ ¿)
¤
¶

=
·

Q0 0
0 R0

¸
±(¿)

avecE l'esp¶erance math¶ematique,Q0 ¸ 0, R0 ¸ 0 et ±(t) l'impulsion. Toutes les matrices
sont rationnelles enµ, bien pos¶ees surP, et admettent une repr¶esentation LFT.

On considµere un observateur d¶ependant des paramµetres d¶e¯ni par les ¶equations d'¶etat :

½ _̂x(t) = A(µ)x̂(t) + Bu(µ)u(t) + M (µ)(y(t) ¡ ŷ(t))
ŷ(t) = Cy(µ)x̂(t)

oµu M (µ) est une matrice rationnelle enµ, bien pos¶ee surP.
L'objectif est de trouver l'observateur (c'est-µa-direM (µ)) qui minimise le pire cas sur

la variance pond¶er¶ee de l'erreur d'observationE(e(t)W0e(t)T ) avec e(t) = x(t) ¡ x̂(t) et
W0 ¸ 0, soit : minM (µ) maxµ2 P E(e(t)W0e(t)T ).
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Ce problµeme peut se formaliser comme un problµeme de minimisation du pire cas de la
norme H2 d'un systµeme [SP96a] : minM (µ) maxµ2 P de la normeH2 de
8
<

:
_e(t) = ( A(µ) ¡ M (µ)Cy(µ))e(t) +

h
Bw(µ)Q1=2

0 M (µ)Dv(µ)R1=2
0

i ·
wf (t)
vf (t)

¸

ef (t) = W 1=2
0 e(t)

:

(2.42)
En ¶etendant un r¶esultat d'analyse de la normeH2 [BEFB94], ce problµeme peut se r¶esoudre
grâce µa un problµeme d'optimisation d¶ependant de paramµetres : minimiser° tel qu'il existe
M (µ), P(µ) = P(µ)T et T (µ) = T (µ)T telle que pour tout µ 2 P

2

6
4

A(µ)T P(µ) ¡ Cy(µ)T M (µ)T P(µ) + P(µ)A(µ) ¡ P (µ)M (µ)Cy(µ) () T

·
Q0(µ)T=2Bw(µ)T

R0(µ)T=2Dv(µ)T M (µ)T

¸
P(µ) ¡ I

3

7
5 < 0

·
P(µ) W0(µ)T=2

W0(µ)1=2 T (µ)

¸
> 0

T race(T (µ)) < °:

En e®ectuant le changement de variableO(µ) = P(µ)M (µ), ce problµeme est ¶equivalent
µa : minimiser ° tel qu'il existe O(µ), P(µ) = P(µ)T et T (µ) = T (µ)T telle que pour tout
µ 2 P

(i )

2

4
A(µ)T P(µ) ¡ Cy(µ)T O(µ)T + P(µ)A(µ) ¡ O (µ)Cy(µ) () T ()T

Q0(µ)T=2Bw(µ)T P(µ) ¡ I 0
R0(µ)T=2Dv(µ)T O(µ)T 0 ¡ I

3

5 < 0 ;

(ii )
·

P(µ) W0(µ)T=2

W0(µ)1=2 T (µ)

¸
> 0 ;

(iii ) T race(T (µ)) < ° .
Ces trois contraintes sont des contraintes LMI d¶ependant deµ. Il est donc possible de les
r¶ecrire sous la forme de la contrainte (2.39). Le dernier problµeme d'optimisation est alors
¶equivalent µa : minimiser° tel qu'il existe O(µ), P(µ) = P(µ)T et T (µ) = T (µ)T telles que
(i ) pour tout µ 2 P, H11(µ)(C1 + ¨ 1(µ))H21(µ) + ( H11(µ)(C1 + ¨ 1(µ))H21(µ))T < 0 avec

H11(µ) =

2

6
4

A(µ)T ¡ Cy(µ)T 0 0
Q1=2

0 Bw(µ)T 0 ¡ 1
2I 0

0 R1=2
0 Dv(µ)T 0 ¡ 1

2I

3

7
5 ;

C1 =

2

6
6
4

0 0 0
0 0 0
0 I 0
0 0 I

3

7
7
5 ; ¨ 1(µ) =

2

6
6
4

P(µ) 0 0
O(µ)T 0 0

0 0 0
0 0 0

3

7
7
5 et H21(µ) = I ;

(ii ) pour tout µ 2 P, H12(µ)(C2 + ¨ 2(µ))H22(µ) + ( H12(µ)(C2 + ¨ 2(µ))H22(µ))T < 0 avec

H12(µ) =

"
¡ 1

2I 0 ¡ W T=2
0

0 ¡ 1
2I 0

#

C2 =

2

4
0 0
0 0
0 I

3

5 ; ¨ 2(µ) =

2

4
P(µ) 0

0 T (µ)
0 0

3

5 et H22(µ) = I ;
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(iii ) pour tout µ 2 P, H13(µ)(C3 + ¨ 3(µ))H23(µ) + ( H13(µ)(C3 + ¨ 3(µ))H23(µ))T < 0 avec

H13(µ) =
£

1 ¢ ¢ ¢ 1 ¡ 1
¤

; C3 =

2

6
6
6
4

0
...
0
°

3

7
7
7
5

; ¨ 3(µ) =

2

6
6
6
4

tnn (µ)
...

t11(µ)
0

3

7
7
7
5

et H23(µ) = 1

oµu t ii (µ) est le i µeme ¶el¶ement de la diagonale deT (µ).

Si P(µ) et O(µ) existent, M (µ) est alors construit avec la formuleM (µ) = P(µ)¡ 1O(µ),
qui peut être obtenu par une multiplication et une inversion de repr¶esentations LFT (voir
les op¶erations sur les repr¶esentations LFT d¶e¯nies en annexe du Chapitre 1, Section A.1.5,
page 175).

Ce problµeme est un problµeme de minimisation de coût lin¶eaire. Pour minimiser la valeur
de ° , il est possible d'appliquer une it¶eration sur° : nous avons programm¶e l'algorithme
propos¶e en page 62. Dans cet algorithme, il est appliqu¶e le Th¶eorµeme 2.2.

Exemple d'application Nous prenons comme exemple un systµeme masse{ressort. La
masse est reli¶ee au ressort qui lui{même est reli¶e µa un bâti. La masse est soumise µa des
frottements visqueux et µa une force que l'on applique. On mesure la position de la masse
et on estime la vitesse de la masse. Ce systµeme peut se mod¶eliser de la fa»con suivante :

8
>><

>>:

_x(t) =

"
0 1

¡ k
m ¡ f

m

#

x(t) +
·

0
1
m

¸
u(t)

y(t) =
£

1 0
¤

x(t)

avecx =
·

position de la masse
vitesse de la masse

¸
, y la position de la masse,u la force appliqu¶ee sur la

masse.m est la masse du ressort (enkg), k la constante de raideur du ressort (enNm ¡ 1)
et f le coe±cient de frottements visqueux (enNsm¡ 1).

Pour ce type de systµeme, nous voulons construire un observateur qui d¶epende de la
masse et de la constante de raideur du ressort. Nous supposons cependant que le coe±cient
de frottements visqueux est constant pour des masses di®¶erents. Nous consid¶erons donc
quem 2 [m; m], k 2 [k; k]. En prenant µ1 = 1

m et µ2 = k, nous obtenons la repr¶esentation
suivante 8

<

:
_x(t) =

·
0 1

¡ µ1µ2 ¡ fµ1

¸
x(t) +

·
0
µ1

¸
u(t)

y(t) =
£

1 0
¤

x(t)

avecµ1 2 [1=m; 1=m] et µ2 2 [k; k]. Pour simpli¯er, nous consid¶erons que les bruits agissent
sur l'¶etat et sur la mesure µa traversBw(µ) = I , Dv(µ) = 1.

En ce qui concerne les valeurs num¶eriques, nous avonsm = 0; 1, m = 0; 3, k = 2, k = 3,

f = 0; 6, Q0 = 10¡ 2I , R0 = 10¡ 2 et W0 =
·

1 0
0 102

¸
.

Pour l'optimisation, nous choisissonsN1 = N2 = 1 (par simplicit¶e) et 1 + c10µ1 +
c01µ2 + c11µ1µ2 = 1 (ce choix permet de limiter le temps de r¶esolution carA(µ) a le même
d¶enominateur). De plus, nous avons impos¶ed(0;0) = 1 pour ¶eviter la sur{param¶etrisation
des variables de d¶ecision. Nous trouvons aprµes r¶esolution num¶erique° = 2; 55.
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Fig. 2.4 { Erreurs d'estimation (pour m = m en haut, pour m = m en bas)

On v¶eri¯e la convergence de l'observateur. Les erreurs d'estimation obtenues pour les
combinaisons possibles des valeurs extrêmes dem et k sont repr¶esent¶ees sur la Figure 2.4.
Dans toutes ces simulations, la condition initiale du systµeme est ¶egale µa

£
0 0

¤T
et celle

de l'observateur est ¶egale µa
£

10 5
¤T

.
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Fig. 2.5 { ¶Evolution des coe±cients deM (µ)

L'¶evolution des coe±cients de la matriceM (µ) en fonction deµ est repr¶esent¶ee sur la
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Figure 2.5. On peut remarquer que la matriceM (µ) ¶evolue beaucoup puisque, par exemple,
pour le premier coe±cient deM (µ), il y a un facteur 2 entre les valeurs extrêmales.

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, un problµeme d'optimisation sous contraintes LMI d¶ependant de pa-
ramµetres a ¶et¶e transform¶e en un problµeme d'optimisation sous contraintes LMI ind¶ependant
de paramµetre. Ceci est int¶eressant puisque ces derniers problµemes peuvent être r¶esolus ef-
¯cacement. Dans le cas oµu le paramµetre est scalaire, cette transformation est e®ectu¶ee
de fa»con ¶equivalente : la faisabilit¶e du problµeme d'optimisation sous contraintes LMI
ind¶ependant de paramµetre est une condition n¶ecessaire et su±sante µa la faisabilit¶e du
problµeme d'optimisation sous contraintes LMI d¶ependant d'un paramµetre.

Beaucoup de r¶esultats de la litt¶erature s'interprµetent comme une telle transformation.
Le problµeme consid¶er¶e dans ce chapitre englobe les problµemes consid¶er¶es jusqu'µa pr¶esent
en terme de structure, d'ensembles de fonctions consid¶er¶es pour les donn¶ees et pour les
variables de d¶ecision. La structure consid¶er¶ee ici est g¶en¶erale alors que ce n'¶etait pas le
cas dans les r¶esultats de la litt¶erature. Nous avons consid¶er¶e l'ensemble des fonctions
rationnelles pour les donn¶ees alors que certaines r¶esultats existants considµerent des en-
sembles trµes particuliers. Nous verrons dans un des exemples du prochain chapitre que ce
point est extrêmement important. En¯n, nous avons consid¶er¶e l'ensemble des fonctions
rationnelles (avec un d¶enominateur libre) alors que les r¶esultats existants considµerent au
mieux l'ensemble des fonctions rationnelles µa d¶enominateur ¯x¶ea priori . Cette di®¶erence
est importante car il n'y a pas d'indication a priori pour choisir le d¶enominateur.

Les fonctions rationnelles ont plusieurs repr¶esentations possibles, dont :

1. le produit d'une matrice de polynômes par l'inverse d'une matrice de polynômes ;

2. la division d'une matrice de polynômes par un polynôme ;

3. la repr¶esentation LFT.

Nous avons choisi la deuxiµeme repr¶esentation pour les variables de d¶ecision car ce choix
permet de transformer une contrainte LMI d¶ependant de paramµetres en un problµeme
convexe et de dimension ¯nie.µA notre connaissance, ceci n'est pas possible avec les deux
autres repr¶esentations.

Cependant, dans certains cas, il est int¶eressant d'obtenir les variables de d¶ecision sous
une repr¶esentation LFT. C'est par exemple le cas qui est d¶evelopp¶e dans le chapitre
suivant. Dans ce cas{lµa, il est n¶ecessaire de convertir la repr¶esentation adopt¶ee en une
repr¶esentation LFT, ce qui est toujours possible (voir la Section 1.5, page 46). N¶eanmoins,
un inconv¶enient possible est d'obtenir une repr¶esentation LFT d'ordre plus grand que
n¶ecessaire. Ce problµeme aurait pu être ¶evit¶e si on avait pris comme variables de d¶ecision
la repr¶esentation LFT elle{même : malheureusement, dans ce cas{lµa, le problµeme d'opti-
misation obtenu n'est pas convexe et dimension ¯nie. Par rapport aux objectifs que nous
nous sommes ¯x¶es, notre choix est donc le meilleur.

De plus, nous voulons signaler que le problµeme consid¶er¶e dans ce chapitre permet de
r¶esoudre plusieurs autres problµemes.

Les r¶esultats que nous avons obtenus permettent de r¶esoudre des problµemes d'optimi-
sation robuste sous contraintes LMI. Un problµeme d'optimisation est dit robuste lorsque
les donn¶ees d¶ependent de paramµetres et lorsque les variables de d¶ecision n'en d¶ependent
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pas [BTN01, GOL98]. Dans notre cas, ces problµemes se r¶esument µa choisirN (dans le cas
d'un paramµetre) ou lesN j (dans le cas de plusieurs paramµetres) nuls.

Nous avons consid¶er¶e le cas oµu les contraintes LMI sont r¶eelles. Il est possible d'appli-
quer le même d¶emarche dans le cas complexe. Une possibilit¶e alternative est d'utiliser le
r¶esultat, pr¶esent¶e par exemple dans [IMF00], qui permet de transformer une contrainte
LMI complexe en une contrainte LMI r¶eelle.

Les ¶equations de Riccati d¶ependant de paramµetres [SA78, BPD02] ont ¶et¶e intensive-
ment ¶etudi¶ees. Des r¶esultats d'existence et d'analycit¶e d'une solution ont ¶et¶e trouv¶es (voir
[Del84, RR88] et les r¶ef¶erences cit¶ees). Mais µa notre connaissance, aucune m¶ethode e±-
cace n'a encore ¶et¶e donn¶ee pour calculer une solution. Les problµemes qui se formulent
avec de telles ¶equations peuvent, en g¶en¶eral, aussi se formuler avec des in¶egalit¶es de
Riccati d¶ependant de paramµetres. De telles in¶egalit¶es apparaissent aussi en commande
des systµemes non lin¶eaires [HK96], en commande des systµemes satur¶es [Meg96]. Sous
certaines hypothµeses techniques, ces in¶egalit¶es de Riccati peuvent être transform¶ees en
LMI d¶ependant de paramµetres. De telles in¶egalit¶es apparaissent aussi en commande des
systµemes non lin¶eaires [LD95] et en commande des systµemes spatiallement invariant
[dCP02]. L'approche propos¶ee dans ce chapitre peut alors être appliqu¶ee. Nous esp¶erons
que notre approche permettra de r¶esoudre les problµemes contenant des in¶egalit¶es de Ric-
cati d¶ependant de paramµetres.

Le prochain chapitre est consacr¶e µa une mise en ¾uvre possible des r¶esultats obte-
nus dans ce pr¶esent chapitre au problµeme int¶eressant de la conception de correcteurs
d¶ependant de paramµetres.
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CHAPITRE3

Conception de correcteurs d¶ependant de paramµetres

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous proposons une solution au problµeme de conception de correc-
teurs lin¶eaires stationnaires (LTI) d¶ependant de paramµetres (de fa»con explicite) pour un
systµeme, dit augment¶e, LTI d¶ependant de paramµetres sous la forme d'un problµeme d'op-
timisation sous contraintes LMI ind¶ependant de paramµetre en appliquant les r¶esultats du
chapitre pr¶ec¶edent.

Dans ce problµeme, le systµeme augment¶e comporte le systµeme µa commander et prend
en compte les performances d¶esir¶ees pour le systµeme en boucle ferm¶ee. Ce problµeme est
int¶eressant car sa mise en ¾uvre permet de traiter de nombreux problµemes en Auto-
matique selon ce que repr¶esente ces paramµetres et selon la partie du systµeme augment¶e
qui d¶epend des paramµetres. Par exemple, une mise en ¾uvre particuliµerement ¶etudi¶ee
dans la litt¶erature est la commande des systµemes non lin¶eaires par s¶equencement de gains
[Rug91, FS03, SR99, RS00, Sha88]. Dans ce type de commande, un ensemble de correc-
teurs est con»cu pour un ensemble de lin¶earisations, autour d'un ensemble de points de
fonctionnement, du systµeme non lin¶eaire. Si l'on param¶etrise l'ensemble des points de
fonctionnement, le problµeme revient alors au problµeme de conception d'un correcteur LTI
d¶ependant de paramµetres pour un systµeme µa commander LTI d¶ependant de paramµetres.

Nos d¶eveloppements sont motiv¶es par un problµeme int¶eressant de conception de correc-
teurs. Durant ces vingt derniµeres ann¶ees, d'¶enormes progrµes ont ¶et¶e r¶ealis¶es dans la concep-
tion d'un correcteur LTI pour un systµeme µa commander LTI. Cependant les m¶ethodes
existantes se focalisent sur la conception d'un correcteur pour un compromis particulier
du cahier des charges.

Dans certaines applications, pour un systµeme µa commander donn¶e, il est important de
pouvoir rer¶egler le correcteur a¯n de garantir di®¶erents compromis du cahier des charges
et ceci sur le site d'exploitation. C'est le cas des canaux d'irrigation, exemple que nous
d¶evelopperons dans le prochain chapitre. Ce rer¶eglage peut se faire lors de l'exploitation
du correcteur [Ala01]. Dans ces conditions, une nouvelle conception de correcteur par
un ing¶enieur en Automatique doit être ¶evit¶ee. Une solution satisfaisante µa ce problµeme
pratique est la conception d'un correcteur rer¶eglable,i.e. un correcteur dont les gains sont
une fonction explicite du compromis appartenant µa un ensemble continu. Le rer¶eglage
du correcteur revient simplement µa choisir le compromis, ce qui est facile et qui peut
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être e®ectu¶e par un utilisateur sans expertise en Automatique. Une autre application
possible est le rer¶eglage en ligne du compromis pour, par exemple, la commande des navires
pour la r¶ejection des perturbations engendr¶ees par les vagues qui d¶epend des conditions
de navigation [KYM+ 01], la commande des suspensions actives pour les adapt¶ees aux
conditions de la route [FB98]. Dans ces cas, les conditions sont dans un continuum. Ceci
est le point cl¶e pour l'utilisation d'un correcteur rer¶eglable et non, par exemple, d'un
nombre ¯ni de correcteurs.

En param¶etrisant l'ensemble continu de compromis, ce problµeme revient µa la conception
d'un correcteur d¶ependant des paramµetres pour un systµeme augment¶e d¶ependant des
paramµetres dans lequel le systµeme µa commander est ind¶ependant de paramµetre mais dans
lequel le critµere de performance d¶epend des paramµetres.

Le problµeme de conception d'un correcteur d¶ependant de paramµetres pour un systµeme
augment¶e d¶ependant de paramµetres peut être vu comme une extension directe du problµeme
de conception d'un correcteur LTI ind¶ependant de paramµetre pour un systµeme aug-
ment¶e LTI ind¶ependant de paramµetre. Dans ce dernier cas, des conditions de conception
peuvent être obtenues sous la forme d'un problµeme d'optimisation sous contraintes LMI
ind¶ependant de paramµetre [GA94, SGC97, CGA99]. Lorsque le systµeme augment¶e et le
correcteur d¶ependent de paramµetres, des conditions de conception peuvent être obtenues
sous la forme d'un problµeme d'optimisation sous contraintes LMI d¶ependant de ces mêmes
paramµetres. En utilisant les r¶esultats du chapitre pr¶ec¶edent, il est alors possible d'obtenir
une solution e±cace en transformant les conditions obtenues en des conditions sous la
forme d'un problµeme d'optimisation sous contraintes LMI ind¶ependant de paramµetre.

L'organisation du chapitre est comme suit. Dans la Section 3.2, page 104, il est pr¶esent¶e
le problµeme de conception d'un correcteur d¶ependant de paramµetres ainsi qu'une solution
e±cace µa ce problµeme. Le problµeme de conception d'un correcteur d¶ependant du compro-
mis est d¶evelopp¶e dans la Section 3.3, page 116. En¯n, deux exemples num¶eriques sont
pr¶esent¶es dans la Section 3.4, page 129. La Section 3.5, page 145, conclut le chapitre.

3.2 Conception de correcteurs d¶ependant de paramµe-
tres

Nous consid¶erons dans cette section le problµeme de conception de correcteurs d¶ependant
de paramµetres pour un systµeme augment¶e d¶ependant de paramµetres. L'objectif est de trou-
ver des conditions v¶eri¯ables e±cacement qui permettent de construire ces correcteurs.
Pour des raisons d'impl¶ementation, nous nous int¶eressons µa la complexit¶e des correc-
teurs obtenus (mesur¶ee en terme d'ordre de la repr¶esentation LFT des matrices de la
repr¶esentation d'¶etat des correcteurs).

3.2.1 Formulation des problµemes consid¶er¶es

Nous consid¶erons le systµeme, dit augment¶e, suivant :

P(p; µ)

8
<

:

_x(t) = A(µ)x(t) + Bw(µ)w(t) + Bu(µ)u(t)
z(t) = Cz(µ)x(t) + Dzw(µ)w(t) + Dzu(µ)u(t)
y(t) = Cy(µ)x(t) + Dyw (µ)w(t)

(3.1)
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oµux(t) 2 Rn est le vecteur d'¶etat deP(p; µ), u(t) 2 Rnu l'entr¶ee de commande,y(t) 2 Rny

la sortie de mesure,w(t) 2 Rnw l'entr¶ee de perturbation,z(t) 2 Rnz la sortie command¶ee et
µ 2 P un vecteur de paramµetres constants avecP = [ µ1 ; µ1] £ ¢ ¢ ¢ £[µnµ

; µnµ ] un polytope
born¶ee deRnµ . Les matrices de la repr¶esentation d'¶etat deP(p; µ) sont des fonctions
rationnelles enµ, bien pos¶ees surP, admettant une repr¶esentation LFT.

Pour ce systµeme, il est recherch¶e un correcteurK (p; µ) pour que le systµeme en boucle
ferm¶ee v¶eri¯e certaines propri¶et¶es. Le correcteur recherch¶e, un retour de sortie, s'¶ecrit de
la fa»con suivante :

K (p; µ)
½

_xK (t) = AK (µ)xK (t) + BK (µ)y(t)
u(t) = CK (µ)xK (t) + DK (µ)y(t)

(3.2)

oµu xK (t) 2 Rn est le vecteur d'¶etat deK (p; µ) et oµu les matrices de la repr¶esentation
d'¶etat du correcteur AK (µ), BK (µ), CK (µ) and DK (µ) sont des fonctions rationnelles en
µ, bien pos¶ees surP, admettant une repr¶esentation LFT d'ordre limit¶e.

Ces matrices sont recherch¶ees ainsi pour des raisons d'impl¶ementation. D'une part,
les fonctions rationnelles admettant une repr¶esentation LFT d'ordre ¯ni sont faciles µa
impl¶ementer. Consid¶erer d'autres types de fonctions (exponentielles, logarithmiques...)
est inutile puisqu'il faudrait les approcher par des fonctions rationnelles pour pouvoir
les impl¶ementer. D'autre part, limiter l'ordre des repr¶esentations LFT de ces fonctions
rationnelles est int¶eressant puisque cela permet de limiter l'espace m¶emoire allou¶ee au
stockage de ces fonctions et de limiter le nombre d'op¶erations n¶ecessaires µa l'¶evaluation
de ces fonctions et donc de limiter le risque d'erreurs num¶eriques.

P(p; µ)

K (p; µ)

-

¾

- -
zw

yu

Fig. 3.1 { Systµeme en boucle ferm¶ee

Nous consid¶erons tout d'abord une propri¶et¶e de normeH1 . Le problµeme consiste alors
µa d¶eterminer, s'il existe, un correcteur d¶ependant deµ garantissant que la normeH1 du
systµeme en boucle ferm¶ee est inf¶erieure µa une certaine borne pour toutes les valeurs de
µ 2 P.

Problµeme 3.1 (ProblµemeH1 d¶ependant de paramµetres). Soient P un compact deRnµ ,
P(p; µ) le systµeme augment¶e d¶e¯ni par (3.1) et° un r¶eel strictement positif.

Trouver, s'il existe, un correcteurK (p; µ) d¶e¯ni par (3.2) tel que, pour tout µ 2 P :

1. le systµeme en boucle ferm¶eeP(p; µ) ? K (p; µ) est asymptotiquement stable ;
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2. la norme H1 du systµeme en boucle ferm¶ee est strictement inf¶erieure µa° :

kP(p; µ) ? K (p; µ)k1 < °

avec par d¶e¯nition

kP(p; µ) ? K (p; µ)k1 = sup
! 2 R

¹¾(P(j!; µ ) ? K (j!; µ ))

oµu ¹¾d¶esigne la valeur singuliµere maximale.

Ce problµeme peut être vu comme une extension du problµemeH1 standard dans lequel un
correcteur LTI ind¶ependant de paramµetreK (p) est recherch¶e pour un systµeme augment¶e
LTI ind¶ependant de paramµetreP(p). Ici, le systµeme augment¶e et le correcteur d¶ependent
de paramµetres.

Remarque 3.1. Dans le ProblµemeH1 d¶ependant de paramµetres (Problµeme 3.1),° majore
le pire cas sur la normeH1 du systµeme en boucle ferm¶ee pour toutµ 2 P (voir page 61) :

° ¸ max
µ2 P

kP(p; µ) ? K (p; µ)k1 :

La propri¶et¶e de normeH1 est une des propri¶et¶es habituellement consid¶er¶ees dans la
litt¶erature [DGKF89, GA94, SGC97, CG96]. Il est possible de d¶e¯nir d'autres problµemes
en consid¶erant d'autres propri¶et¶es usuelles comme la normeH2 [DGKF89, SGC97], la
localisation des pôles dans une r¶egion de type LMI [SGC97, CG96] et le multi{critµeres
[SGC97, CG96]. La r¶esolution de ces derniers problµemes ¶etant trµes similaires µa celle du
ProblµemeH1 d¶ependant de paramµetres (Problµeme 3.1), elles seront d¶evelopp¶ees dans les
Annexes pour ne pas alourdir le corps du texte (dans la Section A.2.2, page 192, pour le
problµeme associ¶e µa la normeH2, dans la Section A.2.3, page 192, pour le problµeme associ¶e
µa la localisation des pôles et dans la Section A.2.4, page 192, pour le problµeme associ¶e au
multi{critµeres).

De plus, nous ne nous int¶eresserons plus qu'au cas oµuµ est un scalaire pour des raisons
de simplicit¶e d'¶ecriture. Cependant, rappelons que l'approche utilis¶ee dans ce document
permet aussi de traiter le cas oµuµ est un vecteur. Nous consid¶erons donc dans la suite de
ce chapitre queP = [ µ; µ] est un intervalle born¶e deR.

Le ProblµemeH1 d¶ependant de paramµetres (Problµeme 3.1) se divise en deux parties.
La premiµere partie consiste µa v¶eri¯er si un correcteur d¶ependant deµ qui garantisse
les propri¶et¶es d¶esir¶ees existe. L'objectif est de trouver des conditions, faciles µa v¶eri¯er
num¶eriquement, qui permettent de tester l'existence d'un correcteur. Si un correcteur
existe, la seconde partie consiste µa en construire un. Lµa encore, l'objectif est que cette
construction se fasse facilement, toujours d'un point de vue num¶erique.

Le premier objectif peut être atteint en suivant les deux ¶etapes :

1. trouver des conditions d'existence d'un correcteur d¶ependant deµ sous la forme d'un
problµeme de faisabilit¶e sous contraintes LMI d¶ependant deµ;

2. transformer le problµeme de faisabilit¶e sous contraintes LMI d¶ependant deµ obtenu
en un problµeme de faisabilit¶e sous contraintes LMI ind¶ependant de paramµetre.
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La premiµere ¶etape peut être vu comme une extension de la d¶emarche usuelle pour trans-
former un problµeme de conception d'un correcteur ind¶ependant de paramµetre pour un
systµeme augment¶e ind¶ependant de paramµetre en un problµeme de faisabilit¶e sous contraintes
LMI ind¶ependant de paramµetre [DGKF89, BEFB94, SGC97, CG96]. Plusieurs approches
sont possibles pour cette premiµere ¶etape. La seconde ¶etape repose sur l'application du
Th¶eorµeme 2.1, page 87, obtenu dans le chapitre pr¶ec¶edent, qui permet une telle transfor-
mation.

Si un correcteur d¶ependant deµ existe, le second objectif peut être atteint par deux
approches di®¶erentes. La premiµere approche consiste en les deux ¶etapes suivantes :

1. trouver des conditions de construction d'un correcteur d¶ependant deµ sous la forme
d'un problµeme de faisabilit¶e sous contraintes LMI d¶ependant deµ;

2. transformer le problµeme de faisabilit¶e sous contraintes LMI d¶ependant deµ obtenu
en un problµeme de faisabilit¶e sous contraintes LMI ind¶ependant de paramµetre.

La premiµere ¶etape peut être vu comme une extension de l'approche utilis¶e pour construire
un correcteur ind¶ependant de paramµetre par la r¶esolution d'un problµeme de faisabilit¶e
sous contraintes LMI ind¶ependant de paramµetre [Sco97]. La seconde ¶etape repose sur
l'application du Th¶eorµeme 2.1, page 87, obtenu dans le chapitre pr¶ec¶edent, qui permet
une telle transformation. La seconde approche consiste µa

1. trouver une formule explicite (d¶ependant deµ) de construction du correcteur,i.e. une
formule explicite reliant les matrices d'¶etat du correcteur aux variables de d¶ecision ;

2. calculer cette expression en utilisant les op¶erations sur les LFTs d¶e¯nies µa la Section
A.1.5, page 175.

La premiµere ¶etape peut être vu comme une extension de l'approche utilis¶ee pour construire
un correcteur ind¶ependant de paramµetre par formule explicite [SMN90, IS94, Gah96,
SGC97].

Il existe donc plusieurs approches possibles pour tester l'existence puis pour construire
un correcteur d¶ependant deµ. Dans le corps du texte, nous ne discuterons que d'une
seule approche pour tester l'existence d'un correcteur, celle dite par changement de va-
riables param¶etris¶e. De même, nous ne discutons que d'une seule approche possible pour
la construction d'un correcteur, celle par formule explicite d¶ependant deµ. Ces deux
approches sont celles que nous utiliserons dans la suite du document pour traiter les
exemples. Les autres approches possibles sont discut¶ees en annexe, Section A.2.1, page
176.

3.2.2 Transformation du Problµeme H1 d¶ependant d'un paramµe-
tre en un problµeme de faisabilit¶e sous contraintes LMI
d¶ependant d'un paramµetre

Ici, nous nous int¶eressons aux conditions d'existence d'un correcteur d¶ependant deµ
sous la forme d'un problµeme de faisabilit¶e sous contraintes LMI d¶ependant deµ ainsi
qu'µa la formule explicite de construction d¶ependant deµ. La transformation du problµeme
d'existence est divis¶ee en trois sous{¶etapes :

1. pour un systµeme d¶ependant deµ, trouver les conditions d'analyse de la normeH1

sous la forme d'un problµeme de faisabilit¶e sous contraintes LMI d¶ependant deµ;
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2. appliquer ces conditions d'analyse au systµeme en boucle ferm¶ee : les conditions obte-
nues sont alors sous la forme d'un problµeme de faisabilit¶e sous contraintes in¶egalit¶es
matricielles bilin¶eaires (ou BMI de l'anglais Bilinear Matrix Inequality) d¶ependant
de µ;

3. transformer ce problµeme de faisabilit¶e sous contraintes BMI d¶ependant deµ en un
problµeme de faisabilit¶e sous contraintes LMI d¶ependant deµ.

Pour la derniµere sous{¶etape, il existe plusieurs approches. Nous utiliserons celle dite par
changement de variables param¶etris¶e. Ce changement de variables permet d'obtenir une
formule de construction explicite d'un correcteur.

3.2.2.1 R¶esultat d'analyse H1 pour un systµeme d¶ependant d'un paramµetre

Nous nous int¶eressons ici µa la premiµere sous{¶etape. Consid¶erons le systµeme :

G(p; µ)
½

_xG(t) = AG(µ)xG(t) + BG(µ)w(t)
z(t) = CG(µ)xG(t) + DG(µ)w(t)

(3.3)

oµu les matrices de la repr¶esentation d'¶etatAG(µ), BG(µ), CG(µ) et DG(µ) sont des fonc-
tions rationnelles enµ, bien pos¶ees sur [µ; µ], admettant une repr¶esentation LFT. Pour ce
systµeme, nous cherchons µa analyser sa normeH1 pour chaque valeur deµ 2 [µ; µ] par la
r¶esolution d'un problµeme de faisabilit¶e sous contraintes LMI d¶ependant deµ.

Cette analyse est possible par la r¶esolution du problµeme de faisabilit¶e pr¶esent¶e dans le
r¶esultat suivant.

Lemme 3.1 (Analyse H1 d¶ependant d'un paramµetre). Soient [µ; µ] un intervalle born¶e
de R, G(p; µ) le systµeme d¶e¯ni par (3.3) et° un r¶eel strictement positif.

Alors les deux propositions suivantes sont ¶equivalentes :

(i ) pour tout µ 2 [µ; µ], G(p; µ) est asymptotiquement stable etkG(p; µ)k1 < ° ;

(ii ) il existe P(µ) = P(µ)T (une matrice de fonctions rationnelles enµ, bien pos¶ees sur
[µ; µ]) telle que, pour toutµ 2 [µ; µ],

P(µ) > 0 ; (3.4)
2

4
AG(µ)T P(µ) + P(µ)AG(µ) P(µ)BG(µ) CG(µ)T

BG(µ)T P(µ) ¡ °I D G(µ)T

CG(µ) DG(µ) ¡ °I

3

5 < 0: (3.5)

D¶emonstration Pour chaque valeur deµ 2 P, par application du lemme r¶eel born¶e
[GA94] ou du Lemme 1.3, page 24, en le modi¯ant l¶egµerement, nous avons :8µ 2 [µ; µ],
il existe Pµ = PT

µ telle quePµ > 0 et
2

4
AG(µ)T Pµ + PµAG(µ) PµBG(µ) CG(µ)T

BG(µ)T Pµ ¡ °I D G(µ)T

CG(µ) DG(µ) ¡ °I

3

5 < 0:

Les hypothµeses du Lemme 2.2, page 66, ¶etant v¶eri¯¶ees, son application mµene au r¶esultat.¤

La proposition (ii ) de ce lemme ¶etant bien un problµeme de faisabilit¶e sous contraintes
LMI d¶ependant deµ, l'objectif est atteint.
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Remarque 3.2. Dans l'hypothµese oµu l'on ne voudrait qu'¶etudier la normeH1 du systµeme,
il est int¶eressant de transformer le problµeme de faisabilit¶e sous contraintes LMI d¶ependant
de µ obtenu dans le Lemme 3.1 en un problµeme de faisabilit¶e sous contraintes LMI
ind¶ependant de paramµetre. Pour ce faire, il est appliqu¶e le Th¶eorµeme 2.1, page 87.

Il faut donc factoriser les deux contraintes LMI d¶ependant deµ sous la forme de l'ex-
pression (2.32), page 87, µa savoir :

8µ 2 [µ; µ]; H1(µ)(C + ¨( µ))H2(µ) + ( H1(µ)(C + ¨( µ))H2(µ))T < 0:

La contrainte (A.5) se factorise simplement et la contrainte (A.6) peut se factoriser sous
cette forme avec

H1(µ) =

2

4
AG(µ)T 0 CG(µ)T

BG(µ)T ¡ °
2I nw DG(µ)T

0 0 ¡ °
2I nz

3

5; C =

2

4
0 0 0
0 I nw 0
0 0 I nz

3

5; ¨( µ) =

2

4
P(µ) 0 0

0 0 0
0 0 0

3

5;

et H2(µ) = I n+ nw + nz . Par application du Th¶eorµeme 2.1, des conditions sous la forme
d'un problµeme de faisabilit¶e sous contraintes LMI ind¶ependant de paramµetre, que l'on
peut v¶eri¯er e±cacement, sont ainsi obtenues.

3.2.2.2 Application du r¶esultat d'analyse au systµeme en boucle ferm¶ee

Nous nous int¶eressons ici µa la deuxiµeme sous{¶etape. Pour appliquer le r¶esultat d'analyse
obtenu au systµeme en boucle ferm¶ee, il faut construire sa repr¶esentation d'¶etat. Elle est
donn¶ee par :

·
AG(µ) BG(µ)
CG(µ) DG(µ)

¸
=

2

4
A(µ) 0 Bw(µ)

0 0 0
Cz(µ) 0 Dzw(µ)

3

5 + ¢ ¢ ¢

¢ ¢ ¢+

2

4
0 Bu(µ)
I n 0
0 Dzu(µ)

3

5
·

AK (µ) BK (µ)
CK (µ) DK (µ)

¸ ·
0 I n 0

Cy(µ) 0 Dyw (µ)

¸
:

Nous cherchons donc des matrices de fonctions rationnellesP(µ) = P(µ)T , AK (µ), BK (µ),
CK (µ) et DK (µ) telles que les conditions (3.4) et (3.5) soient v¶eri¯¶ees. La di±cult¶e ma-
jeure est que, dans ce cas, les matricesAG(µ), BG(µ), CG(µ) et DG(µ) sont des fonctions
des variables de d¶ecisionAK (µ), BK (µ), CK (µ) et DK (µ). Il y a donc un produit entre
certaines variables de d¶ecision. Les conditions obtenues sont sous la forme d'un problµeme
de faisabilit¶e sous contraintes BMI d¶ependant deµ. La di±cult¶e est que l'ensemble des
problµemes d'optimisation sous contraintes BMI contient des problµemes di±ciles µa r¶esoudre
num¶eriquement [TO95].

3.2.2.3 Transformation du problµeme BMI en un problµeme LMI et formule
explicite de construction

Nous nous int¶eressons ici µa la troisiµeme sous{¶etape : transformer le problµeme de fai-
sabilit¶e sous contraintes BMI d¶ependant deµ obtenue en un problµeme de faisabilit¶e sous
contraintes LMI d¶ependant deµ. Ceci est possible en utilisant le r¶esultat pr¶esent¶e dans
[Bli04] et en ¶etendant le r¶esultat pr¶esent¶e dans [SGC97]. Avec cette approche, on obtient
aussi une formule explicite de construction d'un correcteur.



110 Chapitre 3 Synth µese d¶ependant de param µetres

Th¶eorµeme 3.1 (SynthµeseH1 d¶ependant d'un paramµetre par changement de variables
param¶etris¶e). Soient [µ; µ] un intervalle born¶e deR, P(p; µ) le systµeme augment¶e d¶e¯ni
par (3.1) et ° un r¶eel strictement positif.

Alors il existe un correcteur d¶ependant deµ

K (p; µ) =
1
p

I n ?
·

AK (µ) BK (µ)
CK (µ) DK (µ)

¸
(3.6)

tel que, pour toutµ 2 [µ; µ] :

1. le systµeme en boucle ferm¶eeP(p; µ) ? K (p; µ) est asymptotiquement stable ;

2. kP(p; µ) ? K (s; µ)k1 < °

si et seulement s'il existe
{ des matrices sym¶etriquesX (µ) 2 Rn£ n et Y(µ) 2 Rn£ n rationnelles enµ, bien pos¶ees

sur [µ; µ] ;
{ des matrices A(µ) 2 Rn£ n , B(µ) 2 Rn£ ny , C(µ) 2 Rnu £ n et D(µ) 2 Rnu £ ny ration-

nelles enµ, bien pos¶ees sur[µ; µ]
telles que, pour toutµ 2 [µ; µ], les conditions (3.7) et (3.8) soient v¶eri¯¶ees :

·
X (µ) I

I Y(µ)

¸
> 0 (3.7)

2

6
6
6
6
4

A(µ)X (µ) + X (µ)A(µ)T + : : :
B u (µ)C(µ) + ( B u (µ)C(µ)) T (:)T (:)T (:)T

A (µ) + : : :
(A (µ) + B u (µ)D(µ)Cy (µ)) T

A(µ)T Y(µ) + Y(µ)A(µ) + : : :
B(µ)Cy (µ) + ( B(µ)Cy (µ)) T (:)T (:)T

(B w (µ) + B u (µ)D(µ)D yw (µ)) T (Y(µ)B w (µ) + B(µ)D yw (µ)) T ¡ °I (:)T

Cz (µ)X (µ) + D zu (µ)C(µ) Cz (µ) + D zu (µ)D(µ)Cy (µ) D zw (µ) + D zu (µ)D(µ)D yw (µ) ¡ °I

3

7
7
7
7
5

< 0 (3.8)

oµu (:)T d¶esigne la transpos¶ee du bloc sym¶etrique.

Si les matricesX (µ), Y(µ), A (µ), B(µ), C(µ) et D(µ) existent, un correcteur peut être
construit :

DK (µ) = D(µ)

CK (µ) = ( C(µ) ¡ DK (µ)Cy(µ)X (µ))M (µ)¡ T

BK (µ) = N (µ)¡ 1(B(µ) ¡ Y (µ)Bu(µ)DK (µ))

AK (µ) = N (µ)¡ 1 £
³

A(µ) ¡ N (µ)BK (µ)Cy(µ)X (µ) ¡ Y (µ)Bu(µ)CK (µ)M (µ)T + ¢ ¢ ¢

¢ ¢ ¢ ¡ Y(µ)
¡
A(µ) + Bu(µ)DK (µ)Cy(µ)

¢
X (µ)

´
M (µ)¡ T

(3.9)

oµu N (µ) et M (µ) sont telles que, pour toutµ 2 [µ; µ], M (µ)N (µ)T = I ¡ X (µ)Y(µ).

D¶emonstration Voir la Section A.2.1.3, page 182. ¤

L'int¶erêt de ce th¶eorµeme est double. Le premier int¶erêt est qu'il pr¶esente des conditions
n¶ecessaires et su±santes sous la forme d'un problµeme de faisabilit¶e sous contraintes LMI
d¶ependant deµ pour l'existence d'un correcteur d¶ependant deµ. Nous savons qu'il sera
possible de transformer ce problµeme en un problµeme de faisabilit¶e sous contraintes LMI
ind¶ependant de paramµetre et ainsi d'obtenir des conditions d'existence d'un correcteur
d¶ependant deµ qui sont num¶eriquement v¶eri¯ables. Le second int¶erêt de ce th¶eorµeme est
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qu'il donne une formule explicite de construction d¶ependant deµ pour la construction
d'un correcteur. Quelques commentaires sont µa faire µa propos de cette formule.

µA partir de cette formule explicite de construction, on peut constater que rechercher un
correcteur avec des matrices de repr¶esentation d'¶etat, qui sont rationnelles enµ, n'est pas
limitatif. En e®et, dans le th¶eorµeme, les matrices de la repr¶esentation d'¶etat du correcteur
peuvent être des fonctions quelconques deµ, d¶ependant du choix deN (µ) et de M (µ). Or
il est toujours possible1 de choisirN (µ) et M (µ) rationnelles enµ (par exemple, un choix
possible estN (µ) = X (µ)¡ 1 ¡ Y (µ) et M (µ) = X (µ)). Les matrices de la repr¶esentation
d'¶etat du correcteur sont alors rationnelles enµ. En plus d'être pertinent du point de vue
de l'impl¶ementation du correcteur, le fait de rechercher les matrices de la repr¶esentation
d'¶etat du correcteur comme des fonctions rationnelles n'est pas limitatif.

De plus, en utilisant les repr¶esentations LFT des matrices entrant dans cette formule
explicite, il est possible de construire une repr¶esentation LFT de

·
AK (µ) BK (µ)
CK (µ) DK (µ)

¸
(3.10)

en utilisant les op¶erations d¶e¯nies sur les LFTs (voir la Section A.1.5, page 175). En e®et,
toutes les op¶erations n¶ecessaires (somme, multiplication, inversion et concat¶enation) sont
d¶e¯nies pour les LFTs et r¶esultent en une LFT. Lorsque les repr¶esentations LFT sont
connues, la construction du correcteur se fait donc facilement : le second objectif est
atteint.

La formule de construction explicite donn¶ee par (3.9) est une transcription directe de la
formule donn¶ee dans [SGC97]. Cette formule n'est cependant pas la plus int¶eressante. En
e®et, en plus d'obtenir une repr¶esentation LFT de (3.10), nous voulons qu'elle soit d'ordre
limit¶e. Or, lorsqu'une op¶eration (somme, multiplication et concat¶enation) est e®ectu¶ee sur
deux repr¶esentations LFT, l'ordre de la repr¶esentation LFT r¶esultante est ¶egal µa la somme
des ordres des deux repr¶esentations LFT de d¶epart. Pour obtenir une repr¶esentation LFT
qui est au ¯nal d'ordre limit¶e, on peut, d'une part, utiliser des variables de d¶ecision avec
des repr¶esentations LFT d'ordre faible et, d'autre part, limiter le nombre d'op¶erations
n¶ecessaires µa l'obtention d'une repr¶esentation LFT de (3.10), c'est{µa{dire que l'on peut
factoriser la formule (3.9).

La premiµere possibilit¶e pose quelques di±cult¶es th¶eoriques. Le Th¶eorµeme 3.1 est obtenu
µa partir du Lemme 3.1. Il y a donc un lien entre les variables de d¶ecision des deux
problµemes de faisabilit¶e. Les variables de d¶ecisionX (µ) et Y(µ) sont en fait directement
reli¶ees µa la variable de d¶ecisionP(µ) par la relation (pour le choix N (µ) = X (µ)¡ 1 ¡ Y (µ)
et M (µ) = X (µ))

P(µ) =
·

Y(µ) X (µ)¡ 1 ¡ Y (µ)
X (µ)¡ 1 ¡ Y (µ) Y(µ) ¡ X (µ)¡ 1

¸
:

Comme dans le r¶esultat d'analyse, la variable de d¶ecisionP(µ) sert µa v¶eri¯er que le systµeme
a ou non une propri¶et¶e de normeH1 , il n'y a pas de raison de limitera priori son ordre. Il
n'y a donc pas de raison de limitera priori l'ordre des variables de d¶ecisionX (µ) et Y(µ).
Rien ne garantit que l'on obtienne de bons r¶esultats en limitant l'ordre deX (µ) et de
Y(µ). Cependant, nous verrons dans les exemples des Sections 3.4.1, 3.4.2 et du Chapitre
4 que le choix d'un ordre petit (par le choix d'un degr¶eN petit) donne de bons r¶esultats.

1En fait, elles sont forc¶ement rationnelles. Voir la d¶emonstration du Th¶eorµeme 3.1 en Annexes, Section
A.2.1, page 182.
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Pour la seconde possibilit¶e, avec le choixN (µ) = X (µ)¡ 1 ¡ Y (µ) et M (µ) = X (µ), on
trouve la factorisation suivante.

Th¶eorµeme 3.2 (Construction d'un correcteurH1 d¶ependant d'un paramµetre par formule
explicite). Une repr¶esentation d'¶etat du correcteur d¶ependant d'un paramµetre peut être
obtenue avec
·

AK (µ) BK (µ)
CK (µ) DK (µ)

¸
=

·
L(µ) ¡ J (µ) 0

0 0 I nu

¸
£ : : :

0

@

2

4
I n 0
0 Bu(µ)
0 I nu

3

5 V(µ)
·

X (µ)¡ 1 0
¡ Cy(µ) I ny

¸
+

2

4
0 0

A(µ) 0
0 0

3

5

1

A

(3.11)

oµu
£

L(µ) ¡ J (µ)
¤

=
µ·

I n

I n

¸
X (µ)

£
I n Y(µ)

¤
·

I n 0 0
0 ¡ I n I n

¸¶
? In

et oµu

V(µ) =
·

A (µ) B(µ)
C(µ) D(µ)

¸
:

D¶emonstration Par ¶evaluation de cette formule, on retrouve l'expression (3.9). ¤

L'ordre le plus petit que l'on puisse trouver pour une repr¶esentation LFT de la matrice
(3.10) est par d¶e¯nition l'ordre d'une repr¶esentation LFT minimale de cette matrice. La
factorisation que nous venons d'e®ectuer est en fait la premiµere ¶etape pour obtenir cette
repr¶esentation minimale. En e®et, r¶eduire l'ordre d'une repr¶esentation LFT de la matrice
(3.10), en factorisant la formule (3.9), revient µa diminuer le nombre de fois oµu les matrices
d¶ependant deµ apparaissent dans la formule explicite de construction. Par exemple,D(µ)
n'apparâ³t plus qu'une fois dans la formule explicite (3.11) au lieu de quatre dans la
formule explicite (3.9). Pour le choix des matricesN (µ) et M (µ) que nous avons fait, la
factorisation obtenue est la meilleure en ce sens que le nombre d'apparitions des matrices
d¶ependant deµ est minimal [Fon95]. En fait, le choix des matricesN (µ) et M (µ) est
motiv¶e par la factorisation obtenue. La seconde ¶etape pour obtenir une repr¶esentation
LFT minimale est num¶erique : elle ne peut donc être obtenue que lorsque les matrices
d¶ependant deµ dans la formule explicite sont connues. Par exemple, lorsqueX (µ)¡ 1 et
Cy(µ) ont les mêmes pôles, il est possible d'obtenir une repr¶esentation LFT d'ordre plus
faible que l'ordre de celle obtenue en appliquant directement l'op¶eration de concat¶enation
(pour plus de d¶etails, voir le choix descj dans la Section 2.5.2, page 88).

3.2.3 R¶esultat de conception d'un correcteur H1 d¶ependant d'un
paramµetre par optimisation LMI ind¶ependant de paramµe-
tre

Des deux objectifs ¯x¶es, le second a ¶et¶e atteint µa travers la formule explicite de construc-
tion. Il reste le premier qui consiste µa trouver des conditions num¶eriquement v¶eri¯ables
pour tester l'existence d'un correcteur. Le Th¶eorµeme 3.1 ¶enonce des conditions d'existence
sous la forme d'un problµeme de faisabilit¶e sous contraintes LMI d¶ependant deµ. Le pre-
mier objectif est alors atteint en transformant ce problµeme en un problµeme de faisabilit¶e
sous contraintes LMI ind¶ependant de paramµetre.
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Pour cela, nous choisissons des variables de d¶ecision de la forme suivante :

X (µ) =
P N

i =0 X i µi

P N
i =0 di µi

; Y(µ) =
P N

i =0 Yi µi

P N
i =0 di µi

; V(µ) =
P N

i =0 Vi µi

P N
i =0 di µi

; (3.12)

oµuX i = X T
i 2 Rn£ n , Yi = YT

i 2 Rn£ n , Vi 2 R(n+ nu )£ (n+ ny ) et di 2 R, pour i = 0; : : : ; N . Il
est µa noter que dans ces expressions, seul le degr¶eN est choisia priori . L'int¶erêt ¶evident
de telles variables de d¶ecision est qu'il est alors possible d'appliquer le Th¶eorµeme 2.1, page
87, obtenu dans le chapitre pr¶ec¶edent. L'application de ce th¶eorµeme permet d'e®ectuer la
transformation n¶ecessaire µa l'atteinte du premier objectif.

La di±cult¶e majeure de la transformation est en fait la mise en forme des contraintes
LMI d¶ependant deµ que nous avons sous la forme utilis¶ee dans le Th¶eorµeme 2.1, page 87,
µa savoir :

8µ 2 [µ; µ]; H1(µ)(C + ¨( µ))H2(µ) + ( H1(µ)(C + ¨( µ))H2(µ))T < 0:

Voir la Section 2.5.2, page 88, pour plus de d¶etails. Avant d'¶enoncer le r¶esultat, quelques
notations sont introduites ou rappel¶ees :

Jp(ci ) =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

0 I p 0 ¢ ¢ ¢ 0 0
...

. . . . . . . . .
...

...
...

. . . . . . 0
...

0 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢0 I p 0
¡ cN I p ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¡c1I p I p

I p 0 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ 0 0

0
. . . . . .

...
...

...
. . . . . . . . .

...
...

...
. . . . . . 0

...
0 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢0 I p 0

¡ cN I p ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¡c1I p I p

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

;

R X =
£

XN ¢ ¢ ¢ X1 X0
¤

;

R Y =
£

YN ¢ ¢ ¢ Y1 Y0
¤

;

R V =
£

VN ¢ ¢ ¢ V1 V0
¤

;

R d;p =
£

dN I p ¢ ¢ ¢ d1I p d0I p
¤

;

Wcns(k) =

8
><

>:
W = W T

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

9D 2 Rk£ k ; D > 0; 9G = ¡G T 2 Rk£ k ;

W =
·

¡ 2D (µ + µ)D + G
(µ + µ)D ¡ G ¡ 2µµD

¸

9
>=

>;

et

L (A©; B©; C©; D©; M ; W) =
·

CT
©

D T
©

¸
M

£
C© D©

¤
+

·
I 0

A© B©

¸ T

W
·

I 0
A© B©

¸
:

Les conditions d'existence d'un correcteur d¶ependant deµ sous la forme d'un problµeme
d'optimisation sous contraintes LMI ind¶ependant de paramµetre sont ¶enonc¶ees dans le
th¶eorµeme suivant.
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Th¶eorµeme 3.3 (Existence d'un correcteurH1 d¶ependant d'un paramµetre par change-
ment de variables param¶etris¶e en dimension ¯nie). Soient N un entier positif et N r¶eels
ci tels que, pour toutµ 2 [µ; µ], 1 +

P N
i =1 ci µi 6= 0.

Alors il existe des matricesX (µ), Y(µ) et V(µ) d¶e¯nies par (3.12) telles que, pour tout
µ 2 [µ; µ], les contraintes (3.7) et (3.8) sont v¶eri¯¶ees si et seulement s'il existe

{ des matrices sym¶etriquesX i 2 Rn£ n et Yi 2 Rn£ n , et des matricesVi 2 R(n+ nu )£ (n+ ny ) ,
i = 0; : : : ; N ;

{ des r¶eelsdi , i = 0; : : : ; N

tels que

(i ) il existe W0 2 Wcns telle que

L
µ

A ­ 0 ; B ­ 0 ; C­ 0 ; D ­ 0 ;
·

0 ¡M 0

¡M T
0 0

¸
; W0

¶
< 0 (3.13)

avec

M 0
¢=

·
R X 2R d;n

0 R Y

¸
et avec µI ?

·
A ­ 0 B ­ 0

C­ 0 D ­ 0

¸
¢=

2

6
4

I 2n

µI ? Jn (ci ) 0
0 µI ? Jn (ci )

3

7
5 ;

(ii ) il existe W1 2 Wcns telle que

L
µ

A ­ 1 ; B ­ 1 ; C­ 1 ; D ­ 1 ;
·

0 M 1(° )
M 1(° )T 0

¸
; W1

¶
< 0 (3.14)

avec

M 1(° ) =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

R V 0 0 0 0

0 R X R d;n 0 0
0 0 R Y 0 0

0 R d;n 0 0 0
0 0 0 R d;nw 0
0 0 0 ° R d;nw 0
0 0 0 0 ° R d;nz

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

et avec

µI ?
·

A ­ 1 B ­ 1

C­ 1 D ­ 1

¸
¢=

·
F1(µ)T

F2(µ)F3(µ)

¸
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oµu

F1(µ) =

2

6
6
4

0 Bu(µ) A(µ) 0 0 0 0 0
I n 0 0 A(µ)T 0 0 0 0
0 0 0 Bw(µ)T Bw(µ)T 0 ¡ 1

2 I nw 0
0 Dzu(µ) Cz(µ) 0 0 Dzw(µ) 0 ¡ 1

2 I nz

3

7
7
5

F2(µ) =

2

6
6
6
6
4

µI ? Jn+ ny (ci ) 0 0 0 0
0 µI ? Jn (ci ) 0 0 0
0 0 µI ? Jn (ci ) 0 0
0 0 0 µI ? Jnw (ci ) 0
0 0 0 0 µI ? Jnz (ci )

3

7
7
7
7
5

F3(µ) =

2

6
4

I n 0 0 0
0 Cy(µ) Dyw (µ) 0

I n+ n+ nw + nz

3

7
5 :

D¶emonstration La condition (i ) est obtenu µa partir de la condition (3.7) du Th¶eorµeme
3.1, page 110, en appliquant le Th¶eorµeme 2.1, page 87. La condition (ii ) est obtenu µa
partir de la condition (3.8) du Th¶eorµeme 3.1, page 110, en appliquant le Th¶eorµeme 2.1,
page 87.

Consid¶erons d'abord la condition (3.8). Cette condition peut se factoriser sous la forme
de l'expression (2.32), page 87 :

8µ 2 [µ; µ]; H1(µ)(C + ¨( µ))H2(µ) + ( H1(µ)(C + ¨( µ))H2(µ))T < 0

avecH1(µ) = F1(µ), H2(µ) = F3(µ) et

C + ¨( µ) =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
4

V(µ) 0

0
X (µ)

0
I n

Y(µ)
0
0

0
0

0

I n

0
0
0

0
0
0
0

0
I nw

°I nw

0

0
0
0

°I nz

3

7
7
7
7
7
7
7
7
5

:

Le Th¶eorµeme 2.1, page 87, est alors appliqu¶e avec¹H (µ) = F2(µ) et U(¨ i ; di ) = M 1(° ).
Dans le cas de la condition (3.8), il apparâ³t sur la diagonale¡ ° avec° > 0. D'aprµes la
discussion de la Section 2.5.2, page 88, la condition (i ) du Th¶eorµeme 2.1 disparâ³t. Il ne
reste donc que la condition (ii ) du Th¶eorµeme 2.1, page 87, qui donne la condition (ii ) du
Th¶eorµeme 3.3.

Consid¶erons maintenant la condition (3.7). Elle peut se factoriser sous la forme de
l'expression (2.32), page 87 :

8µ 2 [µ; µ]; H1(µ)(C + ¨( µ))H2(µ) + ( H1(µ)(C + ¨( µ))H2(µ))T < 0

avecH1(µ) = I , H2(µ) = I et

C + ¨( µ) =
·

¡X (µ) ¡ 2I n

0 ¡Y (µ)

¸
:
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Le Th¶eorµeme 2.1, page 87, est alors appliqu¶e avec¹H (µ) =
·

µI ? Jn (ci ) 0
0 µI ? Jn (ci )

¸
et

U(¨ i ; di ) = ¡M 0. Il est µa noter que les mêmes r¶eelsci ont ¶et¶e utilis¶es pour les deux
conditions (3.7) et (3.8). Ici encore, il ne reste que la condition (ii ) dans le Th¶eorµeme 2.1,
page 87, qui donne la condition (i ) du Th¶eorµeme 3.3. ¤

Ce th¶eorµeme ¶enonce e®ectivement des conditions pour l'existence d'un correcteurH1

d¶ependant d'un paramµetre sous la forme d'un problµeme d'optimisation sous contraintes
LMI ind¶ependant de paramµetre. Le degr¶eN des variables de d¶ecision ¶etant ¯x¶e, ces
conditions sont n¶ecessaires et su±santes.

Ce degr¶eN doit être choisi a priori . Ceci peut parâ³tre un d¶esavantage ; c'est au
contraire un avantage, celui de contrôler l'ordre d'une repr¶esentation LFT des matrices
de la repr¶esentation d'¶etat du correcteur.

Dans la prochaine section, nous allons voir comment le problµeme de conception d'un
correcteur d¶ependant d'un paramµetre peut être mis en ¾uvre pour un nouveau problµeme
que nous formulons.

3.3 Mise en ¾uvre pour la conception de correcteurs
remplissant un ensemble continu de compromis

Habituellement, un correcteur est con»cu pour un unique compromis du cahier des
charges et pour un systµemeG(p) donn¶e. Jusqu'µa son utilisation, on peut distinguer plu-
sieurs ¶etapes successives :

1. un compromis est choisi par un ou plusieurs� d¶ecideurs� . C'est un choix de nature
¶economique ;

2. un ou plusieurs� concepteurs� con»coivent un correcteur qui remplit ce compromis
pour le systµemeG(p) dans un bureau d'¶etudes ;

3. un ou plusieurs� ¾uvrants � mettent en ¾uvre le correcteur con»cu sur un site
d'exploitation ;

4. un ou plusieurs� utilisateurs � utilisent en¯n le correcteur mise en ¾uvre sur le site
d'exploitation.

Cependant, pour certaines applications, le compromis ¶evolue dans le temps. C'est le cas
par exemple des canaux d'irrigation, exemple que nous d¶etaillerons dans le Chapitre 4.
Lorsqu'il y a un changement de compromis, les trois premiµeres ¶etapes doivent être ef-
fectu¶ees µa nouveau avant que le ou les� utilisateurs � ne puissent utiliser le nouveau
correcteur sur le site d'exploitation : le ou les� d¶ecideurs� doivent choisir le nouveau
compromis, le ou les� concepteurs� doivent concevoir un nouveau correcteur pour le
nouveau compromis et le ou les� ¾uvrants � doivent mettre en ¾uvre le nouveau cor-
recteur. La di±cult¶e est que les� d¶ecideurs� , les � concepteurs� et les � ¾uvrants �
ne sont pas forc¶ement les mêmes personnes et, de surcrô³t, ne travaillent pas forc¶ement
au même endroit. E®ectuer µa nouveau les trois premiµeres ¶etapes peut donc entrâ³ner un
surcrô³t de travail long, fastidieux et coûteux. Ceci reste le cas même si les� d¶ecideurs� ,
les � concepteurs� et les � ¾uvrants � sont les mêmes personnes.

Dans cette section, nous souhaitons concevoir un correcteur qui, lorsqu'il y a un chan-
gement de compromis, ne n¶ecessitent pas d'e®ectuer µa nouveau les trois premiµeres ¶etapes
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entrâ³nant ainsi un gain important en terme de temps, de travail et d'argent. Ceci est pos-
sible en concevant un correcteur qui remplit, non pas un compromis, mais un ensemble
continu de compromis pour un systµemeG(p) donn¶e. Nous appellerons un tel correcteur
un correcteur rer¶eglable et le problµeme de conception d'un tel correcteur est un problµeme
nouveau. On peut distinguer alors les ¶etapes suivantes :

1. un ensemble continu de compromis est choisi par un ou plusieurs� d¶ecideurs� . C'est
un choix de nature ¶economique ;

2. l'ensemble continu de compromis est param¶etris¶e par un paramµetreµ (par convention
µ 2 [0; 1]). Un ou plusieurs � concepteurs� con»coivent un correcteur d¶ependant
explicitement de µ qui remplit le compromis, pour toutes les valeurs deµ, pour le
systµemeG(p) dans un bureau d'¶etudes. Ce correcteur est un correcteur rer¶eglable ;

3. un ou plusieurs� ¾uvrants � mettent en ¾uvre le correcteur con»cu sur un site
d'exploitation ;

4. un ou plusieurs� utilisateurs � utilisent en¯n le correcteur mise en ¾uvre sur le site
d'exploitation.

Lorsqu'il y a un changement de compromis, il su±t de changer la valeur deµ.

Dans la suite de cette section, nous formalisons la notion de compromis d'un cahier des
charges. Ceci permettra alors de formaliser la notion d'ensemble continu de compromis
d'un cahier des charges et ainsi de formaliser le problµeme de conception d'un correcteur
rer¶eglable. L'ensemble continu de compromis ¶etant param¶etris¶e parµ, la conception d'un
correcteur rer¶eglable revient µa la conception d'un correcteur d¶ependant explicitement de
µ. Lorsqu'un compromis est d¶etermin¶e par la m¶ethode de synthµeseH1 , le problµeme de
conception d'un correcteur rer¶eglable se formule alors comme la conception d'un correcteur
H1 d¶ependant d'un paramµetre pour un systµeme augment¶e d¶ependant d'un paramµetre (voir
le Problµeme 3.1, page 105). Les r¶esultats de la section pr¶ec¶edente donnent des conditions
e±caces pour la r¶esolution du problµeme de conception d'un correcteur rer¶eglable.

3.3.1 Compromis et Pareto{optimalit¶e

Nous expliquons d'abord ce qu'est un compromis pour un cahier des charges. Nous
reprenons les explications et les d¶e¯nitions (avec une l¶egµere modi¯cation) du livre de
Boyd et Barrat [BB91]. Consid¶erons le cas de la conception d'un correcteur LTIK (p)
pour un systµeme LTIG(p).

Un cahier des charges est un ensemble de sp¶eci¯cations. On peut distinguer deux types
de sp¶eci¯cations :

{ les sp¶eci¯cations bool¶eennes (stabilit¶e asymptotique du systµeme en boucle ferm¶ee,
rejet asymptotique de perturbations de type ¶echelon...) ;

{ les nspec sp¶eci¯cations quanti¯ables (temps de r¶eponse inf¶erieur µatmax , pulsation de
coupure d'une fonction de transfert sup¶erieure (inf¶erieure) µa! min (! max ), limitation
de l'¶energie de commande, marge de module sup¶erieure µa 6 dB...).

Remarque 3.3. Dans la suite de ce document, un cahier des charges comportera toujours
par d¶efaut la stabilit¶e asymptotique du systµeme en boucle ferm¶ee comme sp¶eci¯cation
bool¶eenne.
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Les sp¶eci¯cations bool¶eennes peuvent être repr¶esent¶ees par une fonctionnelleQb;G(p) de
l'ensemble des correcteursK (p) dans l'ensemblef 0 ; 1g :

Qb;G(p) : H ! f 0 ; 1g
K (p) 7! Qb;G(p)(K (p))

oµu H est l'ensemble des matrices de fonctions de transfert et avecQb;G(p)(K (p)) valant
1 lorsque toutes les sp¶eci¯cations bool¶eennes sont remplies. On noteB l'ensemble des
correcteurs satisfaisant toutes les sp¶eci¯cations bool¶eennes :

B = f K (p) 2 H j Qb;G(p)(K (p)) = 1 g: (3.15)

Par exemple si les sp¶eci¯cations bool¶eennes se r¶esument µa la stabilit¶e asymptotique,B est
l'ensemble desK (p) 2 H telles que la boucle ferm¶ee est asymptotiquement stable.

Pour les sp¶eci¯cations quanti¯ables, on associe µa une sp¶eci¯cationi la quantit¶e d¶e¯nie
par une fonctionnelle

Qi;G (p) : H ! R
K (p) 7! Qi;G (p)(K (p))

(3.16)

Une sp¶eci¯cation quanti¯able se mesure par une bornebi sur la valeur deQi;G (p)(K (p)) :

Qi;G (p)(K (p)) · bi :

Par exemple, le temps de r¶eponse (ou l'¶energie de commande ou la pulsation de coupure)
est inf¶erieur µa tant. Pour les sp¶eci¯cations de type marge de module sup¶erieure µa¡ 6 dB,
il est possible de les sp¶eci¯er par l'oppos¶ee de la marge de module inf¶erieure µa 6 dB.

Notons b le vecteur
£

b1 ¢ ¢ ¢ bnspec

¤T
. Le vecteurb repr¶esente alors les bornes sur les

sp¶eci¯cations quanti¯ables. On donne la d¶e¯nition de l'atteignabilit¶e deb.

D¶e¯nition 3.1 (Borne atteignable). Soient G(p) un systµeme LTI, B d¶e¯ni par (3.15),
Qi;G (p) d¶e¯nie par (3.16), i = 1; ¢ ¢ ¢; nspec et bi , i = 1; ¢ ¢ ¢; nspec, les bornes sur les
sp¶eci¯cations quanti¯ables d'un cahier des charges.

On dit que la borneb=
£

b1 ¢ ¢ ¢ bnspec

¤T
est atteignable s'il existeK (p) 2 B tel que

8i = 1; ¢ ¢ ¢; nspec; Qi;G (p)(K (p)) · bi :

Une borne atteignable est donc une borne sur les sp¶eci¯cations quanti¯ables pour laquelle
il existe un correcteur qui remplit cette borne.

Intuitivement, un compromis est une borne atteignable que l'on ne peut pas am¶eliorer.
Dans ce cadre, parmi les sp¶eci¯cations quanti¯ables, on distingue :

{ les sp¶eci¯cations molles, lesmspec premiµeres, sont celles sur lesquelles on peut jouer
pour respecter le cahier des charges. Il est possible de faire varier les bornesbi

associ¶ees ;
{ les sp¶eci¯cations dures, lesnspec¡ mspec derniµeres, sont celles que l'on veut absolument

respect¶ees. Les bornesbi associ¶ees sont alors ¯x¶ees.
Par exemple, un choix habituel de sp¶eci¯cation dure est le temps de r¶eponse : la borne
associ¶ee est ¶egale µatmax . Par exemple, un choix habituel de sp¶eci¯cation molle est la
limitation de l'¶energie de commande : il est possible de faire varier la borne associ¶ee. Un
compromis peut alors se d¶e¯nir comme suit.
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D¶e¯nition 3.2 (Borne Pareto{optimale ou compromis). Soient G(p) un systµeme LTI,B
d¶e¯ni par (3.15), Qi;G (p) d¶e¯nie par (3.16), i = 1; ¢ ¢ ¢; nspec.

On dit que la borneb=
£

b1 ¢ ¢ ¢ bnspec

¤T
est Pareto-optimale (ou un compromis) si

{ pour toute borne b=
£

b1 ¢ ¢ ¢ bmspec bmspec +1 ¢ ¢ ¢ bnspec

¤T
telle que

8i = 1; ¢ ¢ ¢; mspec; bi < bi ;

b est atteignable ;
{ pour toute borne b=

£
b1 ¢ ¢ ¢ bmspec

bmspec +1 ¢ ¢ ¢ bnspec

¤T
telle que

8i = 1; ¢ ¢ ¢; mspec; bi < bi ;

b n'est pas atteignable.

Dans la suite de ce chapitre, nous utiliserons de fa»con interchangeable les termes borne
Pareto{optimale et compromis. Cette d¶e¯nition est int¶eressante car, en plus de d¶e¯nir
formellement un compromis, elle permet de distinguer un ensemble de bornes attei-
gnables et un ensemble de bornes non atteignables (voir la Figure 3.2 pour le cas de
deux sp¶eci¯cations quanti¯ables).

-

6

b1

b2

I Borne
Pareto-optimale

Bornes
atteignables

Bornes
non atteignables

Fig. 3.2 { Borne Pareto{optimale, bornes atteignables et bornes non atteignables

Pour concevoir un correcteur qui remplit un compromis du cahier des charges, il faut
donc :

{ d¶eterminer une borne Pareto{optimale ;
{ concevoir un correcteur qui remplisse cette borne Pareto{optimale.

Un changement de compromis revient µa rechercher une nouvelle borne Pareto{optimale
et un correcteur associ¶e.

Maintenant, pour concevoir un correcteur rer¶eglable, il faut d¶eterminer un ensemble de
bornes Pareto{optimales et le param¶etriser par un paramµetreµ. Comme dans le cas d'une
seule borne Pareto{optimale, l'ensemble des bornes Pareto{optimale permet de distinguer
un ensemble de bornes atteignables et un ensemble de bornes non atteignables. L'ensemble
des bornes Pareto{optimales est en fait la frontiµere entre les bornes atteignables et les
bornes non atteignables (voir la Figure 3.3 pour le cas de deux sp¶eci¯cations quanti¯ables).
Pour notre problµeme, nous ne voulons pas concevoir un correcteur pour toute la frontiµere
mais pour une partie de celle{ci, par exemple celle qui est entre les pointsM et N .
D¶eterminer cette partie de frontiµere n'est pas forc¶ement ¶evident dans la mesure oµu elle
constitue une in¯nit¶e de bornes Pareto{optimales.
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-
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b2
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M

N

I

Fig. 3.3 { Frontiµere entre bornes atteignables et bornes non atteignables

D¶e¯nition 3.3 (Ensemble de compromis). Soient G(p) un systµeme LTI, B d¶e¯ni par
(3.15), Qi;G (p) d¶e¯nie par (3.16), i = 1; ¢ ¢ ¢; nspec.

On dit que b(µ) =
£

b1(µ) ¢ ¢ ¢ bnspec (µ)
¤T

, un vecteur de fonctions d¶e¯nies sur[0 ; 1],
est un ensemble de compromis si, pour toutµ 2 [0 ; 1], la borne b(µ) est Pareto{optimale.

3.3.2 D¶etermination et param¶etrisation d'un ensemble continu
de compromis par la m¶ethode de synthµese H1

La m¶ethode de synthµeseH1 est une m¶ethode fr¶equentielle bas¶ee sur les principes des
m¶ethodes fr¶equentielles dites classiques [SP96a, SF05, DF99]. Les m¶ethodes fr¶equentielles
reposent sur l'hypothµese qu'un cahier des charges peut être traduit par un cahier des
charges avec que des sp¶eci¯cations fr¶equentielles. Une sp¶eci¯cation fr¶equentielle sur une
fonction de transfert en boucle ferm¶ee est d¶e¯nie par des gabarits (fr¶equentiels) sur une
certaine gamme de pulsations.

D¶e¯nition 3.4 (Sp¶eci¯cation fr¶equentielle). Soit T(p) une fonction de transfert en boucle
ferm¶ee.

Une sp¶eci¯cation fr¶equentielle surT(p) est d¶e¯nie par ng fonctions Gabj (! ) strictement
positives sur[! j ; ! j ] oµu ! j < ! j , oµu ! j peut être nulle et oµu! j peut être in¯ni.

La sp¶eci¯cation fr¶equentielle surT(p) est alors la suivante :2

8j = 1; : : : ; ng; 8! 2 [! j ; ! j ]; jT(j! )j < Gabj (! ):

Les bornes sur les sp¶eci¯cations quanti¯ables d'un cahier des charges sont reli¶ees µa des
caract¶eristiques des gabarits.

Exemple 3.1. Par exemple, sur la Figure 3.4, il est trac¶e trois gabarits fr¶equentiels sur
la fonction de transfert en boucle ferm¶eeS(p) = (1+ G(p)K (p)) ¡ 1. Pour un systµemeG(p)
monovariable command¶e par un correcteur µa un degr¶e de libert¶e, ces gabarits permettent
de prendre en compte plusieurs sp¶eci¯cations. Le premier gabarit

8! 2 R; jS(j! )j < Gab1(! )

2Une sp¶eci¯cation fr¶equentielle peut aussi porter sur la phase de la fonction de transfert en boucle
ferm¶ee. Il est, en g¶en¶eral, possible de r¶e¶ecrire une sp¶eci¯cation sur la phase comme une sp¶eci¯cation sur
le module. Nous ne consid¶erons dans ce document que ce dernier type de sp¶eci¯cations fr¶equentielles.
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Fig. 3.4 { Exemples de gabarits

permet de prendre en compte que la marge de module endB est sup¶erieure µa¡ 20 log(G1 ).
Le deuxiµeme gabarit

8! 2 [0; 3 ; 2]; jS(j! )j < Gab2(w)

permet de prendre en compte la rapidit¶e du suivi de trajectoire de r¶ef¶erence. Plus! c

(la pulsation pour laquelle le gabarit vaut 0dB) est grand, plus la rapidit¶e garantie est
importante. Le troisiµeme gabarit

8! 2 [0 ; 2:10¡ 4]; jS(j! )j < Gab3(! )

permet de prendre en compte que l'erreur statique en pourcentage est inf¶erieure µa l'inverse
de G0.

Nous allons maintenant voir ce qu'est la m¶ethode de synthµeseH1 [Zam81] et comment
elle peut être mise en ¾uvre pour d¶eterminer une borne atteignable. Nous commencerons
par le cas d'une seule sp¶eci¯cation fr¶equentielle avant de consid¶erer le cas de plusieurs
sp¶eci¯cations fr¶equentielles. Nous verrons ensuite comment d¶eterminer une borne Pareto{
optimale avec la m¶ethode de synthµeseH1 . Il est alors possible de d¶eterminer un nombre
¯ni de compromis. Nous verrons comment µa partir de ce nombre ¯ni de compromis, il est
possible de d¶eterminer un ensemble continu de compromis.

P(p)

K (p)

-

¾

- -
zw

yu

Fig. 3.5 { Systµeme en boucle ferm¶ee pour le problµemeH1 standard
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La m¶ethode de synthµese H1 Soient le systµeme augment¶eP(p) d¶e¯ni par sa repr¶esen-
tation d'¶etat

P(p)

8
<

:

_x(t) = Ax(t) + Bww(t) + Buu(t)
z(t) = Czx(t) + Dzww(t) + Dzuu(t)
y(t) = Cyx(t) + Dyww(t)

et ° un r¶eel strictement positif. La m¶ethode de synthµeseH1 permet de tester, de fa»con
e±cace, l'existence d'un correcteur d¶ecrit par sa repr¶esentation d'¶etat

K (p)
½

_xK (t) = AK xK (t) + BK y(t)
u(t) = CK xK (t) + DK y(t)

qui garantisse les deux propri¶et¶es suivantes :

1. le systµeme en boucle ferm¶eeP(p) ? K (p) est asymptotiquement stable ;

2. la normeH1 du systµeme en boucle ferm¶ee est strictement inf¶erieure µa° :

kP(p) ? K (p)k1 < °:

Si un tel correcteur existe, la m¶ethode de synthµeseH1 permet d'en construire un.

Mise en ¾uvre de la m¶ethode de synthµese H1 pour la d¶etermination d'une
borne atteignable dans le cas d'une sp¶eci¯cation fr¶equentielle Dans le cas d'un
cahier des charges fr¶equentiel avec une seule sp¶eci¯cation fr¶equentielle, le problµeme est
alors de savoir s'il existe un correcteur tel que

8j = 1; : : : ; ng; 8! 2 [! j ; ! j ]; jT(j! )j < Gabj (! ): (3.17)

Il est possible de regrouper tous les gabarits dans l'inverse du module d'une fonction de
transfert. Elle est appel¶ee pond¶eration et on la noteW(p). Cette fonction de transfert est
choisi pour � coller � au mieux aux gabarits et ainsi garantir la propri¶et¶e suivante : si la
propri¶et¶e

8! 2 R; jT(j! )j <
1

jW(j! )j
(3.18)

est v¶eri¯¶ee, alors la propri¶et¶e (3.17) est v¶eri¯¶ee, c'est{µa{dire que le module de la fonction
de transfert en boucle ferm¶ee est bien en dessous des gabarits fr¶equentiels.

Exemple 3.2. Par exemple, pour les gabarits de la Figure 3.4,W(p) peut être choisie de
la fa»con suivante [Fon95]

W(p) =
1
p

?

2

4 ¡ ! c

r
jG2

1 ¡ 1j
jG2

0 ¡ 1j
(G0 ¡ G1 )

r
jG2

1 ¡ 1j
jG2

0 ¡ 1j
! c G1

3

5 :

Le trac¶e du module de l'inverse de cette pond¶eration est repr¶esent¶e sur la Figure 3.6 : si le
module de la fonction de transfert en boucle ferm¶ee est en dessous du module de l'inverse
de la pond¶eration, alors elle sera aussi en dessous des gabarits.

En choisissant des fonctions de transfertWs(p) et We(p) telles que

8! 2 R; jW(j! )j = jWs(j! )We(j! )j;
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Fig. 3.6 { Exemple de pond¶eration

la relation (3.18) peut se r¶e¶ecrire

8! 2 R; jWs(j! )T(j! )We(j! )j < 1:

La fonction de transfert Ws(p) (respectivementWe(p)) est appel¶ee pond¶eration en sortie
(respectivement en entr¶ee) et peut être interpr¶et¶ee comme la description des signaux de
sortie (respectivement d'entr¶ee). Par d¶e¯nition de la normeH1 , ceci se r¶ecrit

kWs(p)T(p)We(p)k1 < 1:

Finalement, le fait qu'une fonction de transfert en boucle ferm¶ee est en dessous de ses gaba-
rits est donc traduit par le fait que la normeH1 de cette fonction de transfert augment¶ee
de pond¶erations est inf¶erieure µa 1. Or il est toujours possible d'¶ecrireWs(p)T(p)We(p)
comme le bouclage d'un systµeme augment¶e (des pond¶erations) sur le correcteur :

Ws(p)T(p)We(p) = P(p) ? K (p) avec P(p) =
·

Ws(p) 0
0 1

¸
Pw(p)

·
We(p) 0

0 1

¸

oµuPw(p) d¶etermine la fonction de transfert en boucle ferm¶ee consid¶er¶ee et ne d¶epend que
de G(p).

Exemple 3.3. Par exemple, dans le cas oµuT(p) est la fonction de transfert en boucle
ferm¶eeS(p), la fonction de transfert Ws(p)T(p)We(p) est repr¶esent¶ee sur la Figure 3.7.
Ce sch¶ema peut se manipuler et être retrac¶e comme sur la Figure 3.8. Dans ce cas, on
peut constater queP(p) vaut

P(p) =
·

Ws(p) 0
0 1

¸
Pw(p)

·
We(p) 0

0 1

¸
avec Pw(p) =

·
1
1

¸
£

1 ¡ G(p)
¤

:

Le problµeme est donc de savoir s'il existe un correcteur tel que la normeH1 deP(p)?K (p)
soit inf¶erieure µa 1. La m¶ethode de synthµeseH1 permet de r¶esoudre ce problµeme de fa»con
e±cace.

Mise en ¾uvre de la m¶ethode de synthµese H1 pour la d¶etermination d'une
borne atteignable dans le cas de plusieurs sp¶eci¯cations fr¶equentielles De fa»con
plus g¶en¶erale, la m¶ethode de synthµeseH1 considµere un problµeme avec plusieurs fonctions
de transfert en boucle ferm¶ee et plusieurs pond¶erations en sortie et en entr¶ee. Consid¶erons
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Fig. 3.7 { ProblµemeH1 un bloc
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Fig. 3.8 { Problµeme standardH1 un bloc

le sch¶ema de la Figure 3.9. Dans ce sch¶ema, les fonctions de transfert en boucle ferm¶ee
consid¶er¶ees sont d¶etermin¶ees parPw(p) (qui ne d¶epend que deG(p)) et les pond¶erations en
sortie et en entr¶ee sont respectivement regroup¶es dansWs(p) et dansWe(p). En calculant
P(p)

P(p) =
·

Ws(p) 0
0 I

¸
Pw(p)

·
We(p) 0

0 I

¸
;

la forme standard est obtenue. La m¶ethode de synthµeseH1 permet de r¶epondre de fa»con
e±cace µa la question : existe{t{il un correcteurK (p) qui garantisse la stabilit¶e asympto-
tique de P(p) ? K (p) et qui garantisse que la normeH1 de P(p) ? K (p) est inf¶erieur µa
1 :

kP(p) ? K (p)k1 < 1:

Nous allons maintenant voir que cette mise en ¾uvre de la m¶ethode de synthµeseH1

permet de d¶eterminer une borne atteignable dans le cas de plusieurs (nT ) sp¶eci¯cations
fr¶equentielles. En e®et, il est plus r¶ealiste de consid¶erer ce cas de ¯gure que le cas d'une
seule sp¶eci¯cation fr¶equentielle.

D'un côt¶e, pour plusieurs sp¶eci¯cations fr¶equentielles, le problµeme est de savoir s'il
existe un correcteur tel que

8i = 1; : : : ; nT ; 8j = 1; : : : ; ngi ; 8! 2 [! ij ; ! ij ]; jTi (j! )j < Gabij (! ):



Synth µese d¶ependant de param µetres 125

-

-

-

W e1 ( p)

W ej ( p)

W en w ( p)

w1

wj

wnw

-

-

-

...

... pnw

q1
-

-

-

W s 1 ( p)

W sk ( p)

W sn z ( p)

-

-

-

qk

qnz

...

...

z1

zk

znz

We(p) Ws(p)

Pw(p)

K (p)

-

¾
yu

p1

pj

P(p)

Fig. 3.9 { Mise en ¾uvre g¶en¶erale de la m¶ethode de synthµeseH1

En regroupant tous les gabarits sur une même fonction de transfert en boucle ferm¶ee dans
une pond¶eration, le problµeme est donc de savoir s'il existe un correcteur tel que

8i = 1; : : : ; nT ; 8! 2 R; jTi (j! )j <
1

jWi (j! )j
:

Ce problµeme est dit multi{critµeres.
De l'autre côt¶e, la m¶ethode de synthµeseH1 permet de tester l'existence d'un correcteur

tel que la propri¶et¶e
kP(p) ? K (p)k1 < 1 (3.19)

est v¶eri¯¶ee. Or cette propri¶et¶e implique la propri¶et¶e

8j = 1; : : : ; nw ; 8k = 1; : : : ; nz;
°
° Twj ! zk (p)

°
°

1
< 1

oµu Twi ! zj (p) d¶esigne la fonction de transfert dewi vers zj . Cette derniµere propri¶et¶e est
¶equivalente µa la propri¶et¶e

8j = 1; : : : ; nw ; 8k = 1; : : : ; nz; 8! 2 R; jTpj ! qk (j! )j <
1

jWsk(j! )Wej (j! )j
: (3.20)

En choisissant judicieusement les fonctions de transfert en boucle ferm¶ee (par le biais
de Pw(p)) ainsi que les pond¶erations dans la mise en ¾uvre de la m¶ethode de synthµese
H1 , il est possible de trouver une solution au problµeme multi{critµeres en trouvant une
solution au problµemeH1 . Nous ne d¶etaillerons pas ici ce choix, pour cela le lecteur pourra
se r¶ef¶erer µa [SP96a, SF05, DF99]. Ce choix sera expliqu¶e pour chaque exemple num¶erique
de ce document.

Mise en ¾uvre de la m¶ethode de synthµese H1 pour la d¶etermination d'un com-
promis Pour pouvoir d¶eterminer un compromis, il faut pouvoir d¶eterminer lorsqu'une
borne est atteignable ou non. SikP(p) ? K (p)k1 < 1, alors la m¶ethode de synthµeseH1

garantit que la borne associ¶ee est atteignable. En revanche, si ce n'est pas le cas, cela ne
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veut pas forc¶ement dire que la borne associ¶ee est non atteignable. Ceci vient du fait que la
propri¶et¶e d¶e¯nie par (3.19) implique la propri¶et¶e d¶e¯nie par (3.20), mais que l'implication
inverse n'est g¶en¶eralement pas vrai. D'un point de vue th¶eorique, la m¶ethode de synthµese
H1 n'est donc pas ad¶equat pour la d¶etermination d'un compromis. D'un point de vue pra-
tique, elle est int¶eressante et permet dans certains cas de d¶eterminer approximativement
un compromis [SFF03].

Supposons que les fonctions de transfert en boucle ferm¶ee ainsi que les pond¶erations
en sortie et en entr¶ee ont d¶ejµa ¶et¶e choisies : le systµemeP(p) est d¶ejµa connu. Il est alors
minimiser ° tel qu'il existe un correcteurK (p) qui garantisse la stabilit¶e asymptotique de
P(p) ? K (p) et qui garantisse que la normeH1 de P(p) ? K (p) est inf¶erieur µa° :

kP(p) ? K (p)k1 < °:

Cette derniµere relation implique

8j = 1; : : : ; nw ; 8k = 1; : : : ; nz; 8! 2 R; jTpj ! qk (j! )j <
°

jWsk(j! )Wej (j! )j
:

La valeur minimale de° obtenue s'interprµete alors de la maniµere suivante :
{ si elle est inf¶erieure µa 1, le module de toutes les fonctions de transfert en boucle

ferm¶ee sont en dessous du gabarit d¶e¯ni par la pond¶eration correspondante. Ici, il
est de plus possible de modi¯er les gabarits pour imposer des bornes plus faibles sur
toutes les sp¶eci¯cations : le choix des pond¶erations traduit donc une borne atteignable
mais non Pareto{optimale. Il faut alors changer les pond¶erations et recommencer le
processus ;

{ si elle est voisine de 1, le module de toutes les fonctions de transfert en boucle
ferm¶ee sont en dessous ou l¶egµerement au dessus du gabarit d¶e¯ni par la pond¶eration
correspondante. De plus, comme il s'agit de la valeur minimale de° , il existe une ou
plusieurs pond¶erations qu'il n'est pas possible de modi¯er pour imposer une borne
plus faible sur l'une des sp¶eci¯cations. D'un point de vue pratique, on considµere que
le choix des pond¶erations traduit approximativement une borne Pareto{optimale ;

{ si elle est sup¶erieure µa 1, le module d'au moins une des fonctions de transfert en boucle
ferm¶ee ne se situe pas totalement en dessous du gabarit d¶e¯ni par la pond¶eration
correspondante. De plus, comme il s'agit de la valeur minimale de° , il n'est pas
possible de trouver un correcteur pour que le module de toutes les fonctions de
transfert en boucle ferm¶ee soit en dessous du gabarit correspondant. D'un point de
vue pratique, on considµere en g¶en¶eral que le choix des pond¶erations traduit une borne
non atteignable. Il faut alors changer les pond¶erations et recommencer le processus.

D'un point de vue pratique, il est en g¶en¶eral possible de d¶eterminer approximativement
un compromis par mise en ¾uvre de la m¶ethode de synthµeseH1 .

D¶etermination d'un ensemble continu de compromis par interpolation/appro-
ximation d'un ensemble ¯ni de compromis En mettant en ¾uvre la m¶ethode de
synthµeseH1 plusieurs fois, il est possible d'obtenir un nombre ¯ni de compromis (approxi-
mativement), par exemple les pointsM , N et I sur la Figure 3.3. Nous allons maintenant
voir comment il est alors possible de d¶eterminer approximativement un ensemble continu
de compromis. La d¶emarche est sch¶ematis¶ee sur la Figure 3.10.

D'aprµes ce que nous venons de voir, les bornes sur les sp¶eci¯cations quanti¯ables d'un
cahier des charges sont reli¶ees aux caract¶eristiques des pond¶erations en sortie et en entr¶ee
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Fig. 3.10 { D¶etermination d'un ensemble continu de compromis

dans la mise en ¾uvre de la m¶ethode de synthµeseH1 . Ainsi, un ensemble continu de com-
promis param¶etris¶e parµ est en fait un ensemble de pond¶erations dont les caract¶eristiques
(pulsation pour laquelle elle vaut 0dB, valeur µa l'in¯ni, valeur en 0...) sont continûment
param¶etris¶ees parµ. Pour chacun des compromis pr¶ec¶edemment trouv¶es, la valeurµi de
µ est connu puisque cette valeur re°µete le compromis.µA ce niveau, on distingue la ca-
ract¶eristique directement reli¶ee µaµ des autres. En e®et,µ re°µete un compromis et les
caract¶eristiques re°µetent des bornes.µ est ainsi une des caract¶eristiques, µa une trans-
formation a±ne prµes. Les autres caract¶eristiques, comme fonctions continues deµ, sont
obtenues par interpolation/approximation de leurs valeurs connues. Nous utiliserons des
fonctions rationnelles pour l'interpolation/approximation. L'interpolation/approximation
ne garantit pas, notamment pour les valeurs interm¶ediaires deµ, que les pond¶erations
param¶etris¶ees parµ obtenues re°µetent e®ectivement un ensemble de compromis. Si ce
n'est pas le cas, on peut augmenter le degr¶e des fonctions rationnelles d'approximation
ou/et augmenter le nombre ¯ni de compromis obtenus par la m¶ethode de synthµeseH1

et ensuite interpoler/approcher µa nouveau les caract¶eristiques des pond¶erations. Pour la
formalisation du problµeme de conception de correcteurs rer¶eglables, il est important de
noter que les matrices de la repr¶esentation d'¶etat deWe(p; µ) et de Ws(p; µ) ainsi obtenues
sont des fonctions rationnelles enµ.

Pour v¶eri¯er que les pond¶erations param¶etris¶ees parµ obtenues d¶eterminent e®ective-
ment un ensemble de compromis, il su±t de d¶eterminer que, pour toutes les valeursµi de
µ, les pond¶erations, pour ces valeursµi , d¶eterminent un compromis. Pour toutµi 2 [0 ; 1],
il est donc minimis¶e° tel qu'il existe un correcteur K µi (p) qui garantisse la stabilit¶e
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asymptotique deP(p; µi ) ? Kµi (p) et qui garantisse la propri¶et¶e de normeH1

kP(p; µi ) ? Kµi (p)k1 < °:

La valeur minimale de° ainsi obtenue est not¶ee°µi et un correcteur K µi (p) associ¶e est
appel¶e � correcteur{point � dans la suite de ce document. Si, pour toutes les valeurs
µi 2 [0 ; 1], °µi est voisin de 1, alors les pond¶erations param¶etris¶ees parµ d¶eterminent
e®ectivement un ensemble continu de compromis. Bien sûr, cette v¶eri¯cation est di±cile
µa mettre en ¾uvre. Cependant, il est possible d'e®ectuer une v¶eri¯cation approximative
en choisissant� beaucoup� de valeursµi . La v¶eri¯cation est alors e®ectu¶ee non plus sur
[0 ; 1] mais pour toutes les valeurs deµi choisies. Ici, il s'agit donc de v¶eri¯er que, pour
toutes les valeursµi choisies, on a°µi ¼ 1 ;

La phase d'interpolation se fait facilement puisque les caract¶eristiques des pond¶erations
sont des scalaires. Il est int¶eressant de limiter l'ordre de la repr¶esentation LFT des matrices
de leur repr¶esentation d'¶etat : ceci limite l'ordre de la repr¶esentation des matrices de la
repr¶esentation d'¶etat deP(p; µ), limitant ainsi la taille du problµeme d'optimisation sous
contraintes LMI ind¶ependant deµ obtenu dans la section pr¶ec¶edente (Th¶eorµeme 3.3, page
114). En¯n, travailler sur les fonctions de transfert est int¶eressant car ce sont des fonctions
de transfert d'ordre faible avec peu de caract¶eristiques.

3.3.3 Formulation et solution du problµeme de conception d'un
correcteur rer¶eglable

Supposons maintenant que les pond¶erations

We(p; µ) =
1
p

I ?
·

AWe(µ) BWe(µ)
CWe(µ) DWe(µ)

¸
et Ws(p; µ) =

1
p

I ?
·

AWs (µ) BWs (µ)
CWs (µ) DWs (µ)

¸
; (3.21)

oµu les matrices sont rationnelles enµ et bien pos¶ees sur [0 ; 1], ont ¶et¶e choisies et qu'elles
d¶eterminent bien un ensemble continu de compromis. La Figure 3.11 montre le systµeme
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Fig. 3.11 { Problµeme de conception d'un correcteur rer¶eglable
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P. Il d¶epend maintenant deµ et est d¶e¯ni par :

P(p; µ) =
·

Ws(p; µ) 0
0 I ny

¸
Pw(p)

·
We(p; µ) 0

0 I nu

¸
:

Le problµeme de conception d'un correcteur rer¶eglable est alors de trouver, s'il existe,
un correcteur K (p; µ) qui garantisse, pour tout µ 2 [0 ; 1], la stabilit¶e asymptotique de
P(p; µ) ? K (p; µ) et la propri¶et¶e de normeH1

kP(p; µ) ? K (p; µ)k1 < °

avec ° voisin de 1. Les matrices de la repr¶esentation d'¶etat des pond¶erations ¶etant des
fonctions rationnelles enµ, bien pos¶ees sur [0 ; 1], les matrices de la repr¶esentation d'¶etat de
P(p; µ) le sont ¶egalement. Le problµeme de conception d'un correcteur rer¶eglable est donc
un cas particulier du ProblµemeH1 d¶ependant d'un paramµetre (Problµeme 3.1, page 105).
Le r¶esultat obtenu dans la section pr¶ec¶edente peut donc être appliqu¶e pour la r¶esolution.

3.4 Exemples num¶eriques

Dans cette section, nous illustrons la conception d'un correcteur rer¶eglable avec deux
exemples. Nous voulons ¶evaluer la pertinence de notre approche (formalisation avec le
Problµeme 3.1, page 105, et solution avec le Th¶eorµeme 3.3, page 114) par rapport au
problµeme de conception d'un correcteur rer¶eglable. La formalisation est un cas particulier
de la conception d'un correcteur d¶ependant de paramµetres. Pour ce dernier problµeme, notre
solution repose sur la transformation d'un problµeme de faisabilit¶e sous contraintes LMI
d¶ependant de paramµetres en un problµeme de faisabilit¶e sous contraintes LMI ind¶ependant
de paramµetre. Il est ainsi possible d'adapter d'autres m¶ethodes de transformation a¯n
de donner une solution alternative au problµeme de conception d'un correcteur d¶ependant
de paramµetres. Ces autres m¶ethodes donnent potentiellement de moins bons r¶esultats.
Elles sont en g¶en¶eral plus simples que la nôtre ou peuvent en être un cas particulier,
conduisant ainsi µa un problµeme d'optimisation de plus faible dimension et donc µa un
temps de r¶esolution plus faible. Nous les comparons alors µa notre m¶ethode, ce qui nous
permettra de savoir si la di®¶erence de temps de r¶esolution entre les m¶ethodes est justi¯¶ee
par une large di®¶erence de r¶esultats.

Pour cela, nous d¶e¯nissons un critµere d'¶evaluation. L'id¶ee de ce critµere est de comparer
le meilleur r¶esultat obtenu avec une certaine m¶ethode au meilleur r¶esultat possible. Dans
le problµeme d¶ependant deµ, il est possible de minimiser la valeur de° . Le meilleur
r¶esultat obtenu avec une m¶ethode est ¶evalu¶e en calculant la valeur minimale de° , not¶ee
° r , obtenue avec cette m¶ethode (dans la nôtre, les variables de d¶ecision sont rationnelles
de degr¶e limit¶e). Le meilleur r¶esultat possible est ¶evalu¶e en calculant la valeur minimale
de ° , not¶ee°best et appel¶ee� meilleure performance atteignable� , obtenue lorsqu'il n'y
a pas de restriction sur les variables de d¶ecision (elles sont rationnelles sans limite sur le
degr¶e). Pour une valeurµi de µ donn¶e,°µi est la meilleure valeur possible. Sur [0 ; 1], la
meilleure performance atteignable est donc donn¶ee par

°best = max
µi 2 [0;1]

°µi :

Le calcul e®ectif de°best est un problµeme ouvert. Une estimation (une borne inf¶erieure)
de °best est alors obtenue simplement en choisissant� beaucoup� de valeursµi : °best ¼
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maxµi °µi . Le critµere d'¶evaluation est alors donn¶e en pourcentage

100
° r ¡ °best

°best
:

En utilisant l'estimation de °best au lieu de sa vraie valeur, il est obtenu une borne
sup¶erieure sur le critµere d'¶evaluation.

Dans le cas de notre m¶ethode par exemple, ce critµere s'interprµete de la fa»con suivante.
Nous avons limit¶e le degr¶e des variables de d¶ecision a¯n d'obtenir un correcteur dont
les matrices de la repr¶esentation d'¶etat sont des fonctions raisonnablement complexes de
µ. Or, nous ne savons pas quelle est la complexit¶e d'un correcteur rer¶eglable. Le critµere
¶evalue la perte occasionn¶ee par le fait de vouloir un correcteur peu complexe.

Tous les problµemes d'optimisation de ce document (y compris ceux sur la commande
des canaux d'irrigation du Chapitre 4) sont r¶esolus en utilisantMatlab 6.5 avec LMI
control toolbox [GNLC95].

3.4.1 Exemple illustratif

Dans ce premier exemple, nous voulons ¶evaluer l'int¶erêt des fonctions rationnelles pour
les donn¶ees et l'int¶erêt des fonctions rationnelles de degr¶e limit¶e pour les variables de
d¶ecision d'une contrainte LMI d¶ependant deµ.

Dans la formalisation du problµeme de conception d'un correcteur rer¶eglable, les pond¶era-
tions sont sens¶ees re°¶et¶ees un ensemble continu de compromis. Nous savons que ceci
est possible (en approximation) lorsque les matrices de la repr¶esentation d'¶etat de ces
pond¶erations peuvent être rationnelles (c'est le cas de notre approche). La question est :
est{ce n¶ecessaire ? Cette question peut se poser en terme d'optimisation : est{il n¶ecessaire
de consid¶erer des fonctions rationnelles pour les donn¶ees d'une contrainte LMI d¶ependant
d'un paramµetre par rapport µa des fonctions plus simples (a±ne par exemple) ?

Notre solution considµere l'ensemble des fonctions rationnelles pour les variables de
d¶ecision. Nous savons que ceci est int¶eressant. La question est : jusqu'µa quel point ?

Pour cela, nous comparons notre approche avec deux approches alternatives, adapta-
tions d'approches largement r¶epandues dans la litt¶erature, et avec la meilleure performance
atteignable. Dans la premiµere approche alternative, les donn¶ees et les variables de d¶ecision
sont des fonctions rationnelles particuliµeres et, dans la seconde, les variables de d¶ecision
sont des fonctions rationnelles particuliµeres. Nous pr¶esentons les approches alternatives
s¶epar¶ement.

Nous d¶etaillons d'abord l'exemple. Consid¶erons un systµeme du premier ordreG(p) :

G(p) =
1

p + 1
=

1
p

?
·

¡ 1 1
1 0

¸

command¶e par un correcteur µa un degr¶e de libert¶e. Le but est de concevoir un correcteur
rer¶eglable garantissant les performances suivantes :

{ le systµeme en boucle ferm¶ee est capable de suivre des signaux de r¶ef¶erence en forme
d'¶echelons avec di®¶erents temps de r¶eponse (de 5,4s pour µ = 0 µa 1,1 s pour µ = 1)
ou en forme de sinusoÄ³des basses fr¶equences ;

{ l'¶energie de commande doit être limit¶ee au maximum ;
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{ le correcteur doit assurer une marge de module d'au moins¡ 6 dB.
Le compromis se fait entre le temps de r¶eponse et l'¶energie de commande. Ce problµeme
peut se r¶esoudre grâce aux choix des fonctions en boucle ferm¶ee et aux pond¶erations de
la Figure 3.12 (voir [SP96a]). Pour un compromis donn¶ee, c'est-µa-dire pour une valeurµi
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Fig. 3.12 { ProblµemeH1 d¶ependant d'un paramµetre deux blocs

donn¶ee deµ, un compromis est d¶etermin¶e lorsque°µi est voisin de 1,°µi ¶etant la valeur
minimale de° tel qu'il existe un correcteurK µi (p) garantissant la stabilit¶e asymptotique
de la boucle ferm¶ee et garantissant la propri¶et¶e de normeH1

°
°
°
°
°
°

W1(p; µi ) 1
1 + G(p)K µi (p)

W2(p; µi )
K µi (p)

1 + G(p)K µi (p)

°
°
°
°
°
°

1

< °: (3.22)

3.4.1.1 Comparaison avec une approche de type polytopique

L'exemple trait¶e est simple, voire acad¶emique. Cela vient du fait que, pour pouvoir
appliquer la premiµere approche alternative, des hypothµeses fortes sur la repr¶esentation
d'¶etat du systµemeP(p; µ) (par exemple,A(µ) est une fonction constante enµ, les matrices
sont rationnelles de degr¶e un enµ) doivent être satisfaites. Ces hypothµeses imposent aux
matrices de la repr¶esentation d'¶etat des pond¶erations d'être au mieux rationnelle de degr¶e
un avec le même d¶enominateur. Ceci nous permettra de discuter de l'int¶erêt des fonctions
rationnelles pour les matrices de la repr¶esentation d'¶etat deP(p; µ) (et donc deWe(p; µ)
et de Ws(p; µ)) dans notre approche : la question est de savoir si avec des fonctions plus
restreintes, les pond¶erations peuvent d¶eterminer un ensemble continu de compromis.

Bas¶ees sur une approche polytopique, des conditions alternatives peuvent être pro-
pos¶ees. Les d¶etails de cette premiµere approche alternative sont pr¶esent¶es en annexe, Sec-
tion A.2.5, page 214. Un cas particulier de cette approche alternative peut être interpr¶et¶ee
comme une extension de l'approche pr¶esent¶ee dans [GAC96]. Un point important est que
les variables de d¶ecision sont restreintes µa être des fonctions sp¶eci¯ques (rationnelles de
degr¶e un). Nous pouvons alors discuter de l'int¶erêt des fonctions rationnelles pour les
variables de d¶ecision dans notre approche.

Choix des pond¶erations Pour pouvoir appliquer cette premiµere approche alternative,
seuls les num¶erateurs deW1(p; µ) et de W2(p; µ) peuvent être des fonctions non constantes
en µ. Pour une valeur donn¶eeµi 2 [0 ; 1] :
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1. W1 est choisie pour assurer le suivi de trajectoire :

W1(p; µi ) = k
p + ¯ µi

p + ²
(3.23)

oµu

(a) ² est ¯x¶ee µa une valeur petite (0,0017) pour assurer une petite erreur de pour-
suite statique ;

(b) ¯ µi est ¯x¶ee en accord avec le temps de r¶eponse d¶esir¶e : plus¯ µi est grand et
plus faible est le temps de r¶eponse ;

(c) k est une borne inf¶erieure sur la marge de module :k = 0; 5 pour une marge
module d'au moins -6dB.

2. W2 est choisie pour assurer la limitation de l'¶energie de commande :

W2(p; µi ) =
bµi p + cµi

p + a
(3.24)

W2 est telle que son inverse est passe-bas. Plus la bande passante est faible et plus
l'¶energie de commande est faible.

Dans notre problµeme, un compromis est d¶e¯ni par les choix de¯ µi et de la bande passante
de W2 (qui d¶epende debµi et de cµi ). Nous consid¶erons les deux compromis extrêmes :

1. pour µi = 0, une r¶eponse lente avec une ¶energie de commande faible :¯ 0 = 0; 86
assure un temps de r¶eponse de 5; 4 s eta = 1580, b0 = 1800 et c0 = 504 assure que
°0 = 1; 04 ¼ 1 ;

2. pour µi = 1, une r¶eponse rapide avec une ¶energie de commande ¶elev¶ee :¯ 1 = 3; 45
assure un temps de r¶eponse de 1; 1 s et a = 1580, b1 = 100 et c1 = 500 assure que
°1 = 1; 035¼ 1.

Rappelons que lorsque°µi est voisin de 1, les pond¶erations choisies d¶eterminent un com-
promis du cahier des charges. Le choix pr¶ec¶edent d¶etermine donc un compromis pour les
valeurs extrêmes deµ. Notons qu'entre les deux compromis extrêmes, il y a un facteur 4
entre les deux valeurs dē . Les pond¶erationsW1(p; µ) et W2(p; µ), pour des compromis
interm¶ediaires, sont obtenues en interpolant de fa»con a±ne les coe±cients du num¶erateur
de chaque pond¶eration :

W1(p; µ)= k p + ((1 ¡ µ)¯ 0+ µ¯ 1)
p + ² et W2(p; µ)= ((1 ¡ µ)b0 + µb1)p + ((1 ¡ µ)c0+ µc1)

p + a :

Une interpolation a±ne a ¶et¶e choisie pour pouvoir appliquer la premiµere approche al-
ternative. Les pond¶erations ainsi obtenues sont trac¶ees sur la Figure 3.13 pour plusieurs
valeurs deµ.

Remarquons qu'avec cette interpolation, il n'y a pas de garantie que les pond¶erations
d¶ependant deµ d¶eterminent un ensemble continu de compromis, c'est{µa{dire que, pour
toutes les valeurs deµi 2]0 ; 1[, on a°µi ¼ 1. En fait, ce n'est pas le cas (voir la Figure 3.14).
Malheureusement avec une interpolation a±ne, il n'est pas possible de faire autrement.
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Fig. 3.13 { 1
jW1(j!; µ )j et 1

jW2(j!; µ )j par pas de 0,1 enµ
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Calcul des correcteurs rer¶eglables Nous appliquons deux approches : la premiµere
approche alternative (Th¶eorµeme A.23, page 215) avec des fonctions a±nes (d = 0) et
notre approche (Th¶eorµeme 3.3, page 114) avec des fonctions rationnelles de degr¶e un et
quatre. Pour N = 1, nous avons choisi 1 +c1µ = 1 + 0 ; 5µ et pour N = 4, nous avons
choisi 1 + c1µ+ c2µ2 + c3µ3 + c4µ4 = (1 + 2 µ)(1 + 3 µ)(1 + 5 µ). Les r¶esultats obtenues sont
pr¶esent¶es dans le Tableau 3.1 avec°best valant approximativement 1; 38 (calcul¶e avec un
pas de 0,01 entre chaque valeur deµi ).

Remarquons le mauvais r¶esultat obtenu avec la premiµere approche alternative (Th¶eorµeme
A.23, page 215) : une grande am¶elioration a ¶et¶e obtenue avec notre approche (Th¶eorµeme
3.3, page 114) en consid¶erant des variables de d¶ecision rationnelles de degr¶e un (N = 1). Il
y a deux raisons µa cela : le Th¶eorµeme A.23 est bas¶e sur des conditions su±santes alors que

Tab. 3.1 { Comparaison avec la premiµere approche alternative : r¶esultats
Th¶eorµeme A.23

d = 0
Th¶eorµeme 3.3

N = 1
Th¶eorµeme 3.3

N = 4
° r 1; 92 1; 7 1; 4

100° r ¡ °best
°best

(borne sup¶erieure)
¼ 39% ¼ 16% ¼ 1; 5%
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le Th¶eorµeme 3.3 est bas¶e sur des conditionsn¶ecessaireset su±santes ; pour les variables de
d¶ecision, l'ensemble utilis¶e dans le Th¶eorµeme 3.3 contient celui utilis¶e dans le Th¶eorµeme
A.23.

Remarquons aussi l'excellent r¶esultat obtenu avec notre approche, Th¶eorµeme 3.3, en
consid¶erant des variables de d¶ecision rationnelles de degr¶e 4 (N = 4). ° r , la performance
obtenu avec notre approche, est trµes proche de°best, la meilleure performance atteignable,
les r¶esultats sont donc trµes proches de ceux obtenues sans restriction sur les variables de
d¶ecision. L'exemple souligne le grand int¶erêt des fonctions rationnelles et de l'optimisation
de leur d¶enominateur. Ce second point sera illustr¶e dans l'exemple de la Section 3.4.2.

Analyse des performances de la boucle ferm¶ee Comparons d'abord les perfor-
mances obtenues avec le correcteur de l'approche alternative (Th¶eorµeme A.23) avec celles
obtenues avec le correcteur de notre approche (Th¶eorµeme 3.3 avecN = 4). Nous com-
parons, par exemple, les performances de suivi de trajectoire en examinant les trac¶es de
Bode deS(p; µi ) = (1 + G(p)K (p; µi )) ¡ 1, µi 2 f 0 ; 0; 5 ; 1g, repr¶esent¶es sur la Figure 3.15
pour les deux correcteurs. La bande passante dejSj est seulement multipli¶ee par 1,3 entre
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Fig. 3.15 { jS(p; µi )j, µi 2 f 0 ; 0; 5 ; 1g, approche alternative (µa gauche) et notre approche
(N = 4) (µa droite)

les deux valeurs extrêmes deµ pour le correcteur de l'approche alternative (Th¶eorµeme
A.23) alors qu'elle est multipli¶ee par 4 (comme d¶esir¶e) dans le cas du correcteur de notre
approche (Th¶eorµeme 3.3). Le correcteur rer¶eglable obtenu avec l'approche alternative ne
recouvre donc pas les performances du correcteur{point, alors que cela a l'air d'être le cas
avec le correcteur rer¶eglable obtenu avec notre approche.

Pour v¶eri¯er ceci, comparons maintenant les performances obtenues avec le correcteur
de notre approche avec ceux d'un correcteur{point (sans d¶ependance impos¶ee sur les ma-
trices de la repr¶esentation d'¶etat) en examinant le module deS(p; µi ) et deK (p; µi )S(p; µi ),
µi 2 f 0 ; 0; 5 ; 1g, repr¶esent¶e sur la Figure 3.16 (les lignes en gras repr¶esentent les trac¶es
obtenus avec le correcteur de notre approche et les lignes en ¯n ceux obtenues avec les
correcteurs{point). Pour µ = 0; 5, les mêmes performances sont obtenues par les deux
correcteurs. Pour une valeurµi , la bande passante deS(p; µ) pour le correcteur d¶ependant
du compromis est plus petite que celle du correcteur{point. Les r¶eponses temporelles pour
les valeurs extrêmes deµ sont alors plus lentes avec le correcteur d¶ependant du compromis
qu'avec les correcteurs{point.

En conclusion Même sur cet exemple acad¶emique, l'approche alternative n'est pas
pertinente par rapport au problµeme de conception d'un correcteur rer¶eglable :
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Fig. 3.16 { jSj (µa gauche) andjKS j (µa droite), µi 2 f 0 ; 0; 5 ; 1g

1. il est n¶ecessaire de choisir une d¶ependance enµ sp¶eci¯que pour les pond¶erations :
les pond¶erations ne d¶eterminent pas un ensemble de compromis. Cependant, nous
avons choisi une interpolation a±ne (d = 0) alors que l'approche alternative permet
de choisird quelconque. Il est alors peut{être possible, en choisissant mieux la valeur
de d, d'obtenir que les pond¶erations d¶eterminent e®ectivement un ensemble continu
de compromis, c'est{µa{dire de trouverW1(p; µ) et W2(p; µ) telles que pour tout
µi 2 [0 ; 1], °µi vaut approximativement 1. Pour ce faire, une solution int¶eressante
est d'introduire des paires de pond¶erations pour des valeurs suppl¶ementaires deµi

telles que°µi ¼ 1. Nous choisissons donc une troisiµeme paire de pond¶erations pour
µ = 0; 6 :3

W1(p;0; 6) = 0; 5
p + 1; 73

p + 0; 0017
W2(p;0; 6) = 500

p + 1
p + 1580

:

Nous obtenons°0;6 = 1; 03. Pour pouvoir appliquer l'approche alternative (Th¶eorµeme
A.23), nous consid¶erons une approximation avec des fonctions rationnelles de degr¶e
un. Il faut noter que les d¶enominateurs des di®¶erentes fonctions doivent être les

mêmes. Une m¶ethode de type moindre carr¶ee est utilis¶ee sur
·

CW1 (µ) DW1 (µ)
CW2 (µ) DW2 (µ)

¸

avec
£

AW1 BW1

¤
=

£
¡ 0; 0017 1; 32

¤
et

£
AW2 BW2

¤
=

£
¡ 1580 397

¤
.

Nous obtenons :
·

CW1 (µ) DW1

CW2 (µ) DW2 (µ)

¸
=

·
0; 14 0; 5

¡ 7170 1800

¸
+

µ
1 + 1; 17µ

·
2; 27 0
7330 ¡ 3700

¸
:

Sur la Figure 3.17,°µi a ¶et¶e trac¶e en fonction deµi (trait continu) pour des valeurs
de µi espac¶ee de 0,01. Malheureusement, nous n'avons pas°µi ¼ 1. Il est donc
n¶ecessaire de consid¶erer des fonctions rationnelles de plus haut degr¶e ou des fonctions
rationnelles qui n'ont pas le même d¶enominateur pour l'approximation. L'approche
alternative (Th¶eorµeme A.23) ne peut alors plus être appliqu¶ee. Même sur cet exemple
acad¶emique, il n'est donc pas possible avec cette premiµere approche alternative de
choisir des pond¶erations d¶ependant deµ pour qu'elles d¶eterminent un ensemble
continu de compromis ;

2. la performance atteinte est ¶eloign¶ee de la meilleure performance atteignable ;

3. le correcteur rer¶eglable ne recouvre pas les performances du correcteur{point.

3Cette valeur correspond au pire cas avec une interpolation a±ne.
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Fig. 3.17 { Courbe de la meilleure performance atteignable :°µi (µi )

Notre approche donne de meilleurs r¶esultats que l'approche alternative :

1. ici, nous avons gard¶e les mêmes pond¶erations d¶ependant deµ que celles utilis¶ees
pour l'approche alternative pour pouvoir comparer les deux points suivants. Par
opposition avec l'approche alternative, il est heureusement possible de choisir des
pond¶erations pour qu'elles d¶eterminent e®ectivement un ensemble continu de com-
promis. Ce point sera discut¶e dans la suite de cet exemple ;

2. la performance atteinte est trµes proche de la meilleure performance atteignable :
notre approche donne de trµes bons r¶esultats ;

3. bien que le problµeme d'optimisation donne un r¶esultat int¶eressant, le correcteur
rer¶eglable obtenu ne recouvre pas les performances du correcteur{point.

Avec notre approche, il y a une grande di®¶erence entre les deux derniers points : alors
qu'en terme d'optimisation on ne peut faire guµere mieux, le correcteur{point n'assure pas
les performances d¶esir¶ees pour les valeurs extrêmes deµ. Cette di®¶erence vient du choix
des pond¶erationsW1(p; µ) et W2(p; µ) pour µ 2]0 ; 1[. En e®et, le correcteur rer¶eglable
garantit la propri¶et¶e suivante : pour tout µi 2 [0 ; 1], pour tout ! 2 R,

¯
¯
¯
¯

1
1 + G(j! )K (j!; µ i )

¯
¯
¯
¯ <

° r

jW1(j!; µ i )j
et

¯
¯
¯
¯

K (j!; µ i )
1 + G(j! )K (j!; µ i )

¯
¯
¯
¯ <

° r

jW2(j!; µ i )j

alors que le correcteur{point garantit : pour toutµi 2 [0 ; 1], pour tout ! 2 R,
¯
¯
¯
¯

1
1 + G(j! )K µi (j! )

¯
¯
¯
¯ <

°µi

jW1(j!; µ i )j
et

¯
¯
¯
¯

K µi (j! )
1 + G(j! )K µi (j! )

¯
¯
¯
¯ <

°µi

jW2(j!; µ i )j
:

Lorsque° r est voisin de°µi les deux correcteurs garantissent donc la même performance
pour cette valeurµi deµ. Comme° r ¼ °0;5, ceci explique que les deux types de correcteurs
garantissent la même performance pour cette valeur deµ. Lorsque° r est di®¶erent de°µi les
deux correcteurs ne garantissent pas la même personne pour cette valeurµi de µ. Comme
° r est di®¶erent de°0 et de°1, ceci explique les di®¶erences de performance constat¶ees pour
ces valeurs deµ. Si l'on veut que le correcteur rer¶eglable assure les performances d¶esir¶ees
pour toutes les valeurs deµ, il faut donc que, pour tout µi 2 [0 ; 1], °µi ¼ 1. Or avec le
choix des pond¶erations e®ectu¶e dans cet exemple, ceci n'est pas vrai (voir la Figure 3.14).

La premiµere approche alternative, plus simple que notre approche, n'est donc pas satis-
faisante pour ce problµeme acad¶emique. Si nous adaptons les approches de [AGB95, FAG96,
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TA00, YS97, dOBG99, BPPB93, BP94, TdS01, GCG93] µa notre problµeme, des fonctions
a±nes seraient alors consid¶er¶ees pour l'approximation/interpolation des pond¶erations : le
même problµeme surviendrait.

Ce point montre l'importance du choix des pond¶erations comme fonctions deµ.

Cet exemple a aussi montr¶e l'int¶erêt des fonctions rationnelles pour les variables de
d¶ecision.

3.4.1.2 Comparaison avec une approche utilisant une fonction de stockage
ind¶ependant du paramµetre

Dans cette section, nous proposons un choix des pond¶erationsW1(p; µ) et W2(p; µ)
adapt¶e aux sp¶eci¯cations de performances pour toutes les valeurs deµ 2 [0 ; 1]. Un cor-
recteur rer¶eglable est con»cu par utilisation de notre approche (Th¶eorµeme 3.3, page 114).

Il est alors compar¶e µa un correcteur con»cu avec une seconde approche alternative.
Dans le cadre de la seconde approche alternative, il est utilis¶e une fonction de stockage
quadratique ind¶ependant deµ (les variables de d¶ecisionX (µ) et Y(µ) sont en fait des
fonctions constantes enµ). La conception de correcteurs d¶ependant d'un paramµetre a ¶et¶e
intensivement consid¶er¶ee pour la commande de systµemes Lin¶eaires µa Paramµetres Variants
(LPV). Dans le contexte LPV, beaucoup d'approches utilisent des fonctions de stockage
quadratique mais ind¶ependant du paramµetre [Pac94, BP94, AG95, AGB95, SE98, Sch01].
Le problµeme d'optimisation obtenu est de plus faible dimension que le nôtre mais au prix
de moins bons r¶esultats. En contraste, nous utilisons une fonction de stockage quadra-
tique et d¶ependant du paramµetre et obtenons des conditions plus complexes mais avec de
meilleures r¶esultats. Nous cherchons µa d¶eterminer l'int¶erêt de notre approche par rapport
µa cette approche alternative. Cette approche alternative peut en fait être vu comme un
cas particulier de notre approche (voir µa la page 88).

Nous ¶evaluerons aussi la pertinence de ces deux approches en les comparant µa la
meilleure performance atteignable.

Choix des pond¶erations Pour obtenir des pond¶erations adapt¶ees au problµeme, nous
utilisons les mêmes paires de pond¶erations qu'avant mais approchons s¶epar¶ementCW1 et£

CW2 DW2

¤
. Nous obtenons :

CW1 (µ) = 0 ; 33 +
0; 33µ

1 ¡ 0; 67µ

et
£

CW2 (µ) DW2 (µ)
¤

=
£

¡ 7170 1800
¤

+ µ
1 + 1; 17µ

£
14670 ¡ 3680

¤
:

Les pond¶erations ainsi obtenues sont trac¶ees sur la Figure 3.18 pour plusieurs valeurs de
µ.

Sur la Figure 3.19,°µi a ¶et¶e trac¶e en fonction deµi (trait continu) pour des valeurs
de µi espac¶ee de 0,01. Nous avons bien°µi ¼ 1 : entre 1,02 pourµ = 0; 3 et 1,045 pour
µ = 0; 9.

Il est donc possible que les pond¶erations d¶eterminent e®ectivement un ensemble continu
de compromis en utilisant, lors de l'interpolation/approximation des pond¶erations, des
fonctions rationnelles.
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Fig. 3.18 { 1
jW1(j!; µ )j et 1

jW2(j!; µ )j par pas de 0,1 enµ
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Fig. 3.19 { Courbe de la meilleure performance atteignable :°µi (µi )

Calcul des correcteurs rer¶eglables A¯n de calculer un correcteur rer¶eglable avec
une fonction de stockage ind¶ependante deµ, nous avons l¶egµerement modi¯¶e le Th¶eorµeme
3.3 et avons consid¶er¶e :

X (µ) = X0; Y(µ) = Y0; V(µ) =
V0 + µV1 + µ2V2

1 + d1µ + d2µ2

avec lesdi ¯x¶es a priori : 1+ d1µ+ d2µ2 = (1 ¡ 0; 67µ)(1+1 ; 17µ). Ce choix de d¶enominateur
est naturel puisqu'il correspond µa celui trouv¶e lors de l'interpolation des pond¶erations.

Nous avons aussi appliqu¶e notre approche, Th¶eorµeme 3.3, avecN = 2 et 1 + c1µ+ c2µ2

le polynôme trouv¶e lors de l'approximation : (1¡ 0; 67µ)(1 + 1 ; 17µ). Ce choix permet
de limiter l'ordre de la r¶ealisation LFT, c'est-µa-dire la taille des matricesA ­ , B ­ et C­

dans le Th¶eorµeme 3.3. Les r¶esultats obtenues sont pr¶esent¶es dans le Tableau 3.2 avec
l'estimation de °best valant 1; 045.

Remarquons que le Th¶eorµeme 3.3 avecN = 2 donne un bon r¶esultat (° r est trµes proche
de°best). Le r¶esultat obtenu avec une fonction de stockage ind¶ependante deµ est vraiment
mauvais.

Analyse des performances de la boucle ferm¶ee Nous analysons tout d'abord les
performances obtenues avec le correcteur avec une fonction de stockage ind¶ependante deµ
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Tab. 3.2 { Comparaison avec la seconde approche alternative : r¶esultats
Fonction de stockage

ind¶ependant deµ
Th¶eorµeme 3.3

N = 2
° r 2:26 1:07

100° r ¡ °best
°best

(borne sup¶erieure)
¼ 115% ¼ 2; 5%

en examinant les trac¶es de Bode deS(p; µi ) et deK (p; µi )S(p; µi ) (µi 2 f 0 ; 0; 1 ;: : : ; 0; 9 ; 1g),
voir la Figure 3.20. Les fonctions de transfert pour les onze valeurs ont le même module :
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Fig. 3.20 { jS(p; µ)j et jK (p; µ)S(p; µ)j par pas de 0; 1 enµ

de fa»con surprenante, le correcteur ne varie pas en fonction du compromis. Le r¶esultat est
vraiment trµes pauvre.

Analysons maintenant les r¶esultats obtenues avec le correcteur rer¶eglable de notre
approche (Th¶eorµeme 3.3 etN = 2). Nous avons trac¶e sur la Figure 3.21 le module de
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Fig. 3.21 { jSj (µa gauche) etjKS j (µa droite), µi 2 f 0 ; 0; 5 ; 1g

S(p; µi ) et de K (p; µi )S(p; µi ), les r¶eponses temporelles en boucle ferm¶ee sur la Figure
3.22 et les trac¶es de Bode deK (s; µi ) sur la Figure 3.23. Sur ces ¯gures, les traits en
gras sont obtenus avec le correcteur rer¶eglable ; les traits en ¯n sont obtenues avec les
correcteurs{point. Nous constatons que les trac¶es obtenus avec le correcteur rer¶eglable
sont trµes proches de ceux obtenus avec les correcteurs{point : nous avons recouvert les
performances souhait¶ees et ceci avec des fonctions rationnelles de faible degr¶e pour les
variables de d¶ecision ; ce qui est vraiment excellent.
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Fig. 3.23 { Diagrammes de Bode des correcteurs,µi 2 f 0 ; 0; 5 ; 1g

En conclusion Cette seconde approche alternative n'est pas int¶eressante par rapport
au problµeme de conception d'un correcteur rer¶eglable :

1. les pond¶erations d¶eterminent un ensemble continu de compromis ;

2. la performance atteinte est trµes ¶eloign¶e de la meilleure performance atteignable (plus
de 100% d'¶ecart) ;

3. le correcteur obtenu n'¶evolue pas en fonction du compromis : l'approche alternative
est vraiment trµes mauvais.

Notre approche donne de meilleures r¶esultats que l'approche alternative et elle est perti-
nente par rapport au problµeme de conception d'un correcteur rer¶eglable :

1. les pond¶erations d¶eterminent un ensemble continu de compromis ;

2. la performance atteinte est trµes proche de la meilleure performance atteignable ;

3. le correcteur rer¶eglable et le correcteur{point assurent les performances.

Cette seconde comparaison souligne l'importance du choix des pond¶erations comme
fonctions deµ. En e®et, dans la comparaison pr¶ec¶edente, bien que notre approche donne
de bons r¶esultats en terme d'optimisation (° r est proche de°best), ce n'¶etait pas le cas
en terme d'Automatique (le correcteur rer¶eglable et le correcteur{point n'assurait pas les
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mêmes performances). Ici, notre approche donne de bons r¶esultats en terme d'optimi-
sation et d'Automatique. La di®¶erence entre les deux vient de ce que, dans lµa premiµere
comparaison, les pond¶erations d¶ependant deµ ¶etait mal choisies alors qu'ici elles sont bien
choisies. Ici, on constate que, comme les pond¶erations d¶eterminent un ensemble continu
de compromis, un bon r¶esultat en terme d'optimisation donne aussi un bon r¶esultat en
terme d'Automatique. Ceci montre donc l'int¶erêt des fonctions rationnelles pour les ma-
trices de la repr¶esentation d'¶etat du systµeme augment¶e, c'est{µa{dire pour les donn¶ees
d'une contrainte LMI d¶ependant d'un paramµetre.

Cette comparaison souligne aussi l'int¶erêt des variables de d¶ecision comme fonctions
rationnelles enµ.

Dans cet exemple, nous avons interpol¶e/approch¶e les caract¶eristiques des pond¶erations
sans nous soucier de l'interpr¶etation du paramµetre. Dans le prochain exemple, nous illus-
trons que l'interpolation/approximation peut s'e®ectuer avec une interpr¶etation claire du
paramµetre.

3.4.2 Commande d'un moteur µa courant continu

L'int¶erêt de fonctions rationnelles pour les donn¶ees (c'est{µa{dire pour les matrices de
la repr¶esentation d'¶etat deP(p; µ)) et pour les variables de d¶ecision d'une contrainte
LMI d¶ependant de µ a ¶et¶e illustr¶e dans l'exemple pr¶ec¶edent. Dans cet exemple, nous
nous int¶eressons µa l'int¶erêt d'optimiser sur le d¶enominateur de ces fonctions rationnelles
(pour les variables de d¶ecision). Pour cela, nous comparons notre approche (Th¶eorµeme
3.3, page 114) avec une approche alternative, conduisant µa un problµeme d'optimisation
de plus faible dimension que le nôtre, dans laquelle les variables de d¶ecision sont aussi
rationnelles mais avec des d¶enominateur ¯x¶esa priori . Cette approche alternative peut
être vue comme un cas particulier de notre approche (voir µa la page 88) mais donne
potentiellement de moins bons r¶esultats. La question est : est{il int¶eressant de pouvoir
optimiser sur le d¶enominateur des variables de d¶ecision par rapport au temps de r¶esolution
suppl¶ementaire que cela apporte ?

Nous d¶etaillons maintenant l'exemple. Le systµeme consid¶er¶e est un moteur µa courant
continu qui peut être mod¶elis¶e par :

G(p) =
235

p( p
66 + 1)

=
1
p

I ?

2

4
¡ 66 0 32
32 0 0
0 15 0

3

5 :

Il est command¶e par un correcteur µa un degr¶e de libert¶e. Le but est de synth¶etiser un
correcteur d¶ependant du compromis garantissant les performances suivantes :

{ le systµeme en boucle ferm¶ee est capable de suivre des signaux de r¶ef¶erence en forme
d'¶echelon avec di®¶erents temps de r¶eponse (de 0,06s pour µ = 0 µa 0,02s pour µ = 1)
ou en forme de sinusoÄ³de basses fr¶equences ;

{ le systµeme en boucle ferm¶ee doit être capable de rejeter des perturbations d'entr¶ee
en forme d'¶echelon ou en forme de sinusoÄ³de basses fr¶equences ;

{ l'¶energie de commande doit être limit¶ee au maximum ;
{ le correcteur doit assurer une marge de module d'au moins¡ 6 dB.

Le compromis se fait entre le temps de r¶eponse et l'¶energie de commande et le temps
de rejet de perturbation. Ce problµeme peut se r¶esoudre grâce aux choix des fonctions en
boucle ferm¶ee et aux pond¶erations de la Figure 3.24 (voir [SP96a]). Pour un compromis
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Fig. 3.24 { ProblµemeH1 quatre blocs

donn¶ee, c'est-µa-dire pour une valeurµi donn¶ee deµ, un compromis est d¶etermin¶e lorsque
°µi est voisin de 1,°µi ¶etant la valeur minimale de° tel qu'il existe un correcteurK µi (p)
garantissant la stabilit¶e asymptotique de la boucle ferm¶ee et garantissant la propri¶et¶e de
norme H1

°
°
°
°

W1(p; µi )Sµi (p) W1(p; µi )G(p)Sµi (p)W3(p; µi )
W2(p; µi )K µi (p)Sµi (p) W2(p; µi )Tµi (p)W3(p; µi )

°
°
°
°

1

< °

avecSµi (p) = (1 + G(p)K µi (p)) ¡ 1 et Tµi (p) = (1 + G(p)K µi (p)) ¡ 1G(p)K µi (p).

Choix des pond¶erations Les pond¶erationsWi (p; µ), i 2 f 1 ; 2g peuvent s'¶ecrire sous
la forme suivante [Fon95] :

Wi (p; µ) =
1
p

?

2

4 ¡ ! ci (µ)

r
jG2

1 i ¡ 1j
jG2

0i ¡ 1j
(G0i ¡ G1 i )

r
jG2

1 i ¡ 1j
jG2

0i ¡ 1j
! ci (µ) G1 i

3

5

oµu G0i = jWi (0; µ)j, G1 i = lim ! !1 jWi (j!; µ )j (avec (G0i ¡ 1)(G1 i ¡ 1) < 0) et oµu
! ci (µ) > 0 est la pulsation de coupure telle quejWi (j! ci (µ); µ)j = 1. Pour une valeur
donn¶eeµi 2 [0 ; 1] :

1. W1(p; µ) est choisie pour assurer le suivi de trajectoire :

(a) le compromis peut être d¶e¯ni par! c1, car ! c1 est reli¶e au temps de r¶eponse
(20 rad=s pour 0,06s jusqu'µa 80rad=s pour 0,02s). ! c1 peut donc être choisi
comme! c1(µ) = 20 + 60µ. Le paramµetreµ peut donc s'interpr¶eter comme le
fr¶equence de coupure deW1(p; µ), µa une transformation a±ne prµes,

(b) G01 est une borne sup¶erieure sur l'erreur statique de suivi de trajectoire : nous
l'avons ¯x¶e µa 40dB,

(c) G1 1 est une borne inf¶erieure sur la marge de module : nous l'avons ¯x¶e µa -6
dB ;

2. W2(p; µ) est choisie pour assurer la limitation de l'¶energie de commande : plus! c2

est petit et plus l'¶energie de commande est faible. Nous avons d'abord d¶etermin¶e la
plus petite valeur de! c2 pour trois valeurs deµ (23,33 rad=s et °0 = 0; 991 pour
µ = 0, 180 rad=s et °0;5 = 0; 986 pourµ = 0; 5, 700rad=s et °1 = 0; 992 pourµ = 1).
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En utilisant une m¶ethode de type moindre carr¶ee, nous avons approch¶e ces valeurs
et avons obtenu! c2(µ) = 23; 33 + 204µ

1 ¡ 0; 7µ. De plus, nous avons ¯x¶e 20 log(G02) µa

-10 dB et 20 log(G1 2) µa 60dB ;

3. W3(p; µ) est choisie a¯n de sp¶eci¯er le rejet de perturbation. Pour simpli¯er,W3(p; µ)
a ¶et¶e choisie constant :W3(p; µ) = 0 ; 05.

Rappelons que lorsque°µi est voisin de 1, les pond¶erations choisies d¶eterminent un com-
promis du cahier des charges. Le choix pr¶ec¶edent d¶etermine donc un compromis pour ces
trois valeurs deµ. Les pond¶erations ainsi obtenues sont trac¶ees sur la Figure 3.25 pour
plusieurs valeurs deµ. P(p; µ) peut alors être calcul¶e. Notons que seules les matricesA(µ)
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Fig. 3.25 { 1
jW1(j!; µ )j ,

1
jW1(j!; µ )W3(j!; µ )j ,

1
jW2(j!; µ )j et 1

jW2(j!; µ )W3(j!; µ )j par

pas de 0,1 enµ

et Cz(µ) d¶ependent deµ : ce sont des fonctions rationnelles de degr¶e deux avec comme
d¶enominateur 1¡ 0; 7µ + 0µ2.

Avec ces pond¶erations,°µi a ¶et¶e calcul¶ee pour plusieurs valeurs deµi 2 [0; 1] (par pas
de 0,01) : nous v¶eri¯ons que°µi ¼ 1 : entre 0,96 pourµ = 0; 15 et 0,998 pourµ = 0; 8,
avec une variation de 4%.

Calcul des correcteurs rer¶eglables Les correcteurs d¶ependant du compromis sont
obtenus en appliquant le Th¶eorµeme 3.3 selon trois possibilit¶es :

1. avecN = 2 et le d¶enominateur des variables de d¶ecision ¯x¶ea priori . Un choix
naturel est 1¡ 0; 7µ + 0µ2 : c'est le d¶enominateur des matricesA(µ) et Cz(µ) ;
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2. avecN = 2 pour ¶evaluer l'int¶erêt d'optimiser sur le d¶enominateur des variables de
d¶ecision ;

3. avecN = 3 pour am¶eliorer le r¶esultat pr¶ec¶edent.

Pour am¶eliorer le calcul num¶erique, nous avons choisi 1 +c1µ = 1 ¡ 0; 7µ, c2 = 0, pour
N = 2 et 1+ c1µ+ c2µ2 = (1 ¡ 0; 7µ)(1+3 µ), c3 = 0, pour N = 3. La partie (1 ¡ 0; 7µ) sert
µa limiter la taille des matricesA ­ , B ­ et C­ alors que la partie (1 + 3µ) est arbitraire.
Les r¶esultats obtenus sont pr¶esent¶es dans le Tableau 3.3 avec l'estimation de°best valant

Tab. 3.3 { Comparaison avec une approche µa d¶enominateur ¯x¶e : r¶esultats
Th¶eorµeme 3.3N = 2

d¶enominateur ¯x¶ea priori
Th¶eorµeme 3.3

N = 2
Th¶eorµeme 3.3

N = 3
° r 1; 105 1; 06 1

100° r ¡ °best
°best

(borne sup¶erieure)
¼ 11% ¼ 6% < 1%

0,998.

Remarquons qu'avec un d¶enominateur ¯x¶ea priori , le r¶esultat obtenu est assez correct
avec une borne sup¶erieure du critµere de performance de 11%. Cependant lorsque l'on
optimise sur le d¶enominateur, avec le même degr¶e, le r¶esultat est fortement am¶elior¶e avec
une valeur du critµere de performance de 6%, soit une division par 2 environ. Notons aussi
que dans ce cas le d¶enominateur des variables de d¶ecision est 1¡ 1; 12µ + 3; 37µ2, soit
un polynôme avec des racines complexes, et est vraiment di®¶erent du d¶enominateur de
A(µ) et Cz(µ). Il aurait ¶et¶e di±cile de choisir un tel polynômea priori . Avec N = 3, le
correcteur rer¶eglable est vraiment trµes proche de la meilleure performance atteignable.

Analyse des performances de la boucle ferm¶ee Comparons maintenant le correc-
teur rer¶eglable obtenu (Th¶eorµeme 3.3,N = 3) avec les correcteurs{point en examinant le
module deS(s; µi ), de K (s; µi )S(s; µi ), de G(s; µi )S(s; µi ) et T(s; µi ) (voir Figure 3.26), les
r¶eponses temporelles (suivi de trajectoire d'un ¶echelon de consigne, r¶ejection d'un pertur-
bation ¶echelon) (voir Figure 3.27) et le diagramme de Bode deK (s; µi ) (voir Figure 3.28)
(pour toutes ces ¯guresµi 2 f 0; 0; 5; 1g, les traits en gras repr¶esentent les trac¶es obtenus
avec le correcteur rer¶eglable et les traits en ¯n repr¶esentent les trac¶es obtenus avec les
correcteur{point). Le correcteur rer¶eglable et le correcteur{point assurent parfaitement
les mêmes performances en utilisant des fonctions rationnelles de degr¶e faible, ce qui est
excellent.

En conclusion Avec le même degr¶e, en optimisant sur le d¶enominateur des variables de
d¶ecision, on arrive µa diviser par 2 environ la di®¶erence entre la performance atteinte et la
meilleure performance atteignable (par rapport µa ne pas optimiser sur le d¶enominateur).
Ce qui est excellent est que ce gain se fait de plus sans augmenter la complexit¶e du
correcteur rer¶eglable obtenu. Si l'on se permet d'augmenter un peu cette complexit¶e, on
arrive µa recouvrir parfaitement les performances des correcteurs{point, et ceci avec un
faible degr¶e pour les variables de d¶ecision. Ce qui est tout aussi excellent.

Un point int¶eressant est µa remarquer.µA partir de la Figure 3.28, on peut voir que la
structure des correcteurs est, µa strictement parler, un Proportionnel Int¶egral (PI) avec une
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Fig. 3.26 { Diagramme de Bode deS (en haut µa gauche),GS (en haut µa droite),KS (en
bas µa gauche) etT (en bas µa droite) pourµi 2 f 0; 0; 5; 1g

avance de phase (et un ¯ltre passe-bas). Cependant pourµ = 0, l'avance de phase est petite
et peut être n¶eglig¶ee. Alors que pourµ = 1, l'avance de phase est importante et ne peut
pas être n¶eglig¶ee. Il est connu qu'un moteur µa courant continu peut être command¶e par un
PI si les performances temporelles d¶esir¶ees sont assez lentes. Des r¶eponses temporelles plus
rapides demande un PI avec une avance de phase. En utilisant les rµegles de l'Automatique
fr¶equentielle classique, savoir-faire, etc., un lien qualitatif entre les sp¶eci¯cations d¶esir¶ees
et les gains du correcteur peut être ¶etabli. L'int¶erêt de notre approche est qu'elle donne
la structure du correcteur et une expression explicite des gains du correcteur comme une
fonction analytique des performances d¶esir¶ees, c'est{µa{dire un lien quantitatif.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons consid¶er¶e le problµeme de conception d'un correcteur
d¶ependant de paramµetres pour un systµeme augment¶e d¶ependant de paramµetres. Nous en
avons donn¶e une solution e±cace grâce µa la transformation d'un problµeme de faisabi-
lit¶e sous contraintes LMI d¶ependant de paramµetres en un problµeme de faisabilit¶e sous
contraintes LMI ind¶ependant de paramµetre. Nous avons ensuite consid¶er¶e une nouvelle
mise en ¾uvre de ce problµeme : celle de la conception d'un correcteur pour un ensemble
continu de compromis. La solution propos¶ee permet de trouver un correcteur dont les gains
sont des fonctions explicites des performances d¶esir¶ees pour la boucle ferm¶ee, ce qui est un
net avantage de notre approche. Les illustrations num¶eriques ont montr¶e l'int¶erêt de notre
solution par rapport µa de nombreuses solutions alternatives, bas¶ees aussi sur la transfor-
mation d'un problµeme de faisabilit¶e sous contraintes LMI d¶ependant de paramµetres en un




































































































































































