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. .
Notations, symboles et abrgviations

R (C)

R" (C")

Ru (Cu)
Rn£m (CnEm)
(1)

OI£c (O)

X> 0( O0)
X< 0( 0
XT (X9
X

XY

)7

?

> T e !

L(A;B;C;D;M; M)

BMI

KYP
LFT

LMI

LPV

LTI

ensemble des nombres rgels (complexes)

ensemble des vecteurs de dimensiondansR (dans C)
ensemble des nombres rgels (complexes) non nuls
ensemble des matrices rgelles (complexes) de dimengidh m
matrice identitg de dimensionl £ | (appropriges)
matrice nulle de dimension £ ¢ (appropriges)

X d® nie positive (semi dg nie positive)

X d® nie nggative (semi d§ nie nggative)

transposge (transposge conjyguge) de Ilg matrixe
matrice vBriant XX, =0et XT X, de rang plein
pseudo inverse de Moore-Penrose de la matrixe
transpos®e du bloc sym®trique

produit §toile de Redhe®er

produit de Kronecker

®gal par d§ nition

variable de Laplace

taille de w lorsquew est un vecteur

cT: £ o AB’TMAB’
Il O I 0

inggalit® matricielle bilingaire
(de l'anglais Bilinear Matrix Inequality)
Kalman Yakubovich Popov
reprgsentation lingaire factionnaire
(de l'anglais Linear Fractional Transformation)
inggalitg matricielle lingaire
(de l'anglais Linear Matrix Inequality)
lingaire p paramptres variants
(de l'anglais Linear Parameter Varying)
lingaire stationnaire (de I'anglais Linear Time Invariant)
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. |
Introduction ggn®grale

Durant les douze dernigres annges, |'optimisation convexe sous contraintes LMIs (Linear
Matrix Inequalities) a #merg® comme un outil incontournable en Automatique [BEFB94].
Son $#mergence est en partie le rgsultat de la prise de conscience au sein des chercheurs
en commande robuste de la place centrale de la complexit§ algorithmique pour la mise au
point de m%thodes d'analyse et/ou de commande des systgmes. Une contrainte LMI est
d® nie par I'ensemble de vecteurs (variables de d§cision) suivant :

( : )Q» )
»2 R™ Fo+ »F >0 (1)

i=1

ou lesF; sont des matrices carrges symetriques et ou0 d®signe d€ nie positive. Les
problegmes d'optimisation convexe sous contrainte LMI ont le grand intgrét d'avoir des
algorithmes de rgsolution excace, largement disponibles dans les logiciels de calcul scien-
ti ques ggn®raux.

Un des premiers r§sultats fut I'obtention d'une approche uni e et §lfgante pour la com-
mande des systgmes Lingaires Temps Invariants (LTI) (voir par exemple [lwa93, Chi96]).
En e®et, il est apparu que la trgs grande majoritg des problgmes d'analyse et de commande
de systgmes LTI pouvant &tre rgsolus etcacement se formulent comme des problgmes
d'optimisation convexe sous contraintes LMI.

Ce qui est remarquable, c'est que I'Bmergence de l'optimisation LMI marqua le re-
nouveau de l'approche entrge/sortie des systgmes y compris dans ses aspects les plus
thgoriques. Au delp des systgmes LTI, il est devenu possible par cette méme technique
d'aborder de classes importantes de systgmes tels que certains systgmes Lingaires Temps
Variant (LTV) et/ou non lingaires et/ou de dimension in nie (voir par exemple [Sc097]).
Parmi le foisonnement de rgsultats nouveaux qui sont alors apparus, on peut par exemple
citer la commande des systgmes p paramgtres variants, une classe particuligre des systgmes
LTV.

Pour un nombre signi catif de problemes d'analyse et de commande LTI, la formula-
tion sous forme de problgmes d'optimisation LMI pouvait étre (parfois avantageusement)
remplac®ke par des formulations utilisant par exemple des ®quations de Lyapunov ou de
Riccati. Par contre, contrairement p l'optimisation LMI, ces outils alternatifs n'ont pas
permis de formuler un large spectre de problgmes sortant du cadre LTtlassique .

13
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En n, un point tout pa fait remarquable est qu'il a $t® possible d'identi er des dgémarches
de recherche de formulation de problemes d'Automatique sous forme de problgmes d'op-
timisation LMI (si elle existe). Ce succes est d0 au profond ancrage de ces dgmarches
dans les concepts fondamentaux de I'Automatique, y compris dans ses aspects les plus
traditionnels.

La mise en ®vidence de cette dgmarche LMI a ouvert des possibilitgs telles qu'il
est devenu possible d'aborder des problgmes d'analyse et/ou de commande jusque{la non
envisageables. La mise en %wuvre de ladgmarche LMI sur ces nouveaux problgmes
a men® p des formulations sous forme de problgmes d'optimisation sous contraintes LMI
d®pendant de paramptresdans I'expression (1), les matricel; et les variables de dgcision
» sont maintenant des fonctions rationnelles de parametres rgels, que I'on notgret qui
appartiennent g un ensemble compad :

( =R )
AP R™ Fo(l)+ A(F( > 0 2)

i=1

Sous cette forme, malheureusement, on ne retrouve pas l'un des grands intg§réts de I'opti-
misation LMI qui est I'existence d'algorithmes de rgsolution etcaces. Face p ce probleme,
I'approche ggn®ralement adopt®e pour le problgme d'Automatique particulier considgrg
consiste p essayer de d® nir I'ensemble des fonctions (2) ou un sous ensemble de (2) par
une contrainte LMI indgpendant dej.

Dans cette thgse, nous nous proposons d'aborder de faxon ggngrale ce problgme. Nous
montrerons qu'il est possible de le traiter en considgrant le problgme interm$diaire suivant.
fitant donn®e une matrice symtrique dgpendant de T(W), on considgre I'ensemble
(in ni) d'inggalitgs rgelles d®& ni par :

) 8u2P;, T(w>O0:

Peut-on obtenir un ensemble ni d'inggalitgs matricielles, not§ (I), comprenant §ventuel-
lement des variables de dgcision rgelles, tel que la vEri cation de (II) implique la v&ri cation
de (I) ( suzxsance )? Dans quels cas ces inggalitgs sont-elles §quivalents, c'est-p-dire que
() est vBri Be si et seulement si (1) I'est ( nBcessitg et suxsance) ? Dans quels cas l'en-
semble ni d'inggalit®s matricielles (Il) est{il d& ni par une contrainte LMI ind§pendant

de u? Ces gquestions seront traitBes dans le premier chapitre pour une classe trgs ggngrale
de fonctionsT (M) grace p une caractgrisation prgcise des di®®grents cas. Elles seront en-
suite approfondies dans le cas ofi([) est une fonction rationnelle enu puisque c'est le
problgme qui nous intgresse. La contribution par rapport p des theses prgc®dentes ayant
portges sur des sujets connexes est que la ngcessitg est ici Btudige.

En se basant sur la solution dgvelopp®e pour le problgme interm®diaire, nous propose-
rons une solution au problgme de d® nir I'ensemble (ou un sous ensemble) des variables de
dgcision vEri ant une contrainte LMI dgpendant (rationnellement) dei par une contrainte
LMI indgpendant dep. Nous mettrons en ®§vidence les cas op il est possible de d§ nir I'en-
semble complet des variables de d®cision par une contrainte LMI indgpendant [det
les cas o il n'est possible de d& nir qu'un sous ensemble. Nous verrons qu'il s'agit d'une
contribution importante de nos travaux par rapport aux rgsultats existants qui, tout en se
concentrant sur des problgmes sp®ci ques de LMI d§pendantdae permettent de d§ nir
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que des sous ensembles de variables de dgcision vEri ant une contrainte LMI dgpendant
de U plus restreints que le notre.

Au delp du dgveloppement de notre solution, I'Btude prgsentg§e dans les deux premiers
chapitres prgsente des §lments d'apprgciation sur la pertinence th§orique de notre solu-
tion. Le chapitre trois est consacrg a I'application de notre solution p une classe importante
de problgmes d'Automatique et le chapitre quatre p sa mise en %uvre sur une application
rgaliste.

Rappelons que la solution que nous proposons permet d'obtenir la mise sous forme de
problgmes d'optimisation convexe sous contraintes LMIs (indgpendant depour tous les
problgmes d'Automatique qui se formulent comme des problgme d'optimisation convexe
sous contraintes LMIs dgpendant dg. Plutdt que de se lancer dans une gnum®ration
de problgmes de fait rgsolus, il nous a sembl§ plus pertinent de nous concentrer sur un
problgme nouveau et important a n d'§valuer complgtement les potentialits de notre
solution y compris dans ces aspects d'Automatique les plus appliqugs.

Pour cela, dans le chapitre trois, la solution sous forme de problgmes d'optimisation
convexe sous contraintes LMIs (indgpendant d¢ sera dgvelopp®e pour la synthgse de cor-
recteurs de systgmes dgpendant de paramptres. lls sont suppos®s appartenir g un ensemble
et 8tre constants dans le temps. D'autre part, les matrices de la reprgsentation d'&tat du
correcteur sont des fonctions rationnelles de ces parampgtres. Ce probleme apparatt par
exemple dans la mise au point de correcteurs par sgquencement de gains (classique). Le
cas de la synthgse d'un correcteud; est §tudi® dans le chapitre trois; les autres cas
(correcteursH,, par placement de poles et multi-critgres) ®tant prgsentgs en Annexe de
la these.

La solution proposge au problgme de synthgse dgpendant de paramgtres a %t§ mise en
Yauvre pour la synthgse de correcteurs rergglablésnotre connaissance, c'est la premigre
fois que ce problgme important est traitg dans tous ses aspects, c'est-p-dire, gnonc®, forma-
lis®, résolu et mis en uvre. Ce traitement complet a $t§ envisageable du fait des r§sultats
présent®s dans les deux premiers chapitres. Il s'agit donc d'une contribution importante
de la thgse.

En quoi consiste un correcteur rergglable ? Dans certaines applications, pour un systgme
donn®, le problgme important est de rerggler le correcteur sur site a n d'assurer un cahier
des charges di®®rent. Un tel rergglage peut intervenir pendant I'exploitation du correcteur
[Ala01]. Dans ces conditions, une nouvelle synthgse par un inggnieur automaticien doit
étre Bvitke. Une solution prometteuse est la mise au point d'un correcteur rergglable.
Un ensemble continu de cahiers des charges intgressants pour I'application considgrge est
dg ni. Un §l€ment de cet ensemble est alors dgtermin® par (au moins) un paramgtre
Le correcteur rergglable est alors un correcteur dont les paramptres sont des fonctions
explicites (rationnelles) deu. Rerggler le correcteur consiste alors p simplement changer
la valeur du paramptre ce qui ne ngcessite pas l'intervention d'un ing&nieur automaticien.

Un correcteur rergglable peut-il étre commodgment obtenu p l'aide des m§thodes de
synthgse de correcteurs courantes? Dans le cas des m®thodes classiques de synthgse
frequentielle, quand le cahier des charges peut etre assur§ par un correcteur de faible
complexitg (par exemple P.l.), des regles de rgglage peuvent &tre obtenues en explorant
les relations entre les paramgtres du correcteur et les sp®ci cations du cahier des charges
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(temps de rgponse, etc.). Ces relations, en ggngral plutot qualitatiyepeuvent etre obte-

nues en se basant par exemple sur le savoir{faire, les rggles de I'Automatique frgquentielle
classique, etc.. Par contre, pour des cahiers des charges plus complexes, pour la mise au
point de correcteurs multivariables, les mg&thodes de synthgse modernes telles que le LQG,
la synthgseH , , etc. sont alors incontournables. Les correcteurs obtenus par ces mgthodes
sont en gBn®ral dg nis par un nombre trgs important de parametres dont les liens avec
les spci cations du cahier des charges ne sont pas explicitgs. La synthgse de correcteurs
rergglables ne peut donc pas se traiter par les mgthodes de synthgse \conventionnelles"
existantes.

Notre solution bas®e sur la synthgse dgpendant de paramgtres sera dgveloppge dans le
chapitre 3. Elle sera mis en %uvre sur deux exemples a n d'gtudier la pertinence de notre
approche des problgmes d'optimisation LMI dgpendent gepar rapport g des approches
alternatives bas®es sur les rgsultats (partiels) de la littgrature. Cette mise en %uvre sera
I'occasion de mesurer la qualit$ de la solution que nous proposons par rapport au problgme
d'Automatique lui{meéme. Comparges p d'autres, c'est un des intgréts de cette application
de la synthgse dgpendant de paramptres.

Une application possible des correcteurs rergglables est par exemple la modulation de la
performance de la rejection des perturbations dues aux vagues sur un bateau en fonction
de I'§tat de la mer, etc [KYM" 01]... Une autre application intgressante est la commande
des canaux d'irrigation. C'est I'application que nous avons choisie de dgvelopper dans
le chapitre 4 de ce document de thgse. Le d®veloppement de la commande des canaux
d'irrigation a permis de diminuer la consommation totale d'eau tout en assurant le méme
service aux utilisateurs. Accroftre la rapiditg du service aux utilisateurs ngcessite une
augmentation de la consommation totale d'eau. La ressource disponible en eau varie au
cours de I'annge. A n d'assurer le meilleur service aux utilisateurs, il est donc ngcessaire
de modi er la rapidit® du service en fonction de la ressource en eau disponible [LFO5].
Ceci peut etre rgalis® par |'utilisation d'un correcteur rergglable.

1Sauf peut étre dans une bonne douzaine de cas.
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L'organisation du document est schgmatis® sur la Figure 1.

Veri cation d'une inggalitg
matricielle d®pendant de
paramgtres par optimisa-
tion LMI indgpendant de
paramgtre

Mise en %auvre
?
Transformation d'un

probleme LMI dgpendant
_— de paramgtres en un
problgeme LMI indgpendant
de paramptre

Mise en %auvre
?
Transformation de la
L conception d'un correcteur

—| dgpendant de paramgtres
en un probleme LMI
indgpendant de paramgtre

Mise en 3auvre

?
Transformation de la

conception d'un correcteur
—| rergglable en un probleme
LMI indgpendant de pa-
ramgtre

Mise en 3auvre

?

Conception d'un correcteur
rergglable pour un canal
d'irrigation

Chapitre 1

R®sultats importants : Thgorgme 1.6,
page 50 et Thgorgme 1.7, page 52

Chapitre 2

R®sultats importants : Th®orgme 2.1,
page 87 et Thorgme 2.2, page 95

Chapitre 3

R®sultats importants :
page 114

Thgorgme 3.3,

Chapitre 3

Voir la Section 3.3.3, page 128

Chapitre 4

Fig. 1 { Organisation du document
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CHAPITREL

Veri cation d'inggalites dgpendant de paramgtres

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intgressons p la vgri cation excace d'inggalitgs matricielles
d€pendant rationnellement de parametres, soit la vEgri cation d'une in nitg d'inggalits
matricielles. Ce type de vE&ri cation est un probleme majeur en Automatique puisqu'il
permet de garantir des proprigt®s pour une famille de modgles : on parle aussi de pro-
prigtes robustes. Un exemple appara®t en analyse de la stabilit® robuste pour un systeme
avec des incertitudes param®triques : garantir la stabilit® robuste revient p v&ri er une
inggalit de Lyapunov dgpendant de paramptres. Ce type de v&ri cation apparadt d§jp
en analyse et commande des systgmes lingaires stationnaires (ou LTI de I'anglais Linear
Time{lnvariant) ou I'on cherche p garantir une proprigt® sur tout I'axe imaginaire.

Nous cherchons p transformer ce type de v&ri cation en la rgsolution d'un problgme
de faisabilitg sous contraintes inggalitgs matricielles lingaires (ou LMI de I'anglais Linear
Matrix Inequality). Cette rgsolution peut se faire excacement [BEFB94, NG94, GNLC95,
BTNO1]. Nous nous intgressons au cas de paramgtres rgels.

Une approche fondamentale en Automatique et plus ggngralement en Systgmique est de
mod®liser un systgme comme une interconnexion de sous{systgmes §lfmentaires. Un sous{
systgme est §lmentaire dans le sens op I'on sait caractgriser ses proprigtgs. La question
qui se pose alors est, connaissant les proprigtgs de chaque sous{systgme, d'&tudier une pro-
prigt® du systeme interconnect® [Saf83, Sco97]. Le fait d'interconnecter des sous{systgmes
®I®mentaires permet de faire §merger au niveau du systgme interconnect® des proprigt®s
de performance qui ne sont pas trivialement religes aux proprigtgs de performance des
sous{systgmes.

Nous allons voir une mise en %uvre de cette idge pour I'Btude des proprigtes d'une
classe de systgmes, dits statiques [SP96b], d& nis comme des interconnexions de gains
dgpendant de parampgtres. Un fait important est que cette tude peut se faire par la
rgsolution d'un probleme de faisabilit$ sous contraintes LMI indgpendant de paramgtre
lorsque les propri®t®s sont d&crites par des contraintes quadratiques.

Une fonction rationnelle pouvant étre reprgsent§e par une interconnexion de gains
dgpendant de paramptres, une inggalit® matricielle dgpendant rationnellement de pa-
rametres peut etre interprgt®e comme une proprigt® sur cette interconnection. L'objectif
de ce chapitre est ainsi atteint grace p I'Btude dgvelopp®e sur ce type d'interconnection.

19
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L'organisation de ce chapitre est comme suit. Dans un premier temps, nous illustrons
I'approche utilisge dans ce document (I'idge d'interconnexion ainsi que les outils associ§s)
par I'Btude des proprigtes de performance des systgmes lingaires stationnaires p travers
I'utilisation des contraintes quadratiques (Section 1.2, page 20). Nous verrons ensuite com-
ment elle peut étre mise en %uvre pour I'Btude des proprigtgs d'interconnexions de gains
dgpendant de paramgtres (Section 1.4, page 27) en les ayant dg nies au prgalable (Sec-
tion 1.3, page 25). Nous verrons alors qu'une fonction rationnelle peut &tre reprgsent§e par
une interconnexion de gains dgpendant de paramgtres (Section 1.5, page 46). En n, nous
regroupons tous ces rgsultats a n de transformer la v&ri cation d'inggalitks matricielles
dgpendant rationnellement de paramgtres en la rgsolution d'un probleme de faisabilit®
sous contraintes LMI indgpendant de paramgtre (Section 1.6, page 50). La Section 1.7,
page 53, conclut le chapitre.

1.2 Introduction g travers |'§tude des propri€§t§is des
systgmes lin§aires stationnaires

L'utilisation de l'optimisation convexe sous contraintes LMIs tient une place centrale
dans I'gtude des proprigt®s (de stabilitg ou de performance) des systgmes lingaires station-
naires, voire non stationnaires et non lingaires [BEFB94, GA94, MR97, FSF99, Sco97].
Cette importance est due au rble central des contraintes quadratiques.

D& nition 1.1.  Soit une matrice sym®triqgue! 2 R"E" (respectivement hermitienne
12 CnEn)_
I

La fonction 3% de R" (resp. C") dans R, qui p's associes'! s (resp. s°! s), est appele
forme quadratique rgelle (resp. complexe). Les inggalitgs (Bgalitgy) ., 0, 3s) > 0,

¥s) - 0, ¥s) < 0 (3(s) = 0) d® nissent des contraintes quadratiques. est d§ nie
positive si pour touts 2 R" nf0g (resp. pour touts 2 C" nf0g), ¥s) > 0. | est semi
d® nie positive si pour touts 2 R" (resp. pour touts 2 C"), 3s) , O.

Des outils fondamentaux, comme la s®&paration des graphes [Saf80] eS{arocgdure
[Jaker], ont #merg® comme des outils incontournables pour formuler la vEri cation des
proprigtes des systgmes comme la rgsolution de problgmes d'optimisation convexe sous
contraintes LMI [Sco97]. Cette section permet de les introduire g travers un problgme
simple.

Il s'agit d'Btudier les proprigt®s vEri ®es par une fonction de transfert discrpte stable
d® nie par la matrice de fonction de transfertG. SiN et D sont des facteurs premiers p
droite de G (G = ND 1) [Vid93], un certain nombre de critgres de performance classiques
d'un systgme lingaire stationnaire stable se ramgne p tester si une matrice dgpendant de
la fréquence! est dg nie nggative pour toute pulsatiorl 2 [; Tl—/:; Tl—/:] avecTs la pgriode
d'Bchantillonnage, c'est{p{dire p v&ri er que

Va Vo N(E'Ts) " N(d'Ts)
! P b . . <
8! 2 [| Ts’ TSL D(éT S) M D(e]T s) 0
ouM est une matrice symgtrique donnge. Avec
ONET)

O(' °) = D(dTs)
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cela se rggcrit : v, 1,
8 21 =

Ts' Ts

Si le graphe du systgme d& correspond au vecteur constitu® par les sorties et les entrges

de G(€'T #) :

=] ©@E'T)Mo@ET )< 0 (1.1)

z(d'Ts) °
w(e'T ¢)

avecz(d'T s) = G(&'T s)w(e'T ), l'intgret de ©(e'T ) est de pouvoir ggngrer le graphe de
G comme la sortie de €¢'T ) p une entre ctive® (¢'T ), c'est{p{dire :
L Z(@T) . N(@ETe)
w(e's) | D(?"T *)

o' s)

o'l s):

A n d'allgger les notations, la notation de la dgpendance €n des di®®rents vecteurs est
omise dans la suite.

Le choix deM permet de d® nir des critgres de performance di®®rents. On peut citer
les deux plus connus :

1. la normeH; de G est strictement infgrieure g° si la condition (1.1) est vEri §e

avec :
_ o,
M - O | o2 ’

2. G est strictement passif si la condition (1.1) est vEri §e avec
_ 0 g1
M = 10

La question est donc, pour une proprigt® de performance donnge paret un systgme

G, de vEri er si G possgde la proprigt® d& nie pavl en testant si la condition (1.1) est
veri e. La dixcult® ®tant ici que I'on doit vEri er qu'une in nit§ de matrices dgpendant

de ! sont d® nies nggatives. Nous allons voir que ce problgme peut se ramener g la
résolution d'un probleme d'optimisation sous contraintes LMI indgpendant de la pulsation

I', en utilisant les outils rattach§s aux contraintes quadratiques.

Pour cela, le systeme p ®tudier est rggcrit comme une interconnexion de sous{systgmes
®l®mentaires. Un sous{systgme est §l€mentaire dans le sens ou l'on sait caractgriser ses
proprigtgs. Une proprigt® du systgme est ensuite relige aux proprigtgs des sous{systgmes.
Les propri®t®s sont ici d§ nies par des in®galitgs fréquentielles du type (1.1).

Dans notre cas, il est intgressant de travailler sur la matrice des facteurs premiers
puisque le critgre de performance considgrg s'&crit naturellement sur celle{ci. Une matrice
de fonctions de transfert peut se rg®crire p l'aide d'une reprgsentation d'gtat (minimale
ou non) :

¢e

| Y P
©ET %)= Do+ Co €171 1| Ag €151 ' 'Bg;

8
% q

O(e'T %) VZV Cop + DgP ° (1.2)

:

Soit encore :

Aop + Bg°

iei T s| ¢q

©
|
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ei T s
q p
34
. Z A© B@
#”_—— Ce Do 0
W Ba
S 00|

Fig. 1.1 { ©(€'T ) comme une interconnexion de sous{systgmes

P ¢
Comme le montre la Figure 1.1, © peut etre reprgsentge par I'interconnexionI(;ta?a“T s
sur la matrice de gains : ,
Ao Bo .
Co Do ¢
Il s'agit donc d'un systgme interconnect§ op leg 1T 5 jouent le réle des sous{systgmes
et la matrice de gains exprime lin°uence des sous{systgmes sur les entrges et les sorties
du systeme. Lese I'T s| sont bien des sous{systgmes car on peut d& rar priori un
ensemble de contraintes quadratiques v&ri Bes par leurs entrges et leurs sorties. En e®et,
pour toute matrice sym®triqueP, on aP i €'T sPe 'l s = 0. On a donc aussi l'inggalit
suivante : - . . -
Y/ i 'T s ° H ° i 'l s ?
8!2[]—4;—4]; e I i P 0 e I o
¢ T Ts I 0 ¢P I
i . i . I "
e ' s| etl Btant des facteurs premiers dee' '™ | ', cette matrice semi{d® niegositive
d® nit alors une contrainte quadratique sur le graphe deg, sous{systemes)'T s| , c'est{
p{dire sur les signaux d'entre et de sortieq de e 'T s|
Va Vo p’" iP 0" p°

8! 2 [i — =1

Tsy -I-_S q 0 P q 5 O (1.3)

avecp et q tels quep = ' T ) ¢q. En rgalit®, commeP est une matrice sym$gtrique
guelconque, il s'agit d'un ensemble de contraintes quadratiques. L'idge est alors de rem-
placer le graphe des sous{systgmes par I'ensemble des vecteurs d® ni par I'une de ces
contraintes quadratiques. Il s'agit d'une op®ration dinmersion puisque I'ensemble des
vecteurs qui veri ent (1.3) contient le graphe des sous{systemes sans forcBment cofncider
avec; en d'autres termes : pour toute matrice symgtriqu, on a

Yo T N e b 0 Ya
P = _ 4T p - P i p
= e’ sl 0
q p q H q q 0 P q °
Pour une matrice sym®triqueP quelconque, on considgre donc le nouveau systgme d§ ni
par les §quations : 3
> a4 = Aop t B¢°
e (1.4)
> z — o]
© w = Cep * Do
avecp et g tels que
Ya  Ya . p’ o iP 0" p°’
P2 = =1, : 1.
8 [l Ts’ -I-S]1 q 0 P q 5 0 ( 5)
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Du fait de I'immersion, si ce nouveau systgme vEri e

Ve Yo oz 7
R W Lo <0 (1.6)
alors forcgment la contrainte (1.1) est viri §e par le systgme de dgpart puisqu'elle se rggcrit
aussi sous la forme (1.6) avec leset w qui vEri ent I'Bquation (1.2). Or I'ensemble de
cesz et w qui vBri ent I'Bquation (1.2) est inclus dans I'ensemble deset w qui vEri ent

I'Bquation (1.4) et la contrainte quadratique (1.5).

Le lien entre la contrainte (1.6) et la contrainte (1.5) est donn® par I'Bquation (1.4) de
l'interconnexion : il s'agit donc de vgri er si la contrainte quadratique
' p sa’ Cé 5 £ D. p 5
[0}

est vBri §e pour toutp et © tels que la contrainte quadratique

.pau' I OaT.iP, O,. | 05. p>
° Ao Be 0o P Ao Be °

est vgri §e, oyP est une matrice sym®trique qu'il reste p dgterminer.

Il est alors possible d'appliquer IaS{procgdure [Jaker, BEFB94, BTNO1] pour se ra-
mener p un problgme de forme quadratique d® nie et donc g un problgme d'optimisation
sous contraintes LMI.

Lemme 1.1 (S{proc®dure). Soient les formes quadratiques :
Yo(s)=s") os et 3(s)=s"| ;s

oM | o et} ; sont deux matrices rgelles sym®triques et de méme dimension.
Alors les deux propositions suivantes sont §quivalentes :

(i) pour tout vecteurs tel que¥4(s) , 0, on a %(s) < 0;

(i) il existe un rgel positif¢, tel que; o+ ¢ 1 < 0.

Dans notre cas, les deux propositions sont gquivalentes. On parleQ{procgdure sans
perte. Ce lemme reste vBri 8 quand la contrainte quadratique inggalif(s) , O est
remplacge par une contrainte quadratique ggalit¥(s) = 0; dans ce cas,¢ est un rgel
non ngcessairement positif. Ce rgsultat s'gtend au cas op dans la conditiQng vecteur
s doit satisfaire plusieurs contraintes quadratiques inggalits. Nganmoins la conditioh (
n'implique alors plus la condition i) : la S{proc®dure n'est plus sans perte.

La S{proc®dure permet donc de relier les contraintes quadratiques dgcrivant le graphe
des sous{systgmes ou un sur{ensemble g la contrainte quadratique qui est testge pour le
graphe du systeme.

En résum®, on a montrg que la contrainte quadratique

CN@ETe)
D(e'" *)

Va Yo N(dTs) "

8! 2 j T_sT_s] D(&' 5)

M <0
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est vBri Be s'il existe une matrice symgtriqu® (en e®ectuant le changemer® = (P)
telle que :

ST

Ced ., E a1 0 iP 0> 1 0

pr M Ce Do * Al B 0 P Ao Be "V
Le point intgressant est que le second problgme peut étre aisgment rgsolu puisqu'il s'agit
d'un problgme de faisabilitg sous contraintes LMI indgpendant de la pulsation ou la ma-
trice sym®triqueP est la variable de d®cision. Le problgme est qu'il donne une condition
qui est a priori simplement sutsante. La sutxsance est lie au fait que le graphe des
sous{systemes a §t® remplac® par un sur{ensemble par le proc&d® d'immersion.

En rgalit®, pour le problgme consid®rg ici, la condition obtenue n'est rien d'autre que
la condition du Lemme de Kalman Yakubovich Popov en discret, condition qui a §t§
dgmontrge etre aussi ngcessaire ; en e®et, nous avons

Lemme 1.2 (Kalman Yakubovich Popov KYP discret). SoientM une matrice sym§trique,
Ae, Be, Co et Dg des matrices de tailles compatibles telles que, pour tou [j % Tl—/:],
on adet(€'T sl i Ag) 80 et
. i ¢
©ET*)= Do+ Co €T¢1 | Ao 'Be:
Alors les deux propositions suivantes sont §quivalentes :
(i) la contrainte quadratique

Ya Y ; :
8l 2 =22, ©@ET )*Mo@ET )< 0
Ts Ts
est vgri Be;
(ii) il existe P = PT telle que
el £ a1 o sP O 1 0° .
pi M Co Do + . g o P A B, <0 @7

D&monstration Par utilisation de la transform®e bilingaire, le Lemme KYP discret est
directement obtenu g partir du Lemme KYP continu [Wil71, Ran96] qui est le Lemme
1.3 gnonc® ci-dessous.

Lemme 1.3 (Kalman Yakubovich Popov KYP continu). SoientM une matrice sym$trique,
Ae, Be, Co et Dg des matrices de tailles compatibles telles que, pour tdu2 R, on a
det(j!l | Ag) 60 et _
©(! )= Do+ Co(i!l i Ae)''Be:
Alors les deux propositions suivantes sont gquivalentes :
(i) la contrainte quadratique

8! 2R[flg : ©(! )*M©(! )< 0

est viri Be;
(ii) il existe P = PT telle que
S, L )

CC? M Co Do + ' 0
D©
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Deux corollaires de ce lemme sont sans doute plus fameux que le lemme lui{méme : le
lemme rgel borng et le lemme r§el positif. Pour un systgme lingaire stationnaire continu
asymptotiguement stableG(j! ) = D¢ + Cs(j!l | Ag)i 'Bg, on peut choisir :

o )= S0

Le lemme rgel born§ et le lemme rgel positif s'Bnoncent alors comme suit :

1. le lemme r@el born§ [BEFB94]: tester siG a une normeH; strictement infgrieure
a° consiste g appliquer le Lemme 1.3 avec

10 .
M = Oi°2I ’

ce qui revient p demander qu'il existe une matrice symgtrique telle que

 ALP + PAc + CICs PBg+ClDs ' _ .

BLP + D{Cq DIDgi °? ’

2. le lemme r@el positif [BEFB94] : tester siG est strictement positif ou passif
consiste p appliquer le Lemme 1.3 avec

_ 0 17,
I\/I_iIO’

ce qui revient g demander qu'il existe une matrice symgtrique telle que

" ALP + PAg PBgj Cl°

<0
BLPi Cc iDgi Dg

En utilisant la dgmarche illustrge dans cette section, il est possible d'obtenir des ex-
tensions du Lemme de Kalman Yakubovich Popov p des classes de systgmes autres que
les systemes lingaires stationnaires. Ceci est vrai p condition d'étre capable de dgterminer
un ensemble de contraintes quadratiques v&ri ®es par le graphe des sous{systgmes ou un
sur{ensemble. Les conditions alors obtenues sont sutsantes. Nganmoins, lI'exemple des
systgmes lingaires stationnaires discrets illustre que, dans certains cas, elles peuvent étre
aussi ngcessaires. Dans la suite de ce chapitre, nous allons mettre en %uvre et discuter plus
profondgment de cette approche pour des systgmes interconnect®s dont les sous{systgmes
sont d®& nis par des matrices de gains dgpendant de paramgtres.

1.3 Repr@isentation LFT des systgmes interconnect§s

Le rgsultat prgc®dent a §t§ possible p travers I'§criture du systgme lingaire stationnaire
comme linterconnexion de sous{systgmes avec une matrice de gains. En changeant la
nature des sous{systemes considgrgs, il est ainsi possible de traiter de hombreuses classes
de systgmes [MR97, Sco97] : nous nous intgressons aux interconnexions de gains dgpendant
de paramptres. Dans cette section, nous d§ nissons les interconnexions de gains dgpendant
de paramptres.
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Dans le cas des systgmes lingaires stationnaires, l'interconnexion est directement obte-
nue p partir de la reprgsentation d'gtat. L'utilisation de la reprgsentation LFT (de I'an-
glais Linear Fractional Transformation), d& nie p partir du produit de Redhe®er, permet
d'glargir la notion de reprgsentation p des systgmes interconnectgs dont les sous{systgmes
ne sont pas simplement des retards ou des intggrateurs.

D& nition 1.2  (Produit de Redhe®er de deux matrices)Soient

Hll H12 ) . Gll C':‘12 ’
et G=
H21 H22 GZl GZZ

deux matrices partitionnges en quatre §lgments de tailles compatibles.

H =

Dans le cas op les matricefl | H»,Gy1) et (I | GiiH»p) sont inversibles, le produit de
Redhe®er ou produit §toile del par G, notg H ? G, est dg ni par la matrice suivante :

2 _ _ 3
H11+ leell(l i H22(311)| 1H21 HlZ(I i GllHZZ)l 1612
H?G=4
Goi(l i H22G11)' Hoy Ga2+ GaHao(l | GuiH22)' Gz

Au lieu de consid®rer des matrices, le produit de Redhe®er peut &tre d& ni en faisant
intervenir des op®rateurs, des fonctions de transfert, etc.. Dans le cadre de cette thgse,
nous nous intgresserons aux matrices dgpendant de paramgtres.
£ La matrgge H ? G peut étre vue cgmme ungTappIication qui g un vecteur d'entrge

w]{ w] ' associele vecteur de sortiez{ z] .L'intgretdu produit de Redhe®er est
gu'il est possible de lui associer un sch®ma interconnect® (voir la Figure 18xe schgma

Z3 Wy
Y | Hip le%—

Z3 G G2
Y | G G Ba
21 G2

Fig. 1.2 { Interconnexion associge au produit de Redhe®er

est ainsi assocife une expression alggbrique compacte et glggante dont les possibilitgs
d'utilisation sont trgs nombreuses [DPZ91, Fon95, ZDG96]. Il permet ainsi de d§ nir la
reprgsentation LFT d'un systgme interconnect§.

D& nition 1.3 (LFT) . Soient¢ une matrice deR"e£ "¢ et

Ao Bo’
Co Do
une matrice rgelle aved\¢ appartenant pR" oMo,
Dans le cas ol | Ao¢) est inversible, la LFT de¢ par 'é© g© est le produit de
© ©

Redhe®er d§ ni par :

-A© Bo ~

?
¢ Co Do

= Do+ Col(l i Act) 'Be:
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Lorsque(l | AgC) estinversible, la LFT¢ ? est dite bien pos§e. On appelle
Na, l'ordre de la LFT.

Comme pour le produit de Redhe®er, il est possible d'associer g une LFT un schma
interconnect® (voir la Figure 1.3). Dans la suite du document, le bloc ¢ regroupera donc

Ao Boe
z Ce De w

Fig. 1.3 { Interconnexion associge pa la LFT

Ao Bo

les gains de l'interconnexion.
Co Do

les sous{systgmes et la matrice

Il est alors possible de dg nir une interconnexion de gains dgpendant de paramgtres.

D& nition 1.4  (Interconnexion de gains dgpendant de paramptresyoient P un sous{
ensemble compact dB™, ¢ une fonction continue deP dansR" e "¢ et

. Ae Be ’
Co Do

une matrice avecAe appartenant pR"e£Nae
Dans le cas ou pour toup 2 P, (I i Ae¢( ) est inversible, linterconnexion de gains

¢( ) dgpendant de paramptres par 'é© g© est dg nie par la LFT :
© ©
~ Aeo Be ’ _ . ilp -
¢( W = Do+ Col(W(Ii Act(H)' "Be: (1.8)
Co De

Lorsque, pour toutpn 2 P, (I i AgC¢( 1) est inversible, la LFT (1.8) est dite bien posge
sur P.

1.4 fitude des propri§t§s d'interconnexions de gains
d$§pendant de paramptres

L'approche illustrge dans la Section 1.2, page 20, va etre maintenant dgvelopp®e pour
I'analyse des proprigtgs d'interconnexions de gains dgpendant de paramgtres. L'objectif
de cette section est d'gtudier la performance d'interconnexions de gains dgpendant de
paramgtres. Comme dans le cas des systgmes lingaires stationnaires, la performance est
ici traduite en terme de contrainte quadratique inggalit§ :

M : g+ H ' Rl

gu2 P o(w? o Be iy gy Ao Be

Co Do Co Do <O (1.9
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L'objectif de cette section est donc de ramener la vEri cation de cette contrainte quadra-
tique inggalitg p la rgsolution d'un problgme de faisabilit§ sous contraintes LMI ind§pendant
de

Pour cela, nous supposerons dans un premier temps que l'interconnexion de gains
dgpendant de paramptres considgrge est bien posgd’siNous verrons ensuite comment
il est possible de ramener la v&ri cation du bien pos® g la rgsolution d'un problgme
d'optimisation sous contraintes LMI indgpendant dg. Nous ®tudierons ensuite les deux
cas d'interconnexions de gains dgpendant de paramgtres que nous rencontrerons par la
Suite.

1.4.1 Btude de la performance d'interconnexions de gains d§pen-
dant de paramptres

L'approche illustrge dans la Section 1.2, page 20, repose sur la possibilitg de caractgriser
le graphe des sous{systgmes ou un sur{ensemble par un ensemble de contraintes quadra-
tiques. La question suivante se pose alors :

1. Le fait de caract®riser le graphe des sous{systgmes par un ensemble de contraintes
quadratiques est{il limitatif ?

Nous verrons que ce n'est pas le cas. Cependant, les conditions obtenues ne sont pas
sous la forme d'un problgme d'optimisation sous contraintes LMI indgpendant ge La
guestion est alors :

2. Comment peut{on garantir que l'inggalit® (1.9) est viri e en rgsolvant un problgme
d'optimisation sous contraintes LMI indgpendant dg.?

Nous verrons comment ceci est possible. Cependant, la rgsolution de ce problgeme d'op-
timisation est une condition sutsante mais pas forcBment ngcessaire. La question est
alors :

3. Comment peut{on garantir que la rgsolution d'un problgme d'optimisation sous
contraintes LMI indgpendant dep est §quivalente p la vEri cation de (1.9) ?

La premigre question est explorge par le Thgorgme 1.1, la deuxigme par le Corollaire
1.1 et la troisigme par le Th§orgme 1.2.

Question 1  Le thgorgme suivant indique que vouloir §tablir une contrainte quadratique
pour le graphe du systgme p partir des contraintes quadratiques sur les graphes des sous{
systgmes est une approche pertinente puisque conduisant g des conditions ngcessaires et
suxsantes.

Th§orpme 1.1. Soient M une matrice rgelle sym&triqueP un sous ensemble compact
de R™, ¢ une fonction continue deP dansR"™e£Me et

Ae Bo °
Co Do
une matrice rgelle aved\¢ appartenant pR"<£"¢ telle que la LFT

Ao Bo '’
I)
C(W "~ Co Do

soit bien pos%e suP.
Alors les deux propositions suivantes sont §quivalentes :
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(i) la contrainte quadratique

H ' S (I ¥ ' Rl
A@ B@ A© B©
. ) ?
8u2 P; C( W ~ Co Do M C(W "~ Co Do <0
est veri §e;
(i) il existe W = WT telle que
el Ty, e
8u2 P; I“ W I“ 0 (1.10)
et telle que
¢l £ sy o0 1 0°
D M Co Do + Ao Bo W AL B, <O (1.11)
D&monstration  Voir les Annexes, Section A.1.1, page 169. o

Ce thgorgme est fondamental. La condition (1.10) exprime que le graphe des sous{
systgmes v&ri e une contrainte quadratique dg nie par la matricé/ :

L e = N
. p P Z._ . p p
8u2 P; 8 2 —p=¢ ; ona W , 0

H q q p=¢( Wg q q
Le thgorgme exprime donc que le graphe du systgme interconnect® dgcrit par la LFT
(1.8) vE&ri e la contrainte quadratique d® nie par la matriceM (contrainte (1.6)) si et
seulement s'il existe une contrainte quadratique vEri $e par le graphe des sous{systgmes
et d® nie par W telle qu'une condition du type KYP (contrainte (1.11)) soit v&ri §e.

Les contraintes (1.10) et (1.11) sont des contraintes LMI en la matrid&/. La seconde
est du méme type que la condition du Lemme KYP discret (Lemme 1.2) et ne dgpend
pas des paramptreg. En revanche, la contrainte (1.10) dgpend des parametrpset le
problgme de sa vEri cation n'est pas imm®diat. La propositioni ) de ce thorgme n'est
donc pas un problgme d'optimisation sous contraintes LMI indgpendant ¢e

Question 2 La question est maintenant de savoir s'il est possible de garantir une

contrainte quadratique sur le graphe du systgme en rgsolvant un problgme d'optimisation
sous contraintes LMI indgpendant delL Pour §tudier ce problgme, introduisons lI'ensemble

de matrices sym®triques suivant :

( - : : )

bT 5
W= W=WwWT"Z8u2P; ¢(|“) W ¢(|“) 0

La proposition (i) du Thgorgme 1.1 se rg®crit alors : il existd/ 2 W telle que la
contrainte (1.11) est vEri e. A n de se ramener p un problgme de faisabilitg LMI, I'idge
est de rechercheiW dans un sous{ensemble conveX#'s., de W. Remarquons quéN g,
existe toujours (un choix, certes dgg®n®rg mais toujours possibleWdg, est le singleton
nul). A ce moment{lp, la condition n'est plus que sutsante.
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Corollaire 1.1. Soient M une matrice rgelle sym®triqueP un sous{ensemble compact
deR™, ¢ une fonction continue deP dansR"MefM4e et

" Ao Bo®
Co Do

une matrice rgelle aved\¢ appartenant pR"<£"¢ telle que la LFT

. Ao Bo '
2
®W? o Do
soit bien posge suP. Soit Ws, un ensemble convexe tel QW gea 1 W.
Alors la proposition (ii) implique la proposition(i) :
(i) la contrainte quadratique

M ' g+ u ' Rl
Ao Bo Ao Bo
. 2 2
8u2 P; C(p ~ Co De M ¢(p - Co De <0
est viri Be;
(i) il existe W 2 W, telle que
el £ o o 1 0
DI M Co Do + Ac Be wW Ao Be <0 (1.12)

D&monstration  Ce corollaire est une consgquence directe du Thgoreme 1.1. =«

De fason ggn®rale, ce sous{ensemble conwake, peut etre d§ ni de faxson implicite ou
explicite. Dans le cas de la d® nition implicite, les §l€ments d& .., peuvent tre d®§ nis
comme Vv&ri ant un ensemble ni de contraintes LMI indgpendant de paramgtre.

Suivant la fonction ¢( ) utilisge, il est possible d'appliquer I'une des techniques prgsentge
dans la Section 2.4.1, page 71, pour transformer la contrainte (1.10) en des contraintes
indgpendantes dqL Par exemple, lorsque

P=[; ] E£CCC U, ] (1.13)
avec, pour touti, 4 et i nies et lorsque
.

C¢(W =diag Malwy;::ibhlka, (1.14)

il est possible d'utiliser la notion de convexitg directionnelle ([GAC96] ou voir la Sec-
tion 2.4.1, page 71) pour d® nir implicitement un ensembl®Vs., [IWa97]. En e®et, en
partitionnant la matrice W

2
Wi Wi CCC ¢ee Wiy,

W = :

WL, e oWl o W,
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de manigre compatible avec la structure de ¢, c'est{p{dire W;; 2 R"i£kni et en notant
V lI'ensemble des sommets d@, un ensembléW e, peut &tre d® ni par

( —

= (T, e
Wsea= W =WT8i=1;¢¢¢n,; W;; - O et 8u2 V; |“ W IM . 0

Le problgme est que ces contraintes se rajouteront p la contrainte (1.12) et que leur
nombre est une fonction exponentielle de, puisqu'ggal p 2+ + n,. La taille du probleme
d'optimisation sous contraintes LMI indgpendant deu sera rapidement problgmatique si
ny est trop grand.

Dans le cas de la d® nition explicite d&V.,, il S'agit de d®terminera priori et expli-
citement Wee,, C'est{p{dire de d®terminerl + 1 matrices W/, telles que :

( — i )
Weea= W=WTZOw 2R, W=W2 + wW.,

i=1

Dans ce cas, l'existence d&/ est remplacke par I'existence des;. En remplagzantW
par son expression, la contrainte (1.12) devient alors une contrainte LMI indgpendant de
paramgtre en les variables de dgcisiow.

Un tel ensemble sera prgsentg dans le Lemme 1.6, page 41, pour le caB egt un
intervalle bornge deR et ou ¢() vaut pl et dans le Lemme 1.8, page 44, pour le cas o
P et ¢( ) sont d§ nis par (1.13) et (1.14).

Question 3  L'inconvgnient du Corollaire 1.1 est qu'il #nonce des conditions qui sont
a priori sutsantes pour la v&ri cation de la contrainte quadratique (1.9). Cependant,
dans le cas patrticulier de I'gtude de la performance d'un systgme lingaire stationnaire, les
lemmes KYP discret et continu montrent qu'il n'est pas restrictif de recherch&/ dans
Wea plutdt que dansW lorsqueWse, est choisi judicieusement. Un tel ensemble vaut
1 _ . K7
W= WT-9P = PT 2 RMcENe; W = iop S
dans le cas du KYP discret (Lemme 1.2, page 24) et vaut
Y — - Rz
W=WT:9P:PT2RHA©£nA©; W = 8 Z
dans le cas du KYP continu (Lemme 1.3, page 24). La question est maintenant de savoir
ce gue doit vBri erWge, pour avoir une telle proprigt®. Nous allons voir que les conditions
présentkes dans la dg nition ci{dessous o®rent une rgponse g cette question.

D#& nition 1.5 (Ensemble sans perte)Soient P un sous{ensemble compact de"+ et ¢
une fonction continue deP dans R e e

Un ensemble non vid&V.,s de matrices sym$triques est dit sans perte poBret ¢ s'il
est tel que :
(a) le graphe det( ) d® ni par

Y- — Ya

2 2 RZe =92 P; p=¢( g
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coAncide avec I'ensemble d§ ni par

- . : )
P 2RM™MeBW 2 We; b W P00
q q q

(b) Wcns est convexe et est tel que, pour tog > 0 et pour tout W 2 W, ON a
CW 2 WCHS 1

(c) pour toute matrice non nulle semi{d§ nie positiveH telle que
8W 2 Wy; Trace(HW) , O;

il existe m vecteurséhi oum est le rang deH tels que

2

xn
H = h,h;r
. .

=1
8i=1;¢¢¢m; BW 2 Weps; hTWh; ;| O

Pour un cas patrticulier de I'ensembl® et de la fonction ¢, un ensembléW s satisfaisant

les conditions de cette d§ nition n'existe pas forckment. D'autre part, s'il existe, il est
ngcessaire de le dgterminer et de dgmontrer que les conditions de la d§ nition sont satis-
faites. La dixcult® majeure est la vBri cation de la condition €) qui peut etre extrémement
technique. Un exemple complet sera dgvelopp® en dgtail dans la dgmonstration du Lemme
1.6, page 41, pour un cas particulier de I'ensembieet de la fonction ¢.

Méme si les conditions ci{dessus semblent trgs techniques, on peut nganmoins donner
un d®&but d'interprgtation. Dors et d§jp, nous pouvons indiquer que la conditioa)assure
que le graphe de ¢(1) appartient p l'intersection de tous les ensembles de vecteurs d§ nis
par les contraintes quadratiques engendrges par tous M5 2 W.s. La condition (b)
assure quelN s est un cbne convexe [Roc70]. La suite du document permettra de donner
une interprgtation plus profonde aux conditionshk) et (¢) notamment.

Le choix de I'ensembléN.,s permet d'obtenir un rgsultat similaire au Corollaire 1.1
mais cette fois{ci avec une condition qui eshtgcessaireen plus d'étre sutsante.

Th@orgme 1.2. SoientM une matrice rgelle sym&trigueP un sous{ensemble compact
deR™, ¢ une fonction continue deP dansR"efM4e et

" Ao Bo®
Co Do

une matrice rgelle aved\¢ appartenant pR"<£"¢ telle que la LFT

Ao Bo '
?
¢ Co Do

soit bien posge suP. Soit W5 un ensemble sans perte polr et ¢ .

Alors les deux propositions suivantes sont §quivalentes :
(i) la contrainte quadratique

H
8uz P; (P ?

1+ 3 . 1

As Bo
?
M o®W? o b,

" Ao Bo

Co Do <0

est veri §e;
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(i) il existe W 2 W5 telle que
el £ o 1 0. 1 0’ _ _
DI M Cg Do + Ac Be W Ac Be <0 (1.15)

La dgmonstration du Thgorgme 1.2 est bas®e sur le lemme suivant d0 p Iwasaki [IMFOO].
Ce lemme peut etre vu, sous un certain angle, comme une formulation ggn®gralisge des
versions sans perte de I&{procgdure.

Lemme 1.4. Soient£ 2 RPEP une matrice sym$trique etS un ensemble non vide de
matrices rgelles sym$§triques de dimensigreE p tel que :

(a) S est convexe et est tel que, pour toyt > 0 et pour toutS 2 S, on a¢ S2 S;
(b pour toute matrice non nulle semi{d® nie positiveH telle que

8S 2 S; Trace(HS) , O;

il existe m vecteursh; 2 RP oum est le rang deH tels que
8
xXn
R H=" hh
> i=1
8i=1;¢¢¢m; 852 S h'Sh, O

Alors les deux propositions suivantes sont §quivalentes :

(i) pour tout vecteurh2fh 2 RPj8S2 S, hTSh, 0g, onahT£h< 0;
(i) il existe S 2 Stelle queE+ S < 0.

En rgalit®, ce rgsultat d'lwasaki prgsente une caractgrisation de tous les ensem8les
pour lesquels laS{proc®dure est sans perte (pour plus de prgcision, se rgfgrer p l'ar-
ticle [IHO5]). Du fait de son grand intgrét, la dgmonstration du Lemme 1.4 est maintenant
présentge.

D&monstration

Suzxsance D®montrons ((i) ) (i)). La proposition (ii ) implique qu'il existe Sy 2 S tel
que pour tout vecteurh 2fh 2 RPj hTSgh | Og, on ahT£h < 0. Commefh 2 RPj8S 2
S;h"™Sh, Ogufh2RPjhTSyh, Og, la proposition (i) est obtenu.

N&cessit§ DEmontrons (() ) (ii)) par I'absurde. Supposons que la propositionii() n'est
pas vE&ri §e alors que la propositioni I'est.

La dgmonstration est bas®e sur un rgsultat fondamental d'analyse convexe qui est que
lorsque deux ensembles convexes sont disjoints, ils peuvent étre s§pargs par un hyper-
plan [Roc70]. La Figure 1.4 illustre ce rgsultat. De plus, si I'un des deux ensemble est un
cone alors les deux ensembles sont s§par®s par un hyperplan contenant 0 [Roc70]. Ces
deux rgsultats sont formellement prgsentgs dans les Annexes, Section A.1.2, page 171.

Le lemme suivant correspond g la mise en %uvre de ce rgsultat dans I'ensemble des
matrices sym®triques. Dans cet ensemble, pour deux matrices de mémes dimengioat
B, Trace(AB) d® nit leur produit scalaire. D'autre part, si A et B sont deux matrices
semi{d® nies positives alors TraceB) , 0. Par suite, pour une matriceH = HT,
I'ensemblef S j Trace(HS) = 0g d® nit un hyperplan contenant O.
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Ensemble

convexe

Ensemb >
convexe

Fig. 1.4 { lllustration de la s§paration de deux ensembles convexes par un hyperplan

Soit F une fonction a+ne d'un sous{ensemble convexe de R"" dans I'ensemble des
matrices sym®triquesRPEP. On dgsire exprimer qu'il n'existe pas d'&lgment daris pour
lequel son image paF est d& nie nggative (condition {) du lemme ci{dessous).

Cela peut s'interprter comme le fait que I'ensemble des matrices d§ nies n§gatives est
disjoint de I'image deE par F. Comme ces deux ensembles sont convexes et que lI'ensemble
des matrices d§ nies nggatives est un cone, cela est §quivalent g exprimer I'existence d'un
hyperplan passant par O tel que les deux ensembles soient sgpar®s : il ekiste HT tel
que :

{ le premier demi{espace d® ni par I'hyperplan contient I'ensemble des matrices d§ nies
n®gatives : c'est{p{dire que pour toute matrice d§ nie nggativg, on a
Trace(HS) < O:
Cette proprigt® sera vEri Be si et seulement ki est une matrice non nulle et semi{
d® nie positive;
{ le second demi{espace contient I'image dE par F :
8E 2 E; Trace(HF (E))), O:

La condition (ii ) du lemme suivant est ainsi obtenue. Il s'agit de la restriction d'un lemme
présent® dans [MSF97] de I'ensemble des matrices complexes p I'ensemble des matrices
rgelles. DO g son grand intgrét pour nos dgveloppements, il est prgsent® ci{dessous.

Lemme 1.5. Soient E un ensemble convexe d@"¢" et F une fonction atne deE dans
I'ensemble des matrices sym§triques &REEP.

Alors les deux propositions suivantes sont §quivalentes :
(1) il n'existe pas d'glg#menE 2 E pour lequel
F(E)<O;
(i) il existe une matrice non nulleH = HT | 0 telle que

8E 2E; Trace(HF (E))), O:

Appliquons maintenant le Lemme 1.5 dans le cadre de la dgmonstration du Lemme 1.4
en prenantE= S E = SetF(E) = £+ S. La condition (ii) du Lemme 1.4 n'est pas
vEri e s'il existe une matriceH non nulle et semi{d§ nie positive telle que

852S;, TraceH(E+ S)), O
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Du fait de la proprigt® @) du Lemme 1.4, ceci implique

TraceHE) , O
852 S, Trace(HS), O:

En n, du fait de la propri®t® (b) du Lemme 1.4, il existem vecteursh; 2fh 2 RPj8S 2
S, hTSh, 0gtels que :

X0

Trace(HE) = hl£h;:

i=1
Or comme TraceH£) , O, il existe uni pour lequelhT£h; , Oeth, 2fh 2 RPj8S 2
S; hTSh, 0g. La contradiction avec la proposition {) du Lemme 1.4 est donc obtenue.
o]

Interpr§tation du Lemme 1.4 Les ®l®#ments de la dgmonstration du Lemme 1.4
permettent de donner une interprgtation des conditions du lemme. La conditiom)(in-
dique que I'ensemblées est un cone convexe [Roc70], ce qui est ngcessaire pour assurer la
s®paration par un hyperplan passant par 0.

La proposition (i) peut se rgcrire de la fason suivante : TraddE) < 0 pour toute
matrice H , 0, de rang 1, telle que :

852 S, Trace(HS), O:

Cela d®coule du fait quén™ £ h = Trace(hhT£) et que hh™ dgcrit I'ensemble des matrices
semi{d® nies positives et de rang 1 quand dcrit I'ensemble des vecteurs.

Cette proposition traduit donc que, dans I'ensemble des matrices sym®triques, tout
hyperplan passant par O d®& ni par la matriceH , 0 qui est de rang 1, telle que I'ensemble
S soit contenu dans le demi{espace d& ni pdrS j Trace(HS) , Og, s&pare forcBment cet
ensembleS de la matrice £.

La condition (b) du Lemme 1.4 indique que pour tout hyperplan d& ni par la matrice
H , O telle que I'ensembles soit contenu dans le demi{plan d® ni par TracedS) , O, il
est possible de remplacer cet hyperplan pan hyperplans d§ nis par une matrice qui est
de rang 1, avean qui est le rang deH .

L'int®rét apparaft quand on examine le Lemme 1.5. Grace p la conditioh)(I'applica-
tion de ce lemme @ la dBmonstration par I'absurde du Lemme 1.4 mgne p un rgsultat qui
aurait t® obtenu si dans le Lemme 1.5, la matridd pouvait étre prise directement de
rang ®gal p 1. En e®et, p ce moment Ig, si la proposition du Lemme 1.4 est supposge
non veri e, on obtient un hyperplan d§ ni par une matriceH , 0 de rang 1 tel que
I'ensembleS et la matrice £ soient simultangment contenus dans le demi{espace d§ ni
par fS j Trace(HS) , Og.

Il est donc possible maintenant de prgsenter la dgmonstration du Thgorgme 1.2 par ap-
plication du Lemme 1.4. Elle est bas®e sur le fait que s'il existe un ensem¥lg,s sans
perte pour P et ¢ alors d'aprgs les conditions de la D® nition 1.5, la caractgrisation des
hyperplans d& nis par une matrice non nulléi , 0 telle que I'ensemblé&V s soit contenu
dans le demi{espace d®& ni pafS | Trace(HS) , Og peut se ramener g une caractgrisation
oM les matricedH se factorisent comme le produit de la transpos®e d'un vecteur du graphe
de ¢ multipli® par lui{méme.



36 Chapitre 1 In 8galit #s d8pendant de param ptres

D&monstration du Th§orgme 1.2
Suzxsance D®montrons (i) ) (i)). L'implication dgcoule directement du fait que, pour
toute matrice W 2 W5, on a l'inclusion

1. _ 3 (. T )

D . o — . . p p°
2 R?o-9u2 P: p= ¢ 2 R2M W 0
q e—9u p=¢( g K q "= g q -

Ensuite, le raisonnement est similaire g celui prgsentg Section 1.2, page 20.

N@cessit§ D®montrons (() ) (ii)). D'apres le Thgorgme 1.1, la propositioni) du
Theorgme 1.2 implique qu'il exist&V, = W' telle que

' bT : 5
82 P: ¢(Iu) Wo ¢(Iu) 0

et
L(Ae;Be;Ceo;De; M; Wg) < 0

avec la notation
s T

L(A'B'C'D'M'W)zlc(g’MEC D °+. L0y, 0
©, DO, VYo, YO, ’ 0 Dé © © A@ B@ 0 A@ B@ .
Par suite, cette dernigre inggalit® ®tant stricte, il existe> 0 tel que
' QT ' 5
8u2 P: ¢(| W W+ 21) ¢(| WS (1.16)

et
L(Ae;Bo;Co;De;M; W+ 2 ) < 0:

L'ensemble W¢,s Btant par hypothgse sans perte pouP et ¢, nous avons d'aprgs la
D® nition 1.5 I'Bgalitg d'ensemble suivant

Yoo - 3, (. , E Cr )
D 2R™o=9u2Pp=6¢(Wg = P 2RMeT8W2We o W P o0
q q p q
La condition (1.16) est donc ®quivalente pa : pour tout
— ) . )
5 5 — s T 5
P2 P ormezgwawg P w P o
q q q q

on a

5 5

- .
p P .

Wo + 2| > 0;
q Wor?) 4

En prenant S = W, les hypothgses du Lemme 1.4 sont satisfaites. Il existe donc une
matrice W 2 W5 telle queW <Wgq + 2| . Or de l'implication

Wi- Wy ) L (Ae;Be;Co;De;M;W3) -L (Ag;Be; Co; De; M; Wy);
on en dgduit qu'il existeW 2 W, tel que
L(Ao;Bo; Co;De; M; W) < O
La proposition (i) du Thgorgme 1.2 est donc dgmontrge. a
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1.4.2 ftude du bien pos§ d'interconnexions de gains d§ipendant
de paramptres

Les rgsultats de la section prgcgdente suppose que l'interconnexion de gains dgpendant
de paramptres considgrge est bien poste. Nous ®tudions donc dans cette section com-
ment ramener la vBri cation du bien pos® d'une interconnexion de gains dgpendant de
paramgtres g la rgsolution d'un problgme de faisabilitg sous contraintes LMI indgpendant
de . Nous verrons aussi que, dans certains cas, les conditions proposges dans les rgsultats
de la section prgcgdente implique le bien pos® de l'interconnexion de gains dgpendant
de paramptres. Il n'est alors pas ngcessaire de vEri er le bien pos® de l'interconnexion
considgrge lors de l'application des rgsultats de la section prgc®dente.

Comme dans la section prgctkdente, le thgorgme suivant indique qu'il est pertinent
d'gtudier le bien pos® d'une interconnexion de gains dgpendant de paramgtres g partir
des contraintes quadratiques vgri Bes par le graphe des sous{systgmes. En e®et, cette
approche conduit p des conditions ngcessaires et suxsantes.

Th§orgme 1.3. SoientP un sous{ensemble compact de", ¢ une fonction continue de

P dansR"™e® e et : )
Ao Boe

Co De
une matrice avecAe appartenant pR" e £ "c
Alors les deux propositions suivantes sont gquivalentes :

(i) la LFT .
Ao Bo’
"
C(p ~ Co Do (1.17)
est bien pos§e sulP;
(i) il existe W = WT telle que
' 5 T ' 5
82 P: ¢(| W w ¢(| W g (1.18)
et .

I 5 T I 5

A w A <0 (1.19)
D@&monstration  Voir les Annexes, Section A.1.3, page 172. o
Interpr@tation des conditions du Th§orgme 1.3 Le bien pos® de la LFT (1.17) sur
P est §quivalent p i ¢

8u2 P; I i AeC( ) estinversible
ou encore 3 i ¢
8uz2 P; 992 R™e; || Agt(W g=0 ) g=0 :
Autrement dit, en notant p= ¢( Wq,
M Y2 ¢ 1) Y2 0 1
. Na - Na - p = “’ q p = .
8u2 P 9g2 R"e;9p 2 R"e; 4= Aep ) q=0
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Cette condition peut s'interpriter en terme de graphes. Pour yn2 P donn®, l'intersection
du graphe de ¢(u) et du graphe inverse dé\¢ est le singleton nul :
- — Yo Yo o — Yo Yo Y

5

. P == P —q= -
8u2 P; —p=¢ \ —q=Acp =
M g P HWa q 97 Aep 0

On dit alors que le graphe de ¢[) et le graphe inverse dé\¢ sont disjoints ou (topolo-
giquement) s§par®s [Saf80].

(1.20)

Les conditions (1.18) et (1.19) garantissent que les graphes sont topologiquement
skpar®s. En e®et, en post et pr& multipliant la condition (1.18) pay il vient
A, - :

5 J/Zl s 3/4 ’ 5 T 5 ’
: p P —._ p p
8u2 P; 2 —p=¢ W , 0
H q q P (Wa ) q q
C'est{p{dire, pour tout p2 P, les signaux du graphe de ¢() v&ri ent
p 5 T W p 5 0 .
q q >
alors que les signaux non nuls du graphe inverse Ag vgri ent
5 T ' 5
Pow P <o
q q
puisque, en post et prg multipliant la condition (1.19) pap non nul, il vient
' 5 1/2' 5 :. 5 ' O 5 3/4 ' 5 T ' 5
p P - P - p Y .
2 - 6 etg= A w <0
q g q o °©t4=Aep ) q q

£ £ o
Les graphes ne peuvent donc s'intersecter que poup’ q' o = 0 0 .Lacondition
(1.20) est donc satisfaite.

Il est possible de donner une interprgtation ggom®trique trgs simple des conditions
(1.18) et (1.19) quandp et g sont de dimension un. Sur la Figure 1.5, la zone hachurge

correspond p lI'ensemble ( — )
’ 5 - 5 T ' 5
p-- P W P 0
q q q
alors que la zone non hachurge correspond p I'ensemble
) s T 5T s
PP ow P sy
q q q

Pour tout 2 P, le graphe de ¢() est donc contenu dans la zone non hachurge alors que
le graphe inverse dé\g est strictement contenu dans la zone hachurge. Leur intersection
ne peut donc se produire qu'a l'origine.

Bien sar, vEri er la s§paration des graphes par une contrainte quadratique peut sembler
limitatif. Cependant, comme il est #nonc® dans le Thgorgme 1.3, vBri er la s§paration des
graphes par une contrainte quadratique est en fait une condition ngcessaire et suxsante
de bien pos® suP de la LFT (1.17).

On peut ramener la vgri cation du bien pos® d'une interconnexion de gains dgpendant
de paramgtres p la rgsolution d'un problgme de faisabilit§ sous contraintes LMI indgpendant
de i Ceci conduit p des conditions sutsantes.
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p=¢(*Aq

0O T
LT
©
=

Fig. 1.5 { lllustration de la s§paration des graphes

Corollaire 1.2. SoientP un sous{ensemble compact d®"+, ¢ une fonction continue de

P dansR"™ofMe gt . ,
Ao Bo

Co Do
une matrice rgelle aved\¢ appartenant pR"e£"e . Soit Weea Un ensemble convexe tel
queWgea 1 W.

Alors la proposition (ii ) implique la proposition(i) :
(i) la LFT )
A Bo’
"
®(W? o D
est bien poste suP;
(i) il existe W 2 We, telle que

W o, <O (1.21)

Dans certains cas, il est possible de ramener de fason §quivalente la vEri cation du
bien pos® d'une interconnexion de gains dgpendant de paramgtres g la rgsolution d'un
problgme d'optimisation sous contraintes LMI indgpendant dg.

Th§orgme 1.4. SoientP un sous{ensemble compact de", ¢ une fonction continue de

P dansR"ef"e et . )
Ao Be
C@ D@

une matrice rgelle aved\¢ appartenant pR™e£"e . Soit W¢,s Un ensemble sans perte
pourPet¢C.
Alors les deux propositions suivantes sont §quivalentes :

(i) la LFT

" Ao Bo°
7
e~ Co Do

est bien poste suP;
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(i) il existe W 2 W telle que
w <O (1.22)

D@#monstration Elle est obtenue par une adaptation directe de la dgmonstration du
Thgorgme 1.2. o

Dans certains cas, il est possible que les conditions prgsentges pour I'Gtude de la per-
formance impliquent le bien pos® de l'interconnexion de gains dgpendant de paramgtres
considgrge. Il est alors plus n®cessaire de vEri er le bien pos® lors de I'application des
Thgorgmes 1.3 ou 1.4 ou du Corollaire 1.2. Le thgorgme suivant prgcise ceci.

Th@orgme 1.5. SoientM une matrice r§elle sym$trigueP un sous{ensemble compact
deR"™, ¢ une fonction continue deP dansR"efMAe et

Ao Bo’
Co Do
une matrice rgelle aved\¢ appartenant pR"A oMo,
Alors la LFT

" Ao Bo®
?
“W? ¢ D

est bien poste suP si les deux conditions suivantes sont v&ri §es :

(a) la contrainte quadratique

CiMCo, O (1.23)
est viri Be;
(b les conditions (1.10) et (1.11) ou la condition (1.12) ou la condition (1.15) sont
veri ges.

D&monstration  Supposons que la condition (1.23) est vEri e. DEmontrons alors que les
conditions (1.10) et (1.11) impliquent les conditions (1.18) et (1.19), qui sont §quivalentes
Ae Bo’
Co Do

En fait, les conditions (1.10) et (1.18) sont identiques. La condition (1.11) implique
que

a ce que la LFT ¢(p) ? soit bien pos%e suP.

' 5 T ' 5
T | | :
CoMCpo + Ae w A <0
Cette dernigre condition implique la condition (1.19) du fait de la condition (1.23).

La dgmonstration des deux autres cas (les conditions (1.23) et (1.12) impliquent la
condition (1.21), les conditions (1.23) et (1.15) impliquent la condition (1.22)) est omise
car trgs similaire. o
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1.4.3 ftude de deux cas d'interconnexions de gains d§pendant
de paramptres

Dans I'§tude de la performance et du bien pos® d'une interconnexion de gains dgpendant
de paramptres, I'obtention d'un problgme de faisabilitg sous contraintes LMI indgpendant
de paramptre repose sur la description du graphe des sous{systgmes ou un sur{ensemble
par des contraintes quadratiques g®n®rges par les matrices symgtrigues d'un ensemble
convexe (les ensembled/s., et We,s). Dans cette section, nous donnons une d§ nition
explicite de ces ensembles de matrices sym$triques pour les deux cas de gure que nous
rencontrerons dans la suite de ce document :

1. les sous{systgmes sont identiques et correspondent g un gaprenant toute valeur
dans l'intervalle [y; 4] :
{ ny=1et P=[y;y estun intervalle bornge deR, i.e. y et p sont nies;
{e(w=pl;

2. les sous{systemes sont de méme nature et correspondent p di®®rents gamenant
toute valeur dans lintervalle [ ; W] :
{ ny est un entier strictement plus grand que 1 eP = [y ;] £¢¢¢ £[gﬂu ;ﬁnu] est

un polytope born§ deR"+, i.e., pour tout i, i et | sont nies;

Premier cas Dans le premier cas, il est possible de construire un ensemidlg,s sans
perte pour I'ensembleP et la fonction ¢ considgrgs.

Lemme 1.6. SoientP = [y; ] un intervalle born§ deR, i.e. p et usont nies, et ¢( ) =
“II"IA© .

Alors I'ensemble

g —9D 2 R™efMe;D > 0, 9G= G T 2 R™ofMe; g
Wens(Ma) = W = WT = ' i 2D (u+ WD+ G

Vv

WS w+pDiG i 2uD

est sans perte pouP et ¢ .

Il est alors possible de transformer de faxon gquivalente I'gtude des performances et du
bien pos® de telles interconnexions de gains dgpendant de paramgtres en la rgsolution
d'un problgme de faisabilit sous contraintes LMI indgpendant de paramgtre.

D&monstration  La d&monstration consiste p vEri er que lI'ensembW ., d& ni dans le
lemme satisfait les trois conditions de la D® nition 1.5. Pour cela, les proprigt®s suivantes
de la Trace sont utilisges : Tracé&B ) = Trace(BA) et

M : 1

Trace A1 A Bu B = Trace(A11B11) + Trace(AoB o) + :::

A21 A22 BZl B22
¢ ¢ € Trace(A,1B,1) + Trace( AxpBoo):
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Condition (a) Il faut montrer que I'ensemble

Yo- - Ya

b 2 R™Me—ou2 [l p= g

cofncide avec I'ensemble

(. - )

P Rrrme—swoaw,: P w P
q q q

£
Montrons que le premier ensemble est inclus dans le second. Sqgif ¢’ o un glement
du premier ensemble. Alors poup 2 [u; 4],

s T

I ) .
g W g = g "2 W WD+ WG+ G') g

Commep2 [u;4, D> 0etG+ G' =0, on a
s T ' 5
P w P o
q q
£ o
Par suite, p'" q' est un §If#ment du second ensemble.

£
Montrons maintenant que le second ensemble est inclus dans le premier. St g
un ®I®ment du second ensemble. Alors

. b p .
8W 2 Wi ps; W 0:
cns q q 5
Cette expression est §quivalente p
H. — 5 ’ > ﬂ
ac— T i 2D (u+ WD+ G p £ .
8D > 0,8G= {G"; Trace L = g 0;
' (u+ WDiG | 2uD a P9

soit, pour tout D > 0 et pour tout G= {G T,
' _ _ ¢ i ¢
Trace' (i 2unqd +(u+ (AP + pd) i 2pp")D +Trace  (pd i ap’)G , O:

Comme cette dernigre expression est vraie pour tolt > 0 et pour tout G= {G T, elle
est quivalente p

i 2upad + (p+ (P + pd) i 2pp’, O
pd i apf =ap' i pg =0:
La proposition (i ) du lemme suivant permet de conclure qu'il existe un scalaige2 [u; 1]
tel quep= ug
Lemme 1.7. SoientF et G deux matrices rgelles de méme dimensionset 1 deux rgels
tels quep < W
Alors les deux propositions suivantes sont veri §es :
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(i) GG"j FFT, 0etFG" | GFT =0 si et seulement s'il existe une matric&) = UT
tellequej 1 - U- | etF = GU;

(i) | 2WGGT +(u+ W(FG" + GFT)j 2FFT, 0etFG'j GF' =0 si et seulement
s'il existe une matrice rgelleU = UT telle quepl - U - pl et F = GU.

D&monstration  Voir les Annexes, Section A.1.4, page 172. o
. £ o : iy

Par suite, p' ' est un ®I®#ment du premier ensemble. La conditiom)( est donc

veri Be.

Condition (b) Cette condition est satisfaite puisqueN .,s est un cOne convexe.

Condition (c) Il faut montrer que pour toute matrice non nulle semi{d§ nie positive
H telle que

8W 2 W¢s; TraceHW) , O; (1.24)
il existe m vecteursh; 2 RP oum est le rang deH tels que
8
2 H

> |:1
©8i=1;¢¢¢m; 8W 2 Wens; hTWh; , 0O

hihT

(1.25)

£
Sojent H, et H, des matricaes telles que H{ HJ o soit de rangm et telles que
H= H] HJ H{ HJ . Nous avons alors TracefW ) qui est ®gal A :

by = T - T Ty . T ¢ i T . T ¢.
Trace (j 2upHH, +(p+ W(HH, + HyH )i 2HH;)D +Trace (H,H; i H;H,)G :

D'apres la condition (1.24), cette dernigre expression est positive pour tdt> 0 et pour
tout G= G . La condition (1.24) est donc §quivalente p

C o 2UHLHT + (et B(HIHT + HoHT) | 2HGHT | 0

HoH{ i HiH; = HiHJ j HoH =0
ce qui par application de la proposition i{) du Lemme 1.7 est gquivalent p I'existence
d'une matriceU = UT telle queyl - U - pl et telle queH; = H,U.

Soit la dBcomposition spectrale de la matric¥ :

xXn _
U= Jiwiul avec  uiu’ =let8i=1;¢¢¢m;pu- ;- W
i=1 i=1
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Alors c o
.
H = H; H] HJ
> o]
= :::1 uul  H HJ
T 1
= v Hy b Uj Ha b Ui '
i=1 H2 | H2 |
SN | 1
) H U H U T
- H2 | Ui H2 I ui
i=1
M Rt _ R
—_ s 1M s ¥
= H> U H> U
i=1
 * £ o
— R ) i»|T »|T
2

De plus, comme pour touti =1;¢¢¢m, u- ;- |, nNous avons bien

e 0

. £
8i=1;¢¢¢m; 8W 2 Wens; . i» » W N .

La condition (1.25) est donc satisfaite avec

) »
hi - ,I)i
%

ptres

Second cas Dans le second cas, il est possible de construire un ensemblg, pour

I'ensembleP et la fonction ¢ considgrgs.

Lemme 1.8. Soientn, un entier strictement suprieur p 1P = [ ; ] £¢ ¢ CAY, ;]
un compact born® de&?”u, i.e. pour tout i T 1;¢¢¢n,, et i sont nies, et ¢( ) =

diaglullkl;:::;|.hulknu . Notons k le vecteur k; ¢¢¢k, .

Alors pour tout W 2 Wgea(K) avecWeeq(k) d§ ni par
8

]

Wiy = diag(j 2D1;¢¢ ¢j 2Dy );

Wi Wy~
T _ _ _
% Wi W2 —wy, = diag((py + p)D1+ Gi; € ¢ ¢, + th,)Dn, + Gy,);
Wy, = diag(j 2WuD1; ¢ ¢ ¢ Zﬁp_Pn_anu)
la condition

BETAU

' s T
8u2 P; ¢(|“) W | ,

est veri §e.

8i =1;¢¢¢n,;9D; = DI 2 RMEK;D; > 0;9G = |G [T 2 RkEk;

= WA NN ©
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D&monstration  SoientW 2 We,(K) et p2 P. En dgveloppant, il vient

. T ' 5
CH W U < diag(Ly(ie e oLy, (1)

avec B

Li(W=2(ki Wi WDi+KG+G):

Comme pour touti =1;¢¢¢n, k2 [; ], Di>0etG+ G =0
8i=1;¢¢¢n,; Li(w, O

Par suite, la condition _ _
5 T 5
6wy BT,
I I ’

est veri §e. e

Le Lemme 1.8 ne donne pas d'information sur le fait que I'ensemBlé..,(k) soit ou
non sans perte pour le® et ¢ considgrgs. Nous allons montrer par I'absurde que ce n'est
pas le cas sn, est quelconque, en utilisant le fort lien qui existe entre le problgme de
bien pos® d'une reprgsentation LFT suP et le problgme de {analyse [Doy82]. En e®et,
la dgmonstration est basge sur le fait qu'un problgme é¢analyse rgel [BYDM94, Fu97]
peut toujours &tre transform$ en un problgme de bien pos® d'une interconnexion de gains
dgpendant de paramgtres.

Le probleme det {analyse rgel peut se formuler comme le problgme suivant : soient

veri er si
8u2 P, (Ij X¢(p) estinversible.

Notons X la partie rgelle deX et X, la partie imaginaire deX . Le problgme dé {analyse
rgel peut alors se reformuler de la fason suivante : v&ri er si
TR BV R
8u2 P I | Xr i X ¢(w O

est inversible.
X1 XRr 0 ¢(u

En permutant judicieusement les lignes et les colonnes de cette dernigre matrice, ce
problgme est exactement un problgme de bien pos® Bud'une interconnexion de gains
dgpendant de paramgtres.

Maintenant, supposons que l'ensembl®/s.,(k) dg ni dans le Lemme 1.8 soit sans
perte pour lesP et ¢ considgrgs. Avec l'utilisation du Thgorgme 1.4, il serait alors pos-
sible d'obtenir des conditions ngcessaires et sutxsantes pour la vEri cation du bien pos®
d'une reprgsentation LFT sous la forme d'un problgme d'optimisation sous contraintes
LMI [BEFB94]. Or le probleme de?! {analyse rgel estN P {complet [BYDM94, Fu97]; le
probleme de bien pos® d'une reprgsentation LFT I'est donc aussi. Les problgmes d'opti-
misation sous contraintes LMI sont des problgmd? et ne sont donc pas des problgmes
N P {complet. D'op la contradiction. L'ensembleWs,(k) d& ni dans le Lemme 1.8 n'est
pas sans perte pour leB et ¢ considgrgs lorsquen, est quelconque.

Remarque 1.1. Nous avons suppos® que l'ensemble des problghegcomplet et dis-
joints de I'ensemble des problem&s C'est une hypothgse largement admise [GJ79].



46 Chapitre 1 In 8galit #s d8pendant de param ptres

1.5 Repr@sentation LFT des fonctions rationnelles

Dans la suite du document, nous ®tudierons des inggalitgs qui dgpendent rationnelle-
ment de . A n de pouvoir appliquer les rgsultats préc®dents, il est ngcessaire de pouvoir
construire une reprgsentation LFT de matrices de fonctions rationnelles gn

D& nition 1.6.  Soient n, un entier naturel, P un compact deR"+, ©(H) une fonction
continue de P dans R'(¢, ¢( 1) une fonction continue deP dans R™efMo, et Ag 2
RMefMe Bg 2 R™ef¢ Cg 2 REMe et Dg 2 R'E¢ des matrices.

Si ¢( W), Ae, Be, Co et D sont telles que

" Ao Bo°
. ’? o .
8u2 P, ¢(H* Co Do O(W;

la LFT .
Ao Bo’

f)
®(W? . D.

est dite etre une reprgsentation LFT ded(}).
La question est de savoir sous quelles conditions une fonction rationnelle admet une
reprgsentation LFT. Nous nous intgressons aux deux cas de gure suivants :

1. ©(y) est une fonction rationnelle d'une variable n, = 1;

2. ©(l) est une fonction rationnelle de plusieurs variablesn, est un entier strictement
plus grand que 1.

Premier cas Le lemme suivant §nonce qu'une fonction rationnelle d'une variable admet
une reprgsentation LFT si et seulement si elle est bien pos® en 0 [ZDG96].

Lemme 1.9. Soient N un entier naturel et ©(l) une matrice de fonctions rationnelles
enpu: Py _
T (W) _ i T
c(H) Lo GH

oW =

op lesg sont des rgels.

Alors les deux propositions suivantes sont §quivalentes :

(i) il existe un entier natureln,, et des matricesAg, Bo, Co et De avecdim(Ag) =
Nag, £ Na, telles que

" Ao Bo’
(HII’IA©)’) Cz Dz :©(p~)7

(i) ©(W est bien posge en, i.e. ¢ 6 0.

Dans la suite du document, nous supposerons sans perte de ggngralitfcgeel.

D#&monstration
N@cessit§ DEmontrons (() ) (ii)). Nous avons
T
©(0) = E? = De:

Ce qui impliquec, 6 0.



Synth gse d8pendant de param ptres 47

Suxsance D®montrons (i) ) (i)) par construction d'une reprgsentation LFT de la
fonction ©(l). Elle peut se rgcrireT (W)(c(W)!)i . Une reprgsentation LFT de ©f) peut
@tre obtenue si on est capable de construire une reprgsentation LFT de la matrice de
polyndbmesT () et une reprgsentation LFT inversible de la matrice de polyndbmegp)!
puisque le produit de deux LFTs est une LFT et que l'inverse d'une LFT, si elle existe,
est une LFT (voir les op®rations sur les LFTs d® nies dans les Annexes, Section A.1.5,
page 175).

Une matrice de polyndmes ®tant une concat§nation de polyndmes, et la concatgnation
de LFTs ®tant une LFT, une reprgsentation LFT d'une matrice de polynbmes peut &tre
obtenue p partir de la reprgsentation LFT d'un polyndme. Un polynbme §tant la somme de
monomes, et la somme de LFTs ®tant une LFT, une reprgsentation LFT d'une polyndbme
peut etre obtenue p partir de la reprgsentation LFT d'un mondtme. Un monbme §tant le
produit de mondmes de degrg 1, et le produit de LFTs §tant une LFT, une reprgsentation
LFT d'un monbme peut etre obtenue p partir de la reprgsentation LFT d'un mondéme de
degrg 1. Or un mondtme de degrg 1 admet la reprgsentation LFT suivante

0 1°
Il est @ noter qu'en construisant ainsi une reprgsentation LFT d'une matrice de polynémes,
la matrice ¢( ) est diagonale et est donc §gal ja .
Soit une reprgsentation LFT dec(p)! :

" A. B.C
- ) C C .
c(W! = (pl) * C. D, °
Donc ¢(0)I = ¢l = D.. ¢ Btant un rgel non nul,D. est inversible et l'inverse de la
reprgsentation LFT dec(p)! existe. o

Lorsqu'une fonction rationnelle d'une variable admet une reprg&sentation LFT, cette
reprgsentation LFT n'est pas unique. Parmi toutes les reprgsentations LFT possibles, il
est intgressant d'en chercher une pour laquelle I'ordre (la valeur) est le plus petit
possible. On dit alors que I'on cherche une reprgsentation LFT minimale de(

D& nition 1.7 (Minimalit® d'une reprsentation LFT). Soit ©(u) une fonction dep. Soit
une reprgsentation LFT de©(y) :

Cette reprgsentation LFT de©(l) est dite minimale si pour toute autre reprsentation
LFT de ©() :

(M) ?

o>

B _

on a

K, Nag:

Dans le prgsent casn, = 1), il est possible de faire une analogie formelle entre une
reprgsentation LFT de ©(1) comme une LFT depl par une matrice constante et une
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reprgsentation d'gtat d'un systeme LTI discret. En e®et, un systgme LTI discret peut étre
reprgsenter par une fraction rationnelle eai * :

N (]
=0 12"

I_N s
1+ Gz

Il peut aussi étre reprgsent® par sa reprgsentation d'§tat, qui est en fait une reprgsentation
LFT

A B

D+C(zli AJIB=D+C@EZ M) 1i A@Z ) 'B=(z1)7? A

Bas®e sur cette analogie formelle et la d& nition d'une reprgsentation d'&tat minimale
[ZDG96], il est possible d'utiliser les reprgsentations d'gtat minimale des systgmes LTI
discrets (par exemple, les reprgsentations canoniques) pour les fonctions rationnelles en
L Dans la suite du document, la fonction rationnelle

apparaftra souvent. Le lemme suivant en donne une reprgsentation LFT minimale.
Lemme 1.10. SoientN un entier naturel et©() une fonction rationnelle enp :

2 w3

ow=§ i 1

N
1+ j=1 cjul

ou lesg sont des rgels.

Alors une reprgsentation LFT minimale de©(l) est donnge par

(MInp) ? Jp(G) =©( 1)

avec 3
0 lpb, 0 ¢¢¢ O |O

0

2
0 ¢¢¢ ¢c®O 1, |0
icovlp CCC CCC Codilpll,

I 0 ¢¢c¢ ¢c¢ccO 0

: . .. 0 :
0 ¢¢cec ¢¢cam I 0
i tnlp CCC CCC Cedl,il,
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D&monstration La dgmonstration est basge sur I'analogie formelle avec la reprgsentation
d'gtat des systgmes LTI discrets. Une reprgsentation LFT minimale de @(se dgduit
directement d'une reprgsentation d'&tat minimale du systgme LTI discret suivant

IzlN 3
. 1+ JNchZIJ
©'z1 —g é
1+ JNchZIJ

Or une repr@sentation d'§tat minimale de ce systgme est biezi {lyp) ? Jp(G). a

Second cas Le lemme suivant §nonce qu'une fonction rationnelle de plusieurs variables
admet une reprgsentation LFT si et seulement si elle est bien posg en 0 [ZDG96].

Lemme 1.11. Soientn, un entier naturel strictement supgrieur p 1 el\h, j=1;¢¢ ¢nﬁ’r
des entiers naturels e©(l) une matrices de fonctions rationnellesep= " ¢¢ ¢y,

PN .
=0 $CC -0 Tis;in )Hlll . Hlnu“

PN i
i1=0 ¢ce i”u:O C(il;:::;inu)ul :::ulquu

oM Iesc(il;;;;in“) sont des rgels.
Alors les deux propositions suivantes sont §quivalentes :

(i) il existe des entiers naturelk;, i = 1;¢ ¢ ¢n,, et des matricesAe, Bo, Co et De
telles que

- . Ao Bo® _ .
d'aqul|k1'¢¢¢l~h“|knu)? C@ Do —©(U)’

(ii) ©(L) est bien pos® e, i.e. Co.eem) 6 0.

Dans la suite du document, nous supposerons sans perte de ggn®ralitfcguey) = 1.
D@#monstration La dgmonstration suit les m&émes lignes que la dgmonstration du Lemme
1.9 p ceci prgs que la matrice ¢ obtenue est diagonale en les g§lfments ge En
rgordonnant lesy, il est alors possible de trouver une reprgsentation LFT de @(avec
¢( p) de la forme diagfyl,; ¢ ¢ ¢, Ikn ). Ce rgordonnancement revient p permuter des
lignes et des colonnes dans la repr&sentatlon LFT (voir l'op®ration de changement de base
dans l'espace d'§tat dans les Annexes, Section A.1.5, page 175, avec= T, une
matrice de permutation adgquate). a

Comme dans le cas des fonctions rationnelles d'une variable, il est intgressant de re-
chercher une reprgsentation LFT minimale. Cependant, la dixcultg est qu'il n'est plus
possible de faire une analogie formelle avec la reprgsentation d'&tat d'un systgme lingaire
stationnaire. Dans le cas des fonctions p plusieurs variables, le problgme de la minimalit§
d'une reprgsentation LFT est un problgme ditcile et reste largement ouvert (voir [Fon95]
pour une discussion).
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Cas d'une fraction rationnelle mal pos§e en 0 L'approche dgvelopp®e dans ce
chapitre suppose l'existence d'une reprgsentation LFT. Or dans le cas d'une fonction
rationnelle, nous venons de voir qu'une reprgsentation LFT n'existe que si la fonction
rationnelle est bien pos®e en 0. Une question se pose alors : est-il possible de v&ri er
l'inggalit®
8u2 P; O MOW<0

ou ©() est une fonction rationnelle bien poste sl avecP ne contenant pas 0, mais ou
©() est mal poske en 0?

En fait, il est possible de se ramener au cas prgc®dent op)cEst bien posge en 0 en
faisant un changement de paramgtre :

Frew = Hi Mo
OU b 2 P avec le nouvel ensemble

Prew = fpnewjguz P, thew = Hi [o0:

Sans perte de ggn®ralitg, nous supposerons dans la suite de ce document que toutes
les fonctions rationnelles rencontrges admettent une reprgsentation LFTe. sont bien
postes en 0.

1.6 In§galit§s d§pendant rationnellement de paramp-
tres

Dans cette section, nous voulons transformer le probleme de vEri er une inggalit§
dgpendant rationnellement de paramgtres (un problgnaepriori ditcile) en un problgme
de faisabilitg sous contraintes LMI indgpendant de paramgtre. Cette transformation est
intBressante puisque ces derniers problgmes peuvent se rgsoudre etcacement. Pour cela,
nous regroupons les rgsultats prgcgdemment nonces dans ce chapitre. Comme depuis le
dgbut de ce chapitre, nous consid®grons les deux cas de gure suivants :

1. linggalit® dgpend rationnellement d'un paramgtren, = 1 et P = [u; ] est un
intervalle bornge deR, i.e. y et psont nies;

2. linggalitg dgpend rationnellement de plusieurs paramgtres; est un entier stric-
tement plus grand que 1 e = [, ;] £¢CC £[|gnu ; n,] €st un polytope born® de
R", i.e., pour tout i, | et 15 sont nies.

Premier cas Pour le cas d'une inggalitg dgpendant rationnellement d'un paramptre,
le thgorgme suivant nonce que la vgri cation de cette inggalit® se transforme, de faxon
®quivalente, en un problgme d'optimisation sous contraintes LMI indgpendant de pa-
ramgtre.

Theorgme 1.6 (KYP rgel). SoientM une matrice sym@trique[u; 4] un intervalle born§
deR, i.e. petysont nies, N un entier naturel et©(n) une matrice de fonctions ration-
nelles eny, bien pos§es suju; ] :

O = —bF——
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ou lesg sont des rgels. Soient une reprgsentation LFT de(p)

" Ao Bo®
(l—llnA©)9 Cz Dz =©(H)

et Wens(na,) I'ensemble d& ni par

g —9D 2 R™efMe:D > 0;9G= jG T 2 R™ef Mo 2
— — T — . _ .
Wens(Nag) = > W=Ww :W _ i_2D (u+ p)[_) + G’ > :
(M+WDiG i 2wD
Alors les deux propositions suivantes sont §quivalentes :
(i) la contrainte quadratique
8u2 W1, OW MO < 0
est veri Be;
(i) il existe W 2 W s telle que
el £ s oT 1 o0
D! M Co Do + Ao Bo w As Bo <0 (1.26)

D&§monstration Par application du Thgorgme 1.2, page 32, en conjonction avec le
Lemme 1.6, page 41. o

Le Th&orgme 1.6 peut &tre vu comme une extension du Lemme de Kalman Yakubovich
Popov (voir le Lemme 1.2, page 24). D'ailleurs, les problgmes sont formellement similaires :
d'un cot® la vEri cation d'une inggalitg dgpendant rationnellement d'un paramgtre rfe]
de l'autre cot® la vEri cation d'une inggalit® dgpendant rationnellement d'un paramgtre
complexee'T s. Les hypothgses sont aussi trgs similaires 1 ®¢st une matrice de fonctions
rationnelles enp alors que ©€'T =) est une matrice de fonctions rationnelles eg'" s ;
©(M) est bien pos®e suryl; ], c'est{p{dire pour tout p 2 [u;p], det(l ; Acul) 6 0
alors que ©¢'T *) est bien poske suri[+; ], c'est{p{dire pour tout ! 2 [i £; %],
det(d'T I | Ag) 6 0. La condition (1.26) obtenue est aussi trgs similaire p la condition
(1.7). Cette similitude est d'autant plus frappante si I'on considgre qup est de module
inf@rieur ou Bgal p li(e. p= i 1 etp=1) comme pourée'T s. La condition (1.26) devient
alors

sT 7

clc . £ a0 2D G I 0°
pi M Ceo De * Al B G 2D Ao Be U

La matrice G sert p prendre en compte le fait qua est rgel. Dans le cas dé'" s qui est

complexe, la variable de dgcisio@ n'existe donc pas. En enlevang, la dernigre condition

(avec P = 2D) est la condition obtenue dans le Lemme de Kalman Yakubovich Popov

qui est rappelge ici :

el £ a0
pi M Co De + Al B
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Du fait de ces applications potentielles importantes, d'autres extensions du Lemme de
Kalman Yakubovich Popov ont $t® récemment §tudifes, avec un accent sur la ngcessitg
[IMFOO, IHO03, Sch03]. Une forte relation peut etre faite avec le calcul de la valeur du
1 [Doy82] pour des ensembles particuliers d'incertitudes ou la borne sup®rieurede
[FTD91, MSF97] donne en fait la vgritable valeur dd (voir aussi la Section 1.4.3, page
41).

De plus, des rgsultats rgcents sur des algorithmes dgdigs p la rgsolution des conditions
LMI du KYP (voir [VBWHO3] et les rgfgrences citges) font apparattre qu'il existe des
algorithmes bien plus excaces qu'une application directe des algorithmes de rgsolution
g®ngraux de LMI comme celui de [GNLC95].

Un autre intgrét du Lemme de Kalman Yakubovich Popov est qu'il peut s'interprgter
en terme de graphe, de m&me pour son extension. Nous avons donc rgsolu un problgme
hors Automatique avec des concepts d'Automatique, ce qui peut grandement faciliter
l'assimilation du r@sultat par un lecteur Automaticien.

Second cas Pour le cas d'une inggalitg dgpendant rationnellement de plusieurs pa-
rametres, la vBri cation de cette inggalit$ se transforme aussi en un problgme de faisabilit$
sous contraintes LMI indgpendant de paramgtre. En revanche, les conditions obtenues ne
sont plus ngcessaires.

Th@orgme 1.7. SoientM une matrice sym#triquen, un entier strictement supgrieur p
1et Fi: [ ;Bl] £¢cc¢ £|’_14ﬁu ; M, ] un compact born® deR"+, i.e. pour touti =1;¢¢¢n,,
U et tsont nies, n, entiers naturelsN; et ©(l) une matrices de fonctions rationnelles
enpu= W ¢¢¢y, ,bien poskes suP :

P!\ll ¢¢E¢) Nin” -I- ..... ) i1 ... in“
— i1=0 In“=0 (i35 |n“)|"11 Lhu
©(U) - P N1 P NinM 1. . iy
i1=0 q: ¢ ¢ inu:O C(il;iii;in“)Ul . H‘]“

- . | Ao Bo = _
d|aQU1|k11¢¢¢H1u|knu)? Co Do —©(U)

et Wsea(ki) I'ensemble d® ni par

|
;

8i = 1’¢¢¢npa9D| = DlT 2 RkiEki;Di > O,QG‘ = |G|T 2 Rkiﬂki;

INARY ©

Wy Wi, ° Wiy, = diag(j 2D1;¢ ¢ ¢j 2Dy );

WS, W _ i — . — .
12 Y722 =Wy, = diag((pa + W)D1+ G ¢ ¢ ¢, + th,)Dn, + Go);

Wa, = diag(i 2utiD1; ¢ ¢ ¢i 2, th,Dn,)

= WA

Alors la proposition (ii) implique la proposition(i) :
(1) la contrainte quadratique

8u2 P; ©(W' MO <0

est veri §e;
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(i) il existe W 2 Wgeqa(ki) telle que

el £ o o I 0
o7 M CoDe + , g W o, g <O

D&§monstration Par application du Corollaire 1.1, page 30, en conjonction avec le
Lemme 1.8, page 44. o

1.7 Conclusion

Dans ce chapitre, une mise en %wuvre de l'idge d'interconnexion a permis d'§tudier les
performances quadratiques d'interconnexions de gains dgpendant de paramgtres, soit le
problgme purement mathgmatique de la v&ri cation d'inggalitgs quadratiques dgpendant
de paramptres. Cette mise en ¥uvre a mis en avant une notion fondamentale en Auto-
matique, celle de graphe, et de l'outil associ®, B{procgdure. Elle a permis d'§tendre un
rgsultat important en Automatique, le Lemme de Kalman Yakubovich Popov qui permet
I'Btude des performances quadratiques des systgmes interconnect®s par des intggrateurs
ou des retards, p la classe des interconnexions considgrges. La mise en %uvre a abouti p
I'obtention d'un problgme de faisabilitg sous contraintes LMI indgpendant de paramgtre.
Ces problgmes ont un réle fondamental et peuvent &tre rgsolu facilement.

Le prochain chapitre est consacr§ p une mise en %uvre possible des rg§sultats obtenus
dans ce chapitre au probleme intgressant de la transformation d'un problgme de faisa-
bilit¢ sous contraintes LMI dgpendant de paramgtres en un problgme de faisabilit sous
contraintes LMI indgpendant de paramptre.
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CHAPITREZ

Optimisation LMI dgpendant de paramjgtres

2.1 Introduction

Beaucoup de problgmes d'Automatique pour les systgmes LTI peuvent se formuler sous
forme de problgmes d'optimisation sous contraintes LMI [BEFB94, GA94, SGC97, CG96,
Chi96]. Ces problemes sont intgressants car il est possible de les rgésoudre etcacement
[BEFB94, NG94, GNLC95, BTNO1]. Cependant, un certain nombre d'autres problgmes
peut se formuler comme un problgme d'optimisation sous contraintes LMI dgpendant de
paramptres. Ces problgmes sont des problgmes d'optimisation convexe mais de dimension
in nie : les variables de dgcision sont des fonctions (inconnues) des paramptres et les
contraintes, dgpendant des paramgtres, d§ nissent une in nit§ de contraintes. La nature
in nie de ces problgmes empéchent un calcul direct de leur solution.

Des instances particuligres de ces problgmes apparaissent, par exemple, en analyse
de la robustesse avec des incertitudes param®gtriques [FAG96, GAC96] et en analyse ou
commande des systgmes Lingaires p Parampgtres Variants dans le temps (LPV) [Pac94,
AGB95]. Pour ces problgmes particuliers, des rgsultats permettant de les rgsoudre existent
qui peuvent etre interprgt®s comme la transformation des contraintes LMI dgpendant de
paramgtres en des contraintes LMI indgpendant de paramgtre. L'inconvgnient majeur est
que ces rgsultats concernent des problgmes particuliers et donc des instance particuligres
des problgmes d'optimisation sous contraintes LMI dgpendant de paramgtres.

Dans ce chapitre, nous nous intgressons au problgme plus g&n®ral des problgmes d'op-
timisation sous contraintes LMI dgpendant de paramgtres. Il s'agit de problgmes ap-
partenant au domaine de I'Optimisation des Math§matiques Appliquges. Ces problgmes
peuvent intgresser d'autres branches des Sciences de I'Ing&nieur [BTNO1] que I'Automa-
tigue. Pour pouvoir les rgsoudre, I'idge est de les transformer en des problgmes d'optimi-
sation sous contraintes LMI indgpendant de paramgtre. Une ®tape importante est alors
le choix d'ensembles de fonctions pour les variables de dgcision. Dans linterpr§tation
des rgsultats existants, le choix le plus ggn®ral est I'ensemble des fonctions rationnelles
avec un dg&nominateur x®a priori. Ici, I'ensemble des fonctions choisi est I'ensemble des
fonctions rationnelles avec un dgnominateudibre, c'est-p-dire que I'on optimise aussi sur
le dgnominateur. Ce choix permet une grande amlioration des rgsultats existants car il
n'‘existe pas d'indication pour choisir le dgnominateua priori.

Notre approche est bas§e sur une application des extensions du Lemme de Kalman
Yakubovich Popov obtenues dans le chapitre prgc®dent (voir la Section 1.6, page 50) et
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une proprigt® BlBmentaire des polyndbmes rgels. Cette application est dans la continuit®
des e®orts des encadrants pour la transformation des problgmes d'optimisation dgpendant
de paramgtres en problgmes d'optimisation indgpendant des paramgtres [SE98, BGSAOL,
RSFO01, RSF03, SRF04].

L'organisation de ce chapitre est comme suit. Dans la Section 2.2, page 56, nous
présentons les problgmes d'optimisation sous contraintes LMI indgpendant de paramgtre
et des aspects importants. Nous d§ nissons ensuite les problgmes d'optimisation sous
contraintes LMI dgpendant de paramgtres ainsi que I'objectif g atteindre dans la Section
2.3, page 60. Un gtat de I'art sur les rgsultats existants, interprgtgs en tant que mgthodes
de transformation, sera dgtaillg dans la Section 2.4, page 68. Dans le cas d'un seul pa-
ramptre, la transformation est donnge, discutge et illustrge dans la Section 2.5, page 83.
Nous ferons de mé&me pour le cas de plusieurs paramgtres dans la Section 2.6, page 94. La
Section 2.7, page 100, conclut le chapitre.

2.2 Optimisation LMI ind§pendant de paramptre

Dans cette section, nous prgsentons des aspects importants des problgmes d'optimisa-
tion et particuligrement des problgmes d'optimisation sous contrainte inggalitg matricielle
atne (ou LMI de l'anglais Linear Matrix Inequality) indgpendant de paramgtre. En e®et,
ces derniers sont (quasi) convexes et forment I'un des ensemble de problgmes d'optimi-
sation les plus larges qui possgdent des algorithmes de rgsolution etcaces. En n nous
d® nissons trois problgmes d'optimisation sous contrainte LMI g&n®ralement considgrgs
dans la littgrature.

2.2.1 Problgme d'optimisation ind§pendant de paramptre

Un problgme d'optimisation indgpendant de paramgtre de dimension nie est d® nie
de la manigre suivante.

D& nition 2.1  (Probleme d'optimisation). Soientn,, un entier naturel non nul,D p R™

un ensemble non vide et
f : R» 1 R

» .7! f(») :

Alors un problgme d'optimisation s'§crit :

gt )
ou
{ D est appelg I'enngmbIe des contraintes;
{ »= » ¢¢Cx»  estappeld le vecteur des variables de dgcision;

{ f est appel®e la fonction de coqt.

On dit que :
{ »pt 2 D est un optimum local s'il existe un voisinage ouveld de », tel que, pour
tout »2 U\ D, on af (wp) - f(»);
{ »pt 2 D est un optimum global si, pour toub>2 D, on af (»p) - f(»).

R®soudre ce problgme signi e trouver un optimum global (et la valeurfden ce point).
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On distingue des classes de problgmes d'optimisation en fonction des proprigt§é de
et de D. Deux classes de problgmes importantes sont celle des problgmes d'optimisation
convexes et celle des problgmes d'optimisation quasi{convexes.

D& nition 2.2.  Un problgme d'optimisation est dit convexe si
{ D estI un ensemble cpnvexe : pour tost 2 D, pour tout » 2 D, pour tout , 2 [0; 1],
ona » +(Qj ,)» 2D;
{ f est une fonction conyexe : pour tout; 2 D, pour tout » 2 D, pour tout , 2 [0;1],
onaf »i+@Lj ,)» - f)+@i ) ().
Un problgme d'optimisation est dit quasi{convexe si
{D es’ri un ensemble cgnvexe : pour tost 2 D, pour tout » 2 D, pour tout , 2 [0;1],
ona »i1+(i [ )» 2D;
{ f estune fonctiPn quasi{conveye : pour tout; 2 D, pour tout » 2 D, pour tout
,2[0;1,onaf » +(@j ,)» - maxff(»);f(»)o.

Pour ces deux classes de problemes d'optimisation, la fonction de coat a la propri®t® que
tout minimum local est un minimum global sur I'ensemble de d§ nition de la fonction. Ceci
implique que tout optimum local est un optimum global. Cette proprigt® est importante
car, pour rgsoudre les problgmes d'optimisation, des algorithmes de rgsolution num®grique
sont ggngralement utilisgs. Ces algorithmes ngcessitent un point d'initialisation ddht
permettent, g partir de ce point d'initialisation, de trouver un optimum local. Pour les
problgmes d'optimisation convexes et quasi{convexes, ces algorithmes permettent donc
de trouver un optimum global et donc de les rgsoudre.

Un autre point important des problgmes d'optimisation convexes et quasi{convexes
est qu'ils sont faciles @ rgsoudre num®riquement [BTNOL].e. il existe au moins
un algorithme de rgsolution, dit excace , dont le temps de rgsolution (temps de cal-
cul ngcessaire p cet algorithme pour se terminer) estraisonnable . Un algorithme de
rgésolution permet e®ectivement de rgsoudre un problgme d'optimisation particulier, mais
surtout il permet de rgsoudre tous les problgmes d'optimisation de la méme classe. Dans
ce cadre, une mesure usuelle du temps de rgsolution d'un algorithme est I'gvolution de ce
temps de rgsolution en fonction de la taille du probleme d'optimisation qu'il rgésoud.
Un algorithme est dit excace si I'Bvolution de son temps de rgsolution est bornge par
une fonction polynémiale de la taille du problgme d'optimisation. Nous ne dgvelopperons
pas plus cet aspect. Les lecteurs intgress®s pourront se rgfgrer au livre [GJ79] pour une
introduction p la complexit§ algorithmique.

2.2.2 Problgmes d'optimisation LMI ind§pendant de paramptre

Du fait qu'ils peuvent etre rgsolus excacement, les problgmes d'optimisation convexes
et quasi{convexes sont donc intgressants. Des sous{problgmes importants sont les problg-
mes d'optimisation sous contraintes LMI. D'une part, ces problgmes apparaissent actuel-
lement comme des problgmes importants pour lesquels des algorithmes de r§solution ex-
caces ont t® programm®s dans les logiciels de calcul scienti que ggn®raux cdviatiab
[GNLC95] ouScilab . D'autre part, les problgmes d'optimisation sous contrainte LMI ont
d'importantes applications en Sciences de I'Inggnieur (en Automatique [BEFB94] ou dans
d'autres domaines [BTNO1]).

D& nition 2.3  (Contrainte LMI ind§pendant de paramgtre) Soientn,, un entier naturel
non nul etF; 2 R™EM i =0;¢¢¢n,, des matrices symtriques.
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Une contrainte LMI ind§pendant de paramptre est d§ nie comme I'ensemble de vecteurs
suivant

f»2 R™ jF(») > 0g (2.1)
avec
¢ >Q»
F(»=Fo+ »F: (2.2)
i=1
Les matricesF;, i = 0;¢¢¢n,, sont appel€es les donnges et le vecteuest appel§ le

vecteur des variables de dgcision de la contrainte LMI ind§pendant de paramptre.

Dans l'expression (2.1)F (») > 0 signi e queF (») est d®§ nie positive (de la méme faxson,
F(») < 0 signi e queF(») est d& nie n®gative). Une contrainte est une contrainte LMI

lorsque » apparatt de faxon atne dan$ (»). Dans la suite de ce document, I'expression
F(») > 0 sera aussi appelge contrainte LMI indgpendant de paramptre.

Si dans la D® nition 2.1, I'ensemble des contraintel® est d® ni par I'expression (2.1),
le problgme d'optimisation est alors appel® un problgme d'optimisation sous contrainte
LMI. Ces problgmes seront ®crits plus simplement de la manigre suivante :

min f(»)
»2R"» (2.3)
tel que F(») > O:

Il est ainsi possible de dg nir plusieurs problgmes selon le choix fdeDeux choix sont
gkngralement considgrgsf: est lingaire ouf est la valeur propre ggn®ralisge de deux
matrices. Un autre problgme important est le problgme de faisabilit§ qui consiste p trouver
»2 R™ tel que F(») > 0. En rgsum®, on a les trois problgmes suivants.

Problgme de faisabilit§ Tester s'il existe » 2 R™ tel que F(») > 0, et si oui,
d®terminer un tel» 2 R"™ 1

trouver »2 R™
tel que F(») > O: (2.4)
Problgme de minimisation d'une fonction de codt lin§aire Tester s'il existe» 2
R" tel que F(») > 0, et si oui, dgterminer» 2 R" tel que F (») > 0 et qui minimisec’ »
ouc2 R™ est un vecteur donn$ :

min c»
»ZRn” (25)
tel que F(») > O:

Problgme de minimisation de la valeur propre g@n@ralisfe maximale Tester
s'il existe » 2 R™ tel que F(») > 0 et H(») > 0 opH(») est de la forme (2.2), et si
oui, dgterminer» 2 R™ tel que F(») > 0 et H(») > 0 et qui minimise la valeur propre
gBn®ralisBe maximalenax (G(»); F (»)) de F(») et G(») ou G(») est de la forme (2.2) et

1Ce problgme peut se formuler comme un problgme d'optimisation au sens de la D§ nition 2.1. Il
revient au problgme d'optimisation suivant : ming,),pt avecD = f(»;t)jF(») + tI > 0g. Si la valeur
minimale det est strictement positive, alors le Probleme de faisabilit§ (2.4) n'a pas de solution; si elle
nggative ou nulle, alors le Problgme de faisabilitg (2.4) a une solution donn§e par la valeur eg,; pour
lagquelle (»p;t) est un optimum global.
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OM , max (G(»); F (»)) est la valeur minimale de, pour laquelle ,F (») i G(») est d®§ nie
positive? :
i G(»); F
»ran:“n» . max (G(»); F (»)) (2.6)
tel que F(») > 0etH(» > 0O

Remarque 2.1. Lorsqu'il y a plusieurs contraintes LMIF;(») > 0,i =1;¢ ¢ ¢ng (comme
dans le Problgme (2.6)), il est toujours possible de les rg®crire sous une seule contrainte :

2F1(») 0 ¢ece 0 °

F(»)EE 0 o z>o:
: T 0

0 ¢¢ce 0 Fn.(»

Il n'y a donc pas de perte de g&n®ralitg p d® nir les problgmes d'optimisation sous contrainte
LMI avec une seule contrainte LMI.

Remarque 2.2. Il est aussi possible de rencontrer des contraintes de type §galif(») =

0 oy E(») est de la forme (2.2). Ce sont des contraintes g§galitgs matricielles atnes (ou
LME de l'anglais Linear Matrix Equality). De la m&me manigre que pour les LMIs, il est
possible de rg®crire plusieurs LMEs en une seule. Il n'y a donc pas de perte de g&ngralit$
en d§ nissant I'ensemble des contraintes suivante avec une seule LME :

f»2 R™ jE(») =0 etF(» > 0g: (2.7)

La contrainte E(») = 0 correspond p un systgme da(m + 1) =2 §quations lingaires m,,
inconnues. Il existe trois cas de gure :

1. E(») = 0 n'a pas de solution : I'ensemble des contraintes d§ ni par (2.7) est alors
vide;

2. E(») =0 a une solution uniquex, : si F(», ) est d§ nie positive alors I'ensemble
des contraintes d§ ni par (2.7) se r&duit p un singleton, sinon il est vide;

3. E(» = 0 a une in nit§ de solution : I'ensembleA = f»jE(») = 0g est alors un
espace atne de dimension nie, de dimensiom, . - n,. En choisissantn,,,
vecteurse formant une base de l'espace vectoriel associfApet en choisissanty
nimporte quel ﬁl&men.gde!\, on a : pour tout» 2 A, il existe n,, ., uniques scalaires
Mew, tEIS qUE» = mp+ 1 ».. €. Par suite,

ew

F(» = F(m)+ mew (F (&)1 Fo) £ Frew new):
i=1

L'ensemble des contraintes (2.7) peut donc étre gBn®r§ grace p I'ensemble suivant :
f Ynew 2 R™Mnew J Frew(™ew) > 09:

Il est donc toujours possible d'&liminer une contrainte LME dans un problgme d'optimisa-
tion sous contrainte LMI. Par la suite, on parlera aussi de problgmes d'optimisation sous
contrainte LMI en r§f§rence p ces problgmes.

2 max (A;B) est aussi dg nie comme la plus grande valeur propre dBi 1“2AB i 12 et n'est d§ nie que
dans le cas oB est d§ nie positive. Dans le probleme d'optimisation (2.6),F (») > 0 est une contrainte
du problgme; ce problgme est donc bien pos$.
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2.2.3 Variables de d&cision matricielles

Jusqu'p prgsent, nous avons considgrg une contrainte LMI avec un vecteur de variables
de dgcision scalaires. En Automatique, il est plus courant et naturel d'utiliser des variables
de dgcision matricielles. L'expression (2.2) peut se rgcrire (et inversement) sous la forme :

X A T
F(») £ Fe+  FR(MFI+ Fo+  FIR|(»F? (2.8)
i=1 i=1
ouF. 2 R"MM F9 2 RMEa et Fd 2 RBEM gont donnges et op eR;(») 2 RIEH,
i = 1;¢¢¢nr, lingaires et possiblement structurges er sont les variables de dgcision
matricielles. Par exemple, I'expression (2.8) peut étre trouvge p partir de I'expression (2.2)

en choisissant-. = %Fo, F? et Fd telles queF F¢ = %Fi etRi(» = »l.

2.3 Optimisation LMI d§pendant de paramptres

Nous allons maintenant §tendre les problgmes d'optimisation sous contrainte LMI
indgpendant de paramgtre au cas ou la contrainte LMI dgpend de parampgtres. Cette
dernigre contrainte est d§ nie comme suit.

D& nition 2.4  (Contrainte LMI dgpendant de paramgtres) Soientn,, et n, des entiers
naturels non nul, P un compact deR"+ et, pouri =0;¢ ¢ ¢n,,
Fp - P I RMEM
Ho7t o Fi(W
des matrices de fonctions continues suP telles que, pour toutu2 P, Fi(K) = Fi(WT.

Une contrainte LMI dgpendant deu est alors d§ nie comme I'ensemble de vecteurs de
fonctions suivant

f»(w: P! R™j8u2 P; F(»(W;W > 0g (2.9
oux»(y) : P! R"™ est un vecteur de fonctions et avec
¢ %»
FOM); W = Fo(W) +  »(WFi(W): (2.10)
i=1
Les matrices de fonctionsFi(p), i = 0;¢ ¢ ¢n,, sont appel€es les donnges et le vecteur

de fonctions»() est appelge le vecteur des variables de dgcision de la contrainte LMI
dgpendant de.

Dans la suite de ce document, I'expressidu 2 P, F(»(W); 1) > O sera aussi appelge
contrainte LMI dgpendant dep.

Nous pouvons dors et dg§ja ®noncer un rgsultat qui nous permet de restreindre la re-
cherche des variables de d®cision dans I'ensemble des fonctions continues sans perte de
g®ngralitg [BliO4].

Lemme 2.1 (Existence d'une solution continue) Soientn,, un entier naturel non nul, P
un compact deR" et, pouri =0;¢ ¢ ¢n,,
FF . P! RMEM
w7t R
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des matrices de fonctions continues swP telles que, pour touu2 P, Fi(W) = Fi(W'.

Alors les deux propositions suivantes sont §quivalentes :
(i) pour tout p2 P, il existe un vecteur», de R™ telles que

)Q»
Fo(l) + »Fi(W < 0;

i=1

(it) il existe un vecteur»(|) de fonctions continues enu sur P tel que

)@»
8u2 P, Fo(W+  »(WFi(W < O

i=1

Remarque 2.3. Les coezcients deF (»(H); ) sont donc des fonctions continues ep

sur P. Les valeurs propres d'une matrice §tant des fonctions continues de ses coezxcients
[HJI85], les valeurs propres d& (»(M); W) sont des fonctions continues ep sur P. Or une
matrice d§ nie positive ®tant caractgrisge par le fait que toutes ses valeurs propres sont
positives, nous avons par compacit® de que la contrainte LMI dgpendant deu d§ nie

par (2.9) est ®gal p I'ensemble suivant

f»(W: P! R™j92> 0;8u2 P, F(»(W;W ., 2 g:

2.3.1 Problgmes d'optimisation LMI d§pendant de paramptres

Il est alors possible de d& nir des problgmes d'optimisation sous contrainte LMI dgpen-
dant de . Le problgme de faisabilitg se d® nit de la manigre suivante.

Problgme de faisabilit§ Tester s'il existe un vecteur de fonctions continueg() : P!
R"> tel que pour tout u2 P, F(»(W); W) > 0, et si oui, dgterminer un tebx(|) :

trouver »(W): P! R™

tel que 8u2 P; F(x(W;H > O: (2.11)

Le Problgme (2.11) est une extension naturelle du Problgme (2.4). L'extension des Problg-
mes (2.5) et (2.6) n'est pas aussi naturelle : il faut d§ nir un indicateur scalaire sur les
fonctions de colt ¢(L) "»(1) et , max (G((W); W); F (>(1); 1)) car ces dernigres sont elles{
méme des fonctions. Plusieurs indicateurs scalaires peuvent étre d§ nis dont l'intggrale
et le maximum de ces fonctions suP. L'intggrale permet d'obtenir une valeur moyenne
sur P alors que le maximum permet d'obtenir une borne dure pour toutes les valeurs de
i dansP (le pire cas surP). Pour l'utilisation que nous allons en faire (voir le Chapitre

3), le maximum est un indicateur intBressant. Nous venons de d® nir les deux problgmes
suivants.

Problgme de minimisation d'une fonction de cott linaire Tester s'il existe un
vecteur de fonctions continues(u) : P! R™ tel que pour tout u2 P, F(»(W); W > 0, et
si oui, dgterminer»(l) qui minimise le maximum surP de c(W)"»(W) opuc(y) : P! R™
est un vecteur de fonctions continues su? donn$ :
min_ max (W) " »)

»(W:P R"™  W2P

(2.12)
telque 8u2 P; F(»(W;W > O:
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Problgme de minimisation de la valeur propre g@n$ralis§e maximale Tes-
ter s'il existe un vecteur de fonctions continuesx() : P !  R™ tel que pour tout
M2 P, FOX(W; W > 0etHMW; W > 0 opuH(»W; M) est de la forme (2.10), et si oui,
dgterminer»(l) qui minimise le maximum surP de la valeur propre gg&n®ralisge maximale
(2max 0()G(»(u);u));F(»(u);u))) de F(>(W); 1) et G(>(W); 1)) ou G(»(W); 1) est de la forme
.10) :
min Max:, max (GO(W; W); F(>(W); W)

»(W):PI R"> (2.13)
telque  8u2 P; F(»(W;W > 0etH(W; 1 > 0:
Importance du problgme de faisabilit§ De ces trois problemes, le Problgme (2.11)

est le plus important. En e®et, il est possible de rgsoudre les Problgmes (2.12) et (2.13)
par la rgsolution d'une s®rie de Problgmes (2.11).

Du fait de la (quasi) convexitg de la fonction de colt et de la convexit® de I'ensemble
des contraintes des Problgmes (2.12) et (2.13), il est possible d'approcher une solution
de ces problgmes par itgration sur la valeur de la fonction de colt. Si, par exemple, une
dichotomie est utilisge pour l'itgration, la solution du Problgme (2.12) peut &tre approchge
par l'algorithme suivant :

1. choisir un niveau de tolgrancéol et deux valeurs,_ et . telle que pour, = , le
problgme de faisabilit§

trouver »(u): P! R™

tel que 842 P; ,>c () »(H) et F(»(1);H) > 0 (2.14)

admet une solution et telle que, pour = _, le Problgme (2.14) n'admet pas de
solution.

2. tester si pour, = *——E— le Probleme (2.14) admet une solution. Si oui alors= |
sinon, =, ;

3.si( j .)>tol retourner p I'Gtape 2;

4. construire une solution pour la dernigre valeur de pour laquelle le Problgme (2.14)
admet une solution.

Pour le Problgme (2.13), l'algorithme serait le méme en remplagant le Problgme (2.14)
par le problgme suivant :

trouver »(W): P! R™

tel que 8p2 Py F ((W);1) i GO(W);W >0
8u2 P; F(x(W;W > 0etH(W; W > 0:

Il est donc possible pour les Problgmes (2.12) et (2.13) de se ramener R la rgsolution
d'une st%rie de Problemes de faisabilitg (2.11). Dans la suite du document, nous nous
concentrons sur ce dernier problgme.

2.3.2 Variables de d&cision matricielles

Comme pour les problemes d'optimisation sous contrainte LMI indgpendant de pa-
ramptre, il est aussi possible et plus naturel d'utiliser des variables de dgcision matricielles.
L'expression (2.10) peut se rggcrire (et inversement) sous la forme :

A !
xR . xR .
8u2 P, Fe(W+  FARIGMIF MW+ F+  FURRGMWFMW <0

i=1 i=1
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OuFc(W: P! RMM™ EI(): P! RMa Fd: P! RBEM et Ri(»(W): P! R¥EH

i =1;¢¢¢ng, lingaires et possiblement structurges exfll) (et donc continues surP) sont

les variables de dcision matricielles. Pour simpli er I'§criture, les variables de dgcision
matricielles seront notge®R; ().

Le probleme de faisabilitg peut donc se rggcrire.

Problgme 2.1 (Probleme de faisabilit LMI dgpendant de paramgtrespoientn, et ng
des entiers naturels non nulP un compact deR"+ et pouri =1;¢ ¢ ¢ng,

Fe : P 1 RMEM FS : P 1 RmMEa Fd : P 1 RBEM
b7 Rl VAR (1) b7t R
des matrices de fonctions continues Sup.

Trouver, si elles existent, pouri =1;¢ ¢ ¢ng,

R, : P | Ratn

Lo7h Ri(W
des matrices (possiblement structurges) de fonctions continues gutelles que
A T
XR XR
8U2 P; Fo(W+  FUMRIMWF' MW+ FW+ FUWRiMFW <O
i=1 i=1

Les matrices de fonctions¢(1), F2(1) et F4(), i =1;¢ ¢ ¢ng, sont appelBes les donnges
et les matrices de fonction®;(»(W)), i = 1; ¢ ¢ ¢nr, sont appel§es les variables de dgcision
de la contrainte LMI d§pendant de.

2.3.3 D@ nition des problgmes consid€réis

Dans l'ensemble des fonctions continues d@ dans R, I'ensemble des fonctions po-
lyndbmiales et I'ensemble des fonctions rationnelles occupent une place fondamentale. En
e®et, toute fonction continue peut étre approch®e avec une prgcision arbitrairement xge
sur un compact par une fonction polynémiale ou une fonction rationnelle [Che82]. Comme
I'Bvaluation de ces fonctions pour une valeur de son argument d'entrge revient p e®ectuer
des additions, multiplications et inversions, op®rations §l#mentaires que tout calculateur
peut rgaliser, on dispose ainsi d'une m&thode etcace pour §valuer toute fonction conti-
nue avec un certain degrg de prgcision p partir des ces op®rations glfmentaires. D'autre
part, si on considgre une fonction polynémiale et une fonction rationnelle qui approchent
avec une méme prgcision une fonction continue, I'gvaluation de la fonction rationnelle
ngcessite un nombre d'opgrations beaucoup plus faible que I'gvaluation de la fonction po-
lyndbmiale [Che82]. En e®et, I'Bvaluation d'une fonction polyndmiale et I'gvaluation d'une
fonction rationnelle de méme degr ngcessitent le méme nombre d'op®rations colteuses.
A degrg ®gal, une fonction rationnelle a un pouvoir d'approximation beaucoup plus
important. Cheney [Che82] donne l'ordre de grandeur suivant : une fonction rationnelle
dont le num®rateur est de degr® et dont le dgnominateur est de degrfh (elle est donc
de degr® makm; ng) a le pouvoir d'approximation d'une fonction polynémiale de degrg
n + m. Il est donc particuligrement pertinent de travailler sur I'ensemble des fonctions
rationnelles. Nous choisissons donc des fonctions rationnelles pour les donnges et les va-
riables de dgcision de la contrainte LMI dgpendant de paramgtres. Ce choix a un fort
impact p deux niveaux.
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Le premier niveau d'impact concerne les rgsultats de ce chapitre. Dans la suite de ce
chapitre, nous §tudierons la transformation d'un problgme d'optimisation LMI dgpendant
depen un problgme d'optimisation LMI indgpendant deg. La taille de ce dernier problgme
d'optimisation (taille des donnges et nombre de variables de dgcision de la contrainte LMI
indgpendant dep) va etre une fonction polyndtmiale du degrg des fonctions polyndmiales
ou des fonctions rationnelles considgrges. Dans les deux cas des fonctions polyndmiales
et rationnelles, les fonctions d§ nissant la taille du problgme d'optimisation indgpendant
de p obtenu aprgs transformation ont le méme terme dominant. Par suite, les fonctions
rationnelles permettant une meilleure approximation, travailler sur les fonctions ration-
nelles mgne g des problgmes d'optimisation LMI de taille moins importante que travailler
sur les fonctions polyndmiales, ce qui amgliore I'excacit§.

Le second niveau d'impact concerne les problgmes d'Automatique que I'on peut formu-
ler comme des problgmes d'optimisation LMI dgpendant rationnellement de paramptres.
Dans ces problgmes, les paramgtnesont des paramgtres du systgme (au sens large) ou
de la proprigtg considgrge (de stabilith ou de performance). Les donnges d§ nissant la
contrainte LMI sont construites p partir du modgle du systgme p analyser ou p comman-
der. Elles dgpendent aussi de la proprigt® considgrge. Les variables de dgcision dg nissent
des fonctions de Lyapunov, de stockage, multipliergtc., garantissant que la proprigt®
est satisfaite. Dans le cas d'un problgme de commande, elles contiennent de plus les pa-
ramgtres du correcteur mis au point.

Pour de nombreux systgmes g analyser ou p commander, les modgles sont trgs souvent
rationnels en les parampetres de la proprigt® considgrge (de stabilit ou de performance).
Une telle proprigt® est d'ailleurs g l'origine du dgveloppement important de 1ganalyse
(analyse de la robustesse des systgmes incertains [Doy82]) durant ces vingt dernigres
annges. Si ce n'est pas le cas, un modgle rationnel en les paramgtres peut quand méme
@tre obtenu puisque les fonctions rationnelles ont un bon pouvoir d'approximation.

Dans le cas d'un probleme de commande, il est important que les paramgtres du cor-
recteur soient des fonctions rationnelles en les paramgtiesiu fait de la simplicitg de
I'Bvaluation de ces fonctions par des op%rations glfmentaires. Ce peut &tre par exemple
pour une implgmentation du correcteur (voir le Chapitre 3, Section 3.2.1, page 104).

Nous considgrons donc dans la suite du document deux cas de gure intressants et
pertinents :

1. les donnges et les variables de dgcision de la contrainte LMI dgpendandmnt
des fonctions rationnelles d'une variablen, = 1, P =[u; ] est un intervalle bornge
deR, i.e. petpsont nies;

2. les donnges et les variables de dgcision de la contrainte LMI dgpendarn dent des
fonction rationnelles de plusieurs variablesn, est un entier strictement sup®rieur
R1P=[w;k]£¢CCHyY ;] un compact borng deR™, i.e., pour tout i, b et
Wi sont nies.

Problgme d'optimisation LMI d§pendant d'un paramptre consid§r§ Dans le
cas op la contrainte LMI ne dgpend que d'un paramgtre, le Problgme 2.1 se rgcrit de la
manigre suivante.
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Problgme 2.2 (LMI dgpendant d'un paramgtre) Soientng un entier naturel non nul,
[u; 1] un intervalle born§ deR, i.e. p et g sont nies, et pouri =1;¢¢¢ng,

Fe @ [u;i] ! RMEM FO @ w1 RMEM FO oo w0 RMEM
Ho7h Fe() L7 R VO A ()

des matrices de fonctions rationnelles em bien posges sufu; ] et admettant une reprg-
sentation LFT. Soit N un entier naturel.

Trouver, si elles existent, pouii =1;¢ ¢ ¢ng,

P
Ri(Y) = 4:—”” (2.15)
j=0 dlu

des matrices (possiblement structurges) de fonctions rationnelles gnbien posges sur
[U; W, telles que

A -
~ X X
8U2 WM Fe(W+  FUURIMFIW+ Fo+  FUWRI(WF'(W <0 (2.16)

i=1 i=1

Remarque 2.4. Si[u; ] contient 0, sans perte de g&n®ralitg, on peut prenddg = 1. De
plus, ceci §vite la sur{param®trisation des variables de dgcision.

Il est @ remarquer que les i et lesd; sont libres et que seul le degrd des variables de
dgcision a §t® x%a priori. Le degrg d'une fonction rationnelle d'une variable est d§ nie
comme suit.

D& nition 2.5 (Degrg d'une fonction rationnelle d'une variable) Le degr§ d'une fonction
rationnelle d'une variable est le maximum du degrg de son num®rateur et du degrg de son
dgnominateur.

Problgme d'optimisation LMI d§pendant de plusieurs parampgtres consid§r§
Dans le cas op la contrainte LMI dgpend de plusieurs paramgtres, le Problgme 2.1 se
rgcrit de la manigre suivante.

Problgme 2.3 (LMI d&pendant de plusieurs paramtres)Soientn, un erltier strictement
sup®rieur g un,ng un entier naturel non nul, P =y ;]£¢ce £[gn s M, ] un polytope

bornge deR", i.e. pour touti =1;:::;ny, L et sont nies, et pourl =1;¢¢¢ng,

Fc P Rm£m Fig P Rm£m Fid P RmEm
W7 Fe(W) u7t FAW b7t R

des matrices de fonctions rationnelles gm bien posges sulP et admettant une reprgsenta-
tion LFT. Soient n, entiers naturelsN;.

Trouver, si elles existent, pour =1;¢ ¢ ¢ng,
BN PR
|1 2 ¢¢C, —o Riiyimin )M 22 by

Ri(u): lJNl 'J i1 ... dn
i1=0 ¢cee inpzo d(i1;333;inu)|"l1 e
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des matrices (possiblement structurges) de fonctions rationnelles |grbien posges suP,
telles que

A .
)G XR
8u2 P Fe(W+  FUWRIMFMW+ Fe(+  FUORMFW <0 (217)

i=1 i=1

Remarque 2.5. Si P contient 0, sans perte de ggn®ralit®, on peut prenddy....q) = 1.
De plus, ceci gvite la sur{param@trisation des variables de dgcision.

.....

2.3.4 Variables de d§cision rationnelles : pertinence et choix du
degr§

La discussion sur la pertinence des fonctions rationnelles §tait ggn®grale. Pour les va-
riables de dcision, il est possible de justi er cette pertinence de faxon plus prgcise par
I'interm®diaire du rgsultat suivant. Il 8nonce que s'il existe une solution, alors elle peut
etre choisie polyndmiale e et de degrg nf [BliO4].

Lemme 2.2 (Existence d'une solution polynébmiale) Soientn, et ng des entiers naturels
non nuls, P un compact deR" et pouri =1;¢ ¢ ¢ng,
Fc : P I RMEM F9 : P | RMEM Fd : P I RMEM

o7 Rl VAR ST b7 R
des matrices de fonctions continues Sup.

Alors les deux propositions suivantes sont §quivalentes :
(i) pour tout p2 P, il existe ng matrices Ry, telles que
A I
- A - I ¢
FW)+  FAWRFIW+ F+  FUWRyFU(W  <0;

i=1 i=1

(i) il existe ng matrices R;(l) de fonctions polyndmiales emp, de degrg ni, telles que

A I
X X
8U2 P, Fo(W+  FUMRiMFIW+ F+ FUMRMF@W <o

i=1 i=1

Ce lemme est donc vrai aussi si I'on considgre des fonctions rationnelles puisque les fonc-
tions polyndmiales sont des fonctions rationnelles particuligres. De ce méme argument, on
en dgduit qu'il n'y a pas de perte p travailler avec des fonctions rationnelles.

L'inconvgnient du Lemme 2.2 est qu'il n'indique pas le degrg des fonctions g utiliser.
En e®et, il peut &tre important de connaftre ce degr& priori. On peut consid®grer deux
cas possibles :

{ le degr® est x® par des considgrations extgrieures au problgme d'optimisation sous

contrainte LMI dgpendant de paramgtres lui{méme;

3Ce lemme a d'abord ®t§ €nonc® dans le cas complexe (les donn§es et les variables de d§cision sont
complexes) dans [CTB99].
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{ le degr® n'est pas x®& par des considgrations ext§rieures au problgme d'optimisation

sous contrainte LMI dgpendant de paramgtres lui{méme.

Le premier cas se produit, par exemple, lorsque le probleme d'optimisation provient
d'un probleme de commande d'un systgme. Dans ce cas, les variables de dgcision servent
g construire les matrices de la reprgsentation d'§tat d'un correcteur, qui sont elles{mémes
des matrices de fonctions rationnelles. Pour des raisons d'implgmentation, il est intgressant
de limiter la complexit® du correcteurj.e. limiter le degr§ des matrices de sa reprgsentation
d'gtat. Ceci induit une limitation des degrgs des variables de dgcision. Dans ce cadre, le
fait de pouvoir xer a priori le degrg des variables de dgcision est un avantage.

Le second cas se produit, par exemple, lorsque le problgme d'optimisation provient d'un
problgme d'analyse d'un systgme. Dans ce cas, le problgme d'optimisation sert p v&ri er
si le systgme p analyser a ou non une certaine propri%t®. Le degr® des variables de dgcision
n'a alors pas de raison d'étre limita priori. Cependant, il est tout de méme intgressant
de connadtre le degrg p utilisea priori. En e®et, si I'on ne connadt pas ce degafipriori et
si en utilisant un certain degrg pour les variables de dgcision, il apparadt que le problgme
d'optimisation n'a pas de solution, il n'est pas possible de savoir si le systgme a ou non
la propri®t® Btudi®e. Il se peut que le degrg utilis n'gtait pas assez grand.

Des rgsultats explicitent ce degrg pour des problgmes particuligisiotre connaissance,
deux tels rgsultats existent. Le premier rgsultat provient de I'Btude de la stabilitg robuste
d'une matrice atne enp

Lemme 2.3 (Connaissance priori du degrg des fonctions polyndmiales [Zha02poient
ny et n des entiers naturels non nulsP un compact deR™, Ag 2 RMEN et ny matrices
A; 2 R"" avecA; de rangr; < n. D& nissons

Xu
AW = Ao+ Al

i=1

Alors les deux propositions suivantes sont §quivalentes :
(i) pour tout p 2 P, il existe une matriceP, d& nie positive telle queA ()’ P+ P A(H) <
0;
(i) il existe une matriceP () de fonctions polynébmiales emq

2nri., i rizn
u

2ma | r2 N _
P(W = ¢ee Piyssin B by

i1=0 |n“:0

telle que, pour toutu2 P, P (L) est d& nie positive etA(W)"P (W) + P(WA(W) < O.

Le second rgsultat concerne l'indgpendance de la solutionegt est une version simpli §e
du rgsultat obtenu dans [Hel03].

Lemme 2.4 (Indgpendance ernu de la solution). Soit n, un entier naturel non nul, P un
compact deR™:, FJ 2 RMa et F42 R2EM des matrices quelconques et

F. : P 1 RmMEM
Ho7h Fe(W)

une matrice de fonctions continues suP.
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Alors il existe une matriceR; 2 R#£2 (non structurge) telle que

Fl)+ FIRIFS+ Fu)+ FIRFST < 0
si les trois COindl%?I’}S suivantes so&u; Vﬂ&l tes :

{ 8u2 P, F', Fe(W)+ Fe(W' ¢F31" , $0;
.
{8u2p, F 'R R FT <0;
i g0 o8 g7 i
{ F{, F(W+ Fe(p Fi , est indgpendant deL

Malheureusement, ces deux derniers rgsultats ne s'appliquent qu'a des problgmes trgs
particuliers. De plus, le Lemme 2.3 ne permet pas de conclure g la non existence d'une
matrice de fonctions polynémiales ou rationnelles de degr® plus faible. De telles matrices
conduirait g un temps de rgsolution plus faible. Il est donc intgressant de rechercher les
variables de dgcision dans I'ensemble des fonctions rationnelles pour les Problgmes 2.2 et
2.3 qui sont ggngraux.

Remarque 2.6. Nous verrons page 88 que I'approche propos®e dans ce document permet
aussi de considgrer des sous{ensembles de I'ensemble des fonctions rationnelles, comme
I'ensemble des fonctions polynémiales ou constantes. Ceci est vrai aussi bien pour les

variables de dgcision que pour les donnges.

2.3.5 L'objectif : une transformation

L'objectif est de transformer la LMI dgpendant d'un paramptre (respectivement la
LMI dgpendant de plusieurs paramgtres) en un problgme d'optimisation sous contraintes
LMI indgpendant de paramptre (qui est facile), dgsignons{le par Solution etcace g la
LMI dgpendant d'un paramgtre (respectivement Solution excace p la LMI dgpendant de
plusieurs paramgtres), qui a les proprigtgs suivantes :

1. il existe une solution p la LMI dgpendant d'un paramptre (respectivement p la LMI
dgpendant de plusieurs paramptres) s'il existe une solution g la Solution etcace
a la LMI dgpendant d'un paramptre (respectivement solution excace g la LMI
dgpendant de plusieurs paramgtres) ;

2. il est possible de construire explicitement une solution p la LMI dgpendant d'un pa-
ramptre (respectivement p la LMI dgpendant de plusieurs paramgtres) p partir d'une
solution p la Solution excace p la LMI dgpendant d'un paramgtre (respectivement
solution excace p la LMI dgpendant de plusieurs paramgtres).

2.4 R@8sultats existants de transformation

La LMI dgpendant d'un paramptre et la LMI dgpendant de plusieurs paramgtres
(Problgmes 2.2 et 2.3) n'ont pas encore %t% considgr&s dans la littgrature. De plus, leur
transformation en un problgme d'optimisation sous contraintes LMI indgpendant de pa-
ramgtre n'a pas ®t® non plus considgrge en tant que téll€ependant de nombreux
rgsultats existants peuvent s'interpriter en terme de mgthode de transformation. Avant
de dgvelopper la mgthode de transformation que nous proposons, nous prgsentons un gtat
de l'art sur les mgthodes existantes.

4N I'exception de [AT98]. Le r@sultat obtenu dans cet article est nganmoins limit.
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Les problgmes d'optimisation sous contraintes LMI dgpendant de paramgtres appa-
raissent dans de nombreux problgmes d'Automatique, par exemple en analyse de la ro-
bustesse de systgmes avec des incertitudes param$trigues ou en analyse et commande
des systgmes Lingaires p Paramgtres Variant dans le temps (LPV) (voir le Tableau 2.1).
Chaque problgme d'Automatique donne lieu g une structure particuligre de la contrainte

| Sujet \ Articles |
Analyse de la robustesse [FAG96, dOBG99, DS98, DS00, BIi02, TA0Z]
[BBTNO3, RP02]

Analyse de systgmes LPV |[GAC96, TdS01, I1S01, LH97, LHO2, Sch98, GCG93]
Conception de correcteurs LPV|  [AGB95, YS97, BPPB93, BP94, Pac94, Hel95]
[AG95, SE98, Sch01, TdS02, Bec95, WYPB96]
[Lim99, BIli03, MKS98, KJS98, KJ99, WB02]

Tab. 2.1 { LMI dgpendant de paramptres en Automatique

LMI. Par structure particuligre, nous entendons que les contraintes considgrges peuvent
s'gcrire sous la forme de la contrainte (2.16) du Problgme 2.2, page 64, ou de la contrainte
(2.17) du Problgme 2.3, page 65, avec des choix particuliers des donnges et des variables
de dfcision (voir la Section 2.4.3, page 8.notre connaissance et contrairement p ceux
gue nous proposons dans ce chapitre, aucun rgsultat existant ne concerne une structure
gBn®rale de la contrainte LMI. De plus, méme avec ces structures particuligres, les en-
sembles de fonctions considgrgs pour les donnges et les variables de dgcision sont aussi
des cas particuliers de celui considgrg dans le Problgme 2.2, page 64, ou dans le Problgme
2.3, page 65 (voir la Section 2.4.3, page 81). Les Problgmes 2.2 et 2.3 englobent donc
les problgmes considgrgs jusqu'p prgsent en terme de structure de la contrainte LMI
dgpendant de paramptres, d'ensembles de fonctions considgrgs pour les donnges et pour
les variables de dgcision.

Pour ces problgmes d'optimisation LMI dgpendant de paramgtres particuliers, plusieurs
m®thodes ont alors §t§ proposges a n de les transformer en des problgmes d'optimisation
LMI indgpendant de paramgtre. L'un des points dixciles de ces transformations est la
vEri cation de la contrainte LMI dgpendant de paramptres pour une in nitg de valeurs de
ces paramgtres, soit la vBri cation d'une in nitg d'inggalitgs matricielles. L'idge est alors
de transformer la v&ri cation de cette in nit§ d'in®galit®s matricielles en la vEri cation
d'un nombre ni d'inggalitBs matricielles. Cette section d®taillera aussi les mgthodes exis-
tantes (voir la Section 2.4.1, page 71). Un bilan de ces m&thodes (voir la Section 2.4.2, page
78) nous permettra alors de justi er l'intgrét de la m&thode que nous avons dgveloppte
(celle que nous avons dgtaillge dans le chapitre prgc®dent et qui a conduit au Th§orgme
1.6, page 50, et au Thgorgme 1.7, page 52). En e®et, malgrg I'apparente diversitg de ces
m®thodes, nous mettrons en §vidence qu'elles reposent uniquement sur quatre mgcanismes
®I®mentaires. Nous pouvons alors comparer ces quatre mgcanismes.

Dgns cette sect'@rn, nous discutons directement du cas op il y a plusieurs paramgtres :
M= W ¢¢Cu,  estunvecteur. Nous dg nissons maintenant des termes utilisgs dans
cet gtat de l'art. T([), une matrice de fonctions dqy, est dit étre

constante enpsi T(W) appartient p I'ensemble suivant

fT(Wj9T; T(W=Tg;
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atne enysiT(Y) appartient p I'ensemble suivant
( = )
T(W) 9To; OT;; T(W = To+ Tk

i=1

multi atne enpsi T(Y) appartient p I'ensemble suivant

8 — 9
< — Xt Xt P =
. T :9T(i1;:::;inu); T(W = ¢ee T, )IJ-1 ik
) i1=0 in,=0 ’
quadratiqug enusi T(Y) appartient p I'ensemble suivant
( — X X X 2)
T(WOTo; OTi; OTijys Mgy T(W = To+ T+ Tk +  Tapk
i=1 i<i i=1
polynémiale enpsi T () appartient p I'ensemble suivant
8 — 9
< = X % =
. T(H) :9T(i1;:::;inu); T(IJ) = c¢ce T(I1;I:2:In )l,ll Tl H‘u G
) i1=0 in, =0 ’
rationnelle p d§nominateur x§ enusi T(W) appartient p I'ensemble suivant
8 - Py P 9
< - ¢ ¢ ¢ T i1 ... I”u =
|1 20 -0 (CHETIDLU N Lt

. T(u)_gT(ll;ZZI;In ), T(U) - P N1 |-l i) in -
' i,z ¢ ¢ € inuzo d(il;:::;inu)p‘l NN Ui
ou lesd,..i,, ) sont des scalaires donnges;

rationnelle enp si T(Y) appartient p I'ensemble suivant
8 — 9
P P n; i
< = NL G T U T
0 —0 1 - (i1;5in )
T(W) _gT(Il;:::;In NE iy i )2 R TW=p :1 P Nin : T
i1=0 ¢cce in“:“o (U I"huud(il;:::;inu) !

g8n8rfe par une base de dimension nie  en p si T(Y) appartient p I'ensemble sui-

vant ( - . )
— b
TW-9T; T(W= Tib(W
i=1
op lesh () sont des fonctions continues ep sur P et p valeurs danR;

continue enpsi T(W) appartient g 'ensemble suivant

f T(Wj T (W est une matrice de fonctions d¢t continues surPg;

atne par morceaux enpsiT(W) appartient p I'ensemble suivant

8 _
< :%Pi des sous{ensembles ferm®es Ee9T; (1) atne en |;

. T(W continue— ;P = P; 8i 6 |, intgrieur(P;) \ intgrieur(P;) = ;; _
' 8u2 Pi; T(W) = Ti(W ’

ou intgrieur(P;) dgsigne l'intgrieur deP; ;
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spline enpsi T(Y) appartient p 'ensemble suivant
f T(WjT(W est obtenue par interpolation deT () par une splingy;

une spline est une fonction d'interpolation polyndmiale par morceaux avec des
contraintes de continuit® sur les dgrivies successivesidg) [Sch98, MKS98].

Dans cette section,T (M) pourra reprgsenter les donnges, les variables de dgcision ou la
contrainte LMI dgpendant de paramgtres.

2.4.1 M#8thodes de transformation d'une in nit§ d'in€galit§s

Considgrons donc l'inggalit® suivante :

8u2 P; T(W) < O (2.18)

I et | sont “nies, et ouT () est une matrice de fonctions continues sUP

T : P! RMEM
w7t T

telle que, pour toutpu2 P, T(W) = T(W'. NotonsV l'ensemble des sommets de.

L'inggalitg dgpend deau et d§ nit de fait une in nitg d'inggalitgs. Le but des m§thodes
de transformation est de trouver des conditions indgpendantes det en nombre ni qui,
si elles sont vEri §es, impliquent (voire sont §quivalentes p) la vEri cation de l'inggalit§
(2.18). De plus, les conditions indgpendants deet en nombre ni doivent étre aisgment
vEri ables. Dans certains cas, ces conditions sont sous la forme d'un problgme de fai-
sabilitg. Ce problgeme de faisabilit¢ est heureusement un problgme de faisabilitg sous
contraintes LMI indgpendant dep.

Nous prgsentons les m§thodes existantes par ensemble de fonctions considgril paur
Le Tableau 2.2, page 78, prgsente les articles dans lesquels ces rgsultats ont §t® utilisgs.
2.4.1.1 Fonctions atnes

Il est suppos® ici qud (L) est atne en
Propri§t®§ aux sommets L'idge est de vEri er la condition (2.18) pour des valeurs par-

ticuligres dep. Ces valeurs particuligres sont les sommets 8§BPPB93, BP94, AGB95,
KJS98, WBO02].

Lemme 2.5. Soit T(W) une fonction atne en .

Alors la condition (2.18) est §quivalente p
8u2V; T(w<o0: (2.19)

L'intgrét de cette m§thode est qu'elle §nonce des conditions ngcessaires et sutsantes. Par
ailleurs, elle est simple. Le d®faut est que le nombre de conditions d§ ni par (2.19) crodt
de fason exponentielle avew, : V a 2" §lgments.
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Th&orpme matrix cube L'idge est de majorer chaque matnc@Fp1 par une matrice
constante{IM; indgpendant dey. Si ces matrices sont telles qu& + i " M; < 0, alors
l'inggalit® (2.18) est vEri e [BBTNO3].

Lemme 2.6. SoientT(l) une fonction atne eny, ﬁ> 0 et supposons que

Alors l'inggalit (2.18) est vEri §e s'il existen, matrices M; telles que

1
8i = 1'F;"'nu, Ti- Mij;etij T - M
To + u |=lM <0

Les conditions ne sont plus §quivalentes. L'avantage est que le nombre de conditions p
vEri er crot raisonnablement en fonction den, : il y a 2n, + 1 conditions.

2.4.1.2 Fonctions multi atnes
Il est suppos® ici qud () est multi atne en .
Propri§t§ aux sommets Le Lemme 2.5 est aussi vrai dans le cas di{) est multi

atne [BPPB93, BP94, AGB95, KJS98]. Ainsi, il y a les m&émes avantages et les mémes
inconvgnients.

Lemme 2.7. Soit T() une fonction multi atne en W

Alors la condition (2.18) est §quivalente p

8u2V; T(W<O:

2.4.1.3 Fonctions quadratiques
Il est suppos® ici qud (1) est quadratique enp.

Convexit§ directionnelle L'idge est la méme que pour le Lemme 2.5, p savoir v&ri er
l'inggalitg (2.18) pour les sommets dB. Cependant, dans le cas d'une fonction quadra-
tique, des conditions supplgmentaires doivent &tre introduites [GAC96, lwa97, AT98].

Lemme 2.8. Soit T() une fonction quadratique eru et supposons que

= Ty, O (2.20)

Alors la condition (2.18) est §quivalente p
8u2 V; T(w < O:

L'hypothgse (2.20) est en fait un ratnement de I'hypothgse de convexitg d€p). La
convexitg est obtenue lorsque

2

eTw _§ ' . .
@El ' " ", " . 5

: .. T(n“i l;n“)
T(l;nu) ¢¢ec ¢ ¢'l|5(nui ) T(nu;nu)
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ce qui implique I'nypothgse (2.20). Ce lemme peut &tre retrouvg par utilisation du lemme
de Schur [Iwa97]. Il a %t ®tendu au cas Oj(|) est polyndmiale enu [AT98] par une
application successive du Lemme 2.8. Il est g noter que lorsguigl) est atne ou multi
atne, I'hypothgse (2.20) est toujours vEri Be. On retrouve alors les Lemmes 2.5 et 2.7.

Le Lemme 2.8 n'Enonce que des conditions sutxsantes pour la v&ri cation de (2.18).
Comme pour le Lemme 2.5, un autre dgsavantage est la croissance exponentielle du nombre
de conditions ave,, : il y en a 2'x.

Monotonicit§ Pour ®viter cette croissance exponentielle du nombre de conditions, un
argument de monotonicit® peut &tre utilisg. En e®et, considgrons du@) est une fonction
scalaire d'une variable 0, = 1) et que P = [y; ] est un intervalle born® deR. Si T () est
dgcroissante suryl; 1], alors T(H) est d§ nie nggative si et seulement & (U) est d§ nie
nggative. SiT (M) est croissante sur|i; 4], alors T (M) est d§ nie ngative si et seulement

si T(u) est d§ nie nggative. Cette idge a §t® reprise dans [TA02] pour le cas de plusieurs
paramgtres et a aboutit au lemme suivant.

kemme 2.9. Soit T(H) une fonction quadratique enu Notons ¢ la valeur suivante :
in:ul Moi -
Alors ['inggalit§ (2.18) est vEri §e si l'une de ces conditions est vgri §e :

£
)T “wotiw, | <Oet
soit
{ soi 8 v
% Ty +Ti- 0 i=1;:1;n,
i=1
Xu
,E Tapky + Tit Ty - 0 B =15:000n,
i=1
soit
{ g)@
T + Ti- 0 i=15:00ny
s .
Tij - O -0+ ny
soit
{ gX‘“ )
Tipp + Ti- 0 i=1;::1;n,
> j=l . .
3 - Ty, O 1-i-j- n,
i W o < 0 et
(i) T u IJanT 0
soit
{ 8 v |
% Ty +Ti, O i=1;:0n,
i=1
Xu
.E Tty + Ti+ ¢Tay . 0 Bl =150y
j=1
soit 8
{ 8 .
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Ce lemme a ®t® ®tendu au cas di() est polyndmiale enu [TAO2] par une application
successive de ce méme lemme.

Le Lemme 2.9 n'§nonce que des conditions sutsantes pour la vgri cation de (2.18).
Pour chaque ensemble de conditions, il y a au pluwfJ + n, + 1 conditions p VvEri er.
Cependant elles doivent étre vBri $es successivement.

Majoration Il est suppos® ici qud, et lesT; sont des matrices nulles. L'idge est, comme
pour le Lemme 2.6, une majoration p la di®grence prgs que la majoration ne se fait pas
avec une matriceM; quelconque mais avec la matric®l avec® positif. Nous avons alors

le lemme suivant [RP02].

Lemme 2.10. Soit T() une fonction quadratique en et supposons qué&, = 0 et que

Ce lemme est bas®e sur le fait que

X X X X X
2 upt(nei ) W= (Ki W)
i<j i=1 i<j
est positif.
Le Lemme 2.10 n'&nonce que des conditions sutsantes pour la vEgri cation de (2.18).
Iy a ﬂ“(—n*{—l) conditions p vgri er.
Immersion Il est suppos® ici que

Nous expliquons l'idge de cette m§thode de transformation dans le cas mu= 1.
L'inggalitg (2.18) devient alors :

82 [0; 1 To+ Tip+ Ty < O

Cette inggalit® est impliqu® par l'inggalit®

8 % 2T, To+ T1® + T(l;l)@ <0
: —. £ o £ o £ o _
avecT le triangle dg ni par les sommets 0 O , O 05 et 1 1 . Cecise

comprend bien p partir de la Figure 2.1 opu il est tracﬁéa fonctigh(l) = |2 et les
bordures deT. Comme cette dernigre inggalitg est atne en®, ®, , elle est vEgri §e
sur tout T si elle est vgri §e aux sommets d&. En g&n®ralisant cette idge au cas de
plusieurs paramgtres, nous avons le lemme suivant [YS97].



Synth gse d8pendant de param ptres 75

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4r

0.3

0.2

0.1r

ole L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Fig. 2.1 { Embedding

Lemme 2.11. Soit T() une fonction quadratique eru et supposons que

Alors la condition (2.18) est vEri §e si

Xu X Xu
To+ T+ TaHk +  Taoki <0
i=1 i<j i=1
pour
8 £ a 9
£ a < £ 0 0 a Ik:O =
W M =. g05 O =1 W =HH; =052 kii;j =150y

' 11 ; Ik=2"

Cette idge peut etre vue comme un axznement d'une idge largement utilise en com-
mande des systgmes °oues [TS94] op il est considgrg @ue [0; 1] et ®, 2 [0; 1]. Le
Lemme 2.11 n'§nonce que des conditions sutsantes pour la vgri cation de (2.18). Un autre
dgsavantage de cette mgthode est la croissance exponentielle du nombre de conditions avec
ny : ily en a plus de 3x.

2.4.1.4 Fraction de deux fonctions multi atnes

Il est suppos® ici qud (L) est de la forme suivante :

T = g

ou N () est une fonction multi atne et oud(l) est une fonction multi atne scalaire.

Propri§t§ aux sommets Le Lemme 2.5 est aussi vrai dans le cas oj) est la fraction
de deux fonctions multi atnes [GCG93}. Ainsi, il y a les mémes avantages et les mémes
inconvgnients.

SDans cet article, il est en fait considgrg une fonction rationnelle. Pour pouvoir appliquer le Lemme
2.12, cette fonction a d'abord $t® immerg® dans une fraction de deux fonctions multi atnes.
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Lemme 2.12. Soit T(Y) une fonction de la forme

W= g

ou N (M) est une fonction multi atne et opd(p) est une fonction multi atne scalaire.

Alors la condition (2.18) est §quivalente p

8u2 V; T(Ww<O0:

2.4.1.5 Un ensemble de fonctions plus g&néral

Il est suppos® ici quel () est d§ nie de la manigre suivante :

T(W) = L()TW (UL (W (2.21)

ou W (W) est une matrice de fonctions atnes suP telle que, pour toutp 2 P, W(u) =
W (W' et ouL(M) doit vBri er une condition technique que nous verrons dans le lemme
suivant.

Comme pour le Lemme 2.11, l'idge est de transformer l'inggalit§ (2.18) en une inggalit$
atne a n de pouvoir utiliser le Lemme 2.5. Dans [dOBG99, TdS01, TdS02], la trans-
formation peut s'interprter comme une utilisation particuligre du lemme d'g§limination
[BEFB94]. Le lemme d'&limination est ggn®&ralement utilis§ pour gliminer des variables de
dgcision. Ici, il est utilisg dans le sensinverse pour crger des variables de dgcision a n
de casser le produit L(p) and W (l). Nous avons le lemme suivant.

Lemme 2.13 (ﬁlimination rgciproque). Soit T (M) une fonction de la forme (2.21). Sup-
posons queW (L) est atne en |, que L(M) est une matrice qui a plus de lignes que de
colonnes, de rang plein, et qu'il existe une matrias (L) atne en [ telle que

N (WL (W =0: (2.22)
Alors l'inggalit® (2.18) est vEri e s'il existe une matriceX telle que
8u2 V; W+ XN+ N(W™X" < 0:

Ce lemme permet des fonctions assez ggn®rales dofu). L (|) peut etre rationnelles
mais, devant vEri er I'nypothgse (2.22), doit cependant avoir une structure particuligre.
Par exemple, dans [TdS02], les fonctiors(p) et N () considgrges sont de la forme sui-
vante : 2 | 3

L= 4 Zi( 12,09 5 andn(= 22 AW 0
Z3(1)' *Za(W) F ol W

oM Z1(1), Z2(W), Z3(M) et Z4(M) sont des fonctions atnes em

Les conditions ne sont que sutsantes. Pour qye les conditiong soient aussi ngcessaires,
il faudrait que N (W)> = L(W), i.e. N(WL(W=0et N(WT L(W de rang plein, et que
X soit une fonction dep (pour plus de d®tails, voir le Lemme A.4, page 179). Un autre
d§savantage est la croissance exponentielle du nombre de conditions aecil y en a
2",
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2.4.1.6 Fonctions rationnelles
Il est suppos® ici quel (M) est d§ nie de la manigre suivante :
T(W) =O(1) MO (2.23)
ouM est une matrice symgtrique et oy @ est rationnelle enp.

Remarque 2.7. La matrice de fonctionsT (1) d® nie par (2.21) peut sembler plus g&n®rale

que celle d® nie par I'Bquation (2.23). Cependant, il est toujours possible de rg®crire
I'Bquation (2.21) sous la forme de I'Bquation (2.23); alors que linverse n'est pas tou-
jours possible car () doit v&ri er I'hypothpse (2.22).

Pour des cas plus ou moins particuliers de(p) dg nie par (2.23) (M et ©(u) sont plus

ou moins particuliers), plusieurs rgsultats existent pour la v&ri cation de (2.18) [Pac94,
AG95, Hel95, SE98, Sch01, LH97, DS98, FAG96, KJ99, BIi03, I1S01]. Tous ces rgsultats
peuvent etre retrouvgs en utilisant une param®trisation quadratique de graphes et en
utilisant la S-procgdure (voir notamment le Thgorgme 1.7, page 52). Les rgsultats obtenus
dans [Pac94, AG95] peuvent aussi etre obtenus par application du Thgorgme 1.7, page
52, avec les matrices anti sym®trique§ nulles. Les rgsultats obtenus dans [Hel95, SE98,
LH97, FAG96, KJ99, BIli03] peuvent aussi etre obtenus par application du Thgorgme 1.7,
page 52. Les rgsultats obtenus dans [DS98, IS01] peuvent aussi &tre obtenus par application
du Thgoreme 1.1. Le rgsultat obtenu dans [Sch01] est ®troitement li§ au Thorgme 1.1 :
©(W y est d& nie de faxson implicite et non de faxon explicite.

L'intgrét du Thgoreme 1.1, page 28, est qu'il €nonce des conditions ngcessaires et suf-
“santes pour la vgri cation de l'inggalit® (2.18); le dgsavantage ®tant qu'il n'est pas ais®
de vEri er les conditions nonc®es. L'intgrét du Th§orgme 1.7, page 52, est qu'il n'y a pas
de croissance exponentielle du nombre de conditions avgg le dgsavantage est que les
conditions §noncges ne sont plus que sutsantes. Lorsqye= 1, l'intgrét du Thorgme 1.7
(qui se rgduit en fait au Thgorpme 1.6, page 50) est qu'il Enonce des conditions ngcessaires
et sutsantes.

2.4.1.7 Fonctions continues

Il est suppos® ici qud () est une fonction continue.

L'idge est alors de mailler les paramptres : il est d§ gi points tels que

8i=1;:15;n, b= 1< CC& g = W (2.24)

Il est alors vEri &
8u2 X; T(Ww < 0:

Le d#savantage de cette mgthode est qu'elle ne permet pas de v&ri er que l'inggalit®
(2.18) est vEri ®e pour toutu 2 P, sauf si le maillage est assez n (c'est{p{dire si la distance
entre deux points successifs dans I'expression (2.24) est assez petite). L'inconvgnient est
que cette distance ne peut pas étre dgterminfepriori sauf dans des cas particuliers
[WYPB96, SB92]. Le nombre de points d&X peut alors extréemement grand.
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proprigt®s aux sommets [BPPB93, BP94, AGB95, KJS98, GCG93]
convexit® directionnelle| [GAC96, KJ99, 1S01, Lim99, LH02, WB02]

monotonicit® [TAOZ2]
immersion [YS97, GCGI93]
majoration [BBTNO3, RP02]
®limination rgciproque [dOBG99, TdS01, TdS02, DS00]

graphes etS-procgdure | [AG95, Hel95, SE98, Sch01, LH97, DS00, DS98]
[FAG96, WB02, KJ99, BIi03, 1S01]
maillage [Bec95, WYPB96, MKS98, Sch98, SB92]

Tab. 2.2 { Transformation d'une in nit§ d'inggalitgs en un problgeme de dimension nie

2.4.2 Bilan sur les méithodes de transformation et choix d'une
méthode

Il existent donc un certain nombre de m§thodes pour transformer la vEri cation d'une
in nitg§ d'inggalitgs en un problgme de dimension nie. Ces m§thodes peuvent cependant
gtre class®es en quatre classes seulement : le maillage, la majoration, la vgri cation en des
points particuliers, la param®trisation quadratique de graphe avec B-procgdure.

Maillage L'idge de base dans cette approche est de mailReret d'assurer que l'inggalit$
dgpendant deu est vBri $e en tous les points d§ nis par le maillage [Bec95, WYPB96,
MKS98, Sch98]. Il s'agit de la mgthode prgsentge dans la Section 2.4.1.7.

L'avantage de cette m§thode est que sa mise en uvre est vraiment simple. Le dgsavan-
tage est que cette mgthode ne garantit pas que l'inggalitg dgpendantdest vEri §e pour
toutes les valeurs possibles de sauf si le maillage est assez n. Une taille de maillage
a Bt® donn®e dans [WYPB96]. Cependant, le nombre de points d& ni par le maillage est
alors extréemement grand, entra®nant un temps de rgsolution extrémement grand.

Majoration L'id®e est de majorer les parties dgpendant gepar des termes indgpen-
dants dep (voir les Lemmes 2.6 et 2.10).

L'avantage de ces mgthodes est que les calculs sont simples et que le temps de r§solution
reste raisonnable méme avec plusieurs paramgtres. Le dgsavantage est que les conditions
obtenues ne sont que suxsantes et qu'elle ne s'applique qu'a des fonctions particuligres
pour T(W) (atne ou quadratique). Ceci entra®ne que les donnges de la contrainte LMI
dgpendant de paramptres sont des fonctions particuligres (voir la Section 2.4.3, page 80);
ce qui peut etre restrictif (voir la Section 3.4.1.1, page 131).

V@ri cation pour des valeurs particulipres des paramptres Il s'agit en fait ici

des Lemmes 2.5, 2.7, 2.8, 2.9, 2.11, 2.12 et 2.13. Elles visent toutes p vEri er une inggalit®
dgpendant de paramgtres pour des valeurs particuligres de ces paramgtres. Il peut s'agir
de l'inggalit® de dgpart (Lemmes 2.5, 2.7, 2.8, 2.9 et 2.12) ou d'une autre inggalit® obtenue
par transformation. Deux transformations sont possibles : par immersion (Lemme 2.11)
ou par l'utilisation du lemme d'glimination rgciproque (Lemme 2.13).

L'avantage de cette classe est qu'elle permet des calculs assez simples et qu'elle utilise
un nombre minimum de variables de dgcision (sauf avec le Lemme 2.13). Le dgsavantage
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est que les conditions obtenues ne sont que sutsantes (sauf pour les Lemme 2.5, 2.7 et 2.12
qui sont en fait les mémes) et que le nombre ni de contraintes cro?t de faxon exponentielle
avec le nombre de paramptres (sauf pour le Lemme 2.9). De plus pour une utilisation
directe de ces m§thodes, des dgpendances spgci ques (g&ngralement quadratique) doivent
etre considgrges. Nous verrons dans lI'exemple de la Section 3.4.1.1, page 131, que ceci
peut &tre restrictif.

Param@trisation quadratique de graphe et S{proc§dure Le dernigre classe est
celle que nous utiliserons et que nous avons expliquge en dgtail dans le chapitre prgc®dent.
Cette m®thode a conduit au Thgorgme 1.6, page 50, et au Thgorgme 1.7, page 52.

C'est I'une des rares m§thodes (avec les Lemmes 2.6, 2.9 et 2.10) pour lesquelles le
nombre de conditions ne cro®t pas de fason exponentielle avec le nombre de paramgtres.
De plus elle concerne des fonctions trgs ggn®rales (contrairement aux Lemmes 2.6, 2.9
et 2.10). Par ailleurs, c'est la seule m&thode qui $#nonce des conditions n®cessaires et
sutsantes (avec les Lemmes 2.5, 2.7 et 2.12 qui ne peut etre utilis que pour des fonctions
sp®ci ques) dans le cas d'un paramgtre (voir le Th§orgme 1.6, page 50). Elles s'interprgtent
de plus avec des concepts d'Automatique dans le cadre des outils de la commande robuste.

Cette m®&thode de transformation peut €tre vu comme une extension du Lemme de Kal-
man Yakubovich Popov et les conditions obtenues sont trgs similaires g celles du Lemme
de Kalman Yakubovich Popov (voir la Section 1.6, page 51). Il existe des algorithmes
utilisant la structure particuligre des conditions proposges dans le Lemme de Kalman
Yakubovich Popov (voir [VBWHO3] et les rgfgrences citges). Ces algorithmes sont bien
plus excaces que les algorithmes ggn®raux de rgsolution comme [GNLC95]. Nous esp®&rons
que ces algorithmes sp®ci ques au Lemme de Kalman Yakubovich Popov pourront &tre
adapt®s pour son extension.

C'est pour ces raisons que nous l'avons choisie.

Combiner plusieurs m#thodes de transformation Il est bien sOr possible de com-
biner plusieurs classes de mgthode en méme temps. Par exemple, lordqye est qua-
dratique, il est possible d'utiliser la convexitg directionnelle avec la majoration. En e®et
la condition (2.18) est assurge par l'existence d'une matridg,([) qui majore T (W) et qui
est elle{me&me d® nie nggative :
)
8U2 P T(HW - Tus(M)
812 P; Tun(W) < O

P

La premigre condition peut &tre assurge en choisissaih(l) = T(W + ¥ M@ avec

M; , 0. La seconde condition peut étre assurge en appliquant les conditions du Lemme
2.8 pTyp(H). Ceci nous donne le lemme suivant [GAC96].

Lemme 2.14. L'inggalit® (2.18) est vBri Be s'il existen, matrices M; semi{d§ nies po-
sitives telles que

812 V; Tu(W) < O:
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De la méme faxon, il est possible d'utiliser le Lemme 1.1 page 28 avec le Lemme 2.8.
En e®et la condition (1.10) est quadratique ep. Le Lemme 2.8 peut alors &tre appliqug
(voir [lwa97] ou page 31).

Les rgsultats obtenus dans [DS00, WB02] peuvent aussi &tre retrouvgs par l'utilisation
des graphes et par l'utilisation d'une m®thode de vEri cation pour des valeurs particuligres
des parampgtres (Lemme 2.13 pour [DS00] et Lemme 2.5 pour [WB02]).

En fait, dans [GCG93], une fonction rationnelle est considgrge au dgpart. Cette fonction
rationnelle a ensuite §t% immerg® dans une fraction de deux fonctions multi atnes.

2.4.3 M#8thodes de transformation d'une in nit§ d'in§galit§s et
LMI d§pendant de paramptres

Une contrainte LMI dgpendant deu peut etre caractgrisge par I'ensemble de fonctions
consid®rg pour ses donnges, par I'ensemble de fonctions considgrg pour ses variables de
dgcision et par sa structure. Dans cette section, nous commenxons d'abord par classer les
rgsultats de la littgrature selon ces trois caractgristiques et nous verrons que les contraintes
considgries dans la littgrature sont des cas particuliers de celle que nous considgrons. Nous
verrons ensuite pourquoi la contrainte LMI dgpendant de paramptres considgrg dans un
rgsultat de la littgrature a telle ou telle caractgristique en fonction du choix de la m§thode
de transformation d'une inggalit® dgpendant de parametres utilisge dans ce r§sultat.

Ensembles de fonctions consid§r§is pour les donn§es Ici, nous classons les rgsultats

de la littgrature selon I'ensemble de fonctions considgrg pour les donnges. Nous montrons
alors que ces ensembles sont des sous{ensembles de I'ensemble que nous considgrons, celui
des fonctions rationnelles.

Pour comparaison, une classi cation des ensembles de fonctions considgrgs pour les
donn®es dans les rgsultats existants est prgsentge dans le Tableau 2.3.

| Articles | Fonctions considgrges
[AGB95, GAC96, FAG96, TA02, KJS98, KJ99] Atne
[YS97, dOBG99, TdS01, Bli02, BBTNO3, RP02]
[BPPB93, BP94, Bec95] Multi atne
[BliO3] Polynbmiale
[Pac94, Hel95, AG95, SE98, Sch01, GCG93] Rationnelle
[DS00, DS98, TdS02, 1S01, KJ99, WBO02]
[Bec95, WYPB96, Sch9s] Continue
| [Lim99, LH97, LHO2, MKS98] | Afne par morceaux |

Tab. 2.3 { Type de fonctions considgrges pour les donnges

Dans le Tableau 2.3, I'ensemble de fonctions rationnelles, en choisissant judicieusement
le dgnominateur, est un sur{ensemble de tous les autres ensembles : les fonctions atnes par
morceaux peuvent étre vues comme des approximations des fonctions rationnelles; nous
ne considgrons pas les fonctions continues car la seule mgthode de transformation d'une
in nitg d'inggalitgs associ®e (le maillage) n'est pas satisfaisante (voir la Section 2.4.1.7,
page 77); de plus les fonctions rationnelles pouvant approcher une fonction continue



Synth gse d8pendant de param ptres 81

p n'importe quelle pr&cision, il n'est pas ngcessaire de considgrer ces fonctions (voir la
Section 2.3.3, page 63).

L'ensemble de fonctions que nous considgrons pour les donnges est aussi I'ensemble des
fonctions rationnelles. C'est donc un sur{ensemble non strict des ensembles consid§rgs jus-
qu'p prgsent. Nous verrons dans les exemples du chapitre 3 que ces fonctions conviennent
aux problgmes d'Automatique et que d'autres fonctions, comme les fonctions atnes
peuvent ne pas convenir (voir la Section 3.4.1, page 130).

Ensembles de fonctions consid§rés pour les variables de d§cision Ici, nous clas-

sons les rgsultats de la littrature selon I'ensemble de fonctions consid®rg pour les variables
de dgcision. Nous montrons alors que ces ensembles sont des sous{ensembles de I'ensemble
gue nous considgrons, celui des fonctions rationnelles.

Pour comparaison, une classi cation des ensembles de fonctions considgrgs pour les
variables de dgcision dans les rgsultats existants est prgsentge dans le Tableau 2.4.

| Articles | Fonctions considgrges
[BPPB93, BP94, Pac94, Hel95, AG95, SE98] Constante
[Sch01, GCG93, KJS98, WB02, BBTNO3]
[AGB95, GAC96, FAG96, TA02, YS97, dOBG99] Atne
[WB02, KJ99, RP02]
[DS00] Multi axne
[TdSO01] Quadratique
[Bli02, BIliO3] Polynémial
[DS98, TdS02, IS01] Rationnelle p
de&nominateur x®
[Bec95, WYPB96] G®n®rge par une base
de dimension nie
[Lim99, LH97, LHO2] Atne par morceaux
[MKS98, Sch98] Spline

Tab. 2.4 { Type de fonctions considgrges pour les variables de dgcision

Pour les mémes raisons que dans le cas des donnges (la mgthode de transformation
d'une in nitg d'inBgalitBs n'est pas satisfaisante lorsqu'une fonction ggn®rge par une base
de dimension nie est considgrge, les fonctions atnes par morceaux et les splines sont
considgrges comme des approximations des fonctions rationnelles), I'ensemble des fonc-
tions rationnelles p dBnominateur x®, en choisissant judicieusement le dgnominateur, est
un sur{ensemble de tous les autres ensembles.

L'ensemble de fonctions que nous considgrons pour les variables de dgcision est I'en-
semble des fonctions rationnelles (p dgnominateur libre). C'est donc un sur{ensemble
strict des ensembles considgrgs jusqu'p prgsent. La di®®rence avec I'ensemble de fonctions
rationnelles p dgnominateur x® est importante : il n'y a pas d'indicatiora priori pour
choisir le dgnominateur correctement (ceci sera illustrg dans I'exemple de la Section
3.4.2, page 141). Une contribution importante de cette thgse est d'utiliser un ensemble de
fonctions qui englobe ceux considgrgs jusqu'a prgsent et, surtout, qui convient pour des
problemes d'Automatique (voir la Section 3.4.1, page 130, et la Section 3.4.2, page 141).
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Structure de la contrainte LMI d§pendant de paramptres Ici, nous montrons

gue les structures considgrges dans les rgsultats existants sont des cas particuliers de la
structure ggn®rale de la contrainte LMI dgpendant de paramgtres que nous considgrons,
A savoir la contrainte (2.17) qui est rappelge ici :

|
XR A XR T

8u2 P Fe(+  FUWRIMWFIW+ F(W+  FUWRIWFYW <0

i=1 i=1

ou lesR(p) sont les variables de dgcision. En fait, nous ne dtaillerons pas toutes les
structures considgrges jusqu'pa prgsent mais deux d'entre elles qui sont souvent rencontrges.

La premigre structure particuligre de contrainte souvent rencontrge est la suivante :

AP+ P(WA(W <0

ou la variable de dgcision edP (l). Cette contrainte apparadt beaucoup en analyse de
la stabilitg robuste [DS98, FAG96, BIi02] puisqu'il s'agit d'une in§galit§ de Lyapunov
dgpendant de paramptres. Cette contrainte a une structure particuligre en ce sens qu'elle
est homoggne en la variable de dgcisiare. la contrainte est lingaire et non pas atne en

la variable de d®cision. Elle peut se rggcrire sous la forme (2.17) avgc 1, F.(W) =0,

FIW) = AT, FIW = 1 et Ru(W) = P(W.
La seconde structure particuligre de contrainte souvent rencontrge est la suivante :

2 3
AWTP(W + P(WAM PBH CHT

Np ()" 4 B(WP (W i°l D(W 2Np(W <O
C(W D (W il

o la variable de dgcision et (). Cette structure appara®t en analyse et en commande des
systgmes LPV [AGB95, BP94, Sch01]. Elle peut se rggcrire sous la forme de la contrainte
(2.17) avecngr =1,

2 3 2 3
0 9 0 AT
FoW=Np(T™4 0 5l 0 SNp(; FIW=Np™4 BMT 2;
Cw DM i ol 0

£ o]
Fi(W= 1 0 0 Np(WetRy(W)= P(W.

Toutes les structures rencontrges jusqu'p prgsent sont des cas particuliers de la structure
considgrge dans le Probleme 2.3 (et aussi dans le Problgme 2.2). De fait, cette dernigre
est la plus gBn®rale possibl# notre connaissance, aucun rgsultat existant ne concerne
une structure ggn®rale de la contrainte LMI dgpendant de

Inuence des m@thodes de transformation d'une in§galit§ d€pendant de pa-

ramptres sur les caract@ristiques d'une contrainte LMI d§pendant de paramg-

tres Nous allons maintenant voir en quoi les m&thodes de transformation d'une inggalit®
dgpendant de paramgtres in°uent sur les caractgristiques des contraintes LMI dgpendant
de paramptres.

Ceci est particuligrement vrai pour les ensembles de fonctions considgrgs pour les
donnges et les variables de dgcision. Les structures particuligres rencontrges dans la
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littBrature viennent plus du fait que les contraintes LMI dgpendant de paramgtres n'ont
pas B§t® consid®rgs en tant que telle. Elles rgsultaient des conditions obtenues pour certains
problgmes d'Automatique.

L'in°uence sur les ensembles de fonctions est directe lorsque la transformation d'une
in nit§ d'inggalitgs n'introduit pas de matrices supplgmentaires (ce qui n'est pas le cas
de l'approche avec le lemme d'&limination rgciproque ainsi qu'avec l'approche par pa-
ram®trisation quadratique de graphe eS{proc®dure). Dans ce cas, seul I'ensemble de
fonctions consid®rg pour l'inggalitg dgpendant de paramgtres in°ue. Par exemple, sup-
posons que nous utilisions une m§thode de transformation qui considgre dyg) est
atne en . Dans le cadre de notre problemd; () reprgsente en fait une contrainte LMI
dgpendant dep. Une contrainte LMI s'gcrit de faxon ggngrale

|
xR A xR T
8U2 P Fo(W+  FIWRiMWFUW+ FW+  FURMWFMW <0

i=1 i=1

ou lesR (M) sont les variables de dgcision. Pour que cette contrainte LMI soit atne @n

et ainsi pouvoir utiliser les m§thodes de transformation d'une in nit§ d'inggalitgs pour les
fonctions atnes, il faut queF.(y) et FS(WR;(WF4(Y) soient atnes enp. Les donnges ne
peuvent &tre qu'atne. Par ailleursF°() et FA(u) ne peuvent pas &tre tous deux atnes (ce
qui explique en partie les structures particuligres considgrges dans les rgsultats existants).
Si l'une des deux est atneR (| ne peut &tre que constant; alors que si toutes deux sont
constantes ery, R;(|) peut &tre atne en L

L'in°uence est moins directe lorsque la transformation d'une in nitg d'inggalitgs in-
troduit des variables de dgcision supplgmentaires (ce qui est le cas de I'approche avec
le lemme d'§limination r§ciproque ainsi qu'avec l'approche par param$trisation quadra-
tigue de graphe etS{proc®dure). En appliquant ces transformations p une contrainte LMI
dgpendant de paramptres, il ne faut pas faire appara?tre de produit entre ces variables
de d®cision suppl®mentaires et les variables de dgcision de la contrainte de dgpart. Sans
une transformation supplgmentaire, dans le cas de variables de dgcision rationnelles, cela
n'est possible qu'en xant le dgnominateur.

2.5 Solution excace p la LMI d&pendant d'un pa-
ramptre

Nous allons maintenant transformer la LMI dgpendant d'un paramgtre (Problgme 2.2,
page 64) en un problgme de faisabilit sous contraintes LMI indgpendant de paramgtre.
Nous rg®crivons tout d'abord la contrainte (2.16) sous une autre forme qui convient mieux.
Cette forme est

8U2 [, Hi((C+"( W)H2(W + (Hy(W(C+"( WH2(W)" <0

op “( W), la variable de dgcision, est une matrice (possiblement structurge) de fonctions
rationnelles enu de degrgN et bien pos®e surd; U

I:)N u]
() = 5 i=0 J':
i=o Gj M
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La contrainte (2.16) peut toujours se rggcrire (et inversement) sous cette forme avec des
choix particuliers deH(p), H2(p), C et “( Y). Par exemple, un choix possible est :

£ o
Hi( = Fe() FP(w) ¢eeFY (W)

21 0 ¢eeo” 20 0 ¢¢e o ° 2, 3
o 0 . 1Y% . 0 R : F(W
CZE- . _ z; (u)zg- .1(H) | z; Hz(u)=§ 1. :
Lo 0 o :
0 ¢¢¢ 0 O 0 ¢¢¢ 0 Rn (M) e (1)

Nous reformulons la LMI dgpendant d'un paramgtre et, p strictement parler, c'est le
problgme suivant que nous allons transformer.

Problgme 2.4 (LMI dgpendant d'un paramgtre) Soient[u; ] un intervalle born§ deR,
i.e. U et psont nies,

Hy @ [w;] ! RM2 Hy @ [u] ! R™M
Ho7h Ha(W B 70 Ha(W

deux matrices de fonctions rationnelles ep, bien pos®es sufy; ] et admettant une
reprgsentation LFT, etC 2 R%P, Soit N un entier naturel.

Trouver, si elle existe, P
N

une matrice (possiblement structurge) de fonctions rationnelles gnbien posges sujiu;
telle que

8U2 [W;H;  Hi((C+"( W)H2W + (Hi(W(C +"( WH2(W)" < O (2.25)

En examinant ce problgme, il appara® au moins une dixcult$ empéchant I'obtention
directe de la Solution excace p la LMI dgpendant d'un paramgtre : la contrainte (2.25)
dgpend deu et d§ nit de fait une in nit® de contraintes. Cette ditcult® a ®t® discut§e
dans la section prgcgdente et nous avons choisi la m§thode utilisant les graphes et la
S{proc®dure. Elle conduit au KYP rgel (Thgorgme 1.6, page 50), qui est rappel® ici : la
contrainte quadratique

8u2 [u;H;, OTMO(W) < 0 (2.26)
est v@ri Be si et seulement s'il exist® = DT > 0 etG= |G T telles que
'c(g’ £ I i 2D (Ur WD+G> | 0°
M Co Do + — — <0
D¢ © e As Bo (u+ WDiG | 2wD As Bo
(2.27)

avecAe, Be, Co et Dy telles que

9. A© B@ ’
— "

Cette mgthode permet de transformer un inggalitg dgpendant den un problgme d'opti-
misation LMI indgpendant dep. Pour appliquer ce thgorgme, il faut donc pouvoir rggcrire
la contrainte (2.25) sous la forme (2.26). Or il appara®t que I'expression (2.27) est atne en
M, D et G. Donc si la rggcriture de (2.25) sous la forme (2.26) a les propri®tgs suivants :
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{ M estatneen”; etend;;

{ ©(W ne contient aucun “; ni aucund; ;
alors par application du KYP rgel (Thgorgme 1.6, page 50), nous aurons transformg la
contrainte (2.25) en une contrainte LMI indgpendant de paramgtre. Nous aurons donc
trouve la Solution excace p la LMI dgpendant d'un paramgtre et cette solution aura bien
les propri®tes d® nies dans la Section 2.3.5, page 68. De plus, dans le cas present, pour
la premigre proprigt®, il s'agit d'une gquivalence et non pas seulement d'une implication :
il existe une solution pa la LMI dgpendant d'un paramgtre si et seulement s'il existe une
solution g la Solution excace g la LMI dgpendant d'un paramgtre.

La dixcult® majeure ici est en fait de rg®crire la contrainte (2.25) sous la forme dgsirge.
Nous allons voir que ceci est possible en utilisant une proprigtg ®lmentaire des po-
lyndbmes rgels. Aprgs avoir noncer et commenter la Solution excace g la LMI dgpendant
d'un paramgtre, qui est un problgme de faisabilit® sous contraintes LMI indgpendant de
K, nous discuterons des possibilitBs a n de limiter le nombre de variables de dgcision
supplgmentaires introduits parD et G. Ceci a l'intgrét de limiter le temps de rgsolution
de la Solution etcace p la LMI dgpendant d'un paramgtre. En n un exemple numgrique
sera prgsent®.

2.5.1 Solution excace et commentaires

Pour trouver la Solution excace p la LMI dgpendant d'un paramgtre, il faut considgrer

le bien pos§ : transformer le fait que la variable de dgcision est bien pos®e surli] en
une contrainte LMI indgpendant dey;

la contrainte (2.25) :  transformer la contrainte LMI (2.25) dgpendant dep en une
contrainte LMI indgpendant de .

Nous expliquons comment ceci est possible. Cette explication servira aussi de dgmonstra-
tion.

Transformation qg bien pos#§ Le bien pos® de “() sur [u; 1] est Bquivalent p ce que
N

le polynbme rgel , d ¥ ne s'annule pas surl; 4. La propri§t§ §l€mentaire que nous
utilisons est que ce polynébme rgel, ne s'annulant pas SWs [, a un signe constant sur
cet intervalle. Introduisons des rgels; tels que le polyndbme JN » G ne s'annule pas sur
[u; b]. Sans perte de ggn®ralit, on peut prendog = 1. Le bien pos® de “(u) sur [u; ]
est alors gquivalent p ce que la fonction rationnelle

Py a4 U
=0 ju
1+ jN=1 G

ne s'annule pas sunl; Y. Elle a donc un signe constant suu[_ﬁ]. Sans perte de g&ngralit®,
ce signe peut etre choisi positif. Le bien pos® de [if sur [u; 1] est donc §quivalent g :

Pugu N Page
8u2 W p, —Po——+ F—— >0 (2.28)
1+ oG 1+ 4 GH
Or Py
o O e
Rd;lAl(lLQ)

1+ jlclu']
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avec
2 3
ﬁpﬁN _
£ . , SR L
Rd;p: dNIp ¢¢¢d1|p d0|p et Ap(H,Q):
lp
1+ L gH
L'inggalitg (2.28) se rgcrit alors
82[14-_]-.,1 0 Ra 1 <0
HEWH  Aua) iR g, O Au(H;6) '
Par application du Thgorgme 1.6, page 50, avec
0 iRa’ o
M = ’ t OW= ¢ ;
RI, o W A

nous obtenons une premigre contrainte LMI indgpendant dequi assure le bien pos® de
la matrice “( W) sur [W; M.

Transformation de la contrainte (2.25) Pour la contrainte (2.25), H,est possible de
I'Bcrire sous la forme @M ©(H) < 0. En e®et, en la multipliant par—l‘ﬂ qui

j=1
est strictement positif, cette contrainte est gquivalente p

N - ;
— izo(j + dC)H
. . j=0 DJ ]
8u2 [ W,  Ha(Ww EEREST Ho() + ¢C¢
A Py e O I ; (2.29)
i=0(pi T 0 _
¢ce¢ Hi(p T ,-N=1qd Ho() < 0

Or il est toujours possible de trouver une matric&J(" j;d;), atneen ™ ; etend;, et F (1)
une fonction rationnelle enu bien pos®e suryf pl, indgpendant de *; et d;, telles que

P
(ot C)+ L H( ;+dC)

- UC o) )
1+11HJC] (" jd)HW

Par exemple, une factorlsgtlon possible est () = As(1; ), avecp le nombre de colonnes
de "(w, et U("j;d) = " n+dyC €¢CC" o+ dyC . Cette factorisation n'est pas
unique. La condition (2.29) est alors gquivalente p

5T

o Hi)T 0 UCd)’  H(®T
BMZIH Hopg)  ue a0 A@H( % @30

Par application du Thgoreme 1.6, page 50, avec

N ) T
oe gy e e ew= )

M= F (W)Ho(h)
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nous obtenons une deuxigme contrainte LMI indgpendant gequi assure la condition
(2.25).

Nous pouvons alors §noncer la Solution excace p la LMI dgpendant d'un paramgetre
op les notations suivantes sont utilisges

g —9D 2 RKEK:D > 0; 9G = iGTZkak;g
— — T — . _
Wens (k) = ?W_W :W: i_2D (L+ |_,[)|i)+G’ >
(L+ WD G i 20D
et
i s CC £ o o7 | 0
L(Ae;Bo;Co;De; M; W) = pi M Co Do + A g W , g

Thg§orpme 2.1 (Solution excace p la LMI dgpendant d'un paramgtre)Soient [u; 1] un
intervalle born® deR, i.e. g et y sont nies,

Hi o fwp ! RMER Hp @ [wil ! RN
uo7h Hi(w Lo 70 Ha(W

deux matrices de fonctions rationnelles e, bien pos®§es sufu;p] et admettant une
reprsentation LFTP etC 2 R¥P SoientN un entier naturel etN rgelsg tels que pour
tout u2 [, 1+ L, Hg 60.
Alors, il existe =)
N . u]
. j=0 |
(W= P (2.31)
j=0 dj ¥
une matrice (possiblement structur®e) de fonctions rationnelles gnbien posges suju; H,
telle que

8M2 [uiHl;  Ha(W(C+"( W)H2(H + (Hi(W(C +"( W)H2(W)" < 0 (2.32)

si et seulement s'il existeN +1 matrices” ; (possiblement structurges) el + 1 rgelsd,
tels que les deux conditions suivantes soient vEri §es :
(i) il existe Wq 2 Wens(N) telle que :

0 2 32, 3
2 0 ¢ec 0 S203f 1 0 ¢¢¢ €660 2 §0
Lo 5 o :
. 0 QL
cee ccm 1 0 : :
|CN ¢¢e¢ ¢¢¢ ¢y | 1 0 ¢c¢¢ ¢¢¢0
oy ¢CC ¢ee ¢¢@ i1
' 0 '£d ceed, do T
¢¢¢ £ | N 1 0 ,W <0
Sy ceed, do T 0 ‘

(i) il existe W 2 W¢ps(na, ) O N, est la taille deAy telle que :
M : . T

L AiBRiCHDui e Dgyr g W <o
IR
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o : . .
" Cy D A (WH2(1)

etopU(" j;d) estatne en”; et end, telle que

Py .
j=0 p-]n( i + de)_
1+ j!\l=l GU

Remarque 2.§, Le choix des rgels; n'a®ecte pas le rgsultat du thorgme tant que le
polynomel+ L, g ne s'annule pas sufy; .

le

SEHIALIOE

Nous avons bien obtenu des conditions sous la forme d'un problgme d'optimisation sous
contraintes LMI indgpendant dep. Ces conditions sont ngcessaires et sutsantes. L'intgrét
est que,N ®tant donn®e, il est possible de rgpondre positivement ou nggativement g la
question de I'existence de la matrice "(1).

Dans la LMI dgpendant d'un paramgtre (Problgeme 2.4, page 84), les donnges et les
variables de dgcision sont des fonctions rationnelles gnNous avons justi § l'intgrét
des fonctions rationnelles par le fait, qu'en choisissant judicieusement leur deggl'en-
semble de ces fonctions est un sur{ensemble des ensembles de fonctions considgrgs dans les
rgésultats existants. Cependant, dans certains cas, les donnges et les variables de dgcision
peuvent appartenir @ un ensemble strictement inclus dans I'ensemble des fonctions ra-
tionnelles. Par exemple, les donnges peuvent étre naturellement des fonctions atnes en
W Par exemple, si les conditions du Lemme 2.4, page 67, sont v&ri §es, alors les variables
de d®cision peuvent étre choisies comme des fonctions constantes sans perte de ggngralit§.
L'approche prgsentge dans ce chapitre, qui a aboutit au Thgorgme 2.1, peut aussi etre ap-
pliquge si I'on considgre les ensembles de fonctions considgrgs dans les rgsultats existants.

Pour les donnges, notre approche suppose qu'elles puissent étre reprgsentges par des
LFTs. Or sans perte de ggn®ralitg (voir la Section 1.5, page 50), nous avons suppos®
gue c'est le cas pour les fonctions rationnelles. Les fonctions considgrgs dans les rgsultats
existants §tant des fonctions rationnelles particuligres, ces fonctions peuvent aussi &tre
reprgsentges par des LFTs.

Nous avons consid®rg des variables de dgcision rationnelleg, eoit de la forme (2.31).
En fait, I'approche prgsentge dans ce chapitre permet aussi de xer tout ou partie des rgels
d; et/ou tout ou partie des matrices ”;. En e®et, dans le Thgorgme 2.1, les conditions ob-
tenues sont sous la forme d'un problgme de faisabilit sous contraintes LMI indgpendant
de . En xant tout ou partie des rgelsd; et/ou tout ou partie des matrices ", les condi-
tions obtenues restent sous la forme d'un probleme de faisabilit¢ LMI indgpendant de
Ceci permet de moduler I'ensemble de fonctions que nous avons considgrg pour les va-
riables de dgcision et ainsi le faire cofncider avec tous ceux considgrgs jusqu'p present dans
les rgsultats existants. Par exemple, pour le faire cofncider avec I'ensemble des fonctions
polynbmiales, il faut annuler tous lesd; saufd.

L'approche prgsent§e dans ce chapitre peut donc etre appliquge si I'on considgre les
ensembles de fonctions considgrgs dans les rgsultats existants.

2.5.2 Astuces de mise en 3suvre

L'intgrét du Thgorgme 2.1 est qu'il donne des conditions numgriquement vEri ables sous
la forme d'un problgme de faisabilitg sous contraintes LMI indgpendant de paramgtre. Lors
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de sa mise en Ysuvre, il est intBressant de limiter la taille du problgme de faisabilit$ sous
contraintes LMI indgpendant de paramgtre obtenu dans le thgorgme, ce qui permet de
limiter son temps de r§solution. Cette taille dBpend, entre autre, du nombre de contraintes
LMI indgpendant de paramgtre, du nombre de variables de d§cision et de la taille des
contraintes LMI indgpendant de paramptre.

Nous allons voir que la limitation du nhombre de contraintes LMI indgpendant de pa-
ramptre est structurelle : dans certains cas, la contrainte)(dispara®t.

Lors de la mise en %uvre du thgorgme, il faut factoriser la contrainte considgrge sous
la forme de la contrainte (2.32) et choisir les rgelg. La factorisation et le choix des
rgels n'gtant pas unique et ne changeant pas le rgsultat, il est alors possible de factoriser
et de choisir les rgels; au mieux . Nous allons voir que cette factorisation et que ce
choix, judicieusement e®ectu®s, permettent de limiter le nombre de variables de dgcision
suppl®mentaires introduites ainsi que la taille des contraintes. Le nombre de variables de
dgcision supplmentaires introduites pany et W est §gal g\ 2+ n,iH . De plus, plusna,,
est grand, plus la taille de la contrainte if ) est grande. Il est donc intgressant de limiter
Na, qui est l'ordre d'une reprgsentation LFT de

Hl(lJ)T T
H (W H (1)

Dans ce cas, nous ne nous intgressons qu'p la contraint¢ u Thorgme 2.1, soit au
nombre de variables de d®cision scalaires suppl&mentaires qu'introddit En plus de

la factorisation et du choix des rgels;, nous discuterons de la prgsence de plusieurs
contraintes LMI dgpendant de paramgtres.

Elimination de la contrainte (i) Sila contrainte (2.29) impligue la contrainte (2.28),
la condition (i) du th§orpme dispara®t. Ceci est le cas lorsque la matrieg (L)(C +
“CWH2(W + (Hi(W(C+7"( WH2(W)T a un terme sur la diagonale que I'on sai priori
gtre strictement nggatif.

Typiquement, nous rencontrerons dans le prochain chapitre des contraintes LMI dgpen-
dant de paramptres dont un g§l#ment de leur diagonale gst avec® > 0. La contrainte
(2.29) fait alors apparattre sur un des ®/#ments de sa diagonale la contrainte

P .
_ -0 Oi
U2 M; i° —P—— <O
1+ o GH
Ce qui implique bien la contrainte (2.28).

Choix des ¢ Ici nous supposons que nous avons dgja obtenu
Hi(w" °
H (WH2(W)

et que nous cherchons un choix des qui limite na,, l'ordre d'une repr&sengtion LFT
de cette matrice.H (1) est en fait une fonction rationnelle de dgnominateur 1+ J.Nzl .
L'idge est alors de choisir leg; pour queH () ait les mémes pbles quél;(L).

Par exemple, supposons que

HG) LB oo
1M _ c(M
HH) Wé (2.33)

Ce(W)
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avec
. AGO ’ AGl ’ 2 3
As(H) * _ _ Coo - G F etavec A,(ug)= 4 1an1“ 5.  (2.34)
Ca (1) 1+3p G l, -

1+¢qp

Alors en choisissantc; = 3, le pole de A,(i4;G) est le meéme que celui d&g (W) et de
Ccs(M), ce qui permet I'§criture suivante

3 2A R 3
G1l GO

et : Eccg

N5 = I'n i1G):

Av(1;G) 0 |(: An(Hig)

CG(IJ) CGl CGO

En utilisant la reprgsentation minimale deA, (i; g) presentge dans le Lemme 1.10, page
48, la variableW introduit n? variables de dgcision scalaires supplgmentaires.

En choisissantc, 6 3, cette dernigre ®criture n'est plus possible et la variablév
introduit plus de n? (pour &tre exact 4?) variables de dgcision scalaires supplgémentaires.

Cette exemple montre qu'un choix pertinent des rgets permet de limiter n,, et donc
le nombre de variables supplgmentaires introduites p&y .

Factorisation sous la forme (2.32) La factorisation d'un contrainte LMI dgpendant

de p sous la forme de la contrainte (2.32) n'est pas unique. Le choix d'une factorisation
peut avoir d'importantes rgpercussions. Nous illustrons ceci p travers I'exemple de la
contrainte simple suivante :

8u2 [ H; Ac(W P+ P(WAG(H + Co(l)'Ca(l) < 0

oM Ag(M) et Co(l) sont les donnges et sont d§ nies par (2.34) et &) est la variable
de d®cision avedN = 1.

Il existe plusieurs possibilitgs pour factoriser cette contrainte sous la forme de la
contrainte (2.32) dont deux sont naturelles et semblera priori §quivalentes :

1. la premigre Hi(1)(C +"( W)H2(W) = Ac()TP (1) + 3Co(WTCo(l);

2. la seconde H1(W(C +( W)H2(H) = P(WAG(H) + 5Ca(WT Co(h).

Avec la premigre possibilitg, nous obtenons la factorisation
0 1

n # . .
£ o] 5 5
AG(H)T{ZCG(H)T}% cp o+ PO § I§u)
Ha(p) I_{C —} |—{ —} I—?

I
(W Ha(k)

ce qui donne l'expression d§ nie par (2.33). En choisissant= 3, n? variables de dgcision
scalaires supplgmentaires sont donc introduites p&y .
Avec la seconde possibilit, nous obtenons la factorisation
0

1
c "O 0# . C- )
. % 2 . PW %§ Ac() "
—E8 02 % 0 Sy

C W H2 (W)
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ce qui donne 5

I

Hiw™ g Ce(W) 4.
H ()H 2(1) A 6)AG(W o
Co(W

Quelque soit le choix dec;, 4n? variables de dgcision scalaires supplgmentaires sont intro-
duites parW.

Méme sur cette exemple simple, la factorisation sous la forme de la contrainte (2.32) est
dglicate puisque la seconde possibilitg introduit quatre fois plus de variables de dgcision
supplgmentaires que la premigre ; alors que ces deux possibilitgs semblaient §quivalentes
au dgpart. Il est donc important de bien choisir cette factorisation en fonction de la
contrainte LMI dgpendant dep considgrge.

Plusieurs contraintes LMI d§pendant de U Jusqu'p prgsent, nous n'avons considgrg
que des problgmes de faisabilitg avec une seule contrainte LMI dgpendani.déous avons
justi ® ceci par la Remarque 2.1, page 59 : il est toujours possible de rggcrire plusieurs
contraintes LMI en une seule. D'un point de vue num®rique, cette rggcriture n'est pas
forcBment judicieuse.

Pour simpli er la discussion, nous ne considgrons que deux contraintes LMI dgpendant
depu:

8u2 [W;l; LMI 4 (W) <O (2.35)

et
8u2 [W;H;, LMI o) <0 (2.36)

oM ces deux contraintes ont les mémes variables de dgcision.
Pour transformer ces deux contraintes, il y a deux possibilitgs :

1. appliquer le Thgorgme 2.1 p la contrainte (2.35) puis p la contrainte (2.36), en
sachant qu'en choisissant leg identiques dans ces deux applications, la condition
(i) du thgorgme est identique dans ces deux applications;;

2. appliquer le Thgorgme 2.1 p la contrainte suivante

Mg 0

8U2 [U; H; 0 MI ) <O

Avec la premigre possibilit, la conditionij du Thgorgme 2.1 introduitN ? variables
de d®cision scalaires supplgmentaires. Maintenant, supposons que la conditioh du
Thgorgme 2.1 en introduisea,i@l pour la contrainte (2.35) et n,i@z pour la contrainte
(2.36), soit un total deN?+ nZ_ + nZ_ , avec les factorisations sous la forme de (2.32)
et le choix desc; e®ectu®s judicieusement.

La seconde possibilit§ introduit alordN 2 +( Nag, + nA©2)2 variables de dgcision scalaires
supplgmentaires.

La seconde possibilit§ introduit Ba, nNa., plus de variables supplgmentaires que la
premigre. Il est donc pr&fgrable de privilggier la premigre possibilit§.
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2.5.3 Exemple numérique

Nous dgveloppons maintenant un exemple de mise en %uvre du Thgorgme 2.1. On
considereE() une famille d'ellipses param®trisge pau 2 [j 1;1]. Une ellipse est donn§
par I'ensemble - a

X2 R? (Xj Xo)TPIY(xj x)<1
ou P est une matrice d® nie positive et ojx. est le centre de l'ellipse. On considgre une
famille d'ellipses param$trisge pan2 [ij 1;1] et d& nie par :

© - |
EW= x2R? (xi X(W)"PM *(xi x(W) <1

a

04 4 CE, Lo " o1 1ip@E o
VCPW = (ipp 1 A e g M A e
Xc(W) = H . Nous consid®rons aussi un disq de centre l'origine et rayon 0,7 :

i 1
© — a
O= x2R? x'x< 0;7?
Sur la Figure 2.2 sont reprgsent®s les ellipses, les centres correspondants pour di®grentes
valeurs dep et le disqueO.

0.2 T T T T T
v

: - D
T

!

: , 4

%

-0.2

&

-0.4
-0.6

-0.8

Fig. 2.2 { E(W), Xc(W) pour p2f0;G2;0,4;0,6;0,8;1g et O

Nous cherchonx(l) une fonction explicite dep et de faible complexit§ telle que, pour
tout u2 [j 1;1],x(u) est dans l'intersection de l'ellipseE(p) et du disqueO. Le problgme
est donc le suivant : trouverx(l) : [i 1;1]! R? une fonction explicite dep telle que

(X i Xc(W) TP HX(W i xc(W) < 1

Ml bt T < 072

Par manipulations, la contrainte pour tout u 2 [i 1;1], &®(W i Xc(W) TP W) *(x(W) i
Xc(W) < 1 est Bquivalente p la contrainte

i1 X i Xe(W)T
xWi %@  iP@ <0

qui est rg®crite sous la forme de la contrainte (2.32) :

8U2 [j 1;1} Hu(W(Ci+" 1(W)Hau(W) + (Hu(W(Cy+ ™ 1(W)Haa(W)T < 0 (2.37)

8u2 i 1;1]
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avec . 4 ., 4
. 1 ' s ' 5
i3 0 .- LO .. 0 0. 1 0

Ha (W)= X 1 01, (W= x(1) 0 ; Haa(p)= 0 i%P(H)

De méme, la contrainte pour toutp 2 [j 1;1], x(W™x(W) < 0;7° est ®quivalente g la

contrainte . .
i 0,72 x(W'

X(W il
qui est rg®crite sous la forme de la contrainte (2.32) :
812 [i 11} Haa(W(Co+" 2(W)Hzo(M) + (Hu(W(Ci+ " 1(W)H2(W)" <0 (2.38)

avec

8u2 [ 1;1} <0

n # n #
0; 72 "1 0° 0 o0° 1 0

H = _2_ 0 .c,= ;o = H =
12(H) L 2= g 1, 2(W) x(t) 0 22(H) 0 i %|2

CommeP (M) et xc(W sont rationnelles enp, bien posges surj[1; 1], et admettent une
reprgsentation LFT, il est possible d'appliquer le Thgorgme 2.1.

Pour la rgsolution du problgme de faisabilitg, nous choisissoNs= 2 (au vu de la
Figure 2.2, nous conjecturons qu'il existe une solution parabolique mais qu'il n'en existe
pas qui soit a+ne, il faut alors choisirN au moins §gal p 2) et 1 4e,u+ G2 = 1 (ce
qui permet de limiter le temps de rgsolution cax.() a le méme dgnominateur). De plus,
nous pouvons choisir sans perte de ggngrald$= 1. Nous obtenons alors

0;52u

XMW= 170172 | 0,69+0;72

La Figure 2.3 reprgsente les points(p) trouves pour plusieurs valeurs dg. Pour toutes

0.2

‘
T
!

02

55

-1

a2k

a4l

Fig. 2.3 { R®sultat pourp2f0;0,2;04;06;0 8;1g

ces valeursx(|) est bien g l'intersection deE(l) et de O.

Remarque 2.9. Pour ce problgme, il existe une in nit§ de solutions. La r§solution
num®riqgue du problgme d'optimisation nN'en donne §videmment qu'une. En revance,
ftant donn$, le problgme de faisabilit® lui{méme (celui obtenu par application du Th§orgme
2.1 sur les contraintes (2.37) et (2.38)) param$trise toutes les solutions.
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2.6 Solution excace g la LMI d§pendant de plusieurs
parampgtres

£
Nous considgrons maintenant le cas qu= g ¢¢Cp, o est un vecteur deP =
[o; K]EC ¢, th,], un polytope born§ deR™. La dgmarche présentge dans la Section
2.5 peut etre reconduite. Nous reformulons tout d'abord la LMI dgpendant de plusieurs
paramgtres. Puis nous §noncerons la Solution etcace g la LMI dgpendant de plusieurs
paramgtres. En n, un exemple de mise en ¥uvre num®rique est présent§.

La reformulation de la LMI dgpendant de plusieurs paramgtres donne le probleme
suivant.

Problgme 2.5 (LMI dgpendant de plusieurs paramgtres)Soientn, un entier strictement
sup®rieur p un,P = [, ;] £¢C¢ E[gnu ;Mn,] Un polytope bornge dd&R", i.e. pour tout

H, : P! RMa H, : P | REM
Ho7! Ha(W w7t Ha(W

deux matrices de fonctions rationnelles gm bien posges suP et admettant une reprgsentation
LFT, et C 2 R*P. Soit n, entiers naturelsN;.

Trouver, si elle existe,

P N; _ .

N Ny - ey 0

- _ =0 CCC inué‘o (il;:::;in“)l.llll SRV
(W= P N PN

i1:0 ¢ ¢ ¢ ini“n:pO d(il;:::;inu)uill l,‘lqnuu

une matrice (possiblement structurg§e) de fonctions rationnelles ¢n bien pos§es suP,
telle que

8U2 P;  Hy(W(C+"( W)H2(W) + (Hi(W(C +"( W)H(W)" < O

2.6.1 HEnoncE de la solution et commentaires

La dgmarche pour trouver la Solution etcace p la LMI dgpendant d'un paramgtre
présentge dans la section prgc®dente peut etre reconduite except® qu'au lieu d'appliquer
le Thgorgme 1.6, page 50, il est appliqug le Thgoreme 1.7, page 52. Cette dgmarche conduit
A la transformation suivante dans laquelle les notations suivantes sont utiliSea/sca(K)
est I'ensemble d§ ni par

S — 9

% —8i=1;¢¢¢n,;9D; = DI 2 RNEk;D; > 0;9G = |G 2 RMEK, %

. W Wi, ° EWllzdiag(i 2Dy ;¢ ¢ ¢ 2Dy ); =
T - _ o o

g Wiz W2 —wy, = diag((h + fh)Ds + Gi; ¢ € ¢k, + Fh,)Dn, + Gn); g

" Wa, = diag(i 2ukD1; ¢ ¢ ¢ 2k, kh,Dn,)
£ o]
ou lesk; sont les gl¢ments du vectel, i.e. k= k; ¢¢c¢k, et

' T » £ [o] ' s T ' 5
CC? M Co Do + : 0 W | 0
D©

L(Ao;Be;Co;Do;M; W) = Ae Be Ae Be
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Thorgme 2.2 (Solution etcace @ la LMI dgpendant de plusieurs paramgtrespoient
Ny un entier strictement sup®rieur p unP = [ ;] £CCC E[Eﬂu ; ln,] un polytope bornge

deR", i.e. pour touti =1;:::;ny, | et sont nies,
H, : P! RME2 H, : P I REM
Ho7h Hi(W Ho7h Ha(W
deux matrices de fonctions rationnelles em bien pos%es suP et admettant une reprgsentation
LFT, et C 2 R3¥P. Soientn,, entiers naturelsN; et c(.l;;;;; i,- =0;::5N;, ) =055y,

Co:0) = 1, des r@els tels que, pour toyt2 P, [\i, ¢¢¢ _O Cliy:omin )Ii'f Cith 60.
Alors, il existe
_ i1=0 in“:“g ) (i1;:::;inu)P-i1l NNV N
=0 $CC i“nzuo d(il;:::;inu)“;_l S Uim“
une matrice (possiblement structurg§e) de fonctions rationnelles en bien pos§es suP,
telle que

812 P; Hi(W)(C+"( W)H2W + (Hi(W(C +7"( WHAW)" < 0 (2.39)

s'il existe des matrices’ (i,;i, ) (Possiblement structurge) et des rgeds;;.;, ) tels que

..........

les deux conditions suivantes soient veri §es :

(i) il existe Wy 2 Wgeqa(k) telle que :
IJ' ’ 5 ' 5 ' . ﬂ
L AP; BP; 0 . 1 . 0 |T (d(|l ..... |n )) Wd < 0

Ce ' Dp " T (dgysin )) 0

..........

OM T (i, ) €St une fonction atne dedg, .-, ) telle que

2
thly,, O ¢¢¢ ¢¢c¢o

o . ' P P Ni, . in
Ap Bp ’ g I,\ilO ¢cee in“:“o d(il;:::;in )I.lllliiiulqu“

T(d(ll;::Z;In ))£ il ? Py i
: . . CP DP |1 o ¢¢¢ —o C(|1;:::;|n )MI:L1 L Hl1np
: 0
0O ¢¢¢ ¢c¢coO ““ulknu
(2.40)
pour des entiersk;, i = 1;:::;ny;
(i) il existe W 2 Wgeqa(l) telle que :
M - . |
0 U(C (i )0 Qiiamin )
L A4;Bn;Ch;Dy; . Ly Ly W <0
: i ; ; U( (i1;5in )1d(I1;Z:Z;In ))T 0
ou 2
Ul Iy ¢cece ¢¢c O
: o > An Bu ¢ Hi(w'
K Mh E : - = A
! Ch Dn (WH2(1)
0

Cee ¢eo0 th, 1,
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pour des entiersl;, i = 1;:::;n, et opU(" (il;;;;;in“);d(il;;;;;inu)) est une fonction atne de
(i13sing,) et ded(il;:::;inu), ij =0;:::;N;,j =0;::15ny telle que
P N1 ¢¢|$ Nin,, & (rosin) + d(. ) )C)l.lil"'ui{]“
- i1=0 in,=0 i1;:50n i1:in G
U( (i1;333;inu);d(il;iii;inp))ﬁ(IJ) = & P N B o K w 7 u :

(2.41)

Les conditions sont sutsantes : il n'est pas possible de rgpondre nggativement p la
guestion de l'existence d'une matrice "(1).

Remarque 2.10. Les factorisations (2.40) et (2.41) sont toujours possibles bien que non
uniques.

P
La condition (i) introdui v k2 variables de dgcision suppl&mentaires, alors que la
condition (ii ) en introduit P " 12 supplémentaires. Pour limiter le temps de rgsolution,
il est intressant de limiter [ (k? + 1?).

2.6.2 Mise en %uvre pour la synthgse d'un observateur d§pen-
dant de paramptres

Ici, nous nous proposons d'illustrer ['utilisation des LMIs dgpendant de plusieurs pa-
ramgtres et l'application du Th&orgme 2.2 dans le cas de la synthgse, pour un systgme
dgpendant de plusieurs paramgtres, d'un observateur dgpendant explicitement de ces pa-
ramgtres, soit une in nit§ d'observateurs.

Considgrons le systgme suivant :

Yy
x(t)
y(t)

AX() + Bu(Wu(t) + Bu(KWw(t)
Cy(x(t) + Dy(Wv(t)

Oup2 PavecP =y ;]ECC tl:f[gnu ;ﬁnu] un compact born§ ddR"«. x(t), u(t) et y(t) sont
respectivement I'gtat, I'entrge et la sortie du systemev(t) et v(t) sont respectivement le
bruit sur I'gtat et sur la sortie veri ant

ﬂ ) 5

M- s £ a
E V\)'((tt)) witi o7 Wti o) = P F\?o +(¢)

avecE I'espgrance mathgmatiqueQy, 0, Ro, 0 et#(t) l'impulsion. Toutes les matrices
sont rationnelles eny, bien posges suP, et admettent une reprgsentation LFT.
On considgre un observateur dgpendant des paramgtres d§ ni par les §quations d'¢tat :

Z
2(t)
(1)

AWR() + Bu(Wu(t) + M) i $(1)
Cy (WA(t)

ou M (M) est une matrice rationnelle eny, bien posge suP.

L'objectif est de trouver I'observateur (c'est-p-direM (M) qui minimise le pire cas sur
la variance pond®rge de l'erreur d'observatioB(e(t)Woe(t)T) avece(t) = x(t) j R(t) et
Wy, 0, soit : miny .y maxep E(e(t)Woe(t)").
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Ce problgme peut se formaliser comme un problgme de minimisation du pire cas de la
norme H, d'un systgme [SP96a] : mia ) max,p de la normeH; de

8 h H ’
St = (AW MG MY +  Bu(WQT M(WDW(WRS” Vvvf((t?
&(t) = Wo e()
(2.42)

En ®tendant un rgsultat d'analyse de la normel, [BEFB94], ce probleme peut se rgsoudre
grace g un problgme d'optimisation dgpendant de paramgtres : minimiSetel qu'il existe
MW, P(W=P(W"etT(w=T(W' telle qgue pour toutp2 P

2

3
AMPHE I CI™MMETPME+ PMAM P MMMCH 07

Q) ™Bu(l)T <o
Ro(H)T2D, ()M ()T T W A

P(W)  Wo(w™ "
Wo? TG O
Trace(T (W) < °:

En e®ectuant le changement de variabl® () = P (WM (U), ce problgme est gquivalent
A : minimiser® tel qu'il existe O(W), P() = P(WT et T(W) = T(W' telle que pour tout
u2p 3
AP i CyWTOMT + PWAW IO (WCH 07 07
(i) 4 Qo(H)"*Bw(K)TP (1) il 0 5<0;

_ Ro(H) "D ()T O(W)T 0 il
" P WoW)™ " _ .
W w2 T 7Y
(ii) Trace(T (W) <°.
Ces trois contraintes sont des contraintes LMI dgpendant de Il est donc possible de les
rgcrire sous la forme de la contrainte (2.39). Le dernier problgme d'optimisation est alors
®quivalent p : minimiser tel gu'il existe O(W), P(W = P(W" et T(W) = T (W' telles que

(i) pour tout u2 P, Hll(“)(ci"'“ 1(W)Haa (W) + (Hua(W(Cy +7 1(“))H§1(U))T < 0 avec

AT iCGw" 0 0
Hu() = 4 Q5B (W) 0 4 o &;
0 Ry'DyW' O g3l
2 3 3
000 P 0 O
0O 0O . ow"™ o0 o0
Cﬁgo | OZ; 1(“):§ (g) 0 o5 €tHalW=1;
00| 0 00

(i) pour tout p2 P, Hip(W)(Cz + " 2(H) Hao(k) + (Hi2()(C2 + 7 2(W)H22(W) ™ < 0 avec
L0 jw i

_ 2
H =
12(1) 0 %I 0
2 3 2
00 P(w O

C;=40 05; ",(l)=4 0 T(W5 etHpl=1;
0 | 0 0
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(iii ) pour tout p2 P, Hig(W(Cs+" a(W)H2s() + (His(W(Cs+" 3(W)H2s(W) " < O avec
2 3 2 3
0 ton (1)
£ a : . _ : _
Hi(W= 1 ¢¢¢cl j1 ; Cs—g Oz’ 3(W) = E (1) z et Hys(W) =1
0

o

out; (W) est lei® € glgment de la diagonale d& ().

Si P (M) et O() existent, M (L) est alors construit avec la formuleM (W) = P (W) *O(p),
qui peut étre obtenu par une multiplication et une inversion de reprgsentations LFT (voir
les op®rations sur les reprgsentations LFT dg nies en annexe du Chapitre 1, Section A.1.5,
page 175).

Ce problgme est un problgme de minimisation de co0t lingaire. Pour minimiser la valeur
de °, il est possible d'appliquer une itgration suf : nous avons programm® l'algorithme
propos® en page 62. Dans cet algorithme, il est appliqug le Thgorgme 2.2.

Exemple d'application Nous prenons comme exemple un systgme masse{ressort. La
masse est relige au ressort qui lui{méme est reli® p un bati. La masse est soumise a des
frottements visqueux et p une force que I'on applique. On mesure la position de la masse
et on estime la vitesse de la masse. Ce systgme peut se modgliser de la fason suivante :

8 : #

2 x(t)

x(t) + ")

11
Bl—hH
o

.
m£ a
1 0 x(t)

y(t)

position de la masse
vitesse de la masse
massem est la masse du ressort (ekg), k la constante de raideur du ressort (elNmi 1)
et f le coexcient de frottements visqueux (eNsmi 1)

Pour ce type de systgme, nous voulons construire un observateur qui dgpende de la
masse et de la constante de raideur du ressort. Nous supposons cependant que le coexcient
de frottements visqueux est constant pour des masses di®grents. Nous considgrons donc
quem 2 [m;m], k 2 [k;K]. En prenant py = % et b = K, nous obtenons la reprgsentation
suivante 8 .

avecx = , Y la position de la masseu la force appliqguge sur la

< o 1 0
X(t) = x(t) + u(t
. X(t) iUlI-lzg'flho() Ha ®
y(t) = 10 x(1)
avecpy 2 [1=m; 1=m] et 1, 2 [K; k]. Pour simpli er, nous considgrons que les bruits agissent
sur I'gtat et sur la mesure p traver8,, (1) = |, Dy (Y) = 1. B
En ce qui concerne les valeurs numgriques, nous avans 0;1, m=0;3,k =2, k=3,
: , 1 0°
f =0;6,Qy=10121, Ry =101 2 et Wy = 0 1G

Pour l'optimisation, nous choisissondN; = N, = 1 (par simplicitg) et 1 + cjoly +
Coikk + Ciule = 1 (ce choix permet de limiter le temps de rgsolution cafA(p) a le méme
dgnominateur). De plus, nous avons imposty.q) = 1 pour §viter la sur{param®trisation
des variables de dgcision. Nous trouvons aprgs rgsolution numgrigue?2 ; 55.
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15 T 15 T
10 10
5- st
1 N
ot o= of e
| I
| // 1
5H , 5 T‘ |
\ e |
‘ ! —— position ‘ i
10 - ! . 10 p ;
]
o -~ - vitesse v
I
A5 A as b 0
v !
v/ !
20 |- 20
l
i
25 | 25 i
30 | | | | | | | | | 30 | |
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

15

10 -

15 -

20

25 1

30 L L L L L L L L L 30 L L L L L L L L L
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Fig. 2.4 { Erreurs d'estimation (pour m = m en haut, pourm = m en bas)

On veri e la convergence de I'observateur. Les erreurs d'estimation obtenues pour les
combinaisons possibles des valeurs extrémesndest k sont reprﬁsent&eé sur IqlrFigure 2.4.
et celle

Dans toutes ces simulationg, la condition initiale du systgme est §gale @ O

de l'observateur est §gale p 10 5 DT.
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Fig. 2.5 { Bvolution des coexcients deM (L)

L'®volution des coexcients de la matriceM (L) en fonction dep est reprgsentge sur la
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Figure 2.5. On peut remarquer que la matric® () Bvolue beaucoup puisque, par exemple,
pour le premier coexcient deM (), il y a un facteur 2 entre les valeurs extrémales.

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, un problgme d'optimisation sous contraintes LMI dgpendant de pa-
rametres a §t® transform® en un problgme d'optimisation sous contraintes LMI indgpendant
de paramptre. Ceci est intBressant puisque ces derniers problgmes peuvent étre rgsolus ef-
“cacement. Dans le cas ou le parampgtre est scalaire, cette transformation est e®ectuge
de faxon ®quivalente : la faisabilitf du problgme d'optimisation sous contraintes LMI
indgpendant de paramptre est une condition ngcessaire et sutsante p la faisabilitg¢ du
problgme d'optimisation sous contraintes LMI dgpendant d'un paramgtre.

Beaucoup de rgsultats de la littgrature s'interprgtent comme une telle transformation.

Le problgme consid®rg dans ce chapitre englobe les problgmes considgrgs jusqu'a prgsent
en terme de structure, d'ensembles de fonctions considgrgs pour les donnges et pour les
variables de d®cision. La structure considgrge ici est ggn®rale alors que ce n'gtait pas le
cas dans les rgsultats de la littRrature. Nous avons consid®rg I'ensemble des fonctions
rationnelles pour les donnges alors que certaines rgsultats existants considgrent des en-
sembles trgs particuliers. Nous verrons dans un des exemples du prochain chapitre que ce
point est extremement important. En n, nous avons consid&rg I'ensemble des fonctions
rationnelles (avec un dgnominateur libre) alors que les rgsultats existants considgrent au
mieux l'ensemble des fonctions rationnelles p d&nominateur =&fipriori. Cette di®®rence

est importante car il n'y a pas d'indication a priori pour choisir le dgnominateur.

Les fonctions rationnelles ont plusieurs reprgsentations possibles, dont :

1. le produit d'une matrice de polyndbmes par l'inverse d'une matrice de polyndmes;
2. la division d'une matrice de polynébmes par un polynéme;

3. la reprgsentation LFT.

Nous avons choisi la deuxigme reprgsentation pour les variables de dgcision car ce choix
permet de transformer une contrainte LMI dgpendant de paramgtres en un problgme
convexe et de dimension nieM notre connaissance, ceci n'est pas possible avec les deux
autres reprgsentations.

Cependant, dans certains cas, il est intBressant d'obtenir les variables de dgcision sous
une representation LFT. C'est par exemple le cas qui est dgvelopp® dans le chapitre
suivant. Dans ce cas{lp, il est ngcessaire de convertir la reprgsentation adoptge en une
reprgsentation LFT, ce qui est toujours possible (voir la Section 1.5, page 46). Ng#anmoins,
un inconvgnient possible est d'obtenir une reprgsentation LFT d'ordre plus grand que
ngcessaire. Ce problgme aurait pu etre ®vitg si on avait pris comme variables de dgcision
la reprsentation LFT elle{méme : malheureusement, dans ce cas{lp, le problgme d'opti-
misation obtenu n'est pas convexe et dimension nie. Par rapport aux objectifs que nous
nous sommes x®s, notre choix est donc le meilleur.

De plus, nous voulons signaler que le problgme considgrg dans ce chapitre permet de
résoudre plusieurs autres problgmes.

Les rgsultats que nous avons obtenus permettent de rgsoudre des problgmes d'optimi-
sation robuste sous contraintes LMI. Un problgme d'optimisation est dit robuste lorsque
les donnges dgpendent de paramptres et lorsque les variables de dgcision n'en dgpendent
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pas [BTNO1, GOL98]. Dans notre cas, ces problgmes se rgsument p chidigdans le cas
d'un paramgtre) ou lesN; (dans le cas de plusieurs paramgtres) nuls.

Nous avons considgrg le cas o les contraintes LMI sont rgelles. Il est possible d'appli-
guer le méme dg&marche dans le cas complexe. Une possibilitg alternative est d'utiliser le
rgsultat, prgsent® par exemple dans [IMFOO0], qui permet de transformer une contrainte
LMI complexe en une contrainte LMI rgelle.

Les ®quations de Riccati dgpendant de paramptres [SA78, BPD02] ont §t§ intensive-
ment ®tudifes. Des r§sultats d'existence et d'analycitg d'une solution ont §t§ trouvgs (voir
[Del84, RR88] et les rgfgrences citges). Mais p notre connaissance, aucune mgthode ex-
cace n'a encore ®t%® donnge pour calculer une solution. Les problgmes qui se formulent
avec de telles ®quations peuvent, en g&n®ral, aussi se formuler avec des inggalitgs de
Riccati dgpendant de paramptres. De telles inggalitgs apparaissent aussi en commande
des systgmes non lingaires [HK96], en commande des systgmes saturgs [Meg96]. Sous
certaines hypothgses techniques, ces inggalits de Riccati peuvent &tre transform$es en
LMI dgpendant de paramptres. De telles inggalitgs apparaissent aussi en commande des
systemes non lingaires [LD95] et en commande des systgmes spatiallement invariant
[dCPO02]. L'approche propos®e dans ce chapitre peut alors étre appliguge. Nous espgrons
qgue notre approche permettra de rgsoudre les problgmes contenant des inggalitgs de Ric-
cati dgpendant de parametres.

Le prochain chapitre est consacrg p une mise en %uvre possible des r§sultats obte-
nus dans ce present chapitre au problgme intgressant de la conception de correcteurs
dgpendant de paramgtres.
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CHAPITRE3

Conception de correcteurs dgpendant de paramgtres

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous proposons une solution au problgme de conception de correc-
teurs lingaires stationnaires (LTI) dgpendant de paramptres (de fason explicite) pour un
systeme, dit augment®, LTI dgpendant de paramptres sous la forme d'un problgme d'op-
timisation sous contraintes LMI indgpendant de paramgtre en appliquant les rgsultats du
chapitre prgctdent.

Dans ce problgme, le systgme augment§ comporte le systgme p commander et prend
en compte les performances dgsirges pour le systeme en boucle fermge. Ce problgme est
intBressant car sa mise en %uvre permet de traiter de nombreux problgmes en Auto-
matique selon ce que reprgsente ces parametres et selon la partie du systgme augment$
qui dgpend des paramptres. Par exemple, une mise en %uvre particuligrement gtudie
dans la littgrature est la commande des systgmes non lingaires par sgquencement de gains
[Rug91, FS03, SR99, RS00, Sha88]. Dans ce type de commande, un ensemble de correc-
teurs est coneu pour un ensemble de lingarisations, autour d'un ensemble de points de
fonctionnement, du systgme non lingaire. Si I'on param$trise I'ensemble des points de
fonctionnement, le problgme revient alors au problgme de conception d'un correcteur LTI
dgpendant de paramgtres pour un systgme p commander LTI dgpendant de paramptres.

Nos dgveloppements sont motivgs par un problgme intgressant de conception de correc-
teurs. Durant ces vingt dernigres annges, d'8normes progrgs ont §t® rgalisgs dans la concep-
tion d'un correcteur LTI pour un systeme p commander LTI. Cependant les mgthodes
existantes se focalisent sur la conception d'un correcteur pour un compromis particulier
du cahier des charges.

Dans certaines applications, pour un systgme p commander donn®, il est important de
pouvoir rerggler le correcteur a n de garantir di®grents compromis du cahier des charges
et ceci sur le site d'exploitation. C'est le cas des canaux d'irrigation, exemple que nous
dgvelopperons dans le prochain chapitre. Ce rergglage peut se faire lors de I'exploitation
du correcteur [Ala01]. Dans ces conditions, une nouvelle conception de correcteur par
un ing®nieur en Automatique doit etre §vitge. Une solution satisfaisante p ce problgme
pratique est la conception d'un correcteur rergglablég. un correcteur dont les gains sont
une fonction explicite du compromis appartenant p un ensemble continu. Le rergglage
du correcteur revient simplement g choisir le compromis, ce qui est facile et qui peut
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etre e®ectu® par un utilisateur sans expertise en Automatique. Une autre application
possible est le rergglage en ligne du compromis pour, par exemple, la commande des navires
pour la rgjection des perturbations engendrges par les vagues qui dgpend des conditions
de navigation [KYM*01], la commande des suspensions actives pour les adapt§es aux
conditions de la route [FB98]. Dans ces cas, les conditions sont dans un continuum. Ceci
est le point clg pour l'utilisation d'un correcteur rergglable et non, par exemple, d'un
nombre ni de correcteurs.

En param®trisant I'ensemble continu de compromis, ce problgme revient p la conception
d'un correcteur dgpendant des paramgtres pour un systgme augment® dgpendant des
paramgtres dans lequel le systgme p commander est indgpendant de paramptre mais dans
lequel le critgre de performance dgpend des paramgtres.

Le probleme de conception d'un correcteur dgpendant de paramgtres pour un systgme
augment® dgpendant de paramgtres peut €tre vu comme une extension directe du problgme
de conception d'un correcteur LTI indgpendant de paramgtre pour un systeme aug-
ment® LTI indgpendant de paramgtre. Dans ce dernier cas, des conditions de conception
peuvent étre obtenues sous la forme d'un problgme d'optimisation sous contraintes LMI
indgpendant de paramptre [GA94, SGC97, CGA99]. Lorsque le systgme augment® et le
correcteur dgpendent de paramgtres, des conditions de conception peuvent &tre obtenues
sous la forme d'un problgme d'optimisation sous contraintes LMI dgpendant de ces mémes
paramgtres. En utilisant les rgsultats du chapitre prgc®dent, il est alors possible d'obtenir
une solution excace en transformant les conditions obtenues en des conditions sous la
forme d'un problgme d'optimisation sous contraintes LMI indgpendant de paramgtre.

L'organisation du chapitre est comme suit. Dans la Section 3.2, page 104, il est prgsent§
le problgme de conception d'un correcteur dgpendant de paramgtres ainsi qu'une solution
excace @ ce problgme. Le problgme de conception d'un correcteur dgpendant du compro-
mis est dgvelopp® dans la Section 3.3, page 116. En n, deux exemples numgriques sont
présent®s dans la Section 3.4, page 129. La Section 3.5, page 145, conclut le chapitre.

3.2 Conception de correcteurs dépendant de paramp-
tres

Nous considgrons dans cette section le problgme de conception de correcteurs dgpendant
de paramptres pour un systgme augment® dgpendant de paramgtres. L'objectif est de trou-
ver des conditions vgri ables excacement qui permettent de construire ces correcteurs.
Pour des raisons d'implgmentation, nous nous intgressons p la complexitg des correc-
teurs obtenus (mesurge en terme d'ordre de la reprgsentation LFT des matrices de la
reprgsentation d'gtat des correcteurs).

3.2.1 Formulation des problgmes consid§rés

Nous considgrons le systgme, dit augment®, suivant :

8
< x(t) = A@x(t) + Buw(Ww(t) + By(Wu(t)

P(p;l . z(t) = Cy(wx(t) + Daw(Ww(t) + Dz(wu(t) (3.1)
oy(t) = Cy(wx(t) + Dyw(Hw(t)
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oux(t) 2 R" est le vecteur d'§tat deP (p; 1), u(t) 2 R" I'entrBe de commandey(t) 2 R"
la sortie de mesurew(t) 2 R" I'entrge de perturbation,z(t) 2 R"2 |la sortie commandge et
12 P un vecteur de paramgtres constants avét= [, ;] £¢ ¢ ¢ ﬂ_unu ;ﬁnu] un polytope
bornge deR". Les matrices de la reprgsentation d'§tat d@ (p;) sont des fonctions
rationnelles eny, bien posges suP, admettant une reprgsentation LFT.

Pour ce systgme, il est recherch® un correctekir(p; ) pour que le systgme en boucle
ferm®e vEri e certaines proprigtés. Le correcteur recherch®, un retour de sortie, s'gcrit de
la faxxon suivante :

%

SCIT PR

Ak (WX (1) + B (Wy(t) 3.2)
Ce (Wx (1) + D (Wy(t) '

oM Xk (t) 2 R" est le vecteur d'§tat deK (p; 1) et op les matrices de la reprgsentation
d'gtat du correcteur Ax (1), Bk (1), Ck (W) and Dk (1) sont des fonctions rationnelles en
U, bien poskes suP, admettant une reprgsentation LFT d'ordre limit§.

Ces matrices sont recherchges ainsi pour des raisons d'implgmentation. D'une part,
les fonctions rationnelles admettant une reprgsentation LFT d'ordre ni sont faciles p
implgmenter. Considgrer d'autres types de fonctions (exponentielles, logarithmiques...)
est inutile puisqu'il faudrait les approcher par des fonctions rationnelles pour pouvoir
les implgmenter. D'autre part, limiter I'ordre des reprgsentations LFT de ces fonctions
rationnelles est intgressant puisque cela permet de limiter I'espace mgmoire allouge au
stockage de ces fonctions et de limiter le nombre d'op®rations ngcessaires g I'gvaluation
de ces fonctions et donc de limiter le risque d'erreurs numgriques.

P(p; 1)

K(p;) P

Fig. 3.1 { Systeme en boucle fermge

Nous consid®grons tout d'abord une propri®t® de nornke, . Le problgme consiste alors
g d®terminer, s'il existe, un correcteur dgpendant degarantissant que la normeH; du
systeme en boucle fermge est infgrieure p une certaine borne pour toutes les valeurs de
pn2 P.

Problgme 3.1 (ProblemeH; d®pendant de paramgtres)Soient P un compact deR"x,
P(p; Y le systeme augment® d® ni par (3.1) €t un r§el strictement positif.
Trouver, s'il existe, un correcteurK (p; ) d& ni par (3.2) tel que, pour toutpu?2 P :

1. le systgme en boucle ferm®p; W) ? K(p; W) est asymptotiquement stable ;
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2. lanormeH; du systeme en boucle ferm$e est strictement infgrieuré p

kP(p; ) ?K(p; ks <°

avec par d§ nition
kP(pil) 2K (pilky =sup 3AP(lip) 2K (tp )

oM ¥.dgsigne la valeur singuligre maximale.

Ce problgme peut etre vu comme une extension du problefe standard dans lequel un
correcteur LTI indgpendant de paramptre&K (p) est recherch® pour un systgme augment$
LTI indgpendant de paramgtreP (p). Ici, le systeme augment$ et le correcteur dgpendent
de paramptres.

Remarque 3.1. Dans le Problemeéd; dgpendant de paramptres (Problgme 3.2)majore
le pire cas sur la normeH; du systgme en boucle ferm$§e pour tqu2 P (voir page 61) :

° ., max kP(p; W ? K(p; WKy :
u2P

La propri®t® de normeH; est une des proprigt®s habituellement considgrges dans la
littBrature [DGKF89, GA94, SGC97, CG96]. Il est possible de d§ nir d'autres problgmes
en considgrant d'autres proprigtgs usuelles comme la noridg [DGKF89, SGC97], la
localisation des po6les dans une rggion de type LMI [SGC97, CG96] et le multi{critgres
[SGC97, CG96]. La rgsolution de ces derniers problgmes gtant trgs similaires g celle du
ProblemeH; d®pendant de paramgtres (Problgme 3.1), elles seront dgvelopp®es dans les
Annexes pour ne pas alourdir le corps du texte (dans la Section A.2.2, page 192, pour le
problgme associ§ p la norn,, dans la Section A.2.3, page 192, pour le problgme associ§
A la localisation des poles et dans la Section A.2.4, page 192, pour le problgme associ§ au
multi{critgres).

De plus, nous ne nous intgresserons plus qu'au caspogst un scalaire pour des raisons
de simplicit® d'&criture. Cependant, rappelons que l'approche utilisge dans ce document
permet aussi de traiter le cas o est un vecteur. Nous considgrons donc dans la suite de
ce chapitre queP = [; 1] est un intervalle born® deR.

Le ProblemeH; d®pendant de paramgtres (Problgme 3.1) se divise en deux parties.
La premigre partie consiste p vEri er si un correcteur dgpendant gequi garantisse
les propri®t®s dBsirges existe. L'objectif est de trouver des conditions, faciles p v&ri er
num®griguement, qui permettent de tester l'existence d'un correcteur. Si un correcteur
existe, la seconde partie consiste p en construire un. Lp encore, l'objectif est que cette
construction se fasse facilement, toujours d'un point de vue numgrique.

Le premier objectif peut &tre atteint en suivant les deux ®§tapes :

1. trouver des conditions d'existence d'un correcteur dgpendant gsous la forme d'un
problgme de faisabilit® sous contraintes LMI dgpendant qle

2. transformer le problgme de faisabilitg sous contraintes LMI dgpendant gebtenu
en un problgme de faisabilitg sous contraintes LMI indgpendant de paramgtre.
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La premigre tape peut étre vu comme une extension de la dgmarche usuelle pour trans-
former un problgme de conception d'un correcteur indgpendant de paramgtre pour un
systgme augment® indgpendant de paramptre en un problgme de faisabilit$ sous contraintes
LMI indgpendant de paramgtre [DGKF89, BEFB94, SGC97, CG96]. Plusieurs approches
sont possibles pour cette premigre ®tape. La seconde §tape repose sur lI'application du
Thgoreme 2.1, page 87, obtenu dans le chapitre prgc®dent, qui permet une telle transfor-
mation.

Si un correcteur dgpendant deu existe, le second objectif peut étre atteint par deux
approches di®®rentes. La premigre approche consiste en les deux §tapes suivantes :

1. trouver des conditions de construction d'un correcteur dgpendant giesous la forme
d'un problgme de faisabilitg sous contraintes LMI dgpendant ge

2. transformer le problgme de faisabilitg§ sous contraintes LMI dgpendant debtenu
en un problgme de faisabilitg sous contraintes LMI indgpendant de paramgtre.

La premigre ®tape peut €tre vu comme une extension de l'approche utilisg pour construire
un correcteur indgpendant de paramptre par la rgsolution d'un problgme de faisabilit$
sous contraintes LMI indgpendant de paramgtre [Sco97]. La seconde ®tape repose sur
I'application du Th&orgme 2.1, page 87, obtenu dans le chapitre prgc®dent, qui permet
une telle transformation. La seconde approche consiste p

1. trouver une formule explicite (dgpendant dg) de construction du correcteurj.e. une
formule explicite reliant les matrices d'§tat du correcteur aux variables de dgcision;

2. calculer cette expression en utilisant les op®rations sur les LFTs d§ nies p la Section
A.1.5, page 175.

La premigre §tape peut etre vu comme une extension de I'approche utilisge pour construire
un correcteur indgpendant de paramgtre par formule explicite [SMN9O, 1S94, Gah96,
SGC97].

Il existe donc plusieurs approches possibles pour tester I'existence puis pour construire
un correcteur dgpendant dg. Dans le corps du texte, nous ne discuterons que d'une
seule approche pour tester I'existence d'un correcteur, celle dite par changement de va-
riables param®trisg. De méme, nous ne discutons que d'une seule approche possible pour
la construction d'un correcteur, celle par formule explicite dgpendant de Ces deux
approches sont celles que nous utiliserons dans la suite du document pour traiter les
exemples. Les autres approches possibles sont discutges en annexe, Section A.2.1, page
176.

3.2.2 Transformation du Problgme H1. d&pendant d'un parampg-
tre en un problgme de faisabilit§ sous contraintes LMI
d¢pendant d'un paramptre

Ici, nous nous intgressons aux conditions d'existence d'un correcteur dgpendantude
sous la forme d'un problgme de faisabilit¢ sous contraintes LMI dgpendant deinsi
qgu'p la formule explicite de construction dgpendant dg La transformation du problgme
d'existence est divisge en trois sous{gtapes :

1. pour un systeme d&pendant dg trouver les conditions d'analyse de la normeél
sous la forme d'un problgme de faisabilit sous contraintes LMI dgpendantde
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2. appliquer ces conditions d'analyse au systgme en boucle ferm$e : les conditions obte-
nues sont alors sous la forme d'un problgme de faisabilitg sous contraintes inggalitgs
matricielles bilingaires (ou BMI de I'anglais Bilinear Matrix Inequality) dgpendant
de p;

3. transformer ce problgme de faisabilitg sous contraintes BMI dgpendantden un
problgme de faisabilitg sous contraintes LMI dgpendant ge

Pour la dernigre sous{®tape, il existe plusieurs approches. Nous utiliserons celle dite par
changement de variables param®tris. Ce changement de variables permet d'obtenir une
formule de construction explicite d'un correcteur.

3.2.2.1 R@sultat d'analyse H; pour un systgme d§pendant d'un paramgtre

Nous nous intgressons ici p la premigre sous{gtape. Considgrons le systgme :
7
. Xs(t) Ac(WXae(t) + Be(pw(t)
G 3.3
P2 = Colxel®) + De(Ww(t) 5:3)

ou les matrices de la reprgsentation d'§taig (1), Bs (M), Cs () et Dg (M) sont des fonc-
tions rationnelles eny, bien pos®es sull 1, admettant une reprsentation LFT. Pour ce
systeme, nous cherchons p analyser sa norihe pour chaque valeur da12 [u; ] par la
rgsolution d'un probleme de faisabilit® sous contraintes LMI dgpendant gde

Cette analyse est possible par la rgsolution du problgme de faisabilitg prgsent® dans le
rgsultat suivant.

Lemme 3.1 (Analyse H; d®pendant d'un parametre) Soient [u; 1] un intervalle born§
de R, G(p; W le systeme d® ni par (3.3) e un rgel strictement positif.
Alors les deux propositions suivantes sont §quivalentes :
(i) pour tout p2 [u;H], G(p; Y est asymptotiguement stable &G(p; Wk, <° ;
(i) il existe P (W) = P(W' (une matrice de fonctions rationnelles eny, bien posges sur
[u; 1) telle que, pour toutp 2 [u;y],

P(w>0; (3.4)
2 3
Ac(WP(W+ P(WAG(HW PWBs( Cos(W’
4 Ba(W)TP (1) i °l De(W' ©<0: (3.5)
Ca(W De(W i °l

D#monstration Pour chaque valeur deu 2 P, par application du lemme rgel born®
[GA94] ou du Lemme 1.3, page 24, en le modi ant Iggrement, nous avoa 2 [U; 1],
il existe P, = P telle queP, > 0 et

2 3
Ac(WPu+ P AG(HW PuBs(l) Ce(W’
4 Bs(W)TPy i°l Dg °<o0

Ce(M) De(M i °l

Les hypothgses du Lemme 2.2, page 66, §tant vri Bes, son application mgne au r§saltat.

La proposition (i) de ce lemme ®tant bien un problgme de faisabilit$ sous contraintes
LMI dgpendant dey, I'objectif est atteint.
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Remarque 3.2. Dans 'hypothgse opu I'on ne voudrait qu'gtudier la nornmté; du systgme,
il est intgressant de transformer le problgme de faisabilit§ sous contraintes LMI d§pendant
de pu obtenu dans le Lemme 3.1 en un problgme de faisabilit¢ sous contraintes LMI
indgpendant de paramptre. Pour ce faire, il est appliqug le Thgorgme 2.1, page 87.

Il faut donc factoriser les deux contraintes LMI dgpendant de sous la forme de I'ex-
pression (2.32), page 87, g savoir :

82 [W;H; Hi(W(C+7( W)H2(W + (H(W(C +7( W)H2(W)" < O

La contrainte (A.5) se factorise simplement et la contrainte (A.6) peut se factoriser sous
cette forme avec

2 3 2 3 2 3
As(w™ 0  Ce(?’ 0 0 O P(W 0 O
Hi(w =4 Bs(®" i 5ln, DgW"5;C=401, 05 (w=4 0 0 05;
0 0 i 5ln, 0 0 Iy, 0O 00
et Ho(W) = ln+n,+nz- Par application du Thgorgme 2.1, des conditions sous la forme

d'un probleme de faisabilit sous contraintes LMI ind§pendant de paramptre, que I'on
peut vEri er excacement, sont ainsi obtenues.

3.2.2.2 Application du r§sultat d'analyse au systgme en boucle ferm§e

Nous nous intgressons ici p la deuxigme sous{®tape. Pour appliquer le rgsultat d'analyse
obtenu au systgme en boucle ferm®e, il faut construire sa reprgsentation d'§tat. Elle est
donn®e par :

2 3
A | Bow " _ 4 "0 ol P 5 g
2 3

0 Bu(W - - ;

0 Dull Ck () Dk (W Cy(W O | Dyw(W

Nous cherchons donc des matrices de fonctions rationneleql) = P (W7, Ak (1), Bk (1),

Ck (W) et Dk (W) telles que les conditions (3.4) et (3.5) soient vEri ®es. La dizcult ma-
jeure est que, dans ce cas, les matricAg (L), Bs(1), Cs(l) et Dg(M) sont des fonctions

des variables de d®cisioA (1), Bk (1), Ck (1) et Dk (). Il y a donc un produit entre
certaines variables de dgcision. Les conditions obtenues sont sous la forme d'un problgme
de faisabilit sous contraintes BMI dgpendant dg. La ditcult® est que I'ensemble des
problgmes d'optimisation sous contraintes BMI contient des problgmes ditciles p rgsoudre
numgriguement [TO95].

3.2.2.3 Transformation du problgme BMI en un problgme LMI et formule
explicite de construction

Nous nous intgressons ici g la troisigme sous{gtape : transformer le problgme de fai-
sabilitg sous contraintes BMI dgpendant da obtenue en un problgme de faisabilit sous
contraintes LMI dgpendant dep. Ceci est possible en utilisant le rgsultat prgsent® dans
[Bli04] et en ®tendant le rgsultat prgsent® dans [SGC97]. Avec cette approche, on obtient
aussi une formule explicite de construction d'un correcteur.
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Theorgme 3.1 (SynthgseH; d®pendant d'un paramgtre par changement de variables
param®trisg) Soient [W; 1] un intervalle born§ deR, P(p; ) le systeme augment§ d§ ni
par (3.1) et ° un r§el strictement positif.

Alors il existe un correcteur dgpendant da

o1 A Br(W)
Kip = Bln? Cx (W) Dk (M) (3:6)

tel que, pour toutp 2 [u; 4] :
1. le systgme en boucle ferm®p; W ? K(p; Y est asymptotiquement stable ;
2. kP(p;) ?K(s; Wk <
si et seulement s'il existe
{ des matrices sym@triqueX (L) 2 R et Y(W) 2 R"" rationnelles eny, bien posges

sur [u; l;
{ des matricesA(l) 2 R"", B(M) 2 R"", (1) 2 R"™EM et D(W) 2 R"™£M ration-
nelles eny, bien pos®es Sufu; Wl
telles que, pour toutu 2 [u; 4], les conditions (3.7) et (3.8) soient vEri Bes :

X -

>0 3.7

Y@ (3.7)
AMX (W + X(WAMT + o7 o7 o7

Bu(HWC(W + ( Bu(wC(W) "
AW+ o AMTYM+ YOAW+ £T AT L <

(AW + Bu(WD(WCy ()T B(WCy (W) +( BWCy (W) T ) © 0 (3'8)
(Bw (W) + Bu(W)D(W)Dyw (W) | (Y(WBw (W) + B(L)Dyw (W) " i°l o7
Cz (WX (W + Dzu (WC(W Cz(W+ Dzu (WD(WCy (W) |[Dzw (W + Dzu (D (WDyw (1) |i °!

ou (:)T designe la transpos®e du bloc sym®trique.

Si les matrices X (), Y (W), A(Y), B(W, C(1) et D(M) existent, un correcteur peut &tre
construit :

Dk (W) = D(W
Cu (W = (CWi Dk (WC(WXENM (W' T
Bk (W) = N (B i Y (WBu(WD« (W) (3.9)

Ac(W) = N £ AW | N(u)BK(u)Cy(u)X(u) iY (WBu(WCk (WM (W' + ¢c¢e
¢¢¢i YK AW+ Bu(WDk (WCy (W X(u) M@ T

ou N (p) et M (p) sont telles que, pour toupt 2 [ u, M(WN T =1 i X (WY (.
D&monstration  Voir la Section A.2.1.3, page 182. a

L'intgrét de ce thorgme est double. Le premier intgrét est qu'il prgsente des conditions
ngcessaires et sutsantes sous la forme d'un problgme de faisabilitg sous contraintes LMI
dgpendant dep pour I'existence d'un correcteur dgpendant dg. Nous savons qu'il sera
possible de transformer ce problgme en un problgme de faisabilit sous contraintes LMI
indgpendant de paramptre et ainsi d'obtenir des conditions d'existence d'un correcteur
dgpendant deu qui sont num®riguement vEri ables. Le second intgret de ce thorgme est
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qu'il donne une formule explicite de construction dgpendant dg pour la construction
d'un correcteur. Quelgues commentaires sont p faire p propos de cette formule.

A partir de cette formule explicite de construction, on peut constater que rechercher un
correcteur avec des matrices de reprgsentation d'gtat, qui sont rationnellesiem’'est pas
limitatif. En e®et, dans le thgorgme, les matrices de la repr§sentation d'gtat du correcteur
peuvent etre des fonctions quelconques gedgpendant du choix deN (L) et de M (l). Or
il est toujours possiblé de choisirN (L) et M (L) rationnelles enp (par exemple, un choix
possible estN (1) = X (W 1Y (1) et M (W) = X (4). Les matrices de la reprgsentation
d'tat du correcteur sont alors rationnelles ep. En plus d'étre pertinent du point de vue
de l'implgmentation du correcteur, le fait de rechercher les matrices de la reprgsentation
d'gtat du correcteur comme des fonctions rationnelles n'est pas limitatif.

De plus, en utilisant les reprgsentations LFT des matrices entrant dans cette formule
explicite, il est possible de construire une reprgsentation LFT de

A Br(W
Ck (W) Dk (W (3.10)

en utilisant les op®rations d§ nies sur les LFTs (voir la Section A.1.5, page 175). En e®et,
toutes les op%rations ngcessaires (somme, multiplication, inversion et concatgnation) sont
d® nies pour les LFTs et rgsultent en une LFT. Lorsque les reprgsentations LFT sont
connues, la construction du correcteur se fait donc facilement : le second objectif est
atteint.

La formule de construction explicite donn®e par (3.9) est une transcription directe de la
formule donnge dans [SGC97]. Cette formule n'est cependant pas la plus intgressante. En
e®et, en plus d'obtenir une reprgsentation LFT de (3.10), nous voulons qu'elle soit d'ordre
limitg. Or, lorsqu'une op®ration (somme, multiplication et concatgnation) est e®ectuge sur
deux reprgsentations LFT, l'ordre de la reprgsentation LFT r§sultante est §gal p la somme
des ordres des deux reprgsentations LFT de dgpart. Pour obtenir une reprgsentation LFT
qui est au nal d'ordre limit§, on peut, d'une part, utiliser des variables de dgcision avec
des reprgsentations LFT d'ordre faible et, d'autre part, limiter le nombre d'op®rations
ngcessaires p l'obtention d'une reprgsentation LFT de (3.10), c'est{p{dire que lI'on peut
factoriser la formule (3.9).

La premigre possibilitg pose quelques dixcultgs thgoriques. Le Thgorgme 3.1 est obtenu
g partir du Lemme 3.1. Il y a donc un lien entre les variables de dgcision des deux
problgmes de faisabilitg. Les variables de dgcisi&r{p) et Y () sont en fait directement
religes p la variable de dgcisid(p) par la relation (pour le choix N (W) = X (1) *iY (M)

et M (1) = X (W)
Py = Y (W) XY (W,
XMWY W YixX Wt -

Comme dans le rgsultat d'analyse, la variable de d§cisiBil) sert g vEri er que le systgme

a ou non une proprigt® de normkl, , il n'y a pas de raison de limitera priori son ordre. |

n'y a donc pas de raison de limitea priori l'ordre des variables de dgcisioX (L) et Y (L).

Rien ne garantit que I'on obtienne de bons rgsultats en limitant l'ordre dX (p) et de

Y (). Cependant, nous verrons dans les exemples des Sections 3.4.1, 3.4.2 et du Chapitre
4 que le choix d'un ordre petit (par le choix d'un degrf\ petit) donne de bons rgsultats.

1En fait, elles sont forcBment rationnelles. Voir la dgmonstration du Th§orgme 3.1 en Annexes, Section
A.2.1, page 182.
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Pour la seconde possibilitg, avec le chobé () = X (W' 'iY (W) et M (W) = X (), on
trouve la factorisation suivante.

Th§orpme 3.2 (Construction d'un correcteurH; d&pendant d'un paramgtre par formule
explicite). Une reprgsentation d'§tat du correcteur dgpendant d'un paramptre peut &tre
obtenue avec

CAH) Bk L LM iIW 0T
Ce (W) D () 0 0 I, -7
‘;;,n o ° @t o 2 4 o3l Gy
5 4 5A
8 Blun(u) V(W Gy I, + Agu) %
ou VE , . 51-[
£ o £ o
L@ I =" X@ Y@ g
et oy :
AW B .

VW= oy b

D#monstration  Par §valuation de cette formule, on retrouve l'expression (3.9). =&

L'ordre le plus petit que I'on puisse trouver pour une reprgsentation LFT de la matrice
(3.10) est par d® nition I'ordre d'une reprgsentation LFT minimale de cette matrice. La
factorisation que nous venons d'e®ectuer est en fait la premigre §tape pour obtenir cette
reprgsentation minimale. En e®et, rgduire I'ordre d'une reprgsentation LFT de la matrice
(3.10), en factorisant la formule (3.9), revient p diminuer le nombre de fois ou les matrices
dgpendant deu apparaissent dans la formule explicite de construction. Par exempl2( L)
n‘appara®t plus qu'une fois dans la formule explicite (3.11) au lieu de quatre dans la
formule explicite (3.9). Pour le choix des matrice® (1) et M (1) que nous avons fait, la
factorisation obtenue est la meilleure en ce sens que le nombre d'apparitions des matrices
dgpendant dep est minimal [Fon95]. En fait, le choix des matriced (i) et M (M) est
motivg par la factorisation obtenue. La seconde ®tape pour obtenir une reprgsentation
LFT minimale est num®rique : elle ne peut donc étre obtenue que lorsque les matrices
d&pendant dep dans la formule explicite sont connues. Par exemple, lorsqXg(p)i * et

Cy (W) ont les mémes poles, il est possible d'obtenir une reprgsentation LFT d'ordre plus
faible que l'ordre de celle obtenue en appliquant directement I'opgration de concatgnation
(pour plus de d®tails, voir le choix des; dans la Section 2.5.2, page 88).

3.2.3 R@sultat de conception d'un correcteur H, d§pendant d'un
parampgtre par optimisation LMI ind§pendant de paramp-
tre

Des deux objectifs x®s, le second a §t§ atteint p travers la formule explicite de construc-
tion. Il reste le premier qui consiste p trouver des conditions num®&riguement vEri ables
pour tester I'existence d'un correcteur. Le Thgorgme 3.1 #nonce des conditions d'existence
sous la forme d'un problgme de faisabilitg sous contraintes LMI dgpendantjde_e pre-
mier objectif est alors atteint en transformant ce problgme en un problgme de faisabilit$
sous contraintes LMI indgpendant de paramgtre.
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Pour cela, nous choisissons des variables de dgcision de la forme suivante :

i i 'N— Vi i
x@= P Xl vy po YLy o e VK, (3.12)
i=o Gil i=o Gilt i=o Gilt

ouX; = X;" 2 RN Y, = YT 2 R" v, 2 ROMNIEM+N) et g 2 R, pouri =0;:::;N. Il
est p noter que dans ces expressions, seul le dégirest choisia priori. L'intgrét ﬁwdent
de telles variables de dgcision est qu'il est alors possible d'appliquer le Thgorgme 2.1, page

87, obtenu dans le chapitre prgc®dent. L'application de ce thgorgme permet d'e®ectuer la
transformation ngcessaire p l'atteinte du premier objectif.

La dixcult® majeure de la transformation est en fait la mise en forme des contraintes

LMI dgpendant dep que nous avons sous la forme utilisge dans le Thgoreme 2.1, page 87,
a savoir :

8U2 [WiH;  Hi((C+"( W)H2W + (Hi(W(C +"( WH2(W)" < O

Voir la Section 2.5.2, page 88, pour plus de dgtails. Avant d'gnoncer le rgsultat, quelques
notations sont introduites ou rappelges :

poq:q:q:o 03

2
. . O :
c6c ¢c® 1, |0
.chp ¢ee ¢ee ¢odlyilp
Jp(G) = 0 ¢¢¢ ¢¢¢0 |0

.0 |
cee cc® 1, |0
iculp CCC CCC ¢¢@|p.|p

Py
<
|

Xy €6C X Xo
Yy CCC Y Y,
Rvz "V €6 V Vo ;
Rap= Onlp CCCdil, dolp
> ~9D 2 R*¥;D > 0; 9G = iGTszﬂk;g

Py
<
1

£
£
£

o]

“wo i @rip+G’ s
(u+ WD G i 2uD
et
i e CE oy o 1 o0°
L(A@,B@,C@,D@,M,W)— D-Cg M C@ D@ + A@ B@ W A@ B@

Les conditions d'existence d'un correcteur dgpendant gesous la forme d'un problgme

d'optimisation sous contraintes LMI indgpendant de paramgtre sont §noncges dans le
thorgme suivant.
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Th@orgme 3.3 (Existence d'un correcteurH; d®pendant d'un paramgtre par change-
ment de variables param®trisg en glmensmn “nieSoient N un entier positif et N rgels
G tels que, pour toutu2 [u;pl, 1+ 1, ¢y 60.

Alors il existe des matricesX (1), Y (W) et V(i) dg nies par (3.12) telles que, pour tout
pn2 [U; u, les contraintes (3.7) et (3.8) sont vEri §es si et seulement s'il existe

{ des matrices sym$triqueX; 2 R"" etY; 2 R"E", et des matricesv; 2 R(M* nuE(+ny)/
1=0;::5;N;
{ des rgelsd;, i =0;:::;N
tels que

(1) il existe Wy 2 W5 telle que

M 0 M . 1
L A, B.,;C,D M T : 00 Wy <0 (3.13)
avec
2 3
"Ry 2Rgn’ A |B., " lan
Mo £ OX Ri;” et avec pl? C_O D_O = 9 ul 2 Jn(c) 0 g;
ele 0 ul ?2 Jn(c)
(i) il existe Wy 2 W5 telle que
M : . 1
0 M . (°
L A.B.;iC.;iD.; ) B( ) 'W; <0 (3.14)
avec
2
Ry O 0 0 0
0 Rx Rgn O 0
0 0 Ry 0 0
l( )_ 0 Rd;n 0 0 0
0 0 0 Rgn, 0
0 o0 0 °Rgn, O
0 0 0 0  °Rgn,
et avec

ul ? A.,|B., i g Fl(u)T
C. 1 D. 1 FZ(H) FS(“)
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oH 2 3
0 Bu(W) | A(W O 0 0 0 0
F() = l, O 0 AT 0 0 0 0 Z
s 0 0 | 0 By [Bu( 0 iy O
0 Da(W)|C.() O 0 Du(W 0 sl
2 3
W 2 Jnen, (G) 0 0 0 0
0 Hl 2 3n () 0 0 0
Fa() = g 0 0 ul ? Jn(c) 0 0
0 0 0 2 3., (G) 0
0 0 0 0 ul 2 Jn, (G)
2 3
ln O 0 0
Fs) = 3 0 Gy Dyu(¥) 0 £

In+n+nw+nz

D@#monstration  La condition (i) est obtenu g partir de la condition (3.7) du Thgorgme
3.1, page 110, en appliquant le Thgoreme 2.1, page 87. La condition) ést obtenu p
partir de la condition (3.8) du Thgorgme 3.1, page 110, en appliquant le Th§orgme 2.1,
page 87.

Considgrons d'abord la condition (3.8). Cette condition peut se factoriser sous la forme
de l'expression (2.32), page 87 :

8U2 [, Hi((C+"( W)H2(W + (Hy(W(C+"( WH(W)" <0
avecH 1 (M) = F1(W), Ha(W) = Fa(p) et

2 3
V(W 0

0 X (W In 0 0

0 Y (1) 0 0

C+( W= I 0 0 0
0 0 n,, 0

0 0 0 °I 0

0 0 0 °I'n,

Le Thgorgme 2.1, page 87, est alors appliqu® ave(u) = Fo(l) et U( i:d) = M 1(°).
Dans le cas de la condition (3.8), il apparaft sur la diagonale® avec® > 0. D'aprgs la
discussion de la Section 2.5.2, page 88, la conditian u Thgorgme 2.1 disparatt. Il ne
reste donc que la conditioni{) du Thgorgme 2.1, page 87, qui donne la condition X du
Thgoreme 3.3.

Considgrons maintenant la condition (3.7). Elle peut se factoriser sous la forme de
I'expression (2.32), page 87 :

8U2 [W;H;,  Hai(W(C+7( WH2(W + (Hu(W(C +7( W)H2(W)" < 0
avecH (W =1,Hy(W=1 et

cri(w= "W iinzfl) :
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ul 2 Jn(c) 0 ’
0 Ul ? Jn(c)
U(C i;d) = iM o. Il est p noter que les mémes rgets ont §t® utilisgs pour les deux
conditions (3.7) et (3.8). Ici encore, il ne reste que la conditioni | dans le Thgorgme 2.1,
page 87, qui donne la conditionif du Thgorgme 3.3. a

Le Thgoreme 2.1, page 87, est alors applique ave@u) = et

Ce th®orgme ®nonce e®ectivement des conditions pour I'existence d'un corredtgur
dgpendant d'un paramgtre sous la forme d'un problgme d'optimisation sous contraintes
LMI indgpendant de paramgtre. Le degrfN des variables de dgcision ®tant x®, ces
conditions sont ngcessaires et suxsantes.

Ce degrgN doit eétre choisi a priori. Ceci peut paraftre un dgsavantage; c'est au
contraire un avantage, celui de contrbler I'ordre d'une reprgsentation LFT des matrices
de la reprgsentation d'gtat du correcteur.

Dans la prochaine section, nous allons voir comment le problgme de conception d'un
correcteur dgpendant d'un paramgtre peut €tre mis en %uvre pour un nouveau problgme
gue nous formulons.

3.3 Mise en %uvre pour la conception de correcteurs
remplissant un ensemble continu de compromis

Habituellement, un correcteur est congu pour un unique compromis du cahier des
charges et pour un system&(p) donn§. Jusqu'p son utilisation, on peut distinguer plu-
sieurs §tapes successives :

1. un compromis est choisi par un ou plusieursdgcideurs . C'est un choix de nature
fconomique;

2. un ou plusieurs concepteurs conxoivent un correcteur qui remplit ce compromis
pour le systeme5(p) dans un bureau d'§tudes;

3. un ou plusieurs %uvrants mettent en ¥wuvre le correcteur congu sur un site
d'exploitation;
4. un ou plusieurs utilisateurs utilisent en n le correcteur mise en %uvre sur le site
d'exploitation.
Cependant, pour certaines applications, le compromis g§volue dans le temps. C'est le cas
par exemple des canaux d'irrigation, exemple que nous dgtaillerons dans le Chapitre 4.
Lorsqu'il y a un changement de compromis, les trois premigres ®tapes doivent étre ef-
fectuges p nouveau avant que le ou lesutilisateurs ne puissent utiliser le nouveau
correcteur sur le site d'exploitation : le ou les d®&cideurs doivent choisir le nouveau
compromis, le ou les concepteurs doivent concevoir un nouveau correcteur pour le
nouveau compromis et le ou les %uvrants doivent mettre en ¥uvre le nouveau cor-
recteur. La dixcultg est que les dfcideurs , les concepteurs et les %auvrants
ne sont pas forcément les mémes personnes et, de surcroft, ne travaillent pas forcément
au méme endroit. E®ectuer p nouveau les trois premigres gtapes peut donc entra®ner un
surcro®t de travail long, fastidieux et coOteux. Ceci reste le cas méme si led®cideurs ,
les concepteurs etles uvrants sont les mémes personnes.

Dans cette section, nous souhaitons concevoir un correcteur qui, lorsqu'il y a un chan-
gement de compromis, ne ngcessitent pas d'e®ectuer g nouveau les trois premigres §tapes
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entra®nant ainsi un gain important en terme de temps, de travail et d'argent. Ceci est pos-
sible en concevant un correcteur qui remplit, non pas un compromis, mais un ensemble
continu de compromis pour un system&(p) donng. Nous appellerons un tel correcteur
un correcteur rergglable et le problgme de conception d'un tel correcteur est un problgme
nouveau. On peut distinguer alors les §tapes suivantes :

1. un ensemble continu de compromis est choisi par un ou plusieurdgcideurs . C'est
un choix de nature §conomique;

2. I'ensemble continu de compromis est param®trisg§ par un paramgirgar convention
M 2 [0;1]). Un ou plusieurs concepteurs conxgoivent un correcteur dgpendant
explicitement de p qui remplit le compromis, pour toutes les valeurs dg, pour le
systemeG(p) dans un bureau d'§tudes. Ce correcteur est un correcteur rergglable ;

3. un ou plusieurs %uvrants mettent en ¥wuvre le correcteur consu sur un site
d'exploitation;

4. un ou plusieurs utilisateurs utilisent en n le correcteur mise en ¥auvre sur le site
d'exploitation.

Lorsqu'il y a un changement de compromis, il sutt de changer la valeur de

Dans la suite de cette section, nous formalisons la notion de compromis d'un cahier des
charges. Ceci permettra alors de formaliser la notion d'ensemble continu de compromis
d'un cahier des charges et ainsi de formaliser le problgme de conception d'un correcteur
rergglable. L'ensemble continu de compromis §tant param®trisg§ pada conception d'un
correcteur rergglable revient p la conception d'un correcteur dgpendant explicitement de
W Lorsqu'un compromis est dgterming par la mgthode de synthgde , le problgme de
conception d'un correcteur rergglable se formule alors comme la conception d'un correcteur
H,; dgpendant d'un paramptre pour un systgme augment® dgpendant d'un paramgtre (voir
le Probleme 3.1, page 105). Les rgsultats de la section prgc®dente donnent des conditions
excaces pour la rgsolution du problgme de conception d'un correcteur rergglable.

3.3.1 Compromis et Pareto{optimalit§

Nous expliquons d'abord ce qu'est un compromis pour un cahier des charges. Nous
reprenons les explications et les d® nitions (avec une Iggre modi cation) du livre de
Boyd et Barrat [BB91]. Consid®§rons le cas de la conception d'un correcteur LKI(p)
pour un systgme LTIG(p).

Un cahier des charges est un ensemble de sp§ci cations. On peut distinguer deux types
de sptci cations :
{ les sp%ci cations boolgennes (stabilitf asymptotique du systgme en boucle fermge,
rejet asymptotique de perturbations de type ®chelon...);
{ les ngpec SPBCI Ccations quanti ables (temps de rgponse infgrieurtpax, pulsation de
coupure d'une fonction de transfert sup®rieure (infgrieure)'gnin (! max ), limitation
de I'énergie de commande, marge de module sup®rieure p 6 dB...).

Remarque 3.3. Dans la suite de ce document, un cahier des charges comportera toujours
par dgfaut la stabilith asymptotique du systgme en boucle ferm§e comme sp®ci cation
bool§enne.
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Les sptci cations bool®ennes peuvent étre reprgsentges par une fonction@glig,) de
I'ensemble des correcteurK (p) dans I'ensemblef 0; 1g :

Qb;G(p) . H ! f O ; lg
K 7' Quop(K(p)

op H est I'ensemble des matrices de fonctions de transfert et av@g.c(p (K (p)) valant
1 lorsque toutes les sp%®ci cations boolgennes sont remplies. On nBtéensemble des
correcteurs satisfaisant toutes les sp®ci cations boolgennes :

B=1K(p) 2 HjQuep(K(P)=1g: (3.15)

Par exemple si les spgci cations boolgennes se résument g la stabilitf asymptotiguest
I'ensemble deK (p) 2 H telles que la boucle ferm$e est asymptotiguement stable.
Pour les sptci cations quanti ables, on associe p une sp®ci catiola quantit$ dg nie
par une fonctionnelle
Qi'G ) . H ! R
; 3.16
KB 7' Qiom(K(P) (3-16)

Une sp%ci cation quanti able se mesure par une borrig sur la valeur deQi.g () (K (p)) :

Qicp(K(p) - h:

Par exemple, le temps de rgponse (ou I'Bnergie de commande ou la pulsation de coupure)

est inf@rieur p tant. Pour les sp®ci cations de type marge de module sup®rieure adB,

il est possible de les %o&ci_er par I'opgtrasﬁe de la marge de module infgrieure p 6 dB.
Notonsble vecteur by ¢¢c¢h, . .Le vecteurbreprsente alors les bornes sur les

sp®ci cations quanti ables. On donne la d® nition de l'atteignabilit§ deb.

D& nition 3.1 (Borne atteignable) Soient G(p) un systgme LTI,B d® ni par (3.15),
Qi B nie par (3.16), i = 1;¢¢¢ngpec €t b, i = 1;¢¢¢ngpec, les bornes sur les
sptci cations quanti ables d'un cahier des charges.

£
On dit que la borneb= by ¢c¢ch, . o est atteignable s'il existeK (p) 2 B tel que

8i=1;¢¢ ¢nspec; Qi;G(p)(K (p) - h:

Une borne atteignable est donc une borne sur les sp®ci cations quanti ables pour laquelle
il existe un correcteur qui remplit cette borne.

Intuitivement, un compromis est une borne atteignable que I'on ne peut pas amgliorer.
Dans ce cadre, parmi les sp®ci cations quanti ables, on distingue :

{ les sp®ci cations molles, lesng,e. premigres, sont celles sur lesquelles on peut jouer
pour respecter le cahier des charges. Il est possible de faire varier les boipes
associges;

{ les spkci cations dures, leBg,eci Mspec dernigres, sont celles que I'on veut absolument
respectges. Les bornds associes sont alors xges.

Par exemple, un choix habituel de sp®ci cation dure est le temps de rgponse : la borne
associte est §gale tp.x. Par exemple, un choix habituel de sp®ci cation molle est la
limitation de I'Bnergie de commande : il est possible de faire varier la borne associge. Un
compromis peut alors se d& nir comme suit.
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D& nition 3.2 (Borne Pareto{optimale ou compromis) Soient G(p) un systgme LTI,B
d® ni par (3.15), Qi d® nie par (3.16), i =1; ¢ ¢ ¢ngpec.

On dit que la borneb= % ¢¢Ch,, est Pareto-optimale c(lcr)u un compromis) si
{ pour toute borneb= b ¢¢C¢hn,,. bng.+ ¢CCh,.  telle que
8i:1;¢¢¢mspec; h<5;

b est atteignable ; o
{ pour toute borneb= b, ¢¢Ch, = b CCChy, telle que

8i =1;¢¢¢mgpe; b <bj;
b n'est pas atteignable.

Dans la suite de ce chapitre, nous utiliserons de faxon interchangeable les termes borne
Pareto{optimale et compromis. Cette d® nition est intBressante car, en plus de d® nir
formellement un compromis, elle permet de distinguer un ensemble de bornes attei-
gnables et un ensemble de bornes non atteignables (voir la Figure 3.2 pour le cas de
deux sp®ci cations quanti ables).

b B

Bornes

atteignables

,,,,,,,,, ,‘,,,,,,,,,,,,,,,,
'\Borne
Bornes _ Pareto-optimale
non
by

Fig. 3.2 { Borne Pareto{optimale, bornes atteignables et bornes non atteignables

Pour concevoir un correcteur qui remplit un compromis du cahier des charges, il faut
donc :

{ d®terminer une borne Pareto{optimale;

{ concevoir un correcteur qui remplisse cette borne Pareto{optimale.
Un changement de compromis revient p rechercher une nouvelle borne Pareto{optimale
et un correcteur associ§.

Maintenant, pour concevoir un correcteur rergglable, il faut dgterminer un ensemble de
bornes Pareto{optimales et le param$®triser par un paramgtge Comme dans le cas d'une
seule borne Pareto{optimale, 'ensemble des bornes Pareto{optimale permet de distinguer
un ensemble de bornes atteignables et un ensemble de bornes non atteignables. L'ensemble
des bornes Pareto{optimales est en fait la frontigre entre les bornes atteignables et les
bornes non atteignables (voir la Figure 3.3 pour le cas de deux sp®ci cations quanti ables).
Pour notre problgme, nous ne voulons pas concevoir un correcteur pour toute la frontigre
mais pour une partie de celle{ci, par exemple celle qui est entre les poiiis et N.
Dt®terminer cette partie de frontigre n'est pas forcgment §vident dans la mesure ou elle
constitue une in nitg de bornes Pareto{optimales.
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b

Bornes
atteignables

Born

Fig. 3.3 { Frontigre entre bornes atteignables et bornes non atteignables

D& nition 3.3 (Ensemble de compromis) Soient G(p) un systgme LTI, B d® ni par
(3.15), Qic(p d€ nie par (3.16), i = 1; ¢ ¢ ¢ngpec.

£
On dit queb() = bi(w) ¢e¢ch,,. (W) OT, un vecteur de fonctions dg nies suf0; 1]
est un ensemble de compromis si, pour tout2 [0;1] la borne b(p) est Pareto{optimale.

3.3.2 D@termination et param@trisation d'un ensemble continu
de compromis par la m§thode de synthpse  H;

La m§thode de synthpskl; est une m§thode frgquentielle bas®e sur les principes des
methodes frgquentielles dites classiques [SP96a, SF05, DF99]. Les mgthodes frgquentielles
reposent sur I'hypothgse qu'un cahier des charges peut etre traduit par un cahier des
charges avec que des sp%ci cations frgquentielles. Une sptci cation frgquentielle sur une
fonction de transfert en boucle ferm$e est d§ nie par des gabarits (fréquentiels) sur une
certaine gamme de pulsations.

D& nition 3.4 (Sp%ci cation frgquentielle) Soit T(p) une fonction de transfert en boucle
fermge.

Une spci cation fréquentielle sufT (p) est d& nie parng fonctions Gah (! ) strictement
positives sur[!; ;7] ou!; < T, ou!; peut etre nulle et ou; peut &tre in ni.

La sp®ci cation frquentielle sufT (p) est alors la suivante 2

Les bornes sur les spgci cations quanti ables d'un cahier des charges sont religes p des
caractgristiques des gabarits.

Exemple 3.1. Par exemple, sur la Figure 3.4, il est trac® trois gabarits frgquentiels sur
la fonction de transfert en boucle ferm&8(p) = (1+ G(p)K (p))i L. Pour un systemeG(p)
monovariable command$® par un correcteur g un degrg de libert®, ces gabarits permettent
de prendre en compte plusieurs sp®ci cations. Le premier gabarit

8 2 R: jS(j! )j < Gabs(!)

2Une sptci cation frequentielle peut aussi porter sur la phase de la fonction de transfert en boucle
fermge. Il est, en g&ngral, possible de rggcrire une sp®ci cation sur la phase comme une spci cation sur
le module. Nous ne considgrons dans ce document que ce dernier type de spgci cations frquentielles.
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‘ Gab, (W) Gab,(w) —. We

[ Gab,(w)

HHl/GU ;

Fig. 3.4 { Exemples de gabarits

permet de prendre en compte que la marge de moduled@nest supgrieure g 201ogG; ).
Le deuxigme gabarit
8! 210;3;2] jS(j! )i < Gabz(w)

permet de prendre en compte la rapidit§ du suivi de trajectoire de rgfgrence. Plus
(la pulsation pour laquelle le gabarit vaut @B) est grand, plus la rapidit§ garantie est
importante. Le troisigme gabarit

8! 2[0;210 “; jS(j! )j < Gabs(!)

permet de prendre en compte que l'erreur statique en pourcentage est inf§rieure p l'inverse
de Go.

Nous allons maintenant voir ce qu'est la mgthode de synthglde [Zam81] et comment
elle peut &tre mise en ¥uvre pour dgterminer une borne atteignable. Nous commencerons
par le cas d'une seule sp®ci cation freéquentielle avant de considgrer le cas de plusieurs
sptci cations frgquentielles. Nous verrons ensuite comment dgterminer une borne Pareto{
optimale avec la m§thode de synthgd#; . Il est alors possible de dgterminer un nombre
“ni de compromis. Nous verrons comment g partir de ce nombre ni de compromis, il est
possible de dgterminer un ensemble continu de compromis.

P(p)

K(p ©“

Fig. 3.5 { Systeme en boucle ferm%e pour le problgide standard
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La m&thode de synthpse H; Soient le systeme augment®(p) d& ni par sa représen-

tation d'gtat 8
< X(t) = Ax(t) + Byw(t) + Byu(t)
P(). z(t) = Cx(t) + Dzww(t) + Dgzu(t)
oy(t) = Cyx(t) + Dyww(t)

et ° un rgel strictement positif. La mgthode de synthgdd,; permet de tester, de faxon
excace, I'existence d'un correcteur dgcrit par sa reprgsentation d'¢tat
7 (1)
XK

qui garantisse les deux proprigtgs suivantes :

Axk (t) + Bky(t)
Ck Xk (t) + Dky(t)

1. le systgme en boucle ferm®gp) ? K(p) est asymptotiquement stable;
2. la normeH; du systgme en boucle fermge est strictement inf§rieuré p

kKP(p) ? K(p)ky <°:

Si un tel correcteur existe, la mgthode de synthgst permet d'en construire un.

Mise en %uvre de la m@§thode de synthgse H; pour la d§termination d'une

borne atteignable dans le cas d'une sp8ci cation frquentielle Dans le cas d'un
cahier des charges frgquentiel avec une seule sp®ci cation frgquentielle, le problgme est
alors de savoir s'il existe un correcteur tel que

8 =1;:i5ng; 8 2 [L; 1] JT(! )j < Gaby(!): (3.17)

Il est possible de regrouper tous les gabarits dans l'inverse du module d'une fonction de
transfert. Elle est appelge pondgration et on la no (p). Cette fonction de transfert est
choisi pour coller au mieux aux gabarits et ainsi garantir la proprigt® suivante : si la
proprigt®

8! 2R; jT(j! )j< (3.18)

1
JW(@! )i
est vgri §e, alors la propri®tg (3.17) est vEri ®e, c'est{p{dire que le module de la fonction
de transfert en boucle fermge est bien en dessous des gabarits frgquentiels.

Exemple 3.2. Par exemple, pour les gabarits de la Figure 3.XV (p) peut &tre choisie de
la fason suivante [Fon95]

2 r r 3
. 2 . . . 2 . .
1 A S , IGL i Y
wp = 24 i'e oz g |(Gof G Yoy 5
p 0 G 0
! 1

Le trac® du module de l'inverse de cette pond®ration est reprsent® sur la Figure 3.6 : si le
module de la fonction de transfert en boucle ferm§e est en dessous du module de l'inverse
de la pond®ration, alors elle sera aussi en dessous des gabarits.

En choisissant des fonctions de transfelVs(p) et We(p) telles que

8! 2 R; JW(! )i = jWs(! YWe(j! )i
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Fig. 3.6 { Exemple de pond®ration

la relation (3.18) peut se rggcrire
8 2 Ry JWs(j! )T(! IWe(j! )j < Lt

La fonction de transfert W(p) (respectivementW,(p)) est appelge pond®ration en sortie
(respectivement en entrge) et peut etre interprgtfe comme la description des signaux de
sortie (respectivement d'entrge). Par dg nition de la normeél; , ceci se r§crit

kWs(p)T(p)We(p)ky < I:

Finalement, le fait qu'une fonction de transfert en boucle fermge est en dessous de ses gaba-
rits est donc traduit par le fait que la normeH; de cette fonction de transfert augmentge

de pond®rations est infgrieure p 1. Or il est toujours possible d'gcrité(p) T (p)We(p)
comme le bouclage d'un systgme augment® (des pond®rations) sur le correcteur :

WTEWR) = PO 2K avec PE= 5P 5 P aP G

ouPY(p) determine la fonction de transfert en boucle fermge considgrge et ne dgpend que
de G(p).

Exemple 3.3. Par exemple, dans le cas ofi(p) est la fonction de transfert en boucle
ferm®e S(p), la fonction de transfert Ws(p) T (p)We(p) est reprgsent®e sur la Figure 3.7.
Ce sch§ma peut se manipuler et &tre retrac® comme sur la Figure 3.8. Dans ce cas, on
peut constater queP (p) vaut

' 5 ' 5 ' §£ o]
p= PO e WP O avee = T T1iGm

Le problgme est donc de savoir s'il existe un correcteur tel que la norig deP (p) ?K (p)
soit infgrieure p 1. La m§thode de synthpst permet de rgsoudre ce problgme de faxson
etcace.

Mise en %uvre de la m§thode de synthgse H; pour la d§termination d'une

borne atteignable dans le cas de plusieurs spici cations frquentielles De fagon

plus ggngrale, la mgthode de synthglde considgre un problgme avec plusieurs fonctions
de transfert en boucle ferm§e et plusieurs pondgrations en sortie et en entrge. Considgrons
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Ws(p)

—— We(p) TG —  K(p) —  G(p)
i

Fig. 3.7 { ProblgmeH; un bloc

Fig. 3.8 { Problgme standardH; un bloc

le schma de la Figure 3.9. Dans ce sch§ma, les fonctions de transfert en boucle ferm§e
considgries sont dgterminges ¥ (p) (qui ne dgpend que d&(p)) et les pond®rations en
sortie et en entrge sont respectivement regroup®s dals(p) et dansWe(p). En calculant

P(p)

= VP D pg WP D

la forme standard est obtenue. La mgthode de synthglde permet de rgpondre de faxon
excace g la question : existe{t{il un correcteurk (p) qui garantisse la stabilit§ asympto-
tique de P(p) ? K(p) et qui garantisse que la norméd; de P(p) ? K(p) est infgrieur p
1:

kP(p) ? K(p)k, < L

Nous allons maintenant voir que cette mise en %wuvre de la mgthode de synthpise
permet de dgterminer une borne atteignable dans le cas de plusieurs)(sp®ci cations
fréquentielles. En e®et, il est plus rgaliste de consid®rer ce cas de gure que le cas d'une
seule sp%ci cation frgéquentielle.

D'un cot®, pour plusieurs sptci cations frgquentielles, le probleme est de savoir s'il
existe un correcteur tel que
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************************************************************

********************

Wi ———F We(p) Wsi(p) ———— Zj

Wy, — = wg(p) [ - Wk (p)
‘ W
3 pnw_ P (p) q1z

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Fig. 3.9 { Mise en %uvre g&ngrale de la mgthode de synthjse

En regroupant tous les gabarits sur une méme fonction de transfert en boucle fermge dans
une pond®ration, le problgme est donc de savoir s'il existe un correcteur tel que

1
8i=1:::::nt: 8 2R; iTi(j! )j< ———:

Ce problgme est dit multi{critgres.
De l'autre cot®, la m§thode de synthgd¢,; permet de tester I'existence d'un correcteur
tel que la proprigt®

kP(p) ?K (p)k, < 1 (3.19)
est vgri §e. Or cette proprigt® implique la propri¢t§

ou Ty, 7 (p) dBsigne la fonction de transfert dev; vers z. Cette dernigre proprigt$ est
®quivalente p la proprigt®
1
8 =1;:::;ny; 8k=1;::::n,; 8 2R; [Ty i")j < - . ! 3.20
) ! ’ Moo 08 < sy gwa gy ©2%

En choisissant judicieusement les fonctions de transfert en boucle fermge (par le biais
de PY(p)) ainsi que les pondgrations dans la mise en %wuvre de la mgthode de synthgse
H, , il est possible de trouver une solution au problgme multi{criteres en trouvant une
solution au problgmeH ; . Nous ne d®taillerons pas ici ce choix, pour cela le lecteur pourra
se rgf@rer p [SP96a, SFO5, DF99]. Ce choix sera expliqug pour chaque exemple numgrique
de ce document.

Mise en %uvre de la m@ithode de synthgse  H; pour la d§termination d'un com-

promis  Pour pouvoir dgterminer un compromis, il faut pouvoir dgterminer lorsqu'une
borne est atteignable ou non. SkP(p) ? K(p)k; < 1, alors la m&thode de synthggd,
garantit que la borne associge est atteignable. En revanche, si ce n'est pas le cas, cela ne
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veut pas forcgment dire que la borne associge est non atteignable. Ceci vient du fait que la
propri®t® dg nie par (3.19) implique la proprigt® dg nie par (3.20), mais que l'implication
inverse n'est ggngralement pas vrai. D'un point de vue thgorique, la mgthode de synthgse
H; n'est donc pas adgquat pour la dgtermination d'un compromis. D'un point de vue pra-
tique, elle est intBressante et permet dans certains cas de dgterminer approximativement
un compromis [SFFO03].

Supposons que les fonctions de transfert en boucle fermge ainsi que les pondgrations
en sortie et en entrge ont dgjp ®t® choisies : le systg?{p) est d§ja connu. Il est alors
minimiser ° tel qu'il existe un correcteurK (p) qui garantisse la stabilit asymptotique de
P(p) ? K(p) et qui garantisse que la norméd; de P(p) ? K(p) est infrieur p° :

kP(p) ?K(p)k, <°:

Cette dernigre relation implique

WaeG! YWe (T )j°

La valeur minimale de° obtenue s'interprgte alors de la manigre suivante :

{ si elle est infgrieure pa 1, le module de toutes les fonctions de transfert en boucle
ferm§e sont en dessous du gabarit d& ni par la pondgration correspondante. Ici, il
est de plus possible de modi er les gabarits pour imposer des bornes plus faibles sur
toutes les sp®ci cations : le choix des pond®rations traduit donc une borne atteignable
mais non Pareto{optimale. Il faut alors changer les pond®rations et recommencer le
processus;

{ si elle est voisine de 1, le module de toutes les fonctions de transfert en boucle
ferm®§e sont en dessous ou Iggerement au dessus du gabarit d§ ni par la pondgration
correspondante. De plus, comme il s'agit de la valeur minimale deil existe une ou
plusieurs pond®rations qu'il n'est pas possible de modi er pour imposer une borne
plus faible sur I'une des sp®ci cations. D'un point de vue pratique, on considgre que
le choix des pond®rations traduit approximativement une borne Pareto{optimale;

{ sielle est sup®rieure g 1, le module d'au moins une des fonctions de transfert en boucle
ferm§e ne se situe pas totalement en dessous du gabarit d§ ni par la pondgration
correspondante. De plus, comme il s'agit de la valeur minimale de il n'est pas
possible de trouver un correcteur pour que le module de toutes les fonctions de
transfert en boucle ferm§e soit en dessous du gabarit correspondant. D'un point de
vue pratique, on considgre en ggn®ral que le choix des pond®rations traduit une borne
non atteignable. Il faut alors changer les pond®rations et recommencer le processus.

D'un point de vue pratique, il est en ggn®ral possible de dgterminer approximativement
un compromis par mise en %uvre de la mgthode de synthgse.

D&termination d'un ensemble continu de compromis par interpolation/appro-

ximation d'un ensemble ni de compromis En mettant en ¥wuvre la m$&thode de
synthgseH, plusieurs fois, il est possible d'obtenir un nombre "ni de compromis (approxi-
mativement), par exemple les pointd, N et | sur la Figure 3.3. Nous allons maintenant
voir comment il est alors possible de dgterminer approximativement un ensemble continu
de compromis. La dgmarche est schmatis®§e sur la Figure 3.10.

D'aprgs ce que nous venons de voir, les bornes sur les spgci cations quanti ables d'un
cahier des charges sont religes aux caractgristiques des pondgrations en sortie et en entrge
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Augmenter le nombre | D&terminer un nombre
“ni de compromis _ | ni de compromis par
mise en %uvre de la
m®thode synthgséd;

?

f\ugmentedr Interpoler/approcher
© e_grﬁ €s les caractgristiques
fonctions .

des pond®rations obter
nues par des fonctions
rationnelles

?
Ve&ri er que les pond®-
rations dgpendant de
KU obtenues traduisent
un ensemble continu de
compromis

Si ce n'est pas le cas

Fig. 3.10 { D®termination d'un ensemble continu de compromis

dans la mise en %uvre de la m§thode de synthg$e . Ainsi, un ensemble continu de com-
promis param®tris§ pagL est en fait un ensemble de pondgrations dont les caractgristiques
(pulsation pour laquelle elle vaut 0dB, valeur p I'in ni, valeur en 0...) sont continGment
param$trisges pagl Pour chacun des compromis prgécgdemment trouvgs, la valgurde

U est connu puisque cette valeur re°gte le compromi#t ce niveau, on distingue la ca-
ractgristique directement relige g1 des autres. En e®etp re°gte un compromis et les
caract®ristiqgues re°ptent des bornegl est ainsi une des caractgristiques, p une trans-
formation atne prgs. Les autres caractgristiques, comme fonctions continuesgesont
obtenues par interpolation/approximation de leurs valeurs connues. Nous utiliserons des
fonctions rationnelles pour l'interpolation/approximation. L'interpolation/approximation

ne garantit pas, notamment pour les valeurs interm®diaires de¢ que les pondgrations
param®trisges paiu obtenues re°gtent e®ectivement un ensemble de compromis. Si ce
n'‘est pas le cas, on peut augmenter le degrg des fonctions rationnelles d'approximation
ou/et augmenter le nombre ni de compromis obtenus par la m&thode de synthgde

et ensuite interpoler/approcher g nouveau les caractgristiques des pondgrations. Pour la
formalisation du problgme de conception de correcteurs rergglables, il est important de
noter que les matrices de la reprgsentation d'§tat d¥.(p; ) et de Ws(p; 1) ainsi obtenues
sont des fonctions rationnelles ep.

Pour vEri er que les pond®rations param&trisges pprobtenues d&terminent e®ective-
ment un ensemble de compromis, il sutt de dgterminer que, pour toutes les valeyrsle
U, les pond®rations, pour ces valeugs, dgterminent un compromis. Pour touty 2 [0; 1],

il est donc minimis®§° tel qu'il existe un correcteur K, (p) qui garantisse la stabilit§
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asymptotique deP(p; p) ? K, (p) et qui garantisse la proprigt® de normei;
kP(p; M) ? Ky (p)ky <

La valeur minimale de° ainsi obtenue est notg€, et un correcteurK, (p) associ§ est
appel® correcteur{point dans la suite de ce document. Si, pour toutes les valeurs
b 2 [0;1], °, est voisin de 1, alors les pond§rations param§trisges padgterminent
e®ectivement un ensemble continu de compromis. Bien sQr, cette vEri cation est ditcile
g mettre en ¥uvre. Cependant, il est possible d'e®ectuer une vgri cation approximative
en choisissant beaucoup de valeursy. La vEri cation est alors e®ectue non plus sur
[0;1] mais pour toutes les valeurs dg choisies. Ici, il s'agit donc de v&ri er que, pour
toutes les valeurgy choisies, on &, %1,

La phase d'interpolation se fait facilement puisque les caractgristiques des pondgrations
sont des scalaires. Il est intgressant de limiter I'ordre de la reprgsentation LFT des matrices
de leur representation d'gtat : ceci limite l'ordre de la reprgsentation des matrices de la
reprgsentation d'gtat deP (p; 1), limitant ainsi la taille du problgme d'optimisation sous
contraintes LMI indgpendant dep obtenu dans la section prgc®dente (Thgorgme 3.3, page
114). En n, travailler sur les fonctions de transfert est intBressant car ce sont des fonctions
de transfert d'ordre faible avec peu de caractgristiques.

3.3.3 Formulation et solution du problgme de conception d'un
correcteur rer§glable

Supposons maintenant que les pondgrations

s Lo Aw(d) [Bw () a1 Aw() [ Bw, ()
We(p: 1 pl? Cw. (1) ‘ Dw. (1) et Ws(piH 7 Cw, (1) ‘ Dw.() (3-21)

ou les matrices sont rationnelles ep et bien posges sur [0; 1], ont §t§ choisies et qu'elles
dgterminent bien un ensemble continu de compromis. La Figure 3.11 montre le systgme

************************************************************

Welp: B Ws(p: W)
S ] G
W1 ——— Wer(Pi) [— = Wi (pin) Z;
T P o
Wi L Wy (i) [ - = W (pin) Zx
N : pnw p q'\z . .
Wh,, ——Wen u (i) — = =W ; (Pi k) Zy,
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Pp:H
u
K (pi? % ’

Fig. 3.11 { Problgme de conception d'un correcteur rergglable
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P. Il d&pend maintenant deu et est d® ni par :

P(p;W) = Ws((;); W 0 P"(p) We(g; H I? :

Le probleme de conception d'un correcteur rergglable est alors de trouver, s'il existe,
un correcteur K (p; ) qui garantisse, pour toutp 2 [0; 1], la stabilitg asymptotique de
P(p; W ? K(p; W et la proprigt® de normeH

kP(p; ) ? K(p; Wk, <°

avec® voisin de 1. Les matrices de la reprgsentation d'§tat des pond®rations §tant des
fonctions rationnelles eny, bien pos®es sur [0 ; 1], les matrices de la reprg§sentation d'§tat de
P(p; W le sont §galement. Le problgme de conception d'un correcteur rergglable est donc
un cas particulier du ProblemeH; d®pendant d'un paramgtre (Problgme 3.1, page 105).

Le rgsultat obtenu dans la section prgc®dente peut donc etre appliqug pour la rgsolution.

3.4 Exemples num@riques

Dans cette section, nous illustrons la conception d'un correcteur rergglable avec deux
exemples. Nous voulons ®valuer la pertinence de notre approche (formalisation avec le
Problgme 3.1, page 105, et solution avec le Thgorgme 3.3, page 114) par rapport au
problgme de conception d'un correcteur rergglable. La formalisation est un cas particulier
de la conception d'un correcteur dgpendant de paramptres. Pour ce dernier problgme, notre
solution repose sur la transformation d'un problgme de faisabilit§ sous contraintes LMI
dgpendant de paramgtres en un problgme de faisabilit sous contraintes LMI indgpendant
de paramptre. |l est ainsi possible d'adapter d'autres m®&thodes de transformation a n
de donner une solution alternative au problgme de conception d'un correcteur dgpendant
de paramptres. Ces autres m§thodes donnent potentiellement de moins bons rgsultats.
Elles sont en ggn®ral plus simples que la nbtre ou peuvent en etre un cas particulier,
conduisant ainsi p un problgme d'optimisation de plus faible dimension et donc p un
temps de rgsolution plus faible. Nous les comparons alors g notre m§thode, ce qui nous
permettra de savoir si la di®grence de temps de rgsolution entre les m®&thodes est justi §e
par une large di®grence de rgsultats.

Pour cela, nous d& nissons un critgre d'§valuation. L'idge de ce critgre est de comparer
le meilleur rgsultat obtenu avec une certaine mgthode au meilleur rgsultat possible. Dans
le probleme dgpendant dey, il est possible de minimiser la valeur dé€. Le meilleur
rgsultat obtenu avec une mgthode est §valug en calculant la valeur minimale°denotge
°., obtenue avec cette mgthode (dans la nobtre, les variables de dgcision sont rationnelles
de degr® limit§). Le meilleur rgsultat possible est §valug en calculant la valeur minimale
de °, notBe ° et €t appelke meilleure performance atteignable, obtenue lorsqu'il n'y
a pas de restriction sur les variables de dgcision (elles sont rationnelles sans limite sur le
degr®). Pour une valeun; de p donn®,°,, est la meilleure valeur possible. Sur [0; 1], la
meilleure performance atteignable est donc donn§e par

“best = Max  °:
M 2[0;1]
Le calcul e®ectif de€ ,e5¢ €St UN problgme ouvert. Une estimation (une borne inf§rieure)
de °pest €St alors obtenue simplement en choisissantbeaucoup de valeursy; : °pest ¥4
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max, °,. Le critgre d'§valuation est alors donn§ en pourcentage

1000ri obest:
best
En utilisant I'estimation de °pet au lieu de sa vraie valeur, il est obtenu une borne
sup%rieure sur le critgre d'®valuation.

Dans le cas de notre mgthode par exemple, ce critgre s'interprgte de la faxon suivante.
Nous avons limit§ le degrg des variables de dgcision a n d'obtenir un correcteur dont
les matrices de la reprgsentation d'gtat sont des fonctions raisonnablement complexes de
K Or, nous ne savons pas quelle est la complexitg d'un correcteur rergglable. Le critgre
®value la perte occasionnge par le fait de vouloir un correcteur peu complexe.

Tous les problgmes d'optimisation de ce document (y compris ceux sur la commande
des canaux d'irrigation du Chapitre 4) sont rgsolus en utilisanMatlab 6.5 avec LMI
control toolbox [GNLC95].

3.4.1 Exemple illustratif

Dans ce premier exemple, nous voulons §valuer l'intgrét des fonctions rationnelles pour
les donnges et l'intgrét des fonctions rationnelles de degrg limit§ pour les variables de
dgcision d'une contrainte LMI dgpendant de.

Dans la formalisation du problgme de conception d'un correcteur rergglable, les pondgra-
tions sont sensges re°gtfes un ensemble continu de compromis. Nous savons que ceci
est possible (en approximation) lorsque les matrices de la reprgsentation d'§tat de ces
pondgrations peuvent etre rationnelles (c'est le cas de notre approche). La question est :
est{ce ngcessaire ? Cette question peut se poser en terme d'optimisation : est{il ncessaire
de consid®rer des fonctions rationnelles pour les donnges d'une contrainte LMI dgpendant
d'un paramptre par rapport p des fonctions plus simples (atne par exemple) ?

Notre solution considgre I'ensemble des fonctions rationnelles pour les variables de
dgcision. Nous savons que ceci est intgressant. La question est : jusqu'a quel point ?

Pour cela, nous comparons notre approche avec deux approches alternatives, adapta-
tions d'approches largement rgpandues dans la littgrature, et avec la meilleure performance
atteignable. Dans la premigre approche alternative, les donnges et les variables de dgcision
sont des fonctions rationnelles particuligres et, dans la seconde, les variables de dgcision
sont des fonctions rationnelles particuligres. Nous pr&sentons les approches alternatives
sgpargment.

Nous d®taillons d'abord I'exemple. Considgrons un systgme du premier orc) :

5 P11 ’
' 1/0
command® par un correcteur p un degrg de libertg. Le but est de concevoir un correcteur
rergglable garantissant les performances suivantes :
{ le systeme en boucle ferm®e est capable de suivre des signaux de rgfgrence en forme
d'gchelons avec di®%rents temps de rgponse (desspbur u=0 p 1,1s pour p=1)

ou en forme de sinusofdes basses fréquences;
{ I'Bnergie de commande doit &tre limitge au maximum;

1
p+1

Ol

G(p) =
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{ le correcteur doit assurer une marge de module d'au moinst dB.
Le compromis se fait entre le temps de rgponse et I'Bnergie de commande. Ce problgme
peut se rgsoudre grace aux choix des fonctions en boucle fermge et aux pond®rations de
la Figure 3.12 (voir [SP96a]). Pour un compromis donnge, c'est-p-dire pour une valgur

6 21 6 22
Wa(p: ) Wa(p; Al
6 6
ol K - =
Ty (p; W) T (p)

Fig. 3.12 { ProblemeH,; dgpendant d'un paramgtre deux blocs

donn®e dey, un compromis est dgtermin® lorsqug, est voisin de 1,°, ®tant la valeur
minimale de° tel qu'il existe un correcteurK , (p) garantissant la stabilitg§ asymptotique
de la boucle fermge et garantissant la proprigt® de norrkig

_ 1

Wa(pi W) 15 G(p%K)M (p)
. ] p

WaPi W T3 Gk ()

0Oo0O00O0O
0Oo0O00O0OO

<o (3.22)

3.4.1.1 Comparaison avec une approche de type polytopique

L'exemple trait§ est simple, voire acadgmique. Cela vient du fait que, pour pouvoir
appliquer la premigre approche alternative, des hypothgses fortes sur la reprgsentation
d'gtat du systemeP (p; ) (par exemple,A() est une fonction constante e, les matrices
sont rationnelles de degrg un ep) doivent etre satisfaites. Ces hypothgses imposent aux
matrices de la reprgsentation d'gtat des pondgrations d'étre au mieux rationnelle de degrg
un avec le méme dgnominateur. Ceci nous permettra de discuter de l'intgrét des fonctions
rationnelles pour les matrices de la reprgsentation d'&tat d&(p; ) (et donc de We(p; 1)
et de Ws(p; 1)) dans notre approche : la question est de savoir si avec des fonctions plus
restreintes, les pond®rations peuvent dgterminer un ensemble continu de compromis.

Bas®es sur une approche polytopique, des conditions alternatives peuvent &tre pro-
postes. Les dgtails de cette premigre approche alternative sont prgsentgs en annexe, Sec-
tion A.2.5, page 214. Un cas particulier de cette approche alternative peut étre interprgtge
comme une extension de l'approche prgsentge dans [GAC96]. Un point important est que
les variables de d§cision sont restreintes p étre des fonctions sp®ci ques (rationnelles de
degrg un). Nous pouvons alors discuter de l'intgrét des fonctions rationnelles pour les
variables de d§cision dans notre approche.

Choix des pond§rations Pour pouvoir appliquer cette premigre approche alternative,
seuls les num®rateurs dé/;(p; W et de W,(p; ) peuvent etre des fonctions non constantes
en . Pour une valeur donn®ey 2 [0;1] :
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1. W; est choisie pour assurer le suivi de trajectoire :

) P+
wi(pih) = KB (3:23)

op

(a) 2 est x®e p une valeur petite (0,0017) pour assurer une petite erreur de pour-
Suite statique;

(b) |, est xBe en accord avec le temps de rgponse dgsirg : plysest grand et
plus faible est le temps de rgponse;

(c) k est une borne infgrieure sur la marge de modul&k:= 0;5 pour une marge
module d'au moins -6dB.

2. W, est choisie pour assurer la limitation de I'génergie de commande :

Walpip) = BPE (3:24)

W, est telle que son inverse est passe-bas. Plus la bande passante est faible et plus
I'Bnergie de commande est faible.

Dans notre problgme, un compromis est d& ni par les choix dg et de la bande passante
de W, (qui dgpende deby, et dec,). Nous considgrons les deux compromis extrémes :

1. pour i = 0, une rgponse lente avec une §nergie de commande faiblg = 0; 86
assure un temps de rgponse desbs eta = 1580, by = 1800 et ¢y = 504 assure que
°0=1;04Y41;

2. pour 4 =1, une rgponse rapide avec une ®nergie de commande ®levie=:3;45
assure un temps de rgponse dells eta = 1580, b, = 100 et ¢; = 500 assure que
°1=1,035%1.

Rappelons que lorsqué,, est voisin de 1, les pond§rations choisies dgterminent un com-
promis du cahier des charges. Le choix prgc®dent dgtermine donc un compromis pour les
valeurs extrémes dqL Notons qu'entre les deux compromis extrémes, il y a un facteur 4
entre les deux valeurs de . Les pond®rationsW(p; ) et W,(p; ), pour des compromis
interm®diaires, sont obtenues en interpolant de faxon atne les coexcients du numgrateur
de chaque pond®ration :

wi(p: = kP (@ ipg):o+ LD o wyp = Qi W+ utar))gr+a((1i WC+ Ka).

Une interpolation atne a $t§ choisie pour pouvoir appliquer la premigre approche al-
ternative. Les pond®grations ainsi obtenues sont trackes sur la Figure 3.13 pour plusieurs
valeurs dep.

Remarquons qu'avec cette interpolation, il n'y a pas de garantie que les pondgrations
dgpendant depy dgterminent un ensemble continu de compromis, c'est{p{dire que, pour
toutes les valeurs dey 2]0; 1[, on a°,, ¥ 1. En fait, ce n'est pas le cas (voir la Figure 3.14).
Malheureusement avec une interpolation atne, il n'est pas possible de faire autrement.
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W, Gw.a)l LW, (w.a)|

Fig. 3.13{ par pas de 0,1 enu

1 et 1
JWa (L))~ JWo (il )i

1.4

131
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111

1k
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Fig. 3.14 { Courbe de la meilleure performance atteignable®;, (1)

Calcul des correcteurs rer§glables Nous appliquons deux approches : la premigre
approche alternative (Thgorgme A.23, page 215) avec des fonctions atnds=(0) et

notre approche (Thgorgme 3.3, page 114) avec des fonctions rationnelles de degrg un et
quatre. Pour N = 1, nous avons choisi 1 +¢;u =1+ 0;5u et pour N = 4, nous avons
choisi 1+ i+ Gl + ol + Cup* = (1 +2 W)(1 + 3 (1 +51). Les rgsultats obtenues sont
présent®s dans le Tableau 3.1 av@g. valant approximativement 1; 38 (calculg avec un

pas de 0,01 entre chaque valeur de).

Remarquons le mauvais rgsultat obtenu avec la premigre approche alternative (Thgorgme
A.23, page 215) : une grande am®lioration a §t% obtenue avec notre approche (Thgorgme
3.3, page 114) en considgrant des variables de dgcision rationnelles de degri unl). Il
y a deux raisons p cela : le Thgorgme A.23 est bas® sur des conditions sutsantes alors que

Tab. 3.1 { Comparaison avec la premigre approche alternative : rgsultats

Thgorgme A.23

Thgorgme 3.3

Thgorgme 3.3

d=0 N=1 N =4
° 1,92 1,7 1,4
0u rj best
10 best Y4 39% Y416% Y4 1, 5%

(borne sup®rieure)
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le Thgorpme 3.3 est bas® sur des conditiorfcessaire®t sutsantes; pour les variables de
dgcision, I'ensemble utilisg dans le Thgorgme 3.3 contient celui utilis§ dans le Thgorgme
A.23.

Remarquons aussi l'excellent rgsultat obtenu avec notre approche, Th§orgme 3.3, en
considgrant des variables de dgcision rationnelles de degrfN4=4). °,, la performance
obtenu avec notre approche, est trgs proche g, la meilleure performance atteignable,
les rgsultats sont donc trgs proches de ceux obtenues sans restriction sur les variables de
dgcision. L'exemple souligne le grand intgrét des fonctions rationnelles et de I'optimisation
de leur dgnominateur. Ce second point sera illustrg dans I'exemple de la Section 3.4.2.

Analyse des performances de la boucle ferm§e Comparons d'abord les perfor-
mances obtenues avec le correcteur de l'approche alternative (Thgorgme A.23) avec celles
obtenues avec le correcteur de notre approche (Thgorgme 3.3 aMe& 4). Nous com-
parons, par exemple, les performances de suivi de trajectoire en examinant les tracgs de
Bode deS(p;pu) = 1+ G(PK(p;u)it, k 210;0,5;1g, reprgsents sur la Figure 3.15
pour les deux correcteurs. La bande passante (& est seulement multiplige par 1,3 entre

5 T T 5

Magnitude (dB)
Magnitude (dB)

Fig. 3.15{jS(p;u)j, 4 21 0;0,5; 1g, approche alternative (a gauche) et notre approche
(N =4) (p droite)

les deux valeurs extrémes d@ pour le correcteur de l'approche alternative (Thgorgme
A.23) alors qu'elle est multiplige par 4 (comme d®sirg) dans le cas du correcteur de notre
approche (Thgorgme 3.3). Le correcteur rergglable obtenu avec I'approche alternative ne
recouvre donc pas les performances du correcteur{point, alors que cela a l'air d'étre le cas
avec le correcteur rergglable obtenu avec notre approche.

Pour v&ri er ceci, comparons maintenant les performances obtenues avec le correcteur
de notre approche avec ceux d'un correcteur{point (sans dgpendance imposge sur les ma-
trices de la reprgsentation d'gtat) en examinant le module &(p; ) et deK (p; 4)S(p; ),
k2 f0;05;1g, reprgsent® sur la Figure 3.16 (les lignes en gras reprgsentent les tracgs
obtenus avec le correcteur de notre approche et les lignes en n ceux obtenues avec les
correcteurs{point). Pour u = 0;5, les m&émes performances sont obtenues par les deux
correcteurs. Pour une valeug, la bande passante d&(p; 1) pour le correcteur dgpendant
du compromis est plus petite que celle du correcteur{point. Les rgponses temporelles pour
les valeurs extrémes dg sont alors plus lentes avec le correcteur dgpendant du compromis
gu'avec les correcteurs{point.

En conclusion Méme sur cet exemple acadgmique, l'approche alternative n'est pas
pertinente par rapport au probleme de conception d'un correcteur rergglable :
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Fig. 3.16 {|Sj (a gauche) andKSj (a droite), 4 21 0;0,5; 1g

1. il est ngcessaire de choisir une dgpendancepesp®ci que pour les pond§rations :
les pondgrations ne dgterminent pas un ensemble de compromis. Cependant, nous
avons choisi une interpolation atne g = 0) alors que I'approche alternative permet
de choisird quelconque. Il est alors peut{etre possible, en choisissant mieux la valeur
de d, d'obtenir que les pondgrations dgterminent e®ectivement un ensemble continu
de compromis, c'est{p{dire de trouverW,(p;|) et W,(p; ) telles que pour tout
K 2 [0;1], °, vaut approximativement 1. Pour ce faire, une solution intgressante
est d'introduire des paires de pond®grations pour des valeurs supplgmentairegide
telles que®, ¥ 1. Nous choisissons donc une troisigme paire de pond§rations pour
u=0;6 3

p+1;73
p+0;0017

p+1

W;i(p;0;6) =0;5 mi

W2(p;0; 6) = 500
Nous obtenons .6 = 1;03. Pour pouvoir appliquer I'approche alternative (Thgorgme

A.23), nous considgrons une approximation avec des fonctions rationnelles de degrg
un. Il faut noter que les dgnominateurs des di®%rentes fonctions doivent &tre les

mémes. Une m®thode de type moindre carrge est utilisge sugwl(“) D, (H)
ol V£2(“) DWZ(“) o

£ o £ a £
avec Aw, Bw, = i 00017 132 et Aw, Bw, = i 1580 397 .
Nous obtenons :
Cw() Dw, _ 014 Q5°_ w227 0
Cw,() Dw,() ~ 7170 1800 ~ 1+1;17n 7330 i 3700

Sur la Figure 3.17,°, a %t trac§ en fonction dg (trait continu) pour des valeurs

de p espacke de 0,01. Malheureusement, nous n'avons Pas¥s 1. Il est donc
ngcessaire de considgrer des fonctions rationnelles de plus haut degr§ ou des fonctions
rationnelles qui n'ont pas le méme dgnominateur pour I'approximation. L'approche
alternative (Thgorgme A.23) ne peut alors plus etre appliquge. Méme sur cet exemple
acad®mique, il n'est donc pas possible avec cette premigre approche alternative de
choisir des pondgrations dgpendant de pour qu'elles dgterminent un ensemble
continu de compromis;;

2. la performance atteinte est §loignge de la meilleure performance atteignable ;
3. le correcteur rergglable ne recouvre pas les performances du correcteur{point.

3Cette valeur correspond au pire cas avec une interpolation atne.
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— rationnelle de degré 1
0ok affine

0.8

0.7
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0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 08 0.9 1

Fig. 3.17 { Courbe de la meilleure performance atteignable®;, (1)

Notre approche donne de meilleurs rgsultats que I'approche alternative :

1. ici, nous avons gard® les mémes pond®rations dgpendanfudiue celles utilisges
pour l'approche alternative pour pouvoir comparer les deux points suivants. Par
opposition avec l'approche alternative, il est heureusement possible de choisir des
pond®rations pour qu'elles dgterminent e®ectivement un ensemble continu de com-
promis. Ce point sera discut§ dans la suite de cet exemple;

2. la performance atteinte est trgs proche de la meilleure performance atteignable :
notre approche donne de trgs bons rgsultats;

3. bien que le probleme d'optimisation donne un rgsultat intgressant, le correcteur
rergglable obtenu ne recouvre pas les performances du correcteur{point.

Avec notre approche, il y a une grande di®®&rence entre les deux derniers points : alors
gu'en terme d'optimisation on ne peut faire gugre mieux, le correcteur{point n‘assure pas
les performances dgsirges pour les valeurs extrémegLd€ette di®®rence vient du choix
des pond®rationsW;(p; ) et Wo(p; ) pour p 2]0;1[. En e®et, le correcteur rergglable
garantit la proprigt® suivante : pour touty 2 [O0; 1], pour tout! 2 R,

= 1 = ° - K@hpy o= c

T+ GGOK LR Wil 0] " GG K GEM ) W ui)i

alors que le correcteur{point garantit : pour toutp 2 [0; 1], pour tout! 2 R,

1T tw T KaD) T cw
T+ GO KA ) IWL(h )] 1+ G KE(r ) JWe(jh )i

Lorsque®, est voisin de°, les deux correcteurs garantissent donc la méme performance
pour cette valeurp; dep. Comme®, ¥4 °.5, ceci explique que les deux types de correcteurs
garantissent la méme performance pour cette valeur geLorsque®, est di®grent de, les
deux correcteurs ne garantissent pas la m&éme personne pour cette vajgude . Comme
°, est di®®rent d€ o et de ° 1, ceci explique les di®®rences de performance constat§es pour
ces valeurs dqL Si I'on veut que le correcteur rergglable assure les performances dgsirges
pour toutes les valeurs degy, il faut donc que, pour tout | 2 [0;1],°, ¥ 1. Or avec le
choix des pond®rations e®ectu® dans cet exemple, ceci n'est pas vrai (voir la Figure 3.14).
La premigre approche alternative, plus simple que notre approche, n'est donc pas satis-
faisante pour ce problgme acadgmique. Si nous adaptons les approches de [AGB95, FAG96,
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TAO0O, YS97, dOBG99, BPPB93, BP94, TdS01, GCG93] p notre problgme, des fonctions
atnes seraient alors considgrges pour I'approximation/interpolation des pondgrations : le
méme problgme surviendrait.

Ce point montre l'importance du choix des pondgrations comme fonctions gde

Cet exemple a aussi montrg l'intgrét des fonctions rationnelles pour les variables de
dgcision.

3.4.1.2 Comparaison avec une approche utilisant une fonction de stockage
ind§pendant du paramptre

Dans cette section, nous proposons un choix des pond®ratiofis(p; ) et Wo(p; W
adapt® aux spf®ci cations de performances pour toutes les valeurspd2 [0; 1]. Un cor-
recteur rergglable est consu par utilisation de notre approche (Thgorgme 3.3, page 114).

Il est alors comparg p un correcteur congsu avec une seconde approche alternative.
Dans le cadre de la seconde approche alternative, il est utilisg une fonction de stockage
guadratique indgpendant deu (les variables de d®cisiorX (1) et Y (L) sont en fait des
fonctions constantes em). La conception de correcteurs dgpendant d'un paramgtre a §t¢
intensivement considgrge pour la commande de systgmes Lingaires p Paramgtres Variants
(LPV). Dans le contexte LPV, beaucoup d'approches utilisent des fonctions de stockage
quadratique mais indgpendant du paramgtre [Pac94, BP94, AG95, AGB95, SE98, Sch01].
Le problgme d'optimisation obtenu est de plus faible dimension que le nétre mais au prix
de moins bons rgsultats. En contraste, nous utilisons une fonction de stockage quadra-
tique et dgpendant du paramgtre et obtenons des conditions plus complexes mais avec de
meilleures rgsultats. Nous cherchons p dgterminer l'intgrét de notre approche par rapport
a cette approche alternative. Cette approche alternative peut en fait €tre vu comme un
cas particulier de notre approche (voir g la page 88).

Nous ®valuerons aussi la pertinence de ces deux approches en les comparant g la
meilleure performance atteignable.

Choix des pond§rations Pour obtenir des pond®rations adaptg§es au problgme, nous
gtilisons les mémes paires de pondgrations qu'avant mais approchons sgpargi@entet
Cw, Dw, . Nous obtenons :

0331

et

£ o £ o £ o
Cw,() Dw,(W = i 7170 1800 + 14670 j 3680 :

1+1;17

Les pond®rations ainsi obtenues sont trackes sur la Figure 3.18 pour plusieurs valeurs de
L

Sur la Figure 3.19,°, a %t% track en fonction de4 (trait continu) pour des valeurs
de i espacge de 0,01. Nous avons bigp % 1 : entre 1,02 pourp = 0;3 et 1,045 pour
n=0;9.

Il est donc possible que les pondgrations dgterminent e®ectivement un ensemble continu
de compromis en utilisant, lors de l'interpolation/approximation des pond®rations, des
fonctions rationnelles.
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U, Gwal LW,

Fig. 3.18{ par pas de 0,1 enu

1 e 1
JWa (L))~ JWa ()i

— rationnelle
- - rationnelle de degré 1
038 —// - - - affine

v
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Fig. 3.19 { Courbe de la meilleure performance atteignable®;, (1)

Calcul des correcteurs rer§glables A n de calculer un correcteur rergglable avec
une fonction de stockage indgpendante gle nous avons Iggerement modi § le Th§orgme
3.3 et avons considgre :

Vo + W1 + [PV,
1+ dip+ dopf

X(W=Xo; Y()= Yo, V(W=

avec lesd; x®s a priori : 1+du+ dop? = (1§ 0;67W)(1+1;174). Ce choix de dgnominateur

est naturel puisqu'il correspond p celui trouvg lors de l'interpolation des pondgrations.
Nous avons aussi appliqu® notre approche, Thgorgme 3.3, aNet 2 et 1+ C i+ G|l

le polyndbme trouv® lors de l'approximation : (3 O;67W)(1 + 1;17W). Ce choix permet

de limiter I'ordre de la rgalisation LFT, c'est-p-dire la taille des matriceé\., B. et C.

dans le Th&orgme 3.3. Les rgsultats obtenues sont prgsentgs dans le Tableau 3.2 avec

I'estimation de °pest Valant 1; 045.

Remarquons que le Thgorgme 3.3 avdc= 2 donne un bon rgsultat ¢, est trgs proche
de °pest)- Le rgsultat obtenu avec une fonction de stockage indgpendantejdest vraiment
mauvais.

Analyse des performances de la boucle ferm@e Nous analysons tout d'abord les
performances obtenues avec le correcteur avec une fonction de stockage indgpendante de
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Tab. 3.2 { Comparaison avec la seconde approche alternative : rgsultats

Fonction de stockage | Thgorgme 3.3
indgpendant dep N=2
° 2:26 1:.07
r | best
100-H452 14 115% Y4 2, 5%
(borne suptrieure)

en examinant les trac®s de Bode &p; u) etdeK (p; B)S(p;u) (k 2f0;0,1;:::;0;9; 1g),
voir la Figure 3.20. Les fonctions de transfert pour les onze valeurs ont le m&éme module :

Magnitude (dB)
Magnitude (dB)

Fig. 3.20 {jS(p;Wj et jK (p; WS(p; Wj par pas de 01 enp

de faxon surprenante, le correcteur ne varie pas en fonction du compromis. Le rgsultat est

vraiment trgs pauvre.
Analysons maintenant les rgsultats obtenues avec le correcteur rergglable de notre

approche (Thgorgme 3.3 el = 2). Nous avons trac® sur la Figure 3.21 le module de

5

Magnitude (dB)
Magnitude (dB)

Fig. 3.21 {|Sj (a gauche) etfKSj (a droite), 4 21 0;0,5; 19

S(p;u) et de K(p; u)S(p; ), les regponses temporelles en boucle fermge sur la Figure
3.22 et les tracks de Bode de (s; ) sur la Figure 3.23. Sur ces gures, les traits en
gras sont obtenus avec le correcteur rerglable; les traits en n sont obtenues avec les
correcteurs{point. Nous constatons que les tracgs obtenus avec le correcteur rergglable
sont trgs proches de ceux obtenus avec les correcteurs{point : nous avons recouvert les
performances souhaitges et ceci avec des fonctions rationnelles de faible degrg pour les
variables de d§cision; ce qui est vraiment excellent.
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Fig. 3.22 { Sortie (a gauche) et commande (pa droite) ave€ (p;u) et Ky, (p), ki 2
f0;0,5;1g
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Fig. 3.23 { Diagrammes de Bode des correcteuns,2f 0;0,5; 1g

En conclusion Cette seconde approche alternative n'est pas intgressante par rapport
au problgme de conception d'un correcteur rergglable :
1. les pond®rations dgterminent un ensemble continu de compromis;
2. la performance atteinte est trgs ®loign® de la meilleure performance atteignable (plus
de 100% d'gcart);
3. le correcteur obtenu n'gvolue pas en fonction du compromis : I'approche alternative
est vraiment trgs mauvais.
Notre approche donne de meilleures rgsultats que I'approche alternative et elle est perti-
nente par rapport au problgme de conception d'un correcteur rergglable :
1. les pondgrations dgterminent un ensemble continu de compromis;
2. la performance atteinte est trgs proche de la meilleure performance atteignable;

3. le correcteur rergglable et le correcteur{point assurent les performances.

Cette seconde comparaison souligne l'importance du choix des pondgrations comme
fonctions dep. En e®et, dans la comparaison prgc®dente, bien que notre approche donne
de bons rgsultats en terme d'optimisation( est proche de°pes), Ce n'Gtait pas le cas
en terme d'Automatique (le correcteur rergglable et le correcteur{point n'assurait pas les
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mémes performances). Ici, notre approche donne de bons rgsultats en terme d'optimi-
sation et d'Automatique. La di®®rence entre les deux vient de ce que, dans Ia premigre
comparaison, les pondgrations dgpendant gdétait mal choisies alors qu'ici elles sont bien
choisies. Ici, on constate que, comme les pondgrations dgterminent un ensemble continu
de compromis, un bon rgsultat en terme d'optimisation donne aussi un bon rgsultat en
terme d'Automatique. Ceci montre donc l'intgrét des fonctions rationnelles pour les ma-
trices de la reprgsentation d'§tat du systeme augment®, c'est{p{dire pour les donnges
d'une contrainte LMI dgpendant d'un paramgtre.

Cette comparaison souligne aussi l'intgrét des variables de dgcision comme fonctions
rationnelles enp.

Dans cet exemple, nous avons interpol®/approch® les caractgristiques des pond®rations
sans nous soucier de l'interprtation du paramgtre. Dans le prochain exemple, nous illus-
trons que l'interpolation/approximation peut s'e®ectuer avec une interpritation claire du
paramgtre.

3.4.2 Commande d'un moteur p courant continu

L'intgrét de fonctions rationnelles pour les donnges (c'est{p{dire pour les matrices de
la reprgsentation d'gtat deP(p; 1)) et pour les variables de dgcision d'une contrainte
LMI dgpendant de p a ®t® illustrg dans I'exemple prgckdent. Dans cet exemple, nous
nous intgressons g l'intgrét d'optimiser sur le dgnominateur de ces fonctions rationnelles
(pour les variables de dgcision). Pour cela, nous comparons notre approche (Th&orgme
3.3, page 114) avec une approche alternative, conduisant g un problgme d'optimisation
de plus faible dimension que le notre, dans laquelle les variables de dgcision sont aussi
rationnelles mais avec des dgnominateur x%s priori. Cette approche alternative peut
eétre vue comme un cas particulier de notre approche (voir p la page 88) mais donne
potentiellement de moins bons rgsultats. La question est : est{il intBressant de pouvoir
optimiser sur le dgnominateur des variables de dgcision par rapport au temps de rgsolution
suppl®mentaire que cela apporte ?

Nous d®taillons maintenant I'exemple. Le systgme considgrg est un moteur p courant
continu qui peut étre mod®lis®§ par :

2'66 0323
|
235 —}|?4 32 0]05:;

GP)= 57 =
p(&"'l) p 0 15‘ 0

Il est command® par un correcteur p un degrg de libert®. Le but est de synthgtiser un
correcteur dgpendant du compromis garantissant les performances suivantes :
{ le systeme en boucle ferm®&e est capable de suivre des signaux de rgfgrence en forme
d'®chelon avec di®grents temps de rgponse (de G@dur u=0 p 0,02s pour u=1)
ou en forme de sinuso&de basses frgquences;
{ le systeme en boucle ferm§e doit étre capable de rejeter des perturbations d'entrge
en forme d'gchelon ou en forme de sinusofde basses frequences;
{ I'Bnergie de commande doit tre limitge au maximum;
{ le correcteur doit assurer une marge de module d'au moins6 dB.
Le compromis se fait entre le temps de rgponse et I'Bnergie de commande et le temps
de rejet de perturbation. Ce problgme peut se rgsoudre grace aux choix des fonctions en
boucle fermge et aux pond®rations de la Figure 3.24 (voir [SP96a]). Pour un compromis
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6 Z1 6 22
................................................................................................. P(pu) .
Wl(p’l"l) WZ(p’“) W
6 6 Ws(p; i) % :
W1 +
o K (p; 1)? - i’-’*- G(p)
i 6 y u +

Fig. 3.24 { ProblemeH; quatre blocs

donnge, c'est-p-dire pour une valeys donnge dgs, un compromis est dgterming lorsque
°y estvoisin de 1,°, ®tant la valeur minimale de° tel qu'il existe un correcteurK , (p)
garantissant la stabilitg asymptotique de la boucle ferm§e et garantissant la proprigtg de
norme H,

oOo0o0o0
oo0o0o0

Wi1(p; H)Su (P) Wi(p; H)G(p) Sy (P)Wa(p; 1)
Wo(p; K (M)Sk(P)  Wa(ps )T (PDWa(pi W)

avecS, (p) = (1+ G(EK (M) * et T, (p) = (1+ G(PK () 'G(PK (p).

o

Choix des pond@rations Les pond®rationswW;(p; ), i 2 f 1;29 peuvent s'§crire sous
la forme suivante [Fon95] :

2 r r 3
cZ - 1 cZ 1
1, ita( C3it Yl 6 1l Y
wipi= 24 T 1al Ty | (Gai G Yepiy s
p | . G
-CI(lJ) ‘ 1li

ou Goi = jWi(O;j, Gy = limyy  jWi(jh ) (avec Goi i 1)(Giii 1) < 0) et op
(W > 0O est la pulsation de coupure telle quew,(j! «(W);Wj = 1. Pour une valeur
donngey; 2 [0;1]:

1. Wy(p; W est choisie pour assurer le suivi de trajectoire :

(@) le compromis peut etre dg ni par! o, car! ., est reli§ au temps de rgponse
(20 rad=s pour 0,06s jusqu'p 80rad=s pour 0,02s). ! .; peut donc &tre choisi
comme! (K = 20 + 60 Le parampetrep peut donc s'interprgter comme le
frequence de coupure d@/;(p; W, p une transformation atne prgs,

(b) Go est une borne sup%rieure sur l'erreur statique de suivi de trajectoire : nous
'avons x%& p 40dB,

(c) G; 1 est une borne infgrieure sur la marge de module : nous l'avons x§ p -6
dB;

2. Wy(p; W est choisie pour assurer la limitation de I'Bnergie de commande : plus
est petit et plus I'Bnergie de commande est faible. Nous avons d'abord dgterming la
plus petite valeur de! ., pour trois valeurs dep (23,33rad=s et °q = 0;991 pour
p=0, 180rad=set °p5 = 0;986 pourp=0;5, 700rad=set °; = 0;992 pourp = 1).
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En utilisant une m$§thode de type moindre carrge, nous avons approch® ces valeurs
et avons obtenu! (W) = 23;33 + %‘% De plus, nous avons x®& 20lod%o.) p
-10dB et 20log(G; 2) p 60dB ;

3. W3(p; W) est choisie a n de sp®ci er le rejet de perturbation. Pour simpli erWs(p; W)
a ®t® choisie constant Ws(p; ) = 0; 05.

Rappelons que lorsqué,, est voisin de 1, les pond®rations choisies dgterminent un com-
promis du cahier des charges. Le choix prgc®dent dgtermine donc un compromis pour ces
trois valeurs dep. Les pond®grations ainsi obtenues sont tracges sur la Figure 3.25 pour
plusieurs valeurs dg. P (p; ) peut alors etre calculg. Notons que seules les matric®§.)

UW, Gl LW, (W, Gl

LW, Gl UIW, G @W, Gl

9=0

- 1 1 1 1

Fig. 3.25 { —— I I — ! — —
'9 {JW1(J!;IJ)J JWa (5 )W ) JWa (i )i © JWo (31 )Wl o)) par
pas de 0,1 enu

et C,(1) dgpendent dep : ce sont des fonctions rationnelles de degrg deux avec comme
dgnominateur 1j O; 7u+ O 2.

Avec ces pond®rations],, a ®t§ calculfe pour plusieurs valeurs ge2 [0; 1] (par pas
de 0,01) : nous vgrions queé, Y21 : entre 0,96 pourp = 0;15 et 0,998 pourn = 0;8,
avec une variation de 4%.

Calcul des correcteurs rer§glables Les correcteurs dgpendant du compromis sont
obtenus en appliguant le Thgorgme 3.3 selon trois possibilitgs :

1. avecN = 2 et le dgnominateur des variables de d§cision x& priori. Un choix
naturel est 1j 0;7u+ 02 : c'est le dgnominateur des matriceA (L) et C,(l);
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2. avecN = 2 pour ®valuer l'intgrét d'optimiser sur le dgnominateur des variables de
dgcision;

3. avecN = 3 pour amégliorer le rgsultat prgcgdent.

Pour am®liorer le calcul num®rique, nous avons choisi Icqt=1 i O; 7y, ¢, = 0, pour
N=2etl+cu+c=(1i 0 7W(1l+3H), c3=0, pour N = 3. La partie (1 O; 7p) sert
g limiter la taille des matricesA., B. et C. alors que la partie (1 + 31) est arbitraire.
Les rgsultats obtenus sont prgsent®s dans le Tableau 3.3 avec I'estimatior? g valant

Tab. 3.3 { Comparaison avec une approche p dgénominateur x® : rgsultats

Thgorgme 3.N =2 Thgorgme 3.3| Th&orgme 3.3
dgnominateur x®a priori N =2 N =3
° 1,105 1,06 1
Our '! " best
10 best Y211% Y4 6% < 1%
(borne sup%rieure)

0,998.

Remarquons qu'avec un dgnominateur x® priori, le rgsultat obtenu est assez correct
avec une borne sup®rieure du critgre de performance de 11%. Cependant lorsque I'on
optimise sur le dgnominateur, avec le méme degr®, le rgsultat est fortement am§liorg avec
une valeur du critgre de performance de 6%, soit une division par 2 environ. Notons aussi
que dans ce cas le dgnominateur des variables de dcision gst1112u+ 3; 372, soit
un polyndbme avec des racines complexes, et est vraiment di®®grent du dgnominateur de
A(p) et C,(W. Il aurait ®t® dixcile de choisir un tel polyndbmea priori. Avec N = 3, le
correcteur rergglable est vraiment trgs proche de la meilleure performance atteignable.

Analyse des performances de la boucle ferm§e Comparons maintenant le correc-
teur rergglable obtenu (Th&orgme 3.3y = 3) avec les correcteurs{point en examinant le
module deS(s; i), de K (s; 4)S(s; ), de G(s; 4)S(s; 1) et T(s; ) (voir Figure 3.26), les
réponses temporelles (suivi de trajectoire d'un §chelon de consigne, rgjection d'un pertur-
bation ®chelon) (voir Figure 3.27) et le diagramme de Bode d¢e(s; 1) (voir Figure 3.28)
(pour toutes ces guresy 2 f 0;0;5; 1g, les traits en gras représentent les tracs obtenus
avec le correcteur rerglable et les traits en n reprsentent les trac®s obtenus avec les
correcteur{point). Le correcteur rergglable et le correcteur{point assurent parfaitement
les mémes performances en utilisant des fonctions rationnelles de degrg faible, ce qui est
excellent.

En conclusion  Avec le méme degrg, en optimisant sur le dgnominateur des variables de
dgcision, on arrive g diviser par 2 environ la di®grence entre la performance atteinte et la
meilleure performance atteignable (par rapport p ne pas optimiser sur le dgnominateur).
Ce qui est excellent est que ce gain se fait de plus sans augmenter la complexitg du
correcteur rergglable obtenu. Si lI'on se permet d'augmenter un peu cette complexitg, on
arrive g recouvrir parfaitement les performances des correcteurs{point, et ceci avec un
faible degr® pour les variables de dgcision. Ce qui est tout aussi excellent.

Un point intBressant est g remarquerM partir de la Figure 3.28, on peut voir que la
structure des correcteurs est, p strictement parler, un Proportionnel Intggral (PI) avec une
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Fig. 3.26 { Diagramme de Bode d& (en haut g gauche)GS (en haut g droite), KS (en
bas p gauche) ef (en bas g droite) poury, 2 f 0;0;5; 1g

avance de phase (et un Itre passe-bas). Cependant pqur 0, I'avance de phase est petite

et peut étre nggligke. Alors que pount = 1, I'avance de phase est importante et ne peut

pas etre nggligge. Il est connu qu'un moteur g courant continu peut &tre command® par un

Pl si les performances temporelles dgsirges sont assez lentes. Des rgponses temporelles plus
rapides demande un Pl avec une avance de phase. En utilisant les rggles de I'Automatique
fréquentielle classique, savoir-faire, etc., un lien qualitatif entre les sp®ci cations dgsirges

et les gains du correcteur peut etre gtabli. L'intgrét de notre approche est qu'elle donne

la structure du correcteur et une expression explicite des gains du correcteur comme une
fonction analytique des performances dgsirges, c'est{p{dire un lien quantitatif.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons considgrg le problgeme de conception d'un correcteur
dgpendant de paramgtres pour un systgme augment® dgpendant de paramptres. Nous en
avons donn® une solution etcace grace p la transformation d'un problgme de faisabi-
litg sous contraintes LMI dgpendant de paramptres en un problgme de faisabilit$ sous
contraintes LMI indgpendant de paramptre. Nous avons ensuite considgrg une nouvelle
mise en %uvre de ce problgme : celle de la conception d'un correcteur pour un ensemble
continu de compromis. La solution proposge permet de trouver un correcteur dont les gains
sont des fonctions explicites des performances dgsirges pour la boucle fermge, ce qui est un
net avantage de notre approche. Les illustrations num®riques ont montr§ l'intgrét de notre
solution par rapport p de nombreuses solutions alternatives, bas®es aussi sur la transfor-
mation d'un problgme de faisabilit§ sous contraintes LMI dgpendant de paramgtres en un






















































































































































































































































