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∫

X
dx

æ
S =

∫
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m (x) dx , m (x) =

κ1 (x) + κ2 (x)

2
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K =

∫

∂X
3κ2

1 (x) + 2κ1 (x) κ2 (x) + 3κ2
2 (x) dx
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��½�.1%�'8�

χ =
1

4π

∫

∂X
g (x) dx , g (x) = κ1 (x) κ2 (x)

ç �<ð9�2é
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χ =
1

4π

∑

x∈∂0X

k (x)
ç �<ð :�é

½.Â
∂0X

(*#&�/(*�93*#&%�'*#-�íêî#&%	35#&�,Á/�w#Ì7/#93R3*½��¿��#&'*3$7/#
X
ð�ó�#-��4�3R�F½��1Æ2�97<(546��4��&'*�-')(546.1'*�²��46($ÈV46%	�5�	½6ü

ç>¾�LxÀA7<æR¾�LA7�Ã�éyð!�Ì½��	3M7/½�%/%	#&(*½�%	3M��4XöU½�()��#å#yÓ<�/�1.w�&.1'*#f7/#å��4Ç�9½��/()Á/�/(*#
k (x)

7	46%	3��w#f�*��46�/.1')(*#�Ä<æ
½.Â���4!öU½�()�,�/�w#�ç �<ð :ué�#93)',�/').1�1.w3*�9#���½��/(,��46�w�&�/�w#&(���4X��46(54��&'*�&().w3)').w���	#å7�êîÒ��/�w#&(>=@?�½�.1%	��46(*�X7	46%	3,7/#93
.1�s46Ï2#93²7<.w3*�&(*A&'*#93�ð
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ø ½��	38�w#93���46(546��A&')(*#93�0u�	3��/(*�9�9�97/#&�¿��#&%�'���#&�/02#&%�'M#&%òöí46.1'8Ñ&')(*#s�/%/.ý÷��9387	46%	3,�w#s��4�7<(*#s7/#93

öè½�%	�&').w½�%/%	#&�1�w#9387/#��Ç.1%/É2½�²3)Éu.íæ����/.��F#&()��#&')'*#&%�'87/#¿��46(54��&'*�&().w3*#&(8�/%	#¿3)')()�	�&')�/(*#����	#&�1�w#����	#¿35½�.1'
354M7<.1��#&%	3).w½�%�ð

óe4åöU½�()�,�/�w#�7/#s"D(*½6öè'*½�%ò��#&()��#&'�7/#M(*#&�1.w#&(��w#93�öè½�%	�&').w½�%/%	#&�1�w#9387/�y÷	%/.w#93�7	46%	3��/%	#¿7<.1��#&%	3).w½�%
ä�7/#93M��#93*�/(*#93�öU46.1'*#93M7	46%	3¿7/#93¿#93)��4��9#93M7/#!7<.1��#&%	3).w½�%	3¿.1%<öU�&().w#&�/(*#93�ð~Ò�% ��46()').w�&�/�1.w#&(�æP½�% 4ë�w#93
(*#&��46').w½�%	3-3)�/.10x46%�'*#938�

S = 4

∫

L
χ (X ∩ L) dL

ç �<ðìÄ2é

b̄ =

∫

P
χ (X ∩ P ) dP

ç �<ðìÀ2é

½.Â L (*#&�/(*�935#&%�'*#��íêî#&%	35#&�,Á/�w#,7/#�'*½��/'*#93²�w#93¡�1.1Ïx%	#93;7<�ë�/��46%�½���7/#��íêî#93*��4��9#xæ	#&' P �íêî#&%	3*#&�8Á/�w#,7/#93
�/��46%	3²7/#��íêî#93)��4��9#xð�ó�#93¡.1%�'*�&Ïx(546�w#93Ì3*½�%�'²%	½�()�s46�1.w3*�9#93²'*#&�1�w#93;���	# ∫

L dL
#&' ∫

P dP
0x46�w#&%�'8¾xð

óe4M(*#&��46').w½�%oç �<ðìÀ�éD�F#&�/';3*#Ì(*�9�9�&().1(*#s�

b̄ =

∫

Ω2

Dω(X) dω
æ

Dω(X) =

∫

Lω

χ (X ∩ Px,ω) dx
ç �<ð�7xé

½.Â
Lω

#93)'���4�7<(*½�.1'*#-7/#²7<.1(*#9�&').w½�%
ω
��4�3*3546%�'���46(P�íêî½�().1Ïx.1%	#xæ

Px,ω
�w#¡�/��46%�7/#¡%	½�()�s46�w#

ω
�9½�%�'*#&%�46%�'

x
æ6#&'

Ω2
�íêî#&%	3*#&�8Á/�w#¡7/#93~7<.1(*#9�&').w½�%	3�7/#D�íêî#93*��4��9#xð6?�½��/(~�/%	#$��46()').w�&�/�w#¡�9½�%�02#yÓ/#xæ

χ (X ∩ Px,ω)
0�46�/'

0
½��

1
3*#&�w½�%����	#��w#��/��46%

Px,ω
.1%�'*#&(*35#9�&'*#

X
½��ë%	½�%�ð�óPê .1%�'*�&Ïx(546').w½�%�7/#

χ
3*�/(¡'*½��	3¡�w#93¡�/��46%	3-7/#

%	½�()�s46�w#
ω
7/½�%/%	#��w#�7<.�46��A&')(*#��/(*½6�)#&'*��'*½�'546�

Dω(X)
çèÔ�.1Ïx�/(*#��<ðìÄ2éyð/Ò�%ë��½�Æ2#&%/%�46%�'

Dω(X)
3)�/(

'*½��/'*#93��w#93�7<.1(*#9�&').w½�%	387/#¿�íêî#93)��4��9#xæ�½�%�½�Á/').w#&%�',�/%	#�#yÓ<�/(*#93*3).w½�%�7/#
b̄
æ��9���/.10�46�w#&%�'*#säf�íêî�&��46.w3*3*#&�/(

��½�Æ2#&%/%	#xð

ÆI�¬Ikñ ÊRÉ�»5É�ÁCÍ ° »�¼�¾%É&Í5¼]Ë>Ì ³]ËPÁåÉ�³]Î
?��1�/'*û�'����	#�7/#å��46(54��&'*�&().w3*#&(,Ïx�w½�Á�46�w#&��#&%�'M�/%ã#&%	3*#&�,Á/�w#xæ�½�%���#&�/'�%	#s3�ê .1%�'*�&(*#93*3*#&(8����êìäë�/%	#

ï�½�%	#!��46()').w�&�/�1.wA&(*#xðPó�#föU½�()�s46�1.w3)��#X7/#!��4�')�	�9½�().w#X7/#!��4Ç��#93)�/(*#!��#&()��#&'�7�êî#yÓu�/().1��#&(��w#93M��46(54�=
��A&')(*#93MÏ2�9½����&')().w���	#93��w½���46�w#&��#&%�'�æP3*½�.1'�#&% �/').1�1.w3546%�'¿�w#93¿7/�y÷	%/.1').w½�%	3å7/#93M.1%�'*�&Ïx(546�w#93¿�1.1�¿.1'*�9#93åä
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Î �þ�VÏ �<ðìÄÑÐ � .�46��A&')(*#²�/(*½6�)#&'*�²7�ê �/%å#&%	3*#&�8Á/�w#²%	½�%f�9½�%�02#yÓ/#xðC�;%�.1%�'*A&Ïx(*#²�w#²%	½��8Á/(*#-7/#²�9½�%/%	#yÓ<.1'*�
7/#93-3*#9�&').w½�%	3²7/#

X
3)�/(¡'*½��	3¡�w#93¡�/��46%	3;½�()')�	½�Ï2½�%�46�<ÓÇä

Lω
ð

�/%K#&%	3*#&�,Á/�w#���46()').w�&�/�1.w#&(�æV3*½�.1'!7/#ë�s46%/.wA&(*#��/�1�	3åÏ2�&%	�&(546�w#xæ$#&%K.1%�')(*½u7<�/.w3546%�'f�/%	#�öU½�%	�&').w½�%K7/#
�w½u��46�1.w3546').w½�%

ϕ
7/#

R
3 7	46%	3

R
ð/óe4M��46(54��&'*�&().w3546').w½�%�Ï2�9½����&')().w���	#,7/#&0�.w#&%�'8�

V (ϕ) =

∫

X
ϕ (x) dx

ç �<ð982é

S (ϕ) =

∫

∂X
ϕ (x) dx

ç �<ð9L2é

b̄ (ϕ) =
1

2π

∫

∂X
ϕ (x)m (x) dx

ç �<ð1¾�Ã2é

χ (ϕ) =
1

4π

∫

∂X
ϕ (x) g (x) dx

ç �<ð1¾x¾�é

ó�½�(*3*���	#���4�öè½�%	�&').w½�%
ϕ
0x46�/'

1
���	#&�����	#ò3*½�.1'

x
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ϕ
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B
æ�#&'8½�% ½�Á/').w#&%�'M�/%	#
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B
ð�?�½��/(��&0u.1'*#&(,�w#93M46�,Á/.1Ïx���U'*�93�æ�½�%ã�/').1�1.w35#&(54Ç46�	3*3*.P�w#93

%	½�'546').w½�%	3
S(Y, ϕ)

æ
χ(Y, ϕ)

ð1ð1ð/��½��/(²�/(*�9�&.w3*#&(-�íêî#&%	3*#&�,Á/�w#8��46(54��&'*�&().w3*�xð
ó�#93Ìöè½�()�8�/�w#93�7/#�"D(*½6öþ'*½�%�3�êî�&'*#&%	7/#&%�'���½��/(���4å3*�/(>öU4��9#M#&'��íêî�&��46.w3*3*#&�/(���½�Æ2#&%/%	#�7/#M��4söU4�Õ9½�%

3*�/.10�46%�'*#��

S (ϕ) = 4

∫

L
χ (X ∩ L,ϕ) dL

ç �<ð1¾�Â2é

b̄ (ϕ) =

∫

P
χ (X ∩ P,ϕ) dP

ç �<ð1¾��2é
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óe4��w½�.�7�ê �/%ë#&%	3*#&�8Á/�w#,46�w��46'*½�.1(*#�3*#�7/�y÷	%/.1'²3).1�¿.1��46.1(*#&��#&%�'Ìä��9#&�1�w#�7�ê �/%	#�0�46().�46Á/�w#�46�w��46'*½�.1(*#8ä

0�46�w#&�/(*3R%��/���&().w���	#xð��;%å�F#&�/'D��46(54��&'*�&().w3*#&(D��4��w½�.�7�ê �/%å#&%	35#&�,Á/�w#�46�w��46'*½�.1(*#²0u.�4���4���46��4��&.1'*�xð Ø �/%
#&%	3*#&�,Á/�w#87/½�%/%	�xæ�7<.1'-7/#,'*#93)'�æ/��4¿��46��4��&.1'*��4�3*3*½u�&.w#���4M�/(*½�Á�46Á/.1�1.1'*�8���	#��íê .1%�'*#&(*3*#9�&').w½�%��íêî#&%	3*#&�,Á/�w#
46�w��46'*½�.1(*#�4902#9���9#&'¡#&%	3*#&�,Á/�w#�7/#Ì'*#93)'V3*½�.1'V%	½�%!0�.w7/#xðuÒ�%!�/(546').w���	#xæ/½�%!35#-�1.1�¿.1'*#�ä�7/#93V#&%	3*#&�,Á/�w#93
3).1�¿�/�w#93²�9½��¿��#�7/#93-ÁF½��/�w#93-½��ë7/#93-3*#&Ïx��#&%�'*3�ð

ÆI�ÆIk¬ ã É�»5É�¶('�ÍC»AÎ§¾äÈ�³]Ëc¿µÉ�ÏLá
?�½��/(8�/% #&%	3*#&�,Á/�w#X46�w��46'*½�.1(*#xæ��w#93M��46(54��&'*�&().w3)').w���	#93�Ï2�9½����&')().w���	#93�'*#&�1�w#93����	#��w#s02½��1�/��#xæ���4

3)�/(>öí4��9#xð1ð1ð�7/#&0u.w#&%/%	#&%�'�7/#93Ì0�46().�46Á/�w#93�46�w��46'*½�.1(*#93�%��/���&().w���	#93�ð�+-%Ç��46(546��A&')(*#M3).1�¿�/�w#,7/#93Ì�w½�.w3Ì7/#
�9#93¡0x46().�46Á/�w#93;46�w��46'*½�.1(*#93-#93*'¡�w#&�/(-#93)���&(546%	�9#��

V = E [V (X)]
ç �<ð1¾z:�é

S = E [S (X)]
ç �<ð1¾�Ä2é

b̄ = E
[
b̄ (X)

] ç �<ð1¾�À2é
χ = E [χ (X)]

ç �<ð1¾$7xé

:�.Ì�íêî½�% 35½��/��46.1'*#Ç3�êì4�ü�(546%	�*�/.1(ë7/#Ç�íêî#yü�#&'f7/#���4ã'546.1�1�w#�7<�K���&().w��46()�F#xæD.1��#93)'s��½x3*3).1Á/�w#�7/#Ç35#
(546��#&%	#&(�46��02½��1�/��#�7/#,�9#&�1�/.ý=@�&.íð�ó�#����&().w��46()��#

Y
�&'546%�'Ì�1�/.~46�	353).e(*#&�/(*�93*#&%�'*����46(-�/%�#&%	3*#&�,Á/�w#

46�w��46'*½�.1(*#xæ�½�%Ç�/').1�1.w3*#8�íêî#93)���&(546%	�9#87/#�3*½�%�02½��1�/��#xð��;%�7/�y÷	%/.1'�7/½�%	���w#93;7/#&%	3).1'*�93�7/#802½��1�/��#xæ�7/#
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3*�/(>öU4��9#xæ/7�êî�&��46.w3*35#&�/(-#&'-7/#�%	½��,Á/(*#87/#93²�9#&�1�1�/�w#93-7/#���4��s46%/.wA&(*#,3)�/.10x46%�'*#��

VV =
E [V (X)]

E [V (Y)]

ç �<ð1¾�82é

SV =
E [S (X)]

E [V (Y)]

ç �<ð1¾�L2é

b̄V =
E
[
b̄ (X)

]

E [V (Y)]

ç �<ðìÂxÃ2é

χV =
E [χ (X)]

E [V (Y)]

ç �<ðìÂ<¾�é

ÆP�ÆI�Æ ã É;»�É�¶('�ÍC»AÎ�¾*³®ËPÁåÉ�ÏPá
� 46%	3V�w#���4�3¡7/#���48'*½��s46'*#xæ/.1����#&�/'VÑ&')(*#�.1%�'*�&(*#93*3546%�'-7/#���46(54��&'*�&().w3*#&(²�w½u��46�w#&��#&%�'²��48��½�()�/�	½6=

�w½�Ïx.w#87/#93;�9#&�1�1�/�w#93Ì7<�����&().w��46()��#xð�Ò�%�#yü�#&'�æ�½�%�(*#&�s46(*���	#8���	#��w#93Ì�9#&�1�1�/�w#93;½�%�';�/%	#,��½�()�/�	½��w½�Ïx.w#
#&'Ì�/%	#�½�()Ï�46%/.w3546').w½�%����/.�0x46().w#8#&%�Ïx(546%	7/#���46()').w#M4�02#9����4��/(*½6öU½�%	7/#&�/(�7	46%	3;�w#8���&().w��46()�F#xð�ôõ��#93)'
��½x3*3).1Á/�w#-7/#¡')(546%	3>öU½�()��#&(R��4�7/�y÷	%/.1').w½�%f7/#93P��46(546��A&')(*#93V7/#²7/#&%	3).1'*�93R�F½��/(R����ê .1�w3R7/�&��#&%	7/#&%�'V7/#¡��4
�/(*½6öU½�%	7/#&�/(�ð�ôõ��%	½��	3Vöí46�/'-�9#&��#&%	7	46%�'-'*#&%/.1(;�9½��¿�/'*#,���	#�7<�XöU46.1'²���	#��w#����&().w��46()�F#,#93)'²�1�/.ý=í��Ñ&��#
(*#&�/(*�935#&%�'*�Ì��46(D�/%!#&%	3*#&�8Á/�w#�46�w��46'*½�.1(*#

Y
æ��íêî#&%	3*#&�,Á/�w#�7/#93D��½�.1%�'*3V3).1')�	�93¡ä��/%	#Ì7<.w3)'546%	�9#Ì7/½�%/%	�9#

7/#���4Möþ(*½�%�').wA&(*#�#yÓu'*#&()%	#,7<�ë�F�&().w��46()��#�#93)'-46�	353).��/%ë#&%	3*#&�,Á/�w#�46�w��46'*½�.1(*#xð
+-%	#²46�/�/(*½u�*�	#;3).1�¿�/�w#V�F½��/($46%�46�1Æu3*#&(��íê �	�&'*�&(*½�Ï2�&%	�&.1'*�Ì3)��46').�46�w#²#&%MöU½�%	�&').w½�%s7/#¡��4Ì�/(*½6öU½�%	7/#&�/(

�9½�%	3*.w3)'*#8äs7<.10�.w3*#&(Ì�w#����&().w��46()��#
Y
#&%��9½��	�5�	#93Ì7�êî�&Ï�46�w#93��&��46.w3*35#&�/(*3Ì#&'�ä��9½��¿��46(*#&(��w#93Ì7/#&%	3).1'*�93

7/#��9#93¡�9½��	�5�	#93¡'*#&�1�w#93¡����êî#&�1�w#93¡35½�%�'¡7/�y÷	%/.w#93¡��46(V�w#93¡�9����46').w½�%	3�ç �<ð1¾�8�éDä!ç �<ðìÂ<¾�é;�<½�%X½�Á/').w#&%�'²�/%	#
(*#&�/(*�935#&%�'546').w½�%Ç7/#Ì��4M7/#&%	3).1'*����46(¡Á�46%	7/#xð��;%X%	½�'*#

B[p1p2](Y)
�íêî#&%	3*#&�8Á/�w#�7/#93¡��½�.1%�'*3¡7/#

Y
���/.

35½�%�'�3).1')�	�93�äf�/%	#¿7<.w3)'546%	�9#¿�9½��¿�/().w35#�#&%�')(*#
p1
#&'
p2
7/#M��4åöè(*½�%�').wA&(*#�#yÓ<'*#&()%	#¿7<�ò�F�&().w��46()��#

Yçþ02½�.1(-��4�÷	Ïx�/(*#��<ðìÀ�éyð�+-%	#�7<.10u.w3).w½�%�7<���F�&().w��46()��#�#&%ëÁ�46%	7/#93
B[pipi+1](Y)

æ�4902#9�
pi
(*#&�/(*�93*#&%�'546%�'

�/%	#;3*�&().w#²½�(*7/½�%/%	�9#Ì7/#²�/(*½6öU½�%	7/#&�/(*3$��46(P(546�/�F½�()'¡ä���4,�&�/').w�&�/�w#xæ���#&()��#&'D7�êî#yÓ<�/().1��#&(D�w#93D7/#&%	3).1'*�93
7	46%	3-�*��4����	#�Á�46%	7/#xð	óe4�7/#&%	3).1'*��3)�/(>öí4��&.w���	#xæ/��46(;#yÓ<#&�¿�/�w#xæ	3�êî#yÓu�/().1��#���46(��

SV (pi, pi+1) =
E
[
S
(
X, B[pi;pi+1] (Y)

)]

E
[
V
(
B[pi;pi+1] (Y)

)] ç �<ðìÂxÂ2é

�;%��/').1�1.w3*#å.w�&.$��4ë%	½�'546').w½�%
S(X, B)

æ����/.V3).1Ïx%/.ý÷�#f���	#å��4Ç3)�/(>öU4��9#f7/#å��4�3)')()�	�&')�/(*#
X
%�êî#93)'

��#93*�/(*�9#-���	#²7	46%	3R��4�öè#&%	Ñ&')(*#²öè½�()���9#-��46(
B
æ23546%	3$4��>½��/'*#&(D��4��9½�%�')().1Á/�/').w½�%X7/#-�íê .1%�'*#&(*3*#9�&').w½�%!7/#93

Á�½�(*7/3�7/#
B
4�02#9�

X
ð�Ò�%ò�/').1�1.w3z46%�'���4f3*½��¿��#M��½�%	7/�&(*�9#¿3)�/(�'*½��/'*#93��w#93��&��4�3*3*#93�7/#M�/(*½6öU½�%	7/#&�/(�æ

½�%X(*#&')(*½��/02#,Á/.w#&%ë�/%	#�#yÓ<�/(*#93*3).w½�%ë7/#���4M3*�/(>öU4��9#�7/#
X
�

∑

i

SV

(
X, B[pi;pi+1] (Y)

)
EV

(
B[pi;pi+1] (Y)

)
= E [S (X)]

ç �<ðìÂ"�2é

� ê �/%	#�7<.w35�&(*�&').w3546').w½�%ë��46(²�&��4�3*3*#93�æ/½�%X�F#&�/'¡��4�3*35#&(¡ä��/%	#�7/�y÷	%/.1').w½�%��9½�%�').1%��	#,7/#���4�7/#&%	3).1'*�xð
�;%Ç�/').1�1.w3*#8�F½��/(Ì�9#&��4s7/#93²öè½�%	�&').w½�%	3�7/#��w½u��46�1.w3546').w½�%

ϕ(p)
���/.e%	#,7/�&��#&%	7/#&%�'����	#,7/#,��4��/(*½6öU½�%<=

7/#&�/(
p
ð��;%Ç%	½�'*#

SY (p)
�íêì46.1(*#87/#,��4s3)�/(>öí4��9#�öU½�()���9#8��46(-�w#93;�F½�.1%�'*3�ä��/%	#,�/(*½6öU½�%	7/#&�/(�7/½�%/%	�9#

7<�����&().w��46()�F#xðe"Ìêî#93*'��/%	#M0�46().�46Á/�w#�46�w��46'*½�.1(*#¿%��/���&().w���	#xæe7�êî#93)�F�&(546%	�9#
E [SY (p)]

ð�ó�#93�7/#&%	3*.1'*�93
02½��1�/�¿.w���	#

VV (p)
æF3*�/(>öU4��&.w���	#

SV (p)
æ�7�êî�&��46.w3*3*#&�/(

b̄V (p)
#&'�%��/���&().w���	#

χV (p)
æ�3*½�%�'�7/#93ÌöU½�%	�y=

').w½�%	38���/.$ä!�/%	#¿�/(*½6öU½�%	7/#&�/(
p
4�3*3*½u�&.w#&%�'8�/%	#�7/#&%	3).1'*�xð�Ò��1�w#93,3*½�%�',7/�y÷	%/.w#93�7/#MöU4�Õ9½�%oä!02�&().ý÷�#&(
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Î ���VÏ �<ðìÀeÐ � �y÷	%/.1').w½�%Ç7/#93²7/#&%	3*.1'*�93-7	46%	3¡�w#���4�3-7<�X�F�&().w��46()��#�7/#�'*½��s46'*#

�F½��/(¡'*½��/'*#�öè½�%	�&').w½�%�7/#��w½���46�1.w3546').w½�%
ϕ(p)

�
∫ ∞

0
ϕ (p)VV (p) E [SY (p)] dp = VV (ϕ) = E

∫

X

ϕ (p (x)) dx
ç �<ðìÂ�:�é

∫ ∞

0
ϕ (p)SV (p) E [SY (p)] dp = SV (ϕ) = E

∫

∂X

ϕ (p (x)) dx
ç �<ðìÂxÄ2é

∫ ∞

0
ϕ (p) b̄V (p) E [SY (p)] dp = b̄V (ϕ) = E

1

2π

∫

∂X

ϕ (p (x))m (x) dx
ç �<ðìÂxÀ2é

∫ ∞

0
ϕ (p)χV (p) E [SY (p)] dp = χV (ϕ) = E

1

4π

∫

∂X

ϕ (p (x)) g (x) dx
ç �<ðìÂA7xé

ó�#93föU½�%	�&').w½�%	3
m (x)

#&'
g (x)

35½�%�'X�w#93!�9½��/()Á/�/(*#93X��½�Æ2#&%/%	#93�#&'fÏ�46�	353).w#&%/%	#93X7/�y÷	%/.w#93X#&%
ç �<ðìÂ2é¡#&'8ç �<ð9��éyð�:�.�½�%��9½�%	3).w7/A&(*#,7/#93²öè½�%	�&').w½�%	3;.1%	7<.w��46')().w�9#93�7/#���4MöU½�()��#

ϕ(p) = I[pi;pi+1](p)
æ�½�%

(*#&')(*½��/02#��w#93V7/#&%	3).1'*�93V��46(²�&��4�3*3*#Ì7/�y÷	%/.w#93²#&%�ç �<ðìÂxÂ�éyð	:�.���46(²�9½�%�')(*#�½�%X�9½�%	3).w7/A&(*#
ϕ(p) = 1

��½��/(
'*½��/'

p
æ/½�%X(*#&')(*½��/02#��/%	#�#yÓ<�/(*#93*3).w½�%Ç7/#��íêî#93)�F�&(546%	�9#,7/#93²��46(546��A&')(*#93²Ïx�w½�Á�46�<Óë7/#

X
ð

ó�#93R%	½�').w½�%	3D7/#;7/#&%	3).1'*�93;çþ02½��1�/�¿.w���	#xæ�3*�/(>öU4��&.w���	#xð1ð1ð é�3*½�%�'D3)�/()'*½��/'D�/').1�1.w3*�9#93$7	46%	3P�w#-�9½�%�'*#yÓu'*#
7/#¡3)')()�	�&')�/(*#93��	½���½�Ï2A&%	#93Ìçþ02½�.1(���46(P#yÓ<#&�¿�/�w#¡�w#V�1.10u(*#¡7/#-:�'*½�Æ�46%Ç#&';46�íð	ç>¾�L"LxÄ�é)éyðxó�#¡��4�3P7/#¡3*')()�	�y=
')�/(*#93~�/(*�93*#&%�'546%�'P�/%MÏx(54�7<.w#&%�'P3*#&�w½�%M��4;�/(*½6öU½�%	7/#&�/(R4;�&'*�V�9½�%	3).w7/�&(*�V��46( ��46�/%�æx7	46%	3~�w#V��4�3���46()').ý=
�&�/�1.w#&(R½.Â

X
#93)'��/%�#&%	35#&�,Á/�w#;46�w��46'*½�.1(*#².1%�0x46().�46%�'R��46(R')(546%	3)��46').w½�%��	½�().1ï�½�%�'546�w#2ç �Ì46�/%�#&';:�'*½�Æ�46%�æ

¾�L"L"8�¨E��46�/%ë#&';46�íð1æ�¾�L"L"L�éyð

ÆI�ÆI)à ã É�»5É�¶('�ÍC»AÎ§¾*·A¼i»AÎ§ÁCÍ5¼]Ë>Ì)Ì)Î§³O¾
ó�#93$7/#&%	3).1'*�93$0��	#93D�/(*�9�9�97/#&�¿��#&%�'¡%	#-�/(*#&%/%	#&%�'¡��4�3$#&%f�9½��¿�/'*#;�íêî½�().w#&%�'546').w½�%XÏ2�&%	�&(546�w#Ì7/#;��4

3)')()�	�&')�/(*#xðX�;(�æu�/%	#�3)')()�	�&')�/(*#�Á/.w½��w½�Ïx.w���	#�'*#&�1�w#����	#Ì�w#Ì�F�&().w��46()��#�7/#;'*½��s46'*#���#&�/'V�/(*�93*#&%�'*#&(-�/%	#



Í6T�Í k¢µC¶GK.Xå¹¥Ü�MC³D¹Dµ�²ªÜ�³pµC¸)��M%Ü�³D¹YÝ�·<H ;X_

�9#&()'546.1%	#�46%/.w3*½�')(*½��/.w#¿�u�9#&()'546.1%	#93²�9#&�1�1�/�w#93V��#&�/02#&%�'¡Ñ&')(*#�46�1�w½�%/Ï2�9#93²3*#&�w½�%f�íêì4�Ó<#Ì(54�7<.�46�íð<ôõ�F#93)'¡7/½�%	�
��#&()').1%	#&%�'Ì7/#�02½��/�w½�.1(-����46%�').ý÷�#&(;�9#&')'*#846%/.w3*½�')(*½��/.w#xð

óe4f(*½x3*#M7/#93�.1%�'*#&(*�9#&�/'*3�#93*'Ì�/%	#M���&')�	½u7/#¿�9½��/(546�¿��#&%�'�#&�¿�/�w½�Æ2�9#¿��½��/(�����46%�').ý÷�#&(��íêì46%/.w3*½6=
')(*½��/.w#,7/#�3)')()�	�&')�/(*#93�ð	Ò��1�w#,�9½�%	3).w3)'*#,äM�9½��¿�/'*#&(;�w#�%	½��,Á/(*#,7�ê .1%�'*#&(*3*#9�&').w½�%	3Ì7/#���48öþ(*½�%�').wA&(*#,7/#���4
3*')()�	�&')�/(*#Ì4�02#9�;7/#93V7<(*½�.1'*#93�æu#&'D7/#;')(54��9#&(D�íêî�&02½��1�/').w½�%X7<�å%	½��,Á/(*#�7�ê .1%�'*#&(*3*#9�&').w½�%	3¡#&%åöU½�%	�&').w½�%f7/#
�íêî½�().w#&%�'546').w½�%ò7/#93;7<(*½�.1'*#93�ð�"$#&')'*#����&')�	½u7/#M4��&'*����46()Ï2#&��#&%�'�#&�¿�/�w½�Æ2�9#M7<�ëöí46.1';7/#8354�öí4��&.1�1.1'*�87/#
�¿.w35#�#&%3»��/0�(*#xð

óe4¿(*½x3*#87/#93-.1%�'*#&(*�9#&�/'*3�3*½��<üF(*#8�9#&�F#&%	7	46%�'Ì7/#8���	#&�w���	#93Ì7/�yöU46�/'*3�ð�óPê .1%�'*#&()�/(*�&'546').w½�%ò�w½�(*35����ê .1�
Æs4,�/�1�	3).w#&�/(*3V7<.1(*#9�&').w½�%	3V�/(*�yöU�&(*#&%�').w#&�1�w#93²#93)'¡4�3*3*#&ïÌ7<.ýÎs�&.1�w#xð/+-%f#yÓ<#&�¿�/�w#�#93)'V7/½�%/%	��3)�/(R��4�÷	Ïx�/(*#
�<ð�7ñ�$��½��/(f�/%	#ò3*')()�	�&')�/(*#ò��46(54��&'*�&().w3*�9#���46(ë7/#&�<ÓK7<.1(*#9�&').w½�%	3X�/().1%	�&.1��46�w#93�çþ.w�&.��	½�().1ï�½�%�'546�w#�#&'
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X
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x
7/#

X
æ���4s�/(*½�Á�46Á/.1�1.1'*���9½�%	7<.1').w½�%/%	#&�1�w#

P [x ∈ T | M]
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X
#&%��F½�%	7/�&(546%�'-��46(²��4��/(*½�Á�46Á/.1�1.1'*�87�êî�9�*��46%�').1�1�w½�%/%�46Ï2#!�

Ŝ =

∫

∂X∩T

P [x ∈ T | M]−1 dx

óe4M%	½�'546').w½�%oç �<ð9L�éD�F#&()��#&';7/#�(*�9�9�&().1(*#��9#&'-#93)').1�s46'*#&�/(;3*½��	3¡��4�öU½�()��#¿�

Ŝ = S
(
X, IT (x) P [x ∈ T | M]−1

) ç%:	ð1¾�é
�;%!�F#&�/'¡02�&().ý÷�#&(²���	#��xêî#93)'V�/%ë#93)').1�s46'*#&�/(¡%	½�%XÁ/.�46.w3*�xæ<#&%ë��46�w�&�/��46%�';3*½�%X#93)�F�&(546%	�9#�354��5��46%�'

X
#&'

M
�

E

[
Ŝ | X,M

]
= E

[∫

∂X

ϕ (x) dx | X,M
]

= E

[∫

∂X

IT (x) P [x ∈ T | M]−1 dx | X,M
]

ó�#��9½�%	7<.1').w½�%/%	#&��#&%�'Ç��46(�(546�/�F½�()'Çä
X
��#&()��#&'�7/#ò�9½�%	3).w7/�&(*#&(

X
�9½��¿��#ò�/%¯#&%	3*#&�,Á/�w#

7/�&'*#&()�¿.1%/.w3)'*#xðE�Ì½��	3²�*��46%/Ï2#9½�%	3-�íêî½�(*7<(*#�7/#��íê .1%�'*�&Ïx(546�w#,#&'²7/#��íêî#93)���&(546%	�9#xæ	#&%X.w3*½���46%�'²��48öè½�%	�&').w½�%
.1%	7<.w��46')().w�9#,3)�/(

T
�

E

[
Ŝ | X,M

]
=

∫

∂X

E [IT (x) | X,M] P [x ∈ T | M]−1 dx

�;(�æ/��4M0x46�w#&�/(-7/#
IT(x)

%	#�7/�&��#&%	7X��4�3-7/#
X
æ�3*½�%�#93)���&(546%	�9#��9½�%	7<.1').w½�%/%	#&�1�w#M354��*��46%�'

X
#&'

M
%	#,7/�&��#&%	7Ç���	#,7/#�3*½�%�#93)�F�&(546%	�9#��9½�%	7<.1').w½�%/%	#&�1�w#M354��*��46%�'

M
æ��9#8���/.e��#&()��#&'�7/#,3).1�¿�/�1.ý÷�#&(

�9#�'*#&()��#,4902#9�
P [x ∈ T | M]−1 ðX�;%�½�Á/').w#&%�'-��48öU½�()�,�/�w#s�

E

[
Ŝ | X,M

]
=

∫

∂X

dx = S

�9#����/.R�/(*½��/02#s���	#��íêî#93*').1�s46'*#&�/(�#93)'83546%	3�Á/.�46.w3�ð � #¿�s46%/.wA&(*#å3*.1�¿.1��46.1(*#xæ�½�%ã#93*').1��#��w#�02½��1�/��#xæ
�íêî�&��46.w3*3*#&�/(²��½�Æ2#&%/%	#,#&'¡�w#�%	½��8Á/(*#,7/#��9#&�1�1�/�w#93;7�ê �/%ë�F�&().w��46()��#���46(��

V̂ = V
(
X, IT (·) P [· ∈ T | M]−1

) ç%:	ðìÂ2é
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̂̄
b = b̄

(
X, IT (·) P [· ∈ T | M]−1

) ç%:	ð9�2é

χ̂ = χ
(
X, IT (·) P [· ∈ T | M]−1

) ç%:	ð :�é
� 46%	38�w#f��4�3�7/#938��46(546��A&')(*#93

b̄
#&'
χ
æ�½�% 4ëÁ�#93*½�.1%o7/#s��#93)�/(*#&(M�w½u��46�w#&��#&%�'M�w#93��9½��/()Á/�/(*#93
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T
ð

ÒP%Ç�/(546').w���	#xæ�½�%�3*#,(*#93)')(*#&.1%	7<(54f7/½�%	��äå7/#93;��#93)�/(*#93�3)�/(;�/%�#&%	3*#&�8Á/�w#��9½�%�'*#&%���7	46%	3
T
æ��s46.w3

���/.�%	#�'*½��	�*�	#,��4�3²3*#93¡Á�½�(*7/3�ð
àµ�¬I�¬ ã É;»�É�¶('�ÍC»AÎ�¾*³®ËPÁåÉ�ÏPá

?�½��/(��w#93,7/#&%	3).1'*�93�æ�½�%�½�Á/').w#&%�',öí4��&.1�w#&��#&%�'M7/#93,#93)').1�s46'*#&�/(*3�3546%	3,Á/.�46.w3���½��/(,�w#93�.1%�'*�&Ïx(546�w#93
7<��'@Æu��#

VV (ϕ)
æ
SV (ϕ)

æ
b̄V (ϕ)

æ
χV (ϕ)

æ�'*#&�1�w#93����	#87/�y÷	%/.w#93�#&%ò3*#9�&').w½�% �<ð9�<ð9�	ð�?~46(�#yÓ<#&�¿�/�w#xæF��4
7/#&%	3*.1'*�Ì3*�/(>öU4��&.w���	#Ì�w½���46�w#

SV (ϕ)
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T
�

ŜV (ϕ) =

∫

∂X

ϕ (p (x)) IT (x) P [x ∈ T | M]−1 dx
ç%:	ðìÄ2é

�;%8��#&�/'e02�&().ý÷�#&(����	#P�íêî#93)').1�s46'*#&�/(�#93)'~3546%	3�Á/.�46.w3�ð�:u½�%M#93)���&(546%	�9#D3z4��*��46%�'
X
#&'

M
3�êî#yÓ<�/().1��#

#&%ë#yü�#&'²��46(��

E

[
ŜV (ϕ) | X,M

]
= E

[∫

∂X∩T

ϕ (p (x)) IT (x) P [x ∈ T | M]−1 dx | X,M
]

=

∫

∂X

ϕ (p (x)) E [IT (x) | M] P [x ∈ T | M]−1 dx

=

∫

∂X

ϕ (p (x)) dx
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SV (ϕ)
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ŜV (ϕ) =

∫ ∞

0
ϕ (p)α (∂X ∩T, p) dp

ç%:	ðìÀ2é
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ŜV (p) =

α (∂X ∩T, p)
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m
7/#¡��4,3*½�%	7/#,�

P [x ∈ T | m]
ç%:	ð�7xé
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x
ä

N(m)
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m
æ
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m ∈ M
'*#&�w3s���	#

��4f�/(*½�Á�46Á/.1�1.1'*�����	#
x
46�/��46()').w#&%/%	#&%�'Mäf�/%	#¿3*½�%	7/#¿�9#&%�')(*�9#s3)�/(

m
%	#¿3*½�.1'���4�3�%��/�1�w#xð!�;%

46�/��#&�1�w#
M(x)

�9#���½�(*�9#�46�Ç7/#�3*�/(>öU4��9#��

M(x) = {m ∈ M : P [x ∈ T | m = m] > 0} ç%:	ð982é
�<ð²ôõ%�'*�&Ïx(546').w½�% 7/#o��4ñ�/(*½�Á�46Á/.1�1.1'*�ù7�êî�9�*��46%�').1�1�w½�%/%�46Ï2#ñ�9½�%	7<.1').w½�%/%	#&�1�w# 3)�/(

M(x)
ðÄ�;% 7/½�.1'

�/(*#&%	7<(*#Ç#&%ñ�9½��¿�/'*#�äò�9#ë%/.102#�46�ñ��4�7/#&%	3).1'*�
λ (m)

7/#93å�F½�.1%�'*3å7�êì4��9���/.w3).1').w½�%Käò��4�3)�/(>=
öí4��9#�7<�ë���&().w��46()�F#xð&�;%ë½�Á/').w#&%�'-��4M�/(*½�Á�46Á/.1�1.1'*�87�êî�9�*��46%�').1�1�w½�%/%�46Ï2#�7<�X��½�.1%�'

x
�

P [x ∈ T | M] =

∫

M(x)
P [x ∈ T | m = m] λ (m) dm
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#&'

��4M7<.w3*'546%	�9#�#&%�')(*#8�9#&')'*#��/(*½6�>#9�&').w½�%Ç#&'
x
ð/ó�#93²�9½u½�(*7/½�%/%	�9#93Ì7/#

x
3*½�%�'-7/#���48öU½�()��#��

(
0
p

)
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½.Â
p
#93)'M��4��/(*½6öè½�%	7/#&�/(�7/#

x
ð�?�½��/(���46�w�&�/�w#&(���4��/(*½6�)#9�&').w½�% 7/#

x
3)�/(

N (m)
æ�½�% #yÓ<�/().1��#!��4

�9½�%	7<.1').w½�%K7�êî½�()')�	½�Ï2½�%�46�1.1'*�
(xp − x) ⊥ v

#&%�')(*#��w#Ç02#9�&'*#&�/(8�>½�.1Ïx%�46%�'
x
äã3*½�% �/(*½6�)#&'*�xæD#&'f�w#

02#9�&'*#&�/(-7<.1(*#9�&'*#&�/(;7/#���4¿%	½�()�s46�w#��
(

u− κut+O(u2)
t− p+ κ

2u
2 +O(u3)

)
⊥
(

−κu+O(u2)
1

)

"Ìêî#93)'>=õä�=@7<.1(*#
−p− κ

2
u2 + (1 + κ2u2)t+O(u3) = 0

�;%X(*�93*½��/'²�íêî�9����46').w½�%�#&%
t
#&'²½�%XöU46.1'¡�/%Ç7/�&02#&�w½��/�F#&��#&%�'-�1.1�¿.1'*�,7<�ë7/�&%	½��¿.1%�46'*#&�/(M�

t = p+
κ

2
− dκ2u2 +O(u3) = p+O(u2)

Ò�% (*�&.1%��>#9�&'546%�'
t
7	46%	3f��4���46(546���&')().w3546').w½�%H7/#���4�%	½�()�s46�w#xæ¡½�% ½�Á/').w#&%�'X�w#93!�9½�½�(*7/½�%/%	�9#93ë7<�

�/(*½6�>#&'*�,7/#
x
3)�/(

N (m)
�

(
u(1 − κp) +O(u2)

p+O(u2)

)

ó�#���46()(*�,7/#���4¿7<.w3)'546%	�9#�7/#
x
ä

N (m)
#93)'²7/½�%	���

d2(x,N (m)) = (1 − κp)2u2 +O(u3)
ç%:	ð1¾�82é

"$#9�&.�%	½��	3¡��#&()��#&'-7�êî#yÓ<�/().1��#&(²��4¿�9½�%	7<.1').w½�%�7�êî�9�*��46%�').1�1�w½�%/%�46Ï2#M3*½��	3²��48öè½�()��#��

(1 − κp)2u2 +O(u3) ≤ δ2

4

ç%:	ð1¾�L2é

àL¥àL)à  GÌµÁåÉ�·µ»AÎ§¶�ÎXÌ!Í¸·2Îì³OÉ×¾.ÏL»5¹�É�Á�Îì·öõ ° Á6ÂLÉ�Ì!Í5¼O³O³]Ë>Ì)ÌµÉ�È�Î
�Ì½��	38�5�	#&(*�*�	½�%	3�äë7/½�%/%	#&(M�/%	#å#yÓu�/(*#93*3*.w½�%o7/#s��4�3)�/(>öí4��9#

Mδ (x)
æ��íêî#&%	35#&�,Á/�w#!7/#s'*½��	38�w#93

�F½�.1%�'*3�7/#
M

���/.~�9�*��46%�').1�1�w½�%/%	#&%�'
x
ð�?~46(�7/�y÷	%/.1').w½�%�æ��w#8'*#&()��#

O(u3)
4�7<��#&'Ì�/%ò#&%	��4�7<(*#&��#&%�'

7<�X'@Æu�F#
−a|u|3 ≤ O(u3) ≤ a|u|3, a ≥ 0

�;%�4M�w#93¡.1�¿�/�1.w��46').w½�%	3Ì3)�/.10x46%�'*#93��

u2 +O(u3) ≤ δ2

4(1 − κp)2
⇒ u2 − a|u|3 ≤ δ2

4(1 − κp)2

u2 +O(u3) ≤ δ2

4(1 − κp)2
⇐ u2 + a|u|3 ≤ δ2

4(1 − κp)2

ó�#93²#&%	3*#&�8Á/�w#93
M

−
δ (x)

#&'
M

+
δ (x)

æ�7/�y÷	%/.w3¡��46(²��4M(*#&��46').w½�%�çD:	ðìÂxÃ�éyæ/#&%	��4�7<(*#&%�'
Mδ (x)

�

M
±
δ (x) =

{
(u, f(u)) : u2 ± a|u|3 ≤ δ2

4(1 − κp)2

} ç%:	ðìÂxÃ2é
�;%�4�46.1%	3).P�

M
−
δ (x) ⊂ Mδ (x) ⊂ M

+
δ (x)
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�;%ñ��#&�/'s(*�93*½��	7<(*#��íêî�9����46').w½�%K7/#Ç')(*½�.w3).wA&��#�7/#&Ïx(*��#&%
u
æ$#&'söí46.1(*#ë�/% 7/�&02#&�w½��/��#&��#&%�'ë7/#

ø 49Æu�w½�(;7/#���4¿35½��1�/').w½�%�ð&�;%X')(*½��/02#846.1%	3).P�

M
−
δ (x) =

{
(u, f(u)) : |u| ≤ δ

2(1 − κp)
+O(δ2)

}

M
+
δ (x) =

{
(u, f(u)) : |u| ≤ δ

2(1 − κp)
+O(δ2)

}

�;%ë��46�w�&�/�w#���4M�w½�%/Ïx�	#&�/(-7/#
M

±
δ (x)

��46(¡.1%�'*�&Ïx(546').w½�%�3)�/(²�9#&'²#&%	3*#&�8Á/�w#,7<�M�*4��9½�Á/.w#&%�7/#���48öU½�%	�y=
').w½�% 7/#ë��46(546���&')().w3546').w½�%¹ç%:	ð1¾$72éyð�óe#M�)4��9½�Á/.w#&% 3�êî#yÓu�/().1��#X��46( √

1 + (κu)2 +O(u2)
æ~�s46.w3¿�/%

7/�&02#&�w½��/��#&��#&%�';�1.1�¿.1'*�,7/#���4M(54��&.1%	#��w#�(546��A&%	#8ä
1 +O(u2)

ð	óPê .1%�'*�&Ïx(546�w#87/#&0u.w#&%�'-7/½�%	�s�

L
±
δ (x) =

∫

M
±

δ
(x)

(
1 +O(u2)

)
du

�;�/(*A93¡.1%�'*�&Ïx(546').w½�%Ç3)�/(²�w#�7/½��s46.1%	#
M

±
δ (x)

æ/½�%�#&%ë7/�97<�/.1'²�w#�(*�93)�/�1'546'8�

Lδ(x) =
δ

1 − κp
+O(δ2)

ç%:	ðìÂ<¾�é

ó�½�(*3*���	#¿��4X3*½�%	7/#�#93*',7/#¿��#&').1'*#¿'546.1�1�w#xæ���4!�/(*½�Á�46Á/.1�1.1'*�f7�êî�9�*��46%�').1�1�w½�%/%�46Ï2#f7�ê �/%��F½�.1%�',7	46%	3
�/%	#�3)')()�	�&')�/(*#MÂ � %	#87/�&�F#&%	7�46.1%	3).~���	#87/#,��4��/(*½6öè½�%	7/#&�/(�7<���F½�.1%�'�æ�7/#8��4��9½��/()Á/�/(*#��w½u��46�w#87/#
��4M�9½��/()Á�#

M
æ	#&'¡Á/.w#&%�3§¦/(²7/#���4�'546.1�1�w#�7/#���4M3*½�%	7/#xð

àµ¥àLa$  �áI´A»AÎ§¾�¾�¼®Ë>Ìº·)Îí³OÉ ´µ»-Ëc¿µÉ�¿A¼�³O¼®Í ° ·öõ ° Á6ÂLÉ�Ì!Í5¼O³O³]Ë>Ì)ÌµÉ�È�Î
� êì46�/(*A93-��48öè½�()�8�/�w#åç%:	ð1¾�Ä�éyæ<��4¿�/(*½�Á�46Á/.1�1.1'*�,7�êî�9�*��46%�').1�1�w½�%/%�46Ï2#M3�êî#yÓu�/().1��#8ä���46()').1(;7/#���4M�w½�%<=

Ïx�	#&�/(D7/#V�íêî#&%	3*#&�,Á/�w#
Mδ(x)

æ2#&'P7/#V��4�7/#&%	3).1'*�²�w½���46�w#²7/#93P�F½�.1%�'*3P7�êì4��9���/.w3*.1').w½�%�ðF�;%s½�Á/').w#&%�'$7/½�%	�
��4��/(*½�Á�46Á/.1�1.1'*�87�êî�9�*��46%�').1�1�w½�%/%�46Ï2#�7�ê �/%��F½�.1%�'

x
�

P [x ∈ T | M] = λ (m0 (x))
δ

1 − κp
+O

(
δ2
) ç%:	ðìÂxÂ2é

Þe_�ï V ¥�§�©�·�¬�¨5�²· ±- ®�±-¬ §� �¨*ª8¨z¤¦©�·8¬�¨*�²·�·8©�°
ó�#�7<.w3)��½x3).1').ýöP7�êî�9�*��46%�').1�1�w½�%/%�46Ï2#¿#93)'¡�s46.1%�'*#&%�46%�'Ì�/%	#,3*½�%	7/#,7/#�Á�4�35#�(*#9�&'546%/Ïx�/��46.1(*#8#&';7/½�%�'

�íêì4�Ó/#��9#&%�')(546�R#93)'�46�1.1Ïx%	�M3)�/(���4å%	½�()�s46�w#�#&%��/%���½�.1%�'
m
7/#

M
ð��;%�%	½�'*#

δ
#&'
fδ

�w#93��9û�'*�93�7/#
��4ë3*½�%	7/#ë�

δ
#93)'���4!'546.1�1�w#å7<���/�1�	3���#&').1',�9û�'*�xæ�#&'

f
#93)'��w#¿öí4��&'*#&�/(,7/#MöU½�()��#xæ�7/�y÷	%/.$�9½��¿��#��w#

(546�/��½�()'-7<�X�/�1�	3-Ïx(546%	7ë�9û�'*��3)�/(¡�w#��/�1�	3-�F#&').1'�ð � ½�%	�
f > 1

æ	#&'
f
#93)'V÷	%/.íð

�;½��	3¡46�1�w½�%	3¡�9½��¿��#���½��/(D�w#���4�3¡Â � #yÓ<�/().1��#&(V��48�/(*½�Á�46Á/.1�1.1'*��7�êî�9�*��46%�').1�1�w½�%/%�46Ï2#��9½�%	7<.1').w½�%<=
%	#&�1�w#

P [x ∈ T | m]
æx#&'P')(*½��/02#&(P�/%	#V��46(546���&')().w3546').w½�%f�w½���46�w#¡7/#V��4�3)�/(>öU4��9#

M
ð"�Ì½��	3P��46�w�&�/�w#&(*½�%	3

#&%	3*�/.1'*#¿��4X7<.w3)'546%	�9#�7<�ã�F½�.1%�'8äf��4!%	½�()�s46�w#s#&%
m
æ��9#����/.�%	½��	3���#&()��#&')')(54X7�ê .1%�'*�&Ïx(*#&(���4!�/(*½6=

Á�46Á/.1�1.1'*�,�9½�%	7<.1').w½�%/%	#&�1�w#,3)�/(
M
æ/#&'V÷	%�46�w#&��#&%�';7�êî#yÓ<�/().1��#&(²��4��/(*½�Á�46Á/.1�1.1'*��7�êî�9�5��46%�').1�1�w½�%/%�46Ï2#M7/#

x
ð
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àLa$I�® ã »AËc¿µÉ�¿B¼O³O¼®Í ° ·öõ ° Á�ÂLÉ�Ì!Í5¼O³�³®Ë>ÌRÌLÉ�È�ÎÊÁ�Ë!Ìµ·µ¼®Í5¼®Ë>ÌRÌ2Î§³�³®Î
óe4M�/(*½�Á�46Á/.1�1.1'*��7�êî�9�*��46%�').1�1�w½�%/%�46Ï2#M�9½�%	7<.1').w½�%/%	#&�1�w#&��#&%�',ä

m
7�ê �/%���½�.1%�'

x
7/#

R
3 3�êî#yÓ<�/().1��#��46(��

p(m) = P [x ∈ T | m = m]
ç%:	ðìÂ"�2é

Î ���VÏ :	ðìÄ Ðã"$½�%	7<.1').w½�%o7�êî�9�5��46%�').1�1�w½�%/%�46Ï2#ë#&%�� � ðeóe4ë%	½�()�s46�w#
N (m)

#93)'���#&()�F#&%	7<.w�&�/��46.1(*#X46�
�/��46%ë7/#���48÷	Ïx�/(*#xð	ó�#�Á�½�(*7X7/#���4M3*½�%	7/#

T
#93*'$(*#&�/(*�935#&%�'*����46(¡�w#�(*#9�&'546%/Ïx�w#,#&%X')(546.1'*3¡�/�w#&.1%	3�ð	óe4

�F½x3*.1').w½�%�7�ê �/%��F½�.1%�'
x
7/#8�íêî#93)��4��9#8��46(;(546�/��½�()'�ä

N (m)
#93)'Ì#&%�').wA&(*#&��#&%�'�7/�&'*#&()�¿.1%	�9#M��46(�3*#93

�9½�½�(*7/½�%/%	�9#93-�F½���46.1(*#93
(ρ, ψ)

7	46%	3-�w#��/��46%ë�F#&()��#&%	7<.w�&�/��46.1(*#8ä���4¿%	½�()�s46�w#xð
"$#&')'*#M�/(*½�Á�46Á/.1�1.1'*�¿%	#M7/�&��#&%	7ò���	#M7/#���4f7<.w3)'546%	�9#

ρ
#&%�')(*#

x
#&'

N (m)
#&'�7/#93��w½�%/Ïx�	#&�/(*3

δ#&'
fδ
ð�ó�4X�9½�%	7<.1').w½�%�7�êî�9�5��46%�').1�1�w½�%/%�46Ï2#!#93)'�.1�1�1�	3)')(*�9#���46(���4f÷	Ïx�/(*#G:	ðìÄ<ðeóe4!�/(*½�Á�46Á/.1�1.1'*�s�9½�%	7<.ý=

').w½�%/%	#&�1�w#�7�êî�9�*��46%�').1�1�w½�%/%�46Ï2#M#93)'-�&Ï�46�w#�äM��48öè(54��&').w½�%�7/#��íêì46(*��7/#��9#&(*�&�w#,7/#�(549Æ2½�%
ρ
�9#&%�')(*�,#&%

m#&'�äë�íê .1%�'*�&().w#&�/(¿7<��(*#9�&'546%/Ïx�w#f7/#å��4ë3*½�%	7/#xð�?�½��/(M��46�w�&�/�w#&(¿�9#93�öè(54��&').w½�%	3�æ�½�%o7<.w3)').1%/Ïx�	#f����46')(*#
ï�½�%	#93R7/#¡�íêî#93*��4��9#²7/�&�1.1�¿.1'*�9#93R��46(D�w#93P�9#&(*�&�w#93$�9½�%	�9#&%�')().w���	#93D#&%�')(546.1'*3D7<.w3*�9½�%�').1%��	3�ðuó�#²��46�w�&�/��7/#93
öþ(54��&').w½�%	3�7�êì46(*�93,7/#��9#&(*�&�w#¿#93*'ÌÁ�4�35��3*�/(�7/#93�½����&(546').w½�%	3�')().1Ï2½�%	½����&')().w���	#93,�&�w�&��#&%�'546.1(*#93,����êî½�%
%	#�7/�&'546.1�1�w#���4�3å.w�&.íðe�;% ½�Á/').w#&%�'!�w#93f#yÓu�/(*#93*3*.w½�%	3å3)�/.10x46%�'*#93!7/#Ç��4��/(*½�Á�46Á/.1�1.1'*���9½�%	7<.1').w½�%/%	#&�1�w#
7�êî�9�*��46%�').1�1�w½�%/%�46Ï2#

P [x ∈ T | m = m]
�

P [x ∈ T | m = m] =




1
3*.

ρ ≤ δ
2

2
π arcsin

δ

2ρ

3). δ

2
≤ ρ ≤ fδ

2
2
π (arcsin

δ

2ρ
− arccos

fδ

2ρ
)

3*. fδ

2
≤ ρ ≤ δ

2

√
1 + f2

0
3*.

ρ ≥ δ
2

√
1 + f2

ç%:	ðìÂ�:�é

óe4o�/(*½�Á�46Á/.1�1.1'*�ò�9½�%	7<.1').w½�%/%	#&�1�w#�7�êî�9�*��46%�').1�1�w½�%/%�46Ï2#o7�ê �/%¶��½�.1%�'ë354��5��46%�'ë��4���½x3).1').w½�%¶7/#���4
3*½�%	7/#ò7/�&��#&%	7¶�/%/.w���	#&��#&%�'Ç7/#93ë7<.1��#&%	3*.w½�%	3�7/#ò��4 3*½�%	7/#ã#&'ë7/#ò��4 7<.w3)'546%	�9#�7<�Þ��½�.1%�'�äo��4
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%	½�()�s46�w#xð�+-%ë#yÓ/#&�¿�/�w#��F½��/(¡�/%	#�35½�%	7/#�7/#�7<.1��#&%	3).w½�%
8 × 10

#93)'¡��½�%�')(*��3*�/(¡��48÷	Ïx�/(*#Å:	ðìÀ<ðX�;%
4�7/#&�<Ó dõ7/�9�&(*½��5�	#&��#&%�'*3�f5æ����/.��9½�()(*#93)��½�%	7/#&%�';46�!��4�3*3z46Ï2#Ì7�ê �/%	#�ï�½�%	#��&.1(*�&�/��46.1(*#�ä��íêì46�/')(*#xð�:�.���4
35½�%	7/#�#93)'-��46()(*�9#sç

f = 1)
æ	½�%ë%�êì4¿����ê �/%ë3*#&�/�e7/�9�&(*½u�*�	#&��#&%�'�ð

0 2 4 6 8 10 12
0

0.2

0.4

0.6
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1

1.2
probabilité d’appartenir à la sonde

distance ρ

Î �þ�VÏ :	ðìÀ Ðë?�(*½�Á�46Á/.1�1.1'*�¿7�êì46�/��46()'*#&%/.1(�ä���4s3*½�%	7/#xæ�#&%ëöU½�%	�&').w½�%ò7/#
ρ
æ���4s7<.w3*'546%	�9#87<���F½�.1%�'�äs��4

%	½�()�s46�w#xð
ó�#,��46�w�&�/�~7/#93-�/(*½�Á�46Á/.1�1.1'*�93�7�êî�9�5��46%�').1�1�w½�%/%�46Ï2#¿%	�9�9#9353).1'*#,7/½�%	��7/#���½��/02½�.1(Ì#yÓ<�/().1��#&(�46%�46�1Æ�=

').w���	#&��#&%�'���4Ç7<.w3)'546%	�9#
ρ
æ��9#å���/.D#93*'��F½x353).1Á/�w#s#&%��/').1�1.w3546%�'M�/%	#���46(546���&')().w3z46').w½�%o�w½u��46�w#f7/#���4

3*�/(>öU4��9#�46�/'*½��/(-7<���F½�.1%�'
m0 (x)

ð
àµa$I�¬ ã É;»�É�¶ ° ÍC»�¼�¾%É&Í5¼]Ë>ÌÀ³]ËIÁåÉ�³]Î

?�½��/(²#yü�#9�&')�	#&(¡�/%X�9#&()'546.1%X%	½��,Á/(*#�7/#���46�w�&�/�w3¡3)�/(V��4�3)�/(>öí4��9#
M
æ/½�%!�/').1�1.w3*#Ì�/%	#���46(546���&')().ý=

3z46').w½�%X�w½���46�w#,46�/'*½��/(;7<�ë�F½�.1%�'
x0
7/#���4Möè½�()��#

u =

(
u1

u2

)
→ m =




u1

u2

f (u)


 ç%:	ðìÂxÄ2é

ó�#93e�9½u½�(*7/½�%/%	�9#93�35½�%�'�3*�F�9�&.ý÷��9#93e��46(e(546�/��½�()'�äV�/%�(*�yöU�&(*#&%�').w#&�<½�()')�	½�%	½�()���xæ6�9#&%�')(*�$#&%
m0 (x)7/½�%�';�w#93

2
�/(*#&�¿.w#&(*3�4�Ó/#93-�9½�()(*#93)��½�%	7/#&%�'�46�<Ó�7<.1(*#9�&').w½�%	3�7/#93;�9½��/()Á/�/(*#93Ì�/().1%	�&.1��46�w#93�#&'-�w#8')(*½�.ý=

3*.wA&��#�äM��4�%	½�()�s46�w#,#&%
m0 (x)

ä
M
ð

óe4!��46(546���&')().w3546').w½�%o7/#¿��4X3)�/(>öí4��9#M�F#&�/'83�êî�9�&().1(*#�#&%�öU½�%	�&').w½�%�7/#93,Â!�9½��/()Á/�/(*#938�/().1%	�&.1��46�w#93
κ1
#&'
κ2

�
f (u) =

κ1

2
u2

1 +
κ2

2
u2

2 +O
(
‖u‖3

)

ó�#��*4��9½�Á/.w#&% 7/#s�9#&')'*#å��46(546���&')().w3546').w½�% �F#&()��#&'M7/#s��46�w�&�/�w#&(¿7/#938.1%�'*�&Ïx(546�w#93��w#s�w½�%/Ï�7/#
M
ð

:u½�%Ç7/�&02#&�w½��/�F#&��#&%�'ÌäM�íêî½�(*7<(*#
2
#93)'-�w#�3)�/.10�46%�',�
J (u) = 1 +O

(
‖u‖2

) ç%:	ðìÂxÀ2é
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�;%o(*#&')(*½��/02#!�/%	#söU½�()��#!3).1�¿.1��46.1(*#X46�o��4�3�Â � ð�ó�#!��46�w�&�/�¡7/#å�íê .1%�'*�&Ïx(546�w#X7/#f��4ë�/(*½�Á�46Á/.1�1.1'*�
7�êî�9�*��46%�').1�1�w½�%/%�46Ï2#xæ²7/�y÷	%/.w#���½��/(f'*½��/'f�&�w�&��#&%�'!7/#�3)�/(>öí4��9#

dm
æD3)�/(f�w#�7/½��s46.1%	#

M
æD3�êî�9�&().1(54

7/½�%	��7/#���4�öí4�Õ9½�%ë3)�/.10x46%�'*#��

P [x ∈ T | M] =

∫

M

p (m) λ (m) dm

= λ (m0 (x))

∫

M

p (u)
(
1 +O

(
‖u‖2

))
du

àLa$IkÆ ô ´A´µ»AË�áL¼O¶ËÉ�ÍC¼]Ë>ÌÀ·)Îì³iÉ×·A¼O¾1ÍCÉ=ÌAÁ�ÎRQË³iÉOÌ)Ëc»�¶ËÉ�³®Î
ó�#���46�w�&�/��7/#Ì��48�/(*½�Á�46Á/.1�1.1'*���9½�%	7<.1').w½�%/%	#&�1�w#�7/#

x
7/�&�F#&%	7!7/#Ì��4�7<.w3)'546%	�9#�7/#

x
ä,��48%	½�()�s46�w#xð

�;½��	3�46�1�w½�%	3�#yÓu�/().1��#&(��9#&')'*#P7<.w3)'546%	�9#xð�óe#��F½�.1%�'e3).1')�	��#&%
m = (u1, u2, f (u))

4�7<��#&'e�/%	#�%	½�()�s46�w#
N (m)

7/#�02#9�&'*#&�/(-7<.1(*#9�&'*#&�/(��

v =
∂

∂u1
f (u) ∧ ∂

∂u2
f (u) =




−κ1u1 +O
(
‖u‖2

)

−κ2u2 +O
(
‖u‖2

)

1




+;%X�F½�.1%�'-7/#���4M%	½�()�s46�w#���#&�/'-Ñ&')(*#�7/�y÷	%/.���46(-�íêî�9����46').w½�%ë��46(546���&')().w���	#
y = m+ tv

æ/3*½�.1',�

y =




(1 − tκ1)u1 +O
(
‖u‖2

)

(1 − tκ2)u2 +O
(
‖u‖2

)

t+O
(
‖u‖2

)




ôõ��#93)'²7/½�%	����½x3*3).1Á/�w#�7/#���46�w�&�/�w#&(²�w#93-�9½�½�(*7/½�%/%	�9#93Ì7/#
xp
æ<��4M�/(*½6�)#9�&').w½�%�7/#

x
3)�/(

N (m)
æ/#&%

(*�93*½��10x46%�'��íêî�9����46').w½�%
(xp − x) ·v = 0

��½��/(
t
æx#&'�#&%¿.1%��)#9�&'546%�'P��4�35½��1�/').w½�%�7	46%	3���4Ì(*#&�/(*�93*#&%�'546').w½�%

��46(546���&')().w���	#87/#
N (m)

ð/óe4¿�9½�%	7<.1').w½�%Ç7�êî½�()')�	½�Ï2½�%�46�1.1'*�83�êî#yÓ<�/().1��#�3*½��	3²��48öè½�()��#

0 =




(1 − tκ1)u1 +O
(
‖u‖2

)

(1 − tκ2)u2 +O
(
‖u‖2

)

t− p+O
(
‖u‖2

)


 ·




−κ1u1 +O
(
‖u‖2

)

−κ2u2 +O
(
‖u‖2

)

1




�9#����/.�7/½�%/%	#8�9½��¿��#�3*½��1�/').w½�%ë��½��/(
t
�

t =
p+ κ1u

2
1 + κ2u

2
2 +O

(
‖u‖3

)

1 + κ1u2
1 + κ2u2

2"$#&')'*#-#yÓ<�/(*#93*3).w½�%f3*#²3).1�¿�/�1.ý÷�#;#&%	3)�/.1'*#²Ïx(ï���9#Ì46�å7/�&02#&�w½��/��#&��#&%�'V�1.1�¿.1'*�
(1 + x)−1 = 1−x+

x2 . . .
ô@��%�ê ÆX4�46�	�&�/%ë'*#&()��#��1.1%	��46.1(*#xæ��9#����/.�%	½��	3-7/½�%/%	#

t = p+O
(
‖u‖2

)

�;%ë½�Á/').w#&%�'-÷	%�46�w#&��#&%�'Ì�w#93²�9½u½�(*7/½�%/%	�9#93-7<�ë�/(*½6�)#&'*��7/#
x
3)�/(

N (m)
�




(1 − κ1d) u1 +O
(
‖u‖2

)

(1 − κ2d) u2 +O
(
‖u‖2

)

p+O
(
‖u‖2

)




óe4M7<.w3)'546%	�9#87/#
x
äM��4�%	½�()�s46�w#�3*#���46�w�&�/�w#8#&%	3)�/.1'*#��&��4�3*3*.w���	#&��#&%�',�

d (x,N (m))2 = (1 − κ1p)
2u2

1 + (1 − κ2p)
2u2

2 +O
(
‖u‖3

) ç%:	ðìÂA7xé



ÚåT�î fPÛ=³�H ²�Ü§¹Dµ�²±MC·Ã¸NM%ÜÄ³D´§¹D¶A¹9QÖH ²�Ü§¹Dµ�²�²�H.X 6�K

àµa$I¥à ê Ì!Í ° Èc»5É�Í5¼®Ë!Ì ·)Îí³OÉ ´µ»-Ëc¿µÉ�¿A¼�³O¼®Í ° Á�Ë>Ìµ·A¼ Í5¼®Ë>ÌRÌ2Î§³�³®Î
�;½��	3,4�02½�%	3�0u�ã4902#9�¿�íêî�9����46').w½�%ñç%:	ðìÂ�:uéÌ���	#M��4!�/(*½�Á�46Á/.1�1.1'*�å7�êî�9�*��46%�').1�1�w½�%/%�46Ï2#!7/#

x
��46(

T7/�&��#&%	7�7/#¡��4�7<.w3)'546%	�9#-#&%�')(*#
x
#&'R��4�%	½�()�s46�w#-#&%

m
æx��4���½x3).1').w½�%s7/#¡��4�3*½�%	7/#xð2óe4ÌöU½�()�,�/�w#�ç%:	ðìÂA72é

��#&()��#&'-7�êî#yÓ<�/().1��#&(;�9#&')'*#�7<.w3*'546%	�9#,#&%XöU½�%	�&').w½�%�7/#���4M��46(546���&')().w3z46').w½�%Ç�w½u��46�w#�7/#
M
ð	ôõ��(*#93)'*#,ä

.1%�'*�&Ïx(*#&(-��4��/(*½�Á�46Á/.1�1.1'*�8�9½�%	7<.1').w½�%/%	#&�1�w#,��46(²(546�/��½�()';ä
m
3)�/(¡'*½��	3¡�w#93²�F½�.1%�'*3-7/#

M
�

P [x ∈ T|M] =

∫

M

P [x ∈ T|m = m]λ (m) dm

óRê ��Æu�F½�')�	A93*#�7/#å�w½u��46�1.w3546').w½�% ��#&()��#&'�7/#X�9½�%	3).w7/�&(*#&(����	#!��4�7/#&%	3).1'*�X7/#93M��½�.1%�'*3�7�êì4��9���/.w3).1').w½�%
λ(m)

#93)'-�9½�%	3)'546%�'*#xæ�#&'²�&Ï�46�w#,ä
λ (m0 (x))

�

P [x ∈ T|M] = λ (m0 (x))

∫

M

P [x ∈ T|m = m] dm
ç%:	ðìÂ"82é

� êì46�/(*A93$��4�öU½�()�,�/�w#¿ç%:	ðìÂ�:uéyæu½�%s��#&�/'V7/�9�9½��¿�F½x3*#&(
M

#&%!����46')(*#Ì7/½��s46.1%	#93�æu#&%söU½�()��#Ì7/#;7<.w3*���	#93
#&'X7�êì46%/%	#�46�<Ó�æ¡�9½�()(*#93)��½�%	7	46%�'Ç46�<Óñ7<.ýü��&(*#&%�'*#93��9½�%	7<.1').w½�%	3ë7/#�7<.w3)'546%	�9#xð¡Ò�% öí46.1'�æD.1��#93)'!�/�1�	3
4�3*')�	�&.w#&�<Ó�7/#M(*#&Ïx(*½��/��#&(��w#93�'*#&()��#93�#&%

arcsin
æF���/.�3*½�%�'�.w7/#&%�').w���	#93���½��/(

ρ ∈
[

δ
2 ; δ

2

√
f2 + 1

] ð
"$#9�&.��9½�%	7<�/.1';ä��/').1�1.w3*#&(-7/#93;7/½��s46.1%	#93-���/.�3*#�(*#9�9½��/0�(*#&%�'8�

∫

M

P [x ∈ T|m = m] dm =

∫

A
dm

+
2

π

∫

B
arcsin

δ

2d (x,N (m))
dm

− 2

π

∫

C
arccos

fδ

2d (x,N (m))
dm

4�02#9���w#93¡')(*½�.w3;7/½��s46.1%	#93-3)�/.10x46%�'*3��

A =

{
m ∈ M : d (x,N (m)) ≤ δ

2

} ç%:	ðìÂ"L2é

B =

{
m ∈ M :

δ

2
≤ d (x,N (m)) ≤ δ

2

√
f2 + 1

} ç%:	ð9�xÃ2é

C =

{
m ∈ M :

fδ

2
≤ d (x,N (m)) ≤ δ

2

√
f2 + 1

} ç%:	ð9�<¾�é

�:bß6�bå�cbD� dl�&4¢0E#D�>(3v
ó�#�7/½��s46.1%	# A #93)'�7/�y÷	%/.P��46(��íêî#&%	3*#&�8Á/�w#s7/#93���½�.1%�'*3

m
���/.�02�&().ý÷�#&%�'f�

d (x,N (m)) ≤ δ
2

ð
ÒP%ë#yÓu�/().1�s46%�'¡��4M7<.w3)'546%	�9#�ä8��4,%	½�()�s46�w#,#&%åöU½�%	�&').w½�%ë7/#93V0x46().�46Á/�w#93²7/#Ì��46(546���&')().w3546').w½�%�ç%:	ðìÂA72éyæ
%	½��	3;4902½�%	3,�

(1 − κ1p)
2 u2

1 + (1 − κ2p)
2 u2

2 +O
(
‖u‖3

)
≤ δ2

4:�.�½�%��F½x3*#
ũ = ((1 − κ1p)u1, (1 − κ2p)u2)
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�íê .1%	�&Ï�46�1.1'*�,�&.ý=@7/#93*3*�	3²3*#�(*�9�9�&().1'
‖ũ‖2 +O

(
‖u‖3

)
≤ δ2

4ó�#�(546�/��½�()'-7/#93²%	½�()��#93 ‖ũ‖ #&' ‖u‖ #93)'¡Á�½�()%	�sçè#&�1�1.1�	3*#�(546�/��½�()'*�9#,ä��/%��9#&(*�&�w#�é��

inf((1 − κ1p)
2, (1 − κ2p)

2) ≤ ‖ũ‖2

‖u‖2 ≤ sup((1 − κ1p)
2, (1 − κ2p)

2)

�;%ë#&%�7/�97<�/.1'
O
(
‖u‖3

)
= O

(
‖ũ‖3

)

�;%�4¿7/½�%	�
A =

{
(u1, u2, f(u)) : ‖ũ‖2 +O

(
‖ũ‖3

)
≤ δ2

4

}

�;%X�F#&�/';#&%	��4�7<(*#&(-�9#&'-#&%	3*#&�8Á/�w#���46( A− #&' A+ ½.Â

A± =

{
(u1, u2, f(u)) : ‖ũ‖2 + a ‖ũ‖3 ≤ δ2

4

}

a
�&'546%�'²�/%X(*�9#&���F½x3*.1').ýö�÷	%/.íð/+;%ë7/�&02#&�w½��/�F#&��#&%�'Ì7/# ø 49Æu�w½�(-7/#���4�(54��&.1%	#�7/#��íêî�9����46').w½�%�7<�

3 e�fhg7/#&Ïx(*��#&% ‖ũ‖ 7/½�%/%	#

A± =

{
(u1, u2, f(u)) : ‖ũ‖ ≤ δ

2
+O(δ2)

}

=

{
(u1, u2, f(u)) :

√
(1 − κ1p)

2 u2
1 + (1 − κ2p) u

2
2 ≤ δ

2
+O(δ2)

}

�;%�7/½�.1',#&%	3)�/.1'*#M.1%�'*�&Ïx(*#&(,��4f�/(*½�Á�46Á/.1�1.1'*�å7�êî�9�*��46%�').1�1�w½�%/%�46Ï2#òçè�9½�%	3)'546�¿��#&%�'8�&Ï�46�w#sä
1
éÌ3)�/(

�w#87/½��s46.1%	# A± ðFóe#-�*4��9½�Á/.w#&%ò7/#,��4å��46(546���&')().w3546').w½�%��&'546%�',46�	3*3).~�&Ï�46�Pä 1
æF�íê .1%�'*�&Ïx(546�w#¿3)�/( A±#93)'²3).1�¿�/�w#&��#&%�'-�/%	#,46.1(*#�7�êî#&�1�1.1�	3*#xð=�;%ë½�Á/').w#&%�'�46�X÷	%�46�

∫

A±

dm =
π

4

δ2

(1 − κ1p) (1 − κ2p)
+O

(
δ3
)

#&'²7/½�%	�
A =

∫

A
dm =

π

4

δ2

(1 − κ1p) (1 − κ2p)
+O

(
δ3
) ç%:	ð9�xÂ2é

�cbß6�bå�:bwÖ dl��450E#D�!(�i
ó�#�7/½��s46.1%	#,7/�y÷	%/.���46(²�íêî�9����46').w½�%�ç%:	ð9�xÃ�é$��#&�/'²Ñ&')(*#�(*�9�9�&().1'-3*½��	3²��48öè½�()��#��

B =

{
m ∈ M :

δ

2
≤ d (x,N (m)) ≤ δ

2

√
f2 + 1

}

B =

{
(u1, u2, f(u)) :

δ2

4
≤ (1 − κ1p)

2 u2
1 + (1 − κ2p)

2 u2
2 +O

(
‖u‖3

)
≤ δ2

4

(
1 + f2

)}
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�;%Ç�/').1�1.w3*#,#yÓ	4��&'*#&��#&%�'���4���Ñ&��#�'*#9�*�/%/.w���	#����	#,�F½��/( A 7/�&02#&�w½��/���9#8#&%�3*#9�&').w½�%+:	ðìÄ<ð :	ð1¾�ð B #93)'
#&%	��4�7<(*����46(-7/#&�<Ó!#&%	35#&�,Á/�w#93 B+ #&' B− 7/�y÷	%/.w3²��46(,�

B± =

{
(u1, u2, f(u)) :

δ2

4
≤
√

(1 − κ1p)
2 u2

1 + (1 − κ2p)
2 u2

2 ≤ δ

2

√
1 + f2 +O(δ2)

}
.

�;%ë02#&�/'¡.1%�'*�&Ïx(*#&(;��4�öè½�%	�&').w½�%Ç3)�/.10�46%�'*#��

h (u, v) =
2

π
arcsin

δ/2√
(1 − κ1p)

2 u2
1 + (1 − κ2p)

2 u2
2 +O

(
‖u‖3

)

�;%Möí46.1'��/%��*��46%/Ï2#&��#&%�'D7/#V0x46().�46Á/�w#¡��½��/(P3*#$(546��#&%	#&(DäÌ�/%	#V.1%�'*�&Ïx(546�w#;3)�/(~�w#¡7<.w3*���	#V�/%/.1'*�xæ�3)�/.10�.
7�ê �/%Ç��4�3*3546Ï2#�#&%��9½�½�(*7/½�%/%	�9#93;��½���46.1(*#93�ðF"$½��¿��#,�w#¡�*4��9½�Á/.w#&%Ç7/#���4���46(546���&')().w3546').w½�%�#93*'-�&Ï�46��ä
1
æ/½�%�½�Á/').w#&%�'8�

B =
2/π

(1 − κ1p) (1 − κ2p)

∫ 2π

0

∫ δ
2

√
f2+1+O(δ2)

δ
2

arcsin
δ

2ρ
ρ dρ dθ

=
δ2

2π (1 − κ1p) (1 − κ2p)

∫ 2π

0

∫ √
f2+1+O(δ2)

1
arcsin

1

ρ
ρ dρ dθ.

óPê .1%�'*�&Ïx(546�w#�3)�/(
θ
3*#�(*�93)�/��#,ä��8�/�1').1�/�1.w#&(;��46(

2π
ð	ó�4�öè½�%	�&').w½�%

ρ→ arcsin
1

ρ
ρ

4�7<��#&'-�F½��/(¡�/().1�¿.1').102#
1

2

(√
ρ2 − 1 + ρ2 arcsin

1

ρ

)

�;%ë½�Á/').w#&%�'Ì46.1%	3).D�

B =
δ2

2 (1 − κ1p) (1 − κ2p)

(
f +

(
1 + f2

)
arcsin

1√
1 + f2

− π

2
+O(δ)

)

ó�4�7/#&()%/.wA&(*#�#yÓu�/(*#93*3*.w½�%K4ò�&'*��½�Á/'*#&%��	#Ç��46(s�/%K7/�&02#&�w½��/�F#&��#&%�'Xä��íêî½�(*7<(*#
0
7<�ñ'*#&()��#Ç#&%�')(*#

��46(*#&%�')�	A93*#xð��;%�(*#&').w#&%�'-�9½��¿��#8#yÓu�/(*#93*3*.w½�%!÷	%�46�w#��

B =
δ2

2 (1 − κ1p) (1 − κ2p)

(
f +

(
f2 + 1

)
arcsin

1√
1 + f2

− π

2

)
+O(δ3)

ç%:	ð9�"�2é

�:bß6�bå�cbS; dl�&4¢0E#D�>(�{
ó�#�7/½��s46.1%	#�7/�y÷	%/.���46(-�íêî�9����46').w½�%�ç%:	ð9�<¾6é$�F#&�/'²Ñ&')(*#�(*�9�9�&().1'-3*½��	3¡��4�öU½�()��#¿�

C =

{
m ∈ M :

fδ

2
≤ d (x,N (m)) ≤ δ

2

√
f2 + 1

}
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C =

{
(u1, u2) :

fδ

4
≤ (1 − κ1p)

2 u2
1 + (1 − κ2p)

2 u2
2 +O

(
‖u‖3

)
≤ δ2

4

(
f2 + 1

)}

óe4�öU½�%	�&').w½�%�ä�.1%�'*�&Ïx(*#&(Ì#93*'-�9#&')'*#�öU½�.w3¡�/%Ç46(*�9�9½x3).1%��	3�æ�4�02#9���/%ë'*#&()��#8#&%
fδ

46��%��/���&(546'*#&�/(
46�X�1.w#&��7/#

δ
�

h (u, v) =
2

π
arccos

fδ/2√
(1 − κ1p)

2 u2
1 + (1 − κ2p)

2 u2
2 +O

(
‖u‖3

)

�;%�öí46.1'P�w#93P��Ñ&��#93V�5��46%/Ï2#&��#&%�'*3¡7/#¡0x46().�46Á/�w#93D���	#²�/(*�9�9�97/#&�¿��#&%�'�æ<#&'D½�%å½�Á/').w#&%�'D�/%	#-.1%�'*�&Ïx(546�w#
#&%ë�9½�½�(*7/½�%/%	�9#93-�F½���46.1(*#938�

C =
2/π

(1 − κ1p) (1 − κ2p)

∫ 2π

0

∫ δ
2

√
f2+1+O(δ2)

fδ
2

arccos
fδ

2ρ
ρdρdθ

"$#&')'*#²#yÓ<�/(*#93*3).w½�%å4�7<��#&'D46�	353).	�/%	#¡�/().1�¿.1').102#xæ����/.	3*#-7/�&02#&�w½��/�F#-46%�46�1Æu').w���	#&��#&%�'$�F½��/(P7/½�%/%	#&(Ì�

C =
δ2

2 (1 − κ1p) (1 − κ2p)

(
1 + f2

)
arccos

f√
1 + f2

− f +O(δ3)
ç%:	ð9��:�é

�cbß6�bå�:b � ������,FUX��0��$#/���}���X��0EB%(
óPê .1%�'*�&Ïx(546�w#,Ïx�w½�Á�46�w#�3�êî½�Á/').w#&%�';#&%ë35½��¿�s46%�'-�w#93

3
.1%�'*�&Ïx(546�w#93²��46()').w#&�1�w#93

A
æ
B
#&'
C
�

∫

M

P [x ∈ T | m = m] dm =
δ2

2 (1 − κ1p) (1 − κ2p)
×

(
2f +

(
1 + f2

)
(

arcsin
1√
f2 + 1

− arccos
f√
f2 + 1

))
+O(δ3)

ó�#93$46()Ïx�/��#&%�'*3V7/#¡�íêì46(*�93).1%f#&'D7/#¡�íêì46(*�9�9½x3D�F#&�/02#&%�'DÑ&')(*#-.1%�'*#&()�/(*�&'*�93V�9½��¿��#²�w#93D�9½�½�(*7/½�%/%	�9#93
��46()'*�93).w#&%/%	#93�7�ê �/%��F½�.1%�'�3*�/(;�w#��9#&(*�&�w#��/%/.1'*�!çþ��4å3*½��¿��#M7/#8�w#&�/(*3Ì��46()(*�93�#93*';�&Ï�46�w#¿ä

1
éyð�óPêì46(*�y=

3).1%�#93)'�7/½�%	�å3).1�¿�/�w#&��#&%�'��&Ï�46�w#sä!��4!�9½u½�(*7/½�%/%	�9#å46%/Ïx�/��46.1(*#s7<�ã�F½�.1%�'846.1%	3).R7/�y÷	%/.íð � #M��Ñ&��#xæ
�íêì46(*�9�9½x3¡#93)'¡�&Ï�46��ä8�9#&')'*#���Ñ&��#��9½u½�(*7/½�%/%	�9#�46%/Ïx�/��46.1(*#xð/óe4M7<.ýü��&(*#&%	�9#�7/#Ì�íêì46(*�93).1%X#&'V7/#Ì�íêì46(*�9�9½x3
3�êì46%/%��/�w#&%�'�æ��9#����/.�7/½�%/%	#�÷	%�46�w#&��#&%�'��

∫

M

P [x ∈ T | m = m] dm =
fδ2

(1 − κ1p) (1 − κ2p)
+O

(
δ3
) ç%:	ð9�xÄ2é

àLa$I%$  �áP´µ»AÎ�¾%¾�¼]Ë>Ìº·2Îì³iÉ ´A»AËc¿AÉ;¿B¼O³�¼ Í ° ·öõ ° Á�ÂµÉ=Ì!Í5¼O³�³®Ë>ÌRÌLÉ�È�Î
óe4¿öè½�()�8�/�w#åç%:	ð9L�éV#yÓ<�/().1��#���4¿�/(*½�Á�46Á/.1�1.1'*��7�êî�9�5��46%�').1�1�w½�%/%�46Ï2#¿7�ê �/%Ç�F½�.1%�'ÌäM��46()').1(Ì7/#��íê .1%�'*�y=

Ïx(546�w#ëç%:	ð9�xÄ2éÌ#&'�7/#M��4å7/#&%	3*.1'*�¿3)�/(>öU4��&.w���	#M7/#93��F½�.1%�'*3�7�êì4��9���/.w3).1').w½�%�ð>�;%�½�Á/').w#&%�'���4å�/(*½�Á�46Á/.1�1.1'*�
7�êî�9�*��46%�').1�1�w½�%/%�46Ï2#�7�ê �/%��F½�.1%�'

x
7	46%	3¡�/%	#�3*')()�	�&')�/(*#|� � �
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P [x ∈ T | M] = λ (m0 (x))
fδ2

(1 − κ1p) (1 − κ2p)
+O

(
δ3
) ç%:	ð9�xÀ2é

� 46%	3s�w#ë��4�3s3*.1�¿�/�1.ý÷���½.Â ��4�7/#&%	3).1'*��3)�/(>öí4��&.w���	#ë7/#93���½�.1%�'*3å7�êì4��9���/.w3).1').w½�% #93)'s�9½�%	3*'546%�'*#xæ
λ (m0 (x))

#93)'²�&Ï�46��ä
1/S (M)

æ/½.Â
S (M)

#93)'¡�íêì46.1(*#,7/#���4M3)�/(>öí4��9#
M
ð

P [x ∈ T | M] =
1

S (M)

fδ2

(1 − κ1p) (1 − κ2p)
+O

(
δ3
) ç%:	ð9�A7xé

Þe_Oð l ¥~ �¨§¾�®�±V§�¨5�²· ¬�8 ¯�· ©�¥�©P¤ ¢�°5© ¬�¨5¤ ¢�°5©
�;½��	3$#yü�#9�&')�	½�%	3$�/%	#;02�&().ý÷���46').w½�%X7	46%	3R�w#Ì��4�3D7�ê �/%	#Ì3)')()�	�&')�/(*#Ì7/�&'*#&()�¿.1%/.w3)'*#��9�*��46%�').1�1�w½�%/%	�9#

7/#²�s46%/.wA&(*#²3).1�¿�/�w#xð-�Ì½��	3P�9½�%	3).w7/�&(*½�%	3R�w#²��4�3P½.Â
X
#93)'P�/%�#&%	3*#&�8Á/�w#-7/�&�1.1�¿.1'*�-��46(R7/#&�<Ó�3)�/�	A&(*#93

#&�8ÁF½6ÿw'*�9#93-#&'V�9#&%�')(*�9#93-#&%!�/%!��Ñ&��#��F½�.1%�',çè�9½�%	3).w7/�&(*���9½��¿��#��íêî½�().1Ïx.1%	#�éyð	?�½��/(
M
æ<½�%!�/(*#&%	7!��4

3*�/�	A&(*#�#yÓu'*�&().w#&�/(*#xð�óPêî#yÓ/#&�¿�/�w#8#93)'-�/%ë�F#&��(*#93)')().w�&').ýöP7<�ëöí46.1'-����ê .1�e%�êî#yÓu.w3)'*#���4�3-7/#&�<Óë�9½��/()Á/�/(*#93
7<.w3*').1%	�&'*#938#&%��/%ã�F½�.1%�'83)�/(8��4X3)�/�	A&(*#xð � #¿�/�1�	3�æe7<�òöí46.1',7/#���4ë3)Æ����&')().w#å7/#¿��4ë3*�/�	A&(*#xæ�½�%ã%�êì4
��4�3V7/#Ì0x46().�46').w½�%!#&%åöU½�%	�&').w½�%!7/#Ì�íêî½�().w#&%�'546').w½�%�7/#-��4�3*½�%	7/#Ì7�êî�9�*��46%�').1�1�w½�%/%�46Ï2#xð���46.w3�æu7/A93V����êî½�%
3�êî�&�w½�.1Ïx%	#�7/#��9#���4�3�æ<�w#93²�5�	½x3*#93-35#��9½��¿�/�1.w���	#&%�'-')(*A93²(546�/.w7/#&��#&%�'�ð

"$½�%	3).w7/�&(*½�%	3��/%¿��½�.1%�'
x ∈ X

ð-�;%¿02#&�/'P��46�w�&�/�w#&(P354Ì�/(*½�Á�46Á/.1�1.1'*�²7�êî�9�5��46%�').1�1�w½�%/%�46Ï2#xðE�;%¿%	½�'*#
Ω
��4�3)�/�	A&(*#-7/#V(549Æ2½�%

r = ‖x‖ æ2�9#&%�')(*�9#-äÌ�íêî½�().1Ïx.1%	#xð2óPêì46.1(*#-7/# T∩Ω
#93)'P�&0u.w7/#&�¿��#&%�'D�9½�%	3*'546%�'*#xð

�;%X��4¿%	½�'*#
s
ðX�;%�4�46�w½�(*3,�

s = E [S(T ∩ Ω)]

=

∫

M

∫

Ω
IT (m)(ω) dω dP (m),

½.Â
T (m)

7/�93).1Ïx%	#²%�ê .1�¿�F½�()'*#²���	#&�1�w#²3*½�%	7/#¡�9#&%�')(*�9#-#&%
m
çè3*½�%�½�().w#&%�'546').w½�%f46�/'*½��/(R7/#¡��4Ì%	½�()�s46�w#

#&%
m
%�ê .1�¿��½�()'*#²��4�3yé~#&'

P
7/�93).1Ïx%	#-��4��w½�.�7/#¡�/(*½�Á�46Á/.1�1.1'*�-�/%/.ýöè½�()��#;3)�/(

M
ð�Ò�%s.1%�02#&(*3546%�'D�íêî½�(*7<(*#

7�ê .1%�'*�&Ïx(546').w½�%�æ�½�%ë½�Á/').w#&%�'8�

s =

∫

Ω

∫

M
IT (m)(ω) dP (m) dω

=

∫

Ω
P [ω ∈ T ] dω.

ôõ��#93)'²�&0u.w7/#&%�'-���	#
P [ω ∈ T ] = P [x ∈ T ]

ðX�;%�#&%ë7/�97<�/.1'-7/½�%	���íêî�&Ï�46�1.1'*�å�

s = 4π2r2P [x ∈ T ]

óe#���46�w�&�/�e7/#���4M�/(*½�Á�46Á/.1�1.1'*�87�êî�9�*��46%�').1�1�w½�%/%�46Ï2#M3*#�(546��A&%	#,7/½�%	�,46����46�w�&�/�e7/#¿�
s

4π2r2#&'�7/½�%	�¿äs�9#&�1�/.�7/#
s
çU46.1(*#M7/#,�íê .1%�'*#&(*3*#9�&').w½�%ã7�ê �/%	#�3)�/�	A&(*#M7/#,(54�Æ2½�%

r
4902#9�M�/%	#�3*½�%	7/#M���/.��1�/.

#93*'-%	½�()�s46�w#�éyð�"$½��¿��#8½�%�3*#��/��4��9#�7	46%	3Ì�w#,��4�7<(*#�½.Â
δ
'*#&%	7Ç02#&(*3

0
æF½�%���#&�/'�3)�/�/�F½x35#&(;���	#���4

35½�%	7/#�%	#�7/�&ÁF½�(*7/#���4�3²7/#���4M3)�/�	A&(*#��

δ
√

1 + f2

2
≤ ρ
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"$#���46�w�&�/�e��#&�/'²3*#Ìöí46.1(*#�46%�46�1Æ�').w���	#&��#&%�'�æF#&'²7/½�%/%	#��íêî#yÓ<�/(*#93*3).w½�%�3*�/.10�46%�'*#��F½��/(
s
�

s

r2
= 2π

∫ arcsin fδ
2r

0
sin θ dθ − 4

∫ arcsin δ
√

1+f2

2r

arcsin δ
2r

arccos
δ

2r sin θ
sin θ dθ+

4

∫ arcsin δ
√

1+f2

2r

arcsin fδ
2r

arcsin
fδ

2r sin θ
sin θ dθ

�;%Ç��#&�/'��9½��¿��46(*#&(Ì%��/���&().w���	#&��#&%�'84902#9���íêì46�/�/(*½�Óu.1�s46').w½�%ã7/½�%/%	�9#���46(Ì�íêî�9����46').w½�% ç%:	ð9�xÄ�éyæ�0u.�4
�/%	#�(*#&�/(*�93*#&%�'546').w½�%�Ïx(546�/�/.w���	#�7<�ë(546�/��½�()',�

s
4π2r2 − fδ2

4π2r2

fδ2

4π2r2

"$#�(546�/�F½�()';3*#�(*�9�9�&().1'-3*½��	3¡��4Möè½�()��#¿�
s− fδ2

fδ2ó�#!(*�93)�/�1'546'å#93)'¿.1�1�1�	3)')(*�X#&%ù÷	Ïx�/(*#�:	ð�7<ð)�;%ù02½�.1'å���	#!�íêî#&()(*#&�/(s7�êì46�/�/(*½�Óu.1�s46').w½�%ñ�F#&�/'åÑ&')(*#
Ïx(546%	7/#M3).e��4s'546.1�1�w#M7/#,��4å3*½�%	7/#�#93)'Ì7/#8�íêî½�(*7<(*#M7/#8�9#&�1�w#�7/#8��4s3)�/�	A&(*#

Ω
ð���46.w3;�íêì46�/�/(*½9Ó<.1�s46').w½�%

�9½�%�02#&()Ï2#M4�3*3*#&ï80�.1'*#å��3).���4s3*½�%	7/#,#93*';7/#&�<ÓXöU½�.w3²�/�1�	3;�F#&').1'*#8���	#,��4�3)�/�	A&(*#xæ��íêî#&()(*#&�/(Ì7�êì46�/�/(*½�Óu.ý=
�s46').w½�%X%�êî#93)'¡�/�1�	3²���	#�7�êî#&%�0u.1(*½�%

5 Å ðX�;%X4¿46�	353).�7/#93¡(*�93)�/�1'546'*3²�9½�%�02#&()Ï2#&%�'*3²�w½�(*35���	#���4M3*½�%	7/#%�êî#93)'¡��4�3²��46()(*�9#fç
f 6= 1

éyð

0.00071 0.354 0.71
∆�H2 rL5

10

15

20

25

30

err. rel. H%L

Ô r¢Õ
f = 1

0.00045 0.224 0.45
∆�H2 rL5

10

15

20

25

30

35
err. rel. H%L

Ô ��Õ
f = 2

Î ���VÏ :	ð�7ªÐ¿`�0x46�1��46').w½�% %��/���&().w���	#Ç7/#!�íêì46�/�/(*½9Ó<.1�s46').w½�% 7/#!��4ò�/(*½�Á�46Á/.1�1.1'*��7�êî�9�*��46%�').1�1�w½�%/%�46Ï2#
7	46%	3!��4o��4�3!��46()').w�&�/�1.w#&(�7/#���4�3*�/�	A&(*#xð¡Ò�%H46Á	3*�&.w3*3*#xæV7<.ýü��&(*#&%�'*#93X0x46�w#&�/(*3X7/#

δ/(2r)
æ
r
�&'546%�'

÷/Ó<�¿ä
1
ð�ó�#¿��46�w�&�/�P#yÓ/4��&'�#93)'�0x46�1.w7/#M�F½��/(

δ/(2r) ≤
√

2/2
ð�Ò�%�½�(*7/½�%/%	�9#xæ��íêî#&()(*#&�/(�(*#&��46').102#¿7/#

�íêì46�/�/(*½9Ó<.1�s46').w½�%�ð

Þ\_nm ù ±²¬Þª�Pí�·8© ¬�8 ;�9±-®�©«ª�©  �¥~¸²�²°*,§�¨*�-·
�Ì½��	3V46�1�w½�%	3¡7/�&'546.1�1�w#&(¡.w�&.��w#���4�3V½.Â!��483*�/(>öU4��9#

M
��#&�/'VÑ&')(*#;(*#&�/(*�935#&%�'*�9#���46(V�/%	#�3)�/(>öí4��9#Ì7/#

(*�&02½��1�/').w½�%�ð
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àµsr�O® ÊPË>Ïµ»5¿¼ÎíÈ ° Ì ° »5É�Í�»6¼OÁ�Î
+-%	#�3)�/(>öí4��9#87/#8(*�&02½��1�/').w½�%�#93)';½�Á/'*#&%��	#¿#&%�öí46.w3546%�'Ì'*½��/()%	#&(��/%	#��9½��/()ÁF#�Ï2�&%	�&(546')().w�9#��/��46%	#

46�/'*½��/(å7�ê �/%ñ4�Ó<#X7/#ë(*�&02½��1�/').w½�%�ðr�;% �/').1�1.w3*#ë�F½��/(¿��4ò�9½��/()Á�#!Ï2�&%	�&(546')().w�9#Ç��4���46(546���&')().w3546').w½�%
3*�/.10�46%�'*#��

t→
{
ψ(t)
φ(t)

½.Â
ψ(t)

#&'
φ(t)

3*½�%�'M�w#93¿�9½u½�(*7/½�%/%	�9#93s7/#f��4��9½��/()Á�#f7	46%	3s3*½�% �/��46% 7/#f7/�y÷	%/.1').w½�%�ðRóPêì4�Ó<#X7/#
(*�&02½��1�/').w½�%ò#93)'Ì�/%	#�7<(*½�.1'*#����/.�46�/��46()').w#&%�',46�Ç��Ñ&��#��/��46%����	#8��4å�9½��/()ÁF#xð��;%�3*�/�/�F½x3*#����	#��w#93
7/#&�<Ósöè½�%	�&').w½�%	3¡7/#;��46(546���&')().w3546').w½�%ë3*½�%�'V7/#&�<Ósöè½�.w3V�9½�%�').1%F¦/��#&%�'-7<.ýü��&(*#&%�').�46Á/�w#938çþ02½�.1($��4�÷	Ïx�/(*#
:	ð982éyð~?�½��/(¿3).1�¿�/�1.ý÷�#&(M�w#93���46�w�&�/�w3�æ�½�% 3)�/�/��½x3*#f���	#å�íêì4�Ó<#!7/#å(*�&02½��1�/').w½�% #93)'M�9½�%<öè½�%	7<� 4902#9�f�w#
�/(*#&�¿.w#&(Ì4�Ó<#�7<�ë(*#&��A&(*#xð

Î �þ�VÏ :	ð98\Ð!"$½��/()Á�#�Ï2�&%	�&(546')().w�9#,7�ê �/%	#�3*�/(>öU4��9#�7/#�(*�&02½��1�/').w½�%�ð�óe4M�9½��/()ÁF#�#93*'¡��46(546���&')(*�9#,3*#&�w½�%
7/#&�<Ó��9½u½�(*7/½�%/%	�9#93�ðFó�#����&().1��A&')(*#�7/#���4��9½��/()Á�#�#93)';7/½�%/%	�,��46(

L
æ�#&'

ψ̄
(*#&�/(*�93*#&%�'*#,��4s7<.w3)'546%	�9#

7<�ë�9#&%�')(*½.�í7/#87/#���4��9½��/()ÁF#
C
ä��íêì4�Ó/#�7/#�(*�&02½��1�/').w½�%�ð
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∀x ∈ L
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x∈C0

k (C, x)ϕ (x)
çUÄ<ð9�2é

óe4s�9½��/()Á/�/(*#,Ï�46�	3*3*.w#&%/%	#���½��/(²�/%���½�.1%�'
x
#93)'Ì7/�y÷	%/.w#���46(;È¡46%	�5�	½6üoäM��46()').1(;7/#,��4�3*½��¿��#

46�1'*#&()%	�9#²7/#93R46%/Ïx�w#93R%	½�()�s46�<Ó¿#yÓ<'*�&().w#&�/(*3
α (C, x)

7/#V'*½��/'*#93P�w#93P�9#&�1�1�/�w#93
C
�9½�%�'*#&%�46%�'D�w#V��½�.1%�'

xçèÈ¡46%	�*�	½6üPæ�¾�LxÀA72éÌ�

k (C, x) =
3∑

r=0

(−1)r
∑

C∈Cr(x)

α (C, x)
çUÄ<ð :�é

óPêì46%/Ïx�w#X%	½�()�s46�
α(C, x)

3*#X��46�w�&�/�w#!öí4��&.1�w#&��#&%�'å�F½��/(s7/#93s#&%	3*#&�,Á/�w#93å�9½�%�02#yÓ/#93�ðrx;�	#&�w���	#93
#yÓ<#&�¿�/�w#93X7�êì46%/Ïx�w#93!%	½�()�s46�<Ó¶��46�w�&�/�w�93!��½��/(!7/#93X�9#&�1�1�/�w#93X�&�w�&��#&%�'546.1(*#93�3*½�%�'X7/½�%/%	�93X7	46%	3!��4
÷	Ïx�/(*#,Ä<ð9�<ð

óe4f�9½��/()Á/�/(*#MÏ�46�	3*3).w#&%/%	#
k (C, x) #93)';�/%	#M#yÓ<'*#&%	3).w½�%�4�7/7<.1').102#¿7/#,�íêì46%/Ïx�w#M%	½�()�s46��#yÓ<'*�&().w#&�/(

α(C, x)
ðFÒ�%Ç��46()').w�&�/�1.w#&(�æ�3).�½�%��9½�%	3).w7/A&(*#�7/#&�<Óë�9½��¿�/�w#yÓ<#93Ì�9#&�1�1�/��46.1(*#93 C #&' C ′ æ/'*#&�w3Ì���	#��íê �/%/.w½�%



î6T�Í kÙH�Ü�·.´¢HÄ¶GHöX�MÃ¸NM1´�M-¸$³�K ´§¹¥Ü�³D¹YÝ�·<H|¶JI f¬·�XYH ´�� T µ�¹å²=¸NM1´¢K K�;

Î �þ�VÏ Ä<ð9�\Ð¿�;%/Ïx�w#93V%	½�()�s46�<ÓX#yÓu'*�&().w#&�/(*3¡7/#�7<.ýü��&(*#&%�'*#93²�9#&�1�1�/�w#93�ð<óPêì46%/Ïx�w#�7<�X�9û�%	#�%	½�()�s46��7�ê �/%	#
#yÓ<')(*�&�¿.1'*�s7�êì46(*Ñ&'*#å#93)',�&Ï�46�Vä

2π
æe�9#&�1�/.D7�ê �/%o�9½�.1%�7/#���46()(*�å#93)',7/#

π
æ�#&'��íêì46%/Ïx�w#�%	½�()�s46�V7�ê �/%

�9½�.1%Ç7/#��&�/ÁF#�#93*'²�&Ï�46��ä
π/2

ð

7/#93-�9#&�1�1�/�w#93-�9½�%�'*#&%�46%�';�/%X��½�.1%�';#93)'¡��4M��Ñ&��#xæ�46�w½�(*3�çþ02½�.1(²��48÷	Ïx�/(*#,Ä<ð :uéÌ�
⋃

C∈C(x)

C =
⋃

C∈C′(x)

C ⇒ k (C, x) = k
(
C′, x

)

�;%ã#&%ã7/�97<�/.1'�öí4��&.1�w#&��#&%�'����	#��w#93,3*½��¿��#&'*3,.1%�'*#&()%	#93�7�ê �/%��9½��¿�/�w#yÓ/#��9#&�1�1�/��46.1(*#s%	#s�9½�%�')().ý=
Á/�	#&%�'²��4�3;äM3z4M��46(54��&'*�&().w3)').w���	#87�êîÒ��/�w#&(>=@?�½�.1%	��46(*�xð

Î �þ�VÏ Ä<ð :�Ðåôõ%	7/�&�F#&%	7	46%	�9#�7/#���4�7<.10u.w3).w½�%ë7/#93²�9½��¿�/�w#yÓ/#93�ð/óPêì46%/Ïx�w#�%	½�()�s46��7<�f��½�.1%�'-�s46(*���	��#&%
%	½�.1(²#93*'¡�w#;��Ñ&��#,3).���4M7<.10�.w3).w½�%ë�9#&�1�1�/��46.1(*#,�9½�%	3).w3)'*#�#&%X�/%ë�&�/Á�#�çUä�Ï�46�	�*�	#�éyæ	#&%ë7/#&�<Ó!�/().w3)��#93-ä
Á�4�35#�')().�46%/Ïx�/��46.1(*#åçU46���9#&%�')(*#�éyæ�½���#&%X�/%	#�7<.10u.w3).w½�%�äMÁ�4�35#�7/#�'*�&')(54�A97<(*#938çUä¿7<(*½�.1'*#�éyð

�;% ½�Á/').w#&%�'å�/%	#ë#yÓu�/(*#9353).w½�% 7/#X��4ò��46(54��&'*�&().w3*').w���	#Ç7�êîÒ��/�w#&(>=@?�½�.1%	��46(*�òä���46()').1(å7/#93å46%/Ïx�w#93
%	½�()�s46�<Óë7/#93²35½��¿��#&'*3²��#93)�/(*�93²3*�/(²�*��4����	#,�9#&�1�1�/�w#�7<���9½��¿�/�w#yÓ/#��

χ (C, ϕ) =
1

4π

∑

x∈C0

3∑

r=0

(−1)r
∑

C∈Cr(x)

α (C, x)ϕ (x)
çUÄ<ðìÄ2é



KC� kÙH�Ü�·.´¢H�Üi¶<M1²�ÜÄ¶GH�Ü¼¹9QRM2óGH�ÜÅ¶A¹¥Üz¸ ´¢W$³�H�Ü

� 46%	3���46()').w�&�/�1.w#&(�½.Â
ϕ = 1

çè��46(54��&'*�&().w3)').w���	#R7�êîÒ��/�w#&(>=@?�½�.1%	��46(*�VÏx�w½�Á�46�w#�éyæ�3*.�½�%�.1%�02#&(*35#P�íêî½�(*7<(*#
7/#835½��¿�s46').w½�%�7	46%	3��íêî�9����46').w½�% çUÄ<ðìÄ�éyæF#&%ò3*½��¿�s46%�'�7�êì46Á�½�(*7�3)�/(;��4f7<.1��#&%	3).w½�%

r
æ��/�/.w3�3*�/(;�w#93

�9#&�1�1�/�w#93�æ	#&'²#&%<÷	%�3*�/(¡�w#93²3*½��¿��#&'*3-7/#93-�9#&�1�1�/�w#93�æ	½�%�½�Á/').w#&%�'8�

χ(C) =
1

4π

3∑

r=0

(−1)r
∑

C∈Cr

∑

x∈C0

α(C, x)
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6πR2 − 4πR2

4πR2
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S (ϕ) = 4

∫

L
χ (X ∩ L,ϕ) dL
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Pω(o)
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ω
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o
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Lω(x)
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x
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S (ϕ) = 4

∫

Ω2

∫

Pω(o)
χ (X ∩ Lω (x) , ϕ) dx dω
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S3 (ϕ) =
4

3

3∑

i=1

∑

x∈Pωi
(o)∩L3

χ (X ∩ Lωi
(x) , ϕ)
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�Ì½�'*½�%	3
ω1
æ
ω2

#&'
ω3

�w#93@��7<.1(*#9�&').w½�%	3s�/().1%	�&.1��46�w#93�æ
ω4, . . . , ω9
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6
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c1 = c2 = c3 = 2 × 0.04577789
æ
c4 = . . . = c9 = 2 × 0.03698062

æ;#&'
c10 = · · · = c13 = 2 × 0.03519563
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3
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√

2
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χ(ϕ)

�

S13 (ϕ) = 4

13∑

i=1

ci
λi

∑

x∈Pωi
(o)∩L3

χ (X ∩ Lωi
(x) , ϕ)
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b̄ (ϕ) =

∫

Ω2

∫

Lω(o)
χ (X ∩ Pω (x) , ϕ) dx dω
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b̄3 (ϕ) =
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3

3∑
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∑
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(o)∩L3

χ (X ∩ Pωi
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b̄13 (ϕ) =

13∑

i=1

ciδi
∑

x∈Lωi
(o)∩L3

χ (X ∩ Pωi
(x) , ϕ)
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δi = 1
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2
2
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√

3
3
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χ(C, ϕ)

'*#&�1�w#;����êî#&�1�w#Ì#93)'D7/�y÷	%/.w#;��46(D�w#93$�9����46').w½�%	3�çíÄ<ð9��éP#&'ÌçUÄ<ð :uéyæ
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26
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öè½�.w3�ð

+-%	#,46�/�/(*½u�*�	#,�/�1�	3��>�	7<.w�&.w#&�	3*#,#93*'-7�ê �/').1�1.w3*#&(-�/%	#�öè½�()�8�/��46').w½�%�7/#
χ(C, ϕ)

7<�ë'õÆ���#�7/#8�9#&�1�w#
öU½��/()%/.w#���46(-�íêî�9����46').w½�%ùçUÄ<ðìÀ2éyæ	�s46.w3;�&'*#&%	7<�	#8ä�7/#93²öè½�%	�&').w½�%	3

ϕ
%	½�%Ç�9½�%	3)'546%�'*#93�ðF"$#&')'*#,Ï2�&%	�&(54�=

�1.w3z46').w½�%�3�êî�9�&().1'��
χ (C, ϕ) =

1

4π

∑

C∈C
(−1)dim C

∑

x∈C0

α(C, x)ϕ(x)
çUÄ<ð1¾z:�é

óe4���46(54��&'*�&().w3)').w���	#
χ(C,ϕ)

��#&�/'V7/½�%	��3*#;��46�w�&�/�w#&(²#&%!��46(*�9½��/(546%�'²�w#93V�9#&�1�1�/�w#93²7/#Ì��4,(*#9�9½�%	3)=
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�/.ýÓ/#&��%	#�3*#&(54¿46.1%	3*.�0�.w3*.1'*�����	#

8
öU½�.w3�ð

+-%	#-�s46.1�1�w#;%	#;�9½��/�F#R�*46�s46.w3R�/%	#Ì�9#&�1�1�/�w#;#&%!7/#&�<Ó�ð�?~46(V�9½�%�')(*#xæu�/%	#;�9#&�1�1�/�w#;�F#&�/'¡46�/��46()'*#&%/.1(
ä��/�1�	3).w#&�/(*3��s46.1�1�w#93�ð~?�½��/(¿'*½��/'*#å�s46.1�1�w#

y
æ�½�%o%	½�'*# C(y)

�íêî#&%	3*#&�8Á/�w#X7/#93��9#&�1�1�/�w#93
C
7/½�%�'��w#93

35½��¿��#&'846�/��46()').w#&%/%	#&%�'�ä
y
ð�?�½��/(8'*½��/'*#s�9#&�1�1�/�w#

C ∈ C ½�%�%	½�'*#
m(C)

��4!�,�/�1').1�/�1.w�&.1'*�f7/#
C
æ
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χ (C, ϕ) =
1

4π

∑

y

∑

C∈C(y)

(−1)dim C

m(C)

∑

x∈C0∩W̊

α(C, x)ϕ(x)

� 46%	3²�w#���4�3-½.Âë��4�öU½�%	�&').w½�%
ϕ
0�46().w#��w#&%�'*#&��#&%�'�äM�íê .1%�'*�&().w#&�/(Ì7/#�35½�%�3)�/�/��½�()'�æ	½�%ë��#&�/'¡öU46.1(*#

�íêì46�/�/(*½9Ó<.1�s46').w½�%o�
ϕ (x) ' ϕ (ȳ)�F½��/(¡'*½��/'

x ∈ y ∩ W̊ æ�½.Â
ȳ
#93)'¡�w#�Á�46()Æ<�9#&%�')(*#87/#93²3*½��¿��#&'*3;7/#���4M�s46.1�1�w#

y
ðX�;%�4�46�w½�(*3��

χ (C, ϕ) =
1

4π

∑

y

dχ (y)ϕ (ȳ)
çUÄ<ð1¾�Ä2é

½.Â��
dχ(y) =

∑

C∈C(y)

(−1)dim C

m(C)

∑

x∈C0∩W̊

α(C, x)
çUÄ<ð1¾�À2é
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y�íêî�&').w���	#&')'*#
g(y)

7/�y÷	%/.w#,��46(

g(y) =
7∑

i=0

2iIX(xi)

½.Â
xi
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y ∈ W̊
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g(y)
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dχ(y)
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∑

i

ci
λi

∑

y∈Pωi
(o)

1

4π

∑

C∈Ci

(−1)dim C
∑

x∈C0

α (C, x)ϕ (x)
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ñI�ÆIk¬ � Î�¾�Ïµ»AÎì·öõ¥É�ÌµÈ�³®Îí´µÉ�»±¶�ËP· ° ³�¼O¾%É�ÍC¼]Ë>ÌÀ·)Îì³iÉ ¹�»AË>Ì!Í5¼\'§»AÎ
+;%	#M���&')�	½�7/#f46�1'*#&()%�46').102#���½��/(���46�w�&�/�w#&(,�íêì46%/Ïx�w#s7/#M��4!öþ(*½�%�').wA&(*#s#93)'���4X3*�/.10�46%�'*#xð�+-%	#å46�<=

�/(*½9Ó<.1�s46').w½�%Ç7/#���48öè(*½�%�').wA&(*#8#&%�')(*#,��4M3)')()�	�&')�/(*#�#&'-3*½�%ë�9½��¿�/�w�&��#&%�'546.1(*#M#93)'²�&(*�9�9#xðE�Ì½��	3-4902½�%	3
�/').1�1.w3*�xæ/��46(²#yÓ/#&�¿�/�w#xæ/�w#93¡��½�.1%�'*3-���97<.�46%	3-#&%�')(*#87/#&�<Óf')(546%	3*.1').w½�%	3-7/#��/.ýÓ/#&�w3,çèÔ�.1Ï	ð�À<ð :�éyð

ó�#93Ì��½�.1%�'*3�7/#���4¿öè(*½�%�').wA&(*#¿35½�%�'��/').1�1.w3*�93Ì�F½��/(���46�w�&�/�w#&(��íêî�9����46').w½�%ò7�ê �/%	#8�/().1�¿.1').102#MÏ2�9½����y=
')().w���	#xð.�Ì½��	3�4902½�%	3~�/').1�1.w3*�$�/%	#¡46�/�/(*½9Ó<.1�s46').w½�%��1.1%	��46.1(*#xæ��s46.w3~�/%	#¡46�/�/(*½9Ó<.1�s46').w½�%¿��46(~�/%M�9#&(*�&�w#
½��X��46(²�/%	#��9½��/()Á�#��F½��1Æu%	½��¿.�46�w#,#93*'-46�	3*3).���½x3*3).1Á/�w#xð

+;%	#¡02�&().ý÷���46').w½�%!(546�/.w7/#²��#&()��#&'$7/#¡02½�.1(V���	#¡��4�7<.ýü��&(*#&%	�9#;#&%�')(*#²�w#93$7/#&�<Ó����&')�	½�7/#93$3)�/(R7/#93
�9½�%<÷	Ïx�/(546').w½�%	3;7/#

3 × 3
�/.ýÓ/#&�w3-#93*'¡')(*A93VöU46.1Á/�w#åçþ02½�.1(²�w#�'546Á/�w#�46��À<ð1¾�éyð



ò5T�Í n�Q\J;XYK.QÖH ²&³OMC³D¹Dµ�²É¶A¹¥Üz¸ ´¢W$³�H _=K

Î �þ�VÏ À<ð :�Ð � �&'*#&()�¿.1%�46').w½�%�7/#��íêì46%/Ïx�w#���46(-4��Å�	3*'*#&��#&%�'²7/#�7<(*½�.1'*#xð � #93V�F½�.1%�'*3¡3*½�%�'¡�/��4��9�93-#&%�')(*#
�w#93$��½�.1%�'*3V7/#Ì��4,3*')()�	�&')�/(*#Ì#&'¡�9#&�<Óå7<�X�9½��¿�/�w�&��#&%�'546.1(*#xæ	#&'$½�%X�5�	#&(*�*�	#���487<(*½�.1'*#���4��/�1�	3$�/(*½u�*�	#
7/#��9#93²�F½�.1%�'*3�ð

'@Æu��# �9½�%<÷	Ï23
KJ BAL α f vHu α f �K°

¾



◦ ◦ ◦
• • ◦
• • •






◦ ◦ ◦
◦ • •
• • •


 ÂxÀ<ðìÀ Â"8<ð9� Ã :�Ä

Â



◦ ◦ •
◦ • •
• • •






• ◦ ◦
• • ◦
• • •


 :�Ä<ðìÃ :�Ä<ðìÃ Â"8<ð9� À"�<ð :

�



• ◦ ◦
• • ◦
• • ◦






◦ ◦ •
◦ • •
◦ • •






• • ◦
• • ◦
• • •






◦ • •
◦ • •
• • •


 À"�<ð : À<¾xð�7 :�Ä LxÃ

:



• • ◦
• • ◦
• • ◦






◦ • •
◦ • •
◦ • •


 LxÃ<ðìÃ LxÃ<ðìÃ À�:	ð : LxÃ

¢ �3£0Ï À<ð1¾ªÐ "V46�w�&�/��7/#93ë46%/Ïx�w#93ë�9½�()(*#93*�F½�%	7	46%�'*3Çäo7/#93X�9½�%<÷	Ïx�/(546').w½�%	3�7/#
3 × 3

�/.ýÓ<#&�w3�ð$óe#93
�9½�%<÷	Ïx�/(546').w½�%	3Ì3*½�%�';�&��4�3*3*�9#93-3*#&�w½�%ë�w#&�/(Ì46%/Ïx�w#84�3*3*½u�&.w�xæ	3)Æu���&')().w���	#���46(-(546�/�F½�()'�äM��4M02#&()').w��46�w#xð
óRêì46%/Ïx�w#!�w#s�/�1�	3M�/(*½�Á�46Á/�w#xæ�46�ù3*#&%	3M7/#!Ð�.w7/#&()�w#&% #&'¿Ê2#&%	35#&%�æ�#93*'�7/½�%/%	�X7	46%	3���4��9½��w½�%/%	#

KJ
ð

óRêì46%/Ïx�w#å��46�w�&�/�w�s��46(,.1%�'*#&()��½���46').w½�%o�1.1%	��46.1(*#å7/#¿��4Xöþ(*½�%�').wA&(*#å#93*',7/½�%/%	�s7	46%	38��4X�9½��w½�%/%	#
BAL

ð
�;%ë7/½�%/%	#�46�	3*3).��w#93-46%/Ïx�w#93-#yÓu')(*Ñ&��#93-�F½��/(²�w#935���	#&�w3V�/%	#�7<(*½�.1'*#,3*�&��46(546')().w�9#���#&�/'²Ñ&')(*#�')(54��9�9#xð



_Xu fµÜ�³D¹9QRMC³D¹Dµ�²5¶GHEÜ$·.´XL�M-¸1HAJcM1´Å¸�µ-· JLH�Ü�q%H ´�³D¹D¸NMXYH�Ü

ñI�ÆIkÆ � Î�¾�Ïµ»AÎì·2Îí´µ»-Ë�[�Î§ÁCÍ5¼®Ë>Ì Í"Ë�ÍCÉ�³®Î
?�½��/(-.1�¿�/�w�&��#&%�'*#&(Ì�íêì46�1'*#&()%�46').102#�7�ê �Ì46�/%ëÁ�4�35�9#�3)�/(²�w#93¡�w½�%/Ïx�	#&�/(*3Ì7/#��/(*½6�)#9�&').w½�%�'*½�'546�w#87/�y=

�&().1'*#�#&%ë3*#9�&').w½�%�À<ðìÂ<ðìÂ<æ<.1��3)�<Î�'¡7/#��9½��¿�/'*#&(¡�w#;%	½��8Á/(*#�7/#�')(546%	3).1').w½�%	3V02#&()').w��46�w#93;7	46%	3V��4,Á�46%	7/#
7/#Ì'*#93)'

T∆(z)
ðX�;%ë7<.10�.w3*#�#&%	3)�/.1'*#Ì��46(¡��48��46()Ï2#&�/(

∆
7/#���48Á�46%	7/#xæ/���/.�#93)'¡7/#

(n− 1)
�/.ýÓ<#&�w3�ð/ó�4

�9½�'546%/Ï2#&%�'*#8#93)'²7/½�%	��(*#&�¿�/��4��9�9#���46(-�íêì46�/�/(*½9Ó<.1�s46').w½�%o�
∑

x∈∂X∩L

cotα =
Dπ/2 (X ∩ T∆ (z))

n− 1

½.Â
Dπ/2

#93)',�w#s7<.�46��A&')(*#s�/(*½6�)#&'*�xæe7/�y÷	%/.D��46(,�íêî�9����46').w½�%Kç �<ð�72éyð�Ò�%ã�/(546').w���	#xæe½�% 46�/�/�1.w���	#s�/%
÷	�1')(546Ï2#���½��/(-#&%/�w#&02#&(²�w#93¡��46()').w#93;7/#���4M3)')()�	�&')�/(*#�0u.w3).1Á/�w#93²7	46%	3-��4�Á�46%	7/#

T∆(z)
�s46.w3²���/.�%�ê .1%<=

'*#&(*3*#9�&'*#&%�';��4�3²��4M7<(*½�.1'*#
L(z)

ðE�Ì½��	3;4902½�%	3-�/').1�1.w3*���/%	#�(*#9�9½�%	3*')()�	�&').w½�%ÇÏ2�9½u7/�93).w���	#sçþ02½�.1(Ì:u½�.1�1�w#
çUÂxÃxÃ"��é�½��¿:u#&()(548ç>¾�L"8xÂ�é)éyæ�#&%,�/(*#&%�46%�'��9½��¿��#D�s46(*���	#&�/(

X∩B(z)
#&'��9½��¿��#P�s4�35���	#

X∩T∆(z)
ð

ð�_iÞ ± ¤¦¥�°5¨*�¡ �±V§�¨*�²· ª�© °CPí©�¬/§F¨5¤¦±V§�©�8 Hª�¨*¬�®� F©�§
�Ì½��	3��/(*½���½x3*½�%	3Ç�s46.1%�'*#&%�46%�'ò�/%	#���½u7<.ý÷���46').w½�%¹7/#��íêî#93)').1�s46'*#&�/(ùçUÀ<ð1¾�éyæ-���/.,�/(*�93*#&%�'*#o�w#

7/½��/Á/�w#,490x46%�'546Ï2#�7/#�3�êì4�7	46�/'*#&(²öU4��&.1�w#&��#&%�'�46�ë��4�3;7<.w3*�&(*#&'�æ	#&'-7�êì46���&�1.w½�(*#&(Ì��4��/(*�9�&.w3).w½�%�Ïx�w½�Á�46�w#xæ
'*½��/'-#&%XÏ�46(*7	46%�';�/%	#�0x46().�46%	�9#�÷	%/.w#xð
ñI¥àL�® ã »�¼]ÌAÁG¼i´¼Î

�;%�4s0u�Ç#&%Ç35#9�&').w½�%�À<ð9�<ð1¾�����êî½�%Ç�F#&�/'Ì7/�&'*#&()�¿.1%	#&(��íêì46%/Ïx�w#8#&%��/%���½�.1%�'�7/#,��4¿öþ(*½�%�').wA&(*#���46(
��46�w�&�/�-7�ê �/%	#�7<(*½�.1'*#�3*�&��46(546')().w�9#�½��/').1�s46�w#xð$óPê .w7/�9#�7/#��9#&')'*#X��46()').w#�#93)'�7/#ë%	#X��4�3s�9½�%	3).w7/�&(*#&(
�/%/.w���	#&��#&%�'��íêì46%/Ïx�w#,�w#8�/�1�	3-�/(*½�Á�46Á/�w#xæF�s46.w3�7/#��9½�%	3).w7/�&(*#&(;�w#93�46%/Ïx�w#93�7/#,'*½��/'*#93Ì�w#93Ì7<(*½�.1'*#93�7/#
3*�&��46(546').w½�%o�F½x3*3*.1Á/�w#93åçè�yö)ðeÔ�.1Ï	ð�À<ðìÄ2éyð�óPêî#93)').1�s46'*#&�/(

(αi + cotαi)
3*#&(54�7/½�%	�s.1%�'*�&Ïx(*�s��½��/(,'*½��	3

�w#93-46%/Ïx�w#93²�9½�%	3).w7/�&(*�93�ð
� 46%	3e�íêî#yÓ/#&�¿�/�w#$7/#P��4V÷	Ïx�/(*#VÀ<ðìÄ/æ��w#93�7/#&�<Ó,7<(*½�.1'*#93�3*�&��46(546')().w�9#93~#yÓu')(*Ñ&��#93~3*½�%�'e�w#93�7<(*½�.1'*#93��	½6=

().1ï�½�%�'546�w#�#&'V7<.�46Ï2½�%�46�w#;��½�%�'546%�'*#xð�"$#93$7/#&�<Óå7<(*½�.1'*#93V3*�&��46(*#&%�'V�w#93$7<.w3*�&(*�&').w3546').w½�%	3¡7/#-�íêî#&%	3*#&�,Á/�w#
#&'²7/#�3*½�%ë�9½��¿�/�w�&��#&%�'546.1(*#xæF46.1%	3).����	#�'*½��/'*#93-�w#93²7<(*½�.1'*#93².1%�'*#&()���97<.�46.1(*#93�ð
ñI¥àLk¬ ã Ë>ÌA· ° »5É�Í5¼®Ë!Ì ·)Î§¾sÎ�¾$Í5¼�¶½É�Í5¼®Ë!Ìµ¾

óe4²��46()Ï2#&�/(�7/#R��4¡Á�46%	7/#$3*�&��46(546%�'��w#93e�/.ýÓ/#&�w3~46�/��46()'*#&%�46%�'Pä¡��4-3)')()�	�&')�/(*#D#&'��9#&�<Ó846�/��46()'*#&%�46%�'
ä�3*½�%X�9½��¿�/�w�&��#&%�'546.1(*#,7/�&��#&%	7X7/#Ì��4M7<.1(*#9�&').w½�%ë�9½�%	3).w7/�&(*�9#xð � 46%	3V��4,÷	Ïx�/(*#�À<ðìÄ<æ/#&�1�w#�#93)'¡�&Ï�46�w#�ä
ï��&(*½��w½�(*3*���	#��íêî½�%��9½�%	3).w7/A&(*#,�w#93;7<.1(*#9�&').w½�%	3

α f vHu
#&'
α f �K°

æ	#&';��4�3*3*#���46(;�/%��s4�Ó<.1�,�/� �F½��/(;�/%
46%/Ïx�w#�3).1')�	��#&%�')(*#,�9#93²7/#&�<Ó!0�46�w#&�/(*3�ð

ôõ��3*#&�8Á/�w#�7/½�%	�8%�46')�/(*#&��7�ê �/').1�1.w3*#&(���4���46()Ï2#&�/(�7/#��9#&')'*#,Á�46%	7/#���½��/(;��½�%	7/�&(*#&(���4MöU½�%	�&').w½�%�ä
.1%�'*�&Ïx(*#&(�ð�"$#&')'*#��F½�%	7/�&(546').w½�%ò#93)';%	½�()�s46�1.w3*�9#��F½��/(�3�êì4�3*3*�/(*#&(;���	#83*½�%Ç.1%�'*�&Ïx(546�w#¿#93)'Ì�9#&�1�w#87�ê �/%	#
7/#&%	3).1'*��7/#��/(*½�Á�46Á/.1�1.1'*�å�

h′
#93)'¡��4�öU½�%	�&').w½�%ë�/(*½���½�()').w½�%/%	#&�1�w#8ä

h
'*#&�1�w#,���	#¿�

∫
h′(α, ai, bi)dα = 1

ó�#93
ai
#&';�w#93

bi
3*½�%�'�7/#&�<Óë02#9�&'*#&�/(*3�4�3*3*½u�&.w�93;ä¿��4��9½�%<÷	Ïx�/(546').w½�%����/.e��#&()��#&')'*#&%�'Ì�/%Ç��46�w�&�/�

(546�/.w7/#,7/#
h
#&%XöU½�%	�&').w½�%�7/#

α
ð�óe4��9½�%�')().1Á/�/').w½�%ò7�ê �/%	#,�9½�%<÷	Ïx�/(546').w½�%ò7/#�'õÆ���#

i
ä��íêî#93)').1�s46').w½�%

7/#�3)�/(>öí4��9#�3�êî�9�&().1'²7/½�%	���
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Î �þ�VÏ À<ðìÄÙÐh`�'*#&%	7<�	#ã�F½x353).1Á/�w#ò7/#93ë7<(*½�.1'*#93ë3*�&��46(546')().w�9#93�ð ø ½��/'*#93��w#93ë7<(*½�.1'*#93ë��4�3*3z46%�'ë��46(X�w#
�/.ýÓ/#&�-�9#&%�')(546�;#&'¿öí46.w3546%�'s�/%ñ46%/Ïx�w#�4902#9���íêì4�Ó<#ë�	½�().1ï�½�%�'546���9½��¿�/().w3s#&%�')(*#

α f vHu
#&'
α f �K°

çè3*#&%	3
')().1Ï2½�%	½����&')().w���	#xæ~ä!��46()').1(,7/#¿�íê �	½�().1ï�½�%�'546�w#�é,35�&��46(*#&%�',�w#93,�/.ýÓ<#&�w3,7/#¿��4X3)')()�	�&')�/(*#�çè#&%�%	½�.1(zé�#&'
�w#93²�/.ýÓ<#&�w3²7/#,3*½�%ë�9½��¿�/�w�&��#&%�'546.1(*#!çè#&%ëÁ/��46%	��é

si =

∫ α ²´³sµ ,i
α ²´¶ · ,i (α+ cotα) h′ (α, ai, bi) dα

çUÀ<ð9�2é
"$#&')'*#$#yÓ<�/(*#93*3).w½�%���#&�/'�3*#$3).1�¿�/�1.ý÷�#&(�æx#&%M7/�9�9½��¿�F½x3z46%�'���4;�9½�'546%/Ï2#&%�'*#¡#&%¿���	½�').w#&%�'�7/#$�9½x3*.1%��	3

#&'²7/#,3).1%��	3�æ/#&';#&%ë#yÓu�/�1.w�&.1'546%�'-��4�öU½�%	�&').w½�%
h
æ	���/.�#93)'²3).1%��	3*½.�í7	46�w#�#&%�')(*#

α f vHu
#&'
α f �K°

ð
óe4Ç÷	Ïx�/(*#ëÀ<ðìÀ���½�%�')(*#X��4��9½��/()Á�#!')�	�9½�().w���	#X�9½�()(*#93*�F½�%	7	46%�'fä

α + cotα
æ~��½��/(

α ∈]0; π
2 ]
æ

46.1%	3*.����	#;��4�öU½�%	�&').w½�%ë7/#;�F½�%	7/�&(546').w½�%ë��½��/($�/%	#Ì7/#93¡�9½�%<÷	Ïx�/(546').w½�%	3-�1.w3)'*�9#93V#&%ëÀ<ð1¾2ð�ó�4�öU½�%	�&').w½�%
��½�%	7/�&(*�9#�#93)'²#&%	3*�/.1'*#�.1%�'*�&Ïx(*�9#,�F½��/(²��46�w�&�/�w#&(;��4M�9½�%�')().1Á/�/').w½�%�7/#���4M�9½�%<÷	Ïx�/(546').w½�%��9½�%	3*.w7/�&(*�9#xð
ñP¥àL�Æ ÊRÉ�³OÁ�ÏA³E·)Î§¾ªÁ�Ë>Ì!ÍC»�¼O¿RÏ Í5¼]Ë>Ìµ¾Ö´¼Ë>Ïµ» Á6ÂLÉ�Ä�Ï2Î�Í«�P´¼Î

Ô�.1%�46�w#&��#&%�'�æ	½�%X½�Á/').w#&%�'¡��46(¡.1%�'*�&Ïx(546').w½�%ë%��/���&().w���	#��/%	#��9½�%�')().1Á/�/').w½�%�ä8�íêî#93)').1�s46').w½�%ë7/#Ì��4
3*�/(>öU4��9#;�F½��/(V�*��4����	#;'@Æu�F#Ì7/#;�9½�%<÷	Ïx�/(546').w½�%�ð/ó�48�9½��¿��46(546.w35½�%X4�02#9�Ì�w#93D�9½�%�')().1Á/�/').w½�%	3²��46�w�&�/�w�9#93
�/%/.w���	#&��#&%�'Ì3)�/(¡�íêì46%/Ïx�w#��w#��/�1�	3²�/(*½�Á�46Á/�w#,#93)'VöU½��/()%/.w#�7	46%	3¡�w#�'546Á/�w#�46��À<ðìÂ/ð

'õÆ���#
αi + cotαi si¾ Â<ð :�À�: �<ðìÄA7u¾

Â ¾xð�7.8xÄ ¾xð98xÂ"�
� ¾xðìÀxÃA7 ¾xðìÀ<¾x¾
: ¾xðìÄA7�Ã ¾xðìÄA71:

¢ �3£0Ï À<ðìÂEÐ�"$½��¿��46(546.w35½�%f7/#93D�9½�%�')().1Á/�/').w½�%	3V7/½�%/%	�9#93R��46(D�w#93R7<.ýü��&(*#&%�'*3$#93)').1�s46'*#&�/(*3$7/#-7/#&%	3).1'*�
3*�/(>öU4��&.w���	#��F½��/(�7/#93��9½�%<÷	Ïx�/(546').w½�%	3,7/#

3 × 3
�/.ýÓ<#&�w3�ð��;%ò7<.10�.w35#��9#93Ì0x46�w#&�/(*3���46(���4s(*�935½��1�/').w½�%
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��½��/(¡�/%ë��½�.1%�'-7�êî½�Á	35#&()0�46').w½�%��5�	½�.w3).�äM��4M3*�/(>öU4��9#�7/#���4¿'*½��s46'*#xð
r0�ÆIO® Ê Â2Ë�¼�á ·)Î§¾*´¼Ë�¼WÌ!ÍC¾

?�½��/(��*��4����	#�'*½��s46'*#xæ
4
��½�.1%�'*387�êì4��9���/.w3*.1').w½�%ã3*½�%�'��*�	½�.w3).w3�äf��4X3)�/(>öí4��9#xæ�#&%ã�5�	½�.w3).w3*3546%�',��4

7<.w3*'546%	�9#�Ï2�9½u7/�93).w���	#�(*#&��46').102#s7	46%	38�íê .1%�'*#&()0x46�1�w#
[0.05; 0.95],

7/#¿öí4�Õ9½�%�äX�&0u.1'*#&(,�w#93,�Fû��w#9387/#¿��4
'*½��s46'*#xæu½.Âs�w#93R�/(*�&�wA&02#&��#&%�'*3¡3*½�%�'D�/�1�	3D7<.ýÎs�&.1�w#93�ðuóe4��w½�%/Ïx�	#&�/(VÏ2�9½u7/�93).w���	#-7�ê �/%å���&().w7<.w#&%!7/#²��4
'*½��s46'*#�#93*'$��#93*�/(*�9#�ä8�íêì46.w7/#�7�ê �/%!��A&')(*#�7/#��9½��/')�/().wA&(*#xæ	�9#����/.���#&()��#&'²7/#���46�w�&�/�w#&(¡��4,��½x3).1').w½�%
Ï2�9½u7/�93).w���	#����&')().w���	#87/#93¡')(54902#&(*35�9#93�ð�?�½��/(-�w#93¡0x46().w�&'*�93Ì"V46��#&(*½�%Ç#&'Nx;�	#93)'�æ/�w#93¡��½x3).1').w½�%	3;3*½�%�'
�5�	½�.w3).w#938�/%/.ýöè½�()���&��#&%�'�7	46%	3,�íê .1%�'*#&()0�46�1�w#xæ�'546%	7<.w3M����êî#&�1�w#93�3*½�%�'��*�	½�.w3).w#93M7/#s�s46%/.wA&(*#å3)Æ<3)'*�&�s4�=
').w���	#8�F½��/(Ì�w#93Ì�1.1Ïx%	�9#93 � Ë8¾�Â�çþ�w#��/(*#&�¿.w#&(��F½�.1%�'�#93)'Ì�5�	½�.w3).~7/#8�s46%/.wA&(*#��/%/.ýöU½�()��#xæF�w#93i�f46�/')(*#93
��½�.1%�'*3;ä¿7/#93¡��½x3).1').w½�%	3²7/�9��46�w�9#93-7/#

22.5 Å éyð�;½�'*½�%	3f���	#ë��4ò��#93)�/(*#Ç7/#ë�w½�%/Ïx�	#&�/(fÏ2�9½�7/�93).w���	#�#93*'��/%	#ë.1%<öU½�()�s46').w½�%K#&%K3*½�.íðRÒP�1�w#ë%	½��	3
(*#&%	35#&.1Ïx%	#�3*�/(Ì�w#M��46�1.1Á/(*#�Ï2�&%	�&(546�P7/#93�'*½��s46'*#93�ð=�Ì½��	3��9½��¿��46(*#&(*½�%	3�7	46%	3��w#M�*��46�/.1')(*#@8å�w#93�7<.ýö�=
öU�&(*#&%	�9#93¿3)�/(M�w#f02½��1�/��#X7/#93M0�46().w�&'*�93¿½�Á/'*#&%��	#93���46(M��#93)�/(*#X7/#f�w½�%/Ïx�	#&�/(¿Ï2�9½u7/�93).w���	#xæ�½�� ��46(
#93*').1�s46').w½�%ë7<�f02½��1�/��#�7/#Ì���&().w��46()�F#xð/óe48��½x3).1').w½�%!�w½�%/Ïx.1')�	7<.1%�46�w#�#93)'V�*�	½�.w3).w#�46�w��46'*½�.1(*#&��#&%�'²�w½�(*3
7/#��íêì4��9���/.w3).1').w½�%�æ�#&%ë#93*3549Æ�46%�';7/#�(*�&��46()').1(;�w#93¡�w½�%/Ïx.1')�	7/#93²�/%/.ýöU½�()���&��#&%�'�3)�/(¡�w#���½��/()'*½��/(�ð
r0�ÆI�¬ ã » ° ´µÉ�»5É�Í5¼®Ë>Ìº·2Î�¾ ° Á6ÂLÉ�Ì!ÍC¼�³O³]Ë>Ìµ¾

?�½��/(Ì�*��4����	#,��½�.1%�'Ì7�êî½�Á	3*#&()0�46').w½�%�æ��/%��&Æu�1.1%	7<(*#,7/#����&().w��46()��#�#93)'²�/(*�&�w#&02�8�F#&()��#&%	7<.w�&�/��46.1(*#y=
��#&%�'�ä¿��4�3)�/(>öí4��9#,7/#,��4¿'*½��s46'*#�#&%��/').1�1.w3546%�';�/%�#&�¿�F½�()'*#y=í�/.wA9�9#�7/#,7<.�46��A&')(*#
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�¿�ëð � 46%	3;�w#

��4�3~½.ÂM�/%	#$��46()').w#V7/#D���&().w��46()��#D.1%�'*#&()%	#¡#93)'��/(*�&�w#&02�9#xæx#&�1�w#$#93*'�û�'*�9#¡ä-�íêì46.w7/#¡7�ê �/%	#D��46��#V7/#$(54�3*½�.1(�ð
"$#-�&Æ��1.1%	7<(*#;#93)'R�9½��/���²�s46%��	#&�1�w#&��#&%�'-4902#9�-�/%	#²��46��#²7/#-(54�3*½�.1(�æ�7	46%	3R�w#-3*#&%	3���#&()��#&%	7<.w�&�/��46.1(*#Ìä
��4Ì3)�/(>öí4��9#xæx#&%��9½��¿��#&%	Õ�46%�'D��46(~�w#V�F�&().w��46()��#V.1%�'*#&()%	#xð2?�½��/(R7/#93~(546.w3*½�%	3P�/(546').w���	#93�æ��íêî½�().w#&%�'546').w½�%
7/#���4��9½��/�F#�#93)';�*�	½�.w3).w#�7/#��s46%/.wA&(*#�46�w��46'*½�.1(*#xð

� #93��9½��/�F#93e÷	%	#93�3*½�%�'�#yü�#9�&')�	�9#93�3)�/(e�/%�7/#93e7/#&�¿.ý=@�&Æu�1.1%	7<(*#93�æ�3*½�.1'�ä²��4¡�s46.1%�æ�35½�.1'�#&%,�/').1�1.w3z46%�'
�/%X46�/��46(*#&.1��7/#-'õÆ���#,ê �¿.w�&(*½�'*½���#xê�çè��ô)"$Ë¼�Ì�oæC�;�áÀxÄxÃ6��éyæ����/.��9½�%	3).w3)'*#-#&%f�/%	#Ì��46��#;7/#;(54�3*½�.1(
0u.1Á/(546%�'sä�Ïx(546%	7/#!0u.1'*#93*3*#xæ�#&'M���/.V�/(*½�7<�/.1'¿7/#93M�9½��/��#93¿7�êî�&��46.w3*3*#&�/(M(*�&Ïx�/�1.wA&(*#93�ç

400 µ
�åéyð�óe#93

�9½��/��#93$3*½�%�'V�9½��w½�(*�9#93¡ä��íêî½�(546%/Ï2�Ì7�êì4��&().w7<.1%	#xð	"$#;�9½��¿��½x3546%�'$ú	�	½�(*#93*�9#&%�'¡3*#¡÷/Ó/#-3)�/($��4���46(*½�.�7/#93
�9#&�1�1�/�w#93�æ�#&';�F#&()��#&'Ì�íêì4��9���/.w3*.1').w½�%Ç��46(Ì�¿.w�&(*½x3*�9½��/.w#M7/#�ú	�	½�(*#93*�9#&%	�9#xð�ó�#93Ì�9½��/��#93Ì35½�%�'-().1%	�9�9#93�ä
�íêî#�46��4�÷	%�7�êî#&%/�w#&02#&(²�w#�3)�/()�/�1�	3-7/#��9½��w½�(546%�';�/(*�93*#&%�';ä��íê .1%�'*�&().w#&�/(Ì7/#93-�9#&�1�1�/�w#93�ð
r0�ÆI�Æ ô ÁGÄ�Ïµ¼�¾�¼ Í5¼®Ë>ÌÀ´µÉ�» ¶Ë¼�Áå»AË�¾�Á�Ëc´B¼®ÎÙÁ�Ë>Ìµ¹ ËIÁåÉ�³]Î

ó�#93e�/.1�w#93�7�ê .1�s46Ï2#93�3*½�%�'�4��9���/.w35#93�46�,�¿.w�&(*½x35�9½��F#$�9½�%<öè½u��46�uä²Á�46��49Æ�46Ï2#D��4�3*#&($ç®ªF#&.w353�ó�:u�+:	¾�Ã2éyæ
46�fÏx(*½x3*3).w353*#&��#&%�' ×10

ð�ó�4,�w½�%/Ïx�	#&�/(¡7�êî½�%	7/#�7�êî#yÓ/�&.1'546').w½�%ë#93)'D7/#
364

%/� #&'$��4��1�/�¿.wA&(*#�(*�9�&�¿.w35#
#93*'V÷	�1')(*�9#���46(²�/%!÷	�1')(*#���4�3*35#y=í�w½�%/Ïåä

397
%/�ëð
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ó�#93�.1�s46Ï2#93¿3*½�%�'M7/#f'546.1�1�w#
512 × 512

æ�4902#9�!�/%	#f(*�93*½��1�/').w½�%ù7/#
2.5 µ

� ��46(M�/.ýÓ<#&�íæ~�9#f���/.
�9½�()(*#93)��½�%	7Mä-�/%	#$ï�½�%	#D½�Á	35#&()02�9#$7/#

1, 28×1, 28
�¿� 2 ð6ó�#$��4�3~7�êî�9�*��46%�').1�1�w½�%/%�46Ï2#-#&%M�/(*½6öè½�%	7/#&�/(#93)'Ì'*½����>½��/(*3��5�	½�.w3).��&Ï�46��äå�íêî�&��46.w3*35#&�/(�7/#���4f�9½��/��#�½��/').w���	#xð�óPêî�&��46.w3*3*#&�/(�7/#93��9½��/��#93�½��/').w���	#93

#93)'�÷/Ó/�sä
5 µ

� �F½��/(8�w#93�'*½��s46'*#93¿"V46��#&(*½�%�#&'�x;�	#93*'�æe#&'8ä
7.5 µ

�á�F½��/(,�w#93�'*½��s46'*#93�7/#���4
��46�¿��46Ïx%	# � Ë,¾�Â<ð<ó�#��9½�%�')(54�3)'*#�#&'¡��48Á/().1�1��46%	�9#�7/#93V.1�s46Ï2#93²3*½�%�'V÷/Ó<�93V(*#93)��#9�&').102#&��#&%�'Ìä

360
#&'

9700
ð
?�½��/(²�*��4����	#��9½��/�F#�7/#����&().w��46()�F#xæ<�/�1�	3*.w#&�/(*3V�/.1�w#93²7�ê .1�s46Ï2#93²3*½�%�'-4��9���/.w3*#93¡3*�	�9�9#93*3).102#&��#&%�'�æ

#&%s�9½��¿��#&%	Õ�46%�'$��46(P��4,�&�/').w�&�/�w#-#&'R#&%s7<.1(*#9�&').w½�%f7/#¡�íê .1%�'*�&().w#&�/(V7<�����&().w��46()�F#xæu4902#9�-�/%�(*#9�9½��/0�(*#y=
��#&%�'�7�êî#&%�0u.1(*½�%

20 Å 7�ê �/%	#,�/.1�w#Mä¿�íêì46�/')(*#xðFó�#8%	½��,Á/(*#M7/#8�9½��/��#93Ì½��/').w���	#93�#93)'Ì7/�&'*#&()�¿.1%	��#&%
öè½�%	�&').w½�%�7/#��íêì46Á	3*½�()�/').w½�%�7<���s46'*�&().�46��ðeô@��#93)'�#&%�Ï2�&%	�&(546�R7/#��íêî½�(*7<(*#¿7�ê �/%	#¿7<.1ï�46.1%	#�7/#M�9½��/�F#93
½��/').w���	#93�æ/3*½�.1'²�/%	#��&��46.w3*3*#&�/(;7/#

50
ä

100 µ
� ç�÷	Ïx�/(*# 7uð98�éyð

Î ���VÏ 7uð98 ÐM:��	�9�9#9353).w½�%�7/#¡�9½��/�F#93R½��/').w���	#93P7/#V��4;��Ñ&��#¡�/.1�w#¡7�ê .1�s46Ï2#xð�óPêî#93)��4��9#²#&%�')(*#¡�w#93��9½��/�F#93#93)'¡.w�&.�7/#
25 µ

�»��½��/(²�¿.w#&�<Óf��½�%�')(*#&(-��4¿7<.ýü��&(*#&%	�9#�#&%XöU½�%	�&').w½�%�7/#���4M�/(*½6öU½�%	7/#&�/(�ð

r��ÆI)à ÊPË�³O³iÉ�È�Îâ·2Î§¾¸¼O¶ËÉ�È�Î§¾
?�½��/(�(*#9�9½�%	3)').1')�	#&(,7/#93�')(54�02#&(*3*�9#93,#&%�').wA&(*#93�æ��w#93��/.1�w#93,7�ê .1�s46Ï2#93,3)�	�9�9#93*3*.102#93�½�%�',�&'*��4�3*35#&�M=

Á/�w�9#93�ð � 46%	38%	½�')(*#X��4�3�æ��/%	#f')(54�02#&(*3*�9#föU46.1'
6
ä

8
�¿� 7/#f�w½�%/Ï	æ~'546%	7<.w3¿����ê �/%	#f�/.1�w#!7�ê .1�s46Ï2#93

4ë�/%	#f�&'*#&%	7<�	#!7/#
1.28 × 1.28

�¿� 2 ð�ó�4X÷	Ïx�/(*#s7uð9L���½�%�')(*#!7<.ýü��&(*#&%�'*#93M.1�s46Ï2#93¿7�ê �/%	#s��Ñ&��#�/(*½6öè½�%	7/#&�/(ÌäM(54�3*3*#&�8Á/�w#&(�ð
�Ì½��	3M4�02½�%	3M�/').1�1.w3*�f�íêì46�/�/�1.w��46').w½�% 7/�&02#&�w½��/���9#!��46(MÔ	(*½���½�%�'ÇçUÂxÃxÃ"��éyð�ó�#f�w½�Ïx.w�&.w#&�-4��&'*�!7/�y=

02#&�w½��/�F��#&% " ÈUÈ #&'söè½�%	�&').w½�%/%	#Ç3*½��	3G«K.1%	7/½�²3�ðDô@�-#93*'s3*�&��46(*�ë#&%K7/#&�<Ó ��46()').w#93f7<.w3)').1%	�&'*#93Ç�
�/%	#��/(*#&�¿.wA&(*#¿��46()').w#¿��46�w�&�/�w#M�w#93�02#9�&'*#&�/(*3�7/#�')(546%	3)��46').w½�%�ä!46�/�/�1.w���	#&(,äå�5��4����	#M�/.1�w#¿7�ê .1�s46Ï2#xæ
'546%	7<.w3�����ê �/%	#¿3*#9�9½�%	7/#M��46()').w#M�/(*½�7<�/.1',�/%	#¿3*�&().w#M7�ê .1�s46Ï2#93�(*�93)�/�1'546'sçU46��öU½�()�s46'�Á/.1')�s46��éyæ����/.
#93)'���4f(*�&�/%/.w½�%ã7/#93��/.1�w#93�7�ê .1�s46Ï2#�7�êî#&%�')(*�9#¿')(546%	3)��46'*�9#93�ðeô@��#93)'���½x3*3).1Á/�w#M7/#¿3)���9�&.ý÷�#&(��s46%��	#&�1�w#y=
��#&%�'�7/#93Ì��46(546��A&')(*#93���46(Ì7/�yöí46�/'Ì7	46%	3Ì�w#8��4�3Ì½.Â���4¿0x46�w#&�/(�7/#87/�9��46��46Ï2#�%	#8�F#&�/'�Ñ&')(*#,')(*½��/02�9#
46�/'*½��s46').w���	#&��#&%�'�ð�óe4M÷	Ïx�/(*#�7uð1¾�Ã¿��½�%�')(*#���4¿35�&().w#,7�ê .1�s46Ï2#93Ì7/#,7/�&��46()'�æ�46�/(*A93;(*#9�9½�%	3)').1')�/').w½�%�ð
ó�#93¿')(54�02#&(*3*�9#93s3*½�%�'s�9½�%	3)').1')�	�9#93å7�êî#&%�0u.1(*½�%�8òä ¾�Ã��/.1�w#93�7�ê .1�s46Ï2#93�æ��s46.w3��9#X%	½��8Á/(*#�7/�&��#&%	7
7<.1(*#9�&'*#&��#&%�'Ì7/#��íêî�&��46.w3*3*#&�/(-7<�X���&().w��46()��#xð

óe4��/(*½6öU½�%	7/#&�/(�0u.w3).1Á/�w#X7/#X���&().w��46()�F#!0x46().w#X#&% öè½�%	�&').w½�%ñ7/#!��4��F½x3*.1').w½�%�ð�+-%	#föU½�.w3¿���	#!�w#93
.1�s46Ï2#93¿½�%�'¿�&'*�f(*#9�9½��1�w�9#93�æ~7/#f%	½��,Á/(*#&�	3*#93¿ï�½�%	#93M7/#f��4Ç�/.1�w#f(*#9�9½�%	3)').1')�	�9#!%	#å�9½�%�').w#&%/%	#&%�'!46�<=
�&�/%	#-.1%<öU½�()�s46').w½�%�ð � #-�/�1�	3�æ���48����46�1.1'*�Ì7/#Ì�9#&()'546.1%	#93¡�9½��/��#93D�/(*½6öU½�%	7/#93¡#93)'$')(*½��å�s46�/0x46.w3*#Ì��½��/(
�F½��/(;�F½��/02½�.1(�Ñ&')(*#8�/').1�1.w3*�9#xð�+;%	#�3*�&�w#9�&').w½�%�7/#93Ì�9½��/��#93;½��/').w���	#93Ì�/').1�1.w3546Á/�w#93�#93)';7/½�%	��#yü�#9�&')�	�9#
�s46%��	#&�1�w#&��#&%�'Ì3)�/(¡�w#93².1�s46Ï2#93²(*#9�9½��1�w�9#93�ð

ó�#Ì'546Á/�w#�46�J7uð1¾�7/½�%/%	#��w#93V'546.1�1�w#93,çè#&%!�/.ýÓ/#&�w3zéD7/#93V.1�s46Ï2#93m� � (*#9�9½�%	3*').1')�	�9#93¡�F½��/(¡�w#93V�1.1Ïx%	�9#93
3546�/0x46Ï2#s#&'¿46%�').w3*#&%	3�ð~ó�#938.1�s46Ï2#93M3*½�%�'M%��/���&(*½�'*�9#93¿#&%ãöU½�%	�&').w½�%o7/#å��4�0�46().w�&'*��ç>êî�&�ëê�½�� êî����ê é
½��ã#&%�öU½�%	�&').w½�%�7/#s��4X�1.1Ïx%	�9#�ç>êì4<ê���½��/(�46%�').w35#&%	3�æe#&'fê �ê���½��/(83546�/0x46Ï2#�éyð��;%ã7/½�%/%	#f#&%	3)�/.1'*#s�w#
%��/���&(*½�7/#Ì��48'*½��s46'*#sçþ�/%X�*�/.ýü�(*#�7/#M¾�äGL<æ<½��X�/%	#;�w#&')')(*#�éyæ	�/�/.w3V�w#;%��/���&(*½�7/#���48')(54902#&(*3*�9#xæ�7/#
¾�ä :	ð
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img 1 img 2 img 3 img 4

img 5 img 6 img 7 img 8

Î ���VÏ 7uð9LeÐ � .ýü��&(*#&%�'*#93².1�s46Ï2#93;7/#��/.1�w#93²3)�	�9�9#93*3*.102#93�æ/3).1')�	�9#93;ä���4¿��Ñ&��#��/(*½6öè½�%	7/#&�/(�ð

Î �þ�VÏ 7uð1¾�Ã�Ðåô@�s46Ï2#93²7/#���4M3*�9���	#&%	�9#��/(*�9�9�97/#&%�'*#M46�/(*A93²�9½��1��46Ï2#xð
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�&�ë¾x¾ Â"8xÀxÀ Ä<¾�Â ¾z:
�&�ë¾�Â ��:F7�Â Ä<¾�Â ¾�À
�&�ë¾�� �xÄ"8xÄ Ä<¾�Â Â�:
�&�ë¾z: :":�À�: Ä<¾�Â ÂxÃ
�&�sÂ<¾ :F7"7�Â Ä<¾�Â Â�:
�&�sÂxÂ �xÀ"LxÂ Ä<¾�Â ¾z:
�&�sÂ"� �xÀxÂxÃ Ä<¾�Â ¾�À
�&�sÂ�: �xÄ"L"� Ä<¾�Â ÂxÂ
����¾x¾ �<¾$7"7 Ä<¾�Â ÂxÂ
����¾�Â Â"8xÃ"L Ä<¾�Â ÂxÂ
����¾�� :�ÃxÄ"� Ä<¾�Â ÂxÂ
����¾z: �A7�Â<¾ Ä<¾�Â ¾z:
����Â<¾ �xÀxÃ"L Ä<¾�Â ÂxÂ
����ÂxÂ Â"8xÀ�: Ä<¾�Â ¾�8
����Â"� �<¾$71: Ä<¾�Â ÂxÂ
����Â�: Â"8"�A7 Ä<¾�Â ÂxÀ

%	½�� Ó Æ ï
4<¾x¾ :�ÂxÀxÄ Ä<¾�Â L
4<¾�Â ÄxÀ"�xÂ Ä<¾�Â ¾�8
4<¾�� �xÀ"LxÀ Ä<¾�Â ¾�8
4<¾z: �xÄxÄxÄ Ä<¾�Â ¾�Â
4"�<¾ �xÂ�:�Â Ä<¾�Â ÂA7
4"�xÂ :":�ÃxÀ Ä<¾�Â ¾�Ä
4"�"� �A7"7�À Ä<¾�Â ¾�Ä
4"��: �xÂ"�"� Ä<¾�Â ¾�Â
4�:	¾ �"L�:�À Ä<¾�Â ¾�Ä
4�:�Â �"8"�xÀ Ä<¾�Â Â<¾
4�:-� ��:F7�À Ä<¾�Â ¾�Ä
4�:": :F7.L"� Ä<¾�Â ÂA7
4xÄ<¾ :-�xÄxÄ Ä<¾�Â ¾�Ä
4xÄxÂ :-L"L"8 Ä<¾�Â L
4xÄ"� :":-8"� Ä<¾�Â ¾�Ä
4xÄ�: �xÂ�:�Ã Ä<¾�Â �"�
4xÀ<¾ �"8"LA7 Ä<¾�Â �xÃ
4xÀxÂ �xÄxÂxÄ Ä<¾�Â ¾�Ä
4xÀ"� ÄxÃ"8"8 Ä<¾�Â Â<¾
4xÀ�: :-8"LxÄ Ä<¾�Â �"�
4A7u¾ �xÀxÃxÄ Ä<¾�Â ÂA7
4A7�Â �"�xÄ<¾ Ä<¾�Â �"�
4A7.� ÄxÃxÃ"� Ä<¾�Â ÂA7
4A71: �xÀxÃ"8 Ä<¾�Â ¾�Ä
4"8<¾ �"�<¾z: Ä<¾�Â �xÃ
4"8xÂ �xÀxÄ�: Ä<¾�Â ÂA7
4"8"� �<¾�ÃxÄ Ä<¾�Â Â�:
4"8�: �"8A7"7 Ä<¾�Â ¾�Ä
4"8xÄ :�À�:�Ã Ä<¾�Â Â<¾
4"L<¾ :�Â"LxÀ Ä<¾�Â Â�:
4"LxÂ ��:F71: Ä<¾�Â Â<¾
4"L"� �xÀxÃA7 Ä<¾�Â ¾�Ä
4"L�: ÄxÂxÀ<¾ Ä<¾�Â ¾�8
4x4<¾ �"LxÂxÃ Ä<¾�Â ¾�Â
4x4xÂ Â"8"L<¾ Ä<¾�Â �xÃ
4x4"� ��:�Ã"� Ä<¾�Â ¾�8
46Á�¾ �A7�ÂxÄ Ä<¾�Â ¾�8
46Á�Â :	¾��xÀ Ä<¾�Â Â<¾
46ÁX� :F71:�Ä Ä<¾�Â ÂA7
46Á�: :F71:�Ä Ä<¾�Â ¾�8
4��x¾ ��:F7�Ã Ä<¾�Â ÂA7
4���Â �xÃ"8xÃ Ä<¾�Â Â�:
4���� :�Â�:F7 Ä<¾�Â �"�
4��z: Ä"�xÀ"� Ä<¾�Â Â�:

%	½�� Ó Æ ï
�¾x¾ :-8xÂA7 Ä<¾�Â Â<¾
�¾�Â Â"L"�"8 Ä<¾�Â ¾�8
�¾�� �<¾��xÀ Ä<¾�Â ¾�8
�¾z: �xÃxÂxÄ Ä<¾�Â ÂA7
�¾�Ä �xÃxÃ�: Ä<¾�Â Â<¾
¼:	¾ �xÂxÃ"L Ä<¾�Â �"�
¼:�Â ��:-8A7 Ä<¾�Â Â<¾
¼:-� �<¾�ÀxÂ Ä<¾�Â ¾�8
¼:": �xÀ<¾�� Ä<¾�Â �xÀ
-Ä<¾ �xÄxÃ�: Ä<¾�Â ¾�Ä
-ÄxÂ ÂxÀ"�xÃ Ä<¾�Â �"�
-Ä"� �"�<¾z: Ä<¾�Â Â�:
-Ä�: �"LxÂ�: Ä<¾�Â ¾�8
-À<¾ ÂxÄA7.L Ä<¾�Â Â�:
-ÀxÂ Â"LxÀ�: Ä<¾�Â �xÃ
-À"� ��:-8xÂ Ä<¾�Â ÂA7
-À�: Â"�<¾�L Ä<¾�Â �"�
y7u¾ ��:	¾�Ä Ä<¾�Â ¾�8
y7�Â �"L"L"L Ä<¾�Â ¾�8
y7.� Â"LxÃxÄ Ä<¾�Â �"L
y71: Ä<¾x¾x¾ Ä<¾�Â Â�:
m8<¾ ÂA7�Â<¾ Ä<¾�Â �xÃ
m8xÂ :-�"8xÄ Ä<¾�Â �"�
m8"� �"8xÄ"8 Ä<¾�Â Â�:
m8�: �xÀ"LxÀ Ä<¾�Â �"�
mL<¾ :�ÂxÀxÃ Ä<¾�Â ¾�8
mLxÂ �xÄxÄA7 Ä<¾�Â Â<¾
mL"� �xÃ�:-8 Ä<¾�Â ÂA7
mL�: Â"LxÃ�: Ä<¾�Â Â<¾
V4<¾ :-8"�"� Ä<¾�Â ÂA7
V4xÂ �xÃxÀ"� Ä<¾�Â ÂA7
V4"� ��:�À<¾ Ä<¾�Â Â<¾
V4�: �xÃxÀxÂ Ä<¾�Â �xÃ
¡Á�¾ �"�"�<¾ Ä<¾�Â Â<¾
¡Á�Â :":":F7 Ä<¾�Â Â�:
¡ÁX� ��:-8"L Ä<¾�Â Â�:
¡Á�: ��:F7"7 Ä<¾�Â Â�:
D�x¾ :�Ã"8xÃ Ä<¾�Â ¾�Â
D��Â �<¾�Ã"8 Ä<¾�Â Â�:
D��� Â"LxÂxÄ Ä<¾�Â ÂA7
D�z: �"�xÂ<¾ Ä<¾�Â Â�:
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∑
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p(ȳ)
#93*'²��4M�/(*½6öU½�%	7/#&�/(

7<���9#&%�')(*#å7/#¿��4!�9½�%<÷	Ïx�/(546').w½�%
y
ð�?�½��/(8��4�3*3*#&(8äf�/%�#93)').1�s46'*#&�/(,3*½��	3�3z4föè½�()��#M��½�%	�&')�	#&�1�w#xæ�.1�

3)�<Î�'²7�ê �/').1�1.w3*#&(²��4¿(*#&��46').w½�%�ç �<ðìÂxÄ�é�æ/�9#����/.e7/½�%/%	#��
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�F�*���a�� *�����a�v���7�e�B�\�;�2���������a�����%�*§��^���� *� O ©A£tqv�e�\���*§��e�\�`���\�^���%�\ ;�g� �2�L{\�\�^�\�*�;�a���¢���2�2�#�\ *�#�T�^�
�a�v�¢���}�#���2�����e�m�� *�B�a *�����B�\�#�a�B�a�}�; ^�� ��� ^�7���������`�^�Å�=��Ãé�^�¢�e���%�*�K ^�������^�F�^���W�=���������2�a�\ *�*�-���v���e�a�F�=�
�F ^�����=���^�w£
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.0/=1-ç7Ù=£@: è �	�L{\�\�^�\�*���a���¢�A���#���2�����e�Å�� *�B�a *�����B�\�����a�K�g�¬ ^�7�����%���^�a�u�=�Å�} ^�������������#£TØ@�A�}�#���2�����e�¥�*���
�=�2§C���� *�m�^� Nd� �^�¢�e�����*�A���é���e�a�s�=� �F ^�����=���^�w£åÁå�7�e�B�\�m�a����¦\�"���¬ ^�7���������^�a�F�*���F�^�����e�a�� Å�7���9�a�\�
�*�e�a���}��®h�e���F *���7���"���*�K�2�B���^��§e���2���*�v�a�`�*�e�=¦T���\�*��°

95%
�a���%�7�e���\�����e�2�B��£

�W�\�"���7���2�=���-�a�-§e�����¢���\�*�"�7�e�� K���a�(���-�F�B�aÖ^���W�a *�^���2�,�^�|:C£�Ù=£A?v���^���F�^�J�a�-�F�^�������K�^�F ^§C���a�^�\�*�
�a�\�¤�=��ü� ^���^�\�*�¤���2�#�a��¦7�������2§��¤�a�å�g�¬ ^�7���������^�a�(�^��®o�e�\�^�����e�9�a�å�¢�"�}�#���2�����e�;�� *�B�a *�����B�\�J�a�*�����%��§��^���� *�*�
Û
p
¡g§#�����^�a�

< 0.1%
Þ.£�Øw�-�} ^�����������}�K�*���,�.ü}�*�^���2§��^�F�^�B�,�a�2�\�, ^�7�����!�a��Ö*�J�=�9�� *�a�e�\�^�a���#�e�a�2�\�(¦\�F�\���\�

�¢�;,��e�\�É *�B�7�����e���¢�����#���^�����¬ ^�7���������^�a�;�2�����^���F *�=�¢���2���Å�\���\���¢�*,��e�\�m���a���������êÛà§��e�2�¨�¢�¥¦\�#�a���éÙ=£@:#Þ.£
} � ���^�������B�\�A���\�%���@�a�ê�.ü}�^���a���¢�F§#������ ^�� ÅÛ

p
¡g§e�����^�a�

< 1%
Þ¨Õ7�����} ^�������������A�*���u�a�2�\�v ^�7�������%�\�-,

�¢�;�2�2�#�\ *�������������^�\��£T�����u�*�e�������#�T���\�^�a�\���2�����^�%�e�^�����e�ê�^�������`�¢�A�2�2�#�\ *�¨�^�"�¢�;���#���2�����e�¥�w���A ^�� `�9�����
�^�¶ ^§C���a�^�\�*�#£�Øw�É�} ^�������������é�*���¨�a�2�\�A ^�7�����A���\�-,Å���������%�^�\�����������¨�¢��=��ü} ^���^�\�*�é���¬ ^�7���������^�a�A�7���
�%���a�}�e���u°;�¢�A�2�2�#�\ *�¨�%���a§e�������\�¨�a ^���^�\�Å�7�e�W�a���¢�A���#���2�����e�w£
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�7���%���FÖ^�����
p
¡g§#�����^�a����Ûgþ9Þ

§e������ ^��  �}�#���2�����e� �2�B���^��£
 ^�7���������^�a�

< 1 ~�~ < 0,1 ~�~�~ 23,1

ãJä�æ�çJÙ=£A? è û �7���2�=���é�a�é§e�����¢���\�*�é�}�e�a�����*�A ^�7���������^�a���A�a�é�} ^�������������m�a�*�;���e�������*�9©�ª N�« £ } �
�a�e�a�\�`���*�

p
¡g§#�����^�a���"�^�¥�}�e�a���*�^���%�����#£ ~ Õ p < 5%

� ~�~ Õ p < 1%
� ~�~�~ Õ p < 0.1%

£

û ¦\�A�a�-�%��§��e�2�!���=�¢�u�=��ü� ^���^�\�*�K���¬ ^�7���������^�a�! ^�%���2�!�2�� K°u�¢�"�%���2�2���-�#���e�7�����K�a�*��®o���a�2�������\�e�\�,�*§��e�\�
���\������ ^���\�=�� u���*�-�=�¢���FÖ^�����*�K�� *�C�a *�����B�\�*�J�F�*���a�� *�K���a�å���*�¤���e�������*��£\Á¤�^�2�a��¡	�^���*���- ^�����w°

20, 2
�9�

�^�¶�F�����^�a�\�¥�}�e�a�9�¢��2�2�#�\ *�¥�%���a§#�����sÛà�2�����^��§#���2���¥�a�Å�*�e�=¦T���\�*�sÕ(�a�
19, 5

°
22, 1

�9�ÅÞ.�!�^�F�a�
20, 8

�9� ���e�a�-�¢�;�2�2�#�\ *�����B�������^�\��Ûà�2�B���^��§e���2�����a�`�*�e�=¦T���\�*��ÕC�a�
19, 2

°
21, 2

�9�mÞ.£ û �\�^�a�¥�.ü}�^�
���2�#�a��¦7��������®W�a�9�¢�¥�2�2�#�\ *�F�w���¥ ^�� ������e�a§� Û

p
¡g§#�����^�a�� ^�������é°

43%
Þ.£@Ø@�������2�2�a���� ^�%���B�; *�B�a�2§#�����^���

���e�a�A���7�e�B�\�É�2�2�#�\ *�#���e�¶�^�¶�a *�=�a�2�A�B�\�F���É�} ^�������������é�*���;�a�2�\�; ^�7�����;�}�e�a���¢�×�2�2�#�\ *�m�����������^�\��£
Á¤�^�¢�9�}�^�a�u�.ü��*�^���2§��^�F�^��������§� ^����¦7�^�u§C�����\�^�2���^�F�^���`���a�v���\�^���B�\�*�W�*�e�a�}�*�v�a���B�7���������^���u�a�*�v�a�^�=Ã
�2�2�#�\ *�*�¨Û5¦\�#�a����Ù=£�Ù�Þ.£

S�TVU SXWQU SX�jU S��QU

.0/�1-çCÙ=£�Ù è Á¤�e�a���*�¤�a�W�B�7���������^���å�a�*�J�2�2�#�\ *�*�¤���B�������^�\�-�^�å�%���a§#�����#£�ØJ�¬ ^�7���������^�a�å�=�É�� ^�����������}�W�*���
�a�2�\�K�2�9�}�e���%�������¨�%�\�-,��¢�A�2�2�#�\ *�*�v�����������^�\�;Ûh��Þ¤�^��Ûà�TÞ-�B�\�`���\�-,��¢�A�2�2�#�\ *�¨�%���a§e�����FÛo��ÞK�^�¨Ûo�7Þ.£

Ë(Æ�%(Æ=% � à@Ê v�� à@Ó\àwÐ�Í\ã�)�ã7Î v È}Ê#â�Í	Ë´äJÓ�ã7Î*)�ä v Ì7Ê�Í	Ë=È}Ê v ã
Øw�*�u�� *���a�2�%�������a�*�u�*�����2���������e�\�v�a���¢�9�� *�e�F ^�������A�a�*�u�7���������^�a���*�`�=�×�} ^�������������;���e�B�u�� *���a�F *�

�\���\�K���`�%���a�������Ù=£ B £
Øw�*�9�*�����2���������e�\�É�a�é§��e�2�a�F�#�,���a�¯®g�e�*�é�^�F ^�7�����%���^�a�9�F�����^�a�\�*�F�%�e���9§��e�����2�\�*�F�a�Å�*�^�2���*�9�a�*�

§e������ ^�� *��Á-���F�^���e� �^�FÂu�\�*����£!Øw�é§��e�2�a�F�¥�a�é�� ^�����������}�Å�*���9���¬�^��§C�2���e�
70
�^� 3 �(�¢� ���a�¯®g�e�*�é�a�*��7���������^�a���*�9�a�

2, 5
� 2 ���^�;�g�¬ ^�7�����%���^�a�9�F�����^�a�\�Å�a� 7

¡
7, 5

áB� £�Ø@�*�9�*�����2���������e�\�F�a�É�\�e�¨�a���¥�a�
�7���������^�a���*�,���e�B�!�7���(�*�e�B�����K�\�^�����^�F�^���å�a�2�\�! ^���^§� *�*��£#Ø,���e�*�B�a�����2�����e�F�a�*�!�2�������*�! ^�%���B�,�� ^��Ö^���^�F�^���
�=��ü} ^���^�B���9�}�e�a�����*�`�a�^�=Ãs�����9�7���#�\�*�¨�����e�*�B�a�����2�����e�\�ÉÛh���s�a�2§������Ú�a�A�g�¬�*���7�e�*�F�^�������F���*���*�e�a���*�
�e�a�������\�*�.Þ.�w�2�å�*�����=��ý��^�2���m�a���%��§��e�2�;���,�¢�×�=��ü� ^���^�\�*�É�a����§C���^���9�a�*��§#������ ^�� *�A�e�Ú�a�F�¢�¥�a�7�e���é�a�
���%���2���^�F�^����£

Øw�*�����7���2�C���*�@�a�!§e�����¢���\�*�J���a�@���7�e�B�\�!�7���%���FÖ^�����J�� *�e�F ^���������\�å�e���� ^�� J�.ü}�*�^���\ *�*���^���a���2�2���%�����
�����F�C�aÖ^���m�a *�^���2�F�^� ���*�^�����e��:C£�Ù=£A?a£ } �¶���^�������B�\�m���\�m�*�e�9�F�m�2�- ^�%���2�9�������^�\�=�w�(�g�¬�.ü��^�9�a�é�¢�
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�2�2�#�\ *�
V
Ûo�^� 3 Þ S

Ûà� 2 Þ b̄
ÛàáC�ÉÞ

N
Ûà�9�2�2�2���e�\��Þ

û ���������^�\�
74,7 2,94 8,8 32,9
(4,3) (0,20) (0,7) (3,7)x ���a§#�����
59,0 2,31 6,9 24,7
(3,1) (0,12) (0,4) (2,0)

ãåä�æ�çwÙ=£ B�è ªW *���a�2�%�����v�a�*��§#�����^�a�����F�����^�a�\�*�����e�a�����*���2�2�#�\ *�*�����������%�^�\���^�`�%���a§e�����A�a�A©�ª N�« £
Ø@�*�K§e�����^�a���u�^�������`�7�����^�B���\Ö*���*�u�2�\�=�����\�^�B�W�g�¬ *�������"�
�B�}�`�a�`�¢�;�F�����^�a�\�#£

�7���%���FÖ^�����
p
¡g§e�����^�a���;Ûgþ9Þ

§#������ ^��  �}�#���2�����e� �2�B���^��£
V 0,4 ~�~ < 0,1 ~�~�~ 53,6

S 0,4 ~�~ < 0,1 ~�~�~ 20,2

b̄ 2,4 ~ < 0,1 ~�~�~ 14,2

N 10,1 < 0,1 ~�~�~ 7,4

ãåä�æ�çaÙ=£@: è ªu *���a�2�%�����¤�a�W�g�����7���2�=���v�a�W§#�����¢���\�*�v���e�a�¤���*�¤�a���e�a���� ^�� *�-�� *�e�F ^���������\�*�-�#���e�7�����*�-�a�*�
�} ^�����������}�*�K�a�u�¢�;�����9�7���#�\�`©�ª N�« £ } �Å�a�e�a�\�����*�

p
¡g§#�����^�a���K�^�é�}�e�a���*�^���%�����#£ ~ Õ p < 5%

� ~�~ Õ
p < 1%

� ~�~�~ Õ p < 0.1%
£

�}�#���2�����e�¥�*���K�7���������^�a�2��Ö^���^�F�^�B�`���2�#�a��¦7��������®¯£
���e�a�,���¤§��e�2�a�F�#�#�\�e�\�å�*§��e�\�!�����e�a§� -�a�F�.ü��^�!����Ö*�!���2�#�a��¦7��������®,Û

p
¡g§e�����^�a�

< 1
þ9Þ��a�-�¢�u§#������ ^�� `Õ

������ ^�����������}�¨�a�*�W���e�������*�����B�������^�\���A�a�×§��e�2�a�F�¨�a�2�\�W�2�9�}�e���%������£ } �¥���^�����e�a§����a���^�×���^�@���`®h���2�
�B�\�������} ^���������������a���¢�;�2�2�#�\ *�¨�����������^�\�u���e�2�"�a�2�\�" ^�7������£

} �9���^���������\�"���\�����=�a�*�J�=��ü} ^���^�\�*�*�,���2�#�a��¦7�������2§��*�!���e�a�!�¢�����a�¯®h�e�*�
S
�^�(�g�¬ ^�7���������^�a�!�F�����^�a�\�

b̄
�a�*�J�7���������^�a���*�å�=�É�� ^�����������}��Õ��^�2���*�å���e���å�a�2�\�J ^���^§� *�*�å���e�a�J�¢�`�2�2�#�\ *�u���B�������^�\��£
�	�7�*���,���^�����2�\�^�B�

�a�;�%��§��e�2�������g�����a�#�F�^�B�%�������e�Ü�a�A�*�*���a�^�=Ã�7���%���FÖ^�����*�`���\�-,����B�������^�\�`�*�����LKs°F�g�����a�#�F�^�B�%�������e�
�=�§��e�2�a�F�#�T�e� °9�a�\�;���a�#�F�^���%�������e�s�a���¢�F�a�^�\���2�� ����a�¯®g�e�^�����\�#���e����¬ ^�7�������%�^�a�v�a�*�u�7���������^�a���*��£
�u�\�����7���2�=���`�a�*�K�%���a�}�e�����

S/V
�
b̄/V

�
χ/V

�w���;�9���"�^�¥ ^§C���a�^�\�*�¨���\�^�a�×�.ü��^�"���2�#�a��¦7��������®,�a���¢�
�2�2�#�\ *�#£@Ø,�����a�#�F�^���%�������e� �a�A�¢�Å���a�¯®g�e�*�9�^�¨�a�A�g�¬ ^�7�������%�^�a���F�����^�a�\�É�*�����a�e�\�9�a�\�F�*�e�\�� *�B�\�^�\�*�
�a���g�����a�#�F�^�B�%�������e� �=�Å§��e�2�a�F�#£

û ¦\�Ü�a�É������ü}�%���\���a�2�A�a�9�g�¬�.ü}�^�;�a�F�¢�m�}�#���2�����e�Ú�� *�B�a *�����B�\�#�w�\�e�\�;�*§��e�\�9���\�����å�*�e�9�7���� F���*�
�*�����2���������e�\�"���e�9�F *�*�-�}�e�a�"���7�e�B�\�����e�������#£ } �Å���^�����e�a§��`�a�Å�.ü}�^�K���2�#�a��¦7��������®"Û

p
¡g§e�����^�a�

< 1%
Þ

�a�u�¢�¨�2�2�#�\ *�W�}�e�a�å���u§��e�2�a�F���^�å�¢�����a�¯®g�e�*�#�B�^�¤�}�^�é���2�#�a��¦7��������®-Û
p
¡g§e�����^�a�

= 7%
Þ!�}�e�a�å�g�¬ ^�7�����%���^�a�

�F�����^�a�\�#�7�*���B�a�w�*���"�*�e�\ ^���^�B�v�*§��*���g�����7���2�C���¨���a�K���*�K���%�*§��^���% *�*��£
û �¥�a�2§�������#���e�7���g�\���¨�� ^�����������}�¨�*���u�a�e�\���a�2�\�W ^�7�����u���\�-,;�¢�A�2�2�#�\ *�����B�������^�\���7�������W�2�w�w� �¥�

�7�e�W�a���=��ü} ^���^�\�*�����Å�a�2§�������a���¢�A�F�e���a�\�e���e�#���¨�#���e�7�������a�*�K�7���������^�a���*��£

Ë!Æ�%(Æ�4 � á,È�Ó�5,Î�ã¶Ó\à!Ë=È�Ó\ãI)7ã7Î v È}Ê�È�Ñ��çâeÊûã7Î×Ñ(àwÊ v�� à@ÑÒÌ´â#Ê�Í
Ï0ä7ã7Î
Ø@�A§#������ ^�� ����������%�^�\�u�9 ^�� ��a *�^���2���¨�*�e�9�F�����������u�a�\�¨�=�2§C�������e�×�*�^�2�2�a�¢���2���¨�B�a�@�*�e�B���2���\�����^�=¡

�\���B�W�¢�A�������a�%�������e�w£}Á¤�^�����¨�=�2§C�������e�×�*�^�2�2�a�¢���2�������`�a���C�=�a�2�W�\���\�"�¢�\,��e�\���a�`�} ^�������������`���C�����2���� *�
�%�e�\�"�¢�F�^�a�����^�a���#£�©��*�u�e�\�%�^��§e�������e�\�u§B�����\�^�2���*�W�a�¨�*�e�a�}�*�W®h���2���*�v�^�×�9���^���#���*�e�a���;�e�a�����B�\�ÉÛ5¦\�#�a���
Ù=£ P Þå�\���}�^���F�^�����^���u�7�e�K�a�`�a *�*�^���^�W�a�������a��Ö^���`�\�^�������a�*�W�=��ü} ^���^�\�*�*���=�������"�g�¬ ^���\�a���a�*�K�a����¦\���
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�a�^§B�%���2�A�}�^���F�^�������m�a�é�*�e�=¦\���F�^�F�e� ��� �2�=¦\���F�^�9�¢��F�C�=��¦7���������e� �a�é�������\�^���a���Å�^�a���^�\�=�� *�m�7���
�*�^�������=�2§C�������e�¥�*�^�2�2�a�¢���2���#£

.0/�1-ç!Ù=£ PÅè �	�������*�A�a�É���%�*§��^���� *�*�A�
�B�a���B�\�*�9�a���} ^�����������}�é�a�É�¢�×�2�2�#�\ *�m���B�������^�\�¥Ûo�^�¶�7���a��Þ��^�
�%���a§#�����FÛo�^�¥�7�e��Þ.£aØ@�A�¢�������^�a�v�a�*�K�2�������*�W�*���"�a�

1.2
�9�¥£

Ø@�F¦\�#�a���9Ù=£ Nd� �F�e�B�����;���*�u�a����¦\���`�a�;�a�^�\���2�� ;���a�¯®g�e�^�����\�;�F�����^�\���}�e�a�����7�e�B�\���2�2�#�\ *�#£}Øw�*�
�a����¦\���F�a�*�F�a�^�=Ã¶§e������ ^�� *���e�����a�*�����2�2�a���*�é�e�����-,Å���2�9�2�¢���2���*���,�������F�e� ���^�a�9�\�e���^�É�a�*�9���^���2���*�
�=��ü} ^���^�\�*�*�u�^�������`���*�"�a����¦\���"�F�����^�\���\�\�e�%���9�F�^���v�\���\�"�����a���^�9���^�u�����^���"�a�`�} ^�������������#�a�^�W�\���\�
�¢��,��e�\���*�^�����%�������=�¥�} ^�������������#£

Øw�*�¤�a����¦\���¤�F�����^�\�-�������^�a�� *�-�}�e�a�å�¢�¨�a�^�\���2�� ����¬ ^���e�a���������e�m�^�¤�¢���a�^�\���2�� W�B�a�F ^�������\�`�e�B�¤�a�*�
���2�2�a���*�����^�¢�����2§��^�F�^�B�A���2�9�2�¢���2���*�;���=Ã �a����¦\���¨�a�É�a�^�\���2�� F���a�¯®g�e�^���B�\�#�w�������¨�%�e���¨�}�����\�*�e�a�Ü�a�2�\�
�a���a�2�� *�9Û5¦\�#�a���AÙ=£ N#N Þ.£�Ø,� �2�B���^���a�� ^�%�������e�Ü�a�*�v�a����¦\���v���¬ ^�7�����%���^�a���F�����^�a�\�A ^�%�����`�=��ý��^�2���#�}�^�u���*�
�a����¦\���W�a���a�^�\���2�� `���a�F ^�����B�\�� ^�%���B�W�����e�¥�a���a�2�� *���\�\�e�\�"�\�e�\�W�2�2�9�2���e�\�u°A�g�¬ ^���\�a���a�*�"�a����¦\���u�a�
�a�^�\���2�� ����a�¯®g�e�^���B�\�#£

û ¦\�É�a�"�F�^�������v�^�É ^§C���a�^�\�*�"���*�¤�=��ü� ^���^�\�*�*�¤�^�B�����W���*�å�=��ü} ^���^�B���¤�a����¦\���¤�a�u�a�^�\���2�� #���\�e�\�¤�.ÃC¡
���%�*���e�\�å�7���,�a�\�W���7���2�=���"�^���*�e�9�}�#�%���B���*�J�a���2�\�^�2�7�����*�å���*�,§#�����¢�������e�\�å�B�a�a���^�a�� *���^�B���^���-���K�9���^�=Ã
���*�v�a����¦\���AÛ5¦\�#�a���FÙ=£�Ù�Þ.£�Ø,�����7���2�=���A�a�;§e�����¢���\�*�A���a�v�¢�F�a���^�9��Ö^���9�*�e�9�}�#�%���B�����a���2�\�^�2�7�����A�� ^§�Ö^���
�a�\�F�=��ü� ^���^�\�*�����2�#�a��¦7�������2§�� Û

p
¡g§e�����^�a���

0.1%
Þ`�a�F�¢�m���#���2�����e�s�� *�B�a *�������\�F�a�F�g���e�*���a�����2�����e�w£�Øw�

�a���^�9���^�K§��*�^���^�a�-�a���e�a�����2�\�=�����\���B�w� �2�}�������#�2�¤�a���e�7���a���^�F�^�B�u��� �a�Å�.ü��^�-�a�v§#�����¢�������e�Å��� �2�����^�\���2�� 
�� ^�\ ^�%�������a�*�K�a����¦\����£

Ø,�����7���2�=���9�a�9�¢�m�a�^�=Ã=��Ö^�F�F�*�e�9�}�#�%�������9�}�^���F�^���a�A�����e�a§��^���a�\�F�=��ü� ^���^�\�*�F���2�#�a��¦7�������2§��É°
5%

�^�B�����¤���*���2�2�#�\ *�*�,���B�������^�\�(�^�!�%���a§e�����#£�Ø,�¬�.Ã\���F�^�F�=�;�a�^�=Ã=��Ö^�F�¤§��*�^���^�a�(�a���e�a���å�}�^���F�^�!���¬�.ÃB¡
�a�2�����\�^�`���*�¨�=��ü} ^���^�\�*�*�éÛ5¦\�#�a���FÙ=£ N�« Þ.£ } �s���^�������B�\�9�a�^�=Ã�,��e�\�*�¨�7���������^�a�2��Ö^���*���w�*�e�����*���}�e�\�\�����
���=Ã×�a�^�=Ã×�a���^�9���^���v�����^���u�=� �} ^�������������#���\���\�v���*�����\�^�2���*�u���*�v�a�^�\���2�� *�����a�¯®h�e�^���B�\�*�v���e���v�a�2�\���e�
�F�e�2�\�K�2�9�}�e���%�������*��£

���e�a�K�¢�¨�2�2�#�\ *�`���B�������^�\���=���*�¤§e�����^�a���K�a�v�¢�;�*�e�9�}�#�%���������a���2�\�^�2�7����� « ���e�B�-���2�#�a��¦7�������2§��^�F�^���
�2�=®o ^�����^�a���*��°É�*�^�2���*�`�=�ê�	�C���A�%���a§#�����#£}©A�����a��Ö*�����¨�a����¦\�g�}�2��� �É�a�e�\�;�a�\���a�2�\���#�%���\�a�A�a�^�\���2�� 
�a�m���a�¯®h�e�*�é�^�������Å�\���\�A���é�a���^�9���^�9�����^���9�=�¶�} ^�������������m�^�A�a�\�é�F�e�2�\�A�#�%���\�a�Å�a�^�\���2�� m�\���\�A���
�a�^�=ÃC��Ö^�F�������^�����a�#�¬�*���¯¡
°�¡	�=�2����§��^���"���`�9�2�2���^�×�=�Å®o���a�2��£

û �2�\���g�¤�FÄ^�F� �����¢�Ú�a�^�\���2��  ���a�¯®h�e�^���B�\� �#���e�7�����ê�\�ê�a�� *���^�����ê�7�e�Å�a� �=��ü� ^���^�\�*� �^�������ê���*�
�2�2�#�\ *�*���=�����a����¦\�@�a�`�a�^�\���2�� `�^�m®h�e�\�^�����e�×�a���¢�;�a����®h�e�\�a�^�a�"�}�^���F�^�"�a���F�^���������^�¥ ^§B���a�^�\�*���a�\�
�=��ü} ^���^�\�*�#£
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���^�¢�����2§�� Ûo©vª N�« Þ £"Áå�7�e���\� �a����¦\���*���¥�^�����e�a�� s��� �a�\�s�*�e�a���}� ®h�e���F *�ê�7���Å���*�Å�2�����^��§#���2���*�×�a�
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.0/�1-çåÙ=£ N�«×è Øw�*�9�����e���9�a���^�9���^����§��*�^���^�a���F�a���e�a���*�É�a�m�g�����7���2�C���Å�^� �*�e�9���#�%���B���*�F�a���2�\�^�2�7�����*�
���e�a�K�¢�F�a�^�\���2�� `���a�¯®g�e�^�����\���^�m®h�e�\�^�����e�×�a�`�¢�;�a����®h�e�\�a�^�a�u�\���\�"���`�� ^�����������}�#£
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���a�¯®�£ �2�\�^�������
p
¡g§#�����^�a����Ûgþ9Þ

Ûgþ9Þ �2�2�#�\ *� ���#���2�����e� �2����£
�*�e�9�w£ N

58,0 80,9 < 0,1 ~�~�~ 34,5�*�e�9�w£ «
5,6 2,5 ~ 88,2 25,1�*�e�9�w£ O
3,8 28,6 43,9 84,6�*�e�9�w£ â
2,7 83,5 10,3 61,0�*�e�9�w£�?
2,2 17,3 14,3 89,4

���a�¯®�£ �2�\�^�������
p
¡g§#�����^�a����Ûgþ9Þ

Ûgþ9Þ �2�2�#�\ *� ���#���2�����e� �2����£
�*�e�9�w£ N

42,3 91,9 < 0,1 ~�~�~ 13,6�*�e�9�w£ «
7,6 1,8 ~ 97,5 18,0�*�e�9�w£ O
5,5 41,7 38,9 74,8�*�e�9�w£ â
3,5 81,7 16,7 83,5�*�e�9�w£�?
3,2 77,7 20,4 94,6

ãåä�æ�çaÙ=£�Ù è ªu *���a�2�%�����å�a�u�g�����7���2�=���u�a�u§#�����¢���\�*�u�}�e�a�¤���*�J�a����¦\���-�a�v���a�¯®h�e�*�u���^�¢������®h��Ûo�^�m�7���a��Þ,�^�
�}�e�a�w���*�@�a����¦\�������¬ ^�7�������%�^�a�@�F�����^�a�\�å���^�¢������®h�¤Ûo�^���7�e��Þ.£ } ���a�e�a�\�J���*�

p
¡g§#�����^�a�����^�¨���e�a���*�^�B�%�����#£

~ Õ p < 5%
� ~�~ Õ p < 1%

� ~�~�~ Õ p < 0, 1%
£

Ë!Æ�%(Æ�F & Ê�à('¤Ó	Î*)�ã+)7ã�áåÎ�Í\â#Ì�â#Ê�à:áåÏ0ä,Ì7Î
û ¦\� �a�Å�9���^�=Ã �*�e�9�a���^�\�=���×���*�9§e�����¢�������e�\���� *�e�F ^���������\�*�É�\���\�F�¢�w,��e�\�Å�%�e�\�¯¡	�^�a�����^�a�¢���2���#�

�\�e�\�m�*§��e�\�é���^�a�����é�g�����7���2�=���×�a�*�é�a����¦\���é�a��a�^�\���2�� #�å�������é�^� �\�×�������\�����Å�*�^�����¥®h�e���é���w� �a�\�
�a����®h�e�\�a�^�a�K¦aÃa���a���} ^�������������#�\�^�"�^� ���7���\�a�e�a�7�����v�¢�;�7�����������a����®h�e�\�a�#£

Ø@��§#�����¢�������e�m�a�*�J�a����¦\���¤�*���¤���^�����\������ ^���\�=�� *�W�7���K���7���2�=���W�^�m�*�e�9���#���������*�¤�a���2�\�^�2�7�����*���C���a�
�%�e���W�^�\���a�2���¨���e�a�9�����*�W°;�a�\�¨���7���2�=�����a��§#�����¢���\�*�#£7Ø@�*�K�� *���a�2�%�����W�%�e���W�a�e�a�\ *�u�\���\�"�����%���a�������
Ù=£ P £�qv�e�\�9�a�e�a�\�e�\�9���*�A�� *���a�2�%�����F���e�a�9���*�A�a����¦\���F�a�m���a�¯®g�e�*�Å�^�9���¬ ^�7���������^�a�F�F�����^�a�\�#�!�������
���*�;�a����¦\���F ^�%���B�9���^�¢�����2§��^�F�^�������2�9�2�¢���2���*���(�\�e�\�A�\�m�a�e�a�\�e�\�A���*�A�2�����^���a�� ^�%�������e�\���B�\�é���e�a�A�¢�
���a�¯®h�e�*�#£

�W�\�`�a���^�9��Ö^�����e�\���^��§#�������e�×�*���"�B�\�`���*�"�}�e�a���*�^���%�����*�v��� �2�\�^�������¨�a�*�"�*�e�9�}�#�%���B���*�u���e�B�"�a�2�\�
�2�9�}�e���%�������v�}�e�a�W���*�u�a����¦\���W�����e�\�B�\ *��£ } � �F�a�e�\�;�a�*�u�a����¦\���W�F�e�2�\�u�a���a�2�� *��£ } ��e�\���^��§������\�
���a�å�¢���a���^�9��Ö^���`�*�e�9�}�#�%�������`�a���2�\�^�2�7�����#�a�e�m���^�����e�a§��`�^�\�*�e�����g�¬�.ü��^�K�a�u�¢���}�#���2�����e�m�� *�B�a *�������\�#£
Áv�¬�*�������å�FÄ^�F�å�.ü��^�(���\�¤�*�^�2�a�a�a *�^���2���a�� *�* *�a�^�9�F�^�B�����LKA°W�¢�u�=��ü} ^���^�\�*�-�a�å§��e�2�a�F�¤�a�å�} ^�������������
�^�ê®h�e�\�^�����e�Ü�a�9�¢�é�}�#���2�����e�w£�Á¤�����a�,�*���`�a�2�\�¨�2���� ^���*�����������@�#�¬�*�������w� �a�\�9�2�L{\�\�^�\�*�É���2�#�a��¦7�������2§��
�a�é�¢�×�2�2�#�\ *�m�a�a�������éÄ^�����é�9���9�^�¶ ^§C���a�^�\�*�m���a�A���*� O �a���^�9��Ö^���*�9�*�e�9�}�#�%���B���*�9�a���2�\�^�2�7�����*��£!Ø@�
p
¡g§#�����^�a�-�*���¤ ^��������°

3, 1
�}�e�a�å�¢�¨�a���^�9��Ö^�����*�e�9���#���������#�a�^�K°

0, 4
�^�

0, 6
���e�a�¤���*�å�*�e�9�}�#�%���B���*�

2
�^�

3
£#Á¤�^�!�.ü��^�(�2�2�#�\ *�¤�*�����2�2�2�\������ ¤���a���¢�v���������-�a�¤���*�����^�¨�a�¢���\�*�K�a�*�(�*�e�9�}�#�%�������*�

2
�^�

3
Û5¦\�#�a���

Ù=£ N^â Þ.�@���a�,�=��ü� ^���^�\�^���^���;���9�a�2�\�����2�#�a��¦7�������2§��^�F�^�B�����*�¨�2�2�#�\ *�*��£(�ê���2�#�� 9�a�\�9�#�%���\�a�9§#�����¢���a�2�2�2�� 
�a�*�v�2�������*���a�A���7�e�B�\�;�2�2�#�\ *�#���^�v�a� ���*�*�e�a§B���^�F�^�B�¨�a�*�v���7�����*�`�a�����e�2�B�������¢���=��ü� ^���^�\�*�A�^�������
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���7���2�=���������\� �2�\�������a�F�^���%���v�F���e���a���^�F�^�����é��®`���\�e���¯¡g���^��� �����e���*�¶���e�������C�*�ÛoØw�C�*�e�}�^�������*�e�
�*�%�^�a���^�����a�ú��2�2�g£ßÞ.£�ÒÀÔQÕV×=Ø�ÙQÚVÛÖÝÜÕ-×RÞ<ß�ÔQàXáÇâ�Ý´ã-Ø�ä�ÔQà�á�� N ?aÛ O Þ�Õ O#«#O�èCO#O�â £

�K���a�2�w����£-Û «���� ?�Þ.£§ûwÙ�×®üVÚVßEÙQð�íýÙQàþÛÖü�Ô�à^ÙQß=ÚjÝÜÕ*ÿ��jÙÖÕ�Ý*ò
Ý��VßEÔ��XîLÔQà��Q÷��VÚ´ÝVÕ
	�Õ-×EÚÜð�ã�×Eð�Ú´Ý�Ý-×�î�Ú´ÔÜî�ÚVß�ü-×®üVÕ
÷Èü�ã ÙQärß��-ð�ÝVÕ.£J�,�\©±���\�*���������gqu��ê����^�\�e�a���#£

�K�e�a�a�^���^��� û £��^��Ñ��^�\�%�^�w��"£Q�v£ÖïA£aÛ «���� ?�Þ.£��×®ÝVÚjÝ´ÔQàXÔjõ����-ÔQÚ�Õ-×¯Ù�×EßGÕ-×EßEã�ßEÙQärÕ.£LqW�a�����^�¼� x �0q N ¡ ?#Ù â Ù#Ù�¡
â�� ?�¡ O £�Áå�7���a����� ���\�;ø����2���#Á¤ª"Áv�r�-�B���Aªv�����e�w£

�K�e�a�a�^���^��� û £�Ñ\£2�(êv�a�\�a�^���%�^�w�"ø;£�êA£�Ñ7£2�T�^�¨Áå����,^¡ } ���2§��#��Ø,£"�Ú£(Û N�P Ù B Þ.£9,�����2���������e� ��®å���a�¯®h�e�*�
�������A®à���e� §��^���������������*�^�����e�\��£<ëLá!û6ßGÕ�ã-Ú´ÔÖÕ-ã�á¢� N^â�« Û O Þ�Õ « ? P�èC« : B £

�K�e�a�^�g��"£a�^�K���^���� #�\��£wÛ «����=N Þ.£��u���2�a�F�;�=�2�#�2�%����ÃC¡g�%�*�É�2�����#�2�a���a�^§B���*�����;�F���e���a�������\�`�jçå�^�2�2�2�a�
�*�C�.ý��^���^�����v��®,�;�#���e�a�×��®�ç¤�B�C�¥�*�^�2����£����|â��0ì��Üät×®ÝVÚVä�Ù�×Eß�ÔQä�ÙQà�� O�â Õ O�â ? èCO ? O £

�K���\�%�\��ü(��Y`£\Û N�P�B :#Þ.£�Áå���2���������\�}�e�2�����J���\�9�^�a��§#�����a���-®h�e�,�^�¨�}�*�a�a�*�F�}�e�2�B�\�*�=�%�=£æë�á��sß �éá��ÇÝjÔQ÷Èá��
N Õ «�â ? èC« ? B £

�K���\�%�\��ü(�QY`£aÛ N�P : � Þ.£7Áå���2���������a���e�2�B���,���\�A�^�a��§e�����a���å®h�e�(�^�����*�a�a�*�A�}�e�2�C�\�*�=�%���=���a�¯®h�e�*�*��£rèé÷ÈÝVÚdá
ûwÙ�×=ØLá!û�ÔQä�×=Ø�à �#�t:�:éÕ â :Q? è�â Ù�?=£

N : O
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�K�������^���}��£�ª�£2�tï,�Ö8¯�\��§C���#����£2� û �F�*�^�¯¡®�-�^�\� x £ �Ú£2�"øu�C�=�#áC�������7ª�£�Ñ7£2�"Y��Q,��^���!êA£ �Ú£2���^�0/ �2���%�e�w�
Ñ\£WÛ «����#O Þ.£ x �^�9��¡
���a���e�������*�Ò����®à� ç¤�����¥®o�e�F���\�×���a���*�.¡	�=�2�F�^�\�����e�7�����a�^�2�2�\���������e�Ò��®`�*�e�9�a���.Ã
§e�e�%�^�a�¢���"�\�^�®ç¤�e��áC��£Çë�áæû6ß�Õ-ã�Ú»ÔÖÕ�ã�á¢� «=N#N Û N Þ`ÕA? â�è ? â £

�K�������^�g�!ø;£@�^�lqv�^�2�a���a�����!Áv£åÛ «���� ?�Þ.£*Y��e������� ÛoØ��C�*�e�}�^�������*�e� �*���^�a���^�����a� ��2�2�g£ßÞv®o���a�2�¨�#���dçK���
���\�é���2���^�a�2�a�F�e�å���^�¢�����*�É���;���\�u�a���e�F�*���7���a�������w�a���e�}�^�������*�K��®w®o���a�2�¤��áB�2�Å���\�����%�e�¢�����*�é�^�a�����^���#£
ë�á�ì�íVî�á(ÞéÔ�×h�t? B Û â\N�O Þ�Õ Nd��â�P�è�B�� £

�-�^�����^���t� £\�^�cê��#�����¢���=Ã}���v£�Û N�P#P#« Þ.£1�Çü�ÔQ÷Èü-×EÚVß�Ý\òQß �éüVÚjÝVät×Eß¯ÝVà=àXÝ2	�Û�ÙQÚVß�ü�×®üÜÕ43ÀãjÔQð�Ú&�jÝVÕ�Ý-×�ÕVð
Ú5�-Ù�ã ÝÜÕ.£
�¼�aDÚ�������\ ^���������B�\�*��� « �\�¥�*�=�2�����e�w£

�-�^�����2�w��q�£2�L�-�e���^�g�TÁv£2���¤���a�\�^�g����£2�7Áå�\�^�a���^���^���TÁv£2�a�^�WÁ-���\�����#��� £}Û «����#O Þ.£J©v�;���^�\�^�����`����á��.¡g�a�
���\� �#���dçK���s�����a�2�a�a�¢�������e�Ú��ü��*�^�����e�������é®à���a�2�`���X,������ �*�^�2�!���a�����^�����e�`�*�^�2�,���X,��A���\� ©cq û
�^�\�a�e���*�=�a�a�2�����������e��6ýèéärä"á ÞéÔ�×®á¢� P#« Õ â\N ? è�â�«�â £

�-�^�����2�w��q;£2��ê`���a�����^���Lø�£2�C�^�¤ªu�B�%�\�#�\Áv£�Û «����#« Þ.£�qW�a�����^�K��®��*�^�2���¤�2�m���e��������®à���a�2�-�a�^�}�^�\�=�2�a�F�e�
®à���a�2�v�}�#���2�����e�ê���\� ���e�a���*�.¡	���2�aá×�7���¢���\�*�;�=�a���2�a�m�a�¢���B���a�^§��^���e�a�F�^�B��£lÒ�àXÙQät×0�0Ú»Ô�7¼×=Ø¹ó<Ý�õQð�àXÙ��
×EßEÔ�ä7� O�B Õ Nd� ? èTN#N�« £

�-�^�\���\�^��� x £(�^�9Ø@�������\ g8��e�a�g�åÁv£"Û N�P : P Þ.£ª�v���é��®éç-�����^�����\�*�a�9�2� �*�e�a���e�a�F�a�^���*�^�����e�w£ª�
��Ò�Ú»Ô�ã�á
�Üät×®á98\ÔQÚ;:dÕ ØLÔÜî<�Ü÷�Ùdõ
Ý<Ò�Ú´Ôdã ÝÜÕÜÕÜß=ä
õ=3�ó<Ý´Ù�à �g×Eß�÷ÈÝ�Ý´òdõ�ÝzÙQä�ò\÷�Ô�×Eß�ÔQä�ò
Ý-×®Ý´ã�×Eß�ÔQä�>�ÝVÕV×Eß=÷�Ù�×EßEÔQäT�B�7�����*�
â�O#O�è�â Ù « £

�¤���^�����WÁv£"�^��/Ü�����=���e�w�Çå9£#/±£�Û N�P#P�B Þ.£ÎÒ�Ø?�ÖÕÜß�ÔQàXÔjõ���Ù�ä�òªÞ<ßEÔdã-ØLÝV÷\ßGÕ-×EÚ;�ÓÔ@�|î�à^Ù�ät×Èã ÝVà=à07�ÙQà=à@Õ^£
Áå�7���a�����BA øu�2�2�g� « �\�Å�*�=�2�����e�w£

�¤���e�w��D-£(�^��Ñ��^�a�2�2�w�!©A£KÛ «�����â Þ.£ª� �B�a�^�2�2�2�a�Ü�×®h�B�C�Ü�9���^���#�������\�^���a���Å���Ú�%���\�a�e� ���^����£C�Ü÷�Ùdõ�Ý
èéä�ÙQà�áD�×®ÝVÚjÝ´ÔQà�á�� «#O Û O Þ�Õ O#O�è�â#â £

�¤����§��^�2�2�g��"£ û £2���¤���*�%������Ñ\£Rå9£2� x �\�^�������w��/±£æ��£2�(�^� x �2�F���,Áv£ û £-Û N�P#P Ù�Þ.£ û �7�����e�9�������W���\�
�a���=�����e���e�#�������w���*���}�e�\���*�K��®��F�^�2���2�a�����\�m�\�e�Å�F�^�2���2�a��{7�*���m�����e�%�\�*�K���A�}�#�����7����§��*���K���a�2�2�2�2�a�\£
ë�á�èé÷ÈÝVÚdáD"Ôdã�áDEsÔQÚ-×®áD"ã-ß¯á�� N�«#O Û â Þ`Õ B�B Ù è�B : â £

�¤���\�*�#��©A£!� £åÛ «����#O Þ.£��ê�����\�^�������������¤�F�C�a�^�2�2�2�a�ê��®W���\���*�^�2�2�a�¢���A�F�*���7���a���*�9��®"�a�¢���B����£§Ò�Ø�ß=àXá
â�Ú´ÙQä�Õdá�	�ÞÀß�ÔQà�áD"ã-ß¯á�� O ?#ÙaÛ N^â�O :#Þ�Õ N^â�O : èTN^â#â#â £

F �����^á}��� £��^�æå����^áC�a���#�Ö�.£BÛ N�P#P#P Þ.£ û �2�2�#�a�F�^���!��®T�e�Ö8��e�*�^���(�a���^���a���,®o�%���F�*�(�����a���a���*�;�����vÁ¤Ø x �Ú£
�´ì¼ì¼ìnârÚ»ÙQärÕ�á��ÜäG�dá�â"Ý´ãVØ
ä�ÔQà�á(ÞÀß�ÔQ÷ÈÝ´ò�á¢� O Û N#N�P�èC«�â Þ.£

Á-�����a�2�%�=��q;£#Áv£#�^��êv�2�}�����a���#©A£��Ú£aÛ N�P#P#O Þ.£ x �����\�^���a�%���\�F�B�a�^���J��®T�a���2�������B¡	�*�^�2�rç¤���2�\�2�\{7��çå�^���2�a�
�a�¢��������¡��*�e�\���������^�\�^�¨��®\�F�e���*�^�a�¢���(�������\�^���a����çK�2���¨���\�å�a���=���������B�a���e�}�^�������*�(��®\���\�¼ç-���2�����=�a���2�a�
�#���dçK���w£0Ò�à^Ù�ät×�ëLá��@Û O ÞvÕ N�èCO�� £

Á-���\�����#��� £2��©v�=ü��#����£2��ê��e�F�-,���� £BÁv£2���¤�a���^����� £2�#©`���9���\���=Ã}�Bª¨£2�IH}���9�2���B©A£2�
êv�a��� û £2�BÁå�\�^§#��¡
�2���^����Áv£2�TØw�^�����2���.¡�Áå�7���9���^�����Ú£2�7�^�uªW�e���7���w�}Áv£�Û «�����â Þ.£ û ���^�\�^�����������ê��®,�����\�=���\�����¨���^�\�*�
���\�;ÂaYKØw���2�B§��e�2§��*�¨�2�����e�������"®o���a�2�����X,��å���\���*�e�9�}�#���2�����e�w£tëLá�ì�íVî�á
ÞéÔ�×h�Ö?�?aÛ â��#O Þ,Õ NdB : N�èTNdB Ù�?=£

Á-���\�����#���Ú£2� x ���2�2�7��¡�Á¤�e���e�¨�7���a�g��ïA£2��Ø@�*�*�e�¨���#�eØ,£2��©u�=ü� #����£2��ªW�e�\���%�^�2���#����£2���^�R�¤�a���^����� £BÛ «����#« Þ.£
ÂaYKØs���7���2�C�����¤��®@®à���a�2�-���7���2�2�
���2�É®à���*���É������á��^�-���e�������mÕC�¨®h�-çÒ�%�a���e�F�#���e�F�����^�#���e�\�K�*�e�������e�
���\�`§#�����¢�������e�×��®(�%�^�\���e���m���\�¥�2�\�������a�F�^���%�������%���2����£<ë�á�ì¼íÜî�á(ÞéÔ�×h�r? O Û O :�:#Þ`Õ «�� Ù P�èC«��#P Ù=£
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Áå�\�^�a�\�K��£uÁv£2�#/ �w�#/±£KØ,£2�KØ��2�w�ÀY`£Àø;£2�K�^��/ �w�ÀÑ\£KØ,£2�K�*�=�2���e���ÜÛ N�P#P�â Þ.£úû6ð�à^×EßEòQß=÷ÈÝVä�ÕVßEÔQä"ÙQà
÷\ß�ã-Ú´ÔÖÕ-ãjÔVîK�#£ x �a���2�a���^�¯¡¯ï,�^���¢���\£

Áå�a�2�%���2��� û £T�^�ÇY������^�\���T��£�Û «���� ?�Þ.£K�!�B�C�������������\�×�%�\�^�9���������%�7���a���*�v�2�\�=�\�*�*�×�B�m�#���F�e�����¨�a�^���B¡
�=�%�������e��2�Å�a�¢�����u���������\�*��£0ë�á!ñ(ÔdÔdò�ì�ä�õ�á�� B :ÅÕ NdB : èTN :�:C£

Á¤�C���a�%���w�L/¿£�ê9£wÛ N�P :�:#Þ.£#"ÙQ÷éî�àþß�ä�õ�â"Ý´ãVØ�ätßM�-ðrÝÜÕ^£�Ñ��e�a�
/Ò�2���^�Å���\� x �e�\��� O �Å�*�=�2�����e�w£
Á¤�C�*�B�\�^���-,��tÑ\£���£��^�u�,�a�2�2�2�a�w� x £�Û «������ Þ.£aèéä�ÙQà��ÖÕ�Ý�òDN ß�÷�Ùdõ
ÝÜÕO	QP¼à^×EÚ´Ùdõ�Ý�Ý-×�ÕdÝ�õQ÷ÈÝVät×¯Ù�×EßEÔQäT£<!�\���^��¡
�#�\�^�F�^�B�u�a�`�¢�;�a�B�C�������\�#£r�ê�e�����e�w£

Á¤�#�����^���
� £��^�"Áå�\�^������������Ñ\£ ¡	ØJ£}Û N�P Ù P Þ.£RÒ�Údü�ã-ß�ÕcòDN ÙQä�ÙQà��ÖÕ�Ý9òRN ß=÷�Ùdõ�ÝÜÕ^£�Á�quª x �,Ø!� x £C�!���*�����*�-�=�
Á�qvª x £

Áå�����%�#�����a�\Áv£
ø;£B�^�KØ@���7��§B�2���%�w�rÑ\£L� £�Û «����#« Þ.£�©��^§��^���e�a�a�2�a���¨�B�7�������2�%�����2§��`�F�^���\�C�é�����^§#���2�7�����
�}���e��� Ûà�a���a���\�u���^����������Þ�{7�*���¥�F�����2�2�\�*����£�Ò<ÔÖÕV×=Ø�Ù�ÚÜÛÖÝVÕV×�ÞÀß�ÔQà�áÀâ�Ý´ã-Ø�ä�ÔQà�á�� « ?ÅÕ N ? N�èTN ?#Ù=£

Áå����,^¡ } ���2§��#�}Ø,£ ¡®� £��^��/s�^�2�}�^�g��W£Tª�£@Û N�P Ù N Þ.£ x ���9�a�2�2�a�Å�a�*���2�#�\�W®h�e�v�����^���*�e���e�#��£�ë�áRû6ß�Õ-ã-Ú´ÔÖÕ-ã�á��
N�«#« Û O Þ`Õ «#O ? èC« ?�:C£

Á�YÀ�gD(Ø,�\�*�=�2���e��Û «������ Þ.£�âtÔQ÷�Ù�×®ÝS3 îLÔQð�Úsð
ä|î�Ú´ÔdòQð�ßE×�ò�ÝT�-ð�ÙQàþß=×®ü*£åÁ�YÀ� D(Ø,£
©`��§B���*��� êA£�Áv£2��øW�2���^�2���}Áv£2�7�^�a�å���\�*�#��©A£t� £@Û N�P#P Ù�Þ.£ û �F�^���a�%���\���F�C�a�^����®,�^�¢�e�������;�a�V{7�*�^�����e�
��®(�2�\�=�2§C���=�7���@�a�¢�����u�*�^�2�(ç¤���2����£Çë�áÀâ"Ý´í�×®áR�×Eð�ò�á¢� «#P Õ B�â ? è�B�B :C£

©�� x �F�*�=���Rï;£2�(�(����ç¤�^�����¼"£2�(©��¹�-�e�^���=���e�^á��^����Ñ7£2���^��qu���*�e�¢�ÖP�����£¤Û N�P#P Ù�Þ.£ý����^���#���*�e�a���Å�e�=¡
�%�^��§e�������e� ��®-�F�����2�2�\�*�%�¨�2�Ú���a�a���*�éÕ��¥���7���B���2�%�����2§��é���a�a�����e�%�w£�ÒÀÔÖÕ-×=Ø�ÙQÚVÛÖÝÜÕV×<Þ<ßEÔ�àXásâ"Ý´ãVØ
ä�ÔQà�á��
N^â Û « Þ`Õ N ? N�èTN ?#Ù=£

©��*���F�^�����Ú£2�,Ø����9�F�^���	�C�w��Ñ\£2� x ���\�*�^���2�2�aá}��q;£2�Rï,�^���2�2�\�a�^�w���v£�"£2�J�^�Èqu���*�e�¢�ÖP��¼��£¼� £WÛ «����#O Þ.£
©��^���^���9�2�7�������e�×��®��a�a�\�^���a�����2�Q8��a���é���\���*�^�a���2�a�2�2�2�	�m��®@���e�������C�*��£�ÒÀÔÖÕV×=ØLÙQÚÜÛQÝÜÕV×RÞÀß�ÔQà�á�â"Ý´ãVØ
ä�ÔQà�á��
« :=Û O Þ`Õ «#P#O�èCO��#O £

©��*���F�^�����Ú£2��Ø����9�F�^���	�C�w��Ñ7£2��ï,�^���2�2�\�a�^�w�
��£�W£2���^��qu���*�e�¢�ÖP�����£�� £7Û «����#« Þ.£�� �*���7���a���������a���e���^�¯¡
�����*�K��®����e�������B�*�u�e�-���^�¢�����*�m�����a�a�\�^���a�����2�Q8��a���é���\���*�^�a���2�a�2�2�2�	��£ÀëLáÀâ�Ýjí�×®áU�×EðLò
á�� O#O Õ â\N ? è�â�«#P £

©��^§#���=Ã}��� £ ¡®D¤£2�L�K���%��á#����� û £2�CªW�e�}�^�����B��£2���-�e�\���\�^���a��£2��ê��a�2�2���e�w��D-£2�Lq��*§��-,��L��£2�C�^�-Ø@���7�����#���Ú£
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â"Ý´ãVØ
ä�ÔQà�á�� N ?aÛ O Þ`Õ « : P�èC«#P#« £

x �����a���e�w�!�Ú£��^�pHT�#�7���g�æ�Ú£!Û «����=N Þ.£��¤�����e� �a���e�}�^�������*�����\� �^���a���Ú�������\�^���a���#£Èñ!ÔdÔdò*ó<ÝÜÕdá��Üät×®á��
O�â Õ�Ù â\N�è Ù B�â £

x �^���%�=�QÑ\£\Û N�P Ù « Þ.£l�Ü÷�Ùdõ
Ý�èéä�Ù�à �ÖÕÜß�Õ0Ù�ä�ò9ûwÙ�×=ØLÝV÷�Ù�×Eß�ãjÙQàLû�Ô�Ú¯îtØLÔQà^Ô õ���á#��ÔQà ð�÷ÈÝ�[#£ û ���e�a�^�9���K�!���*�����
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x �^�B�F�e�a���¼êA£R��£2�R� ���a�a�2�a�\�Rå9£2�R!���2á=�����e�w�R"£R� £2�����e�}��§C�����w� û £æø;£2�(�^��å��2�a�\��ê9£�Ñ7£-Û «����#« Þ.£
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x �\�e���������\����/±£2�Öï,�^���2�2�\�a�^�w����£ÖW£2�#Ø@���9�F�^���	�C�w��Ñ\£2�e�^�¼qu���*�e�¢�ÖP�����£Ö� £aÛ «�����â Þ.£tY-�\�-���^�¢�������e�\���a�2�
���^� çå�*�^�A���e�����%���\�����e�����a���e�}�^�������*�����\�����\�J�a�������e���e�#����®T���a�a���#£�ëLáj"ã�ß�á
ñ(ÔdÔdòaè¼õQÚVß�ã�á��eÙ â Õ N#N�O=N�è
N#N^â�� £

x �9�2���w� û £Q"£2�Q� �*Ã=�7���¥��å9£�"£2�e�^�¼�×���a�a�^�2�}�^���\� û £���£�Ñ\£aÛ N�P#P Ù�Þ.£ } �A�a�a���B�\�^�2���a�^���^���9�2�a�2�a�¨�*�^�2��¡
ç¤���2�B�������^���¢���B�a���e�}�^�������*�!çK�2���¨���\�J�*�e�9�a���*�������e�;�.ÃC�}�^���2�F�^����£�öæØLÝV÷Èá�ì�ä�õ�áQ"ã�ß�á¢��? O Û «#O Þ!Õ O#P=N�O�è
O#P#«#« £

x �9�2���w�åØJ£0êA£vÛ «����#O Þ.£±Áå�C���#��á��^���^�%�����*�e�������e�`��®��a�¢�����Å�*�^�2�����7���}�ÜÕ,���^�����2�a�¶���\�×¦\�\�×�}�e�2������£
ö�ð
ÚVÚjÝVät×�v!î"ß�ärß�ÔQä�ß�ä;Ò�àXÙQät×�Þ<ß�ÔQà^Ô õ��#��Û B ÞvÕ B#O�è : O £

x �\�*�a�*�*�e����êA£Q/±£C�^�uÁ¤�C���a�%���w�L/¿£rêA£�Û N�P : N Þ.£�ûwü-×=ØLÔdò�ÝÜÕ(�×¯Ù�×EßGÕ-×EßM�-ðrÝÜÕ^£ û �����C�^�¢�������e�¥�a��Á¤�B�e���=��¡
�7�������e�6Y@�*�%�a�a�����\� û �#�����*�e���#£

x �e�2�2���#�\��£@Û «����#O Þ.£0û�ÔQÚ®îtØ�Ô�à^Ôjõ�ßEãjÙ�àh�Ü÷�Ùdõ�Ýcèéä�Ù�à �ÖÕÜß�Õ.£ x �a���2�a���^��� « �\�×�*�=�2�����e�w£
x ���������w�a©A£2�Lå`�^�\�\���2�g�j/¿£ x £2�=�^�À��*�%á��#��Ñ\£�Û N�P#P ?�Þ.£�"×¯ÔdãVØ�ÙÖÕ-×EßEã��ÇÝ´ÔQ÷ÈÝ-×EÚS�|ÙQä�ò�ß=×=Õ<è�î�î"à ß�ãjÙ�×Eß�ÔQä�Õ^£
Ñ��e�a�
/Ò�2���^�fA x �e�\���7Áå�a�����\�*�����^��� « �\�¥�*�=�2�����e�w£

x ���������w�e©A£2��� �*��á��#�QÑ\£2���^�����e�a�2�����a�w� x £BÛ N�P Ù � Þ.£LD\�e�����a�¢�e��®o�e�(���%�������e�7�������a�¢���7����¦\�a���å�a���B�*�*���R�
¡7�7�������¢���2�2�`�e�����^�����*��¦\�a���,���=�����^�F��£
û�Ù�×=ØLá�v!îrÝVÚ»Ù�×EßEÔQä{�-ÔQÚÜÕ-ã-ØLáj"×¯Ù�×®á}3��ÝVÚ�áQ�×¯Ù�×Eß�ÕV×Eß�ãVÕ.� N#N Û « Þ(Õ « Ù N�è
« Ù B £

Y-�a�2�7���a���æ��£2�Rêv���2�g�!Ñ\£2���^�zD7�e�a���a���^����� £JÛ «����=N Þ.£;� �*���7���a���*�A��®<ç¤�B�C�a�;���\�Ü�����*�*�ÉÕ����e�F�É�\�-ç
�a�2�#�a�2�2�#�����W®o�e�W����e���Å�����e����£lö¼á ósá�è<ã Ù�ò�áR"ã�ß�á�ÒÀÙ�ÚÜß�Õ.� O#«#P Õ@: �=N�è : NdB £

Y-�\�e�����#��Ñ\£ û £@Û N�P : P Þ.£<ì�à�ÝV÷ÈÝVät×¯ÙQÚS�|×¯ÔÜî"ßEãVÕzß�ä§òQß �éÝVÚ´Ý-ät×EßEÙ�à"õ�Ý´Ô�÷�Ý�×EÚ;�#£0�W�\�a�^���#�%�e�=�7������Y@�.Ã=���u�2�
� �����\�^���������*��£ x �a���2�a���^�¯¡¯ï,�^���¢���\£

Yw�%��§B����� û £�Ñ\£2���×�a�������e�w� x £�©A£2���^�KÁå�7�e�����e�w� û £�Û N�P#P#O Þ.£�,�����2���������e�Å��®��a�¢�����-�*�^�2��ç-���2�T���a���%áB�\�*���
���m�2����������á��^���^���e�a�X,��������e�w£éë�á�è�õQÚÜß�ã�áR ã-ß�á¢� N�«�� Õ « : P�èC« Ù�:C£

Yw�w�Lå9£2�=©��a�K�e�^���a�^���e�^á��^���rÑ7£2�C©��^�2���e�a���=ª¨£2�=�^�K�a�a�-����������Y`£�Û N�P#P�B Þ.£R� �e�a�2���e���2�a�9���#���¯¡g�7����§��*���
���7���2�2�
� ��®v�#�%���a���¶���9�2��� ���a�a���m�a�\�a�^�F���2���a�¢�����*� ���\�^��®à¡g�2��®o�m�*�e�\�=�2�����e�\�¥Õ!�a�*�������\�^���2§��#�(�\�e�=¡
�a�*�������\�^���2§������\�¥���7���2�C���������@�F���e���a���^�F�^������£#�Üät×®áæë�á(ñ!ÔdÔdò�"ã-ß¯áÀâ�ÝjãVØ�ä�ÔQà�á¢� O=N Û O Þ�Õ «�B : èC« : B £

§e��� Øw�^�����\�#�ÀêA£J�^�|øW�a����á��*���,ª¨£WÛ «����#« Þ.£·øv�dç �F�e���a�\�e���e�#� �a���*�=���^���É�F�*���7���a�������v�a���e���^�������*�
��®,���%�����^���^�a�¢���`�������\�^���a���*���a�^�}�^�\�a�u�e� �2�����%��¡	�����*�^�2�F�^�\�����%���}�*�^�a�¢���u���a���%áB�\�*�%�u§#�����¢�������e�\��£zë�á
ÞÀß�ÔQ÷ÈÝ´ãVØLÙQärß�ãVÕ.� O ?mÕ N#N�P=N�èTN#N�P :C£

ïu�2�\�*�^�B���aØ,£=�^� x �e�2�2���#�C��£wÛ N�P#P=N Þ.£R/Ü�����^�����\�*�a�K�2�Å�=�2�#�2�%�������7�e�*�*�`Õ û �m�.ý��^���^���u���2���e���2���a� �7�e�%�*�
�e�¥�2�9�F�^�������e�×���2�¨�a�¢�������e�w£s�´ì�ì¼ìnâ�Ú´ÙQä�Õdá"Ò<Ù�×�×®ÝVÚVä;èéä"ÙQàXá(û�Ù�ãVØ�ß=ä"Ý0�Üät×®ÝVà�á�� N�O Û B Þ.£

/Ü�����=���e�w��å9£�/¿£2� x �9�2���w� û £�Áv£2�#��������� û £QÑ\£2��qW�\� û £2�e�^�,������á��^����� £eØ,£\Û N�P#P :#Þ.£rqv�-ç ���a�a�����e���\�*�
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/Ü���a�\�}Áv£rôA£2�L/Ü���a�\�TØ,£2�7�^�aY-�\�e���e����Áv£Tª¨£@Û «�����â Þ.£À� �B�a�^�2�2�2�a�é���\�`�F�*�%�7���a���������a���e�}�^�������*����®
���2�a�#�������\���}�^�\�����e�=¡	�^�a���a���*�Å���e�������É�*�^�2����£�èéärä"á ÞéÔ�×®á�� P#O Û â Þ�Õ â#â�O�è�â ? O £

/Ü�����=���e�w� û £���£!Û N�P ? N Þ.£�Á¤�^�2�¼ç¤���2�å�e�������a�X,��������e� ���\�ê���\�A�a���e�}�^�������*�¨��®å���\�;Ã=�C���^�¥£�èéð
ÕV×®á�ëLá
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/s�^�2�}�^�g�tW£\ª¨£@Û N�P : P Þ.£��×®Ý-Ú´Ý´Ô�à^Ôjõ�ßEãjÙ�àRûwÝ-×=Ø�ÔdòQÕ�áW��Ô�àXá+[�á(Ò�Ú´Ù�ã�×Eß�ãjÙQàæûwÝ-×=Ø�ÔdòQÕ��-Ô�ÚaÞÀß�ÔQàXÔjõQß�ãjÙQàæû�ÔQÚS�
î�Ø�ÔQ÷ÈÝ-×EÚS�e£ û ���e�a�^�9�����!���*����£

/s�^�2�g�j/±£wÛ N�P Ù#Ù�Þ.£¼(Ã=�}�*�^�%�������e�Å®o�e�����a�¢�e�u���\�m�����e�}�^���2�F�^�������`�a���e�}�^�������*�K®h�e�-�\�e�¥�����e�����e�a���`�}�B��¡
�������×�F�B�a�^����£ÀëLáæû6ß�Õ-ã-Ú´ÔÖÕ�ã�á�� N ? N Û O Þ�Õ «#O ? èC«�â ?=£

/s�^�2�g�L/¿£wÛ N�P#P�� Þ.£��	���^�%�������e�\�u��®����%���\���¢�����2§��¨�2�����^�#�%���@®o�e�����a�¢�e�����\�Å�\�e�=¡g�����e�����e�a�������e���%���e�×�a����¡
�*�*�%���*�"��®(�7���������^���*��£0û�Ù�×=Ø�áDa�á�� «�� ?ÅÕA? O=N�è ? â�P £

/s�^�2�g�L/¿£@Û N�P#P ?�Þ.£0Y-�\���*�����2���������e���®!�F��������7���}�¨���\�Å�F������7���������^�����B�a�¨�}�^�u�2�×��§��^���¢���a�a�2�a�
�7���������^�������=�����^�F�-�2�¥���\���a�¢���\�#£�èÇòQÛÖá(è�î�î�à�á(Ò�Ú´Ô?�dá¢� « :éÕ Nd�#«�èTN#N�P £

/s�^�2�g�g/±£KÛ N�P#P�B Þ.£+Y-�\�m�F����� �\�e�������W�=���������2�a�a�����e� ��®����%�������e�7����� �%���\�a�e� ���^���F���\�¶�7���������^���
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Ò0Ú»Ôdã�á��Üät×®ÝVÚVä�Ù�×®á�l�Q÷Çî(á����7�����*� «=N�èCO#O �ÖD7�e���%���2�\�^�a�������w��Da�%���\�*�#£=/s�e����� x �^���^������¦7�K�,�a�a�2�����������e�\���
x �2�a�����}�e���#£

/s�^�2�g�?/¿£TÛ N�P#P :#Þ.£(����������C�=���*�å�e���%�B�^�¢�����*�ÈçK�2�����%���\�a�e� �^���#���*�����^����£Utð�î�î�à�átóÇÝVä�ò�á�ö�ß�Ú´ã�á"ûwÙ�×®á
Ò<ÙQàXÝ-ÚÜ÷�Ô#�t? � Û « Þ`Õ O Ù�: è�â\N�« £

/s�^�2�g�?/¿£�Û N�P#P#P Þ.£(�
�����^�\���2�
�É���7���2�C�����å��®��}�B�e�������é�F�B�a�^����£!ÒÀÙ�×�×®ÝVÚVä|ó<Ý´ãjÔ õQärßE×EßEÔQäT� O#« Õ NdB :Q? èTNdB Ù â £
/s�^�2�g�{/¿£CÛ «����=N Þ.£B©��^�\���2�����*����®\�9��Ãa�*��§��e�2�a�F�*��®o�e�@���C�e�������\�@�F�C�a�^����£Lè<òQÛÖá�è�î�î�àXá�Ò�Ú´Ô?�dáDb�R�s�èsd��
O#O Õ O#P�è�B�� £

/s�^�2�g�G/¿£��^�D/ �����e�%á��^����Ñ\£ û £�Û N�P Ù â Þ.£�©��^�\���2�����*�w®o�e�����%�������e�7�������%���\�a�e�Ý���^�������\�`���e�2�B�@�a���C�*�*�����*��£
èÇòQÛÖá(è�î�î�à�á�Ò�Ú´Ô?�dá¢� NdB Õ O#«�â�èCO�â�B £

/s�^�2�����À�v£2�À� ��Á-���a�w�<� £WÁv£2� x �\�*�=���^�´,*áB���é"£2�K©��^�2�F�^���"©A£2�K�^�¥ªW�e�}�^�������Àå9£�Û N�P#P�â Þ.£ x �����\�.¡
���a�%���¨®o�������a���*�×��®9�*�^�2�lç¤���2���Å®o���e� ���e������� �*�^�2����e�\���a���*�À��� �#���dç �e� ���\�Ü�\�^���a���^���a� « � B ¡
�=���%�a���e���e���^��,��e�a�2�����2���#£cëLá!û6ßGÕ�ã-Ú´ÔÖÕ-ã�á¢� N : O Û « Þ�Õ N ?�? èTNdB�â £

/Ò�a�2���\�^��� x £!"£�Áv£2�æê��e���7�������æ�Ú£�êA£�"£2�!��2�����\�^�2�g�æÑ\£(Y`£2���^��êv���=���^���(� £(Ñ\£JÛ N�P#P#P Þ.£éªW�e���*����®
�*�^�2�2�a���#�%�A���\�×Ã=�B���e�#�2�\����� �2� �a�^���^���9�2�a�2�a�m���\���F�*���7���a�������!�a���e�}�^�������*����®J�a���2�������¥�a�¢�����`�*�^�2�
ç-���2����£�Ò�àXÙQät×�Ò�Ø?�ÖÕVßEÔQà�á¢� N�«=N Õ B ?�: è�B�B#O £

/ �w�!q�£w�^���!�2�������(� £JÛ N�P#P#P Þ.£�©��^§��^���e�a�F�^�B�9���\�s§e���2���\�������e� ��®K�é¦\�a�2���É�^���^�F�^�����F�B�a�^�J��®W���
���a�a���`®à���a�2�W�*�^�2�g£�Ò<ÔÖÕV×=Ø�Ù�ÚÜÛÖÝVÕV×¼ÞÀß�ÔQà�áÀâ�ÝjãVØ�ä�ÔQà�á¢� NdB Õ N�è Ù=£

H����a���#�t�Ú£wÛ N�P Ù â Þ.£åÁå�a��§#�����a�����F���e���a���¨���\�Å�%���\�a�e� ���^��������£�û�Ù�×=ØLáh�sÙ�ã-Ø�Ú�á¢� N#N�P Õ O#« : èCO#O#P £
H����a���#��� £uÛ N�P Ù B Þ.£��
�����^�#�%���`���\� �^�a�����^�B�m���^�a���*���^���%�������e� ��®lD(�*�a�^���^���¬�m�^�a��§e�����a����F���e���a���*��£
èéÚ´ãVØLá�û�Ù�×=ØLá¢� â�B ÕA?�?�: è ? B :C£

H����a���#��� £,Û N�P Ù�:#Þ.£�Áå�a��§#�����a���*�¨���\� �^�a�����^������®o�e�`�a�a���e�\����®K���^���cçK�2��� �}�#���2���2§��A�����e���w£��ÇÝjÔQ÷Èá
��Ý´òQß�ãjÙ�×¯Ù�� «#O Õ N ?�? èTN : N £
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HT�#�7���g���Ú£�Áv£2� x �����a���e�w��� £�êA£2�e�^� x ���a�2�������^�2�w��ø�£e©A£\Û «����#« Þ.£TÁ¤�^�2�2�a�¢���,�������\�^���a���W��®T�a�����e�9�^���a�¨�
���\�Å�2���K�2�L{\�\�^�\�*���e�Å�F�*���7���a���������a���e���^�������*��£Çë�á0ö¼ÝVÚdáD"ã-ß¯á�� O�B Õ NdB : èTN : B £

HT���w�rø;£a�^�9/Ò�2�\�=���#� û £wÛ «����#« Þ.£�(ü}�*�^���u��®��*�^�2�w�2�����^�#�a�¢�����2�
�¥�e�Å���\�`�a�2�#�×�����%���2�¥�*�e�9�a���*�%�����e�×��®
�e���^�=¡	�*�^�2�w®o�����F��£�èÇã�×¯Ù|û�Ù�×®Ý-ÚÜß�ÙQàþßEÙ#�r? � Õ Nd��â\N�èTNd� ? « £

HT���w��ø�£�ô;£2�
øu�e�a�}�a�^�g��Ñ\£2�B�^��/ �2�\�=���#� û £�ø;£TÛ «����=N Þ.£((ü��*�^���-��®@�*�^�2�T�2�����^�#�a�¢�����2�����*�-�e�é���\�u�^�¢�e�������
�a���e���^�������*�u��® « ©©ï��e���e�\�e�w�\�e�\�^�=�*�e�¨�\��£éë�á!ûwÝ´ã-ØLá!Ò�ØI��ÕdáU"ÔQàþßEòÖÕ^� â�P Õ�Ù�?�: è Ù�: � £

HT���w��ø;£Lô;£=�^�<� �^�2���#���#��Ñ\£aª�£}Û «����#O Þ.£ û �F�*���7���a���������F�B�a�^�}®h�e�K���\�`�*�e�9�a���*�������e�¥��®(�a�¢�����v���\�
§��^���^�%�����2§������������\�#£Àë�áÀâ!ØLÝ´Ô�Ú�á(Þ<ß�ÔQàXá¢� «#«=N Õ�Ù P�èTNd�=N £


	Introduction
	Le péricarpe de tomate
	La tomate produit modèle
	Le fruit de tomate
	Structure du péricarpe
	Texture sensorielle et propriétés mécaniques
	Modélisation des propriétés mécaniques
	Imagerie du péricarpe de tomate

	Structures cellulaires et ensembles aléatoires
	Représentation ensembliste
	Caractérisation morphométrique
	Modélisation stochastique

	Estimation dans le cas d'un échantillonnage non uniforme
	Protocole d'échantillonnage
	Estimation des paramètres morphométriques
	Cas d'une sonde perpendiculaire à une surface
	Calcul pour une structure du plan
	Extension au cas tridimensionnel
	Vérification sur un exemple simple
	Cas d'une surface de révolution

	Mesures dans des images discrètes
	Discrétisation de l'espace
	Mesure du volume
	Mesure de la caractéristique d'Euler-Poincaré
	Surface et épaisseur moyenne
	Implémentation algorithmique
	Rose des normales
	Exemple d'application sur le pain

	Estimation de surface par coupes verticales
	Échantillonnage par coupes verticales
	Estimation de surface par mesure d'angles
	Implémentation discrète
	Amélioration de l'estimateur discret
	Application à une sphère
	Application à un modèle booléen
	Discussion

	Imagerie et morphométrie des cellules du péricarpe
	Choix des variétés
	Modélisation de la surface de chaque tomate
	Acquisition des images de péricarpe
	Amélioration des images
	Segmentation des particules de péricarpe
	Traitements additionnels
	Exemple d'images segmentées
	Extraction des paramètres morphologiques

	Analyse des résultats
	Variétés Cameron et Quest
	Lignées sauvage et mutante DR12

	Conclusion et perspectives

