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La problématique halieutique

Longtemps on a considéré la mer comme une source de richesses inépuisable et la péche
comme une activité de cueillette. Pourtant depuis la fin du XIX€siécle, on observe une dimi-
nution des rendements, en méme temps qu’'une augmentation de la péche (si 'on excepte les
périodes de guerre).

La surexploitation des stocks halieutiques, liée & une augmentation importante de I'effort de
péche et simultanément & des progrés technologiques (sonars, etc.) considérables, I'introduction
des zones économiques exclusives (ZEE) pour les pays possédant des fagades maritimes, ainsi
que l'augmentation du colt de ’énergie ont été trois facteurs déterminants pour remettre
en cause la rentabilité des entreprises de péche, et pour précipiter une prise de conscience:
les ressources de la mer ne sont pas inépuisables. Surcapacité de péche, secteur économique
surendetté, stocks surexploités: beaucoup de superlatifs pour décrire une situation difficile.

La nécessité d’une politique de gestion des péches est aujourd’hui reconnue. Son but est
d’assurer un développement durable de la ressource, compromis entre la maximisation des
revenus de la péche et la pérennité des stocks. Elle doit d’un cété d’éviter I’épuisement des
ressources marines, et de I'autre permettre de tirer un maximum de bénéfices de la mer, sous
forme d’emplois directs ou indirects, de production alimentaire, d’exportation de technologies,
etc... Ces deux aspects ne sont pas nécessairement antagonistes, surtout dans une perspective
a long terme, mais le passage d’une situation de surexploitation a une situation stabilisée est
en général source de problémes pendant une période de transition.

Les moyens dont on dispose pour mettre en place des politiques de péche sont des régle-
mentations locales, nationales et internationales, spécifiques & une espéce sur une zone géogra-
phique, en termes de quotas sur les captures, de limitations sur les tailles et forme des mailles
des chaluts, ou sur la puissance et le tonnage des flottilles de péche, de zones protégées...

Une des premiéres mesures de gestion est apparue dés 1946 sur la plie, espéce cotiére de la
Mer du Nord : pour garantir la reproduction de ’espéce, les aires de fraie et les nourriceries ont
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été interdites a la péche et une taille minimale de maille a été introduite pour les filets. Depuis,
beaucoup d’autres mesures ont été mises en place, sous forme de limitations des captures
(quotas) dans I’Atlantique Nord et la Mer du Nord, sur 'effort de péche en Méditerranée.

Pour mettre en place cette gestion des stocks halieutiques, les « décideurs » s’appuient
le plus souvent sur les études de scientifiques halieutes. L’halieutique est la science étudie la
relation entre 'homme et les populations qu’il exploite par la péche. Par des avis scientifiques
sur les mesures de gestion & mettre en place et par des études destinées & mieux connaitre
et comprendre le fonctionnement du systéme péche, elle cherche & améliorer la situation des
péches.

A cette fin, des modeéles mathématiques spécifiques a ces populations marines exploitées ont
été développés ; en particulier des modeles quantitatifs pour le diagnostic (VPA, cf. annexe A)
et la prévision, en vue de fournir des avis sur les principaux stocks exploités. En comparaison,
peu de modéles détachés des contraintes de gestion ont été élaborés dans un but heuristique.

Actuellement, on assiste a une remise en cause des modeéles d’évaluation classiques, dont
le diagnostic s’avére parfois incorrect et qui n’ont pas permis de prévoir a temps certaines
catastrophes: e.g chute des stocks de hareng de Mer du Nord, de ’anchois du Pérou dans le
milieu des années 70. La situation présente est critique : surexploitation des principaux stocks
et surcapacité de péche, dues essentiellement aux décisions politiques imprudentes en matiére
de gestion de la ressource, et ce malgré les recommandations des scientifiques.

On constate aussi une certaine impuissance des mesures de gestion classiques, quotas sur les
captures et limitations d’effort. Ainsi des modéles de gestion alternative, prenant en compte la
ressource et ses relations avec son environnement d’une part, les pécheurs et leurs contraintes
économiques d’autre part sont élaborés ; plus spécifiquement en Mer du Nord et sur le Golfe
du Lion.

Notre approche

Notre approche du domaine halieutique est originale, car elle introduit un formalisme et
des outils issus de 'automatique. Le probléme majeur qu’engendre cette démarche est lié &
sa pluridisciplinarité : il faut comprendre la problématique halieutique et ses enjeux avant de
pouvoir résoudre certains problémes pertinents par des techniques de 'automatique; il faut
en outre savoir dégager des résultats obtenus, les points intéressants par leur interprétation
biologique.

L’automatique est une science qui étudie et contrdle des systémes dynamiques. L’ approche
systéme est une caractéristique de cette science qui va de la théorie a 'application. Un systéme
est représenté par plusieurs variables : des entrées qui servent a le controler, des sorties que ’on
observent et des variables internes décrivant son état. Cette approche se préte bien au cadre
halieutique ; on peut par exemple pour le systéme «stock exploité» assimiler ’entrée a ’effort
de péche, la sortie a la capture et ’état a la biomasse du stock.

Les objectifs principaux en automatique sont de comprendre et modéliser le fonctionne-
ment de tels systémes, afin de les controler, i.e. d’élaborer des lois d’entrée de maniére a ce
qu’ils suivent un comportement donné. L’automatique dispose d’une théorie bien adaptée pour
des systémes régis par des lois physiques « exactes», souvent linéaires (en premiére approxi-
mation). Elle s’applique essentiellement & des processus industriels, comme par exemple pour
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I’asservissement de moteurs, la régulation de réacteurs chimiques, le pilotage automatique de
véhicules...

Mais il est plus compliqué de mettre la biologie en équations. La dynamique des popu-
lations marines exploitées fait intervenir un grand nombre de phénoménes élémentaires dont
la modélisation n’est pas évidente. La mortalité par exemple est due & la péche, aux autres
espéces prédatrices, au cannibalisme éventuel, & la propagation de maladies, aux conditions
climatiques, a la présence de nourriture... Toutes ces interactions font que la condition d’iso-
lement d'un systéme est peu respectée. Comme on ne sait pas toujours quantifier ces effets, il
est difficile de savoir lesquels négliger. En outre la plupart des phénomeénes intervenant dans
la dynamique de population sont non linéaires, ce qui complique I’étude et le controle de ces
systémes.

Le but des études que nous avons menées est plus d’expliquer que de prédire ou de diagnos-
tiquer. C’est pourquoi nous avons développé des modéles simples, oil il est possible de maitriser
les mécanismes introduits dans la dynamique du stock. Nous avons utilisé des techniques de
controle qui peuvent sembler peu sophistiquées, mais qui ont l'avantage d’étre interprétées
aisément. Certains choix de modélisation en découlent.

Nos outils

Aucun livre ou presque ne traite des applications de I'automatique a l'écologie, si I'on
excepte la théorie du controle optimal, utilisée en péche par CLARK [9]. Le choix des outils
que nous avons employés est donc original pour ce type d’étude.

Nous avons fait appel a certains outils classiques en automatique. Le critére du cercle dans
le chapitre III, a permis d’étudier la stabilité d’'un modéle de population bouclé par un terme
de reproduction trés général; nous avons en outre étendu le résultat habituel au cas d’un
systéme avec plusieurs équilibres. Le contréle optimal employé dans la section IV.2 dans le
cadre linéaire quadratique a donné quelques interprétations biologiques intéressantes.

Des techniques moins classiques, issues des systémes coopératifs, ont été appliquées pour
I'étude de stabilité du modele avec pré-recrutés dans la section I1.2. Et une méthode par
domaine invariant sous contrdle est exposée, pour résoudre les problémes de régulation de
la section IV.3; pour les deux systémes péche considérés, la résolution est essentiellement
graphique.

Choix de modélisation

Certaines questions se sont posées, préalablement & la modélisation des stocks halieutiques.
Tout d’abord a quel niveau de description s’arréter, quels phénoménes prendre en compte?
Nous avons choisi de nous limiter & des modéles monospécifiques, sans composante géogra-
phique. Ces restrictions sont motivées par notre approche, afin de conserver une certaine mai-
trise sur la dynamique, pour comprendre ce qu’il se passe.

Nous avons en outre écarté les interactions du stock avec son milieu et les perturbations
environnementales qui trés souvent sont introduites sous forme de variables aléatoires. D’ou le
choix de modéles déterministes.

Un autre choix, qui suscite bien des polémiques est le suivant: temps continu ou temps
discret 7 L’expérience du projet COMORE est plus grande sur les modéles en temps continu,
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ce qui a évidemment influencé le choix. Certes les phénoménes principaux intervenant sur la
dynamique du stock sont généralement saisonniers: la ponte, la péche. Cela se préte bien &
une description en temps discréte annuelle, qui en outre, simplifie 1a mise en place de classes
d’age. Mais se posent les problémes suivants: le passage dans la classe supérieure se fait-il
avant ou aprés la péche, comment répercuter une réduction de la saison de péche... Car peu de
phénoménes ont lieu de maniére ponctuelle par rapport au temps, ils ont une certaine durée.
Si I'on veut modéliser leur dynamique et étudier leur superposition, le temps continu est plus
adapté. Le reproche principal qui lui est fait par les biologistes est «1’étalement numérique »
intervenant dans le cas de modéles avec classes d’age. En effet, I'introduction & un temps donné
de quelques individus juvéniles donne l'instant suivant des individus dans tous les groupes
d’age, méme les adultes matures, ce qui est irréaliste d’un point de vue biologique. Néanmoins
ces adultes générés spontanément sont en faible quantité et 'on peut négliger cet étalement
si 'on considére un stock halieutique oti, au cours de 'année, tous les 4ges sont représentés.
D’ou le choix de modeéles en temps continu.

Choisir ensuite les phénoménes & prendre en compte et & modéliser sur la population, ainsi
que leur formulation mathématique, se fait selon le but recherché et les besoins. Il en est ainsi
par exemple du choix d’un modéle structuré en age ou en stades, ou alors simplement représenté
par sa biomasse totale : si ’on retient certains termes de mortalité spécifiques aux juvéniles, une
structure est nécessaire. Aussi dans certains cas, nous n’utiliserons pas les modeéles halieutiques
classiques. A chaque fois cependant, nous essaierons d’exprimer clairement les hypothéses
retenues et les limites qu’elles imposent aux modéles.

A la recherche des données

La validation des divers modeéles sur des données est souhaitable, mais assez difficile &
réaliser. En halieutique, on évolue dans un monde incertain ou l'observation et I'’expérimen-
tation directes sont pratiquement impossibles. On ne voit pas la ressource, on ne peut pas la
dénombrer directement ; sauf grace a quelques méthodes, acoustiques par exemple, mais non
généralisées. Il faut donc estimer ’état des stocks au travers d’autres données disponibles: les
efforts et captures commerciaux ou les indices d’abondance issus de campagnes scientifiques
(échantillonnages expérimentaux planifiés).

Plusieurs flottilles issues de pays différents exploitent les mémes stocks avec divers engins,
ce qui ne facilite pas la collecte de données extensives. Par conséquent on dispose trés rarement
de toutes les données relatives & un stock. En outre, on ne dispose le plus souvent que d’un
relevé par an et ce sur une période assez courte, ce qui donne des jeux de données de longueur
12, 20, ce qui est trés petit par rapport & ceux usuellement traités en automatique.

Les données dont on dispose sont souvent bruitées. Les relevés fournis par les pécheurs sont
parfois imprécis (voire méme illisibles) et ils dépendent de la tactique de péche, les rejets en
mer, ne tiennent pas compte des conditions climatiques... Et se posent encore des problémes
de compatibilité entre données. En effet, il est difficile d’évaluer 1'effort de péche, qui n’est pas
exprimé en une unité universelle, mais dans une unité spécifique a chaque métier: longueur
de ligne, traits de chalut, heures en mer, tonnage du bateau... Ces unités ne sont pas toujours
standardisées, elles ne tiennent pas toujours compte de l'impact des progrés techniques (une
heure de mer il y a 5 ans et actuellement ne sont pas équivalentes) et il est complexe d’établir
des tables de conversion.
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Présentation du mémoire

Le premier chapitre de ce mémoire, Modélisation de systémes halieutiques présente les
modéles halieutiques classiques utilisés pour I’évaluation de la ressource, leur formalisation
en termes automatiques et la base d'un systéme de pécherie plus complet, dans lequel sont
développées toutes les étapes du fonctionnement du systéme: de 1’élaboration de stratégies de
gestion a ’exploitation des stocks halieutiques.

Le second chapitre étudie plus en détails Un modéle avec pré-recrutés. 1l s’agit d’'un modéle
structuré en stades, pour lequel on a mis 'accent sur la modélisation des phénomeénes inter-
venant sur les juvéniles. Généralement ce stade n’est pas exploité et ne fait donc pas partie
du stock (phase exploitable); les modeéles halieutiques classiques lui substituent une relation
stock-recrutement, qui est une fonction reliant le recrutement, i.e. I’entrée des jeunes individus
dans le stock, au stock fécond. Les propriétés de ce modéle ainsi que son lien avec les relations
stock-recrutement sont abordés.

Le chapitre suivant, Stabilité d’un modéle avec recrutement généralisé, étudie la stabilité
d’un modéle structuré en stades pour une classe de fonction stock-recrutement dépendant du
temps, ce qui ajoute une dimension supplémentaire par rapport aux relations classiques.

Le quatriéme chapitre est dédié a des applications de Contréle sur des modéles halieutiques,
essentiellement de régulation. On cherche & maintenir l'effort et la capture d’une pécherie &
peu prés constants, de maniére a réduire les fluctuations des revenus et des cotits des pécheurs.
Deux approches sont développées: par controle optimal et par domaine invariant.

Le dernier chapitre présente 1'Identification d’un stock halieutique, le stock de flétan du
Pacifique, et introduit la notion d’identifiabilité sur un contre-exemple.

Notice typographique

Nous utilisons dans ce document quelques régles typographiques, pour mettre en relief et
alléger la présentation.

0 Cet environnement sert a introduire des explications ou compléments de maniére plus
intuitive pour certains résultats théoriques. [0

REMARQUES / EXEMPLE: Il est parfois utilisé pour introduire des remarques ou des
exemples permettant d’illustrer quelques résultats. O

Interprétation — C'est ainsi que sont mises en évidence dans le corps du texte, les interprétations
biologiques et discussions des divers résultats.

Sont encadrés certains résultats faisant office de conclusions intermédiaires.

O Ce symbole renvoie & des développements figurant en annexe.
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En halieutique, les modéles utilisés pour I'évaluation des ressources prennent rarement en
compte la totalité du cycle de vie d’'une population marine exploitée. Souvent ne sont considérés
que les individus susceptibles d’étre exploités, qui constituent le stock. Le stock est donc plus
une unité de gestion qu’une unité biologique. En sont exclus les larves et alevins, trop petits
ou absents des lieux de péche potentiels, et éventuellement de vieux poissons qui quittent les
lieux de péche, ou deviennent inaccessibles aux engins de péche... Cette phase exploitable est
ainsi limitée par le recrutement d’une part et la réforme de ’autre. Le recrutement correspond
a ’entrée des jeunes individus dans le stock, tandis que I’age de réforme intervient lorsque les
individus ne sont plus exploitables.

Par rapport & la modélisation de processus industriels (moteurs, réacteurs chimiques, etc.),
qui constituent le cadre d’étude des systémes automatiques, les « systémes péche» présentent
quelques difficultés particuliéres. Les stocks halieutiques ne suivent pas de lois ou de principes
fondamentaux facilement quantifiables, comme c’est le cas en physique ou en chimie (e.g. les
lois de conservation de I’énergie, etc.). Il est ainsi difficile de traduire sous forme d'un modeéle
mathématique le comportement du stock : par exemple, il n’est pas évident de traduire en
équations la mortalité subie par le stock.

Il est en outre nécessaire de bien définir I'entité étudiée et de faire quelques hypothéses
assez fortes afin d’en permettre la modélisation. Le stock est considéré comme un ensemble
d’individus uniforme et isolé. Cela suppose 'uniformité des caractéristiques individuelles, ou
de maniére plus réaliste le brassage des individus, et cela exclut tout échange avec d’autres
populations. On s’affranchit ainsi des comportements individuels et ’on peut considérer le
stock comme unité de modélisation.

La premiére partie de ce chapitre a pour but de dresser un apercu de la modélisation en
halieutique. Elle ne constitue bien évidemment pas une revue exhaustive, mais elle présente
différents résultats classiques, qui ont servi de base & nos travaux. Nous présentons tout d’abord
quelques modéles classiquement utilisés pour ’évaluation des stocks, puis nous décrivons plus
précisément le terme de recrutement.

La seconde partie du chapitre est consacrée au « systéme péche », c.-a-d. & la description de
stocks exploités sous forme automatique, avec entrées et sorties... Aprés avoir décrit quelques
systémes halieutiques simples, nous exposons un systéme de pécheries plus complexe, issu
d’une réunion sur la modélisation de stratégies de gestion (Dublin, 1994 [18]).

0 Un glossaire halieutique — automatique est présent en annexe A afin de faciliter la compré-
hension de ce chapitre.
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I.1 Modéles classiques en halieutique

Nous présentons ici quelques modéles issus de la littérature et utilisés pour 1’évaluation
des stocks en halieutique . Ces modéles décrivent tous I’évolution au cours du temps du stock,
i.e. de la phase exploitable de la population. Ils sont divisés en deux grands groupes. Les
modeéles globauz représentent le stock sous forme d’une unique variable; ils décrivent toute la
biomasse mais supposent qu’elle est entiérement accessible a la péche. Les modéles structurauz
distinguent plusieurs stades (classes d’age, de taille...) sur le stock et leur associent & chacun
une variable dynamique. Les modéles décrits ci-dessous sont regroupés selon ce critére et leur
exposé a essentiellement été réalisé a partir du rapport de LAUREC et LE GUEN [25].

Dans le cas des modéles structuraux, il est nécessaire d’exprimer le recrutement, soit le
terme d’entrée dans le premier stade du stock; il est étudié dans la section suivante (cf.
section 1.2).

Il existe aussi des modéles plus complexes otli, & la dynamique du stock, on couple une
dynamique de l'effort de péche, fondée le plus souvent sur des critéres économiques; on les
appelle des modeéles bio-économiques et ils font 'objet du dernier point de cette section.

I.1.1 Approche globale

L’approche globale consiste a représenter le stock par une seule variable dynamique, telle
sa biomasse (masse totale du stock) ou son abondance (effectif total du stock). Les modéles
globaux ne tiennent compte d’aucune structure démographique.

L’hypothése de base de ces modéles est qu’a un état de stock donné, correspond un équilibre
stable non nul avec le milieu. Un équilibre instable ne suffirait pas, car méme si on le supposait
atteint, les populations marines sont soumises & de fortes perturbations dans leur milieu naturel
et rien ne garantirait leur pérennité.

a) Modele de Verhulst—Pearl

C’est le modéle de base pour un stock vierge, i.e. non exploité, appelé aussi modéle logis-
tique. II est issu des travaux de VERHULST [49] et de PEARL [33].

90 (120

ou k et r sont des constantes strictement positives:

k: biomasse a I’équilibre, ou capacité de charge (en masse)
7 : taux de croissance (en unité de temps ')

Dans ce modéle, le stock posséde un point d’équilibre instable zéro et un point d’équilibre
stable pour B = k. Cette propriété est nécessaire a la survie de ’espéce considérée.

La structure du modéle fait que B demeure positive si elle 'est au départ: quand B = 0
dB/dt = 0. De ce fait, on ne peut pas obtenir de biomasse négative, ce qui n’aurait aucun
sens. La figure I.1 montre la dynamique d’un tel modéle, pour différentes conditions initiales de
biomasse : les valeurs d’équilibre 0 et k, ainsi que By, By (0 < By < By < k) et B3 (Bsg > k).

REMARQUE: Ces équations sont aussi valables en nombre. On peut remplacer la biomasse
par Deffectif du stock, autre variable positive caractéristique. O
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Biomasse B
A

B3

B(0)=B3
k

B(0)=k

B(0)=B2

B2 (0)
B(0)=B1

Bl B(0)=0 .

Temps t

Fic. I.1  Dynamique d’un modéle logistique pour différentes conditions initiales de biomasse.

b) Modéle de Graham—Schaefer

On introduit une pécherie sur le stock vierge précédent. La capture réalisée par unité de
temps est supposée proportionnelle et au stock et a 'effort déployé pendant cette unité de
temps. La constante de proportionnalité est la capturabilité ¢. On obtient le modéle dit de
SCHAEFER ou GRAHAM—SCHAEFER [16, 43]:

X X

& orx(1-2) —gux
dt T( k) 1
dy

© _wux

at !

en reprenant les notations précédentes et en introduisant les suivantes:

en unité d’effort x unité de temps™!)
en nombre ou en masse)

en unité d’effort™!)

en nombre ou en masse)

U : intensité de péche
Y : capture

g : capturabilité

X : effectif ou biomasse

o~~~ —~

REMARQUES Ces équations sont valables et en poids et en nombre : X est soit la biomasse,
soit I’abondance du stock considéré. La capture suit cette mesure.

Si 'on considére le pécheur comme un prédateur, ce modéle se rapproche du modéle dit
de LOTKA-VOLTERRA, modéle type des systémes proies—prédateurs [28]. O

Equation aux captures (approche globale et structurale) La capture constitue in-
trinséquement une grandeur cumulée: ce sont les poissons péchés pendant un intervalle de
temps donné. La quantité qU X est au contraire un grandeur instantanée, le tauxr de capture
selon SCHAEFER, et représente les poissons péchés par unité de temps, i.e. la capture instan-
tanée. Or on considére souvent 1’équation aux captures sur un intervalle de temps donné At.



30

Modélisation de systémes halieutiques

A condition que le stock n’évolue pas pendant cette période et en notant E l'effort de péche
déployé sur cette période, 'équation aux captures devient :

Y =¢EX avec: F = / U(t) dt
At

L’avantage de cette formalisation classique est que la production Y n’apparait plus sous
forme de variable dynamique, mais comme une variable de sortie, ce qui est plus réaliste dans
ce cas. Son inconvénient majeur est qu’elle est dépendante d'un pas de temps, car elle donne
la capture intégrée.

O Considérer la capture comme un produit du stock est en effet plus proche de la réalité. La
capture représente la production du stock, résultat de son exploitation par les pécheurs. En
outre une situation d’équilibre du «systéme stock—capture dynamiquey, soit une situation
ot la capture n’évoluerait plus (stock épuisé ou plus de péche), ne présente pas un grand
d’intérét.

Lorsque l'on prend Y = ¢EX, il ne faut cependant pas oublier de spécifier la période
considérée pour évaluer l'effort et la capture; souvent on utilise des modéles en temps
discret (surtout pour les modeéles structuraux) et naturellement le pas de temps «1 an»
est sous-entendu. [

[0 Dans ce document, nous conservons I’équation aux captures instantanée, mais en I’exprimant
d’une maniére similaire a la formulation intégrée. On aura donc:

Y1 = quX

Y1 représentant la capture instantanée (capture / unité de temps);

E; étant Veffort instantané ou U'intensité de péche (effort / unité de temps);
que souvent on notera de maniére un peu abusive: Y = ¢FEX, pour rejoindre la notation
classique intégrée.

Dynamique et équilibres La dynamique de ce modéle est la méme que celle d’'un modéle
logistique (cf. figure I.1), seulement ’équilibre non nul sous exploitation est décalé. A condition
que leffort E* fixé soit compris entre 0 et r/q, il existe une valeur de stock a 1’équilibre,
inférieure a k :

X* =k %p

La figure 1.2 représente la capture et la capture par unité d’effort a ’équilibre en fonction
de effort :

cpue =Y /E = ¢X (en nombre ou masse par unité d’effort)

qui donnent une bonne idée du rendement de la péche.

O La décroissance en fonction de 'effort des cpue a I’équilibre peut ne pas sembler évidente
au premier abord. Mais les cpue sont proportionnelles au stock. A stock constant, les cpue
sont constantes elles aussi. Et a I’équilibre, elles sont proportionnelles au stock équilibré
X*, et celui-ci est plus faible si on augmente 'effort de péche E*, tout en restant &
I’équilibre. O

La capture instantanée équilibrée présente un maximum, appelé production maximale équi-
librée, ou en anglais Maximum Sustainable Yield: M SY = rk/4. L’effort correspondant r/(2q)
est qualifié, de maniére un peu simpliste, d’optimal ; en effet, le critére implicite retenu consiste
a maximiser la capture réalisée par unité de temps a I’équilibre. La figure .5 présente un critére
un peu plus réaliste, car il intégre la notion de coiit, mais toujours sur un modéle statique.
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Cpue Y*/E* Captures Y*
ak
il MSY
0 a Effort E* 0 e 7 Effort E*
(a) Cpue en fonction de 'effort (b) Captures en fonction de l'effort

Fic. 1.2 Caractéristiques du modéle de SCHAEFER a [’équilibre ; mise en évidence du
MSY (Mazimum Sustainable Yield).

Captures Y*

Cpue Y*/E*

m=1
m=0

m=4
m=1
m=0,5

m=2
0 0
7 Effort E* g Effort E*
(a) Cpue en fonction de effort (b) Captures en fonction de l'effort

FiGc. 1.3 Caractéristiques du modéle de PELLA-TOMLINSON a [’équilibre, pour diverses
valeurs de m : 0; 0,5; 1; 2; 4; 10.

c¢) Modéle de Pella—Tomlinson
Le modeéle de PELLA-TOMLINSON [34] correspond en fait & une variante du modele de
SCHAEFER. Il introduit un paramétre m (m # 1) au modéle, positif et sans dimension :
ax X(1— ()™ 1) —¢EX pour:m > 1
dt rX((£)1™m—1) —¢EX  pour: 0<m<1
Y =¢FEX
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Le cas m = 2 correspond au modéle de SCHAEFER. Pour m = 1 le taux d’accroissement

naturel %dd—)t( n’a aucun sens. On le transforme pour obtenir le modéle exponentiel suivant :

dX 2
o X In— —¢EX
a M x 1

Dans tous les cas, ces modéles ont toujours deux équilibres, 0 instable et X* strictement
positif et stable. La figure 1.3 reprend, comme précédemment la figure 1.2, quelques caracté-
ristiques de ces modéles a 1’équilibre, pour diverses valeurs de m.

I.1.2 Approche structurale

Les modéles précédents donnent une vision trés globale de 1’évolution d’un stock. Mais
pour parvenir a étudier 'impact de changements du diagramme d’exploitation (e.g. effet d’un
changement de maille sur les mortalités par péche), il faut dépasser I’approche globale et se
pencher sur les mécanismes de la « boite noire» du stock. Cela devrait également permettre
un meilleure description du systéme, grace a la prise en compte de la croissance pondérale et
de la reproduction.

Comme leur nom l'indique, les modéles structuraux supposent une structure sur le stock. Il
est ainsi possible d’étudier ’évolution de différents stades du stock. En outre, ils sont explicatifs
et détaillent les différents processus affectant le stock.

Mortalité (naturelle, péche...)

A A A
Stock
@) ]
Recrutement "| Stade 1 Stadej»_ > -»@%» Réforme
i > X1 X2 Xn
! (b) Vieillissement
! Croissance
Développement Ponte
des oeufs

(&) Recrutement exogene
(b) Entrée stock-recrutement

Fig. 1.4 Schéma d’un stock halieutique structuré en stades.

a) Formulation générale

Le schéma général des modéles structuraux est représenté sur la figure [.4. Y sont décrits
les phénomeénes essentiels influant sur la phase recrutée: mortalité, vieillissement... Le recru-
tement, qui constitue I'apport de nouveaux individus dans le stock, n’est pas détaillé ici et fait
I'objet de la section I.2.
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Le stock est constitué de plusieurs cohortes; chacune regroupe tous les poissons qui ont
rejoint le stock au méme moment. Dans les modéles structuraux, on suit le devenir d’une
cohorte. Les lois d’évolution qui la gouvernent sont de maniére générale:

(1 dN(t)
—————= = —7(t) = —(F(t) + M(t))Effectifs
T = ~2(0 = (P + (1)
dC(t
# = F(t)N(t) Captures
B(t) = W(t)N(t) Biomasse
1 dW(t)
— =G(t Poids (croissance
Y (t
| % = F(t)W(t)N(t) Rendements
ou: | N(t) : nombre de survivants de la cohorte a l'instant t
B(t) : biomasse de la cohorte a l'instant t
W (t): poids moyen des individus de la cohorte a 'instant t
Z(t) : taux de mortalité totale instantané pris a U'instant t
F(t) : taux de mortalité par péche instantané pris a l'instant t
M (t) : taux de mortalité naturelle instantané pris a l'instant t
G(t) : taux de croissance instantané pris a 'instant t
C(t) : capture en nombre entre I'instant initial et I'instant t
Y (t) : capture en masse entre 'instant initial et l'instant t

Selon les lois retenues, on obtient divers modéles, dont les modéles de BEVERTON-HOLT
et de RICKER.
b) Modéle de Beverton—Holt

Dans le modeéle de base de BEVERTON-HOLT [7], la mortalité naturelle est supposée
constante et égale & M. La mortalité par péche est supposée constante et égale & F' au-dela
de I’adge & la premiére capture t., et nulle auparavant. L’évolution des effectifs d’'une cohorte
est donc, si 'on note R le recrutement et ¢, ’Age au recrutement :

Entre t, et t. : N(t) = Rexp M(t-tr)
Audeladet, :  N(t) = N(t.)exp (F+Mt=te)

La croissance linéaire de chaque individu est décrite par une fonction explicite, celle de
VON BERTALANFFY [50]. Si L() est la longueur moyenne d’un individu a l'instant t, on a:

L(t) = Loo(1 — exp K(t-to)y
BEVERTON et HOLT supposent en outre que la croissance pondérale est isométrique, d’otui :
W (t) o L(t)? = W (1 — exp~ K(t=10))3
REMARQUE : Meéme si cette modélisation donne des résultats satisfaisants, comme il s’agit

d’une courbe ajustée, il est souvent abusif de vouloir attribuer aux coefficients K, L, et
to une quelconque signification biologique. O
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Calculs de production Sur un intervalle de temps [t1,t2], ou t; > t., la capture en
nombre est égale a:
F

_ —(F+M)(t2—t1)
N1 e )

Ctl —ty —

et la capture pondérale correspondante est :

N 3 exp~ K (t1=to) (1 — exp—(F+M+nK)(t2=t1)
Y;t1—>t2 =F N(t) W(t) dt = F N(tl) WOO Z Qn ; + M+nK )

t n=0

avec : Qg = 1, Ql = —3, QQ = 3, Qg = -1

Pour calculer la production globale d’une cohorte, il suffit de choisir [t., +00] comme inter-
valle. Par souci de réalisme, on pourrait fixer un age maximal (longévité t;) plutot que prendre
I'infini comme borne supérieure ; surtout si un phénomeéne de réforme intervient. Mais le mo-
dele est ainsi fait que la contribution des grands ages est facilement négligeable (décroissance
exponentielle) ; on adopte donc cette solution, qui permet d’éviter le choix d’une borne, et qui
en outre simplifie un peu les calculs. On a alors comme capture totale sur la cohorte:

C = M(tc—tr)

F
R exp™
Frar P
N(t.) = Rexp M(te—tr) ot Veffectif de la cohorte a I’age de premiére capture. Tous ces poissons
vont mourir au bout d’un temps infini et C' est la fraction de N(¢.) étant morte par péche. La
capture pondérale correspondante est :

3 —nK(te—tg)

- —M(te—t,) exp
Y = F RWx exp nz_%QnM—I—F—I—nK

c) Modéle de Ricker

La particularité du modeéle de RICKER [37, 39] est d’étre discrétisé. On considére que la
cohorte traverse au cours de sa vie, des périodes successives sur lesquelles ses caractéristiques
sont constantes: taux de croissance, mortalité naturelle et par péche. Cela consiste en fait &
approcher les fonctions de mortalité, croissance et péche au cours du temps par des fonctions
en escalier ; si les intervalles de discrétisation ne sont «pas trop grands», ’estimation est bonne.

Ce modéle est donc plus souple que celui de BEVERTON-HOLT, car les hypothéses de
constance des mortalités naturelle et par péche sont trop contraignantes: elles ne dépendant
pas de I'dge et excluent notamment tout phénoméne saisonnier. La fonction de croissance a
alors aussi une forme plus générale. Sur chaque intervalle de temps [t;,t;41] (i = 1,... . n), les
coefficients de mortalité naturelle et par péche sont supposés constants et égaux a M, et F;.
De méme pour le facteur de croissance G;. On parle ainsi de vecteurs mortalité et croissance.

L’évolution des effectifs se traduit de la maniére suivante :
N(t,)=N(t;) =R (recrutement comme condition initiale)
N(t) = N(t;) exp~(MitFi)(t=ti) pour: t € [ti, t;y1]
Si I’age de premiére capture est par exemple t9, alors on a Fy; = 0. La croissance est régie par:

W (t) = W(t;) exp@ili=ti) pour: ¢ € [t;,tit1]
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Généralisation a un stock On voit qu’il est assez simple pour ce modeéle de considérer
simultanément plusieurs cohortes. Il suffit d’utiliser la discrétisation du temps comme des
pseudo-classes d’age. Ces derniéres ont une durée qui n’est pas nécessairement égale & une
unité de temps; mais pour pouvoir superposer les cohortes, les classes d’age doivent toutes
étre de durée égale At.

On suppose que les taux caractéristiques sont plutot des fonctions de la classe d’age, indicée
par ., et non du temps. Ainsi on obtient le modeéle de stock suivant, pour ¢ € [t;, t;11]:

No(t) = No_1(t;) exp~Ma—1+Fa-1)(t=t)  qyec: R(t;) = No(t;)
N (t) = Npp—1(85) exp ™ (Mm—1+Fm-1)(t—t;) + N (ti) exp” (Mm+Fm)(t=t:)

Il en est de méme pour la croissance, toujours pour t € [t;, t;+1]:
Wa(t) = Wa—l(ti) eXpGail(t_t”

F,_1 est la mortalité de la a®meclasse, G, son taux de croissance. On fait parfois dépendre
F,_1 de l'intervalle de temps i: cela permet de faire varier le diagramme d’exploitation au
cours du temps.

REMARQUES: On suppose qu’il y a m classes et qu'une fois dans la derniére, on y reste:
c’est la classe des poissons d’age m et plus (accumulation).

Pour simuler le stock sur lintervalle de temps [tg, t,], il faut non seulement connaitre les
conditions initiales: N, (tg) et W, (o) pour tout @ € {1,... ,m}, mais aussi les conditions
aux limites: R(¢;) et Wy(t;) pour tout temps ¢;. On peut simplifier en considérant que la
croissance est indépendante de la cohorte ; ainsi Wy (t;) = Wy est une constante et W, (to)
se calcule:

W, = Wa(ti) VZ7 a

— W, explGottGa)At

Souvent on choisit de considérer le modéle de RICKER uniquement aux instants ¢;, ce qui
donne un modéle en temps discret. [

Calculs de production La capture totale réalisée pendant l'intervalle de tempsi, soit
[ti,tit1], est:

m iyt m F )
C; = Fooi No(t)dt =Y ———— [N,_1(t;) — Nu(t;
S [ P Nt = 3 e o (1) Nt
La capture pondérale associée est :
i+l Fa—l

Fafl Wa(t) Na(t) dt:ZF71 +M 1 _G 1

m t
E=Z/
a=1"t

a=1

REMARQUE: Souvent, on prend & la place d’une croissance exponentielle par morceau,
un poids moyen W,_; constant pour chaque classe d’age a. Ainsi les calculs de capture
pondérale sont plus simples :

- Fo
Vo= War 7 —[Na-1(t) = Naltis)

a=1
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I.1.3 Les modéles « bio-économiques»

Nous présentons ici quelques modeéles couplant la dynamique du stock avec ’économie,
des premiers pas & CLARK (1976), qui fait encore référence en la matiére. Les aspects bio-
logie/écologie et économie interviennent en gestion des péches, qui est un domaine éminem-
ment pluridisciplinaire. Les modeéles bio-économiques intégrent généralement beaucoup de pa-
rameétres, vu le nombre de processus qu'ils prennent en compte. Cela les rend plus réalistes,
mais d’utilisation et d’application plus difficiles.

Dynamique de ’effort Dans les premiers, SCHAEFER [43] s’est intéressé a modéliser la
dynamique du pécheur. A la suite de 1'étude statique a I’équilibre du trés classique modéle
halieutique, dit de SCHAEFER (cf. I.1.1), il a couplé la dynamique de ce stock & celle de I'effort
de péche. En reprenant les notations du paragraphe I.1.1, le modéle qu’il obtient et dont il
étudie la dynamique est le suivant :

dX
dE
— =aF(X —-b
o = aE( )

ou X est 'abondance du stock, E 'effort de péche (effort instantané, ou intensité), a et b des
paramétres supplémentaires. a correspond au taux de croissance de l'effort, 'interprétation de
b, niveau de stock critique, suit.

Interprétation — L'intensité de péche évolue selon un critére économique assez simple, fondé
sur la théorie du facteur « marginal » qui suppose que le coiit de la derniére unité d’effort appliquée
est égal a ce qu'elle produit. Ainsi, tant que la pécherie est rentable, les pécheurs sont attirés et
ils augmentent leur effort. Par suite, la population décroit et la capture par unité d'effort aussi.
Jusqu'a ce que finalement la population atteigne un niveau b od les cpue sont si faibles, que les coits
engendrés par une unité d'effort supplémentaire sont supérieurs aux bénéfices que produiraient la
capture correspondante. Au-dessous du niveau b, les pécheurs ont tendance a quitter la pécherie.

SMITH [46] s’est lui aussi penché sur un tel modeéle, dans le cadre d’une étude plus vaste
sur I’économie de la production a partir de ressources naturelles. Le contenu économique de ce
modéle y est approfondi.

Optimum bio-économique GORDON [15] s’est intéressé a la théorie économique de
la pécherie. Il a entre autres introduit la notion d’équilibre bio-économique et d’optimum
bio-économique. Ces notions s’appliquent toutes deux a un stock équilibré. L’équilibre bio-
économique d’'une pécherie non contrélée est atteint lorsque la population est a I’équilibre et
que le gain net est nul; soit pour cette deuxiéme condition, lorsque la valeur des débarque-
ments équilibrés L est égale aux cotits totaux engendrés C. L’optimum bio-économique est un
optimum «social», au sens ou il maximise le gain des pécheurs L — C. Ce point correspond
toujours & un équilibre biologique, pour la capture et 1'effort de péche.

On peut illustrer cette théorie par un exemple trés simple, représenté sur la figure 1.5, ou:
— les cotits sont proportionnels & l'effort: C = aF ;
— la valeur d’une unité de capture est constante: L = bY ;
— I’équilibre biologique du stock est donné par le modéle de SCHAEFER.
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Valeur des captures équilibrées L Colts C=a E
droite paralléle & C et tangente a L
Optimum bio-économique
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Fia. 1.5 Illustration de 'équilibre et de ’optimum bio-économique selon GORDON a
partir d’un modéle de stock de SCHAEFER a [’équilibre.

Gestion optimale Dans son ouvrage, CLARK [9] développe et analyse des modeéles clas-
siques de pécheries, ou plus généralement de ressources renouvelables exploitées. Il étudie
essentiellement le couplage de ces modeéles dynamiques avec des modéles économiques et déter-
mine des politiques de gestion optimales. Les critéres d’optimisation retenus sont économiques
(maximiser les gains, la capture...) et les techniques font appel au controle optimal (Principe
du Maximum).
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I.2 Le recrutement

Les modéles structuraux exposés dans la section précédente,présentent aussi une difficulté
majeure : il faut boucler la boucle, exprimer le recrutement. Le recrutement est le terme d’entrée
dans la premiére classe, qui assure le renouvellement du stock au cours du temps. Un modéle
ainsi bouclé s’appelle un modéle auto-régénérant. S’il existe des données de capture sur les
différents stades du stock, permettant d’estimer leur effectif et de caler de tels modéles, elles
sont rares sur les stades antérieurs. Il faut néanmoins déterminer le recrutement.

Certains modeéles font appel & un recrutement constant ou purement stochastique (un
bruit), afin de rendre compte de 'influence des fluctuations environnementales ; le recrutement
est alors une entrée exogéne. Une autre maniere de faire est d’introduire une relation stock-
recrutement, qui détermine le recrutement a partir de ’effectif ou la biomasse du stock fécond.
Tous ces concepts sont résumés dans la figure 1.4 et la description des relations classiques de
stock-recrutement est ’objet de la premiére partie de cette section.

Prendre un recrutement constant ou sous forme d’un bruit n’est pas trés satisfaisant, car
cela nie toute relation entre le stock et sa progéniture. Mais 'utilisation de relations stock-
recrutement a aussi ses limites, comme le montre la suite de cette section.

I.2.1 Les relations stock-recrutement classiques

Les deux relations classiques les plus utilisées sont celle de RICKER, et celle de BEVERTON—
Hourr. Elle sont représentées dans la figure 1.6. BEVERTON-HOLT justifient leur courbe par des
hypothéses de compétition pour la nourriture [8], alors que RICKER explique la décroissance
de sa relation pour de grands stocks féconds par de la prédation parentale des ceufs et juvéniles
[38], ou tout au moins de la compétition entre les ages adultes et larvaire.

Selon RICKER [41, 40] :

«[...] des deuz courbes les plus utilisées, celle de Ricker convient mieuz quand le can-
nibalisme des adultes sur les jeunes constitue un important mécanisme régulateur,
ou lorsqu’une forte densité a pour effet d’allonger la période nécessaire au jeune
poisson pour traverser une phase de particuliére vulnérabilité de taille, ou lorsqu’il y
a décalage dans la réponse d’un prédateur ou parasite devant l’abondance des jeunes
poissons qu’il consomme, avec surcompensation pour la plus faible densité des es-
péces proies. La courbe de Beverton—Holt est probablement appropriée, lorsque le
niweau d’abondance est freiné par les disponibilités de nourriture ou d’habitat, ou
lorsqu’un prédateur est en mesure de régler sur le champ et de facon soutenue son
activité prédatrice, en fonction de 'abondance des proies en cause. »

Elaboration de ces relations stock-recrutement Sil'on se penche plus précisément
sur ’élaboration de ces deux relations, on s’apercoit que le mécanisme est le méme : la mortalité
des pré-recrutés est modélisée en temps continu, sous la forme d’une équation différentielle. A
Iinstant 0 a lieu la ponte, & 'instant 7' le recrutement. Considérant que le nombre d’ceufs dé-
posés a l'instant 0 est proportionnel au stock fécond & ce méme instant, en intégrant I’équation
différentielle entre 0 et T', on obtient le nombre de larves ayant survécu: i.e. le recrutement.

La différence entre les deux relations réside dans les termes de mortalité des pré-recrutés.
Les deux modélisations différentes dérivent assez directement des hypothéses de compétition
entre les pré-recrutés pour BEVERTON-HOLT et de cannibalisme parental pour RICKER. En
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Recrutement R Recrutement R
0 Stock fécond Xf 0 Stock fécond Xf
_ Xy _ =Xy /b
(a) BEVERTON-HOLT R = T X; (b) RICKER R=aXyexp s/

FiG. 1.6  Relations stock-recrutement classiques.

plus d'un taux de mortalité linéaire, BEVERTON et HOLT supposent une mortalité densito-
dépendante :
1dP

Par - T BP sur [0,T]

tandis que RICKER introduit une mortalité stock-dépendante:

1dP
F% = —x — ﬁS sur [O,T]
ou P représente le nombre de pré-recrutés, S le stock fécond a l'instant 0 et ot a et 3 sont

des parameétres.

Cette étape est reprise et décrite pour ces deux modeéles stock-recrutement dans 'ouvrage
de CLARK [9, pp217-218, 229-230] et de maniére un peu plus synthétique par HILBORN &
WALTERS [17, pp257-261].

Sur cet intervalle de temps [0, T], le nombre de reproducteurs et éventuellement de préda-
teurs du stock est implicitement supposé constant, la ponte est ponctuelle. I.’élaboration de
ces relations stock-recrutement passe donc par 'introduction d’une dynamique continue sur
un modeéle construit avec un pas de temps plus grand. Cela est plus adapté a un contexte de
dynamique de stock discréte. Dans ce cas en effet, sur chaque pas de temps, les variables sont
supposées constantes; en outre les événements prennent place dans le modéle a des instants
échantillonnés (i.e. & chaque pas de temps), ce qui est cohérent avec une ponte ponctuelle.
Néanmoins 'hypothése de constance des variables autres que celle décrivant les pré-recrutés,
et ce pendant tout le développement de ces derniers, est assez forte.

Il existe d’autres relations stock-recrutement (modéle de DERISO [11], généralisé ensuite
par SCHNUTE [44] — modeéles dépensatoires [17], etc...), mais les plus «classiques» sont celles
de BEVERTON-HOLT et RICKER présentées ci-dessus. De maniére générale, ces relations
sont trés utilisées, car elles sont pratiques et synthétiques. Comme ’on dispose généralement
de peu ou pas de données sur les stades précédant le recrutement, elles constituent un outil
fort utile pour I'évaluation des stocks [36].




Modélisation de systémes halieutiques

[.2.2 Limites des relations stock-recrutement
Cependant, la confrontation de ces modéles aux données expérimentales est souvent déce-

vante, comme le montrent par exemple les figures 1.7 et 1.8.

Recrues (en millions)
A

. 63

. 68

48, : 73,
54, 6127 T S —
55, % . 64088

7%6. €3, 75. .60

Y

Stock fécond (en millions)

Fic. 1.7 Exemple d’ajustement d’une courbe de RICKER sur des données stock-
recrutement de saumon rouge de Rivers Inlet (données du Ministére des Péches
et des Océans — Canada). D’apres [17, p268].

Cela peut s’expliquer par 'effet de l’environnement sur les pré-recrutés: divers facteurs
physiques et biologiques peuvent influer fortement sur I’évolution de ces stades particuliérement
sensibles (petite taille...) ; par exemple la température de I’eau, le vent, la présence de nourriture
sur les nourriceries... Et ils sont aussi soumis & des interactions avec d’autres espéces vivantes.
Il n’est pas possible d’intégrer ou de modéliser ces phénomeénes de maniére générale. Mais sur
un stock particulier, il est parfois possible de mettre en évidence I'influence marquée d'un ou
plusieurs facteurs sur le recrutement (voir par exemple les actes du colloque sur les « Effects
of ocean variability on recruitment and an evaluation of parameters used in stock assessment
models », Vancouver 1987 [4], dont est issu I'article synthétique [53] & ce propos).

Il ne faut pas non plus négliger le fait que les données ayant trait au recrutement ne sont
pas parfaites : la précision des mesures n’est pas trés bonne et le nombre d’études sur les stades
ceufs—larves limité, vu les difficultés (cotts...) qu’elles engendrent.

Sans dire pour autant que ces effets sont prépondérants, ils peuvent néanmoins masquer
la relation entre le stock fécond et sa progéniture, ce qui conduit au « paradoxe du stock-
recrutementy [42], ot empiriquement on n’observe pas de relation. C’est pourquoi dans certains
cas, des recrutements exogénes, recrutement constant ou aléatoire, sont utilisés.

Intuitivement il doit pourtant y avoir une relation entre le stock fécond et le recrutement.
Le stock fécond revient en premiére approximation au nombre d’ceufs pondus (cf. par exemple
[8, 42] pour la relation entre stock et ceufs). Mais elle n’est pas directe, car entre ces deux
stades il y a une évolution. Exprimer une relation stock-recrutement revient en fait a intégrer
I’histoire du développement des ceufs en une simple relation.
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Recrutement

1000

400

Stock fécond

Fic. 1.8 Exemple d’ajustement de courbes de RICKER et BEVERTON-HOLT sur des
données stock-recrutement de hareng d’Islande (données de JAKOBSSON 1980
[21]). D’apres [17, p276].

C’est pourquoi il peut étre intéressant d’intégrer les premiers stades de développement dans
les modeles, sous une forme moins résumée que dans les relations stock-recrutement. PAULIK
[31] s’était attaché a prendre en compte les premiers stades de développement, sous une forme
statique : il combinait des fonctions de production des ceufs, mortalité des ceufs et mortalité
larvaire. L’aspect dynamique était absent de sa modélisation.

Chez FISHER [14], les fonctions de survie des ceufs et de croissance des larves sont examinées
en détail au cours d’une année, puis sont combinées et introduites dans un modeéle dynamique
en temps discret (au niveau de la 1€r€ classe). Mais comme le pas de temps du modéle est d’un
an (FISHER s’intéresse principalement & introduire la taille dans son modele), on perd de vue
la dynamique des larves: ’échelle de temps est trop grande.

Dans le chapitre IT nous nous sommes attachés a intégrer de maniére dynamique les pré-
recrutés dans un modéle en temps continu, qui a I’avantage de ne pas présenter ce probléme
d’échelle de temps.
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I[.3 Formalisation du «systéme péche»

Dans cette section, nous allons reprendre la modélisation des stocks halieutiques par
I'approche systéme issue de 'automatique. L’automatique est une discipline qui propose une
maniére pratique d’aborder les systémes dynamiques, ainsi que des outils de stabilisation, de
controle... Quelques notions sont présentés ci-dessous, mais on peut se reporter a la littérature
pour plus de renseignements: en francais le cours d’ANDREA NOVEL & COHEN DE LARA
[10] et le manuel de FAURRE & ROBIN [13]; en anglais les ouvrages de BELTRAMI (orienté
modélisation) [5] ou de KWAKERNAAK & SIVAN (orienté controle) [23].

Les systémes classiques de I'automatique sont essentiellement des processus chimiques ou
physiques industriels : réacteurs chimiques, pilotes automatiques... A partir des lois régissant
ces systémes, on en construit un modeéle afin de pouvoir les controler (asservissement de tempé-
rature, suivi de trajectoires...). L’application de ce formalisme & des systémes biologiques n’est
pas aussi évidente, comme nous l’avons précisé dans 'introduction de ce chapitre. En effet,
il n’existe pas de lois biologiques comme celles qui régissent la physique. Mais il est possible
d’appliquer en biologie la théorie des systémes dynamiques [32].

De plus en halieutique le stock est, outre I’entité dotée d’un sens physique et biologique,
une unité de gestion. Néanmoins, la péche se préte plutot bien au formalisme entrée/sortie
de l'automatique, comme le montrent la deuxiéme partie de cette section ainsi que la section
suivante 1.4.

I.3.1 Quelques notions d’automatique

L’automatique peut étre définie comme la science qui étudie le fonctionnement des sys-
téemes. Elle comprend la théorie du controle et des systémes dynamiques [10].

Un systéme au sens automatique est isolé du monde extérieur. Les éléments qui le consti-
tuent sont organisés, interagissent entre eux et évoluent de fagon dynamique. On le représente
usuellement par un schéma-bloc, comme le montre la figure 1.9. Un systéme est décrit a 'aide
de variables qui traduisent son organisation. Ces variables sont les entrées, les sorties et, dans
I'approche d’état que nous employons tout au long de ce mémoire, les variables d’état (appelées
aussi variables internes).

- e SYSTEME Sorties : Y

Variables internes : X

Entrées : U

Fic. 1.9 Schéma-bloc d’un systéme automatique.

— Les variables internes (= vecteur X) caractérisent I'état du systéme; certaines peuvent
ne pas étre accessibles et ’on doit se contenter de les estimer.

~ Les entrées (= vecteur U) sont, de maniére générale, maitrisées ou connues et sont
utilisées pour controler le systéme. Sinon, on les appelle plutot des perturbations (bruits
de mesure,...).

— Les sorties (= vecteur Y') sont mesurées. Combinées avec la connaissance des entrées,
elles permettent de reconstituer tout ou une partie de ’état du systéme.
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Le modéle issu d’un systéme d’état a la forme suivante:

PO~ rex. v,
V(1) = 9(X(0),U(0). )

O On note souvent dX (t)/dt = X (t). O

A partir de ce modéle générique, on peut distinguer plusieurs phases dans 'étude du
systéme: la modélisation et l'analyse, l’identification éventuelle, puis le contréle. On peut
se reporter a la figure 1.10 pour la description de ces différents cas d’étude.

u___ | Mmodele? | v Modélisation

X
modele |dentificati

U— » param.? > Y entification

X
up)? ——» modéle L = Y Contréle en boucle ouverte
X
— | 5 uiLx) modéle L s Y Contréle par retour d'état
) u(t,Y) (-- ou de sortie)

£>®_E, 2 v modéle R Régulation
+
Y

‘ X
: commande fixée
: sortie mesurée
: état partiellement connu

N X < C

: a déterminer

Fic. .10  Représentation de différents cas d’étude d’un systéme.

O La modélisation consiste & donner la forme des fonctions f et g décrivant au mieux
I’'objet considéré. On parle de modéle de connaissance lorsqu’il est établi a partir de
lois physiques et qu’il est proche de la réalité. Mais on considére souvent un modéle de
représentation, simplifié mais qui permet d’étudier plus facilement le systéme.

O L’analyse consiste & étudier les propriétés du systéme ainsi modélisé. Essentiellement la
stabilité autour du point de fonctionnement, car c’est un facteur trés important dans
toute étude industrielle.

O Les fonctions f et g comportent des paramétres; I'sdentification permet de déterminer
les valeurs de ces paramétres.
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O Ensuite il est possible de contréler le systéme, i.e. d’élaborer une loi d’entrée sur f, de
maniére & obtenir le comportement voulu. Si le controle dépend des autres variables du
systéme, états ou sorties, on dit qu’il est en boucle fermée ou feedback ; il a alors la forme
suivante :

U=U(tX) ou U=U(tY)
Sinon il s’agit d’un controle en boucle ouverte:
U="U(t)

Il peut y avoir plusieurs fagons pour atteindre ce but; le contrdle optimal consiste a
chercher la « meilleure » fagon, au sens d’un critére donné, i.e. celle qui optimise ce
critére.

S’il y a une consigne, c.-a-d. si I'on veut que la sortie suive un signal dit de consigne,
on parle plutot de régulation. 11 s’agit alors de déterminer un régulateur qui, a partir de
l'erreur E =Y — C entre la consigne et la sortie, synthétise la loi d’entrée U de maniére
a ce que la sortie du systéme suive la consigne C.

I.3.2 Application au «systéme péche»

a) Systéme stock exploité

Le systéme que 'on considére tout d’abord décrit le comportement d’un stock de poissons
exploité. Pour décrire 1’état du stock, on peut choisir comme variable 'abondance du stock ou
sa biomasse X ; X est un vecteur si le stock est structuré en age ou en stades.

L’entrée naturelle sur ce systéme est 'effort de péche : c’est ce qui est appliqué au stock et il
est plus ou moins maitrisable. En d’autres termes, l'effort est une commande (i.e. un controle)
sur le systéme. Il en résulte une capture qui constitue la sortie du systéme (cf. figure 1.11).

Stock de poissons
Effortde péche:E o Abondance : X Capture : Y

dX/dt = f(X,E)

Fig. .11 Schéma d’un systéme péche simple : un stock exploité.

Parfois, on trouve dans la littérature [9, 20] que la capture est prise comme variable de
controle (entrée) sur le stock. Formellement, cela ne pose pas réellement de problémes; pour
Y = gqFE X par exemple, o ¢ est la capturabilité, on peut prendre:

dX/dt = (X, Y) = f(X. %)

sauf si le stock est épuisé ou trés faible, car alors il ne sera pas possible « d’appliquer» sur le
stock une capture non nulle.

Néanmoins les pécheurs n’appliquent pas une valeur de capture sur le stock, mais bien un
effort. Et ce méme dans le cas le moins favorable ol la capture par unité d’effort est relativement
constante (e.g. unité d’effort = trait de chalut au-dessus d’un banc de poissons tel que: capture
= capacité du filet) ; en effet, il suffit que le stock perde, méme partiellement, son accessibilité
pour qu’a la méme unité d’effort corresponde une capture plus faible. La variable de sortie est
un produit du stock commandé, c’est un terme que ’on observe et mesure. La capture est donc
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clairement une sortie du systéme péche. On pourrait en déduire d’autres, comme par exemple
la capture par unité d’effort (cpue), ou si I'on connait la loi de formation des prix, les revenus
des pécheurs...

EXEMPLE :
1€7€ étape : modélisation — analyse
On choisit le modéle de Schaefer pour déterminer les fonctions f et g.

X
X:rX(l—?)—qEX
Y = ¢EX

On a vu que ce modéle assure la positivité des variables X, abondance du stock, et E,
effort de péche; en outre il posséde deux points d’équilibre, zéro qui est instable et X* qui
est stable:

X*=k— E*qk/r
(cf. section 1.1.1)
2€Mme étape : identification
On identifie les paramétres r, k et ¢ & partir par exemple de données efforts/captures issues
de relevés de péche (cf. chapitre V).
3€me étape : controle
Cet exemple illustre le controle optimal. On choisit de maximiser la capture sur un horizon
de 10 ans. Il faudrait poser le probléme plus précisément avec ses contraintes pour se lancer
dans une résolution précise. Mais cela consiste & pécher & un niveau soutenable pendant
les premiers temps, puis & la fin, & augmenter 'effort au maximum pour pécher tout ce
qu'’il reste. On peut se reporter a I'ouvrage de CLARK [9] pour plus de détails. O

b) Systéme pécheurs—stock

On peut considérer un modéle de pécherie plus complet ot l’'on représente a la fois la
dynamique du stock et celle des pécheurs, comme SCHAEFER [43] par exemple 'avait réalise
(cf. 1.1.3). Mais par rapport a ce modeéle, on rajoute une consigne qui provient d’instances
gouvernementales par exemple.

Nous allons représenter les pécheurs par leur effort global E et le stock de poissons par son
abondance X. Le systéme global «pécheurs—stock» est représenté dans la figure 1.12. On peut
le décomposer en deux sous-systémes.

Consigne (quota,

limitation d'effort...) Stock de

poissons —» Capture
Y

Yr, Er

Fig. .12 Schéma d’un systéme halieutique « pécheurs—stock ».

Sur le premier sous-systéme «pécheurs», il y a:
1° deux entrées, la consigne quotas Y, (ou limitation d’effort E, ) et la capture Y ;
2° une sortie égale a la variable d’état, l'effort de péche E.
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Sur le second sous-systéme «stocky, il y a:
1° une entrée, 'effort F ;
2° une sortie, la capture Y ;
3° une variable d’état,’abondance du stock X.

0 L’association de ces deux sous-systémes donne un systéme global bouclé «pécherie». Sil’on
analyse ce systéme, il y a:

1° une entrée, la consigne quotas Y, (ou limitation d’effort E, );

2° une sortie, la capture Y ;

3° deux variables d’état, ’effort de péche E et I’abondance du stock X ;

4° un bouclage de la sortie sur I'entrée.

EXEMPLE: On peut modéliser ce systéme de la maniére suivante : on choisit un modéle de
SCHAEFER pour le stock et 'on distingue trois composantes de la dynamique de l'effort,
chacune pondérée par un poids /; :

— La premiére correspond & un critére de rentabilité et est similaire & celle avancée par
SCHAEFER [43]: tant que les revenus des captures (pY) sont supérieurs aux cotts
(cE) engendrés par effort correspondant, 'effort croit ; sinon, il diminue.

— Les deux autres composantes correspondent aux limitations. La deuxiéme tend &
faire augmenter 'effort si les quotas Y, ne sont pas atteints, et 'inverse en cas de
dépassement. Et la troisiéme tend aussi & augmenter leffort tant qu’il est inférieur
4 sa valeur limite recommandée F,, et inversement s’il la dépasse.

Le modéle ainsi obtenu est :

E=01(pY — ¢E) + 1o(Y, = Y) + I3(E, — E)

X:rX(l—%)—qEX

Y = qEX

En jouant sur les coefficients /;, on obtient divers comportements du pécheur vis-a-vis
dune mesure de gestion. Zéro n’est généralement plus un équilibre du systéme (sauf si Iy =
I3 = 0, dans ce cas voir [43]) et E pour des stocks trés faibles. Une étude plus approfondie
serait nécessaire et ’on pourrait controler ce systéme en ajustant les pondérations [; et les
consignes F,., Y, selon le type de comportement recherché. [

c¢) Commentaires

Les deux types de systéme sont repris dans la suite du document, pour différentes applica-
tions. Dans la section IV.3 par exemple, pour une régulation de la péche par une méthode de
domaines invariants.

Les modéles halieutiques classiques représentent généralement un simple «systéme stock
exploité». C’est le cas de tous les modéles présentés dans les sectionsl.1.1 et 1.1.2. Les modéles
bio-économiques, dont la section 1.1.3 donne quelques exemples, en introduisant des contraintes
économiques sur la péche, sont souvent proches du «systéme pécheurs—stock» décrit ci-dessus.
La plupart de ces modéles n’ont pas été développés récemment, mais une tendance actuelle en
halieutique consiste a intégrer des stratégies de gestion dans la modélisation ; ce qui implique
une formulation explicite ou non du comportement des pécheurs. La section suivante en est
un exemple.
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I.4 Un systéme de pécheries

Nous présentons ci-dessous un modéle de pécherie plus complet, avec des stratégies de
péche, qui est issu d'un groupe de travail auquel nous avons participé & Dublin en 1994. Ce
modeéle rejoint les modéles bio-économiques au sens ot il intégre une stratégie du pécheur qui
cherche & maximiser sa capture sous des contraintes de quotas; a terme la partie économique
devrait étre affinée. Mais sa spécificité est qu’il veut prendre en compte un cycle complet, de
I’élaboration de la mesure de gestion (quotas) aux captures; cette partie néanmoins n’est pas
encore implémentée.

Aprés 'exposé de certains résultats issus de la réunion, une proposition personnelle est
détaillée et mise sous forme d’un systéme automatique.

I[.4.1 Exposé du modéle initial avec stratégies de péche

En février 1994 s’est déroulée une réunion sur la Modélisation de stratégies de gestion
de pécheries [18], coordonnée par J. W. HorwooD (MAFF, Lowestoft, UK), réunissant des
halieutes de divers pays (essentiellement Europe Occidentale) et a laquelle j’ai pris part. Les
objectifs scientifiques de cette réunion étaient de:

1. prendre connaissance des travaux issus d’autres pécheries sur la modélisation de systémes

de gestion ;

2. déterminer les modéles de dynamique des populations et pécheries en Mer du Nord et

Meéditerranée ;

3. déterminer les sorties caractéristiques de ces études afin de pouvoir comparer les diffé-

rentes stratégies de gestion.

En accord avec les propositions 663/664 de la Communauté Européenne [2], qui préconisent
et proposent certaines applications spécifiques de nouveaux outils [1] tels:

— la gestion par l'effort de péche,

— stratégies et quotas sur plusieurs années,

— stratégies intégrant des modeéles plurispécifiques;
il a été décidé de développer des études dans un contexte plurispécifique avec des quotas sur
plusieurs années.

Pour les points 1 et 3, on peut se reporter au compte-rendu [18]. A propos du point 2,
les spécificités de pécheries méditerranéennes (limitations de 'effort, pas de quotas, grandes
variétés de pécheries...) ont été abordées, mais ni approfondies ni véritablement implémentées
lors de cette réunion. La réalisation principale est un protocole de gestion de la Mer du Nord,
n’intégrant pas encore les processus de décision pour les mesures de gestion.

Protocole de gestion de la Mer du Nord

Il s’agit 1a de mettre en place un modéle de simulation, prenant en compte plusieurs espéces,
plusieurs flottilles agissant sur les stocks de maniére différente, une mesure de gestion par quotas
étant donnée.

Modélisation des stocks exploités Trois espéces de gadidés sont prises en considéra-
tion: la morue, ’églefin et le merlan. La dynamique de chacun de ces stocks est traduite par
un modele de RICKER (poids constant par intervalle, cf. section 1.1.2), muni d’une relation
stock-recrutement de RICKER (cf. section 1.2.1).

N(’Lv a,y + 1) = N(’L, a — 1, y) exp_M<iaa—11y)—F(i,a—1,y)
N(i,m,y+1)=N(i,m—1,y) eXp—M(i,m—1,y)—F(i,m—1,y) +N(i,m,y) exp—M@amay)—F(i,m,y)
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avec: N(i,0,y) = a;N;(i,y) exp' ~Nr(Gv)/bi
Nr(iv y) = Z;nzl ¢(Za a)N(Za a, y)

ou:| N : effectif, a,b : coefficients de recrutement,
N, : stock fécond, 1 :espéce,
M : mortalité naturelle, a :age (de0am),
F  : mortalité par péche, y @ année,
¢ : proportion féconde, f: flottille.

En outre divers paramétres (mortalité par péche, mortalité naturelle, poids individuels)
sont stochastiques, pour traduire les fluctuations annuelles et des interactions biologiques. Ils
sont construits de la maniére suivante: un bruit additif ou multiplicatif vient perturber les
variables déterminées de maniére empirique. Soit pour un parameétre P quelconque :

P(fv i, a, y) = Pempirique(f7 i a) ;IZ bruit e
EXEMPLE: Mortalité naturelle

Memp. (i, a)(1 + £1(2)) siy =1993

M(i,a,y) = ] . . . .
a.0) {><M<z,a,y—1>+<1—x)Memp.u,a)(l+52<z,y>+eg<z,a,y>> iy > 1993

ou les bruits ¢ suivent tous trois la loi uniforme U[—0,1;0,1]. O

Les conditions initiales N (i,a,0) d’effectifs pour les classes d’age a des espéces i sont dé-
terminées a partir de résultats de VPA (Virtual Population Analysis, cf. glossaire en annexe A)
[35, 24| et/ou de campagnes scientifiques. Les coefficients de mortalité naturelle, de maturité
et les poids individuels sont déterminés empiriquement (source CIEM!) pour chaque age, es-
péce et flottille. De méme pour la sélectivité qui intervient pour relier la mortalité par péche
a effort :

F(f,z,a,y) = S(f,z,a,y) Q(fal) [(1+CE‘) E(fvy)] (Il)

avec: | S : sélectivité,
q : capturabilité,
x : fraction non déclarée,
E : effort de péche.

x sert & exprimer le fait que les efforts déclarés par les pécheurs sont souvent sous-estimés.
Au niveau des captures, non seulement il peut y avoir un biais dans la déclaration des captures
débarquées, mais une partie des captures en mer est aussi rejetée. Il faut donc prendre en
compte plusieurs types de captures, qui suivent néanmoins la méme forme d’équation. Nous
ne ferons pas cette distinction ici, de méme que nous ne faisons pas apparaitre les bruits ; pour
plus de précisions, se reporter au compte-rendu.

La fagon dont intervient I'effort de péche dans I'équation (I.1) permet d’avoir des interac-
tions techniques entre les espéces: 'effort ne dépend pas de i, il est donc appliqué sur les trois
stocks a la fois, d’otl une flottille péche simultanément les différentes espéces. Les interactions
biologiques ne se traduisent pas par des termes de prédation au niveau du modeéle de stock
dynamique, mais par des variables stochastiques supplémentaires intégrées dans le coefficient
de mortalité naturelle.

1. CIEM : Conseil International pour 'Exploration de la Mer
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Impact des mesures de gestion par quotas La capture pondérale réalisée par la flotte
f sur l’espéce i pendant I'année y est:

1— exp_M(iua;y>_F(iua;y>

M(i,a,y) + F(i,a,y)

Clfoivy) = S W(fsivary) F(f.ivany) Nii,ary) (12)
a=0

avec: F(i,a,y)zsz(f,i,a,y),
N(i,a,y) effectif de la classe d’age a de 'espéce 7 'année y.

Pour limiter ces captures, des quotas @ sont alloués, par flottille, espéce et année (les TAC:
Total Allowable Catches, sont les quotas par espéce et année) . L’élaboration de ces quotas n’a
pas été décrite lors de cette réunion et il ne s’agit pas pour le moment de gestion pluriannuelle.
La procédure de gestion suit néanmoins le schéma suivant.

Chaque année :

A- On détermine les quotas: Q(f,,y).

B- Les valeurs de l'effort de péche E(f,y) de chaque flottille sont calculées de 'une des
maniéres suivantes :

0 B(f.y) tels aue: V¥ min[C(f,iy) = Q(f.i,y)] = 0.

Interprétation — Cela signifie que chaque flottille péche au moins le quota qui lui
est alloué pour chaque espéce.

0 E(f,y) minimisent: Y > [C(f.i,y) = Q(f,i,y) )
o

Interprétation — Dans ce cas, les captures sont les plus prés possible des quotas,
au sens des moindres carrés; i.e. la somme des carrés des écarts entre les captures
et les quotas associés, pour chaque espéce et chaque flottille, est minimale.

I.4.2 Une nouvelle proposition

Dans le modéle ci-dessus, le lien entre la mortalité par péche et 'effort de péche n’est pas
trés clair, au sens ou il ne permet pas de séparer ce qui vient du pécheur et ce qui vient du
stock. Il est vrai qu’en I’état, il n’y a pas de véritable dynamique de ’effort. Néanmoins pour
développer des stratégies de péche plus complexes, il est nécessaire de bien isoler ce que les
pécheurs maitrisent et ce qui caractérise le poisson.

a) De l’effort 4 la mortalité par péche: capturabilité et sélectivité

L’effort que ’on considére est un effort de péche nominal, pris du point de vue du pécheur:
c’est 'ensemble des moyens humains et techniques déployés en une unité de temps (une année).
Il ne dépend donc que de la flottille f et de I’année y.

O effort de péche: E(f,y)

On fait ’hypothése que la capturabilité est une caractéristique du poisson. Par rapport &
la définition de LAUREC & LE GUEN [25], elle regroupe donc l'accessibilité (présence sur les
lieux de péche) et la vulnérabilité propre du poisson ; cette derniére est liée au comportement
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du poisson face a un engin quelconque, comme par exemple sa capacité a fuir et trouver un
refuge (cf. glossaire en annexe A). La capturabilité dépend de 'espéce i, de I’age a du poisson
et éventuellement de I’année y. C’est sa probabilité d’étre capturé par une unité d’effort effectif
sans interactions d’autres espéces ou groupes d’age.

O capturabilité: ¢(i,a,y)

Pour relier la mortalité par péche F A 'effort nominal, il faut tout d’abord pondérer ce
dernier par deux coefficients :

— Defficience de la flottille, qui traduit 'impact de la stratégie ou de la tactique de péche;

— lefficacité de I'engin choisi, soit la « partie pécheur» de la vulnérabilité selon LAUREC
& LE GUEN.

Ces deux termes sont caractéristiques de la flottille face & sa cible. Mais comme on considére
plusieurs stocks structurés, il faut aussi tenir compte de I'espéce j et de la taille | de la cible.
On définit ainsi la sélectivité (ou efficacité sélective) de la flottille, qui est un taux de correction
(compris entre 0 et 1) de leffort nominal, défini chaque année pour chaque «cible espéce/age»
des flottilles.

O sélectivité: S(f,j,0,y) € [0,1]

Lorsque qu’une flottille cible une espéce et une taille données, elle péche aussi d’autres
espéces et des individus d’autres groupes d’age, et ce quelle que soit la flottille. Cela correspond
aux interactions techniques entre les stocks décrites précédemment. On peut modéliser ces
interactions sous forme de taux ou proportions de captures et dges accessoires, propres a chaque
flottille et pouvant varier au cours des années.

[l proportion d’espéce i capturée lorsque 1’on cible ’espéce j : di;(f.y)

proportion d’age a capturée lorsque 'on cible la taille [ de 'espéce i: kq(f, y, 1)

REMARQUES: Les relations taille/age dépendent de ’espéce considérée, c’est pour cela
que la proportion k,; est fonction du stock i. Par contre, on considére que les proportions
d’espéces accessoires capturées sont indépendantes de la taille cible.

On considére que k,; et d;; ne sont pas maitrisés par les pécheurs: d;; est plus ou moins un
indice de mélange des stocks, alors k,; dépend essentiellement de la croissance du poisson.
Ils sont donc influencés par 1’état du stock. Par contre, les pécheurs peuvent modifier leur
sélectivité, selon les stocks qu’ils ciblent et ’engin qu’ils utilisent. [

On a ainsi fait le lien entre Ueffort nominal et la mortalité par péche F(f,i,a,y) qui
s’exprime ainsi:

F(fviaaay) = q(i,a,y) E(fay)zzs(fvjalvy) dzg(fvy) kal(faiay) (13)
] l

Par rapport a I’équation originale (I.1), les termes propres au stock : capturabilité ¢, et les
termes maitrisés par les pécheurs: effort F et sélectivité S, sont bien séparés. De méme les
interactions entre les ages (k) et les stocks (d) par rapport a une cible espéce/taille sont
clairement mis en évidence.

On peut simplifier ce modéle avec les hypothéses suivantes :
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— La capturabilité ¢ ne varie pas au cours du temps et est donc indépendante de ’année
Y.

— Chaque flottille ne recherche qu’une seule cible: le profil espéces/tailles est inclus dans la
définition de la sélectivité, qui caractérise la pécherie; il peut néanmoins varier au cours
du temps. Dans ce cas, le terme de métier est plus adapté que le terme de flottille.

L’équation (I.3) devient alors:

F(fviaaay) = q(iaa) dz(fvy) ka(faivy) E(fay) S(fay) (14)

ou:| di(f,y) : proportion d’espéce i capturée par la flottille f I'année y
kao(f,i,y): proportion d’age a de I’espéce i péchée par la flottille f ’année y

b) Intégration de mesures de gestion

Comme précédemment on ne se penche pas sur ’élaboration des mesures de gestion, mais
plutot sur leur impact sur les pécheurs. On choisit une gestion par quotas pluriannuels attribués
par flottille et espéce. Outre cet aspect pluriannuel, l'originalité de cette proposition est qu’elle
intégre une dynamique de [’effort. Par exemple, si I’'on décide de quotas sur 5 ans, on obtient :

E(f,y+1)=E(f.y) + ¢(E(f,y), C(f,i9), E(f,y—1), C(f,iy—1),...)

¢ traduit la dynamique propre de la flottille : elle tient compte des contraintes économiques
de la flottille, de la disparition de bateaux, de l'expérience des années antérieures... On peut
s’inspirer en premiére approche du modeéle de SCHAEFER [43], qui introduit un critére trés
simple de rentabilité.

¥; traduit I'application de la consigne quotas pour ’espéce i. C’est une fonction croissante
de chacune de ses variables et elle combine les deux effets suivants: elle augmente lorsque le
quota de I'année y + 1 est plus important que celui de y, ou lorsque les captures ont été plus
faibles que les quotas attribués 'année y. Lorsque les quotas n’ont pas été modifiés I'année
y + 1 et que les captures ont exactement consommé les quotas de l'année y, i; est nulle:

1;(0,0) = 0.

On pourrait de la méme maniére modifier la sélectivité de maniére adaptative, en faisant
évoluer la cible des flottilles selon les captures réalisées... Il faudrait néanmoins une réflexion
plus approfondie sur le sujet.

c¢) Formalisation du systéme complet

Précédemment, nous avons étudié la dynamique des stocks, des pécheurs, le lien entre les
deux ainsi que 'impact des mesures de gestion (quotas) sur les pécheurs. Par rapport au modeéle
complet envisagé, il manque donc toute la phase d’élaboration des quotas. Elle est composée
des étapes suivantes :

— Tout d’abord, I’estimation des effectifs des classes d’age de chaque stock est faite, & partir
des captures et éventuellement des efforts observés. Observés donc entachés d’erreur, d’ou
I'introduction d’une correction entre captures effectives et observées. Cette erreur inclut
a la fois la justesse et la précision des mesures (et les rejets éventuels). On peut utiliser
la VPA comme modéle d’évaluation (cf. annexe A).
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— Certaines régles de gestion sont ensuite appliquées afin d’élaborer les quotas pour chaque
espéce pour les r années & venir. Pour cela, il faut clairement définir les objectifs de ges-
tion : maintenir les stocks au-dessus d’un niveau minimal par exemple, sans trop réduire
les efforts. L’estimation des tailles des stocks, ainsi que des captures et efforts observés
est aussi fort utile. Elle permet de prévoir dans d’assez bonnes conditions I'impact des
mesures de gestion a venir.

— Enfin, il faut répartir les quotas par espéce entre les diverses flottilles. Cette derniére
étape peut étre qualifiée de politique. Elle n’est pas du ressort des scientifiques, bien
qu’il y ait des instances ott on demande leur avis sur cela.

Le schéma de la figure 1.13 résume ce cycle complet, en mettant en évidence les interactions
entre les diverses «boites» : stocks, pécheurs, gestion... Notons qu’il serait encore valable pour
une gestion par l'effort de péche.

Description du schéma fonctionnel de pécheries

La figure 1.13 illustre le fonctionnement du systéme de pécheries avec stratégies de gestion
décrit ci-dessus. On a choisi de représenter deux flottilles, fi et fo, et deux stocks i et is.
Chaque flottille péche les deux espéces, soit en tant que stock cible, soit sous forme de captures
accessoires. On peut par exemple considérer que fi a pour cible i1 mais récolte aussi un peu
de 19, tandis que fy exploite les deux stocks i1 et i5. Chaque flottille est en outre soumise &
des quotas sur les captures, élaborés de selon des stratégies de gestion.

Les stratégies de gestion sont définies & ’avance pour r années, & partir d’observations sur
les r années écoulées. Les grandeurs observées sont les captures par flottille, espéce, age et
année, ainsi que les efforts par flottille et année. Elles sont entachées d’erreur, car d'une part
ce ne sont pas des mesures exactes, d’autre part on doit tenir compte de I’échantillonnage, des
captures non débarquées (rejet, vente en mer), etc. Les étapes d’élaboration des quotas sont
exposées dans le paragraphe c¢). La répartition par flottille, décision « POLITIQUE», n’est pas
évoquée.

Une période de gestion dure r années, pendant lesquelles pécheurs et stocks interagissent :
I'exploitation et les populations évoluent d'une année sur 'autre, tandis que la gestion consiste
uniquement & relever les données de capture et d’effort. Il serait possible de prévoir un réajus-
tement des mesures de gestion d’une année sur ’autre, pour qu’elles demeurent adaptées a la
situation de la pécherie.

Les interactions pécheurs—stocks sont décrites en détail dans le paragraphe a). La sélectivité
étant plus ou moins contrélable par le pécheur, elle est intégrée dans la boite DYNAMIQUE DES
PECHEURS. La dynamique de leffort est abordée dans le paragraphe b).

En revanche les coefficients d et k constituent la réponse des stocks aux cibles (espeéces et
tailles) des pécheurs, c’est pourquoi ils sont intégrés dans la boite DYNAMIQUE DES STOCKS.
Le coefficient d donne la proportion d’espéces secondaires capturées par les flottilles ; c’est plus
ou moins un indice de mélange des deux stocks, d’ou l'influence éventuelle de ’abondance de
chacun des stocks sur ce coefficient.
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CONVENTIONS : Sur le schéma, Yr représente les r années consécutives d'une période de
gestion: Yr = (y1,92,... ,y» = y1 + 7). De méme f représente les flottilles fi et fo, 7 les
espéces 11 et io. Par exemple, C(f,i,a,Yr) comprend les captures de chaque flottille, par
espéce et par classe d’age, pour les r années de la période de gestion considérée.

Un arc débouchant de deux fléches ou plus contient 'information de chacune des fléches
d’origine. Conformément aux régles classiques en automatique, plusieurs fléches partant
d’'un méme point contiennent la méme information que la fleche origine.

Une variable quelconque avec tilde (e.g. X') est une variable observée et entachée d’erreur,
a cause par exemple d'un échantillonnage. Une variable avec chapeau (e.g. X) est une
variable estimée. [

[.4.3 Comparaison des deux modélisations

Dans les deux cas présentés ci-dessus, les stratégies de gestion que ’on peut explorer sont
un peu limitées, du fait méme de la modélisation. Le modéle de RICKER discret permet pas
d’élaborer des stratégies saisonniéres ou spatiales: le pas de temps est ’année, tous les stocks
sont accessibles simultanément. On pourrait éventuellement prendre un pas de temps plus
petit afin de prendre en compte certains phénoménes saisonniers.

Dans le modéle initial, les «flottilles» considérées sont : consommation humaine, industrielle
et rejet. Les sélectivités sont prises comme paramétres du modéle et ne sont pas controlées par
les pécheurs. On ne peut donc pas agir de maniére sélective sur certains engins mais uniquement
sur Deffort global de chaque flottille (cf. équation (I.1)). Les flottilles ne peuvent pas évoluer;
mis a part la parie dynamique des stocks, le modéle est relativement figé, pas assez adaptatif.

Avec le modéle modifié, on peut plus facilement implémenter un changement d’engin ou de
cible: le profil espéce/taille caractéristique de f est modifié, ainsi donc que sa sélectivité et les
proportions d;(f,y) et ko (f,7,7). Un changement de tactique peut aussi augmenter I'efficience
de la flottille et donc sa sélectivité... En séparant bien ce qui est maitrisé par le pécheur (E et
S) de ce qui ne l'est pas (g, k et d), ces diverses stratégies sont plus faciles & mettre en ceuvre
(cf. équation (I.4)). En outre, intégrer une dynamique du pécheur est plus réaliste, vu que leur
comportement est dicté non seulement par les quotas imposés, mais aussi par leurs propres
contraintes économiques.

I.4.4 Conclusion et perspectives

Ce type de proposition présente un intérét certain en halieutique, car il constitue un outil
d’aide a la gestion. 1l permet en effet d’explorer diverses stratégies et de mettre en évidence
leurs principales faiblesses et leurs avantages respectifs. Il permet aussi d’étudier et de sélection-
ner, parmi les différentes composantes intervenant dans la pécherie, celles qui ont 'influence
souhaitée. Il constitue donc une étape trés utile pour une gestion efficace.

Implémenter un schéma fonctionnel tel celui décrit dans la figure 1.13 sur une pécherie ou
un type de pécherie donné n’est certes pas évident, vu la taille du systéme et la complexité
des interactions entre ses diverses composantes. Il existe cependant certains exemples concrets
de telles pécheries, comme par exemple le modeéle développé par LLEONART ET AL. [26], qui
intégre trois grandes composantes dynamiques en interaction : le stock & un niveau écologique,
le marché et les pécheurs & un niveau économique.

Si la pécherie que 'on veut modéliser semble a priori trop complexe, on peut étudier
au préalable des sous-systémes simples, afin de bien comprendre tous les mécanismes qu’elle
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engendre. Il ne faut pas non plus perdre de vue qu’il est illusoire de vouloir reproduire la
réalité en équations, et que la notion de systéme réaliste est relative aux objectifs que ’'on veut
atteindre par ce systéme.

Ces remarques étant faites, le développement de tels systémes de pécheries plus complets,
en tant qu’outils d’aide & la gestion, nous parait étre un axe de recherche intéressant. En
outre, il permet de mettre en évidence certains problémes de contréle intéressants, sur les

tactiques de péche et les régles de gestion par exemple.
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Introduction

Nous avons vu dans la section 1.2.2 qu’une des difficultés des modeéles structuraux est
d’exprimer le recrutement. Le prendre constant ou sous forme d’un bruit n’est pas satisfaisant
et généralement les relations stock-recrutement, trop résumées, ne donnent pas de résultats
concluants. C’est pourquoi nous nous sommes penchés sur la modélisation de « ce qui se
passe avant le recrutement », sans faire intervenir aucun forgage environnemental, mais en
introduisant une véritable dynamique sur cette phase pré-recrutée. Ainsi, nous avons rajouté
une classe supplémentaire & un modéle dynamique de stock structuré, comprenant les poissons
du stade ceuf au stade recruté.

Comme les phénoménes intervenant sur les pré-recrutés sont rapides et ne s’étendent pas
sur de nombreuses années, il faut choisir un pas de temps assez petit. Pour ne pas avoir ce
probléme d’échelle de temps, une solution est d’utiliser un modéle en temps continu. Pour
encore mieux traduire le fait que la dynamique des pré-recrutés est rapide par rapport a celle
du stock, nous avons intégré deux échelles de temps dans notre systéme.

Aprés une présentation de ce modeéle avec pré-recrutés, nous abordons dans ce chapitre
quelques propriétés du modeéle: sont étudiés la stabilité des équilibres par des méthodes de
systémes coopératifs, puis le caractére lent-rapide du systéme grace a la théorie des perturba-
tions singuliéres. Enfin, nous essayons d’exprimer une relation stock-recrutement a partir de ce
modéle, en dégageant le nombre de recrutés et le stock fécond au cours du temps et en tentant
de les mettre en relation ; ainsi nous pouvons replacer les résultats obtenus dans un cadre plus
classique.
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I1.1 Présentation du modéle

Nous avons choisi de représenter le stock par un modéle structuré «classique» a n classes, en
lui adjoignant un stade 0 regroupant les pré-recrutés (ceufs, larves, juvéniles). Plus précisément,
il s’agit d'un modele en temps continu de dimension (n+1), ou chaque stade est décrit par
I’évolution de son effectif X;.

Afin de modéliser les termes de mortalités intervenant au niveau des pré-recrutés, nous
nous sommes inspirés des hypothéses utilisées par RICKER et BEVERTON-HOLT pour élaborer
leurs relations. La dynamique du stock est elle trés simplifiée. En premiére approche, nous
considérons que l'effort de péche instantané E (ou plus exactement l'intensité de péche) est
maintenu constant et intégré dans le terme de mortalité totale m;, pour tout ¢ =1,... ,n, de
la maniére suivante:

m; = mi + ¢ FE

avec: | m; : taux de mortalité totale de la classe @
!+ taux de mortalité naturel de la classe ¢

(
i (
(
(

en temps~ 1)

en temps™1)

en unité d’effort xtemps™1)
en unité d’effort=1)

m
E : effort de péche instantané
¢; : capturabilité de la classe i

Ce modeéle est décrit dans la figure 1I.1 ci-dessous.

I1.1.1 Description du modéle

A une structure linéaire trés simple de modéle structuré, on greffe au niveau du stade pré-
recruté 0 un terme de ponte linéaire, permettant de boucler le systéme, ainsi que des termes
non linéaires de mortalité spécifiques aux pré-recrutés.

Structure linéaire Chaque stade i (0 a n) du stock est soumis a mortalité externe, due a la
péche et aux causes «naturelles» . La mortalité naturelle regroupe les maladies, les actions
de 'environnement, des autres espéces ou stocks...; i.e. tout sauf I’exploitation humaine
et les interactions au sein du stock. Nous supposons que cette mortalité est linéaire (taux
constant m;), ce qui signifie que la proportion de poissons qui meurent par unité de temps
est indépendante du temps, de 'effectif de la population... Le vieillissement est lui aussi
linéaire ; le taux de passage o d’une classe & l'autre est constant et ne dépend pas de la

Ponte
: LX)
Compétition ,
P oX 02 aX, I Xy Réforme
Xo X1 T -
T
: P X X,
- mi' X
Cannibalisme
parental Mortalité

naturelle

FiGg. I1.1  Schéma du modéle avec pré-recrutés (11.1,11.2).
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classe i. Cela signifie que le temps de résidence dans une classe i est le méme pour toutes
les classes et est égal & 1/a. On peut donc considérer qu'il s’agit d’'un modeéle en classes
d’age, de durée pas nécessairement égale & un an.

0O REMARQUE: L’hypothése de mortalité linéaire est celle faite pour le modéle en
cohortes de BEVERTON-HOLT (cf. section I.1.2). Au lieu de discrétiser ce modéle
selon le temps (coefficients constants sur un pas de temps) pour une cohorte, comme
RICKER I’a fait, nous I’avons discrétisé en stades pour le stock entier, puis introduit des
coefficients de passage d’un stade a 'autre. Le temps moyen passé par tout individu
dans chaque stade est égal & 1/a. O

Bouclage linéaire (ponte) La ponte est supposée continue au cours du temps, ce qui sim-
plifie le modele. Le nombre d’ceufs viables (par unité de temps) introduits dans le stade
0 est donné par la somme des (f;1;X;), ou f; est la proportion d’individus féconds, et /; le
nombre moyen d’ceufs viables émis par un tel individu par unité de temps. L’hypothése
de ponte continue est réaliste ; les périodes de ponte d’une espéce peuvent intervenir plu-
sieurs fois par an, et méme durant toute ’année (cas des mers tropicales ot les saisons
sont peu marquées).

Termes non linéaires (mortalités spécifiques) Les termes de mortalité spécifiques aux
juvéniles dérivent des hypothéses faites par Beverton-Holt (compétition inter-juvéniles
pour la nourriture ou ’habitat) et Ricker (cannibalisme parental) lors de ’élaboration de
leurs relations stock-recrutement (cf. section 1.2.1). Les juvéniles sont soumis & du canni-
balisme parental par le stade i (p; X;X(), qui s’exprime par un terme de prédation type
Lotka—Volterra. La mortalité densito-dépendante (png) peut traduire la compétition
inter-juvéniles pour la nourriture ou I'habitat en environnement limité.

Deux échelles de temps Comme les phénoménes intervenant au niveau des pré-recrutés
sont tres rapides, on souhaite que leur dynamique puisse suivre une échelle de temps plus
rapide que celle du stock. Pour cela on introduit un autre parameétre dans le modéle,
¢ €]0,1], sans dimension. Lorsque ¢ est trés petit, la dynamique des pré-recrutés est
beaucoup plus rapide que celle du stock. D’ou ’apparition de deux échelles de temps.
Cette propriété du systéme est détaillée dans la section I1.3; elle permet essentiellement
de simplifier ’étude du systéme.

I1.1.2 Formulation mathématique

Le modéle mathématique est donc un systéme de n 4+ 1 équations différentielles, dont seule
la premiére équation Xy comporte des termes non linéaires:

Xo(t) = —aXy(t) + i( moXo(t -I—Zf,lX Zp, ()Xo (t) — poXo(t)2> (IL.1)

passage—1 mort. hn compétition
ponte i—0 prédation de i—0
X;(t)= aXin1(t) — aX;(t) — miX;(t) (i=1,...,n) (I1.2)
—— ——— ——

passage i—1—i passage i—i+1 mort. lin.
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en temps™1)
en temps™ 1)
en temps~ l.nombre™ 1)

avec: | m; : taux de mortalité externe (

a : taux de passage (

po : parameétre de compétition juvénile (

fi : proportion de matures dans la classe @ (sans dimension)
l; : efficacité reproductive de la classe i (en temps™1)

p; : taux de prédation de la classe i sur la classe 0 (en temps™ 1.nombre™ 1)
e :e =1 (une échelle de temps) (sans dimension)

ou 0 < ¢ € 1 (deux échelles de temps)

0 REMARQUES: Le terme de mortalité mg ne rend compte que de la mortalité naturelle,
car par définition méme du stade 0, il n’est pas soumis & péche.

Par ailleurs, le terme —aX,, intervenant dans X, peut surprendre. En effet, n étant la
derniére classe d’age du systéme on ne comprend pas pourquoi il y aurait passage dans la
classe supérieure. On peut le voir de deux maniéres. La premiére consiste a le considérer
comme un terme de mortalité supplémentaire, n étant la derniére classe, et alors m,
perd un peu de son sens biologique : c’est m,, + a qui représente la mortalité naturelle. La
seconde maniére est de considérer qu’aprés la classe n intervient un phénoméne de réforme :
les poissons, trop grands ou trop vieux, quittent le stock; ils ne sont plus capturables,
n’interagissent plus avec les juvéniles (ni ponte, ni cannibalisme), voire méme s’éloignent
géographiquement ; leur évolution aprés réforme n’est pas modélisée. [

I1.1.3 Positivité des variables

Notons tout d’abord que, par leur définition (taux de mortalité...), tous les paramétres qui
interviennent au niveau du modéle sont positifs. Certains peuvent étre nuls. Mais pour que le
modeéle représente bien une population structurée, il faut qu’il y ait vieillissement d’une classe
a lautre et donc que le coefficient de passage soit strictement positif. En outre, sous peine
d’extinction garantie, il faut que de nouveaux individus intégrent la population: le bouclage
du modéle par la ponte est nécessaire. D’ou:

Pour tout ¢ my, l;, fi. pi =0
et en outre: | a > 0 (IT.Hy)

Nous considérons par la suite que cette hypothése I1.Hg est vérifiée.

Le modele (I1.1,I1.2) n’a pas de sens pour des valeurs de X; négatives strictement, car ce
sont des effectifs, des nombres d’individus. La structure du modéle garantit néanmoins que
si les effectifs initiaux sont positifs, ils le resteront au cours du temps. En effet le champ est
rentrant sur les bords de 'orthant positif:

15 v, —
aXi-1(t) (b)sii=1,...,n

O Considérons qu’a linstant ¢, Ueffectif X; de la classe ¢ (i = 1,...,n) est nul et que
tous les autres sont positifs. Alors sa dérivée est égale au cas (b) de I’équation ci-dessus. Si
X;—1(t) = 0, X; restera nul tant que X;_; sera nul. Si en revanche X,;_;(t) > 0, alors X;
croit et devient positif. Ainsi au bout d’un petit intervalle de temps 6¢, & I'instant ¢ + t,
soit X; devient positif, soit il reste nul. En aucun cas il ne devient strictement négatif.
De méme pour Xg. Supposons qu’a U'instant ¢, X¢(t) est nul et que tous les autres X; sont
positifs. Sa dérivée est donnée par le cas (a) ci-dessus. D’ou & t + 6t, 6t étant petit, Xg
demeure nul ou croit, mais en aucun cas ne devient négatif strictement. [0
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I1.2 Etude de stabilité

Nous nous penchons tout d’abord sur la stabilité locale du ou des points d’équilibre. Etudier
la stabilité locale de (I1.1,I1.2) revient a étudier la stabilité de ce systéme linéarisé autour du
point d’équilibre considéré. Puis nous passons a la stabilité globale. Pour mener a bien cette
étude, nous sommes amenés a faire 'hypothése que notre systéme est coopératif [45].

11.2.1 Equilibres

Cherchons les équilibres du systéme (I1.1,11.2). Quelles que soient les valeurs des para-
meétres, il admet un équilibre trivial: Xg = X1 = Xy = --- = X, = 0. Cet équilibre correspond
a une population épuisée et de ce fait, s’il est unique, le modéle ne présente pas un grand
intérét .

Il est possible d’obtenir un autre équilibre non trivial, pour des valeurs d’effectifs positives,
a condition que les hypothéses suivantes soient vérifiées:

po+pr+pr-+pn #0 (IL.Hy)
n
> filimi > ag (IL.Hy)
i=1

avec: ag = ca + my

al

i
[T5=i(a+m;)
Dans le cas ou tous ces coefficients p; sont nuls, on obtient un systéme linéaire qui n’a
d’équilibre non nul que s’il est dégénéré; il existe alors une infinité d’équilibres. Mais l'intérét
de I’étude résidant dans les termes non-linéaires, la condition de non linéarité semble naturelle.

m =

Interprétation — La premiére condition (1I.Hy) signifie que le modéle doit avoir au moins un
terme non linéaire, les coefficients p; marquant les deux phénoménes non linéaires intervenant sur
le systéme : la compétition intra-juvénile et la prédation parentale.

La seconde, (11.Hy) traduit une condition de survie : il faut que les coefficients de ponte soient
assez grands par rapport a la mortalité naturelle de la classe 0 et son vieillissement; les 7; sont
simplement des termes sans dimension pris dans I'intervalle ]0,1]. On voit bien que, pour que le
stock ne s'épuise pas, il faut qu'il y ait toujours un nombre suffisant de juvéniles afin d’assurer le
recrutement. Si les juvéniles meurent trop vite, ou alors passent trop rapidement dans la classe 1
(par rapport a la vitesse de la ponte), le stock ne peut se maintenir. Il est donc nécessaire qu'il y
ait un nombre suffisant d’ceufs pondus par unité de temps.

Si ces conditions (IT.Hy,I1.Hy) sont vérifiées, alors on en en plus le point d’équilibre suivant,
dont chaque composante est positive:

o Yo lifimi —mo — ae
* XU - n
X Po+ Y iy PiTi (I1.3)
AX?k == 7'l'ZXv6k

(2

Les conditions (II.Hy) et (IT.Hs) déterminent la nature du systéme : linéaire ou non linéaire,
1 ou 2 équilibres. Le tableau II.1 résume tous les cas possibles. Par la suite, nous ne considé-
rerons ni le cas o le systéme est linéaire, vu que l'intérét de 1’étude réside précisément dans
ces termes, ni le cas ol le systéme est dégénéré.
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de non linéarité vraie: de non linéarité fausse:
Hypothese
pot+pi+p2-+pn#0 | pot+pi+pr+pn=0
de survie (I1.Hs) vraie: Systéme non linéaire, Systéme linéaire,
2?21 filimi > ae +myg avec 2 équilibres: zéro et X'*. | avec 1 seul équilibre nul.
de survie (I1.Hy) fausse: Systéme non linéaire, Systéme linéaire,
Yoy filimi < e +myg avec 1 seul équilibre nul. avec 1 seul équilibre nul.
----------- Ou----------- DR R R R R T R R R T R R T R R I I R I R R R I T R R B B R
Yoy filimi = e +myg dégénéré. dégénéré.

TAB. IL.1  Nature et équilibre(s) du modéle avec pré-recrutés selon les hypothéses (11.Hy 3).

D’un point de vue biologique, il est intéressant qu’il existe cet autre point d’équilibre, car
cela peut éviter I'extinction du stock, inévitable si par exemple le seul point d’équilibre est
zéro et qu’il est stable. Afin de voir plus précisément quel est le comportement du systéme par
rapport aux points d’équilibre, une étude de stabilité est nécessaire.

I1.2.2 Stabilité locale

Tout d’abord, nous allons étudier la stabilité locale des deux points d’équilibre mis en
évidence ci-dessus, ce qui consiste a analyser la stabilité du modéle linéarisé autour de chacun
de ces points.

a) Stabilité locale de X™*

On suppose que les conditions (IT.Hy,IT.Hy) sont vérifiées afin d’avoir un point d’équilibre
non nul A* (I1.3). On linéarise autour de ce point et on obtient le systéme suivant :

. 1 . n . 1 n n .

Ty = — <—€Ot —mg — 2poXg — ZPQQ) xo + - (Z lifi — sz'Xo) i (IT.4)
< i=1 = \i= i=1

ii = T;—1 — QXx; — M;T; (11.5)

ZB(]:)(—O—)(Y)k

avec . N

On peut le représenter ainsi sous forme matricielle :

ko k1 ko kr,
a —ap 0 0
X = 0 X (IL.6)
0
a —ao,
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avec les notations suivantes:
X1
X =
Tn
Qg = e+ myg

Q= a+m; pourt=1,...,n

1 n
ko= —~ o Xy + S pimiX;

1
ki = =(lLifi — piX7) pouri=1,...,n
S

On peut essayer de trouver les valeurs propres de la matrice E,, ci-dessus, mais le résultat
n’est pas évident dés que n devient supérieur a 2. Par conséquent, on utilise une autre méthode
qui requiert des conditions supplémentaires: il faut que le systéme linéarisé soit coopératif.
Cela signifie que les termes de la matrice E,, sont positifs en dehors de la diagonale ; les termes
diagonaux sont quelconques. On peut alors appliquer certains résultats propres & ces matrices.

O Cette structure représente une population ou toute classe contribue de maniére positive
ou nulle a I'accroissement d’une autre classe, d’oti le terme coopératif. 0

Comme il y a du cannibalisme parental dans notre systéme, cela requiert des hypothéses
supplémentaires. La condition (nécessaire et suffisante) pour que le systéme local soit coopératif
est que les k; (i # 0) soient positifs, soit :

Vie{l,....n}  Lfi2pXg (ILHj3)

Interprétation — La réalisation de cette condition II.H3 signifie qu'a I'équilibre, tous les stades
prédateurs sont aussi stades féconds et que chaque individu de ces stades produit plus d’ceufs qu’ils
ne consomme de pré-recrutés (par unité de temps). Cette hypothése tend & uniformiser les stades
adultes : tout prédateur pond plus d’ceufs qu'il ne consomme de juvéniles, mais elle ne semble pas
déraisonnable si 'on veut que la population soit viable.

Vérifions qu’elle est réalisable :

li fi S Yo lifimi — g
=
Di Po+ Dy PiTi

(ILH;) & Vie{l....,n}

Comme «g, 7; sont strictement positifs, cette condition est réalisable pour des coefficients
bien choisis. Par exemple o ou py «assez grandy, ou bien des (I;, f;,p;) tous «assez proches»
de (I, f,p); on peut dans ce dernier cas approcher I’équilibre ainsi:

¥ oo WY mi—ao _ Uf
Xo = potpSim < p
Donc il existe tout un ensemble de paramétres qui vérifient I’hypothése (IT.Hg).

Supposons pour la suite que cette relation (I1.Hg) sur les coefficients est vérifiée; tous les
termes extra-diagonaux de la matrice sont donc positifs et nous avons 1a un systéme coopératif.



68

Un modéle avec pré-recrutés

Nous allons ensuite utiliser le théoréme suivant :

Théoréme 1 (M-matrice d’aprés [45])
Soit: Z"" ={A = (a;;) € R"" | a;; <0,1i%# j} etsoit M est une matrice de Z"*",
c.-a-d. une matrice pour laquelle tous les termes en dehors de la diagonale sont négatifs ou

nuls.
M est une M-matrice non singuliére si et seulement si I'une deux conditions suivantes est
vérifiée :
1. La partie réelle de toute valeur propre de M est strictement positive.
2. Tous les mineurs principaux de M sont strictement positifs. o
M,, = —E,, est une matrice de Z"*". Si I’on montre que tous les mineurs principaux de M,

sont positifs, alors c’est une M-matrice et ses valeurs propres sont & partie réelle strictement
positive. Par suite, les valeurs propres de E,, sont & partie réelle strictement négative et donc
le systéme linéarisé en A'™* est asymptotiquement stable.

Notons le déterminant de M, : A, = det(M,). Les mineurs principaux de M, sont jus-
tement les Ay, pour ¢ = 0,... ,n. Ainsi il suffit de montrer que pour tout n entier naturel,
le déterminant A, est positif. Avec les mémes notations que précédemment plus w9 = 1, ce
déterminant se calcule facilement (développement selon la 1¢religne) :

VieIN A,=> (1) (=k)(~a)' T] o

i=0 j=i+1

== ko' J] o (IL.7)
=0

j=i+1
n n
= — H Ozj E kiﬂ'i
1=1 =0

O On prend comme convention qu'un produit [] est égal a 1 si 'indice final est inférieur
a 'indice initial. 0O

On sait que ¢ et les a; sont tous strictement positifs. En outre:
n n n
ey kimi=—ag+ Y Lifimi —2X§ <P0 + me)
i=0 i=1 i=1
n
=ag— Y _lifim
i=1

< 0 d’aprés 'hypothése 11.Hy

D’ou A, est positif strictement pour tout n.

Par conséquent, sous les hypotheses d’existence (IT.H;,I1.Hy) et de systéme local coopératif
(IL.H3), l'équilibre X'* est localement stable.
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b) Stabilité locale de 0

Intéressons-nous a présent au point origine. Le systéme linéarisé en zéro est le suivant :

—Ozg/E llf1/€ leQ/E lnfn/E
0

«Q - 0

X = 0 X (I1.8)

On

(—0O,,) est aussi une matrice de Z"™*™, on peut donc lui appliquer les résultats issus du
théoréme 1. Les mineurs principaux de (—0O,,) sont les déterminants suivants:

n

el Ag==([[aj+ 31 (~ifi (~a) ] o
j=0 i=1

=il (IL.9)
=[] (Oéo - Zlifﬂi)
]:1 i=1

On constate ci-dessus que le signe des mineurs principaux de (—0,) est constant et ne
dépend que de la condition (II.Hy) d’existence de 2 équilibres au systéme, car tous les «; sont
strictement positifs. Si cette condition est vérifiée, les mineurs sont tous strictement négatifs.
Mais si le systéme n’est pas dégénéré et qu'’il admet zéro comme seul équilibre, ils sont positifs
strictement ; d’apres le théoréme 1 précédent, O, n’admet alors que des valeurs propres a
partie réelle strictement négative. Cela signifie que si zéro est I'unique équilibre du systéme
non linéaire — i.e. (IL.LHy) vérifiée mais (II.Hy) non —, alors il est localement stable.

En revanche, si le deuxiéme équilibre X'* existe — i.e. (IL.LHy) et (II.Hy) vraies —, selon
ce théoreme O, a une valeur propre a partie réelle positive ou nulle. Afin de montrer que
zéro est instable (localement), il faut en trouver une a partie réelle strictement positive: le
théoréme 1 ne suffit pas. Pour la suite de la démonstration, nous allons donc considérer une
matrice positive C), = O,, + ¢l et appliquer une partie du théoréme de Perron—Frobenius.

Théoréme 2 (issu du théoréme de Perron—Frobenius [6])

Si C est une matrice positive et irréductible, alors:

1. C a une valeur propre simple réelle strictement positive égale a son rayon spectral p(C').
2. C a un vecteur propre strictement positif correspondant a p(C). o

On prend: ¢ = 1 + max{ap/e, a1, a9,... ,a,}. Ainsi C,, est une matrice positive. Elle est
irréductible si et seulement si son graphe orienté est connexe. Tragons le graphe orienté de
la matrice (cf. figure I1.2) et vérifions si pour toute paire de nceud (7, ), il existe un chemin
orienté allant de 7 a j.

On voit clairement que le graphe représenté dans la figure I1.2 est connexe si et seulement
si I’arc reliant n & 0 existe; c.-a-d. si et seulement si:

lnfn # 0 (IT.Ha)
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Noeud i

e—»  Arcorienté existant toujours

e Arcorienté nexistant passi: lifi=0

Fic. I1.2 Graphe orienté associé o la matrice positive C, = O, + cI, ou O, est la
matrice jacobienne en 0 du systeme (I11.1,11.2).

Interprétation — Cette condition n'est pas trés restrictive : en effet, elle signifie que la derniére
classe du stock avant la réforme, i.e. avant la sortie de la phase exploitable (cf. figure 1.4), doit étre
féconde.

A cette condition, la matrice C,, est irréductible. D’aprés le théoréme de Perron-Frobenius
(cf. théoréme 2), elle admet donc une valeur propre p(C,) strictement positive associée a
un vecteur propre V' lui aussi strictement positif (i.e. dont les composantes sont strictement
positives).

Par définition du rayon spectral, p(C),) est la plus grande valeur propre (en module) de C,,.
Les valeurs propres de O,, sont celles de C),, translatées de —c; les vecteurs propres associés
sont les mémes pour les deux matrices. D’out A = (p(C),) — ¢) est la plus grande valeur propre
de O,, en module et elle est réelle.

A ne peut étre strictement négative, car sinon il n’existe aucune valeur propre a partie
réelle positive, ce qui est contraire aux résultats précédents issus du théoréme 1. Elle ne peut
pas non non plus étre nulle car le déterminant (—1)"A,,, produit des valeurs propres de O,
est non nul (systéme non dégénéré). Par conséquent, elle est strictement positive. D’ou zéro
est instable.

Pour que la population considérée puisse se maintenir a un niveau viable, il semble donc
nécessaire que le systéeme (I1.1,I1.2) posséde un deuxiéme équilibre X'*. Ainsi I’équilibre
zéro, qui seul est localement stable, devient instable (IT.Hy vérifiée).

Si et seulement si (II.H;) et (II.LHy) sont vérifices, X* existe et est positif (strictement) ;
si en outre (IT.H3) est validée, il est localement stable. Il est ainsi beaucoup plus probable
d’éviter 'extinction de la population. Mais pour obtenir des résultats de convergence plus
généraux, il faut se pencher sur la stabilité globale de cet équilibre.

I1.2.3 Stabilité globale

Au préalable, nous allons supposer que les hypothéses précédentes (IT.Hj 5 3 4) sont vérifiées::
le systéeme (I1.1,I1.2) est non linéaire et il admet 2 équilibres : zéro, instable, et X™*, strictement
positif et localement stable.
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Pour étudier la stabilité globale de I’équilibre X'*, on va aussi se placer dans le cas d’un
systéme coopératif, i.e. tel que sa matrice jacobienne aie des termes positifs en dehors de la
diagonale, les termes diagonaux étant de signe quelconque. Ainsi on pourra appliquer le résultat
suivant :

Théoréme 3 (Stabilité pour un systéme coopératif [45])
S’il existe un domaine :

D = [isolai, bi]  (ai <bi)
contenant strictement un unique point d’équilibre X* et tel qu’en tout point le systéme

soit coopératif, alors il suffit que la condition suivante soit vérifiée pour que 1’équilibre soit
asymptotiquement stable sur ce domaine invariant, (cf. figure I1.3) :

Vie{0,...,n} Xi(ag,...,an) >0 et Xi(bg.... ,by) <0 0

Xj A
i et j quelconques dans {0,...n} (i)

b | _ B

a|........ |

Fic. I1.3 Conditions de stabilité de I’équilibre X* dans le domaine invariant D, pour
un systéme coopératif.

On veut montrer qu’il existe un tel domaine invariant D contenant X*. Nécessairement ce
domaine exclut 'autre équilibre, zéro, car sinon la stabilité n’est pas garantie sur l’ensemble
du domaine. Avec un systéme coopératif, la condition de champ strictement rentrant aux coins
A et B du domaine suffit pour qu’il soit invariant. Mais pour déterminer ce domaine D, nous
procédons par étapes et examinons d’abord l'invariance du domaine.

O Invariant signifie grossiérement qu’une fois dans le domaine, on y reste ; ainsi le systéme
est et demeure coopératif. O
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Domaine coopératif contenant X* et pas zéro Etudions tout d’abord le caractére
coopératif du systéme global. Sa matrice jacobienne au point X est la suivante:

_1 1 1
Yy vy oo Ly,
« —Q

Jo(X) = 0 (11.10)

n
avec: Yy = aqg + 2pg Xy + ZpZXl
i=1
Yi=1lfi—piXy pouri=1,....,n

Pour que le systéme soit coopératif sur D, il faut et il suffit que la condition suivante soit
vérifiée en tout point du domaine:

l. .
Vt,YX €D Xo(t) < p avec: = min ifi
i€{l,..,n}  Pi

(I1.Hs)

Vérifions a présent que ce domaine D coopératif peut contenir X'™* et exclure zéro.

Que l'équilibre zéro soit en dehors du domaine D est compatible avec (II.H;). Et pour
que X* soit dans le domaine D, toujours sous cette condition, ’hypothése (IT.H3) suffit. En
effet, lors de I’étude de stabilité locale de A'*, nous avons montré que pour certaines valeurs
des parametres du systéme, il était possible de vérifier: Xj < p. Mais on veut en plus que
I’équilibre soit a l'intérieur du domaine et non sur le bord. Le méme raisonnement peut étre
tenu pour montrer que ’on peut avoir, avec des paramétres correctement choisis, une inégalité
stricte. Supposons donc que les paramétres du systéme sont tels que:

Xg < p (IL.Hy/)

Avec les hypothéses (II.H3,I1.Hj), le domaine D contient strictement le point d’équilibre
non nul et en chacun de ses points le systéme est coopératif.

+ Domaine invariant Choisissons a présent les bornes de D afin que le domaine soit
invariant. Pour cela il faut et il suffit que le champ X = (Xl7 . ,Xn) aux bornes du domaine
soit rentrant. D’aprés (II.Hs), on doit avoir: by < p. Etudions donc tout d’abord le signe de
Xo lorsque Xg = p.

n
Xo=p = eXo=—agp—pou’+ Z(lifi — i) X
=1
p>Xy (ILHy) = ppo+ Zpimu > Zlifiﬂ'i —
i—1 i—1
Xo=p e X,=mp = X0<0
Xo=p et 0<Xi<mip = X9<0 (I1.11)
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Par conséquent si by = p et si tout X; est inférieur a 7; u, le vecteur dérivé X est strictement
rentrant sur la face Xy = by du domaine D. En outre:

X;=mjp et 0<X;<mp pouri#j = Xigo

D’oui si l'on prend pour tout indice ¢ = 0,... ,n, b; = m;u, alors le champ est rentrant sur
toutes les faces X; = b; du domaine D. Par ailleurs, les résultats obtenus sur la positivité des
variables (cf. section I1.1.3) montrent que si ’on prend le coin A en zéro, le champ est rentrant
sur toutes les faces X; = a; = 0.

Mais ce domaine, méme s'il respecte les contraintes de domaine invariant et systéme coopé-
ratif, ne convient pas. En effet, '’équilibre zéro constitue le coin inférieur du domaine et dans
son coin supérieur B, seule la composante X du champ est négative strictement, les autres
sont nulles. Il faut donc modifier légérement ce domaine.

+ Domaine avec le champ strictement rentrant dans les coins A et B Pour que
les composantes X;, ¢ # 0 du vecteur dérivé soit rentrantes strictement dans le coin supérieur,
il suffit de prendre:

bi=(1+v)mip avec:vg=0<v; <vg < <y (11.12)

En effet, on a alors en X; = b; (X; € [0, b;] pour i # j):

X =aX; 1 —a;b;
< ab; 1 — a;b;
< pogpii(viog — v;)
<0

Il faut encore prendre les v; suffisamment petits pour que X, demeure négatif dans le coin
supérieur B. Soit Q = Xo(u, ity ... , ) ; on a montré que @ < 0 (I1.11). D’ou:

Xo(bo, b1, .. .bn) = —cop — pop® + Z(lifi — pip)mip(1 + v;)
i—1
=Q+ Y _(lifi — pip)mipv;
=1
S Q+nvpp max (Lifi —pip)mi

Si pour tout i, l;f; — p;u = 0 alors pour (I1.12), toute suite strictement croissante (v;)

convient. Le champ est alors strictement rentrant dans le coin supérieur (bg, by, ..., b,). Sinon
on prend :
_ —-Q
Vn = 2 Lifi — pi ) )
nu max (lifi = pip)m (I11.13)

> 0 d’aprés la deéfinition de p (I1.Hs)
= Xo(bo,b1.... b)) =Q—-Q/2=0Q/2<0
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Ensuite il suffit de construire une suite (v;) (I1.12) en remontant dans les indices a partir
de v, (I1.13) et en diminuant la valeur de (v;) a chaque fois. Par exemple, la suite ci-dessous
convient :

v, donné par (I1.13)
Un—1=vp/2 <1,
Un/3 < Vp—1
Un/4 < Vp_g

Vn—2

Vn—3

v =vp/n < vy

vy=0<mn

En zéro, c’est un peu différent. En effet comme il s’agit d'un point d’équilibre, toutes les
composantes du champ sont nulles. Mais en étudiant la stabilité locale de zéro, on a montré
que si 'hypothése (II.Hy) est vérifiee et qu'’il existe un deuxiéme équilibre non nul alors zéro
est instable. En outre, grace au théoréme 2 issu du théoréme de Perron—Frobenius, on a prouvé
I'existence d’ un vecteur propre V strictement positif associé & la valeur propre strictement
positive A de la matrice jacobienne en zéro.

Ces conditions sont vérifiées ici, d’ou I’existence de ce vecteur propre V. Ensuite par conti-
nuité du champ, il existe alors au voisinage de zéro un point A de composantes a; strictement
positives tel que le champ en ce point soit strictement rentrant, soit :

JA=(ag.a1,...,an) Vi €{0,....n} Xilag,a1,... ,an) >0 (11.14)

Ce point A satisfait la condition au coin inférieur de stabilité du théoréme 3. On a donc
démontré que I'équilibre X'* est stable sur le domaine D.

En conclusion, si les conditions suivantes sont vérifiées :

po+p1+p2-+pn 0 (systéme non linéaire) (IL.Hy)
Z filimi > oy (un équilibre non nul) (IL.Hy)
i=1
X§ < p (équilibre non nul & U'intérieur de D) (IT.Hg)
lnfn #0 (champ strictement rentrant dans le coin inférieur A de D)
(IL.H,)
bo < (D domaine coopératif) (IT.Hj)

on a montré que l'on peut déterminer un domaine D = [[;_[a;, b;] invariant, dans lequel
le systeme (I1.1,11.2) est coopératif. En outre, I’équilibre X* strictement positif (I1.3) existe
et est asymptotiquement stable dans D.

sement du stock. La stabilité est d’autant plus nécessaire que le stock est soumis a des fluctuations
et perturbations par son environnement.
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On montre en outre que le domaine de stabilité est aussi proche de zéro que I'on veut. Ce résultat
est donc intéressant : il garantit que la population ne peut pas s'éteindre, et ce quelles que soient
les mortalités par péche sur le stock (m;, pouri =1,... ,n, regroupe les mortalité naturelle et par
péche), a conditions que les autres paramétres du modéle vérifient certaines hypothéses décrites
ci-dessus. En effet, dés que la population est d’abondance faible, la stabilité de X* entraine la
population vers son niveau d’équilibre.

REMARQUE: On peut sans doute généraliser les résultats de stabilité ci-dessus en pre-
nant comme ponte: Y f;l;(X;) et comme terme de prédation: — Y p;(X;)Xq sur les pré-
recrutés, avec l; et p; fonctions non linéaires de X;. La condition (II.Hjs) de systéme
coopératif devient alors:

% Z(ﬁ Li(X;) — pi(Xi)Xo) >0
ti=1
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II.3 Systéme a deux échelles de temps

Selon la valeur du paramétre ¢, il peut y avoir plusieurs échelles de temps. Quand = = 1,
le modele (I1.1,I1.2) est un systéme d’équations différentielles classique, il n’y a qu’'une seule
échelle de temps. Dans ce cas 0 est une classe d’dge comme une autre.

En revanche, si ¢ est trés petit (¢ < 1), les termes de I'équation (II.1) (sauf le terme de
passage) évoluent beaucoup plus vite que le reste du systéme ; X est donc une variable rapide
par rapport aux autre X;. Sous certaines hypothéses, cela permet de considérer la population
de poissons comme un systéme lent-rapide, & deux échelles de temps, et de I'étudier sur un
modéle réduit d’'une dimension.

Tout d’abord, nous décrivons le comportement du modéle avec pré-recrutés lorsque 'ap-
proximation d’un systéme lent-rapide est faite. Puis nous vérifions que toutes les hypothéses
sont remplies pour pouvoir appliquer cette approximation, issue de la théorie des perturbations
singuliéres [22]. Dans cette section, on ne cherche pas étudier le systéme mais a le simplifier, de
maniére & pouvoir en extraire une relation stock-recrutement. La comparaison avec les relations
classiques est particuliérement intéressante, mais cela fait I’'objet de la section suivante 11.4.

I1.3.1 Description du systéme lent-rapide approché

Nous considérons a priori que l'approximation lent-rapide est valide. Le systéme réduit
ne conserve que la dynamique lente (I1.2), la variable rapide X étant exprimée comme la
solution de Xy = 0 avec = = 0. (’est une bonne estimation de la dynamique du systéme initial
(IT.1,I1.2) quand ¢ est petit (0 < & < 1): la solution de ce systéme initial avec pré-recrutés a
pour limite la solution du systéme réduit quand e tend vers zéro.

Supposons donc que ¢ est fixé et petit. Le comportement approché du systéme est alors le
suivant :

1. Phase rapide : Tout d’abord la dynamique rapide est prédominante (car £ < 1). L’état

du systéeme (Xy, ..., X, ) évolue donc rapidement vers la «surface lente», définie par :
n n
S = —png - (mg + ZPZX1> Xo + ZlezXz =0 (11.15)

et qui correspond & I’équilibre du sous-systéme rapide. C’est le régime transitoire de
notre systéme.

2. Phase lente: Ensuite, le systéme évolue lentement et est gouverné par sa dynamique
lente. Comme on est au voisinage de la surface lente, on peut faire I’approximation
suivante :

S ~0 (11.16)

Cette approximation (IT.16) permet d’obtenir X en fonction des autres variables X;. En
effet, ’équation du 2nd degré correspondante admet une et une seule solution positive en
X, fonction des X; et définie sur (IRy)":

1 n n n -
3, | o~ Y opiXi+ | (mo+ Y piXi)> +4po Y filiXi | sipg#0
X, — Po i—1 i—1 i—1
0=
Yoy fili X
mo + 2?21 PiX;

si Po = 0
(11.17)
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Le cas pg = 0 est bien défini sur tout (IRy)" si mg est non nul. On va donc faire
I’hypothese suivante:

mo # 0 (11.Hg)

La solution (I1.17) n’est pas identiquement nulle, car d’aprés ’hypothése (IT1.Hy), les I; f;
sont non tous nuls (dans le cas contraire, le régime permanent serait réduit au point 0).
Et elle demeure positive au cours du temps.

La structure de notre modéle fait que Xy n’apparait que dans X,. Par conséquent le
régime permanent est représenté par le systéme dynamique réduit et linéaire (I1.2), avec
une entrée X(t) non-linéaire en boucle fermée (feedback) donnée par (I1.17).

Interprétation — Faire "approximation d’un systéme lent-rapide signifie que les phénoménes
agissant sur les pré-recrutés, le passage dans la classe supérieure mis a part, sont plus rapides
que les autres et d’un ordre de grandeur supérieur. Par exemple, on suppose que la mortalité des
pré-recrutés est beaucoup plus forte que celle des matures, que la prédation et la compétition sont
importantes pendant une unité de temps et que beaucoup d’ceufs sont pondus.

I1.3.2 Probléme de perturbation singuliére

Nous allons montrer que le modéle avec pré-recrutés est en fait un probléme de pertur-
bation singuliére, lorsque ¢ <« 1. Puis grace au théoréme suivant, nous pourrons justifier
I’approximation de systéme lent-rapide faite ci-dessus.

Théoréme 4 (Perturbations singuliéres [22])
Soit le probléme de perturbation singuliére suivant :

&= f(t,x,z,¢) x(tg) = £(¢) (11.18)
z(to) = n(e) (11.19)

et soit z = h(t,x) une solution isolée de: 0 = ¢(t,x, z,0). Supposons en outre que les conditions
suivantes sont satisfaites pour tout :

€z = g(tvxvzag)

(t,x,z—h(t,x),a) € [Oatl] X Br X Bp X [0a€0]
avec: B, ={x € R" | ||z|]| <1}
B,={: € R" |||z < p}

1. Les fonctions f et g et leurs premiéres dérivées partielles par rapport a (x,z,e) sont
continues. La fonction h(t,x) et le jacobien dg(t,x,z,0)/0z ont toutes leurs premiéres
dérivées partielles continues. Les conditions initiales £(¢) et n(e) sont des fonctions lisses
en e.

2. Le systéme réduit suivant :

&= f(t,, h(t,2),0) x(ty) = & L' ¢(0) (I1.20)

a une unique solution Z(t) définie et telle que ||Z(t)|| < 71 < r pour tout t dans [tg,t1].
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3. On considére que (t,x) sont des paramétres fixés quelconques. L’origine du modéle
couche-limite suivant :

d
Eg=g@%y+h@w%® (11.21)
=

est exponentiellement stable, uniformément en (¢, x).

Alors il existe des constantes strictement positives i et £1 telles que pour tout :
17(0) = A(to. O[] < pet0<e<e

le probléme de perturbation singuliére (I1.18,I1.19) a une unique solution [x(t,¢), z(t,e)] sur
[t[], tl] et:

x(t,e) — Z(t) = O(e) uniformément sur [tg,t1]
En outre pour tout ty > tg, il existe 9 < &1 tel que pour tout ¢ < £9:

z(t,e) — h(t,z(t)) = O(e) uniformément sur [ty, ;] ¢

Ce théoréme est connu sous le nom de théoréme de TIKHONOV [47] et il est démontré dans
I'ouvrage de KHALIL [22].

O Avec les mémes notations que celles du théoréme, on a:
T = (Xla"' 7Xn)
z = Xg
f(t,a:, Z,E) = F(Xg, e ,Xn) = (OéXg — O[1X1, e ,aXn_l — aan)

g(t,x,2,2) = G(Xo,... , Xn,2) = —(ac + mo)Xo — poXg — > _piX;Xo+ Y _ fili X,
i=1 i=1

Le systéme (I1.1,I1.2) est bien un probléme de perturbation singuliére. On a vu précédem-
ment que l'équation 0 = g(t, z, z,0) (= équation de la surface lente I1.15) est un polynéme en
Xy = z, qui admet unique racine positive, donnée par 1’équation I1.17. Cette racine est isolée ;
c’est un fonction de x non identiquement nulle et C> sur (IRy)" si mg # 0 (II.Hg). Avec les
notations du théoréme, elle est égale a:

h(t,x) = H(x) = H(Xy,..., Xy)
s (—mo — >y piXi A/ (mo + 207 piXi)? 4 4po Do, filin’) si po # 0

> icy filiXi
mo + Z?:l piX;

sipg=0

0 Le systéme réduit associé a ce probléeme de perturbation singuliére est donné par:
Xl = aH(Xl,... ,Xn) - Oéle
XQ = O[Xl - a2X2
(11.22)

Xn = aXn—l - aan
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Ce systéme réduit admet les mémes équilibres que le systéme initial, en prenant seulement &
nul. Comme d’aprés I'hypothese (IT.Hg) mg est non nul, les résultats sur la stabilité du systéme
(I1.1,I1.2) sont encore valables pour ¢ = 0 (cf. section I1.2). A condition que les hypothéses
(IT.Hp_g) soient vérifiées, le systéme réduit admet donc l'origine comme équilibre instable et
comme équilibre stable, 'équivalent de X* (I1.3) soit :

at = (Xj) = (miXg)

(2

Sy Lifimi —mg
Po + D25y Pii

sur D, la restriction sur IR" du domaine D défini dans la section I1.2. Cet équilibre est asymp-
totiquement stable sur D ; ce qui implique que le systéme réduit tend vers cet équilibre quand
t tend vers linfini. On choisit B, inclus dans D comme Iensemble des points z tel que:
|z — «*|| < r. Par définition de la limite, en pour tout r; < 7 on peut trouver un temps #g tel
que:

avec: X =

|le(t) — 2| <r <r vVt >0

La deuxiéme condition du théoréme 4 est donc vérifiée & une translation sur les variables
prés, ce qui n’a aucune influence sur ses résultats. Il suffit de se placer sur un intervalle [0, ¢1]
assez grand ; on peut méme prendre #; aussi grand qu’on le souhaite.

O La premiére condition est immédiate pour tout (x,z) dans D. On choisit comme condi-
tions initiales des points fixés de D, ce qui signifie que les fonction £ et 1 sont des constantes.

0 Reste a étudier le modéle couche-limite:

d
% =g(t.z,y + H(x),0)

(11.23)
= —po(y + H(x) mo+zpl )y + H(x +Zflzx

Le jacobien au point d’équilibre 0 de ce modéle est :

J = —=2poH(x) — mg — sz

= — mg-l-sz i +4p02leX

i=1
<0 Vt>0 YreD
Comme z = H(x) est 'unique solution de 0 = ¢(t, z, z,0), le point (z, z) étant dans D, I'origine

du modele couche-limite est exponentiellement stable, uniformément en (¢,x). La troisiéme
condition du théoréme est ainsi remplie.

Par conséquent toutes les hypothéses du théoréme 4 sont vérifiées et ’on peut donc ap-
procher les solutions du modéle avec pré-recrutés (I1.1,I1.2) par les solutions des problémes
réduits (I1.22) et couche-limite (I1.23). La description du comportement approché du sys-
téme décrit ci-dessus est donc bien valide.
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I1.4 Une relation stock-recrutement ?

Le but poursuivi dans cette section est d’exprimer, a partir du modéle décrit précédemment,
la relation stock-recrutement et éventuellement de retrouver les formes classiques décrites dans
la section 1.2.1. Tout d’abord il faut définir les termes intervenant dans cette relation : le stock
fécond et le recrutement.

Le recrutement, est le nombre de poissons qui rejoignent la premiére classe d’age exploitable,
i.e. la premiére classe du stock, pendant un temps donné. Dans notre modéle, cela correspond
au terme aXg, qui représente le nombre de poissons entrant par unité de temps dans la classe 1,
premiére classe du stock (X1,...,X,). Pour une meilleure « compatibilité» avec les modéles
discrets de pas de temps une année, on prend comme unité de mesure du temps ’année.

Le stock fécond est constitué de 1’ensemble des femelles matures dans chaque classe du
stock, soit la somme des f;X;.

O On peut qualifier a Xy de «recrutement instantanéy vu qu’il est défini & tout instant, par
opposition aux situations appliquées ot 'on parle du recrutement de I’année 1986... Dans
ce dernier cas, il est clair que le recrutement correspond a une grandeur intégrée/moyennée
sur une année, pour des raisons de disponibilité de données par exemple ; cette notion est
adaptée & un modeéle discret de pas de temps une année.

Néanmoins, comme nous avons choisi une modélisation en temps continu, il est nécessaire
de définir le recrutement & chaque instant. Mais pour une bonne compatibilité entre ces
deux approches, on prend comme unité de mesure du temps 'année. Ainsi les valeurs de
recrutement sont comparables dans les deux approches. Notons R, le recrutement pour un
modeéle discret de pas de temps une année et R, celui pour un modéle continu ot le temps
est exprimé en année; t = 1996 correspond alors au début de Pannée 1996 (1€Tjanvier).
On a alors:

1997

R4(1996) = [,ont

Dans le cas du temps continu, le recrutement ne reste pas constant au cours de I’année.
Le recrutement discret associé est la moyenne sur une année du recrutement continu. [

R.(t) dt

Nous cherchons ensuite & extraire de notre modéle la relation (fonctionnelle ou non) entre
le recrutement et le stock fécond. Cela revient & exprimer le recrutement :

R(t) = aXo(t)

en fonction du stock fécond au méme instant :
n
Xp(t) = fiXi(t)
i=1

[0 Ce que nous obtenons ainsi est une courbe paramétrée par le temps. Il n’est pas évident
qu’elle puisse se mettre sous forme fonctionnelle au sens mathématique du terme, i.e.
une valeur de recrutement au maximum pour toute valeur de stock fécond donné. Cette
forme est intéressante car elle permet d’évaluer le recrutement, terme souvent inconnu, de
maniére unique & partir de la donnée du stock fécond, qui peut étre estimé plus facilement.
O

puis a regarder si cette relation peut étre décrite sous la forme d’une fonction mathématique,
et éventuellement a quelles conditions. Nous commentons ensuite les résultats obtenus.
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I1.4.1 Cas général: pas de fonction stock-recrutement

Nous allons raisonner sur un exemple, ou plutdot un contre-exemple afin de montrer que
I'on n’obtient pas immédiatement de fonction stock-recrutement & partir du modele (I1.1,11.2).
Reéalisons donc quelques simulations sur un modeéle de dimension 5 (n = 4), pour un jeu de
paramétres donné par le tableau I1.2.

‘ Indice: ‘ 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘
« 0,8
€ 0,01 oul

m 05021021 02102
D 0,2 0 0,1 | 0,1 | 0,1
f
l

~ 1 0o 05| 05|05
~ | o [ 10] 20 | 15

TAB. I1.2 Valeurs des paramétres du modéle avec pré-recrutés pris comme exemple dans
les figures I1.4 et I1.5.

Interprétation — Ces paramétres sont plus ou moins réalistes, méme s'ils ne correspondent a
aucun stock réel. Leur valeur dépend des unités retenues pour les variables du modéle ; m; dépend
par exemple de I'unité de temps (année, mois...), l; du nombre (en milliers, millions...). Ce qui est
important est donc le rapport entre les paramétres exprimés dans la méme unité: myg est 2,5 fois
plus grand que m; ...

Les mortalités m; sont prises égales 4 0,2 pour le stock, mais mq est plus élevée car les larves
et juvéniles sont beaucoup plus vulnérables que les adultes. Cela sous-tend néanmoins que le niveau
d’exploitation du stock est faible. Les fécondités sont prises égales a 0,5 ou 0, ce qui signifie que dans
les stades matures, la moitié des poissons sont des femelles prétes a pondre. Le temps moyen 1/«
passé dans chaque classe est supérieur 3 1 an, donc nous n’avons pas de classes d'4ge proprement
dites. Les autres coefficients sont juste sensés. lls suivent néanmoins le schéma suivant :

— Classe 0: juvéniles.
— Classe 1: jeunes adultes immatures; ni reproduction, ni cannibalisme (trop petits).

— Classe 2,3,4 : adultes matures; méme taux de prédation sur la classe 0, méme proportion (1/2)
de femelles matures, mais différents taux de reproduction (I < ly < l3).

Pour e =1, il n’y a qu’une seule échelle de temps. Mais pour ¢ = 0,01, on peut considérer
qu’il y a deux échelles de temps. Cependant nous avons réalisé toutes les simulations sur le
systéme complet (II.1,I1.2), sans faire 'approximation (I1.16) et sans utiliser le systéme réduit.

En simulant ce systéme numérique, on remarque que toutes les trajectoires projetées dans
le stock/recrutement (recrutement en fonction du stock fécond) rejoignent tout d’abord rapi-
dement une certaine région du plan puis ensuite évoluent lentement dans cette zone, comme le
montre la figure I1.4. Pour ¢ = 0, 01, cela correspond aux phases lente et rapide décrites dans
la section I1.3.1 et cela illustre la validité de cette hypothése. Mais il est curieux de constater
que cela est aussi vrai lorsque ¢ = 1 et que ’on n’a a priori plus qu’une seule échelle de temps,
méme si cela est un peu moins net ; cf. figure I1.5.
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Courbes stock-recrutement

R : recrutement
30

Eq

10 T T T
10 14 18 22 26
Xf : stock fécond

Fic. 11.4 Ezemples de trajectoires projetées dans le plan stock-recrutement, obtenues
pour le modeéle avec pré-recrutés lent-rapide (2 échelles de temps). Elles dif-
férent par leurs conditions initiales et convergent vers l’équilibre Eq.

Courbes stock-recrutement
R : recrutement
30

26—

Eq

14—

10 T T T
10 14 18 22 26
Xf : stock fécond

Fia. IL5  Idem pour le modéle avec pré-recrutés simple (1 échelle de temps)
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X2 : abondance de la classe 2

0.0 75 15.0 225 30.0

t: temps

FiG. I1.6 Trajectoires suivies par la classe d’dge 2 pour quelques simulations issues de
la figure I1.4. Elles convergent toutes vers l’équilibre Eq.

Les paramétres du tableau I1.2 du modeéle avec pré-recrutés vérifient toutes les condi-
tions (IL.Hy 23 5), et Xo dans toutes les simulations vérifie (II.H4). Par conséquent, il existe
un équilibre stable et non nul sur le domaine de simulation. Il est représenté par Eq sur les
courbes et ses coordonnées sont données ci-dessous. Soit donc A'™* cet équilibre. Pour £ = 0,01 :

) o R ~ 24,45
X* ~ (30,56 24,45 19,56 15,65 12,52) ; d’on: { X; ~ 23,86
et pour e = 1:
) . R~ 22,67
AT~ (28,34 22,67 18,13 14,51 11,61) ; soit: { Xj =~ 22,12

L’existence de cet équilibre explique la convergence des trajectoires vers un méme point,
ce qui apparait clairement sur la figure I1.6. En outre, les courbes représentées dans les figures
I1.4 et T1.5 permettent de faire les remarques suivantes :

— La «relation stock-recrutement » n’est pas une fonction car a un stock fécond donné
correspondent plusieurs recrutements possibles, Xy = ¢(R) n’est pas défini de maniére
unique.

— Elle dépend fortement des conditions initiales: plusieurs répartitions du stock dans les
stades donnent un méme point initial (X, R) sur le graphe mais conduisent a des évo-
lutions différentes du stock fécond et du recrutement.
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Cet exemple montre donc que généralement il n’est pas possible d’extraire du modéle avec
pré-recrutés (I1.1,I1.2) une fonction reliant le recrutement au stock fécond.

O Les courbes présentées dans les figures I1.4 et I1.5 sont une illustration partielle du
modéle initial, mais elles démontrent que modéliser la dynamique des pré-recrutés n’est
pas nécessairement compatible avec la notion habituelle de relation stock-recrutement. Ces
courbes en fait la projection de quelques trajectoires du modéle numérique choisi dans le
plan stock-recrutement. [

I1.4.2 Cas particulier : comment retrouver une fonction stock-recrutement ?

Afin de retrouver une relation fonctionnelle entre le stock fécond et le recrutement, nous
allons faire 'hypothése que la dynamique des pré-recrutés est rapide et significative (¢ < 1).
Nous considérons donc le systéme lent-rapide décrit précédemment (cf. section I1.3). L’équation
(I1.17) donne X en fonction des X;. Néanmoins pour pouvoir exprimer R = a X en fonction
de Xy =) f;X; il faut faire I'hypothése suivante:

Pour tout i € {1,... ,n} : ou fi=f pi=p li=1 (a) vérifié pour au moins un ¢
fi=pi=1L=0 (b)
(11.24)

i.e. pour une classe ¢ donnée, les taux de fécondité, de prédation et Defficacité reproductive
doivent respectivement prendre les valeurs communes f, p et [ (a) ou étre nuls (b). Si 'on
sépare ainsi le stock en classes agissant sur les pré-recrutés (a) et classes neutres (b), on peut
lors du régime permanent reconstituer une fonction stock-recrutement.

Pour conserver un systéme bouclé, en accord avec I'hypothese (IT.Hyg), [ et f sont non nuls.
Selon les valeurs de p et pg, on obtient différentes formes de relation stock-recrutement.

1. Si pg = 0et p # 0, on obtient en général exactement une relation type BEVERTON—HOLT
(cf. figure 1.6) :

al Xy
mo + %Xf

On remarque néanmoins que si mq est nul, alors le recrutement est constant.

2. Sipg # 0 et p =0, le recrutement ne sature plus comme dans le cas précédent. On obtient
une relation stock-recrutement croissante qui a la forme de la fonction racine carrée :

R=_" <—m0 +\/m2+ 4pole>
2po

3. Sipg # 0 et p# 0, on obtient une courbe strictement croissante et bornée. Son équation
est:

R=g (—mo —pX;/f + \/(mo +p Xy /1) + 4pole>

En effet, étudions la fonction positive suivante, définie et continue pour tout = positif,

avec a et ¢ strictement positifs: f(z) = —ax — b+ /(ax + b)? + cx. f est de classe C™
sur IR (ou IR™ si b # 0). Sa dérivée est :
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’ _ 2a(ax+b)+c
f (x) “ 24/ (az+b)2+cx
La dérivée ne peut pas s’annuler car: f'(z) = 0 & ¢ + 4abc = 0. Comme f est
une fonction continue et positive sur IR", nulle en zéro et dérivable sur IR}, elle est
strictement croissante sur JRT. En outre, son équivalent en l'infini est 75 Elle est donc
bornée.

Il suffit ensuite de reporter ces résultats pour la relation stock-recrutement. Et I'on sait
en outre que le recrutement tend vers alf/p quand le stock fécond tend vers l'infini.

4. REMARQUE: Si pg = 0 et p = 0, le systéme est linéaire. Reprenons dans ce cas le
raisonnement fait précédemment dans la section I1.3.1. I’approximation du systéme lent-
rapide (II.16) devient :

mng — Z?:l lezXz ~0

A condition que mg soit non nul, il y a toujours une unique solution positive a cette
équation, qui est:

Xo = m= 2oiey fili X
On obtient une fonction stock-recrutement si et seulement si I; = [ sauf éventuellement
pour quelques indices j ou f; = [; = 0. Alors:

l
R="2X,
mg

Il s’agit 14 d’une relation linéaire entre le stock fécond et le recrutement.

Interprétation — Nous allons commenter les résultats ci-dessus et les comparer avec les formes
classiques de stock-recrutement : Beverton—Holt et Ricker (cf. figure 1.6). La discussion est valable
pour toute valeur des paramétres respectant le cas étudié : pas de cannibalisme signifiep = 0. L ordre
est le méme que précédemment.

1. Avec du cannibalisme parental et sans compétition inter-juvéniles, nous obtenons exactement
une courbe de Beverton et Holt; mais ces hypothéses sont plus conformes 3 celles faite par
Ricker pour élaborer sa relation stock-recrutement (cf. section 1.2.1).

2. Avec de la compétition et sans cannibalisme, i.e. plutét les hypothéses de Beverton—Holt,
il n'y a pas de borne supérieure au recrutement; ce dernier croit de maniére illimitée avec
la taille du stock fécond. Cela ne refléte aucune relation classique, toutes supposent que les
facteurs environnementaux limitent le recrutement.

3. Avec du cannibalisme et de la compétition, /a courbe obtenue est similaire a celle de Beverton—
Holt. Ainsi pour obtenir une relation stock-recrutement croissante et bornée, il faut que le
modeéle intégre de la prédation parentale sur les juvéniles.

4. Sans cannibalisme et sans compétition, la relation entre le stock fécond et le recrutement est
linéaire; et ce quelles que soient les coefficients de mortalité. Cela pourrait correspondre a de
la nourriture non limitante pour les pré-recrutés et a des territoires séparés pour les adultes
et les juvéniles (donc pas de prédation). L'introduction d’'une limitation sur la nourriture ou
I'habitat ralentirait juste le recrutement, mais ne le limiterait pas.
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Dans aucun des cas ci-dessus nous n'avons obtenu une courbe de type Ricker. Toutes sont
croissantes, la modélisation avec pré-recrutés (11.2,11.1) ne permet pas au recrutement de décroitre
pour de fortes valeurs du stock fécond.

1I1.4.3 Commentaires

Ces résultats mettent en évidence qu’il n’existe pas nécessairement de « fonction stock-
recrutement » au sens mathématique du terme, ce qui ne signifie pas que qu’il n’y a pas de
relation entre ces deux entités. En effet, il est certain que les ceufs sont produits par le stock
fécond. Mais cela ne signifie pas qu’a partir de la taille du stock fécond, on peut directement
exprimer le recrutement qui sera engendré & partir de sa ponte. Et cela méme si la transition
entre les stades ceuf et recrue est trés rapide.

Dans le cas de ce modeéle avec pré-recrutés, retrouver une relation stock-recrutement revient
a réduire le stock en deux groupes de stades, ou super-classes. Au sein d’une super-classe,
les stades ne se distinguent entre eux que par leurs termes de mortalité respectifs. Ces
super-classes sont caractérisées ainsi:

— Super-classe 1: les stades féconds, qui en plus cannibalisent leur progéniture (pour lesquels
fi=Ffpi=pli=1);

— Super-classe 2: les autres stades, qui ne se reproduisent pas et n’ont pas d’interactions
avec les juvéniles (pour lesquels f; = p; =1; = 0).

La relation stock-recrutement, fort utile et pratique pour la gestion des stocks est une notion
qui sous-tend des hypothéses d’uniformité trés fortes, illustrées dans cet exemple de modéle.
Elle agrége la population féconde en une variable, d’oii une production des ceufs relativement
uniforme parmi les matures. Et elle résume en une simple relation fonctionnelle une partie du
cycle de vie des poissons, depuis la croissance des ceufs jusqu’au recrutement ; or cette partie
est particulierement dynamique. Cela explique en partie ses limites.

En outre, les ceufs, larves et juvéniles sont particuliérement vulnérables et sensibles & leur
environnement. Les perturbations dues au milieu ainsi que les actions des autres stocks et
espéces sur le recrutement ont été négligées dans ce modéle, mais elles peuvent fortement
influer sur le recrutement. Si elles demeurent raisonnables, on peut les considérer comme
un bruit, un élément stochastique. Mais elles n’ont pas la méme portée que les hypothéses
d’uniformité décrites ci-dessus. En effet, si les perturbations environnementales peuvent étre
considérées comme des bruits de mesure, tout écart aux hypothéses d’uniformité est un bruit
de modélisation.

0 Comme le montre la figure I1.7, ot seuls quelques points de I’ensemble des couples
(X, R) sont représentés, on peut obtenir un nuage de points a partir d’'un modeéle déter-
ministe, sans prendre en compte ’environnement. Tout comme la courbe 11.4, cette figure
a simplement été obtenue en mesurant quelques points issus de la simulation du modéle
avec pré-recrutés, muni des parameétres du tableau II.2 (¢ = 0,01) et pour différentes
conditions du stock initial.

Ce n’est pas du chaos déterministe comme cela arrive parfois dans les systémes détermi-
nistes discrets ou continus [27, 29], mais la projection de plusieurs trajectoires, issues du
méme modéle «simple» quasi linéaire, sur un plan particulier de ’espace des états. Dans
la figure I1.6, I’évolution de l'effectif de la classe 2 est tracée en fonction du temps pour
différentes simulations utilisées dans la figure I1.4 ; ces trajectoires ne sont visiblement pas
chaotiques. 0
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Points de stock-recrutement
R : recrutement
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Xf : stock fécond

Fic. I1.7  Quelques points stock-recrutement issus de la figure 11.4.
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II.5 Conclusions et perspectives

Nous avons donc modélisé une population halieutique structurée en stades, intégrant les
pré-recrutés : ceufs, larves, alevins, juvéniles. La particularité premiére du modéle est qu’il ex-
plicite divers phénomeénes intervenant sur ce stade (compétition, prédation,...). La dynamique
de chaque classe de la population est exprimée en temps continu sous forme d’une équation
différentielle ordinaire. [’analyse du modéle a permis d’obtenir quelques résultats intéressants.
Nous avons montré que sous certaines hypothéses, le systéme est stable sur le domaine ot il est
coopératif. En outre, il posséde des propriétés particuliéres d’échelles de temps, qui permettent
de simplifier I’étude de sa dynamique.

Le choix d'un modéle structural sous forme d’un systéme d’équations différentielles présente
des avantages, essentiellement au niveau des pré-recrutés. En effet pour pouvoir décrire en
temps discret les phénoménes intervenant sur les juvéniles, phase trés vulnérable et soumise
a une trés forte mortalité, il faudrait prendre un pas de temps trés petit. Et ce pas de temps
doit étre appliqué aussi aux autres classes, car celles-ci interagissent avec les pré-recrutés.

On peut reprocher que le temps continu ne respecte pas trés bien la notion de classes d’age.
En effet se pose le probléme de «1’étalement numérique» : en partant de N individus en classe
0, au bout d’un temps trés petit, une proportion infime de la population est présente dans la
classe n. Il existe d’autres modeéles plus adéquats peut-étre, du type «tapis roulanty de NISBET
et GURNEY [30] que l'on pourrait adapter. Le principe de ce modele structuré en stades est
représenté dans la figure ci-dessous:

(0 Ni(t) .)\v Ri+1(t)

T ®  Ni+l()

Fia. I1.8  Schéma d’un modéle structuré du type « tapis roulant » selon [30].

Il se formule de la maniére suivante:

Ni(t) = Ri(t) — Riya(t) — Di(t)Ni(t)

ou: | R;: flux entrant dans le stade i (en nombre d’individus/u. de temps)
D; : coefficient de mortalité du stade i (en u. de temps™1)
N; : nombre d’individus dans le stade ¢
7; + durée du stade i (en unité de temps)
t : temps

Le passage dans la classe supérieure est déclenché par I'age:
t
Rivi(t) = Ri(t — ) — / Di(z) Rit — 1) da
t—T7;
Il suffit de prendre tous les 7; égaux a une unité de temps 7 pour que ’on ait des classes d’age.

Il faut pour pouvoir utiliser ce modéle connaitre la condition limite Ry (¢), qui s’assimile au
recrutement. L’inconvénient majeur réside dans les conditions initiales. On ne peut facilement
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fixer les N;(0), car si 'on ne sait pas exactement & quel niveau du stade i ces individus sont
répartis (début, milieu, fin?), on ne peut déterminer & quel instant ils passeront dans le stade
supérieur pour I’équation de passage. On doit donc donner les R;(0) comme conditions initiales
du modeéle et sa variable d’état est plus le flux R; que l'effectif N;.

Par conséquent, le modéle « tapis roulant » est plutét adapté a une étude en laboratoire
ou 'on peut & l'instant initial introduire dans chaque classe un nombre donné d’individus.
Il n’est pas facilement transposable pour I’étude d’un stock. En outre il nous semble qu’a
moins d’étudier I’évolution d’un stock initialement constitué d’une seule cohorte, le probléme
de «l'étalement numérique» n’est pas trés important.

Certaines extensions au modéle avec pré-recrutés pourraient étre intéressantes. Pour mieux
intégrer la péche, on peut introduire au niveau des termes de mortalité, un controle dépendant
du temps, l'effort de péche E(t), tel que:

m; =m} + ¢; E(t)
m/ étant le taux de mortalité naturelle et ¢; la capturabilité du stade i. Cela permettrait
d’étudier et éventuellement de controler I'effet de la péche sur le stock.

Par ailleurs, la péche étant un phénoméne saisonnier, on peut introduire au niveau des
termes de ponte une variable forgante périodique s(t), de période une année. Sur une période,
on met en évidence une saison de ponte de durée 7 dans ’année, en dehors de laquelle aucun
ceuf n’arrive en phase pré-recrutée.
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Introduction

Le but poursuivi dans ce chapitre est de déterminer la stabilité d’ un systéme dynamique de
stock doté d’une structure simple, en temps continu, pour une classe de fonctions recrutement.
Les phénomeénes pris en compte sont le passage d’'une classe & une autre afin de traduire le
vieillissement et la mortalité; ils sont supposés linéaires. La fonction recrutement boucle le
systéme par I’apport de nouveaux individus dans le premier stade a partir des stades féconds
de la population. Il s’agit donc d’un systéme de type LESLIE en temps continu, mais avec
un recrutement non linéaire. Le probléme d’un systéme linéaire est que génériquement, soit il
converge vers zéro, soit il explose vers l'infini.

L’intérét de cette étude réside dans la diversité des fonctions recrutement envisagées, comme
I’on ne fixe pas de fonction a priori; d’ou le terme recrutement généralisé. Naturellement cer-
taines contraintes doivent tout de méme étre respectées, comme celle élémentaire qui & une
population éteinte attribue un recrutement nul. Une particularité intéressante de ces fonctions
est qu’elles sont non autonomes, c.-a-d. qu’outre le stock fécond, elles admettent le temps
comme variable. Cela autorise des formes de recrutement beaucoup plus variées que les rela-
tions stock-recrutement classiques. Le temps en tant que troisiéme dimension permet ainsi d’
échapper aux restrictions que nous avions mises en évidence dans la section I1.4: le cycle de
vie des pré-recrutés n’est plus résumé en une simple relation algébrique entre stock fécond et
recrutement.

Une étude de stabilité permet d’estimer si une population est viable: pour qu'une popula-
tion puisse se maintenir & un niveau non nul, un point d’équilibre non nul est nécessaire. Les
populations étant soumises a des fluctuations dues a leur environnement, il faut en outre que
ce point soit stable. La méthode que 'on utilise dérive du critére du cercle. Généralement, elle
est plutdt employée pour stabiliser les systémes par un bouclage de sortie, grace a un controle
quelconque choisi dans une classe donnée.

La premiére section de ce chapitre constitue une présentation du modéle, la seconde expose
la technique issue du critére du cercle et la troisiéme est une application des résultats obtenus
& un systéme particulier.
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ITI1.1 Présentation du modéle

Nous considérons un modéle dynamique de stock & n stades, dont les processus de base,
vieillissement et mortalité, s’expriment de maniére linéaire. Les stades sont caractérisés par
leur effectif, dont la réunion constitue I'état du systéme.

Pour assurer la régénération du stock, il est nécessaire d’introduire un terme de recru-
tement. Cela est réalisé par le biais d'un « controle» sur le premier stade, ayant une forme
bien particuliére: il s’agit d’une fonction ¢ du temps et d’une combinaison linéaire de I’état,
représentant le stock fécond. Le modeéle résultant est donc non linéaire.

Le schéma de la figure II1.1 illustre ce modéle dans un cas ou le stade 2 est supposé non
fecond (fs = 0). Il est assez semblable a celui du modeéle avec pré-recrutés du chapitre 11
(figure 11.1). Comme dans ce cas, on peut intégrer un terme d’effort de péche constant et

intégré dans le terme de mortalité externe m;, pour tout ¢ = 1,... ,n, de la maniére suivante:
m; =mj + ¢ E
avec: | m; : taux de mortalité totale du stade i  (en temps™ 1)
m/) : taux de mortalité naturel du stade i (en temps™1)
E : effort de péche instantané (en unité d’effort x temps™1)
¢i : capturabilité du stade i (en unité d’effort~1)

Autres phénomeénes

Ponte ou recrutement : Stock fécond
. CoEX I, X fX fX 1
| / : Passage i->i+1 : : : .
ax, aX ., aX; aX, ., . Réforme
I R N o S e R
m, X1¢ R i ------------------------------------------ .

m 1 X I
Stade 1 : pré-recrutés .
1@ P " M2 X2 Mortalité q.EX. My X
ou recrutés non matures naturelle i i
Péche m 2 Xn1 m, X,
Stade 2: recrutés ~————

non matures Mortalité du stade i

m; X;

Il se formule de la maniére suivante:
(

Xi(t) = —aXi(t) —mi X1 (t)+ ¢ (t,Zf,-X,-(t))
“ ' i=1

passage—2  mortalité

~~

recrutement ou ponte (ITL.1)
Xi(t)= aXiq(t) — aXi(t) —mXi(t) (1=2,....,n)
—_—— —— ———
{ passage i—1—i passage i—i+1 mortalité

avec: | X;: effectif du stade i
a : coefficient de passage d’un stade & l'autre
fi : proportion de matures dans le stade ¢
¢ : fonction recrutement ou ponte

et ou la quantité (Y, f;X;(t)) représente le stock fécond.
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Discussion Ce modéle s'apparente donc au modéle avec pré-recrutés du chapitre I, ot I'on
substitue au stade pré-recruté, une « entrée stock-recrutement » dépendant du temps. C'est ce qui
constitue I'intérét de cette approche, car introduire un recrutement dépendant 3 la fois du stock
fécond et du temps donne une grande latitude de choix pour sa forme.

Mais on peut aussi envisager la fonction ¢ comme une fonction de ponte. Le stade 1 devient
alors le stade pré-recruté: il comprend les individus de I'état d’'ceuf a I'état de jeune recrue. Il
correspond alors au stade 0 du modéle avec pré-recrutés.

Contrairement au cas du modéle avec pré-recrutés, la dynamique du premier stade est linéaire
a la base. Elle ne peut donc pas intégrer de terme de compétition ou de prédation parentale, a
moins qu'elle ne soit engendrée par le stock fécond. En effet, I'une des seule restrictions sur ¢
est qu'elle soit fonction d’'une combinaison linéaire des effectifs et c’est I'unique non linéarité du
modéle. Un terme de compétition intra-juvéniles est donc exclu, mais on peut toujours considérer
un cannibalisme du stock fécond sur sa progéniture dans la fonction ponte. Dans ce dernier cas, la
fonction ¢ n'est pas nécessairement positive.

Si I'on choisit d’interpréter ¢ plutét comme une fonction ponte qu'une fonction recrutement,
il convient de prendre le coefficient de mortalité du premier stade nettement supérieur aux autres,
afin de traduire le fait que la mortalité larvaire est trés élevée.

Le modéle s’exprime donc comme un modeéle d’état linéaire classique, bouclé par un retour
de sortie non linéaire. Soit sous une forme automatique :

X=AX+BU

Y=CX (111.2)
U=¢(tY)
ou:
X, —a; 0 0 a
Xy a 0 0
X = A= B = C=(fi f fn)
Xn 0 a  —aop 0
en notant :

o =+ my;

Contraintes sur la fonction ¢ :

La fonction ¢ doit vérifier quelques propriétés, qui découlent de contraintes biologiques
lices & l'interprétation de cette fonction, recrutement ou ponte.

Fonction nulle en zéro Tout d’abord, elle doit s’annuler lorsque Y est nul, i.e.:
Vi p(t,0) =0 (I11.3)

En effet lorsque le stock fécond Y est nul, la reproduction n’est pas possible. On est ainsi
assuré que les effectifs des différents stades demeurent positifs au cours du temps, car le
champ est ainsi rentrant sur toutes les faces X; = 0.

Cette condition assure aussi que zéro est un équilibre du systéme. Instable de préférence,
car il correspond a un stock X épuisé, mais ce n’est pas nécessaire.
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Fonction positive En général, ¢ doit étre positive a tout instant et pour tout stock fécond :
Vi VY 20 o(tY)>0 (I11.4)

Si la fonction ¢ représente le recrutement ou la ponte, elle ne peut étre négative. Néan-
moins si I’on considére qu’elle intégre un terme de ponte et de prédation parentale, il est
possible que parfois, elle soit négative. Mais pour la suite du chapitre, nous excluons ce
cas.

Equilibre non nul Le systéme (I11.2) doit, pour éviter I’épuisement, admettre un autre point
d’équilibre pour une abondance du stock strictement positive. Si I'on peut trouver des
valeurs d’effectif X; tel que:

i

ok (03] * * « *
o(t, Y fiXi*)=—X] Vit avec: X/ | = —/——X] (ITL.5)
Z a =1
le point X* = (X7,...,X}) est un point d’équilibre non nul. Il s’agit d’une condition de

point fixe sur la fonction . En effet, cela revient & chercher pour la fonction :
o n oi—1
(X)) =—¢ |t X1 +) fim— Xy
1 i Il—aoy

un point Xy tel que & tout instant ¢, (¢, X1) = Xi.
On suppose que la condition précédente est vérifiée et ’on note:

oy X{Ja=(t, ) fiXi*) = p(Y*) =U*

La stabilité de ce dernier équilibre, nécessaire pour maintenir la population & un niveau
non nul dans un milieu fluctuant, fait ’objet de la section suivante.
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IT1.2 Critére du cercle

Pour stabiliser le systéme décrit ci-dessus, nous allons utiliser le critére du cercle. Le théo-
réme suivant est une « version graphique» de ce théoréme pour une fonction ¢ scalaire, au
sens ou il fait intervenir le diagramme de NYQUIST associé au systéme linéaire.

Théoréme 5 (Critére du cercle d’aprés [22])
Considérons un systéme représenté par le modéle suivant :

t=Ax+ Bu
y=Cux (I11.6)
U = _w(ta y)

x étant un vecteur de IR", u et y deux scalaires de IR. Supposons en outre que {A, B,C'}
est une réalisation minimale de la fonction de transfert G(s) associée au systéme linéaire non
bouclé et que la fonction 1 satisfait globalement la condition de secteur suivante :

Ja,b e R(a<bd) | ay® <yd(t,y) <by* Vt>0,y€ R (T111.7)

Alors le systéme est absolument stable si I'une des conditions suivantes est satisfaite, selon
le cas:

1. Si0 < a < b, le diagramme de NYQUIST de G(iw) n’entre pas dans le disque D(a,b) et
le contourne m fois dans le sens trigonométrique, ou M est le nombre de poéles a partie
réelle positive de G(s).

2. Sia=0<0b, G(s) est HURWITZ et le diagramme de NYQUIST de G(iw) est a droite de
la ligne R(s) = —1/b.

3. Sia<0<b, G(s) est HURWITZ et le diagramme de NYQUIST de G(iw) est a 'intérieur
strictement du disque D(a,b).

Le disque D(a,b) est défini par son diamétre, délimité par les points (0,—1/a) et (0, —1/b)
dans le plan du diagramme de NYQUIST.

Si la condition de secteur n’est vérifiée que pour y dans un intervalle fermé [Ymin, Ymaz|
(Ymin < 0 < Ymaz) de IR, alors les conditions ci-dessus réalisent la stabilité absolue dans un
domaine fini. O

La résultat de ce théoréme dans un domaine fini est un résultat de stabilité locale. Néan-
moins, si la condition de secteur (II1.7) n’est vraie que sur un intervalle [Ymin, Ymaz], Mais que
I'on peut montrer qu’il existe un domaine invariant D de I'espace des variables d’état pour
lequel cette condition est vérifiée pour toute fonction 1, alors la stabilité absolue est garantie
non pas localement, mais sur la totalité de ce domaine invariant.

En effet, la démonstration du critére du cercle présentée par KHALIL [22] suit les étapes
suivantes. On suppose tout d’abord que A est HURWITZ et que ¢ vérifie la condition de
secteur (II1.7) avec @ = 0. On considére une fonction de la forme:

V(z) = 2'Px
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On utilise le lemme de KALMAN-YAKUBOVICH-POPOV pour trouver que V est une fonction de
Lyarunov. Il permet de montrer I’existence d’une telle matrice P symétrique définie positive et
d’un scalaire strictement positif €, vérifiant grace a la condition de secteur I'inégalité suivante:

V(z) < —ex'Px
si et seulement si la matrice:
Z(s) =TI+ aC(sI —a)™"

est strictement positive réelle.

Les restrictions sur A et a peuvent étre levées grace a la transformation en boucle (loop
transformation). On en déduit alors le critére du cercle dont 'interprétation graphique dans
le cas scalaire est donnée ci-dessus.

Nous faisons a présent ’hypothése que la condition de secteur (I11.7) n’est vérifiée que pour
y dans un intervalle [ymin, Ymaz|. Supposons en outre que 'on peut trouver un domaine D de
IR", dans lequel le systéme (II1.6) est invariant, i.e.:

V1) admissible, ¢ x(0)eD = «z(t)eD

Les trajectoires du systéme demeure dans D. On peut donc utiliser la méme fonction V' que
précédemment. Pour montrer que c¢’est encore une fonction de LyaApuNov, il suffit qu’en tout
point x de D l'inégalité de la condition de secteur soit vérifiée pour y = C'x et & tout instant ;
i.e., il suffit que la projection par C' du domaine D soit incluse dans [Ymin, Ymaz]. On montre
alors de la méme maniére l'absolue stabilité du systéme dans D.

On en déduit donc le corollaire suivant :

Corollaire au théoréme 5

Supposons que la condition de secteur (II1.7) n’est vérifiée que pour y dans un intervalle fermé
[Ymins Ymaz] (Ymin < 0 < Ymaz) de IR. Supposons en outre qu'il existe un domaine D de IR", tel
que C(D) = {y = Cx;x € D} soit inclus dans [Ymin, Ymaz| €t invariant pour toute fonction
dans le secteur réduit. Alors les conditions 1, 2 et 3 du théoréme 5 réalisent chacune ’absolue
stabilité sur D du systéme (II1.6). O

O Le systéme linéaire non bouclé de population dynamique associé a (I11.2) est HURWITZ. En
effet, toutes les valeurs propres «; de la matrice A sont réelles strictement négatives, d’ou la
stabilité du systéme linéaire.

0 Comme A est une matrice triangulaire, ses valeurs propres sont les coefficients de la
diagonale. O

O Gréace au critére de KALMAN, on peut montrer qu’il est commandable car a est non nul et
observable si et seulement si la condition suivante est vérifiée :

n
ViE{l,...,TL} / ijIj;«éO
R (IIL8)
avec: Z; =1 et pour j >i:1; = H
k=i+1

«
ap — O
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Sinon, il existe un mode inobservable. Comme par exemple si f, est nul, ce qui est assez
intuitif; en effet, notre modeéle est presque un modéle en boucle, et si I’on coupe le retour entre
la classe n et la classe 1, on ne peut pas déduire ’état du stade n & partir des autres états.
Nous supposons donc que cette condition (IIL.8) est vérifiée. Ainsi { A, B, C'} est une réalisation
minimale associée au systéme linéaire non bouclé de population dynamique.

O Un systéeme est dit commandable si, partant d’un état initial zg quelconque, il est
possible de trouver un controle u en temps fini permettant d’amener cet état en tout point
x1 de lespace. C’est une notion liée, comme son nom l'indique au fait que ’on maitrise le
systéme. Grace au controle, on peut amener un systéme commandable ot ’on veut.

Un systéme est dit observable si, en supposant que 1’on observe la sortie y & tout instant,
il est possible de trouver un controle u en temps fini qui permette de déterminer ’état a
I'instant initial zo. La sortie est la variable que ’on observe. La notion d’observabilité est
liée au fait que connaissant cette sortie, & condition d’exciter un peu le systéme grace au
controle, on peut en déduire son état.

Si le systéme est commandable et observable, on dit que c’est une réalisation minimale. O

00 La fonction de transfert associée & ce méme systéme est :
G(s)=C(sI—A)'B
~fials+ag) (st om) + ha’(stag) (st an)+ -
- [T (s T o) (1m.9)
fo10" "N (s + an) + fra”
T2 (s + o)
On peut retrouver ici les conditions d’observabilité. Si le numérateur de la fonction de transfert

s’annule pour s = —q;, il y a simplification et un pole disparait de la fonction de transfert,
correspondant & un mode inobservable du systéme; cela donne en outre les relations (I11.8).

_|_

O La fonction de transfert est un autre mode de représentation d’un systéme automatique
linéaire. En opposition avec la représentation d’état ou interne par les matrices A, B, C,
il s’agit d’une représentation externe ou entrée/sortie. En effet, dans un espace spécial
dit fréquentiel, la sortie est obtenue comme le produit de la fonction de transfert et du
controle (= entrée).

C’est une représentation moins riche que I’approche d’état, car elle ne permet pas de voir
les modes inobservables et incontrélables du systéme. Comme I’étude de stabilité est menée
par ’approche externe, on comprend pourquoi il faut s’assurer au préalable que le systéme
est une réalisation minimale : un mode inobservable instable pourrait échapper a I'étude.
O

O Pour appliquer le théoréme ci-dessus au systéme de population dynamique (I11.2) aisément,
nous réalisons le changement de variables suivant :

r=X - X"
y=Y-Y"=Y -CX"
u=U-U"=—-d(ty) = oty =pY")-plty+Y")
ce qui nous donne un modéle similaire a celui du théoréeme 5:
t=Azrx+ Bu
y=Cux (IT1.10)
u=—1(t,y)
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Le point d’équilibre qui nous intéresse est décalé a 1'origine, celui correspondant & un stock
épuisé en —Y'*.

0 Dans le critére du cercle, la condition la plus intéressante pour notre systéme est la troisiéme,
au sens ou elle autorise le plus grand choix de relation stock-recrutement. Mais on ne pourra
I'appliquer que sur un domaine fini. En effet, la fonction ¢ doit pouvoir passer par le point ol
le stock est épuisé, soit: (—=Y™*, p(Y™)). Pour vérifier si la condition 3 du théoréme, nous allons
procéder sur un exemple. Tracer le diagramme de NYQUIST de la fonction de transfert (II1.9)
implique des calculs trop lourds pour qu’il soit intéressant de résoudre le cas général.

O Tracer le diagramme de NYQUIST d’une fonction de transfert G revient & tracer dans
le plan complexe la courbe paramétrée ayant pour équation G(iw), ot w évolue entre —oo
et +00; comme la courbe est symétrique par rapport a I’axe des réels, l'intervalle [0, +0o0]
suffit. O
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II11.3 Application sur un exemple

Nous choisissons d’appliquer le théoréme 5 & un systéme a trois stades muni des paramétres
suivants :

fi=fa=0 f3=1
a=1

my, mg, m3 Ppositifs quelconques

Le modele (I11.10) devient, avec o; = 1+ m; :

(1= -z +u
Tg = x| — QT
I3 = T9 — Q33 (T11.11)
Yy=x3
[ u=—1(t, x3)

Interprétation — Chaque individu de la population passe en moyenne une unité de temps par
stade (1/a); on peut donc considérer (111.11) comme un modéle en classes d’age. Vu la structure
retenue, la premiére classe correspond aux juvéniles, la seconde a des adultes non féconds et la
troisiéme aux adultes matures. La fonction ¢ est alors une fonction de ponte (pas de recrutement)
et pour une application numérique éventuelle on prendra mq trés grand par rapport aux autres
coefficients de mortalité afin de traduire la vulnérabilité des juvéniles.

Ces parameétres vérifient bien les conditions de commandabilité et d’observabilité (IIL.8).
La fonction de transfert associée a ce modéle est :

1
(s+ag)(s+ ag)(s+ asz)

G(s)

Le diagramme de NYQUIST qui en découle est représenté dans la figure II1.1. Une petite étude
est réalisée pour connaitre la forme générale de ce diagramme et plus particuliérement la borne
sur le coefficient a de la condition de secteur (IT1.7), car celle-ci limite fortement la forme de
la fonction de ponte (cf. figure 111.2).

I11.3.1 Détermination du diagramme de Nyquist

Soit s = iw. La fonction de transfert a alors pour partie réelle:

—(a1 4+ g + a3)w? + ajasas
(w? + af)(w? + a3)(w? + a3)

R = Re|G(iw)] =

et pour partie imaginaire :

w3 — (arag + asas + ajaz)w

S = Im[G(iw)] = (w2 + a?)(w? + a3)(w? + a)
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Im[G(iY]

A

A

, Re[G(iw]

1/b /o W=0+/ |_1/a

Fic. II1.1 Diagramme de NYQUIST du modéle de population dynamique a trois classes
d’age.
Identification d’un disque D(a,b) vérifiant la condition 3 du théoréme 5.

Limites Quand w tend vers 07, la partie réelle tend vers 1/ajasas et la partie imaginaire
vers 0~. Quand w tend vers +o00, la partie réelle tend vers 0~ et la partie imaginaire vers 0.

On montre en outre que la partie réelle est toujours strictement inférieure a 1/ajaoa
quand w n’est pas nul. D’ou la contrainte suivante pour le coefficient a de la condition de
secteur( I11.7) :

a < —apopos (I11.12)

Intersection avec les axes Outre ces points limites, il n’existe qu’un seul point d’in-
tersection avec l’axe réel, obtenu pour ws, et un seul point d’intersection avec l'axe réel pour

wg < Wy, avec:
a3
Wy = \/a1a2+a2a3+a1a3 wy = _—
a1+ ag + ag

On en déduit donc la forme générale du diagramme de NYQUIST associé au systéme de
population a trois classes d’age, qui est représentée sur la figure II1.1.

Le résultat principal de cette étude est que 'on peut bien vérifier la condition 3 du critére
du cercle, qui est la plus intéressante pour les fonction ponte ou recrutement: pente a
de la condition de secteur (III.7) négative strictement et pente b positive strictement. La
condition (ITI.12) permet en outre de borner la pente a.
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771  Secteur admissible
pour ¢ dans D pente —alo2a3

¢ (v
1
7
Y / %
7 7 7 7 ~
0 7/ L
Y*
- =
B K 5
£
-
o te b
e
v l.IJ % pen

Fic. 111.2  Condition de secteur (II1.7) pour la fonction ponte du modeéle de population
dynamique a trois classes d’dge, avec en outre les contraintes (II1.8,111.4).
L’aze des temps est supposé orthogonal a la figure.
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REMARQUE: Nous n’avons pas plus approfondi la détermination de la pente b car cela
engendre des calculs assez lourds, alors qu’il est trés simple de trouver une borne & b sur
un exemple numérique. En outre, comme le montre la figure II1.2, sa valeur est moins
contraignante car les formes classiques de recrutement sont des courbes qui saturent. En
gros, il faut prendre b assez petit pour que le diagramme de NYQUIST soit dans le disque
D(a,b) (cf. figure I11.1). O

I11.3.2 Application du critére du cercle

On remarque que la condition (IT1.12) exclut du secteur le point d’équilibre correspondant
au stock épuisé. C’est bien naturel car il n’est pas possible de garantir I'absolue stabilité du
systéme sur IR3 s'il a la liberté de passer en X; = Xy = X3 = 0, correspondant a Y = 0. Mais
selon la contrainte biologique (I11.3), la fonction ¢ doit passer par zéro. Nous devons donc
nous limiter & un domaine fini excluant ce point, i.e. tel que:

Ymin > -y
avec les notations du théoréme.

D’aprés le corollaire au théoréme 5, pour que les résultats d’absolue stabilité soient valables
non pas localement mais sur un domaine de IR3, il faut que ce domaine soit invariant. Vérifions
donc que I'on peut trouver un tel domaine.

Soit le domaine D = [£1,&1] X [e9,&2] X [e3, &3] dans le repére initial ot les ; et les & sont
positifs. Pour que le champ soit rentrant sur les bornes inférieures du domaine D, il suffit que:

Vit ;r(ni% o(t,CX) > e101 > egig > e301 203
€

et sur les bornes supérieures :

YVt g(né‘c%( go(t, CX) < 610[1 < 620[1042 < 53041042043
Ces conditions sont assurées par la condition de secteur (II1.7), mais uniquement si sur le
domaine D, '’hypothése suivante est vérifiée : le minimum de la fonction ¢ est atteint & gauche
de Y* et le maximum & droite. En effet comme C'X = X3, la condition de secteur garantit
que, pour CX & gauche de Y*:

min ¢(t,CX) > egajsa
Xep e(t, ) 30103
On peut suivre un raisonnement analogue pour le maximum. Ainsi, si la condition de secteur
et 'hypothése sur les extrema de ¢ sont vérifiées, tout domaine D tel que:

g1 > €901y > €313
a1 < Sronan < 3ajanas
vérifie les conditions de champ rentrant aux bornes.
Vu que la fonction de ponte ¢ passe par les points zéro et (Y*) > 0, en prenant les ¢;

et les & suffisamment petits, I’hypothése sur les extrema de ¢ est vérifiée et on en déduit un
domaine D invariant.

Au niveau de la fonction ¢, comme Y est une combinaison linéaire positive des X;, cela
revient & prendre:

Y>> fiei=es=c et Y <> fili=&=¢
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et il suffit donc que la condition de secteur soit vérifiée sur l'intervalle :
[ymin =-Y*+ €y Ymax = -Y* + f]

NB: Les différentes hypothéses sont représentées sur la figure 111.2.

On a donc déterminé un domaine invariant D dans lequel toutes les hypothéses du critére

du cercle sont vérifiees. Grace au diagramme de NYQUIST représenté sur la figure IT1.1, on
a aussi déterminé un secteur (II1.7) dont la pente a doit vérifier la condition I11.12 et donc
la pente b doit étre positive strictement et «pas trop grande» (voir remarque précédente).
Toute fonction recrutement ou ponte ayant son graphe dans ce secteur sur D, garantit
I’absolue stabilité de I'équilibre non nul du systéme II1.2. Un exemple d’une telle fonction
est donné dans la figure I11.2.
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I11.4 Conclusion

Cette étude montre qu’a partir d’'un modéle de stock structuré assez simple, mais doté d’une
fonction stock-recrutement trés générale, il est possible de prouver la stabilité de ’équilibre
non nul du systéme halieutique. On s’assure ainsi de la pérennité du stock, méme soumis & des
fluctuations du milieu.

L’intérét principal de ce résultat est qu’il est valable pour un large gamme de recrutement ou
de ponte: les formes classiques de BEVERTON—HOLT et RICKER tout d’abord (cf. section I1.2).
Mais aussi des courbes qui oscillent, ont des comportements bruités... L’absolue stabilité est
robuste face aux perturbations. C’est tout particuliérement intéressant, car les ceufs larves et
juvéniles sont trés vulnérables et fortement soumis & leur environnement.

Mais il ne faut pas non plus négliger le second avantage de cette approche: I’absolue stabi-
lité est assurée aussi pour des fonctions recrutement non autonomes. Grace & cette dimension
supplémentaire qu’est le temps, on peut construire des fonctions recrutement ou ponte sai-
sonniéres. Ou encore on peut actualiser les paramétres d'une relation plus classique au cours
du temps, afin de tenir compte des modifications du milieu ou du comportement du stock. Et
a chaque fois, il suffit de vérifier la condition de secteur représentée sur la figure II1.2 pour
assurer ’absolue stabilité du systeme.

REMARQUE: Comme dans la section II.4 il est possible d’observer dans le plan (Y, ¢)
de la figure II1.2 des allures assez chaotiques car il s’agit des projections des véritables
trajectoires. [
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Introduction

Dans ce chapitre, nous appliquons des techniques de contréle pour résoudre des problémes
dans un contexte halieutique. Les résultats obtenus ne sont pas appliqués a une pécherie
particuliére, mais dans chacun des cas, nous nous sommes attachés a bien mettre en évidence
leur applicabilité et & faire en sorte qu’ils soient aussi réalistes que possible.

Dans les trois cas présentés, le but recherché est de réguler la pécherie, i.e. de lui faire suivre
un comportement désigné a priori. La premiére section présente un exemple de poursuite de
consigne, qui consiste & élaborer une loi de commande sur le systéme péche pour que la capture
suive le quota qui lui est associé. La résolution de ce probléme est simple, mais elle constitue
une bonne introduction au contréle au sens automatique.

Les deux sections suivantes sont plus développées. Dans les deux cas, on cherche a réguler la
pécherie de maniére a réduire les écarts d’effort et de capture autour d’un niveau d’exploitation
soutenable de référence. Ce critére a une motivation essentiellement économique: il permet
d’assurer des revenus ainsi que des cotits & peu prés fixes aux pécheurs. Mais la résolution du
probléme posé différe: dans la deuxiéme section, il s’agit de techniques de controle optimal,
alors que dans la troisiéme section on définit une approche dite par domaine invariant.
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IV.1 Exemple simple de poursuite de consigne

Cet exemple introduit une poursuite de consigne. De maniére générale, cela consiste &
élaborer une loi de controle sur le systéme, afin que la sortie (ou une partie de la sortie) de ce
dernier suive la consigne indiquée. Le systéme que nous considérons ici est le «systéme stock
exploité» trés simple, comme par exemple celui présenté dans la figure 1.11). La consigne de
sortie est prise sous forme de quota de péche.

Tout d’abord, nous allons présenter une synthése intuitive de la loi de commande, puis
ensuite nous allons vérifier que le systéme ainsi commandé remplit bien notre objectif: suivre
le quota de péche.

IV.1.1 Elaboration a priori de la loi de contrdle

Notre but dans cet exemple est de suivre la consigne : capture = quota, sur un stock exploité
donné. Le controle sur notre systéme est l'effort de péche F. On cherche donc & élaborer un
effort qui, appliqué au stock de poissons, permette de suivre la consigne. Pour cela on suit le
schéma suivant (cf. figure IV.1):

— On introduit un comparateur dans notre systéme, qui calcule 'erreur: ¢ =Y, — Y.

— Puis on multiplie cette erreur par un gain A, qui sert d’amplificateur. Si ’on suppose
que: F = A(Y, = Y), la loi d’effort qui dérive de cette équation a, a priori, bien le com-
portement voulu. En effet, si le quota est dépassé, l'effort diminue (et donc a priori la
capture aussi), tandis qu’il augmente si le quota n’est pas encore atteint.

— Il suffit donc finalement d’intégrer ([) cette erreur amplifiée pour obtenir le controle E.

Consigne \ Effort de
quota peche St.OCk de
poissons
+ é ; A(Yr-Y) X

Systéme commandé pour une poursuite de quota

Fi1c. IV.1  Schéma d’un systéme halieutique avec poursuite de consigne « quota » .

Le régulateur ainsi créé semble adéquat. Il faut néanmoins vérifier que I'erreur tend bien
vers zéro. Pour cela il faut analyser le systéme et étudier la stabilité de ses équilibres.

IV.1.2 Analyse du systéme commandé

Vérifions & présent que le comportement du systéme bouclé est bien conforme a notre
objectif, & savoir poursuite de la consigne « quota». Comme modéle pour le stock, on prend le
modeéle de SCHAEFER (1954), ce qui nous donne le systéme complet commandé suivant :

X:rX<1—%>—qEX

b A - 1) (IV.1)

Y =¢EX
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Pour 'étude de ce systéme, nous avons choisi des valeurs simples pour les paramétres.
Elles ne sont pas nécessairement réalistes, aucune unité n’est précisée, mais ce modeéle sans
dimension permet une meilleure compréhension et des calculs allégés. Soient donc:

’r:]{;:q:l
A=3 (IV.2)
Y, = 0,2

Le systéme initial (IV.1) devient avec ces valeurs de parameétres le systéme suivant :

X=X(1-X)-EX
E =3(0,2 — EX) (IV.1')
Y = EX

Les points d’équilibre sont les points qui annulent X et E. Ils vérifient donc: E+ X =1
et EX = 0,2; ou encore l'équation suivante: X?> — X + 0,2 = 0. Il y a donc deux points
d’équilibre, qui sont bien dans le plan réel, avec des coordonnées strictement positives, et qui
sont :

Equilibre 1 (Eq 1) Equilibre 2 (Eq 2)
1+2 1—2
X = +V2 X5 = V2
2 2
1—2 1+2
B = 2f = +2f

Les points qui vérifient la consigne capture = quota sont les points de I'isocline E = 0;en
particulier les points d’équilibre, qui déterminent le comportement asymptotique du systéme. I1
faut donc a présent étudier & partir de quelles conditions initiales il est possible d’atteindre ces
points d’équilibre, soit leur stabilité. Pour cela, nous allons adopter une résolution graphique
dans le plan de phase (cf. figure IV.2).

[0 Si 'on se place dans le plan de phase, i.e. dans le plan ou l'on a D’effort sur un axe et
I’abondance du stock sur 'autre, on peut déterminer le sens de variation de chacune des
variables, selon divers secteurs du plan. On matérialise la résultante des variations en X
et en E par une fléeche. On peut ainsi voir si les points d’équilibre sont stables et d’ou il
est possible de converger vers eux. [

Grace a cette représentation graphique, on voit donc que le point d’équilibre Eq 1 est un
neud stable et le point d’équilibre Eq 2 un point selle, donc instable. En ces deux points la
capture est égale au quota et ’on est & 'équilibre. Il est intéressant de remarquer que le point
stable est celui pour lequel I’abondance du stock est plus élevée et 'effort de péche plus faible.

Les secteurs du plan sont délimités par les isoclines Aq, Ao et une séparatrice X. ¥ est la
trajectoire particuliére qui converge vers le point d’équilibre instable Eq 2. Elle est obtenue par
simulation numérique. Comme toute trajectoire, elle ne peut étre franchie. A gauche de cette
séparatrice (zone hachurée), a partir des secteurs S1, S2 et S3, toutes les trajectoires tendent
vers un stock nul et un effort trés grand. En fait méme lorsque le stock est nul, I’effort continue
d’augmenter indéfiniment. Pour éviter ce phénomeéne, on peut poser la contrainte suivante:
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Effort E Plan de phase

15

2 séparatrice
A1 A1 isoclines 1 (dx/dt=0)

A
\};\

| / A2 isocline 2 : Y=vr (dE/dt=0)
/ .
=22 S2 numéro de secteur (ici: 2)

\§\\§\\

/ sens du champ
(ici: dX/dt>0 et dE/dt>0)

b ,
e sens de traversée d'une
| X . . .
o] isocline (ici: dX/dt=0 et

<%

Eq 2 (point selle) : dY/dt>0)

E= zone "instable"

S5 = T

{J
X

S
A
R
g
)
£

0.0 T T T T T T Stock X
0 1 2

Fic. IV.2 Plan de phase associé au systéme halieutique (IV.1') avec poursuite de
consigne « quota ».

X=0=FE=0

A droite de la séparatrice, & partir des secteurs S4, S5, S6 et S7, les trajectoires convergent
toutes vers 'équilibre stable Eq 1.

IV.1.3 Interprétation des résultats

On a donc défini deux zones dans le plan de phase séparées par la séparatrice 3. La premiére
zone est celle dite zone «instable» (secteurs 1-3, zone grisée) ; elle est caractérisée par un stock
d’effectif faible. La seconde est la zone de convergence ; elle recouvre les stocks plus abondants.

Discussion Si le stock est bas (zone instable), quel que soit le niveau d’exploitation appliqué,
avec la loi de contréle élaborée ci-dessus on va totalement épuiser le stock. En général dans ce
cas, la capture est inférieure au quota (secteurs S1-2); pour réaliser la consigne, on augmente
alors I'effort de péche, et ainsi on parvient a un effort trés grand mais un stock nul. Toujours avec
un stock bas, il arrive que le quota soit dépassé (secteur S3); dans ce cas, I'effort commence par
diminuer, mais le stock aussi car il est surexploité; ainsi on repasse sous le quota (secteur S2),
I'effort augmente, le stock s’épuise et |'on se retrouve dans le cas précédent: effort trés grand,
stock nul.

Si au contraire le stock est important (zone de convergence), la loi de contréle élaborée ci-
dessus permet d'atteindre le quota au bout d’un certain temps. Elle diminue I'effort et la capture
dans les secteurs 54-5 et les augmente dans les secteurs S6-7. Ainsi le systéme tend vers des valeurs
d’effort, de stock et de capture respectant le quota de péche, valeurs d'équilibre données par Eq 1.
C’est un niveau d’exploitation intéressant car il correspond 4 un stock assez élevé. En outre, ce
contréle est assez robuste face a des petites perturbations, car Eq 1 est un point stable sur la zone
de convergence.
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En conclusion, le contréle synthétisé ci-dessus remplit bien son objectif capture = quota
a condition que le stock initial ne soit pas & un niveau trop faible au départ. En effet, le
controle consiste & augmenter I'effort si la capture est au-dessous du quota et vice versa; a
partir d’une faible abondance, une telle politique méne a ’épuisement du stock.
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IV.2 Reégulation par contréle optimal

Cette section fait directement suite & mon stage de DEA [48]. Elle constitue ’application
de certains résultats issus de ces travaux a un stock particulier: le flétan du Pacifique.

Le but recherché est de maintenir 1’état du systéme péche autour d’un point de fonc-
tionnement (point d’équilibre) donné, grace a un controle localement optimal. Il s’agit plus
précisément de minimiser les écarts d’effort et de capture par rapport a ce point, de maniére
& assurer aux pécheurs du travail et des revenus relativement stables. En effet 'effort est un
indicateur de I’emploi dans la pécherie, tandis que les revenus se calculent a partir de la capture
et de la loi de formation des prix du poisson. La tendance étant & la surexploitation et & une
puissance de péche excessive, ce critére revient pratiquement & conserver des rendements a peu
prés constants, sans réduire exagérément la flottille et sans débaucher de maniére sauvage.

Ce critére pseudo-économique est une application intéressante du contrdle optimal & la
péche. Les critéres d’optimisation retenus généralement consistent & maximiser les captures
ou les revenus et conduisent parfois & des controles peu réalistes. Rarement on se soucie de
maitriser les fluctuations autour d’un point d’équilibre.

Cette approche originale a été initiée par HORWOOD, JACOBS & BALLANCE [19, 20].
Néanmoins dans leurs articles, le contréle obtenu n’est que sub-optimal, sur un modeéle de
résolution trés simplifié par rapport & leur but initial (modeéle structuré stochastique). En
outre, la variable de commande choisie, la capture, n’est pas trés naturelle. L’entrée, ’action
des pécheurs sur le stock se fait via leur effort ; la capture constitue un produit, une sortie du
systéeme (cf. section 1.3.2).

IV.2.1 Présentation du probléme
a) Représentation du stock

On considére un stock exploité, que 'on représente par son état X, sans considérer de
structure sur le stock. On obtient un modéle de stock global dont 1’évolution en temps continu
est décrite par le modéle dynamique suivant :

{ X(t) = F(X(t)) — ¢E(t)X(t) (IV.3)

Y(t) = qE(t)X(t)
avec: | X : abondance ou biomasse du stock (en nombre ou masse)
E : effort de péche instantané (en unité d’effort / u. de temps)
Y : capture instantanée (en nombre ou masse / u. de temps)
q : capturabilité supposée (en unité d’effort 1)
: fonction d’évolution du stock sans péche; F € C!

o

Nous supposons que la capturabilité ¢ est un parameétre constant. La fonction F' est choisie
continiiment dérivable pour la suite du probléme et elle doit vérifier quelques contraintes ;

— L’état X et 'effort de péche E sont deux grandeurs physiques positives. Un effort ou
un nombre d’individus négatif n’a pas de sens. A partir d’une valeur initiale positive, X
doit donc demeurer positive au cours du temps, et ce pour toute valeur de E positive.
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— X = 0 doit étre un équilibre du systéme avec ou sans péche. En effet, un stock totalement
épuisé le demeure et n’évolue plus. En outre pour que le stock soit viable, il faut qu’il
existe un second point d’équilibre strictement positif et stable pour le stock vierge.

O Par conséquent la fonction F' doit s’annuler en zéro et ainsi garantir que zéro est un équilibre
du stock exploité ou non. Cela permet de plus d’assurer que le stock ne deviendra pas négatif:
en effet, lorsque le stock diminue, il «s’arréte» en zéro. D’ou:

F(0)=0

0 En outre, il doit exister une valeur k strictement positive qui soit un équilibre stable du
systéme sans péche. Dot :

F(k) =0 et pour X # k au voisinage de k: F(X)(k — X) >0
Un exemple est donné dans la figure I'V.3.

F(X)=dX/dt > sens de variation de X
® point d’équilibre
mstable
. » < > X
0 k

FiG. IV.3  Equilibres d’un modéle global de stock vierge.

REMARQUE En général le point d’équilibre zéro est instable. Cependant, en cas de dépen-
sation critique, il peut devenir stable. Il y a dépensation a droite de zéro, F' est convexe.
Pour qu’il y ait encore un équilibre stable strictement positif &, il faut qu'’il existe un
troisiéme équilibre intermédiaire instable k', comme le montre la figure IV 4.

F(X)=dX/dt » sens de variation de X
® point d’équilibre

stable instable stable

< > X
0 K k\

FiG. IV.4  Equilibres d’un modéle global de stock vierge avec dépensation critique.

Ce phénomeéne semble assez naturel; avec trés peu d’individus, il peut arriver qu'une
population ne puisse se développer et s’éteigne. C’est le cas en particulier chez les gros
cétacés & migrations séparées male/femelle: ils ne se rencontrent plus et la reproduction
n’a plus lieu. O

A partir de ces hypothéses, on déduit qu'il existe aussi un point d’équilibre non nul sur
le stock exploité pour différentes valeurs de F.. En effet, il existe un intervalle & gauche de k
sur lequel F(X) est strictement positive. Tout point X, de cet intervalle, associé a l'effort de
péche E. = F(X.)/qX., définit un point d’équilibre strictement positif du systéme (IV.3).

O La stabilité du point d’équilibre X, & E. fixé n’est pas évidente. En effet & moins que
F" ne soit concave entre 0 et X, il est possible d’obtenir plusieurs points d’équilibre non
nuls pour le systéme avec péche. Un exemple est représenté dans la figure IV.5. 0
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» sens de variation de X
® point d’équilibre

,FQ/\\’O‘EQ\/\

[ S

stable \ pente gEe

\ E=Ee fixé
instable

FiGc. IV.5  Equilibres d’un modéle global de stock exploité.

b) Choix du controéle

La commande que 'on applique sur le systéme est 'effort E. L’effort de péche ne peut
physiquement ou matériellement pas varier selon une loi quelconque. Il y a une certaine inertie
dans Deffort et il ne peut pas varier trop vite. Un controle optimal de type bang-bang (sauts
instantanés par paliers) par exemple est irréaliste: on ne peut pas construire quatre bateaux
en un instant, surtout pour en détruire sept quelque temps aprés. II devient alors intéressant
de controler par E, la vitesse de variation de l'effort de péche. Cela revient & considérer le
systéme augmenté suivant :

£) (IV 4)

avec U : vitesse instantanée de I'effort de péche (en unité d’effort / u. de temps)

L’effort F' devient ainsi une deuxiéme variable d’état. Méme si sa dynamique est simplifiée
a lextréme ici, cela présente quelques avantages. Tout d’abord il ne peut y avoir de sauts
d’effort, car ce dernier est continu au cours du temps. De plus I’état initial de I'effort n’est pas
déterminé par la loi de contréle; on peut lui attribuer une valeur quelconque ce qui est plus
réaliste pour un stock exploité.

Il est nécessaire de borner E(t), pour éviter des variations d’effort trop rapides. Plutot que
rajouter cette contrainte & notre probléme, on peut l'intégrer dans le critére, sous forme d’un
terme supplémentaire & minimiser. L’effet est le méme: interdire de trop brusques variations

d’effort.

En choisissant de contréler le systéme par la vitesse de variation de 'effort, on évite donc
les grands sauts d’effort de péche et I'on peut fixer I’état initial de I'effort. En outre, en
intégrant ce terme dans le critére & minimiser, ’effort ne peut varier trop vite et le controle
est plus réaliste.

c) Enoncé du probléme d’optimisation

On choisit de linéariser le modeéle autour d'un point d’équilibre strictement positif (X, Ee)
du systéme (IV.4). On peut ainsi appliquer sans trop de difficultés la théorie du controle
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optimal. On se retrouve dans un contexte trés classique: modéle linéaire continu avec critére
quadratique, qui permet I'utilisation du théoréme de RicCATI. Comme 1’ étude est locale, vu
que l'on veut réguler un systéme autour d'un point d’équilibre vis & vis de perturbations, le
linéarisé donne une bonne approche du comportement du systéme initial.

On pose donc:

X=X,+=x
E=F.,+e¢ avec:Eez%
U=u car U, =0

Y=Y.+y avec:Y.=qF.X,
Le systéme (IV.4) linéarisé autour du point (X, E.) est donc avec ces notations:

%(Xe)w(t) — qBex(t) — ¢ Xee(t)

o) = ult) (IV.5)
y(t) = quiC(t) + que(t)

i(t) =

Les variables relatives x, e et y ne sont plus nécessairement positives, vu qu’elles repré-
sentent les écarts par rapport aux valeurs d’équilibre retenues. Mais avec le systéme linéa-
risé (IV.5), rien n’empéche les variables globales (X = X, 4 x,...) de devenir négatives. On
pourrait introduire des contraintes sur les variables relatives (z > —X,,...) afin d’éviter cela.
Cependant 1’étude est locale, de telles valeurs sortent de son domaine de validité; on préfére
vérifier a posteriori si les variables relatives restent dans des bornes admissibles.

Rappelons le critére d’optimisation : on cherche & minimiser les écarts de capture et d’effort
par rapport & un équilibre donné, ainsi que les variations de la vitesse de I'effort. Les problémes
associés, en horizon fini et infini, suivent.

Probléme 1 Trouver pour le systéme (IV.5) une commande w sur [0,T] qui permette de
minimiser le critére suivant :

1 (T
I =5 [ lae? + By0P +yule)?
1 OT (IVG)
=3 /0 [0+ B X2) e(t)? + 28¢° Be X e(t) 2(t) + Bg* B a(t)* + v u(t)®] dt
ou:| (Xe, E.) sont les valeurs de I'état du systéme (IV.3) a un équilibre non nul donné;
a, B et v sont des coefficients de pondération positifs tels que: a+ 3 +~v=1;

T est un temps fini strictement positif.
Probléme 2 Idem que le probléme 1 mais en horizon infini: T est remplacé par +oc.
O La résolution de ce probléme ainsi que les résultats théoriques auxquels elle fait appel sont

présentés dans l'annexe B. Néanmoins, le controle optimal u obtenu est un feedback linéaire
de état (z,e):

u(t) = (B, F) (ig;) (IV.7)

ou Fy et Fy sont fonction des paramétres (r, k, ¢, X¢) du systéme (IV.9) et des coefficients de
pondération (o, 3,7) du critére (IV.6)
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IV.2.2 Application au stock de flétan du Pacifique

Dans le chapitre V nous avons identifié les paramétres d’'un modéle de SCHAEFER pour le
stock de fletan du Pacifique. L’adéquation entre les données et le modéle étant satisfaisante,
nous allons utiliser ce stock comme cadre d’application. Le modéle dynamique identifié du
fletan est donné par le systéme (IV.4) muni d’une fonction de croissance logistique, soit :

X(t) = rX(t) (1 - %) —gE(t)X(t)
. (IV.8)
E(t)=U(t)
Y () = ¢E()X (1)
avec les paramétres suivants: r=0,278 en année !

k=10,55 en 10%livres

¢=0,223 en longueur de ligne !

Tout au long de cette section les unités employées sont les suivantes:

Temps t: en année
Stock X : en 108livres
Captures Y : en 108livresx année—1
Effort F: en longueur de lignexannée—1

Le systéme linéarisé pour le stock de fletan autour du point d’équilibre (X, E.) est le

suivant :
#(t) = —%Xex(t) — qXee(t) = 0,0263 X,a(t) — 0,223 X,e(t)
(1) = u(t) (Iv.9)
y(t) = quJZ(t) + que(t) = 0,223 (Eex(t) + Xee(t))

E. = (1 - X./k) = 1,247(1 - X, /10,55)

0 La résolution des problémes de régulation optimale 1 et 2 appliqués a ce stock de flétan est
exposée dans ’annexe B.

Nous allons commenter les résultats obtenus pour certains scénarios qui nous semblent
intéressants et plus ou moins réalistes. A cet effet, nous nous placons autour d’équilibres donnés
du systéeme (IV.8), puis nous explorons les effets d’une surexploitation ponctuelle, d’une chute
de la biomasse du stock et de ces deux phénomeénes combinés.

Pour pouvoir comparer les résultats, nous choisissons une courbe de référence, obtenue dans
chaque cas pour les paramétres suivants:

T=10 a=03=0,25 v=0,5
Mais auparavant, nous étudions l'influence de ces parameétres dans les différents cas.

a) Choix des équilibres de référence

Considérons deux points d’équilibre du systéme (IV.8), I'un pour un stock de biomasse

)

faible fortement exploité (Eq.1) et 'autre pour un stock important peu exploité (Eq.2). Le
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stock de flétan a selon nos estimations évolué entre environ 2,5 et 6 (en 108 Lb) sur la période
1929/87. D’ou les valeurs d’équilibre suivantes:

Equilibre 1 (Eq 1) Equilibre 2 (Eq 2)
Xel - 3 X62 — 5
FE.1 ~0,90 Fey =~ 0,66
Yo ~ 0,60 Yoo ~ 0,73

Pour étudier l'influence de I’équilibre référence, nous avons réalisé des simulations pour
différentes valeurs de X,, sur la méme période de temps et avec les mémes coefficients de
pondération correspondant & la courbe de référence citée ci-dessus.

Chacune des simulations correspond a la résolution numérique du probléme 1 de régulation
optimale suite & une méme chute par rapport & I’équilibre de la biomasse du stock:

x(0) =x9 = —1,5 et (0) = 0 a partir de: X, € {2; 2,7; 3; 4; 5; 6}

On voit sur la figure IV.7 que plus le stock est abondant a 1’équilibre, plus il converge rapi-
dement aprés perturbation vers sa valeur d’équilibre. Les courbes sont sinon trés semblables.

O Le stock relatif équilibré est nul (z = 0) quel que soit I’équilibre de référence. De méme
pour Deffort relatif (e = 0) et la capture relative (y = 0). O

Le controle mis en ceuvre pour rétablir le stock, ainsi que 'effort qui en découle (cf. fi-
gure IV.6), ont des allures tres différentes selon 1’équilibre de référence. Le but du controle est,
rappelons-le, de garder la capture et ’effort le plus prés possible de 1’équilibre. Le stock ayant
chuté il convient de rétablir la capture affaiblie. Notons que la capture initiale est plus faible
lorsque X, est petit (cf. figure IV.7).

Lorsque X, est faible (X, = 2), la tactique optimale consiste & diminuer l'effort afin que
le stock croisse, puis a 1’ augmenter progressivement pour que la capture se rétablisse. En fin
d’optimisation la vitesse diminue vers zéro, qui est sa condition finale.

Lorsque X, est plus grand, la tactique optimale est cette fois de partir d’une vitesse d’effort
importante. L’effort augmente d’autant plus vite que X, est grand, tout comme la capture.
Ensuite si X, est suffisamment important (X, = 5;6), I'effort décroit vers sa valeur d’équilibre
tandis que la capture continue & croitre; sinon il continue a augmenter avec la capture. En fin
d’optimisation la vitesse diminue vers zéro.

Interprétation — L’équilibre de référence détermine si I'on veut stabiliser le stock autour d’un
point faiblement ou fortement exploité. Selon le cas, le méme critére a partir de la méme perturbation
conduit a des politiques optimales trés différentes décrites ci-dessus.

Nous raisonnons par la suite sur les variables globales et non plus relatives, sauf spécifié.

b) Effet d’une chute de la biomasse du stock

Nous considérons une chute de la biomasse du stock & l'instant initial, comme précédem-
ment, mais nous ne retenons plus que deux équilibres de référence Eq.1 et Eq.2. La perturbation
initiale par rapport a I’équilibre est donc (valeurs relatives) :

x(0)=xz9g=-1,5 et ¢e(0)=0
L’évolution des différentes variables au cours du temps suite & une régulation optimale est
donnée par les figures IV.8 et IV.9. Pour les deux équilibres de référence, la tactique optimale
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pour revenir a 'état d’équilibre revient & augmenter l'effort (puis & le diminuer un peu pour
Eq.2). La capture ayant chuté en méme temps que le stock, cela lui permet de croitre plus
rapidement, mais cela limite la croissance du stock. En conséquence, a la fin de la période
d’optimisation, la capture est encore un peu faible, ’effort est trop élevé et le stock est bien
au-dessous de sa valeur d’équilibre. D’autant plus pour Eq.1 car il correspond au plus faible
X,, et donc relativement & la biomasse, la perturbation initiale est plus forte.

Interprétation — Le scénario que nous explorons ici peut correspondre a un trés mauvais
recrutement I'année 0, ou encore une migration hors des lieux de péche d'une partie du stock. La
perturbation que nous considérons est assez d'amplitude assez grande, car le stock peut étre soumis
a3 des fluctuations dues 4 I'environnement assez importantes.

Le stock a naturellement tendance a se reconstituer, d’autant plus si sa biomasse de départ est
grande, mais il est freiné par les pécheurs qui veulent retrouver leur niveau de capture de référence
et donc augmentent leur effort.

Nous étudions ci-dessous l'influence des différents parameétres dans ce cas.

Influence de la durée d’optimisation On fait varier T" entre 5 et 40, les autres para-
métres demeurant semblables & ceux de la courbe de référence.
O Cf. annexe C: figures C.1-C.2 pour Eq.1 (X, = 3) et figures C.7-C.8 pour Eq.2 (X, =5).

Les performances augmentent avec la durée de l'optimisation: les variables d’état sont
au bout du temps T plus proches de leurs valeurs d’équilibres, de méme que la capture.
Les résultats sont un peu meilleurs pour Eq.2. La tactique optimale change avec la durée
d’optimisation. D’ou Ieffort prend des formes assez différentes, en particulier pour Eq.1 ou il
commence par diminuer lorsque la durée est grande.

Globalement les performances ne sont pas trés bonnes: en fin d’optimisation on est assez
loin de la situation d’équilibre, sauf quand T' est vraiment trés long.

Influence de v On fait varier v entre 0,1 et 0,8; on prend T = 10/20 et pour respecter
la contrainte « + S+ =1 on prend: a = = (1 — v)/2.
O Cf. annexe C: figures C.3 et C.4 pour Eq.1 (X, = 3).

Le coefficient v, pondération de la vitesse de variation de I'effort dans le critére d’optimi-
sation, a une légére influence sur les performances: elles sont meilleures en E et varient trés
légérement en Y et X, essentiellement & cause des ordres de grandeurs: l'effort varie globa-
lement trés peu par rapport au stock et donc aussi par rapport a la capture. La forme du
controle ne change pas avec ce parameétre, mais ’augmenter permet de limiter 'amplitude du
controle, i.e. la vitesse de variation de l'effort. C’était le but recherché en incluant le terme yu?
dans le critére (IV.6).

Il est donc intéressant de prendre v assez grand ; la contrainte sur ’amplitude du controle
est ainsi mieux respectée et cela n’altére pas vraiment ses performances.

Influence de o« et §  On fait varier « = 0,5 — 3 entre 0 et 0,5; les autres parameétres
demeurent semblables & ceux de la courbe de référence.
O Cf. annexe C: figures C.5 et C.6 pour Eq.1 (X, = 3) et figures C.9 et C.10 pour Eq.2
(Xe =5).
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Fic. IV.8 Influence des conditions initiales sur le systéme commandé pour I’'équilibre
de référence X, = 3 et les paramétres de référence :
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Légende -.-:xg=—1,5eteg=0
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Fi1c. IV.9 Influence des conditions initiales sur le systéme commandé pour I’équilibre
de référence X, = 5 et les paramétres de référence :

a=p=0,25 =05 T=10
Légende -.-:xg=—1,5eteg=0
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Lorsque le coefficient o de pondération sur 'effort est important par rapport a j3, 'effort
varie peu de sa position d’équilibre, ou il était initialement ; I’effort demeure & ce niveau lorsque
0 est nul. Le stock se rétablit assez bien, par contre la capture demeure faible. Lorsqu’au
contraire « est faible par rapport au coefficient 3 de pondération sur la capture, ’effort varie
beaucoup ; sa vitesse initiale est trés élevée. Si la capture converge rapidement vers I'équilibre,
le stock se rétablit trés mal, voire méme chute lorsque « est proche de zéro.

Cette chute intervient pour les deux équilibres de référence, mais elle est particuliérement
critique pour Eq.1. En effet dans ce cas, prendre a nul méne le stock au-dessous de zéro,
les limites de I'approximation linéaire locale sont dépassées. Sinon les comportements sont
similaires dans les deux cas, les performances étant toujours meilleures pour Fq.2.

Apreés une chute de la biomasse du stock, un compromis intéressant pour rétablir la captures

d’une part, et pour maintenir l'effort vers 'équilibre (et ainsi rétablir la capture) d’autre part,
est obtenu a = =0, 25.

Cette étude explique pourquoi nous avons pris la courbe de référence citée ci-dessus. La

période de référence de 10 ans peut paraitre longue, mais c’est le temps minimal nécessaire
pour revenir aux alentours de I’équilibre. Les coefficients de pondération sont choisis de
maniére a limiter les variations d’effort (v) et & obtenir un compromis entre les deux buts
de la régulation optimale: minimiser les fluctuations de capture et d’effort.
En outre, elle met en évidence la limite du critére retenu: lorsque le poids sur effort est
faible, il peut mener & 'effondrement du stock, méme sur une période de 10 ans. En effet
dans ce cas, le niveau de capture est prépondérant, I'effort déployé et la biomasse du stock
ne comptent pas. D’ou la qualification de critére économique.

c) Effet d’une surexploitation ponctuelle

Nous étudions ici l'effet d’une augmentation ponctuelle de l'effort & I'instant initial. La
perturbation initiale par rapport a I’équilibre est donc (valeurs relatives) :
x(0)=0 et e(0)=e;=0,5
L’évolution des différentes variables au cours du temps suite & une régulation optimale est
donnée par les figures IV.8 et IV.9. Pour les deux équilibres de référence, la tactique optimale
pour revenir & ’état d’équilibre revient de maniére évidente a réduire I'effort, soit un controle
U négatif. Comme l'effort est supérieur a sa valeur d’équilibre, le stock commence par décroitre
pour ensuite croitre vers son état initial. La capture, initialement trop élevée, décroit et dépasse
méme légérement dans les deux cas sa valeur d’équilibre (stock trop faible), puis croit vers
I’équilibre. En fin d’optimisation, on est presque revenu a la situation d’équilibre: 1'effort est
encore légérement trop élevé, la capture et le stock sont légérement trop faibles.

Interprétation — Une surexploitation ponctuelle du stock peut étre due, par exemple, a I'arrivée
de nouvelles flottilles sur les lieux de péche. Pour revenir vers I'état d’équilibre, il faut naturellement
réduire I'effort global, le critére d’optimisation visant a réduire les fluctuations d’effort. Cela peut
consister a détruire certains bateaux ou a imposer un effort plus faible a chaque bateau. L’amplitude
de la perturbation est plus faible que précédemment, car on estime que le travail des pécheurs fluctue
moins que le stock.
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Nous étudions ci-dessous l'influence des différents parameétres dans ce cas, mais uniquement
pour Eq.1; en effet, le comportement du systéme bouclé est trés semblable dans les deux cas
et leur influence similaire.

Influence de la durée d’optimisation
O Cf. annexe C: figures C.11 et C.12 pour Eq.1 (X, =3) .

Comme dans le cas d'une chute de biomasse, augmenter la période d’optimisation permet
aux variables d’étre plus proches de leur valeur d’équilibre en fin d’optimisation. C’est surtout
sensible pour la biomasse et la capture. Le comportement décrit ci-dessus n’est pas modifié
par la variation de T et I'on peut constater que le choix de 10 comme période de référence
donne d’assez bons résultats.

Influence de v
O Cf. annexe C: figures C.13 et C.14 pour Eq.1 (X, = 3).

Le coefficient v, pondération de la vitesse de variation de l'effort dans le critére d’opti-
misation, a ici une grande influence, particuliérement sur la capture et la biomasse. En effet,
la tactique optimale consiste a diminuer 'effort ; sa vitesse initiale est donc négative puis elle
converge vers zéro, sa condition finale. Plus « est grand, plus la vitesse initiale doit étre proche
de zéro, et donc plus la convergence des variables vers I’équilibre est lente. Il ne faut donc pas
choisir «y trop petit.

Influence de a et 3
O Cf. annexe C: figures C.15 et C.16 pour Eq.1 (X, =3) .

L’influence des valeurs relatives de « et 3, coeflicients de pondération respectivement de
Ieffort et de la capture, ont peu d’influence, sauf pour « trés petit. En effet, a grand améliore
un peu la convergence de 'effort vers I'équilibre; par conséquent aussi celle du stock et, dans
une moindre mesure car 3 est faible, celle de la capture.

Néanmoins lorsque a est proche de zéro (entre 0 et 0,1), 'effort a tendance a croitre en
fin d’optimisation de maniére & rétablir la capture vers sa position d’équilibre. Dans ce cas le
poids des fluctuations d’effort est trés peu important dans le critére et par conséquent, le stock
tend & s’effondrer ; ce phénoméne a aussi été observé lors d’une chute de biomasse.

Cette étude confirme le choix de la courbe de référence : en particulier a propos de -y, poids
du controle dans 'effort. Si celui-ci n’avait pas une grande influence précédemment, on voit
ici qu’il fixe la vitesse de convergence des diverses variables vers I’équilibre. Le prendre égal
a 0,5 semble un bon compromis entre limiter la vitesse de 'effort et converger rapidement
aprés une surexploitation ponctuelle.

d) Effet d’une chute de la biomasse du stock et d’une surexploitation ponctuelle

Nous combinons ici les deux effets décrits précédemment, ce qui correspond a la perturba-
tion initiale par rapport a I’équilibre suivant (valeurs relatives) :

x(0)=x9g=-1,5 et e(0)=e9=0,5
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L’évolution des différentes variables au cours du temps suite & une régulation optimale est
donnée par les figures IV.8 et TV.9. L’effort initial est supérieur & sa valeur d’équilibre et le
contrble tend & minimiser les écarts par rapport a cette valeur. Le stock aussi a chuté, mais
pas assez pour que la capture soit au-dessous de I’ équilibre & l'instant initial. Comme 1’état
du stock n’entre pas pas dans le critére d’optimisation, la tactique optimale consiste donc
a diminuer l'effort de péche, comme dans le cas d’'une surexploitation ponctuelle; on note
cependant une légére remontée de 'effort en fin d’optimisation pour Eq.1.

Les autres variables évoluent par conséquent de maniére similaire au cas précédent, mais
leurs valeurs en fin d’optimisation sont moins bonnes, surtout pour le stock a cause de sa
faible valeur initiale. En fait au bout d’un certain temps, ’état des différentes variables est
plus proche du cas d’une simple chute de biomasse.

Interprétation — Ce scénario est le plus réaliste des trois : le systéme initial est dans un état de
surexploitation assez prononcé, soit une forte pression des pécheurs sur un stock de faible biomasse.
De maniére assez intuitive, le contréle optimal consiste a diminuer I'effort de péche, comme dans
le cas d’une simple augmentation de I'effort. Mais si la tactique dépend surtout de la valeur initiale
de I'effort, I'état des variables en fin d’optimisation est surtout relié 3 la valeur initiale du stock.

L’influence des paramétres est similaire au cas précédent de surexploitation ponctuelle sans
chute initiale du stock. Par conséquent seules les courbes sont référencées. Mais ensuite nous
nous sommes attachés a essayer d’améliorer la convergence de la capture.

Influence de T, v, a et § Meéme discussion que le cas précédent.
O Cf. annexe C: figures C.17-C.22 pour Eq.1 (X, = 3) et figures C.25-C.30 pour Eq.2 (X, = 5).

Rétablir la capture Plus que minimiser les fluctuations de capture, nous nous intéressons
ici & rétablir la capture en fin d’optimisation.
O Cf. annexe C: figures C.23 et C.24 pour Eq.1 (X, = 3) et figures C.31 et C.32 pour Eq.2
(X =5).

Nous avons vu précédemment que la convergence est plus rapide lorsque « est faible. Nous
le fixons donc a la valeur 0,1. A priori, méme s’il ne s’agit pas exactement de minimiser les
écarts de capture, il semble naturel de prendre un grand poids sur les écarts de capture dans
le critére. Avec 8 = 0,8, par rapport a la référence la capture est plus proche de 1’équilibre en
fin d’optimisation, mais au détriment de l'effort et de la biomasse. Surtout pour Eq.1 o, a
moins d’une durée d’optimisation trés longue, le stock s’effondre et I'effort croit.

Nous avons donc fixé une autre valeur: v = 0,6. Pour Eq.1, les résultats sont trés bons:
la capture en fin d’optimisation atteint presque la méme valeur qu’avec 0,8; la biomasse et
I'effort sont plus proches de I’équilibre, soit & peu prés au niveau de référence. Pour Eq.2, la
situation présente est plus une situation de transition entre v = 0,8 et la référence.

Suite & une surexploitation du stock avec chute de biomasse, retrouver le niveau de capture

a l’équilibre implique une vitesse de variation de 'effort élevée. Si le poids sur la capture
est trop élevé, cela provoque en outre un effondrement du stock, particuliérement pour des
biomasses a 1’équilibre faibles.
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Fic. IV.10 Validation de 'approzimation linéaire pour I’équilibre de référence X. = 3,

les parameétres de référence :

a=p=0,25 =05

et les conditions initiales :

g =

Légende

T =10

1,5 e =0,5

-.-: systéme linéarisé commandé

— : systeme non linéaire commandé
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e) Validité de 'approximation linéaire

Pour tester la validité de ’approximation linéaire faite pour résoudre ce probléme de ré-
gulation optimale, nous avons appliqué au systéme non linéaire (IV.8) la méme commande
par retour d’état issue du théoréme de RICCATI. Par la méme commande, on entend la méme
forme (IV.7) de feedback, localement optimal, sur Peffort et la biomasse. Cela donne donc:

U(t) = Fl(X(t) - Xe)+F2'(E(t) - Ee)
ou X et E évoluent selon le systéme (IV.8).

0 La commande appliquée au systéme non linéaire n’est pas identique au cours du temps
a celle appliquée au systéme linéarisé (IV.9) correspondant (méme paramétres). En effet,
I’état ne suit pas les mémes équations dans les deux cas . Cette commande est «localement
optimale» au sens du critére (IV.6) pour le systéme non linéaire, c.-a-d. optimale pour le
systéme linéarisé. [

La comparaison entre le contrdle sur le systéme initial et son linéarisé est illustrée par
les figures IV.10 pour X, = 3 et IV.11 pour X, = 5. Les paramétres retenus sont ceux de
référence cités ci-dessus et les conditions initiales correspondent & une surexploitation avec
chute de biomasse. La similitude entre 1’évolution des deux systémes commandés est assez
bonne, particulierement pour ’équilibre de référence X, = 5. L’écart le plus marquant est au
niveau des captures, qui différent des I'instant initial (Y,,; —Y};, = 2(0)e(0)). Le controle obtenu
est sub-optimal pour le systéme non linéaire, mais il constitue une assez bonne approximation
du contrdle optimal.

Si I'on se penche sur le cas X, = 3 en décomposant la perturbation initiale, on s’apergoit
que le systéme suit presque exactement son linéarisé dans le cas de la perturbation sur 1'effort,
mais s’en écarte plus pour la perturbation sur la biomasse (cf. figure IV.12). Dans ce dernier
cas, la biomasse est nettement plus éloignée de sa valeur d’équilibre alors que I’effort en est plus
proche (écart de la capture similaire). Mais comme 1’évolution de la biomasse X, en opposition
avec l'effort F, est non linéaire, cela explique cette différence.

Lors de ’étude de I'influence des divers paramétres sur le controle, nous avons rencontré des
cas ot les variables s’éloignent fortement des valeurs d’équilibre et ou a priori I’approximation
linéaire n’est plus valable. En particulier pour le coefficient de pondération sur effort () nul,
comme dans la figure IV.13. Dans ce cas, il est méme évident que la limite de validité est
dépassée, vu que la biomasse chute au-dessous de zéro pour le linéarisé, ce qui est impossible
pour le modéle de SCHAEFER.

L’approximation linéaire est donc validée dans les cas de référence étudiés ci-dessus, c.-a-d.
pour les parameétres suivants:
a=0=0,25 v=0,5 T=10
et les conditions initiales suivantes:
X0)=X,—1,50uX, et E(0)=FE,+0,50ukF,

En particulier pour un équilibre de référence élevé (X, = 5). Dans ce cas, on peut appro-
cher le contréle optimal du systéme non linéaire par celui obtenu sur son linéarisé autour
de I'équilibre. Cette commande est localement optimale, au sens ou elle minimise les fluc-
tuations d’effort et de capture au voisinage de I’équilibre ; en outre elle limite la vitesse de
variation de l'effort de péche.
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les parameétres de référence : et les conditions initiales :

(a): x9g=—1,5

€0=0

-.-: systéme linéarisé commandé

(b) .QZ():O
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IV.2.3 Discussion

La méthode de régulation optimale utilisée dans cette section n’est pas directement ap-
plicable & une pécherie, en particulier car ’effort n’est pas complétement maitrisé par les
« décideurs » responsables de la gestion des stocks. Il est le fruit d’une consigne de gestion
interprétée par les pécheurs selon leurs propres contraintes. En outre, vouloir faire suivre a
I'effort une évolution précise au cours du temps est irréaliste, vu que 1’on ne peut que difficile-
ment estimer sa valeur. En effet il n’existe pas d’unité d’effort universelle, car la notion d’effort
prend en compte les moyens de capture mis en ceuvre par les pécheurs, comme il est relié 4 la
mortalité par péche.

Mais il est possible de se servir de ces résultats comme de tendances, qui ne sont pas toutes
évidentes a priori. Les scénarios qui ont été explorés ici montrent comment réagit la pécherie
régulée suite & une chute de la biomasse ou une surexploitation en temps limité. Le critére de
gestion est de conserver les revenus (i.e. la capture) d’une part, les cotits d’exploitation et/ou
le nombre de bateaux et d’hommes engagés dans la pécherie (ca. effort) d’autre part, aussi
fixes que possible.

L’étude ci-dessus a permis de mettre en évidence des comportements non intuitifs dans la
régulation de la pécherie. Le but étant de minimiser les fluctuations d’effort et de capture, une
chute de la biomasse peut mener soit & une augmentation importante de I'effort de péche, soit
& une stratégie consistant tout d’abord a réduire 'exploitation pour laisser au stock le temps
de se reconstituer, puis & revenir vers le niveau de référence. La premiére peut étre qualifiée
de stratégie a court terme, alors que la seconde est une stratégie a long terme, qui a ’avantage
de permettre & la pécherie de se rétablir.

Que ce soit suite & une surexploitation de la pécherie ou une chute de biomasse due a
d’autres facteurs (e.g. mauvais recrutement), revenir & un état de développement soutenable
prend du temps.

D’autres facteurs interviennent pour la gestion optimale du stock. Si ’effort est peu ou
pas limité (a faible par rapport a ), cela conduit le plus souvent a l’épuisement du stock,
et ce méme si la capture est controlée. En effet les stratégies de gestion optimales explorées
ici répondent uniquement a un critére économique de rentabilité sans aucune considération
d’ordre écologique. Cela montre que limiter la capture, comme c’est le cas dans la gestion par
quotas, est parfois insuffisant. Une gestion plus efficace consiste & limiter aussi leffort de péche.

L’étude ci-dessus a aussi montré que les résultats sont bien meilleurs lorsque les varia-
tions d’effort sont peu limitées (v faible). Améliorer la flexibilité de la pécherie est un atout
supplémentaire pour une gestion efficace.
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IV.3 Reégulation par approche «domaine invariant »

Nous nous inspirons de 1’étude de régulation de la section précédente, mais au lieu de
déterminer le controle optimal permettant de réduire les variations de capture et d’effort, nous
cherchons & commander le systéme de maniére a ce qu’il reste «proche» de I'équilibre. Proche,
au sens ot les écarts de capture et d’effort par rapport & 1’équilibre sont bornés. Cela constitue
un critére économique grossier : peu de variations de capture et d’effort garantit aux pécheurs
des revenus et des coiits & peu preés constants.

Le but ici est donc d’essayer de maintenir le systéme péche dans un domaine d’effort et
de capture donné. Plus précisément, nous cherchons & déterminer si, partant d'un point de ce
domaine, il existe un controle admissible permettant d’y demeurer au cours du temps. Cela
rejoint les études de wiabilité, développées par AUBIN et son équipe [3], dont certaines sur un
théme semblable [12]. Des contraintes dites de viabilité étant données, ce type d’étude consiste
a déterminer ’ensemble des états initiaux en dehors duquel, quel que soit le contréle admissible
appliqué, le systéme ne va plus respecter ces contraintes.

Dans le cas présent, les contraintes de viabilité seraient : rester dans le domaine de capture
et d’effort. Cependant si notre philosophie est la méme, la méthode de résolution employée
differe. Nous avons choisi une résolution essentiellement graphique, trés simple dans ce cas
mais qui n’est a priori pas généralisable ou transposable a d’autres systémes.

Dans cette section, nous déterminons pour deux systémes péche, un sous-domaine dit
invariant, inclus dans le domaine initial de capture et d’effort, dans lequel — par définition
— on peut maintenir le systéme grice & un contrdle admissible bien choisi. Ce sous-domaine
invariant est choisi aussi grand que possible, mais dans certains cas on privilégie un controle
simple & une taille maximum. Par exemple si rester dans une partie du domaine implique des
changements de contrdle trés nombreux et rapides, on préfére choisir un sous-domaine invariant
plus petit, mais dans lequel le systéme péche se maintient grace & une commande variant peu.
La zone exclue par ce sous-domaine sera dite zone non viable.

Deux systéme péche ont été retenus pour cette étude: le premier décrit uniquement la
dynamique du stock par un modéle global, alors que le second introduit aussi une dynamique
sur 'effort de péche. Tous deux sont dotés d’un controle sur la vitesse de variation de I'effort.

IV.3.1 Un controdle et un état

Cette premiére étude ne présente pas de difficultés particuliéres; elle constitue de ce fait
une bonne introduction a 'approche par domaine invariant.

a) Présentation du systéme péche étudié

On considére un systéme péche, représenté par un modéle de SCHAEFER (cf. section 1.1.1)
et doté d’'un controle U sur la dérivée de l'effort de péche, i.e. sur la vitesse de variation de
Ieffort. En outre on borne U, ainsi l'effort ne peut pas varier trop vite. L’avantage de ce
controle est détaillé dans la section précédente IV.2.1; il permet essentiellement d’éviter les
sauts et les variations trop rapides.

O Le controle sur la vitesse de 'effort est plus réaliste, car ainsi ’effort varie continiment
et non pas de maniére brusque. Le controle est alors du type: «veuillez diminuer Ueffort
a telle vitesse, soit veuillez détruire un bateau par any, et non: « veuillez appliquer tel
effort, soit veuillez pécher avec tant de bateauxs». 0O
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Soit donc le modéle suivant :

erX(L—%)—qEX

E=U avec U borné (IV-10)

Y=¢EX

avec: | X  : abondance ou biomasse du stock (en nombre ou masse)

E  : effort de péche instantané (en unité d’effort / u. de temps)

Y : capture instantanée (en nombre ou masse / u. de temps)

U  :vitesse de variation de l'effort (unité d’effort / (u. de temps)?)
T?

k,q: paramétres du modéle de SCHAEFER

Le systéme péche est représenté par le modele (IV.10) ci-dessus, comportant deux états,
le stock et D’effort, et un contréle. Mais la dynamique de 'effort de péche étant réduite & un
strict minimum, il s’agit plutét d'un «pseudo-état», d’un artifice de commande. En particulier
lorsque 1'on examine les équilibres du systéme, on constate qu’ils sont uniquement déterminés
par la premiére équation du systéme (IV.10). Ils sont obtenus pour le systéme non commandé
(U =0) et I'un des cas suivants:

X*=0 E* quelconque 0 stock épuisé
X*
k

X*e[0,k] E*= a <1 — ) O stock exploité
q

Nous allons poursuivre 1’étude avec un modéle ot les parameétres sont choisis de maniére a
simplifier les calculs. Cela se passe sans perte de généralité. En effet il suffit d’'un changement
d’échelle de temps et de deux changements de variables pour revenir au modéle initial (IV.10).
On peut donc l'interpréter comme des changements d’unité. Soit donc:

r=k=q=1
Le modeéle précédent devient :

X=X(1-X)-EX
E=U avec U borné (IV.10")
Y =FEX

b) Détermination du domaine invariant

On cherche & rester autour d’un point équilibre donné du systéme, de maniére & ce que
la capture et 'effort de péche ne s’éloignent pas trop de leurs valeurs d’équilibre. Le point
d’équilibre que I’on choisit est:

X*=03 FE*=1-X*=0,7 (IV.11)

Le domaine D dans lequel on veut maintenir le systéme IV.10’ contient le point d’équilibre
et est défini de la maniére suivante :

< E< Epar =
(IV.12)
<Y < Vinaw =
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O Si l'on choisit un domaine ne contenant pas de point d’équilibre, qui n’est obtenu que
pour un contrdle nul, il est certain que le domaine ne sera pas viable. Comme 'on veut
en outre demeurer au voisinage du point choisi en (IV.12), il faut qu’il soit inclus dans le
domaine. [0

La contrainte qui détermine les controles admissibles est :
-0,1<U=E<0,1 (IV.13)

A partir de 13, on adopte une résolution graphique A ce probléme, en se placant dans le
plan de phase (X, E).

Effort E Plan de phase

15

—— Courbes d'isocapture
: - -~ Courbes d'iso-effort

- A" A 1soclines (dX/dt=0)
****************** : [] Domaine D

1.0 H

E*=0.7

0.5

0.0

T T T T T T T T T Y T T T T Stock X
0.0 X*=0.3 0.5 1.0 15

Fig. V.14 Mise en évidence du domaine D (IV.12) dans lequel on veut maintenir le
systéeme (IV.10).

O FIGURE IV.14  Sur cette figure, on met en évidence le point d’équilibre indiqué en (IV.11)
et le domaine D défini par (IV.12). On représente aussi les isoclines du systéme soit les deux
droites, A et A’ pour lesquelles X issu de (IV.10") s’annule. Il n’y pas d’isoclines associées au
pseudo-état F, car F s’annule en tout point & condition que le contréle soit nul.

Les trajectoires peuvent « s’arréter » sur ces deux droites, car les points de ces droites
sont tous des équilibres du systéme non commandé: il suffit alors de prendre U = 0 pour
qu’ils deviennent des équilibres du systéme complet. La droite A’ n’est pas trés intéressante
néanmoins car elle correspond a un stock épuisé.

0 FiGUrE IV.15  Ensuite, on étudie le champ aux bornes du domaine D pour le systéme
non commandé. Toujours comme 'effort E est un pseudo-état, on se contente d’étudier les
variations du stock X, i.e. le signe de X, aux bornes du domaine D. On matérialise le champ sur
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Effort E Plan de phase

15

| : —> Sens de variation de X

i [ 1 Sous-domaine non viable pour U=0

EEQ\

-

E* m
au-dessus de A

0.5
1 —
R au-dessous de A
0.0 ‘ \ Y Stock X
0.0 X* 0.5 1.0 15

Fic. IV.15 Détermination du sens du champ auz bornes du domaine D pour le sys-
teme (IV.10') non commandeé.

Effort E Plan de phase

15

| - . Trajectoires obtenues pour
: U=Umin=-0.1

. —  Trajectoire limite (U=Umin)
: du sous-domaine invariant

: |:| Zone non viable

0.0 . T
Xa T T Stock X

0.0 X* 0.5 1.0 15

Fic. IV.16  Identification du sous-domaine invariant (zone non grisée) de D.
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la figure IV.15 (fleche horizontales) ainsi que la zone non viable pour le systéme non commandé
(zone grisée). Elle est définie par I’ensemble des états initiaux du domaine D menant, sans
contréle, & la partie de sa frontiére ou le champ est sortant.

0 Le champ est matérialisé sur la figure IV.15 par des fléches. Lorsqu’elles sont rentrantes
aux bornes de D, on ne peut sortir du domaine & ce niveau. Sur une grande partie de
la frontiére il n’y a pas de probléme, les fleches sont rentrantes. Par contre sur la partie
supérieure gauche du domaine, elles sont sortantes. Cela correspond & un effort élevé et
un stock faible, il est donc naturel que la capture chute au-dessous de Y,,;, dans ce cas. 0

Cette zone correspond & la partie supérieure du domaine, ou l'effort de péche est élevé.
L’abondance du stock s’affaiblit; tant et si bien que ’on ne peut plus assurer le niveau de
capture Y,,;, si 'on maintient 'effort & ce niveau. D’oil la nécessité d’un controle.

0O FiGure IV.16  On a identifié une zone critique de la frontiére, pour des efforts de péche
élevés et des stocks faibles, ou le champ est sortant. La solution pour tenter de rester dans le
domaine D quand on approche de cette zone critique est évidemment de diminuer 'effort de
péche le plus vite possible, c.-a-d. pour E =Upin = —1. En tracant un faisceau de trajectoires
avec ce contrdle minimal, on peut identifier la trajectoire limite. La trajectoire limite est définie
comme celle qui passe par le point A de la frontiére Y, ot le champ change de sens. Elle
est représentée sur la figure IV.16 et elle permet d’identifier la zone non viable du domaine D
(zone grisée).

0 Sil'on part d’un point de D a gauche de cette trajectoire limite, quel que soit le controle
admissible — vérifiant (IV.13) — appliqué, le systéme sort de D. Mais si ’on part a droite
de cette trajectoire limite, un contréle admissible bien choisi permet de demeurer dans D ;
et par conséquent & droite de cette trajectoire. [

Gréce A cette méthode graphique, on identifie la zone non viable du domaine D, située dans

le coin supérieur gauche du domaine, pour des niveaux d’effort élevés et de stock faibles. Si
par un controle intelligent on évite cette zone et I’on demeure dans le domaine invariant,
on peut conserver un niveau de capture et d’effort proche du point d’équilibre de référence.
Par son approche domaine, ce résultat a ’avantage d’étre assez robuste en cas de petites
perturbations. En outre un «domaine solution» et non une «trajectoire solution», comme
celle obtenue par régulation optimale dans la section IV.2, est plus facilement applicable
aux systémes halieutiques, ou il y a une incertitude sur la valeur des variables telles I'effort
ou la capture.

Interprétation — L'interprétation économique de ce résultat est un peu grossiére : des revenus
et coiits de péche a peu prés constants sont assurés aux pécheurs, a condition que I'on ne maintienne
pas un effort de péche élevé quand la capture devient trop faible. Ce résultat est assez intuitif:
pour qu'une pécherie soit rentable, il ne faut pas épuiser le stock.

On pourrait ajouter 3 ce critére économique une contrainte plus écologique: ne pas passer
au-dessous d'un niveau de stock minimal donné, la valeur du stock a I'équilibre par exemple. La
résolution du probléme est la méme dans ce cas, mais le domaine invariant correspondant est
nettement plus réduit (cf. figure IV.17).
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Effort E Plan de phase
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Fic. IV.17 Identification du sous-domaine invariant de D avec une contrainte écolo-
gique supplémentaire.

IV.3.2 Un controle et deux états

Le systéme étudié ci-dessus, par 'introduction d'un contréle sur la vitesse de variation de
Ieffort, admet ce dernier comme variable d’état caractérisant les pécheurs. Seulement I’effort
de péche n’a pas de dynamique propre, c’est juste un vecteur entre le controle et le stock. On
pourrait considérer le controle comme une directive gouvernementale ; la seule réaction propre
aux pécheurs face a cette directive serait de l’appliquer en la bornant (contrainte (IV.13)). Ce
n’est pas trés réaliste, c’est pourquoi nous avons une dynamique de I’effort certes simple, mais
qui permet une bonne compréhension du systéme.

a) Présentation du systéme péche étudié

Au modeéle commandé précédent (IV.10'), on rajoute une dynamique propre de effort de
péche, en plus du terme de controle. Pour cela, on reprend les travaux de SCHAEFER [43],
présentés dans la section 1.1.3, mais avec une paramétrisation différente et toujours un terme
de controle. Soit donc le modéle suivant :

X=X(1-X)-EX

E=aEX - BE+U (IV.14)
Y = EX

ou:| [: colit moyen d’une unité d’effort
«: prix moyen d’une unité de capture

Interprétation — Le comportement naturel du systéme non commandé est d’augmenter son
effort de péche tant que le revenu de la capture est plus élevé que le coit de I'effort de péche
déployé. A cela on superpose un contréle sur la vitesse de I'effort, qui permet d’augmenter ou de
réduire la vitesse de I'effort.



144 Contréle sur des modéles halieutiques

Les deux nouveaux paramétres « et [ sont supposés strictement positifs. On ne peut pas
réduire encore le nombre de paramétres. Par contre, nous allons rajouter une contrainte sur ces
paramétres, de maniére & ce que I’équilibre non nul soit le méme que précédemment, c.-a-d.:

X*=0,3 E*=0,7

Ce systéme non commandé (U = 0) conserve la positivité des variables et posséde trois
équilibres :
X*=0 E*=0 [ stock épuisé
X =1 E*=0 [0 stock non exploité

X*=pf/a E*=1-[/a O stock exploité

L’équilibre qui nous intéresse est le dernier, car c’est le seul qui correspond a une situation
d’exploitation normale. Pour qu’il existe, il faut et il suffit que 3 soit inférieur strictement &
a. Pour qu’il soit identique & celui de I’étude précédente, on ajoute la contrainte suivante:

X*=0,3= 3/a=03 (IV.15)

Pour la détermination du domaine invariant, nous conservons le méme domaine D de
capture et d’effort défini en (IV.12), ainsi que la contrainte sur le controle (IV.13).

Nous effectuons un changement de variables, afin d’observer directement 1’évolution de
I'effort et de la capture au cours du temps. Cela permet de simplifier I’étude aux bornes du
domaine. A condition que E demeure non nul, le systéme (IV.14) équivaut au systéme suivant :

E=aY —-BE+U

Y = EX + XE (IV.14")
=[(a=1)Y +(1-p)E—-FE*+U]Y/E
avec: X =Y/E
Les isoclines de ce nouveau systéme non commandé (U = 0) sont déterminées de la maniére
suivante :
B=0 & v="g
a

. Yy =L (E —1) si 1
V=0 & Y=0ou a1(EHf—1) sioz
E=1-p sia=1

Les isoclines sont donc composées de deux droites, dont ’axe des efforts, et d’une courbe.
Selon le signe de (o — 1), la forme de cette derniére isocline change: parabole de direction Y
croissant ou décroissant, ou droite. Nous allons donc distinguer ces trois cas.

b) Détermination du domaine invariant : cas 1

Ce premier cas correspond & « < 1. Les valeurs des paramétres choisies sont :
a=0,8 = [=0,24 d’apres (IV.15)
La détermination du domaine invariant se fait de maniére graphique, dans le plan de phase
(U,Y) du systéme (IV.14'), selon les étapes décrites ci-dessous.
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Fic. IV.18 Mise en évidence du domaine D et du champ associé au systéeme (I1V.1}')
non commandé : cas 1.

0 FIGURE IV.18 Dans cette figure, on met en évidence le domaine D contenant 1’équilibre
FEq dans lequel on veut maintenir le systéme, ainsi que les isoclines et le champ associés au
systéme (IV.14") non commandé.

0 FIGURE IV.19  On examine dans cette figure le champ & la frontiére du domaine D pour
le systéme. On constate que sur chaque borne — E,in, Fmaz, Ymin €t Emaer — un partie de
la frontiére admet un champ sortant sans contréle. Par chacune de ces parties, on détermine
la trajectoire limite sans controle, i.e. la trajectoire pour U nul qui permet d’arriver sur la
frontiére au point méme ou le champ change de signe.

Si Pétat du systéme est a 'extérieur (par rapport a l'équilibre) de cette trajectoire, il
atteindra la frontiére correspondante dans la partie ou le champ est sortant. Et par suite
sortira du domaine D. Ainsi on définit quatre zones non viables sans controle, associées a
chaque borne, grisées sur la figure ; on remarque que celle associée & Y, inclut celle de Epyqp.
Le reste du domaine D est dit invariant sans controle.

O FiGure IV.20  On détermine ensuite quel est le controle a appliquer sur les parties de la
frontiére ou le champ est a priori sortant, pour qu’il devienne nul ou rentrant. La discussion
ci-dessous est illustrée sur la figure.

1. En F = E,,;,, on veut que le champ F soit positif. Or dans ce cas:

E=aY — BEpmin +U

Le cas le plus favorable est donc de prendre le contrdle le plus grand possible, soit Upyqz-
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Plan de phase
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Fia. IV.19 Identification du sous-domaine invariant de D sans contréle (zone non
grisée) : cas 1.
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FiGg. IV.20 Détermination du contrdle le plus favorable a la frontiére du domaine D,
afin de le rendre invariant: cas 1.
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Le champ est alors rentrant, & condition que:

E' PR
Y 2 ﬁ mn Uma:r — 07055
o
Cette condition étant toujours vérifiée dans D, il est possible de controler le systéme de

maniére a ce qu’il ne sorte pas du domaine D au niveau de la borne FE;,.

2. En E = F,4., par un raisonnement symétrique au précédent, il faut prendre U,,;, comme
contréle. La condition pour que le champ soit rentrant est :

Emar — Umin
BFmar = Umin _ 4o5
«

Y <
Elle est toujours vérifiée sur D, donc par un contrdle bien choisi, la zone non viable sans
controle associée & 4, et déterminée dans la figure IV.19, devient invariante.

3. En Y = Y00, on veut que le champ Y soit négatif. Or dans ce cas:
Y = [(O[ - 1)Ymar + (1 - ﬁ)E - E2 + U] Ymar/E

Le plus favorable est donc de choisir U,,;;, comme controle. La condition pour que le
champ soit rentrant est que:

—E*+ (1= B)E + (a = 1)Ypaz + Unin < 0

Comme le polynéme associé n’a pas de racines réelles (discriminant strictement négatif),
elle est toujours vérifiée et donc la zone non viable sans controle associée & Y4, devient
elle aussi invariante.

4. EnY = Y,,;n, par un raisonnement symétrique au précédent, il faut prendre U, 4, comme
contréle. La condition pour que le champ soit rentrant est :

E2 + (1 - ﬁ)E + (a - 1)len + Uma:r > 0

Les racines du polynéme associé étant E; ~ 0,843 et —0,083, elle est vérifiée sur la
borne Y, pour E < Ej. Pour les efforts supérieurs & Ey et vers la frontiére Y,nn, le
domaine n’est donc pas invariant.

Interprétation — Diminuer l'effort (Up,in) quand celui-ci est grand ou 'augmenter (Uuaz)
quand il est faible afin de demeurer dans le domaine D est un résultat naturel. Il I'est moins en ce
qui concerne la capture. En effet, diminuer I'effort a deux conséquences immédiates antagonistes :
a priori diminuer la capture, mais aussi augmenter le stock, ce qui peut finalement faire augmenter
la capture sur un horizon plus ou moins long. Cela dépend de I'état du stock. Ce qui est bien mis
en évidence sur la borne Yy;n,.

Grace au contréle bien choisi décrit ci-dessus, on a pu réduire les zones critiques de la frontiére,
c.-a-d. celles o le champ est sortant. Il n’en demeure qu’une seule, pour des efforts importants sur
Y uin : quel que soit le contréle appliqué alors, la capture chute au-dessous de son niveau minimal.
Cet état correspond a un stock de faible abondance fortement exploité; il est donc naturel qu'il
soit impossible 3 la capture de croitre avant un certain laps de temps pendant lequel le stock peut
se reconstituer.

Augmenter 'exploitation ne semble alors pas étre la meilleure solution, néanmoins il faut consi-
dérer que cette stratégie est ponctuelle: c’est tout ce qu'il reste a faire lorsque I'on a atteint le
niveau de capture minimal, mais cela ne suffit pas pour rester dans le domaine.
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O FIGURE IV.21  Sur cette figure, on met en évidence d’aprés les résultats précédents, la zone
non viable sous controle du domaine (zone grisée). Pour cela, on détermine la trajectoire limite
du systéme aboutissant sur la frontiére Y;,;, au niveau de I'effort E;. A partir de tout point a
I'intérieur (par rapport & I'équilibre) de cette trajectoire, on ne peut atteindre la borne Y,ip
que pour un effort inférieur & F;. Et donc en augmentant ’effort au maximum, il est possible
de ne pas sortir du domaine. On peut méme choisir cette trajectoire limite pour U = Unin, ce
qui permet de réduire la zone non viable comme le montre la figure.

Néanmoins si 'on regarde le champ sur la frontiére Y;,,;, pour le controle Uy, on constate
que & gauche de FEq, si la capture est croissante, ’effort ’est aussi. Et cela tend & ramener le
systéme vers la zone non viable. Par conséquent, une étude un peu plus précise s’'impose.

U FicureE IV.22  Pour étre certain que le systéme s’éloigne de la zone non viable au niveau de
la frontiére Y,,;,, on voudrait que les deux conditions suivantes soient vérifiées simultanément :

V>0 e¢ ES0 pourY =Y

Elles équivalent a prendre U'effort F inférieur & F; et tel que:
E? - E+ Y <0
Les racines du polyndéme associé étant :
0,18 et E, = 0,5+ /0,1~ 0,816
il convient de ne sélectionner dans le sous-domaine invariant de D, que les points de la frontiére
Y,nin d’effort inférieur & Fy = FE,.

REMARQUE: Le raisonnement ci-dessus est vrai quels que soient les paramétres a et f3.
La valeur de l'effort limite E, ne dépend pas non plus de ces paramétres, elle est donc
toujours valable pour les prochains cas. En outre, elle correspond aussi a la valeur limite
observée dans I’étude précédente, sur le systéme sans dynamique de 'effort. [

Sur la figure on a représenté des trajectoires issues de la frontiére et obtenues pour un
controle constant, choisis en chaque point de maniére a ce que Y soit nul au temps initial.
C’est le controle limite pour demeurer dans le domaine D et il permet de bien mettre en
évidence leffort limite F5.

Comme dans la figure précédente, on détermine ensuite la trajectoire limite, mais atteignant
la frontiére en Ey et non Fq. De méme, la prendre pour U = U,,;, permet de définir la plus
petite zone non viable; ce résultat est montré dans la figure suivante.

O Ficure IV.23  Cette figure représente différentes trajectoires aboutissant au point limite
(E2, Ymin). Elles ont toutes la méme pente en ce point car pour tout controle U :

E(EQa szn) = Y(EQa szn) szn/EQ

Il est clair sur cette figure que la trajectoire limite définissant le plus grand sous-domaine
invariant de D est obtenue pour le controle U,,;,.

Interprétation — Ce résultat est assez intuitif: le sous-domaine invariant de D exclut les cas
de forte exploitation sur un stock de faible abondance. Pour que le systéme n'évolue pas vers cet
état, il convient tout d’abord de diminuer I'effort le plus vite possible (contréle U,,;y, ) lorsqu’il est
élevé et que la capture se met 4 diminuer de maniére marquée; ceci est en effet signe que le stock
s'affaiblit. Ensuite, si malgré cela la capture devient trés proche de la valeur minimale, il faut alors
augmenter l'effort au maximum (contréle Uy, ). En respectant cette loi de contréle, ainsi que
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celles déterminées précédemment pour les autres zones critiques, on peut maintenir les coits et
revenus de la pécherie 3 peu prés stables.

O FiGURE IV.24

En guise de conclusion, cette figure met en évidence le sous-domaine invariant de D ainsi
déterminé, dans le plan de phase (U,Y).

Interprétation — Le changement de variable afin d’obtenir un systéme admettant comme
variables dynamiques l'effort et la capture (et plus la biomasse) est intéressant, car il permet
de suivre 'évolution d’un systéme péche a partir de la connaissance de I'effort appliqué et de
I"observation de la capture réalisée sur ce systéme. Ainsi le résultat de régulation ci-dessus devient
plus applicable : une connaissance approximative de la dynamique du stock et du seuil de rentabilité
de la péche peut suffire. En effet, en majorant largement toutes les incertitudes, il est toujours
possible d’appliquer la méthode de régulation par domaine viable. Et ce d’autant plus aisément
pour une pécherie o le niveau d'exploitation n'a pas trop varié depuis quelques années et od les
prises sont débarquées en un nombre restreint de lieux.

c) Détermination du domaine invariant : cas 2

Ce deuxiéme cas correspond & o > 1. Les valeurs des parameétres choisies sont :
a=4 = [=1,2dapres (IV.15)
[0 En annexe D un cas supplémentaire 2 bis (cf. figure ci-dessous), relativement similaire au
cas 1, est traité pour a« = 1,2 et 5 =0, 36.
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Fic. IV.25 Mise en évidence du domaine D et du champ associé au systéeme (I1V.1}')
non commandé : cas 2 bis.

La détermination du domaine invariant est similaire & celle réalisée dans le cas 1. Ainsi
pour la description détaillée des étapes de résolution non graphique, on se reportera au cas
précédent. Seuls les résultats et commentaires particuliers a ce cas sont présentés ci-dessous.
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O FIGURE IV.26  Cette figure sert de base: elle met en évidence le domaine D contenant
I'équilibre Eq¢ dans lequel on veut maintenir le systéme, ainsi que les isoclines et le champ
associés au systéme (IV.14") non commandé.

O FiGure IV.27  Cette figure montre que le sous-domaine invariant sans controle est trés
petit dans ce cas, ce qui laisse présager d’'un domaine invariant sous controle plus petit que
précédemment. En particulier car sur une grande partie de la frontiére, le champ est sortant
(pour U nul). C’est lié au fait que l'effort varie vite dans ce cas, « et [ étant grands.

O FIGURE IV.28  On applique sur les zones critiques de la frontiére, le contrdle le plus
favorable déterminé précédemment. Mais méme avec ce contrdle, on voit sur cette figure qu’il
reste une zone non viable assez importante, constituée de quatre secteurs situés aux quatre
coins du domaine. « et 3 étant grands, le controle a une moindre influence sur le systéme, d’ou
ce résultat.

Contrairement au cas précédent, le champ avec controle aux frontiéres du sous-domaine
invariant ne tend pas a ramener le systéme vers les zones non viables. Il n’est donc pas nécessaire
d’effectuer une étude plus poussée pour déterminer les points limites sur la frontiére de D, soit :

E; =0,155
Ey, =10,325
Y1 ~ 0,648
Y, ~ 0,880

Interprétation — La taille réduite du sous-domaine invariant s'explique par le fait que dans ce
cas, les revenus de la capture et les coiits de I'effort qu’elle engendre sont élevés. La consigne sur
la variation de I'effort a donc une importance moindre pour les pécheurs.

0 FIGUrRE IV.29 Le choix des trajectoires limites des zones non viables associées aux bornes
Enin et Epqe est assez clair sur cette figure. Il est méme évident: il faut diminuer I'effort
lorsqu’il devient trop grand et 'augmenter lorsqu’il devient trop faible.

O FIGURE IV.30  Le choix des trajectoires limites des zones non viables associées aux bornes
Yin €t Yimae est moins évident. On voit sur cette figure que 'on a intérét a diminuer I'effort
au maximum quand la capture devient trop grande. Mais pour la borne Y,,,;5, il faut faire un
choix. Prendre le controle U4, est globalement un meilleur choix. On pourrait par un controle
un peu plus compliqué augmenter légérement la taille du sous-domaine invariant, mais ce n’est
pas le but recherché: nous voulons identifier des stratégies simples.

Interprétation — Augmenter |'effort quand la capture est faible et vice versa est une tactique a
court terme : elle ne tient pas compte de la variation du stock pendant ce temps. Ce qui est normal,
car le stock évolue relativement lentement par rapport aux gains et coits de la pécherie dans ce
cas.

0O FiGure IV.31

En guise de conclusion, cette figure met en évidence le sous-domaine invariant de D ainsi
déterminé, dans le plan de phase (U,Y).
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F1G. V.26 Mise en évidence du domaine D et du champ associé au systeme (IV.1}')
non commandé : cas 2.
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Fia. IV.27 Identification du sous-domaine invariant de D sans contréle (zone non
grisée) : cas 2.
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FiGa. IV.28 Détermination du contrdle le plus favorable a la frontiére du domaine D,
ainsi que de la zone non viable issue de ce contréle (zone grisée) : cas 2.
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FiG. IV.31  Mise en évidence du sous-domaine invariant de D (zone non grisée) : cas 2.
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d) Détermination du domaine invariant : cas 3

Ce dernier cas correspond & « = 1. Les valeurs des paramétres choisies sont donc:
a=0,8 = [=0,24 dapres (IV.15)

0 Ce cas présente un comportement trés similaire & celui du cas 1. Les isoclines associées au
systéme (IV.14") non commandé sont ici trois droites et non plus une parabole et deux droites ;
mais au voisinage du domaine D elles sont assez semblables (cf. figure ci-dessous). Comme en
outre les parameétres a et 3 ont des valeurs trés proches par rapport au cas 1, cela explique
pourquoi les sous-domaines invariants sont similaires dans les deux cas. Cette étude est donc
reportée en annexe D.
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Fic. IV.32 Mise en évidence du domaine D et du champ associé au systéeme (I1V.1}')
non commandé : cas 3.

IV.3.3 Conclusion

On a donc utilisé une méthode de résolution trés simple, essentiellement graphique, pour
réguler une pécherie. Les buts poursuivis sont de gérer la pécherie de maniére & ce que 'effort et
la capture ne s’écartent pas trop d'un niveau de référence. Ce critére de régulation traduit une
rentabilité économique trés simple: les revenus et les colits ou moyens mis en ceuvre doivent
demeurer a peu prés fixes.

Le systéme intégrant une dynamique de D’effort est plus intéressant, car il traduit le fait
réel que les consignes données au pécheurs ne sont pas exécutées a la lettre. Non seulement
a cause des fraudes ou fausses déclarations, mais aussi car les pécheurs ont des contraintes
économiques propres. La comparaison entre les deux systémes est illustrée sur la figure IV.33.
Y sont représentés les trois sous-domaines invariants correspondant respectivement aux trois
systémes suivants: le systéme sans dynamique du pécheur et le systéme avec, cas 1 et 2. On
constate trés nettement que rajouter une dynamique sur l'effort enrichit le systéme: avec les
mémes contraintes de régulation on peut obtenir des comportements trés différents, qui sont
liés au contexte économique. La régulation peut méme étre plus efficace, ce qui ne semble pas
évident vu que le systéme devient moins facilement commandable. D’ou l'intérét d’intégrer
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une dynamique du comportement des pécheurs, méme simple.
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FiGg. IV.33 Comparaison des domaines invariants obtenus dans les cas 1 et 2, ainsi
que pour le systéme sans dynamique propre de effort (en pointillés).

Les stratégies issues de cette étude sont simples, mais pas toujours intuitives. La résolution
graphique que nous présentons est claire, mais certainement limitée si 'on complique le sys-
téme, en particulier en augmentant sa dimension. Cependant I’approche domaine peut encore
étre appliquée. Elle donne en outre une grande robustesse & ses résultats, c’est pourquoi ils sont
beaucoup plus applicables que ceux issus de la régulation optimale de la section précédente.
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Introduction

Pour identifier les paramétres intervenant dans les modéles, il existe deux grandes facons
de procéder: soit par connaissance empirique des paramétres biologiques qui interviennent ;
soit a partir de relevés expérimentaux. C’est cette derniére solution que nous adoptons dans
ce chapitre.

L’identification suit les étapes suivantes: admettons que nous sommes en possession d’un
jeu de données suffisant, i.e. de relevés portant sur un nombre de variables suffisant (par rapport
au nombre de paramétres a identifier), et ce pour de relativement longues séries temporelles.
Il faut tout d’abord retenir une structure de modéle a identifier, cohérente avec les données
disponibles. Puis il faut déterminer un critére, admettant comme variables les parameétres du
modéle et faisant intervenir les données expérimentales. Les paramétres retenus par l'identi-
fication sont ceux qui optimisent ce critére. Cette procédure est décrite plus en détails dans
l'ouvrage de WALTER & PRONZATO [52].

Selon la facon dont le modéle est construit, il est possible qu’il soit structurellement im-
possible d’identifier certains paramétres. Il existe a cet effet des méthodes pour tester 1’'iden-
tifiabilité des parameétres [51].

Une procédure d’identification menée sur le stock de flétan du Pacifique fait 'objet de la
premiére section de ce chapitre, qui est suivie par une illustration simple du concept d’identi-
fiabilité.
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V.1 Identification sur un stock de flétan

V.1.1 Données

Les données dont on dispose pour cette étude ' concernent le fletan du Pacifique. Elles sont
constituées des relevés de capture et de capture par unité d’effort (cpue) entre 1929 et 1987, a
raison d’un relevé par an. Une partie de ces données provient de RICKER [40].

On en déduit aisément une série de 59 relevés annuels d’effort et de capture, que I'on utilise
pour la procédure d’identification.

V.1.2 Meéthode

On choisit de représenter notre systéme par un modéle global en temps continu, plus
précisément par le modéle de SCHAEFER (cf. section I.1.1). Il se formule de la maniére suivante :

X(t) =rX(t) < - %) —Y(t) (V.1a)
Y (t) = ¢E(t) X (t) (V.1b)
X(1929) = Xy (condition initiale) (V.1c)

Les paramétres a identifier sont donc: r, k, ¢. Comme nous n’avons aucune indication sur le
niveau du stock, nous ajoutons sa valeur X a l'instant initial dans les parameétres a identifier.
Cette valeur est nécessaire pour I'intégration de ’équation différentielle V.1a.

Comme critére d’identification, on choisit de minimiser les écarts entre la capture réelle et
la capture simulée, par une méthode des moindres carrés, sur les 59 années des relevés. Cette
méthode consiste & minimiser la somme des carrés des écarts. Le probléme correspondant
s’exprime de la maniére suivante:

1 1987
Trouver: (r, k, ¢, Xg)opt = min —/ Yeap. = Yeimur.)” dt
( 0 XoJopt {r.k.q, X0} 2 t:1929( g s

olt: Yyimq. est calculée grace a la relation (V.1b) avec U = U,y et X ;
X étant obtenu par intégration de (V.1a) avec Y = Y, et la condition initiale (V.1c).

V.1.3 Outil numérique

La résolution numérique des problémes d’identification a été réalisée sur le logiciel MAT-
LAB, avec I’Optimization Toolboz. Pour la fonction implémentée, permettant de résoudre ces
problémes d’optimisation par les moindres carrés non-linéaires, nous avons fait appel a ’algo-
rithme de LEVENBERG—MARQUARDT.

1. Communication personnelle de R. B. DERISO par I'intermédiaire de D. PELLETIER.
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Méthode de Levenberg—Marquardt Cette méthode d’optimisation est est un mélange
de la méthode du gradient et de celle de GAUSS-NEWTON. L’algorithme de recherche associé
est, en notant J la matrice jacobienne de la fonction f & optimiser:

Tp41 = T — (J(CU]C)TJ(SE]C) + /\kI)ilJ(.'Bk)f(wk)

On commence par prendre A; grand, et en proche de 'optimum, on diminue Aj. Ainsi cette
méthode se comporte comme celle du gradient loin de 'optimum, et comme celle de GAUSS—
NEWTON au voisinage de l'optimum et elle conjugue les avantages des deux: convergence
assurée si le point de départ est bien choisi et rapide au voisinage de 'optimum.

Cette méthode est bien adaptée & notre cas, car on ne connait pas a priori les ordres de
grandeur pour les paramétres du modéle halieutique.

V.1.4 Reésultats

Par la méthode des moindres carrés décrite ci-dessus, nous avons obtenu pour le stock de
flétan les valeurs des paramétres optimaux suivantes :

r =0.278 en année !

k=1055 en 10° livres
¢ =0.222 en 103 longueur d’engin x année~
Xo =249 en 10° livres

1 (v.2)

Les résultats obtenus sont satisfaisants, comme le montre la figure V.1 illustrant la com-
paraison entre les captures expérimentale et simulée issues de ce modeéle identifié. Sont aussi
représentés dans les figures V.2 et V.3, les efforts appliqués sur le stock de flétan ayant servi a
Iidentification, ainsi que I’évolution de la biomasse résultant du modéle de SCHAEFER identifié
par (V.2).

Nous considérons donc que, pour le stock de flétan du Pacifique, le modéle de SCHAEFER
muni des parameétres et de la condition initiale de d’abondance (V.2), est validé.
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Ajustement du modeéle de Schaefer sur le stock de flétan du Pacifique

=
N

=
=
T

(=Y
T

o
(o]
T

o
o
T

e
]
T

o
(2]
T

o
¢}
T

Capture (en 1078 Lb) —: simulée o : expérimentale

o
SN
T

03 | | | | | |
1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990
Année

Fic. V.1 Comparaison, pour le flétan du Pacifique, entre les captures expérimentale
et simulée par le modéle de SCHAEFER (V.1) muni des paramétres identifiés
(V.2).
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Relevé des efforts appliqués sur le stock de flétan du Pacifique
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Fi1G. V.2 Relevés des efforts de péche appliqués sur le stock de flétan du Pacifique sur
la période d’identification.
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Identification appliquée a un stock halieutique

V.2 Identifiabilité

Soit un systéme donné, représenté par un modéle dont on connait la forme. Un modéle est
dit identifiable, si & partir de 'observation de la sortie Y et en supposant ’entrée E connue,
on peut en déduire de maniére unique la valeur de ses paramétres.

Dans le cadre halieutique, un modéle de stock exploité est identifiable si, & partir de la
connaissance de relevés de capture et d’effort, il est possible de déterminer un unique jeu de
paramétres pour le modéle.

Diverses méthodes permettant de tester 'identifiabilité des modeéles sous forme d’état sont
présentées dans 'ouvrage édité par WALTER [51].

V.2.1 Identifiabilité du modéle de Schaefer

Nous pouvons tout d’abord vérifier I'identifiabilité du modéle de SCHAEFER. Ce résultat a
été obtenu en collaboration avec M. Z. HADJ-SADOK.

On note (6 = r, k,q, Xo) les «véritables paramétres» du modéle de SCHAEFER (V.1) et 0
leurs valeurs estimées. En appliquant "approche par série de Taylor, les conditions:

k k

lim —y(t,6) = lim

— =0,1,2 .
t—0+ dtk t—0+ dtk y(t7 9) k 0’ ’ (V 3)

aboutissent aprés simplification au systéme suivant :

( iXo = ¢Xo
) Xo Xo
(1- ]%):T(l—?)
X (V.4)
q=4q
Xy _rXo
. Pk

Une condition suffisante pour que le modeéle soit identifiable, est que les équations (V.4)
admettent une solution unique § = 6. Or cette condition est bien vérifiée si la valeur initiale
du stock X n’est pas nulle. Cette situation particuliére (X = 0) n’a pas d’intérét puisqu’elle
signifie I’extinction de I'espéce et donc qu’il n’y a pas d’évolution dynamique.

La structure du modéle de SCHAEFER est donc bien identifiable.

V.2.2 Exemple de modéle non identifiable

Nous voulons montrer ici qu'un modéle ot I'on connait presque tous les paramétres n’est
pas nécessairement identifiable. Pour cela, nous étudions un cas trés simple. Il ne s’agit pas
en effet de présenter un modéle trés réaliste et appliqué, mais plutét un contre-exemple au
modéle de SCHAEFER dont on a montré 'identifiabilité ci-dessus.

Considérons une population exploitée & un taux constant, structurée en deux stades: le
premier comprend les juvéniles et le second les adultes matures et exploités. Les phénomeénes
pris en compte sont la péche, le vieillissement, la mortalité naturelle et la reproduction. Ils
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sont introduits de maniére trés simple, grace & des coefficients supposés constants, qui donnent
au modele une structure linéaire :

Xl = —OéXl - m1X1 + fX2
XQ = O[Xl - m2X2 - qEX2 (V5)
Y = ¢EX,

avec: : capture

. effort de péche supposé constant

. effectif du stade ¢

: capturabilité

: coefficient de passage du stade 1 au stade 2
;. taux de mortalité naturelle du stade ¢

: nombre moyen d’ceufs déposés par adulte fécond et par unité de temps

- IR Mme

On cherche donc a estimer les parameétres de ce modéle, a partir de 'observation de la
capture. Dans ce cas, on suppose non seulement que I'on connait 'effort de péche, mais aussi
certains paramétres du modele:

Hypothéses : E, q, a et f sont connus.

Ces hypothéses signifient que 'on a accés a la mortalité par péche ¢F, la durée moyenne du
stade pré-recruté 1/« et le taux de fécondité du stock f. Les parameétres inconnus que 'on
cherche a identifier sont les mortalités naturelles my et ms.

Comme l’on ne connait pas les effectifs des différents stades, on transforme le systéme
d’équations (V.5) en une équation différentielle admettant la capture comme variable. Cette
équation s’obtient par des dérivées successives de la capture Y et s’exprime ainsi:

Y + [(a+my) + (my 4+ ¢B)Y + (o +my)(my + ¢E)Y = afY (V.6)

On observe Y au cours du temps, d’oi I'on peut en déduire ses dérivées. En outre on
suppose connus les paramétres f et a. On peut donc estimer le produit et la somme des deux
quantités suivantes:

Mi=a+m; et My=my+qFE

Connaissant « et ¢F, on peut déduire des quantités My et My la valeur des mortalités
naturelles m; et mo. Mais ayant uniquement accés a la somme et au produit de ces quantités, il
est impossible de distinguer M et Mj. Il existe donc deux jeux de solutions pour les mortalités
naturelles.

On a donc montré que le modéle de population exploitée & deux stades (juvéniles et
adultes) décrit ci-dessus n’est pas identifiable. Méme en connaissant la mortalité par péche,
le coefficient de passage et la fécondité de la population, il est impossible de déterminer de
maniére unique la mortalité naturelle de chaque stade. Deux solutions sont possibles pour
le couple (my,ms).

REMARQUE: 1l arrive que 'on posséde des indications supplémentaires. Comme par
exemple pour ce modéle, ou il est plus réaliste que la mortalité du stade juvénile soit
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plus importante que celle du stade adulte. En ajoutant cette hypothése, il est possible
d’identifier les paramétres du modéle (V.5), si elle est vérifiée sur un seul des couples solu-
tion. Mais le but recherché ici n’est pas de tester ’identifiabilité de ce modéle particulier de

dynamique de population, mais de donner un contre-exemple simple, sur un «cas d’école».
O

V.3 Conclusion

Ce court chapitre a essentiellement pour but de justifier les paramétres utilisés pour 1’étude
de régulation optimale sur le stock de flétan dans le section I'V.2, ainsi que d’introduire la notion
d’identifiabilité.

Cependant d’autres travaux ont été menés dans cette direction. La procédure d’identifica-
tion décrite dans ce chapitre a été réalisée sur d’autres stocks, mais les résultats ne sont pas
satisfaisants ; soit que le modéle de SCHAEFER ne soit pas adapté a I'évolution de ces stocks,
soit que les données soient insuffisantes. Il est en outre assez difficile d’obtenir des relevés ex-
tensifs de données capture/effort pour un stock déterminé, en particulier sur une période de
temps assez longue. Ce qui explique que Iidentification de modéles halieutiques sur des stocks
réels ne soit pas plus développée.

Nous nous sommes aussi intéressés a I'identification de modéles structurés en stades, comme
par exemple le modéle avec pré-recrutés du chapitre II. Faute d’une série temporelle suffisam-
ment longue et compléte de capture par classe d’age et d’effort, nous n’avons pas pu mettre
cette procédure en place sur un stock halieutique. En revanche quelques essais ont été réalisés
sur un systéme plus simple: des copépodes planctoniques élevés en laboratoire, grace a des
données fournies par la Station Zoologique de Villefranche/mer. Il n’y a certes pas de captures
dans ce cas, mais les copépodes sont recensés par stades a intervalles réguliers ; les stades sont
bien différenciés car ils correspondent a des étapes physiologiques distinctes. Ainsi on obtient
une longue série de mesures.

Il nous semble intéressant de développer ce genre d’approche. Il est difficile d’obtenir des
données suffisantes & partir de ’exploitation d’'un stock; en outre les campagnes scientifiques
pour estimer la ressource sont de par leur cotit trop peu nombreuses. Par conséquent, raisonner
sur des systémes plus simples constitue une étape préalable utile pour I'identification de stock
halieutique.
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Conclusion et perspectives

Nous nous sommes penchés dans ce mémoire sur quelques applications d’outils de 1’auto-
matique & la péche. Des outils conceptuels tout d’abord ont été utilisés, pour formaliser les
systémes péche. L’approche systéme avec entrées/sorties propre a 'automatique s’applique
bien & la péche et elle permet d’expliciter les relations entre les diverses composantes d’une
pécherie. Cela est d’autant plus utile dans les cas complexes comme celui de la section 1.4.

Ces outils ont aussi permis 1’élaboration de deux modéles dynamiques, afin d’étudier le
terme de recrutement dans les populations structurées. Le premier modeéle, décrit dans le
chapitre II, introduit une dynamique sur les pré-recrutés en prenant en compte les processus
qui interviennent & ce niveau. Le second, présenté dans le chapitre III, considére une relation
stock-recrutement généralisée, car une troisiéme composante intervient: le recrutement est
déterminé & partir du stock fécond, mais aussi du temps. Cela permet d’inclure par exemple
I'influence de facteurs climatiques ou environnementaux.

L’analyse de ces deux modéles a été réalisée par des outils usuels de 'automatique, comme
le critére du cercle qu’il a fallu adapter néanmoins & nos systémes; ou par d’autres moins
classiques, comme les résultats issus des systémes coopératifs. Elle a permis de montrer la
stabilité des équilibres, condition nécessaire & la pérennité de la population. Elle a en outre
mis en évidence les limites des relations stock-recrutement classiques.

Dans le chapitre IV, nous avons utilisé des outils de contrdle trés classiques, comme le
théoréme de RICCATI pour le contréle optimal. Mais nous avons aussi développé une approche
par domaine invariant, qui consiste a chercher un domaine ou il est possible de maintenir le
systéeme (bornes sur la capture et l'effort) en fixant des contraintes sur le contrdle, soit la
vitesse de variation de 'effort de péche. Ces études ont permis de réguler la pécherie, i.e. de
réduire les fluctuations de capture et d’effort de péche, afin d’assurer aux pécheurs des revenus
et des cotts relativement stables. Les résultats obtenus ne sont pas directement appliqués,
mais ils constituent une base de réflexion intéressante pour déterminer I'impact et 'efficacité
de certains controles et extraire des tendances pour la gestion des stocks.

Enfin, le chapitre V traitant de I'identification a permis, par des techniques usuelles (critére
des moindres carrés), d’estimer les paramétres caractéristiques d’un stock réel: le flétan du
Pacifique. Ce résultat, obtenu & partir de relevés de péche, valide le modéle de SCHAEFER
employé. En outre des études d’identifiabilité ont montré qu’a partir des données disponibles,
ces paramétres sont déterminés de maniére unique.

Perspectives
Il manquerait un chapitre a cette thése, ayant pour sujet ’observation. En effet un des

problémes essentiels posés aux halieutes est d’estimer I’état de la ressource, afin de produire
des avis scientifiques. Un outil utilisé & cet effet est la VPA, Virtual Population Analysis,
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présentée dans le glossaire en annexe A ; cette méthode simple sous-tend des hypothéses trés
fortes. Développer des techniques liées aux observateurs serait une application trés intéressante
de l'automatique a I’halieutique. Comme pour tout modéle de diagnostic, on se heurterait au
faible nombre de données exploitables.

Il nous semble aussi intéressant de développer des modéles avec dynamique du pécheur :
on entend par 1a modéliser le comportement du pécheur, en introduisant par exemple les
contraintes économiques qui le motivent (prix du poisson, coit de leffort...). Des modéles
similaires & celui présenté dans la section 1.4, ol un cycle complet de gestion est modélisé, de
I’élaboration de la mesure de gestion a I'exploitation de la ressource (cf. figure 1.13, page 53),
sont trés utiles pour la validation de mesures de gestion. Néanmoins il serait nécessaire de
procéder au préalable a ’étude de systémes simplifiés, pour bien comprendre les différents
mécanismes impliqués et leurs interactions.

L’interface entre le stock et les mesures de gestion n’est pas totalement passive: sans
parler des fraudes et rejets (souvent dus a des mesures ambigués et au manque de controle),
les pécheurs ont leurs contraintes économiques propres qui les poussent a interpréter la mesure
de gestion. Ils constituent une composante active dans le processus de gestion, et leurs intéréts
doivent étre pris en compte. Gestion des stocks ne signifie pas préservation & tout prix. Méme
a ’heure actuelle o la surcapacité des flottilles de péche menace la pérennité de stocks, ces
problémes ne peuvent se résoudre sans prendre en compte les difficultés que traversent les
pécheurs. La fermeture de la pécherie de hareng de Mer du Nord vers la fin des années 70,
contrainte par ’épuisement du stock, a bouleversé son exploitation : le stock s’est reconstitué
et a retrouvé un bon niveau, mais le marché n’existe plus. Il faudrait éviter d’en arriver & de
telles extrémités. Prendre en compte la viabilité d’une pécherie, dans 'optique de la méthode
par domaine invariant de la section IV.3, serait d’un intérét certain.

Pour finir, une perspective plus appliquée est de développer les procédures d’identification
afin de pouvoir appliquer et valider certains résultats. Pour cela nous avons évoqué en intro-
duction la difficile et cotiteuse recherche des données. D’out I'intérét de prolonger cette thése
par des travaux plus halieutiques: pour étre plus proche du terrain, afin de mieux réaliser ses
contraintes.
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Annexe A

(Glossaire halieutique — automatique

La partie halieutique de ce glossaire est réalisée a partir de 'ouvrage de LAUREC-LE GUEN
[25], la partie automatique & partir de D’ANDREA-NOVEL & COHEN DE LARA [10].

Abondance: L’abondance est 'effectif total du stock.
O cf. stock

Approche d’état / approche fréquentielle : Soient u le vecteur entrée, y le vecteur sortie
et x I’état d’un systéme; t représente le temps. Un modéle du systéme issu de 'approche
d’état a la forme suivante:

Cas général Cas linéaire
B Jate) (o)1) = Axle) + Bu(r)
y(t) = g(z(t), u(t). 1) = Cx(t)

En opposition avec la représentation d’état ou interne par les fonctions f et ¢ ou par les
matrices (A, B,C) dans le cas linéaire, il existe une approche externe ou entrée/sortie.
Cette derniére caractérise un systéme linéaire par sa fonction de transfert G. Elle
permet, dans un espace spécial dit fréquentiel, de déduire la sortie Y de 'entrée U :

Le passage de la variable temporelle y(t) a la variable Y (s) se fait par la transformation
de LAPLACE.

La représentation entrée/sortie est moins riche que 'approche d’état, car elle ne permet
pas de voir les modes inobservables et non commandables du systéme. Le lien entre ces
deux approches, toujours dans le cas linéaire, est donné par la relation suivante:

G(s)=C(sI—A)'B
O cf. systéeme, transformation de Laplace

Automatique: L’automatique peut étre définie comme la science qui étudie et controle des
systémes dynamiques. L’ approche systéme est une caractéristique de cette science qui
va de la théorie a application.

Biomasse: La biomasse est la masse totale du stock.
O cf. stock
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Capturabilité: La capturabilité est la probabilité d’étre capturé par une unité d’effort, pour
un poisson pris au hasard dans un ensemble donné. Elle est notée ¢. Le schéma suivant
(figure A.1) décompose le coefficient de capturabilité en plusieurs termes, qu'’il est souvent
difficile de distinguer, d’ou l'intérét de la notion globale de capturabilité.

La vulnérabilité varie selon la taille ou 1’dge: un jeune poisson est moins vulnérable
a cause de sa petite taille, un vieux poisson a cause de sa rapidité. D’autres facteurs
interviennent, tels la saison, le sexe, les courants, le rythme nychtéméral, la nature du
fond, la profondeur...

Un animal est dit accessible s’il est présent sur les lieux de péche. La phase accessible
est limitée par I’age de recrutement et 1'dge éventuel de réforme; elle ne demeure pas
nécessairement constante, a cause des migrations.

( efficience
(dépend entre autres de la straté-
gie ou tactique de péche)
( accessibilité
capturabilité disponibilité (déplacements vers et hors des lieux de
(dépend du poisson, par rapport a péche, composante géographique)
I’engin, indépendamment du com- \ vulnérabilité
portement du pécheur) (dominée par les problémes de compor-
L | tement par rapport a I'engin)

TAB. A.1  La capturabilité ; d’aprés [25].

Capture: La capture ou prise est définie comme le nombre ou la masse de poissons péchés
par une flottille déterminée pendant une période donnée.

Classe d’age: La classe a laquelle appartient un poisson est définie par référence au nombre
de « premier janvier » qu’a connu l'animal. La population comporte en général a tout
moment des animaux d’ages différents. Dans le cas le plus favorable, la reproduction
prend place chaque année sur une unique et courte période, ce qui permet de distinguer
facilement des groupes d’animaux nés la méme année. A chaque année est ainsi associée
une classe d’age (ou groupe d’age).

Dans la réalité, les dates de naissance ne sont pas connues avec une grande précision,
d’autant plus que la reproduction peut s’étaler sur plusieurs semaines, voire plusieurs
mois. Il est également difficile de déterminer I’dge des vieux animaux. La derniére classe
n comprend donc généralement tous les animaux d’age supérieur ou égal & n.

O cf. cohorte

Cohorte: Une cohorte est constituée par I’ensemble des animaux nés une année donnée. Au
fil des années, une cohorte passe d’une classe d’age & 'autre.
O c¢f. classe d’dge

Controéle / commande: Le controle consiste a élaborer une loi d’entrée sur le systéme,
de maniére & lui faire suivre un comportement donné. Si le controle dépend des autres
variables du systéme, états ou sorties, on dit qu’il est en boucle fermée ou feedback ; s’il
ne dépend que du temps, on dit qu'il est en boucle ouverte.
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Commandabilité: Un systéme est dit commandable (ou contrélable) si, partant d’un état
initial X quelconque, il est possible de trouver un contréle U en temps fini permettant
d’amener cet état en tout point X; de l'espace. C’est une notion liée, comme son nom
I'indique, au fait que I'on maitrise le systéme. Grace au contrdle, on peut amener un
systéme commandable o I’'on veut.

O c¢f. observabilité, réalisation minimale

Cpue: La cpue, capture par unité d’effort (ou catch per unit of effort), traduit le rendement
de la péche. Elle est définie comme le rapport de la capture réalisée pendant un intervalle
de temps donné et de l'effort déployé a cet effet.

O cf. capture, effort de péche

Effort de péche: Nous considérons qu’il s’agit de I'effort nominal, soit le point de vue du
pécheur sur l'exploitation. L’effort de péche appliqué a un stock d’animaux aquatiques
est une mesure de I’ensemble des moyens de capture mis en ceuvre par les pécheurs sur
ce stock, pendant un intervalle de temps donné. L’effort est donc mesuré en longueur de
ligne déployée, traits de chalut...

C’est I'intégration de l'intensité de péche sur un intervalle de temps donné et il est relié
a la mortalité par péche. Avec les notations suivantes:

. prises instantanées, taux de capture
: capturabilité

: abondance ou biomasse du stock

: effort instantané, intensité de péche
: capture sur At

: effort de péche sur At

en nombre ou masse / unité de temps)
en unité d’effort™!)

en nombre ou masse)

en unité d’effort / unité de temps)

en nombre ou masse)

en unité d’effort)

(
(
(
(
(
(

SIS ETEREY

on a par définition de 'intensité de péche:
P(t) = q(t) U(t) X(t)

Si le stock et la capturabilité ne varient pas sur l'intervalle de temps At, alors en intégrant
I’équation précédente, on obtient ’équation aux captures suivante :

Y =q¢EX.

Cette formulation est la plus classique car on considére généralement des grandeurs
annuelles intégrées (At =1 an).
O cf. mortalité par péche

REMARQUE: Dans ce document, nous conservons ’équation aux captures instanta-
née, mais en I’exprimant d’une maniére similaire & la formulation classique intégrée.
En notant F; lintensité de péche et Y7 le taux de capture, on aura donc:

Yl = quX

que souvent on notera par abus: Y =¢EX. [0

Halieutique : L’halieutique est la science étudie la relation entre I’homme et les populations
qu’il exploite par la péche. Par des avis scientifiques sur les mesures de gestion & mettre
en place et par des études destinées & mieux connaitre et comprendre le fonctionnement
du systéme péche, elle cherche & améliorer la situation des péches.
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Identifiabilité : Soit un systéme donné, représenté par un modéle dont on connait la forme.
Un modeéle est dit identifiable, si & partir de 'observation de la sortie Y et en supposant
I’entrée E connue, on peut en déduire de maniére unique la valeur de ses paramétres.

Identification : Soit un systéme muni d’une forme de modéle donnée. L’identification revient
& déterminer les valeurs des parameétres associés a ce modéle.

Métier : Un métier correspond & une pratique de la péche donnée. Il se caractérise en général
par le choix d’un engin, d'une espéce cible et d’un lieu de péche & un moment donné.
Il peut y avoir sur un lieu de péche plusieurs métiers définissant chacun une entrée en
phase exploitable différente. Un 4ge au recrutement est associé a chacun.

Mortalité par péche: La mortalité par péche F' est le point de vue du poisson sur I'exploi-
tation. Elle est définie comme le rapport entre la capture réalisée par unité de temps et
la valeur du stock & cet instant. Soit avec les notations précédentes:

F(t) = P(t)/X(t) = q(0)U(?)

ou si l'on considére que les variables sont constantes pendant un intervalle de temps
donné: F=C/X =qFE
O cf. effort de péche

Observabilité: Un systéme est dit observable si, en supposant que l’'on observe la sortie
Y a tout instant, il est possible de trouver un contréle U en temps fini qui permette
de déterminer 'état a l'instant initial Xy. La sortie est la variable que ’on observe. La
notion d’observabilité est liée au fait que connaissant cette sortie, & condition d’exciter
un peu le systéme grace au contréle, on peut en déduire son état.

O c¢f. commandabilité, réalisation minimale

Recrutement Réforme
| |

age de premiére capture age de capture maximal longévité
| |

tl

=

i
t | tc tf,  tm
- >
phase exploitée

|
|
|
'l
T T L
|
|
|
|
|
|

- A .
<« >

phase exploitable

Fic. A.1  Phases de la vie d’une cohorte ; d’aprés [25].

Phase exploitable: Un individu est dit exploitable s’il est susceptible d’étre péché. La phase
exploitable est comprise entre le recrutement et la réforme.
O ¢f. recrutement, réforme, figure A.1

Phase exploitée: Selon les métiers présents sur les lieux de péche, un animal exploitable
n’est pas nécessairement exploité. Si 'animal est trop jeune ou trop petit pour risquer
d’étre capturé par I'un des métiers présents, il y a échappement. Sinon, dés lors qu'un
animal n’est pas happé par le chalut, il y a évitement ; soit parce que grace a la rapidité
de sa nage, il évite le filet, soit parce qu’il est enfoui ou plaqué au sol. On distingue donc
a l'intérieur de la phase exploitable, une phase dite exploitée.

O cf. figure A.1
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Population: Une population en halieutique est 1’ensemble des individus vivant dans un
écosystéme déterminé et possédant des caractéres communs transmissibles par hérédité.
Apparait ainsi une double exigence d’isolement et d’homogénéité. Ce terme d’homogé-
néité peut avoir deux sens: uniformité des caractéristiques individuelles ou brassage. Le
second, plus réaliste, est généralement retenu.

Réalisation minimale: Un systéme linéaire en représentation d’état est dit minimal si son
état est de taille minimale dans la classe de tous les systémes ayant la méme fonction de
transfert. On peut montrer qu’'un tel systéme est une réalisation minimale si et seulement
si il est commandable et observable.

O cf. commandabilité, observabilité

Recrutement : C’est le processus par lequel la fraction la plus jeune de la population s’in-
tégre pour la premiére fois a ’ensemble des poissons accessibles & la péche. Le recrutement
ne s’accompagne pas toujours d’un phénoméne biologique marqué comme une migration.
On définit donc plus généralement 1’dge au recrutement comme 1’age du plus petit animal
exploitable pour un ensemble de métiers donné.

O c¢f. phase exploitable, figure A.1

Réforme: C’est le processus qui conduit les individus & quitter définitivement les lieux de
péche au-dela d'un certain adge. De méme, I'dge de réforme correspond a I'dge au-dela
duquel, quelle qu’en soit la cause, les animaux ne sont plus exploitables.

O c¢f. phase exploitable, figure A.1

Relation stock-recrutement: Une relation stock-recrutement est une fonction reliant le
recrutement, i.e. 'entrée des jeunes individus dans le stock, au stock fécond, constitué
de I'ensemble des femelles matures.

O cf. recrutement

Stock: Le stock est défini comme ’ensemble des animaux exploitables. Il est associé dans le
cas idéal & une population biologique, mais dans la pratique il peut étre plurispécifique.
C’est donc plus une unité de gestion, liée a ’exploitation, qu'une unité biologique.

O c¢f. population

Systéme: Un systéme au sens automatique est isolé du monde extérieur et caractérisé a
I’aide de variables qui traduisent son organisation: les entrées sont de maniére générale
maitrisées ou connues et servent a controler le systéme; les sorties sont observées et
mesurées ; dans l'approche d’état, les variables internes (ou d’état) décrivent I'état du
systéme ; dans I’approche fréquentielle un systéme linéaire est caractérisé par sa fonction
de transfert, qui relie les sorties aux entrées.

On représente usuellement un systéme par un schéma-bloc, comme sur la figure A.2.

SYSTEME

> Sorties
(fonction de transfert,
variables d'état...)

Entrées

Fia. A2 Schéma-bloc décrivant un systéme automatique.

O ¢f. approche d’état / approche fréquentielle
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Transformation de Laplace: C’est une transformation qui associe a toute fonction f lo-
calement intégrable de la variable réelle ¢, nulle pour ¢t < 0 et vérifiant des conditions
restrictives convenables, la fonction F' de la variable complexe s définie par:

+oo
Fs) = £(f)(s) = /0 e~ (1) dt

O ¢f. approche d’état / approche fréquentielle (fonction de transfert)

VPA : La VPA, del’anglais Virtual Population Analysis, ou analyse des cohortes en francais,
consiste a reconstituer les mortalités par péche d'un stock structuré en A classes d’age,
sur une période de T années, & partir des données de capture par age. Elle est fondée
sur le modeéle de RICKER en temps discret (cf. section 1.1.2) et elle permet d’estimer les
effectifs de chaque classe d’age sur la période considérée.

Pour cela, on suppose connues sur toute la période de temps:

— toutes les mortalités naturelles ;

— les mortalités par péche terminales (i.e. pour la derniére année T') de toutes les cohortes
encore exploitées ;

— celles de la derniére classe A pour les cohortes n’étant plus exploitées I’année T

Ces deux derniéres hypothéses constituent la condition aux limites de la VPA, représentée
sur la figure A.3, et & partir de laquelle on peut reconstituer les mortalités par péche
antérieures. En effet, d’aprés le modeéle de RICKER, on a:

Cla,t) = N(a,t)% (1 - e—F<aat>—M<a>) (A1)
Cla=1.t=1) = Ne.t) 7 _Tj_‘ 11) ’:Jéia — (PN 1) (A 9)

avec: | N(a,t): effectif de la classe d’age a ’année t (inconnu)
F(a,t) : mortalité par péche de la classe a 'année ¢ (inconnue)
M (a) : mortalité naturelle de la classe a (connue)
C(a,t) : capture réalisée sur la classe a 'année t (connues)

Connaissant la mortalité par péche F(a,t), 'équation (A.1) permet de déduire U'effectif
N(a,t) de la cohorte cette année-1a ; grace a ’équation (A.2) on peut alors déterminer la
mortalité par péche F(a — 1,t) de cette méme cohorte I’année précédente; d’ou N(a —
1,t — 1) par I'équation (A.1) et ainsi de suite en remontant dans le temps le long d’une
cohorte.

Il existe d’autres VPA plus sophistiquées ot I’'on fait intervenir une « calibration» avec
les efforts de péche [35, 24], ce qui permet d’estimer les mortalités par péche terminales.
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Année d’exploitation
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Conditions finale(

Fic. A.3  Schéma de résolution de la VPA par cohorte ; d’aprés [35].
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Annexe B

Résolution du probléme de régulation
par controle optimal

Cette annexe constitue un complément a la section IV.2 Régulation par contréle optimal de
ce document. La premiére section énonce les théorémes de RICCATI pour un systéme linéaire
continu, tandis que la suivante applique ces résultats au systéme de péche global puis au stock
de flétan.

B.1 Optimisation quadratique pour un systéme linéaire continu

Cette section expose des résultats de controle optimal avec colit quadratique, en temps
continu, obtenus pour un systéme linéaire. Il s’agit du cadre classique du théoréme de RICCATI
en temps continu, dont les versions en horizon fini et horizon infini font I'objet des deux
théorémes suivants [13, 10] .

Soit le systéme dynamique linéaire commandé et continu suivant :

& =Ax+ Bu avec:|x € R" (B.1)
u € IR?P

et considérons connues les matrices suivantes:

: matrice symétrique positive de taille n x n

: matrice symétrique définie positive de taille p x p
: matrice de taille n X p

: matrice symétrique positive de taille n x n

S50 o

0 Un vecteur ou une matrice « primey, e.g. A’, représente la transposée de ce vecteur ou
cette matrice.

Une matrice S est dite symétrique si elle est égale a sa transposée: S = S’. Une matrice
symétrique est donc carrée (méme nombre de colonnes et de lignes) et ses composants s;;
— ot le premier indice donne la ligne et le second la colonne — sont symétriques par rapport
a la diagonale: Ve, 7 5;; = s5;.

Une matrice symétrique S est dite positive (respectivement définie positive si pour tout
vecteur x non nul, on a: z’Sx > 0 (respectivement z'Sx > 0). 0O

Théoréme 6 (Optimisation quadratique en horizon fini)
Soit Ko = K(0) la valeur terminale de la solution de I’équation différentielle rétrograde sui-
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vante, appelée équation de Riccati:

K+ AK+KA—-(KB+S)R YBK+5)+Q=0

K(T)=1L (B:2)
Considérons pour T > 0 le critére quadratique en horizon fini suivant :
J(u) = %/UT [2(t)'Qx(t) + u(t) Ru(t) + z(t)'S u(t) + u(t)S'z(t)] dt + x(T)'Lz(T) (B.3)
Alors, en notant x¢ = x(0), le minimum de ce critére (B.3) est :
rr}uin J(u) = 25Ko xg
De plus, ce minimum est atteint pour la commande en boucle fermée suivante :
u*(t) = —R Y B'K 4+ §') x*(t) (B.4)
ou x*(t) est la solution de:
i* = Az* + Bu* = [A - BR™Y(B'K + )] «*
x5 = T o

Nous allons & présent considérer le probléme d’optimisation en horizon infini. Le pro-
chain théoréme est analogue au théoréme 6 en horizon fini, sauf que ’existence d’une solution
a Péquation de Riccati algébrique (et non plus différentielle en horizon infini) nécessite des
conditions supplémentaires. Le théoréme 8 donne des conditions suffisantes d’existence.

Théoréme 7 (Optimisation quadratique en horizon infini)
Supposons qu’il existe une matrice symétrique, définie positive K telle que:
1. K est solution de ’équation de Riccati algébrique (ou stationnaire) suivante :

AK+KA—(KB+S)RYBK+S5)+Q=0 (B.5)

2. La matrice (A — BR™'(B'K + S')) est asymptotiquement stable.

Considérons en outre le critére quadratique en horizon infini suivant :
1 [t
T =5 / (8 Q(t) + u(t) Ru(t) + 2(t)Su(t) + u(t)S'z(t)] dt  (B.6)
0

Alors, le minimum de ce critére, sur I'ensemble des commandes u telles que l'intégrale de (B.6)
converge et que le systéme, une fois bouclé, soit asymptotiquement stable, vaut :

nhin J(u) = z5Ko xg (B.7)
De plus, ce minimum est atteint pour la commande en boucle fermée suivante :
u*(t) = —RY(B'K 4+ 5") x*(t) (B.8)
ou x*(t) est la solution de:

i* = Az* + Bux = (A— BR YB'K + 5")) «*

x5 = w0 0
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L’existence d’une matrice K qui satisfasse les deux hypothéses du théoréme 7 est assurée
sous les hypothéses de structure du théoréme suivant, portant sur les matrices de dynamique
A et de commande B, ainsi que la matrice ) de pondération sur 1’état.

Théoréme 8
Supposons que:

1. La paire (A, B) est commandable.

2. 1l existe une décomposition de la matrice Q de la forme: Q = H'H, telle que la paire

(A, H) est observable.

Alors, il existe une unique solution symétrique positive de I’équation de Riccati algébrique
(B.5) telle que A — BR™!(B'K + ') soit asymptotiquement stable.

En outre, cette matrice K est définie positive et s’obtient comme la limite, quand t tend
vers +00, de toute solution de I’équation différentielle de Riccati :

K+AK+KA—(KB+S)R ' (BK+S)+Q=0 0

B.2 Résolution du probléme de régulation

On cherche a résoudre les problémes de contrdle optimal 1 en horizon fini et 2 en horizon
infini, associés au systéme péche linéarisé (IV.5). On commence par identifier les matrices

e . . . . _ F(X.).
définies ci-dessus & partir de ce systéme, soit avec E, = et
dF
(X, —qE. —q¢X. 0
A:(dx( ()) I r ) B:<1> C=(¢B. qX.)

0= ( BB Bi*EeX.

BiEc X, a+ﬂq2X2> R=(m §=0 I=0

Les coefficients de pondération o, 3 et v sont supposés positifs. A condition que 7 soit
strictement positif, R est symétrique définie positive. S et L sont évidemment symétriques
positives. Q est symétrique et elle est positive, car:

w'Qu = ﬁqQ(Eewl + Xew2)2 + Ozw%
>0 VYw

La matrice K du théoréme de RICCATI est une matrice symétrique 2 X 2 pour ce systéme.

On pose:
_(Kn Ko
K= <K12 K22>

L’équation de RICCATI associée au probléme en horizon fini est équivalente au systéme suivant :

(. dF _ 1
Kiy 42 (—(Xe) = ¢Be | K = ;KEQ + B¢*E? = 0 (a)
* dF - ]. 2
Ky + %(Xe) —qB. | K12 — ¢X.Ky1 — ;K12K22 + 0¢°E.Xe =0 (b) (B.9)
. ; 1 R
L Koy — 2¢X. K19 — ;ASQ +(a+B*X23) =0 (c)
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Le théoréme 6 permet de déterminer la commande optimale & partir de la solution de ce
systéme d’équations différentielles et de la condition finale: K(T') = 0.

L’équation de RICCATI algébrique associée au probléme en horizon infini est :

( (dF - | 2 2

2 d—(Xe) — qu Kll — —1(12 + ﬁq Ee = 0 (a)

T Y
dF . . | R 2
S %(Xe) —qFE. | K12 —q¢X K1 — 51&12322 +B¢°E. X, =0 (b) (B.10)
. R 2 v2

—2qX Ky — ;I‘Q2 +(a+p¢°X7)=0 (c)

\

Sous certaines hypothéses, il existe une solution K a cette équation, qui permet de détermi-
ner la commande optimale. Ces hypothéses sont vérifiées si les deux conditions du théoréme 8
le sont. Montrons tout d’abord la premiére condition: (A, B) commandable.

=) 0-(¥)

Par définition X, est non nul, ainsi que la capturabilité ¢ sinon le systéme n’a pas de sens.
Par conséquent (B, AB) est un systéme libre; d’aprés le critére de KALMAN (A, B) est donc
commandable.

Montrons & présent la seconde condition. La matrice () peut se décomposer de la maniére
suivante: Q = H'H ; avec:

o_ <\//_361Ee \/B\/ane>

dF
_ %(Xe) -qE. —q¢X.
= HA = \/BqE. ( 0 0

(H, HA) verifie le critéere de KALMAN si et seulement si § est non nul et si en outre a ou
%(Xe) est non nul. Sous cette hypotheése, (A, H) est observable et la deuxiéme condition est
vérifice. On peut ainsi appliquer les résultats du théoréme 7 en horizon infini pour déterminer

le contréle optimal.

Le probléme en horizon fini conduit & résoudre un systéme de trois équations différentielles.
La résolution en horizon infini se raméne a trouver les racines d’un polynéme de degré quatre.
Les calculs engendrés par ces deux problémes n’ont pas de solution formelle simple. En re-
vanche, une résolution numérique est tout a fait envisageable, comme par exemple sur le stock
de flétan identifié dans le chapitre V.

Pour 'application au stock de flétan, on a choisi un modéle de SCHAEFER, d’oi:

dF

T
X.)—qF, = ——X,
d:@( )—4q :

Les paramétres r, k et ¢ du modele sont connus (¢f section V.1.4). Il suffit donc de fixer
une valeur pour ’équilibre de référence X., dont on déduit E., et de choisir les coefficients de
pondération «, 5 quelconques et v # 0.



Annexe C

Courbes de régulation par controle
optimal

Cette annexe contient des courbes relatives & la section IV.2 Régulation par contréle op-
timal de ce document. Elles représentent 'influence des divers paramétres (T, «, 3,7) sur la
régulation optimale, pour les deux équilibres de référence X, = 3;5 et pour plusieurs états
initiaux (Xg, Ep).

Fig. C.1-C.6: X(0)=X.-1,5 E(0)=E, pour X, =3
Fig. C.7-C.10: X(0)=X.—-1.5 E(0)=E, pour X, =5
Fig. C.11-C.16: X(0) = X, E(0)=E.+0,5 pour X, =3
Fig. C.17-C.24: X(0)=X.-1,5 E(0)=E.+0,5 pour X, =3
Fig. C.25-C.32: X(0)=X.-1,5 E(0)=FE.+0,5 pour X, =5
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Fic. C.1 Influence de la durée d’optimisation sur le systéme commandé suite & une
chute de la biomasse du stock (X(0) = X, —1,5; E(0) = E.) pour X, = 3.
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251

X : stock
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Fig. C.2  Suite de la figure C.1.
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Fic. C.3 Influence du coefficient de pondération v sur le systéme commandé suite a

une chute de la biomasse du stock (X(0) = X, —1,5; E(0) = E.) pour
X, =3.
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Influence de gamma sur X (alpha=beta ; Xe=3)
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Figc. C.4  Suite de la figure C.3.
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Influence de alpha et beta sur E (gamma=0.5 ; Xe=3)
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Fic. C.5 Influence des coefficients de pondération « et 3 sur le systéme commandé
suite a une chute de la biomasse du stock (X(0) = X, —1,5; E(0) = E.)
pour X, = 3.
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Fig. C.6 Suite de la figure C.5.
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Effet de de la période d’optimisation sur E (alpha=beta=0.25 ; gamma=0.5 ; Xe=5)
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Fic. C.7 Influence de la durée d’optimisation sur le systéme commandé suite ¢ une
chute de la biomasse du stock (X(0) = X, —1,5; E(0) = E,) pour X, = 5.
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Fig. C.8 Suite de la figure C.7.
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Influence de alpha et beta sur E (gamma=0.5 ; Xe=5)
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Fic. C.9 Influence des coefficients de pondération « et 3 sur le systéme commandé
suite a une chute de la biomasse du stock (X(0) = X, —1,5; E(0) = E.)
pour X, = 5.
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Influence de alpha et beta sur X (gamma=0.5 ; Xe=5)
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Fia. C.10 Suite de la figure C.9.
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Effet de de la période d’optimisation sur E (alpha=beta=0.25 ; gamma=0.5 ; Xe=3)
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Fic. C.11 Influence de la durée d’optimisation sur le systéme commandé suite a une
surezploitation (X(0) = X, ; E(0) = E. +0,5) pour X, = 3.
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2.95

2.9

2.85

X : stock

g
©

2.75

2.7

2.65
0

t: temps

Effet de de la période d’optimisation sur Y (alpha=beta=0.25 ; gamma=0.5 ; Xe=3)
0.95

0.9

0.85

o
o)

e
~
a1

Y : capture

°©
3

0.65

0.6

0.55

05 ! ! ! ! ! ! ! |
0 5 10 15 20 25 30 35 40

t: temps

Fig. C.12  Suite de la figure C.11.
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Influence de gamma sur E (alpha=beta ; Xe=3)
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Fic. C.13 Influence du coefficient de pondération vy sur le systéme commandé suite a
une surexploitation (X(0) = X, ; E(0) = E.+0,5) pour X, = 3.
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Influence de gamma sur X (alpha=beta ; Xe=3)
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Fig. C.14  Suite de la figure C.13.
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Fic. C.15 Influence des coefficients de pondération o et 3 sur le systéme commandé

suite a une surexploitation (X(0) = X, ; F(0) = E. +0,5) pour X, = 3.
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Fig. C.16  Suite de la figure C.15.
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Effet de de la période d’optimisation sur E (alpha=beta=0.25 ; gamma=0.5 ; Xe=3)
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Fic. C.17 Influence de la durée d’optimisation sur le systéme commandé suite a une
surezploitation avec chute de biomasse (X(0) = X.—1,5; E(0) = E.+0,5)
pour X, = 3.
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Fig. C.18 Suite de la figure C.17.
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Influence de gamma sur E (alpha=beta ; Xe=3)
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Fig. C.19 Influence du coefficient de pondération ~ sur le systéme commandé suite
a une surerploitation avec chute biomasse (X(0) = X, — 1,5 ; E(0) =
E.+0,5) pour X, = 3.
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Influence de gamma sur X (alpha=beta ; Xe=3)
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Fic. C.20 Suite de la figure C.19.
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Fig. C.21 Influence des coefficients de pondération « et (3 sur le systéme com-

mandé suite a une surexploitation avec chute de biomasse (X(0) = X, —
1,5; E(0) = Ee +0,5) pour X, = 3.
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Influence de alpha et beta sur X (gamma=0.5 ; Xe=3)
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Fig. C.22 Suite de la figure C.21.
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Rétablir la capture (gamma=0.1 ; Xe=3)
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Fic. C.23 FEssais pour rétablir la capture suite a une surezploitation avec chute de
biomasse (X(0) = X, —1,5; E(0)=E, +0,5) pour X, = 3.
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Fig. C.24 Suite de la figure C.23.
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Fic. C.25 Influence de la durée d’optimisation sur le systéme commandé suite a une
surezploitation avec chute de biomasse (X(0) = X.—1,5; E(0) = E.+0,5)
pour X, = 5.
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Fig. C.26 Suite de la figure C.25.
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Influence de gamma sur E (alpha=beta ; Xe=5)
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Fia. C.27 Influence du coefficient de pondération ~ sur le systéme commandé suite

a une surerploitation avec chute biomasse (X(0) = X, — 1,5 ; E(0) =
E.+0,5) pour X, = 5.
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Fig. C.28 Suite de la figure C.27.
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Influence de alpha et beta sur E (gamma=0.5 ; Xe=5)
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Fia. C.29 Influence des coefficients de pondération o et ( sur le systéme com-
mandé suite a une surexploitation avec chute de biomasse (X(0) = X, —
1,5; E(0) = Ee. +0,5) pour X, =5.
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Fia. C.30 Suite de la figure C.29.
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Rétablir la capture (gamma=0.1 ; Xe=5)
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Fic. C.31 FEssais pour rétablir la capture suite a une surezploitation avec chute de
biomasse (X(0) = X, —1,5; E(0) = E, +0,5) pour X, = 5.
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Fig. C.32 Suite de la figure C.51.
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Annexe D

Détermination de domaine imvariant :
autres cas

Les deux cas suivants viennent en annexe de la section 1V.3.2, qui applique la méthode
des domaines invariants & un modéle de SCHAEFER avec dynamique de l'effort. La résolution
étant essentiellement graphique et les cas ci-dessous trés semblables & ceux détaillés dans la
section 1V.3.2, les figures ci-dessous ne sont que briévement commentées.

Détermination du domaine invariant : cas 2 bis

Les valeurs des parameétres choisies sont :
a=1,2 = [3=0,36 d'aprés (IV.15)

O FIGURE D.1  Dans cette figure, on met en évidence le domaine D contenant 1’équilibre
Eq dans lequel on veut maintenir le systéme, ainsi que les isoclines et le champ associés au
systeme (IV.14’) non commandé.

0O FIGURE D.2  Le sous-domaine invariant sans contrdle obtenu dans ce cas est assez proche
de celui du cas 1. Le controle le plus favorable appliqué aux zones critiques de la frontiére de
D permet de ne retenir qu’un seul secteur non viable, pour un effort important et une capture
faible, soit un stock affaibli.

O Ficure D.3  Cette figure met en évidence le secteur non viable sous contréle. Le point
limite correspondant sur la frontiére Y,,;, est défini par: Fq ~ 0,802. Cet effort étant inférieur
a la valeur F, déterminé dans le cas 1, on a montré qu’il était possible de s’éloigner de ce
secteur non viable.

0 FIGURE D.4  Le choix d’une trajectoire limite simple pour le sous-domaine invariant
est illustré dans cette figure. U, permet de réduire la zone non viable au maximum tant
que la capture n’est pas trés faible. On pourrait affiner cette limite au voisinage du point
(E1, Ymin), mais cela n’apporterait pas grand chose et compliquerait la stratégie de péche, qui
est : diminuer 'effort au maximum lorsque l'effort est grand et que la capture chute.

O FIGURE D.5  Cette derniére figure met en évidence le sous-domaine invariant sous controle
obtenu, trés similaire & celui du cas 1.
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Fic. D.1 Mise en évidence du domaine D et du champ associé au systéme (IV.1}')

non commandé : cas 2 bis.
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FiG. D.2 Détermination du sous-domaine invariant de D sans contréle (zone non gri-
sée), ainsi que du controle le plus favorable pour Uaccroitre : cas 2 bis.
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Fig. D.3 Détermination de la zone non viable sous contréle du domaine D (zone gri-
sée) : cas 2 bis.
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Fic. D.4  Etude de la limite du sous-domaine invariant de D : cas 2 bis.
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Fic. D.5 Mise en évidence du sous-domaine invariant de D (zone non grisée) : cas 2 bis.
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Détermination du domaine invariant: cas 3

Ce dernier cas correspond & a = 1. Les valeurs des paramétres choisies sont donc:
a=0,8 = [=0,24 dapres (IV.15)
Ce cas est trés semblable au cas 1, par son comportement et la valeur de ses paramétres.

U FIGURE D.6  Cette figure sert de base: elle met en évidence le domaine D contenant
I'équilibre Eq¢ dans lequel on veut maintenir le systéme, ainsi que les isoclines et le champ
associés au systéme (IV.14") non commandé.

O FiGURE D.7  Comme le systéme est trés semblable & celui du cas 1, le sous-domaine
invariant sans controle est similaire et le controle le plus favorable permet de ne retenir qu'un
seul secteur non viable. Il apparait aussi pour un effort important et une capture faible, soit
un stock affaibli.

0 Ficure D.8 La zone non viable a priori est limitée & la frontiére Y,,;, est défini par:
E; ~ 0,822. Cet effort étant supérieur a la valeur £, ~ 0,816 déterminé dans le cas 1, on
doit réduire le sous-domaine invariant en prenant (E,, Y;,;,) comme point limite, ce qui dans
ce cas, est une modification minime. Ainsi il est certain que le systéme peut s’éloigner de la
zone non viable. Comme cela a été montré dans le cas 1, le controle le plus favorable associé a
cette limite est Uy @ il faut diminuer effort le plus possible quand on s’apercoit que le stock
s’affaiblit, ce qui parait naturel.

O FiIcurRE D.9  Cette derniére figure met en évidence le sous-domaine invariant sous controle
obtenu, trés similaire & celui du cas 1.
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Fic. D.7 Détermination du sous-domaine invariant de D sans contréle (zone non gri-
sée), ainsi que du controle le plus favorable pour 'accroitre : cas 3.
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FiG. D.8 Détermination de la zone non viable sous contréle du domaine D (zone gri-
sée) : cas 3.
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Articles

Article 1: Exemples d’applications de l’automatique a [’halieutique — page
239

Article en francais destiné a présenter quelques outils de 'automatique a travers leur ap-
plication a I’halieutique, par des problémes «d’école» simples.
A paraitre dans le Journal du CIHEAM, Cahiers Options Méditerranéennes.

Article 2: On the stock-recruitment relationships in fish population models
— page 257

Article en anglais décrivant 1'étude faite dans la section II.4 sur les pré-recrutés et les
relations stock-recrutement.

Version soumise & Environmental Modeling € Assessment, Baltzer, en mai 1996. Acceptée
sous condition pour publication en décembre 1996. En révision.

Article 3: Une modélisation du recrutement — non inclus

Article en francais sélectionné pour une publication dans un livre suite aux Journées du
Programme Environnement, Vies et Sociétés (CNRS) sur les Tendances Nouvelles en Modéli-
sation pour I’Environnement, Paris, janvier 1996.
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Exemples d’applications de automatique a I’halieutique

S. ToOuzEAU et J.-L. GOUZE
INRIA - Avant-Projet COMORE

RESUME - Cet article a pour but de présenter quelques outils issus de ’'automatique, appli-
qués a la résolution de problémes dans un contexte halieutique. Ces outils sont introduits par
le biais d’exemples simples, regroupés autour des thémes suivants : modélisation, identification
et controle. Chaque exemple illustre 'un de ces thémes, étudié sur un systéme dynamique
« pécherie».

Mots-clés : Automatique, controle, modélisation, théorie des systémes, systémes dynamiques,
halieutique.

SUMMARY - The goal of this article is to present some tools stemming from the control
and system theory, which are applied to the resolution of problems in a fisheries management
context. These tools are introduced thanks to several simple examples, which are grouped ac-
cording to the following themes: modelling, identification and control. Each example illustrates
one of these themes, studied on a “fishery” dynamic system.

Key words: Automation, control, modelling, system theory, dynamic systems, fisheries ma-
nagement.

INTRODUCTION
Problématique

Dans cet article, nous voulons montrer comment appliquer & des questions halieutiques des
outils de l'automatique, et ce essentiellement par le biais d’exemples. Nous présentons 1a une
approche d’automaticiens face a quelques problémes simples issus des pécheries.

Ces deux disciplines, 'automatique et I’halieutique sont rarement associées. Cet effort
d’interdisciplinarité s’inscrit dans le cadre du GdR CNRS 1107 du Programme Environne-
ment — Comitée MMT (Méthodes Modeéles et Théories): Outils et Modéles de I’Automatique
dans UEtude de la Dynamique des Ecosystémes et du Controle des Ressources renouvelables,
qui réunit biologistes, automaticiens et mathématiciens de divers organismes de recherche en
France.

Notre projet (COMORE — INRIA Sophia Antipolis) porte sur le COntrole et la MOdéli-
sation de REssources renouvelables. Il entretient, via ce GdR, des contacts particuliers avec le
Laboratoire MAERHA de 'IFREMER Nantes (Dominique Pelletier) et le Laboratoire d’Ecolo-
gie du Plancton de la Station Zoologique de Villefranche/mer (Antoine Sciandra).
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Présentation générale

L’orientation de cet article étant une présentation d’outils d’automaciens & des biologistes
et des halieutes, sont exposées dans cette section quelques notions de base en automatique.
Afin d’expliciter ces notions, elles sont ensuite appliquées dans un contexte halieutique. Pour
plus de détails, on peut se reporter a la littérature relative a ce domaine (Kwakernaak et Sivan,
1972 ; Faurre et Robin, 1984 ; Beltrami, 1987; d’Andréa-Novel et Cohen de Lara, 1994) ou a
I'application en biologie des systémes dynamiques (Pavé, 1994).

Automatique

L’automatique peut étre définie comme la science qui étudie le fonctionnement des sys-
témes. Elle comprend la théorie du controle et des systémes dynamiques.

Un systéme au sens automatique est isolé du monde extérieur. Les éléments qui le consti-
tuent sont organisés, interagissent entre eux et sont dynamiques. On décrit un systéme a l’aide
de variables qui traduisent cette organisation. On le représente usuellement par un schéma-bloc
(F1G. E.1). Les variables décrivant le systéme sont les entrées, les sorties et, dans ’approche
d’état (que nous employons tout au long de cet article), les variables d’état (appelées aussi
variables internes).

—— SYSTEME Sorties : Y

Variables internes : X

Entrées : U

Fig. E.1  Schéma-bloc d’un systéme automatique.

Les variables internes (= vecteur X) caractérisent I’état du systéme et ne sont généralement
pas accessibles; on doit souvent se contenter de les estimer. Les entrées (= vecteur U) sont,
de maniére générale, maitrisées ou connues et sont utilisées pour controler le systéme. Sinon,
on les appelle plutdt des perturbations (bruits de mesure,...). Les sorties (= vecteur Y) sont
mesurées. Combinées avec la connaissance des entrées, elles permettent de reconstituer tout
ou une partie de I’état du systéme.

Le modéle issu d’un systéme d’état a la forme suivante:

{‘”25): X(t) = F(X,U(1),1)
Y1) = g(X().U(1). 1)

A partir de ce modéle générique, on peut distinguer trois phases dans 1’étude du systéme :
la modélisation, I'identification, et le controle.

— La modélisation consiste & donner la forme des fonctions f et g.

— Ces fonctions comportent des paramétres; ’identification permet de déterminer les va-
leurs de ces paramétres.

— Ensuite il est possible de contréler le systéme, i.e. d’élaborer une loi d’entrée sur f, de
maniére a obtenir le comportement voulu. Il peut y avoir plusieurs facons pour atteindre



Artl. Applications de 'automatique a I’halieutique

241

ce but ; le controle optimal consiste a chercher la «meilleure» fagon, au sens d’un critére
donné, i.e. celle qui optimise ce critére. Si le controle dépend des autres variables du
systéme, états ou sorties, c.-a-d.:

U=U(tX) ou U=U(tY)
on dit qu’il est en boucle fermée ou feedback ; sinon il s’agit d’un controle en boucle
ouverte.

Systéme péche

Le «systéme péche» considéré dans cette section décrit le comportement d'un stock de
poissons exploité. Le stock est représenté par son abondance X ; X est un vecteur si le stock
est structuré en age ou en stades. L’entrée naturelle sur ce systéme est ’effort de péche: c’est
ce qui est appliqué au stock et il est plus ou moins maitrisable. Il en résulte des captures, que
I'on peut mesurer et qui constituent les sorties du systéme (Fia. E.2).

Stock de poissons
Effortde péche:E o Abondance : X Capture : Y

dX/dt = f(X,E)

Fic. E.2  Schéma d’un systéeme péche.

EXEMPLE :

— 1€regtape : modélisation.
On choisit le modéle de Schaefer pour déterminer les fonctions f et g.

X:TX(l—%)—qEX
Y = ¢EX

— 28me ¢tape : jdentification.
On identifie les paramétres 7, k et ¢ & partir par exemple de données efforts/captures
issues de relevés de péche.

— 3émegtape: controle.
Cet exemple illustre le controle optimal. On choisit de maximiser les captures sur un
horizon de 10 ans. Il faudrait poser le probléme plus précisément avec ses contraintes
pour se lancer dans une résolution précise. Mais cela consiste & pécher & un niveau
soutenable pendant les premiers temps, puis & la fin, & augmenter l'effort au maximum
pour pécher tout ce qu'il reste. On peut se reporter & 'ouvrage de Clark (1976) pour
plus de détails.

Dans la suite de ce document, nous allons décrire plus en détails certaines applications que
nous avons réalisées sur des systémes halieutiques. Cette présentation sera articulée selon les
3 étapes décrites ci-dessus.
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MODELISATION

= Donner la forme des fonctions f (et g).

La modeélisation mathématique, qui nous intéresse ici, est une étape de formalisation. Afin
de pouvoir étudier un systéme donné, on lui substitue un modéle dynamique mathématique,
qui est une représentation de I’évolution au cours du temps du systéme réel. Il est illusoire
de vouloir prendre en compte tous les phénoménes agissant sur le systéme: un modéle aussi
compliqué soit-il ne sera jamais qu’une substitution, pratique car manipulable, mais imparfaite
de la réalité. La premiére étape est donc une étape de choix et compromis : choix des grandeurs
intéressantes pour 1’étude ultérieure du systéme et compromis entre la complexité du systéme
et le nombre de phénomeénes modélisés. La seconde étape consiste ensuite a formaliser, traduire
ces phénomenes sous une forme mathématique (Pavé, 1994).

Les modeles classiques en halieutique sont répartis en deux grandes catégories (Laurec et
Le Guen, 1981): les modeles globaux, comme par exemple le modeéle de Schaefer (1954), ou
I’ensemble du stock est agrégé en une seule variable ; et les modéles structuraux ou analytiques,
qui scindent le stock en classes d’4ge, cohortes ou plus généralement en stades, comme les
modeles de Beverton-Holt (1957) et Ricker (1958). Ces modeéles sont en temps continu ou
discret et on peut leur intégrer des variables stochastiques.

Les modeéles que nous utilisons sont le plus souvent des modéles déterministes (pas de
variables stochastiques), en temps continu, formalisés par le biais d'un systéme d’équations
différentielles. On pourrait raisonner en temps discret & peu prés de la méme fagon.

Exemple de modélisation des pré-recrutés

Les modéles classiques en halieutique s’intéressent principalement a ’évolution temporelle
des stocks de poissons (ou plus généralement de toute population marine exploitée). Un stock
est une unité de gestion: il représente la fraction de la population susceptible d’étre exploitée
(Laurec et Le Guen 1981). En sont écartés les individus trop jeunes et/ou trop petits (parfois
aussi les individus trop agés). L’entrée dans cette phase exploitable correspond au recrutement.
Souvent donc, seule est représentée la dynamique du stock.

Il nous a semblé intéressant de représenter aussi la dynamique des pré-recrutés (ceufs, larves,
juvéniles). Dans le modéle qui suit, nous nous sommes attachés a détailler les phénomeénes
intervenant avant le recrutement, alors que la dynamique du stock est tres simple.

Présentation du modéle

Nous avons choisi de représenter le stock par un modéle structuré «classique» a n classes
d’age, en lui adjoignant un stade 0 regroupant les pré-recrutés (ceufs, larves, juvéniles). Plus
précisément, il s’agit d’'un modéle en temps continu de dimension (n+1), ou chaque stade est
décrit par I'évolution de son effectif X;. Le choix du temps continu s’explique en partie par
le fait que nous nous intéressons a la dynamique des juvéniles: cette derniére est rapide et
demande donc un pas de temps petit, voire infiniment petit.

Au niveau des pré-recrutés, nous avons modélisé la ponte et des termes de mortalités
spécifiques. Pour ces derniers, nous nous sommes inspirés des hypothéses utilisées par Ricker
(1954) et Beverton-Holt (1957) pour élaborer leurs relations stock-recrutement. Soit, outre la
mortalité linéaire naturelle, nous introduisons dans le modeéle du cannibalisme parental (cf.
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Ricker) et de la compétition intra-juvénile pour la nourriture ou I’habitat (cf. Beverton-Holt).
Ce dernier terme de compétition s’exprime par de la mortalité densito-dépendante.

Ces mécanismes sont repris et décrits pour ces deux modéles stock-recrutement dans 1'ou-
vrage de Clark (1976, pp217-218,229-230) et de maniére un peu plus synthétique par Hilborn
et Walters (1992, pp257-261).

La dynamique du stock est elle treés simplifiée : mortalité naturelle et péche (FiG. E.3).

Ponte
} I f.X
Compétition |
p oon aX, : aX i, Réforme
4—{ Xo ]—»[ X4 ]——» >
E P X Xo
m; X
Cannibalisme y tl e q,E X,
ortalite
parental naturelle Péche
Fia. E.3  Structure du modéle dynamique stock/pré-recrutés.
Formalisation mathématique
n n
Xo(t) = —aXe(t) —moXe(t) + > filiXi(t) = Y piXi()Xo(t) = poXo(t)®  (E.1)
=1 =1
passage—1  mort. lin. ~ ~— RN ~— ~  compétition
ponte i—o prédation de i—o
Xit) =  aXi, () - aXi(t) — mXi(t) —gEXi(t) (i=1,...,n) (E2)
—— ——— ~—— —_——
passage i—1—i passage i—i+1 mort. nat. péche
avec: | E . effort de péche
m; : coefficient de mortalité naturelle
i . capturabilité
Q : coefficient de passage linéaire
Po . paramétre de compétition juvénile
fi . taux de fécondité de la classe ¢
l; . efficacité reproductive de la classe 7
pi . taux de prédation de la classe i sur la classe 0

Chaque stade i (0 & n) du stock est soumis a mortalité naturelle (m;), mortalité par péche
(¢:E) et passage («) dans la classe supérieure.

A ce modéle linéaire trés simple, on greffe au niveau du stade pré-recruté 0 un terme de
ponte, supposée continue, permettant de boucler le systéme, ainsi que des termes de mortalité
spécifiques aux pré-recrutés.
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Plus précisément, le nombre d’ceufs viables (par unité de temps) introduits dans le stade
0 est donné par la somme des (f;l;X;), on f; est la proportion d’individus féconds, et I; le
nombre moyen d’ceufs viables émis par un tel individu. Les juvéniles sont aussi éventuellement
soumis a de la prédation parentale du stade i (p; X;X,) et de la compétition (poX2).

On peut remarquer que ’on pourrait aisément introduire un terme de péche moins élémen-
taire sur ce modele. La capturabilité ¢; représente pour un poisson de la classe ¢ la probabilité,
par unité d’effort, d’étre péché pendant une unité de temps. On pourrait la rendre dépendante
de I'engin de péche: par exemple, en tenant compte des variations de vulnérabilité du poisson
par rapport a ’engin choisi, en évaluant I’efficience de ’engin...

En outre 'effort de péche, que I'on considére constant, pourrait trés bien évoluer au cours
du temps. Par exemple sous la forme d’un créneau de période un an pour tenir compte des
saisons de péche.

Exemple d’un systéme halieutique pécheurs—stock

Nous considérons ici un systéme de pécherie plus global, ou 'on veut modéliser a la fois
la dynamique du stock et celle des pécheurs. Ces deux sous-systémes sont décrits de maniére
assez grossiére, car c’est ici le lien entre pécheurs et stock qui nous intéresse. Nous allons
considérer que les pécheurs P sont représentés par leur effort global E et que le stock de
poissons, d’abondance X n’est pas structuré (Fia. E4).

Consigne (quota,

limitation d’effort...) Stock de
poissons » Capture
Yr, Er X Y

Fic. E4  Schéma d’un systéme halieutique « pécheurs—stock ».

Description du modéle

On peut décomposer le systéme global « pécheurs—stock » en deux sous-systémes. Sur le
premier sous-systéme « pécheurs», il y a:
(i) deux entrées, la consigne quotas Y, (ou limitation d’effort E, ) et les captures Y ; et (ii)
une sortie égale a la variable d’état, l'effort de péche E.

Sur le second sous-systéme «stocky, il y a:
(i) une entrée, l'effort F'; (ii) une sortie, les captures Y'; et (iii) une variable d’état, 'abondance
du stock X.

L’association de ces deux sous-systémes donne un systéme global bouclé « pécherie». Si
I'on analyse ce systéme, il y a:
(i) une entrée, la consigne quotas Y, (ou limitation d’effort E, ); (ii) une sortie, les captures Y ;
(iii) deux variables d’état, l'effort de péche E et 'abondance du stock X ; et (iv) un bouclage
de la sortie sur ’entrée.
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Nous avons choisi de décrire 'évolution du stock par un modéle de Schaefer (1954), soit
une croissance logistique, moins un terme de péche proportionnel & la fois a ’'abondance et a
I'effort.

La dynamique des pécheurs dérive aussi de ce modeéle. Schaefer (1954) a introduit une
variable pour décrire ’évolution temporelle de la pécherie. Avec un seuil critique de niveau
de population X, au-dessous duquel la pécherie croissait et au-dessus duquel elle diminuait,
faute de rentabilité. Avec nos notations, cela donne: E = EE(X — Xg). On peut remarquer que
couplé avec la dynamique du stock, on obtient un systéme proie-prédateur (Murray, 1990).

Mais nous avons rajouté un terme supplémentaire a la dynamique de I'effort, afin de prendre
en compte la consigne: limiter I'effort et les captures. Nous introduisons dans ce but un quota
de péche Y, et une valeur limite de ’effort E,. qui sont des recommandations, issues par exemple
d’instances gouvernementales. Elles ne sont pas suivies & la lettre, mais ont une influence sur
le comportement des pécheurs.

Formalisation mathématique

E=1(pY = cE) + (Y, = Y) + I4(E, — E)

X =rX <1 — %) —qFX (E.3)
Y =¢EX
avec: | effort de péche

X abondance du stock

Y captures

P prix de vente d'une unité de captures

c coiit d'une unité d’effort / unité de temps

Y, quotas sur les captures

E, valeur de 'effort limite

r taux de croissance

k capacité biotique

q capturabilité

l,,15,15: coefficients de pondération des composantes de E

Le comportement de la partie stock de ce modéle, i.e. le modéle de Schaefer, est décrit dans
la littérature (Schaefer, 1954; Laurec et Le Guen, 1981).

On distingue trois composantes de la dynamique de l'effort, chacune pondérée par un poids
l; que 'on peut ajuster selon le type de comportement voulu. La premiére correspond & un
critére de rentabilité et est similaire & celle avancée par Schaefer (1954) : tant que les revenus
des captures (pY’) sont supérieurs aux coiits (cE) engendrés par Veffort correspondant, I'effort
croit ; sinon, il diminue.

Les deux autres composantes correspondent aux limitations. La deuxiéme tend a faire
augmenter l'effort si les quotas Y, ne sont pas atteints, et l'inverse en cas de dépassement. Et la
troisiéme tend aussi & augmenter 'effort tant qu’il est inférieur a sa valeur limite recommandée
E,., et inversement g’il la dépasse.
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IDENTIFICATION

— Déterminer les valeurs des paramétres de f et g.

Pour déterminer les valeurs des paramétres intervenant dans les modéles, il existe deux
grandes facons de procéder: (i) soit par connaissance empirique des parameétres biologiques
qui interviennent ; (ii) soit a partir de relevés expérimentaux. C’est cette derniére solution
dont nous donnons un exemple ci-dessous.

Admettons que nous sommes en possession d'un jeu de données suffisant, i.e. de relevés
portant sur un nombre de variables suffisant (par rapport au nombre de paramétres a identifier),
et ce pour de relativement longues séries temporelles. Auparavant nous avons retenu une
structure de modéle que nous voulons identifier, cohérente avec les données disponibles. Il faut
encore déterminer un critére, admettant comme variables les parameétres du modéle et faisant
intervenir les données expérimentales; les paramétres les plus adaptés aux données, au sens
du critére choisi, sont ceux qui optimisent ce critére.

Exemple du stock de flétan

Nous allons présenter ici un exemple d’identification sur un modeéle de Schaefer (1954), a
partir de données du flétan du Pacifique.

Données

Les données dont on dispose ont été communiquées par R.B. Deriso (pers. comm. via D.
Pelletier; Deriso, 1980). Elles concernent le flétan du Pacifique. Elles sont constituées des
relevés de captures et de captures par unité d’effort (cpue) entre 1929 et 1987, a raison d’un
relevé par an. Une partie de ces données provient de Ricker (1975).

On en déduit aisément une série de 59 relevés expérimentaux d’effort et de captures, espacés
réguliérement d’'un an.

Méthode

On choisit ensuite de représenter notre systéme par le modéle de Schaefer suivant :

X(t)=rX(#) <1 - %) —Y () (F.4a)

Y(t)=qE(t)X(t) (E.4b)
X (1929)= X, (condition initiale) (E.4c)

Les parameétres a identifier sont donc: r, k, g et X,. Nous avons intégré la condition initiale
du stock dans les paramétres du modéle, car il est nécessaire d’avoir la valeur du stock a un
instant donné, afin de pouvoir intégrer ’équation différentielle.

Comme critére d’identification, on choisit de minimiser les écarts entre les captures réelles
et les captures simulées, par une méthode des moindres carrés, sur les 59 années des relevés.
Cette méthode consiste & minimiser la somme des carrés des écarts. Dans ce cas, le probléme
correspondant s’exprime de la maniére suivante:

1987
. 1
Trouver: (r, k, ¢, Xo)opt = min —/ (Yeap. = Yimu.)? dt
{r.k,q Xo} 2 t=1929
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Ajustement du modele de Schaefer sur le stock de flétan du Pacifique
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Fic. E.5 Comparaison, pour le flétan du Pacifique, entre les captures expérimentales et
simulées par le modeéle de Schaefer (E.4) avec les paramétres identifiés (E.5).

ol Ygimul. est calculée grace a la relation (E.4b) avec U = Uy, et X ; X étant obtenu par
intégration de (E.4a) avec Y =Y,,, et la condition initiale (E.4c).

La résolution numérique des problémes d’identification a été réalisée sur le logiciel MAT-
LAB, a I'aide de son Optimization Toolboz. La fonction implémentée, permettant de résoudre
ces problémes d’optimisation par les moindres carrés non-linéaires, fait appel a ’algorithme de
Levenberg—Marquardt.

Résultats

Par la méthode des moindres carrés décrite ci-dessus, nous avons obtenu les valeurs des
parametres optimaux suivantes :
r = 0.278 en année '
k =1055 en 10%Lb
q = 0.222 en 103 longueur d’engin.année
X, =249 en 10°Lb

(E.5)

1

Les résultats obtenus sont assez satisfaisants, comme le montre la comparaison entre les
captures expérimentales et simulées issues de ce modele identifié (FiG. E.5).
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CONTROLE

— Elaborer une loi d’entrée sur f de maniére & obtenir un comportement voulu.

Dans cette section, nous présentons deux exemples simples de controle. Le premier illustre
une poursuite de consigne ; son but est de rendre la sortie du systéme (captures) égale a une
consigne donnée (quotas). Le second exemple est une approche «viabiliste» du controle (Aubin,
1991).

Exemple trés simple de poursuite de consigne

Cet exemple introduit une poursuite de consigne. De maniére générale, cela consiste &
élaborer une loi de controle sur le systéme, afin que la sortie (ou une partie de la sortie) de ce
dernier suive la consigne indiquée. Le systéme que nous considérons ici est le «systéme péche»
présenté a la F1g. E.2. La consigne de sortie est prise sous forme de quotas de péche.

Tout d’abord, nous allons présenter une synthése intuitive de la loi de commande, puis
ensuite nous allons vérifier que le systéme ainsi commandé remplit bien notre objectif: suivre
les quotas de péche.

Elaboration a priori de la loi de controle

Notre but dans cet exemple est de suivre la consigne: captures = quotas, sur un stock
exploité donné. Le contrdle sur notre systéme est 'effort de péche E. On cherche donc &
élaborer un effort qui, appliqué au stock de poissons, permette de suivre la consigne.

Pour cela on introduit un comparateur dans notre systéme, qui calcule l'erreur: ¢ =Y, — Y,
puis on multiplie cette erreur par un gain A, qui sert d’amplificateur. Si ’on suppose que:
FE = A(Y, —=Y), la loi d’effort qui dérive de cette équation a, a priori, bien le comportement
voulu. En effet, si les quotas sont dépassés, leffort diminue (et donc a priori les captures
aussi), tandis qu’il augmente si les quotas sont dépassés. Il suffit donc finalement d’intégrer
cette erreur amplifiée pour obtenir le controle E (F1G. E.6).

Consigne \ Effort de
quota peche St.OCK de
% )—» poissons
+ A(Yr-Y) X

Fic. E.6 Schéma d’un systéme halieutique avec poursuite de consigne « quotas ».

Analyse du systéme commandé

Vérifions a présent que le comportement du systéme est bien conforme a notre objectif, a
savoir poursuite de la consigne « quotasy.

Comme modéle pour le stock, on prend le modele de Schaefer (1954), ce qui nous donne le
systéme complet commandé suivant :
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X=rX <1 - %) —¢EX (E.6)
E=A(Y, -Y) (E.7)
Y=qEX (E.8)

Pour 'étude de ce systéme, nous avons choisi des valeurs simples pour les paramétres.
Elles ne sont pas nécessairement réalistes, aucune unité n’est précisée, mais ce modeéle sans
dimension permet une meilleure compréhension et des calculs allégés. Soit donc:

r=k=q=1
A= (E.9)
Y, =o,2
Le systéme devient donc:
X=X(1-X)-EX (E.6")
E=3(0,2 — EX) (E.7)

Les points d’équilibre sont les points qui annulent X et E. Ils vérifient donc: E + X = 1 et
EX =o0,2; ou encore I'équation suivante: X? — X + 0,2 = 0. Il y a donc deux points d’équi-
libre, qui sont bien dans le plan réel, avec des coordonnées strictement positives, et qui sont :

Equilibre 1 (Eq 1) Equilibre 2 (Eq 2)
e 144/2 Xio 1—4/2
2 2
* 11— \/5 % 1+ \/5
Bi=— Ba=—0—

Les points obtenus vérifient bien la consigne: captures = quotas. Il faut donc a présent
étudier a partir de quelles conditions initiales il est possible d’atteindre ces points d’équilibre.

Si 'on se place dans le plan de phase, i.e. dans le plan o l'on a l'effort sur un axe et
I’abondance du stock sur 'autre, on peut déterminer le sens de variation de chacune des
variables, selon divers secteurs du plan. On matérialise la résultante des variations en X et en
FE par une fleche. On peut ainsi voir si les points d’équilibre sont stables et d’ou il est possible
de converger vers eux (FiG. E.7).

Grace a cette représentation graphique, on voit donc que le point d’équilibre Eq 1 est un
neceud stable et le point d’équilibre Eq 2 un point selle, donc instable. En ces deux points les
captures sont égales aux quotas et l'on est & I'équilibre. Il est intéressant de remarquer que le
point stable est celui pour lequel I'abondance du stock est plus élevée et 'effort de péche plus
faible.

Les secteurs du plan sont délimités par les isoclines Aq, Ao et une séparatrice X. ¥ est la
trajectoire particuliére qui converge vers le point d’équilibre instable Eq 2. Elle est obtenue
par simulation numeérique. Comme toute trajectoire, elle ne peut étre franchie. A gauche de
cette séparatrice (zone grisée), a partir des secteurs S1, S2 et S3, toutes les trajectoires tendent
vers un stock nul et un effort trés grand. A droite de la séparatrice, a partir des secteurs S4,
S5, S6 et S7, les trajectoires convergent toutes vers I'équilibre stable Eq 1.
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Effort E Plan de phase

15

5 2 séparatrice
A1 isocline 1 (dx/dt=0)
A2 isocline 2 (dE/dt=0)

S2 numéro de secteur (ici: 2)

/ sens de variation
(ici: dX/dt>0 et dE/dt>0)

[F sens de traversée d'une
. isocline (ici: dX/dt=0 et
Eq 2 (point selle) : dY/dt>0)

zone "instable"

1 S1
0.0 Y T T T T T Stock X
0 1 2

Fic. E.7 Plan de phase associé au systéme halieutique (E.6',E.7 )avec poursuite de
consigne « quotas ».

Interprétation des résultats

On a donc défini deux zones dans le plan de phase séparées par X. La premiére zone est
celle dite «instable» (secteurs 1-3, zone grisée); elle est caractérisée par un stock d’effectif
faible. La seconde est la zone de convergence; elle recouvre les stocks plus abondants.

Si le stock est bas (zone instable), quel que soit le niveau d’exploitation appliqué, avec la
loi de controle élaborée ci-dessus on va totalement épuiser le stock. En général dans ce cas, les
captures sont inférieures aux quotas (secteurs S1-2); pour réaliser la consigne, on augmente
alors 'effort de péche, et ainsi on parvient & un effort trés grand mais un stock nul. Toujours
avec un stock bas, il arrive que les quotas soient dépassés (secteur S3); dans ce cas, Ueffort
commence par diminuer, mais le stock aussi car il est surexploité; ainsi on repasse sous les
quotas (secteur S2), I'effort augmente, le stock s’épuise et I’on se retrouve dans le cas précédent :
effort trés grand, stock nul.

Si au contraire le stock est important (zone de convergence), la loi de controle élaborée
ci-dessus permet d’atteindre les quotas au bout d’un certain temps. Elle diminue I'effort et
les captures dans les secteurs S4-5 et les augmente dans les secteurs S6-7. Ainsi le systéme
tend vers des valeurs d’effort, de stock et de captures respectant les quotas, valeurs d’équilibre
données par Eq 1. C’est un niveau d’exploitation intéressant car il correspond a stock assez
élevé. En outre, ce controle est assez robuste face & des petites perturbations, car Eq 1 est un
point stable sur la zone de convergence.

En conclusion, le contrdle synthétisé ci-dessus remplit bien son objectif captures = quotas
a condition que le stock initial ne soit pas & un niveau trop faible, sinon il épuise le stock.
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Stabilisation «viabiliste»
Présentation du systéme étudié

Dans cet exemple, on considére le systéme suivant :

: X
X=rX <1 - ?> —qEX (E.10)
E=U (E.11)
Y=q¢EX (E.12)

Le systéme est trés semblable & celui représenté sur la F1G. E.2, avec un modéle de Schaefer,
sauf que la on ne controle pas le systéme par 'effort de péche F mais par sa dérivée U, i.e.
par la vitesse de variation de I'effort. C’est plus réaliste, car ainsi ’effort varie continiiment et
non pas de maniére brusque. Le contrdle est alors du type: «veuillez diminuer 'effort a telle
vitesse, soit veuillez détruire un bateau par an», et non: « veuillez appliquer tel effort, soit
veuillez pécher avec tant de bateaux». En outre on borne U, ainsi I'effort ne peut pas varier
trop vite.

De méme que précédemment, nous allons poursuivre I’étude avec un modéle adimension-
nel, ou les paramétres sont choisis arbitrairement. Soit: r = k = ¢ = 1. Le modéle précédent
devient :

X=X(1-X)-EX (E.10")
E=U avec: —1 < U < 1 (E.11)
Y=EX (E.12')

Approche « viabiliste»

Le but ici est d’essayer de rester dans un domaine D donné. On cherche & savoir si, partant
d’un point de ce domaine D, il existe un controle admissible (i.e. respectant les contraintes de
bornitude) nous permettant d’y demeurer.

Ainsi on peut définir un sous-domaine limite D; de notre domaine initial D tel que si et
seulement si on ne part pas de D, quel que soit le contréle U, on est certain de quitter D. Ce
qui signifie aussi que si on part de D;, on peut trouver un controle U pour rester dans D (et
par suite dans Dy).

Ce type d’étude est connue sous le terme d’étude de viabilité (Aubin, 1991).

S

Application a notre systéme

On cherche & rester autour d’un point équilibre de référence du systéme, de maniére a ce
que les captures et l'effort de péche ne s’éloignent pas trop de leurs valeurs d’équilibre. Cela
constitue un pseudo-critére économique: peu de variations de captures et d’effort garantit aux
pécheurs des revenus et des cotits & peu prés constants.

Le point d’équilibre que I’on choisit est:

X*=o0,3 Ef=1-X"=o0,7 (E.13)

A Déquilibre, le controle U est nul. Le domaine D dans lequel on veut rester est défini de la
maniére suivante :

Enin=0,6<E< Epe=1 (E.14)
Yiin = 0,15 <Y < VYo = 0,35
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La contrainte est:
1< U=F<1 (E.15)

A partir de 13, on va utiliser une résolution graphique du probléme. On se place comme
précédemment dans le plan de phase (X, E).

Tout d’abord, on met en évidence le point d’équilibre indiqué en (E.13) et le domaine D
défini par (E.14). On représente aussi les deux droites, X = o et A, pour lesquelles X issu de
(E.10") s’annule (F1G. E.8). En effet les trajectoires peuvent «s’arréter» sur ces droites, car les
points de ces droites sont tous des équilibres de (E.10'): il suffit alors de prendre U = o pour
qu’ils deviennent des équilibres du systéme complet (E.10",E.11") . La droite X = o n’est pas
trés intéressante néanmoins (stock épuisé).

Effort E Plan de phase

15

—— courbes d’isocaptures
- - - courbes d'iso-effort

— droites ou dX/dt=0
[] domaine D

0.0 x ] Stock X

0.0 X*=0.3 0.5 1.0 15

Fic. E.8 Mise en évidence du domaine D (E.14) dans lequel on veut maintenir le

systeme (E.10/,E.11' ,E.12).

Ensuite, on étudie le sens de variation de X, i.e. le signe de X, aux bornes du domaine D.
On le matérialise par des fleches horizontales (F1G. E.9). La ou les fleches sont rentrantes aux
bornes de D, on ne peut sortir du domaine. Sur le bord bas, le bord haut, le c6té droit et le
coté gauche / partie inférieure du domaine, il n’y a pas de probléme, les fléches sont rentrantes.
Par contre sur le coté gauche / partie supérieure du domaine, les fleches sont sortantes.

En effet dans la zone supérieure gauche de D, l'effort de péche est trop élevé et donc
I’abondance du stock s’affaiblit; tant et si bien que l'on ne peut plus assurer le niveau de
captures Y,,;, si 'on maintient 'effort a ce niveau.



Artl. Applications de 'automatique a I’halieutique

253

Plan de phase

Effort E
15
Sur A X ne varie pas (dX/dt=0)
1.0
D
Eq
E*=0.7 -
Sens de variation de X
057 au-dessus de la droite d’équilibre A
— ————
Sens de variation de X
au-dessous de la droite d'équilibre £\
A
0.0 T T T T T T T T T T T T T T Stock X
0.0 X*=0.3 05 1.0 15

Fic. E.9 Détermination du sens de variation de l'abondance X du stock aux bornes du
domaine D.

La solution pour tenter de rester dans le domaine D quand on approche de la zone cri-
tique supérieure gauche est donc de diminuer I'effort de péche le plus vite possible, cad. pour
E =Upin = —1. En tracant un faisceau de trajectoires avec ce contrdle minimal, on peut iden-
tifier la trajectoire limite. Sil’on part d'un point de D a gauche de cette trajectoire limite, quoi
que 'on fasse, on sort de D. Et si I'on part & droite de cette trajectoire limite, un contréle ad-
missible (vérifiant (E.15)) bien choisi permet de demeurer dans D ; et par conséquent a droite
de cette trajectoire (F1G. E.10).

Gréace a cette méthode graphique, on identifie donc une zone interdite du domaine D,
située dans le coin supérieur gauche du domaine. Si 'on évite cette zone, grace & un controle
intelligent, on peut conserver un niveau de captures et d’effort proche du point d’équilibre de
référence. L'interprétation économique de ce résultat est un peu grossiére : revenus et coits a
peu prés constants si 'on reste & droite de la trajectoire critique. Mais ce résultat, par son
approche «domaine solution» (et non «trajectoire solution» ), a 'avantage d’étre assez robuste
en cas de petites perturbations.

CONCLUSION

Nous avons montré dans cet article qu’il est possible d’appliquer des outils de ’automatique
a des problémes de péche. Certes, le contenu halieutique des exemples présentés ici n’est pas
trés développé; ces applications sont en outre fort peu réalistes. Néanmoins, ce sont des «cas
d’école», simples, de maniére & illustrer, dans un contexte de péche, 'utilisation de la théorie
des systémes et du controle.

La résolution de problémes plus complexes et réalistes est possible, mais demande un travail
et une interaction halieute—automaticien qui dépasse le cadre et le sujet de cet article.
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Effort E Plan de phase
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Les courbes en -- et la trajectoire limite

correspondent a des trajectoires pour
lesquelles U=-1.

La zone grisée est la partie du domaine D
a partir de laquelle on sort de D quel que
soit le contrdle U.
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La trajectoire limite est la frontiére de
cette zone avec le reste du domaine D.
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Fic. E.10 Identification de la zone interdite (zone grisée) du domaine D.
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On the stock-recruitment relationships in fish
population models

Suzanne Touzeau and Jean-Luc Gouzé
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Abstract

We consider a stage-structured model of a harvested fish population that takes into account
the dynamics of the pre-recruits stage (i.e. eggs, larvae, juveniles). We show that no functional
stock-recruitment relationship can be found, unless we add further assumptions (fast dynamics
and uniformity). The curves we thus get are compared with the classical ones: varying the
biological hypotheses we can obtain the Beverton and Holt curve, but not Ricker’s.

Keywords: population dynamics; fisheries; stage-structured model; stock-recruitment rela-
tionship.

1 Introduction

Let us consider a harvested fish population. The data available for fisheries mainly concern
the exploitable part of the population, usually called stock. It represents the fishes susceptible
to be caught, excluding for instance too small fishes; the stock is a management unit. This is
why the entire life cycle of such a harvested marine population is seldom studied; generally,
only the stock will be considered.

Numerous dynamic models have been made to represent the stock: global models, where
all the individuals are aggregated in a single variable; structural models, where the evolution
of each stage or age class is described separately [1,2|. In this paper, we have used the second
structured approach.

To study the dynamics of a particular structured stock, one has to express the corresponding
recruitment, i.e. the input in this exploitable phase [3]. Some models consider a constant or
purely stochastic recruitment, or more generally take an exogenous function as input, assessing
that the environmental fluctuations have a predominant influence. Recruitments of this type
are open loop inputs. There are examples where the recruitment is actually governed by the
environment (cases where food or spawning habitat limitations are prevailing for instance);
however in a more general way, it is difficult to deny any connection between the spawners
and the subsequent juveniles and recruitment. Other models therefore use a stock-recruitment
relationship, that is an equation linking the spawning stock abundance or biomass to the
recruitment. This allows the loop to be closed and respects the bio-logical bonds between
consecutive generations.
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The two classical relations commonly used for stock-recruitment have been established by
Beverton and Holt [4] and Ricker [5] (cf. figure E.11). Though, comparisons between these
models and the experimental data are often disappointing (cf. figure E.12) [3,pp 241-296].

Recruitment R Recruitment R
0 0
Spawners Xs Spawners Xs
(a) Beverton and Holt R= b‘f& (b) Ricker R = X,e*(1=Xs/b)

Fia. E.11  Classical stock-recruitment relationships

Recruitment

1000 -

T
400

Spawning stock size

Fic. E.12 Ezample of a Ricker and a Beverton and Holt curve fitting Icelandic summer
spawning herring data [3,p276]

In order to understand better the phenomena involved, we modelise the dynamics of the
pre-recruits (eggs, larvae, juveniles,...), taking into account the hypotheses made by Ricker and
Beverton and Holt to build their stock-recruitment relations. Our model is simple, with rough
dynamics on the stock but a more detailed and realistic approach of the pre-recruits dynamics.
In this article, we will consider a constant fishing effort, included in the global mortality term.

2 Model and properties

The model we have built is a time continuous stage-structured model. The (n + 1) stages
are represented by their abundance Xj;, the first stage Xy being the pre-recruits stage. The
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structure of the model is described in figure E.13.

. 1
Xot) = ZaXo()+2 | ZmoXo(t)+ Z Fili X Zpl i(H)Xo(t) — poXo(t)® (E-16)
N—_—— & N —
aging—1 hn mort. —~ ~ ~ competition
eggs i—0 predatlon of i—0
Xi(t) = aX;_1(t) — aXit) — miXi(t) (i=1,...,n) (E.17)
——— ——— ———
aging i—1—i aging i—i+1 lin. mort.
m; : linear mortality rate
@ . linear aging coefficient
po : juvenile competition parameter
fi : fecundity rate of class ¢
l; : reproduction efficiency of class ¢
Di :  predation parameter of class ¢ on class 0
£ : ¢ =1 (one time scale) or 0 < ¢ < 1 (two time scales)
Spawning
Density dependent I l f; XiI | I I
mortality I ' I

poxoi_i w o .Xll R [ ]—& e [ 2 “ f -

Adults’
cannibalism m. X
Linear mortality

Fig. E.13  Structure of the model

Description of the model

Each stage i is subject to “external” mortality, due to fishing or “natural” causes, i.e.
anything except human harvest and intra-specific effects. We suppose it to be linear (constant
rates m;), which means that the proportion of fish in class 7 dying from “external causes” per
unit of time is independent of time. The aging process is also linear; the fish go in and out of

each stage ¢ (¢ = 1,...,n) in the same way, with a constant rate a; but in this case, the rate
doesn’t depend on i. This means that the mean residence time in a stage: %, is the same for
alli (i=1,...,n). So we could consider the stages 1 to n to be age classes.

The dynamics of class 0 are more complicated. From this very simple linear system, we
add to the pre-recruits stage a spawning term and specific mortalities terms. These specific
dynamics of class 0 reflect the assumptions made by Ricker (cannibalism) and Beverton and
Holt (competition among the juveniles) when elaborating their stock-recruitment models. The
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cannibalism term (p; X;Xj) is expressed as a Lotka-Volterra predation term between class ¢
and class 0. The term (ppXZ) can be interpreted in a limited environment as an intra-stage
competition for food and space.

The laying of eggs is supposed to be continuous in time: this assumption is quite reasonable,
as the spawning season of a species is sometimes badly known. It may occur more than once
a year and even during the whole year (case of the tropical seas, where there are almost no
seasons). The total number of eggs introduced in the 0-stage is equal to the sum of the eggs
produced by class i: (f;l;X;) (per unit of time); where f; represents the proportion of mature
individuals in stage ¢ and [/; the mean number of eggs produced by such an individual per unit
of time .

There are possibly two time scales in this model. When ¢ <« 1, the terms in the square
brackets [*] in (E.16) evolve faster than the rest of the system. This expresses that the processes
bounded to the juveniles (i = 0) are faster and bigger than those of the stock. Considering that
the juveniles are more vulnerable than the adults and that the spawn is large, this assumption
is reasonable.

If ¢ = 1, the model is a classical differential system with a single time scale. In this case,
we can consider that 0 is also an age class. This is impossible if we introduce a second time
scale in the juveniles dynamics.

Positivity of the variables

This model makes no sense for negative values of X;. The structure of the model however
ensures that if the initial abundances are non-negative, they will remain non-negative in the
course of time.

Let us consider that at time ¢, the abundance of age class i: Xj;, is zero and that the other
abundances are non-negative. Its derivative, given by (E.17), is then:

Xl(t) = OéXZ'_l(t)
If X;_1(t) =0, as long as X;_; remains zero, X; will remain zero too. But if X;_1(¢) > 0, X;
increases and becomes positive. So at time ¢t + 6t (6t being small), either X; remains zero, or
it is positive. In neither case it becomes negative.

Equilibria

There is one trivial equilibrium: Xj = X = X5 = --- = X = 0. It corresponds to an
extinct population and is therefore not very interesting.
It is possible to have another non-trivial equilibrium if the following assumptions are veri-
fied:
pot+pit+prt-+pn#0

Z?:l flllﬂ'l > g + My

at

H;:1(O‘+mj>
This means that there must be at least one non-linearity in the system, the non-linear coeffi-

cients being the p; (i = 0,... ,n), and that the spawning coefficient must be big enough so as
to avoid extinction. In that case we have the following positive equilibrium:

{X* _ Y lifimi—mo—ac
o=

with: m; =

PO+ i PiT
x LY
X = mX;



Art2. On the stock-recruitment relationships

261

Two time scales hypothesis

Considering the system (E.16,E.17) as a superposition of the rapid dynamics (Xo = [#])
and the slow (the rest of (E.16,E.17)), its behaviour is the following:

1. Rapid phase: First, the rapid dynamics are predominant, so the state (Xg,... , X,;) hur-
ries towards the so-called “slow surface” ([¥] = 0), which corresponds to the equilibrium
of this subsystem.

2. Slow phase: Then there is a slow evolution in the neighbourhood of the slow surface,
governed by the slow dynamics. A good approximation of this evolution is given by:

FKWV+Gm+XMJNQXW%§:MJN)=O (E.18)
i=1 i=1

Xi(t) = aX;_1(t) — aX;(t) — miXi(t) (i=1,...,n) (E.19)

The equation (E.18) gives X((¢) as an implicit function of the X;(t)s. Because of the
structure of our model, X; only appears in X;. So provided we know this equation (E.18),
we only need to study a reduced linear system (E.19) (one dimension less, same equation
as (E.17)), with a non-linear closed loop input Xy ().

The mathematical background of these results is referred to as the singular perturbations field

[6].

3 A stock-recruitment relationship?

From the model described above, we try to extract a stock-recruitment function and com-
pare it with the reference forms. The recruitment is the input in the first class of the stock
X1; a stock-recruitment relationship links this input to the number of mature females, the
spawning stock. So we need to represent the instantaneous recruitment:

R(t) = aXo(t)
as a function of the spawning stock at this same time:

Xs(t) =320, fiXi(t).
Recruitment is said to be instantaneous here because it is a number per unit of time.
We first take a simple numerical example showing that we cannot extract a single stock-
recruitment function from this particular model, so we then try to refine our hypotheses in
order to recover known stock-recruitment shapes.

3.1 In general: no stock-recruitment function

For a given set of parameters (cf. table E.1), we first run a few simulations so as to plot
R(t) as a function of X,(t).

These parameters are more or less realistic. Mortalities m; are set to 0.2 for the stock but
my is bigger as the juveniles are more vulnerable than the adults. The fecundities are 0.5 or
0, which means that in mature stages, half of the fishes are females ready to breed. The other
coefficients just make sense.

We chose a very simple scheme:
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— Class 0: juveniles.
— Class 1: young immature adults; no reproduction, no cannibalism.

— Classes 2,3,4: mature adults; same predation rate on class 0, same proportion of mature
females but different reproductive rates (lo < Iy < [3).

For ¢ = 0.01, we can consider that we have two time scales. But we run our simulations
with the complete system (E.16,E.17). We notice on the curves we obtain, that the curves all
first rapidly go to a certain region of the graph (rapid phase) and then slowly evolve in this
area (slow phase). This is consistent with the two time scales theory described in the previous
section.

e N P
« 0.79
€ 0.01
m 051021]02|02]0.2
P 02| 0 [0101]0.1
f 0 [05]05]05
l 0 10 | 20 | 15

TAB. E.1  Parameter values associated with the example

We obtain for instance the following curves (E.14), all parametrised by time. We notice
that in this example:

— The “stock-recruitment relationship” is not a mathematical function: to a given spawning
stock correspond several possible recruitments, R = p(Xj) is not defined in a unique way.

— It strongly depends on the initial conditions; several repartitions in the stock stages
allow the same initial point on the graph: (X, R), but lead to different evolution of the
spawning stock and the recruitment.

So this example shows that it is generally impossible to extract a stock-recruitment function
from our model.

3.2 How can we find a stock-recruitment function?

The only way to extract a stock-recruitment function, in a strict mathematical sense, is to
make the following very strong assumptions:
— very fast and significant pre-recruits dynamics (¢ < 1);
—for each i € {1,... ,n}: (a) fi=f,li=1and p;, = p;

(b) fi=1li=pi=0;

i.e. for a given age i, either the fecundity, reproductive and predation rates are zero (b) or they
take the common values f, [ and p (a). So we only consider the evolution of the system in the
slow phase and we can separate the stock in two: the pre-recruits interactive ages (a) and the
neutral ages (b).

We assume that [ and f are not zero, otherwise there is no breeding and the population
becomes extinct; any stock-recruitment function is then reduced to the zero point.
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Stock-recruitment curves
38: recruitment

26
22-]
18+ /

10 14 18 22 26
Xs: spawning stock

FiGc. E.14  Stock-recruitment curves obtained with model (E.17,E.16)

Depending on the values of py and p, we can obtain different stock-recruitment forms:

1. If p # 0 and pg = 0, it is exactly a Beverton and Holt curve (cf. figure E.11):

_ X,
- mo + ?Xs

We notice that if mg = 0, there is constant recruitment.

2. If p =0 and py # 0, the recruitment doesn’t saturate anymore; it is a square root-like
increasing function.

3. If p # 0 and py # 0, we obtain a curve which is similar to the Beverton and Holt model:
a strictly increasing and bounded curve.

4. If p = 0 and py = 0, which only leaves the linear mortality to the pre-recruits and makes
the system entirely linear, the stock-recruitment relation is linear as well.

We will discuss these results and compare them with the classical shapes in the following
section.
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4 Discussion
Comments

Under the hypotheses related to our model, there is no functional stock-recruitment rela-
tionship. This doesn’t mean there is no relationship at all between those two entities. Sum-
marising the juvenile part of the fishes’ life cycle, from the egg until the recruitment, which is
what a stock-recruitment function does, actually implies strong uniformity assumptions.

In our case, it requires two scales of time and almost reduces our stock to two groups of
individuals, that only differ by their mortality coefficient m;:

— Superclass 1: The spawners who also predate their progeniture (I; =1, f; = f,p; = p).
— Superclass 2: The others who don’t interact with the juveniles (; = f; = p; =0).

We discuss below the different types of curve we obtain under these assumptions, in the
same order as in section 3.2:

1. With cannibalism and no competition, we exactly obtain a Beverton and Holt curve;
but these assumptions rather reflect the ones made by Ricker for his stock-recruitment
model.

2. With competition and no cannibalism, i.e rather Beverton and Holt’s hypotheses, there
is no upper bound on the recruitment, which steadily increases with the size of the
spawning stock. This doesn’t correspond to any classical stock-recruitment curve.

3. With competition and cannibalism, the curve is similar to that of Beverton and Holt. So
we notice that in order to obtain an increasing and bounded stock-recruitment relation-
ship, we need to have cannibalism on the pre-recruits.

4. With no competition and no cannibalism, the relationship between spawning stock and
recruitment is linear; this could correspond to unlimited habitat and food for the pre-
recruits, and separate territories for the adults and the juveniles (so no cannibalism). The
introduction of limitations on food or habitat would only slow down the recruitment, but
would not bound it.

In neither case we obtain a Ricker-like stock-recruitment curve (cf. figure E.11). There is no
way to find a decreasing recruitment for high values of the spawning stock.

We would like to point out that the perturbations due to the environment and influen-
cing the recruitment have been neglected in this model. But it is still possible to obtain an
apparently “randomly” distributed pattern of stock-recruitment points (X, R), as shown in fi-
gure E.15, proceeding from a deterministic time continuous model. To obtain this figure we did
some measurements of the spawning stock and the recruitment at discrete times, for different
simulations of the same model (different initial conditions) defined in table E.1.

It is not deterministic chaos as it sometimes happens in discrete or continuous dynamic
models [7,8], but the projection of various trajectories, stemming from a “simple” almost linear
system, on a particular plane. In figure E.16, the evolution of the abundance of age class 2 is
plotted along time for the different simulations used in figure E.15; these trajectories are not
chaotic.
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FiGc. E.15  Stock-recruitment points obtained with model (E.17,E.16)
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Fic. E.16  Abundance of age class 2 for some simulations used in figures E.14 and E.15
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Extensions

Further to these considerations, we intend to improve the model by adding a control term
to the system and trying to adjust it on structured data. In order to integrate the fishing
aspect in a more dynamic way, it is possible to introduce an external control on the mortality,
in terms of a fishing effort E(t), such that:

m; =m; + ¢;E(t)

where m/ is the natural mortality rate and ¢; the catchability of stage 1.

Moreover, it is possible to introduce a seasonal effect on the spawning terms, by the means

of an exogenous periodic variable, allowing the eggs to be laid only during a certain period of
the year. Outside this period, there would be no entry in the pre-recruits stage 0.
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Résumé

Le but de cette thése est d’appliquer des outils issus de 'automatique pour résoudre des problémes
associés a la gestion de pécherie. Elle s’articule selon deux axes: la modélisation et le controle.

Nous avons établi et étudié un modeéle de population halieutique structuré en stades. L’accent a été
mis sur le bouclage d’un tel modéle, de la reproduction au recrutement dans la phase exploitable. Ce
bouclage est réalisé soit explicitement, en modélisant la ponte et le développement des pré-recrutés;
soit grace a une fonction non autonome trés générale entre le stock fécond et le recrutement. Nous
avons montré que ces deux approches permettent des comportements plus riches que l'utilisation de
relations stock-recrutement classiques. En outre, une étude de stabilité de ces modéles a été menée, par
des méthodes issues des systémes coopératifs et grace au critére du cercle. Par ailleurs, un systéme de
pécherie plus complet est présenté, sous forme d’un modéle fonctionnel décrivant les étapes intervenant
de ’élaboration des stratégies de gestion aux captures.

Un modéle global a été retenu pour mener une étude de régulation d’'un stock exploité. Nous avons
cherché a controler la péche, de maniére a réduire les fluctuations de la capture et de 'effort de péche.
Ainsi, on garantit aux pécheurs des revenus et des coiits relativement stables. Deux techniques sont
employées : le controle optimal pour dégager des tendances sur un stock précis, le flétan du Pacifique;
I’approche par «domaine invarianty, plus robuste et permettant de déterminer des stratégies de gestion
admissibles, selon I’état de la pécherie. Pour plus de vraisemblance, le comportement du pécheur, dicté
par des contraintes de rentabilité, est pris en compte dans la modélisation.

Mots-clés: modélisation, controle, automatique, gestion de pécherie, dynamique des populations,
modeéle structuré en stades, relation stock-recrutement.

Abstract

The aim of this thesis is to apply tools from the control theory in order to solve problems relating
to fishery management. It is composed of a modelling phase and a control phase.

We have built and studied a stage-structured model for a fish population. Emphasis is laid on
the way the loop is closed, from reproduction to recruitment in the exploitable phase. This feedback
is achieved either explicitly, through the modelling of the laying of eggs and development of the pre-
recruits, or by a very general and non autonomous function, which associates the recruitment to the
spawning stock. We have shown that these two approaches are less restrictive on the system behaviour
than he classical stock-recruitment relationships. Furthermore, the stability of these models has been
studied, using methods stemming from cooperative systems or the circle criterion. Finally, a more
complete fishery system is presented by means of a functional model describing the steps which occur
from the elaboration of management strategies to the harvest.

A production model has been chosen for a regulation study on a harvested stock. We have tried to
control the fishery in order to reduce the fluctuations of catch and fishing effort. It thereby guarantees
the fishermen relatively stable yields and costs. Two techniques have been used: optimal control so as
to draw tendencies for a particular stock, the Pacific halibut; the “invariant domain” approach, which is
more robust and allows the determination of admissible management strategies, depending on the state
of the fishery. For greater likelihood, the behaviour of the fishermen, governed by profit constraints, is
taken into account in the model.

Key words: modelling, control theory, fishery management, population dynamics, stage-structured
model, stock-recruitment relationship.



