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Résuḿe

La première partie de cette thèse consiste en un état de l’art de la décision dans l’incertain, consi-
dérée du point de vue de l’Intelligence Artificielle. En premier lieu sont décrites certaines approches
classiques de la décision dans l’incertain, dont la théorie de l’utilité espérée puis certaines approches
non-classiques, numériques ou ordinales. Ensuite, nous ´evoquons deux domaines où la décision dans
l’incertain interagit avec l’IA : Les processus décisionnels Markoviens et leur application à la planifi-
cation dans l’incertain et la representation logique des preferences.

La seconde partie constitue l’apport spécifique de cette thèse. Elle est divisée en trois sous-parties
reprenant les thèmes de la première partie :

1) Nous étudions des critères qualitatifs de décision dans l’incertain prenant leurs valeurs dans
une échelle finie, totalement ordonnée et nous en proposons une justification axiomatique. Ces
critères sont basés sur une intégrale de Sugeno qui peut ˆetre considérée comme une contrepartie
qualitative de l’intégrale de Choquet. Parmi les critères axiomatisés on retrouve, entre autres,
les deux fonctions d’utilité qualitative possibiliste proposées par Dubois et Prade.

2) Nous étudions une contrepartie possibiliste des processus décisionnels Markoviens, totalement
et partiellement observables et leur application à la planification sous incertitude et nous propo-
sons un certain nombre d’algorithmes de résolution de type“programmation dynamique”.

3) Nous proposons enfin un langage structuré de représentation des problèmes de décision sous
incertitude qualitative. Ce langage est basé sur la logique propositionnelle (valuée) et les “sys-
tèmes de maintien de la cohérence basés sur les hypothèses” (ATMS). Le langage proposé
s’adapte à la représentation de problèmes de décision sous incertitude, non seulement lorsque
celle-ci est du type “possibiliste”, mais aussi lorsqu’elle est représentée par des “fonctions de
croyance”. Des méthodes et algorithmes de résolution sont proposés, utilisant des procédures
de recherche de modèles du type Davis et Putnam.
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Je tiens à remercier Jean-Yves Jaffray et Marc Roubens pourl’intérêt qu’ils ont bien voulu porter à
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Introduction 1
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1.6 Décision et Problèmes de Satisfaction de ContraintesFlexibles . . . . . . . . . . . . 104
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INTRODUCTION 1

Introduction

Traditionnellement, l’Intelligence Artificielle traite de la représentation des connaissances et du rai-
sonnement à partir de celles-ci. Certaines branches de l’Intelligence Artificielle visent cependant à ai-
der directement un agent à prendre des décisions, c’est-`a-dire à choisir une action parmi un ensemble
de décisions envisageables. Parfois, les informations dont dispose l’agent pour choisir une action sont
entachées d’incertitude. Il peut n’avoir qu’une vision incomplète ou déformée de l’environnement du
problème de décision que l’on qualifie alors d’incertain.
En IA, la prise de décision en environnement incertain intervient entre autres cas dans :

– La planification sous incertitude. En planification classique, un agent cherche une séquence
d’actions devant mener un système donné dans un état satisfaisant. Dans la réalité, le système
peut évoluer de manière imprévue sous l’influence du monde extérieur ou les actions peuvent
ne pas avoir l’effet escompté (le monde extérieur évoluesous l’influence des actions de l’agent,
de façon plus ou moins prévue).

– Lediagnostic de pannes, dans lequel les actions correspondent soit aux tests visant à repérer les
pannes, soit aux réparations éventuelles.

– L’ordonnancement de tâches dans un atelier, par exemple lorsque celles-ci ont des durées in-
certaines et que des événements imprévus (pannes, commandes de “clients”, ...) peuvent boule-
verser les moyens de production ou les objectifs.

La problématique de la décision dans l’incertain fait intervenir des notions d’incertitudesur l’état
réel du système considéré et depréférencessur les conséquences des actions dans les différents états
possibles du système.
Les théories de la décision dans l’incertain visent à élaborer des critères de choix entre les actions.
Ces critères de choix sont déterminés, entre autres, parla nature de l’incertitude et des préférences
d’un agent.
Ces théories peuvent être envisagées selon deux aspects:

– L’aspectnormatif. Les règles ou axiomes proposés par une théorie représentent des “postulats”
qu’un agent rationnel doit respecter. Le respect de ces postulats entraı̂ne l’utilisationd’un critère
de choix donné entre les actions.

– L’aspectdescriptif. Les postulats sont élaborés et testés à partir de l’observation du comporte-
ment de sujets différents face à des problèmes de décision réels. Ils doivent alors refléter le plus
fidèlement possible le comportement d’une classe d’agents.

La théorie de la décision la plus communément utilisée est basée sur l’utilisation du critère de l’utilité
espérée. Ce critère suppose une représentation de l’incertitudede l’agent par une distribution de pro-
babilité sur les états possibles du monde et de ses préférences par une fonction d’utilité à valeurs



2 INTRODUCTION

réelles. Les actions sont modélisées soit par des distributions de probabilité sur les conséquences (von
Neumann et Morgenstern, [vNM44]), soit par des applications de l’ensemble des états du monde dans
celui des conséquences. Les actions sont comparées selonl’espérance mathématique de la fonction
d’utilité.

La théorie de l’utilité espérée peut se révéler inapte à représenter le comportement d’un décideur face
à certains problèmes. Des paradoxes ont été mis en évidence et des généralisations ou des alternatives
à la théorie de l’utilité espérée ont été proposées(voir chapitre 2, partie I).
En Intelligence Artificielle, justement, le besoin de modèles non probabilistes pour traiter des connais-
sances incertaines a été exprimé depuis longtemps et desalternatives aux fonctions d’utilité classiques
ont été proposées pour la représentation des préférences.
Plusieurs modèles alternatifs ont été proposés pour ladécision dans l’incertain, faisant appel à des me-
sures d’incertitude/fonctions d’utilité non classiques: quantitatifs (chapitre 2, partie I) ou qualitatifs
(chapitre 4, partie I). Par qualitatif on sous-entend que les échelles utilisées pour mesurer l’incertitude
et les préférences sont ordinales. Dans les cas extrêmes, les relations d’incertitude et de préférence
sont simplement binaires : on distingue les états du monde possibles ou impossibles et les consé-
quences satisfaisantes ou non satisfaisantes.

Notre étude s’insère dans cette dernière mouvance d’approches ordinales de la décision en environne-
ment incertain. Nous ferons appel à des critères de décision ordinaux, pour lesquels nous proposerons
une axiomatisation en termes de préférence entre actions. Ensuite, nous exploiterons ces critères ori-
ginaux dans deux domaines d’étude privilégiés de l’Intelligence Artificielle :

– Dans le domaine de la planification sous incertitude, en premier lieu.

– Puis dans le domaine de la représentation logique pour la résolution (par une machinerie lo-
gique) de problèmes de décision dans l’incertain.

Ce manuscrit se compose d’une première partie décrivant un certain nombre de critères de décision
dans l’incertain et mettant en lumière deux champs d’interaction entre Décision et Intelligence Ar-
tificielle et d’autre part d’une seconde partie (représentant notre apport) et traitant d’une approche
ordinale de la décision dans l’incertain basée sur la théorie des possibilités. Elle intègre à la fois des
aspects axiomatisation, décision séquentielle, méthodes logiques de représentation et de calcul de dé-
cisions optimales.

Dans la première partie, la problématique de la décisiondans l’incertain sera décrite sous deux angles :

– Dans les chapitres 1 et 2, nous allons la décrire sous l’angle desSciences de la décision. Après
un rapide exposé de la problématique, montrant les deux aspects complémentaires incertitude-
préférences dans les problèmes de décision dans l’incertain, nous décrirons un certain nombre
de critères de décision et nous nous intéresserons auxaxiomatisationsde ces différents critères.

– Dans les chapitres 3 et 4, nous évoquerons la problématique de la décision dans l’incertain sous
l’angle del’Intelligence Artificielle(IA).

Nous présenterons en particulier deux domaines où les Sciences de la Décision et l’IA peuvent
interagir fortement :

– Le domaine de la planification sous incertitude est en effetun domaine de l’IA pouvant
faire appel aux Sciences de la Décision, en particulier parl’intermédiaire de la théorie des
processus décisionnels markoviens(chapitre 3).
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– Le domaine des langages de représentation des problèmesde décision dans l’incertain.
Nous exposerons dans le chapitre 4 quelques formalismes logiques récents pour la repré-
sentation de problèmes de décision dans l’incertain.

L’IA a proposé des méthodes de représentation des préf´erences et des connaissances naturelles
(implicites, granulaires et compactes) alors que ces problèmes de représentations sont quelque
peu négligés par les Sciences de la Décision qui se concentrent plutôt sur les modèles de déci-
sion.

Dans la seconde partie nous présenterons tout d’abord les principaux résultats de cette thèse en ce
qui concerne l’axiomatisation de critères “qualitatifs”pour la décision dans l’incertain. Le premier
chapitre de cette partie sera découpé comme suit :

– Nous rappellerons l’approche de Dubois et Prade [DP95b], basée sur la théorie des possibilités,
pour la décision dans l’incertain qualitatif. Nous décrirons l’axiomatisation, du type de celle de
von Neumann et Morgenstern, des critères qu’ils ont proposée, considérant les actions comme
des “loteries possibilistes”.

– Ensuite, nous décrirons en détail l’approche que nous avons proposée pour l’axiomatisation de
ces critères, qui, tout comme celle de Savage, considère les actions comme des applications de
l’ensemble des états du système dans un ensemble de conséquences.

– Enfin, nous proposerons une axiomatisation pour des critères de décision basés sur desdegrés
de confiance monotones, généralisant les mesures de possibilité et de nécessité.

Ensuite, dans le chapitre 2 de cette seconde partie, nous allons étendre la théorie possibiliste de la dé-
cision sous incertitude proposée par Dubois et Prade [DP95b] à la décision séquentielle, c’est-à-dire
lorsque plusieurs actions doivent être appliquées successivement, avant d’atteindre les objectifs d’un
agent. La théorie proposée est une contrepartie possibiliste de la théorie des processus décisionnels
markoviens en environnement observable. Le calcul d’unepolice (ou séquence d’actions) optimale
est réalisé à l’aide de méthodes deprogrammation dynamique.

Enfin, dans le dernier chapitre nous présenterons deux approches logiques de la décision dans l’in-
certain s’appuyant sur lalogique possibiliste: l’une pessimiste et l’autre optimiste. Les connaissances
et les préférences seront exprimées dans des bases stratifiées de formules logiques propositionnelles.
Nous montrerons alors que les deux approches sont respectivement en accord avec les deux fonctions
d’utilité qualitative possibilistes, pessimiste et optimiste exposées dans le chapitre 1 de cette même
partie.
Reprenant alors nos travaux présentés dans [DLPS98a], nous donnerons de brefs rappels sur le cadre
desAssumption-based Truth Maintenance Systems(ATMS) de de Kleer [de 86] et nous montrerons
comment ce cadre permet de coder un problème de décision qualitative possibiliste.
L’approche originale que nous proposons pour la décision qualitative possibiliste,peut être généralisée
au calcul de décisions optimales vis-à-vis d’autres critères de décision. Nous terminerons ce chapitre
en exposant le lien entre les ATMS et les approches de la décision dans l’incertain basées sur les
fonctions de croyance de Dempster et Shafer [Dem67, Sha76].Nous décrirons également un cadre
général basé sur les ATMS qui permet d’intégrer la repr´esentation de problèmes qualitatifs de décision
sous incertitude, indépendamment des fonctions utilisées pour mesurer l’incertitude et les préférences.
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Chapitre 1

Décision dans l’incertain et d́ecision sous
risque

1.1 Introduction

L’objet d’une théorie de la décision dans l’incertain estde proposer un ou des critères permettant
de modéliser le comportement d’un agent face à un problème de choix parmi un ensemble d’actions
disponibles. Selon (Savage, 1954 [Sav54]), une actiona est une application d’un ensemble d’états du
monde possiblesS = fs

1

; s

2

; : : :g vers un ensemble de conséquencesX = fx

1

; x

2

; : : :g. L’ensemble
S représente l’ensemble des états du monde dans lesquels l’action peut être appliquée, et pour tout
états 2 S, a(s) 2 X représente le résultat de l’actiona appliquée à l’état du mondes. On parle de
décision dans l’incertainlorsque les conséquences d’une action ne sont pas complètement connues
avant qu’on exécute cette action et/ou lorsque l’état du monde n’est pas exactement connu au moment
du choix de l’action. L’agent exprime des préférences surles actions, reflétant ses préférences sur les
conséquences des actions.

Illustrons tout d’abord les notions d’état du monde, d’action et de conséquence à l’aide de l’exemple
suivant, tiré de (Savage, 1954 [Sav54]) :

Exemple 1.1.1Vous êtes en train de préparer une omelette. Vous avez déjà cassé cinq oeufs dans un
bol, vous tenez le sixième en main et celui-ci vous semble suspect : est-il pourri ou sain?

Pour simplifier le problème, supposons que vous ayez trois actions à votre disposition:

– casser l’oeuf dans l’omelette,

– le jeter directement à la poubelle,

– sortir une tasse pour y casser l’oeuf et examiner son état de fraı̂cheur, avant d’éventuellement
l’incorporer à l’omelette.

Ce problème de décision peut être résumé par le tableausuivant :
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État du monde
Action oeuf sain (s

1

) oeuf pourri (s
2

)
Casser l’oeuf omelette à 6 pas d’omelette, 5
dans le bol oeufs oeufs gâchés
Le casser dans omelette à 6 oeufs omelette à 5 oeufs
une tasse une tasse à laver une tasse à laver
Le jeter omelette à 5 oeufs omelette à 5 oeufs

un oeuf gâché

Les états du monde (pertinents au problème) sont :

– s

1

: “l’oeuf est sain”,

– s

2

: “l’oeuf est pourri”.

Le problème de décision revient à choisir quelle action appliquer parmi les trois disponibles. Ces
trois actions “disponibles” forment un sous-ensemble de l’ensembleXS des actions théoriquement
envisageables (l’ensemble de ces dernières étant l’ensemble des applications deS versX). Classi-
quement, on suppose l’existence d’unpréordre(relation réflexive et transitive),complet, exprimant
les préférences de l’agent entre les actions disponibles. L’existence de ce préordre impose que l’ordre
de préférence entre deux actions ne dépend pas de l’ordrede préférence entre l’une de ces actions et
une troisième. Dans l’exemple précédent, l’ordre de pr´eférence entre les actions “casser l’oeuf dans
l’omelette” et “le jeter” ne doit pas dépendre du fait que l’action “le casser dans une tasse” soit dispo-
nible ou non.

Comment choisir une action?Le choix de l’agent est supposé guidé par unerelation de préférence
sur les conséquences éventuelles des actions applicables, et unerelation d’incertitudeentre les états
possibles du monde. En effet, une action peut donner de meilleurs résultats qu’une autre dans certains
états du monde et de moins bons dans d’autres. S’il en est ainsi, les “plausibilités” relatives des états
du monde possibles doivent être prises en compte pour évaluer les actions.

Parlons des préférences, dans un premier temps. Dans ce problème, il est évident que la conséquence
“omelette à 6 oeufs” est préférée à “pas d’omelette, 5 oeufs gâchés”...
Dans le cas général, cette préférence peut être complexe à déterminer entièrement. Dans le meilleur
des cas, elle est exprimée par l’intermédiaire d’une fonction d’utilité, numérique ou ordinale, sur les
conséquences. Dans d’autres cas, un agent exprime ses préférences suivant plusieurs critères et l’un
des problèmes à résoudre est d’agréger ces différentscritères : ce sont desproblèmes de décision
multicritères(Roy, 1985 [Roy85], Vincke, 1989 [Vin89]). Dans d’autres cas encore, un agent a un
critère de décision unique, mais plusieurs agents sont impliqués dans la prise de décision : l’agréga-
tion des préférences de plusieurs agents est le thème d’´etude dela théorie du choix social(Arrow,
1951 [Arr51]). Le cadre de cette thèse étant restreint au domaine (déjà vaste) de la décision dans l’in-
certain, nous nous limiterons au cas où les préférences sont exprimées directement par une fonction
d’utilité unique, numérique ou purement ordinale. Nous verrons tout de même que dans certains cas
cette relation de préférence unique peut être issue de l’agrégation de relations de préférence locales,
représentées par exemple par des contraintes ou des buts.
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Le problème de décision peut éventuellement être entaché d’incertitude. Si l’état du monde est parfai-
tement connu, le problème de décision revient à choisir l’action dont la conséquence (dans cet état) est
préférée à toutes les conséquences des autres actions. Cela revient à dire que les actions sont directe-
ment assimilées à leur conséquence et ordonnées d’apr`es la relation de préférence entre ces dernières.
Il est à noter que dans ce cas, peu importe que la fonction d’utilité soit numérique ou non. Seul compte
l’ordre entre les conséquences. Dans l’exemple précédent, si on sait que l’oeuf est sain, on choisira
de le casser directement dans l’omelette, ce qui aura pour effet de procurer une omelette à six oeufs
(c’est la conséquence préférée). Si au contraire on sait qu’il est pourri, la meilleure conséquence que
l’on peut obtenir (une omelette à cinq oeufs) le sera en choisissant de jeter l’oeuf.
Que se passe-t-il maintenant si l’état réel de fraı̂cheurde l’oeuf est inconnu? Prendre la décision de
casser l’oeuf dans l’omelette est excellent si l’oeuf est sain, mais déplorable si il est pourri. Le jeter
est la meilleure chose à faire s’il est pourri, la pire s’il est sain. La meilleure action est-elle de le casser
dans une tasse à part, alors que cette action n’est la meilleure ni dans le cas où l’on sait que l’oeuf est
sain, ni dans celui où on sait qu’il est pourri?

Dans ce chapitre et le suivant, nous allons passer en revue uncertain nombre de théories pour la
décision dans l’incertain. Ces théories diffèrent principalement par lanaturede l’incertitude et par sa
représentation. Dans ce chapitre, nous évoquerons les deux cas classiques d’incertitude :l’incertitude
non probabilisée[LR57], [Mil54]et le risque[vNM44].

– En premier lieu, nous examinerons le cas où les connaissances de l’agent décideur sont les
moins informatives. Il ne connaı̂t pas l’état réel du monde s

0

2 S, mais il sait seulement que
celui-ci appartient à un ensembleA � S d’états possibles. Nous explorerons les critères de
décision recensés par [LR57], pouvant être utilisés pour résoudre ces problèmes, ainsi que leurs
justifications axiomatiques, proposées entre autres par Milnor [Mil54] ou Brafman et Tennen-
holtz [BT96, BT97].

– Ensuite, nous verrons un cas dans lequel, quoique toujoursconfronté à un problème de décision
sous incertitude, l’agent dispose d’une information plus riche. Il dispose de données statistiques
sur les différents états possibles du monde, résumées par une distribution de probabilitéobjec-
tive, p surS. Lorsqu’il en est ainsi, on parle dedécision dans le risque[vNM44]. Nous présente-
rons lathéorie de l’utilité espérée, proposée pour traiter ces problèmes de décision sous risque.
Dans cette théorie, l’agent classe les actions suivant l’espérance mathématique d’une fonction
d’utilité sur les conséquences. De manière opérationnelle, la théorie permet de construire la
fonction d’utilité de l’agent (sur l’ensemble des conséquences) à partir des préférences qu’il ex-
prime entre les actions et de la distribution de probabilit´es objective. Elle suppose, entre autres,
que le problème de décision en question est rencontré plusieurs fois et que les conséquences,
bonnes ou mauvaises, se compensent, puisqu’elle évalue les actions en faisant une moyenne
arithmétique pondérée des conséquences possibles.

1.2 Décision dans l’incertain non probabiliśe

Les critères décrits dans cette section s’appliquent à des problèmes de décision pour lesquels l’infor-
mation est très grossièrement représentée : les connaissances du décideur ne sont modélisées que par
un sous-ensemble d’états possibles du monde. Parfois, la connaissance du décideur est représentée de
façon plus élaborée. Celui-ci peut, par exemple, disposer de donnéesstatistiquessur les états possibles
du monde, exprimées par unedistribution de probabilitésur les états possibles. Lorsqu’il en est ainsi,
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on parle dedécision sous risque. C’est ce cas que nous décrirons plus en détails dans la section 1.3
page 15.

1.2.1 Quelques crit̀eres classiques pour la d́ecision dans l’incertain non probabiliśe

Les critères de décision dans l’incertain que nous présentons dans ce paragraphe (et que nous retrou-
verons plusieurs fois dans cette thèse) sont décrits dans(Luce et Raiffa, 1957 [LR57]). L’ensemble des
états possibles du monde est supposé fini, ainsi que l’ensemble des actions disponibles (nous précise-
rons pour toutes les théories de la décision exposées dans cette thèse si elles supposent des ensembles
finis ou infinis d’états/de conséquences).
Dans ce paragraphe, les problèmes de décision sont représentés par des matrices[u

ij

], où u
ij

=

u(a

i

(s

j

)) représente l’utilité de la conséquence de l’actiona

i

lorsque l’état du monde ests
j

(l’en-
semble des états du monde estS = fs

1

; : : : ; s

n

g et l’ensemble des actions estA = fa

1

; : : : ; a

p

g).
Les quatre critères de décision dans l’incertain recens´es par Luce et Raiffa [LR57] sont les critères
maximin(ou critère de Wald),minimax regret, HurwiczetLaplace.

– Le critèremaximinévalue les actions selon l’utilité de leur pire conséquence possible. Ce critère
est absolument pessimiste, et ne permet pas de compensationentre les conséquences d’actions
répétées.

– Le critèreminimax regretproposé par Savage [Sav51] évalue les actions en fonctiondes diffé-
rences, pour chaque état possible du monde, entre les utilités de leur conséquence et de celle
que la meilleure action permet d’obtenir. Il les évalue ainsi relativement aux autres actions dis-
ponibles, contrairement au critèremaximinqui évalue les actions de manière “absolue”.

– Le critère d’Hurwicz généralise le critère de Wald, puisqu’il évalue les actions en fonction d’une
moyenne pondérée (par un indice de pessimisme) des utilités de leur pire et de leur meilleure
conséquence possible.

– Enfin, le critère de Laplace évalue les actions en fonction de la moyenne arithmétique des uti-
lités de toutes leurs conséquences possibles. Ici, la notion de compensation entre conséquences
d’actions répétées prend tout son sens.

Ces quatre critères requièrent des échelles d’utilitéde plus en plus raffinées : une échelle ordonnée
suffit pour le critère de Wald, la notion de différence entre utilités est nécessaire pour le critère de
Savage, et les critères d’Hurwicz et Laplace nécessitentde calculer des moyennes.

Crit ère maximin ou crit ère de Wald

Le critèremaximin, ou critère de Wald [Wal50], ordonne les actions selon l’utilité de leur conséquence
obtenue dans le pire cas, c’est à dire lorsque l’état du monde est le plus défavorable. Si, par exemple,
le problème de décision est représenté par la matrice :

s

1

s

2

a

1

a

2

"

1 3

4 0

#

a

1

est préférée àa
2

, caru
W

(a

1

) = 1 > 0 = u

W

(a

2

).
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Le critèremaximinpeut se révéler peu discriminant, comme le montre l’exemple suivant :

s

1

s

2

a

1

a

2

"

2 1

1 100

#

où les deux actions sont trouvées équivalentes, alors que la seconde “semble” bien meilleure. Le
critère maximinpeut être raffiné, par exemple en utilisant le critèreleximin de Moulin [Mou88]
qui ordonne les conséquences de chaque action par ordre croissant d’utilité, puis compare les uti-
lités des conséquences de chaque action, une par une : d’abord les utilités minimales, puis les sui-
vantes et ainsi de suite. Dans le dernier exemple,(1; 2) <

lex

(1; 100), donca
2

est préférée àa
1

.
Le critèreleximinpermet de définir un préordre complet, deux actions étantéquivalentes si et seule-
ment si les vecteurs ordonnés des utilités de leurs conséquences sont égaux. Un autre ordre strict
sur les vecteurs, pouvant être utilisé pour comparer des actions a été étudié par Fargier, Lang et
Schiex [FLS93] : l’ordrediscrimin1. Pour deux actionsa

1

et a
2

, l’ordre discrimin compare les ac-
tions par leurs pires conséquences dans les états où ces actions diffèrent, uniquement :a

1

>

discr

a

2

ssimin
s2�(a

1

;a

2

)

a

1

(s) > min

s2�(a

1

;a

2

)

a

2

(s), où�(a
1

; a

2

) = fs 2 S; a

1

(s) 6= a

2

(s)g. Notons que le
préordre associé àdiscriminn’est que partiel.

Crit ère minimax regret

Ce critère ordonne les actions suivant leurregret maximal, que l’on cherche à minimiser (Savage
[Sav51]). Il transforme les utilités des actions enregrets, où le regret associé à une action dans un état
du monde donné est la différence entre l’utilité de la conséquence que l’on obtiendrait en appliquant
la meilleureaction (pour cet état), et celle que l’on obtient effectivement.

Utilités Regrets
s

1

s

2

a

1

a

2

"

0 100

1 1

#

!

s

1

s

2

a

1

a

2

"

1 0

0 99

#

La meilleure action esta
1

, qui minimise le regret maximal. Notons queminimax regretn’est pas un
raffinement demaximin(ici, les deux critères donnent des résultats opposés).

Crit ère de Hurwicz

Les critèresmaximinetminimax regretsont tous deux très prudents, puisqu’ils se focalisent surle pire
cas (le pire “regret” pour le critère de Savage). Le critère de Hurwicz [Hur51] autorise une compensa-
tion entre l’utilité obtenue dans le pire cas et l’utilitéobtenue dans le meilleur cas, par l’intermédiaire
d’un indice de pessimisme� 2 [0; 1]. Soientm

i

etM
i

les utilités respectivement de la pire et de la
meilleure conséquence possible dea

i

,

H

�

(a

i

) = � �m

i

+ (1� �) �M

i

:

Lorsque� = 1, on retrouve le critèremaximin.

1. Cet ordre avait déjà été évoqué par Cohen et Jaffray[CJ80] dans un article proposant une axiomatisation des critères de
décision dans l’incertain, rationnels, et montrant comment ils peuvent êtreapprochéspar des critères ne prenant en compte
que les conséquences extrêmes des actions.
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Crit ère de Laplace ou de Bernoulli

Le principe de ce critère consiste à supposer que, dans un cas d’ignorance totale sur l’état réel du
monde, on peut associer à chaque action lamoyennedes utilités de ses conséquences possibles
(puisque rien ne nous permet de supposer qu’un état donné aplus de “chances” qu’un autre d’être
l’état réel du monde) :

si S = fs

1

; : : : ; s

n

g; alorsu(a
i

) =

u

i1

+ : : :+ u

in

n

1.2.2 La caract́erisation axiomatique de Milnor pour ces différentscritères de d́ecision
dans l’incertain non probabilisé

Plusieurs critères de choix peuvent donc être utilisés pour la décision dans l’incertain. Lequel doit-on
utiliser lorsque l’on se trouve face à un problème donné?Ce problème du choix du critère est d’autant
plus important à traiter que les différents critères peuvent classer de manière totalement contradictoire
les différentes alternatives :

Exemple 1.2.1 (Luce et Raiffa [LR57])
Comparaison des différents critères :

s

1

s

2

s

3

a

1

a

2

a

3

2

6

4

2 12 �3

5 5 �1

0 10 �2

3

7

5

Sur cet exemple, les différents critères donnent les classements suivants :
- maximin :a

2

� a

3

� a

1

,
- Savage :a

1

� a

3

� a

2

,
- Hurwicz (� = 3=4) : a

3

� a

1

� a

2

,
- Laplace :a

1

� a

2

� a

3

.

Cette sensibilité très grande de la solution du problèmede décision vis-à-vis du critère choisi rend
nécessaire une axiomatisation des différents critères: Milnor [Mil54] a proposé une caractérisation
axiomatique des critères de décision dans l’incertain non probabilisé. Cette caractérisation est fondée
sur dix axiomes. A partir du choix des axiomes que l’on souhaite voir respectés par la relation de pré-
férence entre actions, certains des critères précédents vont être éliminés ou au contraire confortés pour
représenter les préférences de l’agent. Les problèmesde décision sous incertitude seront considérés
sous forme matricielle, les colonnes représentant les états possibles du monde et les lignes les actions
à la disposition de l’agent. Cette caractérisation nécessite la définition suivante :

Définition 1.2.1 Domination
L’action a

i

domine fortement (resp. faiblement) l’actiona
j

si et seulement si,

8s 2 S; u(a

i

(s)) > u(a

j

(s))(resp:8s 2 S; u(a

i

(s)) � u(a

j

(s))):

Deux actions sont dites équivalentes si et seulement si elles se dominent faiblement l’une l’autre
(8s 2 S; u(a

i

(s)) = u(a

j

(s))).
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Les axiomes de Milnor

1. Ordre. Toutes les actions doivent être ordonnées, i.e. le préordre entre les actions est complet.

2. Symétrie. L’ordre doit être indépendant de l’étiquetage des lignes et des colonnes.

3. Domination forte. a0 est préférée àa00 si a0 domine fortementa00.

4. Continuit é.Si tout élémenta0
i

d’une suite convergente(a0) d’actions est préféré à tout élément
a

00

i

d’une autre suite convergente, alors la limite de la suite(a

00

) n’est pas préférée à celle de
(a

0

).

5. Lin éarité.L’ordre est invariant par transformation linéaire des utilités (u0 = � � u+ �; � > 0).

6. Ajout de lignes.L’ajout d’une nouvelle action ne modifie pas l’ordre entre les autres actions.

7. Lin éarité par rapport aux colonnes.L’ordre ne change pas si on ajoute une même constante
à toutes les colonnes.

8. Duplication de colonnes.L’ordre ne change pas si on duplique une colonne dans la matrice.

9. Convexité.Si a0 eta00 sont classées indifférentes par l’ordre, alors aucune des deux n’est préfé-
rée à l’action1=2 � a0 + 1=2 � a

00.

10. Ajout de lignes affaibli. Ajouter une nouvelle action faiblement dominée par toutesles autres
actions ne modifie pas l’ordre entre les autres actions.

L’axiome 1 impose que toutes les actions (hypothétiques ouréellement disponibles) puissent être
comparées. L’axiome 2 accorde à tous les états possiblesdu monde la même importance dans l’éva-
luation des actions. D’après l’axiome 3, si une action donne un meilleur résultat qu’une autre quel que
soit l’état réel du monde, alors elle lui est préférée.Les axiomes 4, 5 et 9 contraignent les propriétés
mathématiques des fonctions d’utilité. L’axiome 6 stipule que les actions peuvent être évaluées indé-
pendamment les unes des autres. Cet axiome est violé par le critère de Savage comme nous l’avons
déjà signalé.
L’axiome 7 indique que si on offre un “bonus” pour un état donné du monde (le même pour toutes
les actions), on ne modifie pas l’ordre entre ces actions. Bien entendu, si le bonus est offert pour un
état dans lequel l’actiona

i

donne sa pire conséquence, on change l’utilité (au sens deWald ou de
Hurwicz) dea

i

, et pas forcément celle des autres actions : ainsi, le classement dea
i

peut changer. Les
critères de Savage et de Laplace, eux, respectent cet axiome : Savage parce que l’ajout de bonus ne
change pas la matrice de regrets, et Laplace parce que son caractère additif fait que le bonus apporte
la même contribution à toutes les actions.
L’axiome 8 stipule encore qu’en cas d’ignorance, les critères de choix doivent être insensibles à la
“redondance” des informations. Si deux états du monde se comportent de manière identique pour
toutes les actions, ils peuvent être rassemblés pour l’évaluation de ces actions. Le critère de Laplace
ne satisfait pas ce principe, puisqu’un état décrit deux fois dans la matrice d’utilité a un “poids” deux
fois plus fort que s’il n’est décrit qu’une fois. L’axiome 10 est une version affaiblie de l’axiome 6.

Le tableau 1.1 page suivante résume la caractérisation des différents critères exposés précédemment.
Un� ou un
 signifie que l’axiome est vérifié par le critère correspondant.
Aucun des quatre critères ne vérifie les dix axiomes à la fois. En fait, ces dix axiomes sont même in-
compatibles entre eux. Le choix d’un sous-ensemble d’axiomes (compatibles entre eux) va permettre
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Axiome maximin Savage Hurwicz Laplace
1. Ordre 
 
 
 


2. Symétrie 
 
 
 


3. Dom. forte 
 
 
 


4. Continuité � 
 
 


5. Linéarité � � 
 �

6. Aj. ligne 
 
 


7. Lin. colonnes 
 


8. Dup. colonnes 
 
 


9. Convexité 
 
 �

10. Aj ligne aff. � 
 � �

TAB. 1.1 –Caractérisation axiomatique des différents critères de décision dans l’incertain non pro-
babilisé.

de déterminer l’utilisation de l’un ou l’autre des critères. L’ensemble des axiomes pointés par un

dans une colonne suffit à caractériser le critère correspondant : si un ordre entre les actions satisfait
tous les axiomes d’une colonne pointés par un
 (plus d’autres éventuellements, pointés par un�)
alors il est représentable par le critère correspondant `a la colonne.
Ainsi, si on est prêt à abandonner l’axiome 6 (ajout de ligne), par exemple, c’est le critère de Savage
que l’on choisira. Si l’on veut garder les axiomes 1, 2, 3, 4, 6et 7 on est conduit à choisir le critère de
Laplace (qui respecte aussi 5, 9 et 10).

1.2.3 Le mod̀ele de Brafman et Tennenholtz pour la d́ecision qualitative dans l’incer-
tain

Dans ce paragraphe, nous allons revenir sur les critères dedécision dans l’incertain non probabilisé,
maximinet minimax regret. Nous avons présenté dans le paragraphe précédent les axiomes proposés
par Milnor [Mil54], permettant de caractériser ces critères. Cependant, dans son axiomatisation, Mil-
nor suppose que la matrice d’utilitéu(a

i

; s

j

) du problème de décision est une donnée de ce problème.
Nous allons exposer les travaux de Brafman et Tennenholtz [BT96], [BT97] qui se placent dans une
optique différente en proposant une axiomatisation permettant, lorsque l’on choisit le critère que l’on
souhaite adopter, de déterminer la matrice d’utilité. Cetype d’approche est diteconstructive.

L’ensemble des états possibles du monde est notéS. Un sous-ensemblel deS est unétat de connais-
sance. SoitL, l’ensemble de ces états de connaissance (L = 2

S). Parallèlement à la notion d’action
hypothétique ils utilisent la notion d’état de connaissance hypothétique. Ensuite, ils définissent la no-
tion depoliceP : L! TO(A), oùTO représente l’ensemble des ordres totaux surA, l’ensemble des
actions (les résultats exposés tiennent également pourdespréordres totaux).
Une police n’est rien d’autre qu’un rangement des actions par ordre de préférence!

Dans (Brafman et Tennenholtz [BT96]), les auteurs proposent une justification du critèremaximin.
Cette justification requiert la définition demaximin représentabilité:

Définition 1.2.2 Maximin représentabilité
La policeP : L! TO(A) estmaximin-représentablesi et seulement si il existe une fonction d’utilité
u surA�S (à valeurs dans une échelle totalement ordonnée), tellequea est préférée àa0 dans l’état
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de connaissancel, suivant l’ordreP(l) si et seulement si :

min

s2PW (l)

u(a; s) > min

s2PW (l)

u(a

0

; s):

En termes simples, une policeP est maximin-représentable si et seulement si on peut trouver une
fonction d’utilité surA� S telle queP puisse être représentée par le critèremaximin.
Remarquons que ce modèle fait intervenir une fonction d’utilité surA�S, et non sur un ensemble de
conséquences (ce dernier cas peut être vu comme un cas particulier du précédent).

Brafman et Tennenholtz [BT96] proposent de construire, à partir d’un ensemble d’ordres totauxf�
W

;W � Sg surA, un ordre partiel� surA � S. Cet ordre partiel étend en particulier les ordres�
fsg

pours 2 S : a �
fsg

a

0

, (a; s) � (a

0

; s).
Dans [BT96] les auteurs prouvent que si la famille d’ordres totaux vérifie une propriété simple de
fermeture sous union(a �

V

a

0 et a �
W

a

0

, a �

V[W

a

0) et une certaine forme de transitivité dite
transitivité faible, alors� estmaximin-représentable.

En prouvant ce résultat, les auteurs donnent une méthode de construction de la fonction d’utilitéu sur
A � S.
En outre, dans (Brafman et Tennenholtz [BT97]), ils montrent qu’une police estmaximin-représentable
si et seulement si elle estminmax-regret représentable. Les matrices d’utilités obtenues dans les deux
représentations sont bien entendu différentes, mais ce résultat signifie que dans le cas où les utilités
d’un problème de décision sous incertitude doivent êtredéterminées à partir des préférences d’un
agent, les deux critères pourront être indifféremment utilisés pour résoudre le problème de décision.
Enfin, dans le même article, les auteurs étendent leurs résultats aux cas où les connaissances d’un
agent sont représentées par des préordres surS (et non de simples sous-ensembles). Dans ce cas, ils
prouvent que si les deux propriétés évoquées plus haut sont toujours respectées, le critèremaximin
peut encore être invoqué, en limitant les ensembles d’états possibles aux états “les plus plausibles”
suivant le préordre surS.

Le même type d’approche, visant à ne prendre en compte que les états les plus plausiblespour résoudre
un problème de décision sous incertitude, a été adoptépar Boutilier [Bou94], ou Tan et Pearl [TP94],
dans leurs approches logiques que nous allons décrire dansle chapitre 4 page 53.
Au contraire, Dubois et Prade [DP95b] proposent deux critères de décision qualitatifs qui ne se li-
mitent pas aux états les plus plausibles (voir chapitre 2 page 21). En contrepartie, comme nous le
verrons dans la seconde partie de cette thèse, leur méthode suppose que les ordres utilisés pour re-
présenter les connaissances et préférences d’un agent sont commensurables, i.e. représentables sur
une même échelle. L’un des deux critères estmaximin-représentablealors que l’autre estmaximax-
représentable(propriété duale de la précédente, également présentée par Brafman et Tennenholtz).

1.3 Décision dans le risque

1.3.1 Pŕesentation du crit̀ere de l’utilit é esṕerée

Les problèmes de décision sous risque forment un sous-ensemble des problèmes de décision sous
incertitude. Dans les problèmes de décision sous risque,on assimile les actions à desloteries(proba-
bilistes), dont les lots sont les conséquences éventuelles des actions. Les probabilités des différentes
conséquences (les lots) peuvent être déterminées à partir de données statistiques (si on dispose de
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telles données, c’est-à-dire si le problème de décision est répété fréquemment), ou à partir de considé-
rations de symétrie. Les jeux de hasard de type roulette, jeux de dés, black jack,... sont des exemples
typiques de problèmes de décision sous risque.

Exemple 1.3.1Le jeu de roulette
Le jeu bien connu de roulette fait intervenir une roue comportant 37 cases (numérotées de 0 à 36). Le
problème de décision consiste à miser une certaine somme(pouvant être nulle) selon l’un des modes
suivants :

– Pari sur un nombre de 1 à 36. Si le numéro choisi sort, on récupère 36 fois la mise, sinon on la
perd.

– Pari surpairou impair. Si le numéro sortant possède la même parité (sauf 0), onrécupère deux
fois la mise, sinon on la perd.

– Pari sur rougeou noir. Les numéros de 1 à 36 sont répartis équitablement dans les deux cou-
leurs. Si le numéro sortant est de la couleur choisie, on gagne deux fois la mise, sinon on la
perd.

– Pari sur l’une des trois douzaines: 1-12, 13-24, 25-36. Si le numéro sortant appartient à la
douzaine choisie, on gagne 3 fois la mise, sinon on la perd.

Si le zéro sort, la mise est perdue.

Dans les problèmes de décision sous risque les actions sont évaluées par l’espérance mathématique
d’une fonction d’utilité sur les conséquences. Nous supposerons que la fonction d’utilité est égale au
gain, mais ce choix est arbitraire : dans le modèle la fonction d’utilité d’un agent sur les conséquences
exprime son attitude par rapport au risque et n’est pas forc´ement directement proportionnelle au gain.
Lesutilités espéréesdes différentes actions disponibles servent à classer directement les actions dis-
ponibles. Si on parie sur un numéro, on a une chance sur 37 (n’oublions pas le zéro!) qu’il sorte, et 36
chances sur 37 qu’il ne sorte pas. Si le numéro choisi sort, on gagne 35 fois la mise initialem (36 fois
en fait, mais il faut tenir compte de la somme misée). S’il nesort pas, le “gain” est négatif et vaut�m
(somme misée et perdue). La formule de l’espérance mathématique du gainG estE(G) =

P

p(G)�G.
En l’appliquant ici pour obtenir l’utilité espérée de l’actionPari(i) (pari sur le nombrei), on obtient :
UE(Pari(i)) = p(i) � 35m+ p(

�

i) � (�m), soitUE(Pari(i)) = (1=37) � 35m+ (36=37) � (�m) =

�(1=37)m.
On peut faire le même calcul pour tous les autres paris, pourlesquels on trouve le même gain espéré,
négatif si la somme misée est positive. La meilleure décision à prendre pour ce problème (si on suit la
théorie “rationnelle” de l’utilité espérée), est de nepas parier, ou mieux encore, de parier une somme
négative (c’est-à-dire, de se mettre à la place du casino!).

Dans le prochain paragraphe nous allons décrire plus en détail la notion de loterie, puis l’axiomatique
proposée par (von Neumann et Morgenstern, 1944 [vNM44]) pour la décision sous risque, permettant
de justifier l’utilisation du critère de l’utilité espérée pour le choix de décisions optimales.

1.3.2 Loteries et utilité esṕerée : axiomatisation

Loteries

Une loterie, dans l’approche de von Neumann et Morgenstern [vNM44] est simplement une distribu-
tion de probabilitép sur un ensemble de conséquencesX , pouvant être fini ou infini.
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Rappelons que dans le cadre de la décision sous incertitude, une actiona est une application d’un
ensemble d’états possibles du mondeS vers l’ensemble de conséquencesX . Dans le cas particulier
de la décision sous risque, l’incertitude sur l’état du monde est modélisée par une distribution de
probabilitép (connue a priori) surS. Il apparaı̂t que l’on peut aisément associer à chaque action a une
distribution de probabilitép

a

sur les conséquences (une loterie).
Celle-ci est simplement définie par :

Définition 1.3.1 Loterie associée à une action

8x 2 X; p

a

(x) = P (a

�1

(x)):

Dans le cas oùS est fini,P (a�1(x)) = �

s2S;a(s)=x

p(s).

Ainsi, dans le cadre de la décision sous risque, comparer des actions revient à comparer des distribu-
tions de probabilité sur les conséquences, donc des loteries.

L’ensemble des loteries sur l’ensemble de conséquencesX peut être défini à partir des éléments deX

et d’une opération de combinaison de loteries construite `a partir de deux opérateurs,� et� :

Définition 1.3.2 (Von Neumann et Morgenstern [vNM44])
(L(X);�;�), l’ensemble des loteries surX , est défini par :

1. X � L(X)

2. Pour tout couple(l; l0) 2 L(X)

2 et pour tout�; (0 < � < 1), on définit une opération de
combinaisonL(X)

2

! L(X), (l; l0)! l

00

= (�� l)� ((1� �)� l

0

).

3. Toute combinaison de loteries est une loterie.

Toute conséquencex 2 X est appeléeloterie élémentaire(une loterie élémentairex donne la consé-
quencex avec la probabilité 1). Attention, les éléments deL(X) ne sont pas des réels, ainsi� et
� ne sont pas les opérations classiques sur les réels, toutefois elles vérifient les mêmes propriétés
d’associativité, distributivité...
Un exemple de loterie élémentaire est le jeu de pile ou face, dans lequel l’action de parier surpile peut
être assimilée à une loterie sur les conséquencesgagnéetperdu: l = (0; 5� gagné) �(0; 5� perdu).
La loterie en question est définie indépendamment des utilités associées àgagnéetperdu.

Axiomatisation

Dans les problèmes de décision sous risque, les loteries représentant les actions peuvent être extrê-
mement complexes, ainsi les préférences entre de telles loteries peuvent être difficiles à déterminer.
L’idée qui sous-tend l’axiomatique de von Neumann et Morgenstern est de permettre à un agent d’ex-
primer ses préférences simplement par une fonction d’utilité sur les loteries élémentaires (l’ensemble
des conséquences,X). Si les préférences de l’agent sur l’ensemble des loteries respectent une série
d’axiomes, alors elles peuvent être résumées par l’esp´erance mathématique de la fonction d’utilité sur
les conséquences.
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Soit� une relation d’ordre surL(X). l; l0 et l00 sont des loteries,� 2 ]0; 1[. Von Neumann et Mor-
genstern ont proposé l’ensemble d’axiomes suivant, divisé en trois groupes, et portant sur la relation
� :

A : Préordre total

A.1 � est un préordre total surL(X) : il est réflexif, transitif et tous les éléments deL(X) sont
comparables deux à deux.� est la partie stricte de�.

B : Ordre et combinaison

B.1 l � l

0

) l � [(�� l)� ((1� �)� l

0

)] et [(�� l)� ((1� �)� l

0

)] � l

0

B.2 l � l

0

� l

00

)

9� 2 ]0; 1[ tel que[(�� l)� ((1� �)� l

00

)] � l

0

et9� 2 ]0; 1[ tel quel0 � [(� � l)� ((1� �)� l

00

)]

C : Algèbre des combinaisons

C.1 (�� l)� ((1� �)� l

0

) = ((1� �)� l

0

)� (�� l)

C.2 (�� ((� � l)� ((1� �)� l

0

))� ((1� �)� l

0

) = ( � l)� ((1� )� l

0

), où = ��

Le premier axiome indique que toutes les actions peuvent être comparées vis-à-vis des préférences de
l’agent. L’axiome B.1 précise que si deux conséquences nesont pas équivalentes, alors toute combi-
naison des deux est comprise strictement entre les deux (au sens de la relation de préférence). C’est
un axiome d’indépendance. L’axiome B.2 est un axiome de continuité qui stipule que si deux loteries
ne sont pas équivalentes, on peut trouver une combinaison des deux qui soit arbitrairement proche de
l’une ou l’autre. Les axiomes du groupe C montrent comment les loteries peuvent être combinées.

Le théorème suivant affirme que pour toute relation d’ordre� entre les loteries qui satisfait ce groupe
d’axiomes il existe une fonction d’utilité sur les loteries permettant de la représenter. L’utilité d’une
loterie quelconque est égale à l’espérance mathématique d’une fonction d’utilité sur l’ensemble des
conséquences.

Théorème 1.3.1Axiomatisation de l’utilité espérée
SoitX un ensemble de conséquences et� une relation d’ordre surL(X) vérifiant les axiomes A.1,
B.1, B.2, C.1 et C.2. Il existe une fonction d’utilité réelle u surL(X) telle que

8l; l

0

; l � l

0

, u(l) � u(l

0

):

u(l) =

X

x2X

p

l

(x) � u(x);

oùp
l

est la distribution de probabilités surX associée àl.

Remarque : u n’est pas unique. Toute transformation affineu0 = a:u + b aveca > 0 représente la
même relation de préférence.
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1.4 Conclusion

La principale limitation de la théorie de von Neumann et Morgenstern provient du fait qu’elle ne
se préoccupe que de la décision sous risque. Dans ce cadre,l’incertitude est représentée par une
distributionobjectivede probabilités sur l’ensemble des états possibles du monde. Cela veut dire que
ces probabilités, déterminées par les conditions extérieures du problème de décision sont connues
par le “décideur”. Cette théorie n’est donc applicable que lorsque les probabilités sont réellement
objectives.
Le problème se complique lorsque ces probabilités ne sontpas disponibles ou lorsqu’elles ne peuvent
être déterminées de manière objective. Dans ce cas, l’incertitude ne peut être mesurée par la simple
observation de phénomènes physiques extérieurs au décideur (statistiques, symétries du problème...).
C’est au contraire l’agent (éventuellement un “expert”) qui devra délivrer ses “impressions” à propos
des états du monde qu’il considère plausibles ou non. Dansce cas, on n’est plus en face d’un problème
de décisionsous risque, mais sousincertitude généralisée(les problèmes de décision sous risque sont
des cas particuliers de problèmes de décision sous incertitude). Dans les deux cas, les connaissances
sont résumées en une distribution de probabilité,objectivelorsqu’on est “sous risque” etsubjective
lorsqu’on est sous “incertitude généralisée”.

Le problème revient donc à faire révéler au décideur les probabilitéssubjectivesqu’il attache aux
états possibles du monde, avant d’appliquer éventuellement le critère de l’utilité espérée au nouveau
problème de décision sous risque obtenu. Les méthodes proposées classiquement pour révéler ces
probabilités procèdent d’une analyse de la relation de préférence de l’agent entre les actions mises à
sa disposition.

Une première méthode, proposée par Anscombe et Aumann [AA63] consiste en une extension du
cadre de von Neumann et Morgenstern à la décision sous incertitude. Ces auteurs ont proposé de
considérer, en plus des loteries classiques (pour lesquelles les probabilités sur les conséquences sont
objectives), d’autres loteries qu’ils nomment “horse lotteries”. Ces “horses lotteries” ont pour consé-
quences des loteries classiques (éventuellement des conséquences au sens classique, cas particuliers
de loteries). Les “horse lotteries” et les loteries classiques peuvent être composées : une loterie clas-
sique peut avoir à son tour des “horses lotteries” comme conséquences.
Anscombe et Aumann supposent ensuite que la relation de préférence du décideur entre toutes les
loteries (objectives et subjectives) satisfait, en plus des axiomes de von Neumann et Morgenstern
deux axiomes supplémentaires :

– Le premier concerne une forme de dominance entre loteries subjectives (horse lotteries). Si
deux loteries subjectives ne diffèrent que par l’un de leurlots (les lots des lotteries subjectives
sont des loteries classiques) alors l’ordre de préférence entre ces loteries subjectives est le même
qu’entre les deux loteries classiques qui diffèrent.

– Le second précise que si une loterie composite fait intervenir pour une phase une loterie clas-
sique et pour une autre une “horse lottery”, peu importe l’ordre dans lequel est définie cette
loterie composite. Ce peut être une “horse lottery” dont les lots sont des loteries classiques,
ou au contraire une loterie classique dont les lots sont des “horses lotteries”, les deux loteries
obtenues sont équivalentes.

Grâce à ces deux axiomes supplémentaires, on peut déduire une distribution de probabilité (subjec-
tive), représentant chaque “horse lottery” et les préférences du décideur sont à nouveau représentables
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par un critère d’utilité espérée.

La théorie de Anscombe et Aumann représente une avancée par rapport à celle de von Neumann et
Morgenstern, puisqu’elle étend l’usage du critère de l’utilité espérée à la décision sous incertitude.
Seulement, elle fait aussi intervenir la notion de loterie,et pose encore l’usage des probabilités pour
représenter l’incertitude comme un postulat. L’approcheque nous allons décrire dans le chapitre sui-
vant est plus riche, puisqu’elle considère directement une relation de préférence entre actions et non
entre loteries. C’est seulement à partir de ces préférences que sont déterminées les probabilités (sub-
jectives ou objectives) des états du monde. Ces probabilités ne sont pas des données du problèmes
comme dans l’approche de von Neumann et Morgenstern (et de Anscombe et Aumann, dans une
moindre mesure).
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Chapitre 2

Le crit ère de l’utilit é esṕerée et ses
variantes

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons décrire plusieurs théories (et critères de décision associés) pour la dé-
cision dans l’incertain. Certaines de ces théories sont des extensions de celle de von Neumann et
Morgenstern (cf. Chap. 1), d’autres ont un cadre d’application différent (description qualitative ou
ordinale des problèmes de décision, problèmes de décision sans compensation entre les conséquences
possibles).

Ce chapitre est composé comme suit :

– Nous décrirons en premier lieu l’approche de Savage [Sav54] : des données statistiques sont ra-
rement disponibles. Pourtant, la théorie de l’utilité espérée est un outil puissant et attrayant pour
la représentation et la résolution de problèmes de décision sous incertitude. C’est pourquoi elle
a été étendue au cas où l’incertitude n’est pas de naturestatistique. Dans ce cas, on utilise tou-
jours une distribution de probabilité pour représenter les connaissances de l’agent, mais celle-ci
est maintenantsubjective. Elle est construite, au même titre que la fonction d’utilité, direc-
tement à partir des préférences entre actions, en supposant toujours que ces préférences sont
représentables par comparaison de l’utilité espérée des différentes actions.

– La théorie de l’utilité espérée est basée sur certains postulats, or ces postulats ne sont pas tou-
jours validés par tous les agents faisant face à un problème de décision sous incertitude. La
théorie de l’utilité espérée peut aussi être mise en d´efaut sur des exemples précis de problèmes
de décision. De tels exemples peuvent être trouvés, danslesquels l’incertitude comporte à la
fois une composante statistique et une composante non-statistique. Des théories basées sur les
fonctions de croyances(par exemple) ont été proposées pour traiter ce type de cas.

– Enfin, l’incertitude et les préférences d’un agent ne sont pas toujours modélisables par des
probabilités numériques sur les états possibles du monde et des utilités additives sur les consé-
quences. L’agent peut être seulement capable d’ordonner (en termes de plausibilité, ou de pré-
férence) les états du monde et les conséquences. A la fin dece chapitre nous exposerons une
théoriequalitativede la décision utilisant desdistributions de possibilitè́a la fois pour repré-
senter les connaissances et les préférences d’un agent. Nous verrons que cette théorie utilise des
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donnéesordinales, et non additives, et qu’elle rejette la notion de moyenne, centrale à la théorie
de l’utilité espérée. Une grande partie de nos travaux concerne cette théorie, c’est pourquoi un
chapitre entier (Partie II, chap. 1 page 73) sera consacré `a la description de l’axiomatique que
nous avons proposée pour elle, dans la seconde partie de cette thèse.

2.2 Décision dans l’incertain et utilité esṕerée : l’approche de Savage

Comme nous l’avons déjà dit, le point faible de la théoriede [vNM44] est qu’elle suppose que l’incer-
titude pesant sur un problème de décision est représent´ee par une distribution de probabilité connue
a priori. Ainsi, on peut déterminer la fonction d’utilitédu décideur sur l’ensemble des conséquences
X , à partir d’une distribution de probabilité, et de ses pr´eférences sur l’ensemble des loteries.
L’approche de Savage [Sav54] est plus générale :

– Elle permet, à partir d’une relation de préférence entre les actions (et non les loteries), de déter-
miner à la fois la fonction d’utilité du décideur sur les conséquences, mais aussi “sa” distribution
de probabilitésubjectivesur les états possibles du monde.

– Elle utilise la notion d’action, plus générale que cellede loterie (de toute action on peut déduire
une loterie, mais plusieurs actions différentes peuvent générer les mêmes loteries).

Cette approche ressemble à celle de Anscombe et Aumann, à ceci près que la nature probabiliste de
l’incertitude n’est pas supposée a priori mais découle d’axiomes concernant les préférences entre les
actions. Du fait que les axiomes proposés par Savage concernent directement les actions, ils peuvent
être vérifiés par l’observation du comportement du décideur sur des problèmes réels.

S et X sont encore une fois deux ensembles, respectivement d’états et de conséquences. Savage
suppose queS est infini. Cette supposition est nécessaire pour pouvoir construire une distribution
de probabilité représentant l’incertitude de l’agent.X peut être fini ou infini.A = X

S constitue
l’ensemble des actions “potentielles”, applications associant une conséquence à chaque état possible
du monde.
Dans un problème de décision, les actions réellement disponibles ne constituent en général qu’un
sous-ensemble deA, néanmoins nous supposerons que le décideur est capable d’ordonner toutes les
actions potentielles. Sa relation de préférence est représentée par le préordre� surA. La première
hypothèse posée par Savage est que� est un préordrecompletsurA : toutes les actions peuvent être
comparées (rangées).

Sav1Rangement
(A;�) est un préordre complet, i.e.� est réflexif, transitif et complet.

Deux sous-familles d’actions sont particulièrement utiles pour déterminer d’une part la fonction d’uti-
lité du décideur sur les conséquences, et d’autre part sadistribution de probabilité subjective sur les
états possibles du monde : les actionsconstantesetbinaires, respectivement.

Les conséquences des actions sont généralement notéesx; y; x

0

; y

0

: : : (éléments deX). Les actions
constantes donnent la même conséquence, quel que soit l’´etat réel du monde. Pour distinguer une
action constante de son unique conséquencex, on la note en gras (x) : pour toutx 2 X , x représente
l’action définie par8s 2 S, x(s) = x. L’ensemble des actions constantes est notéC.
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Puisque� est un préordre complet surA, il en est aussi un surC � A. CommeC etX sont bijective-
ment reliés, on peut définir, à partir de�, un préordre complet surX : �

P

.

Définition 2.2.1 Préférences surX induites par les préférences surA
8x; y 2 X , si pour touts 2 S, x(s) = x ety(s) = y, alorsx �

P

y , x � y.

Afin d’éviter le cas dégénéré où toutes les conséquences sont équivalentes, auquel cas toutes les ac-
tions le sont également, l’axiome suivant est introduit (les axiomes ne sont pas présentés dans le même
ordre que dans (Savage [Sav54]) mais par souci de clarté nous conservons la même numérotation) :

Sav5Non trivialité
9x; y 2 X; y <

P

x, où<
P

représente la partie stricte de�
P

.

La notion d’action binaireest utile afin de déterminer les probabilités attachées par le décideur aux
différents états possibles du monde. Une action binaire est une action qui a au plus deux conséquences
possibles,x ety telles quey <

P

x.
Pour toute action binaire, il existe un ensemble d’étatsA � S (dans le cadre de la décision sous
incertitude, un ensemble d’états est appeléévénement), tel que la conséquence de l’action binaire est
x pour tout éléments deA, ety pour tout élément deA. Cette action binaire est notéexAy.

Définition 2.2.2 Action binaire
Une action binaire, notéexAy, x; y 2 X;A � S peut être vue comme un pari sur l’événementA,
donnant la conséquencex siA “arrive”, et y sinon :

8s 2 A; xAy(s) = x et8s 2 A; xAy(s) = y:

Définissons maintenant�
V

, relation devraisemblanceentre événements, par :

A �

V

B , 8x; y 2 X; y <

P

x; xAy � xBy:

A �

V

B revient à dire que toutpari surB est préféré à un pari aux conséquences identiques surA.

Il va sans dire que, dans le cas général, rien ne garantit que�
V

soit un préordre complet : changer
les conséquences peut modifier l’ordre entre les paris. Afinde rendre�

V

complet, Savage propose
l’axiome suivant :

Sav4Projection sur l’ensemble des événements
8x; y; x

0

; y

0

2 X; y <

P

x; y

0

<

P

x

0

; 8A;B � S; xAy � xBy , x

0

Ay

0

� x

0

By

0.

Cet axiome assure que la restriction de la relation de préf´erence sur les actions aux événements (paris
sur les événements) est bien définie et ne dépend que de l’ordre entre les conséquences des paris.

La notion d’action binaire est un cas particulier de la notion d’action mixte:

Définition 2.2.3 Action mixte
Si f et g sont deux actions, etA � S est un événement, l’action mixtefAg est définie par :8s 2 A,
fAg(s) = f(s) et8s 2 A, fAg(s) = g(s).
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Une action binaire est donc une action mixte “constante”. L’axiome suivant est un axiome clé de la
théorie de Savage. C’est lui qui permet de définir le conditionnement des préférences par rapport à un
événement.

Sav2Principe de la chose certaine1

8 f, g, h, h’ 2 A, 8A � S, fAh � gAh, fAh’ � gAh’ .

Cet axiome stipule que si deux actionsfAh et gAh donnent les mêmes conséquences sur un événe-
ment donné alors leur classement relatif ne dépend pas de ces conséquences.

Le “principe de la chose certaine” permet de définir une relation depréférence conditionnellepar
rapport à un événementA par :

Définition 2.2.4 Préférence conditionnelle
f est préférée àg conditionnellement àA, noté (f � g)

A

, si et seulement si
8 h 2 A, fAh � gAh.

Cette définition est bien fondée, grâce au “principe de lachose certaine”. Qui plus est, la propriété (f
� g)

A

ne dépend pas du choix deh, et la relation de préférence conditionnelle est un préordre complet
surA.
Un ensemble d’événements peut être distingué, celui conditionnellement auxquel toutes les actions
sont équivalentes : leśevénements nuls. Un événementA est dit nul si et seulement si, pour tout triplet
d’actionsf, g et h, fAh � gAh. On peut montrer queA est nul si et seulement siA �

L

;.

Si on restreint la relation de préférence conditionnellepar rapport à un événement aux actions constantes,
le préordre obtenu doit coı̈ncider avec le préordre sur les conséquences (sauf si on conditionne par rap-
port à un événement nul, bien entendu). Cette propriét´e découle de l’axiome suivant :

Sav3Conditionnement restreint aux actes constants :
Soientx; y 2 X etA un événementnon nul. Soient les actions constantesx � x et y � y. Alors, (x
� y)

A

, x �

P

y.

Faisons une pause à cet endroit pour observer les propriétés de la relation�
L

sur les événements,
induite par une relation� sur les actions, satisfaisant les axiomesSav1 à Sav5. Savage a montré
qu’une telle relation sur les événements est unerelation de probabilité qualitative, c’est à dire, vérifie
les propriétés suivantes (de Finetti [dF37]) :

A1 �
L

est un préordre complet,

A2 ; <
L

S (non trivialité),

A3 8A � S; ; �
L

A (consistance),

P SiA \ (B [ C) = ;, alorsB �
L

C si et seulement siA [B �
L

A [ C (additivité).

Une relation d’ordre�
L

sur les événements basée sur une mesure de probabilitéP (A �
L

B ,

P (A) � P (B)) est une relation de probabilité qualitative. Cependant,une relation de probabilité

1. Le nom original donné par Savage à cet axiome estthe Sure Thing principleque nous traduisons par principe de la
chose certaine, faute de mieux.
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qualitative n’est pas forcément représentable par une distribution de probabilité comme l’on montré
Kraft, Pratt et Seidenberg [KPS59].

Pour pouvoir déterminer la mesure de probabilité, Savageintroduit l’axiome suivant, qui sous-entend
queS estinfini :

Sav6Probabilité quantitative
Soientf et g 2 A tels quef � g, soitx 2 X . Il existe une partition

S

A

i

deS telle que pour touti,
xA

i

f � g et f � xA
i

g.

Sav6implique une forme de “continuité” de l’espace d’états : il est possible de partitionnerS en de
nombreux sous-ensembles de probabilité très faible...

Alors, si� est une relation de préférence surA satisfaisantSav1àSav6, elle est représentable par une
fonction d’utilitéEU surA à valeurs réelles. Pour toute actionf,EU(f) est l’espérance mathématique
d’une fonction d’utilité sur les conséquences, au sens d’une distribution de probabilitép surS :

Théorème 2.2.1Axiomatisation de l’utilité espérée
SoitS un ensemble infini d’états du monde, etX un ensemble de conséquences.X peut être infini,
maisA � X

S est un ensemble fini d’actions potentielles et� est une relation de préférence surA
vérifiant les axiomesSav1à Sav6.
Alors il existe une distributionde probabilitép, unique, surS et une fonction d’utilitéu (non unique2)
surX , telles que :

8f; g2 A; f � g,
X

s2S

p(s) � u(f(s)) �
X

s2S

p(s) � u(g(s)):

Le théorème précédent peut enfin être étendu à des actes quelconques en ajoutant un dernier axiome :

Sav7Dominance
Soientf etg2 A; A � S. (f � g(s))

A

; 8s 2 A) (f � g)
A

.

Cet axiome précise que si toutes les conséquences possibles de l’actiong sont préférées (ou équiva-
lentes) à l’actionf, alorsg est préférée (ou équivalente) àf.

Corollaire 2.2.1 Si � vérifie Sav1 à Sav7 alors le théorème précédent est valide pour des actes
quelconques.

Depuis l’époque de von Neumann et Morgenstern, le critèrede l’utilité espérée a été équipé d’une
base axiomatique très solide, que ce soit pour la décisionsous risque ou sous incertitude. Cependant,
plusieurs auteurs ont exhibé des exemples de problèmes dedécision sous risque ou sous incertitude
pour lesquels l’utilisation du critère de l’utilité esp´erée donne des résultats contre-intuitifs. Des géné-
ralisations de ce critère ont alors été proposées. Dansla section suivante nous allons exposer certains
contre-exemples avant de montrer les généralisations proposées.

2. Comme dans le cas de la décision sous risque,u est définie à une transformation affine près.
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2.3 Limitations et généralisations de la th́eorie de l’utilit é esṕerée

2.3.1 Deux contre-exemples de la th́eorie de l’utilit é esṕerée

Paradoxe d’Allais pour la décision sous risque

Cet exemple a été proposé par Allais [All53] et présenteun problème de décision sous risque pour
lequel de nombreux décideurs auxquels il l’a soumis ont fait un choix incompatible avec le critère de
l’utilité espérée. Nous présentons ici une version simplifiée de cet exemple (tirée de (Kast [Kas93])) :

Exemple 2.3.1Paradoxe d’Allais
Soient les quatre loteries suivantes :

– l

1

donne accès à un gain de 15000 Frs avec la probabilité0; 09 et 0 Frs avec la probabilité
0; 91,

– l

2

donne accès à un gain de 10000 Frs avec la probabilité0; 1 et0 Frs avec la probabilité0; 9,

– l

3

donne accès à un gain de 15000 Frs avec la probabilité0; 9 et0 Frs avec la probabilité0; 1,

– l

4

offre un gain certain de 10000 Frs.

Il ne semble pas illogique de préférer strictementl

1

à l
2

(car l
1

permet d’obtenir un meilleur gain
quel

2

, avec une probabilité assez voisine) et de préférer strictementl
4

à l
3

car l
4

représente un gain
certain, alors que la probabilité de ne rien gagner avecl

3

, quoique faible, est non nulle.
Or un tel comportement (l

1

� l

2

et l
4

� l

3

) est en contradiction avec le critère de l’utilité espérée :
cherchons des utilitésu(15000), u(10000) et u(0) compatibles avec ces deux préférences. Comme
dans la théorie de von Neumann et Morgensternu n’est déterminée qu’à une transformation affine
près par les préférences du décideur, on peut librementposeru(0) = 0. Exprimées en termes d’utili-
tés, les deux préférences donnent les inégalités suivantes :0; 09� u(15000) > 0; 1� u(10000) et
u(10000) > 0; 9� u(15000).

Ce système d’inéquations n’admet pas de solution, ce qui signifie que pour ce problème il n’existe
aucune fonction d’utilité sur les conséquences telle queles préférences de l’utilisateur soient modéli-
sables par l’espérance mathématique de cette fonction.

Nous citons, simplement pour mémoire, le critère propos´e par Allais [All53], généralisant le critère de
l’utilité espérée et permettant de résoudre ce paradoxe :X = fx

1

; : : : ; x

n

g etu(x
1

) < : : : < u(x

n

),

u(l) = u(x

1

) + q(p

2

+ : : :+ p

n

) � (u(x

2

)� u(x

1

)) + : : :+ q(p

n

) � (u(x

n

)� u(x

n�1

))

où q est un fonction croissante et continue de[0; 1] dans lui même.
Nous n’irons pas plus loin dans cette voie qui généralise la théorie de l’utilité espérée pour ladécision
sous risque. En revanche, nous allons nous arrêter plus longuement surdes théories généralisant le cri-
tère de l’utilité espérée pour la décision dans l’incertain. Là, c’est la notion de probabilités subjectives
qui est remise en cause, et généralisée.
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Paradoxe d’Ellsberg : risquevs incertitude

Le contre-exemple proposé par Ellsberg [Ell61] montre comment la théorie de l’utilité espérée, et
l’usage des probabilités (additives) pour représenter l’incertitude peut être mise en défaut par des pro-
blèmes mélangeant risque et incertitude. Ceci a mené certains chercheurs (Gilboa [Gil87], Schmeidler,
[Sch89]) à proposer une généralisation de l’utilité espérée, utilisant des probabilités non-additives, ou
capacités(Choquet [Cho54]).

Exemple 2.3.2Paradoxe d’Ellsberg
Nous avons une urne remplie de 90 boules de couleurs rouge (R), blanche (B) ou jaune (J). Nous
savons qu’exactement 30 boules sont rouges, et que 60 sont decouleur blanche ou jaune. Les propor-
tions de boules blanches et jaunes sont indéterminées. Une boule est tirée au hasard et le problème
de décision consiste à ordonner les deux paires de paris suivantes :

Pari Rouge Blanc Jaune

f 1000 Frs 0 Frs 0 Frs
g 0 Frs 1000 Frs 0 Frs

f’ 1000 Frs 0 Frs 1000 Frs
g’ 0 Frs 1000 Frs 1000 Frs

Le pari f rapporte 1000 Frs si la boule tirée est rouge, et rien sinon,etc...

Il apparaı̂t raisonnable de préférerf à g, car la proportion de boules rouges vaut exactement un tiers
alors que la proportion de boules blanches est imprécisément connue : elle peut être de deux tiers, mais
elle peut également être nulle. Préférerf à g signifie que le décideur a uneaversion pour l’ambiguı̈té
(ou l’incertitude).
Maintenant, si il préfèref à g, il doit pour la même raison (aversion pour l’ambiguı̈té)préférerg’
à f’ car g’ offre exactement deux chances sur trois de gagner alors quef’ offre entre une chance
sur trois et cent pour cent de chances de gain. Ces préférences (f � g et g’ � f’ ) sont une nouvelle
fois incompatibles avec la théorie de l’utilité espérée. On observe facilement que le “principe de la
chose certaine” (Sav2) est violé :f et g donnent la même conséquence pour l’état “J” (0 Frs), et la
modification de cette conséquence (1000 Frs) conduit à un renversement de préférences.
Notons que l’attitude négative du décideur envers l’ambiguı̈té n’est pas le point crucial : cette attitude
doit simplement être cohérente pour tous les problèmes de décision qui s’offrent à lui. Un raison-
nement similaire pour un décideur ayant un “attrait” pour l’ambiguı̈té conduirait également à une
violation deSav2. En effet, les préférences seraient cette fois (f � g etg’ � f’ ).

Détaillons les contraintes imposées aux probabilitésP (B), P (J) etP (R) par les préférencesf � g
et g’ � f’ . Les deux contraintes obtenues sont :P (R) > P (B) et P (R [ J) < P (B [ J), donc
P (B)+P (R[J) < P (B[J)+P (R). Or si on suppose que les probabilités sont additives, puisque
B, R et J sont disjoints, on obtientP (R [ B [ J) < P (R [ B [ J), ce qui est impossible. Ainsi,
aucun jeu de probabilités subjectives (même différentes des probabilités objectives) ne peut exister.
Pour résoudre ce paradoxe il nous faut donc abandonner l’hypothèse d’additivité des probabilités
subjectives. Nous décrirons dans le paragraphe 2.3.2 page32 une théorie de la décision utilisant des
mesures decapacitéqui sont une généralisation non additive des mesures de probabilité.

Mais avant d’étudier cette théorie dans toute sa généralité, nous allons nous intéresser à deux cas parti-
culiers, utilisant deux capacités particulières, gén´eralisant tout de même les probabilités : les fonctions
de croyance et de plausibilité, introduites par Dempster [Dem67] et Shafer [Sha76].
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2.3.2 D́ecision avec fonctions de croyance, décision baśee sur l’intégrale de Choquet

Introduction

Comme le montre l’exemple d’Ellsberg, la théorie classique de la décision peut être mise en défaut
sur des problèmes de décision comportant à la fois risqueet ambiguı̈té.
Pour de tels problèmes l’approche classique (Savage [Sav54], von Neumann et Morgenstern [vNM44],
mais surtout Anscombe et Aumann [AA63]) propose de traiter l’information disponible en deux
temps : d’abord l’information “probabilisable” (objective), puis “ambiguë” (en utilisant des probabi-
lités subjectives), puis de combiner les deux distributions de probabilité. Dans l’exemple d’Ellsberg,
l’information probabilisable est donnée par l’intermédiaire de la répartition (connue) des boules : 30
rouges et 60 blanches ou jaunes. L’information ambiguë concerne la répartition des boules blanches
et jaunes. Or c’est là que le bât blesse : les choix “intuitifs” du décideur d’Ellsberg sont incompatibles
avec une représentation probabiliste (subjective) de l’ambiguı̈té. Au contraire, les solutions proposées
sont dictées parl’attitudedu décideur envers l’ambiguı̈té : aversion ou attrait. Siil a une aversion pour
l’ambiguı̈té, il considérera que le pire cas possible se présentera pour chaque décision. Lorsqu’il éva-
lue le pari (l’action)g (1000 Frs pour une boule blanche), c’est la situation “aucune boule blanche”
qui gouverne son évaluation. Lorsqu’il évaluef’ (1000 Frs pour une bouleJ ouR), c’est au contraire
sur la situation “aucune boule jaune” qu’il se concentre.

Ce type d’attitude est incompatible avec une représentation de la connaissance du décideur par une
distribution de probabilité unique, indépendante des actions considérées. En revanche, il est représen-
table par des critères commemaximinoumaximax(voir Section 1.2.1 page 10).
A partir de ce constat, Jaffray [Jaf89]), puis Jaffray et Wakker [JW94] ont proposé un mode de décision
utilisant une représentation de l’incertitude en deux étapes, l’étape “subjective” ne faisant pas appel à
une représentation probabiliste. Ce mode d’évaluation est illustré par l’exemple suivant :

Exemple 2.3.3Le vendeur de téléviseurs(Jaffray et Wakker [JW94])
A l’heure de fermeture de son magasin, un vendeur de TV se demande s’il va servir un dernier client
qui se présente devant sa boutique. S’il le sert, il va sans doute rater le concert de Jazz auquel il avait
prévu de se rendre. D’un autre côté, il est certain de vendre un téléviseur supplémentaire. En fait, le
profit du vendeur va dépendre de la catégorie de prix, basse(B), moyenne (M) ou élevée (E) du poste
qu’il va vendre.
Il possède les connaissances suivantes:

(1) 60 % des clients ont une TV de catégorie basse (b), 30 % de catégorie moyenne (m), et 10 % de
catégorie élevée (e) ;

(2) lorsque les gens rachètent une TV, soit ils restent dansla même catégorie de prix, soit ils passent
à la catégorie immédiatement supérieure.

Le problème de décision en question (servir ou ne pas servir) est illustré par la figure 2.1 page suivante.
S = fB;M;Eg représente l’ensemble des états du monde immédiatementpertinents pour la décision.

 = fb;m; eg est un ensembled’états de connaissance, équipé d’une distribution de probabilités ob-
jectives, relié à l’ensembleS : à chaque état de connaissance correspond un sous-ensemble de l’espace
d’états (b! fB;Mg ; m! fM;Eg ; e! fEg).
Des deux informations(1) et(2), la première est probabilisable, mais pas la seconde. Le d´ecideur peut
tout de même obtenir des encadrements de probabilités à partir de(1) et (2) : 0 � P (fBg) � 0; 6 car
le client n’achètera une TV à bas prix que s’il en possède déjà une (p(b) = 0; 6 et encore dans ce cas
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Consequences
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FIG. 2.1 – Problème du vendeur de TV : risque et ambiguı̈té

il peut tout aussi bien acheter une TV à prix moyen). De même, il sait que0; 1 � P (fEg) � 0; 4, etc...

Dans le paragraphe suivant, nous décrivons les fonctions de croyance, adaptées à ce type de représen-
tation de l’incertitude.

Fonctions de croyance

L’information surS est représentée par une applicationm : 2

S

! [0; 1], A ! m(A), telle que
�

A�S

m(A) = 1.
Dans l’exemple précédent,m est obtenue à partir de l’information(1) (p sur
) et de(2) (application
de
 vers2S). Ainsi,m est définie par :

– m(fB;Mg) = 0; 6,

– m(fM;Eg) = 0; 3 et

– m(fEg) = 0; 1.

Une telle applicationm est appeléefonction de massepar Shafer [Sha76].
A partir dem on définit deux mesures surS, appelées respectivement fonctions de croyance et de
plausibilité.

Définition 2.3.1 Fonctions de croyance et de plausibilité
Soitm une fonction de masse surS, les applications suivantes:

Bel : 2

S

! [0; 1]; A! �

B�A

m(B)

Pl : 2

S

! [0; 1]; A! �

B\A6=;

m(B)

sont respectivement les fonctions de croyance et de plausibilité associées àm.
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Remarquons quePl et Bel sont reliées :8A � S; P l(A) = 1 � Bel(A). On peut remarquer éga-
lement quePl etBel ne sont pas des représentations numériques de probabilités qualitatives (elles
violent l’axiomeP), c’est d’ailleurs la raison pour laquelle elles permettent de résoudre le paradoxe
d’Ellsberg...
Néanmoins, les fonctions de croyance et de plausibilité sont des généralisations des probabilités : si
m vérifie la propriété8A � S;m(A) 6= 0) A est un singleton (les ensemblesA tels quem(A) 6= 0

sont appeléśeléments focauxdem), alors les fonctions de croyance et de plausibilité associées àm
sont égales et possèdent toutes les caractéristiques d’une mesure de probabilités (de distribution asso-
ciéem).

Wong et al. [WYBB91], [WYL93] ont proposé deux généralisations (duales) de l’axiomeP, caracté-
risant3 les relations (sur2S) de croyance et de plausibilité qualitatives :

Bel B � A;A\ C = ; ) (A � B ) A [ C � B [ C)

Pl B � A;B [ C = S ) (A � B ) A \ C � B \ C)

Les fonctionsBel etPl vérifient également (parmi d’autres) les propriétés suivantes :

Bel(A [B) +Bel(A \B) � Bel(A) +Bel(B); etPl(A[ B) + Pl(A \B) � Pl(A) + Pl(B):

Rappelons que les mesures de probabilités vérifient l’égalité :P (A[B)+P (A\B) = P (A)+P (B).

Dans le paragraphe suivant, nous allons décrire le modèlede décision basé sur les fonctions de
croyance (et de plausibilité), proposé par Jaffray et Wakker. Nous verrons qu’il s’agit d’une géné-
ralisation de l’utilité espérée, et nous montrerons brièvement un relâchement de l’axiome duprincipe
de la chose certaine, satisfait par ce critère.

Décision baśee sur les fonctions de croyance

Revenons à la modélisation en deux étapes d’une décision sousrisque-ambiguı̈té(Fig. 2.2 page ci-
contre) :
B

!

représente l’ensemble des états du monde associés à l’´etat de connaissance!. Du fait que
 est
probabilisable, une extension “raisonnable” du critère de l’utilité espérée peut être de considérera non
comme une application deS versX , mais de
 versX . Seulement, dans ce casa est une application
de
 vers2X , car à chaque état de connaissance correspond un ensemblede conséquences possibles
para. Du coup, pour appliquer le critère de l’utilité espérée, on doit étendre la fonction d’utilitéu (sur
X dans le cas classique) à2X . C’est dans cette extension que se reflète l’attitude du décideur envers
l’ambiguı̈té car la “non-détermination” de la conséquence de l’action appliquée dans un état donné de
connaissance provient de l’ambiguı̈té de cette dernière.
Afin d’étendre le critère de l’utilité epérée, Jaffray[Jaf89] a proposé le critère suivant,

U : a! �

B�S

m(B) � V

a

(B) (1)

oùV
a

(B) = V (a(B)), V étant une extension deu sur2X . Si a(B) = fx 2 X; 9s 2 B; a(s) = xg

est le singletonfx
0

g, alorsV
a

(B) = u(x

0

). Jaffray a montré que si l’on souhaite que la relation de

3. En fait, ces deux propriétés ne sont pas exactement des caractérisations des mesures de croyance et de plausibilité :
(1) toute fonction de croyance (resp. de plausibilité) satisfait Bel (resp.Pl) (2) toute relation satisfaisantBel (resp.Pl) est
représentable par une fonction de croyance (resp. de plausibilité), mais une relation satisfaisantBel (resp.Pl) peut parfois
être représentée par d’autres fonctions.
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FIG. 2.2 – Risque et ambiguı̈té : décision en deux étapes

préférence surA représentée parU respecte la propriété naturelle de “respect de la dominance” (si
une action domine faiblement une autre (cf. Déf. 1.2.1 page12), alors elle n’est pas “moins préférée”),
alorsU doit prendre la forme :

U : a! �

B�S

m(B) �  (u

�

(a(B)); u

�

(a(B))) (2)

où est une fonction non décroissante de ses deux arguments etu

�

(a(B)) etu�(a(B)) sont respec-
tivement les utilités de la pire et de la meilleure conséquence dea(B).

Jaffray et Wakker [JW94] ont proposé une caractérisationaxiomatique du critèreU qui consiste en un
affaiblissement des axiomes de Savage. En effet,U représente une généralisation du critère de l’utilit´e
espérée, ce dernier pouvant être retrouvé lorsquem est une distribution de probabilités (on retrouve
un problème de décision sous risque). Nous n’allons pas d´ecrire l’axiomatique de Jaffray et Wakker,
mais simplement donner la propriété suivante qui montre un lien avec la théorie classique :

Propri été 2.3.1U satisfait le principe de la chose certaine, restreint aux événements non ambigus.

Rappelons que le principe de la chose certaine stipule que :
8 f, g, h, h’ , A � S, fAh � gAh) fAh’ � gAh’ .
L’utilité basée sur les fonctions de croyance satisfait ce principe pour tout événementA non ambigu,
i.e. tel que :6 9B � S, m(B) > 0, A \ B 6= ; etA \ B 6= ;. Les événements non ambigus sont
également caractérisés par la propriété :A non ambigu ssiBel(A) = Pl(A).

Dans la seconde partie de cette thèse, nous évoquerons deux cas particuliers de fonctionU se prêtant
particulièrement bien à un traitement logique des probl`emes de décision. Ces deux cas sont obtenus
en choisissant comme fonctionV dans(1), les fonctionsmin etmax respectivement (correspondant
aux critèresmaximin etmaximax de la décision sous incertitudenon probabilisée) :

– U

�

: a! �

B�S

m(B) � u

�

(a(B)) et

– U

�

: a! �

B�S

m(B) � u

�

(a(B)).

Les fonctions d’utilité basées sur les fonctions de croyance généralisent à la fois le critère de l’uti-
lité espérée et les critères de décision dans l’incertain (prendre pour unique élément focalm = S).
Néanmoins, ces critères (à part le critère (2)) ne sont que des cas particuliers d’un critère encore plus
général, basé surl’intégrale de Choquetet la notion decapacité. C’est ce critère que nous allons
brièvement présenter dans le paragraphe suivant.
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Décision baśee sur l’intégrale de Choquet

L’intégrale de Choquet [Cho54] est basée sur une mesure del’incertitude� très générale, possédant
les propriétés suivantes :

– �(;) = 0, �(S) = 1,

– B � A) �(A) � �(B).

La seconde propriété est appelée propriété demonotonie. Elle est très générale et vérifiée par bon
nombre de mesures d’incertitude (probabilités, fonctions de croyance, possibilités et nécessités, ...).
Nous appelleronsmesure monotonetoute fonction satisfaisant ces deux propriétés. Plusieurs noms ont
été donnés à de telles mesures, suivant le domaine dans lequel elles ont été étudiées :capacités(par
Choquet qui les a utilisées pour modéliser les caractéristiques de certains composants électriques), ou
mesures floues(par Sugeno, [Sug77]).

L’intégrale de Choquetd’une fonction� : S ! RI , relativement à une mesure monotone�, notée
R

S

�d� est définie par :
Z

S

�d� =

Z

RI +

�(�

�

)d�+

Z

RI �

[�(�

�

)� 1]d�

où�
�

= fs 2 S; �(s) � �g.

L’intégrale de Choquet a été appliquée à la décision par plusieurs auteurs (Gilboa [Gil87], Schmeidler
[Sch89], Sarin et Wakker [SW92]). Siu est une fonction d’utilité sur l’ensemble de conséquencesX ,
et f est une action (une application deS versX), l’utilité de Choquet def vaut :

U

C

(f) =
Z

RI +

�(F

�

)d�+

Z

RI �

[�(F

�

)� 1]d�

oùF
�

= fs 2 S; u(f(s)) � �g.

Dans le cas oùX = fx

0

; : : : ; x

n

g est fini, etx
n

� : : : � x

0

, on obtient l’expression suivante deU
C

:

U

C

(f) = �

0

+

n

X

i=1

(�

i

� �

i�1

) � �(F

�

i

) (3)

où�
i

= u(x

i

).

On peut remarquer la généralité du critère basé sur l’intégrale de Choquet : “en spécialisant”� en une
fonction de croyance ou de plausibilité, on obtient les critères particuliersU� etU

�

proposés par Jaf-
fray et Wakker. En effet, l’expression(3) est alors égale à l’expression(1) (avec (u

�

(a(B)); u

�

(a(B))) =

u

�

(a(B))), si on remplace� par une fonction de croyanceBel, et à l’expression duale si� est une
mesure de plausibilité.

Sarin et Wakker [SW92] ont proposé une axiomatisation de cecritère, basée sur un relâchement des
axiomes de Savage. Comme dans l’axiomatisation de Jaffray et Wakker [JW94], il est fait appel à la
notion d’événementsnon-ambigus(“probabilisables”). Les axiomesSav 2, Sav 3et Sav 6sont res-
treints aux événements non-ambigus, etSav 4est remplacé par unaxiome de dominance:
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DC Dominance cumulative
8 f, g, (8� 2 RI ; F

�

�

L

G

�

)) f � g
oùF

�

� fs 2 S; u(f(s)) � �g etG
�

� fs 2 S; u(g(s))� �g.

2.4 Une approche ordinale de la d́ecision dans l’incertain baśee sur la
théorie des possibilit́es

2.4.1 Quelques rappels de th́eorie des possibilit́es

Une distribution de possibilité� sur un ensemble d’états du monde possiblesS est une fonction de
l’ensembleS vers une échelle simplement ordonnée(L;<), bornée (Zadeh [Zad65]). Cette échelle
peut être quelconque : par exemple l’intervalle unité[0; 1] équipé des opérationsmaximumetminimum
et d’une opération de renversementn

L

telle quen
L

(0) = 1 etn
L

(1) = 0. Dans le cas oùL = [0; 1], en
généraln

L

= 1��. LorsqueL est finie, on continue à noter 0 et 1 ses plus petit et plus grand éléments.

Une distribution de possibilité décrit les connaissances de l’agent sur l’état du monde (mal connu).
Elle distingue les états du mondeplausiblesde ceux qui le sont moins. Elle permet de distinguer les
états “normaux” des états “anormaux”. La fonction� : S ! L représente une restrictionflexiblesur
les états du monde. Par convention,�(s) = 0 signifie ques est un étatimpossible, alors que�(s) = 1

signifie ques est entièrement possible (plausible).

Contrairement aux probabilités, les possibilités permettent d’exprimer que plusieurs états sont entiè-
rement plausibles (ont un degré de possibilité valant 1).Bien sûr, siS représente l’ensemble des états
possibles du monde, l’état réel du monde appartient forc´ement àS, de telle sorte qu’il existe au moins
un état du monde de degré de possibilité 1. Cette propriété est appelée “normalisation” de la distribu-
tion de possibilités. Dans cette thèse nous considérerons des distributions de possibilité normalisées,
sinon nous le mentionnerons explicitement. D’après Zadeh[Zad78], une distribution de possibilité
peut être vue comme la fonction caractéristique “généralisée” d’un ensemble flou.

Une distribution de possibilité� est dite “au moins aussi spécifique” qu’une distribution�

0 ssi8s 2
S; �(s) � �

0

(s) (Yager [Yag79]). Dans ce cas,� est au moins aussi restrictive, et donc informative
que�0. La théorie des possibilités permet d’exprimer des formes extrêmes de connaissance partielle :

– connaissance complète :9s
0

; �(s

0

) = 1 et8s 6= s

0

; �(s) = 0,

– ignorance totale :8s 2 S; �(s) = 1.

Dans le premier cas, un seul état du monde est possible, tousles autres sont impossibles : l’état réel
du monde est donc parfaitement connu. Dans le second cas, tous les états du monde sont également
plausibles, nous n’avons aucune information sur l’état r´eel du monde.

SiA � S est un sous-ensemble d’états du monde, et� est la distribution de possibilité exprimant les
connaissances de l’agent, on peut se poser des questions du genre : “est-ce que l’état réel du monde
appartient àA”?
Pour répondre à cette question on dispose des deux indicessuivants :

– mesure de possibilité,
�(A) = sup

s2A

�(s);
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– mesure de nécessité,
N(A) = n

L

(�(A)) = inf

s2A

n(�(s)):

�(A) représente à quel pointA estcompatibleavec les connaissances de l’agent (exprimées par�).
�(A) est défini par le degré de possibilité de l’état le plus plausible parmi ceux deA, supposant ainsi
que si l’événementA se produit, l’état réel du monde se trouve parmi les plus plausibles, compatibles
avecA.
L’axiome de base des mesures de possibilité (dans le cas fini) est le suivant :

�(A [ B) = max(�(A);�(B));

cet axiome est justifié par le fait que l’on se concentre sur les situations les plus plausibles pour évaluer
le degré de possibilité d’un événement.

N(A) est appelédegré de nécessitédeA, et représente à quel pointA est impossible.N(A) � � > 0

implique que dans toutes les situations les plus plausibles(de possibilité supérieure ou égale àn
L

(�)),
A est vraie. Ainsi,N(A) > 0 signifie queA est une connaissance “acceptable”, i.e.A peut être
supposée vraie. Néanmoins, ce type de raisonnement est r´evisable etA peut être remise en cause par
de nouvelles connaissances. Dans le cas fini, les mesures de nécessité sont définies par un axiome dual
de celui des mesures de possibilités4,

N(A\B) = min(N(A); N(B)):

Jusqu’ici nous avons vu comment ces mesures peuvent être interprétées pour décrire les connaissances
incomplètes d’un agent. Elles peuvent être interprétées différemment, en termes de préférences (entre
conséquences de décisions, par exemple).
Dans ce cadre, la possibilité d’une conséquence peut être vue comme le degré auquel elle satisfait
les préférences de l’agent. Ainsi, les possibilités modélisent despréférences graduelles. Une distri-
bution de possibilité peut alors être vue comme une fonction d’utilité (voir (Dubois, Fargier et Prade
[DFP96]) pour une discussion détaillée sur le sujet).

Nous allons voir dans le paragraphe suivant comment l’utilisation conjointe des deux types de possi-
bilités permet d’obtenir une théorie qualitative (ordinale) de la décision dans l’incertain.

2.4.2 Th́eories possibilistes de la d́ecision dans l’incertain

Dans le cadre proposé par Savage pour la décision dans l’incertain, l’incertitude de l’agent est mo-
délisée par une distribution de probabilitép sur l’ensembleS des états possibles du monde et ses
préférences par une fonction d’utilitéu, à valeurs réelles, sur l’ensembleX des conséquences éven-
tuelles de ses actions.
Dans le cadre possibiliste, les connaissances de l’agent sont modélisées par une distribution de pos-
sibilité �, normalisée, fonction deS vers une échelle simplement ordonnéeL. L’échelleL est une
échelle de “plausibilité”, et comme il a été dit dans le paragraphe précédent,�(s) 2 L représente le
degré de “vraisemblance” ques soit l’état réel du monde.
Si l’on considère que les informations que possède l’agent sur le problème de décision sont purement
ordinales, il est raisonnable de penser que non seulement ses connaissances peuvent être exprimées

4. La nature ordinale des mesures de possibilité et nécessité doit être soulignée.
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par une distributionde possibilité, mais également ses préférences. Soit donc�, la distribution de pos-
sibilité représentant ses préférences,� prend ses valeurs dans l’échelle simplement ordonnée,L

0. Une
action est, comme dans la théorie de Savage, représentéepar une fonctiona, deS versX . L’utilité
d’une actiona, de conséquencea(s) 2 X dans l’états peut être évaluée en combinant les degrés de
possibilité�(s) et les utilités�(a(s)) de manière adéquate, pour tous les états possibles du monde.

Dans la littérature des ensembles flous, deux critères d’´evaluation ont été proposés, permettant de
réaliser de telles combinaisons en supposantune certaineforme de commensurabilité entre les échelles
de plausibilité (L) et d’utilité (L0) :

– un critère pessimistev
�

,
v

�

(a) = inf

s2S

max(n(�(s)); �(a(s)))

qui généralise le critère de Wald pour la décision dans l’incertain (n est une fonction décrois-
sante deL versL0, telle quen(1

L

) = 0

L

0 etn(0
L

) = 1

L

0),

– un critère optimistev�,
v

�

(a) = sup

s2S

min(m(�(s)); �(a(s)))

qui généralise le critère optimistemaximax (m est une fonction croissante deL versL0, telle
quem(0

L

) = 0

L

0 etm(1

L

) = 1

L

0).

Le critère optimiste à d’abord été proposé par Yager [Yag79] et le pessimiste d’abord par Whalen
[Wha84] puis réutilisé par Inuiguichi, Ichihashi et Tanaka [IIT89]. Ces critères représentent respec-
tivement les degrés de nécessité et de possibilité de l’ensemble flou surS dont la fonction d’appar-
tenance est�(a(�)). Ce sont aussi les opérations de base du “fuzzy pattern matching” (en bases de
données ou en systèmes experts).

Nous exposerons dans le chapitre 1 page 73 de la partie II l’axiomatique “à la von Neumann et Mor-
genstern” proposée par Dubois et Prade [DP95b] pour l’utilisation de ces deux critères en décision
dans l’incertain. Dans ce même chapitre, nous exposerons ´egalement la principale contribution axio-
matique de cette thèse : une justification de ces critères en termes de préférence entre actions (à la
Savage).

Ces deux critères sont des formes particulières d’une intégrale plus générale :l’intégrale de Sugeno
[Sug77]. Nous proposerons également, dans le chapitre 1 page 73 de la partie II une axiomatisation
de l’intégrale de Sugeno en tant que critère de décision ordinal (Dubois, Prade et Sabbadin [DPS98]).

2.5 Conclusion

L’objet de ce chapitre était de donner un aperçu de différentes théories pour la décision dans l’incer-
tain. Ces théories ont toutes la caractéristique communede faire intervenir des relations de préférence
sur un ensemble de conséquences et de “plausibilité” sur un ensemble d’états du monde, voire d’évé-
nements.
Ces théories diffèrent par la nature des relations envisagées. Celles-ci peuvent être numériques : préfé-
rences et plausibilités, dans les théories basées sur l’intégrale de Choquet ou ses dérivées. Les critères
de décision dans l’incertain “non probabilisé” que nous avons décrit différencient simplement états du
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monde possibles et impossibles, par contre la structure de la relation de préférence peut être simple-
ment ordinale (critère de Wald) ou plus raffinée. Nous avons également évoqué des critères “ordinaux”
de décision dans l’incertain, basés sur la théorie des possibilités.

Dans le chapitre 1 page 73 de la partie II nous poursuivrons dans cette voie, utilisant desstructures
ordinalespour représenter à la fois les relations de préférence et de plausibilité. Nous exposerons et
justifierons axiomatiquement ces derniers critères gén´eralisant le critère de Wald par l’utilisation, non
pas de l’intégrale de Choquet, mais de l’intégrale de Sugeno qui en est une contrepartie ordinale (où
les seules opérations utilisées sontmin, max et l’opération de renversement d’échelle). Nous décri-
rons en détails les critères d’utilité qualitative possibilistequi sont à l’intégrale de Sugeno ce que les
critères basés sur les fonctions de croyance et de plausibilité sont à l’intégrale de Choquet.

Dans ce chapitre, nous avons montré que l’intérêt de la justificationaxiomatique de critères de décision
n’est pas seulement théorique. En effet, grâce à l’observation des justifications des différents critères
on peut déterminer celui qui est le plus approprié pour résoudre un problème de décision donné.
Ces justifications axiomatiques peuvent également servir(celle de Savage pour l’utilité espérée, par
exemple) à construire, ou au moins à vérifier, les relations de plausibilité sur les états du monde et de
préférence sur les conséquences, en observant seulement un sous-ensemble des actions potentielles,
disponibles pour un agent.

Il est un domaine de l’Intelligence Artificiellequi fait appel à la théorie de l’utilité espérée : celuide
la planification sous incertitude. Dans le prochain chapitre, nous allons parler de décision séquentielle
dans l’incertain. Le problème de décision ne se limite plus au choix d’une action unique à appliquer,
mais d’une suite d’actions visant à atteindre un but donné. Plus particulièrement, nous allons parler
deprocessus décisionnels markoviens(l’incertitude est de nature probabiliste et les différentes étapes
de décision sont indépendantes).
Nous exposerons une méthode de résolution de tels problèmes : laprogrammation dynamique. Nous
évoquerons ensuite la notion d’observabilité, qui peut intervenir dans ce type de problèmes : une fois
qu’une décision est prise et que l’action choisie est appliquée, l’agent a-t-il une connaissance exacte
de l’état (conséquence) résultant? Si oui, on parlera deproblèmestotalement observables, sinon de
problèmespartiellement observables, voire àobservabilité nulle.
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Chapitre 3

Problèmes de d́ecision śequentielle

3.1 Introduction

Dans les deux chapitres précédents, nous avons parlé de décision dans l’incertain. Nous avons exposé
un certain nombre de théories dont la plus connue est celle de l’utilité espérée.
Nous y avons fait l’hypothèse qu’un problème de décisionne se limitait qu’au choix et à l’application
d’une seule action. Néanmoins cette hypothèse est restrictive. Dans de nombreux domaines, un agent
est confronté à des choix répétitifs et interdépendants. De ses actions résultent des conséquences ayant
une certaine utilité pour lui, mais elles modifient également l’état du monde d’une manière dont vont
dépendre ses décisions futures.
Dans le domaine de laplanification, en particulier, un agent est confronté à ces problèmes de choix
répétitifs (ou séquentiels), mais on retrouve également de tels problèmes enordonnancement, alloca-
tion de ressources...

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser à ces probl`emes de décision séquentiels. Après avoir
présenté une formulation des problèmes de décisionsmarkoviens, nous allons exposer la méthode de
résolution appeléeprogrammationdynamique, basée sur lePrincipe d’Optimalitéde Bellman [Bel57].
Ensuite, nous effectuerons une petite digression sur la notion d’observationdans un problème de
décision sous incertitude (probabiliste), avant de décrire les processus décisionnels markovienspar-
tiellement observables.

3.2 Décision śequentielle, processus d́ecisionnels markoviens et program-
mation dynamique

3.2.1 Formulation des probl̀emes d́ecisionnels markoviens

Lorsqu’un agent commande (par ses décisions) un système dynamique, à chaque instant il observe
l’état de ce système afin de choisir une action à appliquer, parmi un ensemble d’actions disponibles.
La conséquence de l’application de l’action choisie est double.

– L’agent reçoit une récompense (ou une pénalité) immédiate résultant de l’application de l’ac-
tion dans l’état courant du monde, comme dans les théoriesque nous avons décrites dans les
chapitres précédents. Ces récompenses peuvent s’additionner ou non, au cours du temps.

– Le système évolue (i.e. l’état du monde change).
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L’objectif de l’agent est de maximiser les performances du système, i.e. de maximiser la récompense
totale qu’il recevra au cours du temps. Une méthode très simple pour guider les choix de l’agent
consiste à choisir, à chaque étape, l’action qui maximise la récompense immédiate de l’agent. Mal-
heureusement, cette méthode ne garantit pas que la récompense totale obtenue soit maximale. En effet,
l’action appliquée immédiatement influe sur l’évolution future du système, qui à son tour va influer
sur le total des récompenses que l’agent va recevoir, pouvant remettre en cause le bénéfice immédiat
résultant de l’application de l’action choisie.

Ainsi, il est important de prendre en compte l’évolution future du système pour choisir l’action sui-
vante. Qu’en est-il de l’évolution passée du système?
Sousl’hypothèse markovienne, l’état suivant du système ne dépend que de l’état courant et de l’ac-
tion mise en oeuvre dans cet état : l’histoire passée du système n’a aucune influence sur son évolution
future.

Ces deux propriétés plaident pour unerecherche arrièrede la séquence d’actions optimale. L’hy-
pothèse markovienne permet de plus une recherchepar induction(l’état suivant se déduit de l’état
courant et de l’action appliquée dans cet état uniquement).
Nous exposerons une méthode de recherche par induction arrière (“backward induction” en anglais),
mais avant cela, nous devrons donner un certain nombre de notations qui seront utilisées dans ce cha-
pitre.

T représente l’ensemble des instants (ou étapes) auxquelsles décisions peuvent être prises.T peut être
fini ou infini, et dans le dernier cas, discret ou continu. Suivant les cas, on parle de décision séquen-
tielle àhorizon finiou infini. Nous ne traiterons pas dans cette thèse le cas oùT est infini et continu.
Dans les deux autres cas,T sera représenté respectivement par les ensemblesf1; 2; : : : ; Ng (cas fini)
ouf1; 2; : : :g (cas infini). L’étape courante sera notéet et la suivante,t+ 1.

L’ensemble des états possibles du monde à l’étapet est notéS
t

. Si le système se trouve à l’étapet
dans l’états 2 S

t

, l’ensemble des actions disponibles est notéA

s;t

. Tout commeT ,S
t

etA
s;t

peuvent
être finis ou infinis, discrets ou continus.

Lorsque l’agent effectue l’actiona 2 A

s;t

dans l’états et à l’instantt, il reçoit une récompense
r

t

(s; a), pouvant être positive ou négative, additive ou non.
Dans le même temps, la connaissance de l’évolution du système peut changer de manièredéterministe,
non déterministeou probabiliste(dans la seconde partie de cette thèse il pourra évoluer demanière
“possibiliste”). On notew

t

(s; a) la fonction de transfertdu système.

– Dans le cas déterministe, l’état successeur est parfaitement connu :w
t

(s; a) 2 S

t+1

est l’état
résultant de l’application de l’actiona dans l’états à l’instantt. Dans le cas non déterministe,
w

t

(s; a) est un sous-ensemble deS
t+1

.

– Dans le cas probabiliste, comme dans la théorie de von Neumann et Morgenstern [vNM44],
l’état successeur est mal connu et l’incertitude est repr´esentée par une distributionde probabilité
w

t

(s; a) surS
t+1

, encore notéep
t

(�js; a). Notons que le cas déterministe peut être vu comme
un cas particulier du cas probabiliste (mais pas le cas non-déterministe).

On appellerègle de décisionune fonctiond
t

: S

t

! A

s;t

qui associe une action à chaque état
possible du monde à l’étapet. L’ensemble de ces règles de décision est notéD

t

. Unestratégieest
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une séquence de règles de décision, applicables tout au long de l’horizon du problème. Une stratégie
� est une séquence, finie ou infinie, de règles de décision :� = fd

1

; d

2

; : : : ; d

N

g où d
t

2 D

t

pour
t = 1; : : : ; N .� = D

1

�D

2

� : : :�D

N

est l’ensemble des stratégies applicables (dans le cas fini).
Dans le cas particulier où les ensembles et fonctions précédemment décrits ne dépendent pas du para-
mètret on parle de problème décisionnel markovienstationnaire. Un exemple typique est celui de la
navigation d’un robot dans un environnement statique.

Adopter la notion de règle de décision suppose qu’à chaque étape l’agentobservel’état du mondes
t

dans lequel il se trouve. On parle dans ce casd’observabilité totale.
Il se peut également que l’agent doive construire la séquence d’actions qu’il va appliquer, avant même
d’appliquer la première d’entre elles. Dans ce cas, il ne possède aucune autre information pour choisir
l’action a

t

à appliquer à l’étapet que la donnée de l’état du monde initials
1

et de la séquence d’ac-
tions déjà choisiesfa

1

; : : : ; a

t�1

g. On parle dans ce casd’observabilité nulle.

Enfin, des cas intermédiaires peuvent se présenter dans lesquels l’agent n’a pas accès à la connaissance
de l’état réel du mondes

t

, mais peut observer une manifestation du systèmeo

t

2 O

t

,O
t

représentant
toutes les manifestations possibles du système à cette étape. L’état réel du système,s

t

, et la manifes-
tationo

t

sont reliés, par exemple par une distribution de probabilité surS
t

�O

t

: (s
t

; o

t

)! p

t

(s

t

; o

t

)

dans le cas probabiliste. On parle dans ce casd’observabilité partielle. Cette observation peut égale-
ment dépendre de l’actiona

t

exécutée.

En résumé, les différents éléments d’un problème de décision séquentiel markovien peuvent avoir les
caractéristiques suivantes :

– Horizon: une seule étape, nombre fini ou infini d’étapes (discret oucontinu).

– Actions: détermistes, non-déterministes, probabilistes...

– Utilités : réelles ou non, additives ou non, positives ou négatives...

– Observabilité: totale, partielle ou nulle.

3.2.2 Valeur d’une strat́egie dans le cas observable, déterministe ou probabiliste

Lorsque le problème est déterministe, l’agent spécifie entièrement l’évolution du système en choi-
sissant une stratégie�. Une fois� choisie, si l’état initial du monde ests�

1

, la trajectoiredu système
fs

�

1

; : : : ; s

�

N

g (l’ensemble des états qu’il occupe tout au long de l’horizon du problème) est entière-
ment déterminée par l’équation fonctionnelle :

s

�

t+1

= �(s

�

t

):

Comment évaluer une stratégie� dans le cas déterministe à horizon finif1; 2; : : : ; Ng?
Dans l’états�

1

l’agent reçoit une récompenser
1

(s

�

1

; d

1

(s

�

1

)) = r

1

(s

�

1

; s

�

2

), à la seconde étape il reçoit
une récompenser

2

(s

�

2

; d

2

(s

�

2

)), etc...
Plusieurs évaluations sont possibles suivant que l’on considère que les récompenses s’additionnent
au cours du temps (éventuellement pondérées par un facteur d’amortissement avec le temps lorsque
l’on considère un horizon infini) ou que l’on prend la moyenne sur un nombre fini d’étapes (nombre
éventuellement plus petit que l’horizon du problème) ou encore, dans une optique pessimiste, que l’on
se concentre sur la “pire” récompense obtenue le long de la trajectoire.



40 CHAPITRE 3. PROBL̀EMES DE DÉCISION ŚEQUENTIELLE

Dans le cas où les récompenses s’additionnent, la valeur totale d’une stratégie� est définie par :

Définition 3.2.1 Valeur d’une stratégie� dans le cas déterministe :

v

�

N

(s

1

) =

N

X

t=1

r

t

(s

�

t

; d

t

(s

�

t

)):

Dans le cas probabiliste la stratégie� ne détermine pas une simple trajectoire, mais permet de définir
un ensemble de probabilités de transition entre états : les états successifs occupés par le système (l’état
réel du monde) sont décrits par unechaı̂ne de Markov. Ainsi, � génère un ensemble de trajectoires de
la formefs�

1

; s

�

2

; : : : ; s

�

N

g qui seront éventuellement parcourues par l’état réel dusystème, avec pro-
babilitép(s�

2

js

1

; d

1

(s

�

1

))� : : :� p(s

�

N+1

js

N

; d

N

(s

�

N

)), oùs�
N+1

est un état fictif, ajouté au problème.

Dans ce cas la valeur d’une stratégie n’est pas la simple somme des récompenses obtenues le long
d’une trajectoire, mais l’espérance mathématique de la somme de ces récompenses, le long de la
chaine de Markov :

Définition 3.2.2 Valeur d’une stratégie� dans le cas probabiliste:

v

�

N

(s

1

) = E

�;s

1

(

N

X

t=1

r

t

(s

�

t

; d

t

(s

�

t

))):

E

�;s

1

représente l’espérance mathématique, relativement àla distributionde probabilité sur l’ensemble
des trajectoires, générée par�, conditionnellement à l’état initials

1

.

Dans tous les cas, l’objectif de l’agent est de trouver une stratégie�� maximisant la valeur dev�
N

(s

1

),
i.e. telle quev�

�

N

(s

1

) = sup

�2�

v

�

N

(s

1

). Dans les cas oùS
t

etA
s;t

sont finis pour touts et t on sait
qu’une telle stratégie optimale existe.
Dans le paragraphe suivant nous exposerons une méthode de “programmation dynamique” permettant
de calculer une stratégie optimale dans le cas probabiliste par recherche arrière par induction, mais
avant voyons un exemple de problème de décision séquentielle tiré de (Puterman [Put87]).

Exemple 3.2.1Chaque mois le directeur d’un entrepôt doit déterminer quelle quantité d’un certain
produit il commande, afin de garnir son stock pour satisfairela demande (aléatoire) de ses clients.
Son objectif est de maximiser l’espérance mathématique de son profit (revenu des ventes moins coûts
d’inventaire et de commande). La demande mensuelle est aléatoire, de distribution de probabilité
connue.

Les hypothèses simplificatrices suivantes sont posées :

– Les commandes et livraisons au stock sont exécutées simultanément, en début de mois.

– Les demandes des clients sont livrées en fin de mois.

– Si la demande des clients excède le stock, seule la valeur du stock est livrée et payée.

– Le produit est acheté et vendu par lots (unités entières).

– La capacité de l’entrepôt est deM unités (lots).

– L’horizon du problème estf1; 2; : : : ; Ng.
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s

t

représente la quantité de stock à l’étapet, a
t

représente la quantité additionnelle commandée au
fournisseur etD

t

la demande totale des clients à l’étapet. p
d

= PfD

t

= dg représente la probabilité
(connue) que la demande totale soit ded unités à l’étapet. c(u) représente le coût d’une commande
deu unités au fournisseur eth(u) le coût de stockage deu unités. Enfin,f(u) représente le revenu de
la vente deu unités.
L’espérance mathématique du revenu de la vente sachant que le stock initial est deu unités, notée
F (u), est déterminée par la formule suivante :

F (u) =

u�1

X

d=0

f(d) � p

d

+ f(u) � PfD

t

� ug:

Le gain espérér
t

(s

t

; a

t

) est donné par la formule :

r

t

(s

t

; a

t

) = F (s

t

+ a

t

)� c(a

t

)� h(s

t

+ a

t

):

Si l’horizon estT = f1; 2; : : : ; Ng, r
N+1

(s

N+1

; a

N+1

) = g(s

N+1

) est la valeur du stock à la fin de
la période.

Prenons les valeurs numériques proposées par Puterman [Put87] :

– Le coût d’une commande deu unités au fournisseur estc(u) = 4 + 2 � u si u > 0 et c(u) = 0

sinon,

– le coût de stockage deu unités esth(u) = u,

– la capacité de stockage estM = 3,

– l’horizon estT = f1; 2; 3g,

– le revenu de la vente deu unités estf(u) = 8 � u et

– les probabilités que 0, 2 ou 1 unités soient commandés par les clients sontp
0

= p

2

= 1=4,
p

1

= 1=2.

Après calcul, on obtientF (0) = 0, F (1) = 6, F (2) = F (3) = 8.
r

t

(s; a) est donnée par le tableau suivant :

s a = 0 a = 1 a = 2 a = 3
0 0 -1 -2 -5
1 5 0 -3 �

2 6 -1 � �

3 5 � � �

et p
t

(s

0

js; a) par :

s+a s’ = 0 s’ = 1 s’ = 2 s’ = 3
0 1 0 0 0
1 3/4 1/4 0 0
2 1/4 1/2 1/4 0
3 0 1/4 1/2 1/4

Nous verrons comment cet exemple peut être résolu par une méthode de programmation dynamique
dans le paragraphe suivant.
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3.2.3 Programmation dynamique

Les méthodes de programmation dynamique se basent sur un principe simple : décomposer un pro-
blème de décision séquentiel en une série de problèmessimples (d’une seule étape), interdépendants.
Pour ce faire on utilise lePrincipe d’Optimalitéde Bellman [Bel57] selon lequel une solution optimale
peut être trouvée en résolvant l’équation fonctionnelle reliant la valeur d’un problème comportantt+1

étapes à un problème en reliantt.
Le principe de Bellman est valide dès qu’il existe une certaine forme de séparabilité de la fonction de
valeur.

Parmi les méthodes de programmation dynamique existantes, nous ne décrirons que la méthode de
recherche par induction arrière qui est la seule à fonctionner pour les processus décisionnels mar-
koviens probabilistes à horizon fini. D’autres méthodes,notamment basées sur une recherche avant
fonctionnent pour le cas déterministe. Le cas où l’horizon est infini requiert des méthodes de réso-
lution spécifiques, et il ne sera pas évoqué ici. On pourrase référer à (Puterman [Put87]) pour des
exemples de méthodes de programmation dynamique autres que par recherche par induction arrière.

Equation fonctionnelle de la programmation dynamique

On notevt(s) la sommemaximaledes récompenses que peut recevoir l’agent entre les étapes t et
N +1 (en choisissant une stratégie optimale). Lorsque l’évolution du problème est probabiliste et non
déterministe,vt(s) représente l’espérance mathématique maximale de cettesomme.

L’équation fonctionnelle de la programmation dynamique,encore appelée équation de Bellman relie
les valeurs des stratégies optimalesv

t

(s) et vt+1(s) aux étapest et t + 1. Dans le cas déterministe,
elle est définie par :

Définition 3.2.3 Equation de Bellman dans le cas déterministe.
8t 2 1 : : :N; 8s 2 S

t

,
v

t

(s) = max

a2A

s;t

fr

t

(s; a) + v

t+1

(w

t

(s; a))g

et vN+1

(s) = 0; 8s 2 S

N+1

Cette équation est la même que celle que l’on rencontrerait dans un problème comportant une seule
étape, dans lequel l’agent (initialement dans l’états) doit choisir une actiona� 2 A

s;t

maximisant la
somme de la récompense immédiater

t

(s; a) et de la “valeur” de l’état résultantw
t

(s; a).

Cette méthode de choix diffère de la méthode “naı̈ve” évoquée au début de ce chapitre dans la mesure
où, pour choisir une action à l’étapet, elle prend en compte non seulement la récompenser

t

(s; a)

obtenue immédiatement, mais aussi les récompenses qui pourront être obtenues aux étapes suivantes,
par l’intermédiaire devt+1(w

t

(s; a)).

Dans le cas probabiliste, l’équation est modifiée afin de tenir compte des probabilités de transition
entre états :

Définition 3.2.4 Equation de Bellman dans le cas probabiliste.
8t 2 1; : : : ; N; 8s 2 S

t

,

v

t

(s) = max

a2A

s;t

fr

t

(s; a) +

X

s

0

2S

t+1

p

t

(s

0

js; a) � v

t+1

(s

0

)g
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Dans ce cas, on cherche à maximiser, à chaque étape, la somme de la récompense obtenue immédia-
tement, et de l’espérance mathématique des valeurs des états successeurs possibles des para.

Dans le paragraphe suivant nous allons voir comment on peut ´evaluer une stratégie� et comment on
peut calculer une stratégie optimale�� dans les cas déterministe et probabiliste, par une méthode de
recherche arrière par induction.

Calcul de stratégies optimales par recherche arrìere par induction

Puterman [Put87] a proposé l’algorithme suivant, utilisant de manière itérative les définitions 3.2.3
page précédente et 3.2.4 page ci-contre afin de calculer lavaleur d’une stratégie� = fd

1

; : : : ; d

N

g ou
une stratégie optimale�� dans les cas déterministe et probabiliste:

Algorithme 3.1 : Evaluation d’une stratégie� = fd
1

; : : : ; d

N

g

début
t N + 1 ;
v

t

 0 ;
8s; v

N+1

(s) 0 ;
tant queN � 2 faire

t t� 1 ;
pour s 2 S

t

faire
% Dans le cas déterministe ;
v

t

(s) r(s; d

t

(s)) + v

t+1

(w

t

(s; d

t

(s))) ;
% Dans le cas probabiliste ;
v

t

(s) r(s; d

t

(s)) +

P

s

0

2S

t+1

p(s

0

js; d

t

(s)) � v

t+1

(s

0

) ;

retourner v1(s
1

)

fin

Cet algorithme évalue la valeur d’une stratégie par recherche arrière par induction.
Il peut être modifié afin de pouvoir déterminer une stratégie optimale.

Algorithme 3.2 : Calcul de l’ensemble des stratégies optimales

début
t N + 1 ;
v

t

 0 ;
8s; v

N+1

(s) 0 ;
tant queN � 2 faire

t t� 1 ;
pour s 2 S

t

faire
Déterminer l’ensemble A

�

s;t

des actions maximisant v

t

(s)

retourner v1(s
1

), f�� = fa�
1

; : : : ; a

�

N

g; a

�

t

2 A

�

s;t

g

fin

Afin de déterminer l’ensembleA�
s;t

des actions optimales dans l’états, à l’étapet, on calculevt(s)
par l’une des définitions 3.2.3 page précédente ou 3.2.4 page ci-contre, et on conserve les actions
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permettant d’atteindre la valeurvt(s).

Exemple 3.2.2 (suite de l’exemple 3.2.1) :

Dans l’exemple (probabiliste) de l’entrepôt on définit tout d’abordvt(s; a), la valeur de l’actiona à
l’etapet, dans l’états, par :

v

t

(s; a) = r

t

(s; a) +

X

s

0

2S

p

t

(s

0

js; a) � v

t+1

(s

0

)

Appliquons l’algorithme 3.1. Au départ,t = 4; v

4

(s) = 0; 8s 2 f0; 1; 2; 3g. Ensuite, en appliquant
l’algorithme, on obtient les résultats suivants :

– t = 3

s v

3

(s) A

�

s;3

0 0 f0g

1 5 f0g

2 6 f0g

3 5 f0g

– t = 2

s v

2

(s) A

�

s;2

0 2 f2g

1 6; 25 f0g

2 10 f0g

3 10; 5 f0g

– t = 1

s v

1

(s) A

�

s;1

0 67=16 f3g

1 129=16 f0g

2 194=16 f0g

3 227=16 f0g

La stratégie optimale peut être exprimée très simplement dans cet exemple : “Tant qu’il reste du
produit en stock on n’en commande pas. Lorsqu’il n’en reste plus, à l’étape 1 on commande 3 unités
et à l’étape 2, 2 unités.

Conclusion

Nous avons décrit dans cette section une méthode de programmation dynamique par recherche arrière
inductive, permettant de résoudre des problèmes de décision séquentielle :

– à horizon fini,

– avec actions déterministes ou probabilistes,
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– avec fonctions d’utilité (récompenses) additives,

– et observabilité totale.

Dans la seconde partie de cette thèse nous conserverons l’hypothèse d’horizon fini, mais nous exa-
minerons les cas où les actions sont non-déterministes oupossibilistes. Dans ces cas, les actions
déterminent despossibilitésde transition et non des probabilités. Les fonctions d’utilité que nous
considérerons ne seront pas additives, mais seulement ordinales, donc exprimables elles aussi par des
distributions de possibilités.

Jusqu’ici nous avons fait l’hypothèse que les problèmes de décision concernés sont totalement obser-
vables. Cela signifie qu’après l’exécution d’une action,l’agent a une connaissance complète de l’état
du monde résultant.
Dans la suite de ce chapitre, nous allons relâcher cette hypothèse en supposant que l’agent n’acquiert
pas une connaissance complète à chaque étape mais qu’il observe seulement certaines manifestations
du monde réel en résultat de ses actions.

3.3 Observation, processus d́ecisionnels markoviens partiellement ob-
servables

3.3.1 Qu’est-ce qu’une observation?

Dans la plupart des problèmes de décision séquentielle dans l’incertain, un agent n’a pas une connais-
sance complète du monde réel mais il acquiert, au fur et à mesure de ses actions, des informations sur
le monde. Un robot évoluant dans un environnement mal connuet devant atteindre un objectif fixé, par
exemple, devra alterner des phases de déplacement et d’acquisition d’information. Les informations
acquises par l’intermédiaire de senseurs lui permettrontde choisir ensuite des actions plus efficaces
pour atteindre son but.

Que sont ces phases d’acquisition d’information? Sont-elles des actions comme les autres? Peuvent-
elles également être évaluées en mesurant une forme d’utilité espérée?
Nous allons donner certaines réponses à ces questions dans le cadre de la décision sous incertitude
probabiliste et des processus décisionnels markovienspartiellement observables.

En premier lieu, demandons nous ce qu’est une observation. Tout comme l’on distingue les actions
déterministes des actions probabilistes (entre autres),on distingue aussi les observations déterministes
des observations probabilistes.
Considérons une observationobs. On peut supposer, par exemple, que celle-ci, en fonction del’état
réel s 2 S

t

, donne un résultat (une manifestation du monde réel)o 2 O

t

, O
t

étant l’ensemble des
manifestations possibles de toutes les observations disponibles à l’étapet.

Dans un exemple donné par Savage [Sav54], un consommateur souhaitant acheter du raisin demande
à l’épicier de goûter un grain. Sur la base du résultat decette observation, il va décider de la quantité
de raisin qu’il va acheter, en fonction de la satisfaction qu’il espère en retirer. Dans cet exemple, le
lien entre le résultat de l’observation (qualité du graingoûté) et l’état du monde réel (qualité moyenne
du raisin) n’est pas forcément “déterministe” : la qualité du grain goûté ne reflète pas forcément la
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qualité moyenne du raisin...

Reprenons nos considérations générales sur la notion d’observation en commençant par les observa-
tions appelées “problèmes de partition” chez Savage. Unetelle observation consiste à réduire l’en-
semble des états possibles du monde en observant la valeur d’une variable observable qui dépend de
manière déterministe de l’état réel du monde (chaque état possible du monde renvoie une seule valeur
de la variable observable). Nous qualifierons ces observations dedéterministes.
Formellement, une observation déterministeobs est une application de l’ensemble des états possibles
du monde,S

t

, dans l’ensemble des résultats d’observationO

t

= fo

1

; : : : ; o

p

g. Cette application réa-
lise unepartitiondeS

t

:
S

t

=

[

i21::n

S

i

; 8s 2 S

i

; obs(s) = o

i

:

obs est déterministe dans la mesure où, répétée plusieursfois, elle donnera toujours le même résultat.

Une observation probabiliste, par contre, ne donnera pas toujours un résultat identique dans le même
état du monde. Le résultat de l’observation est lié à l’´etat du monde par une distribution de probabilité
jointep

obs

(s

i

; o

j

) surS
t

� O

t

.
Le cas déterministe peut être vu comme un cas particulier,dans lequelp

obs

(s

i

; o

j

) = 1 si o
j

= obs(s

i

)

et 0 sinon.

Après cet aperçu de la notion d’observation nous allons voir comment s’en servir afin de choisir des
actions plus “utiles” en environnement partiellement observable.
Deux approches différentes sont envisageables :

– l’approche de Savage qui pour évaluer l’utilité d’une observationobs, fait la différence entre les
utilités espérées d’un couple observation-action optimal et d’une action optimale sans observa-
tion,

– l’approche utilisée dans le cadre deprocessus décisionnels markoviens partiellement obser-
vables(PDMPO) (Cassandra et al. [CKL94]), (Monahan [Mon82]), (Lovejoy [Lov91]) qui ne
distinguent pas les observations des autres actions mais suggèrent que toute action procure
en retour une observation. Ces auteurs proposent de transformer un PDMPO discret et fini en
PDM continu dont leśetats de connaissance(distributions de probabilité sur les états possibles
du monde) remplacent les états du monde classiques.

3.3.2 Observer, puis agir

Dans cette approche exposée par Savage [Sav54] l’agent observe d’abord, puis en fonction du résultat
de son observation il choisit une action à appliquer.

Rappelons en premier lieu la définition devt(s; a), la valeur de l’actiona dans l’états, dans un
processus décisionnel markovien totalement observable :

v

t

(s; a) = r

t

(s; a) +

X

s

0

2S

t+1

p(s

0

js; a) � v

t+1

(s

0

):

Lorsque l’état du monde réel est inconnu, mais que l’observationobs a été effectuée et a donné le
résultato

i

, on peut déterminer une “valeur moyenne” des valeurs des états compatibles avec le résultat



3.3. OBSERVABILITÉ PARTIELLE 47

d’observationo
i

:
v

t

(o

i

; a) =

X

s2S

t

p(sjo

i

; obs) � v

t

(s; a);

oùp(sjo
i

; obs) se déduit dep
obs

parp(sjo
i

; obs) =

p

obs

(s;o

i

)

p

obs

(o

i

)

(oùp
obs

(o

i

) =

P

s2S

t

p

obs

(s; o

i

)).

v

t

(o

i

; a) représente l’utilité de l’actiona une fois que le résultato
i

de l’observationobs a été obtenu.
On note ensuitevt(o

i

) = max

a2A

s;t

v

t

(o

i

; a), la “valeur” du résultato
i

, soit l’utilité de la meilleure
action applicable après queo

i

ait été observé.

Enfin Savage définit l’utilité d’une observation comme l’espérance mathématique des valeurs de ses
résultats possibles :

v

t

(obs) =

X

o

i

2O

t

p

obs

(o

i

) � v

t

(o

i

):

L’utilité réelle d’une observationobs est déterminée en comparant la valeur dev

t

(obs) (observation
puis action optimale fonction du résultat) etvt(s), l’utilité d’une action optimalesans observation.

Exemple 3.3.1Valeur d’une observation(Savage [Sav54]).

Dans le problème de l’achat de raisin, celui-ci peut être de qualité inférieure (1), moyenne (2) ou
supérieure (3). Le consommateur évalue a priori les probabilités de ces trois qualités :

Q(qualité) 1 2 3

P (probabilité) 1=4 1=2 1=4

Il a quatre actions à sa disposition: acheter 0, 1, 2 ou 3 grappes de raisin. Les valeurs des consé-
quences de ses actions suivant la qualité du raisin sont résumées dans le tableau suivant, ainsi que
l’espérance mathématique des différentes actions :

Q

a 1 2 3 v(a)

0 0 0 0 0

1 �1 1 3 1

2 �3 0 5 1=2

3 �6 �2 6 � 1

L’épicier lui propose de goûter un grain de raisin. Etant un connaisseur, le client est capable de
classer la qualité du raisin en cinq catégories que nous noterons, par qualité croissante de 1 à 5.
Le tableau suivant contient la distribution de probabilit´e jointe surO � Q, oùO est l’ensemble des
5 qualités observables par le consommateur. Pour éviter de manipuler des fractions, les probabilités
sont multipliées par un même facteur 128.

Q

o 1 2 3 128 � p(o)

1 15 5 1 21

2 10 15 2 27

3 4 24 4 32

4 2 15 10 27

5 1 5 15 21

32 64 32 128

128 � p(Q)
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De ces données on déduit aisément les valeursv

t

(o

i

; a

j

) des différentes actions suivant l’observation
faite :

o

a 1 2 3 4 5

0 0=21 0=27 0=32 0=27 0=21

1 �7=21 11=27 32=32 43=27 49=21

2 �40=21 �20=27 8=32 44=27 72=21

3 �94=21 �78=27 �48=32 18=27 74=21

De cette table on déduit les actions optimales après observation: ne pas acheter de raisin si la qualité
observée esto = 1, une grappe si c’esto = 2 ou3, deux si c’est4 et trois si c’est5.

L’utilité de l’observation est évaluée à(0 + 11 + 32 + 44 + 74)=128 � 1; 26 à laquelle on doit
retrancher 1, soit la valeur de l’action optimale sans observation (acheter une grappe).

Ainsi, en connaissant la valeur des états successeurss

0

2 S

t+1

on peut calculer, par recherche arrière,
une observation optimaleobs, et un ensemble d’actions optimales, respectivement associées aux dif-
férents résultats possibles de l’observationobs.

Le problème de la méthode de Savage est qu’elle est difficilement itérable : devt+1 surS
t+1

on déduit
v

t surO
t

, mais pas surS
t

!
En d’autres termes, la méthode proposée par Savage permetde passer d’une utilité sur l’espace des
états du monde à l’étapet + 1 à une utilité sur l’espace des observations (ouétats de connaisance) à
l’étapet. Dans le paragraphe suivant, nous allons exposer la méthode de Cassandra et col. [CKL94]
qui est itérative et dont le principe consiste à modifier l’espace d’étatsS

t

en un espaced’états de
connaissance, qui devient malheureusement infini. Ainsi, chez Cassandraet col. on résout le problème
en restant au niveau des états de connaissance.

3.3.3 Etat du monde contréetat de connaissance

Le concept deProcessus Décisionnel Markovien Partiellement Observable (PDMPO) a été introduit
par Monahan [Mon82] et Lovejoy [Lov91] dans le cadre de laRecherche Opérationnellepuis Cas-
sandra et col. [CKL94] ont proposé d’utiliser ce modèle pour la décision séquentielle sous incertitude
avec observabilité partielle. Un PDMPO comprend, outre les ensembles d’étatsS

t

et d’actionsA
s;t

pour chaque étape, un ensembled’observationsO
t

= fo

1

; : : : ; o

k

g.

Contrairement à l’approche de Savage, Cassandra et col. nemettent pas en jeu d’actions d’acquisition
d’informations mais considèrent que chaque actiona dans l’états

t

ne change pas seulement l’état
du monde (avec une distribution de probabilitép(�js; a)), mais produit également un résultat d’ob-
servation qui est une manifestation du système en retour del’action. Cette manifestation, fonction
de l’action effectuée et de l’état résultant, peut elle-même être non-déterministe, auquel cas elle est
représentée par une distribution de probabilitép

0

(�js

0

; a) surO
t+1

.

A chaque étape, l’agent ne connait pas l’état exact du système. La seule information à laquelle il a
accès est ce résultat d’observation. En revanche, il peutestimer à chaque étape une probabilité de se
trouver dans tel ou tel état du monde. Sa connaissance est r´esumée par une distribution de probabilité
b

t

(pour “belief state” oúetat de croyanceen français) surS
t

. L’ensemble des états de croyance à
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1 2 4BUT

FIG. 3.1 – Environnement partiellement observable

l’étapet est notéB
t

.

Cassandra et col. proposent de transformer le PDMPO en un PDMtotalement observable dont les
états sont les états de croyance. Ils commencent par déterminer une nouvelle équation fonctionnelle.
La première chose à faire pour cela est de déterminer le nouvel état de connaissance en fonction
du précédent, de l’action exécutée et de l’observationreçue en retour. La nouvelle distribution de
probabilité est déterminée par :

p(s

0

jb

t

; a; o) =

p(ojs

0

; a) �

P

s2S

t

p(s

0

js; a) � b

t

(s)

p(ojb

t

; a)

oùp(ojb
t

; a) =

P

s

0

2S

t+1

p(ojs

0

; a) � (

P

s2S

t

p(s

0

js; a) � b

t

(s)) est un facteur de normalisation.
p(�jb

t

; a; o) n’est autre que la fonctionb
t+1

surS
t+1

ou état de connaissance à l’étapet+1, résumant
la nouvelle connaissance de l’agent qui était initialement b

t

, après l’actiona et l’observationo.

Exemple 3.3.2 (Cassandra et col. [CKL94])
Un agent se trouve dans le milieu dessiné Figure 3.1. Celui-ci comporte quatre états dont l’un est
un état but. L’agent se trouve, à chaque étape, dans un de ces états et peut aller dans une des cases
adjacentes, soit à gauche (g) soit à droite (d). Si au cours d’un de ses déplacements il rencontre
un mur, il reste à sa place initiale. Si un de ses déplacements l’amène sur la case but, il reçoit une
récompense additionnelle de 1 puis se retrouve aléatoirement sur une des cases non-but (avec une
même probabilité1=3). Notons que ce problème est stationnaire.
L’agent ne sait pas où il se trouve à chaque étape, mais observe s’il se trouve sur la case but ou non.
Initialement il sait qu’il n’est pas dans l’état but :b

0

=< 1=3; 1=3; 0; 1=3 >. Après un déplacement
à droite, si l’agent n’observe pas l’état but, son état deconnaissance estb

1

=< 0; 1=2; 0; 1=2 > (il
ne peut plus être dans la case de gauche). Après un nouveau déplacement à droite, s’il n’observe
toujours pas le but, il est dans l’état de connaissanceb

2

=< 0; 0; 0; 1>, i.e. il est certain d’être dans
la case de droite. Si à un moment il observe le but, il reçoitune récompense de 1 et se retrouve dans
l’état de connaissanceb

0

.

Construire une stratégie optimale pour un PDMPO est un problème difficile. Il est même difficile de
spécifier une stratégie quelconque puisque l’espace d’états finiS

t

est remplacé par un espace d’états
de croyance infini,B

t

!
Watkins et Dayan [WD92] ou Chrisman [Chr92] suggèrent une méthode simple pour trouver une
solution à un PDMPO : il s’agit de choisir, dans l’état de connaissanceb

t

, l’action maximisant la
moyenne des valeursvt(s; a) (calculées comme dans le cas totalement observable), pondérées par les
coefficientsb

t

(s),
a

�

= argmax

a2A

s;t

X

s2S

t

b

t

(s) � v(s; a):

Malheureusement cette méthode ne prend pas en compte les observations et ne donne pas, en général,
une stratégie optimale.
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Le point-clé pour résoudre un PDMPO est de le transformer en un PDM totalement observable dont
les espaces d’états sont lesB

t

(Cassandra et col. [CKL94]). La probabilité de transitionentre états de
croyance peut être calculée :

p(b

0

jb; a) =

X

o2O;p(�ja;o;b)=b

0

(�)

p(ojb; a)

oùp(ojb; a) se calcule comme précédemment.

La fonction récompense� sur les états de croyance se déduit de la fonction récompenser sur les états
par :

�(b; a) =

X

s2S

t

b(s) � r(s; a):

Enfin, la valeur d’un état de connaissance s’exprime grâceà une équation fonctionnelle similaire au
cas observable :

v

t

(b

t

) = max

a2A

(�(b; a) +

X

b

0

2B

t+1

p(b

0

jb; a) � v

t+1

(b

0

)):

Voilà donc comment on peut transformer un PDMPO en un PDM totalement observable. Malheu-
reusement, le PDM obtenu est continu, ce qui rend sa résolution pratique très difficile (problème
PSPACE-complet dans la hiérarchie polynomiale (Papadimitriou et Tsitsiklis [PT87])).
De nombreux auteurs ont proposé des algorithmes de résolution approchée de PDMPO : Smallwood et
Sondik [SS73], Monahan [Mon82], Cheng [Che88]. Ces algorithmes construisent une fonction valeur
approchéêvt(b), puis améliorent peu à peu cette valeur. Cassandra et col.proposent un algorithme de
cette lignée. D’autres auteurs comme Parr et Russel [PR95], Brafman [Bra97] ou Hauskrecht [Hau97]
discrétisent le PDM continu et se contentent de prendre en compte un sous-ensemble fini deB

t

.

Exemple 3.3.3 (suite et fin de l’exemple 3.2.2)
L’exemple de Cassandra et al. est particulièrement simple: il ne comporte que trois états et les actions
sont déterministes. C’est pourquoi il peut être résolu de façon exacte, d’autant plus que l’on peut
aisément vérifier qu’en partant de l’état de connaissance initial b

0

, seuls cinq états de connaissance
sont accessibles :b

0

; b

1

; b

2

, b
3

=< 1; 0; 0; 0> et b
4

=< 0; 1; 0; 0>.
Les actions “aller à droite” (d) et “aller à gauche” (g) sont représentées par les fonctions de transi-
tion stochastiques entre états de connaissance suivantes:

g b

0

b

1

b

2

b

3

b

4

b

0

1=3 0 0 2=3 0

b

1

1=2 0 0 1=2 0

b

2

1 0 0 0 0

b

3

0 0 0 1 0

b

4

0 0 0 1 0

d b

0

b

1

b

2

b

3

b

4

b

0

1=3 2=3 0 0 0

b

1

1=2 1=2 0 0 0

b

2

0 0 1 0 0

b

3

0 0 0 0 1

b

4

1 0 0 0 0

Plaçons nous en horizon fini, comportant quatre étapes. A l’étape quatre, l’étatb
0

rapporte une unité
(v4(b

0

) = 1) et les autres ne rapportent rien (v4(b
i

) = 0; 8i 6= 0).
En appliquant la méthode de recherche arrière par induction, on obtient les stratégies optimales et
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b1 , d

b0 , d

b
2
,g

FIG. 3.2 – Stratégie stationnaire optimale

les valeurs associées :

v

t

(b

i

) t = 4 t = 3 t = 2 t = 1

b

0

1; fg; dg 4=3; fg; dg 16=3; fdg 23=9; fdg

b

1

0; fg; dg 1=2; fg; dg 7=6; fdg 10=3; fdg

b

2

0; fg; dg 1; fgg 4=3; fgg 16=3; fgg

b

3

0; fg; dg 0; fg; dg 1; fdg 4=3; fdg

b

4

0; fg; dg 1; fdg 4=3; fdg 16=3; fdg

Lorsque l’horizon croı̂t, on trouve rapidement une stratégie stationnaire optimale (celle des colonnes
t = 2 et t = 1) qui peut se résumer dans la figure 3.2 :

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vu comment on pouvait étendre la théorie de l’utilité espérée à la prise de
décisionsséquentielles. Cette extension, basée sur la théorie desprocessus décisionnels markoviens
(PDM), permet une application de la théorie de la décisiondans l’incertain à la planification sous
incertitude.

Passer d’une seule étape de décision à une séquence de d´ecisions interdépendantes pose de nou-
veaux problèmes demandant, entre autres, l’introductiond’une propriété nouvelled’observabilité.
Nous avons vu comment Savage décrit cette notion et évaluela “valeur” d’une observation en termes
de valeur ajoutée à une action optimale. Ensuite, nous nous sommes replacés du point de vue des PDM
partiellement observablesdans lesquels la notion d’observation est intégrée directement à la notion
d’action, permettant une itération du processus de décision, au prix d’un accroissement significatif du
coût d’évaluation (en temps de calcul et en espace mémoire) desstratégiesoptimales.

Dans la seconde partie de cette thèse et en particulier dansle chapitre 2 page 109, nous étendrons la
théorie del’utilité qualitative possibilistèa la prise de décisions séquentielles (voir aussi [FLS96a],
[DFL+96], [FLS98]). Nous proposerons des méthodes de programmation dynamique permettant une
évaluation inductive par recherche arrière de stratégies optimales au sens du critère possibiliste, dans
les cas observable et partiellement observables.
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Nous montrerons en particulier une propriété intéressante : lorsque l’espace d’états d’un PDM partiel-
lement observable est fini, l’espaced’états de connaissancedu PDM totalement observable corres-
pondant reste fini. Cette propriété permet dans le cadre possibiliste, d’évaluer des stratégies optimales
en environnement partiellement observable à un coût “raisonnable”.

Mais avant de passer à la seconde partie de cette thèse qui décrit notre propre travail, il reste un point
à évoquer dans cet état de l’art, qui se trouve au coeur de l’intelligence artificielle (IA) : la représen-
tation structurée des connaissances et des préférencesd’un agent et son application à la décision dans
l’incertain.
C’est ce que nous allons faire dans le chapitre suivant, en nous limitant toutefois à une catégorie de
représentation largement utilisée pour cela ces dernières années dans la communauté IA et basée sur
lespréférences conditionnelles.
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Chapitre 4

Représentation logique de probl̀emes de
décision dans l’incertain

4.1 Introduction

Dans les chapitres précédents nous avons considéré lesproblèmes de décision dans l’incertain sous
l’angle Théories de la décision. Dans ce chapitre nous allons les considérer sous l’angleIntelligence
Artificielle (IA) et en particulier sous l’angle de la logique.

Cela fait longtemps que l’IA, à travers le domaine de la planification, s’intéresse à la représentation
logique des actions (voir les approches de type STRIPS (Fikes et Nilsson, 1971) [FN71] ou le calcul
des situations (Mac Carthy, 1969, [MH69])).
Notre objectif est en quelque sorte complémentaire : nous souhaitons exprimer de manière “compac-
te” les connaissances plus ou moins certaines d’un agent et ses préférences graduelles. Ensuite, en
utilisant un langage de représentation des actions“classique” (comme l’un des deux ci-dessus ou, plus
simple encore, basé sur la logique classique), on se propose de trouver une “machinerie” logique per-
mettant de déterminer les actions “optimales” vis-à-visd’un critère de décision dans l’incertain donné.

Les logiques pondéréespeuvent être utilisées pour exprimer non seulement des connaissances incer-
taines, mais aussi des préférences. Nous avons évoqué dans le chapitre 2 le cas de la logique pos-
sibiliste, et nous en reparlerons plus en détails dans la seconde partie de cette thèse. Lalogique des
pénalitésde Pinkas [Pin91] qui affecte aux formules, non pas des degr´es de priorité, mais des coûts
de violation peut également être interprétée en termesde préférences (Dupin de Saint-Cyr [Dup96]).
Dans le chapitre 3 page 131 de la partie II, nous proposerons un langage logique (valuée) ainsi que la
machinerie associée permettant de calculer des décisions optimales vis-à-vis des critères de l’utilité
qualitative possibiliste, ou des fonctions d’utilité basées sur les fonctions de croyance.
En attendant, dans ce chapitre nous allons décrire un certain nombre de langages logiques proposés
récemment pour modéliser et résoudre des problèmes de décision dans l’incertainqualitatifs.
Ce chapitre sera centré autour d’approches logiques basées sur la notion depréférences condition-
nelles. Les préférences conditionnelles sont des moyens compacts d’exprimer les préférences d’un
agent. Dans le cas général, elles symbolisent des préférences du type : “dans le contexte�, l’agent
préfère que' soit vraie” (où� et' sont des propositions). Dans ce chapitre nous présenterons deux
interprétations différentes des préférences conditionnelles:

– Lespréférences ceteris paribus.
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Doyle et Wellman [DW94] ou Doyle, Shoham et Wellman [DSW91] interprètent la formule
“dans le contexte�, l’agent préfère que' soit vraie” en imposant que l’on préfère les interpré-
tations satisfaisant' et� à celles satisfaisant:' et�, “toutes choses étant égales par ailleurs”,
c’est-à-dire lorsque les variables n’étant pas impliqu´ees dans� et' ont la même valeur de vé-
rité. Nous décrirons leur modèle, ainsi qu’un langage logique de représentation des préférences
et des connaissances, proposé par Tan et Pearl [TP94], bas´e sur les préférences ceteris paribus.

– Les opérateurs de typeidéalité.
Boutilier [Bou94] interprète la même préférence conditionnelle en termes d’idéalité : Parmi les
interprétations satisfaisant�, celles qui satisfont également' sont idéales, c’est-à-dire préférées
à toutes les autres. A partir de cette interprétation, Boutilier établit un lien avec une logique
bimodale, CO, ce qui lui permet de proposer un mode de représentation de préférences et de
raisonnement à partir de celles-ci. Etendant la logique COà la représentation et au raisonnement
sur des connaissances incertaines, Boutilier définit la logique QDT, apte à la représentation et à
la résolution de problèmes de décision sous incertitude.

Lang [Lan96] utilise le même type d’opérateur d’idéalité que Boutilier, mais l’interprète diffé-
remment. Les opérateurs d’idéalité de Lang sont utilis´es comme des contraintes sur une fonction
d’utilité numérique sur les interprétations. Les fonctions d’utilité respectant ces contraintes sont
“distinguées” et un préordre partiel sur les interprétations est défini (un monde étant préféré à
un autre si et seulement si il est meilleur au sens de toutes les fonctions d’utilité distinguées). La
théorie est étendue à la décision sous incertitude dansle cas simple de connaissance incomplète :
une base de connaissance ne définit qu’un ensemble de mondespossibles.

Dans le prochain paragraphe, nous allons décrire l’approche proposée par Doyle et Wellman [DW94].

4.2 Préférencesceteris paribus

L = fp; q; r; : : :g représentera généralement un langage propositionnel,équipé des connecteurs habi-
tuels :_;^; : : : L sera utilisé pour décrire desfaits, et suivant les théories que nous décrirons,L sera
étendu, afin de pouvoir décrire préférences et connaissances par défaut.

Avant de passer à la description des logiques pour la décision dans l’incertain, un premier problème
doit être résolu, concernant les préférences entre formules : si' et  sont des formules deL, que
signifie “' est préférée à ” (noté'�  )?
Si
 représente l’ensemble des interprétations deL ou états du monde, on peut très bien imaginer que
les préférences de l’agent sont exprimées par un préordre� sur
, appelépréférence faible.
Mais comment définir une relation de préférence� sur les formules à partir d’une relation� sur les
interprétations, ou au contraire, comment définir� à partir d’une relation de préférence� exprimée
sur les formules? C’est à ce type de question que nous allonsapporter une réponse dans cette section.

4.2.1 Les pŕeférences ceteris paribus : principe ǵenéral

Les préférences ceteris paribus sont un mode de représentation d’un ordre de préférence entre les
interprétations, à partir de préférences entre des formules.
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Soit une proposition' deL, ['] représente le sous-ensemble de l’ensemble d’interprétations
 =

f!

1

; !

2

; : : :g, correspondant à l’ensemble des interprétations “satisfaisant”'.

Nous supposons donné un préordre complet� sur
 (i.e. réflexif, transitif et complet). Une première
définition de lapréférence étendueaux propositions pourrait être la suivante :

Définition 4.2.1 Préférence étendue simple.
Soient';  2 L, ' est (faiblement) préférée à ssi

'�  , 8(!; !

0

) 2 [']� [ ]; ! � !

0

D’après cette définition,' est faiblement préférée à ssi toute interprétation satisfaisant' est faible-
ment préférée à n’importe quelle interprétation satisfaisant . On définit égalementl’indépendance
logiquede deux propositions:

Définition 4.2.2 Indépendance logique. [DSW91]

– ' et  sont dites logiquement indépendantes ssi[' ^  ], [' ^ �

 ], [ �' ^  ], et [ �' ^ �

 ] sont
non-vides (où[' ^  ] = ['] \ [ ], et [ �'] = 
� [']).

– ' et sont dites semi-indépendantes ssi[' ^

�

 ] et [ �' ^  ] sont non vides.

Cette définition peut être étendue à plus de deux propositions, en considérant toutes les conjonctions
booléennes.

Lorsque plusieurs propositions sont indépendantes, savoir que l’une d’entre elle estvraie (c’est-à-dire
l’ensemble de ses modèles contient le monde réel) oufaussene garantit rien sur la valeur de vérité
des autres. Si deux propositions sont semi-indépendantes, constater que l’une d’entre elles est vraie
(ou l’imposer) ne permet pas de garantir que l’autre le soit ´egalement.

Le problème de lapréférence étendue simpleest qu’elle est très peu décisive. Supposons que l’on
parte d’un ensemble de propositions semi-indépendantes'

1

; : : : ; '

n

et de l’ensemble de préférences
('

i

� '

i

)

i21:::n

. Les'
i

peuvent être vues comme des contraintes, ou des propriét´es que l’on souhaite
satisfaire. La relation induite sur l’ensemble des mondes,
, ne distingue que trois classes d’équiva-
lence : Les mondes! satisfaisant toutes les contraintes'

i

, ceux qui en satisfont au moins une (mais
pas toutes), et ceux qui n’en satisfont aucune.

A partir de ce constat d’échec, Doyle et Wellman [DW94] ont proposé de définir une relation plus
faible de préférence entre les propositions, à partir dela comparaison de propositionsceteris pari-
bus, i. e., toutes choses égales par ailleurs. Que signifie “toutes choses égales par ailleurs”? Pour le
comprendre, il nous faut d’abord définir une relationd’équivalence contextuellesur
.

Définition 4.2.3 Equivalence contextuelle.
Une fonction d’équivalence contextuelle� est une fonction qui associe à tout ensemble de propositions
f'

1

; : : : ; '

n

g une relation d’équivalence�('
1

; : : : ; '

n

) sur
.

Lorsque!�('
1

; : : : ; '

n

)!

0, on écrira! � !0mod
�

'

1

; : : : ; '

n

.

Exemple 4.2.1� telle que8'
1

; : : : ; '

n

, !�('
1

; : : : ; '

n

)!

0 ssi! 2 ['

1

] \ : : : \ ['

n

], !

0

2 ['

1

] \

: : : \ ['

n

] est une fonction d’équivalence contextuelle.
Les deux classes d’équivalence de�('

1

; : : : ; '

n

) sont respectivement l’ensemble des interprétations
qui satisfont'

1

^ : : :^ '

n

et l’ensemble des interprétations qui satisfont:'
1

_ : : :_ :'

n

.
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On peut maintenant définir la relation de préférenceceteris paribusde deux propositions. Cette rela-
tion de préférence dépend bien sûr de la fonction d’équivalence contextuelle� choisie.

Définition 4.2.4 Préférence ceteris paribus définie relativement à une fonction d’équivalence contex-
tuelle�.
' est préférée (faiblement) ceteris paribus à , suivant�, noté'�  ssi

8(!; !

0

) 2 ['] \ [ ]� ['] \ [ ]; ! � !

0

mod

�

' ^  ; ' ^  ) ! � !

0

La relation stricte� et la relation d’équivalence1 associées sont définies classiquement à partir de
� : '�  ssi'�  et non � ' ; ' 1  ssi'�  et � '.

Enfin, cette définition peut être restreinte à un contextedonné, représenté par une formule�. Dans ce
cas, l’ensemble des mondes considérés pour effectuer la comparaison entre des formules est restreint
au “contexte” défini par�, c’est-à-dire à l’ensemble des interprétations satisfaisant�.

Définition 4.2.5 Préférence ceteris paribus contextuelle.

'�  j� ssi8(!; !0) 2 ['] \ [ ] \ [�]� ['] \ [ ]\ [�]; ! � !

0

mod

�

' ^  ; ' ^  ) ! � !

0

Dans la suite de ce chapitre, nous nous limiterons au cas de lalogique propositionnelle. Dans ce
cas, Doyle, Shoam et Wellman [DSW91] ont donné une définition de l’équivalence contextuelle pro-
positionnelle. SoitQ = fp; q; r; : : :g l’ensemble des propositions atomiques du langage. Pour toute
formule', S(') représente l’ensemble des propositions atomiques dontdépend'. ' dépend dep ssi
toute proposition logiquement équivalente à' contientp ou sa négation. Cette définition deS peut
être étendue à un ensemble quelconque de formules, en notant queS(';  ) = S(')[ S( ).
Une interprétation! est simplement définie par l’ensemble des valeurs de vérité des propositions
atomiques du langage. Deux mondes! et!0 sont dits “en accord surS” (où S � Q) ssi ils affectent
les mêmes valeurs de vérité aux atomes deS, noté! �

S

!

0.
Alors, l’équivalence contextuelle propositionnelle peut être définie :

Définition 4.2.6 Equivalence contextuelle propositionnelle.

!�('

1

; : : : ; '

n

)!

0 ssi! �
Q�S('

1

;:::;'

n

)

!

0

Exemple 4.2.2Soit Q = fpluie; parapluie;cafég, '
1

= pluie ^ parapluie, '
2

= :pluie _

:parapluie, ! = fpluie; parapluie;cafég,!0 = fpluie; parapluie;:cafég.
'

1

et'
2

sont les expressions des préférences d’un agent :

'

1

l’agent souhaite à la fois qu’il pleuve et porter un parapluie,

'

2

l’agent souhaite porter un parapluie lorsqu’il pleut.

Le fait de boire ou non un café lui est indifférent, puisqueles préférences qu’il exprime ne contraignent
pas la variable “café”.
En d’autres termes,!�('

1

; '

2

)!

0.

Dans le paragraphe suivant, nous allons décrire l’approche logique de Tan et Pearl [TP94] pour la
décision qualitative dans l’incertain, basée sur la notion dedésir conditionnel, utilisant la relation de
préférence ceteris paribus.
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4.2.2 Principe de l’approche de Tan et Pearl baśee sur les pŕeférences ceteris paribus

L’approche de Tan et Pearl [TP94] pour la décision dans l’incertain est basée sur les notions de :

– Défauts quantifiéspour exprimer les connaissances incertaines.'

�

)  , où� est un entier positif
et est interprété comme : “si' est vraie, alors je crois que l’est également, avec force�”. Plus

� est grand, plus il est vraisemblable que soit vraie lorsque' l’est : le défaut' 0

)  ne donne

aucune information, alors que le défaut'

+1

)  correspond à l’implication matérielle'!  :
lorsque' est vraie, l’est forcément.

– Désirs conditionnelspour exprimer les préférences (graduelles).D

"

(�j�), où" est un entier, est
interprété comme : “� est désirée au degré" si � est vraie”. Les forces des désirs conditionnels
sont interprétées de la même manière que celles des défauts :" = 0 n’exprime aucune contrainte
alors que" = +1 correspond à une contrainte inviolable.

L’objectif de la méthode de Tan et Pearl est de déterminer `a quel point et avec quel degré de confiance,
une action�

1

donne de “meilleurs” résultats qu’une action�
2

, dans un contexte donné, décrit par une
formule�.

Exemple 4.2.3Le parapluie.
Un agent se demande s’il doit prendre son parapluie... La connaissance incertaine est exprimée par le

défaut :nuage 1

) pluie (“généralement, si le ciel est nuageux, il va pleuvoir”).On sait de plus que
l’agent préfère qu’il ne pleuve pas, ne pas porter de parapluie sauf si il pleut, auquel cas il préfère
en porter un :D = fD

1

(:pluie); D

1

(:para); D

2

(parajpluie)g. Dans cet exemple le désir de porter
un parapluie lorsqu’il pleut est plus fort que les autres désirs (" = 2).

Défauts et ordre de “normalité” entre les mondes

De l’ensemblef'
i

�

i

)  

i

g des défauts représentant la connaissance de l’agent, Tanet Pearl, en uti-
lisant la méthode proposée par Goldszmidt et Pearl [GP91]déduisent un préordre complet sur
,
exprimé par une fonction� sur
, à valeurs entières.
�(!) = 0 signifie que le monde! est normal, i. e. entièrement plausible, et plus�(!) est grand,
plus! est surprenant (�(!) = +1 ssi! est impossible).� peut être interprété comme undegré de
surprise. Un tel ordre est défini par :

�(!) = max

i;!j='

i

^: 

i

�

i

Si! viole un défaut de degré�
i

,! est surprenant au moins au degré�
i

, et si! ne viole aucun défaut, il
est entièrement plausible (�(!) = 0). Tan et Pearl [TP94] notent�(�; �

i

) la fonction� induite sur les
mondes après que l’action�

i

ait été accomplie, dans le contexte�. ��(�; �
i

) représente l’ensemble
des mondes de degré de surprise (fonction�) inférieur ou égal à�.

Exemple 4.2.4Le parapluie, suite.
L’agent observe que le ciel est nuageux (� = nuage). L’ordre induit sur les mondes satisfaisant� par

le défautnuage 1

) pluie peut être décrit par la fonction� suivante :

! �(!)

fpluie; nuage; parag 0
fpluie; nuage;:parag 0
f:pluie; nuage; parag 1
f:pluie; nuage;:parag 1
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Désirs conditionnels, pŕeférences ceteris paribus et relation d’ordre entre les mondes

Tan et Pearl [TP94] proposent d’interpréter un désir conditionnelD(�j�) (exprimant une préférence
pour que la formule� soit vraie lorsque la formule� l’est) comme une préférence ceteris paribus
(� � :�)j�. Ils notentD(�) le désir conditionnelD(�j>). Dans un certain sens,D(�) peut être vu
comme un désir “inconditionnel” : on préfère que� soit vraie quel que soit le contexte et pas seule-
ment lorsqu’une formule� est vérifiée. Notons que le terme “inconditionnel” donne une impression
exagérée de force du désir. Au contraire, dans l’approche de Tan et Pearl, les désirs inconditionnels
seront les premiers que l’agent accepte de voir violés en cas de conflit entre plusieurs désirs (D(:�j�)

prendra toujours le pas surD(�)).

Les désirs conditionnels de Tan et Pearl sur les formules induisent des relations depréférencesur

. Ces désirs conditionnels peuvent être vus comme un ensemble de contraintes sur la relation de
préférence� de l’agent sur
.
Dans l’exemple du parapluie, si on considère les désirs del’agentD(:pluie) etD(:para), on obtient
les contraintes :
- D(:pluie)) f:pluie;:parag � fpluie;:parag et f:pluie; parag �� fpluie; parag
- D(:para)) f:pluie;:parag � f:pluie; parag etfpluie;:parag � fpluie; parag.

Ces deux contraintes induisent un ordre partiel sur les interprétations défini par (les interprétations
f:pluie; parag etfpluie;:parag sont incomparables) :
- f:pluie;:parag � f:pluie; parag � fpluie; parag
- f:pluie;:parag � fpluie;:parag � fpluie; parag.

Si on ajoute la contrainteD(parajpluie), on obtientfpluie; parag � fpluie;:parag, qui est en
conflit avecD(:para). Pour résoudre ce type de conflit, Tan et Pearl [TP94] proposent qu’en cas
de conflit le désir conditionnelle plus spécifiqueprenne le pas sur l’autre, et que les contraintes
contradictoires du désir le moins spécifique soient éliminées.
La relation de spécificité entre désirs est encore baséesur la notion de contexte :

Définition 4.2.7 Contexte d’un désir conditionnel.
On définit tout d’abordC(�; !) par :

C(�; !) = f!

0

; !

0

�

Q�S(�)

!g:

Le contexte d’un désir conditionnelD(�j�), notéC(�; �) est défini par :

C(�; �) =

[

!j=�

C(�; !)

Le contexte d’un désir conditionnel représente l’ensemble des mondes “contraints” par le désir :!0 2
C(�; �) ssi9! j= �; !

0

�

Q�S(�)

!. En particulier, il est aisé de montrer que le contexte d’undésir
absoluD(�) est l’ensemble
 lui même (C(�) =

S

!2


C(�; !) = 
). On peut également montrer
que lorsqueS(�) \ S(�) = ;, C(�; �) = f!; ! j= �g. Le contexte du désir conditionnel n’est dans
ce cas que l’ensemble des interprétations satisfaisant “l’antécédent” du désir.

Définition 4.2.8 Spécificité d’un désir conditionnel.
D(�j�) est dit plus spécifique queD(�

0

j�

0

) ssiC(�; �) � C(�0; �0).
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Exemple 4.2.5Le parapluie (suite).
Soient les deux désirs conditionnels conflictuelsD(:para) etD(parajpluie).
C(para) = 
, etC(para; pluie) = ffpluie; parag; fpluie;:paragg.
C(para; pluie)� C(para), doncD(parajpluie) est plus spécifique.

Une fois que l’on a identifié tous les conflits entre désirs,et éliminé toutes les préférences conflic-
tuelles issues du désir le moins spécifique, il nous reste un ensemble cohérent de contraintes entre
mondes. Cela signifie que l’on peut ordonner les mondes, i.e.trouver une fonction� à valeurs en-
tières, telle que8(!; !0); ! � !

0

, �(!) � �(!

0

). Cette fonction n’est bien entendu pas unique : si
� est une telle fonction, les fonctionsk � � et k + �, aveck entier naturel positif, reflètent le même
ordre.
Les désirs conditionnels induisent des contraintes sur les interprétations. Ces contraintes sont appelées
contrainte Ceteris Paribus (CP)et sont définies par :

Définition 4.2.9 Contrainte CP.
! �

"

!

0 est une contrainte CP d’un désir conditionnelD(�j�) ssi9� j= �; (!; !

0

) 2 C(�; �)

2,
! j= �; !

0

j= :�.

Encore une fois, lorsque deux contraintes CP issues de deux désirs conflictuels sont incompatibles, on
supprime celle qui provient du désir le moins spécifique.

Nous n’avons pas encore utilisé la notion deforce d’un désir conditionnel. Celle-ci intervient dans
la définition des rangements admissibles des interprétations, en accord avec les désirs conditionnels:
Lorsqu’il ne reste plus que des contraintes CP compatibles,on peut définir la notion derangement
admissible:

Définition 4.2.10 Rangement admissible.
Une fonction� sur
 à valeurs entières est appelée rangement admissible pour un ensemble de désirs
ssi, pour toute contrainte CP on a! �

"

!

0

; �(!) � �(!

0

) + ".

Parmi tous les rangements possibles, Tan et Pearl proposentde ne garder que les plus compacts, i. e.
minimisant la somme

P

!;!

0

2


j�(!)� �(!

0

)j. De tels rangements sont notés�+.
Cette approche consiste à privilégier uneindifférence maximaleentre les mondes : si deux mondes ne
peuvent être différenciés par une contrainte CP, alors ils doivent avoir la même évaluation.

Exemple 4.2.6Le parapluie (suite).
Dans l’exemple du parapluie,D = fD

1

(:pluie); D

1

(parajpluie); D

1

(:para)g.
On notefpluie; parag = !

1

, f:pluie; parag = !

2

, fpluie;:parag = !

3

andf:pluie;:parag =
!

4

.
D

1

(:pluie) nous donne les contraintes�(!
2

) � �(!

1

) + 1 et�(!
4

) � �(!

3

) + 1.D
1

(parajpluie)

nous donne la contrainte�(!
1

) � �(!

3

) + 1, etD
1

(:para) nous donne les contraintes�(!
4

) �

�(!

2

) + 1, et �(!
3

) � �(!

1

) + 1. Cette dernière contrainte est incompatible avec celle provenant
deD

1

(parajpluie) qui est plus spécifique. Elle est donc éliminée. Les rangements les plus compacts
sont décrits dans le tableau suivant :

! �

+

(!)

f:pluie;:parag m+3
f:pluie; parag m+2
fpluie; parag m+1
fpluie;:parag m
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Application à l’ évaluation des actions

Nous avons construit les deux préordres sur les mondes (incertitude et préférences) résultant d’une
action� dans un contexte�.
Comment comparer deux actions à partir de ces préordres? Tan et Pearl suggèrent que les deux
échelles ne sont pas commensurables. Pour comparer deux actions�

1

et �
2

, ils proposent de com-
parer les ensembles�i(�; �

1

) et�i(�; �
2

) pour touti. Ces ensembles représentent respectivement les
conséquences possibles de�

1

et�
2

au degré de confiancei.

Dans un premier temps, comparons�

0

(�; �

1

) et�0(�; �
2

) (les conséquences “normales”). Tout d’abord,
on définit une relation de préférence�"

�

, où� est un rangement sur2
. Pour toutA � 
, ��(A) et
�

�

(A) représentent respectivement les degrés de préférencede la meilleure et de la pire conséquence
(éléments deA).

Définition 4.2.11 W �"
�

V ssi

1. " = 0 si V = W ,

2. �
�

(W ) � �

�

(V �W ) + " siW � V ,

3. �
�

(W � V ) � �

�

(V ) + " si V � W ,

4. �
�

(W � V ) � �

�

(V �W ) + " sinon.

Si l’un des ensembles est inclus dans l’autre, on compare lesconséquences qu’il contient à celles de
son complémentaire dans l’autre ensemble. Sinon, on compare les deux ensembles d’après les élé-
ments qu’ils n’ont pas en commun.

Alors, Tan et Pearl définissent une relation de préférence (quantifiée) entre actions par :

Définition 4.2.12 Préférence quantifiée entre actions.
SoitD un ensemble de désirs conditionnels, et�

1

et�
2

, deux actions.�
1

est préférée à�
2

sachant�
avec force" et confiance�, noté� `

�

(�

1

�

"

�

2

) ssi�i(�; �
1

) �

"

�

+

�

i

(�; �

2

) pour tout rangement
�

+ maximalement compact déduit deD et pour touti 2 0; : : : �.

En résumé, cela signifie que les conséquences les plus plausibles de�
1

sont préférées aux consé-
quences les plus plausibles de�

2

, et ce avec au moins avec force".

Exemple 4.2.7Le parapluie, suite et fin.
�

0

(nuage; para) = ffpara; nuage; pluiegg de rang minimalm+ 1,
�

0

(nuage;:para) = ff:para; nuage; pluiegg de rang maximalm.
Ainsi,�0(nuage; para)�1

�

+

�

0

(nuage;:para), i. e.nuage `
0

(para �

1

:para).
Par contre,�1(nuage; para) = ffpara; nuage;:pluiegg de rangm + 2, et �1(nuage;:para) =
ff:para; nuage;:pluieggde rangm+3. L’ordre de préférence entre les deux actions est renversé :
nuage 6`

1

(para �

1

:para).
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Conclusion

Le modèle logique de Tan et Pearl pour la décision qualitative dans l’incertain fait intervenir la notion
de préférenceceteris paribus.D(�j�) signifie que l’on préfère que� soit vraie, plutôt que:�, dans
tousles états du monde satisfaisant�. Mais des désirsplus spécifiquesqueD(�j�) peuvent prendre
le pas sur celui-ci. Par la suite, les mondes sont regroupésen classes d’équivalence suivant leurs de-
grés de préférence, de la manière la plus compacte possible (deux mondes sont équivalents dès lors
qu’aucun désir conditionnel n’oblige à préférer l’un `a l’autre) : la méthode de Tan et Pearl privilégie
donc uneindifférence maximaleentre les mondes.

Dans le paragraphe suivant, nous allons décrire l’approche de Boutilier [Bou94] qui fait également
appel à un connecteur du typeD(�j�), mais qui est interprété différement. Ce connecteur, noté I(�j�)
est un opérateur exprimant une idée de but conditionnelidéal. I(�j�) signifie : “Idéalement,� doit
être vérifiée si� l’est”.
La différence principale avec l’approche de Tan et Pearl est qu’alors queD(�j�) contrainttous les
mondes satisfaisant�, I(�j�) ne contraint que les mondespréférés(au sens d’une relation que nous
allons définir) satisfaisant�.

4.3 Préférences expriḿees par des oṕerateurs d’idéalité

4.3.1 La logique QDT de Boutilier

Dans ce paragraphe, nous allons d’abord décrire la logiquemodale CO proposée par Boutilier, puis son
utilisation pour la définition du connecteurI(�j�). Ensuite nous décrirons la logique QDT (pour “Qua-
litative Decision Theory) qui étend CO pour permettre de d´ecrire à la fois préférences et “défauts”
(ou connaissances incertaines). Enfin, nous décrirons la méthode de représentation des décisions dans
l’approche de Boutilier [Bou94].

La logique modale CO

La logique CO est une logique bimodale, comportant les deux opérateurs modaux2 et �2 . La séman-
tique de la logique CO est basée sur un tripletM =< 
;�; � >, où
 est un ensemble de mondes
possibles,� est une fonction de valuation, et� est une relationd’accessibilité, qui est un préordre
sur
.� sera utilisé dans ce paragraphe pour ordonner les mondes suivant leurs degrés de préférence.
! � !

0 signifie que le monde! est préféré ou équivalent au monde!0 1.

Les opérateurs modaux de la logique CO sont définis comme suit à partir de la relation d’accessibilité :

– M j=

!

2� ssi8!0 � !;M j=
!

0
�,

– M j=

!

 �

2� ssi8!0 < !;M j=

!

0
�.

2� est vraie dans le monde! ssi� est vraie dans tous les mondes préférés ou équivalents `a!. �2�
est vraie dans le monde! ssi� est vraie dans tous les mondes strictement moins préférés au monde!.

1. Boutilier adopte la convention inverse :! est préféré (ou équivalent) à!’ ssi! � !

0. Cette convention est habituelle-
ment utilisée dans le domaine des logiques modales, dans lequel on s’intéresse le plus souvent à des mondesminimauxpour
une certaine propriété. A l’inverse, dans les théories de la décision on cherche plutôt à maximiser (une fonctiond’utilité,
par exemple), c’est pourquoi nous n’utiliserons pas ici la convention de Boutilier.
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On définit classiquement les opérateurs duaux3 et �3 par :

3 �

def

:2: et �3 �
def

:

 �

2:

3� signifie qu’il existe un monde préféré ou équivalent au monde courant dans lequel� est vraie, et
 �

3� qu’il existe un monde strictement moins préféré dans lequel� est vraie.

Enfin, Boutilier définit deux derniers opérateurs modaux :
$

2 et
$

3.

$

2
� �

def

2� ^

 �

2� et
$

3
� �

def

3�_

 �

3�

$

2
� (resp.

$

3
�) signifie que� est vraie danstousles mondes (resp. dansau moins unmonde).

Le connecteurI(�j�) et la logique CO

Comme nous l’avons déjà précisé,I(�j�) signifie “ dans les mondes préférés satisfaisant�, � est
également satisfaite”. Cette proposition se traduit en logique CO par la définition suivante:

Définition 4.3.1 Opérateur modal d’idéalité.

I(�j�) �

def

$

2
:�_

$

3
(� ^ 2(�! �)):

Ce que l’on pourrait traduire par : “Soit� n’est jamais vraie, soit tous les mondes préférés satisfaisant
� satisfont également�. En particulier, le désirinconditionnelI(�j>) (abrégéI(�)) s’ecrit aussi
$

3
2� et signifie que� est vraie dans tous les mondes préférés.

La préférence étendue simple de Doyle et Wellman (voir d´efinition 4.2.1) peut être représentée, dans
un cas particulier, dans la logique CO :� � :� ssi

$

2
(�! 2�), qui signifie que� est préférée à:�

ssi� est vraie dans tous les mondes préférés (la formule modale précédente se traduit sémantiquement
parM j=

!

�) 8!

0

� !;M j=

!

0
�, i.e. si� admet un modèle, tous les modèles qui la satisfont sont

préférés aux modèles qui ne la satisfont pas).

La logique CO ne permet pas seulement d’exprimer de manièrecompacte des préférences, elle permet
également de raisonner avec ces préférences, i.e. de dériver de nouvelles préférences avec les préfé-
rences exprimées par un agent. La propriété suivante, notamment, permet la dérivation de préférences
nouvelles :

Proposition 4.3.1 Détachement préférentiel.

I(�j�) ^ I(�)! I(�)

Par contre, la propriétéI(�j�) ^ �! I(�) n’est pas valide dans le cas général!

Nous avons défini le connecteurI(�j�) à partir d’une relation de préférence� entre mondes. Il est clair
cependant que dans les applications de la logique CO la relation � qui est la sémantique associée à
l’expression des préférences reste implicite et n’est pas donnée a priori. Au contraire, les préférences
d’un agent sont exprimées par l’intermédiaire du connecteurI(�j�), contraignant la relation�. En fait,
celle-ci n’est en général pas entièrement définie, maisen tout cas l’ensemble des mondes préférés par
la relation est, lui, défini. Nous verrons un peu plus loin que la méthode de Boutilier pour choisir des



4.3. OṔERATEURS D’IDÉALITÉ 63

décisions optimales, solutions de problèmes de décision dans l’incertain, ne se sert que de ces mondes
préférés.

Exemple 4.3.1Expression des préférences dans le problème du parapluie (simplifié).
Pour l’instant nous considérons le problème du parapluieavec les seuls symbolespluie et para.
L’agent exprime les préférencesI(:para), I(:pluie) et I(parajpluie). Ces désirs sont incohérents
au sens de Tan et Pearl (voir la section précédente) qui vont alors éliminer le désir le moins spécifique.
Dans l’approche de Boutilier nous allons voir que ces désirs ne sont pas incompatibles, car la notion
de préférence qu’il utilise est plus faible que la préférence ceteris paribus.
I(:para) �

$

3
2:para, i.e. 9!; 8!0 � !M j=

!

0
:para. Cela implique que l’un des deux mondes

fpluie;:parag; f:pluie;:parag est un monde idéal (non dominé par un autre monde, au sens de
�). De même,I(:pluie) implique que l’un des deux mondesf:pluie; parag; f:pluie;:parag est
idéal. Enfin,I(parajpluie) �

$

2
:pluie_

$

3
(pluie ^ 2(pluie! para)). Comme il existe au moins

un monde violant:para, cela signifie qu’il existe un monde!, satisfaisantpluie, tel que tous les
mondes préférés ou équivalents à! satisfontpluie! para.
Finalement,I(parajpluie)est vérifié ssifpluie; parag � fpluie;:parag.Ceci entraine quefpluie;:parag
ne peut être un monde idéal, soit que le seul monde idéal est f:pluie;:parag.

Logique CO et connaissances incertaines : la logique QDT

L’extension de la logique des préférences CO à la logiqueQDT pour la décision dans l’incertain est
directe. Boutilier utilise le connecteurI(�j�)pour exprimer les préférences d’un agent, il propose d’uti-
liser de la même manière un connecteur) pour exprimer les connaissances incertaines, ou défauts.

Le modèle sémantique de la logique QDT est un quadrupletM =< 
;�

P

;�

N

; � >. Le langage de
QDT est étendu par rapport à celui de CO, et compte quatre opérateurs modaux :2

N

;

 �

2

N

;2

P

;

 �

2

P

(N concerne la “normalité”, i.e. les connaissances par défaut, etP les pŕférences). Le connecteurI(�j�)
est défini comme précédement, à partir de2

P

, et le connecteur de normalité) est défini comme suit :

�) � �

def

$

2

N

:�_

$

3

N

(� ^2

N

(�! �)):

Une règle par défaut a donc une interprétation similaireà un désir conditionnel d’idéalité.

En plus des défauts et des préférences, on ajoute au modèle QDT une base de faitsF (cohérente),
exprimant des connaissances certaines. Les connaissances(défauts) servent à étendre la base de faits,
et ainsi à restreindre l’ensemble des mondes possibles à un ensemble de mondesles plus plausibles.
L’extension de la baseF , ou clôture deF est notéeCl(F), et définie par :

Définition 4.3.2 Clôture d’une base de connaissances.

Cl(F) = f�;F ) �g

La clôture deF représente donc l’ensemble des faits normaux (les plus plausibles), déductibles deF .

Boutilier définit également la notion debut idéal:

Définition 4.3.3 But idéal.
� est un but idéal ssiM j= I(�jCl(F)).
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Un but idéal est, en quelque sorte, une proposition qui est vraie si le monde réel est un monde préféré
dans le cas “normal”.

Exemple 4.3.2Dans l’exemple du parapluie, on rajoute le symbolenuage, et la connaissance par
défautnuage ) pluie. SiF = fnuageg, Cl(F) = nuage ^ pluie. Si on considère les préférences
exposées dans le paragraphe précédent, on trouve quepara est un but idéal.
On peut noter l’aspect non-monotone du calcul des buts idéaux : si on ajoute:pluie à la base de
faits, on trouve maintenant que:para est un but idéal.

Ensuite, Boutilier définit la notion de condition suffisante d’idéalité pour un but (CSI) :

Définition 4.3.4 Condition suffisante d’idéalité pour un but.
 est une CSI pour� ssi ^ � est cohérente, etM j=

$

2

P

(� !

 �

2

P

(� ! :)).

Cette expression, en apparence complexe, signifie tout simplement que les mondes préférés (au sens
de�

P

) parmi ceux satisfaisant� satisfont également� ^ .

Alors, la proposition suivante peut être démontrée :

Proposition 4.3.2 Si est une CSI pourCl(F), alors pour tout but idéal�,M j=  ^ Cl(F)! �.

On entrevoit déjà le rôle des CSI dans l’approche de Boutilier de la décision qualitative dans l’incer-
tain : si l’agent à le pouvoir de décider de la valeur de vérité d’une CSI, alors, si le monde réel est
normal, il est certain de se retrouver dans la meilleure situation possible.
Nous allons revenir en détail sur les CSI, mais d’abord, donnons la définition d’une action dans l’ap-
proche de Boutilier.

Les actions dans la logique QDT

La notion d’action est relativement simple dans l’approchede Boutilier. L’ensemble des symboles
propositionnelsQ est séparé en deux : les variables contrôlables (i.e. dont le décideur peut décider de
la valeur de vérité)C, et les autresC. Si u et v sont respectivements des affectations complètes des
valeurs de vérité des variables deC etC, u; v représente l’affectation complète des valeurs de vérité des
variables deQ, compatible avec les deux précédentes.V (P) représente l’ensemble des affectations
de valeurs de vérité des variables deP .
On peut définir les notions decontrôlabilitéetd’influençabilitéd’une proposition� quelconque :

Définition 4.3.5 Contrôlabilité, influençabilité.
� est contrôlable ssi8u 2 C; 9(v; w) 2 C; v; u j= �;w; u j= :�.
� est influençable ssi9u 2 C; 9(v; w) 2 C; v; u j= �;w; u j= :�.

Nous allons pouvoir, maintenant, grâce à cette notion de variable contrôlable, définir les notions d’ac-
tion, et d’action optimale.

Dans la suite, on noteraNI(F) l’ensemble des croyances non influencables, (NI(F) = f� 2

Cl(F); � n’est pas influencable).A représentera l’ensemble des actions disponibles pour l’agent.
Nous considérerons que ces actions sont représentées par l’ensemble des affectations de valeurs de
vérités aux variables deC (A = V (C)).
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Dans un premier temps, on va se limiter au cas où la connaissance de l’agent est complète : il connaı̂t
les valeurs de vérité de toutes les propositions élémentaires incontrôlables. Alors, on peut définir un
but en environnement entièrement connu (EEC-But), comme ´etant une propositioncontrôlablequi
permet de se retrouver dans une situation idéale, connaissant la valeur des variables non contrôlables :

Définition 4.3.6 But en environnement entièrement connu.
� est un EEC-But ssiM j= I(�jNI(F)) et� est contrôlable.

Maintenant, Boutilier définit une actionsatisfaisanteen environnement connu, comme une action
permettant d’obtenir tous les EEC-Buts, sachantNI(F) :

Définition 4.3.7 a 2 A est une action satisfaisante ssi :

8EEC �But �;M j= NI(F)^ a! �

Boutilier prouve également que les actions satisfaisantes sont exactement les CSI pourNI(F).

Dans le cas où la connaissance est incomplète, Boutilier définit une relation de préférence entre actions
(instanciations complètes des variables deC),�, par :

Définition 4.3.8 Préférence entre actions.

a

1

� a

2

ssiM j=
$

3

P

(a

2

^NI(F)^ :

 �

3

P

(a

1

^NI(F)))

En d’autres termes : “Il existe un monde normal satisfaisanta

2

tel qu’aucun monde moins préféré ne
satisfaita

1

”. Ou encore, que la pire conséquence possible dea

1

est au moins aussi bonne que la pire
conséquence possible dea

2

.

En termes de sémantique, ceci peut se traduire par :9! 2 PW j= a

2

; 8!

0

j= a

1

; !

0

�

P

! oùPW
représente l’ensemble des mondes normaux (“possible worlds”). Soit encore,

min

!2PW;!j=a

1

! �

P

min

!

0

2PW;!

0

j=a

2

!

0

où min est associé à la relation�
P

.
Ce type de sémantique de la représentation logique proposée par Boutilier correspond tout à fait à
l’approchemaximinde Brafman et Tennenholtz exposée dans le chapitre 1.

Résuḿe de l’approche de Boutilier

L’approche de Boutilier pour la décision dans l’incertaindonne la priorité à l’expression des défauts
sur l’expression des préférences. Dans un premier temps,on détermine l’ensemble des faits “nor-
maux” déductibles d’une base de faits et de connaissances par défaut. Ensuite, on détermine les actions
(instanciations des variables contrôlables) optimales,c’est-à-dire telles que leurs pires conséquences
éventuelles sont les meilleures possibles.
Boutilier [Bou94] note que sa méthode possède tout de même une faiblesse du fait de son approche
en deux temps : aucun compromis n’est possible entre préférences et connaissances incertaines. Sup-
posons qu’un agent doive traverser une autoroute à pied, pour aller chercher un café dans une station-
service en face. S’il pense avoir de bonnes chances de s’en sortir vivant, la méthode de Boutilier va
lui conseiller d’aller chercher son café, en négligeant totalement la possibilité d’accident...
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Dans la seconde partie de cette thèse, nous rediscuterons de ce problème de commensurabilité des
échelles de préférence et de certitude.

Avant cela, nous allons décrire une dernière approche logique de la décision qualitative dans l’incer-
tain basée sur les désirs conditionnels, proposée par Lang [Lan96].

4.3.2 Idéalité et utilit é numérique

Lang [Lan96] a proposé une méthode pour construire un préordre partiel sur les mondes, basée sur la
représentation des désirs conditionnels de Boutilier.
Alors que la méthode de Boutilier [Bou94] ne calcule que l’ensemble des mondes “idéaux”, i.e. pré-
férés au sens d’une relation induite par un ensemble de désirs conditionnels, la méthode proposée par
Lang [Lan96] permet de construire une relation de préférence (un préordre partiel) entre les mondes.

Il existe une autre différence entre les deux approches. Cette différence se situe au niveau de la repré-
sentation des connaissances de l’agent. Les deux approchesutilisent une base de faitsF , mais alors
que Boutilier détermine l’ensemble des mondes “plausibles” en utilisant des connaissances par défaut
et en “clôturant” la base de faits, Lang utilise une base de connaissances “génériques”,BC cohérente
(également cohérente avecF : un fait ne peut contredire la base de connaissances génériques). L’ap-
proche de Lang pour la représentation des connaissances est monotone(apprendre un nouveau fait ne
peut que restreindre l’ensemble des mondes possibles), alors que celle de Boutilier estnon monotone.

Désirs conditionnels et fonction d’utilité

Dans (Lang [Lan96]), les désirs conditionnels sont notésD(�j�), comme dans (Tan et Pearl [TP94]),
mais sont interprétés comme dans (Boutilier [Bou94]) : une relation de préférence� sur l’ensemble

des mondes est compatible avecD(�j�) ssi les mondes préférés au sens de�, satisfaisant�, satisfont
également�.
Chez Lang, la relation de préférence entre les mondes est représentée par unefonction d’utilitéu, à
valeurs réelles. La relation de préférence déduite deu est notée�

u

: ! �
u

!

0 ssiu(!) � u(!

0

). Si
S � 
 est un ensemble de mondes,Max

�

u

S représente l’ensemble des mondes préférés (au sens de
�

u

) deS. SiD = fD(�

1

j�

1

); : : :D(�

n

j�

n

)g, on dit que la fonctionu satisfaitD (notéu j= D) ssi
8i 2 1 : : :n;Max

�

u

[�

i

] � [�

i

], où [�
i

] (resp.[�
i

]) représente l’ensemble des mondes satisfaisant�

i

(resp.�
i

). Un ensemble de désirs conditionnels est ditcohérentssi il existe une fonction d’utilité qui
le satisfasse.

Lang [Lan96] utilise des fonctions d’utilité d’un type particulier. Avant tout, il associe à chaque défaut
D(�j�) une fonction d’utilitélocaleu

�j�

, définie comme suit :

Définition 4.3.9 Fonction d’utilité locale.
SoitD(�j�) un désir conditionnel.u

�j�

est une fonction d’utilité locale associée àD(�j�) ssi il existe
a > 0 tel que :u

�j�

(!) = �a si ! j= � ^ :� etu
�j�

(!) = 0 sinon.

Exemple 4.3.3Le parapluie.
D = fD(:paraj>); D(:pluiej>);D(parajpluie)g. Les utilités locales sont de la forme :

– u

:paraj>

(!) = �a si! j= para et 0 sinon,

– u

:pluiej>

(!) = �b si! j= pluie et 0 sinon,
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– u

parajpluie

(!) = �c si ! j= :para ^ pluie et 0 sinon.

Lang définit ensuite la notion de fonction d’utilitédistinguéepour un ensemble de désirs condition-
nels :

Définition 4.3.10 Fonction d’utilité distinguée pourD.
u est une fonction d’utilité distinguée pourD ssi

– u j= D,

– u = u

1

+ : : :+ u

n

,
oùu

1

; : : : ; u

n

sont des fonctions d’utilité locales associées àD(�

1

j�

1

) : : :D(�

n

j�

n

).

On peut remarquer que les fonctions d’utilité distinguées ne sont jamais positives, puisque ce sont des
sommes de fonctions d’utilités locales qui ne le sont pas non plus.
Une fonction d’utilité localeu

�j�

associe une pénalité (ou coût de violation) à tout mondeviolant
l’implication matérielle� ! �. Une fonction d’utilité distinguée associe à chaque monde la somme
des pénalités associées aux implications�

i

! �

i

qu’il viole.

Exemple 4.3.4Le parapluie : calcul des fonctions d’utilité distinguées.
On note!

0

= f:para;:pluieg,!
1

= f:para; pluieg,!
2

= fpara;:pluieg,!
3

= fpara; pluieg.
Soitu = u

:paraj>

+ u

:pluiej>

+ u

parajpluie

. u(!
0

) = 0, u(!
1

) = �(b+ c), u(!
2

) = �a, u(!
3

) =

�(a + b).

u j= D(:paraj>) etu j= D(:pluiej>) ne donnent pas d’information supplémentaire, en revanche,
u j= D(parajpluie) ssiMax

�

u

f!

1

; !

3

g � f!

2

; !

3

g, i.e.u(!
3

) > u(!

1

), soitc > a.

En fin de compte,u est distinguée pourD ssi u(!
0

) = 0, u(!
1

) = �(b + c), u(!
2

) = �a et
u(!

3

) = �(a + b), avecc > a.

Préordre partiel entre les mondes

Nous venons de voir comment sont calculées les fonctions d’utilité distinguées pour un ensemble de
désirs conditionnels dans (Lang [Lan96]). A partir de l’ensemble de ces fonctions, l’auteur détermine
un préordre (partiel) entre les mondes, noté�

D

. Celui-ci est défini par :

Définition 4.3.11 Préordre entre les mondes, obtenu à partir d’un ensemble de fonctions d’utilité
distinguées.

! �

D

!

0 ssi8u; distinguée pourD;! �
u

!

0

L’ordre strict et la relation d’équivalence associés à�
D

sont notés>
D

et�
D

.

Exemple 4.3.5Suite.
On ajoute àD (qui devientD0) le désirD(pluiejpara), signifiant que si l’agent prend son parapluie,
il préfère qu’il pleuve (pour ne pas le prendre pour rien).
u

pluiejpara

= �d si! j= para^:pluie et 0 sinon.u0 = u+u

pluiejpara

: u0 n’est modifiée par rapport à
u qu’en!

2

, oùu0(!
2

) = �(a+d). u0 j= D(pluiejpara) ssiMax

�

u

0

f!

2

; !

3

g � f!

1

; !

3

g, i.e.d > b.

Les contraintes d’ordre entre les mondes deviennent :!

0

>

D

0
!

3

, !
3

>

D

0
!

1

et!
3

>

D

0
!

2

. !
1

et!
2

ne sont plus comparables : l’ordre est devenu partiel.
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Ensuite, Lang montre que les désirs conditionnels les plusspécifiques (au sens de Doyle et Welman
et de Tan et Pearl) prennent le pas sur les autres pour la détermination de la relation de préférence sur
les mondes.

Application à la décision dans l’incertain

Lang adopte la même séparation que Boutilier [Bou94] entre variables contrôlables (C) et non contrô-
lables (C) pour représenter les actions de l’agent.
En revanche, pour représenter les connaissances de l’agent, Lang utilise une base de connaissances
BC (un ensemble de formules propositionelles). Les définitions de la satisfaction d’un ensemble de
désirs et des fonctions d’utilité locales sont légèrement modifiées pour tenir compte de la présence de
la base de connaissances :

Définition 4.3.12 Satisfaction d’un ensemble de désirs conditionnelsD en présence d’une base de
connaissancesBC.
u j=< D;BC > ssi

– 8D(�j�) 2 D,Max

�

u

[BC ^ �] � [�].

– 8! j= :BC; u(!) est indéfinie.

Définition 4.3.13 Fonction d’utilité locale en présence d’une base de connaissances.
u

�j�

est une fonction d’utilité locale associée àD(�j�) ssi il existea > 0 tel queu
�j�

(!) = �a si
! j= BC ^ � ^ :�, u

�j�

(!) = 0 si ! j= BC ^ (�! �), etu
�j�

(!) est indéfinie si! j= :BC.

Dans un problème de décision sous incertitude, outre les connaissances génériques (BC), l’utilisateur
dispose de connaissancesfactuelles(F ), qui viennent compléter les connaissances génériques. Répé-
tons que dans l’approche de Lang [Lan96] les connaissances factuelles ne doivent jamais remettre en
cause les connaissances génériques.
La distinction entre connaissances génériques et factuelle que l’on retrouve chez Lang [Lan96] est
similaire à celle que l’on retrouve chez Geffner [Gef92] ouvan der Torre [van94].
Dans un premier temps, supposons que la connaissance factuelle estcomplète, i. e.BC ^F admet un
modèle unique!

F

surC. Une actiond correspond (comme chez Boutilier) à une interprétation sur C.
Lorsque la connaissance est complète, l’ordre entre les actions est déterminé par l’ordre�

<D;BC>

.

Définition 4.3.14 Ordre entre les actions lorsque la connaissance est complète.
Soientd etd0, deux actions.d �

<D;BC;F>

d

0 ssi(!
F

; d) �

<D;BC>

(!

F

; d

0

).

Exemple 4.3.6Suite.
C = fparag; C = fpluieg. Supposons que l’agent constate qu’il pleuve (F = pluie) et qu’il n’ait
aucune autre information générique (BC = >). Alors la connaissance est complète (!

F

= fpluieg).
L’ensemble des désirs conditionnels estD, et!

0

�

D

!

2

�

D

!

3

�

D

!

1

.
Or (!

F

; para) = !

3

et (!
F

;:para) = !

1

, on en déduit quepara >
<D;BC;F>

:para.

Dans le cas où la connaissance est incomplète,BC ^ F ne détermine pas un monde unique, mais
un sous-ensemble de mondes possibles. Alors, on se retrouvedans une situation d’incertitude non
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quantifiée, et Lang propose des méthodes de décisions, respectivement en accord avec les critères de
Wald (oumaximin) et de Pareto (ou dedomination) :

Définition 4.3.15 Critère de Wald.

d �

Wald

<D;BC;F>

d

0 ssi8! j= BC ^ F; 9!

0

j= BC ^ F; tel que(!; d) �
<D;BC>

(!

0

; d

0

):

Ce critère compare les pires interprétation satisfaisant chacune des décisions, au sens de�
<D;BC>

.
Dans l’exemple du parapluie,para �Wald

<D;BC;F>

:para.
Cette méthode de décision génère un préordre complet (en accord avec le critère de Wald de la déci-
sion dans l’incertain) lorsque�

<D;BC>

est un préordre complet.

Lang définit enfin le critère de Pareto, similaire à la relation de dominance dans la théorie de la
décision dans l’incertain :

Définition 4.3.16 Critère de Pareto.

d �

Pareto

<D;BC;F>

d

0 ssi8! j= BC ^ F; (!; d)�

<D;BC>

(!; d

0

):

Alors que le critère précédent représentait le critère de Wald, celui-ci est en accord avec le critère de
Pareto. Dans l’exemple du parapluie,:para etpara sont incomparables suivant l’ordre de Pareto.
Dans le cas général,d �Pareto

<D;BC;F>

d

0

) d �

Wald

<D;BC;F>

d

0 : si une décision est meilleure qu’une autre
au sens de Pareto, elle est également meilleure au sens de Wald.

4.4 D’autres approches logiques de la d́ecision dans l’incertain

D’autres approches “logiques” de la décision dans l’incertain ont été proposées. Bien que toutes ba-
sées sur la logique, elles diffèrent par leur sémantique, i.e. par le critère de décision sous-jacent. (Bo-
net et Geffner, 1996 [BG96]), par exemple, proposent une approche logique basée sur lessystèmes
d’argumentation. Les problèmes de décision dans l’incertain sont modélisés dans un langage propo-
sitionneltypé(les granules de connaissances et les préférences sont ainsi identifiables). Ils proposent
alors de calculer les connaissances quiétayentles préférences (i.e. permettant de les satisfaire lors-
qu’une action donnée est effectuée). En associant desdegrés(valeurs entières,commensurables) aux
préférences (priorités) et aux connaissances (plausibilités), ils calculentl’utilité espérée qualitativede
chaque action. La sémantique qui sous-tend leur approche est basée sur les travaux de (Pearl, 1993
[Pea93]) et (Wilson, 1995 [Wil95]) utilisant des fonctionskappa pour mesurer l’incertitude. Cette
approche nécessite d’exprimer les degrés de préférence et de connaissance sur une même échelle, au
moins additive.
Dans la seconde partie de cette thèse nous décrirons une approche ressemblant à celle de Bonet et Geff-
ner, basée sur lesAssumption-based Truth Maintenance Systems(ATMS) (de Kleer, 1986 [de 86]). La
sémantique que nous présenterons pour cette approche estdifférente de celle de Bonet et Geffner.
Nous verrons qu’elle est en accord avec le critère del’utilité qualitative possibilisteque nous avons
évoqué dans le chapitre 2 et que nous décrirons en détails bientôt.
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4.5 Conclusion

Nous avons décrit un certain nombre d’approches récentesde la représentation structurée des pro-
blèmes de décision sous incertitude, basées sur la notion de “préférence conditionnelle”.
Ces approches ont de nombreux points communs avec un autre domaine de l’Intelligence Artifi-
cielle : celui deslogiques déontiques. Ces dernières traitent de ce qu’un agentdoit faire, et non de
ce qu’il veut. Le pendant des opérateurs d’idéalité, ou de désir conditionnel, est l’opérateurd’obli-
gation contextuelle,O(�j�).O('j ) signifie “si la formule est vraie, alors l’agentdoit se retrouver
dans une situation vérifiant'” (voir (Makinson, 1993 [Mak93]) pour une étude détaillée de la notion
d’obligation contextuelle). Evidemment, les notion d’obligation et de désir sont étroitement liées :
l’agent cherche dans les deux cas à satisfaire un ensemble de buts. Dans le premier cas les buts lui
sont imposés, alors que dans le second il se les fixe lui même(par l’intermédiaire de ses préférences).
Dans (Lang, [Lan96]) ou (van der Torre,[van94], [van97] on peut trouver une discussion plus profonde
sur les liens entre logiques pour la décision et logiques d´eontiques.

Le problème des approches logiques pour la décision dans l’incertain que nous avons décrit dans
ce chapitre est que les sémantiques qui leur sont associées sont relativement pauvres. Les décisions
calculées “syntaxiquement” ne sont optimales, dans le meilleur des cas, que suivant un critère du type
maxmin. Cette “pauvreté” sémantique résulte, dans les modèles que nous avons exposés, de l’absence
d’hypothèse de commensurabilitéentre échelles de préférence et d’incertitude. Dans lesapproches de
Boutilier et de Lang, on isole les situations les plus plausibles, puis on raisonne à partir d’elles seules
pour déterminer des actions optimales, en fonction du seulordre de préférence sur les conséquences.
Tan et Pearl proposent bien de construire deux échelles distinctes pour mesurer les préférences et
l’incertitude, mais ne comparent (au sens de la relation de préférence) que les conséquences d’égale
“plausibilité”. Qui plus est, leur méthode de décision ne permet pas de construire un préordre complet
sur l’ensemble des actions, mais simplement de les comparerdeux à deux. Au final, la relation de
préférence entre actions qu’ils obtiennent n’est pas transitive.
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Deuxième partie

Une approche ordinale de la d́ecision
dans l’incertain basée sur la th́eorie des

possibilités
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Chapitre 1

Des approches ordinales de la d́ecision
baśees sur des mesures monotones

1.1 Introduction

Dans ce chapitre seront présentés les principaux résultats de cette thèse en ce qui concerne l’axioma-
tisation de critères “qualitatifs” pour la décision dansl’incertain.
Ici, le termequalitatifest utilisé par opposition à l’aspectquantitatifde la théorie de l’utilité espérée et
de ses extensions. Les approches quantitatives utilisent des représentations additives des préférences
et de l’incertitude (quoique dans les approches basées surl’intégrale de Choquet les mesures de l’in-
certitude peuvent être non-additives). Dans les approches qualitatives que nous allons décrire ici, une
échelle ordinale unique sera utilisée pour mesurer à la fois l’incertitude et les préférences d’un agent.
Contrairement à l’approche de Savage [Sav54], nous feronsl’hypothèse que l’espace d’états estfini.
Nous verrons que cette hypothèse est nécessaire pour les axiomatisations que nous proposerons,
comme est nécessaire l’hypothèse d’un espace d’états infini, chez Savage.

Ce chapitre sera découpé comme suit :

– Dans un premier temps nous rappellerons l’approche de Dubois et Prade [DP95b], basée sur la
théorie des possibilités, pour la décision dans l’incertain qualitatif. Nous décrirons leur axio-
matisation, du type de celle devon Neumann et Morgenstern[vNM44], des critères qu’ils ont
proposés.

– Ensuite, nous passerons plus de temps sur l’approche du typeSavageque nous avons proposée
pour l’axiomatisation de ces critères (voir [DPS97a]).

– Enfin, toujours dans un cadre du typeSavage, nous proposerons une axiomatisation pour des
critères de décision basés sur desmesures monotones, généralisant les mesures de possibilité et
de nécessité (voir [DPS98]).

En premier lieu, nous allons commencer par décrire le concept de loterie possibiliste, et montrer
l’axiomatisation des relations de préférence entre loteries possibilistes, proposée par Dubois et Prade
[DP95b].
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1.2 Préférences entre loteries possibilistes

Nous avons présenté les critères possibilistes de décision dans l’incertain, pessimiste et optimiste,
dans le chapitre 2 page 21 de la partie I.
Rappelons l’expression de ces deux critères :

– Critère pessimiste
v

�

(a) = inf

s2S

max(n(�(s)); �(a(s)))

– Critère optimiste
v

�

(a) = sup

s2S

min(m(�(s)); �(a(s)))

On rappelle également que� est une fonction deS vers une échelle ordonnée, finie, (L;�), et� deX
vers une échelleU . n est une fonction de renversement d’ordre deL versU , etm est une fonction non-
décroissante deL versU . � est une distribution de possibilité normalisée, i.e.9s

0

2 S, �(s
0

) = 1

L

(plus grand élément de(L;�)).

Ces deux critères ont été justifiés axiomatiquement, dans le style de von Neumann et Morgenstern
[vNM44], par Dubois et Prade [DP95b].
Dans l’approche de von Neumann et Morgenstern le comportement d’un agent en face du risque
est entièrement déterminé par ses préférences sur l’ensemble des distributions de probabilité sur les
conséquences ou “loteries”. Ces préférences sur les loteries probabilistes doivent respecter un certain
nombre d’axiomes décrivant l’attitude d’un agent “rationnel” en face de l’incertitude. L’Utilité Espé-
rée représente ainsi un critère simple pour ordonner lesloteries et donc les actions puisqu’à chaque
action en environnement incertain correspond une loterie.

L’idée principale des théories possibilistespour la décision consiste à représenter les connaissances in-
certaines d’un agent par une distributionde possibilité� sur un ensemble d’états du mondeS. Chaque
actiona détermine une distribution de possibilité�

a

surX à partir de�, par :�
a

(x) = �(a

�1

(x)) =

supf�(s) : a(s) = xg. Par conséquent, ordonner les actions revient à ordonnerles distributions de
possibilité. Cet ordre entre les loteries, déterminé par l’agent, exprime son attitude envers l’incertitude
et ainsi le critère de décision qu’il adopte.

Soit�
a

(x), la “plausibilité” d’obtenir la conséquencex, une fois l’actiona exécutée. Notre problème
revient à déterminer quels axiomes l’ordre de préférence entre les distributions de possibilité surX

doit satisfaire afin de pouvoir être représenté par l’un des deux critères (pessimiste ou optimiste)
exposés plus haut.
Soientx et y, deux éléments deX et� et �, deux éléments de l’échelleL tels quemax(�; �) = 1

L

,
où1

L

représente l’élément maximal de l’échelleL (0
L

représente son élément minimal).
On appelleloterie possibiliste binaireune distribution de possibilité�

a

telle que

– �

a

(x) = �, �
a

(y) = �

– �

a

(z) = 0

L

; 8z 6= x; z 6= y.

Une telle loterie sera notée(�=x; �=y) et peut être interprétée par : “l’actiona n’a que deux consé-
quences possibles,x ety, de degrés de possibilité respectifs� et�”. a est bien entendu unacte binaire.
Plus généralement, une distribution de possibilité�

a

surX peut être vue comme une loterie à consé-
quences multiples(�

1

=x

1

; : : : ; �

m

=x

m

), oùX = fx

1

; : : : ; x

m

g et �
i

= �

a

(x

i

). Pour simplifier les
notations nous omettrons l’indicea dans la suite de ce paragraphe.
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La notation(�=�; �=�0) symbolise une loterie “d’ordre supérieur” dont les conséquences sont deux
autres loteries� et�0. On suppose toujours quemax(�; �) = 1

L

et on peut montrer que si� et�0 sont
deux loteries normalisées,(�=�; �=�0) en est également une.
A tout singletonfx

0

g correspond une distribution de possibilité� valant 0 partout sauf enx
0

(où �
vaut 1). Une telle distribution de possibilité correspondà un acteconstantdont l’unique conséquence
possible estx

0

. Par simple extension, à tout sous-ensembleA deX correspond une distribution de
possibilité�

A

telle que8x 2 A; �
A

(x) = 1 et8x 2 �

A; �

A

(x) = 0.

Soit� la relation de préférence entre loteries possibilistes déterminée à partir des préférences d’un
agent.� étend les préférences de l’agent surX à l’ensemble des distributions de possibilité normali-
séesPi(X) � L

X .
Les axiomes suivants déterminent la relation� dans le cas pessimiste [DGPZ98] :

– Axiome 1� est un préordre complet.

– Axiome 2 (indépendance) :�
1

� �

2

) (�=�

1

; �=�

0

) � (�=�

2

; �=�

0

).

– Axiome 3 (continuité) :� � �0 ) 9� 2 V; �0 � (1=�; �=X

1).

– Axiome 4 (réduction des loteries) :

(�=x; �=(�=x; �=y))� (max(�;min(�; �))=x;min(�; �)=y):

– Axiome 5 (aversion pour l’incertitude) :� � �0 ) � � �

0.

L’axiome 1 permet de représenter l’utilité des loteries sur une échelle complètement ordonnée. Les
axiomes 2, 3 et 4 sont des contreparties des axiomes proposés par von Neumann et Morgenstern.
L’axiome 4 permet de réduire des loteries d’ordre supérieur en loteries “standards”. L’axiome 3 est
motivé par la forme particulière des “mixtures” en théorie des possibilités (Dubois et Prade, [DP95a],
Dubois et col. [DFPR96]). Il signifie que l’utilité d’une distribution de possibilité� baisse “sans saut”
lorsque l’incertitude représentée par� augmente. L’axiome 5 stipule que plus l’incertitude est grande,
plus la situation est risquée : le pire état de connaissance est celui d’incertitude totale.

Des axiomes 3 et 5, on peut déduire que siA � X est un ensemble de conséquences, alors9x 2

A; x � A

2 (Dubois et col. [DGPZ98]). Cette propriété (violée par l’utilité espérée) suggère que l’uti-
lité qualitative pessimistev

�

n’est pas basée sur la notion de moyenne et d’actions répétées, mais
s’applique à des problèmes de décision non répétitifs. L’idée sous-jacente est que lorsqu’une action
est appliquée elle mènera automatiquement à une conséquence unique,x 2 A, et l’utilité de l’action
sera celle de la conséquencex. Cela revient à rejeter la notion devaleur moyenne. De l’axiome 5
on déduit que la loterie représentantA est équivalente à celle représentant l’action constante dont
l’unique conséquence est le “pire” élément deA.

Le critère possibiliste pessimistev
�

est donc une extension du critère de Wald qui évalue les actions
selon leur pire conséquence, quelle que soit sa plausibilité. Cependant il est moins pessimiste que
le critère de Wald. Il se repose sur l’utilité des pires conséquencesun tant soit peuplausibles de

1.X correspond à la distribution de possibilité�
X

: 8s 2 X;�

X

(s) = 1.
2.x correspond à la distribution de possibilité valant 1 surx et 0 ailleurs,A correspond à la distribution de possibilité

�

A

: �

A

(s) = 18s 2 A et 0 ailleurs.
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l’action. Les états dont la plausibilité est inférieureà un certain seuil variable (déterminé à partir de
comparaisons entre les distributions� et�) sont négligés dans l’évaluation de l’action parv

�

.
En fait, l’actiona aura une faible utilitév

�

(a) dès lors qu’il existe une conséquencex suffisamment
plausibleet d’utilité faible.

Un ensemble d’axiomes dual du précédent permet de définirl’utilité possibilisteoptimistev� (voir
(Dubois et col. [DGPZ98])).

– Axiome 1� est un préordre complet.

– Axiome 2 (indépendance) :�
1

� �

2

) (�=�

1

; �=�

0

) � (�=�

2

; �=�

0

).

– Axiome 3’ (continuité) :� � �0 ) 9� 2 V; � � (1=�

0

; �=X).

– Axiome 4 (réduction des loteries) :

(�=x; �=(�=x; �=y))� (max(�;min(�; �))=x;min(�; �)=y):

– Axiome 5’ (propension pour l’incertitude) :� � �0 ) � � �

0.

Le critèrev� est très optimiste dans la mesure où il est élevé dès lors qu’il existe une conséquence
plausible de l’action qui a une utilité élevée. C’est pourquoi ce dernier critère n’est utilisé, en général,
que pour départager des actions indifférentes au sens du critère pessimiste.

Exemple 1.2.1L’omelette de Savage, version possibiliste.

Reprenons l’exemple de l’omelette exposé dans le chapitre1 de la partie I, résumé par le tableau
suivant :

États du monde
Actions oeuf sain (s) oeuf pourri (p)
Casser l’oeuf omelette à 6 pas d’omelette,
dans le bol (CB) oeufs (6O) 5 oeufs gâchés (G)
Le casser dans omelette à 6 oeufs omelette à 5 oeufs
une tasse (CT) une tasse à laver (6T) une tasse à laver (5T)
Le jeter (J) omelette à 5 oeufs omelette à 5 oeufs

un oeuf gâché (5G) (5O)

L’échelle d’utilité symboliqueL = f0; 1; 2; 3; 4; 5g est utilisée pour représenter les niveaux de cer-
titude et de préférence. Les nombres sont utilisés ici uniquement pour refléter la structure ordinale
deL : des qualificatifs linguistiques du type faible, moyen, élevé... auraient tout aussi bien pu être
utilisés.
L’ordre de préférence entre les conséquences peut êtreexprimé par la fonction d’utilité symbolique�,
affectant les utilités suivantes aux conséquences :�(6O) = 5, �(6T ) = 4, �(5O) = 3, �(5T ) = 2,
�(5G) = 1 et�(G) = 0.

Dans cet exemple la distribution de possibilité�
a

contraignant les valeurs des conséquences pos-
sibles dea ne dépend que des degrés de possibilité respectifs des deux événementss et p, soit�(s)
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et�(p). N(s) = n(�(p)) etN(p) = n(�(s)) sont les degrés de nécessité respectifs des deux évé-
nementss etp. Puisque la distributionde possibilité surfs; pg est normalisée,min(N(s); N(p)) = 0.

Les utilités (pessimistes) des différentes actions peuvent être évaluées en fonction des degrés de né-
cessité des etp :

– v

�

(CB) = min(max(n(�(p)); �(G));max(n(�(s)); �(6O))),

qui se simplifie env
�

(CB) = N(s).

– v

�

(CT ) = min(max(n(�(p)); �(5T ));max(n(�(s)); �(6T ))),
soitv

�

(CT ) = min(max(N(s); 2); 4).

– v

�

(J) = min(max(n(�(p)); �(5O));max(n(�(s)); �(5G))).

Les meilleures décisions selon le critère pessimiste sont donc :

– de casser l’oeuf dans l’omelette siN(s) = 5, i.e. si l’agent est absolument certain qu’il est
sain,

– de le casser dans l’omelette ou alors dans une tasse siN(s) 2 f2; 3; 4g, i.e. si l’agent a de
bonnes raisons de penser qu’il est sain,

– de le casser dans une tasse si l’agent est ignorant de son état de fraı̂cheur (N(s) < 2 et
N(p) < 2),

– de le jeter, enfin, si l’agent pense qu’il a des chances d’être pourri (N(p) > 2).

1.3 Axiomatisations des utilit́es qualitatives possibilistes

1.3.1 Rappel de l’axiomatisation de Savage pour le critère de l’utilit é esṕerée

Nous rappelons pour mémoire les axiomesSav 1 à Sav 7de Savage qui permettent de justifier le
critère de l’utilité espérée pour la décision dans l’incertain :

Sav1Pr’eordre complet
(A;�) est un préordre complet, i.e.� est réflexif, transitif et complet.

Sav2Principe de la chose certaine
8 f, g, h, h’ 2 A, 8A � S, fAh � gAh, fAh’ � gAh’ .

Sav3Conditionnement restreint aux actes constants
Soientx; y 2 X et A un événementnon impossible. Soient les actions constantesx � x et y � y.
Alors, (x � y)

A

, x �

P

y.

Sav4Projection sur l’ensemble des événements
8x; y; x

0

; y

0

2 X; y <

P

x; y

0

<

P

x

0

; 8A;B � S; xAy � xBy , x

0

Ay

0

� x

0

By

0.

Sav 5Non trivialité
9x; y 2 X; y <

P

x, où<
P

représente la partie stricte de�
P

.
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Sav6Probabilité quantitative
Soientf et g 2 A tels quef � g, soitx 2 X . Il existe une partition

S

A

i

deS telle que pour touti,
xA

i

f � g et f � xA
i

g.

Sav7Extension à un ensemble infini de conséquences
Soientf etg2 A; A � S. (f � g(s))

A

; 8s 2 A) (f � g)
A

.

1.3.2 Propriétés des utilit́es qualitatives possibilistes

Un des postulats les plus importants de Savage est lePrincipe de la chose certainequi exprime que
si une actionf est préférée ou équivalente à une autre actiong et que ces deux actions donnent des ré-
sultats identiques sur un sous ensemble d’étatsB, alors si les résultats des deux actions sont modifiés
de manière identique surB l’ordre entre les deux nouvelles actions n’est pas modifié.

Cependant, deux actions peuvent être équivalentes aux yeux d’un agent parce qu’elles donnent des
résultats identiques (extrêmement bons ou mauvais) surB � S, alors que si ces résultats étaient mo-
difiés (devenant moins “dramatiques”) l’agent ne serait plus indifférent entre les nouvelles actions.
Bien sûr, modifier uniformément des conséquences identiques ne doit pas inverser l’ordre de préfé-
rence entre les actions.
Ce constat suggère une nouvelle forme deprincipe de la chose certaineque nous appelleronsprincipe
d’indépendance faible(IF) :

IF : Indépendance faible.

Soientf, g, h eth’ 2 A. fAh � gAh impliquefAh’ � gAh’ .

IF permet une sorte “d’effet de noyade” : la préférence stricte entre deux actions peut être transformée
en indifférence si on change de manière identique leurs conséquences communes.

Proposition 1.3.1 Les utilités possibilistesv
�

et v� satisfont au principe d’indépendance faible mais
pas au principe de la chose certaine.

Preuve :

v

�

(fAh) = min(inf

s2A

max(n(�(s)); �(f(s))); inf
s2

�

A

max(n(�(s)); �(h(s)))). No-
tonsvB

�

(f) = inf

s2B

max(n(�(s)); �(f(s)));8B � S.

– Si le termev �A
�

(h) est plus petit que les deux termesvA
�

(f) et vA
�

(g) alors on trouve
fAh � gAh. Si on change maintenanth en l’action constante donnant toujours la
conséquencex�, v

�

(fAx�) = v

A

�

(f) et v
�

(gAx�) = v

A

�

(g), puisquev �A
�

(x

�

) = 1.
Ainsi le principe de la chose certaine est violé siv

A

�

(g) � vA
�

(f).

– Il ne peut y avoir de renversement des préférences strictes :v
�

(fAh) = min(v

A

�

(f); v �A
�

(h)).
doncv

�

(fAh) > v

�

(gAh)) v

A

�

(g) < min(v

A

�

(f); v �A
�

(h)), soit,vA
�

(g) < v

A

�

(f).
Si on suppose l’existence deh’ tel que v

�

(fAh’) < v

�

(gAh’ ), alors vA
�

(f) <

min(v

A

�

(g); v �A
�

)h’ )), doncvA
�

(f) < v

A

�

(g), ce qui entraı̂ne une contradiction.

On peut montrer de manière similaire quev� viole également ce principe.
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La notion dePréférence conditionnelle, définie dans le chapitre 2 de la partie I doit être revue dans le
cadre possibiliste. Trois situations doivent être envisagées :

– Si deux actionsf etg sont telles que pour toute troisième actionh, fAh � gAh on peut dire que
(f � g)

A

tient “fortement”.

– Si f et g sont telles que pour toute troisième actionh, fAh � gAh on peut dire que (f � g)
A

tient “fortement”.

– Enfin, sif etg sont telles que pour certaines actionsh, fAh � gAh et pour d’autresfAh � gAh
on peut dire que (f � g)

A

tient “faiblement”.

L’exposé de ces trois situations souligne que la notion de préférence conditionnelle doit être prise avec
précaution en l’absence du principe de la chose certaine. En particulier la vision de Savage du condi-
tionnement est hypothétique puisqu’il compare deux actions f et g sur un sous-ensemble d’étatsA,
sans se préoccuper si l’événement�

A est possible ou non, et pour n’importe quelle actionh. Ce type
de conditionnement peut poser des problèmes si les utilit´es considérées sont non-additives puisque
l’ordre entre les actionsfAh etgAh peut dépendre de l’actionh.

Au contraire, si le conditionnement est effectué après r´evision des connaissances par une information
prouvant que�A est impossible, toutes les actions deviennent équivalentes sur �A (l’événement�A de-
vient “nul”) et les préférences conditionnelles doiventêtre définies en restreignant la comparaison aux
éléments deA. Dans ce cas il est possible de définir la relation de préférence conditionnelle (f � g)

A

par fAx
�

� gAx
�

dans le cas pessimiste (x

�

est la pire conséquence deX) et parfAx� � gAx� dans
le cas optimiste. Ce type d’approche correspond à unerévision des préférences.
Le traitement axiomatique du conditionnement hypothétique requiert l’étude d’une famille de rela-
tions de préférence�

A

surXA pour tout sous-ensembleA � S, représentant directement les préfé-
rences conditionnelles de l’agent. Lehmann [Leh96] propose quelques voies de recherche dans cette
direction. Nous ne poursuivons pas dans cette thèse dans lavoie du conditionnement hypothétique
mais nous nous restreindrons aux préférences entreactions mixtesdu typefAh.

Revenons maintenant aux liens entre l’axiomatique de Savage et le décision possibiliste. Le non-
respect de l’axiome de la chose certaine par les utilitésv

�

etv� entraı̂ne également le non-respect des
axiomesSav 3et Sav 4. En fait, celles-ci satisfont des versions affaiblies de ces deux axiomes.

L’axiome deCohérence faible avec les actes constants(CFAC) est une version affaiblie de l’axiome
Sav 3:

CFAC Cohérence faible avec les actes constants.
Soient les deux conséquencesx ety. x �

P

y ) xAh � yAh, 8A � S et8 h 2 F .

L’axiomeCFAC est satisfait par les deux formes d’utilité qualitative possibiliste. Cependant, celles-ci
violentSav 3pour la même raison pour laquelle elles violentSav 2: l’effet de “noyade” d’une action
h dont les conséquences sont extrêmes sur des actions mixtes du typexAh.

Si les utilités possibilistes ne sont pas strictement coh´erentes avec la relation de préférence corres-
pondante entre actions constantes, elles vérifient tout demême une cohérence avec la relation de



80 CHAPITRE 1. UTILITÉS QUALITATIVES MONOTONES

dominationou relation de Pareto, dont nous avons donné la définition dans le chapitre 1 de la partie I
et que nous redonnons ici :

Définition 1.3.1 Pareto-domination.
On dit quef domine (au sens de Pareto) une actiong, notéf �

P

g si et seulement si8s 2 S, f(s) �
P

g(s) (au sens de la relation de préférence surX).

La relation de domination qui est une extension simple de la relation de préférence�
P

surX est notée
de la même manière. Dans la terminologie des ensembles flous la relation de domination correspond
à l’inclusion (des ensembles flous). On vérifie facilementque les deux fonctions d’utilitév

�

etv� sont
en accord avec la relation de domination :f �

P

g) v

�

(f) � v
�

(g) etv�(f) � v�(g).

De la même manière, les utilités qualitatives possibilistes sont en accord avec une certaine forme de
domination stochastique3.

Définition 1.3.2 Domination possibiliste.
On dit quef domine une actiong au sens d’une mesure de possibilité� (notéf �

�

f) si et seulement
si �(F

x

) � �(G

x

); 8x, où F
x

= fs 2 S, f(s) �
P

xg et G
x

= fs 2 S, g(s) �
P

xg sont
respectivement les alpha-coupes au niveaux def etg. De même, on dit quef domine une actiong au
sens d’une mesure de nécessitéN (notéf �

�

f) si et seulement siN(F
x

) � N(G
x

); 8x.

On montre encore quev
�

est en accord avec la relation�
N

et quev� est en accord avec la relation�
�

.

En fait, les utilités possibilistes satisfont l’axiomeGrant qui, pour Grant, Kajii et Polak [GKP97] est
une forme affaiblie duprincipe de la chose certaine:

Grant Principe de la chose certaine affaibli.
Si fAg� f etgAf � f alorsg� f.

D’après ce principe, si le fait de changerf en g surA ou sur �A améliore l’utilité def, alorsg est
forcément préférée àf, quel que soit l’événementA.
Les utilités possibilistes pessimiste et optimiste respectent l’axiomeGrant , mais de deux manières
particulières et différentes :

PESPessimisme :
8 f, g, 8A � S, [ (fAg� f)) (f � gAf)].

OPT Optimisme :
8 f, g, 8A � S, [ (f � fAg)) (gAf � f)].

Les axiomesPESetOPT impliquent tous deux l’axiomeGrant .
Preuve :

– Si fAg � f, d’aprèsPES, “gAf � f” n’est pas vérifié, donc la précondition de l’axiomeGrant
est toujours fausse.

3. La définition originelle de la domination stochastique est reliée à la notion demesure de probabilitémais peut être
généralisée à toute mesure d’incertitude monotone.
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– Pour prouver queOPT) Grant , posonsf’ = fAg etg’ = gAf. OPT s’écrit f’Ag’ � f’) g’ �
f’Ag’. Par transitivité de�, f’Ag’ � f’ ) g’ � f’ . DoncGrant est vérifié.

L’axiome de pessimisme peut être interprété de la manière suivante :Étant donnée l’actionf, si le
fait de changerf en l’actiong lorsque l’événement�A intervient “améliore” l’actionf aux yeux de
l’agent alors il n’y a aucun moyen d’améliorer l’actionf en la modifiant lorsqueA intervient. Ceci,
tout simplement parce que l’agent considère queA est au moins aussi plausible que�A et qu’à cause
de son “pessimisme”, il néglige totalement les éventuelles bonnes conséquences, obtenues lorsque�

A

intervient.
Illustrons cette notion de pessimisme par l’exemple suivant :

Exemple 1.3.1Un conducteur doit se rendre par la route à un rendez-vous important à l’autre bout
de la ville. Il souhaite bien entendu arriver à l’heure et toute l’incertitude du problème est résumée
dans l’événement incertainA : “il y a des embouteillages”. Il peut choisir trois itinéraires différents :

– Actionf : passer à travers le centre-ville. S’il n’y a pas d’embouteillages il atteint son rendez-
vous à l’heure, s’il y en a, il ratera son rendez-vous.

– Actiong : contourner la ville par l’Est. Même si il n’y a pas d’embouteillages l’agent aura du
retard à son rendez-vous. Si il y en a, il le manquera.

– Actionh : contourner la ville par l’Ouest. Quel que soit l’état du trafic l’agent aura du retard à
son rendez-vous, mais pas suffisamment pour le manquer.

L’attitude typique de l’agent pessimiste est, par crainte des embouteillages, d’être indifférent entref
et g, et de leur préférer strictementh.
Au contraire, un agent optimiste préférera l’actionf qui est la seule à lui permettre (dans le meilleur
des cas) d’être à l’heure à son rendez-vous et sera indifférent entre les actionsg et h qui induisent le
même retard dans le meilleur des cas.

Nous allons voir que la relation de préférence entre actions induite par l’utilité pessimiste satisfait
PES, alors que l’utilité optimiste satisfaitOPT (les deux satisfont donc l’axiomeGrant .

Avant de le vérifier, introduisons les notions deconjonctionet disjonctiond’actions. Soientf et g,
deux actions. La conjonction def et g (resp. la disjonction), notéef ^ g (resp.f _ g) est l’action qui
donne, dans tout état possible du mondes, la moins bonne des deux conséquencesf(s) etg(s) (resp.
la meilleure), au sens de la relation de préférence�

P

surX . En termes d’ensembles flous il s’agit
tout simplement de l’intersection (resp. l’union).
Il est facile de montrer (grâce aux propriétés élémentaires des opérateurs min et max) que les deux
propriétés suivantes sont vérifiées par les utilités possibilistes, alors qu’elles ne le sont pas par l’utilité
espérée :

Lemme 1.3.1 min et max-décomposabilité.

v

�

(f ^ g) = min(v

�

(f); v
�

(g)); et

v

�

(f _ g) = max(v

�

(f); v�(g)):

Les propriétés duales ne sont pas vérifiées, sauf dans les cas où l’une des deux actionsf et g est une
action constante (on parle dans ce cas desemi-décomposabilité). Ceci peut à nouveau être facilement



82 CHAPITRE 1. UTILITÉS QUALITATIVES MONOTONES

vérifié, grâce aux propriétés élémentaires de min etmax.

Soientf et g deux actions quelconques etx l’action dont l’unique conséquence estx. Soit�, l’ordre
strict induit par l’une des fonctions d’utilité (pessimiste ou optimiste). Les deux axiomes suivants sont
liés aux propriétés de décomposabilité des fonctionsd’utilité possibilistes:

DCR : Domination conjonctive restreinte.
g� f etx � f) g^ x � f.

DDR : Domination disjonctive restreinte.
f � g et f � x) f � g_ x.

Un ordre entre les actions basé sur l’utilité espérée nevérifie pas forcément ces deux axiomes. Pour
le montrer dans le cas deDCR il suffit de trouver des valeurs réellesa; b; a0; b0 et un nombre� com-
pris entre 0 et 1, tels quea � � + b � (1 � �) > a

0

� � + b

0

� (1 � �), c > a

0

� � + b

0

� (1 � �) et
min(a; c) � �+min(a; b) � (1� �) � a

0

� �+ b

0

� (1� �). De telles valeurs existent et le lecteur peut
vérifier quea = 1000, b = 2, a0 = 3, b0 = 100 et� = 0; 93 forment un contre-exemple.

La propriété de décomposabilité de la fonction d’utilité optimistev� pour l’opérateur max, que nous
appelleronsmaxitivitéest une contrepartie de la propriétéd’additivité de l’utilité espérée : l’utilité
espérée d’une action dont les conséquences ont pour utilité la somme des utilités des conséquences de
deux actionsf etg est la somme des utilités espérées def etg.
De même, la propriété de décomposabilité restreinte de v� pour l’opérateur min est une contrepartie
de la décomposabilité de l’utilité espérée pour la multiplication par une constante.

Ces propriétés ont été utilisées par Campos et Bolaños [dB92] pour caractériser la possibilité d’un
événement flou (ils n’étudient pas le cas dual de la nécessité d’un événement flou, i.e. de la minitivité
et de la semi décomposabilité dev

�

).
Ces propriétés de décomposabilité sont reliées aux axiomes de pessimisme et d’optimisme:

Proposition 1.3.2 L’utilité pessimistev
�

satisfaitPESet l’utilité optimistev� satisfaitOPT.

Preuve(pourv
�

) :

Supposonsv
�

(fAg) > v

�

(f) etv
�

(gAf) > v

�

(f). Alorsmin(v

�

(fAg); v
�

(gAf)) > v

�

(f).

Or si on utilise la propriété de décomposabilité par le min de l’utilité pessimiste, la der-
nière inégalité peut s’écrirev

�

(fAg ^ gAf) > v

�

(f). CommefAg ^ gAf = f ^ g on
obtient finalementv

�

(f ^ g) > v

�

(f) ce qui est impossible puisquef domine (au moins
faiblement)f ^ g et que l’utilité pessimiste respecte la relation de domination.

Pour finir il suffit d’observer que la négation dev
�

(fAg) > v

�

(f) et v
�

(gAf) > v

�

(f) est
précisément l’axiome de pessimisme.

Une preuve similaire peut être trouvée pour l’utilité optimiste (qui vérifie l’axiome d’op-
timismeOPT).

Attardons-nous maintenant quelque peu sur les actions binaires du typexAy(x >
P

y). En premier
lieu, notons que

v

�

(xAy) = max(�(y);min(N(A); �(x))) = min(�(x);max(N(A); �(y)))
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Cette forme de pessimisme est facile à comprendre : si l’agent est suffisamment sûr queA intervient
(N(A) > �(x)) alors l’utilité de l’actionxAy est�(x).
S’il a trop peu de connaissances (max(N(A); N(

�

A)) � �(y)) alors l’utilité est�(y) i.e. celle de la
pire conséquence. Bien sûr c’est également le cas lorsque l’agent pense que�A est vrai. Si la certitude
queA intervient est positive, mais pas extrême (�(y) < N(A) < �(x)), l’utilité de l’action reflète
cette certitude.
On notera une nouvelle analogie avec l’utilité espérée qui est une moyenne, dans le fait que l’utilité
qualitative pessimiste est lamédianedef�(x); �(y); N(A)g.

De la même manière, l’utilité optimiste d’une action binaire prend la forme

v

�

(xAy) = max(min(�(A); �(x)); �(y))

qui se trouve être aussi la médiane def�(x); �(y);�(A)g. L’utilité d’une action binairexAy est�(x)
dès lors quex devient suffisamment plausible (�(A) � �(x)).

Les utilités pessimiste et optimiste violent l’axiomeSav 4à cause de l’effet “noyant” d’événements re-
lativement certains aux conséquences extrêmes. En effet, considérons les actions binairesxAx0,xBx0,
yAy

0 et yBy0. Rien n’empêche d’avoirv
�

(xAx

0

) = N(A) > v

�

(xBx

0

) = N(B) et v
�

(yAy

0

) =

v

�

(yBy

0

) = �(y), par exemple lorsque�(y) � min(N(A); N(B)).

Comme dans l’approche de Savage on peut considérerF

xy

(avecx > y), l’ensemble des actes de la
formexAy, isomorphe àP(S), l’ensemble des parties deS. On peut encore définir�xy le préordre
complet sur les événements induit par la relation de préférence entre actions binaires� parA�xyB ,
xAy � xBy.
Savage [Sav54] requiert, par son axiomeSav 4que l’ordre induit entre les événements ne dépende pas
dex et y. Dans l’approche possibiliste cette propriété n’est pasvérifiée. Toutefois les utilités possibi-
listes satisfont une version affaiblie deSav 4dans laquelle les préférences entre événements restent
faiblement cohérentes lorsquex ety varient.

Sav 4’ Cohérence faible entre actions.
Soientx > x

0

; y > y

0

;A;B � S : xAx0 � xBx0 ) yAy

0

� yBy

0. Si on a en plusx0 � y

0

< y � x,
alors :xAx0 � xBx0 ) yAy

0

� yBy

0.

Ceci signifie que si deux actions binaires aux conséquencesidentiques sont équivalentes, changer
les conséquences en conséquencesmoins extrêmesconserve les deux actions équivalentes. De plus,
dans tous les cas, changer les conséquences de manière identique (en conservant l’ordre entre les
conséquences des actions binaires) ne peut créer un renversement de préférences : on ne peut avoir à
la foisv

�

(xAx

0

) > v

�

(xBx

0

) et v
�

(yAy

0

) < v

�

(yBy

0

).

Proposition 1.3.3 L’axiomeSav 4’est vérifié par les deux fonctions d’utilité possibilistes.

Preuve(pourv
�

) :

Si v
�

(xAy) > v

�

(xBy) plusieurs cas peuvent intervenir :

– v

�

(xAy) = N(A) > v

�

(xBy) = �(y). Ceci implique que�(x) � N(A) >

�(y) � N(B), doncN(A) > N(B).
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– Le même résultat est valable siv
�

(xAy) = N(A) etv
�

(xBy) = N(B).

– v

�

(xAy) = �(x) et v
�

(xBy) = �(y) ouN(B). On a égalementN(A) > �(x) �

N(B).

On a ainsi montré que siv
�

(xAy) > v

�

(xBy) alorsN(A) > N(B). On en déduit que
v

�

(x

0

Ay

0

) � v

�

(x

0

By

0

) puisque la fonctionmin(a;max(b; c)) est non-décroissante en
ses variables.

Si on choisit en plus�(x0) > �(x) > �(y) > �(y

0

) on peut montrer que dans les trois
casv

�

(xAy) ne peut que croı̂tre etv
�

(xBy) ne peut que décroı̂tre, ainsiv
�

(xAy) >

v

�

(xBy)) v

�

(x

0

Ay

0

) > v

�

(x

0

By

0

).

Le même type de raisonnement peut être tenu pour l’utilit´e optimiste.

1.3.3 Axiomatisations des utilit́es qualitatives possibilistes, th́eorème de repŕesenta-
tion

Ici nous allons montrer que les utilités possibilistespessimistes et optimistes peuvent être axiomatisées
dans le style de Savage, tout comme l’utilité espérée. Laprincipale différence réside dans le fait qu’un
cadre fini est suffisant pour prouver les résultats.
De plus, nous décrirons un cadre général décrivant plusieurs familles de mesures monotones sur les
événements en termes d’actions, et nous fournirons par lamême occasion un cadre axiomatique pour
plusieurs théories non-probabilistes de l’incertain.
Ces cadres sont “testables” : en demandant à un agent d’ordonner un certain nombre d’actions en en-
vironnement incertain on peut déterminer avec quelle mesure de l’incertain il travaille implicitement.

Mesures d’incertitudes induites par les pŕeférences entre les actions

Le type de représentation de l’incertitude le plus général que nous utiliserons est basé sur des fonctions
d’ensemble� : S ! L qui sont connues sous les noms demesures de Sugenooumesures monotones
[Sug77]. Les propriétés de ces mesures sont les suivantes:

�(;) = 0

L

; �(S) = 1

L

; etA � B ) �(A) � �(B)

Ce type de fonction d’ensemble est très général et ses propriétés sont en quelque sorte les proprié-
tés minimales que l’on peut exiger d’une fonction de représentation de connaissances partielles. La
dernière condition, appelée condition demonotonieest vérifiée par les mesures de probabilité et de
nombreuses autres mesures.
Les mesures de Sugeno peuvent être définies en termes de pr´eférence entre actions, en considérant à
nouveau la restriction de la relation de préférence sur les actes binaires.
Très peu d’axiomes sont nécessaires pour obtenir le résultat, néanmoins la notion de préférence condi-
tionnelle évoquée précédemment est utilisée.

Rappel : f est dite “faiblement préférée àg, conditionellement àA, noté (f � g)
A

si et seulement si
8 h, fAh � gAh. Remarquons que la préférence conditionelle n’est pas forcément bien définie pour
une paire d’actions quelconques (ce n’est le cas que siSav 2est vérifié).

Lemme 1.3.2 Si f est faiblement préférée àg conditionnellement à l’ensembleA et à son complé-
mentaire alors l’axiomeSav 1est suffisant pour prouver quef est préférée àg.
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Preuve :

Supposons que (f � g)
A

, soit8 h, fAh � gAh et que (f � g)
�

A

. On a entre autresf � gAf
(en posanth = f). Or gAf = f �Ag� g (en utilisant la préférence conditionnelle surA, avec
h = g). Alors, par transitivité (axiomeSav 1), f � g.

Lemme 1.3.3 (Monotonie)
Si l’ensembleF = X

S est équipé d’une relation de préférence� respectantSav 1etCFAC alors la
domination (au sens du chapitre 1 de la partie I)) implique lapréférence au sens de� : f �

P

g) f
� g.

Preuve :

�

P

est le préordre complet surX obtenu en restreignant� aux actions constantes. Par
extension,f �

P

g signifie quef domineg, i.e.8s 2 S, f(s) �
P

g(s).

Si f �
P

g on peut trouver une suite d’actionsff
0

; : : :, f
n

g telle quef
0

= f, f
n

= g et pour
tout i 2 f1; : : : ; ng9s

i

, f
i�1

(s) = f
i

(s); 8s 2 S; s 6= s

i

et f(s
i

)geq

P

g(s
i

).

ParCFAC, on af
i�1

� f
i

, et par transitivité de� (Sav 1), f � g.

Grâce à ce lemme, le théorème suivant devient facile à démontrer :

Théorème 1.3.1Représentation des mesures de Sugeno.
Si l’ensemble d’actionsF = X

S est équipé d’une relation de préférence� vérifiant Sav 1, CFAC
et Sav 5alors la relation d’incertitude déduite de� restreinte aux actions binaires (pour un même
couple de conséquences) est une mesure de Sugeno.

Preuve :

De Sav 5on déduit l’existence dex >
P

y. La relation�xy est définie parA �xy B si
et seulement sixAy � xBy. Cette relation est un préordre complet et peut être proje-
tée sur une échelle finie, simplement ordonnée,L

xy

dont les éléments sont les classes
d’équivalence deF

xy

: [xAy] représente la classe d’équivalence dexAy. Soit� la fonc-
tion d’ensemble telle que�(A) = [xAy]. 8A � B; xBy �

P

xAy et parSav 1etCFAC,
via le lemme 1.3.3, on montre quexBy � xAy, soit�(B) � �(A).

Ainsi, � est une mesure monotone. La dernière propriété,�(
) > �(;) se déduit deSav
5.

A cet instant se pose la question de savoir si les ensemblesF

xy

sont cohérents entre eux, i.e. si les
préordres induits surF

xy

ou F
x

0

y

0 pour deux paires de conséquencesx >

P

y et x0 >
P

y

0 ne se
contredisent pas.
Un minimum de cohérence est assuré par l’axiomeSav 4’. Grâce à celui-ci on sait que la relation
d’ordre�xy raffine la relation�x

0

y

0

lorsquex �
P

x

0

>

P

y

0

�

P

y. De plus le cas de contradiction
xAy � xBy etx0Ay0 � x

0

By

0 ne pourra jamais être observé : le précédent théorêmele montre dans
le cas oùA � B etSav 4’suffit à le prouver dans le cas général.

Notonsx
�

etx� respectivement le plus petit et plus grand des éléments de(X;�

P

). Par les axiomes
Sav 1, CFAC et Sav 5via le lemme 1.3.3 on prouve que les actions constantesx

�

etx� sont respecti-
vement les moins et les plus préférées. SiL représente l’échelle ordonnée isomorphe à l’ensembledes
classes d’équivalence de(F ;�) alorsx

�

et x� correspondent aux bornes 0 et 1 de l’échelleL. Ainsi,
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la relation d’incertitude sur(F ;�) la plus raffinée que l’on puisse obtenir l’est à partir deF
x

�

x

�

,
que l’on notera dans la suiteF

10

et dont les éléments sont les actes binaires notés1A0, donnant la
meilleure conséquence possible siA “arrive” et la pire sinon.
On notera� la relation de préférence sur les événements, définie par A � B si et seulement si
1A0 � 1B0. � estla relation d’incertitude représentant les connaissances d’un agent dont les préfé-
rences surF satisfont les axiomesSav 1, CFAC, Sav 4’et Sav 5.

Nous allons continuer dans cette voie d’axiomatisation de relations d’incertitudes en termes de préfé-
rence entre actions binaires, afin de “capturer” un certain nombre de mesures de Sugeno, autres que
les probabilités (voir le chapitre 2 de la partie I).
Pour ce faire nous allons considérer en premier lieu des relaxations duprincipe de la chose certaine
de Savage et d’abord le principed’indépendance faible(IF ) qui évite simplement les renversements
de préférence du typefAh � gAh etgAh’ � fAh’ , sans éviter un éventuel effet de noyade en passant
deh à h’ sur �A.

Dubois [Dub86] A proposé une relaxation de l’axiomeP des probabilités qualitatives qui est égale-
ment satisfait par les possibilités qualitatives :

MD : 8A;B;C;A\ (B [ C) = ; etB � C ) B [ A� C [A.

Ainsi qu’un axiome dual deMD qui est satisfait à la fois par les probabilités qualitatives et les néces-
sités qualitatives :

DMD : 8A;B;C;A[ (B \ C) = S etB � C ) B \A� C \A.

Chateauneuf [Cha96] a amélioré les résultats de Dubois [Dub86] et prouvé qu’une relation d’incerti-
tude satisfaisantA1, A2, A3 et MD pouvait être représentée par unemesure décomposable, i.e. une
fonction d’ensemble à valeurs dans une échelleL = �(2

S

) munie d’une opération� satisfaisant les
propriétés suivantes :

– 1� � = 1,

– 0� � = �,

– � est commutative et associative,

– �(A [B) = �(A)� �(B) pour toute paire d’événements disjointsA etB.

Ces mesures décomposables ont été introduites par Dubois et Prade [DP82] et Weber [Web84] dans le
cas où� est une conorme triangulaire au sens de Schweitzer et Sklar [SS83]. Dans le cas où� � max

on retrouve les mesures de possibilité et dans celui oùL est numérique eta�b = min(a+b; 1) (somme
bornée), on retrouve les mesures de probabilité.

Les mesures satisfaisantA1, A2, A3 etDMD sont appeléesmesures décomposables duales, et peuvent
être représentées par une fonction d’ensemble� surL = �(2

S

) équippé d’une opération� vérifiant :

– 1� � = �,

– 0� � = 0,
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– � est commutative et associative,

– enfin,�(A\ B) = �(A)� �(B) pour toute paire d’événementsA etB tels queA [ B = S.

Les mesures décomposables duales sont de la forme�(A) = n

L

(�(

�

A)) où n
L

est une fonction
de renversement d’ordre deL, involutive. On peut choisir pour� une norme triangulaire au sens
de Schweitzer et Sklar [SS83]. Lorsque� � min on retrouve les mesures de nécessité et lorsque
a�b � max(0; a+b�1) (conjonction de Lukasiewicz) on retrouve à nouveau les probabilités. Ainsi
les mesures décomposables duales comprennent à la fois les mesure de probabilité et de necessité.

Les mesures décomposables et leurs duales englobent déj`a un certain nombre de mesures d’incerti-
tude, mais l’axiome d’indépendance faible délimite une classe de mesures d’incertitude encore plus
vaste. Pour définir cette classe il nous faut introduire l’axiome suivant relachant l’axiome des mesures
décomposables :

MDF : 8A;B;C;A\ (B [ C) = ;; B � C ) B [A� C [ A.

On peut donner une forme différente mais équivalente àMDF :
8A;B;C;A[ (B \ C) = ;; B � C ) B \A� C \ A.

Pour prouver l’équivalence des deux formes il suffit de poser E = B \A; F = C \A;G = A et
considérer la forme contraposée deMDF .

Le théorême suivant peut être montré :

Théorème 1.3.2Soit�, une relation de préférence sur les actions satisfaisantSav 1, IF , CFAC et
Sav 5. La relation d’ordre� sur les événements, induite par la relation de préférence sur les actions
binaires1A0 satisfait les axiomesA1, A2, A3 etMDF .

Preuve:

Il suffit de prouverMDF . EcrivonsIF (fDh � gDh) fDh’ � gDh’ ) pourf = 1B0, g =
1C0,D = A[B eth = x

�

. fDh � gDh s’écrit ainsi1B0 � 1C0, i.e.B �C. Si on pose
h’ = 1A0 avecA \D = ; alorsfDh’ � gDh’ s’écritB [A� C [ A.

Notons queSav 4’est inutile pour prouver ce résultat.

MDF peut sembler très faible à première vue, néanmoins il n’est satisfait ni par les mesures de
croyance ni par les mesures de plausibilité de Shafer [Sha76].
Rappelons (voir chapitre 2, partie I) les deux axiomes satisfaits par les fonctions de croyance et de
plausibilité proposés par Wong et col. [WYBB91] :

Bel B � A;A\ C = ; ) (A � B ) A [ C � B [ C)

Pl B � A;B [ C = S ) (A � B ) A \ C � B \ C)

Proposition 1.3.4 Les relations d’incertitude basées sur les mesures de croyance et de plausibilité ne
satisfont pas forcémentMDF .
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Preuve:

Il suffit d’exhiber un contre exemple.m est une fonction de masse surS.
SoientA;B;C;E

1

; E

2

� S tels que

– A \ (B [ C) = ;,

– E

1

� (A [B) \

�

C;E

1

\

�

B 6= ;,

– E

2

� (A [ C) \

�

B;E

2

\

�

C 6= ;,

– m(B) > m(C) > 0,m(E

1

) > 0; m(E

2

) > 0 etm(E) = 0; 8E =2 fB;C;E

1

; E

2

g,

– m(C) +m(E

2

) > m(B) +m(E

1

).

Alors Bel(B) = m(B) > Bel(C) = m(C) et Bel(A [ B) = m(B) + m(E

1

) <

m(C) +m(E

2

) = Bel(A [ C).

MDF n’est donc pas satisfait par la relation d’incertitude bas´ee sur la mesure de croyance
Bel.

Le même type de contre exemple peut être trouvée pour une relation d’incertitude basée
sur une mesure de plausibilité.

Si nous souhaitons définir les mesures décomposables en termes de préférence entre les actions,IF
doit être renforcé de la manière suivante :

D : Décomposabilité :
Soientf, g, h eth’ , éléments deF , soitA � S. Si fAh � gAh eth’ �

P

h alorsfAh’ � gAh’ .

Théorème 1.3.3Soit� une relation de préférence sur les actions satisfaisantSav 1, D, CFAC et
Sav 5. La relation d’incertitude� déduite de� satisfaitMD .

Preuve:

Il faut prouverMD . SoientB;C;D � S tels queD \ (B [ C) = ;. f = 1B0, g =
1C0, f’ = f et g’ = g surB [ C et f’ = g’ = 1D0 surB [ C. Alors f’ � f surB [ C et
par D on obtientf � g, f(B [ C)0 � g(B [ C)0 ) f(B [ C)f’ � g(B [ C)g’ ,
1(D [B)0 � 1(D [ C)0 (i.e.B � C ) B [D � C [D).

En changeant l’axiomeD en son dualDD, on s’assure d’obtenir une mesure décomposable duale :

DD Décomposabilité duale.
Soientf, g, h eth’ , éléments deF , soitA � S. Si fAh � gAh eth �

P

h’ alorsfAh’ � gAh’ .

Nous pourrions bâtir une théorie ordinale pour la décision dans l’incertain à partir de mesures dé-
composables, en nous servant des axiomesD et DD. Ce n’est pourtant pas l’option que nous avons
choisie : nous allons utiliser les axiomesPESet OPT introduits dans la section précédente, qui sont
plus forts.
Dans la section suivante, au contraire, nous exposerons l’axiomatisation que nous avons proposée
dans (Dubois et col. [DPS98]) pour une théorie basée sur des mesures de Sugeno, pas forcément dé-
composables.
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Mais d’abord, revenons à notre axiomatisation des utilit´es qualitatives possibilistes, et en premier lieu,
tâchons de récupérer des mesures de possibilité et de n´ecessité pour représenter l’incertitude. Pour cela
les axiomes caractéristiques serontPESet OPT.

Lemme 1.3.4 Soit� une relation de préférence entre les actions, vérifiantSav 1, CFAC, Sav 5et
PES.� vérifie la propriété :

8f; h; 8A � S; [(9g t.q.gAf � f)) f � fAh]:

Preuve

PESs’écrit :8 f, g, 8A � S gAf � f ) f � fAg. Maintenant, puisque1Af �
P

gAf, 1Af
� f. Supposons qu’il existeh tel quefAh � f. Pour la même raison,fA1 � f. Or PES
interdit d’avoir à la foisfA1 � f et1Af � f, donc l’hypothèse de départ est fausse etf �
fAh pour toute actionh.

Dubois [Dub86] a proposé les deux axiomes suivants, caractérisant les relations d’incertitude basées
respectivement sur des mesures de possibilité ou de nécessité :

– PosB � C ) B [ A� C [ A.

– N B � C ) B \A � C \A.

Dans [Dub86], Dubois donne également une forme différente de ces axiomes :

Lemme 1.3.5 Sous les axiomesA1, A2, A3, les axiomesPosetN peuvent être mis sous la forme:

– Pos, [(A � A [B ouB � A [B) etA � B]) B � A.

– N, [(A � A \B ouB � A \ B) etA � B]) B �A.

Preuve :

Pour montrer quePosimplique la monotonie, on écritC�; et en supposant queB = A[

C PosdonneC�; ) B�A. PosonsA = B dansPos. Celui-ci se litB�C ) B�C[B

mais puisque� est monotone,B � B[C. Alors on aC � C[B ouB � C[B puisque
soitC � B soitB � C. Réciproquement, siC � C [ B ouB � C [ B, si on suppose
la monotonie et queB � C etC [ A� B [ A, alors,C [ A � A etB [A � B, sinon
on obtiendrait une contradiction. Finalement,A � B etA � A [ B. Donc,A � B � C

etC [ A � A. En fin de compteC [A� B [A impliqueA �A, une contradiction!

Un même raisonnement peut être tenu en ce qui concerneN.

De ce lemme on déduit qu’une fonction d’ensemble satisfaisant Posest une mesure de possibilité
(�(A [ B) = max(�(A); �(B))), et qu’une fonction d’ensemble satisfaisantN est une mesure de
nécessité (�(A \B) = min(�(A); �(B))).

Finalement on prouve le théorème suivant :

Théorème 1.3.4(Représentation des mesures de nécessité) SiF = X

S est équipé d’une relation de
préférence� satisfaisantSav 1, CFAC, Sav 5et l’axiome de pessimismePESalors la relation d’in-
certitude induite par restriction de� aux actions binaires (à conséquences fixées) est représentable
par une mesure de nécessité uniquement.
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Preuve :

Posonsf = 1B0 , g = 1C0 eth = 1D0. AlorsgAf � f correspond à(A\C)[(A\B)�B,
et f � fAh s’écritB � (A\B)[ (A\D), pour toutD. En particulier, en posantC = A

etD = A, le premier terme s’écritA [B �B et le secondB � A [ B. Par les lemmes
précédents, l’axiome de pessimisme implique :A [ B �B ) B �A [B .

En posantE = A [B etF = A [B, B = E \ F et la propriété s’écrit:E �E \ F )
E\F �F . Puisque� est monotone,F �E\F et donc, soitF � E\F ouE\F � F .
Cette dernière propriété, accompagnée de la monotonieest équivalente àN, l’axiome
caractéristique des mesures de nécessité.

Évidemment, un raisonnement similaire peut être tenu pourmontrer que la mesure d’incertitude cor-
respondant à une relation de préférence sur les actions satisfaisantSav 1, CFAC, Sav 5et OPT est
une mesure de possibilité.

Théorème de repŕesentation pour les crit̀eres d’utilit é qualitative possibiliste

Finalement, nous proposons deux théorèmes de représentation, respectivement pour les utilités quali-
tatives pessimistes et optimistes. Pour cette représentation nous allons voir que l’on doit ajouter un des
axiomesDDR ou DCR, qui permettent d’imposer une semi-décomposabilité desfonctions d’utilité,
et une formeminmax de leur expression.

Théorème 1.3.5 repŕesentation de l’utilité qualitative pessimiste:
Soit� une relation de préférence surF , l’ensemble des actionsf deS versX , satisfaisantSav 1,
CFAC, Sav 5, PESet DDR. Alors il existe une échelle qualitativeL, une fonction d’utilité� deX
versL et une distribution de possibilité� surS, à valeurs dansL et une fonctionv

�

à valeurs dansL
telle que :f � f’ , v

�

(f) � v
�

(f’ ).
De plus, on peut choisirv

�

de la formev
�

(f) = min

s2S

max(n(�(s)); �(f(s))) surX , oùn est la
fonction de renversement deL.

Pour prouver ce théorème plus facilement, on commence parprouver les lemmes suivants :

Lemme 1.3.6 SousSav 1, CFAC, Sav 5etPES, si h = f ^ g, alorsh � f ouh � g.

Preuve :

SoitA = fs;f(s) >
P

g(s)g. Alors h = gAf = gAh = hAf. g�
P

h et f �
P

h, doncf � h
et g � h. Supposons qu’à la foisf � h et g � h. Alors fAh � h et hAg � h, ce qui est
impossible, d’après le lemme 1.3.4.

Lemme 1.3.7 SousSav 1, CFAC, Sav 5, et DDR si h = f _ x, oùx est l’action constante de consé-
quencex, alorsh � f ouh � x.

Preuve :

L’axiome DDR indique quef � g et f � x impliquentf � g_ x . Mais, par les autres
axiomes,h = f_ x � f et h � x (domination). Supposons à la foish � f et h � x. Alors,
parDDR, h � h, ce qui est impossible. Donch � f ouh � x.
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Nous pouvons maintenant prouver notre théorème. Nous avons déjà montré que l’utilité possibiliste
pessimiste satisfait les axiomesSav 1, CFAC, Sav 5, DDR etPES. L’autre direction de la preuve du
théorème , i.e. qu’une relation de préférence satisfaisant ces quatre axiomes est représentable par une
fonction d’utilité qualitative pessimiste, se décompose de quatre étapes :

1. Construction de l’échelle d’utilité.
De Sav 1on déduit que(F = X

S

;�) est un préordre complet. PuisqueX et S sont finis,
on peut le décomposer en un ensemble de classes d’équivalenceF= �, que l’on peut projeter
(bijectivement) sur une échelle finie, simplement ordonn´ee,L, de plus petit élément0 et de plus
grand,1, appelééechelle d’utilité. Pour chaque actionf, l’image de la classe d’équivalence[f]
dansL est appelé utilité def et notéev

�

(f).

Considérons maintenant les actions constantesx (valantx partout). On définit la fonction d’uti-
lité � surX par�(x) = v

�

(x). Grâce à la propriété de domination,�(x

�

) = 0 et�(x�) = 1.

2. Construction de la distribution de possibilité qualitative.
Considérons maintenant la relation d’incertitude� induite par la restriction de� surF

10

l’en-
semble des actions binaires de la forme1A0. Depuis le paragraphe précédent on sait qu’il s’agit
d’une nécessité qualitative. Alors l’utilitév

�

(1A0) de tels actes définit une mesure de nécessité
N lorsqueA varie, telle queN(A) = v

�

(1A0). Soit n la fonction de renversement d’ordre
deL. La fonction� deS versL définie par�(s) = n(v

�

(1(S n fsg)0)) est la distribution de
possibilité associée àN (telle queN(A) = inf

s2A

n(�(s))):

3. Utilité des actions binaires de la formexAy
Considérons une action1Ax. On peut l’écrire comme une disjonction1A0_ x. Du lemme 1.3.7,
v

�

(1Ax) = N(A) ou�(x). Mais les relations de domination1Ax �
P

x et 1Ax �
P

1A0 im-
pliquentv

�

(1Ax) � max(N(A); �(x)). Donc v
�

(1Ax) = max(N(A); �(x)). Maintenant,
toute actionxAy avecx �

P

y est de la forme1Ay^ x. Utilisant le lemme 1.3.6, et un rai-
sonnement similaire au précédent, on prouve facilement que l’utilité est min-décomposable et
quev

�

(xAy) = min(v

�

(1Ay); �(x)) = min(max(N(A); �(y)); �(x)), et plus généralement,
v

�

(f^g) = min(v

�

(f); v
�

(g)).

4. Utilité d’une action quelconque.
Finalement, on étend la fonctionv

�

à tout l’ensemble des actions,XS, et on prouve quev
�

(f) =
min

s2S

max(n(�(s)); �(f(s))).

Toute action peut être vue comme une conjonctionf= ^
s2S

1(S n fsg)f(s). D’après le point
précédent,v

�

(1(S n fsg)f(s)) = max(N(S n fsg); �(f(s))) = max(n(�(s)); �(f(s))). Il ne
reste plus qu’à appliquer la décomposabilité pour lemin pour obtenir le résultat.

Nous pouvons prouver un théorème correspondant pour la représentation de l’utilité qualitative pos-
sibiliste optimiste :

Théorème 1.3.6 repŕesentation de l’utilité qualitative optimiste.
Soit� une relation de préférence surF , satisfaisantSav 1, CFAC,Sav 5, OPT etDCR. Alors il existe
une échelle qualitative finieL, une fonction d’utilité� deX versL et une distribution de possibilité
� sur S, également à valeurs dansL, et une fonction d’utilitév� à valeurs dansL telle que :f �
f’, v

�

(f) � v�(f’ ). De plus,v� peut être choisie sous la formev�(f) = max

s2S

min(�(s); �(f(s))) .
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Preuve:

Les seules différences avec la preuve précédente sont les suivantes :

– Construction d’une distribution de possibilité qualitative surS.
La relation d’incertitude� induite par la restriction de� à F

10

, l’ensemble des
actions binaires1A0 est une relation de possibilité (grâce àOPT). Ensuite, l’utilité
v

�

(1A0) de telles actions définit une mesure de possibilité� lorsqueA varie, telle
que�(A) = v

�

(1A0). Alors, la fonction� deS versL définie par�(s) = v

�

(1s0)

est la distribution de possibilité associée à� (telle que�(A) = max

s2A

�(s)):

– Utilité des actions binaires de la formexA0.
Considérons une actionxA0. Elle s’écrit comme une conjonction1A0^ x. D’après
DCR, v�(xA0) = �(A) ou �(x). Les relations de dominationxA0 �

P

x et
xA0 �

P

1A0 impliquentv�(xA0) � min(�(A); �(x)).Doncv�(xA0) = min(�(A); �(x)).
En utilisantOPT et un raisonnement similaire, on prouve facilement que l’utilité
optimiste est décomposable pour lemax, et quev�(f_g) = max(v

�

(f); v�(g)).

– Toute action peut être vue comme une disjonctionf= _
s2S

f(s)fsg0. Du point pré-
cédent on déduit quev�(f(s)fsg0) = min(�(s); �(f(s))). Il nous suffit alors d’ap-
pliquer la décomposabilité pour lemax pour obtenir le résultat.

Ce dernier théorème a déjà été démontré par Campos et Bolaños [dB92], mais dans une forme diffé-
rente, non basée sur la notion de préférence entre actions.

Ce type de justification axiomatique peut être généralisé à un critère étendant à la fois les utilités pos-
sibilistes optimistes et pessimistes. Le critère en question est uneintégrale de Sugeno[Sug77]. Dans la
section suivante, nous allons reprendre nos résultats proposés dans [DPS98], qui constituent une jus-
tification axiomatique de l’utilisation de l’intégrale deSugeno pour la décision dans l’incertain. Les
résultats exposés reposent largement sur la semi-décomposabilité de l’intégrale de Sugeno pour deux
actions dont l’une est une action constante, ou plus généralement pour deux actionscomonotones.
L’axiomatisation proposée est proche de celles proposées par de Campos et col. [dLM91], [dB92] ou
Ralescu et Sugeno [RS96], mais contrairement à ces dernières, elle se place dans un cadreà la Savage
de décision dans l’incertain.

1.4 Décision dans l’incertain et int́egrale de Sugeno : Utilit́e Qualitative
Monotone

Dans cette section nous allons élargir le cadre possibiliste dans lequel nous nous sommes places jus-
qu’ici et nous allons exposer l’axiomatisationproposée dans [DPS98]. Nous allons utiliser une mesure
de l’incertitude très générale puisque simplement monotone pour l’inclusion et un critère correspon-
dant pour la décision dans l’incertain, qui est une intégrale de Sugeno.

L’intégrale de Sugeno est une contrepartie qualitative del’intégrale de Choquet qui ne requiert qu’une
échelle simplement ordonnée pour sa définition. Alors que la théorie classique de la décision utilise la
notion de moyenne pour évaluer les actions, l’intégrale de Sugeno est unemédiane, qui peut être vue
comme contrepartie qualitative de cette notion.
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L’analogie entre l’intégrale de Choquet et l’intégrale de Sugeno est encore plus poussée puisque que
les deux présentent un comportement similaire en face d’une certaine catégorie de fonctions (donc
d’actions) : lesactions comonotones(deux actionsf et g sont dites comonotones si pour toute paire
d’états(s; s0), f(s) >

P

f(s0)) g(s) �
P

g(s0) et f(s) <
P

f(s0)) g(s) �
P

g(s0)).
Alors que l’intégrale de Choquet est additive pour deux actions comonotones, l’intégrale de Sugeno
est min et max-décomposable.

Avant toute chose, nous allons exposer le critère de l’utilité qualitative monotone et certaines de ses
propriétés dans le paragraphe suivant.

1.4.1 Utilité qualitative monotone d’une action

Considérons à nouveau l’ensembleXS des actions potentielles, fonctions deS versX . Comme nous
l’avons déjà fait remarquer, si nous nous plaçons dans uncadreà la Savage, il est normal de supposer
l’existence d’un échelle simplement ordonnée(L;�), unique et finie puisque nous supposonsS etX
finis, pour représenter à la fois les préférences et l’incertitude d’un agent. Une telle échelle peut être
construite à partir des classes d’équivalence (pour�) de l’ensemble constitué des actions constantes
et des actions binaires (à conséquences extrêmes).
� : X ! L est la fonction d’utilité surX , associant à chaque conséquencex la classe d’équivalence de
la fonction constante associée. On supposera dans ce paragraphe que les bornes0

L

et1
L

de l’échelle
L appartiennent à l’ensemble�(X) = f�(x); x 2 Xg. Si ce n’est pas le cas pour un problème donné,
il suffit d’ajouter deux conséquences hypothétiques (pasforcément atteintes dans le problème),x

�

et
x

� telles que�(x
�

) = 0

L

et�(x�) = 1

L

.
L’incertitude sera capturée par une fonction d’ensemble� : S ! L, qui est unemesure monotone
(encore appeléemesure flouepar Sugeno). Ce type de fonction d’ensemble déjà rencontré plus haut
est très général et constitue les conditions minimales pour représenter les connaissances incertaines.
La condition de monotonie, en particulier, est vérifiée par la plupart des mesures d’incertitude les plus
répandues (probabilités, fonctions de croyance, possibilités, etc.).

L’utilité d’une actionf peut être définie par une intégrale de Sugeno [Sug77], contrepartie de l’utilité
espérée dans laquelle la somme est remplacée par un sup (un max dans le cas fini) et le produit par un
min.

Définition 1.4.1 Utilité qualitative monotone d’une action.

u

S

(f) = max

�2L

min(�; �(F

�

))

oùF
�

= fs 2 S; �(f(s)) � �g et� est une mesure monotone.

Cette intégrale de Sugeno est appeléeutilité qualitative monotone. u
S

peut être réécrite en faisant
varier la conséquencex 2 X plutôt que le niveau� dans l’échelleL :

Proposition 1.4.1 u
S

(f) = max

x2X

min(�(x); �(F

x

)) oùF
x

= fs 2 S; �(f(s)) �
P

�(x)g

Preuve :

max

x2X

min(�(x); �(F

x

)) = max

�2�(X)

min(�; �(F

�

)).
Doncmax

x2X

min(�(x); �(F

x

)) � max

�2L

min(�; �(F

�

)). Soit x� tel que�(x�) =
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minf�(x); x 2 f(F
�

)g. x� est la pire conséquence d’une actionf parmi celles dont
l’utilité est au moins�. Cette conséquence existe forcément puisque le plus grand élé-
ment deL est l’utilité de la meilleure conséquencex�. Il est clair queF

�

= F

x

�

; de
plus�(x�) � �. Donc8� 2 L; 9x 2 X , tel queF

�

= F

x

et �(x) � �. Finalement
max

�2L

min(�; �(F

�

)) � max

x2X

min(�(x); �(F

x

)).

Regardons les propriétés de l’utilité qualitative monotone. En premier lieu, l’utilité d’une action
constantex est�(x). Plus généralement, pour les actions binairesxAy, la propriété suivante est véri-
fiée :

Proposition 1.4.2 Si�(x) � �(y), alorsu
S

(xAy) = maxf�(y);min(�(x); �(A))g.

Preuve :

Notons que si�(x) � �(y), alors8z 2 X tel que�(z) � �(y); F

z

= S, 8z tel que
�(y) < �(z) � �(x); F

z

= A, 8z; �(z) > �(x) tel queF
z

= ;.
Alors, de manière évidente :u

S

(xAy) = maxfmin(1

L

; �(y));min(�(x); �(A))g.

Par application de cette proposition,u
S

(x

�

Ax

�

) = �(A). De plus,u
S

(xAy) est la médiane de l’en-
semblef�(y); �(x); �(A)g si �(x) � �(y), et la médiane def�(y); �(x); �(A)g sinon.
Pour comprendre l’intuitionqui est derrière cette expression, observons à nouveau le cas d’un conduc-
teur devant se rendre à une réunion et devant choisir une route. Encore une foisx signifie “arriver avec
un peu de retard”,y signifie “arriver avec un retard important” etA signifie “il n’y a pas d’embou-
teillages”. Choisir l’utilité de Sugenou

S

(xAy) pour évaluer ce type d’action revient à supposer que si
l’agent pense qu’il n’y aura pas d’embouteillages (�(A) est assez grand) alors il pense qu’il aura peu
de retard (u

S

(xAy) = �(x)). S’il n’a pas vraiment d’opinion (�(A)moyen), l’utilité de l’action reflète
son incertitude (u

S

(xAy) = �(A)). Enfin, s’il ne pense pas que la route sera libre ,u

S

(xAy) = �(y),
il agira comme si il y avait des embouteillages.

Notons que dans le cas des utilités qualitatives possibiliste, le caractère pessimiste ou optimiste du
décideur est représenté par le choix de la mesure�. L’utilisation de l’intégrale de Sugeno permet, par
le choix de la fonction�, de modéliser toute une gamme d’attitudes, de la plus pessimiste à la plus
optimiste. En choisissant une mesure de nécessité (� = N) on modélise un comportement pessimiste
et en choisissant une mesure de possibilité (� = �) on modélise un comportement optimiste.

Remarquons également que l’utilité qualitative monotone se comporte comme une médiane, ce qui
est satisfaisant car cela met en lumière son analogie avec l’utilité espérée qui se comporte comme une
moyenne.

Proposition 1.4.3
SiX a n élémentsfx

1

= x

�

; : : : ; x

n

= x

�

g avec�(x
1

) � �(x

2

) � �(x

n�1

) � �(x

n

), alorsu
S

(f)
est la médiane des2n � 1 nombresf�(F

x

); x 2 X; x 6= x

�

g [ �(X).

Preuve: Voir (Dubois et Prade [DP80]).

D’après la Proposition 1.4.1 page précédente,u

S

(f) = max

x2X

min(�(x); �(F

x

)) où
F

x

= fs 2 S; �(f(s)) �
P

�(x)g. Si X = fx

1

= x

�

; : : : ; x

n

= x

�

g avec�(x
1

) �

�(x

2

) � �(x

n�1

) � �(x

n

),u
S

(f) = max

i21:::n

min(�(x

i

); �(F

i

)) oùF
i

= f�1(fx
i

; : : : ; x

n

g).
Soiti

0

tel queu
S

(f) = min(�(x

i

0

); �(F

i

0

)). On peut noter que lesn�1 termesf�(F
i

); i >
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i

0

g [ f�(x

i

); i < i

0

g sont tous inférieurs ou égaux àu
S

(f) (croissance / décroissance de
�(x

i

) / �(F
i

)). De même, lesn � 1 termesf�(F
i

); i < i

0

g [ f�(x

i

); i > i

0

g sont tous
supérieurs ou égaux àu

S

(f).

On en déduit queu
S

(f) est bien la médiane des2 � n� 1 termesf�(F
i

); i 2 2; : : : ; ng [

f�(x

i

); i 2 1; : : : ; ng.

Voyons maintenant, parmi les axiomes de Savage et ceux présentés pour justifier les fonctions d’utilité
qualitative possibilistes, lesquels sont satisfaits par l’utilité qualitative monotone :

– Sav 1est respecté puisqueu
S

est une application deXS vers une échelle complètement ordon-
née,(L;�).

– L’utilité qualitative monotone ne respecte pas le principe de la chose certaine,Sav 2. Elle ne
respecte même pas les versions affaiblies commePES, OPT ouGrant : il est possible, comme
le montre l’exemple suivant, de trouverf, g, h eth’ tels quefAh � gAh et fAh’ � gAh’ .

Exemple 1.4.1 Il est possible d’avoir une mesure de Sugeno� telle que, pour trois ensembles
A;B etC, on ait à la fois�(A) > �(B) et�(A[C) < �(B [C), car ceci ne contredit aucun
des axiomes caractéristiques des mesures de Sugeno (sauf si B � A).

Prenons par exempleB;C;D etE quatre sous-ensembles disjoints deS. Choisissons une me-
sure de Sugeno� telle que�(B [D) < �(C [D) et�(B [E) > �(C [E). Rien n’empêche
de trouver une telle mesure puisque niC [D � B [D, niB [E � C [E.

Définissons ensuitef = 1B0, g= 1C0, h = 1D0 eth’ = 1E0. Posons enfinA = B [ C. Il est
facile de vérifier queu

S

(fAh) = �(B [D), u
S

(gAh) = �(C [D), u
S

(fAh’) = �(B [E), et
u

S

(gAh’) = �(C [E).

Nous obtenons doncfAh � gAh et fAh’ � gAh’ .

– L’utilité qualitative monotone ne respecte pas non plusSav 3 et Sav 4. Le même exemple
convient pour le prouver. Ces violations correspondent au fait que la préférence conditionnelle
ne peut être définie de la même manière que chez Savage, sans le principe de la chose certaine.

Néanmoins, l’utilité qualitative monotone satisfait leprincipe de cohérence faible avec les actes
constants(CFAC) que nous rappelons :

CFAC principe de cohérence faible avec les actes constants:
Soient les deux conséquencesx ety. x �

P

y ) xAh � yAh, 8A � S et toute actionh.

Pour le prouver, nous avons besoin du lemme suivant, stipulant que les ordres de Pareto-
domination et d’utilité qualitative monotone sont cohérents.

D’abord, posonsX = fx

0

<

P

: : : <

P

x

n

g l’ensemble des conséquences possibles,f est une
action, etF

n

� : : : � F

1

� F

0

= S sont les sous-ensembles deS tels queF
i

= fs 2 S;

f(s) � x
i

g.

Lemme 1.4.1 f�
P

g) u

S

(f) � u
S

(g)

Preuve :

f �
P

g) G

i

� F

i

; 8i ) �(F

i

) � �(G

i

); 8i. De plusu
S

(f) est non-décroissante
en�(A) et�(x).
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Ce résultat est déjà connu : il montre que l’intégrale deSugeno est monotone vis-à-vis de l’in-
clusion d’ensembles flous. Maintenant, d’aprèsCFAC, si x � y, alors8A � S; 8 h, xAh �

P

yAh. Par le lemme précédent, nous obtenonsu

S

(xAh) � u
S

(yAh), doncCFAC est satisfait.

Répétons que le conditionnement par rapport à un événement ne permet plus, comme chez
Savage, de définir un préordre complet sur les actions, puisqueSav 2et Sav 3ne sont pas res-
pectés. Il n’est même pas possible d’en définir une forme restreinte aux actions à conséquences
extrêmes comme dans le cas possibiliste, puisque comme le montre l’exemple précédent, mo-
difier de manière identique les conséquences communes de deux actions peut inverser l’ordre
de préférence entre ces deux actions.

Tout comme les utilités qualitatives possibilistespessimiste et optimiste, l’utilité qualitative mo-
notoneu

S

ne respecte pasSav 4, mais respecte sa version affaiblie que nous rappelons :

Sav 4’Cohérence faible entre actions.
Soientx > x

0

; y > y

0

;A;B � S : xAx0 � xBx

0

) yAy

0

� yBy

0. Si on a en plusx0 � y

0

<

y � x, alors :xAx0 � xBx0 ) yAy

0

� yBy

0.

Proposition 1.4.4 u
S

respecteSav 4’.

Preuve :

– u

S

(xAx

0

) = max(�(x

0

);min(�(A); �(x))). Donc,xAx0 � xBx

0

) �(A) <

�(B)) yAy

0

� yBy

0.

– Pour prouver la deuxième partie on va montrer que six

0

� y

0

< y � x, alors
xAx

0

� xBx

0

) yAy

0

� yBy

0.
Tout d’abord, remarquons que si�(A) � �(x0), u

S

(xAx

0

) = �(x

0

), si�(x0) <
�(A) � �(x), u

S

(xAx

0

) = �(A) et si�(A) � �(x), u
S

(xAx

0

) = �(x).
Alors,xAx0 � xBx

0

, u

S

(xAx

0

) = u

S

(xBx

0

), ce qui impose les conditions
suivantes : soit�(A) � �(x

0

) et �(B) � �(x

0

), soit�(A) � �(x) et �(B) �
�(x), soit enfin�(A) = �(B).
Il est alors facile de montrer queu

S

(yAy

0

) = u

S

(yBy

0

), puisque�(y0) �
�(A) � �(y) ) �(x

0

) � �(A) � �(x) et�(y0) � �(B) � �(y) ) �(x

0

) �

�(B) � �(x).

– Nous allons voir que l’utilité qualitative monotone satisfait les deux axiomes de domination
conjonctive ou disjonctive restreinte.

On déduit tout d’abord aisément du lemme 1.4.1, queu

S

(f ^ g) � min(u

S

(f); u
S

(g)) etu
S

(f
_ g) � max(u

S

(f); u
S

(g)), puisquef ^ g�
P

f etg, et f _ g�
P

f etg.

Ensuite on prouve une forme restreinte de décomposabilit´e de l’utilité qualitative monotone :

Lemme 1.4.2 Soitf, une action ety une action constante de valeury. Alorsu
S

(f^y) = u

S

(f)

ou�(y).
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Preuve :

Soit FY
x

= fs 2 S, u
S

(f ^ y)(s) � �(x)g. Il est facile de voir que puisque
8s 2 S, f ^ y(s) � y, on a8x tel que�(x) > �(y); FY

x

= ; alors que8x tel que
�(x) � �(y), FY

x

= F

x

= fs 2 S, u
S

(f (s)) � �(x)g.
Doncu

S

(f ^ y) = max

�(x)��(y)

min(�(x); �(F

x

))

= max(min(�(y); �(F

y

)); max

�(x)��(y);x6=y

min(�(x); �(F

x

)).
Deux cas doivent être envisagés :

1. �(y) > �(F

y

)

Notons alors que si�(x) > �(y) on aF
x

� F

y

et �(F
x

) � �(F

y

). Alors,8x
tel que�(x) > �(y);min(�(x); �(F

x

)) � �(F

y

) = min(�(y); �(F

y

)). Donc
u

S

(f ^ y) = u

S

(f) puisque le termemax
�(x)>�(y);x6=y

min(�(x); �(F

x

)) ne
détermine pas la valeur deu

S

(f).
2. �(y) � �(F

y

).
Alors, puisqueu

S

(f ^ y) � min(�(y); �(F

y

))

= �(y) � max

�(x)��(y);x6=y

min(�(x); �(F

x

)), on obtientu
S

(f ^ y) � u
S

(y).
Cependant, puisqueu

S

(y)= �(y) � �(( f ^ y)(s)); 8s 2 S (relation de domi-
nation),u

S

(y)� u
S

(f ^ y). Doncu
S

(y)= u

S

(f ^ y).

Cette propriété indique qu’en faisant décroı̂tre progressivement l’utilité des meilleures consé-
quences (en majorant la fonction d’utilité par une borne constante), dans un premier temps on
n’affecte pas l’utilité de l’action du point de vue du décideur, jusqu’au moment où celui-ci
commence à négliger l’incertitude pesant sur l’action, se focalisant entièrement sur cette borne
supérieure.

De la même manière on prouve une forme duale de décomposabilité restreinte :

Lemme 1.4.3 Soitf une action ety une action constante de valeury. Alors,u
S

(f_y) = u

S

(f)
ou�(y)

Preuve :

Du Lemme 1.4.1 nous déduisons queu
S

(f_y) � u

S

(f) et u
S

(f_y) � �(y). Puis,
u

S

(f_y) = max

x2X

min(�(x); �(FY

x

)), mais8x � y; FY

x

= S, donc�(FY
x

) =

1. Finalement,u
S

(f_y) = max(�(y);max

x�y

min(�(x); �(F

x

))).
Alors, siu

S

(f_y) > u

S

(f), puisquemax

x�y

min(�(x); �(F

x

)) � u

S

(f) nous obte-
nonsu

S

(f_y) = �(y).

Enfin, grâce à ces deux lemmes on peut prouver que l’utilit´e qualitative monotone satisfait les
axiomesDCR etDDR dont on rappelle les expressions :

DCR Soientf etg deux actions quelconques ety une action constante de valeury:
g� f ety � f ) g^ y � f,

DDR Soientf etg deux actions quelconques ety une action constante de valeury:
f � g et f � y) f � g_ y

Proposition 1.4.5 u
S

satisfaitDCR.
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Preuve : La propriété se prouve facilement, grâce au lemme 1.4.2,caru
S

(g ^ y) = u

S

(g) ou
�(y).

Et de même,

Proposition 1.4.6 u
S

satisfaitDDR.

Preuve : De la même manière, grâce au lemme 1.4.3, on au

S

(f_y) = u

S

(f) ou u
S

(f_y) =
u

S

(y).

Une propriété plus forte de l’intégrale de Sugeno peut être montrée : la propriété de décomposabilité
pour le max et le min, pour des actions comonotones. Rappelons que deux actionsf et g sont dites
comonotones si et seulement si8s; s0 2 S, f(s) >

P

f(s0)) g(s) �
P

g(s0).
Alors, dans le cas où� est représentée par une fonction d’utilité qui est une intégrale de Sugeno, les
propriétés suivantes sont valables :

Proposition 1.4.7 Si f etg sont comonotones, elles vérifient :
u

S

(f_g) = max(u

S

(f); u
S

(g))

Preuve :

Remarquons d’abord que :f = _
i=1:::n

x

i

F

x

i

x

�

.
Ensuite, on prouve le lemme suivant :

Lemme 1.4.4 fetg comonotones, 8i, F
x

i

� G

x

i

ouG
x

i

� F

x

i

.

Preuve :

) Par l’absurde : Supposons l’existence dei tel que niF
x

i

� G

x

i

ni G
x

i

�

F

x

i

. Soient alorss 2 F
x

i

� G

x

i

et s0 2 G
x

i

� F

x

i

. Puisques 2 F
x

i

et
s

0

=2 F

x

i

, f(s) >
P

f(s0) et puisques0 2 G
x

i

ets =2 G
x

i

, g(s0) >
P

f(s), ce
qui contredit l’hypothèse de comonotonie.

( Montrons quef(s) >
P

f(s0)) g(s) �
P

g(s0).
f(s) >

P

f(s0) , 9i; s 2 F

x

i

; s

0

=2 F

x

i

. Supposonsg(s0) >
P

g(s), i.e.
9j; s

0

2 G

x

j

; s =2 G

x

j

. Or, s 2 F
x

i

et s =2 G
x

j

) x

j

>

P

x

i

et s0 =2 F
x

i

et s0 2 G

x

j

) x

i

>

P

x

j

, d’où une contradiction qui implique que
g(s) �

P

g(s0).

Remarquons que pour toute actionf, u
S

(f) = max

x

i

2X

u

S

(x

i

F

x

i

x

�

) puisque d’après la
proposition 1.4.1 page 93,u

S

(f) = max

x

i

2X

min(�(x

i

; �(F

x

i

)) et d’après la proposi-
tion 1.4.2 page 94,u

S

(x

i

F

x

i

x

�

) = min(�(x

i

; �(F

x

i

)).

Ensuite, sih = f_g, 8i; H
x

i

= F

x

i

[ G

x

i

. Si f et g sont comonotones, d’après le lemme
précédent,8i; F

x

i

� G

x

i

ou G
x

i

� F

x

i

. Alors, 8i; H
x

i

= max

�

fF

x

i

; G

x

i

g. Donc,
8i; u

S

(x

i

H

x

i

x

�

) = maxfu

S

(x

i

F

x

i

x

�

); u

S

(x

i

G

x

i

x

�

)g. En permutant les deux max dans
la nouvelle expression obtenue deu

s

(h), on prouve la proposition, soit :

f etg comonotones) u

S

(f_g) = max(u

S

(f); u
S

(g)).
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Proposition 1.4.8 Si f etg sont comonotones, elles vérifient :
u

S

(f^g) = min(u

S

(f); u
S

(g))

Preuve :

Seule la seconde partie de cette preuve change par rapport àla précédente. Pour prouver
cette proposition, il nous faut utiliser l’expression duale de l’utilité qualitative monotone
que nous ne définirons qu’un peu plus tard (définition 1.4.2page suivante). Par une pro-
position semblable à la proposition 1.4.1 page 93, cette forme duale s’écrit :

u

S

(f) = min

x

i

2X

max(�(x

i

); �(F

x

i+1

)) (proposition 1.4.10 page 101).

Si h = f^g, on note que sif et g sont comonotones,8i; H
i

= F

i

\ G

i

= min

�

fF

i

; G

i

g.
Donc,�(H

i+1

) = minf�(F

i+1

); �(G

i+1

)g, et en reportant dans l’expression duale de
u

S

, on prouve le résultat, soit :

f etg comonotones) u

S

(f^g) = min(u

S

(f); u
S

(g)).

Voila une revue d’axiomes̀a la Savagesatisfaits par l’utilité qualitative monotone. Dans la suite nous
allons montrer comment certains de ces axiomes permettent de justifier axiomatiquement la fonction
d’utilité qualitative monotone.

1.4.2 Axiomatisation de la fonction d’utilité qualitative monotone

Dans ce paragraphe nous allons montrer le théorème suivant, proposant une axiomatisation de l’utilité
qualitative monotone en tant que critère de décision dansl’incertain :

Théorème 1.4.1Axiomatisation de l’utilité qualitative monotone.
Soit� une relation de préférence entre actions satisfaisantSav 1, CFAC, Sav 5, DCR, DDR. Il existe
une échelle simplement ordonnée, finie(L;�), une fonction d’utilité� : X ! L et une fonction d’en-
semble monotone� : 2

S

! L, telles que

f � f’ , u

S

(f) � u
S

(f’ ), oùu
S

(f) = max

x2X

min(�(x); �(F

x

)).

Preuve :

– Nous avons déjà montré, par le théorème 1.3.1 page 85,que si la relation� satisfait
Sav 1, CFAC et Sav 5alors sa restriction aux actions binaires définit une relation
d’incertitude qui est une mesure de Sugeno.

Nous avons également montré par le lemme 1.3.3 page 85 qu’une telle relation de
préférence est compatible avec la relation dedomination,�

P

.

– On montre ensuite le lemme suivant, concernant les actionsde la formexAx
�

.

Lemme 1.4.5 SousSav 1, CFAC, Sav 5, DCR, u
S

(xAx
�

) = min(�(A); �(x)).

Preuve :

Remarquons tout d’abord quexAx
�

= x�Ax
�

^ x. ParDCR on déduit que
8 f, f � x

�

Ax

�

et f � x) f � xAx
�

. Maintenant, supposons quexAx
�
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� x

�

Ax

�

etxAx
�

� x. ParDCR nous obtiendrionsxAx
�

� xAx
�

, ce qui
est impossible. Ainsi, soitxAx

�

� x

�

Ax

�

soitxAx
�

� x.
Mais, par définition dexAx

�

nous savons aussi quexAx
�

�

P

x et xAx
�

�

P

x

�

Ax

�

, alors, parCFAC nous obtenonsxAx
�

� x etxAx
�

� x

�

Ax

�

.
Finalement,
u

S

(xAx
�

) = min(u

S

(x

�

Ax

�

); u

S

(x)), soitu
S

(xAx
�

) = min(�(A); �(x)).

– Maintenant, étendonsu
S

à l’ensemble des actions, et prouvons le théorème, en
ajoutant l’axiomeDCR : En premier lieu, notons que toute actionf deXS (où
X = fx

0

; : : :x

n

g, avecx
0

< x

1

< : : : < x

n

) peut s’écrire sous la forme sui-
vante :f = max

�

P

;i=0;:::;n

(x

i

F

x

i

x

�

).

Alors, du fait quef domine tous lesx
i

F

x

i

x

�

on déduit queu
S

(f) � max
i

(u

S

(x

i

F

i

x

�

)).

L’inégalité réciproque peut être prouvée en suivant le cheminement suivant :

– On prouve quef � x et f � x�Ax
�

) f � xAx
�

.
Preuve:
Evidente, en appliquant le lemme 1.4.5 page précédente, puisqueu

S

(xAx

�

) =

min(�(A); �(x)).
– Maintenant, montrons que8x 2 X , f � x et f � fF

x

x

�

) f � xF
x

x

�

.
Preuve :
Par le lemme 1.3.3 page 85 (monotonie), on montre :fF

x

x

�

� x

�

F

x

x

�

. En
appliquant le point précédent, sif � x�F

x

x

�

et f � x alors on af � xF
x

x

�

.
– Montrons une dernière propriété inductive qui va nous permettre de prouver le

théorème :8x
i

2 X(x

0

< : : : < x

n

), f � x
i

) f � x
i

F

x

i

x

�

ou f � x
i�1

.
Preuve :
Supposons quef � x

i

, f � fF
x

i

x

�

et f � x
i�1

. Alors, deDDR nous obtien-
drions f � fF

x

i

x
i�1

ce qui est en contradiction avec le lemme 1.3.3 puisque
par hypothèse,f � fF

x

i

x

i�1

.
Donc, soitf � x

i

F

x

i

x

�

soit f � x
i�1

. La propriété d’induction est montrée.

– Conclusion:
En itérant ce dernier point, sachant quef � x

n

, (car f �
P

x
n

) on montre que
9i, f � x

i

F

x

i

x

�

. Alors :u
S

(f) = max

x2X

u

S

(x
i

F

x

i

x

�

).
Finalement,

u

S

(f) = max

x2X

min(�(x); �(F

x

))

Nous avons utilisé comme critère de décision la formemaxminde l’intégrale de Sugeno :u
s

(f) =

max

�2L

min(�; �(F

�

)), mais comme nous allons le voir, nous aurions tout aussi bienpu utiliser une
formeminmax, équivalente.

Définition 1.4.2 Utilité qualitative monotone duale :

u

0

S

(f) = min

�2L

max(�; �(F

0

�

))

oùF 0
�

= fs 2 S; �(f(s)) > �g.

Les deux formes d’utilité qualitative monotone coı̈ncident :

Proposition 1.4.9 8 f, u
S

(f) = u

0

S

(f).
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Preuve:

Soit f une action deS versX .
Remarquons d’abord que8�; �(F 0

�

) � �(F

�

) carF 0
�

� F

�

.

– 8�;min(�; �(F

�

)) � � �max(�; �(F

0

�

)). En passant à la limite :u
S

(f) � u0
S

(f).

– Prouvons l’inégalité réciproque :

- Si il existe�� tel que�� = �(F

�

�

), alorsmin(�

�

; �(F

�

�

)) = �

�

=max(�

�

; �(F

0

�

�

)),
car�(F 0

�

�

) � �(F

�

�

). Sou
S

(f) = u

0

S

(f).
- Si ce n’est pas le cas alors il existe�� tel que�� < �(F

�

�

) and 8� > �

�,
� > �(F

�

). u
S

(f) peut être réécrite :
u

S

(f) = maxfmax

���

�

min(�; �(F

�

));max

�>�

�

min(�; �(F

�

))g.
Mais,max

���

�

min(�; �(F

�

)) = �

�, etmax

�>�

�

min(�; �(F

�

)) = max

�>�

�

�(F

�

)

= �(F

0

�

�

). Alors,u
S

(f) = maxf�

�

; �(F

0

�

�

)g. Donc, de manière évidente,u
S

(f) �
u

0

S

(f).

Maintenant que nous avons une expression duale de l’utilit´e qualitative monotone, montrons que l’on
peut aussi l’écrire en faisant varierx, à la place de�:

Proposition 1.4.10u0
S

(f) = min

x2X

max(�(x); �(F

0

x

)),
oùF 0

x

= fs 2 S; �(f(s)) > �(x)g.

Preuve :
La preuve est la même que pouru

S

:

1) Puisque�(X) � L, alorsu0
S

(f) � min

x2X

max(�(x); �(F

0

x

)).

2) Soit x
�

tel que�(x
�

) = maxf�(x); �(x) � �)g. ÉvidemmentF 0
�

= F

0

x

�

(car
�(f(s)) > � , �(f(s)) > �(x

�

)). Mais comme�(x
�

) � �, alors8� 2 L, 9x 2 X , tel
queF 0

x

= F

0

�

et�(x) � �, doncmin

x2X

max(�(x); �(F

0

x

)) � u

0

S

(f).

1.4.3 D’autres jeux d’axiomes

DCR et DDR peuvent être remplacés par l’axiome suivant qui est une contrepartie de la propriété
d’additivité restreinte aux actions comonotones des fonctions d’utilité de Choquet :

Décomposabilit́e comonotone
Si f etg sont des actions comonotonesf ^ g� f oug, f _ g� f oug.

D’autres jeux d’axiomes peuvent être utilisés pour justifier l’utilité qualitative monotone. Conservons
les axiomes basiquesSav 1, CFAC et Sav 5qui sont communs à toutes le théories que nous avons
passées en revue et ajoutons les deux axiomes suivants qui peuvent recevoir une justification plusin-
tuitiveque les axiomesDCR etDDR :

NC Non-compensation:
8A � S; 8x 2 X , xAy � f 2 fx, y, 1A0; 1 �A0g.

COM Commensurabilité:
8A � S; 9x 2 X; x

�

Ax

�

� x.
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L’axiome de non-compensation stipule que l’utilité d’uneaction binaire reflète forcément exactement
soit l’utilité d’une de ses conséquences, soit la confiance dans l’obtention de l’une de ces consé-
quences. Il n’est pas question d’évaluer une action en faisant la moyenne de ses conséquences.
L’axiome de commensurabilité montre que l’on peut projeter l’échelle d’incertitude sur l’échelle de
préférence : pour chaque événementA il existe une conséquencex que l’on est prêt á̀echangeravec
un pari surA aux conséquences extrêmes.
Si l’on supposeNC et COM , on peut montrer qu’il existe une conséquencex telle que l’agent est
prêt à échangerf, soit avec la conséquencex, soit avec un pari surF

x

de conséquences1 et 0 :
u

S

(f) = �(x) = �(F

x

).

Ainsi, les axiomesNC etCOM peuvent sembler plus forts que les axiomesDCR etDDR puisque ces
derniers n’imposent pas explicitement, pour chaque actionf, l’existence d’une conséquencex telle
quex � F

x

. Cependant, on peut montrer que les deux jeux d’axiomes sontéquivalents en présence
des axiomesSav 1, CFAC etSav 5, et on peut prouver le théorème suivant :

Théorème 1.4.2Axiomatisation de l’utilité qualitative monotone :
Soit� une relation de préférence sur les actions satisfaisantSav 1, CFAC, Sav 5, NC et COM . Il
existe une échelle finie qualitative(L;�), une fonction d’utilité� : X ! L et une fonction d’ensemble
monotone� : 2

S

! L, telle quef � f’ , u

S

(f) � u
S

(f’ )

Preuve :

– Les deux premiers points de la démonstration sont les mêmes que pour la précé-
dente, car ils n’utilisent queSav 1, CFAC etSav 5.

– Ensuite, pour toute actionf et toute conséquencex 2 X , rappelons queF
x

= fs 2

S; �(f(s)) � �(x)g. Les deux propriétésx�F
x

x �
P

f, et f �
P

xF
x

x

�

découlent de
cette définition.

Alors, grâce au lemme 1.3.3 on trouve :8f; 8x; u(x�F
x

x) � u(f) � u(xF
x

x

�

).

Maintenant, puisque ces deux inégalités tiennent pour toutx 2 X , on a :

min

x2X

u(x

�

F

x

x) � u(f) � max

x2X

u(xF
x

x

�

).

– AppliquonsNC : u(x�F
x

x) 2 f�(F
x

); �(x)g, etu(xF
x

x

�

) 2 f�(F

x

); �(x)g.

En appliquant le lemme 1.3.3 quelques fois supplémentaires, on prouve queu(1F
x

x) �
maxf�(F

x

); �(x)g etu(xF
x

x

�

) � minf�(F

x

); �(x)g.

En fin de compte on a montré que

min

x2X

maxf�(F

x

); �(x)g � u(f) � max

x2X

minf�(F

x

); �(x)g.

– Appliquons maintenantCOM :
9x

0

; �(F

x

0

) = �(x

0

). 8x=�(x) > �(x

0

);maxf�(F

x

); �(x)g > �(x

0

) = �(F

x

0

)

et8x=�(x) � �(x
0

), puisque�(x) � �(x
0

)) �(F

x

) � �(F

x

0

),
alorsmaxf�(F

x

); �(x)g � �(x

0

) = �(F

x

0

).

Finalement, puisqueX est fini, on obtient�(x
0

) = �(F

x

0

)

= min

x2X

maxf�(F

x

); �(x)g.

– De manière similaire on peut montrer que�(x
0

) = �(F

x

0

)

= max

x2X

minf�(F

x

); �(x)g.
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Finalement, on a montré que si� satisfaitSav 1, CFAC, Sav 5, NC, COM , alors il existe
une échelle qualitative finieL, une fonction d’utilité� : X ! L, et une mesure monotone
� : 2

S

! L, telles que� peut être représentée par une fonction d’utilitéu telle que :

8f; u(f) = min

x2X

maxf�(F

x

); �(x)g = max

x2X

minf�(F

x

); �(x)g.

1.5 Liens entre l’approche possibiliste de la d́ecision dans l’incertain et
les approches(max;+)

1.5.1 Approche(max;+) de la décision dans l’incertain

Akian et col. [AQV94, Aki95, Ber96] ont développé une approche de la décision dans l’incertain
(étendue à la décision séquentielle et au contrôle de systèmes) basée sur une algèbre de type(max;+),
contrepartie de la théorie classique de l’utilité espérée, de type(+;�).
La mesure de probabilitéP est remplacée par unemesure de coût4

K. Les mesures de coût, cas
particuliers de mesures de Maslov [Mas87], sont définies par [AQV94] :

Définition 1.5.1 Mesure de coût.
K : S !] �1; 0][ f�1g est une mesure de coût si elle vérifie les axiomes suivants :

– K(;) = �1

– K(S) = 0

– pour toute famille(A
i

) de sous-ensembles deS,K([A

i

) = sup

i

K(A

i

).

A toute mesure de coûtK correspond unedistribution de coût, �, telle que

8A � S;K(A) = sup

s2A

�(s):

On peut définir une contrepartie de l’utilité espérée d’une décision (appeléefrayeur mathématiquepar
les auteurs),

F (f) = max

s2S

fu(f(s));�(s)g:

La frayeur mathématique vérifie les propriétés suivantes :

– F (f_g) = maxfF (f); F (g)g

– F (f+x) = u(x) + F (f).

On peut vérifier que ce critère de décision dans l’incertain est étroitement relié aux critères de type
(max;>) et en particulier que l’ordre de préférence entre les actions exprimé parF est exprimable
par un critère de type(max;�), l’incertitude étant représentée par une distributionde possibilité.
Ceci n’est pas surprenant puisque les mesures de Maslov et les mesures de possibilité coı̈ncident.

4. Le nom demesure de coûtest trompeur : il s’agit bien d’une mesure d’incertitude, etnom d’une fonction mesurant
l’utilité, cependant, les degrés d’incertitude et de pr´eférence sont additionnés.
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1.5.2 Lien entre l’approche(max;+) (avec distributions de coût) et l’approche possi-
biliste de type(max;�)

Si les préférences d’un agent entre les actions sont modélisées par unefrayeur mathématique, F ,
elles le sont également par la fonctionF 0 = e

F , qui en est une transformée (continue) strictement
croissante.8 f, F 0(f) = e

max

s2S

fu(d(s)+�(s)g

= max

s2S

e

u(d(s))

� e

�(s).
Plaçons nous dans le cas où les utilités des conséquences sont toutes négatives (u < 0). Si nous
considérons que les utilités des conséquences et les relations de plausibilité entre états sont mesurées
par les fonctionsu0 et�0, transformées deu et� par :u0(x) = e

u(x) et�0(s) = e

�

0

(s), alorsF 0 s’écrit :

F

0

(f) = max

s2S

u

0

(d(s))� �

0

(s)

oùu0 et�0 sont à valeurs dans[0; 1].
On peut vérifier aisément que�0 etK 0

= e

K sont respectivement une distribution de possibilité et sa
mesure associée.

Le critère de décision basé sur la notion defrayeur mathématiqueest donc très lié aux critères de
décision de type(max;>) que nous avons évoqués dans ce chapitre. Il serait intéressant d’étendre les
axiomatisations proposées dans ce chapitre à ce type de critère. Cela pourrait se faire en partant de
l’axiomatisation du critère possibiliste optimiste, mais nécessiterait deux modifications :

– repasser d’une échelle purement ordinale à l’échelle[0; 1] (où à un intervalle fermé quelconque),

– remplacer l’axiome d’optimisme par une sorte d’axiome de monotonie stricte :8 f, g, (8s,
f(s) > g(s)) f � g.

L’approche de Spohn [Spo88] est encore plus directement li´ee à l’utilisation des mesures de coût pour
la modélisation de l’incertitude. Il utilise des fonctions�, qui sont les opposées des mesure de coût.

1.6 Repŕesentation de probl̀emes de d́ecision dans l’incertain par des
probl èmes de satisfaction de contraintes flexibles

Dans [SDGP98] nous proposons de représenter un problème de décision dans l’incertain par un PSC
flexible dont la solution (décision) optimale maximise l’utilité qualitative possibilistepessimiste. Cette
section résume certains des résultats proposés dans [SDGP98] et [SDGP95].

Le langage desProblèmes de Satisfaction de Contraintes Flexibles[Far94] peut être utilisé pour mo-
déliser à la fois la flexibilité et les priorités entre contraintes, ainsi que l’incertitude des paramètres
dans les problèmes de satisfaction de contraintes. En fait, on peut représenter à la fois :

– des préférences entre les valeurs possibles de n-upletsde variables, contraintes par des relations
floues,

– l’effet sur le degré de satisfactionglobal d’une décision de la violationcomplète d’une contrainte,

– les valeurs plus ou moins plausibles de paramètres incertains.

On trouvera dans l’annexe B page 169 l’article [SDGP95] présentant une application à un problème
d’ordonnancement de l’utilisation des PSC flexibles pour ladécision dans l’incertain.
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1.6.1 Contraintes flexibles et pŕeférences

Lorsque les contraintes flexibles sont utilisées pour représenter l’incertitude, les variables sontin-
cotrôlableset les contraintes décrivent les valeurs plus ou moins plausibles des variables. Le degré
de satisfaction�

C

(v) représente dans ce cas à quel point la valeurv d’un n-uplet de variables est
plausible, étant donnée la contrainteC.
Lorsque les contraintes flexibles sont utilisées pour mod´eliser les préférences, elles décrivent des va-
leurs plus ou moinsautoriséespour des variables contrôlables. Dans ce cas le degré de satisfaction
�

C

(d), oud est un n-uplet de variables contrôlables, représente le degré auqueld satisfait la contrainte
C.

Dans le cas où un PSC flexible ne comprend qu’un ensemble de contraintes de préférence (contrai-
gnant un n-upletd de variables de décision),fC

1

; : : : ; C

p

g, l’ensembleR des solutions du problème
est un sous-ensemble flou du domaineD des variables.
A chaque contrainteC

i

correspond un ensemble flou de solutions satisfaisantes,R

i

, défini par sa
fonction d’appartenance�

i

: D! L :

– �

i

(d) = 1

L

si d satisfait complètementC
i

,

– �

i

(d) = 0

L

si d viole complètementC
i

et

– 0

L

< �

i

(d) < 1

L

si d satisfait partiellementC
i

.

Le degré de satisfaction global d’un ensemble de contraintesC
1

; : : : ; C

p

par une décisiond peut être
calculé en réalisant l’agrégation conjonctive des relations flouesR

1

; : : : ; R

p

. En supposant que tous
les ensembles flous sont définis sur le même domaine (ce qui peut toujours être réalisé en utilisant une
extension cylindrique [Zad75]), ce degré de satisfactions’écrit

sat(d) = min

i21:::p

�

i

(d):

Ce type d’agrégation,́egalitariste, exprime que la violation d’une seule contrainte entraı̂nele rejet
d’une solution.
Ce modèle permet de trouver des solutions partiellement satisfaisantes à un problème surcontraint, il
permet également de choisir entre des solutions d’un problème sous-contraint, puisque les contraintes
peuvent aussi représenter les préférences d’un agent.

Lorsque l’on utilise des contraintes classiques (non-flexibles), il est parfois nécessaire d’ignorer cer-
taines contraintes de faible priorité afin de trouver une solution à un problème surcontraint. L’utili-
sation de la théorie des possibilités dans les PSC flexibles permet de représenter explicitement les
niveaux de priorité de chaque contrainte. Si une contrainteC a un niveau de priorité� 2 L, toute
solutiond a un degré de satisfaction au moins égal àn(�) (n est la fonction de renversement deL)
[Far94].
L’ensemble flouR0 des solutions de la contrainteC de degré de priorité� peut être calculé à partir de
l’ensemble flouR des solutions deC,

�

R

0

(d) = maxf�

R

(d); n(�)g:

D’après cette expression, sid viole totalement la contrainteC, son degré de satisfaction reste tout de
mêmen(�). En particulier, remarquons que :

– si� = 1

L

, �
R

0

(d) = �

R

(d); 8d. La contrainteC ne peut jamais être ignorée,
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– si � = 0

L

, �(R0(d) = 1

L

; 8d. La contrainteC n’est pas prise en compte pour l’évaluation
globale des décisions.

1.6.2 Param̀etres incertains, contraintes induites

Nous avons insisté sur le fait qu’il existe deux sortes de variables : les contrôlables dont l’agent peut
préciser la valeur, afin de satisfaire les contraintes, et les incontrôlables correspondant à des paramêtres
dont la valeur est mal connue.
Nous allons voir que les paramêtres mal connus induisent àleur tour des contraintes de préférence sur
les variables de décision impliquées dans le mêmes contraintes.

SoitA, l’ensemble (pour l’instant non flou) des valeurs possiblesdu vecteur de variables mal connues,
a, impliquées dans la contrainte (pour l’instant non flexible)C. SiD est l’ensemble des variables de
décision impliquées dansC, on recherche l’ensemble des “bonnes décisions”, soit

fd 2 D; 8a 2 A; (d; a) 2 Rg:

Dans le cas oùA est un ensemble flou, représentant les valeurs “plus ou moins plausibles” des va-
riables mal connues, on recherche une décisiond telle que les valeurs plausibles deA soient bonnes,
i.e. telles que(d; a) 2 R. Notonsd�1(R), l’ensemble des valeurs des paramêtres incertains permet-
tant de satisfaire les contraintes lorsque la décisiond est prise.d est entièrement satisfaisante lorsque
le support deA est inclus dansd�1(R). Lorsque le noyau deA n’est pas inclus dansd�1(R), il existe
une valeur totalement plausible des paramêtres incertains, incompatible avec la décisiond. Dans ce
cas,d n’est pas satisfaisante. En général, on recherche une décisiondmaximisant le degré d’inclusion
(floue) deA dansd�1(R) : N(A � d

�1

(R)).

Dans le cas général où les paramêtres sont mal connus et la (les) contrainte(s) flexibles, le degré
d’inclusionN(A � d

�1

(R)) est un degré d’inclusion d’ensembles flous. Si l’on définitl’utilité v

�

(d)

d’une décision, parv
�

(d) = N(A � d

�1

(R)), on en obtient l’expression suivante :

v

�

(d) = min

a

max(�

R

(d; a); n(�

A

(a))):

En remarquant que�
A

(a) est le degré de possibilité de l’état du monde défini par la valeura (�(a)) des
paramêtres et que�

R

(d; a) est le degré de satisfaction de l’actiond dans l’état du mondea (que l’on
peut assimiler à l’utilité de la conséquence de l’actiond appliquée dans l’état du mondea, �(d(a))),
on peut écrire

v

�

(d) = min

a

max(�(d(a)); n(�(a))):

Où l’on reconnait l’expression de l’utilité qualitativepossibiliste pessimiste, ce qui n’est pas surpre-
nant puisque celle-ci correspond également à un degré d’inclusion d’ensembles flous.

Dans l’article [SDGP95] présenté dans l’annexe B page 169on montre un problème réel d’ordonnan-
cement (rencontré dans l’industrie vinicole) faisant appel au mode de représentation des PSC flexibles.
Cet article fait intervenir des contraintes (linéaires) `a domaines continus et le problème est résolu par
programmation linéaire.



1.7. RÉSUMÉ, CONCLUSION 107

1.7 Résuḿe, conclusion

Rappelons dans un premier temps les axiomes concernant les actions proposés dans ce chapitre :

IF Indépendance faible: fAh � gAh) fAh’ � gAh’ .

CFAC Cohérence faible avec les actes constant: x �
P

y ) xAh � yAh.

PES Pessimisme: fAg� f ) f � gAf.

OPT Optimisme: f � fAg) gAf � f.

DCR Domination conjonctive restreinte: g� f et x � f ) g^ x � f.

DDR Domination disjonctive restreinte: f � g et f � x) f � g_ x.

D Décomposabilité: fAh � gAh eth’ �
P

h) fAh’ � gAh’ .

DD Décomposabilité duale: fAh � gAh eth �
P

h’ ) fAh’ � gAh’ .

Nous avons tout d’abord proposé des caractérisations basées sur des préférences entre actions pour
un certain nombre de mesures d’incertitude monotones. Ces caractérisations sont résumées dans le
tableau suivant :

Axiomes caractéristiques Mesures d’incertitude
Sav 1, CFAC etSav 5 Mesures monotones

Sav 1, CFAC, Sav 5et IF Mesures décomposables affaiblies
Sav 1, CFAC, Sav 5etD Mesures décomposables

Sav 1, CFAC, Sav 5et DD Mesures décomposables duales
Sav 1, CFAC, Sav 5etPOS Mesures de possibilité

Sav 1, CFAC, Sav 5etN Mesures de nécessité

Puis nous avons proposé des caractérisations pour certains critères de décision dans l’incertain quali-
tatifs :

Axiomes caractéristiques Critères de décision
Sav 1, CFAC, Sav 5, DDR et DCR Utilité qualitative monotone
Sav 1, CFAC, Sav 5, DDR etPES Utilité qualitative pessimiste
Sav 1, CFAC, Sav 5, DCR etOPT Utilité qualitative optimiste

Les théories qualitatives (ou ordinales) de la décision sous incertitude que nous avons présentées en
détail dans ce chapitre diffèrent significativement des théories basées sur la notion d’espérance mathé-
matique. Elles ne requièrent qu’un cadre fini et une échelle ordinale alors que l’utilité espérée et ses
dérivées basées sur l’intégrale de Choquet nécessitent des représentations numériques de l’incertitude
et des préférences et un espace d’états infini.
De plus, les théories que nous avons exposées rejettent lanotion de compensation entre éventuelles
bonnes et mauvaises conséquences, puisque la notion de moyenne est abandonnée. Notre approche est
également très générale puisqu’elle permet de se contenter de mesures monotones pour représenter
l’incertitude d’un agent.
L’intégrale de Sugeno, utilisée pour représenter l’utilité qualitative monotone d’un agent est une
contrepartie qualitative de l’intégrale de Choquet, axiomatisée par Schmeidler [Sch89] ou Sarin et



108 CHAPITRE 1. UTILITÉS QUALITATIVES MONOTONES

Wakker [SW92] pour la décision sous incertitude. La notionde médiane se substitue à la notion de
moyenne (ou d’encadrement de moyennes pour les utilités basées sur les fonctions de croyance et de
plausibilité). De plus, l’attitude de l’agent vis-à-visde l’incertitude (pessimisme ou optimisme) peut
être prise en compte pour mener aux critères de décisionsproposés par Dubois et Prade [DP95b],
généralisant le critère de Wald ou son dual optimiste, pour donner des critères plus “réalistes”.

Nos résultats permettent de suggérer des critères de décision naturels lorsque l’information de l’agent
et ses préférences sont exprimées de manière qualitative. Ces résultats permettent également d’ob-
server l’attitude de l’agent en face de l’incertitude (sa propre mesure de l’incertitude) en observant
simplement la manière dont il ordonne les actions et en relevant quels axiomes (PES, OPT, RDD,
etc...) il satisfait ou viole.
Il est à noter que des résultats similaires à ceux que nousavons exposés ici ont été obtenus indépen-
damment, récemment, dans le cadre de la décision multicritère par Marichal [Mar97] entre autres.
Des critères de décision semi-quantitatifs de typemax-plusont été proposées, dans le cadre de la déci-
sion séquentielle (Akian et col. [AQV94]), (Bernhard, [Ber96]) ou non séquentielle (Akian, [Aki95]).
Ces critères peuvent également être exprimés sous la formemax � >, en prenant pour>-norme le
produit, et rentrer dans la famille des critères que nous avons étudiés.

Dans ce chapitre, et dans toute cette thèse, nous faisons une hypothèse de commensurabilité entre de-
grés de préférence et d’incertitude. Cette hypothèse,très forte, est également présente dans les théories
que nous avons présentées dans la partie I. Des tentativespour relâcher cette hypothèse ont été effec-
tuées récemment, notamment par Dubois, Fargier et Prade [DFP97]. Dans cet article les auteurs font
remarquer que l’abandon de l’hypothèse de commensurabilité les mène à des théories de l’incertitude
proches des théories duraisonnement non monotone. Malheureusement, ils font également remarquer
que les théories de la décision sous incertitude correspondantes sont peu intéressantes, puisque soit
trop peu décisives, soit trop aventureuses.

Bien entendu, ce chapitre ne doit être vu que comme un premier pas vers une théorie complète de
la décision qualitative sous incertitude dans un styleà la Savage. La prochaine étape pour obtenir
une telle théorie serait de permettre une prise en compte satisfaisante des actions conditionnelles, et
de définir de manière “propre” le conditionnement par rapport aux événements, ce qui n’est pas un
problème facile, en l’absence duprincipe de la chose certainede Savage. Des jalons intéressants ont
été posés par Lehmann [Leh96] pour cette voie et certaines de ses idées pourraient être reprises dans
notre cadre.
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Chapitre 2

Processus d́ecisionnels markoviens
possibilistes

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons étendre la théorie possibiliste de la décision sous incertitude proposée
par Dubois et Prade [DP95b] à la décision séquentielle. La théorie proposée est une contrepartie pos-
sibiliste de la théorie des processus décisionnels markoviens. Le calcul d’unestratégie(ou séquence
d’action) optimale est réalisé à l’aide de méthodes deprogrammation dynamique.
Afin d’avoir une vision synthétique des problèmes de décision séquentielle sous incertitude, nous uti-
liserons la taxonomie suivante qui permet de classer les problèmes (des plus élémentaires aux plus
complexes) selon leurs caractéristiques. Nous donneronsle nom de “processus décisionnels mar-
koviens généralisés” (PDMG en abrégé) à la classe la plus générale de problèmes, car nous nous
placerons toujours sous l’hypothèse markovienne de l’indépendance des états futurs du monde (ou
système) vis-à-vis des états passés : seuls l’état courant et la stratégie choisie pour le futur influent sur
l’évolution à venir du monde.
Les propriétés suivantes permettent de caractériser unproblème de décision sous incertitude séquen-
tiel :

– La structure temporelle des étapes de décision. Il peut n’y avoir qu’une seule étape de décision
ou un ensemble ordonné d’instants (ou étapes) auxquels des décisions doivent être prises. Cet
ensemble peut être fini (on parle de décision séquentielle à horizon fini) ou infini et discret
(horizon infini).

– Connaissance disponible sur l’état initial du monde. Cette connaissance peut être précise (il n’y
a qu’un seul état du monde possible), probabiliste (la connaissance de l’état initial est décrite
par une distribution de probabilités) ou possibiliste (cette fois, la connaissance est décrite par
une distribution de possibilités� à valeurs dans une échelle ordonnéeL). Lorsque� prend ses
valeurs dansf0

L

; 1

L

g (les bornes deL), on parle de connaissance incomplète : l’état initial
appartient à un ensemble de fonction caractéristique�.

– Connaissance sur les effets des actions. Les actions peuvent êtredéterministes, ce qui signifie
que pour tout état du mondes et pour toute actiona, applicable ens, il n’existe qu’une seule
conséquence possible,a(s), appartenant à l’ensemble de conséquences,X .
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Les actions sont ditesnon-déterministeslorsque pour chaques et chaquea, il existe unensemble
de conséquences possibles (et non une seule).

Les action sont ditesstochastiqueslorsque leurs effets sont décrits par une distribution de pro-
babilitépr(�js; a)dépendant de l’état courants et de l’action appliquéea. pr(s0js; a) représente
la probabilité que l’actiona appliquée à l’état du mondes résulte ens0.

Les actions sont ditespossibilisteslorsque leurs effets sont décrits par une distribution de pos-
sibilités�(�js; a). Encore une fois, une action non-déterministe peut être vue comme un cas
particulier d’action possibiliste dans lequel�(�js; a) représente la fonction caractéristique d’un
ensemble.

– Description des préférences(buts). Dans les cas de décision séquentielle à horizon fini l’état
final atteint par le système est souvent d’une importance capitale pour la satisfaction de l’agent.
C’est même, dans la plupart des cas, le seul critère de décision. L’agent peut avoir des pré-
férencesstrictes(non-flexibles) signifiant qu’il désire atteindre un étatparmi les états buts. La
notion de but peut être définie de façon plus flexible, par l’intermédiaire d’une fonction d’utilité,
ou plus généralement, une fonction à valeurs dans une échelle ordonnée quelconque. Parfois, le
degré de satisfaction attaché à une conséquence doit être évalué par l’intermédiaire de plusieurs
quantités, hétérogènes (on parle dans ce cas de décision multicritère).

– Rôle des états et actions intermédiaires dans le degré de satisfaction global d’un agent. Les
états intermédiaires par lesquels passe l’état du mondepeuvent également être d’une certaine
importance pour la satisfaction globale de l’agent. De la mˆeme manière, les actions effectuées
par l’agent après chaque étape de décision peuvent avoirdes coûts qui doivent également être
pris en compte. Les degrés de satisfaction attachés aux états intermédiaires ainsi que les coûts
des actions effectuées peuvent être agrégés additivement, comme dans la théorie des PDM clas-
siques, mais également par leminimumou par toute autre opération. Les utilités des états in-
termédiaires peuvent être affectés de facteurs d’amortissement, surtout dans le cas ou l’horizon
est infini [Put94].

– Critère de choix entre les stratégies. Trouver une stratégie optimale revient à attacher à chaque
état du monde pouvant être atteint lameilleureaction disponible. Dans la théorie de l’utilité
espérée ce critère correspond au choix de l’action maximisant l’espérance mathématique de la
fonction d’utilité. Des critères plus “qualitatifs” peuvent être utilisés, dont les fonctions d’uti-
lité qualitative possibiliste [DP95b], comme nous le verrons dans la section 2.3 de ce chapitre.
D’autres méthodes sont également envisageables, pouvant conduire à des relations d’ordre par-
tiel entre actions.

– Observabilité. Un PDMG est ditcomplètement observablesi l’état résultant du monde est connu
après l’exécution de chaque action. Il est ditnon-observablesi aucune information supplémen-
taire sur l’état du monde n’est reçue après l’exécutionde chaque action. Un PDMG est enfin dit
partiellement observablelorsque l’agent possède une connaissance incomplète du monde : dans
ce dernier cas, l’agent peut exécuter des actions d’acquisition d’information, ou tests, tout au
long de l’évolution du monde. Les résultats de ces actionspeuvent lui être utiles pour maintenir
ses connaissances sur l’état réel du monde (représentées par un ensemble d’états possibles, une
distribution de probabilités, de possibilités, ...)

Les différents modèles de décision séquentielle que nous évoquerons seront identifiés par un quadru-
plet résumant certain des critères cités ci-dessus : en premier lieu, la structure temporelle du problème
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(1; N et1 respectivement pour une, un nombre fini ou infini discret d’étapes), ensuite, le modèle
utilisé pour la représentation de l’incertitude concernant les effets des actions (D pour déterministe,
pr pour stochastique,� pour possibiliste), ensuite la description des buts (B pour des préférences
binaires,+ pour des utilités additives,min pour des utilités ordinales agrégées par lemin) et en-
fin le critère de choix utilisé (�u pour l’espérance mathématique de la fonction d’utilité, v� et v

�

pour les fonctions d’utilité qualitatives possibilistes). En utilisant ces notations, les processus déci-
sionnels markoviens à horizon fini correspondent au quadruplet< N; pr;+; �u >. Les modèles de
décisions décrits dans le chapitre 1 de cette partie, pessimiste et optimiste, correspondent aux quadru-
plets< 1; �;min; v

�

> et< 1; �;max; v

�

>.

Dans ce chapitre nous allons généraliser les critères dedécision possibilistes à la décision séquentielle.
En premier lieu nous nous limiterons à des préférences binaires, l’incertitude étant de nature possi-
biliste et l’observabilité totale. Ensuite, nous consid´ererons le cas où les préférences, graduelles, sont
exprimées par une fonction d’utilité qualitative. En dernier lieu, nous nous intéresserons à des consi-
dérations d’observabilité, évoquant brièvement les travaux de Da Costa Pereira [Da 98], concernant
les problèmes de décision séquentielle en environnement non observable.

2.2 Décision śequentielle sous incertitude possibiliste avec observabilité
totale et préférences non-flexibles

2.2.1 Rappel :états, strat́egies et trajectoires

Reprenons une nouvelle fois les notations de Puterman [Put94]. T = f1; 2; : : : ; Ng représente l’ho-
rizon (fini) du problème. L’ensemble des états possibles du monde à l’étapet est notéS

t

1. L’état
initial du monde ests

1

et puisque la dernière décision doit être prise à l’étapeN , les derniers états
que l’on peut atteindre (sur lesquels portent en général les préférences de l’agent) sont représentés par
l’ensembleS

N+1

.
Sous l’hypothèse d’observabilité totale à l’étapet, l’agent observe l’états 2 S

t

du système et choisit
une actiona parmi l’ensembleA

s;t

des actions disponibles à l’instantt dans l’états (il peut arriver
aussi queA

s;t

soit indépendant des et t). Les effets des actions sont mal connus et la connaissance
sur l’état résultant d’une action est décrite par une fonction de transition possibiliste�

t

: �
t

(s

0

js; a)

est le degré de possibilité que l’états0 soit atteint à l’étapet + 1, l’action a ayant été effectuée dans
l’état s, à l’étapet.
Unestratégieest une collection de règles de décisiond

t

(une pour chaque étape), associant à chaque
état possibles 2 S

t

une action disponibled
t

(s

t

) 2 A

s;t

. L’ensemble des règles de décision à l’étape
t est notéD

t

et appelé ensemble de décision : c’est l’ensemble des applications deS
t

versA
s;t

. Une
stratégie partielled

t!N

= fd

t

; d

t+1

; : : : ; d

N

g spécifie la séquence de règles de décision à appliquer,
depuis l’étapet jusqu’à l’horizon du problème. L’ensemble des stratégies partielles depuis l’étapet est
notéD

t!N

. Une stratégie complèted = fd
1

; d

2

; : : : ; d

N

g spécifie entièrement la séquence de règles
de décision à appliquer tout au long du problème. Notons que nous définissons les stratégies partielles
jusqu’à l’horizon du problème. Ceci est dû au fait que lesstratégies (complètes) optimales seront
déterminées par induction arrière, et que la nature de l’état final (but, non but, utilité) est d’importance
primordiale dans cette détermination.

1. Dans certains cas, l’ensemble des états possibles ne varie pas au cours du temps :8t; t0; S
t

= S

t

0 . Dans ces cas nous
omettrons l’indicet.
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Une trajectoire (complète)� = fs

1

; s

2

; : : : ; s

n

g est une séquence d’états atteints durant les étapes1

àN . Nous utiliserons parfois la notation�(i) = s

i

. L’ensembleS
1

� : : : � S

N+1

des trajectoires
concevables est notéTRAJ . Si t < t

0 sont deux étapes de l’horizon du problème, une trajectoire
partielle det à t0, notée�

t!t

0 est une séquence d’étatsfs
t

; s

t+1

; : : : ; s

t

0
g atteints entre les étapes

t et t0. L’ensemble des trajectoires partielles concevables entre les étatst et t0, notéTRAJ
t!t

0 est
S

t

� S

t+1

� : : :� S

t

0 .

Dans le reste de cette section, l’ensemble des états buts sera représenté par un sous-ensemble (clas-
sique)B � S

N+1

. Cette représentation ne permet pas de prendre en compte des préférences gra-
duelles : les états appartenant àB sont satisfaisants alors que ceux appartenant àS

N+1

�B ne le sont
pas.
Dans la suite de cette section nous allons commencer par revenir sur le cas extrêmement simple d’une
seule étape de décision (deN àN + 1) et nous définirons, pour chaque états 2 S

N

la possibilité et
la nécessité qu’une actiona mène à un état satisfaisant, ce qui nous permettra de définir des critères
de choix. Ensuite, nous examinerons le cas d’un horizon comportant plusieurs étapes et nous verrons
comment toute stratégie induit une distribution de possibilité sur l’ensemble des trajectoires. Nous en
déduirons une définition de l’optimalité d’une stratégie. Ensuite nous verrons comment des stratégies
optimales peuvent se calculer récursivement par des méthodes de type “programmation dynamique”.
L’algorithme sera basé sur le calcul (pourt variant deN jusqu’à1) des quantités�(But

t

(s; a)) et
N(But

t

(s; a))mesurant respectivement la possibilité et la nécessitéqu’appliquer l’actiona dans l’état
s et à l’étapet mène à un état but,̀a condition qu’une stratégie optimale soit appliquée àpartir de
l’étapet + 1.

2.2.2 Le cas d’une seuléetape

Considérons l’état du mondes, à l’étapeN et une actiona 2 A
s;N

que l’on applique ens. Puisque
l’évolution du système est décrite par la fonction de transition possibiliste�(�js; a) il est possible
de calculer la possibilité et la nécessité de l’événement “l’état successeur est un état but”, noté
But

N

(s; a) :

Définition 2.2.1 Evaluations d’une action.
�(But

N

(s; a)) = max

s

0

2B

�

N

(s

0

js; a) ;
N(But

N

(s; a)) = min

s

0

62B

(1� �

N

(s

0

js; a))

�(But

N

(s; a)) et N(But
N

(s; a)) sont respectivement la possibilité et la nécessité du sous-ensemble
(classique)B, induites par la distribution de possibilité�(�js; a). �(But

N

(s; a)) et N(But
N

(s; a))

sont donc des degrés de possibilité et de nécessité standards, satisfaisant la propriété suivante :

N(But
N

(s; a)) > 0) �(But

N

(s; a)) = 1: (1)

Une approche prudente ou pessimiste consiste à préférerune action maximisant la nécessité d’at-
teindre le but. Bien que ce critère semble naturel, il n’estpas toujours suffisamment discriminant,
puisque dans de nombreux cas on ne peut trouver aucune actionmenant au but avec un degré de né-
cessité strictement positif. En conséquence, il convient de discriminer les actions ex aequo en utilisant
le critère optimiste�(But

N

(s; a)). Ceci conduit au préordre entre les actions noté�
s

(>
s

pour sa
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partie stricte),a �
s

a

0 se lisant “a est préférée ou équivalente àa0 dans l’états :

Définition 2.2.2 Préordre entre les actions.

1. a >
s

a

0 si et seulement si une des conditions suivantes est satisfaite:

– N(But
N

(s; a)) > N(But

N

(s; a

0

))

– N(But
N

(s; a)) = N(But

N

(s; a

0

)) et�(But
N

(s; a)) > �(But

N

(s; a

0

)) ;

2. a �
s

a

0 si et seulement si on n’a pasa0 >
s

a ;

3. a �
s

a

0 si et seulement si
N(But

N

(s; a)) = N(But

N

(s; a

0

)) et�(But
N

(s; a)) = �(But

N

(s; a

0

)).

Les propriétés suivantes sont vérifiées :

– �
s

est un préordre complet ;

– a �

s

a

0 si et seulement si
N(But

N

(s; a)) � N(But

N

(s; a

0

)) et�(But
N

(s; a)) � �(But

N

(s; a

0

)) ;

– a �

s

a

0 si et seulement si
N(But

N

(s; a)) = N(But

N

(s; a

0

)) et�(But
N

(s; a)) = �(But

N

(s; a

0

)).

Une actiona est diteoptimale pour ssi et seulement si il n’existe aucune actiona0 telle quea0 >
s

a.
L’ensemble des actions optimales pour l’états (à l’étapeN ) est notéA�

s;N

. Grâce à (1), les actions
optimales peuvent être caractérisées plus intuitivement par la propriété suivante :

Proposition 2.2.1 Caractérisation deA�
s;N

.
S’il existe une actiona qui, appliquée ens mène au but avec un degré de certitude positif (soit
N(But

N

(s; a)) > 0) alorsA�
s;N

est l’ensemble des actions pour lesquellesN(But
N

(s; a)) est maxi-
mal. Sinon, puisqueN(But

N

(s; a)) = 0 pour touta,A�
s;N

est l’ensemble des actions pour lesquelles
�(But

N

(s; a)) est maximal.

Une stratégie optimale assignera donc à chaque états 2 S

N

une action arbitraire deA�
s;N

. A partir
de là on peut définir les degrés de possibilité et de nécessité d’atteindre le but depuis un états. Ces
degrés correspondent à ceux que l’on obtient en appliquant une action optimale ens.

Définition 2.2.3
Soita� une action quelconque deA�

s;N

:

– �(But

N

(s)) = �(But

N

(s; a

�

)),

– N(But
N

(s)) = N(But
N

(s; a

�

))

Cette définition est bien fondée dans la mesure où�(But

N

(s; a

�

)) etN(But
N

(s; a

�

)) sont constants
pour toutes les actions deA�

s;N

. Grâce à (1) on peut vérifier facilement que
�(But

N

(s)) = max

a2A

s;N

�(But

N

(s; a)) et N(But
N

(s)) = max

a2A

s;N

N(But

N

(s; a)).
En d’autres termes,�(But

N

(s)) et N(But
N

(s)) représentent respectivement la possibilité et la né-
cessité de l’événement “il existe une stratégie menantde l’états vers un état but”, ou en d’autres
termes, “effectuer une action optimale ens permet d’atteindre un état but”. Sachant que, pour touts,
�(But

N

(s)) et N(But
N

(s)) sont égaux à�(But
N

(s; a)) et N(But
N

(s; a)) pour une certaine ac-
tion a (optimale pours), il suit que�(But

N

(s)) et N(But
N

(s)) sont des degrés de possibilité et de
nécessité standards, vérifiant donc

N(But
N

(s)) > 0) �(But

N

(s)) = 1:
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2.2.3 Strat́egies optimales dans le cas séquentiel

Nous allons maintenant généraliser la notion de stratégie optimale dans le cas où plusieurs étapes
de décision sont rencontrées. Pour cela, nous allons devoir en premier lieu définir la possibilité et la
nécessité qu’une stratégie mène d’un état initial donné jusqu’à un état but.

Définition 2.2.4 Possibilité d’une trajectoire étant donnée une stratégie.
Soit un états

t

2 S

t

, une stratégie partielled
t!N

2 D

t!N

et une trajectoire�
t+1!N+1

= fs

t+1

; : : : ; s

N+1

g 2

TRAJ

t+1!N+1

. Le degré de possibilité que la trajectoire�
t+1!N+1

résulte de l’application de la
stratégied

t!N

à s
t

est définie par :

�(�

t+1!N+1

js

t

; d

t!N

) = min

i=t:::N

�(s

i+1

js

i

; d

i

(s

i

))

Cette définition mérite quelques commentaires. D’abord,�(�js

t

; d

t!N

) est une distribution de pos-
sibilité surTRAJ

t+1!N+1

normalisée puisque toutes les fonctions de transition sont normalisées et
que toute trajectoire dont les possibilités de transitionentre deux éléments successifs sont égales à
1

L

a elle-même un degré de possibilité1
L

. Alors, définir une distribution de possibilité sur les trajec-
toires à partir des possibilités de transition élémentaires revient à définir une distribution de possibilité
jointe sur un produit Cartésien d’ensembles, à chacun desquels est attachée une distribution de possi-
bilité. En fait, une trajectoire peut être vue comme un vecteur de transitions élémentaires(s

i

; s

i+1

),
non-interactives puisque l’hypothèse de Markov stipule que la distribution de possibilité à l’étapet
ne dépend que des

t

et de l’action appliquée, et non du passé du système. Le choix le plus classique
pour l’agrégation des possibilités de transition est celui de l’opérateurminimum [DP88] : une tra-
jectoire est exactement aussi “possible” que son maillon leplus faible. Pour des raisons de simplicité
nous utiliserons cet opérateur, d’autant qu’il est utilisable pour une échelle de possibilité purement
ordinale. Dans le cas où l’échelle utilisée pour mesurerles degrés de possibilité est l’intervalle[0; 1],
toute T-norme2 conviendrait également et les algorithmes proposés dansce chapitre se généralisent
aisément.

Il nous reste maintenant à définir la possibilité et la nécessité qu’une stratégie donnée, appliquée en un
état initial, mène à un état but. Ces deux facteurs se déduisant de la distribution de possibilité sur les
trajectoires sont respectivement les mesures de possibilité et de nécessité de l’ensemble desbonnes
trajectoires(i.e. menant à un état but).

Définition 2.2.5 Bonne trajectoire.
Une trajectoire�

t!N+1

est bonne si et seulement si son dernier état,�(N+1) est dansB.BT
t!N+1

�

TRAJ

t!N+1

représente l’ensemble des bonnes trajectoires det àN + 1.

Définition 2.2.6 Possibilité et nécessité qu’une trajectoire soit bonne.

�(But

t

(s

t

; d

t!N

)) = �(BT

t!N+1

js

t

; d

t!N

)

N(But
t

(s

t

; d

t!N

)) = N(BT
t!N+1

js

t

; d

t!N

)

2. On rappelle qu’une T-norme� est une application de[0; 1] � [0; 1] vers[0; 1], commutative, associative, monotone
et dont 1 est un élément neutre. Les T-normes usuelles sontle minimum, le produit et la T-norme de Lukasiewicz
(a; b)! maxf0; a + b� 1g
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En utilisant l’expression de la possibilité d’une trajectoire étant donnée une stratégie, l’expression
complète de ces degrés devient :

�(But

t

(s

t

; d

t!N

)) = max

�

t!N+1

2BT

t!N+1

�(�

t!N+1

js

t

; d

t!N

)

= max

fs

t

;:::;s

N+1

g2TRAJ

t!N+1

s

N+1

2B

min

i=t:::N

�(s

i+1

js

i

; d

i

(s

i

))

N(But
t

(s

t

; d

t!N

)) = min

�

t!N+1

2TRAJ

t!N+1

�BT

t!N+1

n(�(�

t!N+1

js

t

; d

t!N

))

= min

fs

t

;:::;s

N+1

g2TRAJ

t!N+1

s

N+1

2S

N+1

�B

n(min

i=t:::N

�(s

i+1

js

i

; d

i

(s

i

)))

On peut maintenant ordonner les stratégies et définir la notion de stratégie optimale.

Définition 2.2.7 Ordre entre deux stratégies (partielles).
Soient deux stratégiesd

t!N

etd0
t!N

et soits 2 S
t

, d
t!N

>

s

d

0

t!N

si et seulement si l’une des deux
conditions suivantes est vérifiée :

– N(But
t

(s

t

; d

t!N

)) > N(But
t

(s

t

; d

0

t!N

))

– �(But

t

(s

t

; d

t!N

)) > �(But

t

(s

t

; d

0

t!N

))

Les relations�
s

et�
s

sont définies comme dans le cas d’une seule étape. Et comme dans ce cas,
�(But

t

(s

t

; d

t!N

)) etN(But
t

(s

t

; d

t!N

)) sont des degrés de possibilité et de nécessité standards.

Une stratégie optimale est définie de manière évidente :

Définition 2.2.8 stratégie optimale.
d

t!N

est une stratégie optimale pours 2 S
t

si et seulement si il n’existe aucune stratégied

0

t!N

telle
qued0

t!N

>

s

d

t!N

.

2.2.4 Calcul ŕecursif d’une stratégie optimale

Nous allons maintenant calculer par induction arrière, pour chaque étapet, états 2 S

t

et chaque
actiona 2 A

s;t

:

(i) les degrés de possibilité et de nécessité qu’appliquera ens, suivie d’une stratégie optimale pour
les étatst+1 àN conduise finalement à un état but ; une telle éventualitéest notéeBut

t

(s; a) ;

(ii) La possibilité�(But
t

(s)) et la nécessitéN(But
t

(s)) qu’un état but puisse être atteint depuiss

en appliquant une stratégie optimale det àN .

Définition 2.2.9 Possibilité et nécessité d’atteindre un état but depuiss en appliquanta 3.

�(But

t

(s; a)) = max

s

0

2S

t+1

min(�

t

(s

0

js; a);�(But

t+1

(s

0

)))

N(But
t

(s; a)) = min

s

0

2S

t+1

max(n(�

t

(s

0

js; a));N(But
t+1

(s

0

)))

3. Nous prouverons dans les lignes suivantes que les expressions notées� et N sont bien des degrés de possibilité et de
nécessité. Nous utilisons d’ores et déjà ces notationspour ne pas en ajouter de nouvelles inutilement.
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On peut comparer deux actions en un états 2 S

t

comme on l’a fait précédemment pour les états de
S

N

:

Définition 2.2.10 Comparaison de deux actions.
a >

s

a

0 si et seulement si une des deux conditions suivantes est satisfaite:

– N(But
t

(s; a)) > N(But
t

(s; a

0

)),

– N(But
t

(s; a)) = N(But
t

(s; a

0

)) et�(But
t

(s; a)) > �(But

t

(s; a

0

)).

Une actiona est dite optimale pour un états si et seulement si il n’existe aucune actiona0 telle que
a

0

>

s

a. L’ensemble des actions optimales pours à l’étapet est notéA�
s;t

. Une stratégie optimale
affecte à chaque états pour chaque étapet une action optimale.
Enfin, on définit�(But

t

(s)) et N(But
t

(s)) mesurant à quel point il est possible (resp. certain) d’at-
teindre un état but à l’étapeN + 1 en appliquant une stratégie optimale à partir des, à l’étapet. Ce
sont en fait les mesures de possibilité et de nécessité del’événement “il existe une stratégie menant à
un état but depuiss”.

Définition 2.2.11 Possibilité et nécessité d’atteindre un état but depuiss.

– �(But

t

(s)) = �(But

t

(s; a

�

)),

– N(But
t

(s)) = N(But
t

(s; a

�

)), oùa� est une action optimale.

Théorème 2.2.1�(But
t

(s; a)), N(But
t

(s; a)),�(But
t

(s)) et N(But
t

(s)) sont des degrés de pos-
sibilité ou de nécessité standards.

Preuve :

On prouve par récurrence descendante que8t;�(But

t

(s)) < 1 ) N(But
t

(s)) = 0.
Ceci a déjà été montré pourt = N , on montre maintenant que si cette propriété est
vérifiée pourt + 1 elle l’est également pourt :

Soit s 2 S

t

, supposons que�(But
t

(s)) < 1. Par définition de�(But
t

(s)), ceci est
équivalent àmax

a2A

s;t

�(But

t

(s; a)) < 1, soit 8a 2 A

s;t

, �(But
t

(s; a)) < 1. Par
définition de�(But

t

(s; a)), cela donne :

8a 2 A

s;t

; 8s

0

2 S

t+1

; �

t

(s

0

js; a) = 1) �(But

t+1

(s

0

)) < 1 (1)

En appliquant (1) et l’hypothèsede récurrence on montre que8a 2 A
s;t

; 8s

0

2 S

t+1

; �

t

(s

0

js; a) =

1) N(But
t+1

(s

0

)) = 0.

Soit alorsa 2 A

s;t

. Soit s0 2 S

t+1

tel que�
t

(s

0

js; a) = 1 (l’existence d’un tel état
est garanti car�

t

est normalisée). PuisqueN(But
t+1

(s

0

)) = 0 et �
t

(s

0

js; a) = 1 alors
N(But

t

(s; a)) = min

s

0

2S

t+1

max(n(�

t

(s

0

js; a));N(But
t+1

(s

0

))) = 0.

On a donc montré que8a 2 A
s;t

;N(But
t+1

(s

0

))) = 0, on en conclut queN(But
t

(s)) =

0.

On montre maintenant que cette méthode de calcul récursive donne bien des stratégies optimales.

Théorème 2.2.2Les stratégies calculées récursivement sont optimales.

– �(But

t

(s)) = max

d

t!N

2D

t!N

�(But

t

(s; d

t!N

)),
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– N(But
t

(s)) = max

d

t!N

2D

t!N

N(But
t

(s; d

t!N

)).

Preuve :

Remarquons tout d’abord que

�(But

t

(s)) = max

a2A

s;t

�(But

t

(s; a)) = max

d

t

2D

t

�(But

t

(s; d

t

(s))) etN(But
t

(s)) =

max

a2A

s;t

N(But
t

(s; a)) = max

d

t

2D

t

N(But
t

(s; d

t

(s))).

– On prouve par induction arrière que

�(But

t

(s)) = max

d2D

t!N

max

fs

t+1

;:::;s

N+1

g2BT

t+1!N+1

min

j=t;:::;N

�(s

j+1

js

j

; d(s

j

)).

Le résultat est évident pourt = N (par définition de�(But
N

(s))). On montre que
si il est vrai pourt + 1 2 2; : : :N + 1 alors il est vrai pourt :

�(But

t

(s)) = max

d

t

2D

t

max

s

t+1

2S

t+1

min(�

t

(s

t+1

js; d

t

(s));�(But

t+1

(s

t+1

))).

Si on suppose le résultat vrai à l’étapet + 1, on obtient :

�(But

t

(s)) = max

d

t

2D

t

max

s

t+1

2S

t+1

min(�

t

(s

t+1

js; d

t

(s));max

d2D

t+1!N

max

fs

t+2

;:::;s

N+1

g2BT

t+2!N+1

min

j=t+1;:::;N

�(s

j+1

js

j

; d(s

j

)).

Comme d’après l’hypothèse markovienne,�

t

(s

t+1

js; d

t

(s)) ne dépend pas des états
suivants, on a :

�(But

t

(s)) = max

d

t

2D

t

max

s

t+1

2S

t+1

max

d2D

t+1!N

max

fs

t+2

;:::;s

N+1

g2BT

t+2!N+1

min

j=t;:::;N

�(s

j+1

js

j

; d(s

j

)).

On intervertitmax

s

t+1

2S

t+1

et max

d2D

t+1!N

(on peut le faire car ce sont deux
max) :

�(But

t

(s)) = max

d

t

2D

t

max

d2D

t+1!N

max

s

t+1

2S

t+1

max

fs

t+2

;:::;s

N+1

g2BT

t+2!N+1

min

j=t;:::;N

�(s

j+1

js

j

; d(s

j

)).

Le résultat est montré.

– La démonstration est du même type pourN(But
t

(s)).

Corollaire 2.2.1 Toute stratégie calculée récursivement par induction arrière est optimale.

Preuve :

Ce résultat se déduit du théorème précédent et de la d´efinition d’une stratégie optimale.

Ainsi, cet algorithme récursif est sain. Notons cependantqu’il n’est pas complet et qu’il existe des
stratégies optimales qui ne peuvent se trouver par induction arrière comme le montre le problème
représenté par la Figure 2.1 page suivante (avecN = 2 etG = fs

6

g).
La Figure 2.2 page suivante montre quatre stratégies possibles (les actions affectées à chaque état sont
en gras et les degrés de possibilité de transition sont associés aux flèches correspondantes).
Dans les quatre cas la trajectoire la plus plausible menant `a un état non but est(s

1

; s

2

; s

4

). Les mesures
de possibilité de cette trajectoire lorsqued, d0, d00 oud000 sont respectivement appliquées sont 0,8 ; 0,7 ;
0,7 et 1. C’est pourquoi,
N(But

1

(s; d

1!3

)) = 0:2;
N(But

1

(s; d

0

1!3

)) = N(But
1

(s; d

00

1!3

)) = 0:3

N(But
1

(s; d

000

1!3

)) = 0 (et�(But
1

(s; d

000

1!3

)) = 1)).
d

0 et d00 sont des stratégies optimales. Pourtantd

00 ne peut être obtenue par calcul récursif arrière
à cause de sa sous-stratégie entre les étapes 2 et 3 qui affecte une action sous-optimale às

3

. Cet
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FIG. 2.2 – Quatre stratégies
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exemple montre qu’une sous-stratégie d’une stratégie optimale (qui n’est pas calculée par induction
arrière) peut être sous-optimale, ce qui est une conséquence de l’utilisation de l’opérateur idempotent
min pour le calcul de la possibilité d’une trajectoire.

Algorithme 2.1 : CALCUL RÉCURSIF DE STRAT́EGIES OPTIMALES DANS LE CAS DE PŔEFÉ-
RENCES BINAIRES

% Cet algorithme est basé sur des méthodes de programmation dynamique ;
% Il évalue par induction arrière alternativement la “valeur” de chaque état puis l’action optimale
en cet état ;
Données :d, la stratégie optimale,

G, l’ensemble des états buts,
N , le nombre d’étapes,
S

t

, les ensembles d’états possibles pour chaque étape,
A

s;t

les actions disponibles pour chaque état possible de chaque étape.

début
% Initialisations ;
d ; ;
pour s 2 S

N+1

faire
si s 2 But alors

N(But
N+1

(s)) 1 ; �(But
N+1

(s)) 1

sinon
N(But

N+1

(s)) 0 ; �(But
N+1

(s)) 0

% Calcul récursif ;
pour t N jusqu’à 1faire

pour s 2 S
t

faire
pour a 2 A

s;t

faire
% Calcul deN(But

t

(s; a)) et�(But
t

(s; a)) ;
N(But

t

(s; a)) min

s

0

2S

t+1

maxfn(�

t

(s

0

js; a)); N(But
t+1

(s

0

))g ;
�(But

t

(s; a)) max

s

0

2S

t+1

minf�

t

(s

0

js; a);�(But

t+1

(s

0

))g

% a

� maximise [N(But
t

(s; a)),�(But
t

(s; a))] ;
d

t

(s) a

� ;
N(But

t

(s)) N(But
t

(s; a

�

)) ;
�(But

t

(s)) �(But

t

(s; a

�

))

d d [ d

t

fin

Grâce à ces résultats on peut proposer un algorithme de calcul de stratégies optimales qui est une
variante des méthodes de programmation dynamique de Bellman [Bel57] (algorithme 2.1). Il calcule
les stratégies optimales récursivement (de la dernièreétape à la première).
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Algorithme 2.2 : VERSION AMÉLIORÉE

% Cet algorithme diffère du précédent dans la partie calcul deN et� ;
% Il permet d’éviter certains calculs superflus ;
Données : % En plus des variables de l’algorithme précédent ;

n et�, deux variables temporaires de stockage deN et�,
n

opt

, �
opt

et a
opt

, valeurs optimales deN et � pour s et t fixés ainsi qu’une action
optimale correspondante.

début
% Initialisations ;
d ; ;
pour s 2 S

N+1

faire
si s 2 But alors

N(But
N+1

(s)) 1 ; �(But
N+1

(s)) 1

sinon
N(But

N+1

(s)) 0 ; �(But
N+1

(s)) 0

% Calcul récursif ;
pour t N jusqu’à 1faire

pour s 2 S
t

faire
n

opt

 0 ; �
opt

 0 ;
pour a 2 A

s;t

faire
% Calcul deN et� ;
n 1 ; �  0 ;
pour s0 2 S

t+1

faire
si �

opt

< 1 alors
�  maxf�;minf�

t

(s

0

js; a);�(But

t+1

(s

0

))gg ;
si � > �

opt

alors
�

opt

 � ; a
opt

 a ;
% Dans le cas contraire,�

opt

ne peut être amélioré et�(But
t

(s; a))

est inutile ;

n min

s

0

2S

t+1

maxfn(�

t

(s

0

js; a)); N(But
t+1

(s

0

))g ;
si n < n

opt

alors Sortie de la boucle (*) % Dans ce casa est sous-optimale
puisquen ne peut que décroı̂tre ;

si n > n

opt

alors n
opt

 n ; a
opt

 a

�(But

t

(s)) �

opt

; N(But
t

(s)) n

opt

; d
t

(s) a

opt

d d [ d

t

fin

L’utilisation des opérateursmin etmax à la place de la multiplication et du produit dans les PDM
classiques permet d’éviter des calculs inutiles et de simplifier l’algorithme. En effet, une action peut
être détectée comme sous-optimale avant la fin du calcul deN(But

t

(s; a)) et�(But
t

(s; a)) (*). Ceci
conduit à la version améliorée de l’algorithme (algorithme 2.2).
La complexité de cet algorithme peut être facilement calculée :elle est enO(N:jSj2:jAj) comme celle
de l’algorithme de programmation dynamique [Put94].
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2.3 Décision śequentielle possibiliste avec observabilité totale et pŕefé-
rences flexibles

2.3.1 L’ensemble flou des trajectoires satisfaisantes

Jusqu’ici nous n’avons distingué que deux types d’états finaux : ceux qui satisfont les préférences de
l’agent et les autres. Cette dichotomie est insuffisante pour modéliser la plupart des problèmes de
décision réels dans lesquels un agent exprime des préférences (ou de l’indifférence) entre les états
éventuels du système. C’est pourquoi nous allons affecter aux états du système un degré d’utilité
qualitatif (ordinal), reflétant les préférences de l’agent, comme exposé dans le chapitre précédent.
Dans de nombreux problèmes l’agent n’exprime de préférences qu’entre les états finaux du système
(à l’étapeN+1). La fonction d’utilité associée est interprétée comme undegré de satisfactionu(s) =
�

B

(s), où�
B

est une application deS
N+1

dans une échelle ordinaleL (éventuellement l’intervalle
[0; 1]). �

B

(s) exprime à quel points est un état final satisfaisant pour l’agent.�

B

n’est pas forcément
normalisée : il se peut qu’aucun état final du système ne soit pleinement satisfaisant.
Plus généralement, des degrés de satisfaction peuvent aussi être assignés aux états intermédiaires du
système. On peut également affecter de tels degrés aux actions et pas seulement aux états : de tels
degrés peuvent être considérés comme des “anti-coûts” (ordinaux), avec la convention que plus�(a)
est élevé, moins l’actiona est coûteuse (�(a) = 1

L

signifie quea est gratuite et�(a) = 0

L

signifie
qu’elle est si coûteuse qu’aucune stratégie admissible ne peut la contenir). Pour simplifier l’exposé
des méthodes proposées ici nous ne prendrons pas en compteles coûts d’actions, cependant leur inté-
gration aux modèles que nous allons montrer est facile.

L’utilité globale d’une trajectoire est définie à partirdes utilités des états qu’elle contient, en les
agrégeant par lemin :

Définition 2.3.1 Utilité qualitative d’une trajectoire :
Soient les fonctions d’utilité qualitativeu

t

: S

t

! L, pour chaque étapet. L’utilité globale d’une
trajectoire� est définie par :

u(�) = min

i21;:::;N+1

u

t

(s

i

)

Notons que dans le cas oùL = [0; 1] n’importe quelle norme triangulaire peut être utilisée `a la place
dumin pour agréger les utilités de chaque étape.
La fonction d’utilité qualitativeu sur les trajectoires permet de définir un ensemble flou de bonnes
trajectoires dont la fonction d’appartenance est�

BT

(�) = u(�). Pour la même raison que pour�
B

,
�

BT

n’est pas forcément normalisée : il se peut qu’il existe une étape dont aucun état n’est pleinement
satisfaisant.

2.3.2 Strat́egies optimales au sens de l’utilit́e qualitative pessimiste

A partir des distributionsde possibilité et des fonctionsd’utilité qualitatives définies sur les trajectoires
nous pouvons maintenant exprimer les fonctions d’utilitéqualitative pessimiste et optimiste (décrites
dans le chapitre précédent) d’une stratégie.
Commençons par l’utilité pessimiste :

Définition 2.3.2 Utilité qualitative pessimiste associée à une stratégie d
t!N

:

v

�

(d

t!N

js

t

) = min

�2Traj

t!N+1

maxfn(�(� js

t

; d

t!N

)); u(�)g
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d

t!N

estv
�

-optimale ssi elle maximisev
�

.

Intuitivement, cette définition suggère que l’utilité qualitative pessimiste d’une stratégie est d’autant
plus élevée que toutes les trajectoires les plus plausibles qu’elle induit ont une forte utilité. Ce cri-
tère est une généralisation du critère pessimiste proposé par Dubois et Prade [DP95b] à l’évaluation
d’une stratégie (et non simplement d’une action). Notons que comme dans la section précédente, des
stratégies peuvent êtrev

�

-optimales et toutefois contenir des sous-stratégies quine le sont pas.
Deux cas particuliers peuvent être soulignés. Premièrement, si les possibilitésde transition�(� js

t

; d

t!N

)

sont binaires (appartiennent àf0
L

; 1

L

g), on reconnaı̂t l’habituel critère de Wald qui assigne à une
stratégie l’utilité de la pire trajectoire possible, i.e. du pire état qui peut être rencontré au cours de
l’horizon du problème en appliquant cette stratégie. Deuxièmement, si c’est la fonction d’utilitéu qui
est binaire, l’ensemble des bonnes trajectoires devient unensemble classique etv

�

(d

t!N

js

t

) n’est
autre queN(But

t

(s; d

t!N

)) définie dans la section précédente.

Comme précédemment on montre qu’une stratégiev

�

-optimale peut être calculée récursivement.

Définition 2.3.3 Définition récursive d’une stratégie optimale (pessimiste).

– 8s 2 S
N+1

; v

N+1

�

(s) = u

N+1

(s),

– 8s 2 S
t

; 8a 2 A

s;t

; v

t

�

(s; a) = min

s

0

2S

t+1

maxfn(�

t

(s

0

js; a)); v

t+1

�

(s

0

)g,

– 8s 2 S
t

; v

t

�

(s) = max

a2A

s;t

v

t

�

(s; a).

De plus, on écrit quea est au moins aussi bonne quea0 (au sens pessimiste) dans l’états 2 S

t

, noté
a �

Pes

s

a

0 si et seulement sivt
�

(s; a) � v

t

�

(s; a

0

). On définitAPes
s;t

comme l’ensemble des actions
optimales ens, i.e. celles qui maximisentvt

�

(s; a). Bien sûr,8s 2 S
t

; v

t

�

(s) = v

t

�

(s; a

�

) oùa� est une
action deAPes

s;t

.
En fait, vt

�

(s) est la mesure de nécessité de l’événement flou “il existeune stratégie qui à partir de
l’état s conduit à une trajectoire optimale”. En d’autres termes,

Théorème 2.3.1vt
�

(s) = max

d2D

t

v

t

�

(s; d

t

(s))

La preuve de ce théorème, très similaire à celle du théorème 2.2.2 page 116 est omise.

Corollaire 2.3.1 Toute stratégie calculée récursivement comme dans la d´efinition 2.3.3 estv
�

-optimale.

Ainsi, comme dans le cas de préférences binaires sur les états finaux, des stratégies maximisant la
nécessité d’atteindre un état but peuvent être calcul´ees par induction arrière, affectant à chaque état
une actiona 2 APes

s;t

.

2.3.3 Strat́egies optimales au sens de l’utilit́e qualitative optimiste

On peut également classer les stratégies suivant leur utilité qualitative optimiste. Si on adopte un point
de vue optimiste, une stratégie est d’autant meilleure queque le degré d’intersection de l’ensemble
flou des trajectoires possibles et de celui des bonnes trajectoires est élevé.

Définition 2.3.4 Utilité qualitative optimiste d’une stratégied
t!N

.

v

�

(d

t!N

js

t

) = max

�2Traj

t!N+1

minf�(� js

t

; d

t!N

); u(�)g

d

t!N

estv�-optimale ssi elle maximisev�.
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Cette fois, une stratégie est d’autant meilleure que l’ensemble flou des trajectoires possibles qu’elle
définit et qui ont une forte utilité est non-vide. Si les possibilitésde transition sont binaires, on retrouve
un critère du typemaximax : une stratégie est d’autant meilleure qu’elle permet de rencontrer (en
suivant une des trajectoires possibles qu’elle définit) aumoins un état satisfaisant. Si ce sont les utilités
qui deviennent binaires, on retrouve le critère optimisteexposé dans la section précédente.
Tout comme pourv

�

, on montre qu’une stratégiev�-optimale peut être calculée récursivement.

Définition 2.3.5 Définition récursive d’une stratégie optimale (optimiste).

– 8s 2 S
N+1

; v

�

N+1

(s) = u

N+1

(s),

– 8s 2 S
t

; 8a 2 A

s;t

; v

�

t

(s; a) = max

s

0

2S

t+1

minf�

t

(s

0

js; a); v

�

t+1

(s

0

)g,

– 8s 2 S
t

; v

�

t

(s) = max

a2A

s;t

v

�

t

(s; a).

�

Opt

s

est définie de manière semblable à�Pes
s

etAOpt
s;t

est l’ensemble des actionsa 2 A
s;t

maximisant

v

�

t

(s; a). Comme précédemment, on obtient aisément quev

�

t

(s) = v

�

t

(s; a

�

) oùa� 2 AOpt
s;t

.

En fait, v�
t

(s) est la possibilité de l’événement flou “il existe une stratégie définissant une bonne
trajectoire à partir des” :

Théorème 2.3.2v�
t

(s) = max

d2D

t

v

�

t

(s; d

t

(s))

Corollaire 2.3.2 Toute stratégie calculée par induction arrière en suivant la définition 2.3.5 estv�-
optimale

2.3.4 Buts flexibles ou non-flexibles?

Jusqu’ici, dans ce chapitre nous avons fait une distinctionentre les cas où les préférences d’un agent,
exprimées à l’étapeN + 1 étaient flexibles ou non. Nous allons maintenant voir que lecas où les
préférences sont flexibles peut se réduire au précédent, en supposant que les degrés d’utilité affectés
aux états deS

N+1

sont en fait reliés à des possibilités ou des nécessités d’atteindre un état but à l’étape
N + 2. Ceci conduit à ajouter une étape de décision entre les instantsN + 1 etN + 2, instant auquel
seules des préférences binaires sont maintenant exprim´ees et une seule action est applicable.
Cependant, les possibilités de transition entre les étapesN + 1 etN + 2 sontdifférentes, selon que
l’on souhaite calculer l’utilité pessimiste ou optimisted’une stratégie.

Supposons que nous ayons une fonction d’utilité qualitativeu surS
N+1

. Définissons le nouveau pro-
blème comportant une étape supplémentaire,N + 2 :
- S

N+2

= fbut; butg,
- But

N+2

= fbutg,
- 8s 2 S

N+1

; A

s;N+1

= fa

�

g,
- 8s 2 S

N+1

; �

N+1

(butjs; a

�

) = 1

L

; �

N+1

(butjs; a

�

) = n(u(s)).

On peut montrer la proposition suivante :

Proposition 2.3.1 8s 2 S
N+1

; u(s) = N(But
N+1

(s)).
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Preuve :

Par définition deN(But
N+1

(s)) on a :

N(But
N+1

(s)) = max

a2A

s;N+1

min

s

0

2S

N+2

�But

N+2

n(�

N+1

(s

0

js; a)).

Donc,N(But
N+1

(s)) = n(n(u(s))) = u(s).

De la même façon, en étendant l’horizon du problème initial par :
- S

N+2

= fbut; butg,
- But

N+2

= fbutg,
- 8s 2 S

N+1

; A

s;N+1

= fa

�

g,
- 8s 2 S

N+1

; �

N+1

(butjs; a

�

) = u(s); �

N+1

(butjs; a

�

) = 1

L

.

On peut montrer que :

Proposition 2.3.2 8s 2 S
N+1

; u(s) = �(But

N+1

(s)).

Preuve :

Par définition de�(But
N+1

(s)) on a :

N(But
N+1

(s)) = max

a2A

s;N+1

max

s

0

2But

N+2

�

N+1

(s

0

js; a). Donc,�(But
N+1

(s)) =

u(s).

Ainsi, u(s) peut être obtenue, soit comme degré de nécessité soit comme degré de possibilité en
considérant une étape supplémentaire et une seule action disponible à l’étapeN + 1.
Il est important de noter que les actions disponibles à l’étapeN + 1 sont différentes et les utilités
pessimistes et optimistes calculées pour une actiona à une étapet < N +1 ne sont pas des degrés de
nécessité et de possibilité duaux. En effet,�(But

t

(s)) < 1 n’implique pas forcémentN(But
t

(s)) =

0.

2.3.5 Raffiner le critère pessimiste par un crit̀ere optimiste

En général on choisira le critère pessimistev
�

pour discriminer les stratégies, car celui-ci est pru-
dent alors que le critère optimistev� peut conduire au choix de stratégies plus risquées. Cependant,
n’utiliser quev

�

pour classer les stratégies peut se révéler peu discriminant. En conséquence on peut
songer à utiliser le critèrev� pour raffinerv

�

, d’une manière similaire à celle utilisée dans la section
2.2 [FLS98].

Définition 2.3.6 Raffiner le critère pessimiste.

1. d
t!N

>

s

d

0

t!N

ssi l’une de ces deux conditions est vérifiée :

– v

t

�

(s; d

t!N

) > v

t

�

(s; d

0

t!N

) ou

– v

t

�

(s; d

t!N

) = v

t

�

(s; d

0

t!N

) etv�
t

(s; d

t!N

) > v

�

t

(s; d

0

t!N

).

2. d
t!N

est optimale ssi il n’existe aucune stratégied0
t!N

telle qued0
t!N

>

s

d

t!N

.

Il est alors facile de montrer qued
t!N

est optimale ssi elle estv
�

-optimale et maximisev� parmi
l’ensemble des stratégiesv

�

-optimales.
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Ainsi,d0 etd00 sontv
�

-optimales alors qued estv�-optimale.d0 est optimale suivant le critère de choix
raffiné.

Maintenant montrons que l’on peut obtenir par calcul récursif des stratégies optimales suivant le critère
raffiné. Nous gardons les mêmes définitions que précédemment pour le calcul récursif devt

�

(s; a) et
v

t

�

(s) mais nous utilisons maintenantv̂�
t

à la place dev�
t

:

Définition 2.3.7 Calcul récursif du critère optimiste raffinant le critère pessimiste.
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Ainsi, v̂�
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Corollaire 2.3.3 Toute stratégie calculée récursivement par inductionarrière suivant la définition 2.3.7
est optimale pour le critère raffiné.
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Grâce à ces propriétés il est possible de définir encoreun algorithme dans le style “programmation
dynamique”, permettant de calculer une stratégie optimale suivant le critère raffiné. Encore une fois,
comme précédemment, il est possible de le simplifier afin d’éviter certains calculs superflus.

Algorithme 2.3 : CALCUL RÉCURSIF DE STRAT́EGIES OPTIMALES SUIVANT LE CRIT̀ERE RAF-
FINÉ

Données :d, la stratégie optimale,
N , le nombre d’étapes,
S

t

, les ensembles d’états possibles pour chaque étape,
A

s;t

les actions disponibles pour chaque état possible de chaque étape

début
% Initialisations ;
d ; ;
pour s 2 S

N+1
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v̂

�
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% Calcul récursif ;
pour t N jusqu’à 1faire

pour s 2 S
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faire
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% Calcul devt
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% a

� maximisevt
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(s; a) puisv̂�
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d
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(s) a
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(s) v
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) ;
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�
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(s) v

�

t

(s; a

�

)

% Ajout à la stratégie optimale ;
d d [ d

t

fin

Une solution alternative pour raffiner le critère pessimiste pourrait consister en le remplacement de
l’opérateurmin pour calculer la possibilité d’une trajectoire par un opérateur deminimum lexicogra-
phique. Dans ce cas il s’agirait de conserver pour chaque trajectoire, non pas la possibilité de transi-
tion du “chaı̂non le plus faible”, mais toutes les possibilités de transition, rangées par ordre croissant.
Alors, deux trajectoires sont comparées d’abord selon leur élément le plus faible, puis le suivant, etc...

Des méthodes de programmation dynamique ont été propos´ees pour résoudre ce type de problème
(dont on peut montrer qu’il ressemble à des problèmes classiques de programmation dynamique de
type “plus court chemin”), entre autres par Fortemps [For97].

Une autre méthode de raffinement, également applicable dans le cas de décisions non séquentielles,
est suggérée dans [DP95c]. Cette méthode consiste à départager les actionsv

�

-optimales en utilisant
les ordres lexicographiques oudiscrimin([FLS93], voir aussi la section 1.2.1 page 11) sur les vecteurs
dont les coordonnées sont les termesmaxfn(�(s)); �(d(s))g (dans le cas non séquentiel), pours 2 S.
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2.3.6 Exemple

Un robot doit se déplacer dans une salle représentée par la Figure 2.3. Il entre par la case en haut à
gauche (de coordonnées(1; 1)) et son objectif est de se rendre “en bas à droite”. Son but est entière-
ment satisfait si il réussit à rejoindre la case(3; 3) et partiellement si il rejoint l’une des deux cases
adjacentes.
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FIG. 2.3 – Espace d’états et fonction d’utilité.

Les actions disponibles sont (H)aut, (B)as, (G), (D)roite et (R)ester en place. Si le robot choisit de
(R)ester en place, il estcertainde demeurer sur la même case. S’il choisit H, B, G ou D, il est tout
à fait possible qu’il se retrouve dans la case choisie si elle est libre mais il est également possible
qu’il se retrouve dans une des cases voisines. La figure 2.4 montre les possibilités de transition pour
l’action D, les autres se déterminent aisément, par symétrie.
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FIG. 2.4 – Possibilités de transition pour l’action “aller à droite”.

Supposons maintenant que l’horizon du problème soit 5, ce qui signifie que les buts sont proposés
pour l’étape 6. La Figure 2.3 représente la fonction d’utilité �, donc elle représente égalementv

6

�

:
v

6

�

(s

33

) = 1, v6
�

(s

32

) = v

6

�

(s

23

) = 0; 5 etv6
�

(s) = 0 pour les autres états.
Calculons maintenant les actions optimales pour les étatsde S

5

, i.e. la stratégie optimale (pessi-
miste) à l’étape 5. Pour chaque actiona et chaque états, nous avonsu5

�

(s; a) = min

s

0

2S

6

max(1 �

�(s

0

js; a); u

6

�

(s

0

)) (� ne dépend pas de l’étape courante) ainsi queu

5

�

(s) =max
a2fT;D;L;R;Sg

u

5

�

(s; a).
La Figure 2.5 représente les utilités pessimistes de chaque état deS

5

(lorsque celle-ci n’est pas nulle)
ainsi qu’une action optimale pour chacune de ces étapes. Notons que chaque état ne comporte qu’une
seule action optimale associée, excepté pour l’états

33

pour lequel les actions D et B sont également
optimales.
Il nous faut maintenant itérer le processus pour obtenir une stratégie optimale. La Figure 2.6 représente
un tel processus itéré cinq fois. Notons qu’après quatreitérations l’utilité pessimiste associée à chaque
état ainsi que les actions optimales correspondantes ne changent plus. De manière similaire on pourrait
calculer des stratégies optimales suivant le critère optimiste ou suivant le critère raffiné.
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FIG. 2.5 – Actions optimales à l’étape 5.
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FIG. 2.6 – Calcul récursif d’une stratégie pessimiste optimale.

2.4 Conclusion

La principale contribution de ce chapitre consiste en une extension de la théorie de la décision quali-
tative possibiliste à la décision séquentielle. Deux g´enéralisations ont été proposées (la seconde plus
générale que la première), correspondant dans notre modèle aux quadruplets< N; �; B, maximiser
(N,�) > et< N; �;min, maximiserv

�

puisv̂� >. Nous avons proposé des algorithmes, dans le style
de la programmation dynamique, s’appliquant à la résolution de ces problèmes.

Une méthode alternative pour la décision séquentielle possibiliste à été explorée par Da Costa et col.
[DGLM97a], [DGLM97b], [Da 98]. Ces travaux utilisent également des distributions de possibilité
pour représenter les effets des actions. Ils se placent dans un cadre non observable et en conséquence,
plutôt que de calculer des stratégies, ils calculent des plans inconditionnels (ou séquences d’actions),
maximisant la possibilité ou la nécessité d’atteindre un état but. Ils utilisent une représentation des
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actions possibilistes “à la STRIPS” qui évite une énumération complète des états, comme nous le fai-
sons ici et proposent un algorithme de calcul de plans optimaux, plus dans le style “IA et planification”
que dans le style “programmation dynamique”.
Dans le chapitre suivant nous proposerons également une m´ethode de représentation logique des pro-
blèmes de décision sous incertitude possibiliste et des algorithmes de résolution associés, pour le cas
d’une seule étape de décision.

Plusieurs extensions de la programmation dynamique en environnement “flou” ont été proposées. Une
revue de ces extensions peut être trouvée dans [EK98]. Le premier article sur ce thème est celui de
Bellman et Zadeh [BZ70] dans lequel une fonction d’utilitéest utilisée (et les utilités intermédiaires
sont agrégées par leminimum) et les transitions sont soit déterministes soit stochastiques. Ces deux
approches correspondent aux quadruplets< N;D;min; u > et< N; pr;min; �u > respectivement.
La seconde approche est en fait mi-qualitative mi-quantitative: le critère de choix correspond à maxi-
miser l’espérance mathématique d’une fonction d’utilité qualitative. Au contraire, notre approche est
entièrement qualitative (aussi bien du côté des préférences que de l’incertitude).
D’autres travaux importants utilisent la théorie des possibilités pour la décision séquentielle, dont ceux
de Kacprzyk [Kac83, Kac98] et Baldwin et Pilsworth [BP82]. Kacprzyk [Kac83, Kac98] propose de
construire une stratégie maximisant l’utilité optimiste v� grâce à un algorithme de typebranch and
bound. Il propose également des extensions de sa méthode aux casoù l’horizon du problème est in-
fini, voire flou. L’approche alternative de Baldwin et Pilsworth [BP82], basée sur des méthodes de
programmation dynamique, maximise également le critèreoptimiste mais la recherche est effectuée
sur un ensemble flou d’états et la maximisation s’opère surun ensemble flou de décisions, ce qui,
comme le note Kacprzyk, rend l’approche d’une complexité non raisonnable.

Ce chapitre ne propose qu’un ensemble de résultats préliminaires quoique importants. Trois directions
principales peuvent être envisagées pour la suite :

– Considérer la contribution des états et actions interm´ediaires pour l’évaluation globale d’une
stratégie : la manière la plus naturelle de le faire dans uncadre purement qualitatif consisterait
à les combiner par unminimum. Pourv

�

cela pourrait donner :

v

t

�

(s; a) = minfv(s); v(a); min

s

0

2S

t+1

maxfn(�(s

0

js; a)); v

t+1

�

(s

0

)gg;

si on considère que les utilités sont des degrés de satisfaction ou de priorité.

Néanmoins, revenant à l’expression de base de l’utilitépessimiste d’une stratégie� :

v

�

(�) = min

�2TRAJ

maxfn(�(�)); �(�)g;

Toute lattitude est laissée pour le calcul effectif de l’utilité �(�) d’une trajectoire (il en est
de même pour�(�). Cela signifie que l’on peut, par exemple, considérer que l’utilité d’une
trajectoire est fonction d’une somme de récompenses récoltées au long de son parcours, mais
que seul l’ordre entre les sommes associées à chaque treajectoire compte pour la définition de
� (afin de conserver une échelle ordinale). Dans ce cas, on obtient une classe de problèmes
généralisant celui de la recherche de plus court chemin dans un arbre (on retrouve exactement
ce problème si les transitions entre états sont déterministes).

– Se placer en environnement partiellement observable et poursuivre les pistes proposées dans
ce chapitre pour définir une contrepartie qualitative des POMDP et des méthodes de résolution
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adaptées. Les méthodes envisagées pourraient être d’une complexité moindre que celles des
POMDP classiques, grâce aux propriétés des opérateursminimum etmaximum, permettant
d’obtenir un espace de connaissancesfini, à partir d’un ensemble d’étatsfini.

– Enfin, des théories qualitatives de la décision sous incertitude plus générales que celle de l’utilité
possibiliste pourraient être étendues à la décision s´equentielle. En particulier, la théorie basée
sur l’intégrale de Sugeno pourrait être étudiée dans cecadre.

Nous pourrions également nous intéresser à des méthodes de représentation structurée pour les pro-
blèmes de décision qualitative séquentielle : trouver une contrepartie qualitative des réseaux de déci-
sion de Zhang [Zha94] ou utiliser des méthodes de représentation logique (à la STRIPS, par exemple,
comme dans [Da 98]. Ce dernier problème de représentationlogique (et de résolution) de problèmes
de décision sous incertitude qualitative va être abordédans le chapitre suivant, dans le cas non séquen-
tiel.
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Chapitre 3

Une approche logique de la d́ecision
qualitative dans l’incertain basée sur les
ATMS

3.1 Introduction

Nous avons exposé dans le dernier chapitre de la partie bibliographique de cette thèse un certain
nombre de représentations de problèmes qualitatifs de d´ecision sous incertitude.
Nous avons décrit de manière détaillée l’approche de Tan et Pearl [TP94] basée sur les préférences ce-
teris paribus de Doyle et Wellman [DW94], ainsi que celles deBoutilier [Bou94] et de Lang [Lan96].

Dans les théories de la décision sous incertitude que nousavons montrées dans les chapitres 1 et 2 de
la première partie et dans le chapitre 1 de la seconde, les préférences d’un agent sont exprimées par
l’intermédiaire d’une fonction d’utilité (à valeurs r´eelles ou dans une échelle simplement ordonnée)
alors que ses connaissances sont exprimées par l’intermédiaire d’une mesure de l’incertitude: mesure
de probabilité, possibilité, etc...
Cependant, il serait intéressant de proposer une expression plus compacte des préférences et des
connaissances d’un agent, compatible avec une théorie “évoluée” de la décision sous incertitude, plus
riche en tous cas que les théories qui sous-tendent les approches logiques décrites dans le chapitre 3
de la partie I.
Cette expression pourrait être, et c’est l’approche que nous allons proposer, sous la forme de formules
logiques (propositionnelles)valuées, dont nous pourrons déduire les fonctions d’utilité et d’incertitude
correspondantes. Dans ce chapitre, nous supposerons ainsique les préférences et les connaissances
d’un agent seront exprimées par l’intermédiaire de propositions valuées.

Dans la prochaine section nous allons montrer deux approches syntaxiques basées sur lalogique
possibiliste, l’une pessimiste et l’autre optimiste, pour résoudre desproblèmes de décision sous in-
certitude. Dans un premier temps nous considérerons que les préférences et l’incertitude sont binaires
(conséquences buts/non buts, états du monde possibles/impossibles), puis nous envisagerons le cas de
préférences et de connaissances incertainesgraduelles. Les connaissances et les préférences seront
exprimées dans des bases stratifiées de formules logiquespropositionnelles. Nous montrerons alors,
en reprenant nos résultats exposés dans [DPS97b], que lesdeux approches syntaxiques sont respecti-
vement en accord avec les deux fonctions d’utilité qualitative possibilistes, pessimiste et optimiste.



132 CHAPITRE 3. DÉCISION QUALITATIVE ET LOGIQUE

Ensuite, reprenant nos travaux présentés dans [DLPS98a], nous donnerons de brefs rappels sur le
cadre desAssumption-based Truth Maintenance Systems(ATMS) de de Kleer [de 86] et nous mon-
trerons comment un problème de décision qualitative possibiliste peut être codé dans ce cadre. Nous
décrirons alors une procédure appelée MPL (pourModèles Préférés et Littéraux) proposée par Castell
et col. [CCCL96] et basée sur la procédure de Davis et Putnam [DP60] et nous montrerons comment
elle peut être utilisée pour le calcul de décisions optimales, pessimistes ou optimistes.

Le cadre original basé sur les ATMS que nous proposons pour la décision qualitative possibiliste,
peut être généralisé aux calculs de décisions optimales vis-à-vis d’autres critères de décision non-
classiques. Dans la section suivante nous exposerons le lien entre ATMS et décision dans l’incertain
basée sur les fonctions de croyance et de plausibilité. Ces travaux ont été présentés dans [LS97]. Nous
décrirons également un cadre général basé sur les ATMSproposé dans [Sab98], permettant d’intégrer
la représentation de problèmes qualitatifs de décisionsous incertitude, dans lequel outre les hypo-
thèses classiques, sont inclus des symboles de préférence et de décision.

3.2 Décision qualitative sous incertitude et bases stratifíees

3.2.1 Notations

Dans ce chapitre, les lettres majuscules(K;D; P;H; : : :) représentent des ensembles de propositions
(éventuellement littérales). Pour tout ensemble de formulesA, A^ représente la formule conjonction
des propositionsdeA etA_ la formule disjonctiondes propositionsdeA. SiH = fl

i

g est un ensemble
de littéraux,� H = f:l

i

; l

i

2 Hg est l’ensemble constitué de la négation de ces littéraux.

3.2.2 D́ecision dans le cas binaire

Voyons comment on peut décrire un problème de décision sous incertitude dans un cadre logique.
Nous utiliserons, dans cette section et dans la suivante, unvocabulaire contenant des variables pro-
positionnelles de deux types : variables de décision et variables d’état. Les variables de décision sont
contrôlables, ce qui signifie que l’agent-décideur peut fixer leur valeur. Prendre une décision revient
pour l’agent à fixer la valeur de vérité (vraie ou fausse) de toutes les variables contrôlables ou d’une
partie d’entre elles seulement. La valeur de vérité des variables d’états, au contraire, est fixée parla
natureet l’agent n’en a aucun contrôle, même s’il peut exprimer des préférences sur ces valeurs. L’en-
semble des variables de décision est notéD.

K est une base de connaissances (de la logique propositionnelle) décrivant ce que l’agentsait du
monde, ainsi que les contraintes liant éventuellement lesvaleurs de vérité des variables de décision.
P est une autre base, de préférences, décrivant les états-buts de l’agent, i.e. ceux satisfaisant ses
préférences.K etP sont supposées finies, tout comme le langageL considéré.
Supposons dans un premier temps queK etP sont des bases de la logique propositionnelle classique,
représentant des connaissances certaines et des préférencestout ou rien. Un agent dont les connais-
sances certaines sont modélisées parK et les préférencesabsoluesparP va chercher à rendre “vraies”
toutes les formules deP (i.e. à satisfaire ses préférences absolues) en agissant sur les variables de dé-
cision qui contrôlent les modèles deK etP . Unebonnedécision (d’un point de vue pessimiste) sera
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une conjonction de littéraux,d^ (d � D), entraı̂nant la satisfaction de toutes les formules deP lorsque
les formules deK sont supposées vraies. Ainsi, une bonne décisiond

^ doit satisfaire :

K

^

^ d

^

` P

^

: (3.1)

De plus,K^

^ d

^ doit être cohérente, car sinon 3.1 est trivialement satisfaite.

Dans ce chapitre nous supposerons implicitement que le résultat de l’action représentée par la décision
d

^ ne modifie pas le contenu de la baseK qui contiendra, par exemple, des connaissancesgénériques.
Il est doit être clair que cette hypothèse n’est pas toujours vérifiée. Considérons par exemple une base
de connaissancesfactuellesdécrivant que dans une pièce, la porte ou la fenêtre est ouverte. Supposons
que la décision de fermer la porte soit prise. On se retrouvedevant un problème demise à jourdes
connaissances, dans lequel l’action de fermer la porte ne doit pas déboucher sur la conclusion que la
fenêtre est ouverte...
Dans le cas général, donc, on ne devrait pas utiliserK

^

^ d

^, maisK^

� d

^, où� est un opérateur de
mise à jouretK^

� d

^ est le résultat de la mise à jour. Dans ce cas, la cohérencedeK^

� d

^ devrait
être remplacée par la cohérence ded

^ avec la partiefactuelledeK seulement, lorsqueK contient
également des connaissancesgénériques.
L’étude de l’utilisation d’opérateurs de mise à jour estlaissée en dehors de cette thèse : notre seul
propos ici est de faire le lien entre des approches qualitatives de la décision dans l’incertain et repré-
sentation logique. Nous nous contenterons d’une représentation peu raffinée (logique propositionnelle
classique), mais nous mènerons le lien jusqu’à définir des méthodes de résolution opérationnelles.

D’un point de vue optimiste, on peut se contenter de décisions qui sont simplement cohérentes avec
les connaissances et l’obtention des buts, soit telles que :

K

^

^ d

^

^ P

^

6= ?: (3.2)

Ce point de vue est optimiste dans le sens qu’il suppose que les préférences sont satisfaites dès lors
qu’elles sont cohérentes avec la décision prise et les connaissances, i.e. dès que leurs négations ne
peuvent être prouvées.

Ces deux modes de décision présentent une certaine ressemblance avec les deux modes de diagnostic
basés sur les modèles (voir par exemple Hamscher et col. [HCd92]) :diagnostic abductifetdiagnostic
basé sur la cohérence.
Il est alors tentant de coder l’expression logique d’un problème de décision sous incertitude dans le
cadre desSystèmes de maintien de la cohérence basés sur les hypothèses(dont l’abréviation anglaise
est ATMS) de de Kleer [de 86]. Pour mieux s’adapter au cadre des ATMS et utiliser les outils de
résolution correspondants, nous devrons changer le codage des décisions (comme nous le verrons
dans la section suivante), de conjonctions de littéraux enensembles de littéraux positifs.

3.2.3 D́ecision dans le cas stratifíe

Lorsqu’un problème de décision sous incertitude est pos´e sous forme logique, les propositions de
la base de connaissances peuvent être entachées d’incertitude et les préférences peuvent ne pas être
d’égale priorité. Dans la théorie de l’utilité espér´ee, l’incertitude est modélisée par une distribution de
probabilité sur les états possibles du monde, les préférences par une fonction d’utilité sur les consé-
quences et l’agent cherche une décision maximisant l’esp´erance mathématique de la fonction d’utilité.
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Nous allons enrichir notre cadre logique en affectant des degrés decertitudeaux formules de la base
de connaissance et des niveaux de priorité aux formules de la base de préférences. Nous obtenons ainsi
deux bases stratifiées, aptes à modéliser des connaissances et des préférences graduelles. Dubois Lang
et Prade [DLP94] ont montré que la sémantique d’une base dela logique possibiliste (i.e. une base
stratifiée dont les formules sont rassemblées en strates d’égal niveau de certitude ou de préférence)
peut être codée par une distribution de possibilité.
Dans ce paragraphe, nous allons d’abord voir comment un problème de décision sous incertitude peut
être exprimé à l’aide de bases de connaissances et de préférences stratifiées, puis nous montrerons que
la sémantique correspondant à cette expression logique peut être représentée par les fonctions d’utilité
qualitative possibiliste de Dubois et Prade [DP95b].

Dans tout ce chapitre nous supposerons encore que les degrés de certitude et de priorité sont com-
mensurables et appartiennent à la même échelle simplement ordonnée,L, finie comme le langageL.
Le plus grand élément deL sera en général noté 1l et le plus petit, OI , à moins que nous mention-
nions explicitement d’autres notations. Les connaissances et les préférences sont rassemblées dans
deux bases distinctes. La base de connaissances estK = f(�

i

; �

i

)g où �
i

2 L (�
i

> OI ) est un
degré de certitude et les�

i

sont des formules deL dans lesquelles des littéraux de décision peuvent
apparaı̂tre. La base de préférences estP = f( 

i

; �

i

)g; où �
i

2 L (�
i

> OI ) est un degré de priorité
et les 

i

sont également des formules deL dans lesquelles des littéraux de décision peuvent apparaı̂tre.

Avant de poursuivre sur les aspects “techniques” de la décision sous incertitude avec des bases stra-
tifiées, posons-nous la question du “sens” donné aux diff´erents niveaux de préférence ou de certitude
attachés aux propositions de ces bases. Clairement, il revient à l’agent d’exprimer l’ordre depréfé-
renceentre les propositions exprimant ses souhaits. Les différents niveaux decertitude, eux, peuvent
être révélés par un agent unique classant les différentes propositions par ordre de plausibilité. Les
connaissances peuvent aussi être issues de plusieurs sources. Dans ce cas, les sources peuvent avoir
des niveaux de fiabilité (éventuellement différents) etles connaissances doivent être ordonnées selon
ces différents niveaux de fiabilité. D’un autre côté, les sources peuvent être d’égale fiabilité, mais
peuvent exprimer chacune un ordre de “plausibilité” sur les différentes propositions. Dans ce cas, il
nous faut supposer qu’il existe un accord entre les différentes sources sur une signification commune
des différents niveaux de certitude, afin de pouvoir fusionner les ordres de ces sources. Par ailleurs, on
peut tenir compte des niveaux de spécificité des différentes connaissances exprimées (comme dans les
approches de Tan et Pearl ou Boutilier, décrites dans le chapitre 3 de la partie I) et utiliser par exemple
la méthode System Z de Pearl [Pea90] pour ordonner les connaissances (voir aussi (Benferhat, Dubois
et Prade [BDP92])).

Revenons à l’expression de problèmes de décision sous incertitude avec des bases stratifiées. Soit
K

�

(resp.P
�

) l’ensemble des formules de degré de certitude (resp. de priorité) supérieur ou égal à�
(resp.�). Notons que seules les connaissances ou les préférencesde degré de certitude ou de préfé-
rence strictement supérieur à OI sont à prendre en comptepuisqueKOI = POI = L. Dans la suite on
utilisera les notationsK

��

etP
�

�

(avec� < 1l et� < 1l ) pour représenter les ensembles de formules
de degré de certitudestrictementsupérieur à� ou de prioritéstrictementsupérieur à�. En particulier,
KOI = K

� et POI = P

� oùK� et P � sont respectivement les ensembles de toutes les formules de
K ou deP , sans les degrés qui y sont attachés. Remarquons enfin que puisque l’échelleL est finie,
K

��

= K

�

0 etP
�

�

= P

�

0, où�0 est le degré deL immédiatement supérieur à� et�0 le degré immédia-
tement supérieur à�.
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Prendre une décision revient à choisir un sous-ensembled de l’ensemble des décisions disponibles,
D = fl

i

g, dans lequel lesl
i

sont des variables spéciales du langageL. La représentation logique de
cette décision est la conjonctiond^ des variables ded. Si l’ensemble des variables de décision estD,
les variables qui sont hors deD sont appeléesvariables d’état.
Notre objectif est d’ordonner les décisions, et pour ce faire nous utiliserons une fonction d’utilité
syntaxiqueU : P(D) ! S telle qued � d

0

, U(d) � U(d

0

). Dans la suite nous proposerons
deux fonctions d’utilité syntaxiques différentes : Une fonctionU

�

qui est en accord avec une vision
prudente (ou pessimiste) du problème de décision sous incertitude et une fonction aventureuse (ou
optimiste),U�.

Dans le premier cas (prudent), nous cherchons une décisiond (lorsqu’elle existe) telle que :

K

^

�

^ d

^

` P

^

�

(3.3)

avec� élevé et� faible, c’est-à-dire que nous exigeons de la décisiond, qu’avec la partie la plus cer-
taine deK elle induise la satisfaction de toutes les préférences deP , y compris les moins prioritaires.
Nous supposons bien entendu implicitement qued est cohérente avecK

�

, pour les� satisfaisant 3.3.
Un moyen d’assurer cette cohérence est de supposer queK

�

[ d est cohérent, soit que les toutes les
connaissances un tant soit peu certaines sont cohérentes entre elles et autorisent la décisiond. Par
convention, nous attribuerons une utilité OI à toutes lesdécisions qui ne sont pas cohérentes avecK

�,
ce qui éliminera les décisions non autorisées. Par ailleurs, notons que les� satisfaisant 3.3 sont forcé-
ment strictement supérieurs à OI puisqueP

^

OI = L est incohérent.

Idéalement,d, avec uniquement la partie la plus certaine deK (K1l ) doit permettre de satisfaire toutes
les contraintes (ou préférences) deP , de priorité non nulle (POI ). Les pires décisions sont celles qui,
avec toutes les connaissances (même les moins certaines) (KOI ), ne parviennent même pas à inférer
les préférences les plus prioritaires (P1l ). De telles décisions doivent avoir OI pour utilité.
Posonsn, la fonction de renversement deL : si L = OI = �

0

< : : : < �

i

< : : : < �

n

= 1l alors
n(�

i

) = �

n�i

. Supposons qued soit telle queK^

�

^ d

^

` P

^

�

, avec� < n(�). Alors nous devons
avoirK^

�

^ d

^

` P

^

n(�)

parce queP
n(�)

� P

�

, doncP
�

` P

n(�)

.

Réciproquement, si� > n(�) alorsn�1(�) < �, donc puisqueK
�

� K

n

�1

(�)

et P
�

� P

�

et
K

^

�

^ d

^

` P

^

�

, nous obtenonsK^

n

�1

(�)

^ d

^

` P

^

�

. En posant� = n(�), nous obtenonsK^

�

^ d

^

`

P

^

n(�)

.

Donc on peut supposer que� = n(�) dans le problème de maximisation qui devient : maximiser�

tel queK^

�

^ d

^

` P

^

n(�)

, avec� > OI .

Finalement, l’utilité prudente d’une décisiond, définie au niveau syntaxique, prend la forme suivante:

Définition 3.2.1
U

�

(d) = max

�=K

^

�

^d

^

`P

^

n(�)

; K

^

�

^d

^

6=?

�:

etU
�

(d) = OI si f� > OI ; K^

�

^ d

^

` P

^

n(�)

etK^

�

^ d

^

6= ?g = ;.

Si on considère maintenant le cas optimiste, on cherche unedécisiond telle que :

K

^

�

^ d

^

^ P

^

�

6= ? (3.4)
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avec� et � aussi petits que possible (� et � doivent être strictement supérieurs à OI ). En quelque
sorte, on cherche une décisiond qui soit cohérente avec les connaissances les plus certaines et avec la
satisfaction des préférences les plus prioritaires. Du point de vue syntaxique, l’utilité d’une décision
d est définie par :

Définition 3.2.2
U

�

(d) = max

K

^

�

^d

^

^P

^

�

6=?

n(�);

etU�(d) = OI si f� < 1l ; K^

�

^ d

^

^ P

^

�

6= ?g = ;.

Notons queU�(d) = 1l ssiK^

OI
^ d

^

^ P

^

OI
6= ?, c’est-à-dire si la décision est cohérente avec

l’ensemble des connaissances de degré de certitude non nulet des préférences de priorité non nulle.
U

� représente un point de vue optimiste dans la mesure oùU

�

(d) = 1l dès qued est cohérente avec
K etP (on se place d’office dans le meilleur cas).

3.2.4 Śemantique possibiliste de l’expression en logique stratifíee des probl̀emes de
décision sous incertitude

Voyons maintenant quelle est la sémantique de cette expression logique des problèmes de décision
sous incertitude. Nous allons interpréter les�

i

attachés aux strates deK comme les degrés de nécessité
des formules des strates correspondantes deK [ d. A partir de cela on peut calculer une distribution
de possibilité�

K

d

sur
, l’ensemble des interprétations deL, exprimant la sémantique deK (voir par
exemple [DLP94]) :
8! 2 
, �

K

d

(!) = min

(�

i

;�

i

)2K=!j=:�

i

n(�

i

) si ! j= d

^ et �
K

d

(!) = 1l si f�
i

=! j= :�

i

g = ; et
�

K

d

(!) = OI si! 6j= d

^.

La distribution de possibilité�
K

d

ordonne les interprétations suivant leur niveau de possibilité, induit
par les degrés de certitude des formules deK. Cette sémantique est en accord avec l’idée qu’une inter-
prétation! est d’autant moins possible qu’elle viole des formules de degré de certitude élevé. Notons
que puisqueK^

OI
^ d

^ est cohérent,�
K

d

est normalisée, c’est-à-dire qu’il existe une interprétation!

telle que�(!) = 1l .

En interprétant les�
i

attachés aux différentes strates deP comme les degrés de priorité des formules
de P , on peut construire de la même manière une fonction d’utilité � sur
 (! est d’autant plus
“satisfaisante” qu’elle viole moins de contraintes à forte priorité) :

�(!) = min

( 

j

;�

j

)2P;!j=: 

j

n(�

j

):

et�(!) =1l si f 
j

=! j= : 

j

g = ;.

Comme nous l’avons montré dans [DPS97b], les deux fonctions d’utilitéU
�

etU� que nous venons
de définir “syntaxiquement” peuvent s’exprimer en fonction de la distribution de possibilité�

K

d

et de
la fonction d’utilité� :

Théorème 3.2.1Expression sémantique deU
�

(d).

U

�

(d) = max

�=K

^

�

^d

^

`P

^

n(�)

� = min

!2


max(n(�

K

d

(!)); �(!)):
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Preuve : (pour une échelleL finie)

- 8!=! j= d

^

; (! j= K

�

[ d), (8(�

i

; �

i

) 2 K;�

i

� �) ! j= �

i

)

, (8(�

i

; �

i

) 2 K;! j= :�

i

) �

i

< �), (min

(�

i

;�

i

)2K=!j=:�

i

n(�

i

) > n(�))

, �

K

d

(!) > n(�).

- De la même manière on peut montrer que(! j= P

n(�)

, (�(!) � �)

- Utilisons ces résultats dans la suite :
8�=� > OI , (K^

�

^ d

^

` P

^

n(�)

), (8!, ! j= K

�

[ d) ! j= P

n(�)

)

, (8!; �

K

d

(!) > n(�)) �(!) � �), (8!; n(�

K

d

(!)) < �) �(!) � �))
, (8!;max(n(�

K

d

(!)); �(!))� �), (min

!2


max(n(�

K

d

(!)); �(!))� �).

- Ainsi, nous avons montré que

8� > OI ; (K^

�

^ d

^

` P

^

n(�)

), (min

!2


max(n(�

K

d

(!)); �(!))� �).

- Il devient alors facile de montrer que
min

!2


max(n(�

K

d

(!)); �(!))� max

�=K

^

�

^d

^

`P

^

n(�)

�, en passant à la limite.

- L’inégalité réciproque peut être montréepar l’absurdeen supposant que

min

!2


max(n(�

K

d

(!)); �(!)) = � >max

�=K

^

�

^d

^

`P

^

n(�)

�.

Alors, puisquemin

!2


max(n(�

K

d

(!)); �(!))� � )K

^

�

^d

^

` P

^

n(�)

, nous obtenons

une contradiction avec l’hypothèse de départ, ce qui prouve le résultat.

Ce résultat est proche d’un résultat prouvé par Prade [Pra82], exprimant la nécessité d’un ensemble
flou en fonction d’alpha-coupes, dans le cas d’une échelle continue [0,1], en remarquant que l’expres-
sion sémantique contenue dans le théorème 3.2.1 exprimela nécessité d’un événement flou.

Un théorème similaire peut être montré dans le cas optimiste :

Théorème 3.2.2Expression sémantique deU�(d).

U

�

(d) = max

�=K

^

�

^d

^

^P

^

�

6=?

n(�) = max

!2


min(�

K

d

(!); �(!)):

Preuve : (pour une échelle finie)

- 8�=K^

�

^ d

^

^ P

^

�

6= ?; 9!

�

=!

�

j= K

�

[ d[ P

�

- !� j= K

�

[ d, 8(�

i

; �

i

) 2 K;�

i

> �) !

�

j= �

i

, 8(�

i

; �

i

) 2 K;!

�

j= :�

i

) �

i

� �, min

i;!

�

j=:�

i

n(�

i

) � n(�)

, �

K

d

(!

�

) � n(�)

- de la même manière on peut montrer que!

�

j= P

�

, �(!

�

) � n(�).

Ainsi, on a montré que9!�=!� j= K

�

[ d[ P

�

,min(�

K

d

(!

�

); �(!

�

)) � n(�), c’est
à dire,8�=K^

�

^ d

^

^ P

^

�

6= ?, max

!2


min(�

K

d

(!); �(!)) � n(�)

- par passage à la limite, on montremax

�=K

^

�

^d

^

^P

^

�

6=?

n(�) � max

!2


min(�

K

d

(!); �(!))

- L’inégalité réciproque peut être montrée par l’absurde de la même manière que dans la
preuve du théorème 3.2.1 en supposantquemax

�=K

^

�

^d

^

^P

^

�

6=?

n(�) < max

!2


min(�

K

d

(!); �(!))
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Comme on pouvait s’y attendre, les expressions sémantiques des fonctions d’utilité syntaxiquesU
�

etU� sont exactement les fonctions d’utilité qualitative possibilistesv
�

etv� telle que nous les avons
décrites en détails dans le chapitre 1 de cette partie.

Nous avons donc maintenant à notre disposition un moyen d’expression logique des problèmes de
décision sous incertitude possibiliste. Dans la prochaine section de ce chapitre nous allons proposer
des méthodes et algorithmes de résolution pour ces nouveaux problèmes logiques, qui ne requièrent
pas de repasser à une expression sémantique et de résoudre un problème d’optimisation. Nous avons
proposé ces méthodes et algorithmes basés sur une procédure d’évaluation sémantique de type Davis
et Putman décrite dans [CCCL96], dans [DLPS98a] et [DLPS98b].

3.3 Repŕesentation logique et calcul de solutions optimales pour des
probl èmes de d́ecision sous incertitude possibiliste

Nous allons présenter dans cette section une méthode de calcul de décisions possibilistes optimales,
proposée dans [DLPS98b]. Nous décrirons des algorithmesbasés sur l’utilisation de la procédure
MPL (pourModèles préférés et littéraux), initialement donnée dans [CCCL96].
La procédure MPL est donnée en annexe A page 159 (pour une description complète, voir [CCCL96])
et nous montrerons comment calculer les décisions cohérentes avecK etP en utilisant un seul appel
à MPL, alors qu’en effectuant deux appels à cette même procédure on peut calculer le “label” deP .
Avant de passer à la procédure MPL nous allons donner quelques notions sur le cadre des ATMS et
son application à la décision dans l’incertain qualitatif.

3.3.1 ATMS et d́ecisions

Les ATMS ont été introduits par de Kleer [de 86]. Considérons un ensembleS de symboles pro-
positionnels, séparé en deux sous-ensembles :H un ensemble desymboles hypothèseset NH, un
ensemble desymboles non-hypothèses. Un ensemble d’hypothèses est appeléenvironnement. Un en-
vironnementE est ditincohérentpour une base de clausesK si et seulement siK^

^ E

^

` ?. Un
environnement estcohérentsi et seulement si il n’est pas incohérent.

Définition 3.3.1 Un “nogood” est un environnement incohérent minimal pour l’inclusion ensembliste
(i.e.E est un nogood ssiK^

^ E

^

` ? et 6 9E0 � E=K^

^ E

0^

` ?).

Définition 3.3.2 Le label d’une formule , noté label
K

( ), est l’ensemble des environnementsE

i

cohérents, minimaux pour l’inclusion ensembliste tels queK^

^ E

^

i

`  

1.

Exemple 3.3.1SoitK = fA b ! c; B ! b; c !g. S = fA;B; b; cg.H = fA;Bg. ffA;Bgg est
l’ensemble des nogoods deK. label

K

(b)=ffBgg, label
K

(c)=fg, label
K

(A)=ffAgg,
label

K

(B)=ffBgg.

Les hypothèses de l’ATMS peuvent être utiles dans le calcul de décisions optimales. Les actions seront
modélisées par des ensembles de littéraux positifs deD, cohérents avecK. Ainsi, D jouera le rôle
de l’ensemble d’hypothèsesH d’un ATMS. Lorsqu’une action (ou décision)d contient un ensemble
de littéraux positifs,d ne doit pas être interprétée comme une séquence d’actions, mais comme une

1. Ces définitions diffèrent légèrement de celles proposées par de Kleer. La notion de label, par exemple, était originel-
lement définie par rapport à un littéral.
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action unique, consistant en l’affectation de valeurs de v´erité positives aux littéraux ded. L’ensemble
des décisions qui satisfont la propriété 3.1 et dont aucun sous ensemble strict ne satisfait 3.1 (lorsque
les décisions sont vues en termes d’ensembles) peut être vu comme une extension de la notion de label
d’un littéral au sens de de Kleer [de 86] au label d’une conjonction de formules,label

K

(P

^

).

Exemple 3.3.2Les actions disponiblessont d’acheter zéro, un ou deux objets. L’ensemble de décision
estD = fZero; Un;Deuxg et K doit contenir au moins les contraintes exprimant le caract`ere
exclusif des différentes actions :fZero _ Un _ Deux;:Zero _ :Un;:Zero _ :Deux;:Un _
:Deuxg � K.
Dans cet exemple, les décisions cohérentes avec les contraintes sont :d

1

= fZerog, d
2

= fUng,
d

3

= fDeuxg.

Nous allons traduire un problème de décision qualitativepessimiste binaire dans le langage des ATMS.
Pour cela, on définit l’ensemble des variables hypothèses:H = D. Supposons queK soit la base de
connaissances du problème de décision, exprimée sous une forme normale conjonctive et considérons
la base de préférencesP sous la forme d’une formuleP^. Une décisiond est un sous-ensemble de
H = D. Pour toute décisiond telle queK^

^d

^

` P

^ etK^

^d

^

6= ? il existe au moins un élément
E delabel

K

(P

^

), sous ensemble deH tel queE � d.

Proposition 3.3.1

K

^

^ d

^

` P

^

et K

^

^ d

^

6= ? si et seulement si 9E 2 label

K

(P

^

) t:q: E � d

Preuve: immédiate en considérant la définition d’un label.

Une bonne action (au sens pessimiste) pour un problème de d´ecision sous incertitude binaire est
donc un sur-ensemble cohérent d’un élément delabel

K

(P

^

). Dans la suite nous nous intéresserons
seulement aux décisions minimales pour l’inclusion ensembliste, i.e. les éléments delabel

K

(P

^

).
SoitK^

= �

1

^�

2

: : :^�

n

etP^ =  

1

^ 

2

^ : : :^ 

m

. Trouver toutes les décisionsdmaximisant�
tel que :K^

�

^d

^

` P

^

n(�)

etK^

�

^d

^

6= ? est équivalent à trouverlabel
K

�

(P

n(�)

) 6= fgmaximisant
�.

3.3.2 Calcul de d́ecisions optimales, optimistes et pessimistes,à l’aide de la procédure
MPL

Nous utilisons la procédure MPL introduite dans [CCCL96] pour le calcul de labels. L’objectif de cette
procédure est le suivant :Étant donné une formule�, exprimée sous forme normale conjonctive (FNC)
et comportant deux types distincts de littéraux, MPL calcule une projection de� sur l’ensemble des
littéraux d’un des deux types. Cette projection est une formule sous forme normale disjonctive (FND)
qui est une représentation minimale de l’ensemble des mod`eles de�, restreints à ce type de littéral. On
peut montrer que les nogoods d’une base de connaissances (ausens des ATMS) peuvent être calculés
facilement par cette procédure.

L’algorithme MPL est basé sur une procédure énumérative du type Davis et Putnam [DP60]. Le pro-
blème du calcul de la satisfaisabilité d’un ensemble de clauses (SAT) est un problème NP-complet.
Parmi les algorithmes complets qui résolvent le problèmeSAT, certains parmi les plus efficaces, uti-
lisent un algorithme du type Davis et Putnam [DP60], [DLL62].
Tous les éléments de base d’un ATMS : labels, nogoods, etc.peuvent être calculés par l’algorithme
MPL et ce sans utiliser la phase de minimisation présente dans les algorithmes de de Kleer [de 86]
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puisque les modèles calculés par MPL sont minimaux.

Nous décrivons sommairement la procédure MPL, ainsi que son application au calcul des différents
éléments d’un ATMS dans l’annexe A page 159. Pour une description plus détaillée, on se réferera à
[CCCL96] ou [CCCL98].

Décisions optimistes

L’application de la procédure MPL au calcul de décisions optimistes est immédiate. SoientK et P
les bases (mises sous forme normale conjonctive) représentant les connaissances et les préférences
d’un agent. Pour toute décisiond telle queK^

^ d

^

^ P

^

6= ? il existe au moins un élémentE de
MPL(K [ P; fg; D) tel queE � d.

Proposition 3.3.2

K

^

^ d

^

^ P

^

6= ? � 9E 2MPL(K [ P; fg; D) t:q: E � d

La preuve est immédiate en partant de la définition des mod`eles D-restreints minimaux (voir la défi-
nition A.1.3 page 159).

Une bonne décision (optimiste) est donc un sur-ensemble cohérent d’un élément deMPL(K [

P; fg; D). Dans la suite nous nous limiterons, parmi les bonnes décisions, à celles qui sont minimales
pour l’inclusion ensembliste.
SoitK^

= �

1

^ �

2

: : : ^ �

n

etP^ =  

1

^  

2

^ : : : ^  

m

. Trouverd maximisantU�(d) = n(�) tel
que :K^

�

^d

^

^P

^

�

6= ? (voir définition 3.2.2) est équivalent à trouverMPL(K

�

[P

�

; fg; D) 6= fg

minimisant�.
Cette méthode à une restriction :K^

^ P

^ doit être sous forme normale conjonctive (FNC), doncP

^

doit être sous FNC, ce qui signifie queP ne doit contenir que des clauses.

L’algorithme suivant calcule les meilleures décisions, ´etant donnéesK etP , en accord avec le critère
de l’utilité qualitative optimiste :

Algorithme 3.1 : DÉCISIONS OPTIMISTES

% algorithme simple calculant les décisions optimistes optimales ;
Données : K base de connaissances stratifiée, P base de préférences graduelles, D l’ensemble des

symboles de décision.

Résultat : -�� tel quen(��) est l’utilité de la meilleure décision optimiste,
- D l’ensemble des décisions optimistes optimales.

début
� OI % a priori on utilise toutes les connaissances ;
D  MPL(K

�

[ P

�

; fg; D) ;
tant que D = fg et� < 1l faire

Inc(�) % On élimine la strate la moins certaine deK et la moins prioritaire deP ;
D  MPL(K

�

[ P

�

; fg; D) ;

retourner < n(�);D > ;

fin
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Décisions pessimistes

Les nogoods et labels d’un ATMS en utilisant un ou deux appelsà la procédure MPL (voir l’annexe A
page 159). L’avantage principal de l’utilisation de la procédure MPL réside dans le fait qu’elle permet
de calculer le label d’un littéral sans avoir à calculer celui de tous les autres, comme dans la technique
de de Kleer. De plus, un ATMS basé sur MPL peut être appliqu´e à n’importe quel ensemble de clauses
(représenté par une formule sous FNC) et permet de calculer de la même manière le label d’un littéral,
d’une disjonction ou d’une conjonction de littéraux. Le calcul d’un label présuppose le calcul des
nogoods afin d’enlever du label les environnements incohérents. Le calcul des nogoods et des labels
s’effectue de la même manière, en partant deK

^ pour les nogoods et deK^

^ :� pour le calcul du
label de�.

Algorithme 3.2 : DÉCISIONS PESSIMISTES

% algorithme basé sur la procédure MPL ;
% SoitP

(�)

= P

�

� P

�

. P
(�)

est l’ensemble des préférences de priorité�;
%� représente le niveau (de certitude ou de priorité);
% de la prochaine strate non vide sous� ;
Données :K la base de connaissances,

P la base de préférences,
D l’ensemble des symboles de décision.

Résultat :�� l’utilité de la meilleure décision pessimiste,
D l’ensemble des meilleures décisions pessimistes.

début
� 1l % on commence par la strate la plus certaine ;
S  fg ;
tant que S = fg et� > OI faire

% on commence par calculer les nogoods deK

�

;
NG

0

 MPL(K

�

; fg;�D) % premier appel à MPL ;
NG �MPL(:NG

0

; fg; D)% NG contient les nogoods deK
�

;
S

0

 MPL(K

�

[ � P1l ; fg;�D) % ;
S  �MPL(:S

0

;� NG;D)% S contient le label deP1l ;
�  1l ;
tant que � > n(�) et S 6= fg faire

S

0

 S

0

^MPL(K

�

[ � P

(�)

; fg;�D) ;
% S contient le label deP

�

;
S  MPL(:S

0

;� NG;D) ;
Dec(�) ;

siS = fg alors� max(�; n(�)) ;

retourner < �; S > ;

fin

Nous sommes maintenant à même de décrire un algorithme pour le calcul de décisions pessimistes.
Nous devons calculer d’abord les nogoods, puis le label.K

^

^ (� P )

^ doit être sous forme normale
conjonctive, doncP_ doit être sous forme normale disjonctive. PuisqueP est sous FNC, la procédure
n’acceptera comme bases de préférences que des clauses oudes phrases (les deux types de formule
sont à la fois sous forme normale conjonctive et disjonctive). Pour calculer le label de formules sous
FNC il nous faut utiliser une particularité de la procédure MPL : le label d’une conjonction ^ �
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peut être calculé à partir des labels de et � (proposition A.3.3). Cette propriété permet également
d’interrompre le calcul du label d’une conjonction de formules dès qu’un label “intermédiaire” est
trouvé vide.
Illustrons le fonctionnement de cet algorithme sur un exemple :

Exemple 3.3.3K etP contiennent chacune 5 niveaux (les deux échelles sont commensurables). En
premier lieu, on ne prend en compte que la strate la plus certaine deK et on calcule successivement
les labels deP

4

, P
3

, P
2

et finalement deP
1

qui est le premier que l’on trouve vide (voir Figure 3.1).
Maintenant� prend la valeurmax(�; n(�)) = max(3; 3) = 3. on considère alorsK

3

en plus deK
5

K P

4

3

2

1

0

4

3

2

1

0

FIG. 3.1 – Exemple

et on calcule les labels. Une fois de plus les labels deP

4

,P
3

etP
2

, sont trouvés non-vides (voir Figure
3.2), la valeur de� devient 1, ce qui n’est pas strictement supérieur àn(�) = 1. C’est pourquoi,�
reste inchangé, et puisqueS 6= fg, l’algorithme retourne� etS.

4

3

2

1

0

4

3

2

1

0

K P

FIG. 3.2 – Exemple (suite)

Remarques sur l’implémentation

On doit remarquer que l’algorithme n’utilise pas l’hypoth`ese queK^

OI ^ d
^ est cohérent : pour chaque

valeur�, les nogoods deK
�

sont calculés et les décisions retournées par l’algorithme avec l’utilité�
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sont garanties cohérentes avecK

�

. En supposant (comme nous l’avons fait plus tôt dans ce chapitre)
queK^

OI ^d
^ est cohérent on pourrait simplifier l’algorithme, puisquele calcul des nogoods deviendrait

inutile. Qui plus est, lorsqu’une strate de connaissances supplémentaire est prise en compte il devient
inutile de recalculer les labels des strates de préférences trouvées non vides auparavant, puisqu’en
ajoutant des connaissances “cohérentes” on ne peut rendreces labels vides. Donc dans la seconde
boucle,� ne doit pas forcément être réinitialisé à 1l .
Néanmoins l’algorithme que nous avons proposé ici, quoique plus complexe, a l’avantage de pouvoir
fonctionner avec des bases de connaissances et de préférences partiellement incohérentes.

L’aspect “anytime” de l’algorithme MPL peut être remarqu´e ici. Si l’on arrête l’algorithme avant sa
fin normale, on peut obtenir éventuellement un sous-ensemble de l’ensemble des décisions optimales.
Ceci peut être utile, par exemple, si l’on ne cherche qu’unedécision optimale et/ou son utilité et non
pastoutesles décisions optimales.

Exemple

Reprenons l’exemple de Savage que nous allons exprimer en logique. Rappelons le tableau résumant
le problème de décision :

État du monde
Action oeuf sain (s) oeuf pourri (p)
Casser l’oeuf omelette à 6 pas d’omelette, 5
dans le bol (CB) oeufs (6O) oeufs gâchés (G)
Le casser dans omelette à 6 oeufs omelette à 5 oeufs
une tasse (CT) une tasse à laver (6T)une tasse à laver (5T)
Le jeter (J) omelette à 5 oeufs omelette à 5 oeufs

un oeuf gâché (5G) (5O)

Nous allons exprimer les connaissances et les préférences de l’agent sous la forme de propositions lo-
giques valuées. Les connaissances “certaines” représentant le résultat de chaque action lorsque l’état
du monde est connu sont faciles à modéliser par des propositions logiques. Par exemple, savoir que
casser l’oeuf dans le bol (CB) donne une omelette à six oeufs(6O) si celui-ci est sain (s) se traduit par :
CB ^ s ! 6O. La seule connaissance incertaine est celle concernant l’´etat de fraı̂cheur de l’oeuf :
sain (s) ou pourri (p).

Les préférences sont modélisées par des propositions auxquelles sont attachés des degrés de prio-
rité. En termes logiques, siL = f0; 1; 2; 3; 4; 5g, la base de préférence estP = f(:G; 5), (:OG; 4),
(:T _ :5O; 3), (:5O; 2), (:T; 1)g, où T signifie “tasse à laver” etOG signifie “un oeuf gâché”.
On rappelle que la fonction d’utilité qualitative sémantique associée,�, est définie par�(!) =

minfn(�

j

)t:q:( 

j

; �

j

) 2 P et! j= : 
j

g. On vérifie que l’interprétation syntaxique ci-dessus corres-
pond à la fonction d’utilité sémantique�(6O) = 5, �(6T ) = 4, �(5O) = 3, �(5T ) = 2, �(5G) = 1,
�(G) = 0, donnée dans le chapitre 1 de la partie II.

Dans cet exemple, la base de préférences est relativementréduite. La base de connaissancesK est plus
importante puisqu’elle comprend la description de toutes les actions dans tous les états du monde, les
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connaissances sur l’état réel du monde et les contraintesentre les variables de décision :

// Base de connaissances K

Strate 5
// les décisions CB, CT et J sont mutuellement exclusives ;
CB _ CT _ J ;
:CB _ :CT ;
:CB _ :J ;
:CT _ :J ;

// on obtient une omelette à six oeufs ssi l’oeuf est sain et
// si on le casse dans l’omelette ou dans la tasse ;
s ^ CB ! 6O ;
s ^ CT ! 6O ;
6O ! s ;
:6O _ :J ;

// on obtient une omelette à cinq oeufs ssi l’oeuf est pourriet
// si on le casse dans la tasse, ou si on le jette ;
J ! 5O ;
p ^ CT ! 5O ;
5O ! J _ p ;
:5O _ :CO ;

// on à une tasse à laver ssi on y casse l’oeuf ;
CT ! T ;
T ! CT ;

// Un oeuf est gâché ssi on jette un oeuf qui est sain ;
s ^ J ! OG ;
OG! s ;
OG! J ;

// l’omelette est gâchée ssi on y casse un oeuf pourri ;
p ^ CB ! G ;
G! CB ;
G! p ;

// un oeuf est soit sain soit pourri ;
:s _ :p ;
s _ p ;

Strate 2
// dans cet exemple on est relativement convaincu que l’oeufest sain ;
s ;
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Faisons tourner les algorithmes de recherche de décisionsoptimales optimiste et pessimiste sur cet
exemple :

– Décision optimiste
Première étape :� = OI = 0.
Le calcul de MPL(KOI [ POI ,fg,D) retourne la solutionfCBg.
L’utilité optimiste de cette solution estn(�) = 1l .

– Décision pessimiste
Première étape :� = 1l = 5.
Calcul des nogoods :NG = ffCB;CTg; fCB; Jg; fCT; Jgg.
Calcul du label de:G ^ :OG ^ (:5O _ :T ) ^ :5O ^ :T (n(�) = 1):
Label

K

�

(:G) = ffCTg; fJgg.� = 5.
Label

K

�

(:G^ :OG) = ffCTgg. � = 4.
Label

K

�

(:G^ :OG ^ (:5O _ :T ) = fg. � = 3.
Stop. On essaie avec� = n(�) = 2 (la nouvelle valeur de� estmax(�; n(�)) = 2 puisque
K

(4)

etK
(3)

sont vides).
Deuxième étape :� = 2.
Calcul des nogoods :NG = ffCB;CTg; fCB; Jg; fCT; Jgg.
Calcul du label de:G ^ :OG (n(�) = 4):
Label

K

(:G) = ffgg. � = 5.
Label

K

(:G ^ :OG) = ffCTg; fCBgg. � = 4.
Stop.n(�) > 3 = �.
Les décisions pessimistes optimales sachant queN(s) = 2 sontCB etCT , d’utilité pessimiste
� = 2.

Remarques

– Les deux bases représentant les connaissances et les préférences d’un agent et en particulier
la base de connaissances de cet exemple peuvent exprimer plus que ce qui est réellement né-
cessaire pour résoudre le problème de décision. Cependant l’agent est en général incapable
de distinguer, parmi ses connaissances, lesquelles vont r´eellement être utiles à la résolution
du problème de celles qui ne le seront pas. En fait, l’agent ne se préoccupera que d’exprimer
suffisamment de connaissances pour calculer des décisionsoptimales, d’autant plus que la re-
dondance des informations n’est pas un problème pour les procédures de décision que nous
avons définies.

– Nous avons vu, dans cette section, que l’on pouvait coder unproblème de décision sous in-
certitude possibiliste dans le langage des ATMS, et nous avons proposé des algorithmes de
résolution, faisant appel à des procédures spécifiquesappliquées aux ATMS. Dans la section
suivante, nous allons approfondir le lien entre abduction et décision pessimiste, satisfaisabilité
et décision optimiste.

3.4 Extension du lien entre d́ecision et abduction

Nous allons exposer en premier lieu une généralisation ducadre des ATMS dans laquelle les symboles
distingués ne représenterons pas seulement les hypothèses (donc la connaissance incertaine), mais
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aussi des contraintes (ou préférences et des décisions applicables. Cette généralisation proposée dans
[Sab98] peut être spécialisée, en “valuant” les symboles distingués, à la représentation et au calcul
de décisions possibilistes pessimistes, mais aussi de décisions optimales au sens des fonctions de
croyance de Shafer [Sha76], comme nous l’avons montré dans[LS97].

3.4.1 D-ATMS : une ǵenéralisation du cadre des ATMSà la représentation de pro-
blèmes de d́ecision sous incertitude

Jusqu’ici nous avons exposé une méthode de représentation et de résolution de problèmes de décision
sous incertitude possibiliste basée sur les ATMS (pour le cas pessimiste). La méthode de calcul propo-
sée, basée sur la procédure MPL est incrémentale. L’ensemble des symboles hypothèses est constitué
des symboles de décision (D), la base de connaissances est réduite aux connaissances certaines au
départ, puis augmentée au fur et à mesure. Dans une boucleintérieure, on cherche les labels des
préférences, en “incorporant” celles-ci une à une.
La méthode de calcul proposée prend bien entendu appui surles propriétés spécifiques de la procé-
dure MPL. Cependant, nous allons voir que l’on peut facilement représenter un problème de décision
sous incertitude possibiliste dans le cadre général des ATMS (classiques), en considérant un ensemble
d’hypothèses, constitué non seulement des symboles de d´ecision, mais également de symboles repré-
sentant l’incertitude et les préférences. Alors, à partir d’un calcul de label classique, on obtient en
quelque sorte une “stratégie”, i.e. une fonction qui associe à chaque état du monde les décisions per-
mettant de satisfaire certaines des préférences. Nous verrons dans les deux paragraphes suivants qu’à
partir de ces labels ou stratégies et en attachant des valeurs aux symboles représentant l’incertitude
et les préférences, on peut calculer des décisions optimales, au sens de l’utilité qualitative pessimiste
ou au sens de l’utilité basée sur les fonctions de croyance, proposée par Jaffray et Wakker [JW94] et
décrite dans le chapitre 2 de la partie I.

Un D-ATMS est un ATMSorienté vers la décision. La différence principale avec le cadre classique
est que l’ensemble d’hypothèses est partagé entre les symboles hypothèses, les symboles de décision,
et les symboles buts.

Définition 3.4.1 Un D-ATMS est défini par le quintuplet:< L; K;H;D;B >, où:
- L est le langage,
- K est l’ensemble de formules deL, exprimant les connaissances de l’agent,
- H est un ensemble de symboles hypothèses2,
- D est un ensemble de symboles de décision,
- B est un ensemble de symboles, constituant le but à atteindre.

Le langage peut comprendre des symboles qui ne sont pas dansH [D [B.

Exemple 3.4.1Le parapluie.
Cet exemple initialement proposé par Boutilier a été repris dans [DP95b]. Il s’agit de déterminer,
sachant qu’il risque de pleuvoir, s’il vaut mieux prendre unparapluie ou non.
H contient deux symboles,PLUIE etNONPLUIE, déterminant s’il va pleuvoir ou non,D contient
deux symbole représentant les deux actions “prendre un parapluie” et “ne pas prendre de parapluie”,
PARA etNONPARA,. Enfin,B contient deux symbolesB

1

etB
2

, correspondant aux deux objec-
tifs de l’agent : ne pas être mouillé, et garder les mains libres en ne portant pas de parapluie. La base

2.H est différent de l’ensemble des symboles hypothèses des ATMS classiques: l’ensemble des symboles hypothèses
d’un D-ATMS est constitué deH [D [B.
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de connaissancesK comprend des formules modélisant les conséquences des actions :
PARA ! :mouille : si on prend un parapluie on n’est pas mouillé,
PLUIE ^NONPARA! mouille : s’il pleut et qu’on est sans parapluie, on est mouillé,
:PLUIE ! :mouille : s’il ne pleut pas, on n’est pas mouillé,

Mais aussi des formules modélisant les préférences de l’agent :
:mouille! B

1

: notre premier but est de ne pas être mouillé,
NONPARA! B

2

: notre second but est de ne pas porter de parapluie,
B

1

B

2

! BUT : BUT est un symbole supplémentaire dont on calculera le label afin de déterminer
les actions optimales.

Et enfin des formules exprimant les contraintes entre variables de décision ou variables incertaines :
:PLUIE $ NONPLUIE,
:PARA $ NONPARA.

En effectuant un calcul de label classique sur le symboleBUT , avec pour ensemble d’hypothèses
fPLUIE;NONPLUIE;B

1

; B

2

; PARA;NONPARAg, on obtient :
label

K

(BUT ) = ffB

1

; B

2

g; fB

2

; PARAg; fNONPARA;B

1

g; fNONPLUIE;B

2

g; fNONPLUIE;NONPARAgg

A l’examen delabel
K

(BUT ) on obtient des informations sur les effets des actions, en terme de sa-
tisfaction des préférences. Chaque environnement du label constitue unmoyende satisfaire le BUT.
Par exemple, l’environnementfB

2

; PARAg suggère que le fait de prendre un parapluie permet de
satisfaireB

1

(rester au sec), le fait de ne pas en prendre permet de satisfaire B
2

(environnement
fNONPARA;B

1

g) et permet de satisfaire toutes les préférencess’il ne pleut pas(environnement
fNONPLUIE;NONPARAg)

3.

Plus généralement, tout environnementE est constitué d’un ensemble de symboles représentant les
hypothèses (EH), d’un ensemble de symboles de décision (E

D) et d’un ensemble de symboles de
préférences, ou buts (EB). Chaque environnementE peut alors être interprété intuitivement par : “Si
l’action (cohérente avecK) que je choisis est un sur-ensemble deE

D, si l’ensemble des hypothèses
satisfaites par le monde réel contientE

H alors toutes les préférences autres que celles contenuesdans
E

B sont satisfaites” (en effet : les préférences contenues dansEB sont nécessaires pour atteindre le
but).

Maintenant que nous avons défini le cadre des D-ATMS, nous allons voir dans les deux paragraphes
qui suivent comment on peut, en partant de l’expression delabel

K

(BUT ) et en attachant des valeurs
aux symboles de préférence et d’incertitude, calculer l’utilité des actions disponibles. Comme nous
l’avons montré dans [Sab98], suivant que l’on attache des degrés de priorité aux préférences et des
degrés de certitude aux hypothèses ou des utilités additives et des degrés de probabilité, on pourra
calculer les utilités des actions au sens de l’utilité qualitative possibiliste pessimiste ou au sens de
l’utilité basée sur les fonctions de croyance.

3. La méthode suppose que laseulemanière d’obtenirBUT est de prouver tous ses sous-butsB

1

; B

2

; : : : Ainsi, on est
certain que si un sous-but est absent d’un des environnementdelabel

K

(BUT ) c’est que celui-ci est satisfait. Cette méthode
à l’avantage d’intégrer en un seul label toutes les informations nécessaires au calcul de décisions optimales, néanmoins si on
cherche seulement les actions permettant d’obtenir un sous-but donné, on pourra préférer utiliser des symboles de données
et non d’hypothèses pour les sous-buts. Un ATMS classique permettra d’obtenir les labels (actions et hypothèses) de chaque
donnée (dont les sous-buts).
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3.4.2 D-ATMS et utilit é qualitative pessimiste

Dans l’expression logique des problèmes de décision sousincertitude qualitative possibiliste que nous
avons proposée, les bases de connaissances et de préférencesK etP sont stratifiées, i.e. les formules
sont rassemblées en strates de niveau de certitude ou de priorité donné. Faire entrer un tel problème
dans le cadre des D-ATMS est aisé. Il suffit de :

– Rajouter un ensemble de symboles hypothèsesfH

i

g, un par strate de connaissances de certitude
donnée.

– Rajouter un ensemble de symbolesfB
i

g exprimant chacun la satisfaction de toutes les préfé-
rences d’un niveau de priorité donné.

Ensuite, nous pouvons regrouper les deux bases stratifiéesK etP en une nouvelle base,non stratifiée
K

0. Pour ce faire, nous remplaçons chaque clause� de la strate deK de niveaui par la clauseH
i

! �.
Le problème de la base de préférences est un peu plus complexe. A chaque strate de la base de préfé-
rences correspond un symboleB

j

. B
j

exprime la satisfaction de toutes les préférencesf 

1

j

;  

2

j

; : : :g

de niveau de prioritéj. La formule que l’on doit rajouter àK0 pour chaque strate de préférences est
donc 1

j

^  

2

j

^ : : :! B

j

. Le problème est que les formules ajoutées ne sont plus desclauses lorsque
les strates de préférences comportent plus d’une clause,ce qui pose des problèmes pour certaines
implémentations d’ATMS. Ce problème peut néanmoins être contourné en utilisant des symboles in-
termédiaires, non-hypothèses,b

i

j

, un pour chaque clause i
j

de la strate de prioritéj. Dans ce cas,K0

est obtenue en ajoutant les clauses 

i

j

! b

i

j

, et pour chaque stratej, la clauseb1
j

^ b

2

j

^ : : :! B

j

.
Enfin, dans tous les cas, la clauseB

1

^ B

2

^ : : : ! BUT est ajoutée pour signifier que le but est
atteint si toutes les préférences sont satisfaites.

Dans l’exemple de l’omelette considéré dans sa forme logique, la nouvelle baseK 0, obtenue à partir
deK etP est :
// Base de connaissances K’

Connaisances certaines
// les décisions CB, CT et J sont mutuellement exclusives ;
:H

1

_ CB _ CT _ J ;
:H

1

_ :CB _ :CT ;
:H

1

_ :CB _ :J ;
:H

1

_ :CT _ :J ;
// on obtient une omelette à six oeufs ssi l’oeuf est sain et
// si on le casse dans l’omelette ou dans la tasse ;
H

1

_ s ^ CB ! 6O ;
H

1

_ s ^ CT ! 6O ;
: : :

Connaissances incertaines
H

2

! s ;
H

3

! p ;

Préférences
B

5

_G ;
B

4

_OG ;
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B

3

_ 5O ; B
3

_ T ;
B

2

_ 5O ;
B

1

_ T ;
B

1

^B

2

^ B

3

^ B

4

^B

5

! BUT ;

Environnements delabel
K

0

(BUT ) Utilité pessimiste Décisions optimales
fB

1

; B

2

; B

3

; B

4

; B

5

g 0 CT;CO; J

fH

1

; H

2

; B

1

; B

2

; B

4

g min(N(s); 1) CT;CO; J

fH

1

; H

3

; B

1

; B

2

; B

3

; B

5

g 0 CT;CO; J

fH

1

; B

1

; B

2

; B

3

; CTg 2 CT

fH

1

; H

2

; B

1

; CTg min(N(s); 4) CT

fH

1

; B

2

; B

4

; Jg 1 J

fH

1

; H

3

; B

2

; Jg min(N(p); 3) J

fH

1

; B

5

; COg 0 CO

fH

1

; H

2

; COg N(g) CO

L’utilité pessimiste d’une décision peut être calculée à partir du “meilleur chemin” qu’elle “ouvre”
vers le but, où un tel “chemin” est un environnementE dont la partieED est contenue dans la déci-
sion vue comme un ensemble de littéraux. Si par exemple on choisit la décisionCO, les “chemins”
possibles vers le but sontfB

1

; B

2

; B

3

; B

4

; B

5

g, fH
1

; H

2

; B

1

; B

2

; B

4

g, fH
1

; H

3

; B

1

; B

2

; B

3

; B

5

g,
fH

1

; B

5

; COg et fH
1

; H

2

; COg. L’utilité d’un chemin ou environnement est fonction de l’hypo-
thèse la moins certaine et de la préférence la plus prioritaire qu’il contient. Par exemple, l’utilité
de fH

1

; H

2

; B

1

; CTg dépend de l’hypothèseH
2

de degré de certitudeN(s) dont il a besoin pour
prouverBUT , ainsi que de la préférenceB

1

de priorité 1, que la décisionCT ne peut satisfaire
à elle seule. Ainsi, l’utilité de cet environnement est (en supposant que l’actionCT soit effectuée)
min(N(s); n(1)) = min(N(s); 4).
Remarquons qu’avec notre mode de calcul, l’environnementfB

1

; B

2

; B

3

; B

4

; B

5

g est toujours pré-
sent dans le label deBUT . Cet environnement est un moyenartificiel d’atteindre le but puisqu’il
signale que celui-ci est atteint si on suppose que toutes lespréférences sont satisfaites. L’utilité cor-
respondant à cet environnement est toujours minimale puisqu’il contient la préférence de priorité
maximale,B

5

.
Chaque décision de l’exemple de l’omelette peut être évaluée par l’utilité du meilleur chemin qu’elle
ouvre :

– u

�

(BIO) = max(0; min(N(g); 1); 0; 0;N(g)),

– u

�

(TA) = max(0; min(N(g); 1); 0; 1; min(N(r); 3)),

– u

�

(BAC) = max(0; min(N(g); 1); 0; 2;min(N(g); 4)).

Bien entendu, ces utilités sont les mêmes que celles obtenues syntaxiquement par la méthode exposée
plus tôt dans ce chapitre et que celles obtenues sémantiquement comme exposé dans le chapitre 1 de
cette partie, même si elles sont obtenues ici sous formemaxmin et nonminmax.

3.4.3 D-ATMS et utilit é baśee sur les fonctions de croyance

Pourquoi n’existe-t-il pas de méthode de représentationen logique propositionnelle valuée des pro-
blèmes de décision dans l’incertain dont la sémantique soit en accord avec le critère de l’utilité espé-
rée?
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Il n’est pas possible en général de déduire une distribution de probabilité unique sur l’ensemble des
interprétations à partir de connaissances exprimées sous la forme d’un ensemble de formules propo-
sitionnelles, mais valuées par des degrés de probabilit´e :

Exemple 3.4.2Soient les deux variables propositionnellesa et b. La connaissance d’un agent est
représentée par la formule' = :a ^ b : il sait que soit:a est faux, soitb est vrai. De plus, il
sait que cette connaissance est entachée d’incertitude, il connait la probabilité que' soit vraie :
P (') = 0; 5. Cette connaissance ne permet pas de déterminer une distribution de probabilitép
unique sur l’ensemble des interprétations surfa; bg : tout ce que l’agent peut déduire, c’est quep(a^
b) + p(:a ^ :b) + p(:a ^ b) = 0; 6, et quep(aa ^ :b) = 0; 4.

On se retrouve dans un cas où les probabilités sont affect´es à des ensembles d’interprétation, et non à
des singletons. Nous verrons également dans la seconde partie de cette thèse que dans ce cas on peut
construire des méthodes logiques se représentation dontla sémantique est en accord avec les critères
généralisant l’utilité espérée, proposés par Jaffray et Wakker [JW94].
Les fonctions de croyance [Dem67] [Sha76] (voir aussi le chapitre 2 de la partie I généralisent les
fonctions de probabilité : la distributionde probabilit´e sur l’ensembleS est remplacée par unefonction
de massesur l’ensemble des parties deS.

Définition 3.4.2 m est une fonction de masse ssi :
m : 2

S

! [0; 1] vérifie :
(i)m(;) = 0

(ii)

P

A�S

m(A) = 1

On définit alors unefonction de croyance:

Définition 3.4.3 Bel : 2S ! [0; 1] est une fonction de croyance ssi il existe une fonction de massem
telle que :8A � S;Bel(A) =

P

B�A

m(B)

[JW94] ont défini une contrepartie de l’utilité espéréeau sens de von Neumann et Morgenstern, basée
sur les fonctions de croyance:

Définition 3.4.4 Utilité d’une actionf :

u

Bel

(f) =

X

A�X

m(f

�1

(A)) � inf

x2A

(�(x))

oùm est une fonction de croyance surS, et� est une fonction d’utilité surX .

Dans le cas oùX est un ensemble fini, il existe un nombre fini de sous-ensembles deX : fX
0

; : : : ; X

q

g,
tels queX

q

� : : : � X

0

= X , et autant de nombres réels,f�
0

; : : : ; �

q

g tels que�
0

< : : : < �

q

et
8i 2 0 : : : q � 1; 8x 2 X

i

�X

i+1

; �(x) = �

i

et8x 2 X
q

; �(x) = �

q

.
A partir d’une telle décomposition, [LS97] ont montré queu

Bel

pouvait être réécrite sous la forme :

Proposition 3.4.1
u

Bel

(f) =

X

i21:::q

Bel(f

�1

(X

i

)) � (�

i

� �

i�1

) + �

0

Preuve :

u

�

(R) =

P

A�X

m(AjR) � inf

x2A

�(x), u

�

(R)

=

P

i20:::n�1

(

P

A�G

i

;A6�G

i+1

m(AjR)) � �

i

+ (

P

A�G

n

m(AjR)) � �

n

.
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Remarquons que
P

A�G

i

;A6�G

i+1

m(AjR) = (

P

A�G

i

m(AjR))� (

P

A�G

i+1

m(AjR))

= Bel(G

i

jR)� Bel(G

i+1

jR),
on obtient :u

�

(R) =

P

i20:::n�1

(Bel(G

i

jR)� Bel(G

i+1

jR)) � �

i

+Bel(G

n

jR) � �

n

ce qui s’écrit finalement :

u

Bel

(R) =

X

i21:::n

Bel(G

i

jR) � (�

i

� �

i�1

) + �

0

Dans le cas où les buts sont d’une certaine forme, ditegraduelle4, [LS97] ont montré que l’utilité
u

Bel

d’une décisiond peut être calculée à partir delabel
K

0

(BUT ) par la procédure suivante :

1) Calculerlabel
K

0

(BUT ),

2) éliminer delabel
K

0

(BUT ) tous les environnementsE tels qued 6` ED,

3) Pour chaque butB
i

, calculerBel(B
i

jd).

On utilisera l’une des méthodes proposées par [Pro89] et [KM95] pour calculer la “probabilité” de
cet ensemble d’environnements à partir des probabilitésdes hypothèses. Ces méthodes passent par la
mise sous une forme particulière, dite forme “mutuellement exclusive ou indépendante” (MEI), de la
formule exprimant le label, à partir de laquelle on peut facilement calculer la ”probabilité” du label5.
Les probabilités calculées dans le point 3) correspondent auxBel(f�1(X

i

)) de la Proposition 3.4.1.
A partir d’elles on peut évaluer directement l’utilité dela décisionf .

Exemple 3.4.3 (tiré de [LS97])
Une voiture doit passer un contrôle technique. Sa carrosserie, ses freins et son silencieux sont suscep-
tibles d’être considérés comme défaillants. Leurs probabilités respectives de ne pas entraver l’obten-
tion du certificat sont:P (:Ab(c)) = 0:7;P (:Ab(f)) = 0:4;P (:Ab(s)) = 0:3.
Les coûts de réparation respectifs sont:Cout(rc) = 10000 FF ;Cout(rf) = 2500 FF ;Cout(rs) =
500 FF. Le prix d’une voiture neuve est:Cout(nc) = 50000 FF. Quelle est la meilleure décision au
sens de l’utilité espérée basée sur les fonctions de croyance?
Acheter une nouvelle voiture (nv) permet d’être sûr de passer le contrôle technique, et r´eparer un
élément le rend apte à passer le contrôle (ok).K = fnv ! controle; rc! okC; rf ! okF ; rs !

okS;

:Ab(c)! okC;:Ab(f)! okF ;:Ab(s)! okS;

okC ^ okF ^ okS ! controleg

Alors,D = frc; rf; rs; nvg (il y a 2

4

= 16 décisions possibles),H = fAb(c); Ab(f);Ab(s)g (il y a
huit états de panne possibles).
Les coûts des différentes réparations sont pris en compte pour l’élaboration des buts graduels:
B

0

 >; �

0

= �75000 (coût estimé d’être à pieds...).
B

1

 controle; �

1

= �Cout(nv)� Cout(rc)� Cout(rf)� Cout(rs) = �63000;
B

2

 controle ^ :nv; �

2

= �Cout(rc)� Cout(rf)� Cout(rs) = �13000;

4.fB
0

; : : : ; B

n

g sont des buts sous forme graduelle ssiB

n

` : : : ` B

0

et�(B
i

) > �(^

j20:::i�1

B

j

). La satisfaction
d’un but est plus “utile” que la satisfaction de tous les butsde plus faible priorité.

5. La forme MEI est une forme normale disjonctive,E

1

_ : : : _ E

n

, où lesE
i

sont soit indépendants (n’ont pas de
symboles hypothèse en commun), soit exclusifs (deux environnements contiennent un même littéral, mais positif chez
l’un, et négatif chez l’autre). On calcule alors facilement la probabilité d’une telle formule, car siE

i

et E
j

sont MEI,
P (E

i

_E

j

) = P (E

i

) + P (E

j

).
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B

3

 controle ^ :nv ^ :rc; �

3

= �Cout(rf)� Cout(rs) = �3000;
B

4

 controle ^ :nv ^ :rc ^ :rf; �

4

= �Cout(rs) = �500;
B

5

 controle ^ :nv ^ :rc ^ :rf ^ :rs; �

5

= 0;

Après introduction du symboleBUT , et de la connaissancêB
i

` BUT , on calcule
label(BUT ) =
ffB

1

; B

2

; B

3

; B

4

; B

5

g; ffg;:Ab(c);:Ab(f);:Ab(s)g;

fnv; B
2

; B

3

; B

4

; B

5

g; frc;:Ab(s);:Ab(f); B
3

; B

4

; B

5

g;

frf ;:Ab(c);:Ab(s); B
4

; B

5

g; frs;:Ab(c);:Ab(f); B
5

g;

frc; rf ;:Ab(s); B
3

; B

4

; B

5

g; frc; rs;:Ab(f); B
3

; B

4

; B

5

g;

frs; rf ;:Ab(c); B
4

; B

5

g; frc; rf ; rs; B
3

; B

4

; B

5

gg.
A partir de là, on peut évaluer pour chaque sous butB

i

et chaque décisiond, le degré de croyance
Bel(B

i

jd) (voir [LS97] pour plus de détails. La méthode utilisée est basée sur la procédure proposée
par [CCCL96]).
Les utilités des différentes décisions disponibles peuvent être calculées:
u

�

(fg) = �75000 + 12000 �Bel(B

1

jfg) + 50000 �Bel(B

2

jfg)

+10000 �Bel(B

3

jfg)+2500 �Bel(B

4

jfg)+500 �Bel(B

5

jfg) = �75000+0:084 �75000 = �68700

u

�

(frb, rc, rm g) = �75000 + 12000+ 50000 = �13000

u

�

(fncg) = �75000 + 12000 = �63000

u

�

(frc; rbg) = �75000 + 0:3 � (12000+ 50000) = �56400

u

�

(frcg) = �75000 + 0:12 � (12000+ 50000) = �67560 : : :

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons proposé un mode de représentation de problèmes de décision sous incer-
titude et de calcul de décisions optimales, basé sur la logique propositionnelle.
En particulier, nous avons fait le lien entre les théories possibilistes optimistes et pessimistes présen-
tées dans le chapitre 1 de la partie II et les problèmes d’abduction et de cohérence dans des bases
stratifiées. Profitant d’une collaboration avec un autre doctorant de l’équipe, ayant proposé une implé-
mentation particulière d’un ATMS, nous avons proposé et codé des méthodes spécifiques de résolution
de problèmes de décision sous incertitude possibiliste,représentés logiquement.

Un lien entre représentation logique, abduction et décision sous incertitude basée sur les fonctions de
croyance a également été mis en évidence. Un lien semblable existe entre cohérence et décision basée
sur des fonctions de plausibilité.
Enfin, nous avons montré que ces deux types de décision sousincertitude (possibiliste ou basé sur
les fonctions de croyance) peuvent être intégrés dans une même approche logique dans le cadre des
ATMS (pour les cas pessimistes) utilisant des symboles hypothèses étendus.

La représentation utilisée, basée sur la logique propositionnelle (éventuellement valuée) permet un
compromis entre une représentation concise de problèmesde décision sous incertitude, et des mé-
thodes de calcul de décisions efficaces (basées sur une implémentation particulière d’un ATMS uti-
lisant une procédure de type Davis et Putnam [CCCL96]). D’autres représentations structurées de
problèmes de décision comportant à la fois de l’incertitude et des préférences ont été proposées ré-
cemment: basées sur les CSP (par exemple, [FLS96b], [BBGP97]), où sur les diagrammes d’influence
(par exemple [Zha94]). Les diagrammes d’influence permettent de représenter graphiquement de ma-



3.5. CONCLUSION 153

nière concise les dépendances entre les variables du problème. Le calcul de décisions optimales se fait
toujours de manière classique (bayésienne), grâce à des tables de probabilités conditionnelles, résu-
mées par les arcs d’un diagramme d’influence.

Le travail décrit dans ce chapitre devra être poursuivi dans plusieurs directions :

– Utiliser le modèle de représentation logique basé sur les ATMS pour recouvrir d’autres théo-
ries non-classiques. La théorie proposée par [BT96] par exemple, doit pouvoir supporter très
bien la modélisation logique que nous avons proposé, puisqu’elle peut être vue comme un cas
particulier de la théorie de l’utilité qualitative pessimiste de [DP95b].

– Etendre notre modèle à la décision séquentielle. Dansce cas, il s’agit non plus de déterminer
une action optimale, mais une séquence d’actions. Des méthodes basées sur une contrepartie
possibiliste de la programmation dynamique qui ont été proposées par [FLS96a] et ont été
décrites dans le chapitre précédent. Une extension du modèle décrit dans ce chapitre, dans
laquelle le temps est explicitement représenté, pourrait permettre de représenter et de résoudre
de tels problèmes de décision séquentielle, en multipliant néanmoins le nombre de variables par
le nombre d’étapes du problème de décision séquentielle.
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Conclusion

Une étude complète des processus décisionnels doit inclure trois composantes (Geffner [Gef98]) :
étude des modèles de décision (axiomatique), des langages de représentation et des algorithmes de
résolution.
Nous avons proposé une étude d’une théorie ordinale de ladécision basée principalement sur la théorie
des possibilités. Notre étude a abordé, de façon sans doute incomplète, ces différents points. Dans cette
conclusion nous allons dresser le bilan de notre contribution, puis nous verrons comment notre étude
doit être poursuivie.

Bilan

La première contribution de cette thèse consiste en l’axiomatisation d’une famille de critères de dé-
cision dans l’incertain, basés sur l’intégrale de Sugeno. Ces critères de décision font appel à des
mesures d’incertitude et de préférence ordinales. Les mesures d’incertitude, en particulier, sont mo-
notones pour l’inclusion.

Les principales différences entre ces critères de décision et le critère de l’utilité espérée, outre leur
forme plusqualitative, sont les suivantes :

– La notion de compensation entre les différentes conséquences possibles d’une action est rejetée.
Le critère de l’utilité espérée évalue les actions en fonction de la moyenne (pondérée) des utilités
des conséquences possibles, introduisant ainsi l’hypothèse que le problème de décision sera
répété et que l’action préférée sera celle qui donne le meilleur résultat “en moyenne”. Utiliser
l’intégrale de Sugeno, au contraire, suggère que l’utilité d’une action reflète soit l’utilité de
l’une de ses conséquences possibles, soit la plausibilit´e d’un événement conduisant à l’une de
ces conséquences.

Si on introduit une hypothèse supplémentaire de pessimisme ou d’optimisme de l’agent, ceci
conduit à l’utilisation de l’un des critères d’utilité qualitative possibiliste de [DP95b].

– Le “principe de la chose certaine” de Savage, stipulantquemodifier les conséquences identiques
de deux actions ne modifie pas l’ordre de préférence entre ces deux actions, n’est en général
pas respecté par les critères de décision basés sur l’intégrale de Sugeno. Les critères possibi-
listes vérifient toutefois une version affaiblie de ce principe, souffrant d’un éventuel “effet de
noyade” des préférences, lorsque des conséquences extrêmement graves ou bénéfiques peuvent
plausiblement être atteintes. Notons que lorsqu’on utilise les critères de décision possibilistes
on ne peut jamais renverser une préférencestricteentre deux actions.

Si les critères de décision basés sur l’utilité espér´ee et sur l’intégrale de Sugeno diffèrent en plusieurs
aspects, ils conservent toutefois un point commun important : l’hypothèse de commensurabilité entre
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les niveaux d’incertitude et de préférence. Cette hypothèse découle directement du fait que l’on sou-
haite construire un préordre complet entre les actions : vouloir comparer actions binaires et actions
constantes revient à supposer l’existence d’une échellecommune pour mesurer l’incertitude et les
préférences.

La deuxième contribution de cette thèse est une extensionde l’utilisation des critères de décision
possibilistes à la décision séquentielle en environnement totalement observable.
Nous avons défini une versionpossibilistedes processus décisionnels markoviens. Dans cette version,
le principe d’optimalité de Bellman [Bel57], exprimant que “toute sous police d’une police optimale
est à son tour optimale” ne tient plus. Nous avons cependantproposé des algorithmes de type “pro-
grammation dynamique”, calculant par induction arrière des polices optimales au sens des critères
possibilistes. Ceci est possible car les processus décisionnels markoviens possibilistes vérifient une
certaine forme du principe de Bellman : toute sous police entre les étapest etN (N est l’horizon du
problème) d’une police optimale entre les étapes1 etN (calculée récursivement), est optimale.

Enfin, nous avons proposé des méthodes de représentationlogique de problèmes de décision sous
incertitude. L’intérêt principal de ces méthodes est qu’elles permettent de représenter de manière
concise et simple les préférences graduelles et les connaissances plus ou moins certaines d’un agent,
tout en restant, au niveau de leurs sémantiques, en accord avec les théories possibilistes de la décision
dans l’incertain. Pour ce faire, nous avons étendu le langage des ATMS par l’adjonction de symboles
de préférence et de décision.
Nous plaçant ensuite dans le cadre, soit de la logique possibiliste, soit de la logique probabiliste, nous
avons proposé des algorithmes de résolution pour les problèmes de décision sous incertitude à base
de fonctions de croyance ou de possibilités.

Perspectives

Nous avons présenté un ensemble de résultats dans le domaine de la décision “qualitative” dans l’in-
certain. Certains de ces résultats sont tournés vers la modélisation (axiomatisation de critères de déci-
sion), d’autres vers le calcul effectif (algorithmes de résolution de problèmes de décision séquentiels
ou exprimés en logique). Ces résultats ont été appliqu´es, par exemple, à un problème d’ordonnance-
ment dans l’industrie vinicole...

Depuis quelques années la planification sous incertitude utilisant le modèle desProcessus Décision-
nels Markoviens Partiellement Observables(PDMPO) connaı̂t un intérêt croissant, comme le prouve
le prochain workshop de l’American Association on Artificial Intelligencequi va se tenir a Stanford
à la fin de cette année. Or le modèle des PDMPO pose un doubleproblème de complexité spatiale et
temporelle, que tentent de résoudre la plupart des travauxrécents.

En effet, le fait de remplacer l’ensemble (fini) des états d’un PDM par un ensemble (infini) d’états
de connaissance (distributions de probabilités sur les états) rend les PDMPO terriblement complexes
à résoudre. C’est pourquoi les travaux concernant les PDMPO se tournent donc soit vers des algo-
rithmes de résolution approchée (anytime), soit vers desreprésentations structurées qui en diminuent
la complexité spatiale (Dearden et Boutilier [DB94]).

Nos travaux sur une théorie qualitative de la décision dans l’incertain ouvrent une nouvelle voie vers le
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traitement de la planification sous incertitude, permettant de limiter les problèmes de complexité inhé-
rents aux PDMPO classiques. Cependant, avant d’être utilisables dans le domaine de la planification,
les résultats présentés dans cette thèse doivent êtreétendus selon trois directions :

– prise en compte des observation au niveau même de la définition des utilités qualitatives possi-
bilistes,

– étude des PDMPO possibilistes et proposition d’algorithmes de résolution,

– représentation structurée des PDMPO, afin d’en réduirela complexité spatiale.

Caractérisations axiomatiques des pŕeférences conditionnelles

Nous avons proposé des caractérisations axiomatiques pour un certain nombre de critères de décision.
Ce faisant, nous avons justifié un certain nombre de mesuresd’incertitude monotones (possibilités,
nécessités, mesures décomposables...). Cependant, nous avons laissé de côté les notions de condition-
nement dans ces mesures. Or, observer change les connaissances d’un agent, donc modifie sa mesure
de l’incertitude. La manière dont sa mesure d’incertitudeest modifiée par une observation dépend
de la notion de conditionnement que l’agent utilise. Or, la notion de conditionnement, en théorie
des possibilités comme plus généralement pour beaucoupde “mesures monotones”, n’a pas de dé-
finition aussi universellement acceptée que celle du conditionnement bayésien. Plusieurs définitions
coexistent, non-équivalentes et pas forcement bien “interprétables”, c’est pourquoi une axiomatisation
du conditionnement en termes de préférences “conditionnelles” entre actions devra être proposée.

Décision śequentielle en environnement partiellement observable

La notion de conditionnement, couplée à la notion d’utilité qualitative trouve une application directe
en décision séquentielle lorsque l’on souhaite prendre en compte l’observabilité partielle de la plupart
des problèmes réels. Nous avons proposé des solutions pour les problèmes complètement observables
et des solutions ont été données dans le cas d’observabilité nulle par Da Costa [Da 98]. Cependant,
le cas plus général des problèmes de décision qualitative en environnementpartiellementobservable
n’a pas encore été traité. Afin de le traiter et de proposerdes contreparties possibilistes des processus
décisionnels markoviens partiellement observables (PDMPO), il nous faudra exploiter les résultats
sur le problème du conditionnement (pour définir la notiond’utilité qualitative, conditionnée par une
observation).

Représentation structuŕee des probl̀emes de d́ecision sous incertitude qualitative et ap-
plication à la planification

Nous avons montré qu’il est possible de représenter en logique (possibiliste) des problèmes de dé-
cision sous incertitude qualitative. Il ne s’agit là que d’un premier pas vers la définition de langages
plus évolués, dont la sémantique devra continuer à s’appuyer sur les résultats théoriques concernant
l’utilité qualitative possibiliste.
De tels langages de représentation pourraient s’appuyer sur :

– les langages classiquement utilisés pour la planification, de type STRIPS ou autres, qui ont
déjà été utilisés dans le cadre de la planification sousincertitude en environnement non obser-
vable : Kushmerick, Hanks et Weld [KHW95] ont, par exemple proposé un planificateur de type
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STRIPS, probabiliste dont on pourrait s’inspirer (des premiers pas dans ce sens ont été réalisés
par Guerre [Gue98]).

– Les réseaux de décision bayésiens proposés par Zhang [Zha94] qui étendent les diagrammes
d’influence (Pearl [Pea88]) peuvent être utilisés pour représenter des PDMPO de manière com-
pacte. Or, Benferhat et col. [BDGP98] ont défini une contrepartie possibiliste des diagrammes
d’influence et mis en évidence leur lien avec la logique possibiliste. Appliquer les PDMPO pos-
sibilistes à la planification nécessiterait sans doute, afin de diminuer la complexité spatiale du
problème, d’effectuer un travail analogue à celui de Zhang en adaptant les diagrammes d’in-
fluence possibilistes à la décision qualitative dans l’incertain.
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Annexe A

La procédure MPL

Nous présentons ici la procédure MPL introduite dans [CCCL96] que nous utilisons pour le calcul
de labels. L’objectif de cette procédure est le suivant :Étant donnée une formule�, exprimée sous
forme normale conjonctive (FNC) et comportant deux types distincts de littéraux, MPL calcule une
projection de� sur l’ensemble des littéraux d’un des deux types. Cette projection est une formule sous
forme normale disjonctive (FND) qui est une représentation minimale de l’ensemble des modèles de
�, restreints à ce type de littéral. On peut montrer que les nogoods d’une base de connaissances (au
sens des ATMS) peuvent être calculés facilement par cetteprocédure.
Les définitions qui suivent sont légèrement différentes de celles de [CCCL96], mais le principe reste le
même. Cette nouvelle formulation qui facilite la lecture des preuves des théorèmes peut être retrouvée
dans [CCCL98].

A.1 Définitions

On définit tout d’abord les notions d’impliquant et d’impliqué :

Définition A.1.1 (impliquants,impliqu és) soit � une formule propositionnelle. SoientE et F deux
ensembles cohérents de littéraux.

– La conjonction de littéraux (ouphrase) E^ est unimpliquantde � ssiE^ ` �. E^ est un
impliquant premierde� ssiE^ ` � et 6 9F^, impliquant de� tel queF � E.

– La disjonction de littéraux (ouclause) E_ est unimpliquéde� ssi� ` E_.E_ est unimpliqué
premierde� ssi� ` E_ et 6 9F_, impliqué de� tel queF � E.

Dans la suite,H représente un ensemble cohérent de littéraux distingu´es du langageL sur lequel
seront projetées les formules deL.

Définition A.1.2 (restriction) SoitM un ensemble de littéraux correspondant à une interprétation.
On appellerestrictiondeM àH l’ensembleH \M , notéR

H

(M).

Si l’on considèreM comme une conjonction de littéraux,R
H

(M) est une phrase dans laquelle seuls
des littéraux deH apparaissent. On peut voirR

H

(M) comme une interprétation partielle.
La définition suivante concerne la notion de modèleH-restreint:

Définition A.1.3 (modèles restreints) Soit� une formule. SoitI � H . I est un modèleH-restreint
de� ssi9M , modèle de� tel queI = R

H

(M).
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Le résultats suivants ont été montrés dans Castell et col. [CCCL96][CCCL98].

Proposition A.1.1 I est un modèleH-restreint de� ssi la phrase(I[ � (H � I))

^ est cohérente
avec�.

Preuve :

PuisqueH est cohérent, si(I[ � (H � I)) était incohérent, cela signifierait qu’il existe
un littéral appartenant à la fois àI et àH � I .

Maintenant,(I[ � (H � I))

^ cohérent avec� est équivalent à l’existence d’un modèle commun1.

Théorème A.1.1 I est un modèleH-restreint de� ssi9E^, impliquant de� tel queH \E = I .

Preuve :

Pour prouver la première implication il suffit de construireE^ en prenant une phrase bâtie
sur un modèle commun deI^ et�. Réciproquement, tout impliquant peut être étendu pour
obtenir un modèle.

En fin de compte, un modèle H-restreint de� peut être obtenu en prenant un modèle quelconque de
� et en “masquant” les littéraux de ce modèle qui ne sont pas dansH . Notons que la phrase obtenue
n’est plus forcément un impliquant de�.

Définition A.1.4 Soit� une formule. SoitI � H . I est unH-impliquant de� ssi pour toute interpré-
tationM telle queI �M ,M est un modèle de�.

Un H-impliquant de� est donc un modèle H-restreint qui implique également�. On peut montrer que
les H-impliquants de� minimaux pour l’inclusion sont exactement les impliquantspremiers de� qui
sont inclus dansH .

En fait, les modèles H-restreints minimaux d’une formule� exprimée sous forme normale disjonctive
peuvent être facilement calculés :

Théorème A.1.2 L’ensemble des modèlesH-restreints minimaux d’une FND� = E

^

1

_E

^

2

_: : :_E

^

n

est l’ensemble des éléments minimaux pour l’inclusion deR

H

(E

1

); R

H

(E

2

); : : : ; R

H

(E

n

)

Preuve :

On peut montrer facilement que lesR
H

(E

i

) sont des modèlesH-restreints de�. Sup-
posons l’existence deE, un modèleH-restreint minimal de� qui ne se trouve pas dans
l’ensemble des éléments minimaux deR

H

(E

1

); R

H

(E

2

); : : : ; R

H

(E

n

). Alors on peut
trouverM , modèle de�, tel queR

H

(M) = E, et 8i; R
H

(E) 6= R

H

(E

i

). Or, puis-
qu’il est impossible de trouverR

H

(E

i

) � E (minimalité deE), il existe donc un littéral
l 2 R

H

(E

i

) etl 62 E pour touti. On al 62M , parce quel 2 H etE = R

H

(M) =M\H .
Donc,M falsifie lesR

H

(E

i

) et donc�, ce qui contredit l’hypothèse de départ.

1. SiD est l’ensemble des symboles impliqués dansH, I[ � (H � I)) est exactement unD-modèle préféré de� dans
le sens de [CCCL96].
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Exemple A.1.1 SoitK = f:A _ c;:A _ B;:B _ :c _ Ag etH = f:A;:Bg. La forme normale
disjonctive deK est(:B^:A)_(:A^:c)_(A^B^c). Les modèlesH-restreints sontf:A;:Bg,
f:Ag etfg. Le seulH-impliquant deK estf:A;:Bg.

On peut maintenant définir une fonctionMP

H

(resp.PI
H

) qui à toute formule� du langage associe
une autre formule faite de littéraux deH , sous forme normale disjonctive et telle que les impliquants
premiers deMP

H

(�) (resp.PI
H

(�)) (i.e. les éléments de la disjonction) sont exactement les modèles
H-restreints (resp. les H-impliquants) minimaux pour l’inclusion de�.
�,MP

H

(�) etPI
H

(�) sont reliés par les propriétés suivantes :

Propri été A.1.1 8�; PI
H

(�) ` � `MP

H

(�)

Preuve :

SiE^ est un élément de la disjonctionPI
H

(�), c’est un impliquant premier de�, ce qui
prouve le premier̀ . Maintenant, tout modèleM de� définit un modèleH-restreint de
R

H

(M). Alors, il existeE^, élément de la disjonctionMP

H

(�), tel queE � R

H

(M),
donc le deuxièmè est prouvé.

Théorème A.1.3 SoitE � H . 8�; � ` E_ ssiMP

H

(�) ` E

_.

Preuve :

(() SoitM , modèle de�. R
H

(M) est un modèle H-restreint de�, donc il contient un
élément deMP

H

(�). A fortiori, M contient un élément deMP

H

(�), doncM est un
modèle deMP

H

(�). PuisqueMP

H

(�) ` E

_,M satisfaitE_.

()) Supposons� ` E_. Supposons maintenant que l’on n’a pasMP

H

(�) ` E

_. Alors,
il existeE^

i

dansMP

H

(�) tel queE
i

\E = ;. Par définition,9M , modèle de� tel que
E

i

= R

H

(M), doncE
i

� M . PuisqueE � H , E \M � E \ P \M = E \E

i

= ;,
doncM ne satisfait pasE_, ce qui est contradictoire.

Théorème A.1.4 SoitE � H . 8�;E^ ` � ssiE^ ` PI
H

(�).

Preuve :

(() est évident.

()) CommeE^ ` �, il contient un impliquant premierF^ de�. PuisqueE � H , F^

appartient àPI
H

(�), et doncE^ ` PI
H

(�).

Corollaire A.1.1 Si tous les impliquants premiers de� sont dansH alorsMP

H

(�) � PI

H

(�)

Ce corollaire est très important puisque c’est lui qui nouspermet de calculer facilement les labels et
les nogoods d’un ATMS en utilisant la fonctionMP

H

, lorsqueH est l’ensemble des hypothèses de
l’ATMS.
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A.2 Principe de l’algorithme MPL

L’algorithme MPL est basé sur une procédure énumérative du type Davis et Putnam [DP60]. Le pro-
blème du calcul de la satisfaisabilité d’un ensemble de clauses (SAT) est un problème NP-complet.
Parmi les algorithmes complets qui résolvent le problèmeSAT, certains parmi les plus efficaces, uti-
lisent un algorithme du type Davis et Putnam [DP60], [DLL62].
Un algorithme de Davis et Putnam énumère les interprétations d’une base de connaissancesK jusqu’à
ce qu’il en trouve un modèle (si la base est cohérente) s’ily en a un (sinon, la base est incohérente).
En opérant de la sorte, la recherche d’un modèle de la base de connaissancesK est étroitement reliée
à la recherche d’une forme normale disjonctive deK, puisque l’on obtient facilement les modèles de
K depuis sa FND.
La différence principale entre l’algorithme de Davis et Putnam et l’algorithme MPL est que ce dernier
ne se contente pas de chercher un modèle deK, mais en cherche tous les modèles H-restreints.

L’algorithme de Davis et Putnam construit un arbre de recherche binaire qui bifurque à chaque noeud
sur la valeur de vérité d’un littéral. Si on définit un pr´eordre entre les ensembles de littéraux, on peut
ordonner les interprétationsI en se basant sur le préordre entre leurs restrictions àH , R

H

(I) : à
chaque noeud on falsifie un littéral deH . SiM est la première interprétation trouvée satisfaisant la
baseK,R

H

(M) est un modèle H-restreint minimal (pour la relation d’ordre).
Le problème est maintenant d’éliminer les modèles H-restreints deK qui ne sont pas minimaux.
L’idée utilisée dans l’algorithme est d’ajouter une clause que les modèles H-restreints non-minimaux
violent dès que l’on a trouvé un modèle H-restreint minimal. Pour ceci, dès que l’on a trouvé un mo-
dèleM (le premier trouvé est forcément minimal), on ajoute àK la clauseC = _

l2R

H

(M)

:l. Toute
interprétationI telle queR

H

(M) � R

H

(I) falsifieC.

Les deux algorithmes suivants implémentent la procédurede Davis et Putnam modifiée. L’ensemble
des clauses est divisé en deux : la base initialeK et une base de clauses ajoutées au cours du cal-
cul, KA. Cet algorithme, appelé avecK, KA = fg et H comme paramètres, calcule exactement
MP

H

(K

^

).

Algorithme A.1 : MPL(K,KA,H)

% cette fonction retourne les modèlesH-restreints minimaux deK ;
Données :K un ensemble de clauses ;

KA ensemble de clauses ajoutées ;
H ensemble de littéraux cohérents ;

Résultat :M ensemble de modèlesH-restreints minimaux
début

M  fg%M est une variable locale ;
MODEL PREF L IT(K,KA,fg,M ,H );
retourner M ;

fin

L’algorithme A.2 est une version modifiée de l’algorithme de Davis et Putnam. Il produit un arbre de
recherche binaire qui est développé (les variables deH sont instanciées successivement) jusqu’à ce
qu’un modèle deK soit trouvé. L’algorithme de Davis et Putnam “normal” s’arrête à ce point, mais
puisque nous voulons trouvertous les modèles H-restreints minimaux deK, on doit poursuivre la
recherche.
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Algorithme A.2 : MODEL PREF LIT (K, varKA, IP , varM ,H)

Données :K un ensemble de clauses ;
KA ensemble de clauses ajoutées ;
IP ensemble cohérent de littéraux ;
H ensemble cohérent de littéraux ;

Résultat :M un ensemble de modèlesH-restreints minimaux
début

SIMPLIFY (K,IP ) ;
%! est la clause vide ;
si (K)

IP

= fg et! 62 (KA)

IP

alors
% on a trouvé un impliquant deK ;
M  M[ fIP \Hg ;
KA KA [ f_

l2IP\H)

:lg ;

sinon
si! 62 (K [KA)

IP

alors
% on cherche un littéral deH dansK ;
l CHOOSE LITERAL (K,IP ,H ) ;
si l 6= “rien” alors

% on commence par la négation du littéral ;
MODEL PREF L IT(K,KA,IP [ f:lg,M ,H );
MODEL PREF L IT(K,KA,IP [ flg,M ,H );

sinon
% on effectue un test de cohérence ;
si (K [KA)

IP

cohérentalors
M  M [ fIP \Hg ;
KA KA [ f_

l2IP\H

:lg ;

fin

Dans la fonction SIMPLIFY on peut utliser les techniques classiques des algorithmes de type Davis et
Putnam pour la simplification de bases de clauses (propagation des clauses unitaires...). La fonction
CHOOSE L ITTERAL retourne un littéral deH auquel on n’a pas encore affecté de valeur, s’il en existe
un et sinon, le mot “rien”. Pour choisir le prochain littéral à instancier, on se peut se servir de méthodes
initiées dans la communauté SAT.

Exemple A.2.1 SoitK = fB_c;:c_A_Bg. SoitH = fA;Bg. La figure A.1 montre l’arbre binaire
développé par notre algorithme. Le fonctionnement peut ˆetre séparé en deux étapes : en premier lieu
on utilise l’algorithme de Davis et Putnam décrit précédemment, afin d’affecter une valeur à tous les
littéraux deH impliqués dans la formule. Ensuite, en s’appuyant sur le théorème A.1.1 on cherche
simplement à savoir si la formule résultante est cohérente. Ce test de cohérence est effectué par un
appel à une procédure de Davis et Putnam classique. Si la formule est cohérente, on a trouvé un
modèle H-restreint minimal.

La restriction à H du premier modèle trouvé estfBg. On ajoute donc à la base la clause:B. On



164 ANNEXE A. LA PROCÉDURE MPL
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fg fBg fAg fA,Bg
Restriction à P
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FIG. A.1 –Arbre de Davis et Putnam modifié

poursuit, on ajoute la clause:A, ce qui permet de couper la dernière branche. Les deux modèles
H-restreints minimaux sont doncfAg etfBg.

A.3 Application aux ATMS

Tous les éléments de base d’un ATMS : labels, nogoods, etc.peuvent être calculés par l’algorithme
MPL et ce sans utiliser la phase de minimisation présente dans les algorithmes de de Kleer [de 86]
puisque les modèles calculés par MPL sont minimaux.

Propri été A.3.1 L’ensemble des nogoods d’une base de connaissancesK par rapport à l’ensemble
d’hypothèsesH est exactement l’ensemble des impliquants premiers de
MP

H

(:MP

�H

(K

^

)).

Preuve :

E est un nogood ssiE � H est minimal et tel queK^

^ E

^

` ?, ouK^

` (� E)

_.
K

^

` (� E)

_ ssiMP

�H

(K

^

) ` (� E)

_ (théorème A.1.3),
MP

�H

(K

^

) ` (� E)

_

� E

^

` :MP

�H

(K

^

)

E

^

` :MP

�H

(K

^

) ssiE^ ` PI
H

(:MP

�H

(K

^

)) (théorème A.1.4).
Ou, de manière équivalente,E^ ` MP

H

(:MP

�H

(K

^

)) (corollaire A.1.1 puisque les
littéraux de:MP

�H

(K

^

) sont dansH). Finalement, un nogood est exactement un im-
pliquant premier deMP

H

(:MP

�H

(K

^

)).

Propri été A.3.2 SoitK un ensemble de clauses et un ensemble d’hypothèsesH . Soit� une formule.
Le label de� contient exactement l’ensemble des impliquants premiers de
MP

H

(:MP

�H

(K

^

^ :�)) qui ne sont pas parmi les nogoods deK.
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La preuve est similaire à la précédente puisque l’on cherche les nogoods deK [ :�. On doit ôter
les nogoods du label puisque toute formule est conséquencelogique d’un environnement incohérent.
Ceci peut être fait (après un calcul préalable des nogoods) en initialisant la base de clauses ajoutées
(KA) avec l’ensemble des nogoods, à l’appel de la procédureMPL.

Propri été A.3.3 SoitK un ensemble de clauses. Soient� et deux formules. Le label de� ^  est
exactement l’ensemble des impliquants premiers deMP

H

(:MP

�H

(K ^:�)^:MP

�H

(K ^: ))

(duquel on enlève les nogoods deK).

Exemple A.3.1 (suite)

K = f:A _ :b _ c;:B _ b;:cg

MP

�H

(K) = :A _ :B (ff:Ag; f:Bgg),
:MP

�H

(K) = A ^ B (ffAg; fBgg),
MP

H

(:MP

�H

(K)) = A ^ B (ffA;Bgg).
Donc, l’ensemble des nogoods estffA,Bgg.
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A.4 Interface du prototype

Ce prototype, implémentant le modèle de représentationlogique de problèmes de décision dans l’in-
certain a été réalisé, dans le cadre de sa thèse, par D. Le Berre. Les deux figures suivantes représentent
les interfaces de saisie des bases de connaissances et de pr´eférences, ainsi que le résultat d’un calcul
de décisions pessimistes optimales.
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FIG. A.2 – Interface de saisie de la base de connaissances.
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FIG. A.3 – Base de préférences et décisions optimales.
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Annexe B

Décision dans l’incertain et contraintes
flexibles
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[SW92] Sarin (R.) et Wakker (P.). – A simple axiomatization of nonadditive expected utility.
Econometrica, vol. 60, n̊ 6, 1992, pp. 1255–1272.

[TP94] Tan (S. W.) et Pearl (J.). – Qualitative decision theory. In : Proc. 11th Nat. Conf. on
Artificial Intelligence (AAAI’94), pp. 928–933. – Seattle, WA, 31 juillet-4 août 1994.
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