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Resune

La premiere partie de cette thése consiste en un étahdede la décision dans l'incertain, consi-
dérée du point de vue de I'Intelligence Atrtificielle. Ereprier lieu sont décrites certaines approches
classiques de la décision dans l'incertain, dont la tieéde |'utilité espérée puis certaines approches
non-classiques, numériques ou ordinales. Ensuite, emngguons deux domaines ou la décision dans
l'incertain interagit avec I'lA: Les processus décisiefsMarkoviens et leur application a la planifi-
cation dans l'incertain et la representation logique defgpences.

La seconde partie constitue I'apport spécifique de cetteghElle est divisée en trois sous-parties
reprenant les themes de la premiere partie :

1)

2)

3)

Nous étudions des criteres qualitatifs de décisiamsdancertain prenant leurs valeurs dans
une échelle finie, totalement ordonnée et nous en progasumjustification axiomatique. Ces
criteres sont basés sur une intégrale de Sugeno quépreutdnsidérée comme une contrepartie
gualitative de l'intégrale de Choquet. Parmi les crisea&iomatisés on retrouve, entre autres,
les deux fonctions d'utilité qualitative possibilisteopiosées par Dubois et Prade.

Nous étudions une contrepartie possibiliste des psusedécisionnels Markoviens, totalement
et partiellement observables et leur application a laifitation sous incertitude et nous propo-
sons un certain nombre d’algorithmes de résolution de ‘fgpErammation dynamique”.

Nous proposons enfin un langage structuré de repréigenties problémes de décision sous
incertitude qualitative. Ce langage est basé sur la lagypgopositionnelle (valuée) et les “sys-
temes de maintien de la cohérence basés sur les hypesth@d MS). Le langage proposé
s'adapte a la représentation de problémes de décisimmiacertitude, non seulement lorsque
celle-ci est du type “possibiliste”, mais aussi lorsqeadkt représentée par des “fonctions de
croyance”. Des méthodes et algorithmes de résolutionmmposés, utilisant des procédures
de recherche de modeéles du type Davis et Putnam.
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Introduction

Traditionnellement, I'Intelligence Atrtificielle traiteedla représentation des connaissances et du rai-
sonnement a partir de celles-ci. Certaines branchesrttelligence Artificielle visent cependant a ai-
der directement un agent a prendre des décisions,@*dse a choisir une action parmi un ensemble
de décisions envisageables. Parfois, les informationsdispose I'agent pour choisir une action sont
entachées d’incertitude. Il peut n'avoir gu’une visionampléte ou déformée de I'environnement du
probleme de décision que I'on qualifie alors d’incertain.

En A, la prise de décision en environnement incertainrinéat entre autres cas dans:

— La planification sous incertitudeEn planification classique, un agent cherche une séquence
d’actions devant mener un systeme donné dans un étsfessdint. Dans la réalité, le systeme
peut évoluer de maniéere imprévue sous l'influence du raaxtérieur ou les actions peuvent
ne pas avoir I'effet escompté (le monde extérieur évetuss I'influence des actions de I'agent,
de fagon plus ou moins prévue).

— Lediagnostic de pannedans lequel les actions correspondent soit aux teststéisapérer les
pannes, soit aux réparations éventuelles.

— L'ordonnancement de taches dans un atelpar exemple lorsque celles-ci ont des durées in-
certaines et que des événements imprévus (pannes, catamde “clients”, ...) peuvent boule-
verser les moyens de production ou les objectifs.

La problématique de la décision dans l'incertain faiemenir des notions dicertitudesur I'état

réel du systeme considéré etgléferencesur les conséquences des actions dans les differetds éta
possibles du systeme.

Les théories de la décision dans I'incertain visentabéter des criteres de choix entre les actions.
Ces criteres de choix sont déterminés, entre autredapeature de l'incertitude et des préférences

d’un agent.

Ces théories peuvent étre envisagées selon deux aspects

— L'aspecthormatif Les régles ou axiomes proposés par une théorie repgigales “postulats”
gu’un agent rationnel doit respecter. Le respect de cesladsentraine |'utilisation d’'un critére
de choix donné entre les actions.

— L'aspectdescriptif Les postulats sont élaborés et testés a partir dedtobtion du comporte-
ment de sujets differents face a des problemes de dagisels. lls doivent alors refléter le plus
fidélement possible le comportement d’une classe d’agents

La théorie de la décision la plus communément utilisdasée sur 'utilisation du critére detilité
espéréeCe critere suppose une représentation de I'incertitiedéagent par une distribution de pro-
babilité sur les états possibles du monde et de sesrpnefés par une fonction d'utilité a valeurs
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réelles. Les actions sont modélisées soit par desldiginns de probabilité sur les conséquences (von
Neumann et Morgenstern, [vNM44])), soit par des applicatim’ensemble des états du monde dans
celui des conséquences. Les actions sont comparéesl'ssijpgrance mathématique de la fonction
d'utilité.

La théorie de I'utilité espérée peut se révéler ieapteprésenter le comportement d’un décideur face
a certains problemes. Des paradoxes ont &té mis eariédet des généralisations ou des alternatives
a la théorie de I'utilité espérée ont été propog&es chapitre 2, partie ).

En Intelligence Artificielle, justement, le besoin de miedenon probabilistes pour traiter des connais-
sances incertaines a été exprimé depuis longtemps attdesatives aux fonctions d'utilité classiques
ont été proposées pour la représentation des préfése

Plusieurs modéles alternatifs ont été proposés palédasion dans I'incertain, faisant appel a des me-
sures d’incertitude/fonctions d'utilité non classiquesiantitatifs (chapitre 2, partie 1) ou qualitatifs
(chapitre 4, partie ). Par qualitatif on sous-entend geetghelles utilisées pour mesurer I'incertitude
et les préférences sont ordinales. Dans les cas extrdasaelations d’incertitude et de préférence
sont simplement binaires: on distingue les états du momdsilples ou impossibles et les consé-
guences satisfaisantes ou non satisfaisantes.

Notre étude s’insere dans cette derniere mouvance iapps ordinales de la décision en environne-
ment incertain. Nous ferons appel a des criteres deid@asdinaux, pour lesquels nous proposerons
une axiomatisation en termes de préférence entre actmssiite, nous exploiterons ces criteres ori-
ginaux dans deux domaines d’étude privilegiés de Illigtence Artificielle :

— Dans le domaine de la planification sous incertitude, emjardieu.

— Puis dans le domaine de la représentation logique powslaution (par une machinerie lo-
gique) de problemes de décision dans l'incertain.

Ce manuscrit se compose d’'une premiere partie décrivacertain nombre de criteres de décision
dans l'incertain et mettant en lumiere deux champs d’'atgon entre Décision et Intelligence Ar-
tificielle et d’autre part d'une seconde partie (repréaennotre apport) et traitant d’'une approche
ordinale de la décision dans l'incertain basée sur larib&les possibilités. Elle integre a la fois des
aspects axiomatisation, décision séquentielle, ntthdogiques de représentation et de calcul de dé-
cisions optimales.

Dans la premiére partie, la problématique de la décidéors I'incertain sera décrite sous deux angles:

— Dans les chapitres 1 et 2, nous allons la décrire sousléategSciences de la décisioApres
un rapide exposé de la problématique, montrant les dguecés complémentaires incertitude-
préféerences dans les problemes de décision dansrtaicenous décrirons un certain nombre
de criteres de décision et hous nous intéresseronaxaatisationsle ces differents critéres.

— Dans les chapitres 3 et 4, nous évoquerons la probléneadie la décision dans l'incertain sous
I'angle del'Intelligence Artificielle(1A).

Nous présenterons en particulier deux domaines ou len&es de la Décision et I'|A peuvent
interagir fortement :

— Le domaine de la planification sous incertitude est en afiefomaine de I'l|A pouvant
faire appel aux Sciences de la Décision, en particulielipéermédiaire de la théorie des
processus décisionnels markovigdsapitre 3).
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— Le domaine des langages de représentation des probtirdscision dans l'incertain.
Nous exposerons dans le chapitre 4 quelques formalismigiEgrécents pour la repré-
sentation de problemes de décision dans l'incertain.

L'IA a proposé des méthodes de représentation desa@tes et des connaissances naturelles
(implicites, granulaires et compactes) alors que ces probs de représentations sont quelque
peu négligés par les Sciences de la Décision qui se cteceplutdt sur les modéles de déci-
sion.

Dans la seconde partie nous présenterons tout d’aborditespgaux résultats de cette these en ce
gui concerne l'axiomatisation de criteres “qualitatifsjur la décision dans l'incertain. Le premier
chapitre de cette partie sera découpé comme suit:

— Nous rappellerons I'approche de Dubois et Prade [DP9Bisg®sur la théorie des possibilités,
pour la décision dans l'incertain qualitatif. Nous déanis I'axiomatisation, du type de celle de
von Neumann et Morgensterhes criteres qu'ils ont proposée, considérant leoastcomme
des “loteries possibilistes”.

— Ensuite, nous décrirons en détail I'approche que noassaproposée pour I'axiomatisation de
ces critéres, qui, tout comme celle de Savage, considgractions comme des applications de
'ensemble des états du systeme dans un ensemble dejcenses.

— Enfin, nous proposerons une axiomatisation pour desesite décision basés sur aEgrés
de confiance monotonegenéralisant les mesures de possibilité et de nééessi

Ensuite, dans le chapitre 2 de cette seconde partie, nauns @&tendre la théorie possibiliste de la dé-
cision sous incertitude proposée par Dubois et Prade [DP®% décision séquentielle, c’est-a-dire
lorsque plusieurs actions doivent étre appliquées ssogment, avant d’atteindre les objectifs d’'un
agent. La théorie proposée est une contrepartie passiile la théorie des processus décisionnels
markoviens en environnement observable. Le calcul dpoliee (ou séquence d’actions) optimale
est réalisé a I'aide de méthodespmtegrammation dynamique

Enfin, dans le dernier chapitre nous présenterons deuxoelpgs logiques de la décision dans I'in-
certain s’appuyant sur lagique possibilistel'une pessimiste et I'autre optimiste. Les connaissances
et les préférences seront exprimées dans des bas#sisate formules logiques propositionnelles.
Nous montrerons alors que les deux approches sont resgraeti en accord avec les deux fonctions
d'utilité qualitative possibilistes, pessimiste et opiste exposées dans le chapitre 1 de cette méme
partie.

Reprenant alors nos travaux présentés dans [DLPS98a],dannerons de brefs rappels sur le cadre
desAssumption-based Truth Maintenance Systgii$/S) de de Kleer [de 86] et nous montrerons
comment ce cadre permet de coder un probleme de décisaditedjire possibiliste.

L'approche originale que nous proposons pour la décigiafitative possibiliste, peut étre généralisée
au calcul de décisions optimales vis-a-vis d'autreenei de décision. Nous terminerons ce chapitre
en exposant le lien entre les ATMS et les approches de Iasidaciians I'incertain basées sur les
fonctions de croyance de Dempster et Shafer [Dem67, Shiols décrirons également un cadre
général basé sur les ATMS qui permet d’intégrer lagepntation de problémes qualitatifs de décision
sous incertitude, indépendamment des fonctions utdipeur mesurer I'incertitude et les préférences.
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Premiere partie

Decision dans l'incertain et Intelligence
Artificielle






Chapitre 1

Deécision dans l'incertain et cecision sous
risque

1.1 Introduction

L'objet d’'une théorie de la décision dans l'incertain dstproposer un ou des criteres permettant
de modéliser le comportement d’'un agent face a un prabldenchoix parmi un ensemble d’actions
disponibles. Selon (Savage, 1954 [Sav54]), une actiest une application d'un ensemble d’états du
monde possibleS = {sy, s2, ...} vers un ensemble de conséquenkes {xz, z3,...}. Lensemble

S représente I'ensemble des états du monde dans lescagtisi peut étre appliquée, et pour tout
états € S, a(s) € X représente le résultat de I'actierappliquée a I'état du monde On parle de
décision dans l'incertaitorsque les conséquences d’'une action ne sont pas camagt connues
avant qu’on exécute cette action et/ou lorsque I'état dadhe n’est pas exactement connu au moment
du choix de I'action. L'agent exprime des préferencedesiactions, refletant ses préférences sur les
conséquences des actions.

lllustrons tout d’abord les notions d’état du monde, d@tiet de conséquence a l'aide de I'exemple
suivant, tiré de (Savage, 1954 [Sav54]) :

Exemple 1.1.1Vous étes en train de préparer une omelette. Vous avazdépgé cing oeufs dans un
bol, vous tenez le sixieme en main et celui-ci vous sembpeesti: est-il pourri ou sain?

Pour simplifier le probleme, supposons que vous ayez totisres a votre disposition:
— casser I'oeuf dans 'omelette,
— le jeter directement a la poubelle,

— sortir une tasse pour y casser I'oeuf et examiner son &dtaicheur, avant d’éventuellement
I'incorporer a 'omelette.

Ce probléme de décision peut étre résumé par le talgzant :
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Etat du monde

Action oeuf sain ;) oeuf pourri 62)
Casser I'oeuf | omelette & 6 pas d'omelette, 5
dans le bol oeufs oeufs gachés

Le casser dangs omelette & 6 oeufs omelette a 5 oeufs
une tasse une tasse a laver | une tasse a laver
Le jeter omelette a 5 oeufs omelette a 5 oeufs

un oeuf gaché

Les états du monde (pertinents au probléme) sont:
— 51 “l'oeuf est sain”,
— s9: “l'oeuf est pourri”.

Le probléme de décision revient a choisir quelle actippliguer parmi les trois disponibles. Ces
trois actions “disponibles” forment un sous-ensemble desdembleX ® des actions théoriquement
envisageables (I'ensemble de ces dernieres étant fidneedes applications dg vers X). Classi-
guement, on suppose l'existence d’pireordre (relation réflexive et transitiveyomplet exprimant

les préférences de I'agent entre les actions disponibkedgstence de ce préordre impose que I'ordre
de préférence entre deux actions ne dépend pas de I'dedpeeférence entre I'une de ces actions et
une troisieme. Dans I'exemple précédent, I'ordre defgrence entre les actions “casser I'oeuf dans
I'omelette” et “le jeter” ne doit pas dépendre du fait quection “le casser dans une tasse” soit dispo-
nible ou non.

Comment choisir une actionl? choix de I'agent est supposé guidé par uglation de préférence
sur les conséquences éventuelles des actions applcablenerelation d’'incertitudeentre les états
possibles du monde. En effet, une action peut donner deauisifésultats qu’une autre dans certains
états du monde et de moins bons dans d'autres. S'il en esf s “plausibilités” relatives des états
du monde possibles doivent étre prises en compte pourénals actions.

Parlons des préférences, dans un premier temps. Daneldéme, il est évident que la conséquence
“‘omelette & 6 oeufs” est préférée a “pas d’'omelettegBf® gachés”...

Dans le cas général, cette préférence peut étre campleéterminer entierement. Dans le meilleur
des cas, elle est exprimée par I'intermédiaire d’une tionad’utiliteé, numérique ou ordinale, sur les
conséquences. Dans d’autres cas, un agent exprime $ésepoes suivant plusieurs critéres et I'un
des problémes a résoudre est d’agréger ces diffemitéses : ce sont degroblemes de décision
multicriteres(Roy, 1985 [Roy85], Vincke, 1989 [Vin89]). Dans d’'autres@ncore, un agent a un
critere de décision unique, mais plusieurs agents sopliqoés dans la prise de décision: I'agréga-
tion des préférences de plusieurs agents est le théetedd ‘dda théorie du choix socialArrow,
1951 [Arr51]). Le cadre de cette these étant restreintoamaine (déja vaste) de la décision dans I'in-
certain, nous nous limiterons au cas ou les préférermetsexprimées directement par une fonction
d’utilité unique, numérique ou purement ordinale. Noagrons tout de méme que dans certains cas
cette relation de préférence unique peut étre issueagedation de relations de préférence locales,
représentées par exemple par des contraintes ou des buts.
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Le probleme de décision peut éventuellement &tre batdincertitude. Si I'état du monde est parfai-
tement connu, le probléme de décision revient a chagsitibn dont la conséquence (dans cet état) est
préféerée a toutes les conséquences des autres a@iglagrevient a dire que les actions sont directe-
ment assimilées a leur conséquence et ordonnéesd'bprélation de préférence entre ces derniéres.
Il est & noter que dans ce cas, peu importe que la fonctiditit#goit numérique ou non. Seul compte
I'ordre entre les conséquences. Dans I'exemple prétgédeon sait que I'oeuf est sain, on choisira
de le casser directement dans I'omelette, ce qui aura pfairdef procurer une omelette a six oeufs
(c’est la conséquence préférée). Si au contraire drgaal est pourri, la meilleure conséquence que
I'on peut obtenir (une omelette a cing oeufs) le sera ensidsdnt de jeter I'oeuf.

Que se passe-t-il maintenant si I'état réel de fraiclieulfoeuf est inconnu? Prendre la décision de
casser I'oeuf dans I'omelette est excellent si I'oeuf ebt,saais déplorable si il est pourri. Le jeter
est la meilleure chose a faire s'il est pourri, la pire ssil sain. La meilleure action est-elle de le casser
dans une tasse a part, alors que cette action n’est la areilhé dans le cas ou I'on sait que I'oeuf est
sain, ni dans celui ou on sait qu’il est pourri?

Dans ce chapitre et le suivant, nous allons passer en revigertain nombre de théories pour la
décision dans I'incertain. Ces théories different pifimlement par laaturede I'incertitude et par sa
représentation. Dans ce chapitre, nous évoqueronsilescds classiques d’incertitudBincertitude
non probabilisegLR57], [Mil54]et le risque[vNM44].

— En premier lieu, nous examinerons le cas ou les connaissaie I'agent décideur sont les
moins informatives. Il ne connait pas I'état réel du merg € S, mais il sait seulement que
celui-ci appartient a un ensemhie C S d’états possibles. Nous explorerons les criteres de
décision recensés par [LR57], pouvant étre utilisag pesoudre ces problemes, ainsi que leurs
justifications axiomatiques, proposées entre autres plaohMMil54] ou Brafman et Tennen-
holtz [BT96, BT97].

— Ensuite, nous verrons un cas dans lequel, quoique toujoafsonté a un probléme de décision
sous incertitude, I'agent dispose d’une information picise. Il dispose de données statistiques
sur les difféerents états possibles du monde, résurnerasne distribution de probabilitébjec-
tive, p surS. Lorsqu'il en est ainsi, on parle d&cision dans le risqUuegNM44]. Nous présente-
rons lathéorie de I'utilité espérégoroposée pour traiter ces problemes de décision segsgi
Dans cette théorie, I'agent classe les actions suivaspé&eance mathématique d’une fonction
d'utilité sur les conséquences. De maniere opéragthenla théorie permet de construire la
fonction d'utilité de I'agent (sur I'ensemble des conséqces) a partir des préférences gu'il ex-
prime entre les actions et de la distribution de probadsildbjective. Elle suppose, entre autres,
gue le probleme de décision en question est renconteéeuits fois et que les conséquences,
bonnes ou mauvaises, se compensent, puisqu’elle évawetions en faisant une moyenne
arithmétique pondérée des conséquences possibles.

1.2 Décision dans l'incertain non probabilise

Les criteres décrits dans cette section s’appliquemsgpdoblemes de décision pour lesquels I'infor-
mation est trés grossierement représentée : les cesaraies du décideur ne sont modélisées que par
un sous-ensemble d’états possibles du monde. Parfoisnteatssance du décideur est représentée de
facon plus élaborée. Celui-ci peut, par exemple, dispde donnéestatistiquesur les états possibles

du monde, exprimées par udistribution de probabilitésur les états possibles. Lorsqu'il en est ainsi,
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on parle dedécision sous risquéC’est ce cas que nous décrirons plus en détails danstiarsdc3
page 15.

1.2.1 Quelques crieres classiques pour la dcision dans 'incertain non probabilise

Les criteres de décision dans I'incertain que nous pitess dans ce paragraphe (et que nous retrou-
verons plusieurs fois dans cette thése) sont décrits(las et Raiffa, 1957 [LR57]). Lensemble des
états possibles du monde est supposé fini, ainsi que tdreales actions disponibles (nous précise-
rons pour toutes les théories de la décision exposéesatdie thése si elles supposent des ensembles
finis ou infinis d'états/de conséquences).

Dans ce paragraphe, les problémes de décision sontsegpés par des matricgs;;|, ou u;; =
u(a;(s;)) représente Il'utilité de la conséquence de l'actipriorsque I'état du monde est (I'en-
semble des états du monde 8st {s, ..., s, } etI'ensemble des actions edt= {a,...,q,}).

Les quatre critéres de décision dans l'incertain reegmsr Luce et Raiffa [LR57] sont les critéres
maximin(ou critére de Wald)minimax regretHurwiczetLaplace

— Le criteremaximinévalue les actions selon I'utilité de leur pire conséueepossible. Ce critére
est absolument pessimiste, et ne permet pas de compensatiiones conséquences d’actions
répétées.

— Le critereminimax regrefproposé par Savage [Sav51] évalue les actions en fondtismliffé-
rences, pour chaque état possible du monde, entre legsitie leur conséquence et de celle
gue la meilleure action permet d’obtenir. Il les évaluesaielativement aux autres actions dis-
ponibles, contrairement au critam@aximinqui évalue les actions de maniéere “absolue”.

— Le critere d’'Hurwicz généralise le critere de Waldigmu'il évalue les actions en fonction d’une
moyenne pondérée (par un indice de pessimisme) de€sitilé leur pire et de leur meilleure
conséquence possible.

— Enfin, le critere de Laplace évalue les actions en fondi®la moyenne arithmétique des uti-
lités de toutes leurs conséquences possibles. Ici, iamde compensation entre conséquences
d’actions répétées prend tout son sens.

Ces quatre critéres requierent des échelles d’utig@lus en plus raffinées : une échelle ordonnée
suffit pour le critere de Wald, la notion de difféerence enttilités est nécessaire pour le critere de
Savage, et les critéres d’Hurwicz et Laplace nécesditealculer des moyennes.

Crit ére maximin ou critére de Wald

Le criteremaximin ou critere de Wald [Wal50], ordonne les actions selorilitétde leur conséquence
obtenue dans le pire cas, c’est a dire lorsque I'état duda@st le plus défavorable. Si, par exemple,
le probleme de décision est représenté par la matrice :

S1 839
ay 1 3
as 4 0

ay est préférée a,, caruw(a1) =1 > 0 = uw (asz).
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Le criteremaximinpeut se révéler peu discriminant, comme le montre I'exerapivant:

51 52

ay 2 1

as 1 100
ou les deux actions sont trouvées équivalentes, alogslajseconde “semble” bien meilleure. Le
critere maximinpeut étre raffiné, par exemple en utilisant le crite@min de Moulin [Mou88]
qui ordonne les conséquences de chaque action par ordssambd'utilité, puis compare les uti-
lités des conséquences de chaque action, une par unerd’es utilités minimales, puis les sui-
vantes et ainsi de suite. Dans le dernier exemdle?) <;... (1,100), doncay est préféerée a;.
Le critereleximinpermet de définir un préordre complet, deux actions &gquivalentes si et seule-
ment si les vecteurs ordonnés des utilités de leurs guesies sont égaux. Un autre ordre strict
sur les vecteurs, pouvant étre utilisé pour comparer déeres a été étudié par Fargier, Lang et
Schiex [FLS93]: l'ordrediscrimin®. Pour deux actions; et a,, I'ordre discrimincompare les ac-
tions par leurs pires conséquences dans les états owtomssadifferent, uniquements; > giser a2
SSIMiNges(a;,a,)@1(8) > MiNses(ay,a0)@2(8), OUS(ar, az) = {s € S, a1(s) # az(s)}. Notons que le
préordre associé@iscriminn’est que partiel.

Crit ere minimax regret

Ce critere ordonne les actions suivant leegret maximal que I'on cherche a minimiser (Savage
[Sav51]). Il transforme les utilités des actionsregrets ou le regret associé a une action dans un état
du monde donné est la difféerence entre I'utilité de lasgmuence que I'on obtiendrait en appliquant
la meilleureaction (pour cet état), et celle que I'on obtient effeatiant.

Utilites Regrets
81 83 51 852

ay 0 100 — ay 1 0

as 1 1 as 0 99
La meilleure action est;, qui minimise le regret maximal. Notons ga@nimax regren’est pas un
raffinement denaximin(ici, les deux critéres donnent des résultats opposés).

Crit ere de Hurwicz

Les criteregnaximinetminimax regresont tous deux trés prudents, puisqu’ils se focalisentesire
cas (le pire “regret” pour le critere de Savage). Le ceide Hurwicz [Hur51] autorise une compensa-
tion entre I'utilité obtenue dans le pire cas et I'utildbtenue dans le meilleur cas, par I'intermédiaire
d’'un indice de pessimisme € [0, 1]. Soientm; et M; les utilités respectivement de la pire et de la
meilleure conséquence possiblede

Hy(a;))=a-m;+ (1 —a) - M,.

Lorsquex = 1, on retrouve le criterenaximin

1. Cet ordre avait déja été évoqué par Cohen et JdfFag§0] dans un article proposant une axiomatisation d&sesi de
décision dans l'incertain, rationnels, et montrant comnils peuvent étreapprochéspar des criteres ne prenant en compte
gue les conséquences extrémes des actions.
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Crit ere de Laplace ou de Bernoulli

Le principe de ce critére consiste & supposer que, danasid’ignorance totale sur I'état réel du
monde, on peut associer a chaque actiomtayennedes utilités de ses conséquences possibles
(puisque rien ne nous permet de supposer qu’'un état dophésale “chances” qu’un autre d'étre
I'état réel du monde):

siS={s,...,5,}, alorsu(a;) = w
1.2.2 Lacaracgrisation axiomatique de Milnor pour ces differents criteres de dcision
dans l'incertain non probabilise

Plusieurs critéres de choix peuvent donc étre utili®@s fa décision dans l'incertain. Lequel doit-on
utiliser lorsque I'on se trouve face a un probléme don@é probleme du choix du critere est d'autant
plus important a traiter que les différents criteresyge classer de maniére totalement contradictoire
les différentes alternatives:

Exemple 1.2.1 (Luce et Raiffa [LR57])
Comparaison des différents critéres :

51 S2 S3
aq 2 12 -3
ao 5 5 -1
as 0 10 -2

Sur cet exemple, les différents criteres donnent leselagnts suivants:
- maximin:as > as > aq,

- Savageun; > as > ag,

- Hurwicz (@ = 3/4): a3 > ay > ag,

- Laplace:a; > as = as.

Cette sensibilité trés grande de la solution du probl&melécision vis-a-vis du critére choisi rend
nécessaire une axiomatisation des différents critdvikor [Mil54] a proposé une caractérisation
axiomatique des critéres de décision dans l'incertamprobabilisé. Cette caractérisation est fondée
sur dix axiomes. A partir du choix des axiomes que I'on sowghaiir respectés par la relation de pré-
férence entre actions, certains des critéres prétgdent étre &liminés ou au contraire confortés pour
représenter les préférences de I'agent. Les probl@metecision sous incertitude seront considérés
sous forme matricielle, les colonnes représentant fs possibles du monde et les lignes les actions
a la disposition de I'agent. Cette caractérisation aéite la définition suivante:

Définition 1.2.1 Domination
L'action a; domine fortement (resp. faiblement) I'actionsi et seulement si,

Vs € S, u(a;(s)) > u(a;(s))(resp.Vs € S, u(a;(s)) > u(a;(s))).

Deux actions sont dites équivalentes si et seulementes st dominent faiblement I'une I'autre
(Vs € S, u(ai(s)) = ula;(s))).
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Les axiomes de Milnor
1. Ordre. Toutes les actions doivent &tre ordonnées, i.e. le gréantre les actions est complet.
2. Symetrie. L'ordre doit étre indépendant de I'étiquetage des ligeedes colonnes.
3. Domination forte. «’ est préférée &” si«’ domine fortement”.
4

. Continuit é. Si tout élément! d’une suite convergent@’) d’actions est préféré a tout élément
a!! d’une autre suite convergente, alors la limite de la sgite n'est pas préférée a celle de

(a).
5. Linéarité. L'ordre est invariant par transformation linéaire dedités (u' = o - u + 5, @ > 0).

6. Ajout de lignes.L'ajout d’'une nouvelle action ne modifie pas I'ordre entre d@itres actions.

7. Lin éarité par rapport aux colonnes.L’'ordre ne change pas si on ajoute une méme constante
a toutes les colonnes.

8. Duplication de colonnesL'ordre ne change pas si on duplique une colonne dans lageatri

9. Convexite.Sia’ eta” sont classées indifferentes par I'ordre, alors aucusealdax n’est préfé-
rée al'actionl/2-a'+1/2-a".

10. Ajout de lignes affaibli. Ajouter une nouvelle action faiblement dominée par tolgesutres
actions ne modifie pas I'ordre entre les autres actions.

L'axiome 1 impose que toutes les actions (hypothétiquestellement disponibles) puissent étre
comparées. L'axiome 2 accorde a tous les états posslblesonde la méme importance dans I'éva-
luation des actions. D’apres I'axiome 3, si une action adiounmmeilleur résultat qu’une autre quel que
soit I'eétat réel du monde, alors elle lui est préféerées axiomes 4, 5 et 9 contraignent les propriétés
mathématiques des fonctions d'utilité. L'axiome 6 stgpgue les actions peuvent étre évaluées indé-
pendamment les unes des autres. Cet axiome est violé patele cle Savage comme nous 'avons
déja signalé.

L'axiome 7 indique que si on offre un “bonus” pour un état déerdu monde (le méme pour toutes
les actions), on ne modifie pas I'ordre entre ces actions Biendu, si le bonus est offert pour un
état dans lequel I'action; donne sa pire conséquence, on change I'utilité (au seWadig ou de
Hurwicz) dea;, et pas forcément celle des autres actions: ainsi, leari@sst de:; peut changer. Les
criteres de Savage et de Laplace, eux, respectent cet @xiBavage parce que I'ajout de bonus ne
change pas la matrice de regrets, et Laplace parce que satéraradditif fait que le bonus apporte
la méme contribution a toutes les actions.

L'axiome 8 stipule encore qu’en cas d’ignorance, les megede choix doivent étre insensibles a la
“redondance” des informations. Si deux états du monde sgodent de maniére identique pour
toutes les actions, ils peuvent étre rassemblés powaliiation de ces actions. Le critere de Laplace
ne satisfait pas ce principe, puisqu’un état décrit deisxdans la matrice d’utilité a un “poids” deux
fois plus fort que s'il n'est décrit qu’'une fois. L'axiom&®Est une version affaiblie de I'axiome 6.

Le tableau 1.1 page suivante résume la caractérisat®ditférents criteres exposés précédemment.
Un x ou un® signifie que I'axiome est vérifié par le critére corresgaint.

Aucun des quatre criteres ne vérifie les dix axiomes aifa En fait, ces dix axiomes sont méme in-
compatibles entre eux. Le choix d’'un sous-ensemble d'agofoompatibles entre eux) va permettre
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Axiome maximin Savage Hurwicz Laplace
1. Ordre @ ® & ®
2. Symétrie ® & ® ®
3. Dom. forte ® ® & ®
4. Continuité X @ ® ®
5. Linéarité X X ® X
6. Aj. ligne ® & ®
7. Lin. colonnes ® ®
8. Dup. colonnes ® ® ®

9. Convexité ® ® X
10. Aj ligne aff. X ® X X

TAaB. 1.1 —Caractérisation axiomatique des differents criteresdécision dans I'incertain non pro-
babilisé.

de déterminer I'utilisation de I'un ou I'autre des cri&r L'ensemble des axiomes pointés parun
dans une colonne suffit & caractériser le critere coomdant: si un ordre entre les actions satisfait
tous les axiomes d’une colonne pointés paruplus d’autres éventuellements, pointés parin
alors il est représentable par le critere corresponadentolonne.

Ainsi, si on est prét a abandonner I'axiome 6 (ajout dedjgpar exemple, c’est le critere de Savage
gue I'on choisira. Sil'on veut garder les axiomes 1, 2, 3, dt B on est conduit a choisir le critére de
Laplace (qui respecte aussi 5, 9 et 10).

1.2.3 Le mockle de Brafman et Tennenholtz pour la @cision qualitative dans I'incer-
tain

Dans ce paragraphe, nous allons revenir sur les criterdéasion dans l'incertain non probabilisé,
maximinet minimax regretNous avons présenté dans le paragraphe précéderideses proposés

par Milnor [Mil54], permettant de caractériser ces gae Cependant, dans son axiomatisation, Mil-
nor suppose que la matrice d'utili#éa;, s;) du probléme de décision est une donnée de ce probleme.
Nous allons exposer les travaux de Brafman et Tennenholt26B [BT97] qui se placent dans une
optique difféerente en proposant une axiomatisation pgemg lorsque I'on choisit le critere que I'on
souhaite adopter, de déterminer la matrice d'utilitetyfx d’approche est dinstructive

L'ensemble des états possibles du monde est$idth sous-ensemblade S est unétat de connais-
sance Soit L, 'ensemble de ces états de connaissaiice (2°). Parallélement & la notion d’action
hypothétique ils utilisent la notion d’état de connaissahypothétique. Ensuite, ils définissent la no-
tion depoliceP: L — TO(.A), ouT'O représente I'ensemble des ordres totaux4ufensemble des
actions (les résultats exposés tiennent égalementdespréordres totaux

Une police n’est rien d’autre gu’un rangement des actionsphe de préférence!

Dans (Brafman et Tennenholtz [BT96]), les auteurs propogea justification du criterenaximin
Cette justification requiert la définition seaximin représentabilité

Définition 1.2.2 Maximin représentabilité
La policeP : L — TO(A) estmaximin-représentabk et seulement si il existe une fonction d'utilité
u sur.A x S (avaleurs dans une échelle totalement ordonnée), geié: est préferée &’ dans I'état
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de connaissandg suivant I'ordre’P (/) si et seulement si:

min,epywyu(a, 8) > mingepwyu(d', s).

En termes simples, une poli@ est maximin-représentable si et seulement si on peut éroune
fonction d'utilité surA x S telle queP puisse étre représentée par le crit@aximin

Remarquons que ce modeéle fait intervenir une fonctionld&sur.A x S, et non sur un ensemble de
conséquences (ce dernier cas peut étre vu comme un caslfiartdu précédent).

Brafman et Tennenholtz [BT96] proposent de construirgréind’un ensemble d’ordres totayx

, W C S} surA, un ordre partie- sur.A x S. Cet ordre partiel étend en particulier les ordres,
pours € S:a =5 a' < (a,s) = (d,s).

Dans [BT96] les auteurs prouvent que si la famille d’'ordiaux vérifie une propriété simple de
fermeture sous uniofu >y ' eta =w ' < a =yuw o’) et une certaine forme de transitivité dite
transitivité faible alors> estmaximin-représentable

En prouvant ce résultat, les auteurs donnent une métrederttruction de la fonction d'utilité sur

A xS,

En outre, dans (Brafman et Tennenholtz [BT97]), ils morttggrune police esthaximin-représentable
si et seulement si elle estinmax-regret représentablees matrices d’utilités obtenues dans les deux
représentations sont bien entendu difféerentes, maiésgtat signifie que dans le cas ou les utilités
d'un probléme de décision sous incertitude doivent 8&terminées a partir des préférences d’'un
agent, les deux criteres pourront étre indifferemmeitis@s pour résoudre le probleme de décision.
Enfin, dans le méme article, les auteurs étendent lestdtats aux cas ou les connaissances d’'un
agent sont représentées par des préordreS ¢etrnon de simples sous-ensembles). Dans ce cas, ils
prouvent que si les deux propriétés évoquées plus ltttsujours respectées, le critéraximin
peut encore &tre invoqué, en limitant les ensemblesid gtossibles aux états “les plus plausibles”
suivant le préordre suf.

Le méme type d’approche, visant a ne prendre en compteguéddts les plus plausibles pour résoudre
un probléme de décision sous incertitude, a été admt8outilier [Bou94], ou Tan et Pearl [TP94],
dans leurs approches logiques que nous allons décrirdelahapitre 4 page 53.

Au contraire, Dubois et Prade [DP95b] proposent deuxrestéle décision qualitatifs qui ne se li-
mitent pas aux états les plus plausibles (voir chapitrege@l). En contrepartie, comme nous le
verrons dans la seconde partie de cette these, leur neetugpose que les ordres utilisés pour re-
présenter les connaissances et préféerences d’'un agertasnmensurables.e. représentables sur
une méme échelle. L'un des deux criteresreakimin-représentablalors que I'autre eshaximax-
représentablépropriété duale de la précédente, également ptésgrar Brafman et Tennenholtz).

1.3 Décision dans le risque

1.3.1 Presentation du critere de I'utilit € esgeréee

Les problemes de décision sous risque forment un sowsydris des problemes de décision sous
incertitude. Dans les problemes de décision sous rigiiuassimile les actions a degeries(proba-

bilistes), dont les lots sont les conséquences éveptudls actions. Les probabilités des differentes
conséquences (les lots) peuvent étre déterminéestia g données statistiques (si on dispose de
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telles données, c’est-a-dire si le probléme de décisst répété frequemment), ou a partir de considé-
rations de symétrie. Les jeux de hasard de type rouletig,de dés, black jack,... sont des exemples
typiques de problémes de décision sous risque.

Exemple 1.3.1Le jeu de roulette

Le jeu bien connu de roulette fait intervenir une roue contgar37 cases (numeérotées de 0 a 36). Le
probleme de décision consiste a miser une certaine somoweant étre nulle) selon I'un des modes
suivants:

— Pari surun nombre de 1 a 36. Si le numéro choisi sort, mupé&re 36 fois la mise, sinon on la
perd.

— Pari surpairouimpair. Sile numéro sortant possede la méme parité (sauf gaupere deux
fois la mise, sinon on la perd.

— Pari surrougeou noir. Les numéros de 1 a 36 sont répartis équitablement desideux cou-
leurs. Si le numéro sortant est de la couleur choisie, onngagdeux fois la mise, sinon on la
perd.

— Pari sur I'une des trois douzaines: 1-12, 13-24, 25-36.eSaliméro sortant appartient a la
douzaine choisie, on gagne 3 fois la mise, sinon on la perd.

Si le zéro sort, la mise est perdue.

Dans les problemes de décision sous risque les actionggaluées par I'espérance mathématique
d’'une fonction d'utilité sur les conséquences. Nous sggpons que la fonction d'utilité est égale au
gain, mais ce choix est arbitraire : dans le modéle la fonafiutilité d'un agent sur les conséquences
exprime son attitude par rapport au risque et n’est pagifoent directement proportionnelle au gain.
Les utilités espéréesdles differentes actions disponibles servent a classectdiment les actions dis-
ponibles. Si on parie sur un numéro, on a une chance sur 8uk{lons pas le zéro!) qu'il sorte, et 36
chances sur 37 qu’il ne sorte pas. Si le numéro choisi sogagne 35 fois la mise initiale (36 fois

en fait, mais il faut tenir compte de la somme misée). S'ibod pas, le “gain” est négatif et vadtn
(somme misée et perdue). La formule de I'espérance mattiue du gaids estE' (G) = 5 p(G)-G.

En I'appliquantici pour obtenir I'utilité espérée dattionPari(:) (pari sur le nombre), on obtient:
UE(Pari(i)) = p(i) - 35m + p(i) - (—m), sSOitUE (Pari(i)) = (1/37) - 35m + (36/37) - (—m) =
—(1/37)m.

On peut faire le méme calcul pour tous les autres paris, lesguels on trouve le méme gain espére,
négatif si la somme misée est positive. La meilleuresiénia prendre pour ce probleme (si on suitla
théorie “rationnelle” de I'utilité espérée), est depees parier, ou mieux encore, de parier une somme
négative (c'est-a-dire, de se mettre a la place du c§sino

Dans le prochain paragraphe nous allons décrire plustan énotion de loterie, puis I'axiomatique
proposée par (von Neumann et Morgenstern, 1944 [vNM44Jy [godécision sous risque, permettant
de justifier I'utilisation du critere de I'utilité esp&e pour le choix de décisions optimales.

1.3.2 Loteries et utilite esgerée : axiomatisation

Loteries

Uneloterie, dans I'approche de von Neumann et Morgenstern [vNM44]iggilement une distribu-
tion de probabilit® sur un ensemble de conséquen&egpouvant étre fini ou infini.
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Rappelons que dans le cadre de la décision sous incertitndeaction: est une application d'un
ensemble d'états possibles du modeers I'ensemble de conséquencésDans le cas particulier
de la décision sous risque, l'incertitude sur I'état dunehe® est modélisée par une distribution de
probabilitép (connue a priori) suf. Il apparait que I'on peut aisément associer a chaqueractine
distribution de probabilitg, sur les conséquences (une loterie).

Celle-ci est simplement définie par:

Deéfinition 1.3.1 Loterie associée a une action

Vo € X, pa(z) = Pla™!(2)).
Dans le cas ot est fini,P(a™" (2)) = Yyes.0(5)=P(5).

Ainsi, dans le cadre de la décision sous risque, compagzactons revient a comparer des distribu-
tions de probabilité sur les conséquences, donc desdster

L'ensemble des loteries sur I'ensemble de conséqueXiqezut étre défini a partir des élémentsXie
et d'une opération de combinaison de loteries consteujtertir de deux opérateurs,et® :

Définition 1.3.2 (Von Neumann et Morgenstern [vNM44])
(L(X),®,®), 'ensemble des loteries su¥, est défini par:

1. X C L(X)

2. Pour tout couplel, ') € £(X)? et pour touta, (0 < « < 1), on définit une opération de
combinaisonC(X)? — L(X), (LI = U"= (e )& (1 -a)o ).

3. Toute combinaison de loteries est une loterie.

Toute conséquence e X est appelédoterie lémentairgune loterie élémentaire donne la consé-
quencez avec la probabilité 1). Attention, les élémentsZgX') ne sont pas des réels, ainsiet

@ ne sont pas les opérations classiques sur les réelsfdasutdes vérifient les mémes propriétés
d’associativité, distributivité...

Un exemple de loterie élémentaire est le jeu de pile oy fdees lequel I'action de parier spite peut
étre assimilée a une loterie sur les conséquegagséet perdu: [ = (0, 5¢ gagng &(0,5© perdu).

La loterie en question est définie indépendamment datestidssocieesgagnéet perdu

Axiomatisation

Dans les problemes de décision sous risque, les lotagégentant les actions peuvent &tre extré-
mement complexes, ainsi les préférences entre de teliesds peuvent étre difficiles a déterminer.
L'idée qui sous-tend I'axiomatique de von Neumann et Moggern est de permettre a un agent d’ex-
primer ses préférences simplement par une fonctionldésiur les loteries élémentaires (I'ensemble
des conséquencey)). Si les préféerences de I'agent sur I'ensemble des kgedspectent une série
d’axiomes, alors elles peuvent étre résumées pardiasige mathématique de la fonction d’utilité sur
les conséquences.
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Soit < une relation d’ordre su€(X). [,!’ et!” sont des loteriesy € 10, 1[. Von Neumann et Mor-
genstern ont proposé I'ensemble d’axiomes suivant, @eistrois groupes, et portant sur la relation
<

A: Préordre total

A.1 < estun préordre total sui( .X) : il est réflexif, transitif et tous les éléments 4eX') sont
comparables deux a deux.est la partie stricte de.

B: Ordre et combinaison

Bli<lU=l<[(acl)d(I1-a)ol)etfac)d(1-a)cl)] =<l

B2I<!I'<!l"=
Ja € 10, 1[tel que[(a @ ) & (1 —a) @ I")] <V
etds € [0, 1[telquel’ < [(BO 1) @ (1 - 8)©1")]

C: Algébre des combinaisons

Cleolh)a(l-a)ol)=(1-a)o0l)d(acl)
C2eo(Boha(@-Holae(l-aol)=Froh)o((l-y)ol) oty =aj

Le premier axiome indique que toutes les actions peuventémparées vis-a-vis des préférences de
I'agent. L'axiome B.1 précise que si deux conséquencesngpas équivalentes, alors toute combi-
naison des deux est comprise strictement entre les dewefsude la relation de préférence). C'est
un axiome d'indépendance. L'axiome B.2 est un axiome déimmoite qui stipule que si deux loteries
ne sont pas équivalentes, on peut trouver une combinagsdealix qui soit arbitrairement proche de
I'une ou l'autre. Les axiomes du groupe C montrent commenidieries peuvent étre combinées.

Le théoréme suivant affirme que pour toute relation derdentre les loteries qui satisfait ce groupe
d’axiomes il existe une fonction d'utilité sur les lotegipermettant de la représenter. L'utilité d’'une
loterie quelconque est égale a I'espérance mathémeatiqune fonction d'utilité sur I'ensemble des
conséquences.

Théoreme 1.3.1Axiomatisation de I'utilité espérée
Soit X un ensemble de conséquences etne relation d’ordre surC(.X') vérifiant les axiomes A.1,
B.1, B.2, C.1 et C.2. Il existe une fonction d'utilité eel sur £(X) telle que

VLU= T e u(l) < u(lh).

u(l) = pi(e) - ulz),

reX

ou p; est la distribution de probabilités sux associée a.

Remarque : u n’est pas unique. Toute transformation affile= a.u + b aveca > 0 représente la
méme relation de préférence.
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1.4 Conclusion

La principale limitation de la théorie de von Neumann et §tarstern provient du fait qu’elle ne
se préoccupe que de la décision sous risque. Dans ce tCawrertitude est représentée par une
distributionobjectivede probabilités sur I'ensemble des états possibles duendela veut dire que
ces probabilités, déterminées par les conditionsriextées du probléme de décision sont connues
par le “décideur”. Cette théorie n'est donc applicable dprsque les probabilités sont réellement
objectives.

Le probleme se complique lorsque ces probabilités nemtisponibles ou lorsqu’elles ne peuvent
étre déterminées de maniére objective. Dans ce casegllitude ne peut étre mesurée par la simple
observation de phénomeénes physiques extérieurs édediegstatistiques, symétries du probleme...).
C’est au contraire I'agent (éventuellement un “expertf) devra délivrer ses “impressions” a propos
des états du monde qu’il considére plausibles ou non. Banas, on n’est plus en face d’'un probleme
de décisiorsous risquemais sousncertitude généralisé@les problemes de décision sous risque sont
des cas patrticuliers de problémes de décision sousitucks}. Dans les deux cas, les connaissances
sont résumées en une distribution de probabititdectivelorsqu’on est “sous risque” etubjective
lorsqu’on est sous “incertitude généralisée”.

Le probléme revient donc a faire révéler au décideargmbabilitéssubjectiveqqu’il attache aux
états possibles du monde, avant d’appliquer éventueheie critere de I'utilité espérée au nouveau
probleme de décision sous risque obtenu. Les méthodgmeees classiquement pour révéler ces
probabilités procédent d’'une analyse de la relation @&pence de I'agent entre les actions mises a
sa disposition.

Une premiere méthode, proposée par Anscombe et AumafABJAconsiste en une extension du
cadre de von Neumann et Morgenstern a la décision sougiinde. Ces auteurs ont proposé de
considérer, en plus des loteries classiques (pour ldeguek probabilités sur les conséquences sont
objectives), d'autres loteries qu’ils nomment “horsedats”. Ces “horses lotteries” ont pour consé-
guences des loteries classiques (éventuellement deéqueTsces au sens classique, cas particuliers
de loteries). Les “horse lotteries” et les loteries clagsipeuvent étre composées : une loterie clas-
sique peut avoir a son tour des “horses lotteries” commeéurences.

Anscombe et Aumann supposent ensuite que la relation dergnee du décideur entre toutes les
loteries (objectives et subjectives) satisfait, en plus adomes de von Neumann et Morgenstern
deux axiomes supplémentaires:

— Le premier concerne une forme de dominance entre loteuigedives (horse lotteries). Si
deux loteries subjectives ne different que par I'un de letg (les lots des lotteries subjectives
sont des loteries classiques) alors I'ordre de préf@rentre ces loteries subjectives est le méme
gu’entre les deux loteries classiques qui différent.

— Le second précise que si une loterie composite fait itérnypour une phase une loterie clas-
sique et pour une autre une “horse lottery”, peu importedferdans lequel est définie cette
loterie composite. Ce peut étre une “horse lottery” dostltgs sont des loteries classiques,
ou au contraire une loterie classique dont les lots sont ld@sés lotteries”, les deux loteries
obtenues sont équivalentes.

Grace a ces deux axiomes supplémentaires, on peutrdache distribution de probabilité (subjec-
tive), représentant chaque “horse lottery” et les pefées du décideur sont a nouveau représentables



20 CHAPITRE 1. CECISION DANS L'INCERTAIN ET DECISION SOUS RISQUE

par un critéere d'utilité espérée.

La théorie de Anscombe et Aumann représente une avare&agport a celle de von Neumann et
Morgenstern, puisqu’elle étend 'usage du critere délité espérée a la décision sous incertitude.
Seulement, elle fait aussi intervenir la notion de lotesiegpose encore I'usage des probabilités pour
représenter l'incertitude comme un postulat. L'approgte nous allons décrire dans le chapitre sui-
vant est plus riche, puisqu’elle considére directememtrefation de préférence entre actions et non
entre loteries. C'est seulement a partir de ces préfeegue sont déterminées les probabilités (sub-
jectives ou objectives) des états du monde. Ces prol&hitié sont pas des données du problemes
comme dans I'approche de von Neumann et Morgenstern (et deofitbe et Aumann, dans une
moindre mesure).
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Chapitre 2

Le critere de l'utilit & esferee et ses
variantes

2.1

Introduction

Dans ce chapitre nous allons décrire plusieurs théogiesritéres de décision associés) pour la dé-
cision dans l'incertain. Certaines de ces théories sostedéensions de celle de von Neumann et
Morgenstern (cf. Chap. 1), d’autres ont un cadre d’appbeatlifferent (description qualitative ou
ordinale des problémes de décision, problemes deidadans compensation entre les conséquences
possibles).

Ce chapitre est composé comme suit:

— Nous décrirons en premier lieu I'approche de Savage [@ades données statistiques sont ra-

A

rement disponibles. Pourtant, la théorie de I'utilitp@&®e est un outil puissant et attrayant pour
la représentation et la résolution de problemes desd#tsous incertitude. C’est pourquoi elle
a été étendue au cas ou I'incertitude n’est pas de natatistique. Dans ce cas, on utilise tou-
jours une distribution de probabilité pour représergsrdonnaissances de I'agent, mais celle-ci
est maintenansubjective Elle est construite, au méme titre que la fonction d'té@jlidirec-
tement & partir des préférences entre actions, en sapptmsijours que ces préféerences sont
représentables par comparaison de I'utilité espéesalifférentes actions.

La théorie de I'utilité espérée est basée sur cestpostulats, or ces postulats ne sont pas tou-
jours validés par tous les agents faisant face a un prmablge décision sous incertitude. La
théorie de I'utilité espérée peut aussi étre miseafawt’ sur des exemples précis de problemes
de décision. De tels exemples peuvent &tre trouvés, ldagsiels I'incertitude comporte a la
fois une composante statistique et une composante nastigiae. Des théories basées sur les
fonctions de croyancdpar exemple) ont été proposées pour traiter ce typesle ca

Enfin, I'incertitude et les préférences d’'un agent net g@s toujours modélisables par des
probabilités numériques sur les états possibles du mendes utilités additives sur les consé-
guences. L'agent peut étre seulement capable d’ordoendgefmes de plausibilité, ou de pré-
ference) les états du monde et les conséquences. A la fie deapitre nous exposerons une
théoriequalitativede la décision utilisant dedistributions de possibilitd la fois pour repré-

senter les connaissances et les préférences d’'un agarg Mdrrons que cette théorie utilise des
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donnéewrdinales et non additives, et qu’elle rejette la notion de moyenagrtrale a la théorie
de I'utilité espérée. Une grande partie de nos travaumceme cette théorie, c’est pourquoi un
chapitre entier (Partie I, chap. 1 page 73) sera consataé&léescription de I'axiomatique que
nous avons proposée pour elle, dans la seconde partietdelste.

2.2 Decision dans l'incertain et utilite esgerée : 'approche de Savage

Comme nous 'avons déja dit, le point faible de la thededvNM44] est qu’elle suppose que I'incer-
titude pesant sur un probleme de décision est représgrar une distribution de probabilité connue
a priori. Ainsi, on peut déterminer la fonction d'utilitRi décideur sur I'ensemble des conséquences
X, a partir d’'une distribution de probabilité, et de seaf@rénces sur I'ensemble des loteries.
L'approche de Savage [Sav54] est plus générale :

— Elle permet, a partir d’une relation de préférenceeelas actions (et non les loteries), de déter-
miner a la fois la fonction d'utilité du décideur sur lenséquences, mais aussi “sa” distribution
de probabilitésubjectivesur les états possibles du monde.

— Elle utilise la notion d’action, plus générale que celédoterie (de toute action on peut déduire
une loterie, mais plusieurs actions differentes peuvénéger les mémes loteries).

Cette approche ressemble a celle de Anscombe et Aumarmaj prés que la nature probabiliste de
I'incertitude n’est pas supposée a priori mais découdidmes concernant les préférences entre les
actions. Du fait que les axiomes proposés par Savage cwrdatirectement les actions, ils peuvent
étre vérifies par I'observation du comportement du diéar sur des problémes réels.

S et X sont encore une fois deux ensembles, respectivementd&tale conséquences. Savage
suppose ques est infini. Cette supposition est nécessaire pour pouaristtuire une distribution

de probabilité représentant l'incertitude de I'agekit.peut &tre fini ou infini.4 = X° constitue
I'ensemble des actions “potentielles”, applications a&st une conséquence a chaque état possible
du monde.

Dans un probleme de décision, les actions réellemeipipdibles ne constituent en général qu’un
sous-ensemble dé, néanmoins nous supposerons que le décideur est capaitderther toutes les
actions potentielles. Sa relation de préférence eséseptée par le préordre sur.4. La premiere
hypothése posée par Savage est¢Lest un préordreompletsur.A : toutes les actions peuvent étre
comparées (rangées).

SavlRangement
(A, <) est un préordre complet, i.€. est réflexif, transitif et complet.

Deux sous-familles d’actions sont particulierementastppour déterminer d’une part la fonction d’uti-
lité du décideur sur les conséquences, et d'autre patiss@bution de probabilité subjective sur les
états possibles du monde: les actionastante®t binaires respectivement.

Les conséquences des actions sont généralement notges, v’ . .. (eléements deX). Les actions
constantes donnent la méme conséquence, quel queetaiti€el du monde. Pour distinguer une
action constante de son unique conséquenom la note en grax]: pour toutz € X, X représente
I'action définie paivs € 9, X(s) = z. L'ensemble des actions constantes est Goté
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Puisque< est un préordre complet su, il en est aussi un syl C . A. CommeC et X sont bijective-
ment reliés, on peut définir, a partir ée un préordre complet su¥ : <p.

Définition 2.2.1 Préférences suk induites par les préférences sdr
Va,y € X, sipourtouts € 9, X(s) = z ety(s) =y, alorsz <py < x =Y.

Afin d’éviter le cas dégénéré ou toutes les conségeesont équivalentes, auquel cas toutes les ac-
tions le sont également, 'axiome suivant est introdes gxiomes ne sont pas présentés dans le méme
ordre que dans (Savage [Sav54]) mais par souci de clarg&aumservons la méme numérotation):

Sav5Non trivialité
dz,y € X,y <p x, 0U<p représente la partie stricte eg-.

La notion daction binaireest utile afin de déterminer les probabilités attach@esepdécideur aux
differents états possibles du monde. Une action binairaree action qui a au plus deux conséquences
possiblesy ety telles quey <p .

Pour toute action binaire, il existe un ensemble d'états S (dans le cadre de la décision sous

incertitude, un ensemble d’'états est ap@efEnement tel que la conséquence de I'action binaire est
x pour tout éléement de A, ety pour tout €lément dd. Cette action binaire est notéely.

Définition 2.2.2 Action binaire
Une action binaire, notée Ay, =,y € X, A C S peut &tre vue comme un pari sur I'evénemdnt
donnant la conséquenasesi A “arrive”, et y sinon:
Vs € A, zAy(s) = v etVs € A,z Ay(s) = y.
Définissons maintenanty, relation devraisemblancentre événements, par:
A<y BeVe,ye X,y<pz,zAy < zBy.

A <y B revient a dire que toygari sur B est préféeré a un pari aux conséquences identiques.sur

Il va sans dire que, dans le cas général, rien ne gararmitgusoit un préordre complet: changer
les conséquences peut modifier I'ordre entre les paris. ddinendre<y- complet, Savage propose
I'axiome suivant:

Sav4Projection sur I'ensemble des événements
Vae,y, ',y € Xyy<p a,y <pa’,VA,BC S,2Ay < 2By & 2’ Ay’ < 2'By'.

Cet axiome assure que la restriction de la relation deepgate sur les actions aux événements (paris
sur les événements) est bien définie et ne dépend querded’entre les conséquences des paris.

La notion d’action binaire est un cas particulier de la notitaction mixte

Définition 2.2.3 Action mixte
Sif etg sont deux actions, et C S est un événement, I'action mixtég est définie par¥s € A,
fAg(s) =f(s) etVs € A, fAg(s) = g(s).
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Une action binaire est donc une action mixte “constanteixidme suivant est un axiome clé de la
théorie de Savage. C’est lui qui permet de définir le camditement des préférences par rapport a un
événement.

Sav2Principe de la chose certaihe
Vf, g hheAVACS, fAh <gdh < fAh < gAh'.

Cet axiome stipule que si deux actidnth et gAh donnent les mémes conséquences sur un événe-
ment donné alors leur classement relatif ne dépend passdeonséquences.

Le “principe de la chose certaine” permet de définir unetiatade préféerence conditionnellpar
rapport a un événemertpar :

Définition 2.2.4 Préférence conditionnelle
f est préférée @ conditionnellement &, noté € > g) 4, Si et seulement si
Vhe A fAh > gAh.

Cette définition est bien fondée, grace au “principe dehiase certaine”. Qui plus est, la propriétté (
> g)4 ne dépend pas du choix teet la relation de préférence conditionnelle est un gh&pcomplet
surA.

Un ensemble d’événements peut &tre distingué, cehiitionnellement auxquel toutes les actions
sont équivalentes: l&/énements nultin événement est dit nul si et seulement si, pour tout triplet
d’actionsf, geth, fAh < gAh. On peut montrer qud est nul si et seulement di ~;, .

Sionrestreint larelation de préférence conditionrpalierapport a un événement aux actions constantes,
le préordre obtenu doit coincider avec le préordre sucdmséquences (sauf si on conditionne par rap-
port a un événement nul, bien entendu). Cette prapdétoule de I'axiome suivant:

Sav3Conditionnement restreint aux actes constants:
Soientz,y € X et A un événementon nul Soient les actions constantes = ety = y. Alors, (X

<yjaez<py.

Faisons une pause a cet endroit pour observer les prepuet la relation<;, sur les événements,
induite par une relatiorx sur les actions, satisfaisant les axiongs/1a Savh Savage a montré
gu’une telle relation sur les événements estnatettion de probabilité qualitativec’est a dire, vérifie
les propriétés suivantes (de Finetti [dF37]):

Al <; estun préordre complet,
A2 () <z, S (non trivialité),
A3 VA C 5,0 <7, A (consistance),
PSiAn(BUC)=0,alorsB <, C'sietseulementsi UB <; AU C (additivite).

Une relation d’ordre<y, sur les événements basée sur une mesure de probabifite <; B <
P(A) < P(B)) est une relation de probabilité qualitative. Cependang relation de probabilité

1. Le nom original donné par Savage a cet axiometesSure Thing principlgue nous traduisons par principe de la
chose certaine, faute de mieux.
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gualitative n’est pas forcément représentable par usteillition de probabilité comme I'on montré
Kraft, Pratt et Seidenberg [KPS59].

Pour pouvoir déterminer la mesure de probabilité, Sauatgeduit I'axiome suivant, qui sous-entend
qgues estinfini:

Sav6Probabilité quantitative
Soientf etg € A tels quef < g, soitz € X. Il existe une partitionh) A; de S telle que pour tout,
rA;f < getf < zA;0.

Sav6implique une forme de “continuité” de I'espace d’'étatisest possible de partitionnéren de
nombreux sous-ensembles de probabilité trés faible...

Alors, si< est une relation de préférence susatisfaisanBavlaSav§ elle est représentable par une
fonction d'utilité U sur.A a valeurs réelles. Pour toute actiory U (f) est I'espérance mathématique
d’'une fonction d'utilité sur les conséquences, au sensaldistribution de probabilitésur.s :

Théoreme 2.2.1Axiomatisation de I'utilité espérée

Soit,S un ensemble infini d’états du monde,etun ensemble de conséquencEspeut étre infini,
mais.A C X* est un ensemble fini d’actions potentielles<egst une relation de préférence sdr
vérifiant les axiomeSavla Sava

Alors il existe une distribution de probabilité unique, suiS et une fonction d’utilité: (non uniqué)

sur X, telles que:

vhge Af2ge ) p(s) ulf(s) <Y p(s) - ulg(s)).

SES SES

Le théoréeme précédent peut enfin étre étendu a des gaelconques en ajoutant un dernier axiome::

Sav7Dominance
Soientf etge A, A CS.(f<9(s))a,Vs€ A= (f <Q)4.

Cet axiome précise que si toutes les conséquences mxsdibl’'actiorg sont préferées (ou équiva-
lentes) a I'actiorf, alorsg est préférée (ou équivalentej).a

Corollaire 2.2.1 Si < veérifie Savla Sav7 alors le théoreme précédent est valide pour des actes
guelconques.

Depuis I'époque de von Neumann et Morgenstern, le crideréutilité espérée a été équipé d’'une
base axiomatique tres solide, que ce soit pour la décsias risque ou sous incertitude. Cependant,
plusieurs auteurs ont exhibé des exemples de problemésailion sous risque ou sous incertitude
pour lesquels l'utilisation du critére de I'utilité esge donne des résultats contre-intuitifs. Des géné-
ralisations de ce critere ont alors été proposées. Zesection suivante nous allons exposer certains
contre-exemples avant de montrer les généralisati@geées.

2. Comme dans le cas de la décision sous risgust définie & une transformation affine prés.
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2.3 Limitations et gereralisations de la theorie de I'utilit & esgeree

2.3.1 Deux contre-exemples de la #rorie de I'utilit € esferée
Paradoxe d’Allais pour la décision sous risque

Cet exemple a été proposé par Allais [AllI53] et présemtgrobleme de décision sous risque pour
lequel de nombreux décideurs auxquels il I'a soumis ohufaichoix incompatible avec le critére de
I'utilité espérée. Nous présentons ici une versiongdifiée de cet exemple (tirée de (Kast [Kas93])) :

Exemple 2.3.1 Paradoxe d’Allais
Soient les quatre loteries suivantes:

— [, donne acces a un gain de 15000 Frs avec la probabiljt® et 0 Frs avec la probabilité
0,91,

— [, donne acces a un gain de 10000 Frs avec la probadhiliteet 0 Frs avec la probabilité, 9,
— [3 donne acces a un gain de 15000 Frs avec la probalhiliteet 0 Frs avec la probabilité, 1,

— [4 offre un gain certain de 10000 Frs.

Il ne semble pas illogique de préférer strictemgnd [, (car/; permet d'obtenir un meilleur gain
guels, avec une probabilité assez voisine) et de préférestsirient, als carl, représente un gain
certain, alors que la probabilité de ne rien gagner &yeguoique faible, est non nulle.

Or un tel comportementy( > [, etly > [3) est en contradiction avec le critére de I'utilité esuer
cherchons des utilités(15000), «(10000) et «(0) compatibles avec ces deux préférences. Comme
dans la théorie de von Neumann et Morgenstemiest déterminée qu’a une transformation affine
prés par les préférences du décideur, on peut librepeseru (0) = 0. Exprimées en termes d'utili-
tés, les deux préférences donnent les inégalitéastés 0, 09 x «(15000) > 0,1 x «(10000) et
u(10000) > 0,9 x u(15000).

Ce systeme d’inéquations n’admet pas de solution, ceignifie que pour ce probleme il n'existe
aucune fonction d'utilité sur les conséquences tellelgs@références de I'utilisateur soient modéli-
sables par I'espérance mathématique de cette fonction.

Nous citons, simplement pour mémoire, le critére pregues’Allais [All53], généralisant le critére de
I'utilité espérée et permettant de résoudre ce pamddx= {z1,...,z,} etu(z1) < ... < u(z,),

w(l) =u(xy) + qp2+ .- -+ pn) - (w(z2) —u(z1)) + ...+ q(pa) - (u(z,) — u(zn-1))

ou ¢ est un fonction croissante et continue[@iel | dans lui méme.

Nous n’irons pas plus loin dans cette voie qui généradisbéorie de I'utilité espérée pourdécision
sous risqueEn revanche, nous allons nous arréter plus longuemedesuthéories généralisant le cri-
tere de I'utilité espérée pour la décision dans l'imam. L4, c’est la notion de probabilités subjectives
gui est remise en cause, et généralisée.
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Paradoxe d’Ellsberg : risquevsincertitude

Le contre-exemple proposé par Ellsberg [ElI61] montre mw@mt la théorie de I'utilité espérée, et
I'usage des probabilités (additives) pour représefitardrtitude peut étre mise en défaut par des pro-
blemes mélangeant risque et incertitude. Ceci a men@wsrchercheurs (Gilboa [Gil87], Schmeidler,
[Sch89]) a proposer une généralisation de I'utilitpé&ge, utilisant des probabilités non-additives, ou
capacitegChoquet [Cho54]).

Exemple 2.3.2 Paradoxe d’Ellsberg

Nous avons une urne remplie de 90 boules de couleurs rougébldiche (B) ou jaune (J). Nous

savons qu'exactement 30 boules sont rouges, et que 60 sootiiir blanche ou jaune. Les propor-
tions de boules blanches et jaunes sont indéterminées bdule est tirée au hasard et le probleme
de décision consiste a ordonner les deux paires de pangsstes:

| Pari | Rouge Blanc Jaune]
f 1000 Frs 0 Frs 0 Frs
g 0 Frs 1000 Frs 0 Frs
f 1000 Frs 0 Frs 1000 Frs
g 0 Frs 1000 Frs 1000 Frg

Le parif rapporte 1000 Frs si la boule tirée est rouge, et rien sineta, ..

Il apparait raisonnable de préféffed g, car la proportion de boules rouges vaut exactement un tiers
alors que la proportion de boules blanches est impré&séaonnue : elle peut étre de deux tiers, mais
elle peut également étre nulle. Préférérg signifie que le décideur a urmeersion pour I'ambiguité
(ou l'incertitude).

Maintenant, si il préferd a g, il doit pour la méme raison (aversion pour I'ambiguipegférerg’

af carg’ offre exactement deux chances sur trois de gagner alor$’ quffre entre une chance
sur trois et cent pour cent de chances de gain. Ces pré&sdn- g etg’ > ') sont une nouvelle
fois incompatibles avec la théorie de I'utilité espr®n observe facilement que le “principe de la
chose certaine”Sav? est violé:f et g donnent la méme conséquence pour I'état “J” (0 Frs), et la
modification de cette conséquence (1000 Frs) conduit @mrersement de préférences.

Notons que l'attitude négative du décideur envers I'ayulie n’est pas le point crucial : cette attitude
doit simplement étre cohérente pour tous les problensedétision qui s’offrent a lui. Un raison-
nement similaire pour un décideur ayant un “attrait” pdambiguité conduirait également a une
violation deSav2 En effet, les préférences seraient cette fbig etg’ < ).

Détaillons les contraintes imposées aux probabilitéB), P(.J) et P(R) par les préférences> g
etg > f'. Les deux contraintes obtenues soR(k) > P(B) et P(RU.J) < P(B U J), donc
P(B)+P(RUJ) < P(BUJ)+ P(R). Orsion suppose que les probabilités sont additivesgpeis
B, R etJ sont disjoints, on obtienP(R U BU J) < P(RU B U J), ce qui est impossible. Ainsi,
aucun jeu de probabilités subjectives (méme differedes probabilités objectives) ne peut exister.
Pour résoudre ce paradoxe il nous faut donc abandonngrdthgse d’additivité des probabilités
subjectives. Nous décrirons dans le paragraphe 2.3.23fagae théorie de la décision utilisant des
mesures deapacitéqui sont une généralisation non additive des mesuresabapilité.

Mais avant d’étudier cette théorie dans toute sa gét&naous allons nous intéresser a deux cas parti-
culiers, utilisantdeux capacités particulieres,gratisant tout de méme les probabilités: les fonctions
de croyance et de plausibilité, introduites par Dempfenj67] et Shafer [Sha76].
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2.3.2 Decision avec fonctions de croyance atision bage sur I'intégrale de Choquet
Introduction

Comme le montre I'exemple d’Ellsberg, la théorie claseige la décision peut étre mise en défaut
sur des problemes de décision comportant a la fois risgambiguité.

Pour de tels problemes I'approche classique (Savage §$axdh Neumann et Morgenstern [vVNM44],
mais surtout Anscombe et Aumann [AA63]) propose de traiteformation disponible en deux
temps : d’abord I'information “probabilisable” (objecty;, puis “ambigué” (en utilisant des probabi-
lités subjectives), puis de combiner les deux distrimgide probabilité. Dans I'exemple d’Ellsberg,
I'information probabilisable est donnée par I'internddce de la répartition (connue) des boules: 30
rouges et 60 blanches ou jaunes. Linformation ambigu&eae la répartition des boules blanches
et jaunes. Or c’est la que le bat blesse: les choix “irfgfiiu décideur d’Ellsberg sont incompatibles
avec une représentation probabiliste (subjective) disdiguité. Au contraire, les solutions proposées
sont dictées pdrattitude du décideur envers I'ambiguité : aversion ou attraitl. &une aversion pour
I'ambiguité, il considérera que le pire cas possiblerg&sgntera pour chaque décision. Lorsqu’il éva-
lue le pari (I'action)g (1000 Frs pour une boule blanche), c’est la situation “aaduwule blanche”
qui gouverne son évaluation. Lorsqu’il évalug1000 Frs pour une bouléou R), c’est au contraire
sur la situation “aucune boule jaune” gu'’il se concentre.

Ce type d'attitude est incompatible avec une représemtaté la connaissance du décideur par une
distribution de probabilité unique, indépendante déi®as considérées. En revanche, il est représen-
table par des criteres commeaximinou maximax\voir Section 1.2.1 page 10).

A partir de ce constat, Jaffray [Jaf89]), puis Jaffray et WakJW94] ont proposé un mode de décision
utilisant une représentation de 'incertitude en deapés, I'étape “subjective” ne faisant pas appel a
une représentation probabiliste. Ce mode d’évaluasoiilastré par I'exemple suivant:

Exemple 2.3.3Le vendeur de téléviseuf3affray et Wakker [JW94])

A I'heure de fermeture de son magasin, un vendeur de TV semdknsél va servir un dernier client
qui se présente devant sa boutique. S'il le sert, il va sansadrater le concert de Jazz auquel il avait
prévu de se rendre. D’un autre coté, il est certain de venah téléviseur supplémentaire. En fait, le
profit du vendeur va dépendre de la catégorie de prix, béBsanoyenne (M) ou élevée (E) du poste
gu'il va vendre.

Il posséde les connaissances suivantes:

(1) 60 % des clients ont une TV de catégorie basse (b), 30 %tégarie moyenne (m), et 10 % de
catégorie élevee (e);

(2) lorsque les gens rachétent une TV, soitils restent Gam&me catégorie de prix, soitils passent
a la catégorie immédiatement supérieure.

Le probleme de décision en question (servir ou ne pasryestiillustré par lafigure 2.1 page suivante.
S = {B, M, E'} représente I'ensemble des états du monde immédiatqragirtents pour la décision.
Q = {b, m, e} estun ensembld’états de connaissancequipé d’'une distribution de probabilités ob-
jectives, relié a I'ensemblg : & chaque état de connaissance correspond un sous-daskrtibspace
détats o — {B,M}; m — {M,E};e— {E}).

Des deux informationgl) et(2), la premiéere est probabilisable, mais pas la secondeetielelr peut
tout de méme obtenir des encadrements de probabilitédiage(1) et(2): 0 < P({B}) < 0,6 car

le client n’achétera une TV a bas prix que s'il en possé&ja dne (b) = 0, 6 et encore dans ce cas
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Q S X

b/\ concert

profit-B
m
/\ profit-M
© profit-E
Ancienne TV Nouvelle TV Consequences

FiG. 2.1 — Probleme du vendeur de TV : risque et ambiguité

il peut tout aussi bien acheter une TV & prix moyen). De méait que0d, 1 < P({£}) < 0,4, etc...

Dans le paragraphe suivant, nous décrivons les fonctieesayance, adaptées a ce type de représen-
tation de l'incertitude.

Fonctions de croyance

Linformation sur S est représentée par une application: 2° — [0,1], A — m(A), telle que
EAgsm(A) = 1.
Dans I'exemple précédent; est obtenue & partir de I'informatidm) (p sur€?) et de(2) (application
deQ vers2®). Ainsi, m est définie par:

- m({B,M}) = 0,6,

- m({M,E})=0,3et

~ m({E}) =0, 1.

Une telle applicatiom: est appelééonction de masgear Shafer [Sha76].
A partir dem on définit deux mesures si31, appelées respectivement fonctions de croyance et de
plausibilité.

Définition 2.3.1 Fonctions de croyance et de plausibilité
Soitm une fonction de masse sbir les applications suivantes:

Bel :2° - [0,1], A — Ypcam(B)

PL:2°% = [0,1], A= Spaazgm(B)

sont respectivement les fonctions de croyance et de plétés#tssociées an.
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Remarquons qué! et Bel sont relieesVA C S, PI(A) = 1 — Bel(A). On peut remarquer éga-
lement queP! et Bel ne sont pas des représentations numériques de probslgjlitlitatives (elles
violent I'axiomeP), c’est d’ailleurs la raison pour laquelle elles permeteiam résoudre le paradoxe
d’Ellsberg...

Néanmoins, les fonctions de croyance et de plausibitité des généralisations des probabilités: si
m Vérifie la propriét& A C S, m(A) # 0 = A est un singleton (les ensemblégels quem(A) # 0
sont appelégléments focaude m), alors les fonctions de croyance et de plausibilité d@gsscm
sont égales et possédent toutes les caractéristiques diesure de probabilités (de distribution asso-
ciéem).

Wong et al. [WYBB91], [WYL93] ont proposé deux généralions (duales) de I'axione, caracté-
risant® les relations (su2”) de croyance et de plausibilité qualitatives:

Bel BC A ANC=0=(A»B=AUC > BUC(C)
Pl BCABUC=S=(A>B=AnC>BnC)

Les fonctionsBel et Pl vérifient également (parmi d’autres) les propriétésamntes :
Bel(AU B) + Bel(AN B) > Bel(A) + Bel(B), etPl(AU B) 4+ PI(AN B) < Pl(A) + Pl(B).

Rappelons que les mesures de probabilités vérifierdlittg P(AUB)+P(ANB) = P(A)+P(B).

Dans le paragraphe suivant, nous allons décrire le matieldécision basé sur les fonctions de
croyance (et de plausibilité), proposé par Jaffray et M#akNous verrons qu'il s'agit d’'une géneé-
ralisation de I'utilité espérée, et nous montrerongvygiment un relachement de I'axiomehincipe

de la chose certainesatisfait par ce critére.

Décision bage sur les fonctions de croyance

Revenons a la modélisation en deux étapes d’'une dacssiosrisque-ambiguitéFig. 2.2 page ci-
contre) :

B, représente 'ensemble des états du monde associémadeé connaissance Du fait ques? est
probabilisable, une extension “raisonnable” du critex&atilité espérée peut &tre de considé&reron
comme une application de vers X', mais de2 vers X . Seulement, dans ce cagst une application
de vers2¥, car a chaque état de connaissance correspond un ensisrdgiaséquences possibles
para. Du coup, pour appliquer le critére de I'utilité esp&rén doit étendre la fonction d’utilité (sur

X dans le cas classiquepRd . C'est dans cette extension que se refléte I'attitude diddér envers
I'ambiguité car la “non-détermination” de la consénoede I'action appliquée dans un état donné de
connaissance provient de I'ambiguité de cette derniere

Afin d’étendre le critére de I'utilité epérée, JaffrE)af89] a proposé le critere suivant,

U:a— Xgcsm(B)-V,(B) (1)

ol V,(B) = V(a(B)), V étant une extension desur2*. Sia(B) = {z € X,3s € B,a(s) = z}
est le singletoqz}, alorsV,(B) = u(z). Jaffray a montré que si I'on souhaite que la relation de

3. En fait, ces deux propriétés ne sont pas exactementadastérisations des mesures de croyance et de pla@ésibilit
(1) toute fonction de croyance (resp. de plausibilitéjséait Bel (resp.Pl) (2) toute relation satisfaisaBtel (resp.Pl) est
représentable par une fonction de croyance (resp. deipiiitd} mais une relation satisfaisaBel (resp.Pl) peut parfois
étre représentée par d’'autres fonctions.
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FiG. 2.2 — Risque et ambiguité : décision en deux étapes

préference sul représentée pdr respecte la propriété naturelle de “respect de la dorsiiafsi
une action domine faiblement une autre (cf. Déf. 1.2.1 @&jealors elle n’est pas “moins préférée”),
alorsU doit prendre la forme::

Ut a— Spesm(B) - b(u.a(B)), u”(a(B))) 2)

ou ¢ est une fonction non décroissante de ses deux argumentsu€i3)) etu*(a(B)) sont respec-
tivement les utilités de la pire et de la meilleure conséme de:(B).

Jaffray et Wakker [JW94] ont proposé une caractérisaidomatique du criter& qui consiste en un
affaiblissement des axiomes de Savage. En dffeeprésente une généralisation du critére de Ietilit”
espérée, ce dernier pouvant étre retrouvé lorsguest une distribution de probabilités (on retrouve
un probleme de décision sous risque). Nous n'allons pasdre’I'axiomatique de Jaffray et Wakker,
mais simplement donner la propriété suivante qui montriéem avec la théorie classique:

Propri éte 2.3.1 U satisfait le principe de la chose certaine, restreint au&éements non ambigus.

Rappelons que le principe de la chose certaine stipule que :

Vf,g,hh,ACS, fAh <gAh= fAh' < gAh'.

L'utilité basée sur les fonctions de croyance satisfaipdncipe pour tout événemedtnon ambigu,
i.e. telque:AB C S, m(B) >0, AN B # 0 etAN B # (). Les événements non ambigus sont
également caractérisés par la propriéténon ambigu ssBel(A) = PI(A).

Dans la seconde partie de cette thése, nous évoqueransateparticuliers de fonctioli se prétant
particulierement bien a un traitement logique des protgs de décision. Ces deux cas sont obtenus
en choisissant comme fonctidéhdans(1), les fonctionsnin etmax respectivement (correspondant
aux criteresnaxzimin et mazimaaz de la décision sous incertituden probabiliség:

— U.:a— Xpcsm(B) - u.(a(B)) et
- U :a— Xpcsm(B) - u*(a(B)).

Les fonctions d'utilité basées sur les fonctions de cnogagénéralisent a la fois le critére de I'uti-
lité espérée et les critéres de décision dans l'iagerfprendre pour unique élément foeal= 5).
Néanmoins, ces critéres (a part le critére (2)) ne soatdps cas particuliers d’'un critere encore plus
général, basé sutintégrale de Choquett la notion decapacité C’est ce critere que nous allons
brievement présenter dans le paragraphe suivant.
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Décision bage sur l'intégrale de Choquet

L'intégrale de Choquet [Cho54] est basée sur une mesufendertituder trés générale, possédant
les propriétés suivantes:

—v(@)=0,v(5) =1,
- BCA=v(4) >v(B).

La seconde propriété est appelée propriéténdaotonie Elle est tres générale et vérifiee par bon
nombre de mesures d’incertitude (probabilités, foncide croyance, possibilités et nécessités, ...).
Nous appelleronsiesure monotorteute fonction satisfaisant ces deux propriétés. Plusieoms ont

été donnés a de telles mesures, suivant le domaine equellelles ont été étudiéesapacitegpar
Choquet qui les a utilisées pour modéliser les caraatigties de certains composants électriques), ou
mesures floue@par Sugeno, [Sug77]).

L'intégrale de Choqueti’'une fonction¢ : S — IR relativement & une mesure monotanenotée
[ ¢dv est définie par:

/s(bd” - /|R+ v(®a)da+ /er[”(q)“) — 1]dw
oud, = {s €5, ¢(s) > a}.

L'intégrale de Choquet a été appliquée a la décisemptusieurs auteurs (Gilboa [Gil87], Schmeidler
[Sch89], Sarin et Wakker [SW92]). Giest une fonction d'utilité sur I'ensemble de conséquerce
etf est une action (une application Sesers X), I'utilité de Choquet dé vaut :

Uc(f) = /IRF v(Fy)da + /IFT v(Fy) — 1)da
OUE, = {s € 5, u(f(s)) > a}.

Dans le cas oX = {xo,...,z,} estfini, etz,, > ... > 2, on obtient I'expression suivante dg: :

n

Uc(f) = a0 + (o = aima) - v(Fy,) (3)

=1

olo; = u(acz)

On peut remarqguer la généralité du critére basé sutéfjrale de Choquet: “en spécialisantn une
fonction de croyance ou de plausibilité, on obtient leteogss particulieréd’* et U, proposés par Jaf-
fray et Wakker. En effet, 'expressi@f) est alors égale aI'expressioh (avecy (u.(a(B)), u*(a(B))) =
ux(a(B))), si on remplace’ par une fonction de croyandeel, et a I'expression duale si est une
mesure de plausibilité.

Sarin et Wakker [SW92] ont proposé une axiomatisation deritére, basée sur un relachement des
axiomes de Savage. Comme dans I'axiomatisation de Jaffréakker [JW94], il est fait appel a la
notion d’événementaon-ambigug“probabilisables”). Les axiomeSav 2 Sav 3et Sav 6sont res-
treints aux événements non-ambigusSat 4est remplacé par uaxiome de dominance
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DC Dominance cumulative
Vg (Ya€lRF, > Go) = f=g
our, — {s € S,u(f(s)) > a} etG, — {s € S,u(g(s)) > a}.

2.4 Une approche ordinale de la dcision dans l'incertain bage sur la
théorie des possibilies

2.4.1 Quelques rappels de thorie des possibilies

Une distribution de possibilite sur un ensemble d’'états du monde possiSlest une fonction de
I'ensembleS vers une échelle simplement ordonriée <), bornée (Zadeh [Zad65]). Cette échelle
peut étre quelconque : par exemple I'intervalle ufiité | équipé des opérationsaximunmetminimum

et d’'une opération de renversementtelle queny, (0) = 1 etny (1) = 0. Dansle cas ol = [0, 1],en
général;, = 1—-. Lorsquel, est finie, on continue & noter 0 et 1 ses plus petit et plusiggaments.

Une distribution de possibilité décrit les connaissambe I'agent sur I'état du monde (mal connu).
Elle distingue les états du mongkausiblesde ceux qui le sont moins. Elle permet de distinguer les
états “normaux” des états “anormaux”. La fonction S — L représente une restrictidiexiblesur

les états du monde. Par conventiofls) = 0 signifie ques est un étaimpossiblealors quer(s) = 1
signifie ques est entierement possible (plausible).

Contrairement aux probabilités, les possibilités petemt d’exprimer que plusieurs états sont entie-
rement plausibles (ont un degré de possibilité valanBiEn sdr, siS représente I'ensemble des états
possibles du monde, I'état réel du monde appartientfomrit a5, de telle sorte qu'il existe au moins
un état du monde de degré de possibilité 1. Cette prigpe&t appelée “normalisation” de la distribu-
tion de possibilités. Dans cette thése nous considésates distributions de possibilité normalisées,
sinon nous le mentionnerons explicitement. D’'aprés Zddal78], une distribution de possibilité
peut &étre vue comme la fonction caractéristique “géligge” d’un ensemble flou.

Une distribution de possibilité est dite “au moins aussi spécifique” qu’une distributidrssiVs ¢
S,m(s) < 7'(s) (Yager [Yag79]). Dans ce cas,est au moins aussi restrictive, et donc informative
quer’. La théorie des possibiliteés permet d’exprimer des faredrémes de connaissance partielle :

— connaissance complétésg, 7(sg) = 1 etVs # sg, 7(s) = 0,
— ignorance totaleVs € S, 7(s) = 1.

Dans le premier cas, un seul état du monde est possibleleg®asitres sont impossibles: I'état réel
du monde est donc parfaitement connu. Dans le second cadetéatats du monde sont également
plausibles, nous n'avons aucune information sur I'aat du monde.

Si A C S est un sous-ensemble d’états du monde, est la distribution de possibilité exprimant les
connaissances de I'agent, on peut se poser des questioesi gest-ce que I'état réel du monde
appartient 1" ?

Pour répondre a cette question on dispose des deux irglicests:

— mesure de possibilité,
[(A) = sup,ear(s),
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— mesure de nécessité,
N(A) = np(11(A)) = inf,cgn(n(s)).

II(A) représente a quel poirt estcompatibleavec les connaissances de I'agent (exprimées par
I1(A) est défini par le degré de possibilité de I'état le pluaigible parmi ceux dd, supposant ainsi
gue si'événementi se produit, I'état réel du monde se trouve parmi les plaagibles, compatibles
avecA.

L'axiome de base des mesures de possibilité (dans le casdirie suivant:

II(AU B) = max(I1(A4), [I(B)),

cet axiome est justifié par le fait que I'on se concentreesisituations les plus plausibles pour évaluer
le degré de possibilité d’'un événement.

N (A) est appel@egré de nécessitie A, et représente a quel poiatest impossibleN (4) > « > 0
implique que dans toutes les situations les plus plaugiéegossibilité supérieure ou égale & «)),

A est vraie. Ainsi,N(A) > 0 signifie queA est une connaissance “acceptable”, Hepeut étre
supposée vraie. Néanmoins, ce type de raisonnemergvésalle etd peut étre remise en cause par
de nouvelles connaissances. Dans le cas fini, les mesurésekesité sont définies par un axiome dual
de celui des mesures de possibilftes

N(AN B) = min(N(A), N(B)).

Jusqu’ici nous avons vu comment ces mesures peuvent grprietées pour décrire les connaissances
incomplétes d’'un agent. Elles peuvent &tre interg®téfféeremment, en termes de préférences (entre
conséquences de décisions, par exemple).

Dans ce cadre, la possibilite d’'une conséquence peritvéle comme le degré auquel elle satisfait
les préférences de I'agent. Ainsi, les possibilités élisgnt degpréférences graduelle®)ne distri-
bution de possibilité peut alors &tre vue comme une fonafiutilité (voir (Dubois, Fargier et Prade
[DFP96]) pour une discussion détaillée sur le sujet).

Nous allons voir dans le paragraphe suivant comment Batilon conjointe des deux types de possi-
biliteés permet d’'obtenir une théorie qualitative (o) de la décision dans l'incertain.

2.4.2 Theories possibilistes de la @cision dans I'incertain

Dans le cadre proposé par Savage pour la décision dasertain, I'incertitude de I'agent est mo-
délisée par une distribution de probabilitesur 'ensembleS des états possibles du monde et ses
préférences par une fonction d'utilité & valeurs réelles, sur I'ensembtedes conséquences éven-
tuelles de ses actions.

Dans le cadre possibiliste, les connaissances de I'aganhtrsmdélisées par une distribution de pos-
sibilité =, normalisée, fonction dé& vers une échelle simplement ordonngel’échelle . est une
échelle de “plausibilité”, et comme il a été dit dans &ragraphe précédent(s) € L représente le
degré de “vraisemblance” quesoit I'état réel du monde.

Si I'on considére que les informations que posséde I'agenle probleme de décision sont purement
ordinales, il est raisonnable de penser que non seulemerba@aissances peuvent étre exprimées

4. La nature ordinale des mesures de possibilité et nitdeelsst &tre soulignée.
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par une distribution de possibilite, mais également sefepences. Soit dong la distribution de pos-
sibilité représentant ses préféerengeprend ses valeurs dans I'échelle simplement ordoniféglne
action est, comme dans la théorie de Savage, reprégeatéme fonctioru, de S vers X. Lutilité
d’une actioru, de conséquencgs) € X dans I'états peut étre évaluée en combinant les degrés de
possibilitér (s) et les utilitésu(a(s)) de maniére adéquate, pour tous les états possibles ddemon

Dans la littérature des ensembles flous, deux criteregatliation ont été proposés, permettant de
réaliser de telles combinaisons en supposant une ceftaine de commensurabilité entre les échelles
de plausibilité () et d'utilité (I') :

— un critére pessimiste,,

v.(a) = inf max(n(r(s)), u(a(s))

qui généralise le critere de Wald pour la décision ddnsédrtain (» est une fonction décrois-
sante de_ vers L/, telle quen(1;) = 0 etn(0z) = 17),

— un critére optimiste*,
v*(a) = supmin(m(r(s)), p(a(s)))
s€
qui généralise le critere optimisteazimaz (m est une fonction croissante devers’, telle
quem(OL) = 0p, etm(lL) = 1L’)'

Le critére optimiste a d’abord été proposé par Yagexg[i9d] et le pessimiste d’abord par Whalen
[Wha84] puis réutilisé par Inuiguichi, Ichihashi et TaadlIT89]. Ces criteres représentent respec-
tivement les degrés de nécessité et de possibilitéatsémble flou sus' dont la fonction d’appar-
tenance est(a(-)). Ce sont aussi les opérations de base du “fuzzy patterrhimgtc(en bases de
données ou en systeémes experts).

Nous exposerons dans le chapitre 1 page 73 de la partie ibftaatique “a la von Neumann et Mor-
genstern” proposée par Dubois et Prade [DP95b] pouribatibn de ces deux criteres en décision
dans I'incertain. Dans ce méme chapitre, nous exposegaisment la principale contribution axio-
matigue de cette thése: une justification de ces critérdermes de préférence entre actions (a la
Savage).

Ces deux criteres sont des formes particulieres d'urégiate plus générald’intégrale de Sugeno
[Sug77]. Nous proposerons également, dans le chapitrgd fade la partie Il une axiomatisation
de l'intégrale de Sugeno en tant que critere de décigidimal (Dubois, Prade et Sabbadin [DPS98]).

2.5 Conclusion

L'objet de ce chapitre était de donner un apercu de diffas théories pour la décision dans l'incer-
tain. Ces théories ont toutes la caractéristique comrderiaire intervenir des relations de préférence
sur un ensemble de conséquences et de “plausibilité’rsenaemble d’états du monde, voire d'évé-
nements.

Ces théories different par la nature des relations egéiss Celles-ci peuvent &tre numériques : préfé-
rences et plausibilités, dans les théories baséesisiagiale de Choquet ou ses dérivées. Les criteres
de décision dans l'incertain “non probabilis€” que nowusres décrit differencient simplement états du
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monde possibles et impossibles, par contre la structura dedtion de préférence peut étre simple-
ment ordinale (critere de Wald) ou plus raffinée. Nous avealement évoqué des critéres “ordinaux”
de décision dans l'incertain, basés sur la théorie desipiités.

Dans le chapitre 1 page 73 de la partie Il nous poursuivrons dette voie, utilisant desructures
ordinalespour représenter a la fois les relations de préférende plausibiliteé. Nous exposerons et
justifierons axiomatiquement ces derniers critereggizant le critére de Wald par I'utilisation, non
pas de l'intégrale de Choquet, mais de I'intégrale de S8aggii en est une contrepartie ordinale (ou
les seules opérations utilisées sontr, max et I'opération de renversement d'échelle). Nous décri-
rons en détails les criteresutilité qualitative possibilistgui sont a I'intégrale de Sugeno ce que les
critéres basés sur les fonctions de croyance et de plhigssiont a I'intégrale de Choquet.

Dans ce chapitre, nous avons montré que l'intérét deskifiication axiomatique de criteres de décision
n'est pas seulement théorique. En effet, grace a I'elagien des justifications des différents criteres
on peut déterminer celui qui est le plus approprié posouére un probleme de décision donné.

Ces justifications axiomatiques peuvent également s@wile de Savage pour I'utilité espérée, par
exemple) a construire, ou au moins a vérifier, les refatide plausibilité sur les états du monde et de
préférence sur les conséquences, en observant setilemesaus-ensemble des actions potentielles,
disponibles pour un agent.

Il est un domaine de lirtelligence Artificiellequi fait appel a la théorie de I'utilité espérée : celei

la planification sous incertitude. Dans le prochain chapitous allons parler de décision séquentielle
dans I'incertain. Le probleme de décision ne se limitesg@u choix d’une action unique a appliquer,
mais d’une suite d’actions visant a atteindre un but doh&s particulierement, nous allons parler
deprocessus décisionnels markovig€fiacertitude est de nature probabiliste et les difféesrétapes
de décision sont indépendantes).

Nous exposerons une méthode de résolution de tels pneklglaprogrammation dynamiquélous
évoquerons ensuite la notionodservabilité qui peut intervenir dans ce type de problemes : une fois
gu’une décision est prise et que I'action choisie est apgle, 'agent a-t-il une connaissance exacte
de I'état (conséquence) résultant? Si oui, on parlerprdblémegotalement observablesinon de
problemegartiellement observablesoire aobservabilité nulle
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Chapitre 3

Problemes de écision £quentielle

3.1 Introduction

Dans les deux chapitres précédents, nous avons paricteah dans l'incertain. Nous avons exposé
un certain nombre de théories dont la plus connue est cellatilité espérée.

Nous y avons fait I'hypothése qu’un probléme de décisiese limitait qu'au choix et a I'application
d’'une seule action. Néanmoins cette hypothése estagtriDans de nombreux domaines, un agent
est confronté a des choix répétitifs et interdépetsldde ses actions résultent des conséquences ayant
une certaine utilité pour lui, mais elles modifient égatairi’état du monde d’une maniére dont vont
dépendre ses décisions futures.

Dans le domaine de lplanification en particulier, un agent est confronté a ces probléemeshdix
répétitifs (ou séquentiels), mais on retrouve égatdrde tels problemes esrxdonnancemenalloca-

tion de ressources

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a cesepneblde décision séquentiels. Apres avoir
présenté une formulation des problemes de décisiarkoviensnous allons exposer la méthode de
résolution appeléerogrammation dynamiqubasée sur IBrincipe d’Optimalitéde Bellman [Bel57].
Ensuite, nous effectuerons une petite digression sur l@mdtobservationdans un probleme de
décision sous incertitude (probabiliste), avant de id&des processus décisionnels markovipas
tiellement observables

3.2 Decision £quentielle, processusécisionnels markoviens et program-
mation dynamique

3.2.1 Formulation des probEmes dcisionnels markoviens

Lorsqu’un agent commande (par ses décisions) un systgrmardque, a chaque instant il observe
I'état de ce systeme afin de choisir une action a appligqpami un ensemble d’actions disponibles.
La conséquence de I'application de I'action choisie esiodi.

— L'agent recoit une recompense (ou une pénalité) idiaté résultant de I'application de I'ac-
tion dans I'état courant du monde, comme dans les thégtiesnous avons décrites dans les
chapitres précédents. Ces recompenses peuvent gaahdit ou hon, au cours du temps.

— Le systeéme évolue (i.e. I'état du monde change).
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L'objectif de I'agent est de maximiser les performancesyhiéme, i.e. de maximiser la recompense
totale qu'il recevra au cours du temps. Une méthode tmaplsi pour guider les choix de I'agent
consiste a choisir, a chaque étape, I'action qui maxdrtasrécompense immédiate de I'agent. Mal-
heureusement, cette méthode ne garantit pas que la recsmiptale obtenue soit maximale. En effet,
I'action appliguée immédiatement influe sur I'évolutituture du systéme, qui a son tour va influer
sur le total des recompenses que I'agent va recevoir, pouemettre en cause le bénéfice immédiat
résultant de I'application de I'action choisie.

Ainsi, il est important de prendre en compte I'évolutiotufte du systéme pour choisir I'action sui-
vante. Qu’en est-il de I'évolution passée du systeme?

Sousl’hypothese markoviennéétat suivant du systeme ne dépend que de I'état caweiade I'ac-
tion mise en oeuvre dans cet état : I'histoire passée demsysn’a aucune influence sur son évolution
future.

Ces deux propriétés plaident pour weeherche arrierede la séquence d’actions optimale. L'hy-
pothése markovienne permet de plus une rechguahénduction(l’état suivant se déduit de I'état
courant et de I'action appliquée dans cet état uniqguement

Nous exposerons une méthode de recherche par inductiereaftbackward induction” en anglais),
mais avant cela, nous devrons donner un certain nombre dgarst qui seront utilisees dans ce cha-
pitre.

T représente I'ensemble des instants (ou étapes) auxqaelgcisions peuvent étre priségeut étre

fini ou infini, et dans le dernier cas, discret ou continu. 8aives cas, on parle de décision séquen-
tielle ahorizon finiou infini. Nous ne traiterons pas dans cette thése le cds@st infini et continu.
Dans les deux autres cds sera représenté respectivement par les ensefibles. . ., NV} (cas fini)
ou{l,2,...} (cas infini). L'étape courante sera notéet la suivante; + 1.

L'ensemble des états possibles du monde a I'étagst notés;. Si le systéme se trouve a I'étape
dans I'états € Sy, I'ensemble des actions disponibles est nbfé. Tout commel’, S; et A, ; peuvent
étre finis ou infinis, discrets ou continus.

Lorsque I'agent effectue I'action € A, dans I'états et a l'instantt, il regoit une recompense
r(s, a), pouvant étre positive ou négative, additive ou non.

Dans le méme temps, la connaissance de I'évolution demsspeut changer de manigi&terministe
non déterminist®u probabiliste(dans la seconde partie de cette these il pourra évoluaragéere
“possibiliste”). On notew (s, a) la fonction de transfertiu systéme.

— Dans le cas déterministe, I'état successeur est panfaitt connuw;(s,a) € S;4; est I'état
résultant de I'application de I'actiondans 'états a I'instantt. Dans le cas non déterministe,
wy(s, a) estun sous-ensemble degy ;.

— Dans le cas probabiliste, comme dans la théorie de von Henrat Morgenstern [VNM44],
I'état successeur est mal connu et I'incertitude estasgmtée par une distribution de probabilité
wy(s, a) sUrS;41, encore notée,(-|s, a). Notons que le cas déterministe peut étre vu comme
un cas particulier du cas probabiliste (mais pas le cas éterainiste).

On appelleregle de décisiorune fonctiond; : S; — A;: qui associe une action a chaque état
possible du monde a I'etape L'ensemble de ces régles de décision est datéUne stratégieest
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une séquence de regles de décision, applicables toohguwde I'horizon du probleme. Une stratégie
d est une séquence, finie ou infinie, de regles de décigioa:{d,ds,...,dx} oud; € D; pour
t=1,....,.N.A =D x Dy x...x Dy estl'ensemble des stratégies applicables (dans le cas fini
Dans le cas particulier ou les ensembles et fonctionggddéument décrits ne dépendent pas du para-
meétret on parle de probléme décisionnel markovigationnaire Un exemple typique est celui de la
navigation d’'un robot dans un environnement statique.

Adopter la notion de régle de décision suppose qu’'a ch&tape I'agendbservd’état du mondes;
dans lequel il se trouve. On parle dans cedtabservabilité totale

Il se peut également que I'agent doive construire la sécgid’actions qu'il va appliquer, avant méme
d’appliquer la premiere d’entre elles. Dans ce cas, il respde aucune autre information pour choisir
I'action a; a appliquer a I'étapé que la donnée de I'état du monde initialet de la séquence d’ac-
tions déja choisie$ay, . .., a;—1 }. On parle dans ce caobservabilité nulle

Enfin, des cas intermédiaires peuvent se présenter dangels I'agent n’a pas acces ala connaissance
de I'état réel du monde;, mais peut observer une manifestation du systeneeO;, O; représentant
toutes les manifestations possibles du systeme a dafie.d état réel du systeme, et la manifes-
tationo, sont reliés, par exemple par une distribution de prokt&tslirS; x O, : (s, 01) — pi(si, 01)
dans le cas probabiliste. On parle dans ceddalsservabilité partielle Cette observation peut égale-
ment dépendre de I'actian exécutée.

En résumé, les differents éléments d’un problémeétésibn séquentiel markovien peuvent avoir les
caractéristiques suivantes:

— Horizon: une seule étape, nombre fini ou infini d’étapes (discretaniinu).
— Actions: détermistes, non-déterministes, probabilistes...
— Utilités: réelles ou non, additives ou non, positives ou négatives

— Observabilité totale, partielle ou nulle.

3.2.2 Valeur d’'une strategie dans le cas observable gierministe ou probabiliste

Lorsque le probleme est déterministe, I'agent spécifi@eement I'évolution du systeme en choi-
sissant une stratégie Une foisé choisie, si I'état initial du monde est, la trajectoiredu systéme
{s},...,s%} ("ensemble des états qu'il occupe tout au long de I'natida probleme) est entiere-
ment déterminée par I'équation fonctionnelle:

5?4—1 = 5(35)-

Comment évaluer une stratédielans le cas déterministe a horizon i 2,..., N} ?

Dans I'états{ I'agent recoit une recompense(s$, d, (s9)) = r1(s{, s3), & la seconde étape il regoit
une récompense (s, d(s3)), etc...

Plusieurs évaluations sont possibles suivant que l'orsidéne que les récompenses s’additionnent
au cours du temps (éventuellement pondérées par unufat@mnortissement avec le temps lorsque
I'on considére un horizon infini) ou que I'on prend la moyersur un nombre fini d’étapes (hombre
éventuellement plus petit que I'horizon du probléme) nooge, dans une optique pessimiste, que I'on

se concentre sur la “pire” recompense obtenue le long dajkctoire.
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Dans le cas ou les réecompenses s’additionnent, la valaletd’une stratégi& est définie par:

Définition 3.2.1 Valeur d’'une stratégié dans le cas déterministe:

N

i (s1) = D re(s), di(s7))

t=1

Dans le cas probabiliste la stratégiae détermine pas une simple trajectoire, mais permet fitgrdé
un ensemble de probabilités de transition entre étasthds successifs occupés par le systéme (I'état
réel du monde) sont décrits par ucieaine de MarkovAinsi, § génére un ensemble de trajectoires de
la forme {s, s3, ..., s&} qui seront éventuellement parcourues par I'état réedydtieme, avec pro-
babilitep(s}|s1, di(s)) x ... x p(sh4q|sn, dn(sy)), 0Usy,; estun état fictif, ajouté au probleme.

Dans ce cas la valeur d’une stratégie n'est pas la simplengodes récompenses obtenues le long
d’'une trajectoire, mais I'espérance mathématique deohanse de ces récompenses, le long de la
chaine de Markov :

Définition 3.2.2 Valeur d’'une stratégié dans le cas probabiliste:

5
vy = Fs Z st,dt st

t=1

Es s, représente 'espérance mathématique, relativemlerdiatribution de probabilité sur 'ensemble
des trajectoires, générée paconditionnellement a I'état initiad, .

Dans tous les cas, I'objectif de I'agent est de trouver uraégies* maximisant la valeur del; (s, ),

i.e. telle quevd (s1) = supseavi(s1). Dans les cas ofi; et A, ; sont finis pour tout ett on sait
gu’une telle stratégie optimale existe.

Dans le paragraphe suivant nous exposerons une méthogegedmmation dynamique” permettant
de calculer une stratégie optimale dans le cas probabpest recherche arriére par induction, mais
avant voyons un exemple de probleme de décision séalieriiié de (Puterman [Put87]).

Exemple 3.2.1 Chaque mois le directeur d’'un entrepdt doit détermineeltpiquantité d’un certain
produit il commande, afin de garnir son stock pour satisfiardemande (aléatoire) de ses clients.
Son objectif est de maximiser I'espérance mathématigueod profit (revenu des ventes moins codts
d’inventaire et de commande). La demande mensuelle estoak® de distribution de probabilité
connue.

Les hypothéses simplificatrices suivantes sont posées:

Les commandes et livraisons au stock sont exécutéeffam@ment, en début de mois.

Les demandes des clients sont livrées en fin de mois.

Si la demande des clients excede le stock, seule la valestodk est livrée et payée.

Le produit est acheté et vendu par lots (unités ent)eres

La capacité de I'entrepdt est de unités (lots).

L’horizon du probleme edtl, 2, ..., N}.
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s; représente la quantité de stock a I'étape:; représente la quantité additionnelle commandée au
fournisseur ef); la demande totale des clients a I'étape,; = P{D; = d} représente la probabilité
(connue) que la demande totale soitdlenités a I'étape. c(u) représente le colt d’'une commande
dew unités au fournisseur ét(u) le colit de stockage deunités. Enfinf(u) représente le revenu de
la vente deu unités.

L'espérance mathématique du revenu de la vente sachantegstock initial est de: unités, notée
F(u), est déterminée par la formule suivante:

u—1
F(u)=>_ f(d)-pa+ f(u) - P{D; > u}.
d=0
Le gain espéré, (s, a;) est donné par la formule:
ri(se, ar) = F(sy + at) — c(a) — h(se + ay).
Silhorizonestl’ = {1,2,..., N}, rnt1(sn+1,anv+1) = g(sny+1) estla valeur du stock & la fin de
la période.

Prenons les valeurs numériques proposées par Putermati® jip:

Le colt d’'une commande deunités au fournisseur estu) = 4+ 2 -u siu > 0 ete(u) =0
sinon,

le colit de stockage deunités est(u) = u,

la capacité de stockage et = 3,

I'horizonestl” = {1, 2, 3},

le revenu de la vente deunités estf (u) = 8 - u et

les probabilités que 0, 2 ou 1 unités soient commandésdegeclients sonpy, = p; = 1/4,
Aprés calcul, on obtient'(0) = 0, F'(1) = 6, F'(2) = F(3) = 8.
r(s, a) est donnée par le tableau suivant:

s|a=0 a=1 a=2 a=3
0 0 -1 -2 -5
1 5 0 -3 X

2 6 -1 X X

3 5 X X X

etp:(s'|s, a) par:

sta|s'=0 s'=1 §'=2 s'=3
0 1 0 0 0
1 3/4 1/4 0 0
2 1/4 1/2 1/4 0
3 0 1/4 1/2 1/4

Nous verrons comment cet exemple peut étre résolu par étieoste de programmation dynamique
dans le paragraphe suivant.
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3.2.3 Programmation dynamique

Les méthodes de programmation dynamique se basent sumaipprsimple : décomposer un pro-
bleme de décision séquentiel en une série de problemgses (d'une seule étape), interdépendants.
Pour ce faire on utilise IBrincipe d’Optimalitéde Bellman [Bel57] selon lequel une solution optimale
peut &tre trouvée en résolvant I'équation fonctiotenaliant la valeur d’'un probléeme comportantl
étapes a un probleme en reliant

Le principe de Bellman est valide dés qu'il existe une ¢eetidorme de séparabilité de la fonction de
valeur.

Parmi les méthodes de programmation dynamique existamtes ne décrirons que la méthode de
recherche par induction arriére qui est la seule a fonogo pour les processus décisionnels mar-
koviens probabilistes a horizon fini. D’autres méthodegamment basées sur une recherche avant
fonctionnent pour le cas déterministe. Le cas ou I'hariest infini requiert des méthodes de réso-
lution spécifiques, et il ne sera pas évoqué ici. On posereeférer a (Puterman [Put87]) pour des
exemples de méthodes de programmation dynamique auggsaguecherche par induction arriére.

Equation fonctionnelle de la programmation dynamique

On notev’(s) la sommemaximaledes recompenses que peut recevoir I'agent entre lessatage
N +1 (en choisissant une stratégie optimale). Lorsque ligimh du probléme est probabiliste et non
déterministey’(s) représente I'espérance mathématique maximale deszetime.

L'équation fonctionnelle de la programmation dynamicgre;ore appelée équation de Bellman relie
les valeurs des stratégies optimatés) et v'*1(s) aux étapes ett + 1. Dans le cas déterministe,
elle est définie par:

Définition 3.2.3 Equation de Bellman dans le cas déterministe.
vt € 1N7VS€ St,

() = max {rifs. @)+ 0 wils,0)))

etV t(s) = 0,Vs € Syyy

Cette équation est la méme que celle que I'on rencontréaais un probleme comportant une seule
étape, dans lequel I'agent (initialement dans I'é)adoit choisir une actiom™ € A, ; maximisant la
somme de la recompense immédiate, «) et de la “valeur” de I'état résultant, (s, ).

Cette méthode de choix différe de la méthode “naivegesee au début de ce chapitre dans la mesure
ou, pour choisir une action a I'étapeelle prend en compte non seulement la réecomper(sea)
obtenue immédiatement, mais aussi les recompenses gubpbétre obtenues aux étapes suivantes,
par l'intermédiaire de' ™! (w;(s, a)).

Dans le cas probabiliste, I'équation est modifiée afin d& @ompte des probabilités de transition
entre états:

Définition 3.2.4 Equation de Bellman dans le cas probabiliste.
Vtel,...,N, Vs €5,

V(s = max (s @)+ 3 pl)s @) o)
ot s'€Si
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Dans ce cas, on cherche a maximiser, a chaque étape, taesdela recompense obtenue immédia-
tement, et de I'espérance mathématique des valeurdatsssé@ccesseurs possiblessdear a.

Dans le paragraphe suivant nous allons voir comment ongwvaliiér une stratégieet comment on
peut calculer une stratégie optimafedans les cas déterministe et probabiliste, par une méttied
recherche arriére par induction.

Calcul de strategies optimales par recherche argre par induction

Puterman [Put87] a proposé I'algorithme suivant, utilisde maniére itérative les définitions 3.2.3
page précédente et 3.2.4 page ci-contre afin de calculaldar d’'une stratégié = {d, ..., dy} ou
une stratégie optimal& dans les cas déterministe et probabiliste:

Algorithme 3.1 : Evaluation d’'une stratégie= {d;,...,dn}

début
t+— N-+1;
vl 0
Vs, vV Fl(s) « 0;
tant que N > 2 faire
t—t—1,;
pour s € S; faire
% Dans le cas déterministe ;
0'(s) & (5, dy(5)) + 0" (wi(s, di(s))
% Dans le cas probabiliste ;
V() = (s, di(s)) + Lyes,,, P(8]s,di(s)) - ") ;

retourner v'(s;)

fin

Cet algorithme évalue la valeur d’une stratégie par nettesarriére par induction.
Il peut &tre modifié afin de pouvoir déterminer une sge®ptimale.

Algorithme 3.2 : Calcul de I'ensemble des stratégies optimales

début

t+— N-+1;
vie—0;

Vs, vNtl(s) «0;
tant que N > 2 faire

t—t—1,;
pour s € S; faire
| Determiner 'ensemble A7, des actions maximisant vt (s)
retourner v'(sy), {6* = {a,...,ay}, af € A%}

fin

Afin de déterminer 'ensembld; ; des actions optimales dans I'étata I'étapet, on calculev’(s)
par 'une des définitions 3.2.3 page précédente ou 3.2gé i-contre, et on conserve les actions
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permettant d'atteindre la valeut(s).

Exemple 3.2.2(suite de I'exemple 3.2.1):

Dans I'exemple (probabiliste) de I'entrepdt on définitital’abord v’ (s, «), la valeur de I'action: a
I'etapet, dans I'états, par:

vt(s7 a) = ry(s,a) + Z pi(s]s, a) - UH'I(S')
s'eS

Appliquons I'algorithme 3.1. Au départ,= 4, v%(s) = 0,Vs € {0, 1,2,3}. Ensuite, en appliquant
l'algorithme, on obtient les résultats suivants:

—t=3
s |0 (s) | A5
0] 0 | {0}
1 5 | {0}
21 6 | {0}
3 5 | {0}

—t=2
s | v (s) [ Ara
ol 2 | {2}
116,25 | {0}
21 10 | {0}
3 (10,5 | {0}

—t=1

s | vl(s) | AL
0] 67/16 | {3}
1129/16 | {0}
2 [194/16 | {0}
3 [227/16 | {0}

La stratégie optimale peut étre exprimée tres simphandeans cet exemple: “Tant qu'il reste du
produit en stock on n’en commande pas. Lorsqu'il n’en reits, @ I'étape 1 on commande 3 unités
et a I'etape 2, 2 unités.

Conclusion

Nous avons décrit dans cette section une méthode de prnoggon dynamique par recherche arriere
inductive, permettant de résoudre des problémes dsidagéquentielle:

— a horizon fini,

— avec actions déterministes ou probabilistes,



3.3. OBSERVABILITE PARTIELLE 45

— avec fonctions d'utilité (recompenses) additives,
— et observabilité totale.

Dans la seconde partie de cette thése nous conservergpsthése d’horizon fini, mais nous exa-
minerons les cas ou les actions sont non-déterministgsossibilistes. Dans ces cas, les actions
déterminent degpossibilitesde transition et non des probabilités. Les fonctions titatgue nous
considérerons ne seront pas additives, mais seulemenatis, donc exprimables elles aussi par des
distributions de possibilités.

Jusqu’ici nous avons fait I'hypothése que les probléngedéatision concernés sont totalement obser-
vables. Cela signifie qu’aprés I'exécution d’une actiGagent a une connaissance compléete de I'état
du monde résultant.

Dans la suite de ce chapitre, nous allons relacher cettethgpe en supposant que I'agent n’acquiert
pas une connaissance compléte a chaque étape maistiggive seulement certaines manifestations
du monde réel en résultat de ses actions.

3.3 Observation, processus &cisionnels markoviens partiellement ob-
servables

3.3.1 Qu’est-ce qu'une observation?

Dans la plupart des problemes de décision séquentigtie kincertain, un agent n’a pas une connais-
sance compléete du monde réel mais il acquiert, au fur etsune de ses actions, des informations sur
le monde. Un robot évoluant dans un environnement mal cehdevant atteindre un objectif fixé, par
exemple, devra alterner des phases de déplacement etidition d'information. Les informations
acquises par I'intermédiaire de senseurs lui permettterthoisir ensuite des actions plus efficaces
pour atteindre son but.

Que sont ces phases d’acquisition d’'information? Somtsealkes actions comme les autres? Peuvent-
elles également étre évaluées en mesurant une forrtibté'espérée ?

Nous allons donner certaines réponses a ces questioadadaadre de la décision sous incertitude
probabiliste et des processus décisionnels markoyiarigellement observables

En premier lieu, demandons nous ce qu’est une observatiarh.cbomme I'on distingue les actions
déterministes des actions probabilistes (entre autragistingue aussi les observations déterministes
des observations probabilistes.

Considérons une observatioks. On peut supposer, par exemple, que celle-ci, en fonctididti
réels € S;, donne un résultat (une manifestation du monde rée) O;, O; étant 'ensemble des
manifestations possibles de toutes les observationsrlgps a I'étape.

Dans un exemple donné par Savage [Sav54], un consommatghaitant acheter du raisin demande
a I'épicier de golter un grain. Sur la base du résultatedte observation, il va décider de la quantité
de raisin qu’il va acheter, en fonction de la satisfactiotil @gpére en retirer. Dans cet exemple, le
lien entre le résultat de I'observation (qualité du gigadité) et I'état du monde réel (qualité moyenne
du raisin) n’est pas forcément “déterministe”: la gualitu grain golté ne refléte pas forcement la
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gualité moyenne du raisin...

Reprenons nos considérations générales sur la notadsdivation en commencgant par les observa-
tions appelées “problemes de partition” chez Savage.tglfe observation consiste a réduire I'en-
semble des états possibles du monde en observant la valeendriable observable qui dépend de
maniere déterministe de I'état réeel du monde (chagatep®@ssible du monde renvoie une seule valeur
de la variable observable). Nous qualifierons ces obsensatiedéterministes
Formellement, une observation déterminigte est une application de 'ensemble des états possibles
du mondeS;, dans I'ensemble des résultats d’observafior= {01, ..., 0,}. Cette application réa-
lise unepartitionde S; :

Si= | Si, Vs € S;,0bs(s) = o

i€l.n

obs est déterministe dans la mesure ou, répétée pludmigrelle donnera toujours le méme résultat.

Une observation probabiliste, par contre, ne donnera pgsurs un résultat identique dans le méme
état du monde. Le résultat de I'observation est lietak du monde par une distribution de probabilité
jointe pops (54, 05) surS; x Oy.

Le cas déterministe peut étre vu comme un cas particdhes lequep,y; (s;, 0;) = 1 Sio; = obs(s;)

et 0 sinon.

Aprés cet apercu de la notion d’observation nous allomsczmment s’en servir afin de choisir des
actions plus “utiles” en environnement partiellement obsele.
Deux approches difféerentes sont envisageables:

— I'approche de Savage qui pour évaluer l'utilité d’'unsetvatiorvbs, fait la difféerence entre les
utiliteés espérées d’'un couple observation-actionmogltiet d’une action optimale sans observa-
tion,

— I'approche utilisée dans le cadre gecessus décisionnels markoviens partiellement obser-
vables(PDMPOQ) (Cassandra et al. [CKL94]), (Monahan [Mon82]), ey [Lov91]) qui ne
distinguent pas les observations des autres actions mgigsent que toute action procure
en retour une observation. Ces auteurs proposent de tramesfaon PDMPO discret et fini en
PDM continu dont legtats de connaissan¢gistributions de probabilité sur les états possibles
du monde) remplacent les états du monde classiques.

3.3.2 Observer, puis agir

Dans cette approche exposée par Savage [Sav54] I'agasrveliabord, puis en fonction du résultat
de son observation il choisit une action a appliquer.

Rappelons en premier lieu la définition dgs, a), la valeur de I'actiorn dans I'états, dans un
processus décisionnel markovien totalement observable :

vi(s,a) = ri(s,a)+ D p(ss a) TS,

s'€Si

Lorsque I'état du monde réel est inconnu, mais que I'olad@rn obs a été effectuée et a donné le
résultato;, on peut déterminer une “valeur moyenne” des valeurs s Gompatibles avec le résultat
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d’observatior; :

v (05, a) = Z p(s|o;, 0bs) - v'(s, a),

SES

oU p(s|o;, obs) se déduit dess parp(s|o;, obs) = L) (QUp,y, (0:) = 5,5, Pobs (5, 04)-

v' (04, a) représente I'utilité de I'action une fois que le résultat de I'observatiorwbs a été obtenu.
On note ensuite’(o;) = maxge4,, v'(0;,a), la “valeur” du résultab;, soit I'utilité de la meilleure
action applicable aprés queait &té observe.

Enfin Savage définit I'utilité d’'une observation commespérance mathématique des valeurs de ses
résultats possibles:
v'(obs) = Z Pobs (0;) - v (0;).
0;€0¢
L'utilité réelle d'une observationbs est déterminée en comparant la valeunti@bs) (observation
puis action optimale fonction du résultat)éfs), I'utilité d’une action optimalesans observatian

Exemple 3.3.1Valeur d’'une observatio(Savage [Sav54])

Dans le probleme de I'achat de raisin, celui-ci peut étee gqlialité inférieure (1), moyenne (2) ou
supérieure (3). Le consommateur évalue a priori les pholités de ces trois qualités :

Qquality | 1 2 3
P(probabilit§ | 1/4 1/2 1/4

Il a quatre actions a sa disposition: acheter 0, 1, 2 ou 3 grep de raisin. Les valeurs des consé-
guences de ses actions suivant la qualité du raisin s@um&es dans le tableau suivant, ainsi que
I'espérance mathématique des différentes actions:

Q
al 1 2 3|v(a)
0,0 0 0 0
11-1 1 3 1
203 0 5| 1/2
3/]-6 -2 6| —1

L'épicier lui propose de golter un grain de raisin. Etamt gonnaisseur, le client est capable de
classer la qualité du raisin en cing catégories que hougrums, par qualité croissante de 1 a 5.

Le tableau suivant contient la distribution de probalgljbinte surO x @, ou O est I'ensemble des
5 qualités observables par le consommateur. Pour évieemdnipuler des fractions, les probabilités
sont multiplieées par un méme facteur 128.

Q
ol 1 2 3 1128 p(o)
1115 5 1 21
2|10 15 2 27
3| 4 24 4 32
41 2 15 10 27
511 5 15 21
32 64 32 128
128 p(Q)
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De ces données on déduit aisement les valelirs, «,) des différentes actions suivant I'observation
faite:

4]

1 2 3 4 5
0/21  0/27  0/32 0/27 0/21
—7/21  11/27  32/32 43/27 49/21
—40/21 —20/27 8/32 44/27 72/21
—94/21 —78/27 —48/32 18/27 74/21

W N = O

De cette table on déduit les actions optimales aprés ofagiem : ne pas acheter de raisin sila qualité
observée est = 1, une grappe si c’est = 2 ou 3, deux si c'estt et trois si c'ests.

L'utilité de I'observation est évaluée @ + 11 + 32 4+ 44 + 74)/128 ~ 1,26 a laquelle on doit
retrancher 1, soit la valeur de I'action optimale sans obsgion (acheter une grappe).

Ainsi, en connaissant la valeur des états successedrs; ., on peut calculer, par recherche arriere,
une observation optimalés, et un ensemble d’actions optimales, respectivement é&ssoaux dif-
férents résultats possibles de I'observatien

Le probleme de la méthode de Savage est qu’elle est diffiiht iterable : de’t! surS;, ; on déduit

v’ surQy, mais pas sus; !

En d’autres termes, la méthode proposée par Savage peenpetsser d’'une utilité sur I'espace des
états du monde a I'étapet 1 a une utilité sur 'espace des observationsétats de connaisangéa
I'étapet. Dans le paragraphe suivant, nous allons exposer la meth®€assandra et col. [CKL94]
qui est itérative et dont le principe consiste a modifiesiace d'état$; en un espacd’états de
connaissancejui devient malheureusement infini. Ainsi, chez Cassagidral. on résout le probléeme
en restant au niveau des états de connaissance.

3.3.3 Etat du monde contreetat de connaissance

Le concept dé’rocessus Décisionnel Markovien Partiellement Obsde/@DMPO) a été introduit
par Monahan [Mon82] et Lovejoy [Lov91] dans le cadre dd&kkcherche Opérationnelfaiis Cas-
sandra et col. [CKL94] ont proposé d'utiliser ce modéleipa décision séquentielle sous incertitude
avec observabilité partielle. Un PDMPO comprend, outseglesembles d’états et d’actionsA, ;
pour chaque étape, un ensemtblgbservation®); = {oy, ..., 0x}.

Contrairement a I'approche de Savage, Cassandra et aolettent pas en jeu d’actions d’acquisition
d’'informations mais considérent que chaque actiatans I'états; he change pas seulement I'état
du monde (avec une distribution de probabi}itéls, a)), mais produit également un résultat d’ob-
servation qui est une manifestation du systeme en retoliaction. Cette manifestation, fonction
de I'action effectuée et de I'état résultant, peut elléme étre non-déterministe, auquel cas elle est
représentée par une distribution de probabifitds’, a) surO,;1.

A chaque étape, I'agent ne connait pas I'état exact diesyestLa seule information a laquelle il a
acces est ce résultat d'observation. En revanche, ilggimher & chaque étape une probabilité de se
trouver dans tel ou tel état du monde. Sa connaissancesesh&e par une distribution de probabilité
b; (pour “belief state” oletat de croyancen francgais) sus;. L'ensemble des états de croyance a
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1 2 |BUT| 4

FiG. 3.1 — Environnement partiellement observable

I'étapet est notéb;.

Cassandra et col. proposent de transformer le PDMPO en un feEdiément observable dont les
états sont les états de croyance. lls commencent pandé& une nouvelle équation fonctionnelle.
La premiére chose a faire pour cela est de déterminer leal@tat de connaissance en fonction
du précédent, de I'action exécutée et de I'observatamue en retour. La nouvelle distribution de
probabilité est déterminée par:

p(0|8/7 a) : ZSGSt p(8/|87 a) . bt(s)
p(0|bt7 a)
oup(olbs, a) = Y yes,,, Plols’sa) - (Fses, p(s']s, a) - bi(s)) est un facteur de normalisation.

p(-|b¢, a, 0) n'est autre que la fonctioh ., surS;;; ou état de connaissance a I'étape1, résumant
la nouvelle connaissance de I'agent qui était initialendgrapres I'actioru et I'observatior.

p(8/|bt7 a, 0) =

Exemple 3.3.2 (Cassandra et col. [CKL94])

Un agent se trouve dans le milieu dessiné Figure 3.1. Ge@labmporte quatre états dont I'un est
un état but. L'agent se trouve, a chaque étape, dans ures@tats et peut aller dans une des cases
adjacentes, soit & gaucheg)(soit a droite ¢). Si au cours d’'un de ses déplacements il rencontre
un mur, il reste & sa place initiale. Si un de ses déplacéskamene sur la case but, il recoit une
recompense additionnelle de 1 puis se retrouve aléatwrg sur une des cases non-but (avec une
méme probabilité /3). Notons que ce probleme est stationnaire.

L'agent ne sait pas ou il se trouve a chaque étape, maisbss’il se trouve sur la case but ou non.
Initialement il sait qu'’il n’est pas dans I'état buby, =< 1/3,1/3,0,1/3 >. Aprés un déplacement

a droite, si 'agent n’observe pas I'état but, son étatabmnaissance e$y =< 0,1/2,0,1/2 > (il

ne peut plus étre dans la case de gauche). Aprés un nougdacgment a droite, s'il n'observe
toujours pas le but, il est dans I'état de connaissalice< 0,0,0,1 >, i.e. il est certain d’étre dans

la case de droite. Si a un moment il observe le but, il regoi recompense de 1 et se retrouve dans
I'état de connaissandeg.

Construire une stratégie optimale pour un PDMPO est uni@nabddifficile. Il est méme difficile de
spécifier une stratégie quelconque puisque I'espadatd’éni.S; est remplacé par un espace d'états
de croyance infinip;!
Watkins et Dayan [WD92] ou Chrisman [Chr92] suggérent urihmde simple pour trouver une
solution a un PDMPO:: il s’agit de choisir, dans I'état dengaissancé;, I'action maximisant la
moyenne des valeurs(s, ) (calculées comme dans le cas totalement observable)épeesipar les
coefficientsh; (s),

a* = argmar.ea,, Z bi(s) - v(s,a).

SES

Malheureusement cette méthode ne prend pas en comptesivations et ne donne pas, en général,
une stratégie optimale.
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Le point-clé pour résoudre un PDMPO est de le transformamePDM totalement observable dont
les espaces d’états sont lBs(Cassandra et col. [CKL94]). La probabilité de transitionre états de
croyance peut étre calculée:

p(b'|b,a) = Z p(olb, a)

0€0,p(+|a,0,b)=b"(-)
ou p(ol|b, a) se calcule comme précédemment.

La fonction récompensesur les états de croyance se déduit de la fonction récosepesur les états
par:

p(b,a) = Z b(s)-r(s,a).

SES

Enfin, la valeur d’'un état de connaissance s’exprime géagre équation fonctionnelle similaire au
cas observable:

t _ t+1
(b = max(p(b, )+ X p(¥lb,a) - 0))
b'eBit1

Voila donc comment on peut transformer un PDMPO en un PDldl¢atent observable. Malheu-
reusement, le PDM obtenu est continu, ce qui rend sa résolptatique trés difficile (probleme
PSPACE-complet dans la hiérarchie polynomiale (Papadouiet Tsitsiklis [PT87])).

De nombreux auteurs ont proposé des algorithmes de tasolipprochée de PDMPO : Smallwood et
Sondik [SS73], Monahan [Mon82], Cheng [Che88]. Ces albarés construisent une fonction valeur
approchée?’ (b), puis améliorent peu a peu cette valeur. Cassandra giroplosent un algorithme de
cette lignée. D’autres auteurs comme Parr et Russel [RB&&fman [Bra97] ou Hauskrecht [Hau97]
discrétisent le PDM continu et se contentent de prendrepte un sous-ensemble fini &e.

Exemple 3.3.3(suite et fin de 'exemple 3.2.2)

L'exemple de Cassandra et al. est particulierement sinipiee comporte que trois états et les actions
sont déterministes. C’est pourquoi il peut étre résotufdcon exacte, d’autant plus que I'on peut
aisément vérifier qu’en partant de I'état de connaissamitial by, seuls cing états de connaissance
sont accessibledy, by, b2, b3 =< 1,0,0,0 > etby =< 0,1,0,0 >.

Les actions “aller a droite” () et “aller & gauche” () sont représentées par les fonctions de transi-
tion stochastiques entre états de connaissance suivantes

g bo bl bg b3 b4 d bo bl bg b3 b4
bo [1/3[0]0 [2/3]0| [bo|1/3]2/3[0]0]0
by[1/2] 00 [1/2] 0] [by|1/2]1/2]0]0]0
by 1 |O|0] O | O by | O 0 (1|00
bs| 0 |0 |0] 1 |0 bs | 0 0 (0]0 1
by| O |O|O0] 1 |0 by | 1 0 (0|00

Placons nous en horizon fini, comportant quatre étape&tagde quatre, I'étab, rapporte une unité
(v*(bo) = 1) et les autres ne rapportent rien{(b;) = 0, Vi # 0).
En appliquant la méthode de recherche arriere par indwugtion obtient les stratégies optimales et
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FiG. 3.2 — Stratégie stationnaire optimale

les valeurs associées:

oi(by) | t=4 t=3 t=2 t=1
bo 1,{g,d} | 4/3,{g,d} | 16/3,{d} | 23/9,{d}
by 0,{g,d} | 1/2,{g,d} | 7/6,{d} | 10/3,{d}
by 0,{g9,d} | 1,{g} | 4/3,{g} | 16/3,{g}
b3 Ov{gvd} Ov{gvd} 17{d} 4/37{d}
by 0,{g,d}| 1,{d} | 4/3,{d} |16/3,{d}

Lorsque I'horizon croit, on trouve rapidement une stgigéstationnaire optimale (celle des colonnes
t = 2 ett = 1) qui peut se résumer dans la figure 3.2 :

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vu comment on pouvait étesthredrie de I'utilité espérée a la prise de
décisionsséquentiellesCette extension, basée sur la théorie glegessus décisionnels markoviens
(PDM), permet une application de la théorie de la décislans l'incertain a la planification sous
incertitude.

Passer d'une seule étape de décision a une séquencecideons interdépendantes pose de nou-
veaux problemes demandant, entre autres, I'introductione propriété nouvelle’observabilité
Nous avons vu comment Savage décrit cette notion et élalvaleur” d’'une observation en termes
de valeur ajoutée a une action optimale. Ensuite, nous smmmes replacés du point de vue des PDM
partiellement observabletans lesquels la notion d’observation est intégrée tdineent a la notion
d’action, permettant une itération du processus de aégiau prix d’'un accroissement significatif du
colt d’évaluation (en temps de calcul et en espace mejmbirsstratégiesoptimales.

Dans la seconde partie de cette thése et en particuliedeahgspitre 2 page 109, nous étendrons la
théorie dd'utilité qualitative possibilistea la prise de décisions séquentielles (voir aussi [FIa596
[DFL*96], [FLS98]). Nous proposerons des méthodes de programmdynamique permettant une
évaluation inductive par recherche arriere de strategptimales au sens du critere possibiliste, dans
les cas observable et partiellement observables.
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Nous montrerons en particulier une propriété inténetesdorsque I'espace d’états d’'un PDM partiel-
lement observable est fini, 'espadi&tats de connaissanaki PDM totalement observable corres-
pondant reste fini. Cette propriété permet dans le cadssilpitiste, d’évaluer des stratégies optimales
en environnement partiellement observable a un cotadraiable”.

Mais avant de passer a la seconde partie de cette thesedaitirtbtre propre travail, il reste un point

a évoquer dans cet état de I'art, qui se trouve au coedindelligence artificielle (1A) : la représen-
tation structurée des connaissances et des préférdhueagent et son application a la décision dans
l'incertain.

C’est ce que nous allons faire dans le chapitre suivant, s hmitant toutefois a une catégorie de
représentation largement utilisée pour cela ces dem@nnées dans la communauté IA et basée sur
lespréférences conditionnelles
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Chapitre 4

mes de

Representation logique de pro
decision dans l'incertain

4.1 Introduction

Dans les chapitres précédents nous avons considépedbEmes de décision dans l'incertain sous
I'angle Théories de la décisiobans ce chapitre nous allons les considérer sous I'dnggéigence
Artificielle (1A) et en particulier sous I'angle de la logique.

Cela fait longtemps que I'lA, a travers le domaine de la ffieation, s'intéresse a la représentation
logique des actions (voir les approches de type STRIPS gkkalilsson, 1971) [FN71] ou le calcul
des situations (Mac Carthy, 1969, [MH69])).

Notre objectif est en quelque sorte complémentaire : noubatons exprimer de maniéere “compac-
te” les connaissances plus ou moins certaines d'un ageesairéferences graduelles. Ensuite, en
utilisant un langage de représentation des actions‘iglas’s(comme I'un des deux ci-dessus ou, plus
simple encore, basé sur la logique classique), on se peajmiouver une “machinerie” logique per-
mettant de déterminer les actions “optimales” vis-aaVim critére de décision dans I'incertain donné.

Leslogigues pondérégseuvent étre utilisees pour exprimer non seulement desaissances incer-
taines, mais aussi des préférences. Nous avons évamsele chapitre 2 le cas de la logique pos-
sibiliste, et nous en reparlerons plus en détails dansclanske partie de cette thése. logique des
pénalitésde Pinkas [Pin91] qui affecte aux formules, non pas desedede priorité, mais des colts
de violation peut également étre interprétée en tehagwréférences (Dupin de Saint-Cyr [Dup96]).
Dans le chapitre 3 page 131 de la partie Il, nous proposemieigage logique (valuée) ainsi que la
machinerie associée permettant de calculer des désisjutimales vis-a-vis des criteres de l'utilité
qualitative possibiliste, ou des fonctions d'utilité bas sur les fonctions de croyance.

En attendant, dans ce chapitre nous allons décrire unicewanbre de langages logiques proposés
réecemment pour modéliser et résoudre des problémeédigah dans I'incertaiqualitatifs

Ce chapitre sera centré autour d’approches logiqguesbasé la notion deréférences condition-
nelles Les préférences conditionnelles sont des moyens caspaxprimer les préférences d’un
agent. Dans le cas général, elles symbolisent desrprifés du type: “dans le contexte I'agent
préfere quer soit vraie” (oU¢ et ¢ sont des propositions). Dans ce chapitre nous présestdinx
interprétations différentes des préférences coowtitelles :

— Lespréférences ceteris paribus
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Doyle et Wellman [DW94] ou Doyle, Shoham et Wellman [DSW%iferprétent la formule
“dans le contexte, I'agent préfere que soit vraie” en imposant que I'on préfere les interpré-
tations satisfaisant et ¢ a celles satisfaisanty et ¢, “toutes choses étant égales par ailleurs”,
c’est-a-dire lorsque les variables n'étant pas immiggidang et ¢ ont la méme valeur de vé-
rité. Nous décrirons leur modele, ainsi qu’un langaggdae de représentation des préférences
et des connaissances, proposé par Tan et Pearl [TP9d]sbaks préférences ceteris paribus.

— Les opérateurs de typaéalité
Boutilier [Bou94] interpréte la méme préférence caiatinelle en termes d’idéalité : Parmi les
interprétations satisfaisapi celles qui satisfont égalemepsont idéales, c'est-a-dire préférées
a toutes les autres. A partir de cette interprétation tlBeuétablit un lien avec une logique
bimodale, CO, ce qui lui permet de proposer un mode de repré&son de préférences et de
raisonnement a partir de celles-ci. Etendant la logique&@Oreprésentation et au raisonnement
sur des connaissances incertaines, Boutilier définitgalee QDT, apte a la représentation et a
la résolution de problémes de décision sous incertitude

Lang [Lan96] utilise le méme type d’opérateur d’idéalifue Boutilier, mais I'interpréte diffée-
remment. Les opérateurs d’'idéalité de Lang sont eslsomme des contraintes sur une fonction
d’utilité numérique sur les interprétations. Les faans d'utilité respectant ces contraintes sont
“distinguées” et un préordre partiel sur les interptietes est défini (un monde étant préféré a
un autre si et seulement si il est meilleur au sens de toldésrietions d'utilité distinguées). La
théorie est étendue a la décision sous incertitudeldar@s simple de connaissance incompléete:
une base de connaissance ne définit qu’'un ensemble de nursekles.

Dans le prochain paragraphe, nous allons décrire I'afygrpooposée par Doyle et Wellman [DW94].

4.2 Preferencesceterisparibus

L ={p,q,r,...} représentera généralement un langage propositicgoépé des connecteurs habi-
tuels:v, A, ... L sera utilisé pour décrire déaits, et suivant les théories que nous décrirdnsgra
étendu, afin de pouvoir décrire préférences et conaaies par défaut.

Avant de passer a la description des logiques pour laid@cikans I'incertain, un premier probléme
doit étre résolu, concernant les préférences entradtas: siy et «» sont des formules dé, que
signifie “p est préférée &" (noté ¢ > ) ?

Si Q représente I'ensemble des interprétations ael états du mondeon peut tres bien imaginer que
les préférences de I'agent sont exprimées par un préaraur(2, appeléréférence faible

Mais comment définir une relation de préféremcsur les formules a partir d’'une relatiensur les
interprétations, ou au contraire, comment défiia partir d’une relation de préféerenceexprimée
sur les formules? C'est a ce type de question que nous afmpwrter une réponse dans cette section.

4.2.1 Les peferences ceteris paribus: principe gnéeral

Les préférences ceteris paribus sont un mode de repatisend’'un ordre de préféerence entre les
interprétations, a partir de préférences entre destites.
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Soit une propositiop de L, [¢] représente le sous-ensemble de I'ensemble d'intetfdss) =
{wy,ws, ...}, correspondant a 'ensemble des interprétations feagEnt” ¢.

Nous supposons donné un préordre complsur(2 (i.e. réflexif, transitif et complet). Une premiére
définition de lapréférence étendusx propositions pourrait étre la suivante :

Définition 4.2.1 Préférence étendue simple.
Soienty, i € L, ¢ est (faiblement) préferée@ ssi

P e V(w W) € e x [¥,wx o

D’apres cette définitiony est faiblement préféeréesaissi toute interprétation satisfaisanest faible-
ment préférée a n'importe quelle interprétation&fatsant). On définit égalementindépendance
logiquede deux propositions:

Définition 4.2.2 Indépendance logique. [DSW91]

— ¢ et sont dites logiqguement indépendantes[ssi ], [¢ A ], [ A ], et[@ A 1] sont
non-vides (olip A ] = [«2] N [1], et[¢] = @ — [¢]).

— ¢ et sont dites semi-indépendantes(gsi\ ] et[@ A /] sont non vides.

Cette définition peut étre étendue a plus de deux prtiposi en considérant toutes les conjonctions
booléennes.

Lorsque plusieurs propositions sont indépendantesirsgve I'une d’entre elle estraie (c’est-a-dire
I'ensemble de ses modéles contient le monde réefpossene garantit rien sur la valeur de vérité
des autres. Si deux propositions sont semi-indépendasusstater que I'une d’entre elles est vraie
(ou I'imposer) ne permet pas de garantir que l'autre leegaiément.

Le probleme de lgpréféerence étendue simpdst qu’elle est tres peu décisive. Supposons que I'on
parte d’'un ensemble de propositions semi-indépendantes., ¢, et de 'ensemble de préférences
(p: = @i)ic1..n- LESE; peuvent étre vues comme des contraintes, ou des prepgé&€ I'on souhaite
satisfaire. La relation induite sur 'ensemble des monflesie distingue que trois classes d'équiva-
lence: Les mondes satisfaisant toutes les contraintes ceux qui en satisfont au moins une (mais
pas toutes), et ceux qui n’en satisfont aucune.

A partir de ce constat d’échec, Doyle et Wellman [DW94] ordgwsé de définir une relation plus
faible de préférence entre les propositions, a partiledeomparaison de propositionsteris pari-
bus i. e., toutes choses égales par ailleurs. Que signifigétochoses égales par ailleurs™? Pour le
comprendre, il nous faut d’abord définir une relatib@aquivalence contextuelkr2.

Définition 4.2.3 Equivalence contextuelle.
Une fonction d’équivalence contextuellest une fonction qui associe a tout ensemble de proposition
{¢1,..., 9.} une relation d’équivalencg(e, . . ., ¢,) SurQd.

Lorsquewn(¢, - - ., ¢n)w’, On écriraw = w'mod, ¢, . . ., ;.

Exemple 4.2.17 telle queVey, . . ., on, wn(@1, ..., o)W’ SSiw € [p1]N...N[p,] & & € [p1]N
...N[¢,] est une fonction d’équivalence contextuelle.

Les deux classes d’équivalencerle, . . ., ¢,,) sont respectivement 'ensemble des interprétations
qui satisfontpy A ... A ¢, et 'ensemble des interprétations qui satisfegt; vV ...V —p,.



56 CHAPITRE 4. CECISION DANS L'INCERTAIN ET LOGIQUE

On peut maintenant définir la relation de préféereceteris paribugle deux propositions. Cette rela-
tion de préférence dépend bien sir de la fonction diédence contextuellg choisie.

Définition 4.2.4 Préférence ceteris paribus définie relativement & wmetfion d’équivalence contex-
tueller.
o est préeférée (faiblement) ceteris paribug asuivanty, notéy > 1 ssi

V(w,w') € [p]N[¥] X [@] N [Y],w=w'mod,p NP, FAY = w =

La relation stricte> et la relation d’équivalenci associées sont définies classiquement a partir de
D> ssSip > etnomp B ;¢ X sSip D> ) et B .

Enfin, cette définition peut étre restreinte a un contdrtené, représenté par une formgleDans ce
cas, I'ensemble des mondes considérés pour effectueniparaison entre des formules est restreint
au “contexte” défini pap, c’est-a-dire a I'ensemble des interprétations saisitp.

Définition 4.2.5 Préférence ceteris paribus contextuelle.

o >l ssiV(w,w’) € [e]N[Y]N[d] x [@] N [¥]N[¢],w = w'mod,o AP, PAY = w = W'

Dans la suite de ce chapitre, nous nous limiterons au cas kgigue propositionnelle. Dans ce
cas, Doyle, Shoam et Wellman [DSW91] ont donné une dé&imitie I'équivalence contextuelle pro-
positionnelle. Soit) = {p, q,r, ...} I'ensemble des propositions atomiques du langage. Pote tou
formule ¢, S(¢) représente I'ensemble des propositions atomiquesakpendy. ¢ dépend de ssi
toute proposition logiquement équivalente &ontientp ou sa négation. Cette définition depeut
étre étendue & un ensemble quelconque de formules, antrpteS (¢, 1) = S(p) U S ().

Une interprétationv est simplement définie par I'ensemble des valeurs deévées propositions
atomiques du langage. Deux mondestw’ sont dits “en accord su¥” (ou S C @) ssi ils affectent
les mémes valeurs de vérité aux atomes$deotéw =g o'

Alors, I'équivalence contextuelle propositionnelle pétre définie :

Définition 4.2.6 Equivalence contextuelle propositionnelle.

wn(er, .- .,c,on)w' SSiw =Q—S(01om) W

Exemple 4.2.2SoitQ = {pluie, parapluie,caf€, ¢, = pluie A\ parapluie, o3 = -pluie V
—parapluie, w = {pluie, parapluie,cafe, w’ = {pluie, parapluie, ~café}.
1 etys sont les expressions des préférences d'un agent:

1 l'agent souhaite a la fois qu'il pleuve et porter un parajgyu
w9 I'agent souhaite porter un parapluie lorsqu'’il pleut.

Le fait de boire ou non un café lui est indifferent, puistgsgpréférences qu'il exprime ne contraignent
pas la variable “café”.
En d’autres termesyn (1, p2)w’.

Dans le paragraphe suivant, nous allons décrire I'apgrdohique de Tan et Pearl [TP94] pour la
décision qualitative dans I'incertain, basée sur lasotedésir conditionnelutilisant la relation de
préférence ceteris paribus.
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4.2.2 Principe de I'approche de Tan et Pearl base sur les peferences ceteris paribus
L'approche de Tan et Pearl [TP94] pour la décision danséitain est basée sur les notions de:

— Défauts quantifiegour exprimer les connaissances incertaim&éz 1, oud est un entier positif
et est interprété comme : “giest vraie, alors je crois quel’est également, avec for@é. Plus
§ est grand, plus il est vraisemblable giigoit vraie lorsque I'est : le défauty = i ne donne
aucune information, alors que le défauts” ¢ correspond a l'implication matérielle — 1 :
lorsqueyp est vraie ) I'est forcément.

— Désirs conditionnelpour exprimer les préférences (graduellés)(a|3), ous est un entier, est
interprété comme ¢ est désirée au degeési J est vraie”. Les forces des désirs conditionnels
sontinterprétées de la méme maniéere que celles dastdéf = 0 n’exprime aucune contrainte
alors ques = +oo correspond a une contrainte inviolable.

L'objectif de la méthode de Tan et Pearl est de déternartgrel point et avec quel degré de confiance,
une actiorr; donne de “meilleurs” résultats qu’une actioy dans un contexte donné, décrit par une
formule ¢.

Exemple 4.2.3Le parapluie.

Un agent se demande s'il doit prendre son parapluie... Laxaissance incertaine est exprimée par le
déefaut :nuage = pluie (“généralement, si le ciel est nuageuy, il va pleuvoirQn sait de plus que
I'agent préfére gu'il ne pleuve pas, ne pas porter de péuagpsauf si il pleut, auquel cas il préfere
en porter un:D = { Dy (—pluie), D1(—para), Dy(para|pluie)}. Dans cet exemple le désir de porter
un parapluie lorsqu’il pleut est plus fort que les autresidg ¢ = 2).

Défauts et ordre de “normalité” entre les mondes

De I'ensemblef{p; % 1;} des défauts représentant la connaissance de I'agentgtRearl, en uti-
lisant la méthode proposée par Goldszmidt et Pearl [GE@dhisent un préordre complet sQr

exprimé par une fonction sur(?, a valeurs entiéeres.

k(w) = 0 signifie que le monde» est normal, i. e. entiérement plausible, et pljs) est grand,
plusw est surprenant«(w) = +oo ssiw est impossible)s peut étre interprété comme degré de
surprise Un tel ordre est défini par:

K(0) = M0 g p 6

Siw viole un défaut de degi®, w est surprenant au moins au degyéet siw ne viole aucun défaut, il
est entierement plausible(w) = 0). Tan et Pearl [TP94] notent ¢, o;) la fonctionx induite sur les
mondes aprés que I'actian ait été accomplie, dans le contextex® (¢, o;) représente I'ensemble
des mondes de degré de surprise (fonctipmférieur ou égal @.

Exemple 4.2.4 Le parapluie, suite.
L'agent observe que le ciel est nuageix nuage). L'ordre induit sur les mondes satisfaisahpar
le défautnuage =N pluie peut étre décrit par la fonctior suivante:
w ‘ K(w)
{pluie, nuage, para} 0
{pluie, nuage, ~para} 0
{—-pluie, nuage, para} 1
{—pluie, nuage, —~para} 1
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Désirs conditionnels, peferences ceteris paribus et relation d’ordre entre les monde

Tan et Pearl [TP94] proposent d’interpréter un désir damthel D («|3) (exprimant une préférence
pour que la formulev soit vraie lorsque la formulg I'est) comme une préférence ceteris paribus
(o > =) | 3. lls notentD(«) le désir conditionneD («| T). Dans un certain sens$)(«) peut étre vu
comme un désir “inconditionnel”: on préfére quesoit vraie quel que soit le contexte et pas seule-
ment lorsqu’une formulg est vérifiee. Notons que le terme “inconditionnel” donme impression
exagérée de force du désir. Au contraire, dans l'appratehTan et Pearl, les désirs inconditionnels
seront les premiers que I'agent accepte de voir violésedeaonflit entre plusieurs désif3(—a|3)
prendra toujours le pas siiX(«)).

Les désirs conditionnels de Tan et Pearl sur les formuldgisent des relations daéféerencesur
Q. Ces désirs conditionnels peuvent &tre vus comme un dateale contraintes sur la relation de
préference~ de I'agent suf).

Dans I'exemple du parapluie, si on considére les désifadent D (—pluie) et D(—para), on obtient
les contraintes:

- D(—pluie) = {—pluie, ~para} > {pluie, —~para} et{-pluie, para} >> {pluie, para}

- D(=para) = {-pluie, —para} = {-pluie, para} et{pluie, —para} = {pluie, para}.

Ces deux contraintes induisent un ordre partiel sur lesgrégations défini par (les interprétations
{=pluie, para} et{pluie, ~para} sontincomparables):

- {—pluie, —para} » {—pluie, para} > {pluie, para}

- {—pluie, —para} > {pluie, ~para} > {pluie, para}.

Si on ajoute la contraint® (para|pluie), on obtient{pluie, para} - {pluie,—para}, qui est en
conflit avec D(—para). Pour résoudre ce type de conflit, Tan et Pearl [TP94] pramogu’en cas
de conflit le désir conditionndé plus spécifiqugrenne le pas sur l'autre, et que les contraintes
contradictoires du désir le moins spécifique soienti@lges.

La relation de spécificité entre désirs est encore bsiséla notion de contexte :

Définition 4.2.7 Contexte d’un désir conditionnel.
On définit tout d’abord”'(«, w) par:

Cloyw) =o', ~Q—S(a) W}
Le contexte d’un désir conditionnBl(«|3), noteC'(«, ) est défini par:

Cla,p) = U Cla,w)
wkEp

Le contexte d’un désir conditionnel représente I'enderdbs mondes “contraints” par le désir’: €
Ca, p) ssidw E 8, ~Q-s(a) w- EN particulier, il est aisé de montrer que le contexte diasir
absoluD(«) est I'ensemblé? lui méme (C'(a) = U, cq Ca,w) = 2). On peut également montrer
que lorsques (o) N S(3) = 0, C(a, B) = {w,w = B}. Le contexte du désir conditionnel n’est dans
ce cas que I'ensemble des interprétations satisfaisantécédent” du désir.

Définition 4.2.8 Spécificité d'un désir conditionnel.
D(«|3) est dit plus spécifique que(a’|3") ssiC'(a, §) C C (o, ).
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Exemple 4.2.5Le parapluie (suite).

Soient les deux désirs conditionnels conflictue{spara) et D(para|pluie).
C(para) = Q, etC(para, pluie) = {{plute, para},{pluie, —para}}.
C'(para, pluie) C C'(para), doncD(para|pluie) est plus spécifique.

Une fois que I'on a identifié tous les conflits entre déststliminé toutes les préférences conflic-
tuelles issues du désir le moins spécifique, il nous restensemble cohérent de contraintes entre
mondes. Cela signifie que I'on peut ordonner les mondesraever une fonctiomr a valeurs en-
tieres, telle qué/(w,w’),w = W' < w(w) > #x(w’). Cette fonction n’est bien entendu pas unique: si
7 est une telle fonction, les fonctioks 7 etk + =, aveck entier naturel positif, refletent le méme
ordre.

Les désirs conditionnels induisent des contraintes stinterprétations. Ces contraintes sont appelées
contrainte Ceteris Paribus (CRt sont définies par:

Définition 4.2.9 Contrainte CP.
w =. ' est une contrainte CP d'un désir conditionde{«|3) ssidv | 3, (w,w') € C(a, v)?,

wE oW E-a.

Encore une fois, lorsque deux contraintes CP issues de dsirs donflictuels sontincompatibles, on
supprime celle qui provient du désir le moins spécifique.

Nous n’avons pas encore utilisé la notionfdece d’un désir conditionnel. Celle-ci intervient dans
la définition des rangements admissibles des interpoétten accord avec les désirs conditionnels:
Lorsqu'il ne reste plus que des contraintes CP compatiblepeut définir la notion deangement
admissible

Définition 4.2.10 Rangement admissible.
Une fonctionr sur€2 a valeurs entieres est appelée rangement admissibleypoensemble de désirs
ssi, pour toute contrainte CP ona . v/, 7(w) > 7 (w') + €.

Parmi tous les rangements possibles, Tan et Pearl propdeseet garder que les plus compacts, i. e.
minimisant la somm&_, ,cq |7 (w) — 7(w’)|. De tels rangements sont not&s.

Cette approche consiste a privilégier umdifference maximalentre les mondes: si deux mondes ne
peuvent étre difféerenciés par une contrainte CP, aleduivent avoir la méme évaluation.

Exemple 4.2.6 Le parapluie (suite).
Dans I'exemple du paraplui@® = { Dy (—pluie), Di(para|pluie), Di(—para)}.
On note{pluie, para} = wy, {—pluie, para} = wy, {pluie, —~para} = ws and{-pluie, ~para} =
Wa.
Dy (—pluie) nous donne les contraintegw;) > 7(wy) + 1 etw(wy) > m(ws) + 1. Dy (para|pluie)
nous donne la contrainte(w;) > w(ws) + 1, et Dy (—para) nous donne les contraintegw,) >
m(w2) + 1, etw(ws) > w(w1) + 1. Cette derniére contrainte est incompatible avec celtevpnant
de Dy (para|pluie) qui est plus spécifique. Elle est donc éliminée. Les rareges les plus compacts
sont décrits dans le tableau suivant:
w ‘ 7t (w)
{—pluie, =para} | m+3
{—pluie, para} m+2
{pluie, para} m+1
{pluie, —para} m
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Application a I’ évaluation des actions

Nous avons construit les deux préordres sur les mondesr{jincie et préférences) résultant d’'une
actione dans un contexte.

Comment comparer deux actions a partir de ces préordras®{T Pearl suggérent que les deux
échelles ne sont pas commensurables. Pour comparer déomxsag et o,, ils proposent de com-
parer les ensembles (¢, o) etx' (4, 09) pour touti. Ces ensembles représentent respectivement les
conséquences possiblesaieet o5 au degré de confiance

Dans un premier temps, comparefiss, o) etk’(¢, ;) (les conséquences “normales”). Tout d’abord,
on définit une relation de préféreng€ , ol est un rangement saf*. Pour toutd C €, 7 (A) et
7.(A) représentent respectivement les degrés de préfédenieemeilleure et de la pire conséquence
(éléments det).

Définition 4.2.11 W >2 V ssi
lL.e=0siV=W,
2. m(W)> a5 (V-W)+esiW CV,
. m(W-V)>a(V)+esiV CW,

4. m (W =V) > 7*(V — W) + ¢ sinon.

Si 'un des ensembles est inclus dans I'autre, on compareolesequences qu'il contient a celles de
son complémentaire dans l'autre ensemble. Sinon, on cantea deux ensembles d’aprés les élé-
ments qu'ils n’ont pas en commun.

Alors, Tan et Pearl définissent une relation de préfead¢quantifiee) entre actions par :

Définition 4.2.12 Préférence quantifiee entre actions.

SoitD un ensemble de désirs conditionnelsrget o,, deux actionss; est préférée &, sachantp
avec forces et confiance’, noté¢ s (o1 >. o3) ssimi(qb, a1) =4 mi(qb, o2) pour tout rangement
7=+ maximalement compact déduit Beet pour touti € 0, ...4.

En résumé, cela signifie que les conséquences les plusilples des; sont préférées aux consé-
guences les plus plausiblesdg et ce avec au moins avec force

Exemple 4.2.7 Le parapluie, suite et fin.

kY (nuage, para) = {{para, nuage, pluie}} de rang minima + 1,

k% (nuage, ~para) = {{—para, nuage, pluie}} de rang maximah.

Ainsi, k° (nuage, para) =1, £°(nuage, ~para), i. e.nuage ko (para =" —para).

Par contre,x! (nuage, para) = {{para, nuage, —pluie}} de rangm + 2, et k! (nuage, ~para) =
{{—para, nuage, —pluie}} de rangm + 3. L'ordre de préférence entre les deux actions est ref@zers
nuage 4, (para =' —para).
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Conclusion

Le modéle logique de Tan et Pearl pour la décision qualitatans l'incertain fait intervenir la notion
de préférenceeteris paribusD(«|3) signifie que I'on préfére que soit vraie, plutdt que-«, dans
tousles états du monde satisfaisahtMais des désirplus spécifiqueque D(«|3) peuvent prendre

le pas sur celui-ci. Par la suite, les mondes sont regroeip&tasses d’équivalence suivant leurs de-
grés de préférence, de la maniére la plus compactelpegdieux mondes sont équivalents des lors
gu'aucun désir conditionnel n’oblige a préférer l'arfautre) : la méthode de Tan et Pearl privilégie
donc unendifference maximalentre les mondes.

Dans le paragraphe suivant, nous allons décrire I'apgraehBoutilier [Bou94] qui fait également
appel & un connecteur du typs-|-), mais qui est interprété differement. Ce connectewé hp|-)
est un opérateur exprimant une idée de but conditioiiéell. /(3|«) signifie: “ldéalement doit
étre vérifiee siv I'est”.

La difference principale avec I'approche de Tan et Pedrtjeslors queD(5|«) contrainttousles
mondes satisfaisant, / (/3|«) ne contraint que les mondpgeférés(au sens d’une relation que nous
allons définir) satisfaisarat.

4.3 Preferences expringes par des oprateurs d’'idéalité

4.3.1 Lalogique QDT de Boutilier

Dans ce paragraphe, nous allons d’abord décrire la logimaale CO proposée par Boutilier, puis son
utilisation pour la définition du connectellf-|-). Ensuite nous décrirons la logique QDT (pour “Qua-
litative Decision Theory) qui étend CO pour permettre éerdé a la fois préférences et “défauts”
(ou connaissances incertaines). Enfin, nous décrirongthade de représentation des décisions dans
I'approche de Boutilier [Bou94].

La logique modale CO

La logique CO est une logique bimodale, comportant les deéxateurs modaux et 7. La séman-
tique de la logique CO est basée sur un triglet=< €, >, v >, ou{2 est un ensemble de mondes
possiblesy est une fonction de valuation, et est une relatiom’accessibilité qui est un préordre
sur2. > sera utilisé dans ce paragraphe pour ordonner les monidastleurs degrés de préférence.
w > ' signifie que le monde est préféré ou équivalent au mondée.

Les opérateurs modaux de lalogique CO sont définis comit& gartir de la relation d’accessibilité:
- M E, DassiVo' > w, M E, «,
- M =, Tassivw’ < w, M =, a.

O« est vraie dans le mondessia est vraie dans tous les mondes préférés ou équivadent§Ta
est vraie dans le mondessia est vraie dans tous les mondes strictement moins peséérenondes.

1. Boutilier adopte la convention inverse est préferé (ou équivalentrd ssiw < «’. Cette convention est habituelle-
ment utilisée dans le domaine des logiques modales, damsllen s’intéresse le plus souventa des mongdasnauxpour
une certaine propriété. A l'inverse, dans les théoriedaddécision on cherche plutét & maximiser (une fonctitotilité,
par exemple), c’est pourquoi nous n’utiliserons pas icdavention de Boutilier.
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On définit classiquement les opérateurs duéaiet < par:
O =gey 0O et =def -T-

< signifie qu'il existe un monde préféré ou équivalent aangte courant dans lequelest vraie, et
<o qu'il existe un monde strictement moins préféré dansééq est vraie.

Enfin, Boutilier définit deux derniers opérateurs modatixet .

ﬁazdef Oa A To et 8045de SaV Ca

g a (resp.<H> «) signifie quex est vraie dantousles mondes (resp. daas moins urmonde).

Le connecteur/(-|-) et la logique CO

Comme nous l'avons déja préciséj|a) signifie “ dans les mondes préférés satisfaisant est
également satisfaite”. Cette proposition se traduit giglee CO par la définition suivante:

Définition 4.3.1 Opérateur modal d'idéalité.
1(Ble) Z4ef8 —av & (o A O(a = B)).

Ce que I'on pourrait traduire par : “Saitn’est jamais vraie, soit tous les mondes préférés satisfit

« satisfont également. En particulier, le désimconditionnell (3|T) (abrégé!/(/)) s’ecrit aussi

Z O et signifie ques est vraie dans tous les mondes préférés.

La préféerence étendue simple de Doyle et Wellman (vefinition 4.2.1) peut étre représentée, dans

un cas particulier, dans la logique C@ = —« ssitd (v — Oa), qui signifie quex est préférée aa

ssia est vraie dans tous les mondes préférés (la formule ragui@tédente se traduit sémantiquement

parM E, a = VYo' > w, M |, «, i.e. sic admet un modele, tous les modeles qui la satisfont sont
préférés aux modéles qui ne la satisfont pas).

La logique CO ne permet pas seulement d’exprimer de maoignpacte des préférences, elle permet
également de raisonner avec ces préférences, i.e.riverdée nouvelles préférences avec les préfée-
rences exprimées par un agent. La propriété suivantammoent, permet la dérivation de préférences
nouvelles:

Proposition 4.3.1 Détachement préférentiel.
1(Ble) Al () = 1(5)
Par contre, la propriét&(5|a) A o — () n'est pas valide dans le cas général!

Nous avons défini le connectelsr:|-) & partir d’'une relation de préférengeentre mondes. Il est clair
cependant que dans les applications de la logique CO laarlatqui est la séemantique associée a
I'expression des préférences reste implicite et n'estdmanée a priori. Au contraire, les préférences
d’un agent sont exprimées par I'intermédiaire du conmedt(-|-), contraignant la relatior . En fait,
celle-ci n’est en général pas entierement définie, eri®ut cas 'ensemble des mondes préférés par
la relation est, Iui, défini. Nous verrons un peu plus loie taiméthode de Boutilier pour choisir des
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décisions optimales, solutions de problemes de détdaos I'incertain, ne se sert que de ces mondes
préféerés.

Exemple 4.3.1 Expression des préférences dans le probleme du paefdunplifié).

Pour l'instant nous considérons le probleme du paraplaiec les seuls symbolesuie et para.
L'agent exprime les préférencé$—para), I (—pluie) et (para|pluie). Ces désirs sont incohérents

au sens de Tan et Pearl (voir la section précédente) quiaioms éliminer le désir le moins spécifique.
Dans I'approche de Boutilier nous allons voir que ces d&gig sont pas incompatibles, car la notion
de préférence qu'il utilise est plus faible que la préféce ceteris paribus.

I(—para) =3 O-para, i.e. Jw, Vo' > wM =, —para. Cela implique que I'un des deux mondes
{pluie, —para}, {—pluie, —~para} est un monde idéal (non dominé par un autre monde, au sens de
>). De méme/ (—pluie) implique que I'un des deux mondgspluie, para}, {—plute, ~para} est
idéal. Enfin,/ (para|pluie) =t —pluieV g (pluie A O(pluie — para)). Comme il existe au moins

un monde violant-para, cela signifie qu’il existe un monde, satisfaisanpluie, tel que tous les
mondes préférés ou équivalents &atisfontpluie — para.

Finalement/ (para|pluie) estveérifié ss{pluie, para} > {pluie, =para}.Cecientraine quépluie, —para}
ne peut étre un monde idéal, soit que le seul monde idédteguie, —para}.

Logique CO et connaissances incertaines: la logique QDT

L'extension de la logique des préférences CO a la logi@Dd pour la décision dans l'incertain est
directe. Boutilier utilise le connectelif-|-) pour exprimer les préférences d’un agent, il propose-d’ut
liser de la méme maniére un connecteupour exprimer les connaissances incertaines, ou défauts.

Le modele sémantique de la logique QDT est un quadrdglet< Q, >p, >n, v >. Le langage de
QDT est étendu par rapport & celui de CO, et compte quageatgurs modauxt@y, Ty, Op, Tp
(V concerne la “normalité”, i.e. les connaissances pandgéaPl les prférences). Le connectelf:|-)
est défini comme précédement, a partifge et le connecteur de normalit€ est défini comme suit:

a= 0 Edefﬁ]\f oV <H>N (04/\ DN(a — ﬁ))
Une regle par défaut a donc une interprétation simikaive désir conditionnel d’'idéalité.

En plus des défauts et des préférences, on ajoute aulenQ@E" une base de fait& (cohérente),
exprimant des connaissances certaines. Les connaisgdatags) servent a étendre la base de faits,
et ainsi a restreindre 'ensemble des mondes possiblaseasemble de mondéss plus plausibles
L'extension de la bas&’, ou cldture deF est notée”[(F), et définie par:

Définition 4.3.2 Cléture d’une base de connaissances.
Cl(F)={a,F = a}
La cldture deF représente donc I'ensemble des faits normaux (les plusitlies), déductibles dg.

Boutilier définit également la notion dwrit idéal:

Définition 4.3.3 But idéal.
a estun butidéal ssif = I(a|CI(F)).
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Un but idéal est, en quelque sorte, une proposition quiregt @i le monde réel est un monde préféeré
dans le cas “normal”.

Exemple 4.3.2Dans I'exemple du parapluie, on rajoute le symbotgige, et la connaissance par
défautnuage = pluie. SIF = {nuage}, CI(F) = nuage A pluie. Si on consideére les préférences
exposées dans le paragraphe précédent, on trouvequeest un but idéal.

On peut noter I'aspect hon-monotone du calcul des butsuixléai on ajoute-pluie a la base de
faits, on trouve maintenant quepara est un butidéal.

Ensuite, Boutilier définit la notion de condition suffisawfidéalité pour un but (CSI) :

Définition 4.3.4 Condition suffisante d’idéalité pour un but.
v est une CSI pou# ssivy A 3 est cohérente, et/ ):ﬁp (B— Tp(B— ).

Cette expression, en apparence complexe, signifie toutesingmt que les mondes préférés (au sens
de > p) parmi ceux satisfaisamt satisfont égalemerit A .

Alors, la proposition suivante peut étre démontrée:
Proposition 4.3.2 Si~ est une CSI| pout’/(F), alors pour tout but idéaty, M = v A CI(F) — a.

On entrevoit déja le réle des CSI dans I'approche de Beutie la décision qualitative dans l'incer-
tain: si I'agent a le pouvoir de décider de la valeur ddté&t’'une CSlI, alors, si le monde réel est
normal, il est certain de se retrouver dans la meilleurasiin possible.

Nous allons revenir en détail sur les CSl, mais d’abordndos la définition d’'une action dans I'ap-
proche de Boutilier.

Les actions dans la logique QDT

La notion d’action est relativement simple dans I'approdeeBoutilier. L'ensemble des symboles
propositionnelg) est séparé en deux: les variables contrdlables (i.d.ld@&cideur peut décider de

la valeur de vérite}, et les autre€. Siu et v sont respectivements des affectations complétes des
valeurs de vérité des variables@etC, u; v représente 'affectation compléte des valeurs de&éeas
variables deQ, compatible avec les deux précédentésP) représente I'ensemble des affectations
de valeurs de vérité des variablesfe

On peut définir les notions dmntrdlabilitéet d’influencabilitéd’une propositior quelconque:

Définition 4.3.5 Controlabilité, influencabilité.
« est controlable ssiu € C,3(v, w) € C,v;u o, w;u | —a.
« estinfluengable ssiu € C,3(v, w) € C,v;u = o, w;u | —a.

Nous allons pouvoir, maintenant, grace a cette notioraetgiale contrdlable, définir les notions d’ac-
tion, et d’action optimale.

Dans la suite, on noter&' I (F) I'ensemble des croyances non influencabléé]/ (F) = {a €
CIl(F),a n'est pas influencable)d représentera I'ensemble des actions disponibles pogerta
Nous considérerons que ces actions sont représentéésrnsemble des affectations de valeurs de
vérités aux variables d& (4 = V (C)).
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Dans un premier temps, on va se limiter au cas ou la conmaisske I'agent est compléte : il connait
les valeurs de vérité de toutes les propositions éléanes incontrdlables. Alors, on peut définir un
but en environnement entierement connu (EEC-But), corataet ‘une propositionontrdlablequi

permet de se retrouver dans une situation idéale, coramilssvaleur des variables non contrdlables:

Définition 4.3.6 But en environnement entierement connu.
a estun EEC-Butssi/ |= I(a|NI(F))eta est contrdlable.

Maintenant, Boutilier définit une actiosatisfaisanteen environnement connu, comme une action
permettant d’obtenir tous les EEC-Buts, sachsi{F ) :

Définition 4.3.7 a € A est une action satisfaisante ssi:
VEEC — But a,M = NI(F)ANa — «

Boutilier prouve également que les actions satisfaissuat exactement les CSI paNid (F).

Dans le cas ou la connaissance estincompléte, Boutéferidune relation de préférence entre actions
(instanciations complétes des variablegjle-, par:

Définition 4.3.8 Préférence entre actions.
ay = ay ssiM =8p (ag A NI(F) A~ p(ay A NI(F)))

En d’autres termes: “ll existe un monde normal satisfaisamel qu’aucun monde moins préféré ne
satisfaita,”. Ou encore, que la pire conséquence possible,dest au moins aussi bonne que la pire
conséquence possible dg

En termes de sémantique, ceci peut se traduire parc PW = a, Vo' E a1,0’ >p w ou PW
représente I'ensemble des mondes normaux (“possibleg/driSoit encore,

. . !
min w>p min w

wePWwEa; — w'ePWw'kas
ou min est associé a la relation.
Ce type de sémantique de la représentation logique peepuar Boutilier correspond tout a fait a
'approchemaximinde Brafman et Tennenholtz exposée dans le chapitre 1.

Résune de I'approche de Boutilier

L'approche de Boutilier pour la décision dans I'incertdionne la priorité a I'expression des défauts
sur I'expression des préférences. Dans un premier tearpsgétermine I'ensemble des faits “nor-
maux” déductibles d’'une base de faits et de connaissaace&faut. Ensuite, on détermine les actions
(instanciations des variables contrdlables) optimalest-a-dire telles que leurs pires conséquences
éventuelles sont les meilleures possibles.

Boutilier [Bou94] note que sa méthode posséde tout deenime faiblesse du fait de son approche
en deux temps : aucun compromis n’est possible entrerprafés et connaissances incertaines. Sup-
posons gqu’un agent doive traverser une autoroute a pied ghler chercher un café dans une station-
service en face. S'il pense avoir de bonnes chances de g#nvieant, la méthode de Boutilier va
lui conseiller d’'aller chercher son café, en négligeatdlement la possibilité d’accident...
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Dans la seconde partie de cette these, nous rediscutezares pfobleme de commensurabilité des
échelles de préférence et de certitude.

Avant cela, nous allons décrire une derniére approchiglegde la décision qualitative dans I'incer-
tain basée sur les désirs conditionnels, proposée pay [Lan96].

4.3.2 Idealité et utilité numerique

Lang [Lan96] a proposé une méthode pour construire uorgré partiel sur les mondes, basée sur la
représentation des désirs conditionnels de Boutilier.

Alors que la méthode de Boutilier [Bou94] ne calcule quasemble des mondes “idéaux”, i.e. pré-
férés au sens d’une relation induite par un ensemble siesd@onditionnels, la méthode proposée par
Lang [Lan96] permet de construire une relation de pref&dgun préordre partiel) entre les mondes.

Il existe une autre difféerence entre les deux approchese @idference se situe au niveau de la repré-
sentation des connaissances de I'agent. Les deux appraiilieent une base de faitg, mais alors
gue Boutilier détermine I'ensemble des mondes “plausite#a utilisant des connaissances par défaut
et en “cloturant” la base de faits, Lang utilise une baseamaissances “générique®(’ cohérente
(également cohérente avé&c: un fait ne peut contredire la base de connaissancesigaesgy. L'ap-
proche de Lang pour la représentation des connaissaraasestondapprendre un nouveau fait ne
peut que restreindre I'ensemble des mondes possiblesy qle celle de Boutilier esion monotone

Désirs conditionnels et fonction d’utilité

Dans (Lang [Lan96]), les désirs conditionnels sont nétés|«), comme dans (Tan et Pearl [TP94]),
mais sont interprétés comme dans (Boutilier [Bou94])e telation de préférence sur 'ensemblé?
des mondes est compatible ave¢s|«) ssi les mondes préférés au sens-gsatisfaisant, satisfont
également.

Chez Lang, la relation de préférence entre les mondegpgigentée par urienction d'utilité u, a
valeurs réelles. La relation de préférence déduite @st notée>,, : w >, w’ ssiu(w) > u(w’). Si

S C Qestun ensemble de mondégaz >, S représente 'ensemble des mondes préféerés (au sens de
>,)deS. SiD = {D(pi]|a1),...D(Bs]a,)}, on dit que la fonction: satisfaitD (notéu = D) ssi
Viel...n,Maxs [o;] C [8i], oufey] (resp.[5;]) représente I'ensemble des mondes satisfaisant
(resp.3;). Un ensemble de désirs conditionnels estdhérentssi il existe une fonction d'utilité qui
le satisfasse.

Lang [Lan96] utilise des fonctions d’utilité d'un type piaulier. Avant tout, il associe a chaque défaut
D(f|a) une fonction d'utilitélocale u,,, définie comme suit:

Définition 4.3.9 Fonction d'utilité locale.
SoitD(/3|a) un désir conditionnek |, est une fonction d'utilité locale associéd 3|« ) ssiil existe
a > 0telque:ug,(w) = —asiw = a A—f etug,(w) = 0 sinon.

Exemple 4.3.3Le parapluie.
D = {D(=para|T), D(—pluie|T), D(para|pluie) }. Les utilités locales sont de la forme :

— Upara|T(w) = —a Siw = para et 0 sinon,

— U ppyie|T (W) = —b Siw |= pluie et 0 sinon,
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— Upgra|pluic (W) = —¢ Siw = —~para A pluie et 0 sinon.

Lang définit ensuite la notion de fonction d'utilitestinguéepour un ensemble de désirs condition-
nels:

Définition 4.3.10 Fonction d'utilité distinguée poub.
u est une fonction d'utilité distinguée polir ssi

—-ufED,

—u=uUy+ ...+ u,,
ouuy,...,u, sontdes fonctions d'utilité locales associee® &d; |ay) ... D(5,|ay,).

On peut remarquer que les fonctions d'utilité distinggsdée sont jamais positives, puisque ce sont des
sommes de fonctions d’utilités locales qui ne le sont paspios.

Une fonction d'utilité localeus, associe une pénalité (ou colt de violation) a tout morideant
I'implication matériellee — 5. Une fonction d'’utilité distinguée associe a chaque dwla somme
des pénalités associées aux implications+ 5; qu'il viole.

Exemple 4.3.4Le parapluie: calcul des fonctions d'utilité distingige

On notewy = {—para, —pluie},wy = {—para, pluie},wy = {para, —pluie},ws = {para, pluie}.
SOitt = Uopgra|T + Unpluie|T + Uparalpiuic- U(wo) = 0, u(wi) = —(b+ ¢), u(wz) = —a, u(ws) =
—(a+0b).

uw = D(—para|T) etu = D(—pluie| T) ne donnent pas d’information supplémentaire, en revanche
u = D(para|pluie) ssiMax> {wi,ws} C {w,ws}, i.e.u(ws) > u(w;), soite > a.

En fin de comptey est distinguée poup ssiu(wg) = 0, u(w1) = —(b + ¢), u(wz) = —a et
u(ws) = —(a + b), avece > a.

Préordre partiel entre les mondes

Nous venons de voir comment sont calculées les fonctiandité distinguées pour un ensemble de
désirs conditionnels dans (Lang [Lan96]). A partir de $emble de ces fonctions, I'auteur détermine
un préordre (partiel) entre les mondes, nté. Celui-ci est défini par :

Définition 4.3.11 Préordre entre les mondes, obtenu a partir d’'un ensembldodictions d'utilité
distinguées.
w >p ' ssiVu, distinguée pouD,w >, w’

L'ordre strict et la relation d’équivalence associé€s@a sont notés>p et~p.

Exemple 4.3.5Suite.

On ajoute ab (qui devient)’) le désirD(pluie|para), signifiant que si I'agent prend son parapluie,
il préfére qu'il pleuve (pour ne pas le prendre pour rien).

Uplyiclpara = —d Siw = paraA=pluie €t 0SINONL = utUpyic|para - ¢’ N'EStMOdifi€e par rapporta
u qu'enwy, olu' (wy) = —(a+d). v’ |= D(pluie|para) ssiMazs ,{wz,ws} C {wi,ws},i.e.d > b.

Les contraintes d’ordre entre les mondes deviennefgt> pr w3, w3 >pr wy €tws >pr wo. wy etws
ne sont plus comparables: I'ordre est devenu partiel.
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Ensuite, Lang montre que les désirs conditionnels les gpésifiques (au sens de Doyle et Welman
et de Tan et Pearl) prennent le pas sur les autres pour lardgstion de la relation de préférence sur
les mondes.

Application a la décision dans l'incertain

Lang adopte la méme séparation que Boutilier [Bou94jevdriables contrdlable€) et non contrd-
lables C) pour représenter les actions de I'agent.

En revanche, pour représenter les connaissances det|'agery utilise une base de connaissances
BC (un ensemble de formules propositionelles). Les défimitide la satisfaction d’'un ensemble de
désirs et des fonctions d'utilité locales sont Iegeeatrmodifiees pour tenir compte de la présence de
la base de connaissances:

Définition 4.3.12 Satisfaction d’'un ensemble de désirs conditiond&len présence d’'une base de
connaissanceB('.
u =< D, BC > ssi

- VD(pla) € D, Max> ,[BC Aa] C [5].

— Vw = =BC, u(w) est indéfinie.

Définition 4.3.13 Fonction d'utilité locale en présence d'une base de caossances.
ug|, st une fonction d'utilité locale associéd ¥ 5|«) ssi il existea > 0 tel queug,(w) = —a si
w i BOAaA=B, uge(w) = 0siw = BC A (a — 3), etug), (w) estindéfinie sb = ~BC.

Dans un probléme de décision sous incertitude, outredlesaissances génériqués(), I'utilisateur
dispose de connaissandastuelleq F'), qui viennent compléter les connaissances généridegse-
tons que dans I'approche de Lang [Lan96] les connaissaacksefles ne doivent jamais remettre en
cause les connaissances génériques.

La distinction entre connaissances génériques et filketgee I'on retrouve chez Lang [Lan96] est
similaire a celle que I'on retrouve chez Geffner [Gef92vaun der Torre [van94].

Dans un premier temps, supposons que la connaissancdlfaesieomplétei. e. BC' A F admet un
modele uniquesr surC. Une actiond correspond (comme chez Boutilier) & une interprétatios
Lorsque la connaissance est complete, I'ordre entre tesnaeest déterminé par l'ordte<p pe .

Définition 4.3.14 Ordre entre les actions lorsque la connaissance est camplée
Soientd etd’, deux actionsd >«p pc.rs d' sSi(wr;d) ><p o> (wrid').

Exemple 4.3.6 Suite.

C = {para},C = {pluie}. Supposons que I'agent constate qu’il pleute£ pluie) et qu'il n’ait
aucune autre information génériquB(’' = T). Alors la connaissance est compléte-(= {pluie}).
L’ensemble des désirs conditionnels Bstetwy >p we >p w3 >p wi.

Or (wr; para) = ws et(wp; —para) = wy, on en déduit queara ><p Be,F> —para.

Dans le cas ou la connaissance est incomplgt,A F' ne détermine pas un monde unique, mais
un sous-ensemble de mondes possibles. Alors, on se retdaumgeune situation d’incertitude non
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guantifiée, et Lang propose des méthodes de décisiameativement en accord avec les criteres de
Wald (oumaximir) et de Pareto (ou dgomination):

Définition 4.3.15 Critere de Wald.

d>U8'% 0 ps d ssiVw |E BC A F,30' | BC A F, telque(w;d) ><ppes (@3 d).
Ce critere compare les pires interprétation satisfaigaacune des décisions, au sensdg g .
Dans I'exemple du parapluiggra >V 5% o —para.

Cette méthode de décision génere un préordre congriegcord avec le critére de Wald de la déci-
sion dans l'incertain) lorsque«p gc> €st un préordre complet.

Lang définit enfin le critere de Pareto, similaire a la tielade dominance dans la théorie de la
décision dans l'incertain:

Définition 4.3.16 Critére de Pareto.

d >EE54% oy d ssiVw = BC AF, (wid) ><p pes (wid).
Alors que le critére précédent représentait le ceie Wald, celui-ci est en accord avec le critéere de
Pareto. Dans I'exemple du paraplutesara et para sont incomparables suivant I'ordre de Pareto.
Dans le cas général, >247%%, . d' = d >5% . - d': siune décision est meilleure qu’une autre

au sens de Pareto, elle est également meilleure au senddle Wa

4.4 D’autres approches logiques de la&ktision dans I'incertain

D’autres approches “logiques” de la décision dans l'itaiaront été proposées. Bien que toutes ba-
sées sur la logique, elles different par leur sémantigeepar le critére de décision sous-jacent. (Bo-
net et Geffner, 1996 [BG96]), par exemple, proposent unecapie logique basée sur legstemes
d’argumentationLes problemes de décision dans I'incertain sont mgééldans un langage propo-
sitionneltypé(les granules de connaissances et les préférences sengaintifiables). lls proposent
alors de calculer les connaissancesé&taientles préféerences (i.e. permettant de les satisfaire lors-
gu’une action donnée est effectuée). En associandep®s(valeurs entieressommensurablggaux
préféerences (priorités) et aux connaissances (plaitsg), ils calculent'utilité espérée qualitativele
chaque action. La sémantique qui sous-tend leur appratheasée sur les travaux de (Pearl, 1993
[Pea93]) et (Wilson, 1995 [Wil95]) utilisant des fonctiokappa pour mesurer 'incertitude. Cette
approche nécessite d’exprimer les degrés de préféretnde connaissance sur une méme échelle, au
moins additive.

Dans la seconde partie de cette thése nous décrirons proxhp ressemblant & celle de Bonet et Geff-
ner, basée sur lesssumption-based Truth Maintenance Syst@nS) (de Kleer, 1986 [de 86]). La
sémantique que nous présenterons pour cette approchédfestnte de celle de Bonet et Geffner.
Nous verrons qu’elle est en accord avec le criteréud#ité qualitative possibilisteque nous avons
évoqué dans le chapitre 2 et que nous décrirons en slbiaiitot.
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4.5 Conclusion

Nous avons décrit un certain nombre d'approches récetgda représentation structurée des pro-
blemes de décision sous incertitude, basées sur lamdtidpréférence conditionnelle”.

Ces approches ont de nombreux points communs avec un autragrdode I'Intelligence Artifi-
cielle : celui dedogiques déontique<es dernieres traitent de ce qu'un ageait faire, et non de
ce gu'il veut Le pendant des opérateurs d'idéalité, ou de désiritondel, est I'opérateud’obli-
gation contextuellgO (-|-). O(¢|v) signifie “si la formuley> est vraie, alors I'agerdoit se retrouver
dans une situation vérifiant” (voir (Makinson, 1993 [Mak93]) pour une étude détadllée la notion
d’obligation contextuelle). Evidemment, les notion diglation et de désir sont étroitement liées:
I'agent cherche dans les deux cas a satisfaire un ensemlidets. Dans le premier cas les buts lui
sont imposés, alors que dans le second il se les fixe lui nfpand’'intermédiaire de ses préférences).
Dans (Lang, [Lan96]) ou (van der Torre,[van94], [van97] eaftrouver une discussion plus profonde
sur les liens entre logiques pour la décision et logiqeesmtdques.

Le probléme des approches logiques pour la décision diagertain que nous avons décrit dans
ce chapitre est que les sémantiques qui leur sont assaw@e relativement pauvres. Les décisions
calculées “syntaxiquement” ne sont optimales, dans I#eneides cas, que suivant un critere du type
maxmin Cette “pauvreté” sémantique résulte, dans les msdgle nous avons exposés, de I'absence
d’hypothése de commensurabilitre échelles de préférence et d’incertitude. Danapesoches de
Boutilier et de Lang, on isole les situations les plus plalgsi, puis on raisonne a partir d’elles seules
pour déterminer des actions optimales, en fonction duaelné de préférence sur les conséquences.
Tan et Pearl proposent bien de construire deux échelléisatiss pour mesurer les préférences et
l'incertitude, mais ne comparent (au sens de la relationrdf&pence) que les conséquences d’'égale
“plausibilité”. Qui plus est, leur méthode de décisianpermet pas de construire un préordre complet
sur I'ensemble des actions, mais simplement de les compater a deux. Au final, la relation de
préférence entre actions qu'ils obtiennent n’est passitize.
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Deuxieme partie

Une approche ordinale de la @&cision
dans l'incertain basee sur la theorie des
possibilites
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Chapitre 1

Des approches ordinales de la&cision
basees sur des mesures monotones

1.1 Introduction

Dans ce chapitre seront présentés les principaux gésulé cette thése en ce qui concerne |'axioma-
tisation de critéeres “qualitatifs” pour la décision ddivscertain.

Ici, le termequalitatifest utilisé par opposition a I'aspeqantitatifde la théorie de I'utilité espérée et
de ses extensions. Les approches quantitatives utiliesntegprésentations additives des préférences
et de l'incertitude (quoique dans les approches baséd$gagrale de Choquet les mesures de I'in-
certitude peuvent étre non-additives). Dans les apprsoghalitatives que nous allons décrire ici, une
échelle ordinale unigue sera utilisée pour mesurer a@itd'incertitude et les préférences d’'un agent.
Contrairement a I'approche de Savage [Sav54], nous fdlloypothése que I'espace d'états €ist.
Nous verrons que cette hypothése est nécessaire pouritegadisations que nous proposerons,
comme est nécessaire I'hypothése d'un espace d'éfais ohez Savage.

Ce chapitre sera découpé comme suit:

— Dans un premier temps nous rappellerons I'approche deiBaebBrade [DP95b], basée sur la
théorie des possibilités, pour la décision dans liteierqualitatif. Nous décrirons leur axio-
matisation, du type de celle d®n Neumann et MorgenstejyNM44], des critéres qu'ils ont
proposeés.

— Ensuite, nous passerons plus de temps sur I'approche dSayageajue nous avons proposée
pour I'axiomatisation de ces critéres (voir [DPS97a]).

— Enfin, toujours dans un cadre du typavagenous proposerons une axiomatisation pour des
criteres de décision basés sur dessures monotonggenéralisant les mesures de possibilité et
de nécessité (voir [DPS98]).

En premier lieu, nous allons commencer par décrire le qunde loterie possibiliste et montrer
I'axiomatisation des relations de préféerence entreiesgossibilistes, proposée par Dubois et Prade
[DP95bh].
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1.2 Préeferences entre loteries possibilistes

Nous avons présenté les criteres possibilistes desiddctans I'incertain, pessimiste et optimiste,
dans le chapitre 2 page 21 de la partie I.
Rappelons I'expression de ces deux critéres :

— Critere pessimiste
v.(a) = infses max(n(w(s)), u(a(s)))

— Critere optimiste
v¥(a) = supses min(m(7(s)), pa(s)))

On rappelle également queest une fonction d& vers une échelle ordonnée, finié, ), ety de X
vers une échell&'. n est une fonction de renversement d’ordrd.deersl/, etm est une fonction non-
décroissante dé versU. = est une distribution de possibilité normalisée, i@, € S, 7(so) = 11,
(plus grand éléement dd., <)).

Ces deux criteres ont été justifies axiomatiquemenisdea style de von Neumann et Morgenstern
[VNM44], par Dubois et Prade [DP95b].

Dans I'approche de von Neumann et Morgenstern le compontedien agent en face du risque
est entierement déterminé par ses préférences sigeleble des distributions de probabilité sur les
conséquences ou “loteries”. Ces préférences sur leddstprobabilistes doivent respecter un certain
nombre d’axiomes décrivant I'attitude d’un agent “ratiefi en face de l'incertitude. L'Utilité Espé-
rée représente ainsi un critere simple pour ordonneotesies et donc les actions puisqu’a chaque
action en environnement incertain correspond une loterie.

L'idée principale des théories possibilistes pour leisi@n consiste a représenter les connaissances in-
certaines d’un agent par une distribution de possibiléér un ensemble d’états du mongleChaque
actiona détermine une distribution de possibilité sur X a partir der, par:7,(z) = (e~ (2)) =
sup{n(s) : a(s) = x}. Par conséquent, ordonner les actions revient & orddeselistributions de
possibilité. Cet ordre entre les loteries, déterminé@’pgent, exprime son attitude envers l'incertitude
et ainsi le critére de décision qu’il adopte.

Soitw,(z), la “plausibilité” d’obtenir la conséquenae une fois I'actionz exécutée. Notre probléme
revient a déterminer quels axiomes l'ordre de préféeeentre les distributions de possibilité sur
doit satisfaire afin de pouvoir étre représenté par I'es deux critéres (pessimiste ou optimiste)
exposeés plus haut.

Soientz ety, deux éléments d& et A etv, deux éléments de I'échelletels quemax(A,v) = 1y,

ou 17, représente I'élément maximal de I'échell€0;, représente son élément minimal).

On appelldoterie possibiliste binaireine distribution de possibilité, telle que

—ma(2) =N (y) =v

—ma(2) =00, Yz £ w5 £y,

Une telle loterie sera notée /z, v/y) et peut &tre interprétée par: “I'actienn’a que deux consé-
guences possiblesety, de degrés de possibilité respectifet”. a est bien entendu uacte binaire
Plus généralement, une distribution de possibilitsur X' peut &tre vue comme une loterie a consé-
quences multiple§hi/z1, ..., A\ /2m), 0UX = {a1,...,2,} et X, = 7,(2;). Pour simplifier les
notations nous omettrons l'indieedans la suite de ce paragraphe.
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La notation(\/#, v/x') symbolise une loterie “d’ordre supérieur” dont les cansénces sont deux
autres loteries et=’. On suppose toujours queax(\, ¥) = 17, et on peut montrer que siet=’ sont
deux loteries normaliséeg) /7, v/#’) en est également une.

A tout singleton{z¢} correspond une distribution de possibilit&alant 0 partout sauf ery (ou =
vaut 1). Une telle distribution de possibilité corresp@ngh acteconstantdont I'unique conséquence
possible est:y. Par simple extension, a tout sous-ensemblge X correspond une distribution de
possibilitér 4 telle queve € A, ma(x) = 1 etVe € A, ma(x) = 0.

Soit > la relation de préférence entre loteries possibilistteminée a partir des préférences d’'un
agent.> étend les préféerences de I'agent &ua I'ensemble des distributions de possibilité normali-
seesPi(X) C LX.

Les axiomes suivants déterminent la relattodans le cas pessimiste [DGPZ98] :

— Axiome 1 > est un préordre complet.
— Axiome 2 (indépendance)t; ~ wy = (A/7y,v/7") ~ (A/m2,v/7").
— Axiome 3 (continuité):r = 7' = IN € V, 7' ~ (1/7, A/ X1).

— Axiome 4 (réduction des loteries):
Mz, v/(a/z,B/y)) ~ (max(X, min(v, a)) /2, min(v, 5) /y).
— Axiome 5 (aversion pour l'incertitude)t < 7’ = 7 > 7',

L'axiome 1 permet de représenter I'utilité des loterias sne échelle completement ordonnée. Les
axiomes 2, 3 et 4 sont des contreparties des axiomes ppasé/on Neumann et Morgenstern.
L'axiome 4 permet de réduire des loteries d’ordre supérdn loteries “standards”. L'axiome 3 est
motivé par la forme particuliere des “mixtures” en thieates possibilités (Dubois et Prade, [DP954],
Dubois et col. [DFPR96])). Il signifie que I'utilité d’'unesiribution de possibilité baisse “sans saut”
lorsque l'incertitude représentée paaugmente. L'axiome 5 stipule que plus I'incertitude eshgeg
plus la situation est risquée: le pire état de connaissastcelui d'incertitude totale.

Des axiomes 3 et 5, on peut déduire quelsC X est un ensemble de conséquences, alorg
A,z ~ A2 (Dubois et col. [DGPZ98)). Cette propriété (violée patilité espérée) suggere que I'uti-
lité qualitative pessimiste,. n'est pas basée sur la notion de moyenne et d'actions&é&pémais
s'applique a des problemes de décision non répétitiildée sous-jacente est que lorsqu’une action
est appliquée elle ménera automatiquement & une coeség unique; € A, et l'utilité de I'action
sera celle de la conséquenceCela revient a rejeter la notion dmleur moyenneDe I'axiome 5

on déduit que la loterie représentamtest équivalente a celle représentant I'action constdont
I'unigue conséquence est le “pire” élémentdle

Le critéere possibiliste pessimistg est donc une extension du critére de Wald qui évalue lésrect
selon leur pire conséquence, quelle que soit sa plauéib@iependant il est moins pessimiste que
le critere de Wald. Il se repose sur I'utilité des pires siquencesin tant soit peyplausibles de

1. X correspond & la distribution de possibilit& : Vs € X, 7x(s) = 1.
2.z correspond a la distribution de possibilité valant 1 st O ailleurs,A correspond a la distribution de possibilité
ma:7ma(s) = 1Vs € AetOailleurs.
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I'action. Les états dont la plausibilité est infériedrn certain seuil variable (déterminé a partir de
comparaisons entre les distributionst ;1) sont négligés dans I'évaluation de I'action par

En fait, I'actiona aura une faible utilit®,. (a«) dés lors qu'il existe une conséquencsuffisamment
plausibleet d'utilité faible.

Un ensemble d’axiomes dual du précédent permet de déitilité possibilisteoptimistev™* (voir
(Dubois et col. [DGPZ98))).

— Axiome 1 > est un préordre complet.
— Axiome 2 (indépendance)t; ~ my = (A /7y, v/7") ~ (XN/7e,v/7').
— Axiome 3’ (continuité):r > 7' = I e V,r ~ (1/7, A/ X).
— Axiome 4 (réduction des loteries):
(M, v/(efz, 5/y)) ~ (max(A, min(v, a))/z, min(v, 5)/y).
— Axiome 5’ (propension pour l'incertitudey: > =’ = 7 > «'.

Le criterev™ est tres optimiste dans la mesure ou il est élevé désgolil existe une conséquence
plausible de I'action qui a une utilité élevée. C’est pnuoi ce dernier critere n’est utilisé, en général,
gue pour départager des actions indifferentes au sendtdregessimiste.

Exemple 1.2.1L'omelette de Savage, version possibiliste.

Reprenons I'exemple de I'omelette exposé dans le chabitie la partie I, resumé par le tableau
suivant:

Etats du monde

Actions oeuf sain (s) oeuf pourri (p)
Casser 'oeuf omelette & 6 pas d’'omelette,
dans le bol (CB)| oeufs (60) 5 oeufs gachés (G)

Le casser dans | omelette & 6 oeufs | omelette & 5 oeufs
une tasse (CT) | une tasse a laver (6T) une tasse a laver (5T
Le jeter (J) omelette & 5 oeufs | omelette &5 oeufs
un oeuf gaché (5G) | (50)

L'échelle d'utilitée symboliqueé. = {0,1,2,3,4,5} est utilisée pour représenter les niveaux de cer-
titude et de préférence. Les nombres sont utilisés i@juement pour refléter la structure ordinale
de I : des qualificatifs linguistiques du type faible, moyemyél.. auraient tout aussi bien pu étre
utilisés.

L'ordre de préférence entre les conséquences peuekpemé par la fonction d'utilité symbolique
affectant les utilités suivantes aux conséqueng&s©) = 5, u(67') = 4, u(50) = 3, u(57) = 2,
p(bG) =1letu(G)=0.

Dans cet exemple la distribution de possibilité contraignant les valeurs des conséquences pos-
sibles den ne dépend que des degrés de possibilité respectifs desédénements et p, soitll(s)
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etll(p). N(s) = n(ll(p)) et N(p) = n(Il(s)) sont les degrés de nécessité respectifs des deux évé-
nements etp. Puisque la distribution de possibilité s{i, p} est normaliséenin (N (s), N (p)) = 0.

Les utilités (pessimistes) des differentes actions grutre évaluées en fonction des degrés de né-
cessité de etp:
~ 0.(CB) = min(max(n(11(p)), (&), max(n(1(s)), u(60))),
qui se simplifie em, (C'B) = N(s).

— 0(CT) = min(max(n(11(p)), 4(5T)), max(n(T1(s)), 4(6T))),
Soitv, (CT) = min(max(N(s),2),4).

~ 0.(J) = min(max(n(1(p)), 1(50)), max(n(1(s)), u(56G))).
Les meilleures décisions selon le critere pessimistedmme :

— de casser I'oeuf dans 'omelette Bi(s) = 5, i.e. si 'agent est absolument certain qu’il est
sain,

— de le casser dans I'omelette ou alors dans une tas$é(sj € {2,3,4}, i.e. si'agent a de
bonnes raisons de penser qu'il est sain,

— de le casser dans une tasse si I'agent est ignorant de sardétfraicheur {V(s) < 2 et
N(p) <2),

— de le jeter, enfin, si 'agent pense qu'’il a des chanceseljgourri (N (p) > 2).

1.3 Axiomatisations des utilies qualitatives possibilistes

1.3.1 Rappel de 'axiomatisation de Savage pour le cétre de I'utilit € esgeree

Nous rappelons pour mémoire les axionSss/ 1a Sav 7de Savage qui permettent de justifier le
critere de I'utilité espérée pour la décision dansdértain :

SavlPr'eordre complet
(A, <) est un préordre complet, i.€. est réflexif, transitif et complet.

Sav2Principe de la chose certaine
Vf, g hh eAVACS, fAh <gdh < fAh < gAh'.

Sav3Conditionnement restreint aux actes constants
Soientz,y € X et A un événementon impossibleSoient les actions constantes = ety = y.
Alors, X <y)a <=z <py.

Sav4Projection sur I'ensemble des événements
Vae,y, ',y € Xyy<p a,y <pa’,VA,BC S,2Ay < 2By & 2’ Ay’ < 2'By'.

Sav 5Non trivialité
dz,y € X,y <p x, 0U<p représente la partie stricte eg-.
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Sav6Probabilité quantitative
Soientf etg € A tels quef < g, soitz € X. Il existe une partitionh ) A; de S telle que pour tout,
rA;f < getf < zA;0.

Sav7Extension a un ensemble infini de conséquences
Soientf etge A, A CS. (f<9(s))a,Vs€ A= (f <Q)4.

1.3.2 Propriétes des utilies qualitatives possibilistes

Un des postulats les plus importants de Savage éatibeipe de la chose certaingui exprime que

si une actiorf est préférée ou équivalente a une autre agjienhque ces deux actions donnent des ré-
sultats identiques sur un sous ensemble d’@tatlors si les résultats des deux actions sont modifiés
de maniére identique suit I'ordre entre les deux nouvelles actions n’est pas modifié.

Cependant, deux actions peuvent étre équivalentes auxd/an agent parce qu’elles donnent des
résultats identiques (extrémement bons ou mauvaispsurs, alors que si ces résultats étaient mo-
difies (devenant moins “dramatiques”) I'agent ne seraisphdifférent entre les nouvelles actions.
Bien sdr, modifier uniformément des conséquences igees ne doit pas inverser I'ordre de préfe-
rence entre les actions.

Ce constat suggeére une nouvelle formgdacipe de la chose certairgie nous appelleroqsincipe
d’'indépendance faibldF):

IF : Indépendance faible.
Soientf, g, heth’ € A.fAh > gAh impliquefAh’ > gAh’.

IF permet une sorte “d’effet de noyade”: la préférence t&ntre deux actions peut étre transformée
en indifference si on change de maniére identique leurséguences communes.

Proposition 1.3.1 Les utilités possibilistes, etv* satisfont au principe d’indépendance faible mais
pas au principe de la chose certaine.

Preuve:

v.(fAh) = min(in fsea max(n(
tonsvB(f) = in foep max(n(7(s)

u(t(s))),inf,e s max(n(x(s)), u(h(s)))). No-

(s)),
f(s))),VB C S.

w(

— Sile termevA(h) est plus petit que les deux termes(f) etv(g) alors on trouve
fAh ~ gAh. Si on change maintenahten I'action constante donnant toujours la
conséquence®, v.(fAz*) = vA(f) et v.(gAz*) = vl (g) puisquev (z*) = 1.
Ainsi le principe de la chose certaine est viol@4{g) > v (f).

);

— Il ne peuty avoir de renversement des preferences&rml(fAh) = mm( Af), vA(h)).
doncu, (fAh) > v, (gAh) = vZ(g) < min(vZ(f), v2(h)), soit,v(g) < vA(f).
Si on suppose l'existence d€ tel quew.(fAh') < wv.(gAh’), alors vf(f) <
min (v2(g), vA)h")), doncv? (f) < vZ(g), ce qui entraine une contradiction.

On peut montrer de maniere similaire guieviole également ce principe.



1.3. UTILITES QUALITATIVES POSSIBILISTES 79

La notion dePréférence conditionnell@éfinie dans le chapitre 2 de la partie | doit étre revuesdian
cadre possibiliste. Trois situations doivent étre eryéss :

— Sideux action§ etg sont telles que pour toute troisieme actigriAh > gAh on peut dire que
(f > g) 4 tient “fortement”.

— Sif etg sont telles que pour toute troisiéme actiorf Ah ~ gAh on peut dire quef(~ g) 4
tient “fortement”.

— Enfin, sif etg sont telles que pour certaines actitm$Ah > gAh et pour d’autre$Ah ~ gAh
on peut dire quef(> g) 4 tient “faiblement”.

L'exposé de ces trois situations souligne que la notiorréf&pence conditionnelle doit étre prise avec
précaution en I'absence du principe de la chose certampaBiculier la vision de Savage du condi-
tionnement est hypothétique puisqu’il compare deux asticet g sur un sous-ensemble d'états
sans se préoccuper si 'evénemdnest possible ou non, et pour n’importe quelle actioCe type

de conditionnement peut poser des problemes si lesagtitibhsidérées sont non-additives puisque
I'ordre entre les action4ih etgAh peut dépendre de I'actidn

Au contraire, sile conditionnement est effectué ape¥ssion des connaissances par une information
prouvant qued est impossible, toutes les actions deviennent équivesesurA (I'événementA de-
vient “nul”) et les préférences conditionnelles doivétre définies en restreignant la comparaison aux
éléments del. Dans ce cas il est possible de définir la relation de peéfée conditionnelld (- g) 4
parfAz, > gAz, dans le cas pessimiste,(est la pire conséquence &8 et parfAz* > gAz* dans

le cas optimiste. Ce type d’approche correspond aévision des préférences

Le traitement axiomatique du conditionnement hypothéicequiert I'étude d’'une famille de rela-
tions de préférence 4 sur X4 pour tout sous-ensemble C S, représentant directement les préfé-
rences conditionnelles de I'agent. Lehmann [Leh96] preppselques voies de recherche dans cette
direction. Nous ne poursuivons pas dans cette thése damgelalu conditionnement hypothétique
mais nous nous restreindrons aux préférences antiens mixteslu typef Ah.

Revenons maintenant aux liens entre I'axiomatique de ®aeade décision possibiliste. Le non-
respect de I'axiome de la chose certaine par les utifités v* entraine également le non-respect des
axiomesSav 3et Sav 4 En fait, celles-ci satisfont des versions affaiblies deaeux axiomes.

L'axiome deCohérence faible avec les actes constd@1BSAC) est une version affaiblie de I'axiome
Sav 3:

CFAC Cohérence faible avec les actes constants
Soient les deux conséquenaesty. z >p y = zAh > yAh,VA C Setvhe F.

L'axiome CFAC est satisfait par les deux formes d’utilité qualitativegibiliste. Cependant, celles-ci
violentSav 3pour la méme raison pour laquelle elles viol8ats 2: I'effet de “noyade” d’'une action
h dont les conséquences sont extrémes sur des actionsrdixtgper Ah.

Si les utilités possibilistes ne sont pas strictementecehtes avec la relation de préférence corres-
pondante entre actions constantes, elles vérifient toumh&me une cohérence avec la relation de
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dominationou relation de Pareto, dont nous avons donné la définiams te chapitre 1 de la partie |
et que nous redonnonsici:

Définition 1.3.1 Pareto-domination.
On dit quef domine (au sens de Pareto) une actgomotéf > p g si et seulement &is € 5, f(s) >p
d(s) (au sens de la relation de préférence say.

La relation de domination qui est une extension simple del#&ion de préférencep surX est notée
de la méme maniere. Dans la terminologie des ensembleslfioglation de domination correspond
a l'inclusion (des ensembles flous). On vérifie facilermmrg les deux fonctions d'utilité, etv* sont
en accord avec la relation de dominatidn>p g = v.(f) > v.(g) etv*(f) > v*(9g).

De la méme maniéere, les utilités qualitatives posstal sont en accord avec une certaine forme de
domination stochastiguie

Définition 1.3.2 Domination possibiliste.

On dit quef domine une actiog au sens d’'une mesure de possibiliténotéf > f) si et seulement
sill(F,) > I(G,),Yz,0u F, = {s € S,f(s) >p z} etG, = {s € 9,9(s) >p z} sont
respectivement les alpha-coupes au nivealef etg. De méme, on dit quedomine une actiog au
sens d’'une mesure de nécesdittnotéf > f) si et seulement N(F,) > N(G,), V.

On montre encore que est en accord avec la relatigny et quev™ est en accord avec la relationy.

En fait, les utilités possibilistes satisfont I'axior@ant qui, pour Grant, Kajii et Polak [GKP97] est
une forme affaiblie dyrincipe de la chose certaine

Grant Principe de la chose certaine affaibli
SifAg > f etgAf > f alorsg > f.

D’aprés ce principe, si le fait de changeen g sur A ou surA améliore I'utilité def, alorsg est
forcement préférée fa quel que soit I'événement.

Les utilités possibilistes pessimiste et optimiste retgrg I'axiomeGrant, mais de deux maniéres
particulieres et differentes:

PESPessimisme:
vf 9 VA CS, [(fAg >~ f) = (f = gAf)].

OPT Optimisme:
V1,9 VA CS [(f>fAg) = (gAf = f)].

Les axiomeES et OPT impliquent tous deux I'axiom&rant.
Preuve:

— SifAg > f, d’apresPES “gAf > f” n’est pas vérifie, donc la précondition de I'axior@eant
est toujours fausse.

3. La définition originelle de la domination stochastiqsereliée a la notion denesure de probabilitenais peut étre
généralisée a toute mesure d'incertitude monotone.
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— Pour prouver qu®PT =- Grant, posong’ =fAgetg’ = gAf. OPT s’écritf’ Ag’ > "= g >
f' Ag'. Par transitivite de-, f Ag’ > ' = g’ = f'. DoncGrant est vérifié.

L'axiome de pessimisme peut &tre interprété de la nmarsaéivante £tant donnée I'actiom, si le
fait de changef en I'actiong lorsque I'événement! intervient “améliore” I'actionf aux yeux de
I'agent alors il n’y a aucun moyen d’améliorer I'actibren la modifiant lorsquet intervient. Ceci,
tout simplement parce que I'agent considére guest au moins aussi plausible gdeet qu’a cause
de son “pessimisme”, il néglige totalement les évenesdiionnes conséquences, obtenues lordque
intervient.

lllustrons cette notion de pessimisme par I'exemple suivan

Exemple 1.3.1Un conducteur doit se rendre par la route a un rendez-voymitant a I'autre bout
de la ville. Il souhaite bien entendu arriver a I'heure etite I'incertitude du probleme est resumée
dans I'événement incertain : “il y a des embouteillages”. Il peut choisir trois itinérees differents :

— Actionf: passer a travers le centre-ville. S’il n'y a pas d’embadllidges il atteint son rendez-
vous a I'heure, s'ily en a, il ratera son rendez-vous.

— Actiong: contourner la ville par I'Est. M&me si il n'y a pas d’embeiltages I'agent aura du
retard & son rendez-vous. Siily en a, il le manquera.

— Actionh: contourner la ville par I'Ouest. Quel que soit I'état dwafic I'agent aura du retard a
son rendez-vous, mais pas suffisamment pour le manquer.

L'attitude typique de I'agent pessimiste est, par craints émbouteillages, d’étre indifferent entre
etg, et de leur préférer strictemeht

Au contraire, un agent optimiste préférera I'actibqui est la seule a lui permettre (dans le meilleur
des cas) d’'étre a I'heure a son rendez-vous et sera &veifit entre les actiongeth qui induisent le
méme retard dans le meilleur des cas.

Nous allons voir que la relation de préférence entre mstiaduite par I'utilité pessimiste satisfait
PES, alors que I'utilité optimiste satisfa@PT (les deux satisfont donc I'axion@rant.

Avant de le vérifier, introduisons les notions denjonctionet disjonctiond’actions. Soienf et g,
deux actions. La conjonction deet g (resp. la disjonction), notéeA g (respf v g) est I'action qui
donne, dans tout état possible du morgdia moins bonne des deux conséqueri¢esetg(s) (resp.

la meilleure), au sens de la relation de préferengesur X. En termes d’ensembles flous il s'agit
tout simplement de l'intersection (resp. I'union).

Il est facile de montrer (grace aux propriétés élémieas des opérateurs min et max) que les deux
propriétés suivantes sont vérifiees par les utilitessbilistes, alors gu’elles ne le sont pas par I'utilité
espérée :

Lemme 1.3.1 min et max-décomposabilité.
v« (f A @) = min(v.(f), vi(Q)), et

v*(f v g) = max(v*(f), v™(9)).

Les propriétés duales ne sont pas Vérifiees, sauf darcageou I'une des deux actiohstg est une
action constante (on parle dans ce caselai-décomposabiliteCeci peut a nouveau étre facilement
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vérifié, grace aux propriétés élémentaires de mmaet.

Soientf et g deux actions quelconquesyet'action dont I'unique conséquence estSoit -, I'ordre
strict induit par I'une des fonctions d'utilité (pessit@®u optimiste). Les deux axiomes suivants sont
liés aux propriétés de décomposabilité des fonctibaslité possibilistes:

DCR : Domination conjonctive restreinte
g-fetx>f=gAx>T.

DDR : Domination disjonctive restreinte
f>getf-x=f>gVvx

Un ordre entre les actions basé sur I'utilité espéréeéarnidie pas forcément ces deux axiomes. Pour
le montrer dans le cas d&CR il suffit de trouver des valeurs réellesb, a’, b’ et un nombrex com-
prisentreOet 1, telsque-a+b-(1—a) >a -a+b-(1-a),c>d -a+b- -(1-a)et
min(a, ¢)- a4+ min(a,b)- (1 —a) <a'-a+b - (1 — «a). De telles valeurs existent et le lecteur peut
vérifier quee = 1000,b = 2,a’ = 3, b’ = 100 et = 0, 93 forment un contre-exemple.

La propriété de décomposabilité de la fonction d’t&ilbptimistev* pour I'opérateur max, que nous
appellerongmaxitivite est une contrepartie de la propri@@dditivité de I'utilité espérée : I'utilité
espérée d'une action dont les conséquences ont poiti laisomme des utilités des conséquences de
deux actiong etg est la somme des utilités espéréed dig.

De méme, la propriété de décomposabilité restreiate*doour I'opérateur min est une contrepartie
de la décomposabilité de I'utilité espérée pour latiplication par une constante.

Ces propriétés ont été utilisees par Campos et Bel§di®92] pour caractériser la possibilité d'un
evénement flou (ils n'étudient pas le cas dual de la reiiged’'un événement flou, i.e. de la minitivité
et de la semi décomposabilité dg.

Ces propriétés de décomposabilité sont reliees aimaes de pessimisme et d'optimisme:

Proposition 1.3.2 L'utilité pessimiste,. satisfaitPESet I'utilité optimistev™ satisfaitOPT.
Preuve (pourwv,):

Supposons, (fAQ) > v.(f) etv.(gAf) > v.(f). Alors min (v, (fAQ), v.(gAf)) > v.(f).
Or si on utilise la propriété de décomposabilité par e de I'utilité pessimiste, la der-
niére inégalité peut s'écrire.(fAg A gAf) > v, (f). CommefAg A gAf =f A gon
obtient finalement..(f A g) > v.(f) ce qui est impossible puisqfiglomine (au moins
faiblement)f A g et que I'utilité pessimiste respecte la relation de domima

Pour finir il suffit d’observer que la négation de(fAg) > v.(f) etv.(gAf) > v.(f) est
précisément I'axiome de pessimisme.

Une preuve similaire peut étre trouvée pour I'utilitéiopste (qui vérifie I'axiome d'op-
timismeOPT).

Attardons-nous maintenant quelque peu sur les actiong®éndu typer Ay(z >p y). En premier
lieu, notons que

v.(2 Ay) = max(p(y), min(N(4), p(x))) = min (), max(N (A), u(y)))
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Cette forme de pessimisme est facile & comprendre : sirtagg suffisamment sir queintervient
(N(A) > p(x)) alors I'utilité de I'actionz Ay estp(z).

S'il a trop peu de connaissancesax (N (A), N(A)) < u(y)) alors I'utilité estu(y) i.e. celle de la
pire conséquence. Bien sir c’est également le cas led&gent pense qué est vrai. Si la certitude
que A intervient est positive, mais pas extrémey) < N(A) < p(z)), l'utilité de I'action reflete
cette certitude.

On notera une nouvelle analogie avec I'utilité espéndéieeqgt une moyenne, dans le fait que ['utilité

qualitative pessimiste est faédianede{.(z), 1(y), N(A)}.

De la méme maniére, I'utilité optimiste d’une action &iire prend la forme
v*(zAy) = max(min(I1(A4), u(z)), u(y))

qui se trouve étre aussi la médiane{gézx), 1 (y), I1(A)}. Lutilité d’'une action binairer Ay estu(z)
des lors que: devient suffisamment plausiblH (A) > p()).

Les utilités pessimiste et optimiste violent I'axio@av 4a cause de I'effet “noyant” d’événements re-
lativement certains aux conséquences extrémes. Enadfetidérons les actions binairesz’, x Bx/,
yAy' etyBy'. Rien n'empéche d'avoir.(zAz') = N(A) > v.(¢Ba') = N(B) etuv.(yAy') =

v (yBy') = p(y), par exemple lorsque(y) < min(N(A), N(B)).

Comme dans I'approche de Savage on peut considete(avece > y), I'ensemble des actes de la
forme z Ay, isomorphe & (.5), 'ensemble des parties d& On peut encore définie™? le préordre
complet sur les événements induit par la relation degpedice entre actions binaireparAr>*Y B <

Ay > zBy.

Savage [Sav54] requiert, par son axio8& 4que I'ordre induit entre les événements ne dépende pas
dex ety. Dans I'approche possibiliste cette propriété n’estygagfiée. Toutefois les utilités possibi-
listes satisfont une version affaiblie &av 4dans laquelle les préférences entre événements testen
faiblement cohérentes lorsquest y varient.

Sav 4’ Cohérence faible entre actions
Soientr > ',y > y'; A, B C S:zAzx' = 2Bz’ = yAy' = yBy'.Sionaenplug’ <y <y <z,
alors:z Az’ = xBax' = yAy = yBy'.

Ceci signifie que si deux actions binaires aux conséquedessiques sont équivalentes, changer
les conséquences en conséquemeems extrémesonserve les deux actions équivalentes. De plus,
dans tous les cas, changer les conséquences de manigiglidgen conservant l'ordre entre les
conséquences des actions binaires) ne peut créer urrgemant de préférences: on ne peut avoir a
lafoisv.(zAa") > vi(zBa') etv.(yAy') < v.(yBy').

Proposition 1.3.3 L'axiomeSav 4’ est vérifié par les deux fonctions d'utilité possib#ist
Preuve (pourwv,):
Siv.(zAy) > v.(zBy) plusieurs cas peuvent intervenir:

ve(zAy) = N(A) > v.(2By) = p(y). Ceci implique queu(z) > N(A) >
p(y) > N(B),doncN (A) > N(B).
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— Le méme résultat est valableisiz Ay) = N(A) etv.(2By) = N(B).

— v (zAy) = p(z) etve(zBy) = p(y) ou N(B). On a égalemen¥ (A) > u(z) >
N(B).

On a ainsi montré que si.(zAy) > v.(2By) alorsN(A4) > N(B). On en déduit que
v.(2'Ay’) > v.(a’By’) puisque la fonctiomin (a, max(b, ¢)) est non-décroissante en
ses variables.

Si on choisit en plug(z’) > p(z) > p(y) > ©(y’) on peut montrer que dans les trois
casv.(zAy) ne peut que croitre et.(zBy) ne peut que décroitre, ainsi(zAy) >
vi(2By) = v (2’ Ay') > v (2'By’).

Le méme type de raisonnement peut étre tenu pour laibjitimiste.

1.3.3 Axiomatisations des utilies qualitatives possibilistes, thoreme de repesenta-
tion

Ici nous allons montrer que les utilités possibilistesjrasstes et optimistes peuvent étre axiomatisées
dans le style de Savage, tout comme I'utilité espérégrireipale difféerence réside dans le fait qu'un
cadre fini est suffisant pour prouver les résultats.

De plus, nous décrirons un cadre général décrivaniguus familles de mesures monotones sur les
événements en termes d’'actions, et nous fournirons paghae occasion un cadre axiomatique pour
plusieurs théories non-probabilistes de I'incertain.

Ces cadres sont “testables”: en demandant a un agent divedan certain nombre d’actions en en-
vironnement incertain on peut déterminer avec quelle neede I'incertain il travaille implicitement.

Mesures d’incertitudes induites par les peférences entre les actions

Le type de représentation de I'incertitude le plus géhgue nous utiliserons est basé sur des fonctions
d’ensembler : S — L qui sont connues sous les nomsidesures de Sugeno mesures monotones
[Sug77]. Les propriétés de ces mesures sont les suivantes

o(0)=0p,0(5)=15, etAC B = 0(A4) < o(B)

Ce type de fonction d’ensemble est tres général et sgwiptés sont en quelque sorte les proprié-
tés minimales que I'on peut exiger d’une fonction de repritation de connaissances partielles. La
derniére condition, appelée condition m@notonieest vérifiee par les mesures de probabilité et de
nombreuses autres mesures.

Les mesures de Sugeno peuvent étre définies en termesf@espce entre actions, en considérant a
nouveau la restriction de la relation de préférence suabdtes binaires.

Trés peu d’axiomes sont nécessaires pour obtenir [taéstéanmoins la notion de préférence condi-
tionnelle évoquée précédemment est utilisée.

Rappel: f est dite “faiblement préféréeg conditionellement &, noté € > g) 4 si et seulement si
v h, fAh > gAh. Remarquons que la préférence conditionelle n’est pa€fioent bien définie pour
une paire d’actions quelconques (ce n’est le cas g8asRest vérifié).

Lemme 1.3.2 Sif est faiblement préférée g conditionnellement a I'ensemblé et & son complé-
mentaire alors 'axiomé&av 1lest suffisant pour prouver quiest préféerée &.
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Preuve:

Supposons qué ¢ g) 4, soit¥ h, fAh = gAh et que { = g) 5. On a entre autres> gAf
(en posanh =f). OrgAf =fAg > g (en utilisant la préférence conditionnelle suravec
h = g). Alors, par transitivité (axiom8av ), f > g.

Lemme 1.3.3 (Monotonie)
Si lensembleF = X est équipé d’une relation de préférenegespectanSav 1et CFAC alors la
domination (au sens du chapitre 1 de la partie 1)) impliqugtéférence au sens de: f >pg=f

= 0.
Preuve:

>p est le préordre complet sUf obtenu en restreignamt aux actions constantes. Par
extensionf > p g signifie quef domineg, i.e.Vs € S,f(s) >p g(s).

Sif >p gon peut trouver une suite d’actiof, . . ., f,,} telle quefy = f, f,, = g et pour
tout: € {1,...,n}3s;, fi_1(s) =f;(s),Vs € S,s # s; etf(s;)geqr 9(si).
ParCFAC, on af;_; = f;, et par transitivité de- (Sav 1), f > g.

Grace a ce lemme, le théoréme suivant devient facikenaoatrer :

Théoreme 1.3.1Représentation des mesures de Sugeno.

Si 'ensemble d’action§ = X ° est équipé d’une relation de préféreneevérifiant Sav 1, CFAC

et Sav 5alors la relation d’incertitude déduite de restreinte aux actions binaires (pour un méme
couple de conséquences) est une mesure de Sugeno.

Preuve:

De Sav 50n déduit I'existence de >p y. La relationt>*Y est définie part >"Y B si

et seulement si Ay > xBy. Cette relation est un préordre complet et peut étre proje
tée sur une échelle finie, simplement ordonngg, dont les éléments sont les classes
d’équivalence de,,, : [+ Ay] représente la classe d'équivalencerd®y. Soito la fonc-
tion d’ensemble telle que(A) = [z Ay]. VA C B,z By >p x Ay et parSav 1etCFAC,

via le lemme 1.3.3, on montre quéy > z Ay, soito(B) > o(A).

Ainsi, o est une mesure monotone. La derniéere propri&®) > o((}) se déduit dSav
5.

A cet instant se pose la question de savoir si les ensenfiplesont cohérents entre eux, i.e. si les
préordres induits suf,, ou F,,, pour deux paires de conséquenees-p y etz’ >p ' ne se
contredisent pas.

Un minimum de cohérence est assuré par 'axic®ag 4. Grace a celui-ci on sait que la relation
d’ordre >*¥ raffine la relatior>*"v' lorsquer >p 2’ >p y' >p y. De plus le cas de contradiction
xAy = xBy eta’ Ay’ = 2’ By’ ne pourra jamais étre observé: le précédent theol@mentre dans
le cas oud C B etSav 4’'suffit & le prouver dans le cas général.

Notonsz. etz* respectivement le plus petit et plus grand des élémentXde ). Par les axiomes
Sav 1, CFAC et Sav 5via le lemme 1.3.3 on prouve que les actions constaqitesx™ sont respecti-
vement les moins et les plus préféréesl $¢présente I'eéchelle ordonnée isomorphe a I'enseddse
classes d’équivalence ¢, ) alorsx. etx* correspondent aux bornes 0 et 1 de I'échélldinsi,
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la relation d'incertitude su(F, >) la plus raffinée que I'on puisse obtenir I'est a partir 8g .., ,
gue I'on notera dans la suitg;; et dont les éléments sont les actes binaires niotés donnant la
meilleure conséquence possibletsiarrive” et la pire sinon.

On noteral> la relation de préférence sur les événements, défiaiedp> B si et seulement si
1A0 = 1B0. > estla relation d'incertitude représentant les connaissancesatent dont les préfé-
rences sufF satisfont les axiomeSav 1, CFAC, Sav 4'et Sav &

Nous allons continuer dans cette voie d’axiomatisatioretiions d’incertitudes en termes de préfé-
rence entre actions binaires, afin de “capturer” un certambre de mesures de Sugeno, autres que
les probabilités (voir le chapitre 2 de la partie I).

Pour ce faire nous allons considérer en premier lieu degatbns diuprincipe de la chose certaine

de Savage et d'abord le principgndépendance faibl@F) qui évite simplement les renversements
de préférence du tydeth > gAh etgAh’ = fAh', sans éviter un éventuel effet de noyade en passant
deh ah’ surA.

Dubois [Dub86] A proposé une relaxation de I'axioReles probabilités qualitatives qui est égale-
ment satisfait par les possibilités qualitatives :

MD :VA,B,C,AN(BUC)=0etB>C= BUA>CUA.

Ainsi qu’un axiome dual d&D qui est satisfait a la fois par les probabilités qualtatiet les néces-
sités qualitatives:

DMD : VA, B,C,AU(BNC)=SetB>C = BNAB>CnNA.

Chateauneuf [Cha96] a amélioré les résultats de DubBrib86] et prouvé qu’une relation d’incerti-
tude satisfaisamil, A2, A3 et MD pouvait étre représentée par unesure décomposablee. une
fonction d’ensemble a valeurs dans une échille ¢(2%) munie d’'une opératior satisfaisant les
propriétés suivantes:

-14x1=1,

— 08 A=A,

— & est commutative et associative,

— 0(AUB) =0(A) & o(B) pour toute paire d'’événements disjoirtet B.

Ces mesures décomposables ont été introduites par Detdrade [DP82] et Weber [Web84] dans le
cas oup est une conorme triangulaire au sens de Schweitzer et S8&3]. Dans le cas obi = max

on retrouve les mesures de possibilité et dans celdiest numérique ettb = min(a+b, 1) (somme
bornée), on retrouve les mesures de probabilité.

Les mesures satisfaisait, A2, A3 etDMD sont appeléaesiesures decomposables duatdpeuvent
étre représentées par une fonction d’enserlsier I, = p(2°) équippé d’une opératiop vérifiant :

—1eA=A,

—0eA=0,
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— (» est commutative et associative,

— enfin,p(AN B) = p(A) © p(B) pour toute paire d’événementset B telsqued U B = 5.
Les mesures décomposables duales sont de la fptmg = ny(c(A)) ol ny, est une fonction
de renversement d’ordre de involutive. On peut choisir pour une norme triangulaire au sens
de Schweitzer et Sklar [SS83]. Lorsq@e= min on retrouve les mesures de nécessité et lorsque
a®b = max(0,a+b— 1) (conjonction de Lukasiewicz) on retrouve a nouveau lebabdités. Ainsi
les mesures décomposables duales comprennent a lafoielure de probabilité et de necessité.

Les mesures décomposables et leurs duales englobent&eértain nombre de mesures d'incerti-
tude, mais I'axiome d’indépendance faible délimite ufesse de mesures d’incertitude encore plus
vaste. Pour définir cette classe il nous faut introduingdime suivant relachant I'axiome des mesures
décomposables:

MDF :VA,B,C,AN(BUC)=0,B>C= BUAD>CU A.

On peut donner une forme différente mais équivalené :
VA, B,C,AU(BNC)=0,B>C=BNA>CNA.

Pour prouver I'equivalence des deux formes il suffit de pdse= BN A, FF= CNA,G = A et
considérer la forme contraposéeMBF.

Le théoréme suivant peut étre montré:

Théoreme 1.3.2Soit =, une relation de préférence sur les actions satisfaiSaw 1, IF, CFAC et
Sav 5 La relation d’ordrel> sur les événements, induite par la relation de préféeesur les actions
binaires1 A0 satisfaitles axiomeAl, A2, A3 etMDF.

Preuve:

Il suffit de prouveMDF . EcrivonslF (fDh > gDh = fDh’ > gDh’) pourf =1B0, g =
1C'0,D = AU B eth=x,.fDh > gDh s’écrit ainsil B0 > 1C0,i.e. B> C'. Sion pose
h' =140 avecA N D = § alorsfDh’ > gDh’ s'écrit BU A > C'U A.

Notons queSav 4’ est inutile pour prouver ce résultat.

MDF peut sembler trés faible a premiere vue, néanmoinsei$tnsatisfait ni par les mesures de
croyance ni par les mesures de plausibilité de Shafer fgha7

Rappelons (voir chapitre 2, partie 1) les deux axiomes fgdit$spar les fonctions de croyance et de
plausibilité proposés par Wong et col. [WYBB91]:

Bel BC A ANC=0=(A»B=AUC > BUC(C)

Pl BCABUC=S=(A>B=AnC>BnC)

Proposition 1.3.4 Les relations d’incertitude basées sur les mesures deaaag/et de plausibilité ne
satisfont pas forcemeDF.
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Preuve:

Il suffit d’exhiber un contre exemplez est une fonction de masse stur
SoientA, B, C, Fy, F, C S tels que

- An(BUC) =1,

- B, C(AUB)NC,E;NB#0,

- By C(AUC)N B, E,nC #0,

—m(B) >m(C) > 0,m(FE1) >0,m(Ez) >0etm(F)=0,YE ¢ {B,C, Fy, F3},

— m(C) + m(LEs) > m(B) + m(L)).
Alors Bel(B) = m(B) > Bel(C) = m(C) et Bel(AU B) = m(B) + m(F;) <
m(C) + m(F;) = Bel(AUC).
MDF n’est donc pas satisfait par la relation d’incertitudedgesir la mesure de croyance
Bel.
Le méme type de contre exemple peut &tre trouvée pouralation d'incertitude basée
sur une mesure de plausibilité.

Si nous souhaitons définir les mesures décomposablesreest@le préférence entre les actidis,
doit étre renforcé de la maniére suivante:

D: Décomposabilité:
Soientf, g, h eth’, éléements deF, soitA C S. SifAh > gAh eth’ >p halorsfAh’ = gAh'.

Théoreme 1.3.3Soit = une relation de préférence sur les actions satisfaisat 1, D, CFAC et
Sav 5 La relation d'incertitudeg> déduite de- satisfaitMD .

Preuve:

Il faut prouverMD. SoientB,C, D C S tels queD N (BuUC) = . f=1B0, g =
1C0,f =fetg=gsurBUC etf’ =g’ =1D0surBUC. Alorsf > fsurBuUC et
par D on obtientf = g« f(BUC)0 = g(BUC)0 = f(BUO)f = gBUC)g <
L(DuB)0 - 1(DuC)0(ile.B>C=BuUD>CUD).

En changeant I'axiomB en son duaDD, on s’assure d’obtenir une mesure décomposable duale:

DD Décomposabilité duale.
Soientf, g, h eth’, éléements deF, soitA C S. SifAh > gAh eth >p h’ alorsfAh’ = gAh'.

Nous pourrions batir une théorie ordinale pour la decigians l'incertain a partir de mesures dé-

composables, en nous servant des axioles DD. Ce n’est pourtant pas I'option que hous avons
choisie: nous allons utiliser les axiomES et OPT introduits dans la section précédente, qui sont
plus forts.

Dans la section suivante, au contraire, nous exposeroxisif@tisation que nous avons proposée

dans (Dubois et col. [DPS98]) pour une théorie basée sunwsures de Sugeno, pas forcément dé-
composables.
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Mais d'abord, revenons a notre axiomatisation des esilifialitatives possibilistes, et en premier lieu,
tachons de récupérer des mesures de possibilité etadssité pour représenter I'incertitude. Pour cela
les axiomes caractéristiques serBESet OPT.

Lemme 1.3.4 Soit > une relation de préference entre les actions, vérifidaav 1, CFAC, Sav 5et
PES. - vérifie la propriété :

vf,h,VA C S,[(3gt.q.gAf - f) = f = fAh].
Preuve

PESs'écrit:vVf, g, VA C S gAf > f = f = fAg. Maintenant, puisqueAf > p gAf, 1 Af
>~ f. Supposons qu’il existk tel quefAh > f. Pour la méme raisoiAl > f. Or PES
interdit d’avoir a la foifA1 > f et 1 Af > f, donc I'hypothése de départ est faussk’et
fAh pour toute actiot.

Dubois [Dub86] a proposé les deux axiomes suivants, caiaant les relations d’incertitude basées
respectivement sur des mesures de possibilité ou desitéces

— PosB>(C = BUADI>CUA.
-NB>C=BNA>CNA.

Dans [Dub86], Dubois donne également une forme differeletces axiomes:

Lemme 1.3.5 Sous les axiomesl, A2, A3, les axiome®oset N peuvent étre mis sous la forme:
— Pose [(A~AUBouB~ AUB)etAC Bl= B> A.
-Ne[(A~ANBouB~ANB)etAC B]= B> A.

Preuve:

Pour montrer qu@osimplique la monotonie, on écrit > () et en supposantqug = AU
(' PosdonneC'>() = B> A. Posonsd = B dansPos Celui-cise litB>C' = B>CUB
mais puisqué est monotonef3 ~ BUC'. AlorsonaC' ~ C'UB ouB ~ C'UB puisque
soitC' > B soit B > C'. Réciproquement, §i' ~ C' U Bou B ~ C' U B, si on suppose
la monotonieetqu& > C etCUA> BU A, alors,C UA ~ AetBUA ~ B, sinon
on obtiendrait une contradiction. Finalement;> BetA ~ AU B. Donc,A> B> C
etC'U A~ A.Enfinde compté’' U A BU A impliqgue A > A, une contradiction!

Un méme raisonnement peut étre tenu en ce qui condérne

De ce lemme on déduit qu'une fonction d’ensemble satiafaiBos est une mesure de possibilité
(c(AU B) = max(c(A),o(B))), et qu'une fonction d’ensemble satisfaisdhest une mesure de
nécessitéd(A N B) = min(c(A), o(B))).

Finalement on prouve le théoréme suivant:

Théoréme 1.3.4(Représentation des mesures de nécessit&)SiX* est équipé d’'une relation de
préference- satisfaisanSav 1, CFAC, Sav 5et I'axiome de pessimisnRESalors la relation d'in-
certitude induite par restriction de aux actions binaires (a conséquences fixées) est repréisle
par une mesure de nécessité uniquement.
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Preuve:

Posong =1B0,g=1C0eth =1D0. AlorsgAf - f correspond aANC)U(ANB) > B,
etf = fAh s’écrit B> (AN B) U (AN D), pour toutD. En particulier, en posait = A
etD = A, le premier terme s'écrit U B > B et le second3 > A U B. Par les lemmes
précédents, 'axiome de pessimisme impliqyes B> B = B> AUB .

Enposanti = AUBetF = AU B, B= EN F etlapropriété s'écritt: > ENF =
EnFr>F.Puisque> estmonotonel’' > KN F etdonc, soit' ~ FNFoukNF ~ F.
Cette derniére propriété, accompagnée de la monosti€quivalente &, 'axiome
caractéristiqgue des mesures de nécessité.

Evidemment, un raisonnement similaire peut &tre tenu pmntrer que la mesure d'incertitude cor-
respondant a une relation de préférence sur les actaissassantSav 1, CFAC, Sav 5et OPT est
une mesure de possibilité.

Théoreme de repésentation pour les crieres d'utilit é qualitative possibiliste

Finalement, nous proposons deux théoremes de repatisentrespectivement pour les utilités quali-
tatives pessimistes et optimistes. Pour cette repré&sammteous allons voir que I'on doit ajouter un des
axiomesDDR ou DCR, qui permettent d’imposer une semi-décomposabilitéfdestions d’utilité,

et une formen:nmaz de leur expression.

Théoreme 1.3.5 repésentation de I'utilité qualitative pessimiste

Soit > une relation de préference suff, 'ensemble des actiorfsde S vers X, satisfaisanSav 1,
CFAC, Sav 5 PESet DDR. Alors il existe une échelle qualitative une fonction d'utilité: de X
vers/ et une distribution de possibilitesur.S, a valeurs dang. et une fonction, a valeurs dand.
telle que:f > ' < v (f) > v (f).

De plus, on peut choisit. de la formev,(f) = minses max(n(7(s)), u(f(s))) sur X, oun estla
fonction de renversement de

Pour prouver ce théoréeme plus facilement, on commencprpaver les lemmes suivants:
Lemme 1.3.6 SousSav 1, CFAC, Sav 5etPES sih =f A g, alorsh ~ fouh ~ g.

Preuve:

Soit A = {s,f(s) >pg(s)}. Alorsh = gAf = gAh =hAf.g >p hetf >p h, doncf = h
etg = h. Supposons qu’'a la fois> h etg = h. AlorsfAh > h ethAg > h, ce qui est
impossible, d'aprés le lemme 1.3.4.

Lemme 1.3.7 SousSav 1, CFAC, Sav 5 etDDR si h =f v x, oux est I'action constante de consé-
guencer, alorsh ~ f ouh ~ x.

Preuve:

L'axiome DDR indique quef > g etf > x impliquentf > gv x . Mais, par les autres
axiomesh =fv x > f eth = x (domination). Supposons a la fdis- f eth > x. Alors,
parDDR, h > h, ce qui est impossible. Dorit~ f ouh ~ x.
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Nous pouvons maintenant prouver notre théoreme. Noussadeja montré que l'utilité possibiliste
pessimiste satisfait les axiomgav 1, CFAC, Sav 5 DDR et PES L'autre direction de la preuve du
théoréme , i.e. gu’une relation de préférence satiafdices quatre axiomes est représentable par une
fonction d'utilité qualitative pessimiste, se décompdg quatre étapes:

1. Construction de I'échelle d'utilité.
De Sav 1on déduit quelF = X°,>) est un préordre complet. PuisgiXeet S sont finis,
on peut le décomposer en un ensemble de classes d’éaquiedi¢ ~, que I'on peut projeter
(bijectivement) sur une échelle finie, simplement ordznh; de plus petit Elémertxet de plus
grand,1, appeléechelle d'utilité Pour chaque actiofy I'image de la classe d’équivalenfé
dansL est appelé utilité déet notéev, (f).

Considérons maintenant les actions constan{ealantz partout). On définit la fonction d’uti-
lité p sur X parp(z) = v.(x). Grace a la propriété de dominatiqiiz.) = 0 etu(2*) = 1.

2. Construction de la distribution de possibilité quaiita.
Considérons maintenant la relation d'incertitiielénduite par la restriction de sur Fyq I'en-
semble des actions binaires de la forha. Depuis le paragraphe précédent on sait qu'’il s’agit
d’une nécessité qualitative. Alors I'utilité (1 A0) de tels actes définit une mesure de nécessité
N lorsqueA varie, telle queN (A) = v.(1A0). Soitn la fonction de renversement d’ordre
de L. La fonctionw de S vers L définie parr(s) = n(v.(1(S\ {s})0)) est la distribution de
possibilité associée & (telle queN (A) = inf, zn(r(s))).

3. Utilité des actions binaires de la formey
Considérons une actidmz. On peut I'écrire comme une disjonctibA0V x. Du lemme 1.3.7,
vi(1Az) = N(A) oup(z). Mais les relations de dominatidmz >p x et1Az >p 140 im-
pliquentv.(1Az) > max(N(A), u(z)). Doncv.(1Az) = max(N(A), u(x)). Maintenant,
toute actiont Ay avecr >p y est de la forme AyA x. Utilisant le lemme 1.3.6, et un rai-
sonnement similaire au précédent, on prouve facilemeat'qgtilité est min-décomposable et
quev.(zAy) = min(v.(1Ay), p(z)) = min(max(N (A), u(y)), n(z)), et plus généralement,
v« (fAQ) = min(v.(f), v.(9))-

4. Utilité d’'une action quelconque.
Finalement, on étend la fonction & tout 'ensemble des actionk,”, et on prouve que. (f) =
minges max(n(w(s)), u(f(s))).
Toute action peut étre vue comme une conjonctiemcs1(S \ {s})f(s). D’aprés le point

précédenty, (1(S \ {s})f(s)) = max(N(5\ {s}), u(f(s))) = max(n(x(s)), u(f(s))). Il ne
reste plus qu'a appliquer la décomposabilité pournle pour obtenir le résultat.

Nous pouvons prouver un théoréme correspondant pouptagentation de I'utilité qualitative pos-
sibiliste optimiste :

Théoreme 1.3.6 repésentation de I'utilité qualitative optimiste.

Soit> une relation de préférence st satisfaisanBav 1, CFAC, Sav 5 OPT etDCR. Alorsiil existe
une échelle qualitative finié, une fonction d’utilitéx de X vers/Z et une distribution de possibilité
7 sur S, également a valeurs dans et une fonction d’utilitev* a valeurs dand. telle que:f >
< v*(f) > v*(f"). De plusp* peut étre choisie sous la formé&(f) = maxses min(w(s), u(f(s))) .
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Preuve:

Les seules differences avec la preuve précédente sosiieantes:

— Construction d’une distribution de possibilité qualita sursS.
La relation d’incertitude> induite par la restriction de- a 7y, I'ensemble des
actions binaired A0 est une relation de possibilité (grac®RT). Ensuite, I'utilité
v*(1A0) de telles actions définit une mesure de possitilitersqueA varie, telle
quell(A) = v*(1A0). Alors, la fonctionr de S vers L définie parr(s) = v*(1s0)
est la distribution de possibilité associéH §elle quell(A) = maz e am(s)).

— Utilité des actions binaires de la formel0.
Considérons une actianA0. Elle s’écrit comme une conjonctidm0A X. D’aprés
DCR, v*(2A0) = II(A) ou pu(z). Les relations de dominationA0 <p x et
2z A0 <p 1A0 impliquentv*(2A0) < min(I1(A), u(z)).Doncv* (2 A0) = min(I1(A), p(z)).
En utilisantOPT et un raisonnement similaire, on prouve facilement quélit@it
optimiste est décomposable pouritez, et quev*(fvg) = max(v*(f), v*(g)).

— Toute action peut étre vue comme une disjondtior ;¢ sf(s){s}0. Du point pré-
cédent on déduit que*(f(s){s}0) = min(x(s), u(f(s))). Il nous suffit alors d’ap-
pliquer la décomposabilité pourteaz pour obtenir le résultat.

Ce dernier theoreme a déja été démontré par Cantd@sla&hos [dB92], mais dans une forme diffé-
rente, non basée sur la notion de préférence entre action

Ce type de justification axiomatique peut étre géné&dalian critere étendant a la fois les utilités pos-
sibilistes optimistes et pessimistes. Le critere en goiestt unentégrale de Sugeni®ug77]. Dans la
section suivante, nous allons reprendre nos résultapopés dans [DPS98], qui constituent une jus-
tification axiomatique de I'utilisation de I'intégrale @&ugeno pour la décision dans l'incertain. Les
résultats exposés reposent largement sur la semi-gixgahilité de I'intégrale de Sugeno pour deux
actions dont I'une est une action constante, ou plus gé&raent pour deux actiom®monotones
L'axiomatisation proposée est proche de celles promogéede Campos et col. [dLM91], [dB92] ou
Ralescu et Sugeno [RS96], mais contrairement a ces desnile se place dans un cadra Savage
de décision dans l'incertain.

1.4 Décision dans I'incertain et integrale de Sugeno : Utilie Qualitative
Monotone

Dans cette section nous allons élargir le cadre possibdians lequel nous hous sommes places jus-
gu'ici et nous allons exposer I'axiomatisation propos@ées{DPS98]. Nous allons utiliser une mesure
de l'incertitude trés générale puisque simplement nmm® pour I'inclusion et un critére correspon-
dant pour la décision dans I'incertain, qui est une irdégde Sugeno.

L'intégrale de Sugeno est une contrepartie qualitatiiimtégrale de Choquet qui ne requiert qu’'une
échelle simplement ordonnée pour sa définition. Alomslguhéorie classique de la décision utilise la
notion de moyenne pour évaluer les actions, I'intégral&dgeno est urmaédiane qui peut étre vue
comme contrepartie qualitative de cette notion.
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L'analogie entre l'intégrale de Choquet et I'intégrake 8ugeno est encore plus poussée puisque que
les deux présentent un comportement similaire en faceedd@ntaine catégorie de fonctions (donc
d’actions) : lesactions comonotonggleux actiond et g sont dites comonotones si pour toute paire
d'états(s, s'), f(s) >p f(s') = g(s) >p g(s) etf(s) <p f(s') = g(s) <p g(5)).

Alors que l'intégrale de Choquet est additive pour deuioastcomonotones, I'intégrale de Sugeno
est min et max-décomposable.

Avant toute chose, nous allons exposer le critere deit@tijualitative monotone et certaines de ses
propriétés dans le paragraphe suivant.

1.4.1 Utilité qualitative monotone d’une action

Considérons & nouveau I'ensemBi€ des actions potentielles, fonctions Sleers X . Comme nous
I'avons déja fait remarquer, si nous nous plagons darcadrea la Savage, il est normal de supposer
I'existence d’un échelle simplement ordonriée >), unique et finie puisque nous suppossret X

finis, pour représenter & la fois les préférences etdititude d’'un agent. Une telle échelle peut étre
construite & partir des classes d’équivalence (poude I'ensemble constitué des actions constantes
et des actions binaires (a conséquences extremes).

u: X — L estlafonction d'utilité suX, associanta chague conséquentaclasse d’équivalence de

la fonction constante associée. On supposera dans cagatnagjue les bornég, et 1y, de I'échelle

L appartiennent a 'ensemblg X') = {p(z), « € X }. Si ce n'est pas le cas pour un probléme donng,
il suffit d’ajouter deux conséquences hypothétiques {pafment atteintes dans le probleme) et

z* telles queu(z.) = 0, etu(z™) = 1y.

L'incertitude sera capturée par une fonction d’ensemabteS — 1., qui est unemesure monotone
(encore appelémesure flougar Sugeno). Ce type de fonction d’ensemble déja reneqiis haut

est tres général et constitue les conditions minimates peprésenter les connaissances incertaines.
La condition de monotonie, en particulier, est vérifieelpglupart des mesures d’incertitude les plus
répandues (probabilités, fonctions de croyance, piisag) etc.).

L'utilité d'une actionf peut étre définie par une intégrale de Sugeno [Sug77ireartie de I'utilité
espérée dans laquelle la somme est remplacée par unrsoafudans le cas fini) et le produit par un
min.

Définition 1.4.1 Utilité qualitative monotone d’une action.

us(f) = rilgj%(min(/\, o(F)))

ou F\ ={s € S, u(f(s)) > A} et est une mesure monotone.

Cette intégrale de Sugeno est appaléité qualitative monotoneus peut étre réécrite en faisant
varier la conséquencec X plutdt que le niveaw dans I'échelld. :

Proposition 1.4.1 ug(f) = maxgex min(p(z), o(Fy;)) oul, = {s € S, u(f(s)) >p p(z)}

Preuve:

maxzex min(u(z),o(Fy)) = maxyeg,x)min(A, o(F)).
Donc max,¢x min(u(z),0(F,)) < maxyer min(A, o(F))). Soitz" tel quep(z?) =



94 CHAPITRE 1. UTILITES QUALITATIVES MONOTONES

min{u(z),z € f(F))}. =" est la pire conséquence d’une actioparmi celles dont
I'utilité est au moins\. Cette conséquence existe forcément puisque le plus gién

ment del est l'utilité de la meilleure conséquencé. Il est clair quel’, = F,»; de

plusu(z*) > A. DoncVYA € L,3x € X, tel queF\ = F, etu(z) > A. Finalement
maxyez min(A, o(F\)) < maxgyex min(p(z), o(Fy)).

Regardons les propriétés de I'utilité qualitative mmme. En premier lieu, I'utilité d’'une action
constante estu (). Plus généralement, pour les actions binairég, la propriété suivante est véri-
fiee :

Proposition 1.4.2 Siu(z) > p(y), alorsug(zAy) = max{u(y), min(u(z),o(A4))}.

Preuve:

Notons que sp(z) > u(y), alorsVz € X tel queu(z) < u(y), F. = 9, Vz tel que
p(y) < plz) < pl@), Fo = A, Vz, u(2) > p(z) tel quer, = 0.
Alors, de maniére évidenteus(z Ay) = max{min(1r, p(y)), min(p(z), c(A))}.

Par application de cette proposition;(z*Az.) = o(A). De plus,us(zAy) est la médiane de I'en-
semble{u(y), u(z), o (A)} siu(z) > u(y), etlamédiane déu(y), u(z), o (A)} sinon.

Pour comprendre I'intuition qui est derriere cette expi@s, observons a nouveau le cas d’un conduc-
teur devant se rendre a une réunion et devant choisir wite.encore une foisg signifie “arriver avec

un peu de retard’y signifie “arriver avec un retard important” dt signifie “il n'y a pas d’embou-
teillages”. Choisir I'utilité de Sugenos(z Ay) pour évaluer ce type d’action revient & supposer que Si
I'agent pense qu’il N’y aura pas d’embouteillage$4) est assez grand) alors il pense qu'il aura peu
deretard{¢s(zAy) = p(z)). S'iln'apas vraiment d’opinionf{(A) moyen), I'utilité de I'action refléte
son incertitudeds(z Ay) = o(A)). Enfin, s'il ne pense pas que la route sera libre(z Ay) = u(y),

il agira comme si il y avait des embouteillages.

Notons que dans le cas des utilités qualitatives possiibjlie caractére pessimiste ou optimiste du
décideur est représenté par le choix de la mesutéutilisation de I'intégrale de Sugeno permet, par
le choix de la fonctionr, de modéliser toute une gamme d’attitudes, de la plus mpéstei a la plus
optimiste. En choisissant une mesure de nécessite ) on modélise un comportement pessimiste
et en choisissant une mesure de possibitite-(IT) on modélise un comportement optimiste.

Remarquons également que I'utilité qualitative monetea comporte comme une médiane, ce qui
est satisfaisant car cela met en lumiére son analogie a#itd espérée qui se comporte comme une
moyenne.

Proposition 1.4.3
SiX an éléementyz, = z.,..., 2, = z*} avecu(z1) < p(zz) < p(an—1) < p(z,), alorsug(f)
est la médiane dex: — 1 nombres{o (F,),z € X,z # x.} U p(X).

Preuve: Voir (Dubois et Prade [DP80]).

D’aprés la Proposition 1.4.1 page précédentgf) = max,ex min(p(z),o(F;)) ou

F, = {s e S,u(f(s)) >p p(z)}. SIX = {21 = 2,,...,2, = 2"} avecpu(z;) <
#(22) < p(Tno1) < plan)sus () = maxier _, min(u(zs), 0 () OUF: = ({z. ., 2,}).
Soitig tel queus (f) = min(p(z;,), o(F;,)). On peutnoter que les—1 termes{o (£;), ¢ >
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iot U {u(x;),i < ig} sonttous inférieurs ou égaux:@(f) (croissance / décroissance de
p(z;) I o(F;)). De méme, les — 1 termes{o(F3),7 < to} U {u(z;), 7 > ip} sont tous
supérieurs ou égauxu ().

On en déduit ques(f) est bien la médiane dés n — 1 termes{c(F}),71 € 2,...,n} U
{:u(xz)vl cl,.. -7n}'

Voyons maintenant, parmi les axiomes de Savage et ceuar&sspour justifier les fonctions d'utilité
gualitative possibilistes, lesquels sont satisfaits jpditité qualitative monotone:

— Sav lest respecté puisqus est une application d& © vers une échelle complétement ordon-
née,(L, <).

— L'utilité qualitative monotone ne respecte pas le ppecile la chose certainBav 2 Elle ne
respecte méme pas les versions affaiblies cofaEs, OPT ou Grant : il est possible, comme
le montre I'exemple suivant, de trouvierg, h eth’ tels quefAh < gAh etfAh’ > gAh’.

Exemple 1.4.11l est possible d’avoir une mesure de Sugentelle que, pour trois ensembles
A, BetC,onaitalafoisc(A) > o(B) etec(AUC) < o(BUC), car ceci ne contredit aucun
des axiomes caractéristiques des mesures de Sugenoi(¢adf si).

Prenons par exempl8, C', D et F' quatre sous-ensembles disjoints¥leChoisissons une me-
sure de Sugenetelle ques (B U D) < o(C'U D) ete(BUE) > o(C'U E). Rien n’empéche
de trouver une telle mesure puisqueh D C BU D, niBUFE CCU F.

Définissons ensuife= 1B0, g= 1C0,h= 1D0 eth’ = 1F0. Posons enfist = BU C'. Il est
facile de vérifier queis(fAh) = o(BU D), us(g4h) = o(CU D), us(fAR') = o (BU E), et
us(gAh') = o(C' U E).

Nous obtenons dorfeth < gAh etfAh’ > gAh’.

— L'utilité qualitative monotone ne respecte pas non [Bas 3et Sav 4 Le méme exemple
convient pour le prouver. Ces violations correspondentduyfie la préférence conditionnelle
ne peut étre définie de la méme maniére que chez Savaggdegarincipe de la chose certaine.

Néanmoins, I'utilité qualitative monotone satisfaipléncipe de cohérence faible avec les actes
constant§CFAC) que nous rappelons:

CFAC principe de cohérence faible avec les actes constants
Soient les deux conséquenaesty. © >p y = xAh > yAh,VA C S et toute actiorh.

Pour le prouver, nous avons besoin du lemme suivant, stipgjae les ordres de Pareto-
domination et d'utilité qualitative monotone sont codrits.

D’abord, posons\ = {2y <p ... <p z,} 'ensemble des conséquences possililest une
action, etF, C ... C F; C Fy = S sont les sous-ensembles fdels queF; = {s € S,
f(s) > a;}.

Lemme 1.4.1 f>p g= us(f) > us(0)

Preuve:

f>pg= G, C I},,Vi = o(l}) > o(G;),Vi. De plusugs(f) est non-décroissante
enc(A) etu(z).
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Ce résultat est déja connu: il montre que l'intégralésdgeno est monotone vis-a-vis de l'in-
clusion d’ensembles flous. Maintenant, d'ap@AC, siz < y, alors¥A C S,V h, xAh <p
yAh. Par le lemme précédent, nous obtenogscAh) < ug(yAh), doncCFAC est satisfait.

Répétons que le conditionnement par rapport a un &énene permet plus, comme chez
Savage, de définir un préordre complet sur les actionsgpeBSav 2et Sav 3ne sont pas res-
pectés. Il n'est méme pas possible d’en définir une fomseeinte aux actions a conséquences
extrémes comme dans le cas possibiliste, puisque commerirari’exemple précédent, mo-
difier de maniére identique les conséquences communesuwkeatdtions peut inverser I'ordre
de préférence entre ces deux actions.

Tout comme les utilités qualitatives possibilistes passtie et optimiste, I'utilité qualitative mo-
notoneus ne respecte padav 4 mais respecte sa version affaiblie que nous rappelons:

Sav 4’ Cohérence faible entre actions
Soientz > z',y > y'; A,B C S:xAx" = xBax' = yAy = yBy'.Sionaenplug’ <y <
y < z,alors:z Az’ > 2 B2’ = yAy > yBy'.

Proposition 1.4.4 u g respecteSav 4.

Preuve:

— ug(xAz’') = max(p(2'), min(o(A), u(x))). Donc,z Az’ < 2Bz’ = o(A) <
o(B) = yAy' < yBy'.

— Pour prouver la deuxieme partie on va montrer qué si ' < y < =, alors
zAz' ~ B = yAy' ~ yBy'.
Tout d’abord, remarquons quedsiA) < p(2'), ug(zAz’) = p(a’), sip(a’) <
o(A) < p(z),us(zAz") = o(A) etsic(A) > p(z), us(zAz’) = p(z).
Alors, z Az’ ~ 2Bz’ < ug(xAx’) = ug(2zBz'), ce quiimpose les conditions
suivantes: soitr(A) < p(z') eto(B) < p(z'), soito(A) > u(z) eto(B) >
p(z), soitenfina (A) = o(B).
Il est alors facile de montrer ques(yAy’') = us(yBy'), puisqueu(y’
o(A) < uly) = p(e') < o(A) < ple) etu(y) < o(B) < ply) = ple)
o(B) < ().

<
<

Nous allons voir que l'utilité qualitative monotone sé#ait les deux axiomes de domination
conjonctive ou disjonctive restreinte.

On déduit tout d’abord aisément du lemme 1.4.1, quéf A g) < min(us(f), us(g)) etug(f
vV @) > maz(us(f), us(9)), puisqud A g<p f etg, etf v g>p fetg.

Ensuite on prouve une forme restreinte de décomposatgit’utilité qualitative monotone:

Lemme 1.4.2 Soitf, une action ey une action constante de valegrAlorsugs (fAy) = ug(f)
ou 1i(y).
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Preuve:

Soit I'Y, = {s € S, us(f Ay)(s) > u(x)}. Il est facile de voir que puisque
Vs € S, fAy(s) < y, on avax tel queu(z) > u(y), FY, = 0 alors quevz tel que
pla) < ply), Yy = Fo = {s € S, us(f (s)) > p(@)}.
DonCuS(f‘Ay) = maxu(l,)su( )mln( (2),0(Fy))
= max(min(u(y), o(Fy)), mazu(o)<u(y), oy min(1(z), 0 (F2)).
Deux cas doivent étre envisagés:
1 wly) > o(Fy)
Notons alors que gi(z) > p(y) on afF, C F, eto(F,) < o(F,). Alors,Vz
tel quen(z) > ju(y), min(u(z), o(Fy)) < o(F,) = min(u(y), o(F,)). Donc
us(f Ay) = us(f) puisque le termenaz ,(.ys u(y),z2y min(p(z), o(F:)) ne
détermine pas la valeur dg;(f).
2. ply) < a(Fy).
Alors, puisquers(f Ay) > min(u(y), o(Fy))
= (Yy) 2 Maz ()< u(y) oty Min(p(z), o (Fy)), on obtientus(f Ay) > us(y).
Cependant, puisques(y)= u(y) > p((fAY)(s)),Vs € S (relation de domi-
nation),us(y)> us(f Ay). Doncus(y)= us(f Ay).

Cette propriété indique qu’en faisant décroitre pesgivement I'utilité des meilleures consé-
guences (en majorant la fonction d’utilité par une bornestante), dans un premier temps on
n'affecte pas I'utilité de I'action du point de vue du déeur, jusqu’au moment ou celui-ci
commence a négliger 'incertitude pesant sur I'acti@facalisant entierement sur cette borne
supérieure.

De la méme maniére on prouve une forme duale de décomifitssedstreinte :

Lemme 1.4.3 Soitf une action el une action constante de valeyrAlors,us(fvy) = ug(f)
ou u(y)

Preuve:

Du Lemme 1.4.1 nous déduisons qu&fvy) > us(f) etus(fvy) > p(y). Puis,
us(fVy) = max,exy min(pu(z), o (FY;)), maisve < y, FY, = S, donco(FY,) =

1. Finalementys(fvy) = max(u(y), maxyy, min(p(z), o(Fy))).

Alors, siug(fvy) > us(f), puisquemax,,, min(u(z), o(F;)) < us(f) nous obte-
nonsus (fvy) = p(y).

Enfin, grace a ces deux lemmes on peut prouver que laitlialitative monotone satisfait les
axiomesDCR etDDR dont on rappelle les expressions:

DCR Soientf etg deux actions quelconquesyetine action constante de valeur
g-fety~f=gay>f,

DDR Soientf etg deux actions quelconquesyetine action constante de valeur
f>~getf>~y=f>gvy

Proposition 1.4.5 u s satisfaitDCR.
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Preuve : La propriété se prouve facilement, grace au lemme 1o&2;5(g AYy) = us(g) ou
1(y).

Et de méme,
Proposition 1.4.6 u s satisfaitDDR.

Preuve : De la méme maniére, grace au lemme 1.4.3, an@dvy) = us(f) ouus(fvy) =
us(y).

Une propriété plus forte de I'intégrale de Sugeno péxgt Enontrée : la propriété de décomposabilité
pour le max et le min, pour des actions comonotones. Rappejoa deux actionket g sont dites
comonotones si et seulement/si s’ € S, f(s) >p f(s') = g(s) >pg(s’).

Alors, dans le cas ok est représentée par une fonction d’utilité qui est ubegrale de Sugeno, les
propriétés suivantes sont valables:

Proposition 1.4.7 Sif etg sont comonotones, elles vérifient :
us(fvg) = max(us(f), us(g))

Preuve:

Remarquons d’'abord qué= V=1 2 Fy, 2.
Ensuite, on prouve le lemme suivant:

Lemme 1.4.4 fetg comonotones> Vi, F,, C G, ouG,, C Fy..

Preuve:

= Par I'absurde: Supposons I'existenceidel que niF,, C G, niG,, C
F,,. Soientalors € F,, — G, ets’ € G, — Fy,. Puisques € I, et
s' ¢ Fp,, f(s) >p f(s') et puisques’ € Gy, ets & G, 9(s’) >p f(s), ce
qui contredit I'hypothése de comonotonie.

< Montrons qud(s) >p f(s') = g(s) >p 9().
f(s) >p f(s') © Ji,s € F,.,s' ¢ F,,. Supposong(s’) >p g(s), i.e.
3j,8" € Ggyys € Gy Os € Fyp €ts € Gy = @) >p aets’ ¢ I,
ets' € G,; = x; >p wx;, dou une contradiction qui implique que
a(s) >pg(s').

Remarquons que pour toute actions(f) = max,,cx us(z; Fy,2z.) puisque d’apres la
proposition 1.4.1 page 93,s(f) = max,,ex min(u(z;, o(F,,)) et d’aprés la proposi-
tion 1.4.2 page 94y s (z; L'y, z.) = min(p(z;, o(Fy,)).

Ensuite, sh =fvg, Vi, H,, = F,, UG,,. Sif etg sont comonotones, d’apres le lemme
précédentyi, I, C G, ouG,, C F,. Alors,Vi, H,, = maxc{l, G, }. Donc,
Vi,us(ziHyx) = max{us (@ Fy,2.), us(x;Gyx) . EN permuta_nt les deux max dans
la nouvelle expression obtenuedgh), on prouve la proposition, soit:

f etg comonotones> us(fvg) = max(us(f), us(9)).
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Proposition 1.4.8 Sif etg sont comonotones, elles vérifient :
us(fAg) = min(us(f), us(g))

Preuve:

Seule la seconde partie de cette preuve change par ragpgt&cédente. Pour prouver
cette proposition, il nous faut utiliser I'expression dude I'utilité qualitative monotone
gue nous ne définirons qu’'un peu plus tard (définition 1p&@e suivante). Par une pro-
position semblable a la proposition 1.4.1 page 93, cettadaluale s'écrit :

us(f) = ming,ex max(u(z;), o (Fy,,,)) (proposition 1.4.10 page 101).

Sih =fAg, on note que si etg sont comonotone¥i, H; = F; N G; = minc{F;, G}
Donc,o(H;+1) = min{o(Fi11),0(Gi41)}, et en reportant dans I'expression duale de
ug, On prouve le résultat, soit:

f etg comonotoness us(fAQ) = min(us(f), us(g)).

Voila une revue d’axiomea la Savagesatisfaits par I'utilité qualitative monotone. Dans ld@tsunous
allons montrer comment certains de ces axiomes permetgostifier axiomatiquement la fonction
d’utilité qualitative monotone.

1.4.2 Axiomatisation de la fonction d'utilité qualitative monotone

Dans ce paragraphe nous allons montrer le théoréme $yivaposant une axiomatisation de l'utilité
gualitative monotone en tant que critére de décision timtertain :

Théoreme 1.4.1Axiomatisation de I'utilité qualitative monotone.

Soit=< une relation de préférence entre actions satisfai&aw 1, CFAC, Sav 5 DCR, DDR. Il existe
une échelle simplement ordonnée, fiflie <), une fonction d'utilitg: : X — L et une fonction d’en-
semble monotone: 2° — L, telles que

f<f o us(f) <us(f), ollus(f) = max,ey min(pu(z), o(Fy)).

Preuve:

— Nous avons déja montré, par le théoréme 1.3.1 paggu@ssi la relation< satisfait
Sav 1, CFAC et Sav 5alors sa restriction aux actions binaires définit une iat
d’incertitude qui est une mesure de Sugeno.

Nous avons également montré par le lemme 1.3.3 page 8hetelie relation de
préférence est compatible avec la relatiomdmination <p.

— On montre ensuite le lemme suivant, concernant les adietsformexAz...
Lemme 1.4.5 SousSav 1 CFAC, Sav 5 DCR, us(XAz.) = min(c(A), p(z)).

Preuve:

Remarquons tout d’abord quelz, = 2* Az, A X. ParDCR on déduit que
VI f<a*Az, etf < X = f < xAz,. Maintenant, supposons guel z
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< 2*Ax, etxAz,. < X. ParDCR nous obtiendriongAz, < XAx,, ce qui
estimpossible. Ainsi, sokAz, = 2* Az, SOitXAz, = X.

Mais, par définition dexAx, nous savons aussi quelz, <p X etXAz,
<p z*Ax,, alors, palCFAC nous obtenongAz, < X etxAz, < z*Az..
Finalement,

us(XAz,) = min(ug(2*Az.), us(X)), SOitus (XAz.) = min(o(A), u(z)).

— Maintenant, étendonss a I'ensemble des actions, et prouvons le théoréme, en
ajoutant 'axiomeDCR : En premier lieu, notons que toute actibre X° (ou
X = {xg,...2,}, aveczy < z; < ... < x,) peut s’écrire sous la forme sui-
vante :f = maxc , i=o,...n (2 Fr, T+).
Alors, du fait que domine tous les; F;, z.. on déduit quers(f) > maz;(us(z; F;z.)).

L'inégalité réciproque peut &étre prouvée en suivardieminement suivant:
— Onprouve qué < x etf < 2* Az, = f < XAz,.

Preuve:

Evidente, en appliquantle lemme 1.4.5 page précédemsgyers(z Az, ) =
min(o(A), u(x)).

Maintenant, montrons qu&: € X, f < xetf <fF,z, = f < xF,z,.

Preuve

Par le lemme 1.3.3 page 85 (monotonie), on montie.z, < z*F.z,. En
appliguant le point précédent,fsk =™ F,z, etf < xalorson & < xF,z..
Montrons une derniére propriété inductive qui va noarsrettre de prouver le
théoreme Yz, € X (2o < ... < z,),f <X, = f X Fp, 2. ouf < X;_1.
Preuve

Supposons que =< x;, f > fF, z, etf > x;_1. Alors, deDDR nous obtien-
drionsf > fF, x;_1 ce qui est en contradiction avec le lemme 1.3.3 puisque
par hypothesd, < fF,,z;_;.

Donc, soitf < x;F;, z. soitf < x;_;. La propriété d’induction est montrée.
Conclusion:

En itérant ce dernier point, sachant dug x,, (carf <p x,,) on montre que
i, f <X Fy, 2. AlOrs: ug () = maxgex us(XiFu, 24).

Finalement,

us () = max min (), o ()

Nous avons utilise comme critére de décision la formexminde 'intégrale de Sugenou,(f) =
max ez, min(A, o(F))), mais comme nous allons le voir, nous aurions tout aussigaiertiliser une
forme minmax équivalente.

Définition 1.4.2 Utilité qualitative monotone duale :

us(f) = min max(, o(£3))

ourF{ ={s e S, u(f(s) > A}

Les deux formes d'utilité qualitative monotone coincitie

Proposition 1.4.9V f, ug(f) = u(f).
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Preuve:

Soitf une action de5 vers X.
Remarquons d’abord qu&\, o (F}) < o(F)) carFy C F).
— YA, min(A, o(Fy)) < A <max(X, o(F])). En passant a la limiteus(f) < w'(f).
— Prouvons l'inégalité réciproque :
- Siil existeA* tel queX*™ = o (Fi+), alorsmin(A*, o (F\«)) = A* = max(X*, 0(F}.)),
caro(F{.) < o(Fy»). Sous(f) = ui(f).
- Si ce n'est pas le cas alors il exisié tel queA” < o(Fy«) andVA > X*,
A > o(Fy). us(f) peut étre réécrite :
us(f) = max{maxy<x» min(X, o(F))), maxysr« min(A, o (Fh))}.
Mais, max <« min(_A7 o(Fy)) = A*, etmaxys = min(A, o(Fy)) = maxys i« o(F))
= o(F{.). Alors, ug(f) = max{\*, o(F%{.)}. Donc, de maniere évidentes (f) >

Maintenant que nous avons une expression duale de ugilitlitative monotone, montrons que I'on
peut aussi I'écrire en faisant variera la place de:

Proposition 1.4.10 vy (f) = minge y max(p(z), o(FL)),
OUF! = {5 € 8, u(F(s)) > u(r)}.

Preuve:
La preuve est la méme que pauy:

1) Puisque:(X') C L, alorsu/s(f) < mingey max(p(z), o(FL)).

2) Soitzy tel queu(zy) = max{u(z),u(z) < A)}. EvidemmentF,| = Fy, (car
p(f(s)) > A< u(f(s)) > p(zy)). Mais comme)u(am) < AyalorsVA € L, dz € X, tel
quel, = F{ etu(z) < A, doncmingex max(p(z), o(FL)) < uwy(f).

1.4.3 D’autres jeux d’axiomes

DCR et DDR peuvent étre remplacés par I'axiome suivant qui est umerepartie de la propriété
d’additivité restreinte aux actions comonotones destfons d’utilité de Choquet:

Décomposabilie comonotone
Sif etg sont des actions comonotorfes g ~ foug,f v g~ foug.

D’autres jeux d’axiomes peuvent étre utilisés pour fiestl'utilité qualitative monotone. Conservons
les axiomes basiquedav 1, CFAC et Sav 5qui sont communs a toutes le théories que nous avons
passées en revue et ajoutons les deux axiomes suivantsuygrnd recevoir une justification plus
tuitive que les axiomeBCR etDDR:

NC Non-compensatian
VA C S,Vo € X,zAy ~fec{X,y, 140,1A40}.

COM Commensurabilité
YA C S, de € X, a2*Az, ~ X
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L'axiome de non-compensation stipule que I'utilité d’waeion binaire reflete forcément exactement
soit I'utilité d’'une de ses conséquences, soit la conBadans I'obtention de I'une de ces consé-
guences. Il n’est pas question d’évaluer une action earfialla moyenne de ses conséquences.
L'axiome de commensurabiliteé montre que I'on peut prajééehelle d’incertitude sur I'échelle de
préférence : pour chaque événemarit existe une conséqueneeque I'on est prét &changeravec

un pari surd aux conséquences extrémes.

Si I'on supposeNC et COM, on peut montrer qu'il existe une conséquencelle que I'agent est
prét & échangef, soit avec la conséquenage soit avec un pari suf, de conséquenceset0:

us(f) = ple) = o (F,).

Ainsi, les axiomedC et COM peuvent sembler plus forts que les axiord&R etDDR puisque ces
derniers n’imposent pas explicitement, pour chaque adtiaxistence d’'une conséquencetelle
guexz ~ F,.. Cependant, on peut montrer que les deux jeux d’axiomeséspivalents en présence
des axiome$av 1, CFAC et Sav § et on peut prouver le théoreme suivant:

Théoreme 1.4.2Axiomatisation de I'utilité qualitative monotone:

Soit < une relation de préférence sur les actions satisfaiGauw 1, CFAC, Sav 5 NC et COM. I
existe une échelle finie qualitatiyg, <), une fonction d'utilit: : X — L etune fonctiond’ensemble
monotoner : 2° — [, telle quef < ' < ug(f) < us(f')

Preuve:

— Les deux premiers points de la démonstration sont lesané&que pour la précé-
dente, car ils n'utilisent qu8av 1, CFAC etSav &

— Ensuite, pour toute actidret toute conséquenaec X, rappelons qué’, = {s €
S, u(f(s)) > p(z)}. Les deux propriétés* I, x >p f, etf >p xF, 2, découlent de
cette définition.

Alors, grace au lemme 1.3.3 on trouvd; Ve, u(2*F;X) > u(f) > w(xFpz.).

Maintenant, puisque ces deux inégalités tiennent paurta X, ona:
mingex u(z*FyX) > u(f) > maxyzex u(XFpa.).

— AppliquonsNC: u(z*FyX) € {o(Fy), u(z)}, etu(xFya.) € {o(Fy), p(z)}.
En appliquantle lemme 1.3.3 quelques fois supplémestaireprouve que(1/,x) <
max{o(Fy), p(z)} etu(XFyz,) > min{o(Fy), p(z)}.
En fin de compte on a montré que
mingex max{o(Fy), u(z)} > u(f) > maxyex min{o(Fy), p(z)}.
— Appliguons maintenar@OM :
20, 0(Fy,) = (o). Va/u(z) > plwo), max{o(Fo), p(a)} > plxo) = o(Fs,)
etV /ju(x) < i(xo), puisqueu(z) < u(zo) = o(Fy) > o(Fay),
alorsmax{o (F,), ()} > p(zo) = o(Fy,).
Finalement, puisqu& est fini, on obtient(z¢) = o (Fy,)
= mingey max{o(F;), u(z)}.
— De maniére similaire on peut montrer que) = o (F},)
= max,eyx min{o(Fy), u(z)}.
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Finalement, on a montré quesisatisfaitSav 1, CFAC, Sav 5 NC, COM, alors il existe
une échelle qualitative finig, une fonction d'utilit¢: : X — L, et une mesure monotone
o :2% = L, telles que< peut &tre représentée par une fonction d'utititelle que :

Y, u(f) = mingex max{o(Fy), u(z)} = maxyex min{o(F,), p(z)}.

1.5 Liens entre I'approche possibiliste de la dcision dans I'incertain et
les approchegmax, +)

1.5.1 Approche(max,+) de la decision dans I'incertain

Akian et col. [AQV94, Aki95, Ber96] ont développé une apgine de la décision dans l'incertain
(étendue & la décision séquentielle et au controlgstémes) basée sur une algebre de typex, +),
contrepartie de la théorie classique de I'utilité egpéde typé+, x).

La mesure de probabilit® est remplacée par urmaesure de cott K. Les mesures de codt, cas
particuliers de mesures de Maslov [Mas87], sont définie§4aVv94] :

Définition 1.5.1 Mesure de co0t.
K : S —] — 00;0] U {—00} est une mesure de colt si elle vérifie les axiomes suivants:

- K(0) = —o0
- K(8)=0
— pour toute famillg A;) de sous-ensembles e K (UA;) = sup; K (4;).
A toute mesure de colit correspond undistribution de cotl’, telle que
VA C S, K(A) = supseal’(s).

On peut définir une contrepartie de I'utilité espéréend décision (appelémyeur mathématiquear
les auteurs),
F(f) = max{u(f(s)), I'(s)}.
s€

La frayeur mathématique vérifie les propriétés suigant
— F(fvg) = max{F(f), F(9)}
- F(f+2) = u(z) + F(f).

On peut vérifier que ce critere de décision dans I'ingerést étroitement relié aux critéres de type
(maz, T) et en particulier que I'ordre de préférence entre leastexprimé paf’ est exprimable
par un critere de typémaz, x), l'incertitude étant représentée par une distributienpossibilité.
Ceci n’est pas surprenant puisque les mesures de Maslovraeksures de possibilité coincident.

4. Le nom demesure de colest trompeur: il s'agit bien d’'une mesure d'incertitudenein d’'une fonction mesurant
l'utilité, cependant, les degrés d'incertitude et defprénce sont additionnés.
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1.5.2 Lien entre I'approche(max, +) (avec distributions de codt) et 'approche possi-
biliste de type (max, x)

Si les préférences d’'un agent entre les actions sont lisédé par undrayeur mathématiquer’,
elles le sont également par la fonctidh = ¢!, qui en est une transformée (continue) strictement
croissantey f, F’(f) = emaxses{u(d(s)+1(s)} = max ¢ g e(ds) . l'(s),
Placons nous dans le cas ou les utilités des consécisnog toutes négatives (< 0). Si nous
considérons que les utilités des conséquences et &ored de plausibilité entre états sont mesurées
par les fonctions/ etl”, transformées de etl' par:u/(z) = ¢“(*) etl”(s) = ¢''(*), alorsI” s'écrit :

F'(f)y = mag(u’(d(s)) x T7(s)

s€

ouu’ etl” sonta valeurs dari8, 1].

On peut vérifier aisement qué et K’ = ¢ sont respectivement une distribution de possibilité et sa
mesure associée.

Le critére de décision basé sur la notionfd®yeur mathématiquest donc tres lié aux criteres de
décision de typémaz, T) que nous avons évoqués dans ce chapitre. Il serait gst@med’'étendre les
axiomatisations proposées dans ce chapitre a ce typédtdeecCela pourrait se faire en partant de
I'axiomatisation du critére possibiliste optimiste, maécessiterait deux modifications::

— repasser d'une échelle purement ordinale a I'éciiellg (ou a un intervalle fermé quelconque),

— remplacer I'axiome d’optimisme par une sorte d’axiome denatonie stricte ¥ f, g, (Vs,
f(s) >g(s) =f>g.

L'approche de Spohn [Spo88] est encore plus directemamli’utilisation des mesures de colt pour
la modélisation de I'incertitude. Il utilise des foncte, qui sont les opposées des mesure de colt.

1.6 Representation de probémes de écision dans l'incertain par des
problemes de satisfaction de contraintes flexibles

Dans [SDGP98] nous proposons de représenter un problemédsion dans l'incertain par un PSC
flexible dont la solution (décision) optimale maximisdilité qualitative possibiliste pessimiste. Cette
section résume certains des résultats proposés da&HSE] et [SDGP9I5].

Le langage deProblemes de Satisfaction de Contraintes Flexilfffes94] peut &tre utilisé pour mo-
déliser a la fois la flexibilité et les priorités entrentmintes, ainsi que l'incertitude des parameétres
dans les problemes de satisfaction de contraintes. Erofajieut représenter a la fois:

— des préférences entre les valeurs possibles de n-dgletgiables, contraintes par des relations
floues,

— l'effet sur le degré de satisfaction global d’'une démisile la violation compléte d’une contrainte,
— les valeurs plus ou moins plausibles de parameétres &ioert

On trouvera dans I'annexe B page 169 l'article [SDGP95§entant une application & un probleme
d’ordonnancement de I'utilisation des PSC flexibles poutéeision dans I'incertain.
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1.6.1 Contraintes flexibles et peferences

Lorsque les contraintes flexibles sont utilisées pouréasgmter l'incertitude, les variables sont
cotrdlableset les contraintes décrivent les valeurs plus ou moinssjiiées des variables. Le degré
de satisfactionr¢ (v) représente dans ce cas a quel point la valediun n-uplet de variables est
plausible, étant donnée la contrainte

Lorsque les contraintes flexibles sont utilisées pouralisdr les préférences, elles décrivent des va-
leurs plus ou moinautoriséegpour des variables contrélables. Dans ce cas le degrétidéastion

wc (d), oud est un n-uplet de variables controlables, représentegecauqued satisfait la contrainte

C.

Dans le cas ou un PSC flexible ne comprend qu’un ensemblerdeatdes de préférence (contrai-
gnant un n-uplet de variables de décision)_, ..., C,}, 'ensembleR des solutions du probléme
est un sous-ensemble flou du domainees variables.

A chaque contraint€’; correspond un ensemble flou de solutions satisfaisaftegléfini par sa
fonction d’appartenance; : D — L

— w;(d) = 1y, sid satisfait complétement;,
— p;(d) = 0y, sid viole complétement’; et
— 07, < p;(d) < 1y, sid satisfait partiellement’;.

Le degré de satisfaction global d’'un ensemble de congsidrit, . . ., C, par une décisiod peut étre
calculé en réalisant I'agrégation conjonctive destietes flouesk,, . .., R,. En supposant que tous
les ensembles flous sont définis sur le méme domaine (ceeguiqujours &tre réalisé en utilisantune
extension cylindrique [Zad75]), ce degré de satisfactiénrit

sat(d) = min p;(d).

t€l..p

Ce type d'agrégatiorggalitariste exprime que la violation d’une seule contrainte entrdéneejet
d’une solution.
Ce modeéle permet de trouver des solutions partiellemdistaisantes & un probleme surcontraint, il
permet également de choisir entre des solutions d’'un pnoblsous-contraint, puisque les contraintes
peuvent aussi représenter les préférences d’'un agent.

Lorsque I'on utilise des contraintes classiques (nonilesi), il est parfois nécessaire d’ignorer cer-
taines contraintes de faible priorité afin de trouver uratsm a un probleme surcontraint. L'utili-
sation de la théorie des possibilités dans les PSC flexjiéemet de représenter explicitement les
niveaux de priorité de chaque contrainte. Si une congaihft un niveau de prioriter € I, toute
solutiond a un degré de satisfaction au moins égal&) (» est la fonction de renversement fi§
[Far94].

L'ensemble flouk’ des solutions de la contraintéde degré de priorité peut étre calculé a partir de
'ensemble flouk des solutions dé’,

pre(d) = max{pp(d), n(a)}.

D’aprés cette expression,éwiole totalement la contraint€, son degré de satisfaction reste tout de
mémen(«). En particulier, remarquons que:

— siae =1y, pprr(d) = pr(d), Vd. La contrainte”’ ne peut jamais étre ignorée,
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— sia = 0g, u(R'(d) = 11,Vd. La contrainteC’ n’est pas prise en compte pour I'évaluation
globale des décisions.

1.6.2 Paranetres incertains, contraintes induites

Nous avons insisté sur le fait qu’il existe deux sortes daties : les contrblables dont I'agent peut
préciser la valeur, afin de satisfaire les contrainteggdticontrélables correspondant a des paramétres
dont la valeur est mal connue.

Nous allons voir que les paramétres mal connus induiskeniraour des contraintes de préférence sur
les variables de décision impliquées dans le mémesaiotgs.

Soit A, I'ensemble (pour 'instant non flou) des valeurs possitilegecteur de variables mal connues,
a, impliguées dans la contrainte (pour I'instant non fleg)ldl'. Si D est 'ensemble des variables de
décision impliquées darts, on recherche I'ensemble des “bonnes décisions”, soit

{de€ D,Va€ A, (d,a) € R}.

Dans le cas ol est un ensemble flou, représentant les valeurs “plus ousyméausibles” des va-
riables mal connues, on recherche une décigitalle que les valeurs plausibles desoient bonnes,

i.e. telles qued, a) € R. Notonsd~!(R), I'ensemble des valeurs des paramétres incertains permet
tant de satisfaire les contraintes lorsque la décidiest prised est entierement satisfaisante lorsque
le support det est inclus dang~!(R). Lorsque le noyau dg n’est pas inclus dang ! (R), il existe

une valeur totalement plausible des paramétres incertmicompatible avec la décisiah Dans ce
cas,d n'est pas satisfaisante. En général, on recherche wigial®& maximisant le degré d’inclusion
(floue) deA dansd™' (R): N(A C d~'(R)).

Dans le cas général ou les paramétres sont mal connas(kets) contrainte(s) flexibles, le degré
d’'inclusionN (A C d=1(R)) est un degré d’'inclusion d’ensembles flous. Si I'on définttlité v.(d)
d’une décision, par.(d) = N(A C d~'(R)), on en obtient I'expression suivante:

v.(d) = min max(ur(d, a), n(1a(a))).

Enremarquant que4 (a) est le degré de possibilité de I'état du monde définipaaleur (7 (a)) des
paramétres et quer(d, a) est le degré de satisfaction de I'actiédans I'état du monde (que I'on
peut assimiler & I'utilité de la conséquence de I'acticappliquée dans I'état du mondey(d(a))),
on peut écrire

v.(d) = min max(u(d(a)), n((a))).
Ou I'on reconnait I'expression de I'utilité qualitatiyssibiliste pessimiste, ce qui n’est pas surpre-
nant puisque celle-ci correspond également a un degrélasion d’ensembles flous.

Dans l'article [SDGP95] présenté dans I'annexe B pagedtb®ontre un probleme réel d’'ordonnan-
cement (rencontré dans l'industrie vinicole) faisantedgm mode de représentation des PSC flexibles.
Cet article fait intervenir des contraintes (linéairagjomaines continus et le probléme est résolu par
programmation linéaire.
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1.7 Reésumng, conclusion
Rappelons dans un premier temps les axiomes concernawctilessgproposés dans ce chapitre:

IF Indépendance faiblef Ah >~ gAh = fAh' > gAh’.
CFAC Cohérence faible avec les actes constantp y = 2 Ah > yAh.
PES PessimismefAg > f = f > gAf.
OPT Optimisme f >~ fAg = gAf > f.
DCR Domination conjonctive restreintg > f etx > f = gA x > f.
DDR Domination disjonctive restreintd > getf - x=f > gV x.
D Décomposabilitef Ah > gAh eth’ >p h= fAh' > gAh’.
DD Décomposabilité duatef Ah > gAh eth >p h' = fAh' = gAh'.

Nous avons tout d’abord proposé des caractérisatioreebasir des préféerences entre actions pour
un certain nombre de mesures d’incertitude monotones. &estérisations sont resumées dans le
tableau suivant:

Mesures d’incertitude
Mesures monotones
Mesures décomposables affaiblies
Mesures décomposables
Mesures décomposables duales
Mesures de possibilité
Mesures de nécessité

Axiomes caractéristiques
Sav 1, CFAC etSav 5
Sav 1, CFAC, Sav 5etIF
Sav 1, CFAC, Sav 5etD
Sav 1, CFAC, Sav 5etDD
Sav 1, CFAC, Sav 5etPOS
Sav 1, CFAC, Sav 5etN

Puis nous avons proposé des caractérisations pourrceddteres de décision dans l'incertain quali-
tatifs :

Axiomes caractéristiques Critéres de décision

Sav 1, CFAC, Sav 5 DDR etDCR
Sav 1, CFAC, Sav 5 DDR etPES
Sav 1, CFAC, Sav 5 DCR etOPT

Utilité qualitative monotong
Utilité qualitative pessimiste
Utilité qualitative optimiste

Les théories qualitatives (ou ordinales) de la décismrssncertitude que nous avons présentées en
détail dans ce chapitre different significativement éé®oties basées sur la notion d’espérance mathé-
matique. Elles ne requiérent qu’un cadre fini et une éelwitiinale alors que I'utilité espérée et ses
dérivées basées sur I'intégrale de Choquet néceasdiés représentations numériques de l'incertitude
et des préférences et un espace d’'états infini.

De plus, les théories que nous avons exposées rejettantitan de compensation entre éventuelles
bonnes et mauvaises conséquences, puisque la notion @anegst abandonnée. Notre approche est
également tres générale puisqu’elle permet de se otantde mesures monotones pour représenter
I'incertitude d’'un agent.

L'intégrale de Sugeno, utilisée pour représenter litétiqualitative monotone d’'un agent est une
contrepartie qualitative de l'intégrale de Choquet, exatisée par Schmeidler [Sch89] ou Sarin et
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Wakker [SW92] pour la décision sous incertitude. La notienmédiane se substitue a la notion de
moyenne (ou d’encadrement de moyennes pour les utiligeseisesur les fonctions de croyance et de
plausibilité). De plus, l'attitude de I'agent vis-a-wie I'incertitude (pessimisme ou optimisme) peut
étre prise en compte pour mener aux critéeres de décigimmsés par Dubois et Prade [DP95b],
généralisant le critére de Wald ou son dual optimisteayglonner des criteres plus “réalistes”.

Nos résultats permettent de suggérer des critéresalgiai@naturels lorsque I'information de I'agent
et ses préférences sont exprimées de maniére quadit@es résultats permettent également d’ob-
server |'attitude de I'agent en face de l'incertitude (sagse mesure de l'incertitude) en observant
simplement la maniére dont il ordonne les actions et ervaatequels axiomedPES OPT, RDD,
etc...) il satisfait ou viole.

Il est & noter que des résultats similaires a ceux que aouss exposes ici ont été obtenus indépen-
damment, recemment, dans le cadre de la décision mtétiepar Marichal [Mar97] entre autres.

Des criteres de décision semi-quantitatifs de ty@e-plusont &té proposées, dans le cadre de la déci-
sion séquentielle (Akian et col. [AQV94]), (Bernhard, [B8&]) ou non séquentielle (Akian, [Aki95]).
Ces critéres peuvent également étre exprimés sousnefacz — T, en prenant pouf-norme le
produit, et rentrer dans la famille des critéres que noossetudiés.

Dans ce chapitre, et dans toute cette thése, nous faisers/pothese de commensurabilité entre de-
grés de préférence et d’incertitude. Cette hypothéseforte, est également présente dans les théories
gue nous avons présentées dans la partie I. Des tentativeselacher cette hypothése ont été effec-
tuées recemment, notamment par Dubois, Fargier et PEdeleJ7]. Dans cet article les auteurs font
remarquer que I'abandon de I'hypothése de commensuélaiti méne a des théories de I'incertitude
proches des théories daisonnement non monotordalheureusement, ils font également remarquer
gue les théories de la décision sous incertitude correlgres sont peu intéressantes, puisque soit
trop peu décisives, soit trop aventureuses.

Bien entendu, ce chapitre ne doit étre vu que comme un prgragvers une théorie compléte de
la décision qualitative sous incertitude dans un s#yla Savage. La prochaine étape pour obtenir
une telle théorie serait de permettre une prise en compitdagsante des actions conditionnelles, et
de définir de maniére “propre” le conditionnement par @ppux événements, ce qui n'est pas un
probléme facile, en I'absence guincipe de la chose certainde Savage. Des jalons intéressants ont
été posés par Lehmann [Leh96] pour cette voie et cedalaeses idées pourraient étre reprises dans
notre cadre.
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Chapitre 2

Processus écisionnels markoviens
possibilistes

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons étendre la théorie posstibilie la décision sous incertitude proposée
par Dubois et Prade [DP95b] a la décision séquentielighieorie proposée est une contrepartie pos-
sibiliste de la théorie des processus décisionnels maks. Le calcul d'unetratégie(ou séquence
d’action) optimale est réalisé a I'aide de méthodeprdgrammation dynamique

Afin d’avoir une vision synthétique des problemes de siéai séquentielle sous incertitude, nous uti-
liserons la taxonomie suivante qui permet de classer ldsdémes (des plus élémentaires aux plus
complexes) selon leurs caractéristiques. Nous donndeonsm de “processus décisionnels mar-
koviens généralisés” (PDMG en abrégé) a la classdua générale de problemes, car nous nous
placerons toujours sous I’hypothese markovienne deélithdance des états futurs du monde (ou
systéme) vis-a-vis des états passés: seuls I'etatnbat la stratégie choisie pour le futur influent sur
I’évolution & venir du monde.

Les propriétés suivantes permettent de caractérispralsiéme de décision sous incertitude séquen-
tiel :

— La structure temporelle des étapes de décisigpeut n'y avoir qu’une seule étape de décision
ou un ensemble ordonné d’instants (ou étapes) auxqueldétasions doivent étre prises. Cet
ensemble peut étre fini (on parle de décision séquemtielorizon fini) ou infini et discret
(horizon infini).

— Connaissance disponible sur I'état initial du mon@ette connaissance peut étre précise (il n’y
a qu’un seul état du monde possible), probabiliste (la amsance de I'état initial est décrite
par une distribution de probabilités) ou possibilistetgdois, la connaissance est décrite par
une distribution de possibilitesa valeurs dans une échelle ordonfigelLorsquer prend ses
valeurs dang0y, 1} (les bornes dd.), on parle de connaissance incompléte: I'état initial
appartient a un ensemble de fonction caractéristique

— Connaissance sur les effets des actidres actions peuvent étoeterministesce qui signifie
gue pour tout état du mondeet pour toute actiom, applicable ers, il n'existe qu’une seule
conséquence possiblgs), appartenant & 'ensemble de conséquenkes,



110

CHAPITRE 2. PROCESSUSECISIONNELS MARKOVIENS POSSIBILISTES

Les actions sont ditawn-déterministesrsque pour chaqueet chaque, il existe unensemble
de conséquences possibles (et non une seule).

Les action sont ditestochastiquekrsque leurs effets sont décrits par une distributionrde p
babilitépr(-|s, ) dépendant de I'état couranet de I'action appliquée. pr(s'|s, a) représente
la probabilité que I'actiom appliquée a I'état du monderésulte ers’.

Les actions sont ditgsossibilistedorsque leurs effets sont décrits par une distributiona® p
sibilités 7 (-|s, a). Encore une fois, une action non-déterministe peut &eecomme un cas
particulier d’action possibiliste dans lequsel-|s, a) représente la fonction caractéristique d’un
ensemble.

Description des préférencdbuts). Dans les cas de décision séquentielle a horinbtiétat
final atteint par le systeme est souvent d’'une importangiala pour la satisfaction de I'agent.
C’est méme, dans la plupart des cas, le seul critere disidéclL'agent peut avoir des pré-
féerencesstrictes(non-flexibles) signifiant qu’il désire atteindre un &barmi les états buts. La
notion de but peut &tre définie de fagon plus flexible, jratermédiaire d’'une fonction d'utilité,
ou plus généralement, une fonction a valeurs dans uraléordonnée quelconque. Parfois, le
degré de satisfaction attaché a une conséquencetgo@valué par I'intermédiaire de plusieurs
guantités, hétérogénes (on parle dans ce cas de ateaisilticritere).

Role des états et actions intermédiaires dans le degréalisfaction global d’un agenktes
états intermédiaires par lesquels passe I'état du mpadeent également étre d’une certaine
importance pour la satisfaction globale de I'agent. De éarma'maniére, les actions effectuées
par I'agent aprés chaque étape de décision peuvent@degicolts qui doivent également &étre
pris en compte. Les degrés de satisfaction attachéstatscibtermédiaires ainsi que les colts
des actions effectuées peuvent étre agrégés addéiviesomme dans la théorie des PDM clas-
siques, mais également parrténimumou par toute autre opération. Les utiliteés des états in-
termédiaires peuvent étre affectés de facteurs d’assernent, surtout dans le cas ou I'horizon
est infini [Put94].

Critére de choix entre les stratégieErouver une stratégie optimale revient a attacher guba
état du monde pouvant étre atteintnieilleureaction disponible. Dans la théorie de I'utilité
espérée ce critére correspond au choix de I'action miaegim I'espérance mathématique de la
fonction d'utilité. Des critéres plus “qualitatifs” peent &tre utilisés, dont les fonctions d'uti-
lité qualitative possibiliste [DP95b], comme nous le w&is dans la section 2.3 de ce chapitre.
D’autres méthodes sont également envisageables, poromauire a des relations d’ordre par-
tiel entre actions.

ObservabilittUn PDMG est ditomplétement observalsd’'état résultant du monde est connu
apres I'exécution de chaque action. Il estrdih-observablsi aucune information supplémen-
taire sur I'état du monde n’est recue apres I'exécudierchaque action. Un PDMG est enfin dit
partiellement observablersque I'agent posséde une connaissance incompléteddan dans

ce dernier cas, I'agent peut exécuter des actions d’atignisl'information, ou tests, tout au
long de I'évolution du monde. Les résultats de ces acfpausent lui étre utiles pour maintenir
ses connaissances sur |'état réel du monde (repré&sepdée un ensemble d’états possibles, une
distribution de probabilités, de possibilités, ...)

Les difféerents modéles de décision séquentielle ques @ooquerons seront identifies par un quadru-
plet résumant certain des critéres cités ci-dessusremipr lieu, la structure temporelle du probleme
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(1, N et oo respectivement pour une, un nombre fini ou infini discretagés), ensuite, le modéle
utilisé pour la représentation de I'incertitude coneernles effets des action®(pour déterministe,
pr pour stochastiques pour possibiliste), ensuite la description des bdtsppur des préféerences
binaires,+ pour des utilités additivesp:n pour des utilités ordinales agrégées parmie:) et en-

fin le critére de choix utilisé ¢ pour I'espérance mathématique de la fonction d’utilité et v,
pour les fonctions d'utilité qualitatives possibilisteEn utilisant ces notations, les processus déci-
sionnels markoviens a horizon fini correspondent au queelrs. NV, pr, +, % >. Les modeles de
décisions décrits dans le chapitre 1 de cette partiejmpiesde et optimiste, correspondent aux quadru-
plets< 1,7, min,v. > et< 1,7, maz, v* >.

Dans ce chapitre nous allons généraliser les critérdécision possibilistes & la décision séquentielle.
En premier lieu nous nous limiterons a des préférencesiteis, I'incertitude étant de nature possi-
biliste et I'observabilité totale. Ensuite, nous comsatons le cas ou les préférences, graduelles, sont
exprimées par une fonction d'utilité qualitative. Enier lieu, nous nous intéresserons a des consi-
dérations d’observabilité, eévoquant brievement tagadux de Da Costa Pereira [Da 98], concernant
les problemes de décision séquentielle en environnenoemobservable.

2.2 Decision £quentielle sous incertitude possibiliste avec observabiit
totale et préferences non-flexibles

2.2.1 Rappel:états, strategies et trajectoires

Reprenons une nouvelle fois les notations de Puterman4Put9= {1, 2, ..., N} représente I'ho-
rizon (fini) du probléme. L'ensemble des états possiblesndnde a I'étape est notés; . L'état
initial du monde ess; et puisque la derniére décision doit étre prise a |iét&, les derniers états
gue I'on peut atteindre (sur lesquels portent en génésghteféerences de I'agent) sont représentés par
'ensembleSy 4.

Sous I'hypothése d’observabilité totale a I'étapBagent observe I'état € .S; du systéme et choisit
une actionz parmi I'ensembled, ; des actions disponibles a l'instantians I'états (il peut arriver
aussi qued, ; soit indépendant de ett). Les effets des actions sont mal connus et la connaissance
sur I'état résultant d’'une action est décrite par unefiom de transition possibiliste; : 7¢(s'|s, a)

est le degré de possibilité que I'étdtsoit atteint a I'etape + 1, I'action « ayant été effectuée dans
I'état s, a I'étaper.

Une stratégieest une collection de régles de décisibrfune pour chaque étape), associant a chaque
état possible € S; une action disponiblé;(s;) € A, ;. Lensemble des régles de décision a I'étape
t est noteD; et appelé ensemble de décision: c’est 'ensemble descafiphs deS; vers A, ;. Une

stratégie partiellel;_, ny = {d;, diy1, . .., dn} Spécifie la séquence de régles de décision a appliquer,
depuis I'étape jusqu’al’horizon du probleme. L'ensemble des straaggiartielles depuis I'étapest
noté D;_, . Une stratégie compléte= {dy, ds, ..., dy} spécifie entierement la séquence de regles

de décision a appliquer tout au long du probléme. Notaresrpus définissons les stratégies partielles
jusqu’a I'horizon du probléme. Ceci est di au fait que demtégies (compléetes) optimales seront
déterminées par induction arriére, et que la natureéatlifinal (but, non but, utilité) est d'importance
primordiale dans cette détermination.

1. Dans certains cas, 'ensemble des états possiblesiegyearau cours du temp$t, ¢, S; = S,.. Dans ces cas nous
omettrons l'indice.
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Une trajectoire (complete) = {sy, sq,...,s,} est une séquence d'états atteints durant les étapes
a N. Nous utiliserons parfois la notatiar{(i) = s;. LensembleS; x ... x Syy; des trajectoires
concevables est nofERA.J. Sit < ' sont deux étapes de I'horizon du probleme, une trajextoir
partielle det at’, notéer,_.,, est une séquence d’étafs;, s;y1, ..., sy} atteints entre les étapes
t ett’. Lensemble des trajectoires partielles concevablesde$ états ett’, note T RA.J;_,; est

St X Sig1 X ..o X Sy

Dans le reste de cette section, 'ensemble des états batseggésenté par un sous-ensemble (clas-
siqgue) B C Sn4i. Cette représentation ne permet pas de prendre en compigé&férences gra-
duelles: les états appartenan &ont satisfaisants alors que ceux apparten&it g — B ne le sont
pas.

Dans la suite de cette section nous allons commencer panirsue le cas extrémement simple d’une
seule étape de décision (dea N + 1) et nous définirons, pour chaque &tat Sy la possibilité et

la nécessité qu'une actianméne a un état satisfaisant, ce qui nous permettra dardédis criteres

de choix. Ensuite, nous examinerons le cas d’un horizon ootaupt plusieurs étapes et nous verrons
comment toute stratégie induit une distribution de pabtélsur I'ensemble des trajectoires. Nous en
déduirons une définition de I'optimalité d’'une stragédensuite nous verrons comment des stratégies
optimales peuvent se calculer récursivement par desadéshde type “programmation dynamique”.
L'algorithme sera basé sur le calcul (pdwariant deN jusqu’al) des quantitésl(But,(s, a)) et
N(But,(s, a)) mesurant respectivement la possibilité et la nécegsitippliquer I'action: dans I'état

s et a I'etapel mene a un état bug condition qu’une stratégie optimale soit appliquépartir de
'étapet + 1.

2.2.2 Le cas d'une seulétape

Considérons I'état du mondg a I'etapeN et une actiom: € A; x que I'on applique en. Puisque
I'évolution du systéme est décrite par la fonction densition possibilister(-|s, a) il est possible
de calculer la possibilité et la nécessité de I'eveeernil’état successeur est un état but”, noté
Butn (s, a):

Définition 2.2.1 Evaluations d’une action.
I(Buty(s,a)) = maxgep (s, a);
N(Butn(s,a)) = minggp(l — mn(s|s, a))

H(Butn (s, a)) etN(Buty (s, a)) sont respectivement la possibilité et la nécessité ds-smsemble
(classique)B, induites par la distribution de possibilit&-|s, a). [I(Butn (s, a)) et N(Butn (s, a))
sont donc des degrés de possibilité et de nécessit@sstis) satisfaisant la propriété suivante:

N(Buty(s,a)) > 0 = H(Buty(s,a)) = 1. (1)

Une approche prudente ou pessimiste consiste a préfaeeaction maximisant la nécessité d’at-
teindre le but. Bien que ce critere semble naturel, il nfest toujours suffisamment discriminant,
puisque dans de nombreux cas on ne peut trouver aucune agitant au but avec un degré de né-
cessité strictement positif. En conséquence, il coderdiscriminer les actions ex aequo en utilisant
le critere optimistdl(Buty (s, a)). Ceci conduit au préordre entre les actions netg >, pour sa
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partie stricte)g >, o’ se lisant % est préférée ou équivalente’adans I'états :

Définition 2.2.2 Préordre entre les actions.
1. a >, &' si et seulement si une des conditions suivantes est s#disfai

— N(Butn(s,a)) > N(Buty(s,a'))
— N(Butn(s,a)) = N(Buty(s,d’)) etll(Buty (s, a)) > I(Butn(s,a'));

2. a >, a' sietseulementsionnapas>; a;

3. a ~, ' si etseulement si
N(Butn(s,a)) = N(Buty (s, a’)) etll(Butn (s, a)) = [I(Butn(s,a’)).

Les propriétés suivantes sont vérifiees :
— >, estun préordre complet;

— a >, o' sietseulementsi
N(Buty(s,a)) > N(Butn(s,a’)) etll(Butn(s,a)) > [I(Buty(s,a’));

— a ~, a' si et seulement si
N(Butn(s,a)) = N(Butn (s, a’)) etll(Butn (s, a)) = [I(Butn(s,a’)).

Une actionz est diteoptimale pour si et seulement si il n’existe aucune actidrtelle quea’ >, a.
L'ensemble des actions optimales pour I'étdt I'etapeN) est notéA; . Grace a (1), les actions
optimales peuvent étre caractérisées plus intuitivemar la propriété suivante:

Proposition 2.2.1 Caractérisation ded; .

S'il existe une actiorn: qui, appliquée ers méne au but avec un degré de certitude positif (soit
N(Butn(s,a)) > 0) alors A ,; est 'ensemble des actions pour lesqueNé®ut (s, a)) est maxi-
mal. Sinon, puisquN(ButN(:s, a)) = 0 pour touta, A3 y estI'ensemble des actions pour lesquelles
H(Buty (s, a)) est maximal.

Une stratégie optimale assignera donc a chaquesé&aby une action arbitraire del; . A partir
de la on peut définir les degrés de possibilité et de s@téed atteindre le but depuis un étatCes
degrés correspondent a ceux que I'on obtient en appliquenaction optimale en

Définition 2.2.3
Soita™ une action quelconque dg; y :

— [I(Butn(s)) = H(Buty(s,a*)),
— N(Buty(s)) = N(Buty (s, a*))

Cette définition est bien fondée dans la mesur8l 0B ut (s, a*)) etN(Buty (s, a*)) sont constants
pour toutes les actions d& ;. Grace a (1) on peut vérifier facilement que

I(Butn (s)) = maxaea, y H(Buty(s, a)) tN(Butn(s)) = maxqea, , N(Butn(s, a)).

En d’'autres termed](Butn(s)) etN(Buty (s)) représentent respectivement la possibilité et la né-
cessité de I'evénement “il existe une stratégie meankétat s vers un état but”, ou en d'autres
termes, “effectuer une action optimale €permet d’atteindre un état but”. Sachant que, pour ¢put

I (Butn(s)) et N(Buty(s)) sont égaux dl(Buty(s,a)) etN(Buty(s,a)) pour une certaine ac-
tion a (optimale pous), il suit quell(Buty (s)) etN(Buty (s)) sont des degrés de possibilité et de
nécessité standards, vérifiant donc

N(Buty(s)) > 0= II(Butn(s)) = 1.



114 CHAPITRE 2. PROCESSUSECISIONNELS MARKOVIENS POSSIBILISTES

2.2.3 Stratgies optimales dans le caggquentiel

Nous allons maintenant généraliser la notion de stiatégtimale dans le cas ou plusieurs étapes
de décision sont rencontrées. Pour cela, nous allonsrdav@remier lieu définir la possibilité et la
nécessité qu'une stratégie méne d'un état initiakdojusqu’a un état but.

Définition 2.2.4 Possibilité d’une trajectoire étant donnée une stgité

Soitun étak; € S5;, une stratégie partiellé;_,y € D,y etunetrajectoire; N1 = {St41,-.., 5841} €
TRAJ+1nN+1. Le degré de possibilité que la trajectoire.; v 11 résulte de I'application de la
stratégied; .,y a s; est définie par:

77(7—75—|—1—>N-|—1|5t7 dt—>N) = iginN 77(82'4-1 |5i7 di(si))

Cette définition mérite quelques commentaires. D’'abofds,, d;—n) est une distribution de pos-
sibilité surT RAJ, 11 n+1 normalisée puisque toutes les fonctions de transitiohrsormalisées et
gue toute trajectoire dont les possibilités de transidntre deux éléements successifs sont égales a
17, aelle-m@&me un degré de possibilite Alors, définir une distribution de possibilité sur leajéc-
toires a partir des possibilités de transition éléragas revient a définir une distribution de possibilité
jointe sur un produit Cartésien d’ensembles, a chacuquizs est attachée une distribution de possi-
bilité. En fait, une trajectoire peut étre vue comme unteecde transitions élémentairgs, s;11),
non-interactives puisque I'hypothése de Markov stipule tp distribution de possibilité a I'étape

ne dépend que deg et de I'action appliquée, et non du passé du systeme. aix ¢ plus classique
pour I'agrégation des possibilités de transition estiiceé I'opérateurninimum [DP88]: une tra-
jectoire est exactement aussi “possible” que son maillguue faible. Pour des raisons de simplicité
nous utiliserons cet opérateur, d’autant qu'il est wtie pour une échelle de possibilité purement
ordinale. Dans le cas ou I'échelle utilisée pour meslegdegrés de possibilité est I'intervalie 1],
toute T-normé conviendrait également et les algorithmes proposés dahapitre se généralisent
aisément.

Il nous reste maintenant a définir la possibilité et legsité qu’une stratégie donnée, appliquée en un
état initial, méne a un état but. Ces deux facteurs deidant de la distribution de possibilité sur les

trajectoires sont respectivement les mesures de possigilde nécessité de I'ensemble Besnes
trajectoires(i.e. menant a un état but).

Définition 2.2.5 Bonne trajectoire.

Une trajectoirer;_, i +1 €st bonne si et seulement si son dernier ét@¥|+1) estdans3. BT,y 41 C
TRAJ;— N1 représente 'ensemble des bonnes trajectoiresalé’ + 1.

Définition 2.2.6 Possibilité et nécessité qu’une trajectoire soit banne

H(But(s, din)) = I(BTi N1 56, dis )

N(But;(st, disn)) = N(BLion41]5t, deon)

2. On rappelle qu'une T-normeest une application d@, 1] x [0, 1] vers|[0, 1], commutative, associative, monotone
et dont 1 est un élément neutre. Les T-normes usuelleslsaontnimum, le produit et la T-norme de Lukasiewicz
(a,b) = max{0,a +b— 1}
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En utilisant I'expression de la possibilité d'une traggot étant donnée une stratégie, I'expression
compléte de ces degrés devient:

H(Buti(s¢, disn)) = - N+1H€l%)%t . (Tt N+1]5t, disN)
— —

= mMaXrs, sni1}ETRAJ  ny1sn41 €8 M=t N T(siq1]s:, di(s:))

N(But;(ss, disn)) = (7 (e N+1]5t i)

min
TesN41 ETRAJ s ny1—BTi vy
= M4, sni1 JETRAT 41541 €Sy 41 —B P(MiNi=e N T (si11]si, di(s:)))
On peut maintenant ordonner les stratégies et définirtiamde stratégie optimale.

Définition 2.2.7 Ordre entre deux stratégies (partielles).
Soient deux stratégies_, y etd;_, et soits € Sy, di,n >, d}_, 5 Si et seulement si 'une des deux
conditions suivantes est veérifiée :

- N(Butt(st,dt%]\r)) > N(Butt(st,d;%N))

- H(Butt(st,dt%]\r)) > H(Butt(st,d;%N))

Les relations>; et ~, sont définies comme dans le cas d’'une seule étape. Et comnsece cas,
H(But(s¢, diyv)) €tN(Buts(s¢, di—n)) sont des degrés de possibilité et de nécessité stamdard

Une stratégie optimale est définie de maniéere évidente:

Définition 2.2.8 stratégie optimale.

d¢—,n est une stratégie optimale posirc S; si et seulement si il n’existe aucune stratégjie »; telle
qued,_ n >s din.

2.2.4 Calcul recursif d’'une stratégie optimale

Nous allons maintenant calculer par induction arrierejrpghaque étapg états € 5; et chaque
actiona € A, ;:

(i) les degrés de possibilité et de nécessité qu'applig ens, suivie d’'une stratégie optimale pour
les états + 1 a N conduise finalement & un état but ; une telle éventuatit@otéeBut, (s, a) ;

(i) La possibilitell(But,(s)) et la nécessitdl( But:(s)) qu’un état but puisse étre atteint depsiis
en appliquant une stratégie optimaletdeN .

Définition 2.2.9 Possibilité et nécessité d’atteindre un état but depuén appliquant: 3.

I(Buti(s,a)) = max min (m(s'|s, a), I(Butiy1(s')))
s'€Si

N(But;(s,a)) = Sll&nggrl max(n(r(s'|s, a)), N(But;11(s")))

3. Nous prouverons dans les lignes suivantes que les eigpresmtéed] et N sont bien des degrés de possibilité et de
nécessité. Nous utilisons d’ores et déja ces notapons ne pas en ajouter de nouvelles inutilement.
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On peut comparer deux actions en un &tat .5; comme on I'a fait precédemment pour les états de
SN .

Définition 2.2.10 Comparaison de deux actions.
a > o' si et seulement si une des deux conditions suivantes esfiosiati

— N(But(s,a)) > N(But(s, a’)),
— N(But(s,a)) = N(But(s, d’)) etll(But,(s,a)) > II(But(s,a’)).

Une action est dite optimale pour un étatsi et seulement si il n’existe aucune actidrtelle que

a' >, a. U'ensemble des actions optimales psua I'étapet est notéA; ;. Une stratégie optimale
affecte a chaque étatpour chaque étapeune action optimale.

Enfin, on définitll( But,(s)) etN(But;(s)) mesurant & quel point il est possible (resp. certain) d’at-
teindre un état but a I'étap® + 1 en appliquant une stratégie optimale a partisda I'étapet. Ce
sont en fait les mesures de possibilité et de nécessitévdmement “il existe une stratégie menant a
un état but depuis’.

Définition 2.2.11 Possibilité et nécessité d’'atteindre un état but depui
— [I(But(s)) = H(But(s,a*)),
— N(But:(s)) = N(But(s,a*)), ola™ est une action optimale.

Théoreme 2.2.111(But;(s, a)), N(But,(s, a)), [1(But;(s)) etN(But,(s)) sont des degrés de pos-
sibilité ou de nécessité standards.

Preuve:

On prouve par récurrence descendante'\fuél(But,(s)) < 1 = N(But.(s)) = 0.
Ceci a déja été montré pour= N, on montre maintenant que si cette propriété est
vérifiee pout + 1 elle I'est également pour.

Soits € S, supposons qul(But;(s)) < 1. Par définition ddI(But;(s)), ceci est
équivalent amaxge 4, , [I(But:(s,a)) < 1, soitVa € A,y [I(Buts(s,a)) < 1. Par
définition dell(But,(s, a)), cela donne:

Va € As 1,5 € Sipr, mi(s'|s,a) = 1 = (Butiyr () < 1 (1)
En appliquant (1) et I'hypothése de récurrence on monte&'q € A, ;,Vs' € Siq1, m(s']s,a) =
1= N(ButH_l (S/)) =0.

Soit alorsa € A, ;. Soits’ € Si44 tel quer(s’|s,a) = 1 (I'existence d’un tel état
est garanti car; est normalisée). PuisqiNy Buty1(s')) = 0 et m(s'|s,a) = 1 alors
N(But;(s,a)) = minges,,, max(n(m(s']|s, a)), N(Butiy(s))) = 0.

On adonc montré qué: € A, ;, N(Buti41(s'))) = 0, on en conclut qudl(But,(s)) =
0.

On montre maintenant que cette méthode de calcul réeuwlsinne bien des stratégies optimales.
Théoreme 2.2.2Les stratégies calculées récursivement sont optimales

— H(Buti(s)) = maxy, , yep,, 5 W(Buti(s, disn)),
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— N(But;(s)) = maxq,_, yen,, v N(Buts(s, din)).
Preuve :

Remarquons tout d’abord que

I (Buti(s)) = maXge4,, I(But(s,a)) = maxg.ep, H(Buti(s,di(s))) etN(But,(s)) =
maxge4,, N(But;(s,a)) = maxq,ep, N(But,(s, d¢(s))).

— On prouve par induction arriére que
II(Buty(s)) = MaXdeD, ,y MaAXLs, 41,.sn41€BTi115N 41 minj=¢,_. N 7T(S]‘-I-1|8]47 d(S]‘)).
Le résultat est évident pour= N (par définition dd1(Buty(s))). On montre que
siilestvraipourt +1 € 2,...N + 1 alors il est vrai pout :
II(Buti(s)) = maxq,ep, MaXs,, 5, min(m(sip1ls, di(s)), (Butip1(set1))).
Sion suppose le résultat vrai a I'étapé 1, on obtient:
H(BUtt (8)) — MaXq4,ep, MaXs, €54, min(ﬂ-t(st-l-l |87 dt(s))7 maXdeD,i1n
ma‘X{St+2,...75N+1}EBTt+2_)N+1 minj:t+17~~~7N T(Sj‘l‘l |Sj7 d(S]))
Comme d’aprés I'hypothése markovienngs:+1|s, d¢(s)) ne dépend pas des états
suivants,ona:

H(BUtl‘ (S)) = MmaXd,eD, MaXs, €84, MAXJeD, 11 maX{St.l_Q7...75N+1}€BTt+2_)N+1
minj=,...N 7 (sj41]5;, d(s;)).
On intervertitmax;,,,es,,, €t maxqep,,,,, (On peut le faire car ce sont deux
mazx):
II(But(s)) = max4,ep, MAXgeD, gy, y MAXs 41 €811 MAXLs o sn11}€BT o vt
min;—¢ N 7(Sj+1]55,d(s;5)).
Le résultat est montré.

— La démonstration est du méme type pNyBut;(s)).

Corollaire 2.2.1 Toute stratégie calculée récursivement par inductioiege est optimale.

Preuve:
Ce résultat se déduit du theoreme précédent et defiiaitiion d’'une stratégie optimale.

Ainsi, cet algorithme récursif est sain. Notons cependgarit n’est pas complet et qu'il existe des
stratégies optimales qui ne peuvent se trouver par ingluetiriere comme le montre le probléme
représenté par la Figure 2.1 page suivante (&We¢ 2 etG = {s¢}).

La Figure 2.2 page suivante montre quatre stratégieshjesgies actions affectées a chaque état sont
en gras et les degrés de possibilité de transition sont#ssaux fleches correspondantes).

Dans les quatre cas la trajectoire la plus plausible memanttat non but et , s;, s4). Les mesures
de possibilité de cette trajectoire lorsqije&’, d” oud”’ sont respectivement appliquées sont0,8; 0,7 ;
0,7 et 1. C’est pourquoi,

N(But1 (S7 d1_>3)) =0.2;

N(Buty (s, d|_5)) = N(Buty(s,d]_5)) = 0.3

N(Buty (s, d",5)) = 0 (etTl(But, (s, /")) = 1)).

d’" et d” sont des stratégies optimales. Pourtédhine peut étre obtenue par calcul récursif arriere
a cause de sa sous-stratégie entre les étapes 2 et 3 epteafine action sous-optimalesa Cet
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FIG. 2.2 — Quatre stratégies
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exemple montre gu’une sous-stratégie d’une stratédienafe (qui n'est pas calculée par induction
arriére) peut étre sous-optimale, ce qui est une comsrpude |'utilisation de I'opérateur idempotent
min pour le calcul de la possibilité d’'une trajectoire.

Algorithme 2.1 : CALCUL RECURSIF DE STRAEGIES OPTIMALES DANS LE CAS DE PRFE-
RENCES BINAIRES

% Cet algorithme est basé sur des méthodes de progranmagtiamique ;
% Il évalue par induction arriere alternativement la &xat’ de chaque état puis I'action optimale
en cet état ;
Données i, la stratégie optimale,
G, 'ensemble des états buts,
N, le nombre d’étapes,
St, les ensembles d'états possibles pour chaque étape,
A, + les actions disponibles pour chaque état possible de et&tgpe.
début
% Initialisations ;
d+0;
pour s € Sy faire
sis € But alors
| N(Butyyi1(s)) < 1; I (Butnygi(s)) 1
sinon
| N(Butnii1(s)) < 0; H(Butyi1(s)) < 0

% Calcul récursif ;
pour t + N jusqu'a 1lfaire
pour s € S; faire
pour a € A, ; faire
% Calcul deN(But;(s, a)) etll(Buts(s, a)) ;
N(But;(s,a)) < minges,,, max{n(m(s'|s,a)), N(Buti1(s))} ;
I(But(s,a)) + maxgyes,,, min{m(s'|s, a), [1(Butiy1(s'))}

% «* maximise N(But¢(s, a)), [1{But:(s,a))];
di(s) < a*;

N(But(s)) < N(But:(s,a*)) ;

| [I(Buti(s)) < I(Buts(s, a*))

d<+— dUdy

fin

Grace a ces résultats on peut proposer un algorithmeldel cke stratégies optimales qui est une
variante des méthodes de programmation dynamique de &e[Bel57] (algorithme 2.1). Il calcule
les stratégies optimales récursivement (de la deri@ige a la premiere).
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Algorithme 2.2 : VERSION AMELIOREE

% Cet algorithme differe du précédent dans la partieutaleN et 11 ;

% Il permet d’éviter certains calculs superflus ;

Données : % En plus des variables de 'algorithme préugde
n etw, deux variables temporaires de stockag@lds IT,
Nopt, Topt €t aop, Valeurs optimales dbl et I pour s et ¢ fixés ainsi qu’'une action
optimale correspondante.

début

% Initialisations ;

d+0;

pour s € Sy faire

sis € But alors
| N(Butyyi1(s)) < 1; I (Butnygi(s)) 1

sinon
| N(Butnii1(s)) < 0; H(Butyi1(s)) < 0

% Calcul récursif ;
pour t + N jusqu'a 1faire
pour s € S; faire
Nopt ¢ 0 Topt < 0
pour a € A, ; faire
% Calcul deN etlI ;
n«—1,7+0;
pour s’ € Sy faire
Sime < 1 alors
7 4— max{7, min{m(5'|s, a), [L(Buti41(s)) } } ;
sim > 7w, alors
Topt = T3 Qopt < @
L % Dans le cas contraire,,; ne peut étre amélioré ét(But;(s,a))
estinutile;

n ¢ minges,,, max{n(ry(s'|s,a)), N(But;y1(s'))} ;
sin < n,, alors Sortie de la boucle (*) % Dans ce casst sous-optimale
| puisquer ne peut que décroitre ;

| Sin > ngpt AlOIS ngpi = 1) aopt < a
| H(Buti(s)) = mope ; N(But(s)) ¢ nops 5 di(s) < aopy
| d«—dUd,

fin

L'utilisation des opérateursiin et max & la place de la multiplication et du produit dans les PDM
classiques permet d'éviter des calculs inutiles et de ldim’algorithme. En effet, une action peut
étre détectée comme sous-optimale avant la fin du caédN But, (s, a)) etIl(But:(s, a)) (*). Ceci
conduit a la version améliorée de I'algorithme (algomie 2.2).

La complexité de cet algorithme peut étre facilementudéke:elle est e® (N.|S|.|A|) comme celle
de l'algorithme de programmation dynamique [Put94].
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2.3 Decision £quentielle possibiliste avec observabili totale et prefe-
rences flexibles

2.3.1 Lensemble flou des trajectoires satisfaisantes

Jusqu’ici nous n’avons distingué que deux types d’'étataift : ceux qui satisfont les préférences de
I'agent et les autres. Cette dichotomie est insuffisante pmdéliser la plupart des problemes de
décision réels dans lesquels un agent exprime desrpnefgs (ou de l'indifference) entre les états
éventuels du systeme. C’est pourquoi nous allons affesig états du systéme un degré d'utilité
qualitatif (ordinal), reflétant les préférences de Eag comme exposé dans le chapitre précédent.
Dans de nombreux problémes I'agent n’exprime de prafé&e qu’entre les états finaux du systeme
(al'étapeN + 1). La fonction d'utilité associée est interprétée coemmdegré de satisfaction(s) =
up(s), ouup estune application déy ., dans une échelle ordinale (éventuellement I'intervalle
[0, 1]). us(s) exprime & quel point est un état final satisfaisant pour I'agemt. n’est pas forcément
normalisée : il se peut qu'aucun état final du systéme iig@onement satisfaisant.

Plus généralement, des degrés de satisfaction peuwssit&tre assignés aux états intermédiaires du
systéme. On peut également affecter de tels degrés gioxnaet pas seulement aux états: de tels
degrés peuvent étre considérés comme des “anti-c@itinaux), avec la convention que pluga)

est élevé, moins I'action est colteuseu(a) = 1y, signifie quen est gratuite eti(a) = 0y, signifie
gu’elle est si colteuse qu'aucune stratégie admissibleaut la contenir). Pour simplifier I'exposé
des méthodes proposées ici nous ne prendrons pas en dempbdits d'actions, cependant leur inté-
gration aux modeles que nous allons montrer est facile.

L'utilité globale d'une trajectoire est définie a parties utilites des états qu’elle contient, en les
agrégeant par levin :

Définition 2.3.1 Utilité qualitative d’'une trajectoire:
Soient les fonctions d'utilité qualitative: : S; — L, pour chaque étape L'utilité globale d’'une
trajectoirer est définie par:

) = o iy, (5
Notons que dans le cas du= [0, 1] n'importe quelle norme triangulaire peut étre utiliséla place
dumin pour agréger les utilités de chaque étape.
La fonction d'utilité qualitativex sur les trajectoires permet de définir un ensemble flou dedmon
trajectoires dont la fonction d’appartenanceest (1) = (7). Pour la méme raison que poug,
upT n'est pas forcément normalisée: il se peut qu’il existe @rape dont aucun état n’est pleinement
satisfaisant.

2.3.2 Stratgies optimales au sens de l'utilé qualitative pessimiste

A partir des distributions de possibilité et des fonctidha#ilité qualitatives définies sur les trajectoires
nous pouvons maintenant exprimer les fonctions d’utijil@litative pessimiste et optimiste (décrites
dans le chapitre précédent) d’'une stratégie.

Commencons par I'utilité pessimiste :

Définition 2.3.2 Utilité qualitative pessimiste associée a une stragefg ., v :

Vi (disn|se) = min max{n(7(r|s;, dinN)), u(T)}
T€ETraji sN41
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d;_, n estu,-optimale ssi elle maximise.

Intuitivement, cette définition suggére que I'utilitéalitative pessimiste d’'une stratégie est d’autant
plus élevée que toutes les trajectoires les plus plaasipli’elle induit ont une forte utilité. Ce cri-
tere est une généralisation du critére pessimisteqa@par Dubois et Prade [DP95b] a I'évaluation
d’'une stratégie (et non simplement d’une action). Notaresegpmme dans la section précédente, des
stratégies peuvent étrg-optimales et toutefois contenir des sous-stratégieaglé sont pas.

Deux cas particuliers peuvent étre soulignés. Premméng, si les possibilités de transitiofir|s;, d;—,n)
sont binaires (appartiennent{@;, 11,}), on reconnait I'habituel critere de Wald qui assignena u
stratégie I'utilité de la pire trajectoire possible, idu pire état qui peut étre rencontré au cours de
I’horizon du probléme en appliquant cette stratégie. @@mement, si c’est la fonction d’utilité qui

est binaire, 'ensemble des bonnes trajectoires deviemngemble classique et(d;_x|s;) n'est
autre queN(But,(s, d;—n)) définie dans la section précédente.

Comme précédemment on montre qu’une stratégi@ptimale peut étre calculée récursivement.
Définition 2.3.3 Définition récursive d’une stratégie optimale (pessit®).

— Vs € Sny1, vV Ts) = unyi(s),

- Vs € S, Va € Agy,vi(s,a) = minges,,, max{n(m(s']s,a)),vlt(s)},

— Vs € Sy, vl(s) = maxqea,, vi(s, a).

De plus, on écrit que est au moins aussi bonne qug(au sens pessimiste) dans I'état .S;, noté

a >Fe o' si et seulement sil(s,a) > vi(s,a’). On définitAT¢* comme I'ensemble des actions
optimales ers, i.e. celles qui maximisent. (s, ). Bien sQr\Ys € Sy, vl(s) = vi(s,a*) olia* estune
action deAZ’ss.

En fait, vl (s) est la mesure de nécessité de I'evénement flou “il exietestratégie qui a partir de

I'état s conduit & une trajectoire optimale”. En d’autres termes,
Théoreme 2.3.1v!(s) = maxgep, vi(s, d:(s))
La preuve de ce théoréme, trés similaire a celle duréite 2.2.2 page 116 est omise.

Corollaire 2.3.1 Toute stratégie calculée récursivement comme dansflaitdon 2.3.3 est..-optimale.

Ainsi, comme dans le cas de préférences binaires sutds finaux, des stratégies maximisant la
nécessité d'atteindre un état but peuvent étre cadsupar induction arriere, affectant a chaque état
une action: € AL§*.

2.3.3 Stratgies optimales au sens de I'utilé qualitative optimiste

On peut également classer les stratégies suivant Idite gtilalitative optimiste. Si on adopte un point
de vue optimiste, une stratégie est d’autant meilleureqyugele degré d'intersection de I'ensemble
flou des trajectoires possibles et de celui des bonnestnagExest éleve.

Définition 2.3.4 Utilité qualitative optimiste d’'une stratégié_, n.
v (din|se) = max  min{x(7|sy, din), u(T)}
T€ETraji sN41

d;_, n estv*-optimale ssi elle maximise'.
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Cette fois, une stratégie est d'autant meilleure que €eride flou des trajectoires possibles qu'elle
définit et qui ont une forte utilité est non-vide. Si les gibdlités de transition sont binaires, on retrouve
un critéere du typenaxzimax : une stratégie est d’autant meilleure qu’elle permet deaptrer (en
suivant une des trajectoires possibles qu’elle définithains un état satisfaisant. Si ce sont les utilités
gui deviennent binaires, on retrouve le critére optimexj@osé dans la section précédente.

Tout comme pour,, 0n montre qu’une stratégig-optimale peut étre calculée récursivement.

Définition 2.3.5 Définition récursive d’une stratégie optimale (optitejs

— Vs € Sny1, Vx4 (8) = unga(s),
— Vs € S;,Va € Ay, 07 (s,a) = maxges,,, min{m(s'[s, a),vi(s")},

— Vs € 54, v/ (s) = maxaea,, vy (s, a).

>Ort est définie de maniére semblablz & etAgft estl'ensemble des actions= A, ; maximisant

v} (s, a). Comme précédemment, on obtient aisémentujye = vy (s,a™) ola™ € Agft.

En fait, v/ (s) est la possibilité de I'evénement flou “il existe une gighe définissant une bonne
trajectoire a partir de”:

Théoreme 2.3.2v] (s) = maxgep, vy (s, di(s))

Corollaire 2.3.2 Toute stratégie calculée par induction arriere en suivka définition 2.3.5 est™-
optimale

2.3.4 Buts flexibles ou non-flexibles?

Jusqu’ici, dans ce chapitre nous avons fait une distin@rdre les cas ou les préférences d’'un agent,
exprimées a I'étap&/’ + 1 étaient flexibles ou non. Nous allons maintenant voir queake ou les
préféerences sont flexibles peut se réduire au prétcéedersupposant que les degrés d'utilité affectés
aux états dé'n; sonten fait reliés a des possibilités ou des nécesdisteindre un état but a I'étape
N + 2. Ceci conduit a ajouter une étape de décision entre &arnitsV + 1 et NV + 2, instant auquel
seules des préférences binaires sont maintenant eagsiet’'une seule action est applicable.
Cependant, les possibilités de transition entre lesestadp+ 1 et N + 2 sontdifferentes selon que
I'on souhaite calculer I'utilité pessimiste ou optimisteine stratégie.

Supposons que nous ayons une fonction d'utilité qualgatisur Sy 1. Définissons le nouveau pro-
bleme comportant une étape supplémentaire; 2 :

- SN_|_2 = {but, W},

- Butyyo = {but},

-Vs € Sng1, As N1 = {a*},

-Vs € Sni1, TNy (but|s,a®) = 11, iy g1 (but]s, a*) = n(u(s)).

On peut montrer la proposition suivante:

Proposition 2.3.1Vs € Syt1, u(s) = N(Butnyy1(s)).



124 CHAPITRE 2. PROCESSUSECISIONNELS MARKOVIENS POSSIBILISTES

Preuve:

Par définition deN(Butn41(s)) ona:

N(Butn11(s)) = maxeea, vy, Milyesy - Butyy MAN+1(S]8, ).
Donc,N(Butny1(s)) = n(n(u(s))) = u(s).

De la méme fagon, en étendant I'horizon du problémésiniar :
- SN_|_2 = {but, W},

- Butyyo = {but},

-Vs € Sng1, As N1 = {a”},

-Vs € Sny1, g1 (but]s, @) = u(s), myyp1(but]s, a*) = 15.

On peut montrer que :
Proposition 2.3.2Vs € Syi1, u(s) = H(Butn41(s)).
Preuve:

Par définition ddl(Butn4+1(s)) ona:

N(Butnyi(s)) = maXeea, vy, MaXgeButy,, TN4+1(5']s, a). DoOnc,I1(Buty11(s)) =

u(s).

Ainsi, u(s) peut étre obtenue, soit comme degré de nécessité guineodegré de possibilité en
considérant une étape supplémentaire et une seul@aisiponible a I'eétapev + 1.

Il est important de noter que les actions disponiblest@pé/N + 1 sont différentes et les utilités
pessimistes et optimistes calculées pour une aet@nne étapé < N + 1 ne sont pas des degrés de
nécessité et de possibilité duaux. En effetBut;(s)) < 1 n'implique pas forcémerl(But;(s)) =

0.

2.3.5 Raffiner le critere pessimiste par un criere optimiste

En général on choisira le critere pessimistepour discriminer les stratégies, car celui-ci est pru-
dent alors que le critére optimist& peut conduire au choix de stratégies plus risquées. Cepéen
n'utiliser quew, pour classer les stratégies peut se révéler peu dig@irthiEn conséquence on peut
songer a utiliser le critére* pour raffinerv,, d’'une maniére similaire a celle utilisée dans la sectio
2.2 [FLS98].

Définition 2.3.6 Raffiner le critere pessimiste.
1. din >, di_,  SSil'une de ces deux conditions est vérifiée :
— vl(s,din) > vi(s,d,_ 5)0U
— vl(s,diyn) = vi(s, di_ ) etvf (s, din) > vf (s, d_ ).

2. di_.y est optimale ssi il n’existe aucune stratédie, 5 telle qued;_, ; >, din.

Il est alors facile de montrer qug_,y est optimale ssi elle est.-optimale et maximise™ parmi
I'ensemble des stratégies-optimales.
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Puisquevl (s, d;—n) etv} (s, d;—n) sont respectivement la nécessité et la possibilite dhsemble
flou, en général ilse verifient pasl(s,d;n) > 0 = vi(s,din) = 11, mais seulement la
relation plus faible v} (s, d;—n) > vi(s,d;—n). En conséquence, des actions optimales suivant
ne sont plus forcément optimales suivaht

Exemple 2.3.1Soit7' = 1, 51 = {so}, 52 = {51, 52, 53}, As; 1 = {a, b, c} avecv,(sg) = 1 et

m(s1]s0,a) =1  m(s2|s0,0) =0 w(ss|sp,a) =0,2 | wa(sy) =1
m(s1]s0,0) = 0,7 7(s2|s0,b0) =1 7(ss|s0,b) =0,1 | va(s2)

6
2
m(s1]so,c) =1  7w(sz2|s0,b) =0 7(s3]|s0,b) =0 | va(s3) 2

=0,
=0,

Les stratégied, d’ etd” associant respectivement etc a sq ont pour utilité pessimiste et optimiste:
g

old)=0,2  vi(d)=1
ol(d)=0,6 ovi(d)=0,7
vi(d") =0,6 vi(d")=0,6

Ainsi,d’ etd” sontv.-optimales alors qué estv*-optimale.d’ est optimale suivant le critére de choix
raffiné.

Maintenant montrons que I'on peut obtenir par calcul réifdies stratégies optimales suivantle critere
raffiné. Nous gardons les mémes définitions que préoéumt pour le calcul récursif d€ (s, a) et
vl (s) mais nous utilisons maintenaijt a la place de; :

Définition 2.3.7 Calcul récursif du critére optimiste raffinant le cripessimiste.

— Vs € SN, Oy (8) = vva(s)

— Vs € S, Va € Ayy, 07 (s5,a) = Supges, ., min(ry(s'|s, a), 07 (s))

—a > d ssivi(s,a) > vl(s,a’) ou @L(s,a) = vi(s,d’)eto;(s,a) > 0 (s, a'))
— A;, ={a € A, tels quil n'existe pas’ € A, ; telle quea’ >, a}

— Vs € Sy, 97 (s) = min(u(s), 07 (s,a*)) poura* € A;,, arbitraire.

Ainsi, v (s) représente la possibilité de I'événement flou “atteéndn état but & partir de en
appliguant une stratégie.-optimale”. Notons que pour toutet s on a les inégalités suivantes:
vi(s) > 07 (s) > vi(s). En général, ces inégalités sont strictes. En parécul’ ne doit pas étre
confondu avee; : alors quevf (s) représente la possibilité de I'événement flou “attegneh état but
en appliquant une stratégie optimale suivant le critérement optimiste; (s) représente la possi-
bilité de I'evénement flou “atteindre un état but en agpnt une stratégie optimale suivant le critére
raffiné”, i.e.v.-optimale et parmi celles-ci, maximisant.

PrOpOSition 2.3.3 ﬁ? (S) = SupdEDt|d est v*—optimalevf(sv dt(s))

Corollaire 2.3.3 Toute stratégie calculée récursivement par inductioitge suivantla définition 2.3.7
est optimale pour le critere raffiné.
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Grace a ces propriétés il est possible de définir engoralgorithme dans le style “programmation
dynamique”, permettant de calculer une stratégie opéraaivant le critére raffiné. Encore une fois,
comme précédemment, il est possible de le simplifier aBritér certains calculs superflus.

Algorithme 2.3 : CALCUL RECURSIF DE STRAEGIES OPTIMALES SUIVANT LE CRITERE RAF
FINE

Données i, la stratégie optimale,
N, le nombre d’étapes,
St, les ensembles d'états possibles pour chaque étape,
A, + les actions disponibles pour chaque état possible de etitqpe
début
% Initialisations ;
d+0;
pour s € Sy faire
L @]*ﬁ%(s) = u(s) ;
ve TH(s) = u(s)
% Calcul récursif ;
pour t + N jusqu'a 1lfaire
pour s € S; faire
pour a € A, ; faire
% Calcul devi (s, a) ;
L % Calcul dep; (s, a)
% a* maximisev’ (s, a) puiso; (s, a) ;
di(s) « a*;
vl(s) ¢ vl(s,a%);
L 07 (s) = v (s, a7)
% Ajout a la stratégie optimale ;
| d+dUd,

fin

Une solution alternative pour raffiner le critere pessimimourrait consister en le remplacement de
I'opérateurmin pour calculer la possibilité d’'une trajectoire par unigdéur deminimum lexicogra-
phique Dans ce cas il s'agirait de conserver pour chaque trajectadon pas la possibilité de transi-
tion du “chainon le plus faible”, mais toutes les possibdide transition, rangées par ordre croissant.
Alors, deux trajectoires sont comparées d’abord selardi&ment le plus faible, puis le suivant, etc...

Des méthodes de programmation dynamique ont été peesqgsdur résoudre ce type de probleme
(dont on peut montrer qu'’il ressemble a des problemesicjass de programmation dynamique de
type “plus court chemin”), entre autres par Fortemps [Fpr97

Une autre méthode de raffinement, également applicalle ldacas de décisions non séquentielles,
est suggérée dans [DP95c]. Cette méthode consisteaatdger les actions,-optimales en utilisant
les ordres lexicographiques discrimin([FLS93], voir aussi la section 1.2.1 page 11) sur les vasteu
dontles coordonnées sontles termesc{n (7 (s)), u(d(s))} (dans le cas non séquentiel), peut S.
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2.3.6 Exemple

Un robot doit se déplacer dans une salle représentéea paglire 2.3. Il entre par la case en haut a
gauche (de coordonnégk 1)) et son objectif est de se rendre “en bas & droite”. Son heregere-
ment satisfait si il réussit a rejoindre la cg8e3) et partiellement si il rejoint 'une des deux cases
adjacentes.

1 2 3
1 D
0.5
2
B
3 0.5 1
B B

FIG. 2.3 — Espace d’états et fonction d'utilité.

Les actions disponibles sont (H)aut, (B)as, (G), (D)rottéRdester en place. Si le robot choisit de
(R)ester en place, il esertainde demeurer sur la méme case. S'il choisit H, B, G ou D, il@st t
a fait possible gu'il se retrouve dans la case choisie si el libre mais il est également possible
gu'il se retrouve dans une des cases voisines. La figure 2drentes possibilités de transition pour
I'action D, les autres se déterminent aisément, par gyené

0.4
o —= 1 o —= 1 o —= 1 10—
0.4 0.2

FIG. 2.4 — Possibilités de transition pour I'action “aller a droite

Supposons maintenant que I'horizon du probléme soit 5,uceignifie que les buts sont proposés
pour I'étape 6. La Figure 2.3 représente la fonction dtéti:, donc elle représente égalemetit
v8(s33) = 1, v8(s32) = v8(s23) = 0,5 etvf(s) = 0 pour les autres états.

Calculons maintenant les actions optimales pour les @&ts;, i.e. la stratégie optimale (pessi-
miste) a I'étape 5. Pour chaque actioet chaque état, nous avons? (s, a) = minges,maz (1l —
w(s']s,a),ul(s")) (= ne dépend pas de I'étape courante) ainsige) = max,c(r,p,1,r,s142 (5, @).

La Figure 2.5 représente les utilités pessimistes deughatat debs (lorsque celle-ci n’est pas nulle)
ainsi qu'une action optimale pour chacune de ces étapasnslque chaque état ne comporte qu’'une
seule action optimale associée, excepté pour Igtapour lequel les actions D et B sont également
optimales.

Il nous faut maintenant itérer le processus pour obterd@stiratégie optimale. La Figure 2.6 représente
un tel processus itéré cing fois. Notons qu’apres quitirations I'utilité pessimiste associée a chaque
état ainsi que les actions optimales correspondantesamgeht plus. De maniére similaire on pourrait
calculer des stratégies optimales suivant le criteramogte ou suivant le critere raffiné.
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1 D 0.6 {]
5 05 (0.8
Voo
3 08 |1
= R

SG 1 2 3 85 1 2 3 S4 1 2 3
D D 0.6 D 0.8
1 1 i 1 i
5 0.5 5 0.5 0.8 5 0.5 0.8 |0.8
vl = v
3 0.5 1 3 0.8 1 3 0.8 1
R = R = R

1 0.6 g 0.8 {7 1 0.8 5]) 0.8 {7 1 0.8 5 0.8 {7
5 0.8 (0.8 0.8 5 0.8 0.8 0.8 5 0.8 0.8 0.8

DR T o v PR T
3 0.8 1 3 0.8 1 3 0.8 1

FiIG. 2.6 — Calcul récursif d’'une stratégie pessimiste optimale.

2.4 Conclusion

La principale contribution de ce chapitre consiste en umenskon de la théorie de la décision quali-
tative possibiliste a la décision séquentielle. Dearéralisations ont &té proposées (la seconde plus
générale que la premiére), correspondant dans notrélmadx quadruplets N, 7, B, maximiser
(N,IT) > et< N, 7, min, maximiserv. puist* >. Nous avons proposé des algorithmes, dans le style
de la programmation dynamique, s’appliquant a la régmtude ces problemes.

Une méthode alternative pour la décision séquentigisibiliste a été explorée par Da Costa et col.
[DGLM97a], [DGLM97b], [Da 98]. Ces travaux utilisent égahent des distributions de possibilité
pour représenter les effets des actions. Ils se placestaoadre non observable et en conséquence,
plutdt que de calculer des stratégies, ils calculent tisspgnconditionnels (ou séquences d’actions),
maximisant la possibilité ou la nécessité d’atteindneétat but. Ils utilisent une représentation des
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actions possibilistes “a la STRIPS” qui évite une éntatién compléte des états, comme nous le fai-
sons ici et proposent un algorithme de calcul de plans optinpdus dans le style “IA et planification”
gue dans le style “programmation dynamique”.

Dans le chapitre suivant nous proposerons également atieode de représentation logique des pro-
blemes de décision sous incertitude possibiliste et dgsithmes de résolution associés, pour le cas
d’'une seule étape de décision.

Plusieurs extensions de la programmation dynamique ercemgment “flou” ont été proposées. Une
revue de ces extensions peut étre trouvée dans [EK98]rdraier article sur ce theme est celui de
Bellman et Zadeh [BZ70] dans lequel une fonction d’utié# utilisée (et les utilités intermédiaires
sont agrégées parteinimum) et les transitions sont soit déterministes soit stoéhass. Ces deux
approches correspondent aux quadruptetd’, D, min, v > et < N, pr, min, & > respectivement.
La seconde approche est en fait mi-qualitative mi-quaivwéale critere de choix correspond a maxi-
miser I'espérance mathématique d’'une fonction d'@itjtialitative. Au contraire, notre approche est
entiérement qualitative (aussi bien du cdté des peéfées que de I'incertitude).

D’autres travaux importants utilisentla théorie des pmktes pour la décision séquentielle, dont ceux
de Kacprzyk [Kac83, Kac98] et Baldwin et Pilsworth [BP82hdprzyk [Kac83, Kac98] propose de
construire une stratégie maximisant I'utilité optineist grace a un algorithme de tyfeanch and
bound Il propose également des extensions de sa méthode awidd®rizon du probleme est in-
fini, voire flou. Lapproche alternative de Baldwin et Pilstto[BP82], basée sur des méthodes de
programmation dynamique, maximise également le crisptemiste mais la recherche est effectuée
sur un ensemble flou d’états et la maximisation s’opéreusuensemble flou de décisions, ce qui,
comme le note Kacprzyk, rend I'approche d’'une complexité raisonnable.

Ce chapitre ne propose qu’un ensemble de résultats pnéliiras quoique importants. Trois directions
principales peuvent &tre envisagées pour la suite:

— Considérer la contribution des états et actions inéelimifes pour I'évaluation globale d’'une
stratégie : la maniere la plus naturelle de le faire dansaginie purement qualitatif consisterait
a les combiner par uminimum. Pourv, cela pourrait donner:

vl(s,a) = min{v(s),v(a), S/Enggrl max{n(7(s']s,a)), v (s)}},

si on considére que les utilités sont des degrés de actiisfi ou de priorité.
Néanmoins, revenant a I'expression de base de I'ufi&simiste d’une stratégie

v(8) = min max{n(r(r)) u(r)},
Toute lattitude est laissée pour le calcul effectif deilité 1(7) d’une trajectoire (il en est
de méme pour (7). Cela signifie que I'on peut, par exemple, considérer quiité d'une
trajectoire est fonction d’'une somme de récompensedtéasoau long de son parcours, mais
gue seul I'ordre entre les sommes associées a chaquectaieg compte pour la définition de
w (afin de conserver une échelle ordinale). Dans ce cas, éentline classe de problemes
généralisant celui de la recherche de plus court chemis da arbre (on retrouve exactement
ce probleme si les transitions entre états sont détéstes).

— Se placer en environnement partiellement observablewgspivre les pistes proposées dans
ce chapitre pour définir une contrepartie qualitative deMBPP et des méthodes de résolution
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adaptées. Les méthodes envisagées pourraient étme damplexité moindre que celles des
POMDP classiques, grace aux propriétés des opératewrsnum et maximum, permettant
d’obtenir un espace de connaissarfagisa partir d'un ensemble d’'étafigi.

— Enfin, des théories qualitatives de la décision soustiiiege plus générales que celle de I'utilité
possibiliste pourraient étre étendues a la décisamuentielle. En particulier, la théorie basée
sur l'intégrale de Sugeno pourrait &tre étudiée darcadee.

Nous pourrions également nous intéresser a des méttitedesprésentation structurée pour les pro-
blemes de décision qualitative séquentielle : trouver contrepartie qualitative des réseaux de déci-
sion de Zhang [Zha94] ou utiliser des méthodes de reptésen logique (ala STRIPS, par exemple,
comme dans [Da 98]. Ce dernier probleme de représentatiique (et de résolution) de problemes
de décision sous incertitude qualitative va étre abdadts le chapitre suivant, dans le cas non séquen-
tiel.
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Chapitre 3

Une approche logique de la dcision
gualitative dans l'incertain basee sur les
ATMS

3.1 Introduction

Nous avons exposé dans le dernier chapitre de la partimdibphique de cette thése un certain
nombre de représentations de problémes qualitatifedisioh sous incertitude.

Nous avons décrit de maniére détaillée 'approche dest@®earl [TP94] basée sur les préférences ce-
teris paribus de Doyle et Wellman [DW94], ainsi que celle8datilier [Bou94] et de Lang [Lan96].

Dans les théories de la décision sous incertitude que arss montrées dans les chapitres 1 et 2 de
la premiere partie et dans le chapitre 1 de la seconde, &&rpnces d’un agent sont exprimées par
I'intermédiaire d’une fonction d'utilité (a valeurgelles ou dans une échelle simplement ordonnée)
alors gue ses connaissances sont exprimées par I'indeired’'une mesure de l'incertitude : mesure
de probabilité, possibilité, etc...

Cependant, il serait intéressant de proposer une expreptils compacte des préférences et des
connaissances d’'un agent, compatible avec une themidi&e” de la décision sous incertitude, plus
riche en tous cas que les théories qui sous-tendent les@my logiques décrites dans le chapitre 3
de la partie I.

Cette expression pourrait étre, et c’est I'approche quesadions proposer, sous la forme de formules
logiques (propositionnelles) valuées, dont nous powrd&duire les fonctions d'utilité et d’incertitude
correspondantes. Dans ce chapitre, nous supposerongjaikas préférences et les connaissances
d’'un agent seront exprimées par I'intermédiaire de psitpms valuées.

Dans la prochaine section nous allons montrer deux appsosyrgaxiques basées surltaique
possibiliste I'une pessimiste et I'autre optimiste, pour résoudre predblemes de décision sous in-
certitude. Dans un premier temps nous considérerons queééerences et I'incertitude sont binaires
(conséquences buts/non buts, états du monde possitpessibles), puis nous envisagerons le cas de
préférences et de connaissances incertayn@guelles Les connaissances et les préférences seront
exprimées dans des bases stratifiees de formules logigoessitionnelles. Nous montrerons alors,
en reprenant nos résultats exposés dans [DPS97b], gdelugsapproches syntaxiques sont respecti-
vement en accord avec les deux fonctions d’utilité quidliégpossibilistes, pessimiste et optimiste.
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Ensuite, reprenant nos travaux présentés dans [DLPSA8a$ donnerons de brefs rappels sur le
cadre dedAssumption-based Truth Maintenance SysteNi$/1S) de de Kleer [de 86] et nous mon-
trerons comment un probléme de décision qualitativeipdisse peut &tre codé dans ce cadre. Nous
décrirons alors une procédure appelée MPL (pdodeles Préférés et Littéraugroposée par Castell
et col. [CCCL96] et basée sur la procédure de Davis et Pufid60] et nous montrerons comment
elle peut étre utilisée pour le calcul de décisions oplég, pessimistes ou optimistes.

Le cadre original basé sur les ATMS gue nous proposons podétision qualitative possibiliste,
peut étre généralisé aux calculs de décisions optisnais-a-vis d’autres criteres de décision non-
classigues. Dans la section suivante nous exposerons lerltee ATMS et décision dans l'incertain
basée sur les fonctions de croyance et de plausibilieti@eaux ont été présentés dans [LS97]. Nous
décrirons également un cadre général basé sur les AT sé dans [Sab98], permettant d'intégrer
la représentation de problemes qualitatifs de décisers incertitude, dans lequel outre les hypo-
theses classiques, sont inclus des symboles de prééetile décision.

3.2 Decision qualitative sous incertitude et bases stratiies

3.2.1 Notations

Dans ce chapitre, les lettres majuscules D, P, H, . ..) représentent des ensembles de propositions
(éventuellement littérales). Pour tout ensemble de fibes4d, A" représente la formule conjonction
des propositionsdé et A la formule disjonction des propositionsdeSi I = {/;} estun ensemble

de littéraux~ H = {—l;,l; € H} estI'ensemble constitué de la négation de ces littéraux

3.2.2 Decision dans le cas binaire

Voyons comment on peut décrire un probleme de décisioa Brertitude dans un cadre logique.
Nous utiliserons, dans cette section et dans la suivantegcabulaire contenant des variables pro-
positionnelles de deux types: variables de décision éhbims d’état. Les variables de décision sont
contrdlables, ce qui signifie que I'agent-décideur pewrfleur valeur. Prendre une décision revient
pour I'agent a fixer la valeur de vérité (vraie ou fausse}alites les variables contrélables ou d’'une
partie d’entre elles seulement. La valeur de vérité deiabkes d’'états, au contraire, est fixée far
natureet I'agent n'en a aucun contrble, méme s'il peut exprimes préférences sur ces valeurs. L'en-
semble des variables de décision est roté

K est une base de connaissances (de la logique propositenaéetrivant ce que I'agersait du
monde, ainsi que les contraintes liant éventuellementdé=urs de vérité des variables de décision.
P est une autre base, de préférences, décrivant lesbetstgle I'agent, i.e. ceux satisfaisant ses
préféerencesk et P sont supposées finies, tout comme le langagensidéreé.

Supposons dans un premier temps guet P sont des bases de la logique propositionnelle classique,
représentant des connaissances certaines et despféiout ou rien Un agent dont les connais-
sances certaines sont modéliséegpat les préferencesbsoluepar P va chercher a rendre “vraies”
toutes les formules dE (i.e. a satisfaire ses préférences absolues) en ag@sdes variables de dé-
cision qui controlent les modeéles @ et P. Unebonnedécision (d’un point de vue pessimiste) sera
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une conjonction de littéraux;* (d C D), entrainant la satisfaction de toutes les formuleB dtersque
les formules dd< sont supposées vraies. Ainsi, une bonne décigiotoit satisfaire:

KA dNF P, (3.1)
De plus, K™ A d” doit étre cohérente, car sinon 3.1 est trivialement fatés

Dans ce chapitre nous supposerons implicitement queu#aiéde I'action représentée par la décision
d" ne modifie pas le contenu de la bdsejui contiendra, par exemple, des connaissagenériques

Il est doit &tre clair que cette hypothése n'est pas tagjuérifiee. Considérons par exemple une base
de connaissancéactuellegiécrivant que dans une piéce, la porte ou la fenétre @sttwu Supposons
gue la décision de fermer la porte soit prise. On se retrol@want un probleme dmise a jourdes
connaissances, dans lequel I'action de fermer la porte ing@a® déboucher sur la conclusion que la
fenétre est ouverte...

Dans le cas général, donc, on ne devrait pas utilisen d*, maisk” o d", oo est un opérateur de
mise a jouret K o d" est le résultat de la mise a jour. Dans ce cas, la cohédmEe' o d”* devrait
étre remplacée par la cohérencedfeavec la partigactuellede K seulement, lorsqu&™ contient
également des connaissangégériques

L'étude de l'utilisation d’opérateurs de mise a jour EBssée en dehors de cette these: notre seul
propos ici est de faire le lien entre des approches quakistie la décision dans I'incertain et repré-
sentation logique. Nous nous contenterons d’une repré&semn peu raffinée (logique propositionnelle
classigue), mais nous méenerons le lien jusqu’a défirimdethodes de résolution opérationnelles.

D’un point de vue optimiste, on peut se contenter de déatssipui sont simplement cohérentes avec
les connaissances et I'obtention des buts, soit telles que:

K"Nd"ANPN £ L. (3.2)

Ce point de vue est optimiste dans le sens gu'il suppose guerdderences sont satisfaites des lors
gu’'elles sont cohérentes avec la décision prise et leraissances, i.e. des que leurs négations ne
peuvent étre prouvées.

Ces deux modes de décision présentent une certaine igasemavec les deux modes de diagnostic
basés sur les modeles (voir par exemple Hamscher et dotd9H)) : diagnostic abductiétdiagnostic
basé sur la cohérence

Il est alors tentant de coder I'expression logique d'un faote de décision sous incertitude dans le
cadre desSystemes de maintien de la cohérence basés sur les bgpditiont I'abréviation anglaise
est ATMS) de de Kleer [de 86]. Pour mieux s’adapter au cadseAJMS et utiliser les outils de
résolution correspondants, nous devrons changer le eodieg décisions (comme nous le verrons
dans la section suivante), de conjonctions de littérausreembles de littéraux positifs.

3.2.3 [Decision dans le cas strati

Lorsqu’un probléme de décision sous incertitude estemmis forme logique, les propositions de
la base de connaissances peuvent étre entachées dtudmert les préferences peuvent ne pas étre
d’'égale priorité. Dans la théorie de I'utilité espérTincertitude est modélisée par une distribution de
probabilité sur les états possibles du monde, les maées par une fonction d'utilité sur les consé-
guences et I'agent cherche une décision maximisantdiesige mathématique de la fonction d'utilité.
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Nous allons enrichir notre cadre logique en affectant dgsésdedecertitudeaux formules de la base
de connaissance et des niveaux de priorité aux formulesluieske de préférences. Nous obtenons ainsi
deux bases stratifiées, aptes a modéliser des connezgssatrdes préférences graduelles. Dubois Lang
et Prade [DLP94] ont montré que la sémantique d’'une base kgique possibiliste (i.e. une base
stratifiee dont les formules sont rassemblées en strétgaldiveau de certitude ou de préférence)
peut &étre codée par une distribution de possibilité.

Dans ce paragraphe, nous allons d’abord voir comment ugmade décision sous incertitude peut
étre exprimé a I'aide de bases de connaissances etféeqées stratifiees, puis nous montrerons que
la semantique correspondant a cette expression logutetre représentée par les fonctions d'utilité
qualitative possibiliste de Dubois et Prade [DP95b].

Dans tout ce chapitre nous supposerons encore que lesdigertitude et de priorité sont com-
mensurables et appartiennent a la méme échelle simpter#onnéel,, finie comme le langagé.

Le plus grand élément dk sera en général noté 1 et le plus petit, © a moins ques moention-
nions explicitement d’autres notations. Les connaissaptées préférences sont rassemblées dans
deux bases distinctes. La base de connaissancés est{(¢;, o;)} ol oy € L (o; > © est un
degré de certitude et le sont des formules dé dans lesquelles des littéraux de décision peuvent
apparaitre. La base de préférencestest {(v, 8;)}, oup; € L (5; > O est un degré de priorité

et lesy; sont également des formulesfelans lesquelles des littéraux de décision peuvent ajpara

Avant de poursuivre sur les aspects “techniques” de lasd@tisous incertitude avec des bases stra-
tifiees, posons-nous la question du “sens” donné augreifits niveaux de préférence ou de certitude
attachés aux propositions de ces bases. Clairement,énted I'agent d’exprimer 'ordre dpréfe-
renceentre les propositions exprimant ses souhaits. Les diffemiveaux deertitude eux, peuvent
étre révélés par un agent unique classant les diffésepropositions par ordre de plausibilité. Les
connaissances peuvent aussi étre issues de plusieucesoDans ce cas, les sources peuvent avoir
des niveaux de fiabilité (éventuellement differentdestconnaissances doivent étre ordonnées selon
ces difféerents niveaux de fiabilité. D’'un autre cotés sources peuvent étre d’égale fiabilité, mais
peuvent exprimer chacune un ordre de “plausibilité” serdéférentes propositions. Dans ce cas, |l
nous faut supposer qu’il existe un accord entre les difs®sources sur une signification commune
des différents niveaux de certitude, afin de pouvoir fusésthes ordres de ces sources. Par ailleurs, on
peut tenir compte des niveaux de spécificité des diffeeconnaissances exprimées (comme dans les
approches de Tan et Pearl ou Boutilier, décrites dans [@tth® de la partie I) et utiliser par exemple

la méthode System Z de Pearl [Pea90] pour ordonner les smamees (voir aussi (Benferhat, Dubois
et Prade [BDP92])).

Revenons a I'expression de problemes de décision saestitude avec des bases stratifiees. Soit
K, (resp.Ps) 'ensemble des formules de degré de certitude (resp.idgtp) supérieur ou égal a
(resp.). Notons que seules les connaissances ou les préférdackgré de certitude ou de préfé-
rence strictement supérieur a © sont a prendre en copyisguek' g = Pp= L. Dans la suite on
utilisera les notation#’; et P; (aveca < 1 et < 1) pour représenter les ensembles de formules
de degré de certitudsrictemensupérieur a ou de prioritéstrictemensupérieur &. En particulier,
K== K* et P = P* ou K* et P* sont respectivement les ensembles de toutes les formules de
K ou deP, sans les degrés qui y sont attachés. Remarquons enfirutggip I'echellel. est finie,

K5 = K, etP; = Pg, ola’ estle degré dé immédiatement supérieuraet 3’ le degré immédia-
tement supérieur 4.
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Prendre une décision revient a choisir un sous-enseintiéel’ensemble des décisions disponibles,
D = {l;}, dans lequel leg sont des variables spéciales du langdgea représentation logique de
cette décision est la conjonctidh des variables dé. Si 'ensemble des variables de décisionst
les variables qui sont hors de sont appeléegariables d’état

Notre objectif est d’ordonner les décisions, et pour ceefaious utiliserons une fonction d’utilité
syntaxiquel/ : P(D) — S telle qued < d' < U(d) < U(d'). Dans la suite nous proposerons
deux fonctions d'utilité syntaxiques differentes : Ummaétion U, qui est en accord avec une vision
prudente (ou pessimiste) du probleme de décision soestitutle et une fonction aventureuse (ou
optimiste),U*.

Dans le premier cas (prudent), nous cherchons une dédglorsqu’elle existe) telle que::

KM AdMF P) (3.3)

aveca €levé ets faible, c'est-a-dire que nous exigeons de la décigiaqu’avec la partie la plus cer-
taine deK elle induise la satisfaction de toutes les préférencds,decompris les moins prioritaires.
Nous supposons bien entendu implicitement ¢@st cohérente aveg,,, pour lesx satisfaisant 3.3.
Un moyen d'assurer cette cohérence est de supposékgued est cohérent, soit que les toutes les
connaissances un tant soit peu certaines sont cohérantteselies et autorisent la décisidn Par
convention, nous attribuerons une utilité Ca toutegdiesisions qui ne sont pas cohérentes avég

ce qui éliminera les décisions non autorisées. Paruad|eotons que les satisfaisant 3.3 sont forcé-
ment strictement supérieurs a Cpuisq?{g: L estincohérent.

Idéalementd, avec uniqguement la partie la plus certaingid@/’q ) doit permettre de satisfaire toutes
les contraintes (ou préférences) Bede priorité non nulle £x). Les pires décisions sont celles qui,
avec toutes les connaissances (méme les moins certaligg)r(e parviennent méme pas a inférer
les préférences les plus prioritaird$(). De telles décisions doivent avoir Opour utilité.

Posonss, la fonction de renversementde si,. = O=ag < ... < o; < ... < o, = 1 alors
n(a;) = a,—;. SUPPOSONS qué soit telle quek; A d* = Py, avecp < n(«). Alors nous devons

avoir K A d” - P2 parce queP s C Py, doncl; k- Py,

Réciproquement, s > n(«) alorsn=!(8) < «, donc puisquek, C K, -5 et P3 C Fp et
K3 nd" - Pg, nous obtenon&’, ;) A d” PEA. En posanB = n(«), nous obtenon&’) A d™ -
P/\

(@)’
Donc on peut supposer quie= n(«) dans le probléme de maximisation qui devient: maximiser

tel queK) A d™ = PnA(—a), aveca > O.
Finalement, I'utilité prudente d’une décisidndéfinie au niveau syntaxique, prend la forme suivante:

Définition 3.2.1
U.(d) =

max a
a/Kg/\d/\l—P/\( X KANdA#£L
n(a

etlU.(d) = Gsi {o > QKL Ad - PAsetK)Ad # 1} =0.

Si on considére maintenant le cas optimiste, on cherche@cisiond telle que:

KiNd"ANPL# L (3.4)
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avecw et 5 aussi petits que possible et 5 doivent &tre strictement supérieurs a ©. En quelque
sorte, on cherche une décisidqui soit cohérente avec les connaissances les plus asteimvec la
satisfaction des préférences les plus prioritaires. Bintgle vue syntaxique, I'utilité d’'une décision

d est définie par:

Définition 3.2.2
Ur(d) = max  n(a),
KANAAAPLF£L

etU*(d) = 0Osi{a <1, KANd" NP2 # L} = 0.

Notons quel/*(d) = 1 ssi K% AN dM AN PA £ 1, cest-a-dire si la décision est cohérente avec
I'ensemble des connaissances de degré de certitude neh des préférences de priorité non nulle.
U* représente un point de vue optimiste dans la mesuié*¢d) = 1 dés quel est cohérente avec
K et P (on se place d’office dans le meilleur cas).

3.2.4 Smantique possibiliste de I'expression en logique stratée des probémes de
décision sous incertitude

Voyons maintenant quelle est la sémantique de cette esiprelgique des problemes de décision
sous incertitude. Nous allons interpréterdgattachés aux strates decomme les degrés de nécessité
des formules des strates correspondantes ded. A partir de cela on peut calculer une distribution
de possibiliterx, sur€?, 'ensemble des interprétations deexprimant la sémantique de (voir par
exemple [DLP94]):

Yw € Q, 7, (W) = ming, o) ek jwe-g M) Siw d" etrg,(w) =1si{¢;/w |E ~¢;} = 0 et
7K, (w) = 0 siw j£ d".

La distribution de possibilité i, ordonne les interprétations suivant leur niveau de pdgsibinduit

par les degrés de certitude des formule&dé€ette sémantique est en accord avec I'idée qu'une inter-
prétationv est d'autant moins possible qu’elle viole des formules dgé&lde certitude élevé. Notons
que puisqud(% A d" est cohérentyi, est normalisée, c’est-a-dire qu'il existe une intetptionw

telle quer(w) =1.

En interprétant leg; attachés aux differentes stratesileomme les degrés de priorité des formules
de P, on peut construire de la méme maniére une fonction d&ifid sur Q (w est d’autant plus
“satisfaisante” qu’elle viole moins de contraintes adggtiorité) :

M= (e, ")

etu(w) =1si{y;/w | -1} =0.

Comme nous I'avons montré dans [DPS97b], les deux foretikutilité U, et U* que nous venons
de définir “syntaxiquement” peuvent s’exprimer en fonetii@ la distribution de possibilitéx, et de
la fonction d’utilités :

Théoreme 3.2.1Expression semantique d&(d).

V) = = i max{n (i (). )



3.2. DECISION QUALITATIVE SOUS INCERTITUDE ET BASES STRATIHES 137

Preuve : (pour une échellé finie)

-Yo/wEd, (wE K,Uud)e V(o) € Ko, > a= wE @)
& (Vg ai) € K,w ¢ = o < @) & (mingg, onek/weag () > n(a))
o 1, (W) > n(a).

- De la méme maniére on peut montrer que— o (p(w) > @)

- Utilisons ces résultats dans la suite :

Va/a > O, (K2 ANdM E Pé\(—a)) e VWwwEK,Ud=wE Pw)

& (Yo, 71, (@) > n(a) = p(w) > a) & (Y, n(mr, () < a = p) 2 a))
& (Vw, max(n(rg,(w)), p(w)) > o) & (mingeq max(n(ri,(w)), plw)) > ).
- Ainsi, nous avons montré que

Va > O, (KiANdME Pé\(—a)) < (mingeq max(n(ri,(w)), p(w)) > a).

- Il devient alors facile de montrer que
mingeq max(n(r,(w)), p(w)) > max,/kardr-pr__ @, €N passant a lalimite.

n(a)
- L'inégalité réciproque peut étre montrpar I'absurdeen supposant que
min,eq max(n(ri,(w)), p(w)) =8 > maxa/KQ/\dA,_pA(_ a.
Alors, puisquenin,,eq max(n (7, (w)), p(w)) > f = K Ad" F P2—, nous obtenons

()
une contradiction avec I'’hnypothése de départ, ce quiyadel résultat.

Ce résultat est proche d’'un résultat prouvé par Prade8[r exprimant la nécessité d’'un ensemble
flou en fonction d’alpha-coupes, dans le cas d'une échefiérue [0,1], en remarquant que I'expres-
sion sémantique contenue dans le théoréeme 3.2.1 exfain&eessité d’'un événement flou.

Un théoréme similaire peut &tre montré dans le cas agtim
Théoreme 3.2.2Expression semantique d&(d).

vrld) = IR prg n(a) = maxmin(m, (W), p(w))-

Preuve : (pour une échelle finie)

-Va/KANA AN P2 # 1, 3w /w* E KzUdU Py

- W ): Kzuds V((bi,oq) eK,op>a=uw" ): d;

S V(o) € K,w' = ¢ = a; < a e ming sy, n(a;) > n(a)
& 7, (W) > n(a)

- de la méme maniére on peut montrer qiie= P5 < p(w*) > n(a).

Ainsi, on a montré quew* /w* = Kz UdU Py < min(rg,(w*), p(w*)) > n(a), c'est
adireVa/K&2 NdM NP2 # L, max,eq min(rg, (w), p(w)) > n(a)

) >
(w"
- par passage ala limite, on monthex,, /g aparpprz1 n(e) < max,eq min(rg, (W), p(w))

- L'inégalité réciproque peut étre montrée par l'atokuide la méme maniére que dans la
preuve du théoréme 3.2.1 en SUPPOSANTGUE, /xApaapprz 1 (@) < Max,eq min(7k, (W), p(w))
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Comme on pouvait s’y attendre, les expressions sémastide® fonctions d'utilité syntaxiqués.
etU* sont exactement les fonctions d’utilité qualitative pbsistesv, etv* telle que nous les avons
décrites en détails dans le chapitre 1 de cette partie.

Nous avons donc maintenant a notre disposition un moyetprEssion logique des problemes de
décision sous incertitude possibiliste. Dans la proahaiection de ce chapitre nous allons proposer
des méthodes et algorithmes de résolution pour ces noxy®Eablemes logiques, qui ne requiérent
pas de repasser a une expression sémantique et de ©smyoirobléme d’optimisation. Nous avons
proposé ces méthodes et algorithmes basés sur unedpreatévaluation sémantique de type Davis
et Putman décrite dans [CCCL96], dans [DLPS98a] et [DLP$98

3.3 Representation logique et calcul de solutions optimales pour des
problemes de écision sous incertitude possibiliste

Nous allons présenter dans cette section une méthoddai# da décisions possibilistes optimales,
proposée dans [DLPS98b]. Nous décrirons des algoritihyasés sur I'utilisation de la procédure
MPL (pourModeles préférés et littérappinitialement donnée dans [CCCL96].

La procédure MPL est donnée en annexe A page 159 (pour sogmgtéon compléte, voir [CCCL96])
et nous montrerons comment calculer les décisions cotes@veds et P en utilisant un seul appel
a MPL, alors qu’en effectuant deux appels a cette mémegoiure on peut calculer le “label” d&
Avant de passer a la procédure MPL nous allons donner geglqotions sur le cadre des ATMS et
son application a la décision dans l'incertain qualitati

3.3.1 ATMS et decisions

Les ATMS ont été introduits par de Kleer [de 86]. Cons@r un ensembl& de symboles pro-
positionnels, séparé en deux sous-ensemitesin ensemble deymboles hypothéses N'#H, un
ensemble deymboles non-hypothéséi ensemble d’hypothéses est apm@igironnementJn en-
vironnementE est ditincohérentpour une base de clausassi et seulement sk A E* = L. Un
environnement estohérentsi et seulement si il n'est pas incohérent.

Définition 3.3.1 Un “nogood” est un environnementincohérent minimal pdumdiusion ensembliste
(i.e. Festunnogoodssi* A B+ L et AE' ¢ E/K"AE'ME 1).

Définition 3.3.2 Le label d’une formuley, notélabelx (1), est 'ensemble des environnemehts
cohérents, minimaux pour I'inclusion ensembliste tels §d' A £ - L,

Exemple 3.3.1SoitK = {Ab — ¢, B—b, ¢ —}.§ ={A,B,b,c}. 7 ={A,B}. {{A, B}} est
I'ensemble des nogoods dé labely (b)={{B}}, labeli (c)={}, label (A)={{A}},
labeli (B)={{B}}.

Les hypothéses de ’ATMS peuvent étre utiles dans le tdkedécisions optimales. Les actions seront
modélisées par des ensembles de littéraux positit® deohérents ave&’. Ainsi, D jouera le rble
de I'ensemble d’hypothéesés d'un ATMS. Lorsqu’une action (ou décisiod)contient un ensemble
de litteraux positifsd ne doit pas étre interprétée comme une séquence diactioais comme une

1. Ces définitions different Ilegérement de celles ps&gs par de Kleer. La notion de label, par exemple, étginet-
lement définie par rapport & un littéral.



3.3. CALCUL DE DECISION OPTIMALES EN LOGIQUE POSSIBILISTE 139

action unique, consistant en |'affectation de valeursetit& positives aux littéraux dé L'ensemble
des décisions qui satisfont la propriété 3.1 et dont awtus ensemble strict ne satisfait 3.1 (lorsque
les décisions sont vues en termes d’ensembles) peutlet@wme une extension de la notion de label
d'un littéral au sens de de Kleer [de 86] au label d’'une codijion de formulesiabel - (P").

Exemple 3.3.2 Les actions disponibles sontd’acheter zéro, un ou dewsteldj'ensemble de décision
estD = {Zero,Un, Deux} et K doit contenir au moins les contraintes exprimant le cageet’
exclusif des differentes action§Zero Vv Un V Deux,—~ZeroV =Un,—Zero V ~Deux,-Un V
—Deux} C K.

Dans cet exemple, les décisions cohérentes avec lesagwes sontd; = {Zero}, dy = {Un},
ds = {Deux}.

Nous allons traduire un probleme de décision qualitatassimiste binaire dans le langage des ATMS.
Pour cela, on définit 'ensemble des variables hypoth&ges 1. Supposons qu& soit la base de
connaissances du probléme de décision, exprimée sefsume normale conjonctive et considérons
la base de préféerencéssous la forme d’une formul&”. Une décisioni est un sous-ensemble de
" = D. Pour toute décisiod telle queK " Ad" = P" et K Ad™ # L il existe au moins un élément
FE delabelr (P"), sous ensemble d tel queF C d.

Proposition 3.3.1
KMNANdME Phet KNA AN # L siet seulement si AE € labelg (PN t.q. E C d

Preuve: immédiate en considérant la définition d'un label.

Une bonne action (au sens pessimiste) pour un problemesdisiali sous incertitude binaire est
donc un sur-ensemble cohérent d'un élementadiel - (P”). Dans la suite nous nous intéresserons
seulement aux décisions minimales pour 'inclusion erdiste, i.e. les éléments debel (P").

SOt K" = 1 Ay ... Ao, €PN = by Apy A. .. A1), Trouver toutes les décisiodsnaximisaniy

tel que K2 Ad™ PnA(—a) et K ANd™ # L est équivalentatrouvéabelKa(PW) # {} maximisant

(a8

3.3.2 Calcul de dcisions optimales, optimistes et pessimistes)'aide de la procedure
MPL

Nous utilisonsla procédure MPL introduite dans [CCCL9@&iple calcul de labels. L'objectif de cette
procédure est le suivariEtant donné une formutg, exprimée sous forme normale conjonctive (FNC)
et comportant deux types distincts de littéraux, MPL dalawne projection deé sur 'ensemble des
littéraux d’'un des deux types. Cette projection est unmiéde sous forme normale disjonctive (FND)
qui est une représentation minimale de 'ensemble destasd&p, restreints a ce type de littéral. On
peut montrer que les nogoods d’'une base de connaissancgEn@des ATMS) peuvent étre calculés
facilement par cette procédure.

L'algorithme MPL est basé sur une procédure énumérativtype Davis et Putnam [DP60]. Le pro-
bléeme du calcul de la satisfaisabilité d’'un ensemble deses (SAT) est un probléme NP-complet.
Parmi les algorithmes complets qui résolvent le probl&AE, certains parmi les plus efficaces, uti-
lisent un algorithme du type Davis et Putnam [DP60], [DLL62]

Tous les éléments de base d’'un ATMS : labels, nogoodspetozent étre calculés par I'algorithme
MPL et ce sans utiliser la phase de minimisation présente tis algorithmes de de Kleer [de 86]
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puisque les modeles calculés par MPL sont minimaux.

Nous décrivons sommairement la procédure MPL, ainsi gneapplication au calcul des différents
éléments d’un ATMS dans I'annexe A page 159. Pour une gior plus détaillée, on se réferera a
[CCCL96] ou [CCCL98].

Décisions optimistes

L'application de la procédure MPL au calcul de décisiopsroistes est immédiate. Soiefit et P

les bases (mises sous forme normale conjonctive) redegdas connaissances et les préférences
d’'un agent. Pour toute décisiantelle queK”™ A d* A P # L il existe au moins un élémeitt de
MPL(K UP,{},D)telquet C d.

Proposition 3.3.2
KNNd"ANPM#+ 1L =3E € MPL(KUP,{},D)tq.ECd

La preuve est immédiate en partant de la définition desehesd-restreints minimaux (voir la défi-
nition A.1.3 page 159).

Une bonne décision (optimiste) est donc un sur-ensembiéreat d’'un élément dé/PL(K U
P, {}, D). Dans la suite nous nous limiterons, parmi les bonnesid@sisa celles qui sont minimales
pour I'inclusion ensembliste.

SOit K™ = 1 A g ... Ay €t P = by Aty A ... A tb,. Trouverd maximisant/*(d) = n(a) tel
que K2 AdM A\ P2 # L (voir définition 3.2.2) est équivalent a troudef PL(KzU Px, {}, D) # {}
minimisante.

Cette méthode a une restrictioR* A P” doit étre sous forme normale conjonctive (FNC), détic
doit &tre sous FNC, ce qui signifie géene doit contenir que des clauses.

L'algorithme suivant calcule les meilleures décisiatant donnée&” et P, en accord avec le critéere
de I'utilité qualitative optimiste:

Algorithme 3.1 : DECISIONS OPTIMISTES

% algorithme simple calculant les décisions optimistegagles ;

Données : K base de connaissances stratifiee, P baseféieepoes graduelles, D I'ensemble des
symboles de décision.

Résultat : «* tel quen(a*) est I'utilité de la meilleure décision optimiste,
- D I'ensemble des décisions optimistes optimales.

début

« < 0% a priori on utilise toutes les connaissances ;

D« MPL(KzU P5,{},D);

tantque D = {} et < 1 faire

Inc(a) % On élimine la strate la moins certaine Heet la moins prioritaire dé” ;
L D« MPL(KzU P5,{},D);

retourner < n(«),D > ;

fin
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Décisions pessimistes

Les nogoods et labels d’'un ATMS en utilisant un ou deux app&gprocédure MPL (voir 'annexe A
page 159). L'avantage principal de I'utilisation de la grdare MPL réside dans le fait qu’elle permet
de calculer le label d’un littéral sans avoir a calculduteée tous les autres, comme dans la technique
de de Kleer. De plus, un ATMS basé sur MPL peut étre applagnimporte quel ensemble de clauses
(représenté par une formule sous FNC) et permet de caltella méme maniére le label d’un littéral,
d’'une disjonction ou d’'une conjonction de littéraux. Ldoté d’'un label présuppose le calcul des
nogoods afin d’enlever du label les environnements in@stiér Le calcul des nogoods et des labels
s’effectue de la méme maniéere, en partanfsdepour les nogoods et d&€”™ A —¢ pour le calcul du
label deg.

Algorithme 3.2 : DECISIONS PESSIMISTES

% algorithme basé sur la procédure MPL ;
% SoitPs) = Py — Pj5. P estI'ensemble des preférences de prigfite
% « représente le niveau (de certitude ou de priorité);
% de la prochaine strate non vide seus
Données K la base de connaissances,
P la base de préférences,
D I'ensemble des symboles de décision.
Résultat i I'utilité de la meilleure décision pessimiste,
D I'ensemble des meilleures décisions pessimistes.
début
a < 1 % on commence par la strate la plus certaine ;
S+ {};
tant que S = {} eta > Ofaire
% on commence par calculer les nogoodgde;
NG'+ MPL(K,,{},~ D) % premier appel a MPL ;
NG +~ MPL(=NG',{}, D) % NG contient les nogoods d¢, ;
S" ¢ MPL(K,U~ Py ,{},~D)%;
S &~ MPL(=S5",~ NG, D)% S contient le label d&’y ;
p+1
tantque 5 > n(a) et S # {} faire
S"+ S'AMPL(K,U ~ Pgy,{},~D);
% S contient le label d€’s ;
S MPL(=S',~ NG, D);
Dec(p);
| siS ={}alorsa « maz(a, n(f));
retourner < «, S > ;

fin

Nous sommes maintenant & méme de décrire un algorithonel@aalcul de décisions pessimistes.
Nous devons calculer d’abord les nogoods, puis le labelA (~ P)” doit étre sous forme normale
conjonctive, don@" doit étre sous forme normale disjonctive. Puisguest sous FNC, la procédure
n'acceptera comme bases de préférences que des claudes phrases (les deux types de formule
sont & la fois sous forme normale conjonctive et disjoegtiPour calculer le label de formules sous
FNC il nous faut utiliser une particularité de la procéliPL : le label d’'une conjonctio A ¢



142 CHAPITRE 3. CECISION QUALITATIVE ET LOGIQUE

peut étre calculé a partir des labelswdet ¢ (proposition A.3.3). Cette propriété permet également
d’interrompre le calcul du label d’une conjonction de fotesudeés qu’un label “intermédiaire” est
trouvé vide.

lllustrons le fonctionnement de cet algorithme sur un exemp

Exemple 3.3.3 K et P contiennent chacune 5 niveaux (les deux échelles sont ensurables). En
premier lieu, on ne prend en compte que la strate la plus oegtde K et on calcule successivement
les labels dePy, P, P, et finalement dé’; qui est le premier que I'on trouve vide (voir Figure 3.1).
Maintenantx prend la valeumax(a, n(f)) = max(3, 3) = 3. on considére alorg(s en plus defs

K P
4 4
3 3
2 2
1 1
0 0

FiGc. 3.1 — Exemple

et on calcule les labels. Une fois de plus les label®de’s et P», sont trouvés non-vides (voir Figure
3.2), la valeur dej3 devient 1, ce qui n’est pas strictement supérieur(&) = 1. C’est pourquoigp
reste inchangé, et puisque# {}, I'algorithme retournex et S.

K P
4 4
3 3
5 2
1 1
0 0

FiG. 3.2 — Exemple (suite)

Remarques sur I'implémentation

On doit remarquer que I'algorithme n’utilise pas I’hypeﬁe‘que’(&A d" est cohérent: pour chaque
valeura, les nogoods dé&’,, sont calculés et les décisions retournées par I'algondt avec I'utilitér
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sont garanties cohérentes avég. En supposant (comme nous I'avons fait plus tot dans ceittbpp
queKdA)AalA est cohérent on pourrait simplifier I'algorithme, puiségiealcul des nogoods deviendrait
inutile. Qui plus est, lorsqu’une strate de connaissangaglémentaire est prise en compte il devient
inutile de recalculer les labels des strates de préfesetrouvées non vides auparavant, puisqu’en
ajoutant des connaissances “cohérentes” on ne peut readriabels vides. Donc dans la seconde
boucle,s ne doit pas forcément étre réinitialisé a 1 .

Néanmoins I'algorithme que nous avons proposeé ici, quejgus complexe, a I'avantage de pouvoir
fonctionner avec des bases de connaissances et de poefégartiellement incohérentes.

L'aspect “anytime” de I'algorithme MPL peut étre remaegigi. Si I'on arréte I'algorithme avant sa
fin normale, on peut obtenir éventuellement un sous-enisatield’ensemble des décisions optimales.
Ceci peut &tre utile, par exemple, si 'on ne cherche quiésion optimale et/ou son utilité et non
pastoutesles décisions optimales.

Exemple

Reprenons I'exemple de Savage que nous allons exprimeg&nuk Rappelons le tableau réesumant
le probleme de décision:

Etat du monde

Action oeuf sain (s) oeuf pourri (p)
Casser 'oeuf omelette & 6 pas d'omelette, 5
dans le bol (CB)| oeufs (60) oeufs gachés (G)

Le casser dans | omelette & 6 oeufs | omelette a 5 oeufs
une tasse (CT) | une tasse a laver (6T)une tasse a laver (57
Le jeter (J) omelette a 5 oeufs | omelette a 5 oeufs
un oeuf gaché (5G) | (50)

~—

Nous allons exprimer les connaissances et les préfesateckagent sous la forme de propositions lo-
giques valuées. Les connaissances “certaines” repgggdea résultat de chaque action lorsque I'état
du monde est connu sont faciles a modéliser par des ptapusiogiques. Par exemple, savoir que
casser I'oeuf dans le bol (CB) donne une omelette a six ¢6@fssi celui-ci est sain (s) se traduit par:
CB A s — 60. La seule connaissance incertaine est celle concerraat e fraicheur de I'oeuf:
sain (s) ou pourri (p).

Les préférences sont modélisées par des propositiorualles sont attachés des degrés de prio-
rité. En termes logiques, $i = {0, 1,2,3,4,5}, la base de préférence d3t= { (-G, 5), (-OG, 4),

(=T v =50, 3), (=50, 2), (=T,1)}, ou T signifie “tasse a laver” eD signifie “un oeuf gaché”.
On rappelle que la fonction d’utilité qualitative sémgoe associéey, est définie pap(w) =
min{n(8;)t.q.(¢;, 3;) € P etw = —1; }. On vérifie que l'interprétation syntaxique ci-dessuses-
pond & la fonction d’utilité sémantique60) = 5, u(67") = 4, u(50) = 3, u(5T) = 2, u(bG) =1,
u(G) = 0, donnée dans le chapitre 1 de la partie II.

Dans cet exemple, la base de préférences est relativeedrite. La base de connaissaniesst plus
importante puisqu’elle comprend la description de toutesictions dans tous les états du monde, les
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connaissances sur I'état réel du monde et les contraentes les variables de décision:
/I Base de connaissances K

Strate 5

/I les décisions CB, CT et J sont mutuellement exclusives;
CBvCTVJ;

-C'Bv-CT;

-C'BV —J;

=CT vV —J;

/I on obtient une omelette a six oeufs ssi I'oeuf est sain et
/I si on le casse dans I'omelette ou dans la tasse ;

sANCB — 60;

sANCT = 60;

60 — s;

=60V ~.J ;

// on obtient une omelette a cing oeufs ssi I'oeuf est pairri
// si on le casse dans la tasse, ou si on le jette;

J = 50;

pACT — 50;

50 — J V p;

=50V -=CO;

/l on & une tasse a laver ssi on y casse l'oeuf;
T —=1T;
T—CT;

/' Un oeuf est gaché ssi on jette un oeuf qui est sain;
sANJ — OG,;

OG — s

oG — J;

// 'omelette est gachée ssi ony casse un oeuf pourri;
pANCB — G

G — CB;

G — p;

// un oeuf est soit sain soit pourri;
sVp,

Strate 2
/l dans cet exemple on est relativement convaincu que l'egtgain ;
s,
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Faisons tourner les algorithmes de recherche de décisfaimaales optimiste et pessimiste sur cet
exemple:

— Décision optimiste
Premiere étaper = O= 0.
Le calcul de MPLKBU P@{},D) retourne la solutiodC' B}.
L'utilité optimiste de cette solutionesta) = 1.

— Décision pessimiste
Premiere étapet =1 =5.
Calcul des nogoodsVG = {{C'B,CT},{CB,J},{CT,J}}.
Calcul du label de-Gi A =OG A (=50 V =T) A =50 A =T (n(a) = 1):
Labels, (—G) ={{CT},{J}}.p =5.
Labelx, (-G A —-OG) = {{CT}}. 5= 4.
Labelx, (-G A =OG A (=50 v =T) ={}. 5 = 3.
Stop. On essaie avec = n(3) = 2 (la nouvelle valeur der estmaz(a, n(3)) = 2 puisque
K4y et K3y sontvides).
Deuxiéme étaped = 2.
Calcul des nogoodsV G = {{C'B,CT},{CB, J},{CT,J}}.
Calcul du label de-G' A =OG (n(a) = 4):
Labelx (-G) = {{}}. 3 = 5.
Labelx (-G'A -OG) = {{CT},{CB}}.5 =4.
Stop.n(a) > 3 = 4.
Les décisions pessimistes optimales sachant\gug = 2 sontC' B etC'T’, d'utilité pessimiste
o =2,

Remarques

— Les deux bases représentant les connaissances et fi@epcés d’'un agent et en particulier
la base de connaissances de cet exemple peuvent exprirsegu@Lce qui est réellement né-
cessaire pour résoudre le probleme de décision. Cepefidgent est en général incapable
de distinguer, parmi ses connaissances, lesquelles gehemient étre utiles a la résolution
du probléme de celles qui ne le seront pas. En fait, 'agergenpréoccupera que d’exprimer
suffisamment de connaissances pour calculer des décgiingales, d’autant plus que la re-
dondance des informations n’est pas un probleme pour stgures de décision que nous
avons définies.

— Nous avons vu, dans cette section, que I'on pouvait codgrolbleme de décision sous in-
certitude possibiliste dans le langage des ATMS, et noussapooposé des algorithmes de
résolution, faisant appel a des procédures spécifigppbquées aux ATMS. Dans la section
suivante, nous allons approfondir le lien entre abducttatéeision pessimiste, satisfaisabilité
et décision optimiste.

3.4 Extension du lien entre @&cision et abduction

Nous allons exposer en premier lieu une généralisatiaradte des ATMS dans laguelle les symboles
distingués ne représenterons pas seulement les hygastii@onc la connaissance incertaine), mais
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aussi des contraintes (ou préférences et des décigiptisables. Cette généralisation proposée dans
[Sab98] peut étre spécialisée, en “valuant” les synidistingués, a la représentation et au calcul
de décisions possibilistes pessimistes, mais aussi deiolés optimales au sens des fonctions de
croyance de Shafer [Sha76], comme nous I'avons montre[t&957].

3.4.1 D-ATMS: une generalisation du cadre des ATMSa la représentation de pro-
blemes de @cision sous incertitude

Jusqgu’ici nous avons exposé une méthode de représenédtile résolution de problemes de décision
sous incertitude possibiliste basée sur les ATMS (pouaisgpessimiste). La méthode de calcul propo-
sée, basée sur la procédure MPL est incrémentale.drable des symboles hypotheses est constitué
des symboles de décisio), la base de connaissances est réduite aux connaissanz@eas au
départ, puis augmentée au fur et a mesure. Dans une biotétieure, on cherche les labels des
préférences, en “incorporant” celles-ci une a une.

La méthode de calcul proposée prend bien entendu applespropriétés spécifiques de la procé-
dure MPL. Cependant, nous allons voir que I'on peut facilemeprésenter un probleme de décision
sous incertitude possibiliste dans le cadre général @I&SXclassiques), en considérant un ensemble
d’hypothéses, constitué non seulement des symbolesdaisial, mais également de symboles repré-
sentant I'incertitude et les préférences. Alors, aipdftin calcul de label classique, on obtient en
guelque sorte une “stratégie”, i.e. une fonction qui aigsachaque état du monde les décisions per-
mettant de satisfaire certaines des préféerences. Notsgedans les deux paragraphes suivants qu'a
partir de ces labels ou stratégies et en attachant desrsaay symboles représentant l'incertitude
et les préférences, on peut calculer des décisions afgnau sens de I'utilité qualitative pessimiste
ou au sens de I'utilité basée sur les fonctions de croygroposée par Jaffray et Wakker [JW94] et
décrite dans le chapitre 2 de la partie I.

Un D-ATMS est un ATMSorienté vers la décisiarlLa difféerence principale avec le cadre classique
est gue I'ensemble d’hypothéses est partagé entre ldsadgamhypothéses, les symboles de décision,
et les symboles buts.

Définition 3.4.1 Un D-ATMS est défini par le quintuplet: £, K, H, D, B >, ou:
- L est le langage,

- K estI'ensemble de formules de exprimant les connaissances de I'agent,
- I est un ensemble de symboles hypotheses

- D est un ensemble de symboles de décision,

- B est un ensemble de symboles, constituantle but a atteindre

Le langage peut comprendre des symboles qui ne sont pagidans U B.

Exemple 3.4.1Le parapluie.

Cet exemple initialement proposé par Boutilier a étérieplans [DP95b]. Il s'agit de déterminer,
sachant qu’il risque de pleuvoir, s'il vaut mieux prendreparapluie ou non.

H contientdeuxsymboleBLUIF etNON PLU I FE, déterminant s'il va pleuvoir ou no) contient
deux symbole représentant les deux actions “prendre uagaie” et “ne pas prendre de parapluie”,
PARA et NONPARA,. Enfin,B contient deux symbold$; et Bs, correspondant aux deux objec-
tifs de I'agent: ne pas étre moulillé, et garder les maibsds en ne portant pas de parapluie. La base

2. H est different de 'ensemble des symboles hypothéses TBtSAlassiques: 'ensemble des symboles hypothéses
d’'un D-ATMS est constitué d& U D U B.
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de connaissanceds comprend des formules modélisant les conséquences til@ssac
PARA — —mouille: si on prend un parapluie on n’est pas mouillé,
PLUIEANNONPARA — mowille: s'il pleut et qu’on est sans parapluie, on est mouillé,
-PLUIE — —mouwlle: s'il ne pleut pas, on n’est pas mouillé,

Mais aussi des formules modélisant les préférencesagetit :

—mouille — By : notre premier but est de ne pas étre mouillé,

NONPARA — B, : notre second but est de ne pas porter de parapluie,

By By — BUT : BUT est un symbole supplémentaire dont on calculera le labelddidéterminer
les actions optimales.

Et enfin des formules exprimant les contraintes entre véembe décision ou variables incertaines:
-PLUIFE <+ NONPLUIFE,
-PARA & NONPARA.

En effectuant un calcul de label classique sur le symiil&l’, avec pour ensemble d’hypothéses
{PLUIE,NONPLUIE,By, By, PARA, NONPARA}, on obtient:
labelg (BUT) = {{By, B2}, {By, PARA}, {NONPARA, B}, {NONPLUIE, By},{NONPLUIE,NON P

A I'examen delabel (BUT') on obtient des informations sur les effets des actions, remetele sa-
tisfaction des préférences. Chaque environnement di taimstitue urmoyende satisfaire le BUT.
Par exemple, I'environnemekB;, PARA} suggere que le fait de prendre un parapluie permet de
satisfaireB; (rester au sec), le fait de ne pas en prendre permet de BatiBfa(environnement
{NONPARA, B,}) et permet de satisfaire toutes les préféererstiése pleut pagenvironnement
{NONPLUIE,NONPARA})3.

Plus généralement, tout environneméhest constitué d’'un ensemble de symboles représentant les
hypothéses{?), d’'un ensemble de symboles de décisiéi’] et d’'un ensemble de symboles de
préférences, ou butg). Chaque environnemeit peut alors &tre interprété intuitivement par : “Si
I'action (cohérente aveR’) que je choisis est un sur-ensembleld8, si 'ensemble des hypothéses
satisfaites par le monde réel contigfff alors toutes les préférences autres que celles contdanss

FP sont satisfaites” (en effet: les préférences contenaas B” sont nécessaires pour atteindre le
but).

Maintenant que nous avons défini le cadre des D-ATMS, ndassaloir dans les deux paragraphes
qui suivent comment on peut, en partant de I'expressidinlé - (BUT') et en attachant des valeurs

aux symboles de préférence et d'incertitude, calculdilité des actions disponibles. Comme nous
I'avons montré dans [Sab98], suivant que I'on attache @gséd de priorité aux préférences et des
degrés de certitude aux hypothéses ou des utilitésieelliet des degrés de probabilité, on pourra
calculer les utilités des actions au sens de ['utilitéligative possibiliste pessimiste ou au sens de
I'utilité basée sur les fonctions de croyance.

3. La méthode suppose quesiaulemaniére d'obteniBU T est de prouver tous ses sous-blis B, . . . Ainsi, on est
certain que si un sous-but est absent d’'un des environnetekite! - (BUT') c’est que celui-ci est satisfait. Cette méthode
a l'avantage d'intégrer en un seul label toutes les infdioms nécessaires au calcul de décisions optimaleapm@ns si on
cherche seulement les actions permettant d’obtenir urtlsgiclonné, on pourra préférer utiliser des symbolesatmées
et non d’hypotheses pour les sous-buts. Un ATMS classigtragttra d'obtenir les labels (actions et hypothéseshdque
donnée (dont les sous-buts).
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3.4.2 D-ATMS et utilite qualitative pessimiste

Dans I'expression logique des problemes de décisionisgagitude qualitative possibiliste que nous
avons proposeée, les bases de connaissances et deméfdteet P sont stratifiées, i.e. les formules
sont rassemblées en strates de niveau de certitude ouadiééprionné. Faire entrer un tel probleme
dans le cadre des D-ATMS est aisé. Il suffit de:

— Rajouter un ensemble de symboles hypothg&es$, un par strate de connaissances de certitude
donnée.

— Rajouter un ensemble de symbo{és$; } exprimant chacun la satisfaction de toutes les préfé-
rences d’un niveau de priorité donné.

Ensuite, nous pouvons regrouper les deux bases stratifieé¢$’ en une nouvelle baseon stratifiee
K'. Pour ce faire, nous remplacons chaque claudela strate dé&” de niveau par la clauséi; — ¢.

Le probleme de la base de préférences est un peu plusexengl chaque strate de la base de préfe-
rences correspond un symbdbe. B; exprime la satisfaction de toutes les préférer{a,e]]s Qb]?, .

de niveau de priorit§. La formule que I'on doit rajouter &’ pour chaque strate de préférences est
donw} A zb]? A...— Bj. Le probleme est que les formules ajoutées ne sont pluslaeses lorsque
les strates de préférences comportent plus d’'une claesgui pose des problemes pour certaines
implémentations d’ATMS. Ce probléme peut néanmoimns éntourné en utilisant des symboles in-
termédiaires, non-hypothéség, un pour chaque cIau&@ de la strate de prioritg. Dans ce cady’

est obtenue en ajoutant les clau$§s—> b, et pour chaque strage la clauseb} A b? A...— Bj;.

Enfin, dans tous les cas, la clauBe A Bo A ... — BUT est ajoutée pour signifier que le but est
atteint si toutes les préférences sont satisfaites.

Dans I'exemple de 'omelette considéré dans sa formalogjila nouvelle bask’, obtenue a partir
de K et P est:
// Base de connaissances K’

Connaisances certaines

/I les décisions CB, CT et J sont mutuellement exclusives;
-H,vCBv(CTVJ;

-H,v-~CBvV-~CT,;

-HyV -CBvV~-J;

-HyV -CTV~J;

/I on obtient une omelette a six oeufs ssi I'oeuf est sain et
/I si on le casse dans I'omelette ou dans la tasse ;
H{VsA B — 60;

H{VsA CT — 60;

Connaissances incertaines
Hy — s;
Hs —p;

Préferences
Bs Vv G
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Bsvbh0O:BsVvT:
B, vT;
By ANBys ANBsABysABs — BUT,

Environnements d&welr (BUT) Utilité pessimiste Décisions optimales

{Bi1, By, B3, By, Bs} 0 CT,CO,J
{Hy, Hy, By, By, B} min(N(s),1) crT,Co,J
{H1, H3, By, By, B3, Bs } 0 CcT,CO,J
{H,, By, By, B3, CT} 2 cT
{Hy,Hs, B;,CT} min(N (s),4) cr

{H1, By, By, J} 1 J

{Hy, Hs, By, J} min(N (p), 3) J

{H1, B5,CO} 0 cO
{H1,H,,CO} N(g) CO

L'utilité pessimiste d’une décision peut étre calauke partir du “meilleur chemin” qu’elle “ouvre”
vers le but, ol un tel “chemin” est un environneméhtlont la parties” est contenue dans la déci-
sion vue comme un ensemble de littéraux. Si par exemple oisitha décision”'O, les “chemins”
possibles vers le but sokB,, By, Bs, By, Bs}, {Hy, Hy, By, B2, B4}, {Hy, Hs, By, B2, Bs, Bs},
{Hy, B5,CO} et {H,, Hy, CO}. Lutilité d'un chemin ou environnement est fonction daypo-
thése la moins certaine et de la préférence la plus picgiqu'il contient. Par exemple, I'utilité
de {Hy, H2, B1,CT} dépend de 'hypothésH, de degré de certitud® (s) dont il a besoin pour
prouver BUT, ainsi que de la préférend®, de priorité 1, que la décisiol’ ne peut satisfaire
a elle seule. Ainsi, I'utilité de cet environnement est &ipposant que l'actiofi”l’ soit effectuée)
min(N (s),n(1)) = min(N(s),4).

Remarquons qu’avec notre mode de calcul, I'environnefiBat B, Bs, B4, Bs} est toujours pré-
sent dans le label dBUT'. Cet environnement est un moyartificiel d’atteindre le but puisqu'’il
signale que celui-ci est atteint si on suppose que toutgeé&érences sont satisfaites. L'utilité cor-
respondant a cet environnement est toujours minimalegpliisontient la préféerence de priorité
maximale,Bs.

Chaque décision de I'exemple de I'omelette peut étréu@egpar I'utilité du meilleur chemin qu’elle
ouvre:

— u(BIO) = maz (0, min(N(g),1),0,0, N(g)),
— u(T'A) = maz (0, min(N(g),1),0,1, min(N(r),3)),
— uy(BAC) = maz(0, min(N(g),1),0,2, min(N(g),4)).

Bien entendu, ces utilités sont les mémes que celles obsssyntaxiquement par la méthode exposée
plus t6t dans ce chapitre et que celles obtenues sémantapnt comme exposé dans le chapitre 1 de
cette partie, méme si elles sont obtenues ici sous fanmemin et nonminmazx.

3.4.3 D-ATMS et utilite bage sur les fonctions de croyance

Pourquoi n'existe-t-il pas de méthode de représentaiotogique propositionnelle valuée des pro-
blemes de décision dans I'incertain dont la sémantigitees accord avec le critere de I'utilité espé-
ree?
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Il n'est pas possible en général de déduire une distdbute probabilité unique sur 'ensemble des
interprétations a partir de connaissances expriméss ladforme d’'un ensemble de formules propo-
sitionnelles, mais valuées par des degrés de prolmbilit”

Exemple 3.4.2 Soient les deux variables propositionneltest 4. La connaissance d’'un agent est
représentée par la formule = —a A b: il sait que soit—a est faux, soit est vrai. De plus, il
sait que cette connaissance est entachée d’incertitla@®ninait la probabilité quey soit vraie:
P(¢) = 0,5. Cette connaissance ne permet pas de déterminer unehdistm de probabilitép
unique sur 'ensemble des interprétations $urb} : tout ce que I'agent peut déduire, c’est qui@ A

b) + p(ma A =b) + p(—a Ab) = 0,6, et quep(aa A —b) = 0,4.

On se retrouve dans un cas ou les probabilités sont efféctles ensembles d’interprétation, et non a
des singletons. Nous verrons également dans la secortiegmcette thése que dans ce cas on peut
construire des méthodes logiques se représentationals@imantique est en accord avec les criteres
généralisant I'utilité espérée, proposés par dgfét Wakker [JW94].

Les fonctions de croyance [Dem67] [Sha76] (voir aussi lepither2 de la partie | généralisent les
fonctions de probabilité : la distribution de probalgiltir I'ensemblé est remplacée par ufi@nction

de masssur I'ensemble des parties de

Définition 3.4.2 m est une fonction de masse ssi:
m : 2% — [0, 1] vérifie :

(1)m(0) =0

(44) ZAgsm(A) =1

On définit alors unéonction de croyance

Définition 3.4.3 Bel : 2° — [0, 1] est une fonction de croyance ssi il existe une fonction desenas
telle que VA C S, Bel(A) = 3" pc 4 m(B)

[JW94] ont défini une contrepartie de I'utilité espéeeesens de von Neumann et Morgenstern, basée
sur les fonctions de croyance:

Définition 3.4.4 Utilité d’une actionf :

upa(f) = Z m(f_l(A)) infrea(p(z))

ACX
oum est une fonction de croyance stiy et est une fonction d'utilité sux .

Dans le cas oX est un ensemble fini, il existe un nombre fini de sous-ensesdelE : { X, ..., X,},
tels queX, C ... C Xy = X, et autant de nombres rée{gio. ..., 11, } tels quepy < ... < p, et
VieO...q—1,Ve € X; — X;qq, pu(2) = p; etvae € X, p(z) = py.

A partir d’'une telle décomposition, [LS97] ont montré qug.; pouvait étre réécrite sous la forme :

Proposition 3.4.1
upa(f) = Y, Bel(f7(Xy)) - (1i — ptie1) + po

i€l...q
Preuve:

u.(R) = YoACK m(A|R) -infreap(z) & ud(R)
= Zieo...n—l(ZAgGi,AgGiH m(A|R)) - p; + (ZAan m(A|R)) - fin.
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Remarquons quE 4cq; aga,,, m(AIR) = (Caca, m(AIR)) — (Caca,,, m(A|R))
= Bel(G;|R) — Bel(Gi+1|R),

on obtient:u, (R) = > ;co..n—1 (Bel(G;|R) — Bel(Gi41|R)) - pt; + Bel (G| R) - s,
ce qui s’écrit finalement :

uper(R) = Y Bel(Gi|R) - (i — piz1) + o

i€1l...n

Dans le cas ou les buts sont d’une certaine forme, gtaeuelle’, [LS97] ont montré que 'utilité
up. d'une décisionl peut étre calculée a partir debel/ (BUT') par la procédure suivante :

1) Calculerlabely:(BUT),
2) éliminer deabelx:(BUT) tous les environnements tels qued i/ EP,
3) Pour chaque buB;, calculerBel(B;|d).

On utilisera I'une des méthodes proposées par [Pro8HMOPB] pour calculer la “probabilité” de

cet ensemble d’environnements a partir des probabdegdypothéses. Ces méthodes passent par la
mise sous une forme particuliére, dite forme “mutuellensxelusive ou indépendante” (MEI), de la
formule exprimant le label, & partir de laquelle on peutiément calculer la "probabilité” du label

Les probabilités calculées dans le point 3) correspara@nBel(f~1 (X)) de la Proposition 3.4.1.

A partir d’elles on peut évaluer directement I'utilité dedécisionf.

Exemple 3.4.3 (tiré de [LS97])

Une voiture doit passer un contrble technique. Sa carndesses freins et son silencieux sont suscep-
tibles d'étre considérés comme défaillants. Leurdoptuilités respectives de ne pas entraver I'obten-
tion du certificat sontP(—Ab(c)) = 0.7; P(-Ab(f)) = 0.4; P(—Ab(s)) = 0.3.

Les codts de réparation respectifs sofitout (rc) = 10000 FF; Cout(r f) = 2500 FF; Cout(rs) =
500 FF. Le prix d’'une voiture neuve estout(nc) = 50000 FF. Quelle est la meilleure décision au
sens de I'utilité espérée basée sur les fonctions dgacroe?

Acheter une nouvelle voiture) permet d'étre slr de passer le contrdle technique epiarer un
élement le rend apte a passer le contrdle (8ky= {nv — controle;rc — okC;rf — okF;rs —
okS;

—Ab(c) — okC'; = Ab(f) — ok F;—Ab(s) — okS;

okC' N ok F' N\ okS — controle}

Alors,D = {re,rf,rs,nv} (ily a 2* = 16 décisions possibles}{ = {Ab(c), Ab(f), Ab(s)} (ily a
huit états de panne possibles).

Les colts des differentes réparations sont pris en cempptr I'elaboration des buts graduels:

By «+ T, o = —75000 (colt estimé d'étre a pieds...).

By < controle, j1n = —Cout(nv) — Cout(rc) — Cout(rf) — Cout(rs) = —63000;

By «+ controle AN —nv, g = —Cout(rc) — Cout(rf) — Cout(rs) = —13000;

4.{Bo, ..., B} sontdes buts sous forme graduelleBsit ... F By etu(B;) > p(Ajeo...i—1 Bj). La satisfaction
d’'un but est plus “utile” que la satisfaction de tous les lmé@plus faible priorité.

5. La forme MEI est une forme normale disjonctive, v ... Vv E,, ou lesF; sont soit indépendants (n'ont pas de
symboles hypothése en commun), soit exclusifs (deux emméments contiennent un méme littéral, mais positifzche
l'un, et négatif chez l'autre). On calcule alors facilernénprobabilité d’une telle formule, car #; et £; sont MEI,
P(E; vV E;) = P(E:) + P(E;).
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Bs «+ controle A —nv A —re, us = —Cout(r f) — Cout(rs) = —3000;
By + controle N —=nv A —rc A =rf, py = —Cout(rs) = —500;
Bs + controle AN—nv A —re AN—rf A—rs, us = 0;

Apres introduction du symbolU T, et de la connaissanceB; - BUT, on calcule

label BUT) =

{{B1, Ba, B3, By, Bs}, {{}, 7Ab(c), ~Ab(f), ~Ab(s)},

{nV, B27 B37 B47 B5}7 {I’C7 ﬁAb(S), ﬁAb(f), B37 B47 B5}7

{rf,=Ab(c), —Ab(s), By, Bs },{rs,—Ab(c), = Ab(f), Bs},

{rc,rf,—Ab(s), Bs, B, B5}, {rc,rs, = Ab(f), Bs, Bs, Bs },

{rs, rf,=Ab(c), By, Bs }, {rc, rf,rs, Bs, By, B5 } }.

A partir de 1a, on peut évaluer pour chaque sous Butet chaque décisiot, le degré de croyance
Bel(B;|d) (voir [LS97] pour plus de détails. La méthode utiliséelessée sur la procédure proposée
par [CCCL96]).

Les utilités des differentes décisions disponiblevprtiétre calculées:

u.({}) = —=75000 + 12000 - Bel(B1]{}) + 50000 - Bel(Bz|{})

+10000- Bel(Bs]{}) +2500- Bel (B4|{}) 4500 Bel(Bs|{}) = —75000+0.084 - 75000 = —68700
u({rb, rc, rm }) = —75000 + 12000 4+ 50000 = —13000

ux({nc}) = —75000 4+ 12000 = —63000

. ({re, rb}) = —75000 + 0.3 - (12000 4 50000) = —56400

u,({rc}) = —=75000 + 0.12 - (12000 + 50000) = —67560 . . .

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons proposé un mode de reprégemtaiproblemes de décision sous incer-
titude et de calcul de décisions optimales, basé sur iglegpropositionnelle.

En particulier, nous avons fait le lien entre les théoriesgibilistes optimistes et pessimistes présen-
tées dans le chapitre 1 de la partie Il et les problemesddieion et de cohérence dans des bases
stratifiees. Profitant d'une collaboration avec un aut@ant de I'équipe, ayant proposé une implé-
mentation particuliere d'un ATMS, nous avons propos@déades méthodes spécifiques de résolution
de problémes de décision sous incertitude possibitispeésentés logiquement.

Un lien entre représentation logique, abduction et d&eisous incertitude basée sur les fonctions de
croyance a également été mis en évidence. Un lien sémetdaiste entre cohérence et décision basée
sur des fonctions de plausibilité.

Enfin, nous avons montré que ces deux types de décisionirsmarsitude (possibiliste ou basé sur
les fonctions de croyance) peuvent étre intégrés daasnéme approche logique dans le cadre des
ATMS (pour les cas pessimistes) utilisant des symbolestingses étendus.

La représentation utilisée, basée sur la logique pritipaselle (éventuellement valuée) permet un
compromis entre une représentation concise de problémeiecision sous incertitude, et des mé-
thodes de calcul de décisions efficaces (basées sur uteniemtation particuliere d’'un ATMS uti-
lisant une procédure de type Davis et Putnam [CCCL96])uldés représentations structurées de
problemes de décision comportant a la fois de I'incedtt et des préférences ont &té proposées ré-
cemment: basées sur les CSP (par exemple, [FLS96b], [BBIER2 sur les diagrammes d'influence
(par exemple [Zha94]). Les diagrammes d’influence permette représenter graphiquement de ma-
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niere concise les dépendances entre les variables diéprell_e calcul de décisions optimales se fait
toujours de maniére classique (bayésienne), grace datides de probabilités conditionnelles, résu-
mées par les arcs d'un diagramme d’influence.

Le travail décrit dans ce chapitre devra étre poursuimsdalusieurs directions:

— Utiliser le modele de représentation logique basé esiATMS pour recouvrir d’autres théo-
ries non-classiques. La théorie proposée par [BT96] pamele, doit pouvoir supporter tres
bien la modélisation logique que nous avons proposégpigiie peut étre vue comme un cas
particulier de la théorie de I'utilité qualitative pesgste de [DP95D].

— Etendre notre modéle a la décision séquentielle. RBansas, il s’agit non plus de déterminer
une action optimale, mais une séquence d’actions. Delsadés basées sur une contrepartie
possibiliste de la programmation dynamique qui ont étippsées par [FLS96a] et ont été
décrites dans le chapitre précédent. Une extension dielaalécrit dans ce chapitre, dans
laguelle le temps est explicitement représenté, pdyreaimettre de représenter et de résoudre
de tels problemes de décision séquentielle, en mudtipiéanmoins le nombre de variables par
le nombre d’étapes du probléme de décision séquentiell
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Conclusion

Une étude compléete des processus décisionnels doitrenttois composantes (Geffner [Gef98]):
étude des modeles de décision (axiomatique), des lasgdg représentation et des algorithmes de
résolution.

Nous avons proposé une étude d’une théorie ordinaledixigion basée principalement sur la théorie
des possibilités. Notre étude a abordé, de facon sarte d@wompléte, ces différents points. Dans cette
conclusion nous allons dresser le bilan de notre contdibypuis nous verrons comment notre étude
doit &tre poursuivie.

Bilan

La premiere contribution de cette these consiste endfaatisation d’'une famille de criteres de dé-
cision dans l'incertain, basés sur l'intégrale de Sugédbes criteres de décision font appel a des
mesures d’incertitude et de préférence ordinales. Lesimee d’incertitude, en particulier, sont mo-
notones pour l'inclusion.

Les principales differences entre ces criteres de w#ret le critere de I'utilité espérée, outre leur
forme plusqualitative sont les suivantes:

— Lanotion de compensation entre les differentes coresémgs possibles d’une action est rejetée.
Le critere de I'utilité espérée évalue les actionsarcfion de la moyenne (pondérée) des utilités
des conséquences possibles, introduisant ainsi I'hysetlque le probleme de décision sera
répété et que I'action préférée sera celle qui doemadilleur résultat “en moyenne”. Utiliser
l'intégrale de Sugeno, au contraire, suggere que ltatidi'une action reflete soit I'utilité de
I'une de ses conséquences possibles, soit la plausibiliti Evénement conduisant a I'une de
ces conséquences.

Si on introduit une hypothése supplémentaire de pessieizu d’'optimisme de 'agent, ceci
conduit a l'utilisation de I'un des criteres d’utilitauglitative possibiliste de [DP95b].

— Le “principe de la chose certaine” de Savage, stipulannapdifier les conséquences identiques
de deux actions ne modifie pas I'ordre de préférence eesaleux actions, n'est en général
pas respecté par les criteres de décision basés stagtale de Sugeno. Les critéres possibi-
listes vérifient toutefois une version affaiblie de ce pijfre, souffrant d’'un éventuel “effet de
noyade” des préférences, lorsque des conséguencémextient graves ou bénéfiques peuvent
plausiblement étre atteintes. Notons que lorsqu’onsdtiles critéres de décision possibilistes
on ne peut jamais renverser une préférestdeteentre deux actions.

Si les critéres de décision basés sur I'utilité espét sur I'intégrale de Sugeno different en plusieurs
aspects, ils conservent toutefois un point commun imporidrypothése de commensurabilité entre
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les niveaux d’incertitude et de préférence. Cette hypsttdécoule directement du fait que I'on sou-
haite construire un préordre complet entre les actionsitonocomparer actions binaires et actions
constantes revient & supposer I'existence d’'une échetl@mune pour mesurer l'incertitude et les
préférences.

La deuxieme contribution de cette thése est une exterggdrutilisation des criteres de décision
possibilistes a la décision séquentielle en envirorgrdnotalement observable.

Nous avons défini une versigossibilistedes processus décisionnels markoviens. Dans cette nersio
le principe d'optimalité de Bellman [Bel57], exprimantettoute sous police d’une police optimale
est a son tour optimale” ne tient plus. Nous avons cepertapbsé des algorithmes de type “pro-
grammation dynamique”, calculant par induction arriees golices optimales au sens des criteres
possibilistes. Ceci est possible car les processus déaisis markoviens possibilistes vérifient une
certaine forme du principe de Bellman : toute sous policeedes étapeset N (N est I'horizon du
probléme) d’une police optimale entre les étapes N (calculée récursivement), est optimale.

Enfin, nous avons proposé des méthodes de représeniagione de problemes de décision sous
incertitude. L'intérét principal de ces méthodes eskligs permettent de représenter de maniére
concise et simple les préféerences graduelles et les @@ames plus ou moins certaines d’'un agent,
tout en restant, au niveau de leurs sémantiques, en acexdes théories possibilistes de la décision
dans I'incertain. Pour ce faire, nous avons étendu le lgagas ATMS par I'adjonction de symboles
de préférence et de décision.

Nous plagcant ensuite dans le cadre, soit de la logiquelgibs&, soit de la logique probabiliste, nous
avons proposé des algorithmes de résolution pour ledgras de décision sous incertitude a base
de fonctions de croyance ou de possibilités.

Perspectives

Nous avons présenté un ensemble de résultats dans lendodeela décision “qualitative” dans l'in-
certain. Certains de ces résultats sont tournés versdélmsation (axiomatisation de critéres de déci-
sion), d’autres vers le calcul effectif (algorithmes dgal@tion de problémes de décision séquentiels
ou exprimés en logique). Ces résultats ont été appsigpar exemple, a un probleme d’ordonnance-
ment dans l'industrie vinicole...

Depuis quelques années la planification sous incertittileamt le modeéle deBrocessus Décision-
nels Markoviens Partiellement Observab{(E®MPO) connait un intérét croissant, comme le prouve
le prochain workshop deAmerican Association on Artificial Intelligencglii va se tenir a Stanford

a la fin de cette année. Or le modele des PDMPO pose un dprdidme de complexité spatiale et
temporelle, que tentent de résoudre la plupart des trasénents.

En effet, le fait de remplacer 'ensemble (fini) des étatsnd®DM par un ensemble (infini) d’états
de connaissance (distributions de probabilités surtls)érend les PDMPO terriblement complexes
a résoudre. C’est pourquoi les travaux concernant les IPOMe tournent donc soit vers des algo-
rithmes de résolution approchée (anytime), soit vergegesentations structurées qui en diminuent
la complexité spatiale (Dearden et Boutilier [DB94]).

Nos travaux sur une théorie qualitative de la décisiorsdiamrcertain ouvrent une nouvelle voie vers le
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traitement de la planification sous incertitude, permé¢tiadimiter les problémes de complexité inhé-
rents aux PDMPO classiques. Cependant, avant d’étrealillis dans le domaine de la planification,
les résultats présentés dans cette thése doiverététmdus selon trois directions::

— prise en compte des observation au niveau méme de lata&fides utilités qualitatives possi-
bilistes,

— étude des PDMPO possibilistes et proposition d’algoréh de résolution,

— représentation structurée des PDMPO, afin d’en rédizemplexité spatiale.

Caracterisations axiomatiques des peferences conditionnelles

Nous avons proposé des caractérisations axiomatiquesipaertain nombre de criteres de décision.
Ce faisant, nous avons justifié un certain nombre de mesliregrtitude monotones (possibilités,
nécessités, mesures décomposables...). Cependastvans laissé de coté les notions de condition-
nement dans ces mesures. Or, observer change les conpnasdam agent, donc modifie sa mesure
de l'incertitude. La maniére dont sa mesure d’incertitedemodifiée par une observation dépend
de la notion de conditionnement que I'agent utilise. Or, ¢éion de conditionnement, en théorie
des possibilites comme plus généralement pour beautedmesures monotones”, n'a pas de dé-
finition aussi universellement acceptée que celle du d¢immitiement bayésien. Plusieurs définitions
coexistent, non-équivalentes et pas forcement bienrfirééables”, c’est pourquoi une axiomatisation
du conditionnement en termes de préférences “condigiidesi entre actions devra étre proposée.

Déecision €quentielle en environnement partiellement observable

La notion de conditionnement, couplée a la notion d't&itjualitative trouve une application directe
en décision séquentielle lorsque I'on souhaite prendeenpte I'observabilité partielle de la plupart
des problemes réels. Nous avons proposé des solutionggsgproblémes complétement observables
et des solutions ont été données dans le cas d'obsdt&ahille par Da Costa [Da 98]. Cependant,
le cas plus général des problemes de décision quadtati environnemenmartiellementbservable

n'a pas encore été traité. Afin de le traiter et de propdssrcontreparties possibilistes des processus
décisionnels markoviens partiellement observables (PDM il nous faudra exploiter les résultats
sur le probleme du conditionnement (pour définir la notartilité qualitative, conditionnée par une
observation).

Représentation structuree des probémes de @cision sous incertitude qualitative et ap-
plication a la planification

Nous avons montré qu'il est possible de représenter eiquegpossibiliste) des problémes de dé-

cision sous incertitude qualitative. Il ne s’agit Ia querdpremier pas vers la définition de langages
plus évolués, dont la sémantique devra continuer gsagr sur les résultats théoriques concernant
l'utilité qualitative possibiliste.

De tels langages de représentation pourraient s’appuyer s

— les langages classiquement utilisés pour la planifinatie type STRIPS ou autres, qui ont
déja été utilisés dans le cadre de la planification $ocertitude en environnement non obser-
vable : Kushmerick, Hanks et Weld [KHW95] ont, par exemplegursé un planificateur de type
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STRIPS, probabiliste dont on pourrait s’inspirer (des peegpas dans ce sens ont été réalisés
par Guerre [Gue98])).

— Les réseaux de décision bayésiens proposés par ZEha§4] qui étendent les diagrammes
d’influence (Pearl [Pea88]) peuvent &tre utilisés poprésenter des PDMPO de maniere com-
pacte. Or, Benferhat et col. [BDGP98] ont défini une cordargép possibiliste des diagrammes
d’influence et mis en évidence leur lien avec la logique iagste. Appliquer les PDMPO pos-
sibilistes a la planification nécessiterait sans doute,de diminuer la complexité spatiale du
probleme, d’effectuer un travail analogue a celui de £han adaptant les diagrammes d'’in-
fluence possibilistes a la décision qualitative dan€itain.
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Annexe A

La procedure MPL

Nous présentons ici la procédure MPL introduite dans [C@&] que nous utilisons pour le calcul
de labels. L'objectif de cette procédure est le suivattant donnée une formulg, exprimée sous
forme normale conjonctive (FNC) et comportant deux typssimtits de littéraux, MPL calcule une
projection dep sur 'ensemble des littéraux d’un des deux types. Cettgption est une formule sous
forme normale disjonctive (FND) qui est une représentatiinimale de I'ensemble des modeles de
¢, restreints a ce type de littéral. On peut montrer que ¢tepods d’une base de connaissances (au
sens des ATMS) peuvent étre calculés facilement par patteedure.

Les définitions qui suivent sont Iégerement différerte celles de [CCCL96], mais le principe reste le
méme. Cette nouvelle formulation qui facilite la lectuesghreuves des théoremes peut étre retrouvée
dans [CCCL98].

A.1 Deéfinitions

On définit tout d’abord les notions d’impliquant et d’imgplié :

Définition A.1.1 (impliquants,impliqu és) soit ¢ une formule propositionnelle. Soiehtet F' deux
ensembles cohérents de littéraux.

— La conjonction de littéraux (ophras¢ £ est unimpliquantde ¢ ssi E* + ¢. E” est un
impliquant premiede ¢ ssiE” - ¢ et AF”, impliquant dep tel queF’ C F.

— Ladisjonction de litteraux (odlause £V est unimpliqguéde¢ ssi¢ - EV. EY est unimpliqué
premierde¢ ssi¢ - EY et AFY, impliqué dep tel queF C F.

Dans la suite H représente un ensemble cohérent de littéraux distimgiu’ langage® sur lequel
seront projetées les formules de

Définition A.1.2 (restriction) Soit M un ensemble de littéraux correspondant a une interpiéta
On appellerestrictionde M a H I'ensembled N M, noté Ry (M).

Si I'on considerel comme une conjonction de littérauk;; (M) est une phrase dans laquelle seuls
des littéraux deé{ apparaissent. On peut vdity (M) comme une interprétation partielle.
La définition suivante concerne la notion de mod&ieestreint:

Définition A.1.3 (modeles restreints) Soit¢ une formule. Soif C H. | est un modele? -restreint
de¢ ssidM, modéle deb tel quel = Ry (M).
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Le résultats suivants ont été montrés dans Castell f&OGCLI6][CCCLI8].

Proposition A.1.1 | est un modéld{ -restreint de¢ ssi la phrase(/U ~ (H — I))" est cohérente
aveco.

Preuve:

PuisqueH est cohérent, /U ~ (H — I)) était incohérent, cela signifierait qu'il existe
un littéral appartenant a la foislfeet aH — 1.

Maintenant, /U ~ (H — I))" cohérent ave¢ est équivalent a I'existence d’un modele comrhun
Théoreme A.1.11 est un modelél -restreint dep ssi3FE”, impliquant dep tel queH N F = 1.

Preuve:

Pour prouver la premiére implication il suffit de consteuii en prenant une phrase batie
surun modéle commun dé et¢. Réciproquement, toutimpliquant peut étre étendu pour
obtenir un modéle.

En fin de compte, un modele H-restreint@@eut étre obtenu en prenant un modele quelconque de
¢ et en “masquant” les littéraux de ce modeéle qui ne sont pas M. Notons que la phrase obtenue
n'est plus forcément un impliquant ge

Définition A.1.4 Soit¢ une formule. Soif C H. | est unH -impliquant dep ssi pour toute interpré-
tation M telle quel C M, M est un modéle de.

Un H-impliquant dep est donc un modele H-restreint qui implique égalenge@n peut montrer que
les H-impliquants de minimaux pour I'inclusion sont exactement les impliquagmmemiers deb qui
sont inclus danéf.

En fait, les modéles H-restreints minimaux d’une formulkexprimée sous forme normale disjonctive
peuvent étre facilement calculés:

Théoreme A.1.2L’'ensemble des modelésrestreints minimauxd'une FND = Ef'VE} V.. .V E}
est 'ensemble des éléements minimaux pour l'inclusiokg¢ls; ), Ry (Es), ..., Ra(L,)

Preuve:

On peut montrer facilement que lé&; (£;) sont des modéle# -restreints des. Sup-
posons I'existence d&, un modelef -restreint minimal de> qui ne se trouve pas dans
'ensemble des éléments minimaux &g (E:), Rp(Ls), ..., Rg(£,). Alors on peut
trouver M, modéle dep, tel queRy (M) = E, etVi, Ry(E) # Rp(E;). Or, puis-
qu’il estimpossible de trouve®; (F;) C E (minimalité deF), il existe donc un littéral

l € Ry(F;)etl ¢ Fpourtouti.Onal ¢ M,parcequé € Hetk = Ry(M)= MnNH.
Donc, M falsifie lesk (F;) et doncg, ce qui contredit I'hypothése de départ.

1. SiD est'ensemble des symboles impliqués d&hdU ~ (H — I)) est exactement uR-modéle préféeré de dans
le sens de [CCCL96].
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Exemple A.1.1 SoitK = {-AV¢,-AV B,-BV -cV A} etH = {-A,-B}. La forme normale
disjonctive dell’ est(—BA—A)V (mAA-c)V (AN BAc). Les modéledl -restreints son{— A4, - B},
{—A} et{}. Le seulHd -impliquantdek est{—A,-B}.

On peut maintenant définir une fonctidn Py (resp.P 1) qui a toute formules du langage associe
une autre formule faite de littéraux d&, sous forme normale disjonctive et telle que les impligsant
premiers deVl Py (¢) (resp.Plx(¢)) (i.e. les éléments de la disjonction) sont exactemeriedéles
H-restreints (resp. les H-impliquants) minimaux pourdlunsion deg.

¢, M Pr(¢) et Pl (¢) sontreliés par les propriétés suivantes:

Propriéte A.1.1 Y6, PIg(6) F ¢ = M P (o)

Preuve:

Si £ est un élement de la disjonctidtVz; (¢), c’est un impliquant premier dg, ce qui
prouve le premiel-. Maintenant, tout modelé/ de ¢ définit un modeleH -restreint de
Ry (M). Alors, il existeE”, élément de la disjonctioh! Py (¢), tel queE C Ry (M),

donc le deuxieme est prouveé.

Théoreme A.1.3SoitFF C H. V¢, ¢ EV ssiM Py (o) F EVY.

Preuve:

(<) Soit M, modele dep. Ry (M) est un modeéle H-restreint de donc il contient un
éléement deVl Py (¢). A fortiori, M contient un élément d&/ P (¢), doncM est un
modele deM Py (¢). PuisqueM Py (¢) E EY, M satisfait>".

(=) Supposong + EV. Supposons maintenant que I'on n'a gd¥’;; (¢) = EV. Alors,
il existe E/* dansM Py (¢) tel queF; N £ = (. Par définition3A/, modele des tel que
FE; = Rg(M),doncE; C M.Puisquek C H,ENM CENPNM=ENE; =0,
doncM ne satisfait pa&’”, ce qui est contradictoire.

Théoreme A.1.4SoitFF C H.V¢, ENE ¢ ssiEMN = Pl ().

Preuve:

(<) est évident.

(=) CommeE" I ¢, il contient un impliquant premieF” de ¢. Puisquels C H, F"
appartient &1 (¢), et doncE™ = Pl ().

Corollaire A.1.1 Sitous les impliquants premiers desont dangd alors M Py (¢) = Ply(¢)

Ce corollaire est tres important puisque c’est lui qui npesnet de calculer facilement les labels et
les nogoods d'un ATMS en utilisant la fonctidd Py, lorsqueH est I'ensemble des hypothéses de
'ATMS.
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A.2 Principe de l'algorithme MPL

L'algorithme MPL est basé sur une procédure énumérativtype Davis et Putnam [DP60]. Le pro-
bléeme du calcul de la satisfaisabilité d’'un ensemble deses (SAT) est un probléme NP-complet.
Parmi les algorithmes complets qui résolvent le probl&AE, certains parmi les plus efficaces, uti-
lisent un algorithme du type Davis et Putnam [DP60], [DLL62]

Un algorithme de Davis et Putnam énumere les interpotat’'une base de connaissangegisqu’a

ce qu'il en trouve un modele (si la base est cohérentey €it a un (sinon, la base est incohérente).
En opérant de la sorte, la recherche d’'un modéle de la leaserthaissancds est étroitement reliée
a la recherche d'une forme normale disjonctiveldepuisque I'on obtient facilement les modéles de
K depuis sa FND.

La difference principale entre I'algorithme de Davis etrium et I'algorithme MPL est que ce dernier
ne se contente pas de chercher un model& dmais en cherche tous les modeles H-restreints.

L'algorithme de Davis et Putham construit un arbre de rezdiebinaire qui bifurque a chaque noeud
sur la valeur de vérité d’un littéral. Si on définit ureprdre entre les ensembles de littéraux, on peut
ordonner les interprétation'sen se basant sur le préordre entre leurs restrictiods & (/): a
chaque noeud on falsifie un littéral d&. Si M est la premiere interprétation trouvée satisfaisant la
basek’, Ry (M) est un modéle H-restreint minimal (pour la relation d’e)dr

Le probleme est maintenant d’éliminer les modéles Hregss de/X qui ne sont pas minimaux.
L'idée utilisee dans I'algorithme est d’ajouter une dawue les modeéles H-restreints non-minimaux
violent dés que I'on a trouvé un modele H-restreint miainfPour ceci, dés que I'on a trouvé un mo-
dele M (le premier trouvé est forcement minimal), on ajoutk da clause” = Ve, (ar)—!. Toute
interprétation/ telle queRy (M) C Ry (1) falsifieC'.

Les deux algorithmes suivants implémentent la procédarBavis et Putham modifiee. L'ensemble
des clauses est divisé en deux: la base inittalet une base de clauses ajoutées au cours du cal-
cul, KA. Cet algorithme, appelé avd¢, KA = {} et H comme parameétres, calcule exactement
MPg(KM).

Algorithme A.1: MPL(K,K A,H)

% cette fonction retourne les modelEsrestreints minimaux d&’ ;
Données K un ensemble de clauses ;
K A ensemble de clauses ajoutées ;
H ensemble de littéraux cohérents ;
Résultat :M ensemble de modelds-restreints minimaux
début
M + {} % M est une variable locale ;
MODEL_PREF_LIT(K,KA{},M,H);
retourner M;
fin

L'algorithme A.2 est une version modifiee de I'algorithme@avis et Putnam. Il produit un arbre de
recherche binaire qui est développé (les variable#/ dnt instanciées successivement) jusqu’a ce
gu’'un modele dd¥ soit trouvé. L'algorithme de Davis et Putnam “normal” s&te a ce point, mais
puisque nous voulons trouvesusles modeéles H-restreints minimaux @& on doit poursuivre la
recherche.
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Algorithme A.2 : MODEL_PREF.LIT(K,varK A, I P,var M ,H)

Données K un ensemble de clauses ;
K A ensemble de clauses ajoutées ;
1P ensemble cohérent de littéraux ;
H ensemble cohérent de littéraux ;

Résultat :M un ensemble de modelés-restreints minimaux

début

SIMPLIFY (K ,IP) ;

% — est la clause vide ;

Si(K)p={}et—¢ (KA)rp alors

% on a trouvé un impliquant d& ;

M« MU{IPNH},

KA+ KAU {\/IEIPF‘IH)_'Z} X

sinon
Si— ¢ (KUKA)rp alors
% on cherche un littéral d& dansk ;
| + CHOOSE LITERAL (K ,IP,H) ;
si | # “rien” alors
% on commence par la négation du littéral ;
MODEL_PREF_LIT(K,KA,IP U{~l},M,H);
| MODEL_PREF_LIT(K,KAIPU{{}M, H);
sinon
% on effectue un test de cohérence ;
si (K U K A)rp cohérentalors
M+~ MU{IPNH},
L KA+ KAU {\/IEIPOH_‘Z} ;

fin

Dans la fonction 84PLIFY on peut utliser les techniques classiques des algorithmbgoe Davis et
Putnam pour la simplification de bases de clauses (promsgddis clauses unitaires...). La fonction
CHOOSE LITTERAL retourne un littéral dé/ auquel on n’a pas encore affecté de valeur, s'il en existe
un et sinon, le mot “rien”. Pour choisir le prochain littE&dnstancier, on se peut se servir de méthodes
initiees dans la communauté SAT.

Exemple A.2.1 SoitK = {BV¢,—cVAVB}. SoitH = {A, B}. Lafigure A.1 montre I'arbre binaire
développé par notre algorithme. Le fonctionnement péetSéparé en deux étapes : en premier lieu
on utilise I'algorithme de Davis et Putnam décrit préeetiment, afin d’affecter une valeur a tous les
littéraux de H impliqués dans la formule. Ensuite, en s’appuyant sur émtbme A.1.1 on cherche
simplement a savoir si la formule résultante est cohiere@e test de cohérence est effectué par un
appel a une procédure de Davis et Putham classique. Sirladle est cohérente, on a trouvé un
modéle H-restreint minimal.

La restriction a H du premier modele trouvé 98}. On ajoute donc a la base la clause3. On
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K={BVe¢,—eV AV B}
{B\/C,ﬁC\/A\/B,—!A,—!B}

-A A

Davis et Putnam modifié

{BVe¢,mcV B} {BVe¢,~B}
B\/C,—|C\/B,—|B} {B\/C,ﬂB,J_}

-B B

{e, me} (g

Incohérent Cohérentf Cohérent coupure(par-A

Test de cohérence
Davis et Putnam “normal’

{ {B} {A} {AB}

— — B est ajoutée a la base
- A est ajoutée a la base

Restrictiona P

Fic. A.1 —Arbre de Davis et Putnam modifié

poursuit, on ajoute la clause A, ce qui permet de couper la derniére branche. Les deux leedé
H-restreints minimaux sont dorfci} et{ B}.

A.3 Application aux ATMS

Tous les éléments de base d’'un ATMS : labels, nogoodspetozent étre calculés par I'algorithme
MPL et ce sans utiliser la phase de minimisation présente tis algorithmes de de Kleer [de 86]
puisque les modeles calculés par MPL sont minimaux.

Propri éte A.3.1 L’ensemble des nogoods d’'une base de connaissdtiqes rapport a I'ensemble
d’hypothésed! est exactement I'ensemble des impliquants premiers de
MPH(ﬁMPNH (I(/\)).

Preuve:

E est un nogood séi' C # est minimal et tel qué&™ A E* - L, ou K" - (~ E)V.

K"F (~ E)Y ssiM Py (K") - (~ E)Y (théoreme A.1.3),

MPog (KM F (~ E)Y = EMN- =MPog (KM

ENE=MPoy(K") ssSiEMN = Pl (=M Pog(K”™)) (théoreme A.1.4).

Ou, de maniere équivalente* = M Py (=M P.g (K")) (corollaire A.1.1 puisque les
litteraux de—M Pz (K”) sont dandd). Finalement, un nogood est exactement un im-
pliquant premier dé{ Py (—=M Poir (K™)).

Propri éte A.3.2 Soit K un ensemble de clauses et un ensemble d’hypotigs&oite une formule.
Le label dep contient exactement I'ensemble des impliquants premiers d
M Py (=M P (K™ A —¢)) qui ne sont pas parmi les nogoods e
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La preuve est similaire a la précédente puisque I'onatietes nogoods d& U —¢. On doit 6ter

les nogoods du label puisque toute formule est conséquegicgie d'un environnement incohérent.
Ceci peut étre fait (aprés un calcul préalable des nogjoanl initialisant la base de clauses ajoutées
(K A) avec I'ensemble des nogoods, a I'appel de la procétiury..

Propri éte A.3.3 Soit K un ensemble de clauses. Soierdt > deux formules. Le label de A « est
exactement I'ensemble des impliquants premierslde; (—M Poy (K A —¢) A= M Pog (K A=)
(duguel on enléve les nogoods H8.

Exemple A.3.1 (suite)

K={-Av-bVe¢,mBVb, -c}

MPoy(K) = ~AV -B ({4} {~B}),
~MPoy(K) = AN B {{AL B,
MPy(~MP.y(K)=ANB  ({{A.B})).

Donc, I'ensemble des nogoods ¢$A,B} }.
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A.4 Interface du prototype

Ce prototype, implémentant le modéle de représentédigique de problemes de décision dans l'in-
certain a été réalisé, dans le cadre de sa thése, par Bellre. Les deux figures suivantes représentent
les interfaces de saisie des bases de connaissances ef&tenués, ainsi que le résultat d'un calcul
de décisions pessimistes optimales.
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Dan Ar Ber SAT -based Reasoning Engine for Al

| ames |

| Argementation

Necisi

| aisc Help

1/5
1/5
1/5
1/5
1/5
1/5
1/5
1/5
1/5
1/5
1/5
1/5
1/5
1/5
1/5
1/5
1/5
1/5
1/5
1/5
1/5
1/5
1/5
2

# BlO g -= E-oeufs
# BAC g —= B-oeufs
# B-peufs —= BAC BIO
# B-oeufs —= g

# TA B-oeufs —=

# TA —> 5—peufs

# BAC T —= 5-peufs
# BAC —= ow

# cw —= BAC

# 5-peufs —=r TA
# 5-opeufs —= BAC TA
#TA g —=we

#we —>g

#Fwe —=TA

#BIOTr —=w
#w—=Bl0

#w—=r

#rg-—»

#->=rg

# —=TABACBIO

# BACBIO —=

# TABID —=

# TA BAC —=
#-=q

k OMELETTE
F_OMELETTE

Delete Baze Q| Copy Base

Hombre de symboles : 10
Hombre de clauses : 24

tocity ClausqHide Clause

Clear || Refresh

Save As . I

Developpenner]

Fic. A.2 — Interface de saisie de la base de connaissances.
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Dan Ar Ber SAT -based Reasoning Engine for AI|

Fite gase || amms || cwrn | agomentation|| pecision || omgnostie || muse | wew

15 # —=w K_OMELETTE
F OMELETTE

2 # —= e
3 # —> 5—peufs
I3 # —>cw
4z # —> S5—peufs
51 # —>cw

I"'ensemble des meilleures decisions est :

%BAC}
[BIO
'

I"utilite pessimiste est: 2713

Delete Baze Q| Copy Base

Hombre de symboles : 4
Hombre de clauses : 6

tocity ClausqHide Clause

Clear || Refresh

Save As . I

Developpenner]

Fic. A.3 — Base de préférences et décisions optimales.
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Annexe B

Deécision dans l'incertain et contraintes
flexibles



170 ANNEXE B. DECISION DANS L'INCERTAIN ET CONTRAINTES FLEXIBLES



171



172 ANNEXE B. DECISION DANS L'INCERTAIN ET CONTRAINTES FLEXIBLES



173



174 ANNEXE B. DECISION DANS L'INCERTAIN ET CONTRAINTES FLEXIBLES



175



176 ANNEXE B. DECISION DANS L'INCERTAIN ET CONTRAINTES FLEXIBLES



BIBLIOGRAPHIE 177

Bibliographie

[AAG3]

[Aki95]

[AlI53]

[AQV94]

[Arr51]

[BBGP97]

[BDGP98]

[BDP92]

[Bel57]

[Ber96]

[BGY6]

Ansccombe (A.) et Aumann (R. J.). — A definition of sabjive probabilityAnnals of
Mathematical Statisticyvol. 34, Mars 1963, pp. 199-205.

Akian (M.). — Theory of cost measures: convergence of decision variabl&apport
technique h 2611, Rocquencourt, France, INRIA, Juillet 1995.

Allais (M.). — Le comportement de I'hnomme rationneéévant le risque: critique des
postulats et axiomes de I'école américailBeonometricavol. 21, 1953, pp. 503-546.

Akian (M.), Quadrat (J. P.) et Viot (M.). — Bellman@eessedn: Proc. 11th Int. Conf.
on Analysis and Optimization of Discrete Events Systems

Arrow (K.). — social Choice and Individual values Wiley, New York, 1951.

Boutilier (C.), Brafman (R.), Geib (C.) et Poole.JD- A constraint-based approach
to preference elicitation and decision makig: Proc. AAAl 97 Spring Symposium
Series (Qualitative Preferences in Deliberation and PieaitReasoning)- Standford
University, CA, 24-26 Mars 1997.

Benferhat (S.), Dubois (D.), Garcia (L.) et Pratle)(— Directed possibilistic graphs
and possibilistic logicln: Proc. 7th Inter. Conf on Information Processing and Ma-
nagement of Uncertainty in knowledge based systpmsl470-1477. — Paris, France,
6-10 Juillet 1998.

Benferhat (S.), Dubois (D.) et Prade (H.). — Repnéisg default rules in possibilis-
tic logic. In: Proc. 3rd Inter. Conf. on Principles of Knowledge Remetation and

Reasonning (KR'92)éd. par Nebel (B.), Rich (C.) et Swartout (W.), pp. 673—-684
Cambridge MA, 25-29 Oct. 1992.

Bellman (R. E.). —Dynamic Programming— Princeton University Press, Princeton
N.J., 1957.

Bernhard (P.). — A separation theorem for expectddesand feared value discrete time
control. European Series in Applied and Industrial Mathematics : €@le, Optimisa-
tion et Calcul des Variationwol. 1, Juillet 1996, pp. 191-206.

Bonet (B.) et Geffner (H.). — Arguing for decisions:cualitative model of decision
making.In: Proc. 12th Con. on Uncertainty in Artificial IntelligerdUAI'96), &d. par
E. Horwitz (F. Jensen eds.), pp. 98-105. — Portland, Oregbjuillet-4 aolt 1996.



178 BIBLIOGRAPHIE

[Bou94] Boutilier (C.). — Toward a logic for qualitative deon theoryln : Proc. 4th Inter. Conf.
on Principles of Knowledge Representation and ReasoniiRj9&), éd. par J. Doyle,
E. Sandewall (P. Torasso eds.), pp. 75—-86. — Bonn, Allemayhk27 mai 1994.

[BP82] Baldwin (J. F.) et Pilsworth (B. W.). — Dynamic prograning for fuzzy systems with
fuzzy environmentsl. Math. Analysis and Applicationso85, 1982, pp. 1-23.

[Bra97] Brafman (R. I.). — A heuristic variable grid solutionethod for pomdpsn : Proc. of
13th Nat. Conf. on Atrtificial Intelligence (AAAI'9Dp. 727-733.

[BT96] Brafman (R. I.) et Tennenholtz (M.). — On the foundats of qualitative decision theory.
In: Proc. 12th National Conf. on Atrtificial Intelligenc@p. 1291-1296. — Portland,
Oregon, 4-8 Aot 1996.

[BTI7] Brafman (R. I.) et Tennenholtz (M.). — On the axioraation of qualitative decision
criteria.In: Proc. 13th National Conf. on Artificial Intelligen¢cpp. 76-81.

[BZ70] Bellman (R. E.) et Zadeh (L. A.). — Decision making ifuzzy environmentManage-
ment Sciengevol. B, i 17,1970, pp. 141-164.

[CCCL96] Castell (T.), Cayrol (M.), Cayrol (C.) et Le BerrB.j. — Using the Davis and Putnam
procedure for an efficient computation of preferred models. Proc. 12th European
Conf. on Atrtificial Intelligence (ECAI'96)pp. 350-354. — Budapest, Hongrie, 11-16
Aot 1996.

[CCCL98] Castell (T.), Cayrol (M.), Cayrol (C.) et Le BerrB.j. — Modeles p-restreints. appli-
cation a I'inference propositionnellin: Actes du 11eme congrés Reconnaissance des
Formes et Intelligence Artificielle (RFIA'98pp. 205-214. — Clermont-Ferrand, 20-22
Janvier 1998.

[Cha96] Chateauneuf (A.). — Decomposable measures, @idtprobabilities and concave capa-
cities.Math. Soc. Sci.no31, 1996, pp. 19-37.

[Che88] Cheng (H. T.). —Algorithm for Partially Observable Markov Decision Proses —
Canada, These de PhD, University of British Columbia, 1988

[Cho54] Choquet (G.). — Theory of capacitidsnales de I'Institut Fourierno5, 1953-1954,
pp. 131-295. — (Grenoble).

[Chr92] Chrisman (L.). — Reinforcement learning with pereel aliasing: The perceptual dis-
tinctions approachn: Proc. 10th Nat. Conf. on Artificial Intelligence (AAARY pp.
183-188. — San Jose, CA, 1992.

[CJ80] Cohen (M.) et Jaffray (J-Y). — Rational behavior unclamplete ignorancézconome-
trica, vol. 48,11 5, 1980, pp. 1281-1299.

[CKL94] Cassandra (A. R.), Kaelbling (L. P.) et Littman (M.)L— Acting optimally in par-
tially observable stochastic domaiiis: Proc. 11th Nat. Conf. on Artificial Intelligence
(AAAI'94). pp. 1023-1028. — Seattle, WA, 31 Juillet-4aolt 1994.

[Da 98] Da Costa Pereira (C.). Rlanification d’actions en environnement incertain: une ap
proche fondée sur la théorie des possibilitesToulouse, France, Thése de PhD, Uni-
versité Paul Sabatier, Mai 1998.



BIBLIOGRAPHIE 179

[dB92]

[DB94]

[de 86]

[Dem67]

[dF37]

[DFL+96]

[DFP96]

[DFP97]

[DFPRY6]

[DGLM97a]

[DGLM97b]

[DGPZ98]

[DLL62]

[dLMO1]

de Campos (L. L.) et Bolanos (M. J.). — Charactertmaand comparison of sugeno and
choquet integraldzuzzy Sets and Systems52, 1992, pp. 61-67.

Dearden (R.) et Boutilier (C.). — Using abstraction flecision-theoretic planning with
time constraintdn: Proc. 11th Nat. Conf. on Artificial Intelligence (AAA#) — Seat-
tle, WA, 31 Juil.-4 ao(t 1994.

de Kleer (J.). — An Assumption-based TMS et Extendimg ATMS . Artificial
Intelligence vol. 28, 1986, pp. 127-162 and 163-196.

Dempster (A. P.). — Upper and lower probabilitiedtioed by a multivalued mapping.
Annals of Mathematical Statistig3so38, 1967, pp. 325-339.

de Finetti (B.). — La prévision: ses lois logiquess sources subjectivesnn. Inst. H.
Poincaré no7, 1937, pp. 1-68.

Dubois (D.), Fargier (H.), Lang (J.), Prade (H.) et SatibgR.). — Qualitative decision
theory and multistage decision making: A possibilisticraggh.In: Proc. European
Workshop on Fuzzy Decision Analysis for Management, Pfeyemd Optimizatioréd.
par Felix (R.), pp. 1-6. — Dortmund, Germany, 21-22 Mai 1996.

Dubois (D.), Fargier (H.) et Prade (H.). — Possipitheory in constraint satisfaction
problemsApplied Intelligenceno6, 1996, pp. 287-309.

Dubois (D.), Fargier (H.) et Prade (H.). — Decisioaking under ordinal prefe-
rences and uncertaintiy : Actes 13eme conf. on Uncertainty in Artificial Intelligee
(UAI'97), éd. par D. (Geiger) et P. (Shenoy P.). pp. 157-164. — Peozie, R. 1., 1997.

Dubois (D.), Fodor (J. C.), Prade (H.) et Rouben3.(MAggregation of decomposable
measures with application to utility theofiheory and Decisiomo41, 1996, pp. 59—
95.

Da Costa Pereira (C.), Garcia (F.), Lang (J.) ettifeClouaire (R.). — Planning with
graded nondeterministic actions: a possibilistic appnolat. Journal of Intelligent Sys-
tems nol12, 1997, pp. 935-962.

Da Costa Pereira (C.), Garcia (F.), Lang (J.) etrtitiaClouaire (R.). — Recent Ad-
vances in Al Planningchap. Possibilistic planning: representation and coriylepp.
143-155. — Springer Verlag, S. Steel and R. Alami, 19%¢ture Notes in Artificial
Intelligence

Dubois (D.), Godo (L.), Prade (H.) et Zapico (A.)Pessibilistic representation of qua-
litative utility: an improved characterizatiom: Proc. of the Int. Conf. on Information
Processing and Management of UncertaiiBMU’98). — Paris, Juillet 1998.

Davis (H.), Logemann (G.) et Loveland (D.). — A mankiprogram for theorem proving.
Commun. ACMno5, 1962, pp. 394-397.

de Campos (L. L.), Lamata (M. T.) et Moral (S.). — A tied approach to define fuzzy
integrals.Fuzzy Sets and Systeme39, 1991, pp. 75-90.



180

[DLP94]

[DLPS98a]

[DLPS98D]

[DP60]

[DP8O]

[DP82]

[DP88]
[DP95a]

[DP95b]

[DP95c¢]

[DPS97a]

[DPS97b]

[DPS98]

[DSWO1]

BIBLIOGRAPHIE

Dubois (D.), Lang (J.) et Prade (H.). — Automatedsrdng using possibilistic logic:
Semantics, belief revision and variable certainty weighE&E Trans. on Knowledge
and Data Engineeringvol. 1, 11 6, 1994, pp. 64—609.

Dubois (D.), Le Berre (D.), Prade (H.) et Sabb4&in. — Logical representation and
computation of optimal decisions in a qualitative settimg. Proc. AAAI'98 pp. 588—
593. — Madison, Wisconsin, 26-30 Juillet 1998.

Dubois (D.), Le Berre (D.), Prade (H.) et Sabba@Rr). — Using possibilistic logic
for modeling qualitative decision: ATMS-based algorithifagndamenta Informaticae
1998. — Accepté pour publication.

Davis (H.) et Putnam (L.). — A computing proceduredaantification theoryJournal
of the ACM no7, 1960, pp. 201-215.

Dubois (D.) et Prade (H.). Fuzzy Sets and Systems: Theory and applicatioNew
York, N.Y., Academic Press, 1980.

Dubois (D.) et Prade (H.). — A class of fuzzy measum@sel on triangular normbnt.
J. of General Systemso08, 1982, pp. 225-233.

Dubois (D.) et Prade (H.). Possibility theory— Plenum Press, 1988.

Dubois (D.) et Prade (H.). — Possibilistic mixtuaesl their applications to qualitative
utility theory. part ii: decision under incomplete knowtgdin : Proc. of conf. Founda-
tions and Applications of Possibility Theory (FAPT'98). par de Cooman (G.), Ruan
(D.) et Kerre (E. E.). pp. 256—266. — World Scientific.

Dubois (D.) et Prade (H.). — Possibility theory asaaib for qualitative decision theory.
In: Proc. 14th Inter. Joint Conf. on Artificial Intelligend®CAI'95), pp. 1925-1930.
— Montreal, Canada, 20-25 ao(t 1995.

Dubois (D.) et Prade (H.). — Towards possibilistecidion theoryln: IJCAI'95
workshop-Fuzzy logic in Artificial Intelligencéd. par T. P. Martin (A. L. Ralescu).
pp. 240-251. — Springer.

Dubois (D.), Prade (H.) et Sabbadin (R.). — Denisiader qualitative uncertainty with
Sugeno integrals-an axiomatic approdah. Actes du 7eme Congrés Mondial IFSA'97
pp. 441-446.— Prague, 1997.

Dubois (D.), Prade (H.) et Sabbadin (R.). — A pdBsile logic machinery for qualita-
tive decisionIn: Proc. AAAI 97 Spring Symposium Series (Qualitative &agices in
Deliberation and Practical Reasoning)p. 47-54. — Standford University, CA, 24-26
Mars 1997.

Dubois (D.), Prade (H.) et Sabbadin (R.). — Quaadecision theory with Sugeno
integrals.In: Actes de la 14eme Conf. Uncertainty in Artificial Intgiince (UAI'98)
éd. par Cooper (G. F.) et Moral (S.). pp. 121-128. — Madi¥éh 24-26 Juillet 1998.

Doyle (J.), Shoham (Y.) et Wellman (M. P.). — A logitrelative desire (preliminary
report).In: Proc. 6eme International Symposium on methodologielnfelligent Sys-
tems pp. 16-31.



BIBLIOGRAPHIE 181

[Dub86]

[Dup96]

[DW94]

[EK98]

[ENl61]

[Far94]

[FLS93]

[FLS96a]

[FLS96b]

[FLS98]

[FN71]

[For97]

[Gef92]
[Gefag]

[Gil87]

[GKP97]

Dubois (D.). — Belief structures, possibility thg@and decomposable confidence mea-
sures on finite set€omputers and Artificial Intelligenc@o5, 1986, pp. 404—-416.

Dupin de Saint-Cyr (F.). Gestion de I'évolutif et de I'incertain en logiques porees
— Toulouse, These de PhD, Université Paul Sabatier, 1996.

Doyle (J.) et Wellman (M. P.). — Representing prefees aseteris paribusompara-
tives.In: AAAI Spring Symposium on decision theoretic plannppm 69-75.

Esogbue (0.) et Kacprzyk (J.).Fuzzy Sets in Decision Analysis, Operations Research
and Statisticschap. Fuzzy Dynamic Programming, pp. 281-307. — Kluwerd&oaic
Publishers, R. Slowinski, 1998.

Ellsberg (D.). — Risk, ambiguity and the savage axsoQuarterly Journal of Econo-
mics no75, 1961, pp. 643-669.

Fargier (H.). Problémes de satisfaction de contraintes flexibles, apptin a I'ordon-
nancement de production These de PhD, Université Paul Sabatier, Toulouse,.1994

Fargier (H.), Lang (J.) et Schiex (T.). — Selectimgfprred solutions in fuzzy constraint
satisfaction problemdn: Proc. 1st European Congress on Fuzzy and IntelligenthTec
nologies (EUFIT'93) pp. 1128-1134. — Aachen, 1993.

Fargier (H.), Lang (J.) et Sabbadin (R.). — Towajgdalitative approaches to multi-
stage decision makingn: Proc. 6th International Conf. on Information Procesgin
and Management of Uncertainty in Knowledge-Based SystéivE96), pp. 31-36.
— Granada, Spain, 1-5 juillet 1996.

Fargier (H.), Lang (J.) et Schiex (T.). — Mixed ctramt satisfaction: a framework
for decision problems under uncertainty.: Proc. 13th National Conf. on Artificial
Intelligence (AAAI'96)pp. 175-180.

Fargier (H.), Lang (J.) et Sabbadin (R.). — Towandalgative approaches to multi-stage
decision makinglnternational Journal of Approximate Reasonjri98. — \ersion
révisée et rallongée (36 pages).

Fikes (R. E.) et Nilsson (N. J.). — Partial constraatisfactionArtificial Intelligence
vol. 2, 1971, pp. 189-208.

Fortemps (P.). Fuzzy Sets for Modelling and Handling Imprecision and Figiy. —
Thése de PhD, Faculté Polytechnique de Mons (Belgiq@)7 1

Geffner (H.). -Default reasoning: Causal and conditional theoriedMIT Press, 1992.

Geffner (H.). — Markov decision processes for piagnin: ECAI'98 workshop:
decision theory meets Aip. 5-9. — Brighton, UK, 1998.

Gilboa (l.). — Expected utility with purely subjaeé non-additive probabilitiedournal
of Mathematical Economi¢e016, 1987, pp. 65—-88.

Grant (S.), Kajii (A.) et Polak (B.). — Weakening thare-thing principle: Decomposable
choice under uncertaintin : Workshop on Decision Theary Chantilly, France, Juin
1997.



182

[GP91]

[Gue9s]

[Hau97]

[HCd92]

[Hur51]

[11T89]

[Jaf89]

[JW94]

[Kac83]

[Kac98]
[Kas93]
[KHW95]

[KMO5]

[KPS59]

[Lan96]

[Leh96]

BIBLIOGRAPHIE

Goldszmidt (M.) et Pearl (J.). — Systerh: A formalisation for reasoning with variable
strength defaultsin: Proc. National Conf. of Artificial Intelligence (AAAID, pp.
399-404. — Anaheim, CA, 1991.

Guere (E.). Etude et développement d’'un planificateur possibiliste/déterministe
— Rapport technique, Toulouse, France, Laboratoire dysekt d’Architecture des
Systemes, 1998.

Hauskrecht (M.). — Incremental methods for compybounds in partially observable
markov decision processds.: 13th Nat. Conf. on Artificial Intelligence (AAAI'97)
pp. 734-739.

Hamscher (W.), Console (L.) et de Kleer (eds.) @Readings in Model-Based Diag-
nosis — San Mateo, CA, Morgan Kaufmann, 1992.

Hurwicz (L.). — Optimality Criteria for Decision Making Under Ignorance Cowles
Comission Discussion Paper, Statistics, 1951.

Inuiguishi (M.), Ichihashi (H.) et Tanaka (H.). — Bsibilistic linear programming with
multiattribute value function®©RSA Journal on Computingol, 1989, pp. 146-158.

Jaffray (J.-Y.). — Linear utility theory for beli&inctions.Operations Research Letters
no8, 1989, pp. 107-112.

Jaffray (J.-Y.) et Wakker (P.). — Decision makingwittelief functions : Compatibility
and incompatibility with the sure-thing principléournal of Risk and Uncertaintyo8,
1994, p. 1994. — Kluwer Academic Publishers.

Kacprzyk (J.). -Multi-stage Decision Making under Fuzzynessverlag TUV Rhein-
land, 1983.

Kacprzyk (J.). Multistage Fuzzy Controt Wiley, 1998.
Kast (R.). -La théorie de la décisian- Paris, La Découverte, 1993.

Kushmerick (N.), Hanks (S.) et Weld (D. W.). — An alighm for probabilistic planning.
Artificial Intelligence 1995, pp. 239-286.

Kohlas (J.) et Monney (P.A.). -A Mathematical Theory of Hints. An Approach to the
Dempster-Shafer Theory of Evidenckap. chapter 5 - Probabilistic Assumption-based
Reasonning. — Springer, 199%cture Notes in Economics and Mathematical Systems

Kraft (C. H.), Pratt (J. W.) et Seidenberg (A.). — uitive probability on finite sets.
Annals of Mathematical Statistigso30, 1959, pp. 408—419.

Lang (J.). — Conditional desires and utilities-éemative logical approach to quali-
tative decision theoryin: Proc. 12th European Conference on Artificial Intelligeen
(ECAI'96), éd. par Wahlster (W.), pp. 318—-322. — Budapest, Hongtig,d Aolt 1996.

Lehmann (D.). — Generalized qualitative probaypilavage revisitedn: Proc. 12th
Conf. Uncertainty in Artificial Intelligenc®&JAI'98. pp. 381-388. — Portland, Oregon,
1996.



BIBLIOGRAPHIE 183

[Lov91l]

[LR57]

[LS97]

[Mak93]

[Mar97]

[Mas87]

[MH69]

[Mil54]

[Mon82]

[Mou88]

[Pea88]

[Pea90]

[Pead3]

[Pin91]

[PRI5]

[Pra82]

Lovejoy (W. S.). — A survey of algorithmic methodsrfpartially observed markov
decision processe8nnals of Operation Researctol. 1, i 28, 1991, pp. 47-65.

Luce (R.) et Raiffa (H.). -Games and Decisions New York, Wiley and Sons, 1957.

Le Berre (D.) et Sabbadin (R.). — Decision-theordiagnosis and repair: representa-
tional and computational issués.: Proc. 8th International Workshop on Principles of
Diagnosis (DX'97) pp. 141-145. — Le Mont-Saint-Michel, France, 15-18 Septem
1997.

Makinson (D.). — Five faces of minimalitgtudia logicano52, 1993, pp. 339-379.

Marichal (J. L.). -On Sugeno integral as an aggregation functierRapport technique,
Liege, Belgique, GEMME, Faculté d’Economie, de Gestibue Sciences Sociales,
1997.

Maslov (V.). -Méthodes opératorielless Moscou, MIR, 1987.

Mac Carthy (J.) et Hayes (P. J.). — Some philosoplpecablems from the standpoint of
artificial intelligenceMachine Intelligencevol. 4, 1969, pp. 463-502. — B. Meltzer et
D. Mitchie eds.

Milnor (J. W.). — Games against natuyep. 49—60. — Thrall, Coombs and Davis, 1954.

Monahan (G. E.). — A survey of partially observablarkov decision processddana-
gement Scienceol. 1, 11 28, 1982, pp. 1-16.

Moulin (H.). — Axioms of Cooperative Decision Making New York, Wiley, 1988.

Pearl (J.). Probabilistic Reasoning in Intelligent SystemsSan Mateo, CA: Morgan
Kaufmann, 1988.

Pearl (J.). — System z: A natural ordering of defawith tractable applications to
default reasonningn: Proc. 3rd Conf. on Theoretical Aspects of ReasonninguAbo
Knowledge (TARK'90)pp. 121-135. — Morgan Kaufmann.

Pearl (J.). — From conditionnal oughts to qualiéatiecision theoryin: Proc. of the
9th Conf. on Uncertainty in Artificial Intelligence (UAI'93éd. par Heckerman (D.) et
Mamdani (A.). pp. 12-20. — San Mateo, CA, 1993.

Pinkas (G.). — Propositional nonmonotonic reasgrand inconsistency in symetric
neural networksin: Proc. of the 12th International Joint Conf. on Artificiatelli-
gence (IJCAI'91) pp. 525-530. — Sydney, Australia, 1991.

Parr (R.) et Russel (S.). — Approximating optimalgek for partially observable stoc.
In: Int. Joint Conf. on Atrtificial Intelligence (IJCAI'95)pp. 1088-1094. — Montreal,
Canada, 1995.

Prade (H.). Fuzzy Sets and Possibility Theory: Recent Developmehé&p. Model
semantics and fuzzy set theory, pp. 232-246. — R. R. YagejaRP®n Press, 1982.



184

[Pro89]

[PT87]

[Put87]

[Put94]

[Roy85]

[RS96]

[Sabos]

[Sav51]

[Sav54]

[Sch8g]

[SDGP95]

[SDGP98]

[Sha76]

[Spo88]

[SS73]

[SS83]

BIBLIOGRAPHIE

Provan (G. M.). — An analysis of atms-based techeddar computing dempster-shafer
belief functionsIn: Proc. of the 11th Inter. Joint Conf. on Atrtificial Intejience (13-
CAI'89), pp. 1115-1120.

Papadimitriou (C. H.) et Tsitsiklis (J. N.). — The cplexity of markov decision pro-
cessesMathematics of Operations Researuebl. 3, rf 12, 1987, pp. 441-450.

Puterman (M. L.). Encyclopedia of Physical Science and Technolabgp. Dynamic
Programming, pp. 438—463. — Academic Press, 1987.

Puterman (M. L.). Markov Decision Processes New York, John Wiley and Sons,
1994.

Roy (B.). —-Méthodologie multicritere d’aide a la décision Paris, Economica, 1985.

Ralescu (D.) et Sugeno (M.). — Fuzzy integral repreg®n.Fuzzy Sets and Systems
no84, 1996, pp. 127-133.

Sabbadin (R.). — Decision as abduction. Proc. 13th European Conf. on Artificial
Intelligence (ECAI'98) pp. 600-604. — Brighton, UK, 1998.

Savage (L. J.). — The theory of statistical decisionrnal of the American Statistical
Associationno46, 1951, pp. 55-67.

Savage (L. J.). Fhe Foundations of Statistics New York, J. Wiley and Sons, 1954.

Schmeidler (D.). — Subjective probability and etpd utility without additivity.Eco-
nometrica no57, 1989, pp. 571-587.

Sabbadin (R.), Dubois (D.), Grenier (P.) et Pradl¢. - Un exemple de probleme de
satisfaction de contraintes flexibles dans l'industriéadte. In: Actes des rencontres
francophones sur la Logique Floue et ses applications (BB pp. 265-272. — Cé-

padu‘es Editions.

Sabbadin (R.), Dubois (D.), Grenier (P.) et Pratle ¢ A fuzzy constraint satisfaction
problem in the wine industninter. Journal of Intelligent and Fuzzy Systeme37,
1998. — a paraitre.

Shafer (G.). -A Mathematical Theory of Evidence Princeton, NJ, Princeton Univer-
sity Press, 1976.

Spohn (W.). — Ordinal conditional functions: A dymia theory of epistemic statels. :
Causation in Decision, Belief Change and Statistézs par Harper (W. L.) et Skyrms
(B.), pp. 105-134. — Reidel, Dordrecht, 1988.

Smallwood (R. D.) et Sondik (E. J.). — The optimal cohof partially observable
markov processes over a finite horiz@perations Resear¢cno21, 1973, pp. 1071-
1088.

Schweitzer (B.) et Sklar (A.). Probabilistic Metric Spaces- Amsterdam, North-
Holland, 1983.



BIBLIOGRAPHIE 185

[Sug77]

[SW92]

[TP94]

[van94]

[van97]

[Vin89]
[VNM44]

[Wal50]
[WD92]

[Web84]

[Wha84]

[Wil95]

[WYBB91]

[WYL93]

[Yag79]

[Zad65]

[Zad75]

Sugeno (M.). Fuzzy Automata and Decision Processgsap. Fuzzy measures and
fuzzy integrals - A survey, pp. 89—-102. — North-Holland, Aendam, M. M. Gupta, G.
N. Saridis et B. R. Gaines éditeurs, 1977.

Sarin (R.) et Wakker (P.). — A simple axiomatizatidmonadditive expected utility.
Econometricavol. 60, 1 6, 1992, pp. 1255-1272.

Tan (S. W.) et Pearl (J.). — Qualitative decision tigetn: Proc. 11th Nat. Conf. on
Artificial Intelligence (AAAI'94) pp. 928-933. — Seattle, WA, 31 juillet-4 aolt 1994.

van der Torre L. — Violated obligations in a defeésdeontic logicln: 11th European
Conf. on Artificial Intelligencegpp. 371-375.

van der Torre L. -Reasoning about Obligations Thése de PhD, Erasmus University
Rotterdam, 27 Fév. 1997 1997.

Vincke (Ph.). —L’Aide multicritere a la décision- Paris, Ellipses, 1989.

von Neumann (J.) et Morgenstern (O.) Theory of Games and Economic Behavier
Princeton University Press, 1944,

Wald (A.). — Statistical Decision Functions- New York, Wiley and Sons, 1950.

Watkins (C. J.) et Dayan (P.). — Q-learnifdachine Learningvol. 3, i 8, 1992, pp.
279-292.

Weber (S.). —L-decomposable measures and integrals for archimedearotroe.J.
of Math. Annal. Appl.n0101, 1984, pp. 114-138.

Whalen (T.). — Decision making under uncertaintpwiarious assumptions about avai-
lable informationlEEE Transactions on Systems, Man and Cybernetiod4, 1984,
pp. 888—900.

Wilson (N.). — An order of magnitude calculus : Proc. 10th Conf on Uncertainty in
Artificial Intelligence UAI'95) pp. 548-555. — Morgan Kaufmann.

Wong (S. K. M.), Yao (Y. Y.), Bollmann (P.) et BurgéH. C.). — Axiomatization of qua-
litative belief structurelEEE Transactions on Systems, Man and Cyberngtius 21,
n° 4, July-August 1991, pp. 726—734.

Wong (S. K. M.), Yao (Y. Y.) et Lingras (P.). — Compdnee beliefs and their measure-
ments.Int. Journal of General Systenmso22, 1993, pp. 69-89.

Yager (R. R.). — Possibilistic decision makihgEE Trans. on Systems, Man and Cy-
berneticsno9, 1979, pp. 388-392.

Zadeh (L. A). — Fuzzy setlht. Journal on Information and Contrpho8, 1965, pp.
338-353.

Zadeh (L. A.). Fuzzy Sets and their Applications to Cognitive and DeciBimtesses
chap. Calculus of fuzzy restrictions, pp. 1-39. — Acadenmies®, New York, L. A.
Zadeh and K. S Fu and K. Tanaka and M. Shimura, 1975.



BIBLIOGRAPHIE

186

[Zad78] Zadeh (L. A.). — Fuzzy sets as a basis for theory oéibilgty. Fuzzy Sets and Systems
nol, 1978, pp. 3—-28.

[Zha94] Zhang (N. L.). -A Computational Theory of Decision NetworksRapport technique

n° HKUST-CS94-3, Dept. of Computer Science, Hong Kong Uniteisf Science and
Technology, 1994.



