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LISTE DES SYMBOLES UTILISES

Symbole Définition Dimension

Cc(y) Capacité Capillaire L1

D( &) Diffusivité capillaire
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J Matrice Jacobienne d'une transformation

K(¢) Conductivité hydrique L1l
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I NTR ODUC CTTION

Aux modes traditionnels d'apport d'eau, irrigation gravitaire a la raie ou
par submersion et aspersion, est venue s'ajouter une méthode d'irrigation dite
localisée et consistant a apporter l'eau ponctuellement ou de facon linéaire,
sous de faibles charges et débits. Cette technique qui a connu dans les années
passées, et connait toujours un développement important en Isra&l et en
Californie, commence a étre largement utilisée dans le Sud de la France, pour
les cultures fruitiéres et légumieres sous serre.

Comme cela est souvent le cas pour de nombreuses inventions révolution-
nant un domaine technique, elle a été a la fois exagérément plébiscitée et mal

utilisée et comprise. Les avantages qu'elle peut procurer

- Possibilité d'automatisation de l'irrigation et de son pilotage,
d'apport d'engrais en solution, d'insecticides ou de produits
phyto-sanitaires,

- Diminution du temps de main d'oeuvre, dévolu a !'irrigation,

- Maintien de l'eau a un potentiel faible dans la zone racinaire,

ont souvent occulté les problémes d'adéquation des paramétres de l'irrigation
avec le support éminemment complexe de la plante qu'est le sol. Initialement
développée sur des matériaux sableux et homogenes, la transposition de cette
technique a des types de sol tres divers et plus hétérogénes ne s'est pas faite
sans quelques déboires et difficultés.

La conception des réseaux d'irrigation qui se limite encore a I'heure
actuelle a des calculs de nombre de goutteurs et de longueurs et diamétres de

conduites devrait suivre la démarche suivante :

- Répondre a la question : Quelle est la géométrie optimale du
volume de sol devant &étre humecté et ses variations acceptables, en fonction de
la culture envisagée ?

La réponse a cette question passe obligatoirement par la "connaissance"
du systeme racinaire et de ses "interactions avec l'irrigation.

Connaissant la géométrie du "bulbe" que l'on veut obtenir, le modele
permet, & moindres frais, d'estimer les parametres optimaux de l'irrigation et
leurs marges de variations admissibles (nombre de goutteurs, débit nominal,

durée de l'irrigation, fréquence, ....)



La phase de calcul de dimensionnement du réseau peut alors suivre.

Outre l'application a l'optimisation de certains paramétres de l'irriga-
tion, le modele constitue un outil indispensable pour évaluer l'influence de la
variabilité spatiale des caractéristiques hydrodynamiques et/ou du matériel sur
le résultat de l'irrigation.

D. HILLEL (1985), lors du troisiéme congrés international sur I'Irrigation
localisée, releve les carences suivantes qui complétent ou recouvrent notre

analyse sur l'état des connaissances en ce domaine.

"There remain many problems requiring further research. Among them
are the following :

1°/ Realistic methods for predicting the temporal and spatial variations
of soil moisture under drip irrigation for different crop, weather and
soil conditions (including vertically and horizontally heterogeneous
soils). Early efforts at modelling have been unrealistic, as they
assume uniforme soil texture and initial wetness.

2°/ Determining the minimal and optimal fraction of the soil volume
needed for various crops.

3°/ Assessing and controling downward seepage and leaching rates from
the rooting zone under drip irrigation.

4°/ Adjusting water discharge to the soil infiltrability so as to aid the
infiltration of water under the drippers in tight or crusted soils,
particularly on sloping ground'.

Outre les problémes de fond soulevés par HILLEL, l'analyse des modéles

existants fait apparaltre des carences a divers niveaux :

a) la formulation mathématique du probléme qui repose, dans tous
les travaux, sur la transformation de Kirchoff, ce qui conduit assez souvent a un
ajustement exponentiel de la relation conductivité-teneur en eau.

b) le traitement de la condition & la limite en surface jamais
satisfaisant, malgré I'emploi de la variable de Kirchoff et qui est a I'origine de
la plupart des biais dans les bilans de masse.

c) la résolution de I'équation de Richards, qui, obtenue avec

différentes méthodes, présente des écarts non négligeables.

Le modeéle que nous proposons, grdce a un traitement original de la
condition a la surface, travaille avec l'équation de Richards. Il permet de
prendre en compte la présence de plusieurs horizons, l'anisotropie des
caractéristiques hydrodynamiques et en particulier, la présence d'une cro(te en
surface. Nous avons donc essayé de fournir un outil de calcul pour la prévision

du devenir de l'eau en irrigation localisée, intégrant le plus possible les



caractéristiques du milieu. Le développement des moyens informatiques permet
a I'heure actuelle de ne plus se cantonner a des solutions analytiques limitantes
quant a la prise en compte de la complexité du phénoméne, mais d'utiliser des
modeles numériques sophistiqués, seuls 3 pouvoir intégrer la totalité des
particularités du probléme. La diminution du co(t des calculs et la possibilité
de travailler sur des micro-ordinateurs acceptant des codes volumineux, font de
I'¢tude sur modele un outil économiquement compétitif, comparé aux multiples
essais de terrain qui ne seraient de toutes facons jamais assez nombreux et 3
méme d'appréhender des modifications ultérieures du miljeuy.

La baisse de la qualité des eaux disponibles pour I'irrigation et la
nécessité ol l'on va se trouver de devoir I'économiser, ne feront gu'accroitre le
développement de ce type d'apport qui a l'avantage de réduire les surfaces
mouillées et donc les pertes par évaporations directes en zone aride.

Les motivations, tant économiques qu'écologiques (pollution de nappe par
le nitrate du fait d'irrigations mal conduites) ou sociologiques, ne manquent
donc pas, et nous espérons que ce mémoire apportera une contribution a la

maitrise de cette technique.



CHAPITRE I

INTRODUCTION

La premiere partie de ce mémoire est consacrée a une étude théorique
et numérique de la résolution de l'équation de RICHARDS. Bien des travaux ont
été effectués dans ce sens 1a, aussi avons-nous cherché a replacer le probléme
dans un cadre plus général, en reprenant les travaux effectués pour les
équations paraboliques non linéaires, et & apporter des réponses concrétes et
globales a certains points sensibles du traitement numeérique. La discrétisation
spatiale, l'intégration des systémes différentiels, le traitement des non
linéarité, la stabilité et la diffusion numérique ont donc plus particulidérement
retenu notre attention.

Cette étude a pour objectifs, outre ceux purement cognitifs, de
permettre de choisir une méthode de résolution, en fonction de ses objectifs et
en ayant suffisamment d'éléments pour &tre capable d'apprécier l'erreur qui
sera commise, que l'objectif soit la rapidité pour une précision donnée ou la
précision maximale. Elle doit aussi permettre de définir les limites de
certaines méthodes et ce qu'on peut en attendre.

On voit de plus en plus se développer l'utilisation des modeles A des fins
de calage de parametres sur des expériences de laboratoire ou méme de
terrain. Dans ce cadre d'utilisation, il est important de savoir quel sera le poids
des parametres de la discrétisation et de l'intégration sur les caractéristiques
hydrodynamiques obtenues. On donnera un exemple de réestimation de Ksat’
sur une manipulation fictive au moyen d'un modele introduisant de la diffusion
numérique.

Le probleme de la diffusion artificielle des fronts est important par
exemple pour les pétroliers, dans la simulation de la récupération d'huile par
injection d'eau. LEMONIER et al. (1980) proposent d'ailleurs une méthode
d'éléments finis mixte dans le but de réduire la diffusion numérique. Ils souli-
gnent l'importance d'une résolution trés précise, dans la simulation de

manipulations de laboratoire devant déboucher sur le calage de paramétres.



I GENERALITES

A la suite de nombreuses générations de chercheurs, on utilisera la loi de
DARCY généralisée pour relier le flux d'eau & un gradient de potentiel dans un
milieu poreux. On se limitera a la prise en compte de deux des composantes du
potentiel de l'eau dans le sol : les composantes gravitaire, matricielle et
capillaire. La loi de DARCY nous donne alors le flux a travers une section du

milieu poreux, par :

(1) Q = -Kl¥)grad H = . K(*J’)(SFEIJ“PJJ
avec les notations habituelles :

l]U : potentiel capillaire
K(Y¥) : conductivité hydraulique

H : potentiel total défini par : H = 7&— z
z > 0 vers le bas.

Comme dans de nombreux problemes de transferts (chaleur, solutés,...),
on couple cette expression donnant le flux a I'équation de conservation de

masse. En reprenant les notations précédentes et en notant® la teneur en eau,

on a i

90

-
(2) = -div ( Q) Loi de conservation de masse

Jt

En les combinant, on obtient l'équation :

30
dt

On pourrait aussi ajouter des termes puits ou sources dans cette

= div ( K(¢) grad H )

équation. Elle fait apparaltre deux variables : @ et P reliées entre elles par une
fonction caractéristique du milieu ou on travaille.

L'utilisation de la dérivée de l'inverse de celle-ci :ie de :—3 appellée
capacité capillaire, permet d'éliminer l'inconnue © , et d'avoir l'équation,

connue sous le nom d'équation de RICHARDS.



(3)  C (¥) ;32 = div (K () (gradf - 1))
t

Si, on se limite aux transferts monodimensionnels, on aura :

N1 ) Y
4 C = K — -1
(4) (§) = il (¢) ( il

En partant des deux équations de base (DARCY et conservation de
masse), on peut obtenir une équation ayant pour inconnue la teneur en eau
(Equation de FOKKER-PLANCK)

a_e_i[D(Q)ﬁ_K(e)] ot D () =k (¢) -4

3t 3z 3z de

Cette équation est en fait peu utilisée, du fait qu'elle ne permet pas de
rendre compte des écoulements ou une partie du domaine deviendrait saturée.
De plus, nous avons constaté, lors de simulations préliminaires, que les fortes
variations de la fonction (D (8)), conduisait a des difficultés pour obtenir des
résultats comparables & ceux donnés par ['équation de RICHARDS. HILLEL
(1984) fait la méme constatation lors de la modélisation des transferts en
irrigation localisée et conclut & l'impossibilité d'utiliser 1'équation en

La troisieme forme rencontrée, repose sur une transformation de
variable die a KIRCHOFF et qui permet de récupérer une équation

quasi-linéaire, et non plus fortement non-linéaire, comme I'équation de

RICHARDS.

'
Posons U = j K (x) dx

14

On obtient alors en reportant dans l'équation (3)

5y € (¥ W _pu - L dk_ 3U
K(¢) 9t KY) d 3z

Cette équation présente l'avantage de travailler avec une variable Udont
la nature intégrale permet d'avoir des gradients moins importants et donc des
erreurs liées a la discrétisation moins élevées. A I'opposé, elle nécessite d'avoir

un moyen de passage entreUJ et h , pour pouvoir calculer C et K. Certains



auteurs tabulent la relation U(h) (VAUCLIN et al., 1979), alors que d'autres font
des hypotheses sur la forme de la relation K ({) pour pouvoir obtenir par
intégration une relation U () et son inverse (ABABOU, 1981 ; BRANDT et al.,
1971 ; HILLEL, 1984).

Signalons au passage que la recherche dans un tableau suffisamment
grand pour des raisons de précision de la valeur de K pour unUdonné peut étre
un facteur non négligeable d'augmentation du temps de calcul, surtout si cela
doit se reproduire souvent (processus itératif, petits pas de temps, ....) et sur un
grand nombre de noeuds. On atteint aisément 1000 noeuds sur un maillage a
deux dimensions. De plus, I'hypothése d'une forme exponentielle de la relation
K (¢§) n'étant pas vérifiée sur tous les sols, nous avons rejeté l'utilisation de
cette équation, au profit de Il'équation de RICHARDS.

Signalons que I'on rencontre dans certains articles mathématiques,
traitant de la résolution des équations aux dérivées partielles paraboliques, un
autre changement de variable. Lors du traitement d'une équation parabolique

non linéaire CERMAK et ZLAMAL (1980) proposent la transformation suivante :

e
H (w) :/ f'(s) C (s) ds avec l'equation initiale :
Uy

P(w ¢lu) .2-:;: = dw ( ki) %r_a’clw) rqlatw)

On pourrait reprendre cette transformation dans le cas de I'équation de

RICHARDS et on obtiendrait, moyennant le changement de variable :

H{y) = | ()b

%
Mo ur (w10) grad @)
?

CERMAK utilise méme conjointement une transformation de KIRCHOFF.

I.l. Les différentes écritures de l'équation de RICHARDS.

L'équation de RICHARDS est de type parabolique, fortement non
linéaire. Si on développe les dérivées au second membre, on peut faire

apparaltre le caractere diffusif convectif. En effet, on a :



c(qz) __Lk - 9 (K(‘P) (3;/’_1)) qui apres dérivation au second membre
ot

3 donne :

@ ) =Ky MY #;

U

Si on pose q = -K ("P) (—g% - 1) alors %—g—i (g-): %}‘Z‘(—"{%‘f

On a donc :

1 %
My L = Ky ap - I dK 3¥
)36 1 Klw) dy 35,
On reconnait ici les termes diffusif : K (\)U)A‘-,U

q dK Iy
K(Y) d¢ d z

et convectif : -

L'équation (6) ou (7) est souvent rencontrée sous le nom de modéle
décomposé. Cette formulation du probléme est connue pour donner de moins
bons résultats que (3) (VAUCLIN et al., 1979).

I.2. Les différentes conditions aux limites.

Les conditions aux limites que l'on est amené a prendre en compte sont
de deux types. On a d'une part les conditions de DIRICHLET ou on fixe la
valeur de la fonction sur la frontiére au cours du temps, et d'autre part les
conditions de type NEUMAN ol on impose une relation sur le gradient de la

fonction a la bordure du domaine.
Exemple : a)  DIRICHLET Y©, 1) = 1)

b) NEUMAN -K (‘P) ( — - l)l = g(t,x) xéfrontiere



La condition de NEUMAN revient a imposer un flux d'eau en certains
points de la frontiere. C'est donc une condition qui demande de prendre
certaines précautions pour ne pas "violer" la physique du phénoméne. Il faudra
entre autre étre capable en un méme point de passer d'une condition 3 l'autre
pour simuler la formation d'eau ou la disparition d'une lame d'eau.

Sur un domaine en dimensions deux ou trois, les deux types de condi-

tions peuvent étre présents simultanément sur des morceaux différents de la

frontiere.

I.3. Problémes posés par la résolution de RICHARDS.

Ils tiennent essentiellement a son caractére non linéaire, au fait qu'elle
peut avoir un caractére plus ou moins convectif, et aux conditions aux limites
pouvant entrainer une rupture brutale d'équilibre, difficile a restituer (Condi-

tions de DIRICHLET ou de NEUMAN a flux forts).

I.3.1. Non linéarité.

Les non-linéarités sont a la base de plusieurs difficultés.

Tout d'abord I'impossibilité de faire une étude de stabilité globale, toute
€tude étant forcément locale pour pouvoir approcher l'opérateur non-linéaire,
par l'opérateur tangent en un point.

Deuxiemement, la non-linéarité va devoir &tre prise en compte au niveau
de la résolution numérique. Celle-ci est tres variable, en fonction des auteurs.
Cela va de la simple linéarisation des coefficients, c'est-a-dire qu'on leur
impose leur valeur au pas de temps précédent (VAUCLIN et al., 1979 ; ABABOU,
1981) a des schémas beaucoup plus complexes tels que les méthodes prédicteur-
correcteur sophistiquées implantées dans certains codes numériques spécialisés
dans la résolution des systémes d'équations différentielles. Nous reviendrons

par la suite sur les différentes méthodes possibles.

I.3.2. Convection.

Le caractere convectif d'une e.d.p. est généralement associé a une
idée d'oscillation et de problemes de stabilité. Les méthodes habituellement
employées pour combattre ces phénomenes parasites sont, d'une part
I'utilisation de schemas d'intégration et de discrétisation peu sensibles, et
d'autre part l'adjonction de termes diffusifs. Ce faisant et quelle que soit la
méthode employée, on introduit une diffusion numérique qui prend sa source
dans le mode de discrétisation employé (Backward en espace et/ou en temps),

ou dans la diffusion que l'on rajoute. On essaiera de quantifier par la suite ce



phénomene dans différentes conditions. Une étude théorique de la stabilité des
schémas d'intégrations de 1'équation de diffusion-convection nous permettra, en
outre, d'apporter une explication a différentes remarques rencontrées et
concernant ces problemes de stabilité et d'oscillations dans la résolution de
I'équation de RICHARDS.

On peut énumérer aussi les problémes suivants sur lesquels on reviendra

par la suite :

- Influence de la discrétisation spatiale (ordre, caractéristiques

géométriques, ....)

- Stabilité de l'intégration temporelle et ses relations avec la
discrétisation spatiale

- Erreurs de troncature dans les schémas d'intégration

- Influence de la non-linéarité sur les ordres de convergences des

schémas d'intégration.

IL. DISCRETISATION SPATIALE.

Cette premiere partie étant dévolue a I'étude numérique et théorique de
I'équation d'infiltration, dans le cas monodimensionnel pour des raisons de
calcul, on va s'attacher a évaluer les caractéristiques de différents schémas qui
seront extrapolables au cas a deux dimensions. La discrétisation de l'opérateur
spatial peut se faire en employant classiquement les méthodes de différences
finies ou d'éléments finis. Bien que par la suite nous utiliserons dans la
modélisation les deux méthodes, nous allons ici étudier les qualités des
différents schémas aux différences finies habituellement rencontrés et essayer

d'apporter une réponse quant au choix a effectuer.

Il.1. Ordre d'approximation de deux schémas de discrétisation spatiale.

Cette étude a été en partie motivée par les problémes rencontrés lors de
'utilisation d'un logiciel de résolution d'E D P, effectuant lui-méme la
discrétisation. Les fronts simulés lors d'une infiltration présentaient des
différences notables tant du point de vue forme que localisation, par rapport a
la solution quasi-analytique de PHILIP, choisie comme référence dans ce cas.

Il existe plusieurs méthodes pour obtenir un opérateur discret.
L'utilisation de formules de TAYLOR pour approcher les dérivées spatiales

conduit, pour l'équation qui nous intéresse, a des schémas sur trois points, cing



points, ou plus. L'augmentation du nombre de points utilisés pour approcher les
dérivées spatiales, si elle conduit théoriquement & des ordres d'approximation
plus élevés, augmente aussi le degré de couplage du systéme et par 12 méme
I'effort qui sera nécessaire a sa résolution (Inversion de matrice).

L'autre méthode est basée sur une identité intégrale obtenue par
MARCHOUK (1980).

Nous allons, apres le rappel de la notion d'approximation, présenter une
étude théorique et numérique de l'ordre d'approximation des schémas sur trois
points et cinq points, usuels en différences finies pour I'équation de

RICHARDS.

II.1.1. Notion d'approximation.

Reprenons l'équation (3) que nous avons retenue. On a donc le probléme

différentiel suivant :

R
Trouver e C (_ﬂx [’o,'T_]) tel que

au 9
¢(w) 7 [ k (u ) )) %€ 0=0o ]
avec les conditions aux limites suivantes :

z=0 Mz (b)) o -k (4.4 =q (&
3 ) ( 23 )B:" qd )
z =1L M= M (k) ow - b(u) 2!—‘1) = (t:
4 |5 T
On se donne la condition initiale : u (z,0) = M, (1)

Ainsi décrit, le probléeme est dit "bien posé".

On peut distinguer deux opérateurs. Un opérateur temporel :

>
L

u et un opérateur spatial

—

T: w

Q.

L 2 (w1 (-4



On se donne sur {) une "grille" de points, c'est-a-dire un ensemble ﬂh ,
régulierement distribué ou non. La trace de la fonction u(x,t) sur.ﬂ.h sera un
vecteur noté u, et dont les composantes (uh)i sont des fonctions du temps,
décrivant le phénomeéne en tout point de .ﬂ.h.

On définit par Ry l'opérateur discret opérant sur U, et approximant
I'opérateur continu L.

Pour chacune des extrémités de () | On peut définir de méme deux

opérateurs r et r,,, approximant les conditions aux limites |, et l..
1,h 2,h 1 2

_ du - .
ei“") = M;,,F () ocw A, ()= -k‘u}(:‘;}_—i)[@f; C[M,(t:) Azl

Si on note U = C,k(ﬁ_) et Uh le sous espace vectoriel de dimension finie
associé a N p oon ale schéma suivant : GASTINEL (1978)

we U L -5 Ll(,u.) e F
Proy
s [Ll.u):],"
e Uy o » R 4)e B

L'opérateur R, est alors dit approximant et quelques fois consistant a

l'opérateur L si on a :
gy w - R Ad ‘ =0
h ; “ [L( )]R L( k)lf'}'_

On a la méme représentation schématique de la situation pour chacun
des opérateurs aux limites.
On a donc dans le cas pfésent trois opérateurs discrets. On démontre en

général pour chacun d'eux, une inégalité du type :

i b
” [Llw]k —‘Rﬂ(v“f‘_) "F < h oM pour l'opérateur spatial
h

et

pour chacun des opérateurs

aux limites

k,
i 14 T h. Miu
6 (44y) H.w],,lllm LT



On pose alors K :S’liml\l‘.k)et on dit qu'on a une approximation d'ordre K.
Remarquons que dans le cas de onditions de DIRICHLET, on a égalité
des opérateurs ‘i h et I, puisque li(u) = u(xi, t) oUi=s ouf et que rih(u) =
U(xi’t) par définition. La prise en compte de conditions de DIRICHLET n'est

donc pas un facteur limitant pour l'ordre d'approximation.

II.1.2. Schéma centré sur trois points

L'opérateur bati sur le schéma trois points habituel est défini de la

facon suivante :

-Rh Doy

> ‘RG(U&) Ael que -

A Uiy - Ui Mg — Uy
ER" ‘““'")].- Tk { = TS T }

C'est le schéma classiquement utilisé pour approcher un opérateur du
type L(u) = div (k(u) grad u). On le retrouve chez les utilisateurs de différences
finies (VAUCLIN et al., 1979) ; il est aussi implanté dans les logiciels
spécialisés dans la résolution d'EDP paraboliques.

Les codes PDEONE, PDETWO, PDECOL de MELGARD et SINCOVEC,
1981 et MADSIN et SINCOVEC, 1979 utilisent ce type de schéma pour des
problemes a une ou deux dimensions. L'implantation de conditions aux limites
de type NEUMAN se fait classiquement par l'utilisation d'un noeud fictif situé 3
I'extérieur du domaine et symétrique par rapport au deuxiéme noeud intérieur.
Notons qu'on trouve les méme options dans les subroutines de la bibliothéque
NAG, traitant d'EDP paraboliques (DEW et WALSH, 1981).

La premiere méthode pour obtenir R, est d'utiliser des développements
limités au voisinage de point X €fl.

En notant H = k[’.. X , on a l'approximation :

oH _ OH AN 4
) 2 KN‘)-—-). v [K“ - - K — A
31,( M L.: —':3 X 61—% =y 31!,;-% *

- ——— g

At 3 (K(q;).g_ﬂ - bar 9 (K(‘-I’)&) + oY)
LY Ix® Jdx I



Si on utilise les approximations suivantes pour aH ‘ ok M
% Hrl/ 31’\& l/
JH v .H‘*‘ L _A_i"j I - B! 3_5'4 +o(axL")
X lif% Ax L3 31.3[_ |/32.5' 3151”,/
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. ——— « a— 3 —
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on obtient en reportant dans (8) l'équation :
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Si la conductivité était constante, on retrouverait l'approximation
classique du Laplacien sur trois points, dont l'ordre est en hZ.

Une majoration grossiere de la valeur absolue conduit a une inégalité du

type
[L““}]; “[-Eﬂ {“_"‘ﬂ.)]; | < % K I %%”oo

=]



pH LB

Si on introduit l'équation : — & E 3 ;\ + Ax ""_' 1‘)
x lt"']‘z X \:—I/J_ 31.
ow X € [xc-%; Jcl-«fy‘]
3 13
on a: _ Oz [K('H/ K Koy QH —X [K“‘Z,_“/‘Z 33‘-!
hg 1J,L+// v oaxd li-l/‘_,

On a donc la majoration :

oo, [ Reeea), |5 82 1 - Ky LS - 25 TR

Si on fait I'hypothese que K(\P) est de classe C! par exemple,

on a Ki,a-l,l - K/'_% dK -
— L ot (I- (J?.) ow R e [x{_,&,,,“%]
c'est-a-dire IKH—IJ,Q -l/ ‘ Ax HMox ‘
i-y‘/].‘rl/‘
on a donc :
[ oAb VAT
A A - A A R AN~ NI

On a donc une majoration de l'erreur de discrétisation de la forme

el C.axt c'est-a-dire quadratique
Remarques : Pour arriver a ce résultat, on a dd faire les hypothéses suivantes
de régularité des fonctions H et K intervenant. On a précisé, au début de ce
paragraphe H € cX(n) sans fixer k. Suite a cette démonstration, on peut dire

que pour avoir un schéma d'ordre quadratique, on doit faire les hypothéses :

He ct Q1) et K(¥) e cl (£1) ou ﬂ‘#désigne I'intervalle de varia-
tion de Y. ¥



L'autre méthode pour obtenir des opérateurs discrets approximant L,
repose sur l'utilisation d'une identité intégrale. Celle-ci est obtenue de la

facon suivante :

On pose : J-b.+y = K 9_“ i et on a alors :
T R x lpay
<
(9) Ay,
J- = = \ - ( 34!
‘L-ﬁi J'b,-ti 1)' dx. ol £ = CU{’) J¢c
> b-ly
Si on intégre %L (KN’J'QICY/QL) sur les intervalles [_D‘Lh_,/‘;l:s
et [L hhw‘.:\ » on obtient les égalités :

(7."/4, X
1i.-l/L AW
On en tire deux expressions pour ;‘; » que I'on intégre respectivement sur

i = T b
Ky 223 4 Jf-dx 4 oKog - S Ldx

les intervalles [xk-l’ xk] et [xk, xk+1]. Cela conduit a :

< oH - Ju- u d

Hbf My ~J - dx = J 'h 2 dx 4+ f ) jf—dj x
Lu-t 3, AW A oy,
Fan Mo T Lprile

i - =] 28 dy = JrtYy 4.

H, - ”h [n T j _ﬁi) dz +j e $dsde
o ey Ly x

Jk+1/2 et Jk-1/2 etant indeépendants de x, on en tire les expressions qui portees

dans (9) donnent l'égalité suivante.

Xy 1‘1. IEH/ ’[U-”L
- - 4 4 ]

Hlu. Hh. ) H’L Hh-l e / o /-f.dx_ o — /KM)/’{-OIL - ‘f’dt
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A, z.

On pose .

(10)



TIKONOV et SAMARSKI (1980) montrent que l'erreur commise en
utilisant ce schéma est en h2. Toutefois, il est inutilisable en l'état du fait de

L ;
la présence de y On remplace cette intégrale par la valeur Ax /K
-4/Kl‘ﬂd1— & P tl

Ap
qui portée dans (10) donne le schéma habituel :

‘R‘h( H) -4 ('”lm‘“b K - “’k;fkd . KL-‘/J.)

Fip o Ax h"”/‘,

Cet opérateur conserve les mémes propriétés que celui défini en (10).

[I.1.3. Schéma centré sur cinq points.

En reprenant les notations précédentes, l'opérateur discret est défini par

Rﬁ ‘ M‘\. ;72‘(-&(*)

3 é“ ' iea~Ue —Ug
‘h) ““ﬁ,) n [k““ «M&{LH’ _ L‘--. .auteglg-bj

Les développements limités conduisent a :

2 3
5;(_; ’(-l N Dle‘{fl
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wl, -[Riwy] < Key 8225 ¢ ol#f) - K

P | L+

px | PU . - BT e s
_(_ A—-—‘—- ‘ avh‘ ‘(Ll’l L’l“ ('( }4—0(%)

en utilisant un développement du premier ordre de U enx 5 on obtient :

\LL(“)]i - [P\(M%)_]L, < AZJ"" } ("‘(ru “"(L'.H) %%lc-:l"{cﬂl‘dx' %(i) f‘°(e‘s;
BuU
< 8 | (k) 5,085 e | 52
bx® || 23T 2 2
< 73}: l_lav& l‘_a [x,.2 IJ | +% L':luf.] | 9x ,]

On obtient donc une estimation de l'approximation qui ressemble a celle

du schéma sur trois points :

e -2l < 82 [ K e IS 0wl 2]



Quelques remarques s'imposent. Tout d'abord, si l'ordre d'approximation
est le méme, h?, la constante multiplicative est trés différente et on s'apercoit
que pour une précision requise, il faut diviser le pas d'espace par 4. Ceci ne
touche qu'a I'opérateur spatial et ne préjuge pas de l'influence de la
discrétisation sur la stabilité de l'intégration temporelle.

Il faut noter aussi que le schéma trois points conduit a un systéme
linéaire tri-diagonal pour lequel on dispose d'un algorithme efficace d'inversion
(Algorithme de THOMAS), alors que le schéma cing points conduit & une matrice
penta-diagonale, qui nécessitera la mise en oeuvre d'un algorithme plus lourd,
le probleme le plus important étant l'introduction des conditions aux limites et

le traitement du noeud au voisinage de la frontiére.

II.1.4. Conditions aux limites.

L'introduction des conditions aux limites est trés naturelle et ne
perturbe pas le systéme obtenu dans le cas du schéma trois points. En effet,
pour des conditions de DIRICHLET, on a élimination d'une inconnue (noeud
frontiere) et la discrétisation sur le noeud voisin ne pose aucun probléme.

Pour les conditions de NEUMAN, qui s'écrivent dans notre cas
Q=-K) 'g_i » On peut en reprenant le formalisme précédent montrer que l'ordre
d'approximation est en h2% En effet, on a facilement en utilisant une

approximation centrée de 2% la majoration :
X

L . % 33R- ..
| €£1#) = 1,4 (Hy) I < A‘%— ij | K vl IR

-

e - Kly) %ELL

P —
8%

On conserve donc l'ordre d'approximation de I'opérateur Rh. L'opérateur
Y4 introduit une équation supplémentaire, nécessaire du fait de la présence de
H . Celui-ci est en général éliminé entre I'équation du systéme global et celle
discrétisant la condition a la limite.

Si on utilise un schéma & cing points, on s'apergoit que l'opérateur Ry
introduit deux noeuds fictifs situés a 8x et 4Bx au-dessus de la frontiere).

Dans le cas de conditions de DIRICHLET, la valeur au noeud frontiere
étant fixée, on élimine du fait le noeud & -2.A x. Il reste néanmoins le noeud i

- Ax. La seule fagon d'éliminer ce probléme est de modifier I'opérateur
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FIG. 1 - "Yolo-light Clay"



R, au deuxiéme noeud et d'utiliser une formule décentrée. Cette formule
quoique d'ordre h? est probablement une des raisons fondamentales des
problemes liés a ce type de schéma.

Dans le cas de conditions de NEUMAN, une discrétisation centrée du
terme de flux permet d'éliminer le noeud situé a -2.Ax, le noeud restant devant
étre éliminé en discrétisant l'équation au noeudd x par une formule décentrée.

La aussi, comme dans le cas de conditions de DIRICHLET, on introduit une

perturbation.

II.1.5. Résultats numériques et discussion.

On présente ci-aprés une vérification numérique des estimations
d'erreurs établies dans les paragraphes précédents. On utilise pour cela les
deux types de discrétisation spatiale, et les systémes différentiels obtenus sont
intégrés par un schéma implicite en temps. On étudie, en un point du domaine

=100, L] et a un temps fixé, I'évolution de la solution pour une suite de pas
d'espaces. Les conditions a la surface sont des deux types possibles. On
travaille sur trois types de sol, rencontrés couramment dans les publications et
couvrant une large gamme de caractéristiques hydrodynamiques (Yolo-light clay
; Sable de Grenoble ; Silty clay loam).

On fait donc I'hypotheése que l'intégration temporelle conserve les
caractéristiques intrinseques de chaque schéma spatial et qu'il en est de méme

du traitement des non-linéarités par linéarisation au pas de temps précédent.

Yolo-light clay

Le pas de temps choisi est de 60 s, ce qui permet de ne pas avoir de
problémes avec des pas d'espace petits. La gamme de pas d'espace testée est la
suivante :Az = 1/2 cm, 1, 2, 3, 4, 6 cm. On s'est placé & 12 cm de profondeur et
on a simulé chaque cas jusqu'a 12 heures. La figure (1) présente les pressions
simulées & Z = 12 cm. Deux échelles y sont figurées : & gauche pour les temps
3, 4, 5, 6 heures et a droite pour t = 7....12 heures. Sur la figure (2), se trouve
la courbe‘Plz(t) ce qui permet de se situer par rapport a l'arrivée et au passage
du front d'humectation.

Il est intéressant de remarquer les concavités différentes selon qu'on se
place avant ou apres le passage du front. On peut noter d'ailleurs que entre 5h
et 7h, il existe un point d'inflexion. On peut en déduire, par conséquent, que
des pas d'espace élevés conduisent a surestimer, en valeur algébrique, la
solution en avant du front d'humectation, et a la sous-estimer une fois que
celui-ci est passé. La figure (1) montre bien que les erreurs commises sont bien

plus importantes en avant du front que derriere.
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La formule théorique de majoration de l'erreur donne une erreur quadra-
tique en fonction de A z. On a donc cherché a vérifier la convergence
quadratique du potentiel a une profondeur donnée, en fonction de A z Pour
cela, on a essayé d'ajuster les couples (¢, A z) simulés aux différents temps sur
une loi : ¢f =& Az? +f8 .

Il est bien évident sur la figure (4)que ceci n'est pas possible, des qu'il
existe un point d'inflexion, ce qui ne veut pas dire qu'au voisinage de A z = 0 on
n'ait pas convergence quadratique, mais qu'on ne peut pas le vérifier avec la
gamme de A z choisis. On trouvera, pour lecas t =60set Z = 12 cm, les

résultats de l'ajustement au tableau (1).

Temps & A % r?
3. -4.0053 565.175 4.548 .98
4, -1.9036 385.104 1.2614 .994
8. . 51955 71.805 .3922 ,992
9. .3897 57.587 .178 .997

10. .294 48,186 .0967 .998
11. . 227 41.5495 .06042 .9939
Tableau 1

: Régression Y = q Az? + B

On a donc d'assez bons ajustements paraboliques.

Il faut remarquer que les dz grands sont a la base des erreurs dans la
régression, celles-ci semblant ne plus étre quadratiques mais linéaires pour des
dz élevés (3 6 cm ici). Notons aussi, que les ajustements ainsi faits (6 points) ne
"respectent" pas les résultats des simulations au voisinage des petits dz, en ce
sens que les potentiels obtenus a la limite ne sont pas cohérents avec la
variation attendue. Il faut descendre jusqu'a 3 points pour pouvoir retrouver un
potentiel a la limite (8 ) cohérent.

La forme quadratique de l'erreur semble &tre mieux respectée apres le

passage du front.
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Fig. 3 - "Silty Clay loam"
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Silty Clay Loam

Hydrodynamiquement, ce sol se différencie du précédent par une
conductivité a saturation bien plus élevée, le facteur de proportionnalité étant
de l'ordre de 250. On se place la aussi @ Z = 12 cm. Le pas de temps utilisé est
de 1 s.

Les pas d'espace utilisés sont : .5, 1, 1.5, 2, 3, 4, 6 cm.

On simule jusqu'a 8 minutes. Le potentiel de départ est -100 mb.

La figure (3) présente les relationsy , § z. L'échelle est variable d'une
courbe a l'autre et n'a pas été indiquée. On a une variation quadratique la
aussi, avec des valeurs du potentiel qui diminuent a Az = .5, ce qui est di & un
pas de temps trop grand pour ce Az (dt = | s). La courbe & 1 minute non
présente sur la figure, a un point d'inflexion caractéristique comme sur le Yolo
ligth clay au passage du front. Avec un potentiel de départ aussi faible,
I'influence du pas d'espace est considérablement amortie, et les tableaux de
valeurs montrent bien qu'une fois le front passé, l'erreur entre dz = .5 et dz = 6
cm, ne dépasse pas 0.5 cm. Si on utilise un potentiel de départ plus élevé, 1 bar
par exemple, il semble bien qu'on ait une décroissance quadratique de l'erreur,
mais dés que le potentiel est proche de zéro, l'utilisation des pas d'espaces
grands perturbe peu la solution. L'allure de l'erreur n'est plus réguliére. Nous

n'avons donc pas essayé d'ajuster une loiy = & dz? +f. (fig. 4).
Sable

Dans le sable de Grenoble, les simulations ont été faites avec des pas de
temps d'une seconde, et des pas d'espace de .5, I, 1,5 et 2 cm. Les résultats
font apparaitre que dt = 1 s est trop grand pour un dz de .5 cm. On peut faire
les mémes remarques que pour le Silty Clay loam.

On peut donc résumer en disant que dans le cas d'écoulements rapides,
I'erreur au niveau du front peut &tre importante si on utilise des pas d'espaces
grands, mais devient trés vite négligeable aprés son passage.

Dans le cas d'écoulements plus lents, on retrouve bien une allure
quadratique de l'erreur avec sur-estimation en avant du front et sous-estimation
en arriére.

En ce qui concerne le schéma sur cinq points, il présente les problémes

suivants :
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- Les simulations font apparaltre, comme il est montré a la figure
(5) des oscillations de la solution, si on regarde pas par pas.
Elles peuvent trés bien n'étre jamais détectées avec des sorties
suffisamment espacées.

Hormis le probléme de stabilité, il faut diviser approximative-
ment le pas d'espace par 4 pour obtenir une précision
comparable au schéma 3 points.

- Les oscillations se propagent dans le maillage et ont tendance a

s'amortir lentement avec le temps.

1l semble donc, par conséquent, que le seul schéma discret utilisable en
différences finies est le schéma sur 3 points. II vérifie ['approximation
quadratique de l'erreur en fonction du pas d'espace, et permet une prise en

compte aisée des conditions aux limites. En revanche, il nécessite le calcul des

conductivités internodales xk. .
i+1/2

1I.2. Etude du type de pondération.

[I.2.1. Etude théorique.

Nous ne donnerons ici que des résultats succints, une étude complete
étant disponible dans VAUCLIN et al. (1979). On peut noter deux fagons de

calculer les conductivités internodales. Elles peuvent étre obtenues directement
en calculant Ih{u_: fl’lh-:"}h )ou en passant par les potentiels matriciels et
x A, (5.4
a

on a

KRy )= xk(F (4, £'3t'))
La fonction f prend usuellement une des formes suivantes :

<N

L A T R N P LA
ou on reconnalt les moyennes arithmétiques, géométriques et harmoniques. On
rencontre aussi des pondérations du type th“‘/‘: xb,c (MOREL-SEYTOUS,
1972). APPEL (1976) fournit une évaluation optimale des conductivités
internodales pour les cas ou la conductivité varie linéairement ou presque en
fonction de la distance.

Les expressions suivantes sont aussi utilisables :
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Si on se limite aux trois types de fonctions f exposées, il apparait bien
évidemment que si les deux points x et y sont proches, les fonctions f donnent
des résultats trés peu différents et égaux a la limite.

Les principales différences vont donc se situer au voisinage des fronts
d'humectation et dépendront fortement de la forme de ceux-ci et de l'allure de
la non-linéarité de K (¢).

Considérons deux points voisins dans un maillage, de conductivité x et y.
On pose « = Y/x On a alors :

fA:x(ﬂ) be = il £ 3t =z

L& H i f'i—\

Pour des valeurs def ne dépassant pas 10 par exemple, on a les courbes

suivantes pour le coefficient multiplicatif.




On remarque immédiatement un écart qui crolt treés vite pour les trois
types de pondération. Il sera par exemple pour 4 = 9, de 2 de A & G et de 3 de
A a H.

On imagine de suite l'influence du mode de pondération sur la forme des
profils et leur vitesse de propagation. Or un rapport de conductivité d'un ordre
de 10 est relativement faible et ne se rencontre que dans les zones a faibles
gradients ou pour des sols ne présentant pas une courbe K (4) fortement

non-linéaire. Au voisinage des fronts, et pour un sol tel le Yolo-light Clay ou le

Loess MC4, on peut, par contre, avoir des coefficients de l'ordre de 103 a 10#.

Dans ce cas, on obtient pour & = 10°

'£A —> JT:i n 5o La conductivité internodale peut donc
facilement varier de deux puissances de

i — [z v 3o 10, selon le mode retenu.

iu —_— <4 N,
iry

S'll est impossible de fournir le meilleur mode de calcul, on peut
néanmoins établir le classement suivant pour la conductivité & l'interface, avec

la relation d'ordre habituelle sur IR

A>M» G >H

Si on passe par la formule in+l/2 = xk (f(hi’ hi+1))’ alors en faisant

I'hypothése que K(Y) est monotone croissante, on obtient un classement inverse

A{G{H

En effet, les potentiels interpollés sont lz" h, ﬁh, i:(-i. h avec le

classement At \ £ S 24 quel que soit h ; or h étant négatif, on aura :
< i+

-"% Lol ¢ % W , ordre qui est respecté quand on passe
]

par K (§) puisqu'elle est monotone croissante
d' o KA < Kq 4 KH
A la vue de ces remarques, il semble donc que l'on doive faire trés

attention a l'influence du mode de pondération, lorsqu'on utilise une courbe K(¥

) fortement non-linéaire. Il semble toutefois préférable de pondérer en



utilisant la méthode "directe", tant pour des raisons de simplicité, que pour
éviter de réintroduire, dans la fonction K(¥), un argument dont on ne maftrise
pas la valeur. En effet, prenons l'exemple suivant : Supposons que le rapport
des potentiels de deux noeuds voisins soit de l'ordre de 100 (h1 = 10 cm, h2 =
1000 cm). Cette hypotheése n'est pas du tout irréaliste, et on verra par la suite,
que l'on peut avoir des gradients de potentiel bien plus grands, sur le sol ot

nous avons mené nos expériences. On a alors les potentiels internodaux qui

valent respectivement : hA = 50 x h1
hG. = 10 x h1
hH = 2 X h1

Si on se place sur le sol Poirson (cf. annexe) avec les hypothés;s

5 1

précédentes, on aura : hy =10 cm Ky = .15 €7 ms

2 1000 cm K2 = .12 e m.s

j=n
1

Les conductivités internodales, calculées par les deux méthodes, sont

alors :

Ka Kg Ky
Dir 76 e-6 .13 e_7 24 e—9
Indi 55 e 2 15 e/ 39 76

Dans leur étude VAUCLIN et al. (1979) soulignent le fait que la
pondération arithmétique revient a surestimer la conductivité, tandis que la
pondération harmonique, la sous-estime, le mode géométrique fournissant
toujours un intermédiaire. Toutefois, on ne sait pas si l'erreur introduite par la
pondération géométrique revient & surestimer ou & sous-estimer la conductivité.
Ces études de troncatures sont basées sur une différence entre la conductivité
internodale calculée par une des moyennes et celle dite réelle qui provient d'un
développement de TAYLOR. Or, on a vu que le schéma du bilan local peut étre

obtenu a partir de l'identité intégrale et que dans celle-ci, on a :
1(0-1

dl/K(W} - ‘AL/K‘;* q‘: P Lz,., .,

A



Az
Kerv,

En fait, on commet donc ici une erreur dont on ne connait pas le sens. Par

Or, I'identité intégrale est exacte et l'intégrale est approchée par

conséquent, la portée des études d'erreurs sur Ki+l/2 est relativisée.

Le probleme de la pondération n'est pas un inconvénient propre au seul
schéma trois points. La discrétisation par une méthode d'éléments finis
introduit elle aussi une pondération sur chaque élément et qui plus est, automa-
tiquement arithmétique.

Nous allons maintenant étudier !'influence du mode de pondérations sur

la solution lorsqu'on a une condition de NEUMAN.

I1.2.2. Influence de la pondération sur la solution avec une condi-

tion de flux

L'irrigation localisée se caractérise par un apport d'eau ponctuel qui
dans des conditions réelles conduit a des flux imposés & la surface tres
importants. Elle se caractérise lorsqu'on travaille a de forts débits par la
formation d'une flaque qui conditionnera l'extension future de la zone saturée.
Le traitement des conditions de flux peut donc constituer un point faible dans
la prédiction de l'extension des zones saturées et aussi dans le bouclage du
bilan de masse. -

Dans une méthode de différences finies, la discrétisation de I'équation :

~

Q:—KW’) (ﬂ") a la surface conduit avec l'équation de RICHARDS & un
systeme différentiel de la forme d _
[c]] S }=-1x119g v

ou isi est un vecteur dont toutes les composantes sont nulles, sauf la premieére

qui vaut ﬂ M
8} K,

En utilisant un schéma mplicite, on obtient au second membre un terme

de "contrainte" qui vaut

Hj.[.f'_‘_g i(_'/,&ﬂf H, Lo

Limitons nous aux deux pondérations géométriques et arithmétiques.

On a :

K% = K.z'/ V(s/‘ f“/‘7 KU,L 3“(1 - Ki/o

Le rapport Ky)_ /K, vaut selon le cas :
Arithmétique __f, = s

Géométrique '/T(KL

L



Dans un processus d'infiltration, K, €tant toujours supérieur ou égal 3

K., on s'apercoit que la pondération arithmétique conduit a I'encadrement de i, |«
5 pergoit q P q y 14,

suivant :
4 <K /4 L3

A l'inverse, la pondération géométrique ne fait pas apparaitre de telles
limitations. Bien plus, le terme.ﬁ.(; ,» peut avoir des valeurs élevées dans le cas
ou le gradient est trés marqué c:'u si on utilise une courbe de conductivité
fortement non linéaire. Par exemple, dans le cas du sol Poirson (cf. annexe),
pour un processus d'infiltration sous flux Q ¢ Ks , et ayant un potentiel de

12 m/s, on obtient trés vite, au

départ de 500 mb, ce qui correspond a Ko 4.10°
bout de quelques pas d'intégration une conductivité de surface a 10_6 m/s alors
que la conductivité au noeud inférieur n'a pas variée. C'est dire qu'a ce moment
la, on a un terme M/—K: qui vaut environ « 106, soit 103. A l'inverse, K‘A/Hi
vaudrait % dans le cas arithmétique. Le terme de contrainte est donc comple-
tement différent selon le mode de pondération. Il s'ensuit des solutions tres
différentes selon les choix. Sur ce sol, l'utilisation du mode géométrique, en
condition de flux, conduit a un terme "contrainte" si élevé que l'on obtient la
saturation avec des flux Q¢ Ks’ méme en utilisant des pas de temps tres petits
(dt ¢ 1 s) et des pas d'espace trés grands : Az = 2 cm, 4 cm, 6 cm.

Nous avons essayé différentes stratégies, dont nous résumerons les
résultats lors de la présentation des caractéristiques hydrodynamiques. La
conclusion qui s'impose est que dans le cas de fortes non-linéarités, il faut faire
trés attention au temps d'apparition du flaquage, en fonction du potentiel

initial et du mode de pondération.

II.2.3. Conclusions

Nous avons étudié la sensibilité de la solution de I'équation de
RICHARDS, au type de schéma discret, au mode de pondération, a la facon de
calculer le terme de "contrainte" avec des conditions de NEUMAN.

Les ordres de convergences estimés de fagon théorique ont été vérifiés
par le calcul sur différents types de sol.

L'influence du mode de pondération sur le calcul de la solution 3 la
surface a €té mis en évidence, et par conséquent son rdle sur une erreur
possible dans le calcul de l'extension d'une zone saturée pour un apport d'eau
ponctuel.

L'intégration des systémes différentiels obtenus A partir des différents
schémas a été systématiquement faite en employant une méthode totalement

implicite, du fait de sa stabilité inconditionnelle bien connue. On a donc fait



I'nypothese d'une relative indépendance des résultats obtenus pour chaque
schéma, en fonction de la méthode d'intégration. Il est évident que pour un
schéma spatial donné, caractérisé par la matrice du systéme différentiel
obtenu, il existe un ou plusieurs modes d'intégration optimaux en un certain
sens. Toutefois, nous avons préféré séparer les deux discrétisations (spatiale et
temporelle), quitte a bien mettre en évidence par la suite l'influence du

traitement spatial sur 1'"Mintégrabilité" du systéme obtenu.

I11. INTEGRATION

III.1. Introduction
Les systémes d'équations différentielles obtenus par discrétisation,
quelle qu'elle soit, de I'équation de RICHARDS, sont du premier ordre,

non-linéaires, et leur forme générale est :

o 19400l -

: [C] et [K] désignent des matrices dont les termes sont des fonctions de

(// et [S] est un vecteur dont les éléments sont aussi des fonctions de P

On peut dégager deux problémes principaux dans la résolution d'un tel
systeme. D'une part, l'intégration proprement dite, c'est-a-dire choix du pas de
temps et traitement de ;g_g(, d'autre part la prise en compte des non-linéarités.

L'intégration pose deux difficultés. Contrble de l'erreur de troncature
dans la discrétisation de gd‘}’/ou: , comme dans le cas spatial pour la
discrétisation de%(tﬂ-]%{:) et deuxiémement stabilité du schéma retenu. C'est
ce deuxiéme point qui nous intéressera plus particuliérement en relation avec
les propriétés de l'opérateur spatial direct.

On s'intéressera aussi a la diffusion numérique qui est introduite par les
schémas implicites appelés aussi décentrés arriére ou "backward" et 3 l'erreur

de troncature, comme pour |'opérateur spatial discrétisé,
’ p )

III.2. Rappels sur !'intégration d'un systéme différentiel

On requiert d'un schéma d'intégration temporel d'&tre a la fois un
schéma "approximant" et "stable". La notion de schéma approximant a déja été
rencontrée lors de la discrétisation spatiale et I'opérateur temporel discret T

sera dit approximant si on a :



A .

ﬁxm\o | Tw) - TaL) i, =o ,en respectant le formalisme déja introduit. La
-

notion de stabilité est plus complexe, et elle est intuitivement reliée a une

idée de comportement régulier de l'opérateur discret et de non amplification

d'erreurs.

I1.2.1.Définition de la (ou des) stabilité(s)

On rencontre de nombreuses définitions de la stabilité selon les auteurs,

mais un schéma vérifiant l'une ou l'autre sera assuré d'avoir une erreur || w(t) - (adeh]

telle que :

[laate) - wa(rae) | & K o of
3"0 / /n)no p Vﬂn)ﬂ.. H m Ln akers “-‘*‘L")-“("'OEHLé”z‘“"/-ﬂ[mm)”ao

lere Définition : (GASTINEL, 1978 ; GODOUNOV, 1973) Soit Rh - I'opérateur
2
les

discret résultant des discrétisations spatiales et temporelles. On note fin
H
différents opérateurs aux limites. On dispose donc d'un systéme d'équations

noté : .
?ﬁ,r () = ft,z: dur 0
4 (M) = Pog ur 300

Faisons I'hypothése que fh - et Pi h fixés, on a une solution unique u, et
’ 9

que celle-ci dépend continuement de £ he °©f f’ i C'est-a-dire que :
’ 2

Ut, -2, _§_<dhe
e 36 (64T)>0 / w |, ' MR )
li ﬂﬂ —fi,e.“I;'e‘é 3(&‘}'&.'5)

)

h
La stabilité est dite "inconditionnelle" si cette continuité est uniforme
par rapport a h et T . ie si IJTs ekf telaque 7/T< A
§ est indépendant de = et h.

On montre que dans le cas ol on a a faire a un systéme linéaire qui va

donc s'écrire avant résolution : L_Aﬁ]{'u‘t} = g 9“}

lors A
ators | s~y ¢



cette condition de stabilité est équivalente a

a) Ah inversible

b) [Ah]-lcontinu (la continuité est évidente pour un opérateur li-
néaire dans un espace de dimension finie).
On a le théoreme : Stabilité ¢= [Ah]_1 existe et est borné quand h— 0

(schéma linéaire).
On déduit de ces propriétés une condition nécessaire et suffisante de

stabilité, plus pratique a mettre en oeuvre.

Etant donné la suite de problémes
’Res.‘t( ‘u"l,t ) = f“‘t

rE,‘h ('u.") = ‘ﬂ’ﬂ
une C.N.S. pour que le probléme soit stable est que

IN ek N | N N . .
ek e /Myl < ﬂfn.tﬂk_ﬂ;%raflﬂ,mz{'e

Deuxiéme Définition : Stabilité au sens de Von NEUMAN (RICHTMEYER,
MORTON, 1967 ; MARCHOUK, 1980)

Reprenons le probléme différentiel discrétisé :

;d_(’)} - "[4_]) .#} 1 *f} Le schéma explicite en temps de pas T
ou s'écrit :

{72 (1) - 2] )] el

avec la condition initiale

0
ful ={4]

Si on suppose que [A] admet une base de fonctions propres ‘-Pb}bzi,m
avec les valeurs propres Ah. et si on décompose u, f, g, sur cette base, en séries
de Fourrier, on obtient les relations suivantes pour les coefficients de Fourrier

de u : N . ,
J'z“:(’l'c)k,)uh*" tfho



En résolvant par éliminations successives et étant donné que u} = g, on

obtient des relations du type :

b

4 _{ . -
d‘ _ Fi ! (= pit - - 4.7
A _r;%*z:%r; f’t oL rb__Jc,A,L
(st
T  étant positif, on obtient la majoration suivante pour chaque coefficient

de Fourrier .

4

A~ |0 ;o

aC T Hay | f;}
A+1r| ¢

Le critere de stabilité de Von NEUMAN s'énonce alors :

a1 <1190 +

si V}L €fan” 4 C‘ N %, Q,b uniformément bornées telles que
= (4

',uho'/ < Cl,uM‘J* C-é.LI f»l alors le schéma aux différences est stable. Or,

pour que cette relation soit vérifiée, il faut quel r'nl4 1 . Notons que si on pose
P le rayon spatial de [A] alors
si t{J/‘o on a fr |1

Si on passe a un schéma implicite, on a la majoration

R R A NS T BTN R Y AT
N 1

ou: r = ——— Il est alors évident que si )k > 0 alors

n
|yl < 1 et que le schéma implicite est donc

inconditionnellement stable.

II faut remarquer que cette notion de stabilité est reliée au rayon
spectral de l'opérateur du probléme et qu'elle a un caractére local. Elle est
donc moins "forte" que la premiere. Elle ne peut &tre appliquée en toute
rigueur que si les coefficients de I'opérateur sont constants. Si les coefficients
sont variables, on peut s'attendre a avoir un schéma stable si la condition est
vérifiée localement en chaque point du champ (MITCHELL, GRIFFITH).

Troisieme Définition : Si on écrit le systéme linéaire résultant de la
. o N . Nk _ n
discrétisation sous la forme : [_An'] E'U' } = [GJ ).U’ }

alors L U""} = LAn]"[ Bn] x U"} ie en posant [G,,._] = [A n] "(_B,.]

{U""} - [c“:” u"} Il est alors évident que si, on note 1 Zn} le vecteur

erreur au pas de temps ~ , on a la relation : XZM}:[%] 12"}



On obtient alors une majoration de l'erreur au pas n:

Iz i ﬁ’ ool U2

r’ .
L'opérateur aux différences sera dit stable si, “ TC: <K
i

Etant donné la relation [j¢il > Pt¢) , on a la condition nécessaire de
stabilité  P(c)g4 (5 Pleyer , alors Limm I 240 :o)

n-—-»xX9

Une condition suffisante étant fleild4

Il existe donc plusieurs définitions de la stabilité d'un schéma discret,
certaines €tant plus "fortes" que d'autres. En fait, le probléme qui se pose est
de choisir une méthode d'intégration qui appliquée & un probléme donné soit
stable en un sens désiré.

La discrétisation spatiale, qu'elle soit faite par une méthode d'éléments
finis, de différences finies, ou toutes autres méthodes, conduit a un systéme
d'équations différentielles ordinaires, dont les propriétés sont fortement dépen-
dantes de celles de l'opérateur différentiel et des caractéristiques de la
discrétisation. On relie en général 1"intégrabilité" aux caractéristiques du
spectre de valeurs propres de Il'opérateur différentiel ou & celui de sa
Jacobienne dans le cas d'un opérateur non-linéaire. En se basant sur I'équation
de diffusion-convection linéaire, on va introduire la notion de "stiffness" d'un

opérateur et deux nouvelles définitions de la stabilité.

II1.2.2."Stiffness"
La discrétisation de 1'équation de Richards conduit au systéme

différentiel non linéaire :
{:—f} ;,[Km)] yH} ¢ Ss(u)}

La matrice [K] est fonction de H (A ne pas confondre avec la
conductivité). Si on se place a un temps t et qu'on linéarise [K] et [St & ce

temps la, on obtient le systéme linéaire :

| S 1= - Latu)



On fait I'hypothese que [K] est valable sur un petit intervalle de temps.

On a alors une solution explicite du temps [t + A t], sous la forme :
(11) H(t + dt) = exp (- Bt . [K]) (H®) - [KTE s) « [KT! . s

Si on note )‘. ) X; les valeurs propres et vecteurs propres de la matrice [K],

on a en diagonalisant [K] dans sa base de vecteurs propres (on la note A)

U (¢ r0%) = &p (- B A) (ole)-w) rw

~ "‘ ~ P .
ow  vlt) = [ x]. i) b wiz [X] 'LB_].‘/.\ (Xi matrice des
vecteurs propres)

Remarquons qu'on a alors un systéeme découplé.

Il est alors évident que l'exponentielle aura un réle prépondérant dans la

solution, en fonction des valeurs })iidu spectre.
On définit alors la notion de Stiffness de la fagon suivante :

Définition : Soit Sp = 5' ); e /Y_AJI{ z '); 1;% le spectre de [A]

Le systeme différentiel %—% = -[A] . H +1.Skest dit "stiff" si :
= Rﬁ(k\) <0 Ji:l,rz, ed Al
o Mok [Re (D)) > Pin [Reld]]

Remarques a) Les valeurs propres du spectre de plus grande valeur abso-
lue induisent des changements brutaux dans la solution,

a travers exp (- At.N\).
b) Les systemes "stiff" sont aussi quelque fois appelés systémes

a large constante de Lipchitz.

II1.3.3. Approximant de Padés - A. Stabilité et L. Stabilité

L'exponentielle : exp(-At.A) n'est bien sdr pas calculable par le dévelop-
pement en série habituel, ne serait-ce que pour des raisons de convergence de
la série, notamment quand ’P(A) ‘ est grand.

On utilise alors des approximants algébriques de l'exponentielle (%)
parmi ceux-ci les approximants de Padés qui vont nous servir a définir les

notions de A-stabilité et L-stabilité d'un schéma d'intégration. Les premiers



approximants de Padés de e™% sont les fractions rationnelles :

rrm,wu): 2,13) suivantes :
Q@ o (3)
. Y, . - A
ro,o 1 rD,, = ‘”—} ff-,o = A-] T = 1+3/a

Les approximants d'ordre supérieur n'étant pas treés utilisables. Si on

reprend l'équation (11) en remplagant exp(-z) par une relation du type

exp(-z) ¥ Conn (3) = 2at3) , on obtient :
Qm(})
H' -1 ) ] e
(40¢) = q, (-8t (x1) P, (-6 Lx]) [H0)-14T%] + [«] 7
Si -:Pn =1 o @, = 4+ 3 alors :

Hitede) = [ T-8e«] ] [#te)- L[] ] FLe]'s

c'est-a-dire : [I . Ae[;(:lj Hletoe) = Hie) -[K]:‘JJ +L"(J'.-:’ _ Abd

soit

[T-8e143] Hit+0e) =HiL)~ BEA

On reconnait dans ce schéma l'habituelle méthode implicite.

Si Pn(z) = l-z et Q, = l, on a :
H(t486) o (3 +0e[«] LHE) LT T+ [«]4-
Ho(e+me)o (T4oelx] #le) = kD% 4 [«Th - b4

I (Lest) = [T +8F-LKT] Hs) - D4

C'est la le schéma explicite.

Enfin si ¢ Pyf3) =4-3/, ©f Qu (3) = 4+3/2 on aura :

H(l—4.ﬂé): (I*‘ _—,{3—"‘_‘(})" (If__fll’[v(])( H(t-)—[i(]ﬂa) .}Lp(],'g



d'ou on tire :
- .
(I -84 (u3) wiesoe) - (1+¢8k1) nu-oha

qui est le schéma de Cranck-Nicholson.
On peut alors requérir d'un schéma d'intégration, construit sur les
approximants de Pades, d'avoir un "comportement" proche de celui de e”%. La

premiere propriété que l'on demande est que :

[ s 3)] ¢4 330

Une méthode correspondant & un approximant ayant cette propriété est

dite Ao—stable.
La deuxiéme propriété est qu'a l'image de ™%, on ait :

] ~p o

Si on éreprend I'équation (11) ceci revient a supposer que les termes exp(-
Adt) avec 7\ grand et négatif, sont amortis. Une telle méthode sera dite
Lo-Stable.

On peut remarquer en particulier que le schéma discret implicite est
Lo-Stable alors que C.N. est seulement Ao-stable.

Si on définit la stabilité d'un schéma en demandant qu'il n'amplifie pas
une perturbation dans les données initiales (cf. déf. 1), alors une méthode
A -stable vérifie cette propriété. En effet, si on note e, I'écart entre deux

situations initiales, il est évident que l'écart E, fonction du temps, vérifie :

EL' ({:+Ab-) = Fm’n(-Ab,);}_ E‘; U:) composante par composante.

La condition de Ao-stabilité, jrm’wlg)ki assure alors que I'écart initial
n'est pas amplifié.

En fait, si I'opérateur différentiel a une partie hyperbolique importante
par rapport a la partie parabolique, on peut avoir des valeurs propres
complexes pour la matrice [K]. C'est le cas de I'équation de diffusion-convec-
tion si le coefficient du terme convectif est prépondérant. On peut alors définir

deux nouveaux types de stabilité, généralisant les définitions précédentes de

fagon naturelle.



. \
Si |y 3))¢2 V3 / 18q3) < o a> o |Arq (3.
alors la méthode est dite A(4« )-stable, et si
o > 1 alors on a la A-stabilité.
<
Si en plus Lirm | fp,n (3)]20 1a méthode est dite L-stable.
Q(S)oo

Remarquons que les méthodes A(O)-stable et L(O)-stable sont les méthodes A=
et L - stables précédemment définies.

Donnons enfin un théoreme di a Lambert (SMITH et al., 1977)

Théoréme : Les approximants de Padés donnent des méthodes qui sont :

i) A-stable si m = n
ii) Ao-stable si m 3 n
iii) Lo—stable si m>y n
iv) L-stable si m =n+l ou m = n+2

Les méthodes couramment employées dans la résolution des équations de
transfert en milieux poreux, sont donc A-stable (C.N) et L-stable (schéma
implicite). A la lumiére de ['étude précédente et des propriétés des
approximants de Pades, on peut expliquer certains comportements constatés par
différents auteurs. Il est assez souvent fait référence dans la littérature
traitant des équations de type diffusion-convection, aux oscillations rencontrées
lors de I'utilisation de schéma de C.N. (BETTENCOURT et al., 1980 ; WARMING
et BEAM, 1978 ; ZLATEV et THOMSEN, 1979 ; WOOD et LEWIS, 1975 ;
VAUCLIN et al., 1979). Ceci s'explique facilement si l'on se rappelle que la
méthode de C.N est seulement A-stable, et aura donc du mal a amortir des
oscillations, engendrées par les valeurs propres de module élevé.

Il est en général trés difficile, sauf cas trivial, d'accéder au spectre de
valeurs propres de l'opérateur spatial discret. On proposera, plus loin, une
utilisation du théoréme de Gershgorin, pour obtenir un encadrement du spectre
et en déduire les propriétés du systéme a intégrer (caractére diffusif-convectif,

stiffness,....)

I11.2.4.Quelques méthodes A-stables et L-stables.

Nous allons nous restreindre aux méthodes dites "linéaires, multipas",

habituellement notés LMM (Linear Multistep Methods). Celles-ci peuvent se



mettre sous la forme généralle suivante pour une équation du type

y' = f(y, t)
E1 ’ b N+
L N N nia
dsza‘ KO Atfzo' ﬂd’ %et avte 9y ! dooma frowr g =1kt

Cette méthode est dite d'ordre k.

Il est prouvé (Dahlquist) que I'ordre d'une LMM, A-stable ne peut excéder
2 et qu'elle doit &tre implicite. Parmi les méthodes (LMM) a un pas, on trouve
les méthodes dites A( ©)-stable. Elles sont de la forme :

g™ 9" = a¢ (G-9) %% ¢ ;‘_f")

Elles sont inconditionnellement stables si 92_‘(—/ . On rencontre différentes
valeurs de @ selon les auteurs. 8:4'.: qui correspond au schéma de C.N. Les
utilisateurs d'éléments finis (ZINCKIEWICZ, 1979) utilise 9:?- . En effet, le
traitement par éléments finis linéaires (fonctions chapeaux) du terme %
conduit a un schéma A( 8&)-stable avec 9:‘33‘- (cf. Annexe Elements finis).

Il existe d'autres valeurs de § , telles que & = .878 (BETTENCOURT,
1980), celles-ci étant obtenues pour des problémes particuliers et optimales en
un certain sens. Parmi les méthodes linéaires a un pas, c'est celle de C.N. qui a
la plus petite erreur de troncature.

Si on fait® = 0 dans l'équation précédente, on a le schéma implicite pur.
Un théoreme (ZLATEV et THOMSEN, 1979) assure que : une méthode A-stable
et "backward" est alors L-stable. C'est le cas de la méthode ci-dessus.

L'ordre d'une méthode linéaire multipas, A-stable ne pouvant excéder 2,
(WARMING et BEAM, 1978), la formulation la plus générale pour une telle

meéthode est :

(‘“SJyM'_ (4+4f)%n+l + !9":A¢[9 %224’(4_94’?)%21_{%)]

Pour avoir une méthode qui soit d'ordre deux, il faut que f:fc 9421_
Etant donné le théoréme cité précédemment, si on choisit =0, =t/ 0=/
on vérifie 1'égalité ~f:j’- 94% et de plus, on a une méthode "backward", donc
L-stable.

. . h4z da 112
Par conséquent le schéma 3 ¢ 2 Hy Lt _
q 2 4 Zgrt'y Ly —Ab?LLl-_
est a la fois d'ordre 2 et L-stable. Il est donc trés intéressant par comparaison
a un schéma de type C.N qui est seulement A-stable. Cette formule est

rencontrée chez de nombreux auteurs sous des formes différentes. RICHTMYER



et MORTON (1967) pour une équation parabolique (chaleur), WOOD et LEWIS
(1975) la présentent comme un moyen d'amortir des oscillations dans un

probléme de chaleur, CERMAK et ZLAMAL, par des équations du type

C(U)—a% = ouv"‘( h(bt) gr?\d-u) +°I(*“: z,b)

qui s'apparente a l'équation de Richards.

On la rencontre aussi chez WARMING et BEAM (1978).

Elle nécessite l'utilisation d'un schéma a un pas pour générer la valeur
de départ nécessaire avec les conditions initiales. Cette formule peut étre trés
intéressante dans les problemes d'infiltration pour récupérer a la fois
I'approximation quadratique et une bonne stabilité. Si on l'applique a I'équation

(12), on obtient le systéme linéaire :

nal -

- 2
3 T 4 E"*_ g
(Feadvoelel D Had = 2dad™ Liafspe] ) s
Rappelons pour comparaison qu'un schéma a un pas implicite s'écrit :

(23486 0c]” [wTua ) 0™ = Ju™ ]+ LT, 15

On voit donc -gue du point de vue du calcul le schéma a deux pas n'est

rA

guére plus compliqué et ne nécessite en fait que le stockage sur deux pas de

temps. La modification de la matrice est quant a elle trés simple.
Comme on l'a vu, une LMM, L(0)-stable est une méthode A(0)-stable qui

est backward. On distingue essentiellement parmi celles-ci le schéma implicite

habituel, la méthode présentée ci-avant et la méthode de Gear a ordre variable

dont l'expression générale est :

b-1
Ynew T 2 A 4, :ﬁ-Ab-%‘et (2+k)

A=0

Celle-ci est L( 4 )-stable avec f dépendant de l'ordre de la méthode.

I11.3. Traitement des non-linéarités

Le systeme d'équations différentielles résultant de la discrétisation de
I'équation de Richards est non-linéaire. En prenant une discrétisation par

différences finies, en dimension 1, on a par exemple le systéme a n inconnues :

e} & | =~ [ww))w] + I5(9)f



ou encore ; .(i.;.‘-)} z - LC(LV)]"LK{(P)J(‘P-P [C(q})]"' g Slq’)f

Si on note plus briévement :
3 %V}: -[A(W)] Y + ]ﬁ(w)f

on a la matrice A(¢/) qui est tridiagonale avec des termes

K(q’),;_% 4 i=2,n pour la sous-diagonale
C (W), Atgl
KM’)“% 4 i =1, n-1 pour la sur-diagonale
c(d)e byt
i W,
et K“'P)HQ r Kl )""v 4+ 4 i=1,n pour la diagonale
(‘“P)i ' ﬂio
Onas =0 /L#-d ek 5 = <« ( -k-%—ql))-"ﬂq/)!,//ﬂj’

Le systeme d'équations résultant de la mise en oeuvre d'une formule
y

d'intégration peut &tre mis sous la forme :
[ M(W)JH] ),q}},jbv; ES(W)hH * {L}J

II1.3.1. Méthodes itératives et problémes

Les méthodes de résolution de ce type de systémes ne manquent pas.
En effet, le probleme peut &tre mis sous forme de recherche de zéros
d'une fonction F : R"——= R"“ définie par F(y)-= [H(Q’)]{‘P}-{ SM}}-)L}

Les méthodes de Newton, de la sécante, fournissent une solution a ce

probléme. Néanmoins, elles nécessitent l'évaluation de la matrice des dérivées
QFC
AL X X
On peut transformer le probléme F (¢) = 0, en un probleme de point fixe

partielles ( ) ce qui les rend assez lourdes et difficiles d'emploi.

qui peut étre résolu par approximations successives. Toutefois, on n'est pas



toujours dans les hypotheses requises pour avoir la convergence des itérations
de points fixe et celle-ci peut étre aussi trés lente.

La condition nécessaire est que la '"pente" de l'opérateur tangent
calculée au point fixe soit inférieure a 1. L'analogie avec le probléme f(x) = x
permet de penser que la vitesse de convergence ne sera pas indépendante de la
forme de F, au voisinage du point fixe.

On a constaté, lors de simulations effectuées en conditions de Neuman et
sous des flux assez forts que l'on pouvait trés bien avoir des convergences trés
lentes encadrant la solution selon un schéma analogue a la figure 6. Il nous est
aussi arrivé de constater la convergence non pas vers un point fixe, mais vers
des attracteurs d'ordre plus élevé. L'existence d'un point fixe étant dépendante
des caractéristiques de l'opérateur, on présente a titre d'illustration un
exemple de dédoublement du point fixe, en fonction du pas d'espace utilisé lors
d'une infiltration sous conditions de flux sur Yolo-Light clay. On constatait,
dans ce cas, qu' une bifurcation apparaissait systématiquement pour la méme
valeur de dx quelle que f{it la teneur en eau initiale. On remarque sur le graphe
(fig. 7) que 1'on a une convergence quadratique en fonction de dx. En outre, on
a constaté qu'il ne fallait pas attendre d'une méthode de point fixe qu'elle
permette d' utiliser des pas de temps bien plus grands qu'avec des linéari-
sations. La convergence est en général assez lente dans les premiers instants.
Elle peut méme ne pas exister si le le pas de temps est trop grand. Toutefois,
elle permet d'avoir des bilans de masse bien meilleurs qu'avec des linéarisa-
tions. Pour des caractéristiques hydrodynamiques fortement non-linéaires, on a
tout intérét a utiliser les itérations du fait des variations brutales. En condition
de flux fort, I'erreur commise en linéarisant peut atteindre 100 % par rapport a

la solution itérée.
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On peut associer aux processus itératifs discutés des extrapolations dans
le but d'accélérer le calcul, en ayant un point de départ des itérations plus
proches de la solution. Notons enfin que les méthodes itératives sont souvent
délaissées par les auteurs, pour des raisons de temps de calcul.

Le traitement des non-linéarités est alors fait de différentes facons :
-Linéarisation brutale (VAUCLIN et al., 1979 ; ABABOU, 1981)
-Extrapolation selon diverses formules : paraboliques, linéaires

Aitken, (GAUDU, 1978),

CERMAK et ZLAMAL (1980) dans un article sur les méthodes d'éléments
finis pour équations paraboliques non-linéaires, proposent une extrapolation
basée sur la méthode d'intégration linéaire a deux pas qu'ils utilisent, dans le
but de conserver un ordre d'approximation en t2,

Les prédictions explicites ou implicites, au demi-pas de temps, sont

utilisées par quelques auteurs (RUBIN et STEINHART, 1965 ; WHISLER et
KLUTE, 1965).

I1I.3.2.Les Méthodes Prédicteurs-Correcteurs

Les méthodes Prédicteurs-Correcteurs ou encore Prédicteurs-Estimateurs-
Correcteurs traitent ce probleme lors de la résolution du systéme correcteur.
En effet, prenons le cas d'une méthode linéaire multipas implicite qui s'écrit

sous la forme générale suivante :

b
L T

‘ﬂ.ﬂt- gauf = °(¢"3

¢=°
On peut considérer un prédicteur de la forme :
. b s
(4'/\4 - 2. de) 0
¢°

ou plus compliqué, introduisant les dérivées temporelles a des pas de temps
précédents. Etant donné !'équation dhf/ou-, =2fl‘),t-| , on peut alors utiliser le

correcteur dont la forme découle de la formule d'intégration utilisée :

A A n Wb o
‘3"*“':%%‘{--“--*"(».% +{ga°t'£(‘3ﬂ*hlk"“’-)

b

itérative. Elle se met sous la forme condensée suivante :

- . - 4 " - ,
Cette équation d'inconnue gy w peut €tre resolue par une methode

b nt
R R L

/



On voit alors qu'a chaque pas d'itération de résolution du correcteur, on
’ . /\e . .. . s
reestime 4((3M y, bML) et donc les coefficients non-linéaires.
Pour I'équation de Richards et le systéme différentiel qui provient de sa

discrétisation spatiale, la fonction f ci-dessus s'écrit :

1le) = -[cey)) [al4)] g +LecwiT oty

Si on note le rayon spectral de la matrice jacobienne de f, alors on sait
que les itérations de point fixe ne convergeront que si )ﬂ B¢ ( ; ce qui impose
une sérieuse limitation sur O t dans le cas ol } est grand (Stiffness). Cet
inconvénient purement lié a la méthode d'intégration, peut &tre contourné, en
utilisant une méthode de Newton-Raphson pour la résolution du correcteur.
Cela permet de garder un pas de temps acceptable, mais présente a nouveau

I'inconvénient de devoir calculer la Jacobienne.

I1I.3.3.Revue de différents schémas linéarisant I'équation

Pour I'équation parabolique non linéaire suivante :

i du 2. afu) 94 ai ‘ {
biw) 5:-,“'( )BL , A} >o bin) >o
MITCHELL et GRIFFITH (1980) proposent un schéma centré en temps et espace
de la forme :
) (92U = 89 [,y ) [ ()
™ = — — m m
ne " muz) Yy Q m_%) _
O
. ey 2 n _p #-t
Ils remplacent ensuite Um ,TI,,,' ,JM par une moyenne sur les trois pas de

temps, pour rendre le schéma implicite et inconditionnellement stable.

Yt (U] e

Les coefficients non linéaires sont calculés au temps n et aux noeuds
mz 1/2. LEES (1966) prouve alors que I'on a un ordre d'approximation en temps

et espace quadratique.

Mac | U, - ulmb,ak) [ < oo R50)
m,n
L'extension au cas multi-dimensionnel est directe.
Nous tenons a signaler qu'il n'est fait aucune hypotheése sur le type de
non-linéarité alors qu'a notre expérience, celui-ci a de l'importance quant a la
qualité des résultats. En effet, ce schéma linéarisé fait apparaitre une erreur

quadratique, mais on ne sait comment varie la constante C en fonction des



coefficients non- linéaires Notamment, le calcul de ceux-ci est fait par la
formule m“/ ) q.{ mn*q;alors que nous avons montré que dans le cas de
lequatlon de Richards, en tous points similaire a celle-ci, le mode de
pondération peut avoir une influence importante sur la solution, selon le type
de sol sur lequel on travaille, c'est-a-dire selon la forme des fonctions C(P) et
surtout K(‘,L' ).

Signalons que MITCHELL et GRIFFITH (1980) recommandent "prudem
ment" l'utilisation d'un schéma a trois niveaux plutdt qu'a deux niveaux.

FAIRWEATHER (1978) fait une revue des caractéristiques des systémes

d'équations différentielles non-linéaires obtenus a partir de :

?.:::d&r (Q(a,u)t}adu) + -flz,u,b) (at)exio7].

apres application d'une méthode d'éléments finis et avec des conditions aux
limites de type Dirichlet ou Neuman. Parmi les algorithmes de résolution
proposés, on peut retenir une méthode prédicteur-correcteur qui s'écrit par

exemple pour un schéma de Cranck-Nicholson :

Prédicteur :
(e o) [stom 7 (2222 4] (110

et pour le Correcteur :

(e B o)

Ot

Cette méthode conserve l'approximation quadratique en temps. La non-
linéarité est traitée en deux étapes : d'abord linéarisation, puis calcul 3 tl-‘ii' .

FAIRWEATHER cite aussi des schémas a trois niveaux, dis & LEES et que
nous avons mentionnés ci-dessus.

En notation, produit scalaire, elles sont de la forme :

(13) Y_"“'——U'T", Vi a(UM) VUMB ,VV z (’?(UM),V)

4 Dt



ou UY"\,G = E(U,Mh'fvm_‘) 1-(4-249} Una

On remarquera que le calcul de a(®) est fait au temps central m. At, pour
lequel on connalt la solution. Le systéme obtenu est donc linéaire, alors qu'il ne
I'est pas avec un schéma a deux niveaux, style C.N. On évite donc tout
probleme de linéarisation, extrapolation, itérations, etc.. Le calcul de la
solution a At, nécessaire au démarrage de l'algorithme peut étre fait par

résolution du systéme suivant, ou la non-linéarité est traitée par linéarisation

brutale.

(J_}_’ r) 4 (a7 (200, +(ta0)w), V)= (1)

De

Le schéma résultant est stable pour 8 > L et I'ordre de convergence en
temps est quadratique. N

Parmi les schémas a trois niveaux, fournissant des systémes linéaires,
FAIRWEATHER (1978) propose aussi la formule suivante, qui, si elle a une
erreur locale supérieure a celle de la précédente, dispose en revanche d'une
aptitude plus grande a amortir les oscillation (Lo—Stabilité) (=4 par

6
exemple).

En utilisant toujours la notation scalaire résultant des méthodes
variationnelles, on a :

(‘ﬂ%—]ﬂ / V) * (Q(GM+%)VUM+;;,0’VV) = ( $ (Cj’““&)’v)

oo U, o=V +9(vm,-zUM+U..,_.)

+12,9 m+l/~

A
Urvw'{ = (SU"‘ -Um") /<

La valeur de U; peut étre obtenue par la méme formule que
précédemment. On peut remarquer que la non-linéarité est traitée par
extrapolation et que ce schéma ressemble beaucoup a un schéma de Cranck-
Nicholson avec extrapolation.

Enfin, si on utilise un pas de temps variable, on conserve les ordres
d'approximation, si 9>.L!'- et si la variation du pas de temps est monotone. On a

alors les formules suivantes pour le schéma (13).



( UMH - —Ljﬂ--\
4 Bt

,V) F | alum) VUm,o/VV> ;(flt”fm),v)

e = - Ot -
avec U = u s .A_l:"_"_“;‘. ( LI“ —U,h_‘ )
™ ™ zbtm-l

™4y

Unmp = L (1641) (U U, ) # (428 (O«Uml4 U+ \4-9)1{“_')

g’ = -Al’m
At O,

On a donc des schémas linéaires multipas permettant de résoudre des

systemes d'équations différentielles non-linéaires, ayant des ordres d'approxi-
mation quadratiques en temps et disposant d'une stabilité inconditionnelle,
A-stable ou L-stable. Le traitement des non-linéarités est fait de nombreuses
fagons, mais il est intéressant de remarquer qu'un schéma & trois niveaux
permet d'éviter d'avoir & extrapoler, linéariser ou itérer. Remarquons aussi que
I'utilisation d'une méthode d'éléments finis supprime le probléme du choix de
I'interpolation spatiale des coefficients non-linéaires. On verra par la suite que
c'est la un des principaux problémes posés par la résolution d'une équation

parabolique non-linéaire.



I1I-4. Methodes d'ordre élevé

Lorsqu'on est en présence d'un systeme différentiel linéaire défini par :
q P P

Aldnt - _
[ } ok \B]UU') 3 avec la condition initiale Mm@)=A,

il existe une solution explicite qui s'écrit :
- -‘ B 3 = . B -
wle) = exp (-4 a3 (87) (o 62) 4 L83 h
On en déduit généralement une solution pas a pas en posant :
wltor) = {KF(- E.[A]—-‘LSJ)(\AU)-S*Q) + 1807,

Le calcul de l'exponentielle n'étant pas envisageable, on utilise des

approximants de : exp , sous forme de fractions rationnelles.

II-4.1. Les approximants de Norsett

Une famille de telles fractions est constituée, comme déja signalé par

les approximants de Padé. qui se mettent sous la forme :

rﬂh,n(é); o 3) 1EC P et Q polynomes de degré m et n
in}J

On a vu que les approximants de Pade conduisaient entre autre aux
schémas habituels : Explicite, Implicite et Cranck-Nicholson. Les approximants
d'ordre supérieur sont assez souvent délaissés pour des raisons de calcul. On
note l'utilisation de G'&\}) pour la résolution d'un probléme de transfert
thermique (SMITH et al., 1977). Du fait qu'ils ne conduisent pas tous a un
schéma L-Stable et qu'ils peuvent quelquefois nécessiter l'utilisation de
nombres complexes ( ,,{#) ), certains auteurs ont introduit d'autres familles
d'approximants de exp(-z).

MAKINSON et NORSETT (1975) ont défini la famille suivante :

UPG) A& Sa3) [/ (44a3)"

ou ¢ et s, est un polynome de degré au plus égal a n.

Les coefficients de s_(z) seront dépendants de « . Celui-ci pourra alors
étre choisi de deux fagons : soit pour obtenir la meilleure approximation de
exp(-z), soit pour annuler le coefficient du terme de plus haut degré, ce qui a
pour effet de conduire a une méthode L-Stable puisque :

Aat3)
Jim | )

-




I11-4.2. Implantation des approximants de Norsett

Il est montré (SMITH et al., 1977) que si 9, ud):z“:::)m

est une

approximation aussi précise que possible de exp(-z) alors :

- An(i) - /l i { {'f/c()
(9" Hl%) («uaq)n 2*

~

5
4+a}

L.(x) désigne le polynome de Laguerre de degré j et ou « est choisi tel

que L'n+l(1/o() = 0. Parmi les n racines possibles de L'n+l’ toutes ne
conduisent pas a des schémas A-Stables et encore moins A(« )-Stables. Pour un
systéme différentiel : Arf'_;"-p"' =-Bultltd | 1a méthode d'ordre n, A-Stable, a été

mise sous la forme matricielle suivante :

[AexaeB) (4 =« At [ (utv}4 ]

[Am BEB] G le) = W AL B (E) iz, e
n

Ule+ar) = ULe) v f‘ L' L; (JA} St/ g
4=t

Pour obtenir une méthode L—Stable, on montre (SMITH et al., 1977) que «

doit étre choisi tel que : (l/p(') = et que l'on a alors :
-t

% (43) - Z- b (uvf;)

+d5’ bzo

En reprenant le systeme différentiel référencé ci-avant, on a mis la

méthode sous la forme matricielle suivante :

[A+o(.Ai:.5] U (0 = o« At (8 U(u-{s]

[ A ta bt 3] G, el = oD B uile) <= 1,2, .02

n-|

[A.H( AtB]U’(HM) = LA](VUH 2 L;(;—'—)U}(t)) b o Ab.A
d:l

On remarquera, que entre les deux algorithmes (A-Stable et L-Stable)
seule la derniere étape du calcul différe, ce qui facilite I'implantation sur
calculateur. On renvoie a I'Annexe [1] pour le calcul des polynomes de
Laguerre et des valeurs de o conduisant aux différentes approximations.

Quoique ces méthodes aient été mises au point pour des problémes linéaires,



I'approche pas de temps par pas de temps, nous a suggéré que l'on pourrait les

utiliser pour I'équation de Richards. On a donc implanté les deux algorithmes

jusqu'a l'ordre 4.

III-4.3. Application & l'équation d'infiltration

Le systeme différentiel provient de la discrétisation centrée sur trois
points. On linéarise brutalement au pas de temps précédent.
Les conditions aux limites sont de Dirichlet. Les différentes valeurs de

utilisées sont dans le tableau ci-dessous :

nord. 1 2 3 4
Type
.788675
A-Stable .5 ou i34 1.068579018 1.34536642
Implicite 1.7071067812 :
L-Stable o ou 028932188 .435866333 .5728160625

a) Yolo-light Clay - Méthodes A-Stable

On a cherché a quantifier ['évolution de l'erreur quand on utilise des
formules d'ordre de plus en plus élevé. La solution exacte étant inaccessible, la
référence est constituée dans cette étude par la solution donnée avec un pas de
temps de 5 s par le schéma de Cranck-Nicholson.

On a testé les pas de temps suivants : 20 s, 60 s, 120 s, 180 s, 300 s.

La simulation d'infiltration va jusqu'a 12h.

On note eik (z) le vecteur erreur obtenu avec une méthode d'ordre i et le
pas de temps k ; k = 1, 2, 3, 4, 5, correspondant aux pas énoncés ci-dessus. Ils
ont été portés sur les figures (6 et 7) aux temps t = 2h, 6h et 12h et pour les
pas de temps 20 s, 120 s, 300 s.

Sur le tableau suivant, on a porté la norme du maximum de chaque
vecteur erreur pour les différents pas de temps, différents ordres et temps.

On constate que la méthode de Calahan ( = .788..... ou =.2!l...) donne
des résultats assez mauvais. La méthode d'ordre 4, pourtant plus compliquée

que le schéma de C.N, donne des résultats similaires a celui-ci.



FIG. 6 - Approximation pour différentes méthodes A-stable
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r
t = 2 heures Lt = 6 heures t ~ 12 heures
i dt = 20s |4t = 120s | dt = 300s | dt = 20s |dt = 120s | dt = 300s | dt = 20s dt = 120s | dt = 300s
16 8 20 .8 7. 7.8 5 1.2 8.5 C.N
1.5 12.4 31. 1.5 10.5 17. .5 3.8 25.5 .Calahar
.24 5.9 12. .3 3.8 2.2 .5 1.2 3. ord =
.75 8.4 2.4 . .8 7.2 9.8 .5 1.3 9.6 ord = ¢
L
Tableau : Méthodes A-Stable : Norme Infinie de l'erreur

Enfin, on obtient une amélioration sensible de la précision, avec la
méthode d'ordre 3. De plus, elle semble compétitive pour une précision requise
par rapport a Cranck-Nicholson, du point de vue temps de calcul.

On pourra remarquer sur les figures présentant les vecteurs erreurs, que
pour nord = 3, celui-ci n'est pas de signe constant sur toute la hauteur du profil
comme c'est le cas pour les autres méthodes. En général, la méthode d'ordre 3

surestime la solution apres passage du front.

b) Yolo-light Clay - L-Stable
On a repris les caractéristiques du cas précédent (Pas de temps,

d'espace).
La référence est toujours constituée par C.N (5 s) puisque le phénomeéne

simulé est toujours le méme. On a le tableau suivant pour la norme infinie du

vecteur erreur.

t = 2 heures t = 6 heures t = 12 heures
dt = 20s|dt = 120s|dt = 300s|dt = 20s | dt = 120s| dt = 3005‘ dt = 20s |[dt = 120s| dt = 300s
/ implicite 2.8 20. 48.2 2.6 16.9 32.8 1.6 8.6 26.8
ordre 2 .? 10.4 32. _—1.0 8.4 14.9 .15 2. 12.8
ordre 3 .75 8. 20.9 .9 7.1 8.3 .13 1.29 9.
ordre 4 2.2 6. 15. 6.8 10. 6.1 9.9 8. 14.

Tableau : Méthodes L-Stable : Norme Infinie de l'erreur
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On pourra remarquer, ce qui est aussi apparent sur la figure (7) que les
résultats fournis par la méthode d'ordre 4, ne sont pas réguliers. Les méthodes
d'ordre 2 et 3 fournissent des résultats trés proches, et en amélioration tres
sensible par rapport a la méthode implicite. Par conséquent, seule la méthode
d'ordre 2, de part son erreur de troncature réduite et son inconditionnelle
stabilité est intéressante. On pourra noter que pour les deux types de
méthodes, et dés que le pas de temps devient grand (300 s), les améliorations
apportées par la diminution de I'erreur de troncature sont moins importantes et
qu'alors c'est la non-linéarité des coefficients qui est prépondérante dans
'erreur commise avec une méthode linéarisant les coefficients.

Sur la figure apparait bien la diminution de l'erreur au cours du temps
(amortissement de la hauteur des pics).

Sur les graphes (8 et 9) sont représentés, a une profondeur et a un temps
donnés, les différentes pressions obtenues avec divers pas de temps. On essaye
donc de mettre en évidence ou de vérifier des ordres d'approximation
théoriques.

On peut s'apercevoir que pour presque toutes les méthodes, on a un
comportement suffisamment régulier tant que dt ne dépasse pas une certaine
limite (ici 180 s environ) et qu'au-dela l'ordre théorique d'approximation n'est
plus respecté. On peut constater notamment que la méthode implicite a un
ordre linéaire comme il est prédit par l'analyse théorique. Au-deld de 180 s on

pert la linéarité.

c) Sable de Grenoble
On a porté dans le tableau () (page suivante) les profils de pression au
niveau du front, pour des schémas de C.N et L-Stable de divers ordres.

On peut constater que la solution au niveau du front est trés sensible au
pas de temps. Par exemple, pour un schéma de C.N avec un dt variant de 1/2 s
a 5's, on a une différence de pression qui au voisinage du front peut atteindre
50 mb. On distingue nettement la diffusion du front quand dt augmente. Le
schéma implicite est lui beaucoup moins sensible 3 la variation de dt et pour un
dt = 5 s, on n'atteint jamais des erreurs telles que celles générées par un C.N
(5 s). Ceci peut sembler en contradiction avec le fait que théoriquement le
schéma de C.N est meilleur que le schéma implicite pur. Il se peut que les
erreurs importantes relevées soient dues aux oscillations, non amorties, qui sont

toujours plus ou moins présentes dans ce type de schéma.



172

168

164}

160t .°

¥

(cm)

o Ordre 3
» implicite

w Ordre?2

Z=12 cm
T=12 h

&80

120

180

240

ioo n:mw

fag
(cm)
168
= Calahan
. CN
¢ Ordre 4
o Ordre 3
164
Z-12 cm
T=-12h \
-\
160 l\ _ i \r\l\lla
R
o
wV/m*/ 120 180 \ 20 ) umMIQIZm\



w172 s|CN (1 ) |Con (55) | M (1s) | e (5s) | DpTStable | L. Stable| L, -stable
I o e {5s) (58} 15s)
10.41 10.30 9.43 10.37 9.84 9.68 9.49 .44
11.25 11.13 10.12 11.2 10.60 10.4 10.18 10.12
12.23 12.1 10.90 12.18 11.47 11.22 10.97 10.9
131.42 i3.24 11.8 13.36 12.5 12.19 11.89 11.3
14.88 14.65 12.87 14.81 13.74 13.3; 12.98 12.86
16.77 16.47 14,17 16.68 15.3 14.76 14.31 14.16
19.42 18.99 15.83 19.31 17.41 16.59 16.0 15.8
23.71 23.01 18.08 23.55 20.58 19.13 18.3 18.00
9.6 36.1 21.54 40.04 30.35 23.34 21.85 21.3
78.55 74.13 30.81 79.22 66.73 43.85 32.97 29.08
37.00 96.18 66.83 97.07 94.36 84.19 71.05 h2.37
99.65 99.55 94.82 99.65 99.26 98.01 95.77 93.78
Tabl rau : Profils de potentiel sur Sable de Grenoble

Enfin, il est important de constater que les schémas L-Stables, engendrés
par les approximants de Norsett, et d'ordres élevés, convergent vers le schéma
de C.N, utilisant le méme pas de temps (5 s), c'est-a-dire qu'ils convergent vers

une solution fausse.

Dong, dans les cas ol 1'évolution de la pression est rapide, il semble que
la seule solution acceptable soit d'utiliser des pas de temps tres petits. Il ne
faut en outre pas s'attendre a pouvoir utiliser une méthode d'ordre supérieur
dans l'espoir d'augmenter le pas de temps. Notons que dans ces cas la, le
schéma implicite est beaucoup moins sensible aux variations de dt que le
schéma de C.N. On retrouve un comportement déja signalé auparavant, & savoir
que le schéma implicite a tendance a sous estimer légérement l'arrivée du front

et a légerement surestimer la pression, une fois celui-ci passé.

1I1.4.4. Conclusions
Il apparait donc que dans le cas de milieux poreux ou I'évolution de la
pression est '"lente", on peut mettre en @uvre des approximants de Norsett
jusqu'a l'ordre 2 ou 3. Iis sont alors compétitifs du point de vue temps de calcul

et apportent un supplément de précision non négligeable.



Cette €tude a montré toutefois qu'au-dela d'un certain pas de temps, de
toute fagon liée a la discrétisation spatiale, c'était l'aspect non-linéaire qui
conditionnait la majeure partie de l'erreur, la troncature en temps devenant
minoritaire.

Dans le cas de sols ou la pression est susceptible d'évoluer trés
rapidement, on a montré que ce type de méthodes n'était pas adapté,
n'apportait rien et pouvait conduire a des résultats erronés, la seule solution
étant alors l'utilisation de petits pas de temps et d'itérations. On a montré
aussi que le schéma de C.N utilisé avec un pas de temps trop grand induisait
des erreurs importantes au niveau du front, le schéma implicite étant lui moins
sensible a dt. On a noté des oscillations de la solution sur Sable de Grenoble
avec un schéma de C.N. Nous reviendrons plus loin sur ce phénomeéne.

On a pu vérifier sur les schémas implicites et C.N, que les ordres
d'approximation en temps étaient bien linéaires et quadratiques. Nous allons
essayer d'utiliser cette propriété, ainsi que celles déja établies sur les ordres
d'approximation spatiales, pour mettre en ceuvre une méthode d'extrapolation

de Richardson, toujours dans le but de réduire l'erreur de troncature.

III.5. Essai d'utilisation de l|'extrapolation de Richardson.

La résolution d'une équation aux dérivées partielles par une méthode
numérique fait passer d'un probléme continu défini par l'opérateur différentiel
a un probleme discret. Il y a donc la un premier niveau d'approximation qui
introduit une erreur fonction du pas d'espace et/ou du pas de temps. Si on

reprend les notations définies dans (IL.l.1.), on a le schéma :

e U = > Liug F
Pu'

T(oj ¢
Rs, ‘ [L(u)]k

1%
et B, 4s) € F,

et si le schéma discret défini par !'opérateur R, est approximant, on obtient

les majorations suivantes :

[l 2& l-"‘ﬁ} - [.L“”Jg‘” FF., éﬁ"mm)

et “Qq“‘*) -[tc(u) ]c‘ I < ﬁh‘ M, () pour les opérateurs aux limites.
(4 I{g



La solution (4) du probléme défini par les opérateurs L et l; est alors

définie par

dA = Jim. -va

= S

(h peut étre un vecteur regroupant les divers pas d'espace et de temps. On a

alors Mz Lim My
"4“!”@0

III.5.1. Définition de l'extrapolation de Richardson

On reprend les majorations ci-dessus et on suppose qu'il existe des

fonctions LP et Y , appartenant respectivement a F et §. , telles que :
¢ i

I (e, —Rylue) - A“%Ilr_ =0 (4°) o
h

; k .

li ({;‘“}fb‘ .',e\(‘“q)) -4 ‘VH "I =0 (ﬁ"‘)
2.8

Posons w la fonction de U telle que

Liw) = ¢
fiw) = ¢

On obtient alors

Ity b L), - By ) I, =2 (2")

et “ 474‘ (Ai~-futw.)t - g () “I‘_{ - (‘!‘Ei)

En faisant I'hypothése de linéarité des opérateurs L et l;; on obtient :
- L
MLt tha), — Byt U =0 (4)

I8 Camta)y =yt g, 2o (')

ce qui permet d'écrire : ” u_-hbf-u'_ ,u‘ ";0(45) puisque L et li sont approximants
d'ordre k. u



On peut donc en déduire, en un point quelconque P du domaine d'inté-

gration, la relation :
U, (2) = U(2) + 41 (2) re

Si donc on travaille avec deux pas d'espace et/ou deux pas de temps, on

a le systeme :

k
UA (E):U'(f) + ‘&.1_ W(2) + £

)

I\
Up (2)=U2) + 4, wiR) ¢ &
d'ol on tire :

Ule) = [ 3 y, () - ‘E,LU“‘(P)] / (ﬁ,h-ﬂf)

Si on pose l"z. :%, /< s on obtient :

U2) &(_ﬂf U, -4ty ) /)

25 )

d'ol U(P} 2 %; ( U—!,,*-ZLU:&‘) /'i_,:_'_ (A_Uz.)

L
il vient alors : U’(E) = Uﬁ: -4 Uﬁ;_ _ Zb’Uﬁt - Ug”

4-2% <P _

Si h désigne le pas de temps, on aura dans le cas d'un schéma implicite,
et donc lineaire, l'extrapolation : UlB):l-g,_(PFﬂP)Le point P désigne bien sir un

point de l'espace temps. *

Dans le cas d'un schéma de Cranck-Nicholson Ul2) &/(14 Tg_t -.U“J/_J,
Il est évident que si on a une approximation d'ordre p, l'extrapolation de

Richardson permet de récupérer une approximation d'ordre p?Z.
p p p

Remarques

La démonstration, qu'on a donnée, fait I'hypothese que les opérateurs L
et li sont linéaires. Or, si cela peut étre le cas quelquefois pour li, dans le cas
de l'équation de Richards, ce ne l'est jamais pour L, sauf si tout le domaine est

saturé (équation Elliptique).



FAIRWEATHER (1978) et MARCHOUCK (1980) ne donnent des exemples

que dans des cas linéaires.
On peut essayer de l'appliquer a 1'équation de Richards, bien qu'elle soit

non linéaire, en essayant de rester dans une gamme de pas d'espace ou de
temps ou les variations soient presque linéaires.
On a le choix entre une extrapolation basée sur le pas de temps, ou sur

le pas d'espace ou sur les deux simultanément.

III.5.2. Application et Conclusions

Les expériences numériques précédentes ont montré que l'ordre d'appro-
ximation des schémas spatiaux sur trois points, n'était pas toujours et partout
quadratique. Nous avons notamment mis en évidence les problémes systémati-
ques au niveau des fronts, et la limitation sur la variation de A x nécessaire a la
conservation de l'ordre d'approximation.

Pour toutes ces raisons, il nous a donc semblé inutile d'essayer
d'appliquer une méthode d'extrapolation sur I'opérateur de discrétisation
spatiale. Par contre, nous avons mis en évidence la bonne concordance entre les
erreurs théoriques et les erreurs calculées pour l'erreur de troncature des
schémas d'intégration implicites et Cranck-Nicholson. C'est donc sur cet opé-

rateur que nous avons mis en oeuvre une extrapolation de Richardson.

-Schéma implicite.
On a simulé en conditions de flux, sur Yolo-light Clay, avec un schéma

implicite, et des pas de temps allant de 3 secondes pour la simulation de
référence, a 5 minutes. On compare ['évolution de la pression a différentes
cotes entre le schéma implicite et le mé&me schéma utilisant I'extrapolation (cf.
tableaux suivants). On peut constater sur le premier tableau que pour la gamme
de pas de temps acceptable pour z = .5 cm, on obtient avec I'extrapolation de
Richardson et dt = 5 s, une précision équivalente a celle d'un schéma utilisant
un pas de temps de 3 secondes. De mé&me, sur le deuxiéme tableau avec un pas
de l'espace de 2 cm, on peut voir que avec un dt ne sortant pas de la zone
linéaire (cf fig. 8) on récupére la précision d'un schéma avec un dt = 5 s.

La figure 11 comporte les différentes pressions obtenues a la surface et
a deux autres cotes (1,5 cm et 3 cm) au bout de deux heures, en fonction du pas
de temps. On peut observer que I'extrapolation apporte bien un ordre

d'approximation quadratique au schéma implicite qui est, sinon, d'ordre 1.
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Tableau : EVOLUTION DE La PRESSION (cm) A LA SURFACE zZ = .5 cm
' Yolo-light Clay
ihj Imp. Imp. I Imp. Richardson Imp. Richardson { Imp. Richardson Richardson
temps 3 s 30 s 60 s 60 s 120 s 120 s 240 s 240 s 300 s
1 131.71 130.88 129.97 131.8 128.14 131.88 125.9 13. 13.
2 88.598 88.37 87.65 88.65 86.65 88.67 84.68 88.8 88.9
3 67.9 67.6 67.5 67.9 66.6 67.95 65.28 68.0 67.76
4 55.29 55.07 54.9 55.3 54.3 55.32 53.35 55.36 55.4
5 46.65 46.47 46.4 46.65 46.1 46.7 45.1 46.98 : 46.7
6 40.285 40.14 39.98 40.3 39.85 40.30 39.05 40.32 40..34
7 35.137 35.12 35.38 35. 35.4 34.3 35.4 35.4
8 31.41 31.23 31.45 31.12 31.46 30.56 31.47 31.47
9 28.2 28.02 28.2 27.9 28.2 27.6 28.24 28.27
Tableau, EVOLUTION DU POTENTIEL (cm)A LA SURFACE Z =2 cm
Yolo-light Clay
{(h) Imp. Imp. Imp. Imp. Imp.' Richardson Richardson Richardson | Richardson
temps 20s §0s 120s 180s 240s 120s 240s 360s 600s
1 131.58 130.91 129.91 128.94 127.99 132.00 132.26 132.79 135.07
2 1¢01.00 100.65 100.14 99.63 99.13 101.2 101.31 101.5 102.28
3 81.445S 81.376 81.73 80.36 79.99 81.5 81.56 81.68 82.13
4 67.485 67.422 66.93 66.64 66.36 67.53 67.57 67.65 67.95
» "} 57.152 57.09 56.7 56.46 56.22 57.19 57.23 57.24 57.49
5 49.238 49.06 48.85 48.65 48.44 49.28 49.3 49.34 49.49
7 43.002 42.85 42.67 42.48 42.31 43.04 43.0¢ 44.09 44.21
8 37.97 37.84 37.673 37.51 37.35 -38.00 38.02 38.04 38.14
9 33.825 337 33.56 33.41 33.27 33.86 33.87 33.89 33.98
10 1 33.335 30.25 30.11 25.98 29.85 30.38 30.39 30.41 30.47




Tableau EVOLUTION DE LA PRESSION (cm) Silty Clayloam
—i .__’,___._ T — !,_ [
surface,  Imp. Imp. Richardson | fmp. Richardson Imp. t.chardson Tmp. Richardsor
- ) 38 ' 60s 180s 300s 300s 600s 600s 900s 9300s
temps -
1 h 301.2 298.57 301.4 287.77 3101.9 274.8 306. 272.2 317.7
2 h | 221.79 220.33 221.98 213.96 222.1 206.3 223.1 *200.8 226.5
sh | 182.17 181.15 182.29 176.7 182.37 171.4 182.9 167.4 184.5
4h 157.49 156.72 157.58 153.37 157.6 149.3 157.9 146.2 158.9
z=18cm Imp. Imp. Richardson Imp. Richardson Imp. Richardson Imp. Richardson
. 5" 1 3 5 5! 10° 10! 15°' 15°'
Temps
t h 937.4 937.3 938.0 935.6 938.1 935.3 938.6 939.6 941.48
2 h 646.38 648.7 649.4 649. 650.1 654.1 658.1 677.9 662.0
3 h 436.8 i 435.4 437.7 429.8 437.5 424.4 438.9 428.6 443.3
4 h 322.8 J' 32i.4 323.0 315.3 323.1 308.25 323.8 305.4 326.0



On a pu constater une bonne concordance entre les conclusions de
I'étude de I'erreur de troncature en temps et la "faisabilité" d'une extrapola-
tion de Richardson. En effet, si on tient a ce que l'erreur entre la solution de
référence et la solution fournie par le schéma extrapolé reste négligeable, il
faut que les pas de temps se situent dans l'intervalle que nous avons défini
avant. Cet intervalle est bien entendu fonction du sol, mais aussi de la discré-
tisation spatiale (valeur de A x). Si on ne respecte pas cette condition, l'extra-
polation peut fournir des résultats faux. Par conséquent, avant d'utiliser une
telle méthode, il faut s'assurer que pour le type de caractéristiques hydrody-
namiques dont on dispose et pour la discrétisation spatiale qu'on a effectuée,
les pas de temps qu'on va utiliser sont adéquats. Ceci peut étre fait en testant
sur un programme simulant le transfert monodimensionnel, différents pas. On
constate alors trés vite dans quelle mesure on ne respecte plus l'erreur théo-
rique linéaire ou quadratique.

Couplée & un algorithme itératif, l'extrapolation de Richardson sur les
pas de temps constitue une méthode efficace de réduction du temps de calcul
pour une précision donnée. Ceci, encore une fois, & condition de respecter
scrupuleusement la condition énoncée précédemment. On a pu voir que sur un
sable par exemple, la linéarité de l'erreur n'était respectée que sur un

intervalle de t assez petit.

Ill.6. Utilisation du_théoréme de Gershgorin pour I'étude la stabilité

des schémas d'intégration. Application a !'équation de Richards

Nous avons déja mentionné dans les paragraphes précédents quelques uns

des problemes liés a la stabilité des schémas.

-Impossibilité de faire une étude de stabilité globale pour une
équation non linéaire.
-Liaison entre stabilité et spectre de valeurs propres de

I'opérateur ou de sa jacobienne.

Les simulations effectuées sur différents types de sols ont permis de
mettre en évidence le probléme de l'existence et de l'amortissement des
oscillations parasites. Nous avons constaté, a la suite de nombreux auteurs, la
stabilité globale du schéma de Cranck-Nicholson, mais aussi sa capacité a
générer et a amortir difficilement des ondes parasites, dans certaines
conditions. Ces oscillations qui prennent naissance juste apreés passage du front,

quand |d\}’/dt‘ varie rapidement, peuvent dénaturer le phénoméne et entrainer



des problemes du fait que la pression peut devenir positive en certains noeuds
(Effet de Gibbs : BORIS (1981)) (cf. fig. 5 sur le schéma a 5 points).

La connaissance du spectre ou du moins une approximation le bornant,
permet de prévoir ce genre de comportement et de choisir une méthode
d'intégration adaptée. Plus encore que la connaissance du spectre, elle-méme, il
serait intéressant de relier ces variations a celles des paramétres de la
discrétisation.

L'équation de Richards pouvant se mettre sous forme diffusion
convection, nous allons avant de l'aborder montrer comment on peut utiliser le
théoreme de Gershgorin pour borner le spectre d'une équation de diffusion-
convection linéaire et en déduire le comportement a l'intégration en fonction

de quelques parametres de la discrétisation.

I11.6.1. Théoreme de Gershgorin et application a I'équation de dif-

fusion-convection

Considérons l'équation linéaire suivante :

a_u_ -5 afﬁ _ s U munie de ses conditions aux limites et
¢ Ix2 (XS initiales.

I est bien connu que le caractere diffusif ou convectif, ie parabolique ou
hyperbolique de l'équation, dépend de l'importance relative des coefficients D
et v. Il est donc évident que le spectre de l'opérateur différentiel provenant
d'une discrétisation spatiale quelconque dépendra de D et de v, entre autre. Le

probleme discret correspondant a l'équation ci-dessus s'écrit :

B, A et f étant des fonctions deU dans le
cas non-linéaire.

33_57:_;\.1: + ¥

On a vu alors que le systéme était dit "Stiff" si

R -8'n ) {o ' ‘ - _ i
c.()( ) b 4 May ?c()()\>> m‘m‘Re()()}
4=Ln (2,
ou ) (-71A) désigne une valeur propre de 3 lA.
Dans le cas non-linéaire, on considére le spectre des valeurs propres de J
= (33/3\;)00 dU/dk:' %(U’,k ) , ce qui permet d'appréhender le comportement local

du systéme.



Le théoreme de Gershgorin, connu aussi sous le nom de théoréme des

disques, s'énonce de la facon suivante :

Théoreme : Soit A une matrice de dimension n , 3 coefficients réels ou

complexes. On note Spec(A) le spectre de la matrice. On a alors :
FheSpe(a), 34/ 1D-aglcm  oi m Y
[ 4

n
ce qui s'écrit aussi : S}cc(ﬂ) c U DMQ(C{;’;, m;)
A=t

ol Diac (ad ,m; ) ;% X € mb/d[z,a;. )5""‘.’} d désignant la distance habituelle

Prenons d'abord le simple probleme de diffusion-convection que nous
discrétisons en différences finies centrées. On obtient alors le systéme
différentiel défini par :

i‘t’i;k£+£>u _iém»,(l-'v_)m,,
At gt h/ M L* Rt 2

X

C'est aussi le systéeme auquel on arrive en utilisant une méthode
d'éléments finis a fonction de base linéaire et en sommant les termes d'une
méme ligne pour la matrice de masse. Cette derniere opération est connue sous
le nom de "lumping" (ZINCKIEWICZ, 1979).

L'application du théoréme a la matrice tridiagonale du systéme conduit

a considérer les disques centrés en :

- 4D et de rayons (7 = )_D_...E. .,.|_?__E.
pe Rt 2k

Avant de traiter ce cas, on peut considérer les deux problémes extrémes

consistant en des systemes purements diffusifs et purement convectifs.
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Cas convectif
On suppose que D = 0. On a donc l'équation de convection et les cercles

de Gershgorin sont centrés a I'origine. De plus, du fait de la linéarité de
I'équation, on peut facilement obtenir les valeurs propres. En effet, on a une

matrice tridiagonale de la forme :

(0 v Les valeurs propres sont alors définies
ah o i : :

Py par : )&: L\v/t) ter gn

i ' n+|

ot i désigne le nombre imaginaire pur
de module égal a I (i = |- 1)
L ' °J Les )& sont donc conjuguées deux a deux.

Le rayon du cercle de Gershgorin pour un indice j fixé est

¥
Belg ] F I et ax =0
'Sl ivs I deat adire 0 ﬁ_

On s'apergoit que les valeurs propres extrémes ie: de module le plus
élevé sont situées juste a l'intérieur des cercles de Gershgorin, qui sont tous
égaux dans ce cas, ou la matrice a des termes diagonaux constants. On constate
qu'une croissance de v ou une décroissance de h , ou les deux simultanément
concourrent a une augmentation du rayon des cercles et des valeurs propres

extrémes. (fig. 14)
Cas diffusif
On pose ici v = 0. On a donc la simple équation de diffusion. La matrice

obtenue est alors tridiagonale telle que :

T Dans ce cas la aussi, on peut aisément

(20
- Rt 72 calculer les valeurs propres, qui sont
D égales a : ‘
L A L= iD t A=y 4T )
q [ n+i

Elles sont donc réelles et les cercles de

Gershgorin ont pour rayon commun Q:w/ﬂ"

. Le centre étant en -4D/ #* , ils sont

complément dans le demi-plan Re(}) <o

et tengents a l'axe imaginaire en 0.
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On constate aussi que les valeurs propres sont comprises dans l'intervalle
ouvert | f%‘f: ;oL (fig. 15)

L'analyse de ces deux cas tests suggere que pour un cas intermédiaire ol
diffusion et convection se trouvent réunies, on a des valeurs propres avec des
parties imaginaires qui peuvent ne pas étre nulles, selon les valeurs respec-

tives de D et v. Si on regarde les cercles de Gershgorin, on s'apercoit qu'ils ont

pour centre -2p/ B¥ , mais que les rayons définis par
= 2__*1‘_\- D _¢ valent :
TR E-brd R B & |
U oxw
et h h? h
AD 4D S ¥
h* AT

On a donc pour un pas d'espace h fixé, et pour un coefficient de

diffusion D croissant, des cercles de rayons constants égaux a U/R tant que
%122' < % ; coupant l'axe des imaginaires et dont les centres se déplacent vers
la gauche en partant de O (fig. 16).

Puis a partir de D tel que 48/%":u/{,, on a une suite de cercles tangents a
l'axe imaginaire en O et de rayons croissants 2p/n*

En notant (a) les termes (tous égaux) de la diagonale et (b) et (c) ceux
des sous et sur-diagonales, on sait que les valeurs propres sont données par :

Ai = a+ 4ybe wy L ioya
n+\
En revenant aux cas décrits avant, on voit que si %(% alors le produit bge

est négatif et que par conséquent on a une partie imaginaire non nulle et de
module : ‘
2{by o X
nt+i

En se rappellant que dans un cas linéaire, on a une solution dans laquelle
apparaissent des exponentielles, on voit donc que ces valeurs propres
complexes, vont introduire dans la solution des termes oscillants.

Il est d'ailleurs bien connu que des valeurs propres imaginaires sont a la
base de probléemes d'oscillations. De méme, il apparait que dés que
ég > % la partie imaginaire s'annulle et que l'on a donc un spectre entiere-
ment réel. Remarquons toutefois que dans le cas ou la partie imaginaire est

différente de O, la partie réelle est négative et que par conséquent le spectre
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est tout entier inclus dans le demi-plan Re(Q) £ O et plus précisément dans un
céne de sommet O et d'angle & supérieur ou égal a : M?K \‘”‘}O‘i)‘

On peut donc conclure, que dans le cas des équations linéaires, lorsque
les cercles de Gershgorin ne coupent pas l'axe imaginaire, ailleurs qu'en zéro,
les valeurs propres sont réelles et le systéeme diffusif, tandis que dans le cas
inverse on a des valeurs propres a parties imaginaires non nulles. Cette
indication sur la localisation du spectre peut &tre utilisée pour le choix de la

méthode d'intégration et pour estimer la "stiffness" du systéme.

I11.6.2. Applications

Soit D et v fixés. On peut étudier grice au théoréme précédent les
effets introduits par la discrétisation spatiale. De fait, celle-ci modifie les
caractéristiques initiales de l'opérateur, & travers le type de discrétisation,

I'ordre, la finesse du maillage, etc....

a) Finesse du maillage et raffinement

Considérons un maillage régulier de pas hi dans le cas monodimension-
nel par exemple. On sait alors que pour 1'équation de diffusion-convection, on a

le rayon des disques qui vaut :

b

oo (Y
E;th h )

-

=
LD 2 J i
—9:._" Mf-\? z_a )

-Si on se trouve dans la situation (1), un raffinement du maillage va
faire croitre plus vite ’-D/g‘:,' que v{p, et par conséquent va induire un déplacement
des cercles vers la gauche avec un accroissement simultané du rayon. On peut
méme prédire a partir de quelle valeur de h on va passer d'un systéme ayant
des valeurs propres complexes a un systéme ayant des valeurs propres pure-
ment réelles. On peut donc augmenter progressivement la partie diffusive de
l'opérateur discret jusqu'a éliminer complétement l'aspect convectif. L'aspect
génant de cette manoeuvre est une augmentation rapide du rayon spectral et la
diminution concomitante du pas de temps, nécessaire i la stabilité de
I'intégration ou & sa convergence dans le cas ol on utilise un algorithme de
point fixe.

On peut noter, a ce propos, quelques remarques faites dans la littérature.
FIRDAOUSS et al. (1983) remarquent que dans un probléme d'infiltration par

tranchée filtrante, la diminution du pas d'espace supprime presque comple-



tement ou du moins réduit largement les oscillations observées aprés le passage
du front. Celles-ci étaient de 3 % de 915 pour un dz = 3 cm et presque nulles
pour dz = 1 cm). Si on veut prendre en compte l'effet d'hystérésis, ce probléme
d'oscillation revét alors une grande importance. En effet, les oscillations se
traduisent par un changement de signe périodique de CLCL_‘E_ , €n certains noeuds
du maillage ce qui correspond a de "faux" changements de modes de
fonctionnement (alternance drainage-humectation). Outre le fait qu'ils soient
sans significations physiques, ils peuvent introduire des perturbations
supplémentaires dans le calcul (variations du bilan par exemple quand on

change de branche d'hystérésis).

b) Discrétisation spatiale décentrée

La discrétisation spatiale décentrée des termes convectifs est bien
connue pour introduire de la diffusion et éviter l'apparition d'oscillation
parasites sur la queue des courbes. Si on reprend notre simple équation de
. . . @_(_)____Da_lg_d.au . . .
diffusion convection 50 3% 3. ' ONS apercoit que les formes discretes
"centrées et décentrées" peuvent s'écrire simplement de fagon combinée a

I'aide d'un parameétre, noté ici .

On a :
: cLar) (o £ U (2 - ff-‘f)
5 (5 Er ) - e 5 R

Il suffit alors de faire® = 0 pour avoir le schéma centré et = 1 pour le
schéma décentré arriére. On a donc en utilisant cette formulation toute une
plage de valeurs deg ( Jo1] ) pour lesquelles on introduit de la diffusion. Le
théoréme de Gershgorin fournit un outil simple pour 1'étude de ce genre de
discrétisation.

Si on fixe le pas d'espace, on peut alors définir la valeur de o pour
laquelle on obtiendra un systeme diffusif.

On a :

R T A S 2 T 4 Ay
s . A&lflﬂé*ib* ’ - LEZ'— -us&-+ <8 )

ie: [ D L4 L
A > pjx 2Dy <.wg,
C= 7 2



Oz, D, v €tant fixés, le systéme commence & &tre diffusif pour des valeurs

de o{ supérieures ou égales a J.-,L_D/'(\}'.A*)
clob d duwe  (4-a) & 2D /vy

En se définissant un nombre de Peclet cellulaire par :
’1/'?& = D/v‘A:y on a 2'/?_4 > -4 soit  of>» 4- "‘/I‘Pe

On voit donc que pour des nombres de Peclet cellulaires un peu grand o
tend treés vite vers 1. On peut raisonner inversement pour obtenir A z avec &
fixé.

c) Dans le cas ou on a un maillage éléments finis ou
différences finies non uniforme, il est évident d'aprés ce qui précéde que le
rayon spectral est directement relié a la maille de plus petite taille ol I'on
peut observer une variation de la solution. Il est bien clair que si on est dans
une zone ou les gradients ou la vitesse sont nuls, la forme du maillage n'a que
peu d'influence sur le spectre.

Si on est en présence de plusieurs milieux ayant des coefficients de
diffusion différents, ou encore dans le cas d'une équation non-linéaire ol la
diffusion varie de fagon brutale au voisinage des fronts, on aura des valeurs
propres de tailles trés différentes selon le point du maillage ol on se trouve.
Tout ceci, concourt a étaler le spectre et a augmenter la "stiffness" du systéme.

On peut citer encore les résultats suivants :

-L'utilisation de formules d'approximations d'ordre élevé (en
différences finies) ou d'éléments de haute précison augmente la "stiffness" et

donc Il'effort de résolution (couplage, pas de temps, ...)
-Les cas multidimensionnels ont des valeurs propres plus grandes

et voient donc s'accroitre le travail nécessaire a la résolution indépendamment

de la taille.

III.6.3.Essai d'application a l'équation de Richards

L'équation de Richards peut se mettre sous une forme faisant apparaitre
les termes diffusifs et convectifs, quelquefois appelée "forme décomposée". Si

l'inconnue est la charge totale h = (¢ - z ( ¢ : potentiel capillaire), on a :



() %ﬁ__— P Q_ (,,((q/) ale_'- ) qui devient en développant :

b oK 3k, 4 dkw)
b C(¥ 3t civ) d3
K/c est la diffusivité capillaire et {47¢) d€ a la dimension d'une vitesse. On a

dy
donc une équation analogue a l'équation de diffusion convection. On notera D

le rapport K/c et v =1 KW
) 4y
En discrétisant en différences finies centrées et en notant g(h, t) le

second membre du systéme différentiel, la matrice Jacobienne est alors tridia-

gonale et donnée par :

gﬁ":i‘.*—i EL:EL-E}_

=0 M LF Y-l g4t —9%¢
’ ha T By, By

99,
b

% T Y) [ 9 J . W [;'}i les dérivées étant évaluées au point
ohy 4 M 2320 A F % (h) et ob

312 "L;H-lﬂ’ "’E}_—I ok hgti = Tyt
332] Aal [ ] 203’

Les rayons des cercles sont donc donnés par :
el | a5
apt JA} Ag'- .w;,

Les centres sont donc : - f-D—L + 21—)—‘ [3—1@—] ' ’)_d}_ ‘-l'{‘_J

Dans le cas ou D et v ne dépendent pas de h, on est ramené a comparer

Di et Vv, mais ici les centres des cercles ne sont pas en -49{/1‘&\'-.

ﬂaa »éﬂ}



On peut voir que tout va dépendre du signe de

On peut faire une étude succincte. Si on se place dans un processus

d'infiltration, a partir d'un profil initial uniforme, on aura :

90

2= 4 0 en tout point du profil
I

nan
h {0

43
o

jusqu'au point d'inflexion, ﬁ >0 au-dela

(3]
asz < 33‘7—
En ce qui concerne ?_0-:?_ (i’d_v(' , On peut énoncer les résultats suivants :
i W \cdh
i croissant quel que soit le point du profil

Cc

4
"1_. decroissant jusqu'au point d'inflexion, croissant au-dela

d'ou = (:c{,"ﬂ; >0 au-dela du point d'inflexion et il est difficile de
¢ conclure de fagon globale pour les points situés

avant, puisque ‘ic et%’i ont des sens de variations

opposés.




On voit donc que

QD’ 31&,) 20 aprés le point d'inflexion
b

On peut en déduire que le centre des cercles est décalé a gauche pour
les points du maillage situés apres le point d'inflexion, et par conséquent que

les cercles associés ne coupent pas l'axe imaginaire.

On est donc dans un systeme diffusif. Pour les points situés avant le

point d'inflexion, on a abl.‘ %lju qui est positif. Si 9Jv /ik; est négatif
ousi [ [vh J, I alors on peut avoir des cercles interceptant |,
h) 331 ah I'axe

imaginaire, et donc 1ntroduct10n d'oscillations.

On peut constater numériquement que quand celles-ci apparaissent, c'est
toujours sur la queue des courbes (t), c'est-a-dire pour des points ayant vu
passer le front c'est-a-dire des points du profil situés entre la surface et le
point d'inflexion, ce qui est cohérent avec nos déductions.

Remarquons que dans les premiers instants de l'apport d'eau, on a des
valeurs propres tres différentes, correspondant a des termes diagonaux, grands
sur les tous premiers noeuds (n° 1 ou 2) et petits sur les autres. Ceci se traduit
par une grande "stiffness" du systéme et la nécessité d'utiliser des petits pas de
temps. Dés que le phénomene et que les gradients s'adoucissent, on a un écart
moins grand entre valeurs propres et une transition plus douce des plus grandes
aux plus petites. Le pas de temps peut alors grandir.

Les déductions générales que nous avons faites dans le cas général sont
applicables ici. La diminution du pas d'espace conduit a une diminution du pas
de temps, du fait de l'accroissement de "stiffness". On retrouve la un résultat
bien connu qui dit que pour avoir stabilité, il faut réduire le pas de temps

quand on réduit le pas d'espace.



Le fait que le spectre soit étalé, ie le fait que le probléme soit "stiff"
implique la mise en oceuvre de méthode L-stables. On peut constater sur les
simulations que les méthodes d'intégration telles C.N ou plus généralement
A-stable, ont besoin de pas de temps petits si on veut éviter I'apparition
d'oscillations et que dans les cas ou l'écart entre valeurs propres est locale-
ment trés marqué (sable), celles-ci peuvent persister.

A l'inverse, les méthodes L-stable, tel le schéma implicite pur,
permettent l'emploi de pas de temps plus grands et amortissent vite les
oscillations. On a souligné dans le paragraphe précédent (IIL.4.3.), leur moins
grande sensibilit¢ & une augmentation de dt. De nombreux auteurs, ont
constaté sur divers problémes de transferts (eau, sel, chaleur, ...) I'incapacité du
schéma de C.N, a rendre compte, sans oscillations parasites, du phénoméne.
VAUCLIN et al. (1979) soulignent dans leur étude que les ondulations et
instabilités peuvent survenir aussi bien avec I'équation dite du "bilan local",
qu'avec l'équation décomposée. 1l est aussi signalé que le mode de linéarisation
peut avoir une influence.

MADALA et Mc DONALD (1981) signalent aussi que pour des problémes

de diffusion décrits par I'équation : ah.\r('K(-) gr’ﬁil-/) les valeurs propres sont trés
étalées si K varie beaucoup et que la solution est alors plus difficile & obtenir
("making the numerical solution, more difficult"). Un des remédes étant selon
eux de diviser par K de fagon a transformer l'opérateurr auto-adjoint div(K(.)
grad(.)) en l'opérateur non auto-adjoint A +dic (l'-ag () g'r"&d, )
La matrice du systeme discret n'est alors plus symétrique et peut admettre des
valeurs propres complexes. Mc DONALD propose alors de résoudre le systeme
linéaire par une méthode itérative de Chebychev. Celle-ci requiert la
dimension de I'ellipse bornant le spectre pour optimiser le calcul et la vitesse
de convergence.

On a pu constater combien les notions de stabilité, de diffusion, de
convection étaient liées. L'introduction explicite de terme de diffusion ou
implicite (ie : a travers le schéma) est un moyen trés utilisé comme on l'a vu
d'amortissement des oscillations et de contrble de la stabilité. Cette pertur-
bation, si elle assure un bon déroulement des calculs, n'en est pas moins une
source d'erreurs. Il nous a semblé intéressant d'essayer de la quantifier, et de

voir jusqu'a quel point elle peut dénaturer la solution.



IV. DIFFUSION NUMERIQUE

La diffusion numérique peut étre introduite par discrétisation décentrée

du terme convectif, comme on l'a vu, mais aussi lors de l'approximation de la

dérivée dy/fdk . On va s'attacher & cette derniére dans ce qui suit

IV.l. Théorie et Rappels
On réécrit 1'équation de Richards sous la forme :

dho K b 4 A () 0k
A UM 3 (*)

L'approximation de ”‘L/&l: dans le schéma implicite pur provient de

o~
SR F =N

H_ 36 ol 4t - ~ X
P SN YO P IS
At '

d'ou
' ! d
ok L 3R A D gy oyl g A
Jt AE < ot c b oagt c <% ¥
Si on calcule a-f‘ a partir de ( % ), on obtient
Moo (g 2k dacah) o2 (x)aR Ko ), 3 (1e)2
N I 73—1 C :‘;" 3 at \c /93¢ TR ot \c 8¢/ 2
4 44 9 (2%
+c d at(')})
En supposant l'inversibilité des dérivées par rapport a t et a z, on
obtient :
vh D (k) 2k B2 ()2 (420 )2h, ddn ()
AR A T DR ¢ 3y / 3t E‘Igaa(at
On remplace alor %_(:_ par l'équation ( # ) et on obtient
rla I (ﬁ)a’ﬁ b K2 (ﬁﬂ:,iif_‘a) 3[4 3).
PTCA AR b €y \e P ¢ 43 93 It c 33
A0h , 41360 ) t 24 2wk {30
(Z jt+c 3_3' +caj ¢ &1.4'03;93



En supposant les coefficients localement constants, ce qui est le cas dans
une méthode de différence finie ol on linéarise, les dérivées par rapport au
temps des différents coefficients faisant intervenir K et C disparaissent.

Il reste alors des termes en ﬁ‘_« i = 1,2,3,4, & savoir :

93¢

En négligeant les termes d'ordre supérieur & 2, on obtient :

LR A (4 + A'r(,.g___()”')ﬂ L1 ok

d L
b dj 33"}&4; ¢ d3 33 ld“

On voit donc, que quand on utilise le schéma backward, on rajoute impli-
citement une diffusion numérique dont une estimation locale est donnée par
Ak (g ‘3-'( i . Il faut noter que dans un schéma explicite, la diffusion numérique

2
est de méme modele, mais de signe opposé.

IV.2. Résultats numériques
L'analyse de la formule D, = 2% (4 dw/a; )* fait donc a araltre une

variation linéaire en fonction du temps, mais aussi quadratique en fonction du

gradient de conductivité. Celle-ci sera donc maximale au voisinage des fronts
d'humectation. Les gradients diminuant au cours du temps, on peut s'attendre i
ce qu'elle devienne tres faible. Enfin, il ne faut pas perdre de vue que c'est un
phénomene essentiellement local et n'affectant sensiblement que les zones du
domaine ol existent des gradients de conductivité forts. Sa valeur en soi n'a
que peu d'intérét et il est plus intéressant de la comparer a la diffusion réelle.

On a calculé une solution de référence en utilisant un schéma de C.N
avec un petit pas de temps, de fagon a éviter toute oscillation et a profiter de
I'absence de diffusion numérique dans un schéma de C.N (discrétisation centrée
de d¥/at ). L'erreur d'intégration, pour un schéma implicite, est une combinaison

de l'erreur de troncature et de la diffusion numérique introduite.
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Il est donc assez difficile de les séparer, dans la mesure ol on n'a acces
globalement qu'aux deux a la fois. Etant donné que l'on rajoute de la diffusion,
on pourrait s'attendre a ce que les courbes L{/&(b) fassent apparaitre une
variation plus précoce de la pression en un point donné, qu'avec un schéma de
C.N. En fait, on peut voir (fig. 17) qu'il n'en est rien et que l'on a plutdt un
retard. En remarquant sur les courbes (fig. 17) que le schéma implicite
sous-estime la solution & un temps donné, on peut en conclure que la diffusion
numeérique qui s'oppose a l'erreur de troncature, est relativement faible,
puisqu'elle ne permet pas de la faire changer de signe, sauf en avant du front
(cf. fig. 17).

La figure 17 présente I'évolution du coefficient de diffusion numeérique
estimé et de la diffusivité & différentes cotes au cours du temps.

On peut constater que d'une part elle diminue avec la profondeur et
d'autre part qu'elle est maximale 3 un niveau donné, au temps correspondant au
passage du point d'inflexion de la courbe ¢ (z) & cette cote 13, ce maximum
étant de plus en plus faible. Donc, si elle perturbe la solution, elle ne le fait
réellement de facon Importante que dans les premiers centimétres. En se
reportant a la figure 19, on peut voir que la norme infinie du vecteur erreur
varie a peu pres linéairement avec le pas de temps, ce qui semble indiquer 1a
aussi, que dans notre cas, c'est l'erreur de troncature qui est primordiale. On

remarquera la décroissance des pentes avec le temps.

Tableau récapitulatif sur erreur de troncature plus diffusion

On note /} e.f:h Iy = ?a“:] I‘"ﬂbr (1) - C"\A(A(Z)/

On a porté dans le tableau ci-dessous les || ‘?-‘fl:h il, pour les temps (2h, 6h,
12h) et pour dt = 55, 20 s, 60 s, 120 s, 180 s, 300 s.

On a effectué la régression linéaire : || e(.f',fn oy =atbdt
o T 7T e T T
temps 5s| 20s| #0s 120s 180s | 300s c? t(sStud; a b
B .)h 5 2.8] 9.8) 20 ‘| 29.9 | 4s.2 999 | 036 -.05 | .163
¢h | 4] 2.6 6.3] 16.9 25.4| 32.8 966 | .a1a .874 | 116
-—l?_h 3] 16| 4.2 8.6 12.8] 26.8 .983 | .306 -.908 .os7J

Tableau : Linéarité de l'erreur de troncature
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Les tests de Student permettent de dire que les ordonnées a l'origine ne
sont pas significativement différentes de zéro a 95 %. La perte de linéarité de
I'erreur en fonction du pas de temps pour des dt grands est due, comme on l'a

déja dit, a la non-linéarité. 1l peut, peut-&tre, s'y ajouter l'influence de la

Temps r? a b t{Stud) a sign. # 0
2h 1.000 -.406 -169 1.2 non
Sh .993 ~.08 . 144 .351 non
! t2h 1.000 .032 .07 . 125 non

Le probleme de la diffusion numérique a intéressé de nombreux
chercheurs du fait qu'elle est nécessaire & la stabilité du calcul et que d'autre
part elle biaise la solution. Sur son origine, BORIS et BOOK ( . ) soulignent
que dans un calcul en variables Euleriennes, c'est-a-dire tels qu'ils sont généra-
lement effectués en milieux poreux, la diffusion numérique survient du fait
qu'on é€tale sur toute une cellule la perturbation qui vient juste d'affecter un de
ses bords. Le palliatif, bien connu et mentionné par bien des auteurs (BORIS et
BOOK, 1981 ; ZALEZAK, 1981 ; THIRRIOT, 1980) etait de travailler en
variables Lagrangiennes pour le terme convectif. A ce propos, THIRRIOT fait
remarquer que, apres application de la transformée de Kirchoff & |'équation de
Richards, il subsiste un terme convectif non négligeable. Sur le probléme du
traitement des termes convectifs, BORIS, BOOK et ZALEZAK proposent .un
algorithme permettant de contrdler la diffusion artificielle rajoutée pour
avancer la solution, en évitant les oscillations, puis de l'enlever une fois le pas
de temps effectué. RAVIART (1981) présente, entre autre, cette méthode pour
le traitement des termes convectifs, dans le cadre des méthodes Lagrange-
projection. BORIS reléve que l'inconvénient des méthodes Lagrange est la
déformation du maillage qui peut faire perdre l'ordre d'approximation quadra-
tique pour une dérivée premiére centrée, s'il y a juxtaposition de cellules de
tailles trop différentes.

_ Pour essayer de mieux faire apparaltre le probléme de la diffusion
numérique et de l'étalement artificiel des fronts. on a fait l'expérience
numérique suivante. On a simulé une infiltration avec un schéma de C.N et un
petit pas de temps. Ce résultat a été considéré comme la sortie d'une

expérience de laboratoire, oU on aurait enregistré la pression a diverses



profondeurs. On a ensuite cherché a réestimer le K 44 @ partir d'un schéma
implicite et avec divers pas de temps. L'algorithme de minimisation par
moindres carrés est celui de Gauss-Marquardt.

On a pu observer que les résidus étaient toujours systématiquement

biaisés. Tous positifs, puis tous négatifs. Les valeurs réestimées ont été les

suivantes :
Yolo-light Clay z =1 cm K, = 4428 e

K, Ic 3 95 %
dt = 5 s  .440792 e 386 7Y 440027 &L 441558 el
dt =30 s .44878 e ! 245467 &4 448297 et 44927 e
dt =60 s .465621 el .26153 &7 465047 ¢! 466145 ¢!

On peut observer qu'il faut systématiquement surestimer le KS,
c'est-a-dire puisque la diffusion numérique augmente la diffusion réelle, que
I'erreur de troncature est bien prépondérante. L'erreur est toujours assez faible,
et atteint un peu plus de 5 % a dt = 60 s. Le biais relevé dans les résidus est
bien la preuve de l'existence de la diffusion numeérique, surtout en avant du

front, puisque c'est 1a que les résidus sont positifs ( res 2Yapusts Ly-ob),

CONCLUSIONS

Notre étude a porté sur les deux principaux problémes posés par la
résolution d'une équation aux dérivées partielles : stabilité et convergence. Elle
s'est limitée, pour des raisons évidentes d'intérét et de calcul, au cas
monodimensionnel de I'équation de Richards, mais les résultats quantitatifs ou
qualitatifs obtenus sont applicables au cas multidimensionnel.

L'approximation de l'opérateur spatial de I'équation de Richards, par des
formules discretes, a été étudiée. Nous avons montré que !'ordre d'approxi-
mation quadratique n'est pas toujours et partout présent (Fonction du temps, de
la place du point par rapport au front, du type de sol c'est-a-dire en fait des
caractéristiques hydrodynamiques). Nous en avons déduit, dans la suite de notre
étude, l'impossibilité d'utiliser avec suffisamment de robustesse une méthode

d'extrapolation de Richardson sur les pas d'espace. L'étude de I'approximation



sur cing points nous a permis de conclure a son inadaptation et donc au fait
qu'on ne saurait éviter le probléme du calcul des conductivités internodales.
C'est 1a, a notre avis, un résultat important car comme on l'a montré, ce calcul
a une influence non négligeable sur la solution finale.

Nous avons vérifié la relativement bonne linéarité de l'erreur introduite
par le schéma implicite pour la discrétisation de et quadratique pour le
schéma de C.N. Il a été alors possible de mettre en oeuvre une méthode de
Richardson sur les pas de temps. Les résultats obtenus étaient de qualité
variables en fonction du type de sol et en tous cas soulignaient la nécessité
absolue de rester dans un intervalle de pas de temps ou l'ordre théorique
d'approximation f{it respecté, faute de quoi on ne pouvait plus contréler le
devenir de l'erreur.

Nous avons abordé le probléme de la stabilité des schémas aux
différences finies en découpant !'opérateur en ses parties spatiales et
temporelles et en ne considérant plus que la stabilité des méthodes
d'intégration de systémes d'équations différentielles du premier ordre.

On a alors introduit la notion de stiffness du systéme différentiel,
concept relié au spectre des valeurs propres de l'opérateur. Aprés une rappel
des principales définitions de la stabilité, on replace les méthodes habituelles
pour l'intégration de Richards dans le cadre plus général des méthodes A-stable
et L-stable. On a alors proposé d'utiliser deux familles de méthodes A-stable et
L-stable dues a Norsett, et permettant d'avoir des ordres d'approximation en
temps élevés. Les tests conduits sur l'équation de Richards ont fourni des
résultats variables en fonction du type de sol et du pas de temps. Tres efficaces
aux petits pas de temps, ces méthodes ont bien fait ressortir qu'on ne saurait
utiliser des pas de temps grands avec des linéarisations, sans introduire une
erreur importante. L'erreur de linéarisation aux pas de temps assez élevés est
alors apparue comme prépondérante.

Les quelques tests que nous avions faits auparavant avaient souligné les
problémes survenant avec une méthode itérative de point fixe (convergence des
itérations). La sensibilité aux conditions aux limites de type Neuman (flux
importants) avait été mise en évidence.

Dans le cadre des problemes d'oscillations parasites se dévelop-
pant quand le terme convectif est important, on a souligné le rdéle du spectre
des valeurs propres et proposé et montré comment on pouvait utiliser le théo-

reme de Gershgorin.



CHAPITRE I1

INTRODUCTION

La prévision du devenir de l'eau en irrigation localisée étant un
probleme d'intérét agronomique, quelques auteurs, notamment Israéliens et
Californiens, s'y sont intéressés, mais trés peu en fait en essayant de modéliser
de la fagon la plus complete possible le systeme physique. On rencontre de
nombreux articles donnant des solutions pour l'infiltration sous apport ponctuel
ou en ligne, sous flaque circulaire ou pour une bande. Ces cas constituent des
extrémes de l'irrigation localisée, dont les principaux défauts sont de ne pas
prendre en compte l'extension de la zone saturée, et de se limiter a |'inté-
gration d'équations simplifiées (linéaires) découlant d'hypothéses faites sur la

courbe de conductivité (Par exemple : %(— = cte).

Un des arguments avancés pour expliquer ce choix était la simplicité de
mise en oeuvre, associée a un trés faible coQt de calcul par rapport a une
solution numérique. Si celui-ci était acceptable, il y a encore quelques années,
il nous paralt, a ce jour, complétement dépassé, dans la mesure ol on dispose
maintenant de micro-ordinateurs puissants, aptes a recevoir un programme de
simulation, méme important. L'attitude qui consiste a rechercher encore i ce
jour, et aux prix de simplifications a tous niveaux, une solution analytique sous
prétexte de colt ou de facilité, nous semble tout a fait rétrograde et relever
d'une méconnaissance des moyens informatiques actuels. Que le modéle soit
construit dans un but d'étude ou dans un objectif de prévision au terrain, on ne
saurait justifier l'introduction de simplifications, le rendant inapte a simuler ou
prendre en compte les diverses particularités que l'on ne manque pas de
rencontrer quand on passe d'une parcelle & une autre. Il va de soi que la
capacité des moyens informatiques augmentant et leur prix diminuant, cette
attitude ne sera que plus vraie dans les années a venir.

N'importe lequel des deux codes mis au point pour l'irrigation localisée
peut et a été implanté sur un micro-ordinateur malgré sa taille relativement
importante. Les simulations ont été faites sur une machine relativement lente
et inadaptée au calcul scientifique, ce qui renforce notre position a I'égard de

'utilisation de méthodes numériques.



Il nous semble donc que !'on puisse tout & fait s'orienter vers des
modeles complexes, essayant d'inclure le plus possible les caractéristiques du
milieu. Les tentatives d'utilisation des quelques modéles existant, numériques
ou simplifiés, n'ont conduit a des résultats acceptables que dans quelques
situations bien particulieres. Sans entrer dans les détails, ce qui sera fait par la
suite, on peut a notre avis distinguer deux sources principales & ces désaccords.

D'une part, les erreurs a la base de la modélisation, c'est-a-dire celles
introduites lors de la transcription du systéme physique, en un ensemble d'équa-
tions. On peut citer par exemple : la non prise en compte de la variation
temporelle des caractéristiques hydrodynamiques dans certains milieux.

Rentre aussi dans cette classe I'hétérogénéité du milieu, I'approximation
des caractéristiques hydrodynamiques (dK/d® = cte), la variabilité spatiale.

D'autre part, si le transfert d'eau en plusieurs dimensions est un
probleme relativement bien résolu et qui a fait l'objet de bien des études, on
constate comme il est montré par la suite, des écarts non négligeables entre les
résultats fournis par différentes méthodes.

Enfin, les modeles de transfert en irrigation localisée disposent d'un
tendon d'Achille propre, se situant au niveau du traitement du phénomene 3 la
surface, c'est-a-dire d'un point de vu mathématique, l'imposition et le
traitement des conditions aux limites a la cote z = Q.

Notre effort portera donc dans ces deux directions : caractérisation du

systéme, la plus proche possible de la réalité et traitement de la condition a la

limite.



L MISE EN EQUATIONS

Définition préliminaire

Nous allons, par la suite, fréquemment utiliser le terme "couche" pour
désigner une zone d'épaisseur variable du profil. Il est important de bien cerner
ce que nous mettons sous ce mot, de fagon a ce qu'il n'y ait pas de méprise par
la suite. Disons avant tout qu'il ne s'agit pas pour nous d'un horizon au sens
pédologique du terme, quoiqu'il puisse y avoir concordance ou inclusion de
plusieurs couches dans un horizon. La distinction se fait dans notre cas
uniquement sur des critéres hydrodynamiques, la localisation au terrain de ces
différents morceaux du profil pouvant étre faite sur des critéres de densité,
visuels ou autres, laissés a l'appréciation subjective de I'expérimentateur.
Toutefois, il est bien évident que outre I'histoire "pédogénétique" du matériau,
son "histoire agronomique" est a la base de la différenciation des couches. Les
anciens défoncements, labours récents, travaux superficiels, crofites de battance
résultant de la pluie ou de l'irrigation elle-mé&me, sont autant de découpages

évidents et nécessaires du profil, dans un objectif de modélisation.

I.1. Equation générale dans le domaine

Le phénomeéne d'infiltration sous apport d'eau ponctuel ou en ligne est
essentiellement tridimensionnel. Les symétries qu'il peut admettre nous
permettrons de faire, par la suite, des simplifications.

L'écriture sous forme générale des équations de DARCY et de continuité

est la suivante :

Loi de DARCY Q= -[KI\P)] %rud ¥ (2.1) H=¥-3}

P
Lois de Conservation de Masse : @ - <div Q (2.2)
ot

[K] désigne le tenseur des conductivités hydriques. Si ses directions propres
coincident avec le trieédre direct habituel (i, j,'k ), k orienté vers le bas, il

admet la représentation diagonale suivante :



)K;,, () Dans la plus part des travaux de simulation, on

h'tg fait I'hypothese d'isotropie et on a alors :
2 b [K] = k.[1I] ou [I] désigne la matrice identité. Si on
. ¥ fait la seule hypothese d'isotropie dans le plan

horizontal, le tenseur admet la représentation suivante :
Nous faisons l'hypothése que kH et kv sont non
h’“ 0 seulement fonction du potentiel matriciel (¢ ),
k,, mais aussi de z, la cote verticale, ce qui permet

} de prendre en compte la stratification du milieu.
p

La combinaison des deux équations (2.1) et (2.2) conduit a

B fogmn)- (03105 )

De méme, qu'on a supposé la dépendance de la conductivité en fonction
de la cote, on se donne pour chaque couche une relation Y ( 8) et donc
C(¢) = — (la capacité capillaire). L'équation de Richards obtenue est donc de

la forme :

g a9 D) Ly (ug) ¥
(%) 3, %52 (Kdm};—) Yo ('(u(%) ﬁ) 3 (K"MJ/B%) (2.4)

avec les égalités suivantes, si on distingue p couches dans le profil :

P
Kiled)=) k'
L% ()X hegen] (2.5)

[
Cl(43) :X c“(l{/))([g (2.6)
=/ '

P din)
KV' (4’/5):[\_‘ V\T‘ H/) XB y 3 (2.5.1.)

A=l
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i i, , .em
Ky et K, désignant les courbes KH’V(xl/) pour la i

Les fonctions }(,_Q_ désignent classiquement la fonction caractéristique

d'un intervalle fl de R

couche.

1 M xe)
X, %)
1 O Minon .
. oH :
Remarquons que du fait que H = ¢ - Z,ona — = » C& qui nous

permet de réécrire l'équation (2.4) sous forme homogéne
L) 3 I 43_( W) M) 24
) 5= g (Ml a2 )2 K“w)%)w (2] o)

On essaiera par la suite de toujours conserver cette forme d'équation, de
type div(K(.) grad (.)) qui se préte bien au traitement par une méthode

variationnelle, débouchant sur les éléments finis.

I.2.  Symétries du probléme et modifications de !'équation

On distingue deux modes d'apport d'eau en irrigation localisée.

L'apport par goutteur isolé, c'est-a-dire éloigné de son voisin de sorte
que l'interférence, si elle existe, ne se produise qu'au bout d'un temps suffi-
samment long. On se trouve alors en présence d'un écoulement i symétrie
axicylindrique, tant que l'interférence avec un autre goutteur n'a pas lieu. Il est
évident que dans le cas contraire, on perd la symétrie de I'écoulement et la
représentation bi-dimensionnelle du probléme n'est plus possible. On retrouve
alors un probleme entiérement tridimensionnel sur un domaine paral-
1élépipédique.

Le deuxieme mode d'apport est dit "en ligne", et on fait, dans ce cas,
I'hypothese que les points d'apport d'eau sont assez proches les uns des autres
pour que l'interaction entre sources soit possible trés rapidement et qu'ainsi on
aboutisse a un apport quasi linéaire, avec un écoulement qui ne se fera plus
radialement comme pour l'apport ponctuel, mais dont le plan d'écoulement
préférentiel sera perpendiculaire a la ligne d'apport. On a alors un probléme a

symétrie plane.



I.2.1. Equation dans le cas de la symétrie plane

On conserve les notations habituelles des axes. Il suffit dans ce cas de
supprimer une des composantes horizontales de l'écoulement pour obtenir :

H
LP,g,) -2 (vﬂ.(%)gaz) *‘%,(KV(“”) 5) (2.8)

ax

Cette équation est définie sur un domaine ()={oR}2Zbl R et Z peuvent
prendre des valeurs aussi grandes qu'on le désire. La symétrie permet de se

limiter a un quart de plan orthogonal a la ligne d'apport. Celle-ci passe en (av)

(cf. figure (2.1)).

1.2.2. Equation dans le cas de la symétrie cylindrique

Dans cette configuration, l'équation de l'écoulement est la suivante :

W= [ (wai 2 ). K (¥
c(%%)g—g‘a‘r(‘(u(w)a’r‘) 3,('("”) } *—'H,(- H%ﬂ (2.9)

ou r est la direction radiale. L'écoulement est simulé dans un domaine fL=l2R1x
{oz]ou le goutteur est situé en (0, o ). La rotation de L) autour de (O,g: )
engendre un cylindre qui doit contenir le domaine humecté (Non interaction
entre sources).

On peut ramener cette équation a la forme : div(K(.) grad(.)) en faisant
une transformation sur les caractéristiques hydrodynamiques. En effet, posons
k = r.K et ¢ = r.C. On définit donc une conductivité hydraulique k, fonction
deq/ , de z et de r. Celle-ci admet les mémes directions propres que K. On

conserve donc la méme différenciation pour les conductivités horizontales et

verticales.
Si on remplace K et C par _%'__ et £ dans I'équation (2.9), on obtient :
r
géﬂ:l(&&?}_ﬂ)ﬁ(gl T (2.10)
r arl r or g\ 2 re ar
On considere les expressions h—‘#%ii_ et %!%_” comme produits deir_ et
de h“%!'.’_ et }zv,g_‘* respectivement. Le développement des dérivées au second

membre de (2.10) conduit a :

?
P RN E R IR - 25 (R



9 (i) étant nul et les termes en l’;_l_l 3 disparaissant, il reste :
a} r < 3
¢ S [F )5 ()] -
267 T ar 9% ce qui permet de retrouver une
équation de la forme desu’ee.
- D ( o ( (¢ 3*‘ (2.11)
) == "P r H )
) oo (bu (937) 57 ) e iy ) o=

On s'apergoit donc que l'équation initiale (2.7) peut se ramener aprés
introduction des symétries a une méme équation dans laquelle le type de
symétrie est pris en compte uniquement a travers le calcul des caractéristiques
hydrodynamiques.

Cette transformation est importante car elle permet, lors de la
résolution par une méthode de différences finies ou d'éléments finis, de n'avoir
qu'un seul et méme algorithme de discrétisation pour les deux symétrie, la
différence étant introduite au niveau du calcul des caractéristiques hydrody-
namiques. Remarquons de plus que méme dans cette phase 13 du calcul, on a un
"emboitement ou une inclusion" de la symétrie plane dans la symétrie
cylindrique. Le calcul des caractéristiques hydrodynamiques pour le cas
cylindrique ne differe de celui pour la symétrie plane que par la multiplication

par r, la distance du noeud a l'axe de symétrie.

I.3. Conditions aux limites

Quelle que soit la symétrie, on va avoir la méme expression pour les
conditions aux limites, au moins sur toute la portion de frontiére excluant la
surface du sol. Les expressions qui vont suivre, sont donc applicables aux deux
cas sauf spécification contraire.

On partitionne naturellement la frontiere en plusieurs sous-ensembles

caractérisés chacun par une condition a la limite.



On note : {(m) / -0 7(6;\_0,23}
T, - 2(%5 / x:R, g,eLo,z]j
T - { Y3) [ xe(a®], 3= -2}
T, = ; 03) /) xele®y],3e j
T1 {\13 /J.E_JZM,RJ FE f
vﬁ =} ("‘5)/"—€J?nﬂ?-],g=°k (2.12)
- R_ . désigne le rayon de la zone saturée pouvant se former 3 la
surface

- Rh > Rsat sera deéfini par la suite

- Dans les définitions de T'i. , X peut &tre remplacé par r.

Frontieres latérales :‘T‘1 et T 5
Sur T'I et T 2 les hypotheses de symétrie et d'isolement du systéme par

rapport & ses voisins nous conduisent a imposer des conditions de flux nul. On a

donc :
‘J}t [0,7] oF xz0 o x=R k, 9_%:0 (2.13)
Remarques

La condition de flux nul pour x = R est naturelle pour I'apport en ligne,
puisqu'elle revient a simuler la présence d'une ligne d'apport située a 2R. elle
est donc valable mé&me si on observe des variations de teneur en eau sur T 2
c'est-a-dire s'il y a interaction.

Par contre, pour le cas cylindrique, son imposition consiste a isoler le
goutteur de son environnement. Il faut donc prendre soin de toujours avoir une

frontiere latérale suffisamment éloignée, si I'on tient a l'isolement, ou alors si
’



R ne peut croitre au-dela d'une certaine limite imposée par le réseau, savoir
que dés que l'écoulement a atteint T'z, on ne vérifie plus les hypothéses de

¢épart, a savoir que l'écoulement n'est plus a symétrie cylindrique.

Fond du domaine : T 3
La courbe T 3 correspond au fond du domaine. C'est certainement la
portion de frontiere pour laquelle on a le plus le choix sur les conditions

imposables. On peut distinguer schématiquement trois cas.

a) Présence d'un horizon imperméable ou quasi imperméable a une

profondeur fixée. Dans ce cas, on impose bien évidemment une condition de

flux nul qui se traduit par :

- ' L
Frefor] ~ L‘-, (¢, 2,1)3—; =0 (2.14)
b) La présence d'une nappe & une profondeur donnée pouvant

interagir avec I'écoulement engendré par I'irrigation est prise en compte par

imposition du potentiel & cette cote.

Vxe[oT] , vae[oR] H(x 2, £) = - Z_naﬁﬁ (2.15)

On suppose donc qu'il n'y a pas variation du plafond de la nappe sous

I'action de l'irrigation.

c) Si il n'existe pas de raisons physiques (nappes ou substratun imper-
méables) pour imposer une condition 3 la limite sur T? 3» On peut utiliser une
condition de flux nul, couplée & une frontiére mobile en choisissant la position
de celle-ci de fagon compatible avec le profil initial. Il faut pouvoir supposer
que les flux a travers cette frontiére sont nuls ou négligeables par rapport a

I'échelle de temps de notre phénomeéne et & ceux qu'on impose a la surface.

Conditions a la surface : T', , T 50 T

L'apport d'eau a la surface du sol engendrant une décroissance de son
infiltrabilité, il peut se former au voisinage du goutteur ou de la ligne d'apport
une zone saturée, ol l'eau se trouve & un potentiel positif ou nul.

On supposera que cette surface a la forme d'un disque ou d'une bande
selon que l'apport est ponctuel ou en ligne. La frontiére T W précédemment

définie, représentera donc le rayon du disque ou la demi-largeur de la bande.



L'extrémité deT'4, désignée par R, ¢ est en toute rigueur une fonction

du temps qui vaut 0 a t = 0. Selon la nature du sol et de l'apport d'eau, Rsat

peut trés bien rester égal a 0. Dans ce cas, T! y est vide et on a la condition a

la limite :

JH y ' ET
Q@ = - kv,(%hr);;lfa ow Q= Deb/s -ETP.

(S : Surface estimée de l'impact de la goutte et correspondant & la premiére

cellule du maillage).
Si T' , n'est pas vide, on a la condition de Dirichlet :

le € [D, _R.Salr(b):’ H(x,0¢):= H'Sa,t (2.16)

Sur le restant de la frontiére, on doit imposer le flux évaporatif, soit :

- E

] 2.17
Vv ‘b’v(H(x/OIe))%i (x’b) ( )
Notre propos n'étant pas d'étudier et de modéliser !'évaporation, nous

avons fait I'hypothése suivante :

E,= ETP A4 [H(x,0¢)] ¢ H,
)1 < Haame (2.18)
Par conséquent, si on connait Rsat(t)’ le probléme est parfaitement
défini. Au niveau de la zone saturée, on peut distinguer deux flux. Le flux
évaporatif, égal a I'ETP, instantanée, et le flux en infiltration. Si on connait la

distribution de ce dernier, le long de TL on peut écrire :

Boui (&) 22 ok le)
QSM: (5) = / /q(r,e) aodedr =47 j r.q(r":) s (cylindrique)
. o

(2.20)
0 Rl (t) (symétrie plane -
sok (€] = 2 / Cf(r,e)otf' flux par unité de longueur)

S



et a tout instant et en toute rigueur, on a les equations de bilan suivantes,

exprimées en débit :

b ‘
R B - Deb
qu&((:) * sz 50*(&).] ETP (cylindrique)

(2.21)

Qi (6) + 2. Rl [E).ETP = Deb
(plane)

On peut donc en déduire deux équations intégrales implicites donnant

sat'?)
Roohle)
AL e qlre)dr = Deb - TC [de (e)]&. ETP. (cylindrique)
(2.22)
Rocck (&)
/ qlre)dr z=Deb -K_, (¢) . ETR (plane)
o

L'utilisation de la loi de DARCY a la surface fournit une distribution
q(r,t) sous la forme :

o H
qlae) = = Kygpr - .E.(r,o,i-) (2.23)

'ﬂle)
Les équations (2.22) sont de la forme : {,[e) - j gl t)dx

1%

En dérivant membre a membre, on obtient :

df Aile)

G- h'te) 9t Be)) + 2% (x.t)dx (2.24)
- 9(t, 4e)) 2% (24)



L'application de cette formule aux équations (2.22) conduit 3 :

ek (+)

ETP d Rsak (¥) - dESuH")_C‘ (% (&), (;) + [ 29 (rt)or (symétrie plane)
A T Tk ot 3k

&)

(2.25)

_ _ d Rt (&) . . d R L&)
ZHETP. B le) e 270 By, g (€) _T‘:__ « &t ()t)  (cylindrique)

cht,““.')
+ / 29 (rt)dr
. 3t

On en tire les équations donnant 40t .

at
iz_‘m}lt}
Alut | - '
sl l_ ETP + q (defe),e)J = a %(rltw_ (plane)
(2.26)
Lot Le)
d Bl :
— B () __d_f_f) [ETE+q (% L6),¢) | =4 ]y %1 (re) ke

o o (cylindrique)

Ces expressions traduisent que la variation de débit a travers la zone

bsck te) Luaf (1)
%—g—(r.e)dr o jr ‘% r.e)dr)
[«}

est compensée par le flux passant a travers l'incrément de surface obtenu par

saturée au cours du temps ( j
(=]

accroissement de Rsat'

Si on ajoute les équations (2.26) aux conditions a la limite en surface, on
a un probléme différentiel avec une frontiére libre. Tel qu'il est formulé, le
probléme peut étre comparé a un "probleme de Stéfan".

Les inconnues de notre probléme sont donc : H(x,zt) et Rsat(t)'

La résolution de ce genre de probléeme est généralement faite par un
algorithme itératif (MITCHELL et GRIFFITH, 1980). On peut aisément imaginer
un processus consistant a calculer une solution H, pour un Rsat’ puis a modifier
celui-ci avec l'équation (2.26) et a recommencer la boucle jusqu'a convergence.

L'utilisation d'un tel algorithme souléve deux problémes importants.



a) La "poursuite" de Rt ("front tracking") nécessite la
modification du maillage au voisinage de R at au moins pour pouvoir imposer
la condition de Dirichlet sur la bonne fronnere C'est la le moins difficile des
deux problemes.

b) Le calcul de Rsat passe par l'estimation de q(r,t) 3 la
surface du sol, ce qui avec une formule discréte ne peut &tre fait qu'avec une
approximation décentrée. Or, on sait que dans bien des cas, le calcul conduit &
des aberrations, et au moins 3 des erreurs.

Si on n'utilise pas la technique de "poursuite du front", on a une zone
saturée plus petite qu'elle ne l'est en réalité et on est obligé de rajouter un
flux a sa périphérie de facon a récupérer le défaut d'infiltration et & équilibrer
le bilan de masse. Cette facon de faire est donc purement artificielle. C'est la
méthode mise en oeuvre par les différents chercheurs ayant modélisé
jusqu'alors l'irrigation localisée (BRANDT et al., 1971 3 HLILLEL et al.,|93};
ABABOU, 1981). L'équation qui est rajoutée & la surface est obtenue de la
facon suivante. Soit is le premier noeud du maillage, non saturé, rencontré en
s'¢loignant du point d'apport. On note D, le débit & travers la surface

couverte par les noeuds i = [, is - |. Dsat est donné par :

Z KVSA—T 33_ l 5"“.)

ou Si(i) est la surface couverte par le noeud i, qui est donc une bande ou une
couronne selon la symétrie. On pose Dev le débit d'évaporation. On définit

alors D par :
res

res = Deb - Dsat - Dev et le flux Qres par :

Q

s / Si(is)

res

On a donc un découpage de la frontiere en surface, en trois

T avec les conditions :

sous-domaines : T'“ ,Tf A

£/

Ty Yig i H("c,ofﬁ) = Hsat



T o Visise) _kV(H(ri,o,e))é;’i(»’;,o,t-);-ETP(H)

On remarque donc que dans le cadre de cette méthode, on retrouve un
des deux problémes précédents, a savoir l'estimation décentrée de q(r,t) a la
surface du sol. Dans les sols a faible conductivité, cette évaluation se fait dans
des zones a forts gradients, au moins sur une partie de T’L' , qui correspond aux
couronnes les plus extérieures en symétrie cylindrique et donc a des surfaces
importantes. On montrera par la suite tous les inconvénients qui peuvent en
résulter et l'erreur que !'on fait. Ceux-ci nous conduiront a imaginer deux
nouvelles procédures pour le traitement de la condition a la limite en surface,
dans le cadre de l'algorithme "discret", c'est-a-dire que nous laisserons de c6té
la procédure de "poursuite du front".

On a donc mis en place le probléeme suivant :
On cherche H(r,z,t) : (Y x[07] ——> R ot 0= Loz} x[o,R]

solution de :

i _ 9 2 ' ,
Clar ?a—t “ar (ku (#7) 3%) *'a?; (kv(q"f"")?‘;‘) (2.27)

avec les conditions aux limites :

: w iR e y I
p’gé[olljd xz 0 ow x=K @ E“ (a.p,glr)—r_o (2.28)

Vre [O,'R] d} €Z v kV’ (q/t r,z) 9—5& =0 (2.29)

(imperméable ou flux nul a frontiere mobile)



ou H(",Z,(:)T— —Zna.fv.p.e.

Vr‘(-[a, IZW-‘] ek 3=0 : -’zv.(qqq))a_”:%’ -ETP (E(Eponc{) (2.30)

S'il y a flaquage : ie t> tpond, on a :

¥roe L?_mue);?] -EV(OO,W)$:-EV(¢4)

R+ étant défini par :
p—bq.l: (¢)
. -3
s K“’;s»r r ’;& (ro¢)dr = Deb ‘K[RSM' ":)J - ETP
R.Sa‘ (t)
- K5 j 3;!. (V;O,b)atr = Deb "‘R.Sai'(b)' ETP.

avec EV, (H) = ETP = X[H&M’DJ

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(cylindrique)

(2.34)

(plane)

La condition initiale correspond 3 un champ de potentiel H(r,z,0O)

quelconque. Toutefois, la physique du phénomeéne impose de le choisir au moins
continu et doit permettre de le prendre probablement aussi régulier qu'on le

désire.



IL. REVUE DES MODELES EXISTANTS ET PROBLEMES SOULEVES.

A notre connaissance, le premier article traitant de la modélisation des
transferts en irrigation localisée est celui de BRANDT et al. (1971). L'équation
de base est celle de Fokker-Planck, a laquelle les auteurs appliquent

v

la transformée de Kirchoff 5i6) :j Die) d® au seul second membre.

B,
Les conditions aux limites sont analogues a celles définies ci-dessus dans le cas
"discret". Les équations sont discrétisées en différences finies et intégrées par
une méthode A.D.L, les non-linéarités étant traitées par une méthode de
Newton. Les auteurs insistent sur le fait que le calcul des flux a travers la zone
saturée est entaché d'erreurs, dues au fait que les gradients de D(&) et K(8 )
sont forts au voisinage de la saturation. Bizarrement, la précision et la validité
de la formule décentrée sur trois points ne sont pas discutées. Toutefois, ils
concluent que s'il existe une différence entre le volume d'eau apporté et celui
calculé par variation du stock sur un pas de temps, il faut réduire la taille du
pas d'espace.

Remarquons que ceci conduit & une meilleure approximation des dérivées
premiéres décentrées et peut par conséquent améliorer l'estimation du flux
résiduel. Cette stratégie n'étant pas tres désirable du fait de l'augmentation du
nombre d'inconnues, ils proposent de corriger a chaque pas de temps, le débit
du goutteur de fagon a compenser une infiltration excessive ou insuffisante sur
le pas de temps précédent. Ils testent leur programme sur la solution
analytique de Wooding pour un écoulement permanent a travers une petite
mare. Dans un deuxiéme article, BRANDT et al. (1971) comparent les résultats
de simulation avec des expériences au laboratoire et in situ. En symétrie plane
et sur des infiltrations au laboratoire, ils obtiennent de bons accords sur un sol
sablo-argileux (Gilat-loam) pour un petit débit, mais en général un désaccord
croissant avec celui-ci. Les différences importantes constatées avec le plus fort
débit sont expliquées par une mauvaise estimation de Ksat' Cette explication
nous paralt incompléte quand on regarde les courbes données par BRESLER
(1971). On y constate un bon accord sur la profondeur atteinte et sur
'extension latérale, pour trois débits relativement faibles (.18%4, .495, .963
cm?, cm_l, min-l), ce qui semble indiquer la validité des caractéristiques

hydrodynamiques introduites dans le modele.



Au débit 3.22 cm’.cm—l.min_l survient un brutal désaccord se traduisant

par une sous-estimation de l'approfondissement du bulbe et une sur-estimation
de l'extension de la zone saturée. Si la premiére erreur est sirement imputable
a une sous-estimation de Ks’ la deuxiéme n'est probablement pas entiérement
due a cette sous-estimation. Etant donné qu'il n'est pas fourni de bilan de

masse, il est difficile de savoir si l'erreur est uniquement due & une mauvaise

estimation de Ksat'

Notre expérience semble montrer, comme on le verra par la suite, qu'aux
forts débits et sur un sol présentant une faible conductivité comme c'est le cas
ici (Ks = .01 cm.min_l), le calcul du flux résiduel tel qu'il est fait conduit a des
erreurs importantes. Il sera bon de se rappeler par la suite que le pas d'espace
utilis¢é par BRANDT est de 4 cm et que la teneur en eau initiale de son
domaine est tres faible.

ABABOU (1981) utilise la transformée de Kirchoff appliquée a I'équation

L
de Richards : [Ulh) :,j Ky)dy - Les conditions aux limites sont celles de

h

Bresler, la résolution est ;aite par un schéma A.D.L, linéarisé. A la différence
de Bresler ou les caractéristiques hydrodynamiques sont calculées par
interpollation spline sur des données de terrain, ABABOU fait I'hypothese
supplémentaire :%%—:zd.e . Ceci lui permet d'avoir, griace a une fonction K(h) de
forme exponentielle, une relation explicite entre U et h. L'utilisation de la
variable U , qui présente des gradients bien moins importants que h ou 8 ,
n'empé€che pas un certain désaccord entre les quantités d'eau apportées et
infiltrées, probablement du au calcul de Qres’ comme il le souligne. ABABOU
releve les écarts les plus importants (- 9 %, - 7,5 %) pour un sol a faible
conductivité et avec les débits les plus élevés (Resp : 3 Lh7! en cylindrique,
3 Lh7im”
ces chiffres.

RAGAB et al. (198%) utilisent eux aussi la transformée de Kirchoff sur h,

(plane)) L'utilisation que nous avons faite de son modeéle confirme

et obtiennent une équation ou & figure au premier membre. Les équations
différentielles résultant d'un calcul de bilan sur chaque cellule du domaine,
sont intégrées en utilisant le logiciel CSMP et une méthode de Runge-Kutta.
L'infiltrabilité a travers la zone saturée, nécessaire pour le calcul de Q o5’ €5t
estimée par une approximation au premier ordre de BV/ alors que BRESLER et
ABABOU utilisent une approximation au second ordre Il est intéressant de
constater que VAN DER PLOEG (i9f4) utilisant lui aussi CSMP et une méthode
de Runge-Kutta pour la résolution de ce probléme, sur les données de Bresler,



voit son intégration devenir instable dés qu'il essaye d'utiliser les Ax et t de
Bresler (4 cm et 6 min). Il est obligé de prendre A x = 6 cm etA t = 30s. On
peut, au passage, en déduire que l'algorithme a pas fractionnés de Runge-Kutta
est assez mal adapté a ce type d'équations différentielles provenant de la
discrétisation de l'équation de Kirchoff. HILLEL (1981) utilise lui aussi des pas
d'espaces allant jusqu'a huit centimétres. En reprenant les données de Bresler,
il constate quelques différences entre ses résultats de simulation et ceux de
Bresler, et un bien meilleur accord avec les résultats expérimentaux pour le
débit Q = 3.22 em?.cm™L.minL. Il explique cela par le fait que les erreurs que
I'on peut commettre sur la détermination de la fonction de diffusivité D(& )
sont plus grandes que pour K(8), notamment au voisinage de la saturation. On
ne peut dire exactement pourquoi ses résultats sont meilleurs. L'utilisation
d'une formule décentrée au premier ordre pour l'estimation des flux & travers
la zone saturée est contestable et en général sous-estime l'infiltrabilité. On se
demande alors comment il peut ne pas surestimer la zone saturée sans
surestimer la conductivité a saturation. La aussi, I'absence de bilan empéche de
tirer plus d'informations.

Outre les essais de terrain de BRANDT et BRESLER (1971), repris par
HILLEL (1981), LEVIN et VAN-ROYEN (1979) ont utilisé le modéle de BRESLER
pour étudier l'influence du débit et de la fréquence d'application sur la
distribution de I'eau. On retiendra que pour un sol sableaux (98 % de sable) et
des débits de 2 et 4 litres par heure, le modéle de Bresler a un bilan de masse
de 92 % aprés apport de 12 litres. ABABOU, sur différents sables, obtient des
bilans de 98 a 99 %. Le choix de la variable U (h) (ABABOU) au lieu de S(8)
explique peut &tre cette différence. Pour les sols a faible conductivité, & part
les essais de BRANDT sur un sol faiblement argileux (Gilat-loam) et ABABOU
(Loess MC#4), on ne trouve pas d'autres comparaisons avec des simulations. Ce
sont pourtant les conditions hydrodynamiques qui posent le plus de problémes,
du fait de la forte extension de la zone saturée qu'elles entrainent.

Soulignons que pour un sol de type argileux, ne présentant pas une
porosité structurale importante en surface, il y a deux types de problemes.
Premiérement, la faible conductivité hydraulique entraine l'extension de la
zone saturée. On utilise donc une partie de l'algorithme de résolution, ol les
erreurs peuvent étre grandes et se cumuler. C'est la premiére source de
difficultés qui peut conduire, toutes choses égales par ailleurs, & un désaccord
avec l'expérimentation et a un bilan de masse non équilibré. Deuxiémement,
les caractéristiques hydrodynamiques peuvent, selon leurs modes d'acquisition,
présenter des biais systématiques par rapport aux caractéristiques réelles du

milieu lors de l'expérimentation. Alors que dans un sol ol la fraction argileuse



est tres faible, on peut supposer que le Ks’ sauf action extérieure sur le milieu,
variera peu au cours du temps, on sait bien qu'il n'en est pas de mé&me pour un
milieu ou la phase argileuse est suffisamment importante pour modifier la
géométrie de l'espace poral au cours de I'humectation. Nous avons constaté sur
des échantillons prélevés in-situ (cf. Mesures de KS) un gonflement tel qu'en 2
ou 3 heures la conductivité a saturation en était fortement modifiée.

Nos expérimentations numériques, sur un sol argileux (St. Paul,
Montfavet) montrent, par exemple, que I'utilisation de la valeur de Ks obtenue
par une mesure au double anneau, conduit a des résultats complétement
aberrants, méme sur des sites irrigués depuis plusieurs semaines (la mesure de
Ks au double anneau sur ce sol se déroulant sur un temps trés long, elle fournit
des résultats correspondant a un milieu ou l'argile a eu suffisamment de temps
pour gonfler et ainsi obturer ou réduire la taille des pores).

Sur ce méme sol et en irrigation localisée journaliére, on constate a
I'opposé un début de réouverture de la porosité structurale entre chaque
irrigation. JURY et EARL (1977), en sol nu et cultivé lors d'expérimentations
sur un sol argileux (KS v . 1 cm/heure), constatent une dérive du rayon de la
zone saturée au cours du temps et paralléelement enregistrent sur des
échantillons prélevés au cours de la saison une diminution réguliére du K .
Dans leurs cas, le Rs,max’ obtenu par la formule Rs,maxé' (g/m Ks)l/2 , avec la
conductivité initiale a saturation était de 46 cm. Celui-ci dépasse [,20 metre
en fin d'expérimentation.

Il existe encore au moins deux sources de problémes habituellement
rencontrées au champ, mais qui ne sont pas présentes sur les sols sableux ol se
sont déroulées jusqu'alors la plupart des manipulations (Brandt (Sinal Sand,
Gilat-loam), Levin (98 % sable grossier), Ababou (DEK, DIERI)). La déstructu-
ration du sol en surface, qui peut survenir pour de multiples raisons et qui
conduit a une obturation partielle des pores de surface, concourt 3 une
réduction de la conductivité de la couche superficielle. Il s'en suit une
extension latérale bien plus importante que ne la prévoirait un modéle ne
prenant pas en compte ce phénomene. Enfin, on rencontre quelquefois un
effondrement pour des sols a mauvaise structure conduisant a la création d'une
petite mare sous le goutteur. Cet effet est bien plus compliqué a prendre en
compte automatiquement que le précédent et on se trouve alors dans un cas ol
la solution obtenue risque d'étre la aussi assez éloignée de la réalité. La
simulation d'une infiltration en apport localisé avec une borne a l'extension de

la flaque et calcul du stockage en surface peut rendre compte de la situation.



On constate donc que la modélisation dans un but prédictif des
écoulements en irrigation localisée doit, pour &tre tant soit peu efficace, ne
pas se contenter de la description habituelle des transferts, mais essayer de
tenir compte, de fagon automatique si possible, des différentes modifications
pouvant survenir et affectant globalement les caractéristiques hydrodynamiques
et la géométrie du milieu.

La quantification de ces modifications n'étant pas forcément accessible,
mesurable et/ou modélisable en continu, leur introduction dans un modéle
numeérique n'est pas aisée. Une simple prise en compte "discrete" apportera

toutefois une amélioration importante.

II1. RESOLUTIONS DU SYSTEME D'EQUATIONS

Pour la résolution de I'équation aux dérivées partielles (2.27) et les
conditions aux limites et initiales qui l'accompagnent (2.28,....2.35), nous avons
choisi, a la suite de l'étude mono-dimensionnelle du premier chapitre, de
séparer la discrétisation spatiale de l'intégration temporelle.

Ceci offre une grande souplesse au niveau de la programmation,
puisqu'un méme algorithme d'intégration peut traiter des systémes d'équations
différentielles, provenant d'une discrétisation par différences finies ou
éléments finis.

Plusieurs raisons nous ont conduit & envisager les deux modes de
discrétisation spatiale. Il n'est pas question ici de discuter des avantages et
inconvénients respectifs des deux méthodes. La méthode des différences finies,
pour l'équation qu'on a définie, reste proche de la physique du phénoméne et
tout dysfonctionnement peut &tre facilement relié au systéme discret en
résultant. A l'opposé, le probléme qu'on résoud en utilisant la méthode des
éléments finis, n'a plus rien a voir avec I'équation initiale. Ce découplage est
un désavantage pour la recherche d'erreurs informatiques ou méme tout
simplement pour avoir un passage aisé du phénoméne physique au probléme
discret que !l'on résoud.

Inversement, la méthode des éléments finis, de par le cadre théorique
qu'elle offre, la prise en compte aisée des conditions aux limites de type
Neuman, sa mise en oeuvre automatique, est assez attractive et a les faveurs de
bien des chercheurs dans le domaine des transferts en milieux poreux.
L'apparition de codes, tel MODULEF et la résolution quasi-automatique des

"équations-types" qui en résulte y est-elle peut &tre pour quelque chose ?



Il existe peu de comparaisons des résultats fournis par les deux méthodes
dans le cadre des écoulements en milieux poreux. Nous avons trouvé pour un
probleme, infiltration & partir d'une tranchée, des solutions & partir de
différents modes de discrétisation. Nous reviendrons par la suite sur ce
probléme, mais les différences entre les solutions obtenues sont telles qu'il
nous a semblé intéressant d'utiliser les deux discrétisations dans notre cas et

d'essayer d'expliquer ne serait-ce que qualitativement ces écarts.

III.1. Différences finies
A la suite des conclusions de !'étude dans le cas mono-dimensionnel, nous

discrétiserons les termes 3/3,_;('\:.(-) 'Bl')/“"é)("f”- Jpar un schéma centré sur trois
points, les conductivités étant calculées aux internoeuds, comme déja expliqué.
Cn définit donc sur le domaine ()} =[o®}«L0,2] , deux grilles : la premieére
correspondant aux points ol sera obtenue la solution, la deuxiéme aux points
de calcul des conductivités.

On se donne donc deux suites finies () i21,nx ek [3;)*”‘”%’
définissant les abscisses et les ordonnées des points de la grille.

PR . / )

On en déduit les suites {x! )L N ek (35) 200344

servant a la définition du deuxi€éme ensemble de points, de la facon suivante :

= ()"u' + 'x;_,)&‘ A=2,nx 8:-’ = (36 + 36")/44 J_:.Z,ﬂ}

Dans le but d'introduire aisément les conditions aux limites de type flux
nul sur les deux frontieres verticales, on définit les abscisses Xy et Xy de
" 1 —
facon que X = 0 et Xxal = R.
Sur les deux frontieres horizontales, on choisit : z) = 0 et z., = Z de

ue z,' se trouve a la cote -z.'et Z' a la cote 2z - 2
sorte que | 2 nz+l nz nz

La deuxieme grille est constituée par les points :

("513,')

L= 4, nxed Az bLnx
et (rl3,)
4= t, n&_ d.:l,n}{,»j,
En notant H (t) la valeur de H(r, z, t) au point (r. v z), on approche

I'équation (2.27) en ce point par :



C N du‘ld; '{ ‘4

; - Chl,, — ”c,‘ o H,- H;
by : y ’ ¢ s, "?H_ (l‘.“/‘dd') - i__"#d 12_ (1 ,14)
‘:‘_‘“16 ZEH = x.', b Xy
t —4—— ”':lﬂ" - "ld b_ (z, ,(9 ) H" d ~ “t"!& - & ( '

L 1 . ¢ * v /(4 J
¥y -4. i . v (2.36)
I+ P O ¥ g -9

ou k ( u , yj) et k (x.', yj ) désignent les conductivités internodales

horlzontales et kV (xi s y]+l)’ kv (xi , y'i) les conductivités internodales
verticales. A la suite de ce qui a été dit dans la premiére partie, elles seront
calculées par une moyenne géométrique sauf indication contraire dans la suite.

En reprenant le formalisme employé dans l'étude de l'approximation de
I'équation monodimensionnelle et en conduisant un calcul en touts points
similaire a celui développé, on montre que l'on peut obtenir la majoration

suivante de l'erreur d'approximation spatiale :
PP p

I [““)] [Wu HﬂL)J “ ¢ bxt M, +£ﬂ_m4 ol ;

W i
MJ_dM} sk s wmadandes  dormmees jar
i 3
Pz g WZR SN SN 520, (one e )

My = Kos I3 o+ 155 D N l”“n.. [89=Hae 14,74, )

Le traitement des conditions aux limites, de types Dirichlet ou Neuman,
se fait de la fagon déja exposée. On a vu que la discrétisation spatiale de
celles-ci est d'ordre quadratique et ne perturbe donc pas |'ordre d'approxima-
tion de l'opérateur spatial.

On obtient donc un systéme de nx * ny équations différentielles non
linéaires qui sera intégré par une des méthodes proposées au premier chapitre.
Pour plus de détails sur les équations discrétes, on se reportera a l'annexe

(difféerences finies).



Remarquons que la matrice du systéme différentiel est penta-diagonale.

Le systeme est de la forme :

(] % dd }:-LMJIH} k5] [C] : diagonale (2.37)
ok [M] : penta-diagonale

I11.2. Eléments finis

III.2.]1. Formulation variationnelle et cadre théorique.

Posons |

L) ; (h(H,r,a)n) 93(11(14#,5)33)

x

On se donne sur la frontiere T' de ), les conditions aux limites (2.28) a
(2.34), c'est-a-dire de Neuman ou de Dirichlet selon le point frontiére
considéré.

| On pose M= }He C‘(n)/ H'h,::o} M est un sous-espace vectoriel de
Ci'(ﬂ). (f, g) désigne le produit scalaire sur L?(£)) défini classiquement par

(f,g) = j f.g dw.
L)

On regarde la projection de L(u) sur M, c'est-a-dire le produit scalaire
(L(w), v) veM.

() > [ 12000 32) -2 (b2 ]

En utilisant la formule de Green-Riemann :

ax Y -
f (5% *a-g)d”“r = | Xdy-Yebe
& dSL=T

on obtient :

( L(MI,U') = | k() (c}ﬂ'ml,ua 7r"aJ v) dxdy - b od

0 T

i



=X

L'intégrale j h.v %ﬂ 4
T'

est égale a :

‘ +
Zj E.u“a éi ‘I{A . .
o o ou les T,
¢

sont ceux définis avant.

Sur T /T, T} on a des conditions de flux nul, par conséquent on aura :

J k’..d'.)_id./) -0
In
-

J;:l, 3 (2'38)
te
Sur ', on a la condition de Dirichlet «U’T' =o d'ou
"
1
J hor 24 dy o (2.39)
In
T,

SurT'S et TL , on a les conditions de Neuman

x). Par conséquent, on a

..jk(-)\)'g_‘r%das :jgc(z).d'.ab L

=56 (2.40)
T m

Par conséquent, on aura

v -
HE. — =g
kan. J
ol g est fixée (évaporation, flux imposé) et s est l'abscisse curviligne de .
(dans notre cas

-] M i kygds s 0
dn
T

On peut alors établir les propriétés suivantes pour l'opérateur L.



tl

al (L(u), v) (L(v), u) Il est évident que u et v jouent des rdles

symétriques, si k est uniquement fonction de x et z.

b) (L(u), w)

fk(.)((ﬂ—)u(?—“)ndw”\ ol A0
a J x 0

k étant positive, on a évidemment (L(u), u) > 0.

c) Supposons que (L(u), u) = 0
Alors dans le cas de conditions aux limites de type Dirichlet et/ou de

type flux nul, on a A = 0 et donc :

: 24, 2u e ) dus =0
j k(.) ( (31) *(a&))
. J
u L
La fonction (5‘:_)L+(%;—JJ étant positive ou nulle et continue, on en déduit

moyennant les hypotheses sur k, que :

u | T2 ‘ .
(%‘E) f(%%) =0 Cl“?"ﬂourt, 'g—:—’:D J‘%ﬂg-;o d'ow : azde

Si on a les conditions de Dirichlet AL =05 0N €n tire u(x,z) = 0 pour tout

(x,z) € 2

On pose ﬁ:%‘él .¢(+) eton considere la fonctionnelle J définie sur M
£ . P . , .
par :J(u)__(L(w;,u) “20fu) classiquement appelee fonctionnelle eénergie

.* . *
On montre de facon directe que si u est solution de L(u) = f, alors u

minimise J, c'est-a-dire que
Yuer  Jiut)< I

* - - . - N~
Inversement, on suppose que u minimise J et on considere j(u*+]o')

U€E M, elR - Le développement de cette expression conduit a

)"(Ltu),«r) +24 (Ltu")-—f,(f) z0

d'ou on tire (L(w‘)-f ,v):opour que le trinbme soit toujours positif ce qui donne
(L('tfhu') =(‘f«‘r) «
On ne peut en conclure a ce stade que L{u ) = f puisque 1'égalité n'a lieu

que pour U"& Pl et non L*(Q )



Si on fait I'hypothése de la densité de M dans L2%(f})

(i.e. que V’c‘}e LL(_().) ) Ve 20 domme | JueM / Ilg.-u‘llu_é&J

on en déduit bien l'égalité recherchée L) = f

Supposons que 3—“-/ du  3&

sont d L2
Oy ok v ont dans L?({l), on peut alors

considérer la forme bilinéaire ((u,0))= %‘LJ—J-?EE_w‘erqui est symétrique
I X Iy Jr?,
Q
définie positive sur M du fait des propriétés de l'opérateur L. Elle définit donc
un produit scalaire sur M et par la méme une norme {laufi, = (Cuw)

Le complété de M pour cette norme est un espace de Hilbert, noté Hl(ﬂ).

On note alu,r)=(Lu,v) et (4:v) +2Jh")%§.'md4 =fw)
T

les formes bilinéaires et linéaires sur Hl(.Q)
On sait alors que l'on a équivalence entre le probléme initial défini par

l'opérateur L et le probléme défini par :

(P) Trouver u c Hl(ﬂ) /| ¥re H'n) a(uuv)= P‘“")

Il existe alors un théoréme ([Lax-Milgram]) (CIARLET, 1978) permettant

d'affirmer que si

a) a est continue, bornée par rapport a u et a v, ie )a(u,nlsTllull'-
et si
b) a est fortement positive ie. a(uu)> § lluuf‘
alors

u” solution de (P) existe et est unique.
La notion de forte positivité est rencontrée sous différents vocables
(coercivité, ellipticité, Hl-elliptique,...).
Notre probléme correspond au cas mixte, non homogene, du fait qu'on a
a la fois des conditions de Dirichlet et de Neuman et que les conditions de flux
ne sont pas toujours homogeénes : ie ?—;#0
Les deux hypotheéses du théoréme : ‘q[u,u-))é')‘llul}‘ sitetl, et

atu,u) > 8 uy,*

sont dans ce cadre bien vérifiées (CIARLET, 1978)



Notre probléme se met donc sous la forme suivante 3 un temps fixé.

Trouver  _we H'(a) / a(uv)=Fir) Vve H()

=54

ou : dw) = / f. 0 dus fz q,ifx).l)'olé
a

v

aluy)= } b. (a'rm,u.gr'&cl.w A (2.41)
L

La démonstration, d'existence et d'unicité que Il'on vient de donner,
utilisant une formulation variationnelle du probleme, a nécessité de faire
I'hypothése que k ne dépendait que des coordonnées spatiales et pas de u.

Pour le cas non linéaire, il existe un théoréme d'unicité et d'existence
donné par G. CHAVENT pour l'équation de la chaleur :

3
2% Z 3 (Q[x,q) ?L*‘: ) - flzq)

=t X Iy
avec les conditions aux limites les plus générales.

On peut donc conclure a l'existence et a I'unicité de la solution de notre

probléme.

I11..2.2. Méthode de Galerkin et introduction des éléments finis

Il existe deux méthodes bien connues pour la résolution d'un tel
probleme : les méthodes Ritz et Galerkin. Nous n'utiliserons que la seconde.
Celle-ci consiste a choisir un sous-espace vectoriel Vh de Hl(.ﬂ.) qui soit de
dimension finie et sur lequel on se donne le probléme discret (dérivant du

probléme continu posé sur Hl(ﬂ.)) défini par :
(Pd) trouver ,uhe V;L / a (M vy ) = ?(U‘k) f/d’he’\/}b

Le lemme de Lax-Milgram permet d'affirmer l'existence et l'unicité d'un

tel u .
La méthode des éléments finis permet de construire les sous-espaces Vh

de fagon simple. En effet, si on écrit up dans une base (wk) de Vh, on aura :

N
a,(hZ"’(b.“"u ""t.) = £(%) Vo, eV,



Si on fait Vi, = W, , on obtient le systéme linéaire :

N
Z' O(Q»(“Jhl“ﬁ.) :‘g[b-‘;) VIJ-"—";"F
b= (2.42)

La matrice [A] = (ak,j) = a(wl< ) w].) est appelée matrice de rigidité par
analogie avec la mécanique.

Si les fonctions (wj)j:l,N sont prises les plus générales possibles, la
matrice [A] sera pleine et son inversion coGteuse. Il faut donc choisir les
fonctions (Wj)j:l,N de facon qu'il y ait le plus possible de termes nuls. En

remarquant que s

—— i Quy ) Py i -
a'(wh’“"&)‘/ b‘u Ix 21 1’bv' 3—;"'3—;’ ol

-

on s'apergoit qu'il suffit que les fonctions (wj)j-l N soient a support compact.
-1
Ainsi des que P- ( 5“,”‘ (wy) N S“H"’(w’)) =0

on aura a(wk , wj) =0

4
(F: mesure de Lebesgue dansiR ).
- On se donne donc une triangulation ¢, de L) vérifiant :

96 = 1} Triangles T, tels que leurs intersections deux a deux soient vides,

ou réduitesa un cdté ou a un sommet (i.e de mesure nulle)

et U‘T':ﬂ}
C

En notant Si s 1 = LN les sommets de la triangulation, les fonctions de

base w, les plus simples (linéaires) seront définies par :

- W (Sj) = Si,j (Supp (w;) = 19 Tj)

"Tj , admet Si comme sommet}
- w; est linéaire sur les triangles Tj'

Il n'y aura donc pas plus de termes non nuls sur la premiére ligne de [A]

qu'il n'y a de sommets autour de Si'



IIL.2.3. Mise en oeuvre pour le probléme des transferts en

irrigation localisée
En utilisant les équations (2.38) (2.39) (2.40) et en explicitant I'équation

(2.41), on a :

‘]< " %% o dar = "jb WL W I +-/U'-(\)(_esdx, +JU“.E'_(H)0(;L
48

W 3 2 r 2y Af.}

On note \,\-/i la trace de la fonction W, sur T . Notons que si les w, sont

linéaires, les vs?i quand elles ne sont pas nulles, correspondent aux fonctions de
base linéaires sur un segment.

o
En portant ui= 2. M o , OU ce qui est équivalent, en explicitant (2.42)
P 2% q P :

on obtient le systeme d'équations différentielles non lindaires :

N : N
Vo |wrw Clegu ) der = N o (] Yy 25,

= J“‘h CCla)dw = o)y Thy (n3) 205 4
bt @ * Ja (2. 43)

n
Jw ¥, N - - _ . .
kv(r's"uh) = % v L Q(‘u,k_ J i,“'t"""-%-l:rh "fcwb_dl Ves W
TS

0
L ne M, U Quy dur
avec h‘:}‘JLug‘iﬁ*’h"?a—;
£
E‘:l
SN 2, (Qresh,*":‘rh) ]“7&‘:&0‘1«
b= TuT



Le calcul des termes des matrices [C] et [K] et du vecteur .\S} est fait
en utilisant le concept d'élément de référence. On établit ainsi des matrices
élémentaires, associées a un triangle. Celles-ci sont dans une deuxiéme phase
expansées pour former les matrices [C] et [K]. Les quadratures nécessaires au
calcul des matrices élémentaires sont faites explicitement et non par une
méthode numérique (points de Gauss par exemple). Cette fagon de procéder
permet, a partir d'un tableau de coordonnées des sommets et d'une table de
connectivité, ie associant a un triangle ses numéros de sommets, de générer
automatiquement les matrices élémentaires. On procéde donc plutdt en
bouclant sur les triangles que sur les noeuds. Pour plus de détail sur les calculs
des intégrales, on se reportera a l'annexe. L'introduction des conditions aux

limites de type Dirichlet se fait par exemple, en un noeud i, en posant u, =

Uim * €0 imposant kii = | et en modifiant en conséquence la ligne et la
b

colonne passant par (i, i).

III.3. Intégration des systémes

Les deux modes de discrétisation fournissent un systéme différentiel non

linéaire analogue a :

Cewi) |42} - - Letw] o] 1)

Dans le cadre des différences finies, la matrice [C] est diagonale et donc
s'inverse directement. Par contre, pour les éléments finis, il n'en est rien. Nous
utiliserons la technique du "Lumping" de la matrice [C] qui consiste 3 sommer
tous les termes d'une ligne et a mettre le résultat sur la diagonale

(ZINCKIEWICZ, 1979). GAUDU (1978) propose une pondération de 3: ,

dans le but d'améliorer la stabilité. On remarquera que d'une part la matrice
qu'il obtient ainsi correspond a celle résultant du "Lumping" et que d'autre
part, on a souligné dans I'étude sur la stabilité que le Lumping est un facteur

de son amélioration. Par conséquent, on disposera dans les deux cas d'un

systéme du type :



{ g,%% - LT Lk} v} + L] 5 (2.45)

ou [C]_1 , [K], i\ Si sont fonctions de u .

Nous avons choisi d'utiliser une méthode A (6)-Stable & un pas qui assure
la stabilité inconditionnelle et permet de choisir & travers le parametre entre
divers algorithmes couramment employés. Rappelons que la formule générale

est pour une équation  y'(t) = f(y,t)
Yoy vatreso 0ty L e ) gl

Les méthodes d'ordres supérieurs sont abandonnées au vu des résultats de

la premiere partie.
L'application de l'algorithme choisi & la formule (2.42) définissant le

systeme différentiel, donne :

M‘“_uj_ Lt et it 5 L" &u[_c_'] J
praskd RECH R G B D RES R SR

j+1

soit en regroupant les termes en ul™' et ul :

| T+ 90ds (] w[v(]w;l s Ak [Py | T w-e)db [edP e}
(2.486)

+(-9) db [cr]dat

On note

\ gm} - [1 -(4-8)dk [c*‘J;[M]‘iJ“} + 4-9)dk[c] i (2.43)

c'est-a-dire la partie linéaire du second membre (Ne dépendant pas de u a
j+1
).



[I1.3.1. Traitement des non-linéarités

Les non-linéarités du systéme d'équations obtenu peuvent &tre traitées
de nombreuses facons (cf. Chapitre I, III.3). Parmi celles-ci, nous avons choisi
de mettre en oeuvre une méthode de point fixe, pouvant &tre couplée avec des
extrapolations sur les coefficients. Celle-ci consiste a chercher la solution uj+kl

obtenue par résolution des systemes successifs,

F o) a0 fond

bo=42, ---- _ ou F(u];l) représente génériquement la matrice au
premier membre et SJ+k1 , le vecteur non-linéaire du second membre. La valeur
initiale de u];1 ie ulfl est donnée par u. Remarquons que si on limite

le processus itératif & un pas, on a la solution obtenue par linéarisation

brutale.
Le systéme & résoudre s'écrit explicitement :

rHl ¥ H e Fh :
[1+9dthJ LK}bJ %“:Hl Dk [ 11 }s }b +{smud (2.48)

Il est alors pratique d'introduire le résidu w’lzl défini par :

w M= n _MJ'- ce qui donne aprés introduction dans (2.45)
b ‘ubn b

ul

R e St B EELE T Sy
pode e 8] Ly,
On pose :

! -t 4t
[An,] =14 dk9[c JL [K] (2.50)

(2.46) devient alors :

L3 [0 ) e mar [ ]

Pt

15"“ (2.51)



En notant [0], 'opérateur au pas de temps précédent, dtp le pas de temps
cerrespondant, on a :
)¢ - jml? Ak 4B ¢ dbk 45 ¥ N
ML = - A i L OV r .
{omuf= gy 5 LIt e B 2 e e lbe L) 5

Aep (2.52)

Remarquons que dans le cas ot ©= 1 ie pour un schéma implicite pur, on a
simplement  {oriL] = hau']
On pose Iig,o}; 8,d.3:p~[_c,"_]‘§5§'ie le vecteur sollicitation au pas de temps

précédent. On a alors en portant dans (2.48)

%SHLE T (’“ k. i'_e_) = M 4-8 I_O_]-M-‘ + gJ.H)& 4-9
dtp o dkp © e (2.53
La suite des systemes linéaires a établir et a résoudre dans le cadre de

la méthode choisie, est donnée par :

NP L L. b o
(4], = - 1] a2 FBelk 3 5] Junyg

'L 3+ .
T W A

(2.5L)
l.SmL} ub defui par (£.50) ek LA:H] par (¢.u1)

D'un point de vue implantation sur calculateur, la présentation retenue
nécessite le stockage au début de chaque pas de temps de la matrice [0] et du
vecteur xdo} définissant le probléme au pas de temps précédent. Il ne reste plus
alors qu'a réactualiser [A] et sy .

Le test d'arrét de l'itération est fait sur la norme de Wi

Hw il L&
g (2.55)



Dans un but d'accélération de la convergence, nous avons essayé deux

d-H

types d'extrapolation. Tout d'abord sur la suite [ u, . La convergence vers

le point fixe n'étant pas monotone, cet essai s’esht_lra'véré aboutir a des
complications diverses. D'autre part, on a extrapolé les caractéristiques hydro-
dynamiques en fonction des pas de temps précédents, par différentes formules,
pour obtenir une valeur de départ des itérations plus proches de la solution.

GAUDU (1978) propose deux types d'extrapolations.

] -
Linéaires : Mb/“ = +-°l_’t—"— (‘M"‘-— ub ) (2.56)
<k,
-
Paraboliques : ,(A,LH/‘.’ = % [@La(),u,h + {th"_,, XML-LJ (2.5%)

o5 (dby bk +dly ) (ahy vdb) /((dha )-dby. )

(3 -.(ou:b_L +cub—| 4”&) fLLh / (d'éiz-z ‘dlb_‘)

C oy (b, by ) / (e (o 4 )

L'extrapolation linéaire apporte quelques problémes, notamment pour les
points ou les variations sont brutales. Elle peut conduire a un allongement des
itérations, et ne doit &tre utilisée en tout état de cause que lorsque le
phénoméne est sufisamment "doux". Nous utiliserons donc de préférence
I'extrapolation parabolique.

Quoi qu'il en soit, les extrapolations ne sont pas faites dans les phases
de simulation, impliquant des changements de fonctionnement ; c'est-a-dire par

exemple lors du début des irrigations ou des phases de redistribution.

[11.3.2. Contrdle du pas de temps

Dans tout probléme parabolique, les gradients initiaux tendent a
s'atténuer et il est intéressant d'en tenir compte en augmentant le pas de
temps de fagon a diminuer la charge en calculs. Certains codes utilisent des

estimations de l'erreur, pour déterminer le pas de temps et sa variation.



Dans les problemes de milieux poreux, il est souvent utilisé un critére de
contrdle de dt basé sur une quantité d'eau maximale infiltrable a ne pas
dépasser. HANK-BOUWER (1962) utilisent : 4t = <2 ol Q = .035 4 x désigne
le quantité d'eau & ne pas dépasser, et I le flux Imaximal calculé. A sa suite,

ABABOU utilise :

035 (A x. Az)l/2
I

At (2.58)

Nous avons préféré utiliser le nombre d'itérations nécessaires a la
satisfaction du critére (2.585) pour contrdler la taille du pas de temps. La
stratégie utilisée consiste a augmenter dt, s'il y a convergence rapide, 2
itérations ou 3, & le laisser inchangé si on a la convergence en moins de 5
itérations et a le diminuer sinon. Dans un but d'économie du temps de calcul,
on a rajouté quelques possibilités, telles la poursuite des itérations si on est
proche de la solution, une augmentation ou une diminution modulée en fonction
du point ou on se trouve dans le cyle d'irrigation, une éventuelle acceptation
de la solution si la convergence est trop lente au bout d'un certain nombre
d'itérations, etc.... Cet ensemble d'options permet un contréle assez précis et
optimisé du pas de temps.

Le pas de temps initial est choisi volontairement petit (2 s). A titre
d'exemple, on a reporté ci-aprés les pas de temps utilisé par le code
différences finies pour différents sols et ceux utilisés par ABABOU, c'est-a-dire

calculé par (2.59).

Loess MC4 Au bout de 8h de calcul, pour un apport linéaire de 2,7 I/h/m,
ABABOU a un dt de 360 Aenviron, tandis que dans des conditions un peu moins
favorables, initial plus faible et débit plus élevé, notre pas de temps est de
190A (€ = 1 cm). Sur les sables DEK et DIERI, utilisés par ABABOU, et pour des
apports linéaires, les pas de temps sont de 45 au bout de 16 heures et 1h au
bout de 24 heures de simulation. Il semble donc globalement que notre contrdle
du pas de temps conduise a prendre des pas plus petits que ceux d'ABABOU.
Remarquons qu'avec des pas de temps contrdlés par la formule (2.58), les

itérations de point fixe pourraient ne pas converger, notamment au début.



I11.3.3. Possibilités du programme

Les codes mis au point acceptent les différentes conditions aux limites

que nous avons décrites lors de |'établissement des équations. La mobilité des
frontiéres du domaine nous a conduit a écrire un programme permettant de
générer les caractéristiqgues du maillage ¢léments finis (table des coordonnées,
convectivité, etc...). Les éléments triangulaires retenus, et le domaine rectan-
gulaire sur lequel on travaille, permettent de le faire aisément, sans avoir
recours a des algorithmes plus compliqués (Polygones de Voronoi, etc..). Ce
programme qui ne nécessite en entrée que la trace du maillage sur la frontiére,
est utilisé en subroutine soit pour générer un maillage fixe, soit pour modifier
le maillage existant en rajoutant des triangles sur les frontiéres le nécessitant
(T, et/ou T 5).

Un programme similaire est utilisé dans le cadre des différences finies.

Dans le cas des éléments finis pour minimiser la largeur de bande de la
matrice, et dans le cas des différences finies pour conserver la structure
bloc-tridiagonale, on doit renuméroter tous les noeuds de maillages aprés
modification des frontiéres. Les modifications des vecteurs, bilan et autres,
sont assurées par ce programme.

Notons enfin que la frontiére mobile et le programme associé permettent
d'économiser une part importante du temps de calcul en ne conduisant la
simulation au départ que sur un petit domaine qui est agrandi au fur et a
mesure des besoins.

Dans une optique de vérification et d'estimation des performances des
programmes, ils ont été prévus pour simuler des infiltrations sous flux, flaque,
et & partir d'une tranchée (Les trois cas quelle que soit la symétrie). Des
programmes de sorties graphiques, courbes, isocontours, surfaces en perspecti-

ves leurs sont associés.

IV. CARACTERISTIQUES ET METHODES DE RESOLUTION DES SYSTEMES
LINEAIRES

IV.l. Méthodes directes
La discrétisation en différences finies et 'emploi de méthode A.D.I. pour

I'équation de Richards ont l'avantage de conduire a des systémes tridiagonaux,

de petite taille et donc trés efficacement résolus.



Lorsqu'on n'utilise pas une méthode & pas alternés, on récupére apres
discrétisation par éléments finis ou différences finies, des systemes d'équations,

3 dans notre cas (quelquefois bien plus

dont la taille peut avoisiner 10
important, pour des problémes elliptiques en hydrodynamique souterraine).
La résolution de tels systemes présente globalement deux problemes.
Tout d'abord la minimisation du temps de calcul, surtout quand on doit
utiliser un grand nombre de fois l'algorithme au cours d'un run (problémes
d'évolution). Le deuxiéme probléme est l'accumulation d'erreurs dans des
algorithmes de résolution directe. Gauss, par exemple, exécute NS/3 opérations
élémentaires (pour N = 1000, cela fait environ 100 000 opérations). Un calcul
approximatif et pessimiste, pour I'itération de Gauss-Seidel par exemple,
montre qu'une itération requiert « .1000 opérations ol « dépend de la largeur
de bande : o ~ 5 par exemple cans le cas de différences finies. Si la
convergence a lieu en moins de 10 itérations, celle-ci est compétitive.
Les méthodes directes peuvent &tre utilisées pour les petits systémes.
Selon les propriétés de A, on a le choix entre différents algorithmes.

A. Symétrie définie positive : CHOLESKY
A. Symétrie réguliére : CROUT
A. Réguliere : GAUSS

IV.2. Méthodes itératives
Parmi les méthodes itératives, on peut distinguer les méthodes dites

faiblement implicites de celles dites fortement implicites.

a) Faiblement implicites
Les plus connues sont les méthodes d'approximations successives de
Jacobi, Gauss-Seidel et S.O.R.. Soit Ax = b, un systéme linéaire.

On écrit A = D -L -V D : diagonale
L : triangulaire inférieure
V : triangulaire supérieure

On définit alors les trois opérateurs :

7=D' @+

G=m-1'lv

s=0-wdl! (4 -w )I+wD™! V) w facteur d'accélération de

convergence . we ]o,_i;_ L
itfP(3)



* N ~
La solution x du systeme Ax = b peut &tire alors obtenue, sous

hypothéses, comme point fixe des opérateur J,G,S. La convergence des

itérations définies par X" Op (x") a lieu si P (Op) ¢ 1 par exemple.

Rappelons le théoréme suivant di a Stein-Rosenberg.

Théoréme
Soit L, U, deux matrices positives :

1) si PlusL) zo alors(]’.-L)'| existe (I'-L)-’U >0

et pl(rL)"u]=PlLau)

2) si Plust) =4 et si P(r)¢4 alors (E-L)" existe(I-L)"U_)_o
et f{_(I-L)"‘Uj = Plrau)=1

3) si odPun) ¢4 alors(I-) ! existe, (I-L)-'U >0

et o ¢ f[(]:-;_)"u] < Pletu)e 4

4) si Pluev)>4 et si PlL)j¢4 alors (r-L)" existe (I- L) U o
et A (P (L+u) ¢ PL(ze)'v ]

Ce théoréme exprime donc le fait que si Jacobi converge, alors
Gauss-Seidel converge aussi et plus vite, et que si Jacobi diverge, Gauss-Seidel
diverge aussi et plus vite. En conclusion, Jacobi n'est intéressant que pour
étudier la convergence sur un cas donné, mais ne doit jamais &tre employé.
C'est un indicateur du fonctionnement de G.S.

Pour décider de l'applicabilité d'une de ces méthodes, on doit pouvoir
estimer P (J) dans le cas oU on se trouve. Ceci ne se fait pas directement et on

va d'abord donner une définition.

Définition : Soit A une matrice de Mnxn(iR). Si A vérifie les deux propriétés

suivantes, A est dite une "M-Matrice".

a) 2—1 the >0 k= Lo

b) a,, <o vh=,d e Vetk

Une conséquence immédiate est que A est invisible et d'inverse positif.



On dispose alors du théoréme suivant :

Théoréme : Si A est une M-Matrice alors :

- Jacobi converge
- G.S. converge
- S.0.R. converge avec w € Jo £ L

Par conséquent, il ne reste plus qu'a vérifier que les matrices obtenues
sont des M-Matrices.

Si on reprend les équations fournies, en annexes, pour les différences
finies, on se rend compte immédiatement que c'est bien le cas.

On pourra donc appliquer avec succeés l'itération de Gauss-Seidel ou
5.0.R.. Dans notre cas, on peut choisir comme point de départ des itérations la
solution au pas de temps précédent ou une extrapolation de celle-ci.

Les matrices que nous obtenons par différences finies ont un découpage
naturel en blocs tridiagonaux et diagonaux. On dit que l'on a alors une matrice
bloc triadiagonale. On montre que les itérations de Jacobi, Gauss-Seidel et
S.O.R. convergent si A est unebloc H-Matrice. Nous n'entrerons pas dans la
démonstration du théoréme qui nécessite I'introduction des notions de normes
vectorielles, de majorante, etc... Disons simplement que nos matrices vérifient
bien ces propriétés et que, par conséquent, les itérations de Jacobi, G.S. et
S.O.R sont utilisables. Elles sont données sous formes matricielles, par les

formules suivantes :

Si A=A -L-V ; X = (xi) X e R"”
9(”": (L+U)Jt.r+ A'b Approximations successives Jacobi/blocs
- -1 - . . .
JaALe (1- L) ‘.er4_ (I-') ‘ 'B Approximations successives G.S./blocs

XM= (Towol) (WU (4w I)x+ w(z-we) 8'b  S.0.R./blocs
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b) Fortement implicites

Ces méthodes sont utilisées sur des systémes de grosses tailles. Elles
utilisent un préconditionnement de la matrice de facon & accélérer la
convergence. Les plus utilisés sont les préconditionnement SSOR et CHOLESKY
incomplet. Ils consistent a obtenir une factorisation approximative de la
rmatrice A sous forme L.V (Triangl. inf * Triangl. sup) pour CHOLESKY et
I'inverse de la matrice SSOR pour le préconditionnement SSOR. Citons, parmi
ces méthodes, les algorithmes I.C.C.G. (Incomplet, CHOLESKY Conjugated
Gradient) qui est une méthode du gradient avec un préconditionnement
incomplet de CHOLESKY, SIP (Strongly Implicit Procedure) qui utilise aussi un
préconditionnement incomplet de CHOLESKY. Ces méthodes ont été utilisées
avec succes dans des problémes d'écoulement en milieux saturés (2-D et 3-D).
Nous ne les citons que pour mémoire et ne les utiliserons pas. Nous avons
préféré mettre en oeuvre la méthode de GAUSS, optimisée pour des systémes 2
structure bande et la méthode itérative de GAUSS-SEIDEL ou son extension,
I'algorithme SOR. Les méthodes itératives sont particuliérement intéressantes
dans le cas des difféerences finies. En effet, la structure penta-diagonale de la
matrice permet une optimisation poussée de l'algorithme. On présente ci-aprés
quelques comparaisons faites entre les méthodes itératives (G-S, SOR) et la

méthode directe (GAUSS).

a) Le probléme test est celui de l'apport linéaire, mis en oeuvre sur
le sable DIERI, avec un débit de 1,5 Lhlm L,

On a simulé avec un domaine fixe comportant 100 noeuds. Le temps final
est de 4h. Le pas de temps est variable et ajusté en fonction du nombre
d'itérations de point fixe nécessaires. Ceci pourrait fausser un peu la
comparaison, mais le pas de temps pris par la méthode SOR étant toujours
inférieur, la comparaison n'en est que plus tranchée (cf. figure 2).

On peut constater que :

- une augmentation de la précision requise pour arréter les
itérations SOR, (e passant de 1073 3 10-5), ne greve pas le temps de calcul
quoique le nombre d'itérations augmente sensiblement (la résolution du systéme
linéaire ne constitue pas la charge la plus importante en temps cpu pour le
code, alors que c'est le cas pour l'algorithme de GAUSS).

- les résultats obtenus, que ce soit globalement (bilan de masse)
ou d'un point de vue local, ne sont pas sensibles a la variation de ¢

- malgré le fait que les pas de temps soient plus petits et que le
temps passé a la résolution ne constitue qu'une fraction de la charge totale du

code le temps de calcul est divisé par 3.
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- _ -3 -4 -5
GAUSS G-8 € =10 G-S € = 10 G-S € =10

t tepu Rap tcpu Rap tcpu Rap tcpu Rap
(h) (s) (s) (s) (s)

.5 87 -948 21 -973 24 -973 24 .973

104 .962 28 .972 32 -972 32 .972

1.5 116 -957 35 -964 40 .963 42 -963

Z. 129 .955 41 .968 48 .968 50 -968

Z.5 140 .964 47 -976 55 .977 58 .977

3. 151 .972 52 .984 61 .985 66 . 985

3.5 157 -979 58 -99 68 -99 73 .99

4 163 .984 62 .989 73 .989 79 -989
Max. It. SOR 27 37 50

Les simulations faites avec des systémes d'équations plus importants
(720 noeuds) font apparaitre des écarts en temps cpu, bien plus importants (fig.
3-4). A titre d'exemple (20s de temps cpu permettent de simuler 11h de temps
réel avec la méthode itérative et 2mn avec la méthode directe).

Toutefois, on peut noter quelques inconvénients.

Le nombre d'itérations nécessaires a la convergence de I'algorithme SOR
augmente avec le pas de temps utilisé et le nombre de noeuds participant
effectivement a l'écoulement. On a donc une compétition avec dt. Le pilotage
du pas de temps ne doit alors plus étre fait uniquement par l'algorithme de
point fixe, mais prendre aussi en compte I'algorithme SOR. On constate en fait
que l'epsilon de Il'agorithme de point fixe doit étre suffisamment restrictif,
pour assurer un bon comportement des itérations SOR. Ceci conduit & des pas
de temps plus petits qu'avec une méthode directe (1/2). Ce désavantage est
largement compensé par la vitesse de résolution.

La détermination du facteur de surrelaxation W n'est pas en général
automatique.

Sur le méme probleme test, les différents essais que nous avons faits
conduisent a choisir un w voisin de 1.1. On peut constater (fig. 2) que pour un
probléme court, il n'est pas intéressant de prendre w # | (ie G-S). Au-dela, la

surrelaxation devient intéressante, du fait de la réduction du nombre d'itéra-
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t tepu Rap tepu Rap tcpu Rap tcpu Rap
(h) {s) (s) (s) (s)
.5 87 .948 21 973 24 973 24 973
1. 104 .962 28 972 12 .972 32 972
1.5 116 .957 35 964 40 .963 a2 .963
2. 129 .955 4 968 a8 .68 50 968
2.5 140 .964 47 976 55 977 58 977
3. 151 .972 52 .984 61 .985 66 985
: 1.8 157 .979 58 .99 65 .99 73 99
4 163 .984 62 .989 pie) .989 79 989
Max. It. SOR 27 37 50

Les simulations faites avec des systemes d'équations plus importants
(720 noeuds) font apparaltre des écarts en temps cpu, bien plus importants (fig.
3-4). A titre d'exemple (20s de temps cpu permettent de simuler [1h de temps
réel avec la méthode itérative et 2mn avec la méthode directe).

Toutefois, on peut noter quelques inconvénients.

Le nombre d'itérations nécessaires a la convergence de l'algorithme SOR
augmente avec le pas de temps utilisé et le nombre de noeuds participant
effectivement a I'écoulement. On a donc une compétition avec dt. Le pilotage
du pas de temps ne doit alors plus étre fait uniquement par l'algorithme de
point fixe, mais prendre aussi en compte l'algorithme SOR. On constate en fait
que l'epsilon de l'agorithme de point fixe doit étre suffisamment restrictif,
pour assurer un bon comportement des itérations SOR. Ceci conduit a des pas
de temps plus petits qu'avec une méthode directe (1/2). Ce désavantage est
largement compensé par la vitesse de résolution.

La détermination du facteur de surrelaxation 4 n'est pas en général
automatique.

Sur le méme probléme test, les différents essais que nous avons faits
conduisent a choisir un w voisin de 1.1. On peut constater (fig. 2) que pour un
probléme court, il n'est pas intéressant de prendre w # | (ie G-S). Au-dela, la

surrelaxation devient intéressante, du fait de la réduction du nombre d'itéra-
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tions. Pour € = 10'4, et au bout de 4h, on a un nombre d'itérations égal a 37
pourw = | et 22 pourw = l.1. On peut constater sur la figure3le gain en temps
cpu, qui ne fait que s'amplifier quant t et le nombre d'éguations augmentent.

La figure (5) fait ressortir que l'algorithme itératif peut conduire a un
bilan de masse légérement biaisé, au bout de plusieurs heures de simulation. En
prenant toujours le méme probleme test, on peut constater que pour t
n'excédant pas 4 a 6h, l'erreur sur le bilan de masse est bien <1 % et du
méme ordre que celle obtenue par l'algorithme direct. Au dela, l'erreur atteint
3 % (de 8h a 24h) puis commence a diminuer. Les expérimentations numeériques
montrent qu'en régime de redistribution, ce probleme de biais disparait. Il est
remarquable que, pour € = 10_3, 10_4, 10—5, 10_6, on n'obtienne pas
d'amélioration pour € décroissant. En fait, l'amélioration peut é&tre obtenue

3 . .
et en requierrant une precision plus

en prenant par exemple € = 10—2, 107
importante sur l'arrét de l'itération de point fixe. Ceci conduit a une variation
du pas de temps plus lente, mais aussi a un nombre d'itérations SOR
grandement réduit. L'examen des champs de potentiel fournis respectivement
par la méthode directe et la méthode itérative, montre que les erreurs les plus
importantes se trouvent sur les noeuds de potentiel les plus faibles
(algébrique), c'est-a-dire les plus éloignés de l'écoulement. Dans toute la zone
d'écoulement effectif, l'erreur est trés faible et n'est pas a l'origine du biais
sur le bilan de masse (si on laisse I'écoulement se poursuivre de fagon a ce que

tous les noeuds soient intéressés, le biais disparait).

V. VALIDATION DES PROGRAMMES
Il est bien connu que pour les problémes de transferts en milieux poreux,

on ne dispose de solutions analytiques que pour des géométries simples et des
conditions aux limites restrictives.

BEN ASHER, LOMEN, WARRICK (1978) proposent des solutions
analytiques pour l'apport ponctuel (symétrie cylindrique) ou en ligne (symétrie
plane). Toujours dans le but d'approcher ce qui se passe en irrigation localisée,
WARRICK et LOMEN (1976) donnent des solutions pour l'infiltration par bande
ou disque sous condition de flux (flux < infiltrabilité), tandis que WOODING
(1968) fournit une solution pour un régime permanent d'infiltration a partir
d'une flaque. Nous avons déja souligné l'utilisation qui a été faite de ces
solutions pour la validation de leurs modeles numériques par BRANDT et al.
(1971), et ABABOU (1981). Dans le cadre de la validation, il est intéressant de

revenir brievement sur les travaux de ces deux auteurs.



Remarquons d'abord que les deux solutions mentionnées ci-dessus
(WARRICK et WOODING) utilisent la transformée de Kirchoff appliquée a h ou
a 6, et font de plus I'hypothese &d’une relatic_)g linéaire entre la nouvelle
variable introduite ( ¢ ou S ; 4):je.l.~.<(h) dh, S :.jeoD(Q) de ), et la conductivité.
De ce fait, on travaille sur une équation lineaire.

D'un point de vue purement méthodologique, on peut se demander si la
validation d'un programme destiné a traiter une équation aux dérivées
partielles, non linéaire, ou plus faiblement non linéaire comme l'équation de
Kirchoff reposant sur la solution d'un probléme linéaire apporte quelque chose
de plus qu'un bilan de masse équilibré sur I'équation de départ. Il ne faut pas
perdre de vue que les problémes soulevés par le cas non-linéaire, itérations,
linéarisation, stabilité, convergences sont complétement éliminés lors du
traitement d'une équation linéaire.

BRANDT et BRESLER (1971) utilisent la solution analytique de Wooding
de fagon intéressante pour valider numériquement leur modeéle. Ils ajustent en
permanence le débit du goutteur, de facon a avoir un débit a travers la zone
saturée, constant et égal a celui obtenu par Wooding en régime permanent.
Leur solution approche donc un état stationnaire dans une partie de plus en
plus grande du domaine d'écoulement au fur et & mesure que le temps s'écoule.
Les sorties du modele sont alors, outre le champ de potentiel, la taille de la
zone saturée. On remarque alors qu'en régime quasi-permanent le rayon de la
zone saturée tend asymptotiquement vers | quand h tend vers zéro (h : pas
d'espace). On obtient la une mesure intéressante de l'effet du traitement de la
condition a la surface par une formule décentrée.

Nous avons donc préféré valider numériquement notre modele en bilans
de masse sur divers sols, en travaillant avec l'équation non-linéaire. Quand on
I'a pu, on a comparé les champs de potentiel obtenus avec les solutions du
modele d'Ababou pour des simulations sous flux n'entrainant pas le flaquage.
De ce fait, on peut estimer que si celles-ci sont voisines, hors du probléme du
traitement des conditions aux limites en irrigation localisée, on dispose d'un
modele fournissant des solutions "exactes", aux erreurs d'approximation pres.

Pour la validation, en conditions de charge, et pour travailler avec
I'équation non-linéaire, nous avons légerement modifié nos programmes de
fagon a traiter le probleme de la tranchée filtrante. Ce dernier a fait l'objet de
nombreuses résolutions par différentes méthodes, ce qui nous permettra de

faire quelques remarques et de vérifier que la solution obtenue est "bonne'.
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V.l. Validation numérique en condition de flux.

On a validé le code pour des flux égaux ou inférieurs a la conductivité a
saturation du sol considéré, et pour des temps d'apport longs (plusieurs heures).
Il nous a toutefois semblé intéressant de simuler avec des flux supérieurs,
jusqu'a la saturation, pour étudier le comportement du code dans des conditions
semblables aux premiers temps d'une irrigation localisée. Nous avons effectué
ces simulations sur les sols déja mentionnés (Sables DEK et DIERI, Loess MC#,
Silty Clay loam et le sol sur lequel ont eté effectuées les expériences de
terrain connu sous le nom de Poirson (cf. Annexe).

L'évolution des bilans de masse pour le sable DEK par exemple est
reportée sur le figure 6. L'apport est linéaire et il n'y a pas flaquage. Pour un
pas d'espace de 2 cm dans les deux directions, et avec des itérations de point
fixe, on constate que pour des flux égaux a .6 K, ou L.3 Ky, on a des
comportements trés proches et un bilan de masse dont l'erreur devient trés
rapidement inférieure a .5 %. Dans les mé&mes conditions, ABABOU obtient avec
un A z de 3 cm, une erreur de -1,4 % au bout de 16h. On peut constater (fig. 7),
sur les isocontours de teneur en eau, que l'accord avec ABABOU est trés bon et
qu'on ne trouve de différences qu'au niveau des faibles teneurs en eau
(périphérie de la zone humide). Ceci explique la différence dans les bilansde
masse.

Pour le loess MC4 (fig. 8), qui se caractérise par une conductivité a
saturation tres faible, on peut constater toute l'importance du pas d'espace. Ce
cas suggere tout l'intérét qu'il peut y avoir a disposer quelquefois d'un maillage
a pas variable, quand on travaille avec un sol ou le front d'humectation est
extrémement marqué. Il serait la trés intéressant de travailler avec un pas
relativement grand dans les zones seches et trés humides, et de descendre
jusqu'a un demi centimétre au voisinage du front d'humectation. Cela amélio-
rerait bien évidemment l'estimation des bilans lors de I'intégration discrete,
mais diminuerait aussi sensiblement la diffusion numérique due au calcul des
conductivités internodales. On remarquera (fig. 9) sur les isocontours la légere
différence entre les deux cas, et surtout la forme caractéristique de l'erreur,
telle que nous I'avons montrée dans la premiere partie, a savoir une diffusion
au niveau du front quand Az augmente et un retard dans la zone plus humide.

Pour le sol Poirson, les simulations faites a flux faible (.6KS et Ks)
donnent de bons bilans de masse. On peut remarquer une erreur systématique-

ment positive ou négative, selon qu'on linéarise ou qu'on itére (fig. 10).
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V.2. Validation sous charge

En condition de charge a la surface, nous avons préféré comparer nos
résultats a d'autres méthodes d'intégration, plutét que d'utiliser une solution
analytique obtenue par Wooding et déja utilisée par Brandt et al.. Le probléme
traité est donc celui de la tranchée filtrante pour lequel existe de nombreuses
solutions utilisant diverses méthodes de résolutions. Le domaine est représenté
ainsi que les conditions aux limites sur la figure 11. Le sol utilisé est le Silty
Clay loam déja mentionné. ZYVOLOSKY et al. (1976) utilisent I'équation de
Fokker en discrétisant en éléments finis triangulaires. Le systeme différentiel
est intégré par un schéma de Cranck-Nicholson, avec itérations de point fixe.
FIRDAOUS et al. (1983) utilisent différentes versions de la méthode ADI et
mettent en évidence l'effet du pas d'espace sur la solution. SELIM et KIRKHAM
(1979) utilisent aussi une méthode ADI ; CAUSSADE et al. (1979), apres
utilisation de la transformée de Kirchoff, proposent une méthode itérative de
résolution dite ALNL (Alternative, linear non-linear) qui consiste a calculer
d'abord la solution du probléeme linéarisé, puis & calculer par une itération de
type point fixe, le vecteur résidu a rajouter.

La figure 12 présente les isocontours de teneur en eau & t = 50mn.

On peut constater que l'on a un relativement bon accord entre la
solution obtenue par éléments finis et la ndtre. Par contre, la solution ADI de
Firdaouss differe par un écart grandissant entre les isohyétes 3 45, 40 et 21 %
et celles calculées par les deux autres méthodes. Notamment, la position de la
frontiere de la zone humide est sous estimée de 5 cm sur l'axe de symétrie.

La méthode ALNL de Caussade prédit des profondeurs sur l'axe de
symétrie tout a fait semblables & celles de Firdaouss, mais diffuse énormément
plus latéralement et ressemble en cela a la méthode d'éléments finis ou a
notre code (fig. 13). On voit donc qu'en utilisant quatre méthodes numériques
différentes sur cet exemple relativement simple, on obtient des champs
d'humidité qui présentent des différences sensibles.

Il est regrettable que les différents auteurs ne fournissent pas les
quantités d'eau infiltrées au cours du temps. On aurait pu alors un peu mieux
juger de l'effet de telle ou telle méthode. On peut toutefois remarquer que
comme pour les infiltrations sur sables précédemment décrites, la méthode ADI
fournit les plus faibles profondeurs atteintes par une teneur en eau donnée.
Autant qu'on puisse en juger au vu des isohyeétes, il semble qu'en condition de
charge, la méthode ADI soit celle qui "infiltre le moins d'eau". On pourra aussi
remarquer que le comportement de notre intégration avec un schéma implicite,
semble &tre cohérent par rapport aux résultas de Zyvolosky qui utilise un
schéma de C.N.. En effet, notre simulation fait apparaltre un "retard" de
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I'isohyéte humide par rapport a C.N. et une avance de l'isothyéte la plus séche
ce qui est tout a fait en accord avec nos déductions de la premiére partie.

Les résultats fournis par notre code sont donc tout a fait semblables a
ceux obtenus par d'autres méthodes. Le schéma que nous utilisons ayant fait ses
preuves dans sa version monodimensionnelle, nous en concluons qu'il donne des
résultats corrects en conditions de Dirichlet. A titre de vérification supplémen-
taire, on a porté sur la figure 14 les quantités cumulées infiltrées pour nos
deux codes (éléments finis, différences finies). On peut constater la régularité
des courbes Icum(t) et leur proximité. Ceci donne a penser que les deux
programmes fournissent une solution "exacte". L'écart entre les deux courbes
est d0 au fait que la pondération arithmétique, implicitement mise en oeuvre
dans les e::ments finis surestime la conductivité et donc a tendance a

légérement surestimer les quantités infiltrées. L'écart entre les deux méthodes

se stabilise au cours du temps.

VL. PROPOSITION DE DEUX NOUVELLES METHODES DE TRAITEMENT DE
LA CONDITION A LA LIMITE EN SURFACE, POUR LE PROBLEME DE

L'IRRIGATION LOCALISEE
Comme on I'a souligné dans l'introduction du (II) et dans I'établissement

des équations, un des problémes important de la modélisation de I'irrigation
localisée réside dans le traitement de la condition a la surface, c'est-a-dire
dans le calcul du flux résiduel que l'on doit imposer a la périphérie de la zone
saturée pour assurer l'équilibrage du bilan de masse.

Tous les auteurs jusqu'a présent calculaient ce flux au moyen des

formules : (cf. Etablissement des équations).

(-preb = (DGL- D Ev) /5«‘5

£
St

Dout = )~ K T -5
Lt v

L . I N
et soulignaient les erreurs commises en calculant ? par une formule discrete

décentrée.
Nous présentons ci-aprés les résultats de quelques essais numériques

permettant d'éclairer ce probleme et de quantifier quelque peu l'erreur

commise.
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IV.l. Quantification de l'erreur d'estimation du flux par un

schéma décentré

Les expérimentations numériques conduites sur Yolo light Clay, et Sable
de Grenoble, ont pour objet la mise en évidence de la sensibilité de l'erreur au
type de sol et au pas d'espace utilisé dans la discrétisation. Pour cela, on a
simulé des infiltrations a 1-D en conditions de flux et de charge. Pour chacune
d'elles, la quantité d'eau infiltrée est calculée par intégration du profil (ou
obtenue directement en fonction du flux appliqué), et par intégration du flux a

la surface au cours du temps.

On note :
ba &
_ - Biae)d ) b
Qf,,; (t) j) (3:t) e Q;Lux (¢) - "'{smf (_% _.)Low

Ces quantités sont approchées par :

N
QPN# “:) X Z;‘ Hl+9 A‘}’ Q}&.«,( (.(:)/
(=1

283

VI.1.1.Sable de Grenoble
On a porté sur la figure 15 la quantité R en fonction du temps définie

par :
Qprof (t) - Qprof (t - dt)

Qfrux M - Qpuy (- dt)

R =

Les flux ont été calculés par une formule décentrée a 2 et 3 3 points.
*
prof (t) = flux * t.

On peut constater que pour l'infiltration sous charge, les formules

I

Pour les simulations effectuées sous flux Q

décentrées a 2 et 3 points donnent trés vite (12mn environ) le méme gradient
et donc le méme flux. Le profil de charge est donc linéaire au voisinage de la
surface. On peut penser que c'est un comportement que l'on retrouvera tres vite
sur tout sol doté d'une conductivité hydrique "suffisante". On s'apercoit alors
que le débit calculé par estimation du flux n'est pas bon et présente une erreur
s'atténua  trés lentement avec le temps. Il est certain que l'erreur serait

différente si on changeait I'emplacement des points de discrétisation, mais on

\ }i » (-Sﬂ,mﬁ,-ﬁj

)4
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ne dispose d'aucune regle pour effectuer ceci ; ie & quel moment doit-on
changer les points utilisés dans le calcul de la formule trois points. On peut
donc constater que méme sur du sable ou les profils de charge ne présentent
pas de variations brutales, l'utilisation de formules décentrées présente de
sérieures limitations. On présente sur le méme graphe ce qui se passe en
cendition de flux, ceci pour avoir des profils de charges plus doux. On peut
constater que la aussi on a des estimations tout a fait variables du flux entrant,

jusqu'a ce que les premiers noeuds aient atteint un état quasi-stable (ie.

grad v I, et K . = Q).

VL1.2. Yolo-light Clay
Pour le Yolo-light Clay, qui de part sa conductivité faible s'apparente a

ur: sol tel le loess MC#4, on a conduit les simulations avec un pas d'espace de |
cm et un t=60s.Sion ne s'intéresse pas a la premiere partie de la courbe
(hors échelle, qui correspond a la rupture de I'équilibre) (fig. 16), il apparait
que, au bout de 2h30, l'erreur instantanée est encore de l'ordre de 10 %. Il est
intéressant de constater que l'erreur due a la formule 3 points est supérieure
celle due a la formule deux points, du moins pendant les premiéres heures
(Soulignons qu'une irrigation localisée dure environ 6h a + 2h). Ces erreurs de
signes opposés expliquent les résultats différents obtenus aux forts débits sur le
Gilat-loam par Bresler d'une part et Hillel d'autre part, quant a I'extension de
la zone saturée.

On a recalculé les débits sur les mémes simulations en faisant
I'hypotheése que le pas d'espace est de 2 cm (c'est-a-dire qu'on utilise les noeuds
I, 3, 5). On se trouve alors dans des conditions similaires aux simulations
d'Ababou et de Bresler pour le A z. On s'apergoit alors qu'au bout de 4h de
simulation, I'erreur instantanée quant au débit est encore de 12 %. c'est-a-dire
que sur un sol a faible conductivité, et en utilisant 1'équation de Richards, il
faudrait utiliser des pas d'espace extrémement petit au voisinage de la surface

pour obtenir une estimation acceptable des débits. Ceci étant, il resterait

encore le probléme du choix des noeuds, utilisés pour le calcul de 2H
quand le front d'humectation pénetre de plus en plus profondément.“f)n a
montré que méme sur un sable l'erreur commise en régime quasi-asymptotique
peut étre non négligeable.

Il faut toutefois un peu tempérer ces conclusions pessimistes dans le cas
ou on utilise l'équation de Kirchoff. Les gradients moins importants de la
variable intégrale permettant des erreurs de troncature plus faibles pour les

formules décentrées. Les erreurs en bilan des modeles d'Ababou et de Bresler



sont malgré tout importantes, et peuvent atteindre 10 % sur sol & faible
conductivité et 8 % sur du sable pour Levin (1979) utilisant le programme de
Bresler.

Il apparait donc que si on modélise les transferts en irrigation localisée
avec l'équation de Richards, il est impératif et absolument nécessaire

d'imaginer un autre mode de traitement des conditions aux limites en surface.

VI.2. Premiére méthode

L'idée générale qui prévaut dans les deux méthodes est d'utiliser des
variables plus globales que la pression estimée en certains noeuds. On se
rapproche un peu par ce cbdté la de la nature intégrale de la variable de
Kirchoff. On évite ainsi de prendre en compte a la fois des erreurs locales dues
a l'intégration et on récupére aussi le bon accord général constaté sur les

simulations en conditions de flux et de charge.

VI.2.1. L'algorithme

On se place dans la situation générale décrite sur la figure 4% .

On définit les variables suivantes :

n le domaine total qui peut &tre a frontiéres mobiles
AIF une courbe dans ) , qui sera définie ensuite
w un sous domaine de f1, de frontiére 3w définie par :

W =79 Fulo, Rsat] v [0, ZF] 5 Zp désignant l'intersection de J F et de la

frontiére verticale de (Ll située sur l'axe de symétrie.

f : le champ de gradient de potentiel : f = -K(¢) . gFSd H
e : désigne classiquement la teneur en eau en tout point du domaine.

On écrit la loi de conservation de masse pourtout petit domaine

élémentaire inclus dans w , c'est-a-dire :

<P

d® - _dir(f) o> d® =_ kv ok



d'ou jgw = -j dav Pk s = - d,kj ou,,;__fouu ce qui donne en utilisant le théo-
(7] [*¥] W

. . i s N
reme de la divergence : ( n : normale extérieure a w2 )

qu.fm = 'F" 2 Jdr En utilisant la description de 3w, on obtient :

w 9“\‘

(V)

. N . L . - I
JdB:_MJfomdf:_di f.,n,o{f-t—ou t:kdV+ 0
dw - ):D,ﬂ,]
le dernier terme nul étant dd au flux nul a travers [O, Zf]

~

dl

AdY

"“.&‘

ou
5o
dj;[ f;bd{—_—_ dp + dit
° w IF
soit encore

ls—q - —
J J0de = | 48, j F.idr
IF
Cette formule exprime donc que, si on est capable d'estimer la variation
de teneur en eau sur w ie : | 48/t ,et si on sait calculer le flux a travers ¢ F
ie : J:F,.E dY »alors on pourrauestimer le debit a travers la zone saturée et donc

F

le flux résiduel.

Les principaux problemes dans cet algorithme sont la définition de 3 F et
le calcul de _;’.Edr‘ . En effet, il faut que § F définisse un domaine w ou la
fonction B(x, za,rt) ne présente pas de gradients trop forts pour que l'intégration
discrete soit bonne et parallélement passe dans une zone du champ de teneur
en eau "optimale" du point de vue du calcul des flux. On a le choix entre une
définition basée sur une valeur du potentiel ou sur la présence d'un gradient. Il
est apparu plus facile de satisfaire les deux conditions énoncées en utilisant un

F basé sur la valeur du potentiel. C'est aussi plus pratique et facile d'implan-
tation. Notons de plus qu'un essai préliminaire, en condition de charge et i une
dimension permet de déterminer facilement pour un sol donné le potentiel a
utiliser.

On pose donc a un temps t fixé :

Ly = { toa) | o) < Yo | }



On a alors l'approximation

— )
e = L cu.:e‘-u,(d,” . 'v{l"
« G Lyar

ou  Ahela () - Ltel’o-(éa}] t-LL"F"'(‘IHJ e

et V‘L,J le volume associé¢ au noeud (i, j) en fonction de la symétrie.

La courbe 3 F, quant a elle, est approchée par une ligne brisée,
constituée par les bords des cellules définies par la discrétisation. Cela ne pose
pas de probleme car le théoréme de la divergence ne nécessite pas la
régularité de 9 F partout, mais seulement que 3 F soit réguliére par morceaux.

On peut donc tout a fait approcher F par une ligne brisée et conserver
la formule établie.

Le calcul du flux a travers celle-ci s'effectue selon I'algorithme suivant :

a) calcul du flux horizontal sur le premier noeud (Cf,&?):(w-l; i)

b) on pose (Lﬁ,di)_—(cf,)fu)

1) Si (L‘P,3£) ¢ L. « ) calculer le flux horizontal

ﬂ) retourner en b

DS (hal) ¢ Taar €0 on pose (<hat) - (d-11s?)

B) si if <0 aller en : ¢)

¥) si (cfyf) e Ioat Alors :
-Calculer le flux vertical sur [dl+t, jf-1)
-Calculer le flux horizontal sur (4. ¢¢)
-Retour a b)

§) si (Jiyf) ¢ Lack Alors :
-Calculer le flux vertical sur (f+1,4f-1)
-On pose (f.d) = (f.4f-1)

-Retour a b)
c) sortie, fin du calcul.

L'algorithme ainsi défini, construit la frontiére en partant de la surface
et calcule en méme temps les flux. On remarquera qu'il évite de créer des
morgeaux de frontiére dont la normale extérieure soit orientée vers le haut. On

peut donc s'éloigner quelque peu de la courbe 9 F, telle qu'on I'a définie.
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La figure 17 présente une isohyéte (d F) qui est classiquement obtenue
sur un sol ou la convection est importante. Si, on se place dans le cas inverse,
on obtiendra plutdt la configuration du schéma (fig. 18).

Les erreurs commises dans cet algorithme sont dues au calcul des flux, et
a l'estimation explicite de la variation de teneur en eau. En ce qui concerne les
flux, on peut penser que l'erreur est faible du fait qu'on utilise une formule
centrée et qu'on se trouve dans une zone ol I'hypothése de linéarité du champ
de potentiel, sur une petite distance, est assez bien vérifiée. Soulignons que les
conductivités utilisées pour calculer les flux sont plus faibles qu'elles ne
devraient I'étre, ceci étant di au caractére explicite de l'algorithme. Les
variations de teneur en eau sont plus importantes que les variations réelles
étant donné qu'on tend assymptotiquement vers un état d'équilibre. On peut

imaginer deux processus pour pallier ces inconvénients.

a) Une itération de type point fixe permettant sucessivement
d'améliorer l'estimation des conductivités et la variation de € dans w, puis de
résoudre le probléme au moyen de ces nouvelles estimations.

b) Des extrapolations de type AL—Aitken, paraboliques ou linéaires,

par calculer la variation de & et les conductivités.

En fait, nous avons choisi, pour éviter tout probléme d'amplification

d'erreur et de stabilité, de nous limiter & la version de base de Il'algorithme.

VI.2.2. Résultats numériques

Pour s'assurer du bon fonctionnement de l'algorithme, on a tout d'abord
simulé sur un sable et sur le sol de Poirson, une infiltration sous flux, de
surface d'apport fixée, permettant de vérifier que I'estimation du flux a travers
la surface était bonne.

On définit les trois quantités suivantes :

‘\&M‘ = Db % dE (deb : debit a travers la surface d'apport)

A

de J ol,BlJ,l{))dldg_

w

ol

Vg sthe | Qeidr 2o K(¥) grd u

dw



Vo ¢ dB
Vapn

approximation du volume d'eau ayant traversé la surface du sol et par

On pose alors R = ) T/—r' + de constituant une

conséquent permettant d'obtenir une estimation du débit.

Dans le cas du sable DEK, le potentiel définissant la frontiere Jw a été
choisi égal a -15 cm. Cette valeur garantit la vérification des hypothéses
posées dans la discussion théorique. On a alors une estimation qui n'est jamais
plus mauvaise que 0.5 %, c'est-a-dire un R inclus dans [.995, 1.l

Dans le cas du sol Poirson, le potentiel de la frontiére a été choisi a
-5 cm. L'existence de trés forts gradients et de variations brutales de la
conductivité avec la pression impose de se situer dans une zone ou l'on puisse
s'assurer que ces deux limitations soient inexistantes ou bien amorties. On
obtient 1a aussi une erreur locale (ie. sur un pas de temps) inférieure & 0.5 %.

On peut remarquer que si dw définit un domaine ol les noeuds sont en

régime permanent, on a :

(o]

On peut donc calculer le flux a travers la zone saturée, en utilisant une

frontiére interne au domaine Ll et donc permettant une bonne approximation

(centrée) de Q.

Résultats en Irrigation localisée

L'irrigation localisée sur du sable ne posant pas de problémes, on a testé
la méthode sur le sol Poirson.

L'algorithme d'extension de la zone saturée ne pose pas de problémes.

Le seul critere que nous ayons pour tester la validité du processus est le
bilan de masse.

Avec un potentiel kf/ow.. , définissantdw , égal a -5 cm, on a un bilan de
masse €quilibré a moins de 1 %, aprés 4h d'irrigation. On a remarqué que

I'erreur en bilan est d'autant plus petite que‘-l’d“tend vers zéro.



Cet algorithme constitue donc une méthode efficace et précise de
simulation des transferts en irrigation localisée, basés sur I'équation de
Richards. Le calcul des flux a travers une frontiére intérieure a <l permet de
s'affranchir de l'utilisation de formules décentrées et permet de suivre

automatiquement le développement de la zone & potentiel trés faible sous le

goutteur.

VI.3. Deuxieme meéthode

Cette méthode reprend une partie des idées de la précédente. On
n'utilise plus w mais £l tout entier. On fait ['hypothése qu'a part la partie
constituée par la surface du sol, le restant de la frontiere admet des conditions
de flux nul. On pourra généraliser a la présence de remontées capillaires.
L'idée complémentaire repose sur l'utilisation de la validation des résultats
fournis par le code a la fois en conditions de charge et de flux.

Supposons que l'on se trouve dans la situation générale suivante ou l'on
dispose d'une zone saturée d'un flux résiduel et d'un bilan de masse équilibré.
La question qui se pose est alors I'estimation du flux résiduel a utiliser pour le
pas de temps suivant. L'idée est la suivante :

- Si le schéma d'intégration est performant et le flux résiduel
correct, on doit équilibrer le bilan de masse (on peut rapprocher cette idée de
celle qui consiste a calculer par intégration du profil d'humidité l'eau entrée

lors d'une pluie dépassant l'infiltrabilité, pour en déduire le ruissellement).

VI.3.1. Formulation du probléme

Quel que soit le flux résiduel Q, on lui associe, a travers les opérateurs
différentiels et aux limites définissant le probléme, le champ de teneur en eau
@ (x, z). Les conditions initiales et aux limites étant fixées, on a unicité de la

solution (cf. IL.3.2.1.).
Considérons les applications définies par :

f: Q—————D-e()"é}

F: Q——§ ;Je(u)ob.o

£

L'injectivité de f sur un voisinage de Q découle de I'unicité de la

solution.



On peut raisonablement, méme si ce n'est pas démontré ici, supposer
l'injectivité de F sur un voisinage de Q (peut étre plus petit)

On pose Q: le flux a appliquer pour boucler le bilan de masse. On a

alors
F {Q‘;) = 6: =t #Deb
Si on définit G par :
Cr’ Q B -8* alors C,.(Qf).:o
Tk "

et ona G (Qe) = j B(wj dus -B:
n
(On abandonne l'indice t)
L'injectivité de F assure celle de G et donc l'unicité de la solution Q* de
I'équation G (Q*) = O.
Quelles sont les caractéristiques de G sur un voisinage de Q* ?

B lw‘)dw>J B, (w)olw
Lu EeA

Il est évident que si @, >Q, alors J

et on peut donc supposer que G est monotone croissante sur un voisinage de Q .

Considérons le cas particulier ou on impose Q = O, on a alors :

*
G!O):j B (w)ohw - 8" ¢o
fo)
De méme, si on augmente suffisamment le flux, on va arriver a la
saturation et a une quantité d'eau infiltrée maximale sur un pas de temps, si on
ne change pas la taille de la zone saturée. Donc, si on se place sur l'inter-

valle [0, Q__.], la fonction G prendra une des allures suivantes :

sat

b (r

] o

v

Glo)

Q¥ Qoat Q QF qu

Gl
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Restons dans I'hypothése olt on a une zone saturée qui ne change pas au

*
cours du pas de temps. Pour chercher Q par un algorithme de type tangente ou
sécante, il faut deux estimations de la racine et si possible I'encadrant pour ne

pas sortir du domaine d'attraction de celle-ci. On a le choix entre plusieurs

estimateurs :

& ) Le flux résiduel précédent (Qp), dont on sait qu'il est inférieur a la
solution recherchée, puisque I'infiltrabilité diminue 3 travers la zone saturée.
) On peut estimer par une loi en l/ﬁ, la décroissance de l'infiltrabi-

lité a travers la zone saturée et ainsi en déduire un flux résiduel. On sait bien
que la loi en l/a{—t' n'est pas tres adaptée au cas multi-dimensionnel, mais elle
suffit a notre algorithme. Le flux résiduel fourm sera supérieur a (Q ), mais on

ne sait rien de sa position par rapport 3 Q On le note Q

VI.3.2. Convergence et divergence de l'algorithme de recherche de

zéro. Saut de maille saturée

Si on démarre l'algorithme avec les deux estimateurs définis ci-dessus,
on peut distinguer deux situations générales.
Si G_ et G des1gnent les valeurs de G pour les flux Q et Q xir On @

les deux p0551b111tes :

Gy * Gy € O

G, * Gy > O

a) Si Gp * Ge t< O, on a un encadrement de la racine et on n'a pas a
craindre un saut de maille saturée au cours du temps sous hypothése que

qﬂ-?“’ (cf. figures ( « ) et (B)). On peut faire la méthode de la sécante.

b) Si G_ * Gex > O, on a plusieurs situations possibles.

bl) Soit on retrouve un encadrement au bout d'une itération (cela
dépend de la concavité de la courbe G(Q)) et moyennant I'hypothése faite en a)
( Y <o ), on peut faire la méthode de la sécante (fig. ( 7; )).

b2) Soit on ne récupére pas d'encadrement, ce qui ne signifie pas
que le processus est divergent, mais on doit s'assurer a chaque pas que la
méthode converge, ie que la zone saturée ne change pas de taille (cf. fig¥y ).

b3) S'il y a divergence (cf. fig. (§) et (£)) on décrit plus loin ce qui

se passe lors du changement de taille de la zone saturée.



La méthode de la sécante a été légerement modifiée de fagcon & toujours
encadrer la racine quand cela est possible et a tester la convergence quand cela
est nécessaire

L'algorithme général de traitement comporte deux phases. Une phase
initiale ol on détermine éventuellement la zone saturée si elle existe (débit
important sur sol ayant une faible infiltrabilité). Une partie générale
effectuant l'algorithme de la sécante et qui traite l'agrandissement de la zone
saturée.

Le test d'agrandissement n'est mis en jeu que si la résolution fait
apparaltre une charge positive ou nulle au premier noeud non saturé en
surface.

a) Si cela arrive avec QP’ on change la zone et on résoud avec un flux
approprié sur le nouveau noeud, non sature.

b) Si cela arrive avec Qext’ alors on fait la sécante une fois et on
teste le flux fourni Q3 par rapport a Qext'

o) Si Q3 > Qey? ON change la zone saturée

) Si Q3 % Qext’ on retourne en b) (cf. figure (4))
G ¢
Qe @3 Qeat
Qs < Qest . wonitrgt - /;——E]‘S__.G
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VI.3.3. Résultats numériques

On a déja présenté (page et suivantes) une sortie du modéle pour
le sable DEK en symétrie plane pour un débit de 1,5 Lhim™, On a pu
censtater pour ce cas ou il n'y a pas flaquage le bon accord avec le modele
d'Ababou. Pour le cas ou il y a flaquage, le seul élément de comparaison que
nous ayons est constitué par le modéle d'Ababou et ses résultats sur le loess
MC4. On a donc simulé pour ce sol 13 I'apport d'eau én ligne et ponctuel pour
diiférents débits. Nous travaillons donc avec la variable potentiel, tandis que
les résultats fournis par le modéle d'Ababou utilisent la variable de Kirchoff.

Le tableau ci-dessous présente les Rsat obtenus avec les deux modéles et
les bilans de masse respectifs. On présente par ailleurs quelques comparaisons
des champs d'humidités fig. 19-20). On pourra remarquer sur les différentes
figures que la méthode ADI semble sous estimer systématiquement I'approfon-
dissement du bulbe, phénomeéne déja constaté lors de la simulation de la

tranchée filtrante.

.5 1.h m! 1.5 1.h™ ' 7] 3.0 1.0 7] s s 17| 3.0 1nT

19h45 20h20 11h45 17h40 15h 13h40

Rsat 2 cm 23 ¢cm 47.5 cm 18 cm 39 cm 58 cm
Rsat Ababou 1.5 cm 20 cm 46.25 cm 16.25 cm 36 cm 53 cm
Bil‘_‘msecamte .001 & .001 g .001 g .001 3 .001 & .001 s
divergence £1 % {13 {1 s <1 3 <1 3 {1 %
Bilan Ababou -3.5 & -5.6 % -9,8 % -3 % -6,2 % -8,6 &




CONCLUSIONS
Nous avons montré lors de l'établissement des équations comment on

pouvait considérer le probleme du déplacement de R__, au cours du temps,

comme un probléme de Stefan et que par conséquent la sélution ne pouvait, en
toute rigueur, étre obtenue qu'en mettant en oeuvre une méthode itérative
dont l'une des solutions (outre le champ de potentiel) serait la position de
Rsat' On a donc introduit l'algorithme habituel comme un paliatif et en aucun
cas comme résultant du phénomeéne. Il est purement lié a la discrétisation des
équations et consiste en quelque sorte a obtenir une approximation discréte du
déplacement de la frontiere. La fonction continue Rsat(t) est approchée par
une fonction en escalier. Ceci est d'ailleurs assez bien illustré par la figure éb,

page 93) (ABABOU, 1981) ou on distingue nettement les paliers de la fonction

Rsat(t) en escalier (ie rendue par le modele).

Il est apparu que quelle que soit la méthode qu'on utilise, on n'échappe
pas a l'estimation des flux a la surface a travers la zone saturée. La variable de
Kirchoff, malgré ses gradients doux, peut conduire a des biais sur les bilans de
masse, comme on l'a relevé dans quelques articles. Une étude sur deux sols
(Sable et Argile) 3 une dimension et avec I'équation de Richards a permis de
montrer qu'avec la variable potentiel et mé&me sur du sable ou les gradients
sont faibles, on pouvait encore obtenir des erreurs importantes sur l'estimation
des débits.

Aprés avoir longuement validé le code sur différents sols et en différents
modes de fonctionnement, nous avons proposé deux nouvelles méthodes de
traitement de la condition a la surface, basées sur des quantités plus globales
que la pression en un point et de ce fait moins sensibles aux erreurs locales. De
plus, on s'affranchit de l'utilisation de formules discretes décentrées.

On a pu remarquer qu'il y avait "convergence" de la méthode basée sur le
théoreme de la divergence vers celle utilisant la sécante, quand on faisait
tendre Wy vers zéro. Le terme "convergence" recouvre ici :

- la convergence des estimations des débits a travers la zone saturée, et
par conséquent celle des flux résiduels,

- la convergence des bilans de masse,

- la convergence des champs d'humidite.

Les surfaces saturées, obtenues par les deux méthodes ont toujours été
égales et les écarts sur les champs de pression jamais supérieurs a quelques

millibars, au voisinage des zones a forts gradients.



Ces résultats numériques montrent donc que les deux méthodes mises au
point sont plus efficaces que celles habituellement utilisées.

On a de plus I'énorme avantage de travailler avec I'équation de Richards,
ce qui évite d'avoir a passer a l'équation de Kirchoff et donc de devoir faire
une tabulation de U(¥)( U : variable de Kirchoff : L) - J K’(W}Jﬁl’) ou un
ajustement exponentiel de K(¢/). Des essais que nous av1ons conduits a une
dimension montraient qu'il est nécessaire de tabuler finement T(<) pour
avoir une précision acceptable.

On peut affirmer qu'on dispose donc d'un modéle apte & travailler avec

I'équation de Richards, et présentant une trés bonne résolution des problémes &

la limite en surface.



CHAPITRE I 11

PASSAGE DU MODELE AU TERRAIN

INTRODUCTION

On ne saurait nier que l'objectif principal, fondamental et final d'un
modéle est la prévision, méme si on lui reconnait généralement d'autres
utilisations. Un modele numérique de transferts d'eau ne doit pas se limiter au
rdle de I'étude de l'influence de divers parametres, aussi bien physiques que
numériques, sans se confronter a la réalité du terrain. C'est dans la recherche
d'explications aux désaccords plus ou moins prononcés que l'on ne saurait
manquer de constater, que prennent source les idées qui permettront de mieux
restituer la réalité et ainsi de mieux prédire.

Dans le domaine des transferts en milieu sol, on a souvent tendance a
utiliser les équations des milieux poreux, en oubliant toutes les hypothéses qui
ont du &tre posées pour leur établissement. Les notions d'homogénéité, de
validité de la loi de DARCY, d'écoulement monophasique, etc... ne sont jamais
qu'approchées. De plus, on peut facilement imaginer que les propriétés
ci-dessus ne sont pas forcément des propriétés intrinseques du milieu, mais
dépendent en fait plutdt de la dynamique du phénomene. Tout milieu naturel
peut &tre considéré comme approchant suffisamment bien les hypotheses, tant
qu'on respecte une dynamique de l'eau appropriée. Par exemple, un sol
présentant une porosité structurale non négligeable va "fonctionner" comme un
sol DARCIEN, en régime évaporatif ou sous un apport d'eau respectant l'infil-
trabilité de la matrice et ne sera plus du tout en accord avec les hypotheses
dés que l'eau utilisera, de fagon importante, les chemins d'écoulement préfé-
rentiels offerts par la porosité structurale (Ecoulement non laminaire, non
capillaire, etc...). La limite entre les deux types de fonctionnement n'est bien
entendu pas possible a fixer. La question qui se pose plutdt et qui conditionne
'utilisation des modeéles "poreux" est :

Quels sont les "régimes hydrodynamiques" admissibles pour ne pas donner
trop d'importance aux hétérogénéités ?

La réponse a cette question conditionne l'utilisation "positive" que I'on

peut faire d'un modéle utilisant les équations des milieux poreux.



Dans notre cas, il nous a semblé absolument nécessaire de tenter de
comparer les prévisions et la réalité. A l'inverse de la quasi totalité des tenta-
tives existantes, on s'est placé sur un sol (cf. discussion plus loin) ne satisfai-
sant pas toutes les hypothéses et pouvant se révéler hydrodynamiquement
hétérogene dans certaines situations. II ne s'agit pas dans notre esprit
d'effectuer un calage au sens habituel (optimisation non linéaire), puisqu'en
fait ceci ne sert pas a grand chose dans une optique agronomique, le travail
étant entierement a refaire a quelques meétres du site étudié. (Portée des
caractéristiques hydrodynamiques). Bien plus, en l'absence de structure spatiale
(au sens géostatistique), il sera impossible d'utiliser des calages faits en
différents points pour interpoller. Soulignons aussi qu'en I'état actuel des
possibilités d'acquisition des caractéristiques hydrodynamiques, il semble
utopique de vouloir se lancer dans celles-ci, a I'échelle d'une parcelle. Il existe
aussi une autre limitation qui réside, elle, dans le colt des calculs a effectuer
pour réaliser une simulation stochastique. Les tirages aléatoires dans des
distributions de parametres (conductivité, courbe de pF) conduisent, pour
pouvoir estimer les sorties statistiques classiques a un nombre impressionnant
de simulations, qui si elles sont "envisageables" dans le cadre monodimension-
nel deviennent prohibitives & 2.D. Certains auteurs ont tenté de rendre compte
de la variabilité spatiale a travers un parametre (facteur d'échelle) ce qui
allege un tant soit peu les calculs.

Il nous semble en outre que dans la mesure ou l'on s'intéresse a un
phénomene physique caractérisé par des "contraintes" externes importantes, et
par une durée de "fonctionnement critique" relativement courte, il peut exister
a Il'échelle d'une parcelle des caractéristiques du profil qui auront une
importance telle sur ['écoulement, que les différences pouvant étre induites par
la variabilité spatiale vont étre complétement amorties, voire annihilées. Par
exemple, la présence d'une couche relativement peu perméable, sous-jacente a
la couche travaillée, annule facilement les effets induits par des variations de
conductivité d'une puissance de 10 dans la couche du dessus.

Dans une optique d'application agronomique du modele, on peut se
demander s'il n'existe pas des facteurs a prendre en compte, quelquefois bien
plus importants que la variabilité spatiale. Il est indéniable que par exemple la
formation de crofites, I'effondrement, le gonflement de la phase argileuse, sont
autant de phénomenes qui vont agir de facon importante sur la distribution de
I'eau. On touche la a une approche de la variabilité temporelle des
caractéristiques hydrodynamiques des couches de surface entre autre.
Rappelons que JURY, par exemple, constate une diminution de la conductivité

au cours d'une saison d'irrigation.



I. PROTOCOLE EXPERIMENTAL ET MESURES

Les expériences de terrain ont été conduites sur une parcelle du domaine
St Paul de I'INRA 3 Montfavet. On trouvera, en annexe, les caractéristiques du

scl (granulométrie).

L.I.  Description du dispositif

Il consiste en une rampe de 70 métres, réguliérement équipée de
2L goutteurs, ayant un débit nominal de 4 I/h. L'espacement entre ceux-ci est
denc légerement inférieur & 3 meétres. On a pu vérifier a posteriori la
nen-interaction entre bulbes.

Le dispositif est équipé de cing tubes d'acces pour sondes neutrons-
gamma, régulierement espacés, destinés a la mesure des humidités initiales et
densités. Ils sont légérement décalés par rapport a la rampe, pour éviter tout

écoulement le long de ceux-ci.

I.2. Apports d'eau
Pour des raisons climatiques, les 24 bulbes n'ont pu étre traités simulta-

nément. Ils sont répartis en deux groupes. On verra par la suite les avantages
et les inconvénients pouvant résulter de cette contrainte expérimentale.
De méme, en ce qui concerne les apports d'eau, il a été impossible de
respecter une stricte monotypie. La aussi, on peut tirer avantage de cette
situation. On trouvera dans le tableau (1) les cycles d'irrigation effectifs, et les
débits contrdlés. On pourra constater qu'on a essayé de rester le plus prés

possible d'un rythme "agronomique", 4h irrigation, 20 a 2¢h de redistribution.

I.3. Mesures de densité

On a effectué avant la mise en route de I'expérimentation des mesures
de densité sur les tubes d'accés et avec des anneaux de prélévement sur un
bulbe expérimental établi & quelques métres. Celui-ci ayant été ouvert jusqu'a
1,30 m, on a pu faire des prélévements pour la mesure de I'humidité et
constater visuellement qu'il avait une forme relativement réguliére et assez
symétrique.

On présente (figure 3.1) les différents profils de densité séche obtenus
sur les tubes d'accés.

Ils font apparaitre, globalement, deux couches de densité moyennes
différentes, avec un interface aux environs de 30 & 40 cm, correspondant & un
fond de travail du sol. En faisant I'hnypothese que correspondent a ces deux
couches des horizons de caractéristiques hydrodynamiques différentes, on a tenu
compte de leur présence dans les mesures ultérieures et dans I'acquisition des

caractéristiques hydrodynamiques nécessaires & la modélisation.
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Numeros KS Cycle d'irrigation simulé Profi .
~1 T . Irrigation R : Redistribution ™
Gulk:s- m. hs
1,2 4, 4, 0% 2.4 3h30/ 20h/ 4h/ 18h30/ 5h/ 4h/ Sh/ 20h 1
41/h .298 I R I R I R I R
T, = 80n
LB, 9. 10 2.95 4h/ 21hd45/ 2h30/ 16h1S/ 4h/ 24h/ 4h15/ 19h15
T R T R I R I R 2
4h/ 24n/ 4h/ 12h/ 2h/ 12h/ 2h/ 6h/
41 /h .298 I R I R I R I R
Tfin = 165h
i1, 12, 13, 14, 15 2.75 4h/ 15h/ 4h15/ 24h/ 4h/ 21h/ 4h/
I R i R I R I 2
4 1/h .298 12h/ 2h/ 22h/ 2h/ 8h/
R I R I R
T_. = 122h15
fin
16,17 3.09 4h/ 24h/ Sh/ 24h/ Sh/ 4h/
I R 1 R I R . 3
4,5 1/h .298 Teip = 660
18, 19, 20 3.09 4h/ 24h/ 4h/ 24h/ Sh/ 24h/ 3h/ ah/
I R 1 R I R I R 3
1 =
4,5 1/n 298 Te,, =921
21, 4z, 23, 24 I 3.09 4h; 24h/ 1h30/ 24h/ 4h/ 6h/ |
1 R I R I R . 3
.298 T_. = 63h30
fin
Tableau 1 CARACTERISTIQUES PREMIERES SIMULATIONS
. -1 -1 =1
Site K t(emes ) K (em.h ') K (m.j )
s S s
-2
1 .363  x 10 13.09 3.14
ibis 4212 x 1072 15.16 3.64
-2
2 1.7 x 10 61.25 14.7
2bis 3411 x 1072 12.28 : 2.95
3 2.84 x 1072 102.2 24.5
4 31712 x 1072 11.4 2.75
5 3577 x 1072 12.87 3.09
Tableau 2
) -1 -1 -1
Site K (cm.s K (cm.h K (m.j )
1 S 8
e 1 e ? 1.6 .864
2 11 e? 3.95 .95
-2
3 .01 e .36 .086
Z2 .
4 34 e 12,24 2.94
-3 |
5 .34 e ! 1.24 .29

Tableau 3



Notons enfin, qu'on a relevé tout au long du transect, la présence d'une

couche plus sableuse dont le sommet oscille entre .90 et 1.0 meétre.

L.4. Mesures de conductivité

Au vu de la remarque précédente, il a été décidé d'effectuer des

mesures de conductivité a saturation pour chacun des horizons (0-30 et 30-100).
On s'est limité a cinq sites de mesures pour la couche inférieure, localisés au
voisinage des tubes d'acces. On a effectué sept mesures sur la couche de
surface. On se reportera a l'annexe pour le protocole de mesure. Les
tableaux (2) et (3) présentent les résultats obtenus pour les deux horizons.
On peut constater que pour la couche de surface, a part deux valeurs

assez éloignées des autres, les conductivités a saturation sont peu variables. La
couche sous-jacente présente quant a elle un caractére beaucoup plus dispersé.
Ces deux séries de mesures mettent assez bien en évidence l'influence

. La

at
couche de surface, travaillée et remaniée, relativement homogéne présente un

de la porosité structurale et des hétérogénéités sur la valeur du K,

KS stable, sauf accident bien marqué (trous divers). La couche du dessous
présente des résultats allant de valeurs qu'on peut penser &tre voisines de la
conductivité de la matrice jusqu'a des K, quasiment aussi élevés que pour la

zone du dessus.

L.5. Mesures effectuées sur chacun des bulbes

a) Humidité

Il était impensable de vouloir caractériser la distribution de I'eau dans
tout le bulbe, méme en se restreignant a un plan de symétrie axiale. Cela edt
représenté plus d'une centaine de mesures d'humidité par bulbe. On a donc
choisi de faire les mesures de fagon a avoir a la fois des profils de teneurs en
eau et une caractérisation de l'extension latérale du bulbe, cette derniére
étant déja importante d'un point de vue agronomique, indépendemment de la
répartition précise de l'eau dans le volume humecté.

De plus, on pensait que vu la présence d'hétérogénéités de densité et de
circulation dans le profil, il était probablement trés peu intéressant et rentable
de vouloir caractériser trés précisément tout le champ d'humidité. Les préle-
vements ont donc été faits selon le plan exposé a la figure 3-2. On y trouvera
aussi la localisation des mesures de la sonde Gamma diffusion. La mesure
gravimeétrique, telle qu'elle a été pratiquée, est entachée d'une erreur tres
faible, tant du point de vue des valeurs mesurées que de la localisation dans le
profil. De par le volume de mesure réduit, elle est plus adaptée a la définition
des limites du volume humecté que la sonde 3 neutrons, l'inconvénient étant

qu'elle fournit des profils moins lisses et plus sensibles aux micro hétérogé-

néités.
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b) Densité
L'expression en humidité volumique de la mesure gravimétrique de la
teneur en eau nécessite la connaissance de la densité séche. Celle-ci a été
mesurée de facon précise entre 25 et 50 cm, avec un pas de 3 cm, a la sonde
Gamma transmission. Sur le restant du profil [50, 100], on a utilisé les valeurs

données par la sonde Gamma-diffusion (sonde mixte gamma-neutrons).

c) Zones humides en surface

La taille des zones humides et saturées en surface étant primordiale
pour veérifier le plus ou moins bon accord avec la simulation, il a &été procédé a
des prises de vue et a des relevés manuels permettant d'obtenir ces surfaces.

Précisons enfin, que chaque bulbe était ouvert selon un plan de symétrie
axiale. Cela permettait de faire les prélévements d'humidité i la spatule et de
faire des observations visuelles sur le profil, la distribution de l'eau, la
présence d'hétérogénéités, I['écartement des tubes d'accés 3 la sonde
Gamma-transmission, etc... Les prélévements gravimétriques sur les verticales

extérieures étaient faits a la tariére au-deld de 50 cm.

IL. PRESENTATION ET ETUDE DES RESULTATS OBTENUS AU TERRAIN

II.1. Mesure de densité

La mesure de densité est, dans notre cas, importante pour deux raisons.

Elle permet bien sQr d'une part le calcul de 'humidité volumique qui est
la variable utilisée dans les modeéles, & partir des mesures pondérales, mais
surtout d'apprécier l'existence et l'emplacement de l'interface. Etant donné
I'hypothese de corrélation que nous avons faite, et qui nous semble légitime,
entre, variation des caractéristiques hydrodynamiques et variation de densité,
le profil de densité sera forcément un des facteurs explicatifs & prendre en
compte dans I'analyse des résultats et dans les choix devant &tre faits lors de
la modélisation (situation de I'interface, densité a imposer, ....).

On présente dans le tableau 4 les profils de densité observés i la sonde
Gamma-transmission, au voisinage de l'interface.

On peut remarquer sur chaque profil, de facon plus ou moins nette, sa
présence. Celle-ci est beaucoup moins marquée que dans les mesures faites
avant irrigation. On peut probablement expliquer ce lissage des profils par un
tassement du a ['apport d'eau. Sur la figure 3-3 se trouve le profil de densité
moyen. Malgré tout ce qu'une moyenne peut introduire comme lissage, on peut
y distinguer aussi, la présence de !'interface. Etant dd i un fond de travail, sa

localisation est forcément variable tout au long du transect.
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Remarquons que les coefficients de variation, présentés au tableau 5
indiquent que c'est aux alentours de 30 cm que la densité fluctue le plus, ce qui
indique bien que la position moyenne de I'interface est environ & cette
profondeur la. On peut remarquer enfin, sur les profils de densité (fig. 3-1), que
la variation d'un site a l'autre diminue avec la profondeur.

En conclusion, et en ce qui concerne la couche de surface, on peut noter
une dérive de la densité entre le début et la fin des irrigations. On passe en
moyenne a 25 cm de 1,33 & 1,44 et 3 30 cm de 1,43 a 1,47. La densité de la
deuxiéme couche n'est, quant a elle, pas affectée. On peut rapprocher cette
variation d'une variabilité temporelle des caractéristiques hydrodynamiques en
partie induite par I'irrigation.

On peut remarquer aussi une légere dérive des densités vers des valeurs
plus élevées quand on parcourt les sites par numéro d'ordre croissant. Celle-cj

s'accompagne aussi d'une plus grande variabilité.

IL.2. Mesures détaillées de zones saturées et humides en surface

On a porté dans le tableau 6 les surfaces mesurées en cm?, pour chacun
des bulbes et les rayons correspondants en cm. L'hypothese d'existence d'une
zone humide ayant la forme d'un disque est assez bien respectée, étant donné
que nous avions pris la précaution d'aplanir chaque placette devant recevoir un
goutteur. On s'est donc permis de tirer de chaque surface un rayon équivalent.

On observe une croissance de la taille des zones humides quand on se
déplace le long du transect (numéros croissants). Celle-ci s'accompagne d'une
croissance plus faible des zones saturées. Il s'en suit bien évidemment une
augmentation tres nette de la surface de "diffusion". Si on imagine que l'aug-
mentation de densité est liée 3 une diminution de la porosité structurale, et
notamment celle constituée de fissures, on peut aisément en déduire que le
processus de diffusion latérale se fera dans des conditions bien plus favorables
(augmentation des surfaces de contact et des connexions). On peut faire la un
parallele avec l'augmentation du coefficient de diffusion d'un sel dans un
milieu poreux, lorsque la densité de celui-ci augmente jusqu'a un certain
niveau. L'augmentation de densité de la couche de surface entrainant une
modification de ses caractéristiques hydrodynamiques, il semble logique de
chercher une corrélation entre densité moyenne de la couche de surface et

rayon de la couronne de diffusion. Le coefficient de détermination r? s'éléve i

0,6.
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Si on fait I'hypothese d'un régime asymptotique établi A la surface du
sol, (ce qui est certainement trés proche de la réalité, au bout de 4h d'irriga-
tion et en tout état de cause vérifié par les résultats du modéle), on peut
calculer une borne supérieure de la conductivité a saturation en surface au
moyen de la formule : Q = KS LT 'Rbb . Les valeurs obtenues sont dans le
tableau 6, exprimées en cm.s-l. La figure 3-4 montre clairement que les valeurs
de Ks mesurées in situ et obtenues par la formule précédente sont assez
différentes, surtout pour les sites 10 & 24.

Etant donné que les mesures in-situ de Ky dans la couche (0-30) sont
assez semblables, on peut avancer différentes explications & ce phénoméne et 3
cette différence entre sites. Sur les premiers sites, plus proches de la situation
résultant du travail du sol, il ne s'est pas écoulé assez de temps et on n'a pas
une densité tres élevée au départ de l'irrigation. De ce fait, le gonflement
survenant lors de l'irrigation ne referme peut &tre pas aussi completement la
porosité structurale que pour les autres sites. On garde ainsi une couche de
surface a conductivité plus élevée. Sur les sites de numéros supérieurs a 10, on
a au contraire création d'une crolite de surface de conductivité réduite, d'un

facteur supérieur a 5 par rapport aux mesures de terrain et contrdlant

I'infiltration.

II.3. Analyse des profils de teneur en eau

On dispose de trois profils verticaux et d'un profil horizontal, situé a
P p %

40 cm de profondeur. Outre l'utilisation qui sera faite de ces mesures pour
vérifier le fonctionnement du modéle, on peut essayer d'en dégager certaines
indications sur le fonctionnement hydrodynamique du sol. On a regroupé les

bulbes en fonction de la dose recue.

a) Bulbes 1 & 5
Sur ces cinq premiers bulbes, les profils latéraux ont été effectués i

50 cm du goutteur. On peut observer figure (F1-F2) qu'a cette distance de l'axe
de symétrie, les profils hydriques sont tres peu perturbés par l'apport d'eau.
L'augmentation maximale de teneur en eau se trouvant dans un intervalle de
profondeur [35-55], ce qui correspond au voisinage de l'interface dans la
deuxiéme couche.

On peut en conclure que pour ces cing individus l'extension latérale
maximale se situe bien au voisinage de 40 cm de profondeur et i une valeur
moyenne de 50 cm. On peut noter le comportement relativement homogene du
groupe. Il ne faut pas attribuer trop d'importance au desséechement du profil en

profondeur, au site 4, celui-ci étant dQ & l'interface 80-100 cm déja mentionné
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(remontée de la couche sableuse). Notons enfin que les profils sous goutteurs
sent plus réguliers pour les numéros d'ordre grands. Ceci est d@ au décalage
dans le temps (5h) existant entre les mesures faites sur les premiers bulbes

(N°1,2) et les derniers (4,5). Les teneurs en eau sont tres proches en surface et

& 50 cm.

b) Bulbes 7 a 10
On peut noter figure (F3) une augmentation trés nette de la teneur en

eau jusqu'au fond sur les profils sous goutteurs et latéraux. La couche de
surface se caractérise sur ces derniers, par une augmentation plus faible que
dans la couche de dessous. Le "parallélisme" entre profils initials et final
suggeére un fonctionnement avec une direction d'écoulement privilégiée, du
moins a partir de l'interface. On peut remarquer qu'au-dela de 40 cm, la
diiférence de teneurs en eau entre profils latéraux et profils sous goutteur est
assez faible, ce qui vient confirmer 1'hypothése avancée. Dans la couche de
surface, on peut constater un fonctionnement plus isotrope. Les humidités en
surface pour les profils latéraux sont trés proches des valeurs initiales et la
présence de l'interface, a 30-40 cm, est flagrante. Les plans de flux nul, aux
erreurs d'appréciation pres, sont situés a environ 50 cm, ce qui correspond bien
a un écoulement dans la deuxiéme couche & partir de l'interface (30-40) avec
une pseudo-condition a la limite, de type flaque ou potentiel imposé au niveau
(30-40).

- Les humidités relevées a 50 cm du goutteur et 40 cm de profondeur
sont tout a fait cohérentes avec les profils (fig. F4). C'est-a-dire, que dans le
casou il y a fermeture (n°® 7) du profil latéral, ce qui correspond probablement
a une pseudo-condition a la limite de type potentiel fixe, assez élevé en valeur
absolue, on a aussi fermeture latérale. A I'inverse, dans le cas ou il n'y a pas
fermeture au fond (n° 8 et 10), on peut remarquer que la teneur en eau a 50 cm
de l'axe est aussi élevée, ce qui est cohérent avec un potentiel quasi nul a
R = 40 cm et Z = 40 cm. La fermeture latérale se produit donc probablement,
vu les gradients importants pouvant exister dans ce sol, aux environs de 60 cm.
Ce que l'on veut montrer a travers cette explication c'est que si en profondeur
il n'y a pas fermeture, ceci est corrélé a un potentiel a l'interface trés faible
(voisin de zéro) et que par conséquent la fermeture latérale est rejetée plus
loin.

-Le profil 9 est intéressant car il montre qu'en 10 cm, dans la

direction radiale, la teneur en eau passe de 30 % au 25 % initiaux.
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-Les profils radiaux établis a 40 cm font bien apparaitre le début
de fermeture a 40-50 cm de l'axe (cf. gradients) (fig. Fu).

-Remarquons enfin que les profils décalés sont toujours plus
réguliers et lisses que les profils sous goutteur. Ceci est certainement 3 relier a
un fonctionnement plus diffusif et en tous cas, moins sensible aux hétérogé-

néités locales.

c) Bulbes 11 a 15 Fig. F5 - Fé¢

Ces sites se caractérisent par un apport plus important que pour les

précédents (cf. tableau 1).
On peut constater globalement un accroissement de la teneur en eau

plus important que sur les précédents. Il est plus difficile de distinguer les
plans de flux nuls qui semblent &tre toutefois toujours assez voisins de 50 cm.
Les mémes remarques en ce qui concerne les teneurs en eau a 50 et les profils
latéraux peuvent étre faites. Il convient de noter que les profils sous goutteur
et latéraux sont tres proches, sauf au site 14. Les gradients sur les profils
radiaux, au voisinage de R = 50 cm sont moins importants ce qui semble

indiquer que la fermeture a lieu plus loin [60 a 70].

d)  Bulbes 16 & 20 Fig. F7-F8

Ils se caractérisent par des profils sous goutteur et extérieurs, tendant a

se rapprocher du profil initial, au bas du domaine. La quantité d'eau regue est
inférieure a celle des précédentes. On peut remarquer aussi que les profils de
teneur en eau sont "inférieurs" a ceux des bulbes déja traités. A part le n° 20,
ils présentent un comportement assez homogene. Les gradients relevés sur les

profils radiaux suggerent tous une fermeture assez rapide, latéralement, entre

50 et 60 cm (fig. F9).

~

e) Bulbes 21 a 24 Fig.F10-F9

Ce sont les sites qui ont regu la dose la plus faible. On notera la grande

variabilité de comportement (2 sites a profils ouverts et 2 & profils fermés). La
faible dose apportée ne permet pas d'avoir un comportement aussi homogene
que pour les groupes précédents et fait bien apparaitre l'effet des hétérogé-
néités de structure (Bulbes 21 et 22 hétérogeénes, et 23-24 plus proches de ce
qu'on attend en milieu isotrope). Si on ne tient pas trop compte des profils au
fond, on peur remarquer une extension latérale dans la couche de surface et

dans les premiers centimetres de la deuxieme couche assez peu variable d'un

bulbe a l'autre.
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II.4. Analyse des profils horizontaux de teneur en eau

On a vu dans l'analyse précédente que les profils horizontaux
présentaient tous un gradient au voisinage de 50 cm qui indiquait une
fermeture plus ou moins rapide. Les observations in situ montraient bien que
I'extension latérale a ce niveau était variable, mais qu'elle se situait dans tous
les cas dans un voisinage de 60 cm de distance a I'axe de symétrie.

On notera que pour les bulbes ayant regu la dose la plus faible (21 a 24),
I'extension est la plus petite. En la comparant a ce qui se passe sur les autres,
on peut en déduire qu'il y a une croissance continue du moins sur la période
étudiée, de l'extension latérale a 40 cm de profondeur. Si on effectue un

classement des sites en fonction de la dose recue :

Les plus arrosés : 11 a 15
Moyennement arrosés : 1 a 10 et 16 a 20

Moins arrosés : 20 a 24

on s'apercoit que l'on peut établir les mémes classes pour la distance radiale de
fermeture.
Les irrégularités des profils horizontaux démontrent bien la présence

d'hétérogénéités qu'elles soient de cheminement ou de densité.

IL.5. Conclusions

Il ressort que la configuration bi-couche (au moins) du profil joue en
faveur d'un comportement relativement homogene des sites, aux hétérogénéités
locales pres.

On peut quasiment distinguer deux systémes. Le systéme sous-jacent
(30-100 cm), fonctionne a partir de l'interface, comme un deuxiéme bulbe. La
présence des hétérogénéités conduit a obtenir assez vite, pour celui-ci (2 ou 3
cycles d'irrigation), un fonctionnement avec une forte composante verticale. Si
on admet de considérer l'interface comme une zone d'apport d'eau quasiment
libre, on retrouve dans lI'allure des profils hydriques les résultats d'un
écoulement asymptotique a partir d'une flaque (cf. JEPSON, 1968).

La conductivité de la couche du dessous est celle qui conditionne le
fonctionnement dans une telle configuration (KS’2 < Ks,l) et dans un
systéeme homogene. Ici, il faudrait plutdt prendre en compte le nombre de
fissures présentes a l'interface et interceptées par I'écoulement. On sait

qu'elles existent puisqu'on les a observées visuellement et qu'on a pu constater



leur présence, indirectement, lors des mesures de Ks‘ Toutefois, elles ne
fonctionnement probablement pas pendant tout le temps de l'irrigation et les
rmesures de Ks montrent qu'elles ne sont pas trés grosses. La couche travaillée
agissant comme un tampon et limitant la présence d'eau 3 potentiel tres faible,
(en valeur absolue) , a I'interface, réduit le temps de fonctionnement important
des fissures. De plus, une fois I'apport d'eau stoppé, on entre dans une phase de
redistribution ou elles cessent trés vite de jouer un rdle dans le transfert.

Sans dévoiler les conclusions tirées de l'utilisation du modele, on peut
dire que la conductivité mesurée pour la matrice de la deuxiéme couche ne
permet pas un approfondissement des bulbes, conforme aux résultats
e xpérimentaux.

La couche superficielle [0,30] peut étre décomposée en deux systémes.
Cette dicothomie est induite par le fonctionnement du systeme et non présente
au debut de I'expérimentation. Elle n'affecte que la zone trés humide ou ayant
€té saturée. On a montré dans l'analyse des mesures de surfaces humides qu'il
devait exister une couche de surface, de conductivité inférieure a celle

mesurée au terrain, la fourchette de réduction semblant &tre de l'ordre de 5

N

a l0.
L'ensemble de ces deux systémes composant la premiére couche semble

fonctionner de fagon relativement isotrope avec la aussi peut étre une légére
tendance a une prédominance de la direction verticale. Il nous a semblé

intéressant de schématiser le profil de la facon présentée figure

II1. COMPARAISON DES RESULTATS SIMULES ET EXPERIMENTAUX

III.1. Préliminaires a la modélisation

La premiere phase de la simulation consiste & choisir les parametres qui
vont permettre de ramener un systéme physique complexe a une réalité géomé-
trique et mathématique plus simple. Il va &tre nécessaire, dans notre cas, de
fixer l'emplacement de l'interface, c'est-a-dire remplacer une transition
relativement continue dans le systéme physique par une discontinuité dans le
modele. Il faudra aussi donner une densité a chacune des couches. Ce sont donc
trois parametres qu'il va &tre nécessaire de fixer, tout en sachant trés bien
qu'ils seront entachés d'une incertitude, comme pour la profondeur de
I'interface, ou carrément faux dans toute une partie du domaine, comme ce
sera le cas pour la densité de la couche sous-jacente. L'erreur de densité, par
exemple, ne devra pas étre oubliée lors de la comparaison des résultats de
terrain, calculés avec la densité mesurée, et les résultats de simulations

calculés avec la densité moyenne affectée au profil.



De méme, la position fluctuante de l'interface peut aisément introduire
des biais dans les profils hydriques. Il conviendra donc d'étre circonspect, tant
en ce qui concerne les profils au voisinage de l'interface qu'en ce qui concerne
les teneurs en eau dans les parties basses du profil, ou la différence avec la
densité retenue est la plus grande. On pourra d'ailleurs aisément palier cet
inconvénient en reprenant les "vraies" densités. On a donc choisi de placer
I'interface a 30 cm de profondeur. Les densités ont été choisies a 1,33 pour la
couche de surface et 1,54 pour la couche du dessous. Les valeurs mesurées a la
sonde gamma a diffusion sont assez supérieures a cette moyenne dans le bas du
profil (1,60). Toutefois, dans toute cette partie du profil, une erreur de 0,05 sur
la densité n'induit pas une erreur énorme sur les humidités (de l'ordre de | a

2 % volumique, ce qui reste acceptable).

III.2. Caractéristiques hydrodynamiques
L'acquisition des courbes K(8) ety (@) est en général une tiche longue

et difficile. Si la courbe ¢ (8 ) peut étre assez facilement obtenue au
laboratoire, la courbe K(@) requiert elle beaucoup plus de temps et est, en
général, limitée a la zone de mesure du tensiométre, pour une courbe sur
échantillon non remanié, 1l est possible d'utiliser, au-dela, des micro-psychro-
meétres, mais les temps nécessaires pour atteindre les faibles teneurs en eau
sont longs. Pour ces raisons et bien d'autres, on a fait le choix sQrement tres
discutable de ne pas mesurer la courbe K( ), mais d'essayer de l'obtenir par un
modele.

Notre choix s'est porté sur le modele de MUALEM qui ne nécessite que la
courbe ‘[/ (Hp) et la valeur de K__ ..

La relation potentiel-teneur en eau pondérale « (Hp) est mesurée au
laboratoire. Les mesures faites par une autre équipe travaillant sur la méme
parcelle montrent le bon accord entre la courbe de laboratoire faite sur
agrégats et une courbe déduite de l'évolution des profils tensiométriques et
neutroniques.

On a donc utilisé deux courbes &IJ(HP) (une pour chaque horizon). Le
modele de MUALEM permet de leur associer deux courbes K(8) ou K({). Nous
ne nous étendrons pas sur les caractéristiques du modéle. Disons seulement que
les points de mesure sont interpollés par fonction spline et qu'on en déduit un
tableau (.l/ » @, K, C, pour la gamme de teneur en eau [Qr ,95] utilisée dans le
modele. Le pas de teneur en eau étant de l'ordre de 0,0025 (200 points),
I'interpolation est faite linéairement dans les simulations, la recherche de

I'encadrement se faisant sur les potentiels.



HORIZON 1
P :(métres) Hp

-12196.00 .017
-6577.00 .021
~1485.00 .034
-780.00 .044
-335.00 .070
-165.20 .097
-112.20 .120
-81.60 .130
-37.70 . 141
-18.35 .166
-10.20 .176
-5.3 .198
-2.09 217
-1.02 -239
- .61 <250
- .3 .259

- .01 .398 (hor. 1)

.319 (hor. 2)

Tableau 7 : Valeurs expérimentales

de la relation - Hp



L'avantage d'une telle approche est qu'il n'y a pas d'ajustement a faire
sur une quelconque forme analytique. On n'introduit donc pas, a priori, une
erreur sur des mesures de laboratoire fiables. De plus, il est peu probable que
n'importe quel sol soit justiciable d'une des nombreuses formules en vigueur,
D'ailleurs, les essais d'ajustement de (&) et/ou K( &) faits sur ce jeu de
données, avec différentes formules utilisées habituellement, se sont soldés par
des échecs. Les tentatives d'ajustement par morceaux n'ont pas été plus fruc-
tueuses. L'interpolation par fonctions splines nous semble, elle, garantir un

certain respect de la réalité et des mesures, quand celles-ci sont assez

nombreuses.

IIL.3.1.Réflexions sur le modéle de MUALEM, appliqué & notre cas

On a porté sur le tableau 7 les données QJ(HP) ayant servi a I'établisse-
ment de la courbe K(©) par MUALEM. Sur les figures 3-6 a 3-8, on trouvera la
courbe (¢ ( 8) a différentes échelles.

On remarquera la décroissance brutale de la teneur en eau avec le

potentiel au voisinage de la saturation. Par exemple :

& : .529— .375
&V:O.cm_.15cm .
K+ Ks———> Ks * 10

MUALEM associe donc logiquement a un drainage brutal sur les 15
premiers centimeétres de potentiel, une variation tout aussi importante de la
conductivité.

On peut déja, au vu de la courbe Y (&), penser que I'écoulement engendré
par de l'eau a potentiel nul en surface n'obéira pas complétement a la loi de
DARCY, et en particulier ne se fera pas de facon totalement capillaire dans
notre milieu. En effet, plagons nous dans les hypothéses ou on a un écoulement
DARCIEN. On a d'une part une conductivité trés faible jusqu'a ce qu'on

9 cmus 1) et parallélement, une

atteigne la saturation (¢ = 15 cm, K = 107
capacité capillaire qui augmente trés vite dans cette partie de la courbe jusqu'a
P v1,75 mm, ie quasiment zéro. Par conséquent, la diffusivité est extrémement
faible tant qu'on n'est pas tres proche de la saturation. Considérons les petits
éléments de volumes de sol implicitement induits par la discrétisation. Si on se
place dans un processus d'humectation, on s'apergoit donc qu'un élément de
volume ne cede de I'eau a son voisin que si il est quasiment saturé et que de
plus il possede une capacité capillaire trés grande au voisinage de la

saturation. On peut donc facilement imaginer que de telles caractéristiques
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hydrodynamiques conduisent & un écoulement de type piston. On a un front
d'numectation extrémement raide et n'ayant guere la possibilité de s'adoucir,
ce qui est tout a fait en accord avec une fonction de diffusivité, de type Dirac.

Les premieres simulations effectuées sous flux ou en charge ont
efiectivement confirmé cette hypothése et soulevé de nombreux problemes
numériques pour nos algorithmes. En effet, la moindre petite oscillation par
exsmple 1/10 c¢cm de potentiel, entraine au voisinage de la saturation, des
variations importantes de teneur en eau. On pouvait donc aboutir a des
dysfonctionnements des algorithmes d'extension de flaque uniquement dis a ces
oscillations. Les caractéristiques, telles quelles, conf érai nt a I'équation un
caractere nettement hyperbolique et on était obligé de choisir des pas de
temps et d'espace extrémement petits pour pouvoir éliminer les problemes
mentionnés. Le calcul devenait prohibitif.

Outre ces problemes numériques, un tel fonctionnement semblait absurde
dans la réalité. Il est bien évident que les gros pores correspondant a la
fraction de teneur en eau [eres, esat] (gres : Ressuyage rapide) ne débitent
pas seulement quand ils sont pleins. On peut donc, i notre avis, avoir une
conductivité relativement élevée, alors que le potentiel matriciel n'est pas nul.

En fait, ce type de fonctionnement est trés dépendant des conditions aux
limites, ie, en fait du type d'écoulement qu'elles engendrent.

Le probléme qui se posait alors était : Comment essayer de rendre
compte de cet écoulement au moyen de la loi de DARCY, alors que justement
on n'est plus dans ses hypothéses ? La réponse ne peut &tre que tres imparfaite
d'un point de vue théorique, mais peut étre plus séduisante quant aux résultats.

L'objectif numeérique était lui clairement posé. Modifier la courbe K(® )
de fagon a avoir un écoulement possible & des potentiels un peu plus éloignés
de zéro, ce qui permettrait de "simuler" un écoulement assez rapide, alors que
toute la porosité ne serait pas pleine. Le second objectif a réaliser était de
laisser la courbe inchangée dans toute la zone de potentiel correspondant a la
redistribution ou la loi de DARCY était probablement applicable.

3.2.2. Modifications apportées aux résultats du Modéle de MUALEM

Il n'était pas dans nos objectifs de modifier le modele de MUALEM dans
la zone de potentiel voisine de zéro. Cela eut été un projet bien ambitieux.
Nous avons préféré essayer de modifier I'allure de la courbe. Il se posait alors
deux questions : -a) Sur quel intervalle de potentiel ?

-b)  De quelle facon ?
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Le dernier point mesuré pour la courbe Y (&) étant & 30 cm (ct.
tebleau 7), on a choisi de ne modifier la courbe que dans la zone [0, ~ 30 cm].
De fait, on ne dispose d'aucune information dans cette zone. On a donc teste
par la suite différents "potentiels de coupure" au voisinage de 30 cm.

Pour apprécier I'allure de la courbe K(¢), on a porté sur la figure 3-9

la relation Log (K, /xi¥) ) en fonction de ¢ . On peut noter la variation trés
brutale dans les premiers centimetres, puis une zone a variation plus linéaire.
L'idée est de modifier la courbe K(¢/) sur la portion a forte variation. La
portion quasi linéaire traduisant un comportement exponentiel de K(¢ ), nous
avons décidé de remplacer la variation rapide par une variation linéaire, pour
récupérer une courbe K(§) exponentielle. Ce choix est bien sir tout a fait
arbitraire. On a donc choisi trois potentiels de coupure (cht) auxquels on a
raccordement de la courbe initiale et de la courbe modifiée sur @ ELoHey]
En notant (,UC le potentiel de coupure, on remplace la courbe

originelle par la droite LO@(‘{S/Q(N))-”( [#fsur [o, CAN

L'équation de la courbe K(¢) sur [_0, l%l] est alors :

Kiw) = K eap (-2 1¥]) ob o zLlog (Ke/u.) /1K

Remarquons que seule la continuité est assurée au raccordement, mais
cela ne semble pas poser de problémes.

Pour choisir 4/(:, on a effectué plusieurs tests en irrigation localisée avec
un potentiel initial a 500 millibar. Un ‘{lc de 20 cm s'est avéré insuffisant. On
présente figure 3-10, la comparaison des champs d'humidité obtenus avec
L,UC =30 cm et (f‘c = 50 cm. On peut constater que la seule différence notable se
trouve dans la zone correspondant a des potentiels compris entre [0, 50] cm.
Des qu'on rejoint la courbe initiale, les différences ne sont plus tres sensibles,

On a donc décidé de s'en tenir & un potentiel de 50 cm.

III.3. Caractéristiques des premiéres simulations

Les bulbes ont été répartis en groupes, en fonction de I'irrigation
effectuée, comme il a été fait lors de la discussion des résultats expérimen-
taux. A chaque site est associée une conductivité 3 saturation mesurée auy
terrain en fonction de sa situation sur la rampe. La conductivité de la couche
sous-jacente est la méme pour tous (30 cm/jour) (voir tableau (1)). La courbe

Lk(Q) est la méme pour tous. D'un point de vue numérique, on a utilisé le schéma
totalement implicite avec des itérations de point fixe, le critére d'arrét étant a

I cm. La résolution des systémes linéaires est faite soit par l'algorithme de
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Gauss, soit par l'algorithme SOR le test d'arrét étant 3 10_#, le programme
choisissant en fonction de la taille du systeme. La grille en différences finies
est de dimensions variables. Le critere d'agrandissement étant une variation
maximale autorisée, pas de temps par pas de temps, sur des noeuds situés a
trois intervalles a l'intérieur du domaine. La grille maximale autorisée est
définie par les abscisses : (1, 3.3, 5.8, 8.5, 11.5, 14.5, 17.5, «uuruu, 68.5, 71.5, 74.5)
et les ordonnées : (0, 2, 4, 6, 8, 11, 14, 17, 21, 24, 28, 32, 37, 42, 47, 53, 58, 63,
68, 73, 78, 83, 88, 94, 100, 106, 112, 118, 124, 130).

La grille de départ comporte 10 noeuds dans chaque direction.

On a simulé, pour chaque groupe, le cycle d'irrigation défini au
tableau |[.

L'évaporation a été négligée dans ce cas.

III.4. Comparaison avec les profils expérimentaux
a) Bulbes 1,2,3,4,5 cf. figure GI

On peut constater que les profils simulés a 50 cm du goutteur sont

légerement plus humides que ceux mesurés qui se trouvaient étre presque égaux
au profil initial. En fait, si on regarde les profils latéraux, a presque tous les
niveaux, on s'apercgoit qu'ils traduisent un élargissement du bulbe, au-deld de
50 cm de rayon. Cela ne peut s'expliquer que par une conductivité insuffisante
de la couche du dessous exagérant de ce fait l'étalement a l'interface. En ce
qui concerne la couche de surface, on a un Rsat de I'ordre de 6 cm et un RTot
de 38 cm environ. Les rayons saturés mesurés au terrain s'étalent entre 5 cm et
20 cm. Les rayons des zones humides entre [5 et 30 cm. On a donc dans notre
cas une diffusion s'effectuant a partir de la zone saturée sur une distance de

30 cm environ, alors qu'elle n'est que de 10 cm au terrain.

b) Bulbes 7,8,9,10 cf. figure G2-¢7

On pourra noter un relativement bon accord entre les profils simulés et

mesurés que ce soit sous le goutteur ou a 40 cm de celui-ci. Ces sites se
caractérisent par une durée d'apport plus longue que pour les autres groupes.
Ceci permet d'avoir avant le démarrage de la derniére irrigation, une situation
physique respectant assez bien les hypotheses a la base du modele poreux. De
fait, on obtient une plus grande homogénéité entre sites et un meilleur accord

avec la modélisation. Il faut remarquer que les caractéristiques hydrodynami-
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ques injectées dans le modéle et notamment Kegp sont mesurées aprés

I'irrigation et donc rendent compte de I'histoire hydri;ue (récente). Elles sont
en tous cas bien plus proches de la situation au moment du dernier apport que
si elles avaient été mesurées au début.

Il subsiste néanmoins des biais qui peuvent étre dls au fait que les
bulbes ont fonctionné en conditions anisotrope un certain nombre de fois et
aussi que les hypothéses ne sont jamais totalement vérifi€es.

Il nous semble donc illusoire de vouloir prédire dans ce type de
matériaux la phase transitoire consistant en l'établissement du bulbe, surtout
quand on part d'une situation tres seche comme c'était notre cas. Par contre, il
semble qu'on puisse probablement attendre des résultats assez bons, une fois
cette phase passée.

c) Bulbes 11,12,13,14,15 cf. figure G3-§7

L'analyse des profils hydriques sous goutteur semble indiquer une

sous-estimation de la conductivité de la deuxiéme couche. Les teneurs en eau
simulées, sur les 2/3 supérieurs du profil, sont assez bonnes. Pour les profils a
40 cm, on peut observer un tres bon rendu jusqua 60-80 cm (cela dépend des
sites) et une trés bonne adéquation par exemple au site 14. On sous-estime
toutefois légérement les humidités, méme si la forme du profil est bien rendue.
Les teneurs en eau a 25 cm, qui font apparaitre un creux dans les profils, sont
dues a la forme arrondie des profils dans la couche du dessus, avant I'étalement
a l'interface. Cela traduit un étalement insuffisant du bulbe dans la couche de
surface, ce qui est confirmé par les profils légérement moins humides que ceux
mesurés. Le bas du profil traduit certainement un manque de conductivité de la
couche inférieure.

En ce qui concerne les humidités de surface, on a des zones saturées
identiques aux précédentes, et des zones humides de 38 cm. Ceci n'est pas
étonnant dans la mesure ou les caractéristiques sont peu différentes. On en
déduit donc la aussi une sur-estimation de la diffusion latérale et une sur-esti-
mation de l'infiltrabilité, a travers la zone de surface. Les profils d'humidité
radiaux font apparaitre une forme globale satisfaisante, avec toutefois une

sous-estimation de I'humidité pour des abscisses éloignées de l'axe de symétrie.

d) Bulbes 16,17 cf. figure G4-G8
Pour les profils sous goutteur, on a une assez bonne restitution des
profils, avec un désaccord au bas du profil. L'aspect légerement bombé du
profil peut étre dQ a un temps de mesure apres irrigation pas tout a fait exact.
Une heure de plus peut tout a fait bien résorber cet excés. Les profils

extérieurs font apparaitre une sous-estimation des teneurs en eau en surface.
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La forme globale du profil est assez bien rendue, avec toujours une
sous-estimation des teneurs en eau au fond. Le profil radial d'humidité fait
apparaitre une légére sur-estimation des teneurs en eau par le modele (1 a2 2 %
volumique). C'est a relier avec le profil extérieur, légérement excédentaire par
rapport aux mesures. L'extension latérale semble assez bien rendue. Les

humidités de surface font apparaitre le mé&me probléme que précédemment.

e) Bulbes 18,19,20 cf. figure G5-G8

Les mémes remarques que précédemment peuvent &tre faites

sous-estimation de la conductivité et un profil sous goutteur relativement bien
rendu, mis a part l'écart au bas du profil. De mé&me, pour les profils latéraux, la
forme globale est assez bien rendue avec une sous-estimation de la teneur en

eau en surface. On peut d'ailleurs constater que les Rsa et R prédits sont

respectivement de 6 cm et 35 cm, alors que ceux mesuréstsont d];OEO a27 cm et
35 a 47 cm. La zone de diffusion autour de la zone saturée est de nouveau
sur-estimée par rapport a la réalité. Pour le profil horizontal, on peut
remarquer qu'a 2 ou 3 % volumique pres, il reproduit assez bien la moyenne des

trois bulbes.

f) Bulbes 21 a 24 cf. figure G6-9

Dans ce groupe, on peut constater un assez bon rendu des profils sous

goutteur jusqu'a 50 a 60 cm, avec toutefois une assez grande variabilité des
profils expérimentaux. On sous-estime l'approfondissement comme précédem-
ment. Pour les profils latéraux, la situation est encore plus claire ; on est tres
loin de la réalité de terrain dans tous les cas. L'écart en teneur en eau, dans la
couche travaillée, est trés important. Le profil horizontal, passe nettement en
dessous des profils mesurés dés qu'on s'éloigne de Il'axe du goutteur. Les
humidités relevées en surface appellent les mémes commentaires que pour les
autres bulbes. Le rayon total est sous-estimé, 30 cm au lieu de 35 a 50 cm, et

le rayon saturé aussi 6 cm au lieu de 20 a 27 cm.

II1.5. Conclusions et propositions pour une nouvelle modélisation

1l ressort de nombreuses indications de ces essais effectués avec

différentes irrigations.
On a déja relevé le désaccord qui existait entre Keat mesuré et probable
en fonction des surfaces des taches saturées. Ceci est confirmé dans les

simulations, oU les rayons saturés sont systématiquement sous-estimés, par

rapport au terrain.
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FIG. 3-12. Isohyetes en irrigation localisée
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L'écart existant entre les rayons de diffusion peut &tre expliqué par une
anisotropie du tenseur de conductivité. Une réduction de la conductivité de la
ccuche de surface irait dans le sens d'une réduction de cette distance de
diffusion. Les "accidents" apparalssant dans les profils latéraux a 25 cm
disparaftraient si la zone saturée était plus étalée.

En ce qui concerne la deuxieme couche, on a relevé tout au long de
I'analyse, la sous-estimation probable de la conductivité. Il est a noter que si
on tient a garder une bonne extension latérale en augmentant la conductivité
de la deuxiéme couche, il faut que la zone saturée en surface soit plus grande,
ce qui est cohérent avec les déductions précédentes. La nature hétérogéne du
profil laisse a penser que dans cette zone la aussi le tenseur de conductivité
doit étre anisotrope.

Si on considere les profils horizontaux, on s'apercoit que l'on a en
général une sous-estimation de teneur en eau aux absiues éloignés de l'axe de
symétrie ie. au voisinage de la fermeture latérale, ce qui concorde avec les
sous-estimations relevées dans les profils latéraux, au niveau de l'extension
maximum.

Pour essayer de mieux rendre compte de la réalité, et ceci sans faire de
calage au sens des moindres carrés, on a essayé de tenir compte des déductions
précédentes. Le but est d'introduire les caractéristiques propres aux milieux et
ignorées dans la phase préliminaire, que ce soit par manque de caractérisation
physique, ou du fait d'un défaut d'analyse du systéme.

Il nous semble donc évident qu'il faille introduire dans la simulation

deux caractéristiques propres a ce milieu.
a) d'une part une décroissance de l'infiltrabilité de la couche de

surface au cours des irrigations,

b) d'autre part tenir compte d'une probable anisotropie du tenseur de
conductivité.
I11.5.1. Réflexions

La présence de l'interface ne confére a la conductivité de la couche de
surface un réle important sur le résultat final de l'irrigation que dans la mesure
ou elle est capable d'étaler le bulbe avant qu'il n'atteigne l'interface. Les
simulations (cf. figures 3-11, 3-12) font apparafitre clairement que au bout de
4h d'irrigation, par exemple, une variation de conductivité de 3 m/jour ou

9 m/jour de la couche de surface, n'a aucun effet sur le champ d'humidité final.



Etant donné que les mesures de K, sont relativement homogénes dans le
premier horizon et compte-tenu de la réduction de conductivité nécessaire 3
I'obtention d'une zone saturée identique a celles relevées au terrain, on doit
conclure a la présence d'une couche limitante formée en surface au cours des
irrigations, puisque les mesures de Ks sont faites apres irrigation.

En ce qui concerne l'anisotropie, il faut faire la remarque suivante. Les
simulations ont été effectuées avec une valeur de Ky de 30 cm/jour environ,
pour tous les sites, dans le deuxieme horizon. C'est une des valeurs les plus
faibles que nous ayons mesurées. Il est évident que si dans le but d'approfondir
le bulbe on se donnait une conductivité a saturation supérieure, la diffusion
latérale serait également accrue alors que l'adéquation du modéle est
satisfaisante quant a ce critere. Il semble donc qu'il faille augmenter la
conductivité verticale, ce qui est tout a fait acceptable au vu des mesures en
introduisant I'anisotropie.

Le coefficient de réduction de la conductivité en surface et le rapport
entre les conductivités verticales et horizontales peuvent évidemment étre
considérés comme des facteurs de calage du modéle. Ils le sont effectivement
dans la mesure ou on ne dispose pas de mesures physiques pouvant lever cette
incertitude. Néanmoins, ils ont une signification physique et auraient pu étre
obtenus au prix d'un peu plus de temps de manipulation. On ne peut donc pas
les considérer comme des facteurs de calage pur, c'est-a-dire ne pouvant pas
étre mesurés ou entachés d'une incertitude expérimentale prohibitive. Ils sont
seulement introduits pour rendre compte de ce que nous pensons avoir
démontré étre la réalité du milieu.

Il faut souligner que le calage sur nos données de terrain peut soulever
des problemes. Comment constituer le vecteur observations ? Doit-on prendre
tous les profils dont on dispose ? Sont-ils positionnés de facon optimale ? Ne
serait-il pas nécessaire de pondérer certaines mesures ? La réponse a toutes
ces questions ne peut &tre obtenue qu'a partir d'une expérience en milieu bien
contrdlé.

De toutes fagons, il est probablement assez utopique de vouloir établir
des prévisions précises dans un milieu présentant des hétérogénéités. Il nous
semble que la prédiction de la géométrie de la zone humectée : profondeur,
largeur, etc... est déja en soi un objectif intéressant, dans la mesure ol par
exemple une bonne estimation de ces parametres permettrait d'avoir une idée
du volume intercepté par un systéme racinaire et des pertes occasionnelles en

eau et fertilisants.



Iv. SIMULATIONS ANISOTROPES ET AVEC UNE VARIABILITE TEMPORELLE
DES CARACTERISTIQUES HYDRODYNAMIQUES DE LA COUCHE DE
SURFACE

Nous avons dans un premier temps appliqué le choix arbitraire suivant.

Pour la réduction de la conductivité dans la couche de surface, on a
multiplié par un facteur d'homothétieq R’ la courbe de conductivité pour les
deux premiers centimetres de sol aux noeuds ayant déja été saturés une fois au
moins. Le facteur§  a été déterminé de fagon approchée a partir des approxi-
mations asymptotiques : Q/7 R; . Or, on sait que celles-ci ne fournissent qu'une
majoration qui peut &tre grossiére en certain cas de la vraie valeur.

ABABOU fournit une valeur du Rayon saturé limite basée sur la solution
de Philip et une formule fournie par TURNER et PARLANGE permettant
d'estimer le taux d'infiltration di a la "diffusivité multidimensionnelle™.

Il pose donc pour une surface d'infiltration So de périmétre 10.

I=a, 5% 2t K + L, Di.e

ou  Ag=z rdiks*/ (95_60) (cm®.min” ! /em) v
Il en déduit R l'oc g 1% s
en deduit : = L s
¢ b ( Ké} 1 “(5_} s

II faut noter que PARLANGE a établi cette formule pour des temps
d'infiltration courts, et que par conséquent, on ne peut probablement pas
I'utiliser pour déterminer le rayon saturé limite. Pour s'en assurer, nous avons
essayé de la confronter a nos résultats de simulation. Elle nécessite la

connaissance de la sorptivité, que nous avons déterminée de la facon suivante.

IV.l. Détermination de la sorptivité
Ne disposant pas d'expériences d'infiltration, ol les quantités infiltrées

eussent €té mesurées au cours du temps, nous avons procédé par simulation.

On a donc réalisé, pour différents potentiels initiaux, des infiltrations
horizontales monodimensionnelles avec les caractéristiques hydrodynamiques du
sol de Poirson. Ces calculs étant faits avec une méthode d'intégration
performante, des pas d'espaces et des pas de temps petits (1 s), on s'est permis

de calculer les stocks d'eau infiltrés par intégration discréte du profil.



ol (em)
! o
i ]
s
" o a
a
> [ ] 9 a
L4
" o a
[ | [5) I
:’T - o] o
i a
.i n e Q
i o o
4t L4
! c @
; R a
\J ,-, % H;500mp
~} : O H:300mb
é a O H:200mb
zr :
i =
b
T k_ T_ - K > s
FIG. 3-13. Infiltration cumulée (POIRSON) {min)
‘ls (cm.min"n)
.42F
.40} u
]
.38} .
m
.36}
i u
.34f
=
32
! n
f
o,
|
.28,'- =
l e . .
1 2 3 4 .5 6 )
FIG. 3-14. Sorptivité (POIRSON)



On trouvera sur la figure 3-13, les quantités infiltrées cumulées pour dif-
férents potentiels initiaux (q'/i) et sur les premiers instants. On remarquera

I'allure trés réguliere des courbes. Pour chacun des ¢/ , on a ajusté la loi
->— /.—— 4 ~
T=5{t +de sur les resultats du modele.

Les sorptivités obtenues (fig. 3-14) sont dans le tableau 8 ainsi que les
diiférentes sorties statistiques usuelles.

On a alors utilisé la sorptivité pour calculer le débit vertical a travers la
zone saturée. Si on prend, par exemple, une situation obtenue au bout de
plusieurs cycles d'irrigations, on a un potentiel initial de l'ordre de 50 mb a la

surface. Au bout de 4h d'apport, le modele numérique fournit un R, =72cet

un D, = .94288 em?s L On en tire la valeur exacte de Rsat par extra-
pollation au débit du goutteur : 1.1 cm’.s—l. Soit Rsat = 7.81 cm. La
surface de la zone saturée est alors de 191.9 cm?
Pour t = 240 min
S ~ .3 cm.min” Y% D, = 42.98 cm3.min-l, alors que
So = 192 cm? le débit total est de
K, = -2046 cmmin”! 66.66 cm*min”!

On a donc un débit résiduel "multidimensionnel QR = 23.68 cm’.min”

D'apres la formule de PARLANGE, celui-ci devrait &tre égal a : L, 0

En fait, on a A¢ =+¢k 57l95“90)=-0é ce qui pour évacuer le débit résiduel
nécessite un rayon saturé de 31.5 cm alors que le Rsat réel est de 8 cm environ.
On a donc bien confirmation que la formule A; . _u._.’a‘" n'est pas adaptée a la

8, -9,
prédiction de R, lim.

Sur la base des déductions précédentes, on a donc préféré estimer K, au
moyen de la formule K :‘ﬁi“ ou Q, est le débit vertical. On a pris au vu des
résultats précédents une estimation grossiére Q, = -65 Deb. L'objectif n'étant
pas de caler exactement, on a choisi un coefficient de réduction moyen de la

conductivité de l'ordre de .2.

IV.2. Les coefficients d'anisotropie
La couche a conductivité réduite, introduite 3 la surface, a été

considérée comme isotrope.



Pour la couche travaillée de surface, les simulations avaient fait
apparaitre un effet diffusif qui semblait sur-estimé par rapport a la réalité. La
réduction de la conductivité de surface devait palier cet inconvénient. La
conductivité est donc maintenue isotrope et inchangée dans la mesure ou elle
semble apte a "alimenter" correctement l'interface.

La deuxiéme couche se caractérisant par une conductivité insuffisante,
on a introduit ['anisotropie verticalement, en laissant la conductivité
horizontale inchangée du fait que les profils horizontaux étaient assez proches
des profils mesurés. Le facteur vertical d'anisotropie est compris entre | et 2.

Il est initialement pris égal a 1.5.

IV.3. Analyse des résultats

On a effectué pour les différents groupes, les simulations décrites
ci-aprés, avec les valeurs de réduction de K, en surface et d'anisotropie
indiquées précédemment. Les sites (1,2,3,4,5) n'en font pas partie, du fait qu'on
ne dispose pas de données expérimentales suffisantes pour juger de l'effet de
I'introduction de l'anisotropie. On a résumé dans les tableaux 9 et 10 les rayons
saturés calculés et ceux mesurés. Sont aussi portés les rayons des zones
humides (RTot) en surface et les distances de diffusion Rdif'

On peut constater que pour les sites 11 a 15 et 16 et 17, on obtient des
rayons saturés trés voisins de ceux obtenus au terrain.

Pour les bulbes 18 a 20 et 21 a 24, on sous-estime légérement les valeurs

réelles de RSEl . Aux sites 7 a 10, ou on était déja proches des valeurs de

t
terrain, la diminution de K en surface, conduit a une nette sur-estimation.

Il apparalt que quand on restitue bien R_ . (sites 11 a 15 et 16 et 17),
on obtient aussi un bon accord au niveau des rayons humides en surface. La ou
on sous-estime (18 a 20 et 21 a 24), on obtient des rayons pour la zone humide
sous-évalués aussi.

Pour les sites 7 a 10, les sur-évaluations du rayon saturé conduisent
logiquement a une sur-évaluation du rayon toal.

Il apparait donc a l'analyse de ces premiers résultats que l'on puisse
classer les bulbes en trois groupes pour ce qui concerne la conductivité de la
couche de surface [0, 2 cm].

Un premier groupe (1 a 10) ou elle n'est pas limitante est sQrement trés
peu différente de celle mesurée au terrain pour la couche travaillée. Ceci
pouvant &tre di a l'existence d'une porosité structurale ouverte en surface et

annihilant les effets d'une éventuelle crodte.



Bulbes Reot Riot Raif Raif
v ¢
14a 5 15{15{30/25/307 30 cm 10/ 22
74 10 18/19/17/19 38 cm 9/8/8/9 2
11 a 15 29/30/33/34/33 38 cm 11/13/16/16.5/17 21
16 - 17 28/39 35 cm 12/21.5 12.5
18 a 20 35/42/47 36 cm 15.5/22/20 19
21 a 24 45/50/40/35 34 cm 18/25/30/15 16
Tableau 10 : Rtot et Rdif : mesures au terrain
Rtot et R .. : fournis par le modéle en
dif s .
conditions anisotropes.
Bulbes Rsat Rsat Rsat
1a s 5/5/10/15/20 8.0 ocm -
7 a 10 9/11/9/10 7.75 cm 16.0
11 a 15 18/17/17/17.5/16 8.5 cm 16.8
16 - 17 16/17.5 8.0 cm 17.6
18 a 20 19.5/20/27 8.2 cm | 16.9
21 & 24 27/25/20/20 8.5 cm 18.1
Tableau 9 : R : mesure de terrain
sat
cat ° fourni par le modéle en conditions
isotropes
Rsat : fourni par le modéle en conditions
anisotropes

(rapport de diminution égal & .2)
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Un deuxieme groupe (11 a 17) ou la réduction choisie pour la couche de
surface semble &tre assez appropriée et enfin un troisiéme groupe ou elle est

insuffisante.

Modifications des profils de teneur en eau. Bulbes 7 a 10 figures HI-H6

Les profils font apparaitre que c'est surtout l'augmentation de la
conductivité verticale qui a joué. Le décalage a droite du profil & 40 cm du
goutteur atteint .01 % de teneur en eau au fond et .03 % au voisinage de
I'interface. On sous-estime toutefois encore les profils mesurés.

La sur-estimation de Rsa transparait dans les profils obtenus pour la

t
premiére couche.

Sous goutteur, le gain est plus important et plus constant sur toute la
hauteur du profil. On remarquera que l'augmentation de conductivité se traduit
par une légere diminution de la teneur en eau dans la couche [0,30 cm].

En ce qui concerne le profil horizontal, il a été translaté vers le haut
(fig. H6) mais le désaccord est toujours de l'ordre de 2 & 3 points de teneur en

€au.

Bulbes 11 a 15 figure H2

L'augmentation de conductivité verticale n'apporte pas grand chose pour

les profils sous goutteur et conduit a sous estimer I'humidité pour les profils
latéraux qui sont plus éloignés des valeurs expérimentales que dans le cas
isotrope. On remarquera la disparition attendue du creux a 25 cm.

Pour calculer une extension latérale correcte, il faut probablement

revenir au cas isotrope avec une conductivité globale de la deuxiéme couche

plus élevée.

Bulbes 16 a 17 figures H3-H7
L'assez bon accord que l'on avait obtenu initialement est méme amélioré,

que ce soit sous goutteur ou pour les profils latéraux. Le profil horizontal est
lui aussi bien amélioré. On note cependant un léger biais qui fait apparaltre
une décroissante trop rapide de la teneur en eau simulée en fonction de rayon.

L'écart maximal est toutefois inférieur a 2 points de teneur en eau.

Bulbes 18 a 20  figure H&
On peut remarquer que la diminution de la conductivité en surface a

permis de mieux restituer les profils dans la couche [0,30] et n'a pas beaucoup
d'influence sur [30,100]. Les profils [30,100] sont assez peu perturbés par l'ani-

sotropie mais quand méme améliorés.
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Bulbes 21 a 24 figures H5-H$
Alors qu'on arrive a reproduire globalement assez bien ce qui se passe

sous le goutteur, toutes les tentatives pour reproduire les profils latéraux
restent vaines. Etant donné qu'il ne peut y avoir d'erreur sur la quantité d'eau
apportée, ni sur le profil initial, la seule explication possible est i rechercher
du c6té du fonctionnement anisotrope et des hétérogénéités de structure et de
circulation d'eau. De fait, celles-ci peuvent tres bien avoir induit, pour des
profils situés a une certaine distance du goutteur, un fonctionnement identique
a celui existant sous celui-ci. Le fait qu'on ne puisse obtenir des résultats de
simulations ressemblant a ceux de terrain, méme en faisant varier de nombreux
parametres (Ksl,Z’ anisotropie, réduction de la conductivité de surface, ...)
indique bien qu'on ne peut pas espérer simuler la phase d'établissementdu bulbe
sur un sol pouvant présenter des hétérogénéités structurales. A l'inverse comme
on I'a indiqué, une fois la phase d'installation bien avancée, la simulation
permet d'avoir une bonne approximation du volume occupé par le bulbe et de la
répartition de l'eau. Il faut toutefois bien garder en mémoire qu'on ne sera pas
capable d'estimer par exemple la quantité d'eau perdue par percollation dans
la réalité. Dans notre cas, la phase d'installation constitue une sorte de période
de fonctionnement assez mal rendue, mais dont seul le résultat final compte.
Or, il ne semble pas absurde d'imaginer un fonctionnement réel constitué de
phase de circulations rapides suivies de redistributions, conduisant & obtenir
une humidité plus élevée dans tout le volume et & modifier progressivement les
caractéristiques hydrodynamiques (fermeture de fissures, gonflement, etc...).

On converge ainsi vers un état plus homogeéne et isotrope du point de vue de la
circulation de l'eau. On peut alors raisonnablement utiliser un modéle reposant
sur les caractéristiques hydrodynamiques mesurées sur le sol quand celui-ci
présente un degré maximum d'homogénéité, c'est-a-dire par exemple aprés une
irrigation. Ce modele restituera au bout de quelques cycles apport-redistribu-
tion un état final pas trés éloigné de la réalité, mais atteint par un chemin

différent que nous avons schématisé ci-aprés (fig. 3-15).

CONCLUSION

La localisation de notre dispositif expérimental ne nous a pas permis de
disposer d'un sol homogene, sur lequel il aurait été possible de vérifier
I'efficacité des algorithmes proposés. Toutefois, on peut noter la cohérence des

résultats de simulations et des mesures de terrain a différents niveaux.



Tout d'abord en ce qui concerne l'extension de la zone saturée qui est
trop petite sans la prise en compte de la formation de la cro(ite. Les mesures
de la surface de cette zone et de la conductivité a saturation conduisent d'ail-
leurs a la méme conclusion.

La comparaison des profils hydriques verticaux, sous le goutteur et a
40 cm de celui-ci, laisse apparafitre un assez bon accord global, malgré certains
écarts, probablement liés a la fois a la nature hétérogéne du milieu et 3 la
localisation dans un petit volume de la mesure gravimétrique qui peut ainsi
inclure des zones de circulation convective plus humides. Des profils plus lisses
et réguliers fournis par une sonde a neutrons auraient probablement laissé
apparalitre un meilleur accord entre mesures et simulations. Il en est de méme
pour les profils horizontaux qui permettent de constater que !'extension
latérale du bulbe est assez bien rendue & la cote choisie.

On peut donc s'apercevoir que malgré les sources, nombreuses, d'erreurs
et d'inadéquations entre le modele et le milieu qu'il est censé représenter,
I'outil mathématique et informatique permet de prévoir certaines caractéristi-
ques du résultat de [lirrigation. Toutefois, dans un milieu hétérogéne,
I'utilisation des équations régissant les transferts en milieu poreux est
limitante, du moins dans sa forme actuelle, quant & la prédiction de
phénomenes tel que l'estimation des pertes par percolation, au-dessous de la
zone racinaire, alors qu'elle ne semble pas constituer un obstacle majeur, du
moins dans notre cas, a une prédiction acceptable de la géométrie du domaine
humecté.

Entre autres conséquences, on peut s'apercevoir que le couplage des
modeles de transferts hydriques et salins dans un tel milieu n'est pas
envisageable.

Cette phase de comparaison des résultats du modéle et de I'expérimen-
tation a permis de mettre en évidence divers problémes qui peuvent surgir aux

différents stades de la modélisation.

- L'adéquation entre les équations a appliquer au milieu poreux et
le phénomene a simuler (remise en cause de l'applicabilité de la
loi de DARCY dans notre cas).

- La dépendance, dans laquelle demeureront les modéles, de la
mesure, souvent contraignante, des caractéristiques hydrodyna-
miques, tant qu'une prévision efficace de celles-ci (et surtout de
la relation conductivité-teneur en eau) ne sera pas possible.
Notre utilisation du modele de MUALEM et les difficultés

rencontrées illustrent bien ce probléme.



- La nécessité de prendre le plus possible en compte les
caractéristiques du milieu : différenciation fine des couches de
différentes densités et intégration au modeéle, prise en compte
de la modification éventuelle des caractéristiques de la couche

de surface au cours du temps.

Il serait intéressant, par la suite, d'essayer d'inclure, de facon aléatoire,
dans le domaine d'intégration, des zones a circulation convectives pour juger de
'effet de la présence d'hétérogénéités sur le résultat de l'irrigation. Ce serait
12 un pas important vers la crédibilité, I'applicabilité de tels modéles, et peut

&tre vers un couplage possible avec des modeles de transfert de sels en milieux

fissurés.



CONCLUSION GENERALE

Dans la premiere partie de ce mémoire, nous nous sommes attachés a

dégager a travers l'étude mathématique et numérique proprement dite, les
principales interactions de la résolution numérique avec la qualité des résultats.
L'étude des problemes d'intégration temporelle et de discrétisation spatiale,
nous a permis de sélectionner quelques schémas et méthodes et de faire un
choix quant a celles a employer pour la modélisation devant suivre, de facon &
minimiser l'erreur de troncature spatiale, les oscillations, et a prendre en
compte de fagon correcte les non-linéarités. Cette étude nous a conduit a
choisir un schéma implicite couplé avec des extrapolations de Richardson sur le
temps et une méthode itérative de point fixe.

Dans la deuxiéme partie, nous avons développé des codes discrétisant
I'équation de Richards par différences finies ou éléments finis. Nous avons
apporté un soin particulier 3 la validation des programmes, tant aux conditions
de flux que de charge et sur divers sols. Pour le traitement de la condition a la
limite en surface (qui constitue un des principaux problémes dans la simulation
de l'irrigation localisée), nous avons, aprés avoir montré les limites des
méthodes usuelles, développé deux algorithmes originaux. Ceux-ci donnent de
meilleurs résultats que leurs prédécesseurs, quand on se place sur des sols a
faible conductivité. Le cas de sols a conductivités élevées ne pose pas de
problemes.

Comme on I'a souligné dans la conclusion du troisiéme chapitre, la
confrontation des résultats de simulation et des résultats expérimentaux ne
permet pas de juger, du fait du site expérimental, de la justesse des
algorithmes (Ceci avait quand méme été fait dans la deuxieéme partie par
comparaison avec des résultats disponibles dans la littérature).

Cette phase du travail a permis de mettre en évidence les problémes
plus spécifiquement liés a la modélisation et a l'applicabilité de la théorie des
milieux poreux au sol dans certaines conditions. Elle fait bien ressortir que si
on est capable de traiter efficacement le probléme de l'imposition des bonnes
conditions a la limite en surface, la difficulté est désormais constituée par le
traitement et la prise en compte d'hétérogénéités dans les profils.

Nous avons montré qu'il était impossible de prévoir complétement la
distribution de l'eau avec un modele déterministe dans ce cas-la. L'utilisation
d'un tel modele devrait s'orienter vers une étude de l'influence de 1'hétérogé-
néité en simulant une répartition aléatoire au moyen de droite de Poisson par
exemple, de zone a circulations convectives dans le domaine. En conservant
I'approche déterministe, il serait alors possible d'évaluer des risques de perco-

lation, etc... Le couplage avec un modéle de circulation de solutions en milieux

fissurés serait alors possible.



REFERENCES BIBLIOGRAPHIQUES

ABABOU R., 1981 - Modélisation des transferts hydriques dans le sol en irrigation
localisée. These, Grenoble.

APPEL, C.A., 1976 - A note on computing finite difference inter block transmissi-
vities. Water Res. Res., 12 (3), 561-563

BEN-ASHER, J., LOMEN, D.O., WARRICK, A.W., 1978 - Linear and non linear
models of infiltration from a point source. Sol Sci. Soc. Am. J., 42, 3-6.

BETTENCOURT, J.M., ZIENKIEWICZ, O.C., CANTIN, G., 1980 - Consistent use
of finite elements in time and the performance of various recurrence schemes
for the heat diffusion equations. Inter. J. for Num. Meth. in Engineering, 14,
931-938.

BOOK, D.L., 1981 - Finite difference techniques for vectorized fluid dynamics
calculations. Springer Series in Computational Physics.

BRANDT, A., BRESLER, E., DINER, N., BEN-ASHER, I., HELLER, 1J.,
GOLDBERG, D., 1971 - Infiltration from a trickle source. I.Mathematical models
Soil Science Soc. Am. 1., 35, 675-682.

BRESLER, E. et al.,, 1971 - Infiltration from a trickle source. II. Experimental
data and theoretical predictions. Soil Sci. Soc. Am. Proc. 35, 683-689.

CAUSSADE,B.H., DOURNES, G., RENARD, G., 1979 - A new numerical solution
of insteady two-dimensional flow in unsaturated porous media. Soil Sci. Soc. Am.

J., 127, 193-201.

CERMAK, L., ZLAMAL, M., 1980 - Transformation of dependent variables and
the finite element solution of non linear evolution equations. Int. J. for Num.

Meth. in Engineering, 15, 31-40.

DEW, P.M., WALSH, J.E., 1981 - A set of library routines for solving parabolic
equations in one space variable. ACM Trans. on Math. Software, 7 (3), 295-314.

FAIRWEATHER, G., 1978 - Finite element Galerkin methods for differential equa-
tions.Lecture notes in pure and applied mathematics. 34, Dekker

FIRDAOUSS, M., TA PHUOC-LOC, 1983,— Infiltration bidimensionnelle de l'eau
dans les sols non saturés a partir de tranchées rectangulaires équidistantes.

GASTINEL, N., 1978 - Introduction élémentaire aux méthodes numériques pour
la résolution de problemes d'équations aux dérivées partielles. Cours a I'Institut
de Mathématiques Appliquées et a I'Institut National Polytechnique de Grenoble.



GAUDU, R., 1978 - Structures arborescentes et maillées en hydraulique et hydro-
logie. These, Institut National Polytechnique, Toulouse.

GODOUNOV, S., 1973 - Equations de la physique mathématique. Editions MIR.

HANK-BOWERS, 1962 - Numerical solution of the moisture flow equation into
layered soils. Soil Sci. Soc. Am. Proc., 26, 530-534,

HILLEL, D., RAGAB, FEYEN, 1984 - Simulating infiltration into sand from a
trickle line source using the matrix flux potential concept. Soil Sci., 2, 120-127.

JEPPSON, R.W., 1968 - Axisymetric seepage through homogeneous and non homo-
geneous porous medium . Water Res. Res., 4 (6), 1277-1288.

JURY, W.A., EARL, K.D., 1977 - Water movement in bare and cropped soil under
isolated trickle emitters. Soil Sci. Soc. Am. J., 41, 852-856.

LEES, M., 1966 - A linear three levels difference scheme for quasilinear parabolic
equations. Math. of Comp., 20, 516-522.

LEVIN, VAN ROYEN, 1979 - The effect of discharge rate and intermittent water
application by point source irrigation on the soil moisture distribution pattern.
Soil Sci. Soc. Am. J., 43, 8-17.

MADSEN, K., SINCOVEC, F., 1979 - PECOL, general, collocation software for
partial differential equations. ACM Trans. on Mathem. Software, 5 (3), 326-35].

MARCHOUK, G., 1980 - Méthodes de calcul numérique. Editions MIR, 430p.

MELGARD, K., SINCOVEC, F., 1981 - General software for two dimensional non
linear partial differential equations. ACM Trans. on Math. Software, 7 (1), 106-125

MITCHELL, GRIFFITH, 1980 - The finite difference method in partial differential
equations. J. Wiley and Sons.

' PHUC, L.v., MOREL-SEYTOUX, H.J., 1972 - Effect of soil air movement and
compressibility on infiltration rates. Soil Sci. Soc. Am. Proc., 36 (2), 237-2u].

RAVIART, P.A., 1981 - Les méthodes d'éléments finis en mécanique des fluides.
CEA-EDF-INRIA, Ecole d'été d'analyse numérique, Ed. Eyrolles, 136p.

RICHMYER, MORTON,1967 - Differences methods for initial-value problems.
Abstracts in Mathematics, 4, J. Wiley.

RUBIN, J., STEINHART, R., 1963 - Soil water relations during rain infiltrations.
I. Theory. Soil Sci. Soc. Am. Proc., 27 (3), 246-251.

SELIM, H.M., KIRKHAM, D., 1973 - Unsteady two dimensional flow of water
in unsaturated soil above an impervious barrier. Soil Sci. Soc. Am. Proc., 83,

345-357.



SMITH, LM., SIEMIENIUCK, J.L., GLADWELL, I, 1977 - Evaluation of Norsett
methods for integrating differential equations in time. Int. J. for Num. and Anal.
Methods in Geomechanics, 1, 57-74,

THIRRIOT, C., 1980 - Le devenir prochain de la pluie: infiltration ou ruissellement.
La Houille Blanche, 4, 259-265.

TURNER, N.C., PARLANGE, 1.Y., 1974 - Latera] movement at the periphery
of a one-dimensional flow of water. Soil Sci., 118 (2), 70-77.

VAN DER PLOEG, BENECKE, 1974 - Unsteady unsaturated n-dimensional moisture
flow in soil: a computer simulation program. Soil Sci. Soc. Am. Proc., 38, 881-885.

VAUCLIN, M., HAVERKAMP, R., VACHAUD, G., 1979 - Résolution numérique
d'une équation de diffusion non linéaire. P.U.G. Grenoble, 183p.

WARMING, R.F., BEAM, R.M., 1978 - An extension of A-stability to alternating
direction implicit methods. BIT, 19, 395-417.

WARRICK, A.W., LOMEN, D.O., 1976 - Time-dependent linearized infiltration.
III. Strip and disc sources. Soil Sci. Soc. Am. J., 40, 639-643.

WHISLER, F.D., KLUTE, A., 1965 - The numerical analysis of infiltration
considering histeresis into a vertical soil column at equilibrium under gravity.
Soil Sci. Soc. Am. Proc., 29, 489-494,

WOOD, W.L., LEWIS, R.W., 1975 - A comparison of time marching schemes for
the transient heat conduction equation. Int. J. for Num. Meth. in Engin., 9, 679-689.

WOODING, R.A., 1968 - Steady infiltration from a shallow circular pond. Water
Res. Res., 4 (6), 1259-1273.

ZIENKIEWICZ, 1979 - La méthode des éléments finis. Mac Graw Hill, 3e ed.

ZLATEYV, Z., THOMSEN, P.G., 1979 - Application of backward differentiation
methods to the finite element solution of time-dependent problems. Int. J. for
Num. Methods in Engin., 14, 1051-1061.

ZYVOLOSKI, G., BRUCH, 1.C., SLOSS, O.S., 1976 - Solution of equation for two
dimensional infiltration problems. Soil Sci. Soc. Am. J., 122, 65-70.



ANNEXE 1 - APPROXIMANTS DE NORSETT

Les polynomes de Laguerre sont définis par la relation de récurrence

suivante :

Lo[x) =41

L4 (x) = A-x

' Zad - |

Lo, (1):( e 1) Ln (%) - ’{:l'.‘ L- (x)

N+

On a donc besoin, pour implanter l'algorithme de Norsett, des polynomes

de Laguerre jusqu'a n = 5 et de leurs dérivés.

L'application de la formule de récurrence ci-dessus conduit a :

Lo{x) =1 LL(l):D
L, (1) = 4-% L)z -1
L'ia)z sx-2

Z
P S S P Lyoe) = =% 3% -3

3,4 .

Ly (x)= 2% 22 23432t -unidq Ly, x) = 3 -2 rbx-l
b3

_xt p5x3 gatyion-S

-~ § b 3 $ _ [ f =
L5 (x) = - 5-'..0 +f;x Jix UL S SN LS tx) w g

Les coefficients o pour les méthodes A-stables sont obtenus par

résolution de L'n+1 (1/) = 0 (Pour un schéma d'ordre n). On obtient donc le

tableau suivant :

- / j= -4
n=4 L&(*‘/a()— 0 O(_Z
ql;.igx(f5
n=2 LY (4/«:():0 ¥ 23508
6 ¥, =i 3y

4.068519018

R
u

n=3 L’H (4/‘) =0

X, = + 30453 5HL

Ay = iti3 Lovy



n=1 L) =0 o = A34536602

3185+ 4

i

%

APl Ty itst

i

X3

o, =+ BL53 660 L

Pour n = 3 et n= 4, on a utilisé une méthode Newton pour calculer les

racines, celles-ci étant auparavant localisées par une méthode dicothomie.
Pour les schémas L-stables, on doit avoir : Ln(4/q):0 ’

Les valeurs calculées sont les suivantes :

n =1 Ll(llo():O o = |

n =2 L(1/x) = 0 o = 1.7071067812
A= .2928932188

n =3 Ly(l/() = 0 X = 2.405149579
A, = 435866533
4y = .1589839001

n =4 L,(lk) = 0 4, = 3.100316736
d, = .5728160625
¥y = 2204284103
v, = .1064387921

Il est aisé de verifier, comme dit dans le texte du mémoire, que la
méthode résultant de l'approximation de Norsett d'ordre | et A-stable est le
schéma de Cranck-Nicholson habituel. En effet, l'algorithme pour les méthodes

A-stables et pour n = 1, se réduit aux équations suivantes :
(@) [czl+ase(]]Vile] = o ae[(cTult) -] et
/ .
() Ult+d)=Ute)« 1 Ly (%) 0ite)

or L'l = -1 d'ou (U(Hne} —U(tl) = 'd—,- U‘.(b)



En portant dans (a), on obtient :

[o3taae[«)) (Vietoe)- U] == sela] ute) v De{]

dou [LT] tane[x]] Ut m:j) : {_Lz]- (4-%) b [€)] Vte) + B[]

Pourd=L , on obtient en particulier le schéma de Cranck-Nicholson. Mais

<
remarquons qu'on a la formule générale d'une méthode @ -stable avec ici

( 8-;>_£ pour la A-stablité).

6 =+
Par ailleurs, dans le cas L-stable et pour l'ordre 1, les équations se

[ LI] #8elk]]ULed0€) = Urte) + BE) 4]

réduisent a

On obtient donc un schéma implicite.



ANNEXE 2 - DIFFERENCES FINIES

En reprenant les notations définies dans le mémoire, l'équation discréte

en un noeud (i, j) s'écrit :

—

dﬂ. ’e‘l{n,' -‘pliq_; . ' ‘a, ‘int ,
‘Id’ —t , < = - bq(r'\h "(jr)'_ ‘_r—'d *b (rf/‘ﬂa)
((,:4.._(:5) G - 1L e - T |
-’{ A&L p- “ . [ s
i | ,u *L ( |) _4"'[‘2“4 | “J?r("t‘/'d;J
(lédu"?&) ‘9,1“ - % T T
Cette expression est valable pour les noeuds intérieurs, c'est-a-dire
pour : Az 2,nc0- ek y22,n3
En numérotant les noeuds du maillage ligne par ligne, on obtient
I'équation discréte suivante, avec bz (p-1)encogi e,{L (4-) #fnror) +¢

¢, Dl’ih = A (bones) ( xbo (&) ).+ ML-.)*( 2 (k) )

d; ply) dyl4-) drptildeica)

’LL\F{}HnrO}

“m) 1%“”&) +’&(L+mu)
d,P(.:)-olru) dgr(j)a—dw)

;L A }b—e'(h”") v 1&2“‘”)) . 4 (alu)‘(lnnro/ 2k }l/)
{h drpti) ( dr(c) dr(c-1) dzpti) d3 ) "‘jld y

(Les tableaux dz, dzp, dr, drp, ayant été définis dans le mémoire).

On introduit naturellement les conditions aux limites sur l'axe de
symétrie en éliminant l'inconnue au moyen de l'équation discréte résultant de

la condition de flux nul.



Il en est de méme sur la frontiére verticale extérieure et la frontiere
plancher. Quand on a une condition de type Dirichlet, I'équation correspondant
a ce noeud la est enlevée du systéme différentiel.

Enfin, quand on a une condition de flux non nul, cela se traduit par
I'introduction d'un vecteur contrainte. Par exemple, au noeud iS ou est imposé

le flux résiduel, on aura :

) | L 1L£(mn )
(.,('__5 di‘s - P"(_;-' ( ﬂi t ‘Lis i -—)_
dt drp{u). Aris-) drP(td)'. dr(ua)

}_";‘ (_/_{__ ( ZLT{L-M—nm) ., gLu“(id]
(s+nro oljr(d) d?,l-“ d}(‘”

J}’ ( IH,((AH) : 1H,(|'4) )i_ LA (abv(mmm){_ihw(m)))
e dria) drtu-i) APty dipei\ dg4) Az(4)

+ 4 (z,.. (@ + B )¢ er(q)/*L(cs))
dip (4]

On remarque donc que ‘& a vu son coefficient modifié a partir de

(Sthro
I'introduction de :

{'t}-nro - ‘L(}+nro +4 o’g("}' (Qr*” EQ)/J.L (L4)

Il apparalt aussi un terme de sollicitation qui sera passé au second

m mbre.
On récupére donc, a la fin, une matrice penta-diagonale, trés facile a
stocker et a manipuler. On voit clairement apparaltre le découpage naturel en

blocs.
firo
LS

N

AV

n; #nro




ANNEXE 3 - ELEMENTS FINIS

Nous avons montré comment on pouvait ramener le probleme a une seule

équation pour les deux symétries.

W L)k 2 (uupk) -2 b d) o an-vos

et h: Q1 R e} e—;ﬂ.’.’; {: compact

On note M le sous-espace vectoriel de el(_(l) défini par :
f ¥l
=¢4€'e(ﬂ-)/‘£‘ 10}
1Q

Le produit scalaire sur L2(Q) est défini par (f, g) =J $.9 dw
a

En projetant L(h) sur M selon le produit scalaire défini avant, on a :

@ (L®)1)= | bw) (g3d k. giddf) doo + cmgﬁz-im- ae.kw)aif:,a

a St

- . . . Z
(3“?\4 f. ?r.;a{ i) désignant le produit scalaire sur 1%
On se donne un sous-espace vectoriel V du complété de M (cf. page )

On note (fi)iz une base de V. (dim ¥V = N)

I,N

On a alors h qui s'écrit dans cette base )= Z' Ptu'-ld

- . L=t
et on peut donc ecrire :

( L(‘el); :pg) =0 \/C: '/N-

En portant dans les équations (L(a)/i,)-ﬂ? la forme 4= —2"1911).

r*]“v
lm
[Vl%
l*;

v
He P b . Y
EF‘P‘ an Z‘

Q)
TNz

on obtient : —‘{ -
]



En portant dans (2), on obtient :

f (Z' ?’;Lt‘.fc)-f.»' Clh) do - ma)([z' PH%;{-)‘]?’—Pw[z, ph%%]g_,{;

/ K(ﬁ)f }adA VJ:i,l\f
L

Cette équation peut aussi se mettre sous la forme suivante, en

remarquant que les hi sont des fonctions du temps uniquement :

-
(4) —2 c%‘ ff Clh)odas = -2; ﬂj[%{ 5_: +">f; La] W ) e

_-

L=f

S EORE PR,

Si le tenseur de conductivité est anisotrope, on a :

e
N LN 9Ty |
TP T F TN
-;l L=t L

L=t

.ﬁd/& V.}:',ﬂ/

S

(4,08, kh)).
o

La méthode des éléments finis consiste alors & choisir des fonctions de
base (}rd' ) a supports compacts, de fagon a ce que seul un petit nombre
d'intégrale du type rencontré dans (5) soit non nulle. On a ainsi un systéme
différentiel avec des matrices relativement creuses.

On associe donc @  un découpage en éléments, généralement triangu-

laires, les éléments triangulaires étant les plus pratiques pour paver un

domaine quelconque



On peut alors définir les fonctions fi , sur ce maillage, de fagon simple.
Si elles sont choisies linéaires, elles vaudront | au sommet i et 0 sur tous les
autres. On a alors ce qui est habituellement appelé des fonctions chapeau. Le

support de la fonction f, est donc constitué par tous triangles ayant le noeud i

en commun.

On voit donc que sur chaque
triangle, on peut définir trois fonctions
fl correspondant aux trois sommets et

valant | en chacun d'eux.

Il s'en suit que quand on considéere
q

des intégrales de la forme :

Jf‘.,f; dw elles sont en fait réduite a l'interaction des supports
g8

et donc réduite a fi-.",dw ou T1 et 'l'2 sont deux triangles
ayant B coté (i, j) en commun T UL

(cf. figure )

Il en est de méme pour les intégrales de la forme :

j (iﬂ% Di\-éiz')om
£

ar s 33 23

On pourrait donc trés bien calculer pour chaque sommet i de la triangu-
lation, les intégrales du type défini ci-dessus, puisqu'il est relativement aisé de
disposer de l'expression analytique des fonctions fi et f]..

En fait, on peut remarquer que chaque triangle peut &tre ramené a un
triangle de référence a travers une transformation linéaire, facile a obtenir. Si
on note (x, y) les coordonnées du systeme réel et (5,9 ) les coordonnées du
systeme de référence, on a la transformation T qui permet de passer de

1'élément de référence a l'élément réel qui est donnée par :
P

9 3 Y.~9 W4 (cf. page suivante)



£9
% \‘s-")s\

Ve
(% u.) (%,4,) !

-

L

La deuxieme remarque a faire est que les fonctions f1’f2'f3 définies aux

trois sommets du triangle Ve, admettent des expressions extrémement simples

sur le triangle V¢ . En effet, on a :

au point (0,0) f1 J-f~?
au point (1,0) f2 = £
au point (0,1) f3 = 7

Enfin, on peut remarquer que pour établir les matrices du systéme diffé-
rentiel, il est plus facile de travailler triangle par triangle que de boucler sur
les noeuds. On peut facilement en étant sur un triangle, calculer les
contributions de chaque noeud du triangle aux différentes intégrales. Ceci
revient a établir des matrices de masse et de rigidité "élémentaires" pour
chaque triangle. 1l suffit ensuite de les expanser, c'est-a-dire de reporter
chaque élément de la matrice élémentaire et de le sommer avec ceux corres-
pondant a la méme position dans la matrice générale.

On voit donc qu'il suffit de savoir calculer des intégrales sur chaque

élément. Le passage par I'élément de référence facilite grandement la tache.

a) Intégrales du type . .f’. C(P,)o(w; Z f‘-,‘,p" C4) duw

A Vet 8 Ve

Si on note [J ], la matrice jacobienne de la transformation T y ON a :

| (=7

1o, W dw = [ f.4 C&) deb[3]dgdy - food, 3] ca)dg,dy

b

- /;' -f‘: It}



Donc, si on considére un triangle de sommet i,j,k, la matrice de masse

élémentaire de dimension (3.3) et symétrique, s'écrira :

ML,L ml"l" HL i =0
N %
M,d* m‘h ou mt\. < C P‘ dyo{rz
Mh’?._

i, -9
L :J S ¢ P‘.?bclgohz
2 A

P9 (-0 it
My = J j cf:dgo{q m“";J j c&%d;dy] m“-_Jch;d_{Jy

> .

avec les définitions déja fournies pour ff505
On a, en toute rigueur, la capacité capillaire qui s'écrit sur le triangle de

référence : Cit)=c¢ (H’. + ﬂ,?u_ £ ej.eS)

c'est-a-dire qu'on a une fonction C(gf'l) . En faisant I'hypotheése que le
gradient de pression sur un élément n'est pas trop fort, c'est-a-dire que la

variation de capacité est linéaire, on peut écrire :

cy=cd +¢ b ¢ Ce = c(hy)

On a donc

3 i -9
— I )
Mey = LZ wbl J i, ﬁ} Qh Ch de? *j:";

On peut aisément calculer ces intégrales a la main. On obtient alors la

matrice de masse élémentaire suivante :

\ GG GGG c‘+c¢+C$]
o] = du 1] k3G + e CitCrag
§o

L C.rcusij
3



I Ix ,md«)

a) Intégrales du type : J ?i’k E‘ig Lu(ﬁ-) + Q_f.‘ a_fitln
ag L
(4}

En se plagant sur unf élément Vf:de la triangulation ( “€), on peut écrire

sous forme matricielle l'expression suivante, donnant la matrice de rigidité
élémentaire :

~ by © 28
| W W 4 —-‘(
- < ;= 2 ) 9
[&] -z@ w3y [o h,} #?_é dwo

RORTAN

désignant des vecteurs ligne et colonne).

;)t _ H
En remarquant que { i []]

30

et que <ail & :(g%l%>(ij-?T

ox ' 39

. 24,
LL].,, = | < %’%’ ’% >[.j-jT1_b-JLJ‘J E{ M[JJ C{gdy L4038

JQ 413
G
Remarquons que les fonctions p f‘ et bﬁ sont constantes sur V|
g 37 "
Pah 2d 9 Ao
Posons B - | 3% 2 o€ P
o o -oo

In J

~J
v
~2



......

L] = J [877Ca )T e]La])6] dek L] olg el
Ve
Etant donné que l'inverse de la matrice Jacobienne est donné par :

9,-490 -(%-9.)
LJ_‘.] = on a :

_'(xs-ﬂ,) (11 -%y)

- hu (")5"3,)1'1’ b—v (XJ'XJ.)“ by (‘)3--'11)(‘91"3.) )'zq ('35"‘31.19‘-"9_,') T

fbr(%‘lz)("‘s"'i) *)'-V'(lf71)(11"')

RN ., |
|k] _d-/—;—[ &J )( Lu(v]z-gljﬂ- Lr("rﬁr bu (4 4,)0,9,)
3]

o °F Fhi b (nen)

bla4)% bl |
B .
En écriant : L“ = LM. £+ L”! ) 4k, ?3 on a :

I 1 i ] )
JJ by, oljd? E }(&mlzu,uﬁj:b" ”‘jijliiﬂy:‘ﬂr

d'ou :

- -

i by ("13"”& Eu (“1;4;1“1,'91) L’«WS'M(‘O:'US) ?(l"x‘)b ()3 (2

YLJ - j“ I—u (%;"9\)1 Iﬂ(‘ﬁ\'lﬁj)('gl'%-) t EX- (.JI-.X5)L {2,
k3] cetly)

LH[‘O-'ﬂs)L (%




c) Intégrales de contour
L'utilisation du théoréme de GREEN a fait apparaltre des intégrales de

la forme :

tob(y) (qad h.7)ds
1a

La frontiére )  est naturellement découpée en éléments lindaires,
constitués par les traces des triangles sur la frontiére.

En notant Q(s) le flux fonction de I'abscisse curviligne s, on a :

j {.Q)ds

pNq)

En reprenant les définitions de la page ( ), on a :

sur -‘-1,5“.‘1 QiBj=o et doncj {. L(\P)(Gar"ad‘p..i)d/):o
TuTy

sur Tg { (x)=0 si flux nul et donc Ph(y) (9rﬂdﬂ-ﬁ)d4:o

-
3

Sur les morceaux de frontiére ol on n'a pas la condition de flux nul, soit
on connalt la distribution du flux Q(s), soit on a la condition de Dirichlet. La
condition de Dirichlet s'introduit aisément en éliminant le degré de liberté
correspondant dans le systeme linéaire.

Quand Q(s) £0, on a :

j{.c?(:)do 5 Z}f.QH)dA o ‘ﬂ:"gj‘v’c
T Y

Sur un élément linéaire, les fonctions de base sont trés simples et

données par f, = I-x f, = x . Le concept d'élément de référence est la aussi

trés pratique et trés simple.



ou Al est la lon-

)
On a : J JuQuds = /}QJ C?U\);fu)o{l.

ve v gueur de Vg .

En écrivant Q(x) sous la forme : Q(x) = Ql fl(X) + Q2 fz(x)

]
on a : j f Qu)da- 04 j (2 fu+q, i) fo onda o0
- :

La contribution de 1'élément Y, est donc le vecteur élémentaire suivant :

,—J"_‘E.& J lf|f1 -Ql
ne |”, !
e J £ J $®ol e

J

= 51,

dou | 5 % M 1Q,+8. L'expe ssion de ces vecteurs conduit au
T T (g_i.;zqz vecteur sollicitation global, du second
membre.

Le flux Q(s) dans le cas de Il'irrigation localisée est donné soit par
I'évaporation a la surface : Q(s) = -ETP sur T, soit par

Q(s) = Qe ~ETP sur ‘115

-Application de la méthode des éléments finis & l'espace temps

Soit le systéme différentiel : [C] da—i- t[wlu-S=z0 a intégrer sur
I'intervalle [0,T].

On applique un découpage a [0,T] en éléments [ti’ ti+l] = V.

Sur chaque élément, on se donne les deux fonctions de bases linéaires :

- t = . O herche la soluti la f H
N-c‘"'e e N:"_ E n cherche la solution sous la forme

n
drz D, AU N

L=



On projette sur l'espace engendré par les fonctions de base A[, , et on
i

a:
l‘u,
] LN dE - 2_ jL{u)N';d,b -0 VJ:’,N‘«H
B I."
(o)
i ‘-‘cu
Il est evident que si J+#¢( W g # Cf j Logn 4 5
d, -
Ec

On peut donc considérer pour chaque élément [ti’ ti+lJ sa contribution

aux noeuds t. et t. ..
i i+l

Au noeud i, on a :

&iﬂ "H"
J LN, db - J L] & (“’“Wm H‘) *ULK](JA Nk, N) Ne-SN 2o
3 £,

L v

et au noeud i+l :

b Ceey
J LN, db ;/ LC];(_;(M u; H\fmuw) " [ ](u N td, ”m) Ny =St =0
€ k;

Vilge Gt W (s bk AV L dNa o
Ecri-ky Foec-EC de  Bbe ae At

En introduisant ces expressions dans les intégrales précédentes, on

obtient apres calcul :

pour le noeud i : —[C] H4sy LC]"‘%ﬂ t[«] 4&3 Ee[u] U, %_ +( 55, B o o

et pour le noeud i+l : -[¢] “::_\ +[c]_u_EI LK) Ot L) ] 4 OF +(§c1 lS“)M .0
¢ 3 6 )

ce qui se met sous la forme :

. L5, .
g e ) ) A
+ =0
~-l_-g L {i< ) A+ [—i; + l-_'q__é‘ M. S: lZSn‘H
< < 3 ki —'—"—“



Si on prend sur [ti, ti+l] des fonctions de pondération telles que :

w, =0 A w. =Neyy alors, on a :

CHie

<_LL} ) L»{‘Jm) Al b ( L)y [%]_Ql— u,, == Sr2d

e 6 6

c'est-a-dire étant donné qu'on connait u; s

(f_ﬂl+z'_——t“(§5* dy,, = —[L“_g_‘l*hl?])

C'est-a-dire qu'on retrouve le schéma implicite sur deux points, classique

£ -stable, avec 9:%

wWiey

1 CE

Si on prend sur [t 'ti+l] des fonctions de pondération égales aux

fonctions de base, on a un schéma sur trois points.
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