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Résumé

De nombreux exemples d’applications issus de domaines trés divers (Médecine, Astrophysique, Statistique, etc...)
motivent particulierement 1’étude de la distribution du maximum d’un processus aléatoire. Apres avoir rappelé les
principaux résultats existants sur la distribution du maximum de processus aléatoires trés généraux et face a leur
manque évident de précision lorsqu’il s’agit de les utiliser en pratique, nous nous sommes plus particulierement
intéréssés a des méthodes permettant d’obtenir des résultats trés précis au prix de conditions plus fortes sur
le processus. Ces méthodes sont des méthodes de Rice. Les conditions qu’elles imposent sur le processus sont
trés souvent satisfaites dans les exemples pratiques. Lorsqu’elles ne le sont pas, on préfere en général modifier
un peu la démarche scientifique pour s’y ramener et bénéficier de résultats précis. Apres avoir fait un tour
d’horizon des résultats existants dans ce domaine, nous proposons une méthode permettant de généraliser les
méthodes de Rice pour des processus gaussiens en dimension un au cas de champs aléatoires gaussiens sur des
sous-ensembles compacts de RY, N > 1. Notre méthode est basée d’une part sur l'utilisation du nombre de
maxima locaux au-dessus d’un niveau du champ aléatoire gaussien et d’autre part sur une modification de cette
variable aléatoire sur les différents bords du sous-ensemble compact. Notre méthode nous permet de redémontrer
les principaux résultats existants dans ce domaine (souvent obtenus par des méthodes trés diverses), d’en améliorer
certains et d’en établir de nouveaux. Dans la deuxieéme partie de cette thése (chapitres 4 et 5) nous nous sommes
principalement intéréssés a un aspect plus appliqué des méthodes de Rice. Dans un premier temps nous avons
fait une implémentation Splus des principales méthodes de Rice étudiées et établies. Pour cela, en généralisant
au cas non stationnaire et au cas de la valeur absolue d’un processus gaussien les résultats donnés dans Azais,
Cierco et Croquette (1999), nous avons notamment établi des formules relativement bien adaptées au calcul
numérique pour I’évaluation des moments factoriels d’ordre un et d’ordre deux apparaissant lors de I’étude de
Plmaxepg,m X (t) > u] et Plmax,ejo, 77| X (t)| > u] avec u fixé et X un processus gaussien réel vérifiant certaines
conditions de régularité. Dans un deuxiéme temps, nous avons adapté les formules précédentes aux processus
gaussiens particuliers intervenant lors de I’étude asymptotique des tests du rapport des maxima de vraisemblance
d’une population gaussienne contre deux (Gosh et Sen (1985), Dacunha-Castelle et Gassiat (1997, 1999)). Nous
obtenons alors pour ces problemes des tables et des résultats de puissances. Cela nous permet de comparer ces
tests & des tests de moments classiques. Des remarques et des conclusions sont alors tirées quant & ’optimalité
de ces tests. En conclusion nous donnons plusieurs perspectives particulierement intéressantes dégagées par ce

travail.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION 4

Chapitre 1

Introduction

1.1 Modélisation par des champs aléatoires gaussiens

Pourquoi étudier les champs aléatoires gaussiens et la distribution GG de leur maximum? Tout d’abord
parce que certaines données spatialement corrélées peuvent étre correctement modélisées par des champs
aléatoires gaussiens. Des tests statistiques peuvent ensuite étre mis en oeuvre pour détecter des change-
ments locaux dans ces données. Ainsi par exemple les images 3-dimensionnelles issues de la tomographie
par émission de positron (PET) ou de I'imagerie par résonnance magnétique fonctionnelle (fMRI) sont
souvent modélisées par des champs aléatoires gaussiens (cf. Worsley et al. (1992), Friston et al. (1991),
Friston et al. (1994), Worsley et Friston (1995)). Ces images sont observées sur un ensemble S C R,
en général le cerveau humain. La réponse du cerveau & un stimulus est nulle dans une grande partie du
cerveau sauf dans certaines zones ou le signal s’accroit. Cependant ces accroissements sont tres faibles et
ne sont pas détectables & ’oeil nu. Par conséquent un test statistique doit étre mis en oeuvre pour les
détecter. Une image est construite & partir de la différence entre les images obtenues sur les individus,
d’une part non soumis au stimulus, puis ensuite soumis au stimulus. Cette image est la statistique de
test. Elle peut étre modélisée, sous I’hypothese nulle d’absence de réaction au stimulus, par un champ
gaussien X centré de variance un (cf. Worsley et al. (1992)). La connaissance de la fonction G permet
ensuite de déterminer la valeur seuil u du test au niveau a voulu. Les zones de I'image ou la réponse est
supérieure a cette valeur critique u sont alors déclarées significativement réactives au stimulus.

On peut noter que des études analogues ont été menées sur des images obtenues par les astrophysiciens

pour détecter les zones de I'univers & forte densité de matiére (cf. Hamilton et al. (1986)). De méme dans
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le but d’obtenir des résultats sur I’anisotropie de la surface de la mer, Ochi (1998) modélise celle-ci par
un champ aléatoire gaussien.

On vient de voir que certains jeux de données peuvent étre directement modélisés par des champs aléa-
toires gaussiens. Il arrive également que la modélisation de certains probléemes ne fasse en rien intervenir
les champs aléatoires gaussiens mais que ces derniers apparaissent en aval de la modélisation, dans la
résolution du probléme déja posé en termes mathématiques. C’est le cas par exemple dans les problémes
de tests de mélanges de populations qui font ’objet du chapitre 5. La loi des données observées peut étre
modélisée par un mélange de distributions. Des tests du rapport des maxima de vraisemblance peuvent
étre construits pour estimer le nombre de composants du mélange. Les statistiques de test obtenues
suivent une loi qui, asymptotiquement, est celle du maximum d’un champ aléatoire gaussien de variance
un (cf. Gosh et Sen (1985) puis Dacunha-Castelle et Gassiat (1997b, 1999)). Un autre exemple peut étre
trouvé dans la mise en oeuvre d’un test de normalité de données multidimensionnelles, établi a partir
de résultats obtenus dans I’étude de la technique de ”Projection Pursuit” (cf. Friedman (1987) et Sun
(1991)). La technique de “Projection Pursuit” est une procédure automatique de sélection des projections
des données qui présentent le plus de structure c’est-a-dire des projections ot les données ont une densité
qui s’éloigne le plus de la densité d’une loi normale (on considére que des données distribuées normale-
ment sont des données distribuées au hasard qui ne présentent aucune structure particuliere). Pour cela
la technique de ”Projection Pursuit” sélectionne les projections qui maximisent un index d’intérét dont
une expression a été établie par Friedman (1987). Cet index est une sorte de distance L? entre la densité
des données projetées et la densité de la loi normale. Ainsi la direction qui réalise le maximum de 'index
d’intérét est la direction la plus intéressante (qui présente le plus de structure). Le maximum sur toutes
les directions de I'index d’intérét peut alors étre utilisé comme statistique de test dans le test de normalité
des données. Sun (1991) a montré que sa loi, sous I’hypothése de normalité des données, pouvait étre
approchée par la loi du maximum d’un champ aléatoire gaussien centré de variance un sur le produit de

deux sphéres unités dans R* x R, avec k et j entiers.

Pour plus d’exemples et de références sur 'utilisation pratique des champs aléatoires gaussiens on pourra
consulter, en statistique paramétrique, Davies (1977, 1987); en statistique non-paramétrique, Chaudhuri
et Sengupta (1993), Piterbarg et Tyurin (1993), Park et Sun (1998) et Chaudhuri et Marron (1999, 2000);
en génétique, Cierco (1998) et Cierco et Azais (2000) (on parlera plus en détail de ces derniers travaux

dans le chapitre 4).
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Il n’existe pas, hélas, de formule simple et explicite pour calculer G(u) dans le cas général ot X est
gaussien. Les techniques les plus générales utilisent les notions d’entropie métrique et de mesures ma-
jorantes. Elles donnent des bornes intéressantes d’un point de vue théorique mais qui sont inutilisables
en pratique car elles se veulent trop générales et de ce fait manquent de précision. Nous faisons dans la
section qui suit une revue de ces principaux résultats que 'on peut qualifier de généraux. Par la suite

nous noterons ¢ la densité gaussienne standard et @ sa fonction de répartition.

1.2 Résultats généraux dans I’étude des processus aléatoires

D. Slepian a établi (cf. Slepian (1962)), en 1962, une premiére inégalité pour une classe particuliere de

processus gaussiens. Son résultat, appelé “inégalité de Slepian”, peut étre formulé de la facon suivante:

Théoréme 1.1 Soient X et Xy deux processus gaussiens centrés séparables tels que, ¥V s et t € S, avec
S compact,

E(X1(5)X1(0)) > E(Xa(s)X2(0)) et E(X3(1) = E(X3(0)).
Alors pour tout u firé, u € R,

P(sngl(t) > u) < P(sngz(t) > u). (1.1)

La démonstration de ce résultat repose sur une inversion de Fourier. Ainsi, un processus qui est moins
corrélé qu’un autre a une probabilité plus forte de dépasser un certain seuil fixé. Par conséquent, si
nous connaissons la distribution du supremum d’un processus gaussien particulier, nous pouvons utiliser
I'inégalité (1.1) pour obtenir des informations analogues pour des processus gaussiens dont la fonction
de covariance est bornée par celle du processus particulier. Un exemple de cette procédure peut étre
trouvée dans Cabafia et Wschebor (1981). Intéressons-nous maintenant & un résultat de Landau et Shepp
(1970), X. Fernique (1970) et Marcus et Shepp (1971). Soit X une variable aléatoire gaussienne centrée

de variance ¢2. Par intégrations par parties on obtient pour u > 0:
2 2 2
o o u o u
1— —=)——=exp(—=—=) < P[X >ul < exp(——
( uz)u P p(=53) < PLX > ]_u or p(=53

). (1.2)
Ainsi
: -2 _ (9,21
UEI-II—loou log(P[X > u]) = —(20%)7".

Or Landau et Shepp (1970), X. Fernique (1970) et Marcus et Shepp (1971) ont montré le résultat suivant :

Théoréme 1.2 Soit X un processus gaussien centré séparable a trajectoires p.s. bornées, alors:

lim w™?log(P[sup X (t) > u]) = —(20%)7 1, (1.3)
u——4o0 tes
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ot 0% = sup,cs E(X(¢)?).

Ainsi on remarque que sup,¢s X (¢) se comporte en un certain sens comme une simple variable aléatoire

gaussienne centrée dont la variance est le supremum de Var(X(t)) sur S. On peut également vérifier que
toute expression de la forme u® exp[— 2“2 Jexp[Cu?] Vo et C réels et 3 < 2 satisfait bien la relation (1.3).

2
95

L’inégalité qui suit est due & Csirelson, Ibragimov et Sudakov (1975). Elle repose sur 'utilisation de la

formule d’Ito.

Théoréme 1.3 Soit {X(t):t € S} un processus gaussien centré séparable. Soit X* = sup,cq X(t). Si
P(X* < 400) =1 dlors:
E(X™) < 400, et

Vu>0  P(X*-B(XY)>uw) <ewp (-] (1.4)

P(IX* — E(X*)| > u) < 2exp (—%) , (1.5)
ot 0% = supieso’(t) et o(t)? = E(X(1)%).

Borell (1975), et indépendamment Csirelson et Sudakov (1974), démontrent une inégalité isopérimétrique
qui implique les résultats du théoréme précédent avec la médiane de X* en lieu et place de la moyenne.
Notons que sous les mémes hypothéses, les travaux de Landau et Shepp (1970) et Fernique (1970, 1974)
donnent I'inégalité suivante :

2

u
20'?9—1—6

Ve>0, 3C,0<C < +oo: P(X* > u) < Ceexp (— ) Yu > 0. (1.6)

Ainsi, la queue de la loi de X* est majorée, & une constante multiplicative prés, par la queue d’une
loi normale centrée dont la variance peut étre prise arbitrairement proche de ¢%. L’inégalité (1.4) et

I’encadrement (1.2) permettent de déduire un encadrement pour Plsup,cg X () > u]:

. P[TEJIS)X(t) > u] < exp (— (u— E(squ;§S X(t)))z) . (1.7)
0% os u?

© Plup X(1) 2 u] 2 PIX(1) 2 ] 2 (1 = 25~

exp(—=—=),
27 ( 20% )
ol t* est le point on X atteint sa plus grande variance. On peut remarquer que I’encadrement obtenu vérifie
la relation (1.3). Supposons que I’on puisse obtenir une estimation ou bien une borne pour E(sup;cs X (1))

alors on obtiendrait pour la majoration (1.7) une borne intéressante pour Plsup,¢ g X (¢) > u]. C’est I'objet
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du théoréme suivant di & Dudley (1967, 1973). On suppose dans les deux prochains théorémes que S est
un espace métrique muni de la distance d telle que d(s,t) = [E((X, — X;)*)]"/2.

Théoréme 1.4 Soit {X;,t € S} un processus stochastique dans L?. Soit N. = N(S,d,€) le nombre
minimal de boules fermées de rayon € avee lesquelles on peut recouvrir S. Supposons que E(X;) =0 VYt €

S et

u2

P(|Xt—Xs| > U) S 2€Xp (—m) VS,t ES, Yu > 0.

Alors,
(o]
E(sup X;) < K/ (log Nﬁ)l/zde
s 0
ou K est une constante connue.
Des résultats plus récents basés sur les méthodes d’entropie permettent d’obtenir des bornes majorantes
beaucoup plus précises que celle donnée par (1.7). Plusieurs théorémes ont été établis donnant des bornes

différentes en fonction de la croissance du nombre d’entropie Ne = N (S, d, €). Ainsi Samorodnitsky (1991)

et Talagrand (1994) obtiennent le théoréme suivant :
Théoréme 1.5 Si pour un A > os, un a > 0 el un ¢ € [0,05] on a:
N(S,d,e) < (Afe)”

pour tout € < g, alors pour u > o2[(1 ++/a)/eo] on a:

Plsup X(t) > u] < (KA“ )a@ (1) ,

2
tes \/EUS agg

ou K est une constante connue indépendante de X et de S.

Pour d’autres références et d’autres théorémes de ce genre avec d’autres formes du nombre d’entropie
N(S,d, €) on pourra consulter Adler (2000).

Ces résultats tres généraux sont tres élégants et sont parfois suffisants dans 1’étude de certains problémes.
Mais lorsqu’il s’agit de les utiliser en pratique ils manquent cruellement de précision. En effet considérons
I’exemple du mouvement brownien sur [0, 1]. Nous savons que:

P[sup X(t) > u] = 20(u).
t€[0,1]

De plus Esupefo 1) X (¢)] = \/g et N([0,1],d,¢) = e~2. L’inégalité (1.7) donne donc:

Psup X(t) > u] < V2mp(u — @)

t€[0,1]
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Le théoréme 1.5 donne une majoration de la forme:
P[sup X(t) > u] < (Const)u’®(u).
t€[0,1]
Les deux majorations que nous venons d’obtenir et que nous notons de maniére générique f(u) sont telles

que 2®(u) = o f(u)). Elles sont donc trés grossiéres dans I’approximation de Plsupyepo,1) X (¢) > u].

1.3 Meéthodes plus spécifiques au processus étudié

Face au développement des techniques vues dans la section précédente et face a leurs limites, des mé-
thodes plus spécifiques & la nature du processus X considéré sont également étudiées dans la littérature
afin d’obtenir plus de précision dans I’approximation de G(u). Ainsi lorsque X est markovien plusieurs
solutions au probléme de I"approximation de G(u) existent (cf. Siegmund). Lorsque le processus X a
des trajectoires suffisamment réguliéres (p.s. de classe C!) sur un intervalle [0,7] C R, un argument qui
remonte aux travaux pionniers de Rice (1944-1945) consiste & utiliser le nombre de upcrossings du niveau

u par le processus X sur [0, 7],
U0, 7] = #{t € [0,7): X(1) = u, X(1) > 0},
de la fagon suivante :

P[tg%])((t) >u] = PLX(0) > ul JUX[0,7]> 1]

P[X(0) > u] + P[UZ[0,T] > 1]

IN

< PIX(0) > o] + E[U[0,T]).

Lorsque le processus est gaussien centré, stationnaire, de variance un:

T\/ Az U2

BUX 0,70 = "2 exp(= ),

oll Ay est le deuxiéme moment spectral du processus X : Ay = —r"(0); avec r la fonction de covariance de
X. La borne majorante devient alors ®(u) + % exp(—%). Piterbarg (1981, 1982) montre que lerreur

commise par cette approximation est asymptotiquement super-exponentiellement faible :

TV exp(—%zﬂ =0 (exp(—%z(l + 5))) quand u — +oco. (1.8)

35 P X(t) > ul — ®(u) —
>0, | [féﬁ%] (t) > ul — @(u) o

Comment faire pour développer, améliorer cette méthode, la généraliser a des processus moins spécifiques

et & des champs aléatoires gaussiens définis sur des sous-ensembles compact de RY, N > 1?7 Agzais et
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Wichebor (1997) utilisent la relation :
Plmax X(1) > u] = PIX(0) > ] + PIUE[0, TV x 0y > 1]

et montrent, sous certaines conditions techniques et pour des processus a trajectoires C*°| la convergence

de la série de Rice:

G(u) = P[max_ X (1) > u] = P[X(0) > u] + 3 (—1)m+1ﬁ—m (1.9)

te[0, T = m!’
E[’] m=1

et la propriété enveloppante de cette série (bien connue depuis les travaux de Rice (1994-1945)):

PIX(0) > u] + i(—l)m“% < Glu) < P[X(0) > u] + Z_j (—1)’”“%, (1.10)

ol  est un entier strictement positif et 7, est le m-iéme moment factoriel de UX [0, Tl x (0y<uy- 1ls pro-
posent également une méthode pour calculer G(u) dans le cas ot le processus a seulement des trajectoires
continues. Cette méthode est basée sur "approximation de X par une famille de processus X, qui ont
des trajectoires C*°. L’inconvénient majeur de la relation (1.9) est que les moments factoriels 7, sont
trés difficilement calculables car leurs expressions sont complexes et sous forme d’intégrales multiples (cf.
Azals et Wschebor (1997)). Dans le cas d’un processus gaussien stationnaire & trajectoires p.s. de classe
Cl, Azais, Cierco et Croquette (1999) obtiennent des expressions simplifiées des deux premiers termes de
la série de Rice (1.9) et en déduisent un encadrement de G(u) par la relation (1.10) en prenant n = 1.

Notons que des résultats extréemement fins sur la densité du maximum d’un processus gaussien station-
naire & trajectoires p.s. de classe C? sur lintervalle [0, T] peuvent étre obtenus en utilisant le nombre de

maxima locaux au-dessus d’un niveau u du processus :
MX[0,T) = #{t€[0,T]: X(t) >u, X'(t) = 0,X"(t) < 0}

au lieu de son nombre de upcrossings UX [0, T] (cf. Azais et Wschebor (2000)). De méme, comme nous le
verrons plus loin dans cette thése en tant que cas particulier d’un théoréme plus général, il est possible
de redémontrer la relation (1.8) sans ’hypothése de stationnarité, mais en supposant que le processus est

de variance un, en utilisant la variable aléatoire M [0,7]. Pour cela il suffit de remarquer que :
Plmax X(t) >u] = PMX[0,7]> 1{J(X(0) > u[)X'(0) < 0) [ J(X(T) > u( X' (T) > 0)]

= PlAJ A JA4s],

L’inégalité de Bonferroni nous permet ensuite d’obtenir ’encadrement suivant :

3

> PIA] =Y P[AA;] < P[max X (1) > u] < ZS:P[AZ»].

te[0,T
i=1 1< j €r.T]
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La relation (1.8) se déduit immédiatement de ’encadrement précédent une fois que les quatre points

sulvants sont démontrés :
1) PLX(0) > u, X'(0) < 0] = P[X(T) > u, X'(T) > 0] = £®(u). (évident).

9) 36 > 0 tel que P[MX[0, 7] > 1] = E[MX[0,T]]+0 (exp(_§(1 + 5))) = 22C5) (T fdt+

0 (exp(—%(l—l—é))) quand u — 4o00; ol r est la fonction de covariance de X et ri1(¢,t) =

2%r(t,s)
atos

=VarX'(t).
s=t

3) 30 > 0 tel que P[X(0) > u, X(T) > u,X'(0) < 0,X(T) > 0] = o(exp(—§(1—|—5))) quand

u — +00. (évident).

4) 38 > 0 tel que P[MX[0,7]>1,X(0) > u,X'(0) < 0] =0 (exp(—%(l + 5))) quand u — +oo.
Par un méme raisonnement on obtient un résultat analogue pour P[MX[0, 7] > 1, X(T) > u, X'(T) >
0].

Les démonstrations des points 2 et 4 pourront étre trouvées plus loin dans la thése ou bien dans Azals et
Delmas (2000). Elles sont basées sur des évaluations de formules de Rice dont les techniques ont d’abord
été initiées par Adler (1981) puis Piterbarg (1996).

Ainsi on constate que I’étude de la variable aléatoire M X [0, 7] permet d’obtenir des résultats vraiment
trés intéressants sur la loi du maximum d’un processus aléatoire gaussien défini sur un intervalle [0, 7
de R. Un autre avantage de cette variable aléatoire est qu’elle permet de généraliser les raisonnements
et les méthodes de Rice, discutés précédemment et utilisés pour les processus aléatoires gaussiens, aux
champs aléatoires gaussiens définis sur des sous-ensembles compacts S de RY, N > 1. Ceci est I'objet
principal de la premiére partie de cette thése (chapitres 2 et 3). Avant d’aller plus loin considérons les deux
approches majeures abordées par certains auteurs (principalement Sun, Adler et Worsley) pour généraliser
les méthodes de Rice utilisées en dimension un et obtenir des résultats pour la loi du maximum d’un
champ aléatoire gaussien sur S compact de RY. Nous comparerons ensuite ces deux approches et notre
méthode. Une premiére approche consiste & faire le lien entre le calcul de P[maxies X (¢) > u] lorsque X
est un champ aléatoire gaussien centré de variance un qui admet un développement de Karhunen Loéve
fini d’ordre K et le calcul du volume d’un tube sur la surface de la spheére unité SE—1 de RE. Ainsi
Sun (1993), utilisant la formule de Weyl (1939) pour le calcul du volume d’un tube sans bord sur K~

obtient le résultat suivant:

Théoréme 1.6 Soit X un champ aléatoire gaussien centré de variance un sur un ensemble Borélien

S C RY admettant un développement de Karhunen Loéve fini d’ordre K : X (t) = Zf; & (t). Notons
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¥(@#) = (v (t), ..., yx(1)). St la variété engendrée par v est sans bord et si la fonction de covariance de X

est de classe C® alors,

[N/2]
P[SUIS)X(t) >u]= Z ko Waj(u) + o(Wornyay(u)) quand u — 400,
te ,
j=0
ot
1 © No2ja =
\IJZJ(U) = m % X 2 (& dz.

et les ko pour j = 0,...,[N/2] sont les constantes qui apparaissent dans la formule de Weyl.

Notons que Sun (1993) a également établi une expression pour ky et k2 qui ne fait intervenir que la
fonction de covariance du champ aléatoire X. Les considérations géométriques nécessaires pour le calcul
de kg et ko sont donc considérablement allégées. Les conditions les plus fortes pour 'utilisation pratique du
théoréme précédent sont ’hypothése d’un développement de Karhunen Loeéve fini et I’hypothese d’absence
de bord pour la variété engendrée par 5. Pour pallier & la premiére de ces difficultés Sun (1993) a établi
la majoration suivante :
P[ju}S)X(t) > u] < koWo(u) + ka¥a(u) + o(¥a(u)) quand u = 400,
€
dans le cas d’'un champ aléatoire gaussien centré de variance un avec un développement de Karhunen
Loéve infini et sous certaines conditions techniques. Une autre condition permet d’avoir I’égalité au
lieu de la majoration. Malheureusement cette condition est rarement vérifiée (cf. Adler (2000), Sun
(1993)). Sun obtiendrait également, selon Adler (2000), un début de développement asymptotique pour
Plsup;eg X (t) > u] dans le cas ol la variété engendrée par v n’est pas sans bord. Ce développement
serait de la forme:
P[flells)X(t) > u] = koWo(u) + kl\ill(u) + (k2 + C1 4 k11) T2 (u) + o(¥2(w)), quand v — +oo, (1.11)

ou

W (u) = ! / 2N=-2)/2,—x g

- N
4z Ju?

5
et ki, C1 et ki1 sont des constantes connues. Ce résultat n’étant pas publié, le meilleur moyen d’obtenir
plus d’information sur ses hypotheéses, sa démonstration ou sur les constantes kq, C7 et kq1 est de contacter
directement J. Sun.

La seconde approche a été initiée par Adler (1981) puis Worsley dans les années 1990 et plus récemment

Adler (2000). L’idée consiste & généraliser la notion de upcrossings & la base des méthodes de Rice en

dimension un par la caractéristique d’Euler de ’ensemble d’excursion A4, (X,S) = {t € S: X(t) > u} en
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dimension supérieure. Pourquoi choisissent-ils la caractéristique d’Euler? Car on a besoin d’un compteur

du nombre de composantes connexes de A, (X, S) afin de pouvoir déterminer G(u) donné par :

G(u) = P[rtnaSXX(t) > u] = P[Nombre de composantes connexes de A, (X, S) > 1]. (1.12)
€

Or le nombre de composantes connexes de A, (X, S) est un objet trés difficile 4 étudier pour des dimensions
strictement supérieures & un, contrairement & la caractéristique d’Euler de A,(X,S) qui est proche
du nombre de composantes connexes de A, (X,S) mais pour laquelle il existe de nombreux outils (cf.
Hadwiger (1957, 1959), Morse et Cairns (1969) ou Adler (1981, 2000)). En dimension un le nombre de
composantes connexes est égal & la caractéristique d’Euler de A, (X, [0,7]). 1l est relié au nombre de
upcrossings par 'intermédiaire de la variable aléatoire X (0) de la facon suivante: Si X (0) < w alors
le nombre de upcrossings du niveau u et le nombre de composantes connexes de A, (X, [0,77]) sont les
mémes, si X(0) > u alors le nombre de upcrossings du niveau u est égal au nombre de composantes
connexes de A, (X, [0,7]) moins un. En dimension deux la caractéristique d’Euler de A, (X, S), supposé
suffisamment régulier, est le nombre de composantes connexes de A, (X, S) moins le nombre de trous. En
dimension supérieure la caractéristique d’Euler d’un ensemble A, (X, S), suffisamment régulier et inclus
dans RY, est un objet mathématique plus difficile & visualiser qui se formalise comme étant la seule

fonctionnelle vérifiant les deux propriétés suivantes :

. 6(4) = 0 s1A=0

1 si A est topologiquement équivalent a une N-sphere.
e G(AUB) = 6(A) + 6(B) — (AN B).
Elle apparait donc comme une alternative mathématique possible au nombre de composantes connexes. De
plus si on regarde les arguments de Kac et Slepian (1959), Slepian (1963) et Lindgren (1972), on constate
qu’un processus suffisamment régulier a un comportement paraboloide au voisinage de ses hauts maxima
locaux. Ainsi on peut penser intuitivement que, pour un niveau u suffisamment grand, chaque maximum
local au-dessus de u engendre un ensemble d’excursion ellipsoide dont la caractéristique d’Euler vaut un.
La caractéristique d’Euler de A, (X,S) correspond alors, & des termes de bord prés, & son nombre de
composantes connexes. On est ainsi intuitivement amené & réecrire la relation (1.12), pour des processus

(ou champs) suffisamment réguliers et lorsque u — 400, en approchant le nombre de composantes

connexes de A, (X, S) par ¢(Ay(X,9)):

G(u) = PlmaxX(t) > u]

P[Nombre de composantes connexes de A, (X, S) > 1]

IN

E[Nombre de composantes connexes de A, (X, 5)]
~  Elp(Au(X, 5))].
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Worsley (1995a, b) a établi une expression exacte pour E[¢(Ay(X,S))] lorsque X est un champ aléatoire
gaussien centré stationnaire isotrope et S est un sous-ensemble compact de RY dont la frontiére est une
variété de classe C?. S’appuyant fortement sur le théoréeme de Hadwiger (1957), Adler (2000) généralise
cette expression de E[¢(Ay (X, S))] & des sous-ensembles S plus généraux. Utilisant ensuite un résultat de
Piterbarg (1996) il déduit que ’erreur commise en approchant P[maxies X () > u] par E[¢p(Ay (X, 5))]
est asymptotiquement super-exponentiellement faible (toujours dans le cas ot X est gaussien centré

stationnaire et isotrope) :

u2

39 > 0 tel que |P[rtnEaSXX(t) >u] — E[¢p(Au(X,9)]| =0 (exp( 5 (1+ 5))) quand u — +00.

Siegmund et Worsley (1995) puis Worsley (1998) obtiennent une expression exacte pour E[¢(Ay, (X, 5))]

lorsque X est un champ aléatoire gaussien centré de variance un défini par:

X(x, 1) =1=N? /]RNg (‘y;—x) W (dy),

ot € C C RY (C relativement général), t € [to,t1] avec ty et t; réels strictement positifs, W est un
bruit blanc gaussien sur RY (tel que E[W (A)W(B)] = |AN B| pour A et B € RY) et g est un noyau
lisse tel que [ g¢*(z)dx = 1. Ils utilisent ensuite les techniques introduites par Sun, que 1’on a exposées

précédemment, pour montrer que:

SES u

|Plmax X (s) > u] — E[¢(Au(X, 5))]| = 0 (6_7) ,

ot S =C x [to,t1] et s = (2,1). Adler (2000) utilise le résultat de Sun (1.11) pour obtenir une expression
pour Plmaxies X (t) > u] dans le cas ol X est gaussien stationnaire et S est le rectangle de R2. Il obtient

ensuite une expression pour F[¢(A, (X, S))] et vérifie que:

tes U

Plmax X (1) > u] - Bl6(Au (X, 5)]| = o0 (_) .

L’inconvénient majeur de Iapproximation de P[maxies X () > u] par E[¢(Au(X,S))] est qu’il n’existe
pas de lien direct entre ces deux objets. Dans les trois cas que nous venons de présenter (qui sont pour
le moment les trois seuls cas traités dans la littérature), la démonstration doit se faire en deux étapes
complétement différentes : tout d’abord évaluer E[¢(A,(X,S))] et ensuite évaluer P[maxies X (¢) > u].
La comparaison des deux expressions permet alors de conclure sur la pertinence de "approximation de
Plmaxies X (t) > u] par E[¢(A4(X,S))]. De sorte que si a priori on ne sait pas calculer Plmax;ecg X (t) >
u], on peut toujours tenter de I’approcher par E[¢(A, (X, S))], mais rien ne nous permet de conclure

sur ’erreur commise par cette approximation. Cette approche, a ’état actuel des travaux de recherche,
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ne permet donc pas de résoudre de maniére correcte et rigoureuse le probléeme de ’approximation de

Plmaxies X(t) > u].

On propose dans la premiére partie de cette thése (chapitres 2 et 3) de généraliser la notion de up-
crossings & la base des méthodes de Rice en dimension un par le nombre de maxima locaux MJX(S5)
(défini précédemment) en dimension supérieure. On propose de généraliser le raisonnement fait en di-
mension un de la maniére qui suit. Pour un champ aléatoire X sur un sous-ensemble compact S de
RN composé de n bords différents suffisamment réguliers, notons (85)i=1,.. n chacun de ces bords et

RX((0S);) I’événement :

RY((29)i) = (3t € (39)i/X(t) > u, X" (V)](55), < 0, Xp(t) = 0, X\ (t) > 0),

ou:
X% (t) est le vecteur des dérivées tangentielles au bord (95);,
X1 (t) est le vecteur des dérivées normales au bord (95); dans les sens sortant & .S,
X"(t)](a5), est la matrice des dérivées secondes de X restreinte au bord (9S5);.
Alors:

PlmaxX(t) >u] = P(MJ(5)>1)J U Ry ((95):)]

tes

n+1

(n+1)
P U A

L’inégalité de Bonferroni nous permet ensuite d’obtenir ’encadrement suivant :

(n+1) (n+1)
; Pl4;] — ;P[AiAj] < PlmaxX(1) > u] < Z_; P[A;].

On estime alors ZZ(:H) P[A;] en utilisant des formules de Rice et en les évaluant. On majore ensuite
les termes P[A;A;] également par des formules de Rice. On les évalue ensuite pour montrer qu’elles
sont négligeables (dans la plupart des cas super-exponentiellement négligeables) par rapport aux termes
principaux ZZ(:H) P[A;]. Les techniques utilisées pour évaluer les formules de Rice que ’on obtient ont
d’abord été initiées par Adler (1981) et Piterbarg (1996).

Notons que 'application de cette méthode en dimension un a été présentée précédemment et permet de

redémontrer la relation (1.8). L’avantage de cette méthode que 'on propose par rapport & la méthode
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introduite par Adler et Worsley est qu’elle nous permet de relier directement MX(S) et RX((9S);) avec
max;es X () de sorte que I’évaluation de P[MX(S) > 1], P[RX((95):)], P[(MX(S) > 1) N RX ((95);)] et
P[RX((09):)NRX((85);)] pour i < j, i,j = 1,...,n nous permet d’obtenir directement une évaluation de
Plmaxtes X () > u]. Notons que les résultats établis par Sun et ceux établis par Adler et Worsley sont
complémentaires: ils traitent chacun de cas différents. Ils ont également été obtenus par des méthodes
compléetement différentes. Un autre avantage de notre méthode est qu’elle est relativement générale. Elle
nous permet ainsi de redémontrer des résultats établis d’une part par Sun et d’autre part par Adler
et Worsley. Elle unifie donc en une méme méthode les méthodes de Sun et de Adler et Worsley. Elle
nous permet également dans certains cas d’améliorer des résultats déja connus c’est-a-dire d’obtenir des
développements asymptotiques plus précis. Elle nous permet également d’obtenir de nouveaux résultats

plus généraux sous des hypothéses moins restrictives.

Dans le chapitre 2, on commence par rappeler quelques éléments de probabilités indispensables, don-
nant des conditions suffisantes faciles & vérifier pour satisfaire les hypotheses de théorémes déja existants
ou qui seront établis. On généralise ensuite au cas non stationnaire et au cas de la variable aléatoire
MZX(S) la démonstration de la formule de Rice donnée dans Adler (1981) (théoréme 6.1.1 p.123). Nous
avons publié en 1998 le développement asymptotique de la formule de Rice que nous obtenons dans une
Note aux C.R.A.5. que 'on reproduit en annexe A. Dans la troisieme partie de ce chapitre on s’intéresse
au deuxieéme moment factoriel E[MX(S)(MX(S) — 1)]. Nous exposons les démonstrations de la majo-
ration de ce deuxiéme moment par une formule de Rice (cf. Wschebor). Nous en donnons ensuite un
développement asymptotique (Piterbarg (1996b)). Ces résultats et leurs démonstrations seront utilisés
(sans étre repris) dans les chapitres suivants pour établir des formules de Rice avec leur développe-
ment asymptotique pour des moments factoriels légerement différents. Ces résultats sont aussi a la base
d’un théoréme également présenté dans la Note aux C.R.A.S.. Ce théoreme porte sur ’évaluation de
Plmaxies X(¢) > u] lorsque X est un champ aléatoire gaussien sans bord. Il sera repris dans le chapitre
3.

Dans le chapitre 3 nous établissons nos principaux résultats pour I’évaluation de P[maxies X (¢) > u]
olt X est un champ aléatoire gaussien sur S sous-ensemble compact de RY. Les techniques utilisées sont
celles que nous avons brievement présentées précédemment. Ce chapitre est constitué de la reproduction

d’un article soumis a une revue internationale.

Les deux derniers chapitres (chapitre 4 et 5) constituent la deuxieéme partie de cette thése ot nous
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nous sommes principalement intéressés a un aspect plus appliqué des méthodes de Rice. Dans un premier
temps nous avons fait une implémentation Splus des principales méthodes de Rice étudiées et établies
dans cette thése. Pour cela, en généralisant les résultats données dans Azais, Cierco et Croquette (1999),
nous avons établi des formules relativement bien adaptées au calcul numérique pour 1’évaluation des
moments factoriels d’ordre un et d’ordre deux apparaissant lors de 1’étude de

P X(t) > t P X(t)| >
[EE% (t) > u]e [tgﬁ%]l ()] > ul,

ol X est un processus aléatoire gaussien réel a trajectoires p.s. de classe C! sur [0;T] vérifiant la condition

de non dégénérescence du vecteur aléatoire :
(X (1), X(s), X' (t), X'(s)) YVt £ 5 €[0,T].

Le programme réalisé est présenté dans le chapitre 4. Les principaux listings sont donnés en annexe B.

Dans le chapitre 5 nous adaptons la méthode de Rice décrite dans le chapitre 4 pour des processus a tra-
jectoires p.s. de classe C! sur [0;T] au cas de processus X sur [~T5;7}] & trajectoires p.s. de classe C* sur
[—T%;0[ et ]0; T1] et tels que X(07) = —X(07) p.s.. L’application aux tests de mélanges de distributions
(Gosh et Sen (1985), Dacunha-Castelle et Gassiat (1997b, 1999)) nous permet alors d’obtenir des tables
et des résultats de puissances pour les tests du rapport des maxima de vraisemblance asymptotiques
d’une population gaussienne contre deux. Cela nous permet de comparer ces tests a des tests de moments

classiques. Des conclusions sont alors tirées quant a 'optimalité de ces tests.

En conclusion de cette thése nous donnons plusieurs perspectives particulierement intéressantes déga-

gées par ce travail.
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Chapitre 2

Formules de Rice

2.1 Introduction

Notons tout d’abord, pour commencer ce chapitre, qu’il existe des conditions suffisantes, aisées & vérifier,
pour qu’un processus (ou un champ) aléatoire ait des trajectoires p.s. continues ou p.s. de classe C'. Pour
cela on pourra consulter Cramér et Leadbetter (1967) et Adler (1981). Nous rappelons maintenant un

théoréme donnant une condition suffisante pour que I’hypothése (2.4) du théoréme 2.6 soit satisfaite.

Théoréme 2.1 (Adler (1981) p.60) Soit X(t), t € RY, un champ aléatoire gaussien centré dont la

fonction de covariance est continue. Alors, si il existe 0 < C' < +oo et € > 0 pour lesquels :

E[|X(s) = X(1))*] < ¢ Vs, t e [0, 1]V,

~ [log s —t][[**e

X a des trajectoires p.s. continues sur [0,1]™. De plus Yo > 0,
=N Plux(n) > a] = 0 quand n — 0,
ott wx (n) est le module de continuité de X.

Ce théoreme nous montre que cette hypothése (2.4) n’est finalement pas trés cheére & satisfaire.

L’objectif principal de ce chapitre est d’exposer la démonstration de la formule de Rice pour E[MX(S)],
son développement asymptotique, la majoration par une formule de Rice du second moment factoriel
E[MX(S)(MZX(S) —1)] et son développement asymptotique. Le premier de ces quatre points consiste en
une généralisation aisée au cas non stationnaire et au cas de la variable aléatoire M (S) du théoreme

6.1.1 p.123 de Adler (1981). Le second a fait ’objet d’une note aux C.R.A.S. que nous reproduisons en
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annexe A; la démonstration compléte pourra étre trouvée dans le chapitre 3. Le troisieme et le quatrieme
points sont diis respectivement & Wschebor et Piterbarg (1996b). Nous exposons ces démonstrations
car par la suite nous nous y reféreront souvent, sans les reprendre, pour obtenir de maniére analogue
d’autres formules de Rice et développements asymptotiques. Notons que la formule de Rice exacte pour
le deuxiéme moment factoriel E[MX (S)(MX(S) — 1)] a été obtenue par V. Konakov dasn sa thése de
doctorat.

Par la suite nous noterons:
. Xz(t) — 6X(t)’ X”(t) _ 62X(t)

at, 9t.0t;

e w;: module de continuité des X;, w;;: module de continuité des X;;.

2.2 Le premier moment

2.2.1 Formule de Rice

Soit V un voisinage ouvert de .S sous-ensemble compact de R dont la frontiere est de mesure de Lebesgue

nulle.
Théoréme 2.2 Soit X un champ aléatoire sur V. Supposons que, avec une probabilité égale a un:
o X(t),X'(t),X"(t) sont continues sur V.
o Il n’y apasdepointst €S: (X'(t)=0et X(t) =u)ou (X'(t) =0 etdet X'(¢t) =0).
o Il n’y a pas de pointst € 9S : X'(t) = 0.
o Il n’y a qu’un nombre fini de points t € S: X'(t) = 0.

Soit MX(S) = #{t € S: X(t) > u, X'(t) = 0,X"(t) < 0}. Soit A le sous-ensemble de RX,6 K =
M%l +1, 0t X(t) > u et X"(t) < 0. Alors, avec une probabilité égale & un :

MX

(S) = lim [ 6.(X'(1))1a(X (1), X" (1))| det X" (1) dt,

e—0 S

ot §c(x') est une fonction sur RN définie comme étant constante sur o(c) = {z' € RN /||2|| < €} et nulle

ailleurs et normalisée de sorte que fg(ﬁ) de(x)da' = 1.

Preuve : La démonstration de ce théoreme réside en 1'utilisation du théoréme d’inversion locale. On

choisit une réalisation de X qui satisfait les conditions du théoréme. On consideére les points ¢t € S pour



CHAPITRE 2. FORMULES DE RICE 20

lesquels X'(t) = 0, X(¢) > u et X" (¢) < 0. Comme il y en a un nombre fini, noté k, et qu’aucun ne se
trouve sur 9.5, chacun peut étre entouré d’une boule ouverte de rayon 1 de facon a ce que ces boules soient
distinctes et n’aient pas d’intersection avec 9.5. De plus on choisit ces boules de rayon 7 suffisamment petit
pour que & I'intérieur de chacune d’entre elles (X (¢), X" (¢)) appartienne & A. Par le théoreme d’inversion
locale, on sait qu’il existe k voisinages Uy, Us, ..., Uy de t1,12, ..., 15 dans S et k voisinages Vi, V5, ..., Vg de
0 dans ’espace image de X' tels que X’ réalise une bijection de U; dans V;. Choisissons e suffisamment
petit pour que o(¢), la boule || X'|| < ¢ dans 'espace image de X', soit contenue dans l’intersection des
k voisinages V;. On sait alors qu’il existe k autres voisinages U{,UJ, ..., U} de t1,ts, ..., t; dans S tels que
X' réalise une bijection de U/ dans o(¢). Le jacobien de la bijection X’ de U/ dans o(e) étant | det X"’ (2)],

on en déduit que I'on peut choisir ¢ suffisamment petit pour que:
ME(S) = [ 800100, X7 (0] det X(0)
5
Et en passant a la limite lorsque € tend vers 0 on obtient le théoreme.

Théoréme 2.3 Si X est un champ aléatoire gaussien centré, de variance un, avec une fonction de
covariance de classe C* sur V et & trajectoires p.s. de classe C? sur V; et si de plus (X (t), X'(t), X"(t))

est non-dégénéré ¥t € V', alors avec une probabilité égale a un :
o Il n’y apas de pointst € S: (X'(t) =0 et X(1) =u) ou (X'(t) =0 et det X" (¢) = 0).
o Il n’y a pas de pointst € 9S : X'(t) = 0.
o Il n’y a qu’un nombre fini de points t € S: X'(t) = 0.

Bt en utilisant les mémes notations que celles du théoréme précédent :

MX(S) = lim | 6.(X'(1))1a(X (1), X" (1))| det X" (t)|dt.

e—0 S

Preuve : Sous les hypothéses du théoréme 2.3 nous allons établir les lemmes 2.1, 2.2, 2.3, 2.4 et 2.5 qui

nous conduirons a démontrer le théoreme.

Lemme 2.1 Pour tout € > 0, il est possible de trouver une fonction continue we(h), telle que w.(h) = 0

quand h — 0, el une constante finie positive C., telles que P[E.] > 1 —¢, ot E. est [’évéenement :

{max sup | X;;(t)| < Cc,wx(h) < NhC.,maxw;(h) < NhCe, max wi;(h) < we(h) pour0 <h <1}
©J tes J 3%}

Preuve : Soit w*(h) = 1<ma§Nwij(h). Comme les X;; sont p.s. continues, nous avons: %ir% P(w*(h) <
<iyj< >

¢) =1 Ve > 0 fixé. Soit {¢,} une suite réelle, décroissant strictement vers 0. Alors pour tout € > 0 on
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peut toujours trouver h, > 0 tels que:

Puisque w* (k) décroit en h, on peut écrire :

27 "¢

6

Plw*(h) <ecp, 0<h<hy]>1-

On peut également supposer que les h, forment une suite décroissant vers 0 et alors:

Plw (h) <¢n ,0<h<h, n=12 . >1—§: =

n=1

Chlm

Soit we(h) = ¢p, pour hpyy < h < hy, nous avons :
Ppwm<w4m,o<hghﬂ>1—g
Si hy < 1 on pose simplement w.(h) = ¢g pour hy < h < 1, ot ¢g est suffisamment grand pour que:
P[w*(h)<c0,h1<h§1]>1—é.

On obtient donc que: P[ <ma§Nw”(h) <we(hM)]>1- é Nous pouvons également dire qu’il existe une
i,5<

constante finie C, telle que:

P[maxsup | X ()] < Ce] >1— <
i.J teS 3

En effet si1 cette constante C¢ n’existait pas alors on aurait que:

P[maxsup | X (t)| = +o0] >
1 teS

wlm

ce qui contradirait la continuité p.s. des X;; sur le compact S. De plus, si nous avons: maxsup |X;;(¢)] <
L) tes
C., alors par N applications du théoréme de la valeur moyenne, nous obtenons :

max sup |X;(t) — X;(s)| < NhC. | donc
T le=slI<h

P[maxsup |Xi;(¢)| < Ceymaxw;(h) < NhC.] > 1— é
1 teS J

En appliquant les mémes arguments aux X; et a4 X, il s’ensuit que:
€
Plwx(h) < NhC(] > 1— 3
En combinant les inégalités obtenues, on établit le lemme.

Lemme 2.2 Il n’y a pas, avec une probabilité égale a un, de pointst € S tels que X'(t) = 0 et X () =
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Preuve : Soit m = 1,2, .... Soit une décomposition de S en M x m¥ cubes (ou portions de cubes) Sy,
k=1,2,..., Mm", dont les cotés sont de longueur m=". Soit ¢,,; le point milieu de S,,x lorsque S,; est
un cube et un point quelconque fixé dans S, lorsque S,k est une portion de cube. Soit A,,; I’événement
qu’il existe un point ¢ € Sy, pour lequel X (¢) = u et X' (¢) = 0. Soit A I’événement analogue pour ¢t € S.

Nous voulons montrer que P(A) = 0. Puisque:

Mm»N

A= U Apmp VY,
k=1

nous avons, pour € > 0 quelconque::
Mm"
P(A) < D P(Aps N E) + P(E,)
k=1

ot E, est le complémentaire de E, défini dans le lemme précédent. Supposons que A, et E. aient lieu

en méme temps. Alors pour un ¢ € Sy :
Xt)—u=0et X;t)=0Vj=12..,N.
Alors les bornes sur wx et w; dans . nous permettent de dire que il existe une constante A telle que:
| X (tmr) — u| < ANm IO, et
| X (tmi)| S ANm™'C. pour j = 1,2, ..., N.
Et donc sous les conditions du théoréme il existe une constante K telle que:

P(Amk NE) < PlX(tmk) — ul KANMTIO | Xj(tmp)| K ANmMTHCe, j =1, ..., N]

< KANm™'C.ANm~tCHN

[(AN+1 CN-I—lNN-I—lm—(N-I—l) )

En utilisant le fait que P[E] > 1 — ¢, nous obtenons:
P(A) < m Y MENNTIONFI NN 4 e

En choisissant ¢ suffisamment petit et m suffisamment grand, P(A) peut étre rendue aussi petite que I'on

veut. Cec1 établit le lemme.

Lemme 2.3 Il n’y a pas, avec une probabilité égale a un, de pointst € S tels que X'(t) = 0 et det X" (t) =
0.
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Preuve : Nous utilisons les mémes notations générales que dans la preuve du lemme précédent. Soit
Byoi événement qu’il existe un ¢ € Sy pour lequel X;(¢) =0, j =1,2,..., N et det X" (¢) = 0. Soit B
I’événement analogue pour ¢ € S. Nous devons donc montrer que P(B) = 0. Puisque :

Mm©
B= |J Bk ¥m,
k=1

nous avons:

P(B) < Zm: P(Bmi N E) + P(E,).

Soit t € Sk, Xij(tms) s'écrit également X;;(tmr) = Xij(t) + (Xij(tme) — X55(t)). En développant
det(X" (tmk)) on obtient donc det X" (t) plus N1(2V — 1) extra-termes. Si événement F, a lieu, chacun
de ces extra-termes peut étre majoré en valeur absolue par une expression de la forme: CN =" [w (Am™1)]"

pour un r compris entre 1 et N et A une constante fixée. Si B, a également lieu:
| det X" (t1)| < N!(?N — l)Civ_le(/\m_l) et

| X (tmi)| S ANm™'C. pour j = 1,2, ..., N.
Ainsi:

P[BniNEd < Plldet X" (tmk)| < N'(2V = YOV LwcOm ™), | X (tmr)] < ANm ™ 0,5 = 1,..., N]

/P[|detX”(tmk)| < NN )Y o Om ™Y /X (ts) = 25,5 = 1,.., N] x

P (tr)) =, v (Z3) =1, v )dor o day,

Ol A(X, (t i ))imr,... v (T5)i=1,.. n) est la densité jointe des X (t,,x) pour j = 1,..., N au point (x;);=1,. ~-
L’intégrale est sur (—ANm~1C,, ANm~1C,) pour chacun des X; (¢, ). Sous les conditions du théoréme, la
densité jointe ¢(x;(t,i))ier... .~ ((T5)j=1,.. ) est bornée. De plus la probabilité conditionnelle est majorée
par 1 et tend vers 0 quand m tend vers 4+oo pour tout (z;);=1, . n. Il s’ensuit par le théoreme de
convergence dominée que pour tout § > 0 et pour m suffisamment grand, P[B,; N EJ] < ém™". En
utilisant le fait que P[E] > 1 — € on obtient que P(B) < § + ¢. Comme J et ¢ peuvent étre pris

arbitrairement petits, le lemme est établi.
Lemme 2.4 Il n’y a pas, avec une probabilité égale a un, de points t € 3S tels que X' (t) = 0.

Preuve : Puisque 95 est de mesure de Lebesgue nulle, on peut recouvrir 9.5 par une collection de cubes
Ik ayant chacun des cotés de longueur m=1. Notons M (m) le nombre de ces cubes. M (m) peut étre choisi

de sorte que M (m)m~ — 0 quand m — +oo. Soit 85, U'intersection de I,x avec S et tymx € dSmi
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un point fixé dans 0S,x. Soit Cpp I'évenement qu’il existe un ¢ € 95, pour lequel X;(¢) = 0 pour
J=1,2,...,N.Soit C I’événement analogue pour ¢ € 3S. Il nous faut montrer que P(C') = 0.
M(m)

P(C)< Y P(Ci N E.) + P(E.).

—_

Par les mémes arguments que ceux utilisés dans le lemme 2.2 nous obtenons:
PlCmg N E] < PlIXj(tmp)| K ANmM™IC, = 1,2, ..., N].
En utilisant les conditions du théoréme:
P(C) < KNXYNNCNm=N M (m) +e.
En choisissant m suffisamment grand et e suffisamment petit on obtient le lemme.

Lemme 2.5 Il n’y a, avec une probabilité égale a un, qu’un nombre fini de pointst € S tels que X' (t) = 0.

Preuve : Supposons qu’il existe une infinité de points ¢t € S tels que X'(¢) = 0. Alors on peut en
extraire une suite ({y)nen tels que X'(¢,) = 0. Or t, € S compact ¥n € N donc il existe un point
d’accumulation a € S tel que ¢, — a quand n — +oo. Par continuité on obtient que X’(a) = 0. Or on
sait que det(X”(a)) # 0 donc par le théoréme d’inversion locale, il existe U un voisinage de a et V un
voisinage de 0 dans ’espace image de X’ tel que X’ réalise une bijection de I/ dans V. Or il existe n tel

que t, € U et X'(t,) = 0 et t,, # a. On aboutit donc & une contradiction. Ceci établit le lemme.

Théoréme 2.4 Sous les mémes hypothéses que celles du théoréme 2.5 :

E[Mf(S)]S/S/ /D|detx”|<I>t(x,O,x”)dx”dxdt,

ot D est la région de R, K = M%l, ot " est définie négative. y(x, 2’ 2") la densité jointe de

(X (1), X'(t), X"'(t)) au point (x,z', z").
Preuve : La preuve de ce théoréme est basée sur 'utilisation du lemme de Fatou. Soit :
MX(S), = / S (X' () 1a(X (), X(t))] det X" (t)|dt.
5
Nous avons pour tout € > 0:

E[MX(S)] :/Sdt/ /D/5E(x')|detx”|<I>t(x,x/,x”)dx/dx”dx,
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N(N+1)

5, ol

ot I'intégrale la plus intérieure est sur tous les xq, zo, ..., zx, D est la région de de R | K =
z" est définie négative. I.’inversion de I’ordre d’intégration est justifiée par le théoréeme de Fubini. Par le
lemme de Fatou on peut écrire :

EMY(8)] < lim EME(5).].

De plus:
lir% S (2")| det 2" |®y(x, &', 2" )dx’ = | det 2| (x, 0, 2").
e—

On peut montrer que /(56(1")| det 2" |®;(z, 2’ 2"")dx’ est majorée par une fonction intégrable Ve > 0. En

appliquant le théoréeme de convergence dominée on obtient donc que:

E[MJ(5)] < / dt/ / | det 2" |®, (x, 0, 2" )da" da.
S u D
Ceci établit le théoréeme.

Théoréme 2.5 Sous les mémes hypotheses que celles du théoréme précédent et en supposant que les

modules de continuité des X;; sur S vérifient :

Ve > 0 Plmaxw;;(h) > €] = o(hY) quand h |0,

i
alors,

BIMX(S)] = / / /D (et 27|, (2,0, ") da" dad.

Preuve : Montrons tout d’abord que sous les hypothéses du théoréme nous avons:
Ve > 0 Plmax{wx (h), maxw;;(h)] > €] = o(h™) quand h | 0.
i
Par N applications du théoréme de la valeur moyenne, nous avons:

wx (h) < Nh mialeells) | X5 (2)].

Donc si wx (k) > € alors maxsup | X; (¢)| > . Ainsi:
g teS Nh

h=NPlux(h) > ¢ < h™Y P[maxsup |X;(t)| > =

]

i res Nh
N
< h‘N;P[jgngi(t)l > 7]
N
< BN D(PRup Xi(t) > ] + Plaup(=X: (1) > 5]

tes Nh tes Nh

i=1
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Or X; est p.s. continue sur S compact de RV. Donc:

Plsup X;(t) < 4o0] = 1 et Plsup(—X;(t)) < +o0] = 1.
tes tes

Ainsi X; et (—X;) vérifient les hypothéses du théoreme de I'inégalité de Borell et par conséquent on

obtient aisément que:

A= Plsup X; (¢ >L M)Oeth_NPsu —X;(t >L M)
up Xi(0) > 7] up(~X;(0)) > 517
Donc Plwx(h) > €] = o(h") quand h | 0. Comme:
Plmastox (h), maxwi; (W] > 4 < Plmaxeis(h) > 4+ Plox(h) > o
1,J 7

il s’ensuit que P[max[wx (h), max; ; w;j(h)] > €] = o(hV) quand h | 0.
Montrons maintenant le théoreme :

Soit, pour n > 1, L, ={t e RN : t; =i-27",j=1,..,N,i=0,1,-1,2,—2,...}. Soient :
Apt)={se RN :|s; —t;] <270 =1 .. N}et
Ast)={se RN :|s; —t;| < (1—e)2 (D) j=1, . N}

Soit t € L, et
1 si MX(SNAL®) >0
0 si MX(SNAL)=0

Ini =

avec par convention Mj( (@) = 0. Soit Mj(’n (S) = Z I,; une approximation de Mj((S) D’apres le
teL,
théoreme 2.2, on sait que P[M X (9(SNA,(t))) = 0] = 1 VYn et t. Donc P[Mj((U IS NAL()) =0 =1.

Ainsi:
MX7 () 23 MX(S) quand n — +oo.

MX"(S) étant croissant en n, par le théoréme de convergence monotone :

EMZ(S)] = HETOOE[M?”(S)]
> lim > PIMI(SNAL) > 0]

tEL,,AR(t)CS

Intéressons-nous a la minoration de P[MX (S N A, (t)) > 0]. Soient :

W (n) = maxfux (27), maxw;; (277)] et
2,7
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Mx = maxsup | X;;(t)].
LI tes

Par hypothése nous avons que ¥V > 0, Plw (n) > 5] = o(27¥"). Choisissons :

€d
SRN-TNI(2N — 1)

n= avec § > 0 assez petit et K > 0 assez grand.

Choisissons un n fixé et un ¢t € L, fixé tel que A, (t) C S. On suppose que w% (n) < 75 et que I’événement
Gsk alieu; ou:

Gsx = {|det X' (t)] > 4, (X (t) —u) >, Mx < K, X"(t) posséde N valeurs propres < 0}

Sur A, (t), on approche X’ par ’hyperplan passant par X’(¢) au point ¢ et dont I’équation est Y (z) =
X'(t) + (x — t) X" (t) pour x € V. Soit t* le point de V solution de Y (z) = 0. Nous avons alors:

X'(t) = (t =) X"(1). (2.1)

Nous allons montrer que si w¥% (n) < 1, si G5k a lieu et si approximation Y de X’ a son zéro t* dans

A (t) alors X’ admet au moins un zéro 7 dans A, () qui vérifie X”'(7) < 0 et X(7) > u. Ainsi on aura:
PIMX(S N AL (1) > 0] > PlGsk N [t* € AL (1)]] — o(27™Y). (2.2)

Soit 7 € Ap(t): X'"(r) = X" (t) + X"(r) — X"'(t). Par conséquent det X”'(7) se réecrit sous la forme

det X" (t) plus N!(2¥ — 1) extra-termes. Chacun de ces extra-termes peut se majorer en module par

[(N—r r

1" pour un r compris entre 1 et N. Ainsi:

|det X" (1) — det X" (t)] < KN"IgN1(2V — 1) <

l\DIQf)

De méme | X (1) — X (1)| < é. Par conséquent (X (1) — u) reste supérieur ou égal a % sur Ay, (1), de méme
| det X7'(7)| reste supérieur ou égal & £ sur A, (¢) avec X''(r) qui a N valeurs propres < 0. Supposons
que t* € AS(t), alors d’aprés (2.1) X’( )X ~Lt) € A5(0). De plus chaque terme de la matrice:
T4 (X"(t) = X", )X et )

est majorée en module par 1+ ¢, V(! ...,t") € A, (t). Ainsi:

i

XX 7, N = (XX YOI+ (X)) = X' )X

i

R (R A

appartient & A, (0) V(t!,...,tY) € A,(t). Soit 7 € A, (t). Par le théoréme de la valeur moyenne il existe
(. Ny e Lit,r)ou L(t,7) = {s € Ap(t) :s = 0t + (1 — 0)1,0 < 0 < 1} tels que: X'(7) — X'(t) =
(r—t) X" (t, ..., tV) cest-a-dire :

X)X Ny = X)X T Y+ (=), (2.3)
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D’apres ce qui précede t — X’(t)X”_l(tl, stV € AL V(L . 1Y) € A, (t). Par conséquent, d’apres le

théoréme du point fixe de Brouwer, I’application continue de A, (¢) dans A, (t) donnée par:
Tt = X'O)X T ),

admet au moins un point fixe. Donc il existe au moins un point 7 € A, (¢) tel que X’(T)X”_l(tl, sty =
0 (d’apres ’égalité (2.3)) c’est-a-dire tel que X'(7) = 0. L’inégalité (2.2) est ainsi vérifiée. On obtient
alors:

PIMX (SN A1) > 0] >

|det & |®, (x, (t — t)2" 2" )dt*dxdz" — o(27™)

bl

/C¥5Kn{t*eA;(t)}
ot &, est la densité jointe de (X (t), X'(¢), X" (¢)). Ainsi:

Y PIMI(Sn A1) >0]>
teLn/AL(t)CS

|det & |®, (x, (t — t%)x" &")dt*dedz"” — o(27"V).

teL /AL (£)CS /GM”{“EAZ(U}

Lorsque n tend vers 400, le second terme de I'inégalité a la méme limite que:

Z 277N (1 — E)N/ |det & |®; (2,0, 2" )dzdz" — o(27),
t€Ln /AL (H)CS Gsx

qui est fS ngK | det #”|®s (2,0, 2" )dedr"dt. En faisant tendre € et § vers 0 et K vers 400 et en appliquant

le théoréme de convergence monotone on obtient :

E[MX(S)] > / / / |det 2" |®¢(x, 0, ") dxd" dt.
S Ju D
Le théoreme est ainsi démontré.

Théoréme 2.6 Si X est un champ aléatoire gaussien centré, de variance 1, avec une fonction de co-
variance de classe C* sur'V et & trajectoires p.s. de classe C* sur V. Si de plus (X (t), X' (t), X" (t)) est

non-dégénéré ¥t € V et si les modules de continuité des X;; sur S vérifient:
Ve > 0 Plmaxw;;(h) > €] = o(hY) quand h |0, (2.4)
i

alors, en notant MX(S) = #{t € S : X(t) > u, X'(t) = 0, X" (t) < 0},

)= [ [ [ ldera oo, 0,0 dsds "

ot D est la région de R, K = N(A;H), ot " est définie négative et Oy (x,0,2") est la densité jointe de

(X (1), X'(¢), X"'(t)) au point (x,0,z").
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2.2.2 Développement asymptotique

On renvoie a la Note aux C.R.A.S. donnée en annexe A et pour la démontration au chapitre 3 suivant.

2.3 Le deuxieme moment factoriel

2.3.1 Majoration par la formule de Rice

Soit V un voisinage ouvert de .S sous-ensemble compact de R dont la frontiere est de mesure de Lebesgue

nulle.

Théoréme 2.7 Si X est un champ aléatoire gaussien centré, de variance 1, avec une fonction de cova-

riance de classe C* sur V et a trajectoires p.s. de classe C? sur V. Si de plus le vecteur:
(X (1), X(s), X'(1), X'(5), X" (1), X" (s))

est non-dégénéré ¥t # s, (t,5) € V2, alors, en notant MX(S) = #{t € S: X(t) > u, X'(t) = 0,X"(t) <

2
: E[MX(S)(MX (S) —1)] //dtds/ / dxdy

E[det(—X"(t))det(=X"(s))/ X (1) =z, X(s) = y, X'(t) = 0, X"(5) = Olps,s (=, 9,0,0),
ot prs(2,y,0,0) est la densité jointe de (X(t), X(s), X'(t), X'(s)) au point (z,y,0,0) et d:et(—X”(t)) =
det(—X“(t))l(_Xu(t)>0).

Preuve : Soit CX(S) = {t € S : X(t) > u, X'(t) = 0, X" (t) < 0}, alors M X (S) = #CX (). Définissons
une mesure aléatoire v sur les boréliens de S?. Pour tout borélien J de S?, v(J) = #(J NCX(S)?). Nous

avons donc :
M (S)(M (8) = 1) = v(S*/D2(9)),
ou DQ(S) = {(tl,tz) S Sz/tl = tz}.
On veut montrer que: E[v(S?/Ds(S))] < [g [s dtds [ [ dudy
Eldet(—=X"(t))det(— X" (s))/X(t) = , X (s) = y, X'(t) = 0, X'(s) = 0]ps.s (2, 4,0,0).

Pour cela considérons un rectangle compact J C SZ/DQ(S), J = J1 x Jy avec Jy et Jy deux rectangles

compacts inclus dans S et disjoints.

v(J) = v(Ji x Ja) = M (J1) M ()
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Elv ()] = BEIMZ (J1) M (J2)].

En utilisant les résultats de la premiére partie : E[v(J)] = [MX(Jl) (Jz)]

lim /Jdt/J dsbe, (X (150X ()La(X (£ X ()1 a(X (5), X" (5))| det X" (£)]|det X" (s)]].

61 —=0,e0—=0

En utilisant le lemme de Fatou on obtient que: E[v(J)] <

lim /Jdt/J dsbe, [X' ()]0, [X " (5)]1a(X (1), X" () 1a(X (5), X" ()] det X" ()| det X" (s)]].

€1—=0,e0 =0

Par le théoréme de Fubini et en notant p; s(21, 22, 27, 25, 2, 24) la densité jointe de:
(X (1), X(s), X'(1), X'(5), X" (1), X" (s))

: / / 1" "y.
au point (1, xq, &), x5, ), 24):

Ewv(J)] < 61_)1511612_)0 /Jl dt/]2 ds///(sel xl . x2 lA(xl,xl)lA(xQ,xQ)

" H ' ' H " ' ' H H
| det 7 || det 25 |pe, s (x1, T2, 27, x5, 21, x5 )dx ) dzydrideodry dzy .

Or:

El_}l&Ig_}Q/661[$/1]662[$/2]1A(l‘1,$/1/)1A($2,l‘/2/)|det x/1/||det $/2/|pt75(l‘1,xz,l‘/l,l‘z,l‘/l/,l‘z)dl‘ldl‘z

= la(z1,27)1a (22, z45)| det 2| det 24 |p; s (x1, 22,0,0, 27, 24).

De plus on peut montrer que cette intégrale dont on a obtenu la limite est majorée par une fonction

intégrable Ye; > 0, €3 > 0. Donc par application du théoréme de convergence dominée on obtient que:

J)]g/dt/ds/ da:/ dy
Jq Ja u u

Eldet(—=X"(t))det(— X" (s))/X(t) = , X (s) = y, X'(t) = 0, X'(s) = 0]ps.s (2, 4,0,0).

Un argument de convergence monotone nous permet alors de passer de J = J; X Jy a SZ/DQ(S).

2.3.2 Développement asymptotique

Soit X un champ gaussien centré, de variance 1, & trajectoires p.s. de classe C3 et donc admettant une
fonction de covariance de classe C%, défini sur S un sous-ensemble compact de RY dont la frontiere est

de mesure de Lebesgue nulle. On notera M.X (S) le nombre de maxima locaux de X au-dessus du niveau
u dans S.
MX(S) =#{teS: X(t)>u,X'(t) =0,X"(t) < 0}.
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Théoréme 2.8 Supposons que la loi jointe de (X (t), X (s), X' (t), X'(s), X"'(t), X" (s)) est non-dégénérée
Vit #£s, (t,8) € S xS, alors il existe € > 0 tel que:

EIME(S)(ME (8) = 1)] = o(e= % (149),

Preuve: On peut recouvrir S par un nombre fini de cubes ou de portions de cubes S; = K;N.S d’intérieurs

disjoints et de diameétre suffisamment petit. Ainsi,
E[MI(S)(MZ($) = 1] = E[Y_MX(S)(D_ MI(S

ZMX D2+ ME(SHMX(S;) =Y ME(S

12
ZE M (S:) (MY (S7) = D]+ D EIM (S:) MY (55)].
i£]

1. Considérons E[MX(S;)MX(S;)].

a. Supposons que S; et S; sont voisins.
E[(M(S3) + M (S;) (M (Si) + M (S) = V)] =

E[M (Si) (M (Si) = D)) + BIM (S7) (M (S;) = 1)] + 2E[M (S:) MF (55)]-

u

Ainsi si S; et S sont de diametre suffisamment petit pour que la réunion de S; et S; (qui sont voisins)
'Ll.2 .
soit de diametre suffisamment petit, on conclura que Je > 0/E[MX (S;)MX (S;)] = o(e = (1+9)) & partir
'Ll.2 . N
du moment ol on aura montré que 3¢ > 0/ E[MX(S;)(MX(S;) — 1)] = o(e= = 149)) pour S; de diametre

suffisamment petit.

b. Supposons que S; et S; sont disjoints.

Sous les conditions du théoréme nous pouvons écrire :

E[MX(S;)MX(5;)] S/s /Svdtds/uoo dx/uoo dy

Eldet(—X"(1))det(—X"(5))/X(t) = 2, X(s) = y, X'(t) = 0,.X"(s) = Olpes(,y,0,0)

//dtds/ dx/

El[|det X" (t)|| det X" (s)|/X (t) = x, X (s) = y, X' (t) = 0, X"(s) = 0]pc.+(0,0/2, y)pe.s (2, y).
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Or sous 'hypothése du théoréme, les lois qui apparaissent dans cette expression sont uniformément non-

dégénérées. On en conclut aisément que Je > 0/
B (S8 (5)] = (™5 059,

2. Considérons E[MX (S;)(MX(S;) — 1)].

Sous les conditions du théoréme, nous pouvons écrire :

E[Mf(Si)(Mf(Si)—l)]g/S /5 dtds/uoo dx

E[det(=X"(t))det(— X" (s))/ X (t) = 2, X'(t) = 0, X'(s) = 0]ps+(/0,0)p: +(0,0).

a. pe,s(0,0) = (zn)N\/detvalr(X'(t),X'(s))' Or det var(X'(t), X'(s)) = det var(X'(t), X'(s) — X'(t)). Par un

développement de Taylor-Lagrange avec reste intégral on obtient :

det var(X'(t), X'(s)) = ||s — t||*" x

det var(X'(8), X" (1) 2= 1) +/”H” (It = sl = w) i (5=t (s =y oy 52D g

IIs — ¢l It — sl| = s =l [Is — ¢l s — ¢
Et donc lorsque s et ¢ tendent vers tg:

(s —1)

det var (X' (1), X'(5)) = s = 11" det var (X" (1), X"(0) 1=
—

)(1 4 o(1)).

Ainsi:

L (1+0(1))
(2 faet var (X1 (0), X 1) gy 11 =11

pt,s(oa 0) =

De plus 35 > 0/ det var(X'(¢), X" (1) I(Iz:il)l) > 5 uniformément en ¢ et s.

b. De la meéme facon que précédemment, nous obtenons:

det var(X(t), X' (¢ ) ()

det var(X'(t), X'(s))

det var(X(t), X'(t), X'(s) = X' (1))
( )

det var(X'(t), X'(s) — X' (1))

Var(X(t)/X'(t), X'(s)) =

Et donc lorsque s et ¢ tendent vers tg:

lIs = ||V det var(X (¢), X' (1), X" (1) =) (1 + o(1))
. .

Var(X(t)/X'(t), X'(s)) = s — ¢[]2N det var(X' (1), X" (t )ﬁﬁﬁ)(l +0(1))

Var(X (1)) X' (1), X" (t) |(|§ — t|)|)(1 +o(1)).
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Donc:

1‘2

2Var(X(4)/ X' (£),X " (t) 2= (1+o(1 >>)
VI Var(X (0)/ X1 (1), X" () E=H) (1 + 0(1)

De plus 3 > 0/Var(X(t)/X'(t), X" (t )i—l) > 1 uniformément en ¢ et s

exp(—

pe,s(2/0,0) =

[ls—¢ll
—t . ,
et 3¢ > 0/Var(X(t)/X'(t), X" (%) |(|§_t|)|) < 1 — € uniformément en ¢ et s.
c. Puisque pour A matrice N x N symétrique définie positive et u = (uy,...,uy) base orthonormée

de RN nous avons:

det(A) < (uf Auy) det(A|u1L),

nous obtenons que:

en posant e = |(| tl)l’

E[det(=X"(t))det(—X"(5))/X (t) = &, X'(t) = 0, X'(s) = 0] <
EXZ ()] det(X"(1)]cr)]| det X7 (s)|/ X (2) = 2, X'(t) = 0, X(s) = 0].

Par un développement de Taylor-Lagrange avec reste intégral, sachant que X.(s) = X/(¢) = 0, nous

obtenons :

s = [T o 0

It — s]] |ls —¢l|

Et Pexpression précédente se majore par :

Is=tll (1fs — ¢]] — w) (s 1)
s tlEL; |/ s A=) e+ 22 yau)
] s 1] s — 1]

|det(X”(t)|eL)|| det X" (s)]/X (1) = 2, X' (1) = 0, X' (s) = 0].

Par un autre développement de Taylor-Lagrange avec reste intégral, cette expression se réecrit :

Is=tll (1fs — ¢]] — w) (s 1)
s tlEL; |/ s A=) e+ 22 yau)
] s 1] ;

|¢MXWM&HMaXW$MWﬂ=xdﬂwzaxﬂw@_”+

/||t—5|| M i\f: (S—t)j (S_t)kXijk(t‘F (S_t) u)duI O].

It — s]] e = sl {]e = s]] It — s]]

Par conséquent:
Eldet(— X" (t))det(—=X"(s))/ X (t) = &, X'(t) = 0, X'(s) = 0] < (const)||t — s||P ()

ot P(x) désigne un polynéme en z. L’intégrabilité de W sur S; x S; permet alors de conclure.
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Chapitre 3

Sur la distribution du maximum

d’un champ gaussien

Asymptotic expansions for the distribution
of the maximum of Gaussian random fields.
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Some asymptotic results are proved for the distribution of the mazimum of a Gaussian random field centered with unit
variance on a compact subset S of RY. They are obtained by a Rice method and the evaluation of some moments of the
number of local mazima of the Gaussian field above an high level inside S and on the border 8S. Depending on the geometry

of the border we give up to N 4+ 1 terms of the expansion with sometimes exponentially small remainder.

AMS elassification (2000): 60G15 Gaussian processes, 60G70 Extreme value theory; extremal processes,
60E99 Distribution theory
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Short title: On the distribution of the maximum of Gaussian fields.
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3.1 Introduction

Let X = {X(t);t € S C R"} with S compact, be a Gaussian random field, centered with unit variance.
Set M(S) = max{X(t) :t € S} and G(u) = P[M(S) > u]. Many statistical problems can be reduced
to the evaluation of G/(u) as u — 4o0. It has, for example, direct applications to image processing (see
Worsley and al. (1992) and Adler (2000) for more references). It also occurs in the calculation of the limit
distribution of test statistics (see for examples Davies (1977), Sun (1991), Piterbarg and Tyurin (1993),
Park and Sun (1998), Dacunha-Castelle and Gassiat (1997, 1999)).

When N =1 there exists only a few cases of Gaussian processes for which the distribution G(u) is known
(see Azais and Wschebor (2000) for references and a formula based on the Rice series that converges for
some processes). For the other cases, only approximate results are available.

In the present paper we are interested in random fields (N > 1). For this case no exact result is
known. Since the initiating work of Brillinger (1972), Belyaev and Piterbarg (1972a, 1972b) and Ad-
ler (1981), the first term of the expansion of G/(u) as ©u — +00 is known for smooth fields satisfying some
conditions. A rather longer expansion is known only in some particular cases (Piterbarg (1996a), Sun
(1993), Siegmund and Worsley (1995)). Lot of work has been devoted to the evaluation of the expec-
tation of the differential topology (DT) characteristic and the Euler characteristic of the excursion set
Au(X,8) = {t € S: X(t) > u} (see Worsley (1994, 1995, 1997) for Gaussian and more general fields).
A general conjecture is that the expectation of the Euler characteristic gives the behaviour of G(u) but
this is proved only in some particular cases. See the general Adler (2000) for a detailed review of this
subject. In the present paper we give expansions for G(u) with several terms depending on N and on the
geometry of 89, in a rather general setting, in particular for non-homogeneous fields. Qur method is the
Rice method that will be described below. It has been introduced and studied especially by Kac (1943),
Rice (1944-1945), Cramer and Leadbetter (1967), Wschebor (1985) and Azais and Wschebor (1997) for
random processes and extended to random fields by Brillinger (1972), Adler (1981) and Piterbarg (1996b).
Whereas Sun’s results are obtained by some differential geometry arguments, those given by Piterbarg
(1996b) and Adler (1981) are essentially based upon a Rice method. We propose in this paper to give
further terms of the expansion of G(u) through the evaluation of some moments of the number of local
maxima of X above a level on some border of the set S. Our results demand sufficient differentiability of

the field X and they depend on the geometry of the boundary of S.

The organization of the paper is as follows. In Section 2 we describe the Rice method and the gene-
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ral framework of our results. In Section 3 we give our results. First we give, in Theorem 1, an asymptotic
expansion for the expectation of the number of local maxima of a Gaussian random field above an high
level. This result extends Hasofer’s one (1976) and Theorem 6.3.1 of Adler (1981) to a much more ac-
curate form. It was presented in Delmas (1998) without its proof. We give this proof in Section 4. This
result has an intrinsic interest (See, for example, Adler (2000) for the link with the expectation of the
DT characteristic of the excursion set A, (X, S) and other related results), but it is also the first step in
the derivation of our other results. In Theorem 2 we give an asymptotic expansion for G(u) when the
Gaussian field X is “without boundary”. In our point of view it extends the result by Sun (1993) though
the hypothesis are not exactly comparable. Then we give some asymptotic results for G(u) when S is with
regular boundary (Theorem 3 and Theorem 4) and when S is a product of intervals (Theorem 5). Our
Theorem 4 is in fact a refinement of our Theorem 3 to the particular case when N = 2 and S is the unit
disc of R2. These results are based on some analogous arguments as those used by Adler (1981) and Piter-

barg (1996b) for the evaluation of some Rice formulae. In Section 4 we give the proofs of our main results.

Notations:
e )\ is the Lebesgue measure on RY, A\, the Lebesgue measure on R? d < N, and o is the surfacic

measure on some manifold embedded in R,

o M is the set of N x N symmetric matrices, N' C M (resp. P) is the set of negative (resp. positive)
definite matrices. For A € M, det(A) will denote | det(A)[I{aer-

e ¢ is the standard Gaussian density and @ its distribution function. p(x,, . x,)(®1,...,¥n) denotes,
when it exists, the density of the random variables (X1, ..., X,,). In the same way px, (1/X2 =

T3, ..., X = ®,) is the density of X; conditionally to X = 29, ..., X\, = 2p.

e The notation (const) means some constant that is not needed to be denoted by a precise symbol.

Its value may vary from one occurrence to another.

e The relation f(u) <(const)xg(u)exp(—du?) for § > 0 and u sufficiently large will be denoted:
fu) = oc(g(u)).

e We will note Var for the covariance matrix and M7 for the transpose of the matrix M.

o F,(N)is the set of the parts of {1,2, ..., N} of size p and F(N) the set of all the parts of {1,2,..., N}.
Let T and J € F,(N) and M an N x N matrix, we denote Ay j(M) for det(M; s) and |M| for
det(M). I = {1,.., N}\I and J = {1,..., N}\J. o is the permutation of (1,2,..., N) such that
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orl(1,2,..p) (resp. 01|41, ,n)) is an increasing one-to-one mapping from (1,2,...,p) on I (resp.
from (p+1,..., N} on I). We note ¢(p) the signature of a permutation p of (1,2,..., N'). We use the
convention €%(op) = 62(0'{1727.“7]\7}) =1land Ay (M) =1.

32X(t)
3152'315]' '

X (t
o We will write X;(¢) for a@t(' ) and X;;(t) for

e In the sequel, except when mentioned, S is a subset of R relatively compact with zero Lebesgue
measure boundary. S denotes the interior of S and S its closure. When it exists, the number of
local maxima of a Gaussian field X above the level u in S: MX(S) is defined by MX(S) = #{t €
S X(t) >u, X'(t) =0,X"(t) e N}

3.2 The Rice method

The Rice pioneer works with his famous formula for the intensity of level upcrossings by a trajectory of
a random process (Rice (1944-1945)) are at the origin of the so-called Rice method. To define the Rice
method we could say that it consists in the derivation of some information on the distribution of the
maximum of a random field on a set S thanks to some moments of random variables that are number of
solutions of systems of random equations in a set A. Thus, for example, when S = [0, L], accurate results
for the evaluation of the function G(u) can be obtained thanks to the factorial moments of the random
variable UX ([0, L]) (that is the number of upcrossings of the level u on [0, L] by the Gaussian random
process X): UX([0,L]) = #{t € [0, L] : X(¢) = u, X'(t) > 0} (see Azais and Wschebor (1997)). Generally
speaking we note that the Rice method 1s quite more accurate than other methods for the evaluation of
the function G(u). Now we shall describe roughly the Rice method used in the next sections to derive

our results.

Assume that X is a Gaussian field that satisfies the H1 a hypothesis:
H1 a. The paths of X are, with probability one, of class €% on S.

Suppose, to simplify, that we know that the maximum of X is not attained on the boundary of S then:

Now the following inequality is easy:

E[M (S) (M (5) — 1)]

BV (9)] - < PIME($) > 1] < BIMX (). (3.1)
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Thus we will work towards three directions. In a first step we evaluate E[M.X(S)] by a so-called Rice
formula (see Proposition 3.1). We next study the asymptotic behaviour of E[Mj((S)] as u — +o0o. This

is the subject of Theorem 3.1. In a second step, we evaluate E[MX(S)(MX(S) — 1)] also by a so-called
Rice formula (see Proposition 3.2) and show that it is negligible (see Proposition 3.3). In a third step we
eventually have to study the field on the boundary 0.5, see Theorems 3.3, 3.4, 3.5.

Proposition 3.1 Assume that X is a Gaussian centered field on S that satisfies H1 a and the following
H1 b and ¢ hypothesis:

H1 b. The distribution of (X(t), X'(t), X" (t)) is non-degenerate ¥t € S.
H1 c. The moduli of continuity w;; of the X;; on S satisfy:

Ve > 0 P[maxw;;(h) > €] = o(h™) when h ] 0.

nJ

Then:
. Foo
E[MJ((S)] = / / / |det l‘//|px(t)yxl(t)yxu(t)(l‘,O,l‘”)dl‘//dl‘dt.
S Ju N

Remarks:

e The H1 c hypothesis is met, for example, as soon as the paths of X;; are locally Holder with

probability one for all ¢, j = 1, N.
e Under the hypothesis of Proposition 3.1 we have E[MX(S)] = E[MX(S)] = E[MX(5)].

Proposition 3.2 Assume that X is a Gaussian centered field on S that satisfies HL a and b and the

following H2 a hypothesis:
H2 a. Vi#£s¢€ S, (X(s), X(t), X' (s), X'(t), X" (s), X" (1)) has a non-degenerate distribution.

Then:

E[Mf(S)(Mf(S)_1)]§//52 dsdt//( i dedypx (), x (0),x"(s),x"(0) (2, ¥, 0,0)

E[det(X"(s))det(X"(1))/X (s) = &, X(t) = y, X'(s) = 0, X'(t) = 0]. (3.2)
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Proposition 3.3 below gives the asymptotic behaviour of E[MX (S)(MX(S) —1)] as u — +oo.

u

Proposition 3.3 Assume that X is a Gaussian centered field with unit variance on S that satisfies the

following H2 b and ¢ hypothesis:
H2 b. X has almost surely C® sample paths on S.
H2 c. Vt#s¢€ 5% (X(s), X(t), X'(s), X'(t), X" (s), X" (t)) has a non-degenerate distribution.
Then as u — +00:
EMX (3)(MF (8) - 1] = ou(p(w). (3.3

Proposition 3.3 implies that E[MX(S)(MX(S) — 1)] is negligible as u — +o0. As a consequence the
expansion of E[MX(S)] gives the expansion of P[M(S) > u].
Proofs of the propositions above: They are based upon the following proposition that gives us a

tool to count the number of local maxima of a Gaussian random field above a level w in S .

Proposition 3.4 Assume that X is a Gaussian centered field on S that satisfies H1 a and b. Denote
by A the subset {t € S : X(t) > u; X”'(t) € N} then with probability one:
M ($) = lim [ 8.(X/(0)LACX (1), X" (1)) det. X" ()],
€— S

where 6. (x) = A(%;S)HEE(QU) with X, the sphere with radius ¢.

Remark: Under the hypothesis of Proposition 3.4 we have with probability one that MX (S) = MX(S) =
MX(S).

Proposition 3.4 is an easy consequence of Theorem 5.1.1 of Adler (1981), Proposition 3.1 is a slight re-
finement of Theorem 6.1.1 of Adler (1981) and Proposition 3.2 is a consequence of Fatou’s Lemma and
Proposition 3.4.

Proposition 3.3 is an immediate consequence of a Piterbarg’s result (Piterbarg (1996b)). Since it is a key

point in the proofs of the next sections we give here the sketch of its proof:

S can be covered by a finite number of cubes or parts of cubes S; = K; NS with disjoint interiors

and with sufficiently small diameter. Thus:

E[MZ (S)(M(S) = 1)] E[Z MJ((Si)(Z M (Si) = 1)]

D EIMF(S) (M (S:) = DI+ Y E[MF (5:) M (55)].
i i)
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Assume that S; and S; are at positive distance then by a proof analogous to that of Proposition 3.2:

B M [ [ s [ prrn@056) = 5 X0 = ppxe oy
Eldet(X" (s))det(X"(t))/X (s) = x, X (t) = y, X'(s) = 0, X'(t) = 0)dady. (3.4)

By the non-degeneracy condition H2 ¢ we easily check that px:(s) x:(:)(0,0/X(s) = 2, X(t) = y) is
bounded and that there exists two integers N; and N such that:

Eldet (X" (5))det(X" (1))/X () = 2, X(1) = 9. X'(s) = 0, X'(t) = 0] < (const)[1 + ™ + 2]

Since S; and S; are at positive distance, there exists € > 0 such that |[E[X(s)X(¢)]| <1 — ¢ uniformly in

s and ¢. Thus direct arguments lead to:
E[M(S:) M (S7)] = oe(p(u)) as u — +oc. (3.5)
Assume that S; and S; are neighboring then since:
E[(M () + M (S) (MZ (Si) + M (S5) = 1)] =
E[M (Si) (M (Si) = D)) + BIM (S7) (M (S;) = 1)] + 2E[M (S:) M (S)],
we will conclude that E[MX (S;) M2 (S;)] = oe(p(u)) when u — 400 as soon as we show that

EIMX(S;)(MX(Si) = 1)] = 0 (¢(u)) when u — +oo,

u

for S; with sufficiently small diameter. To prove that we first remark, by Proposition 3.2, that:
+oo - -
EIMZ (Si) (Mg (Si) — 1)] < // dsdt/ Eldet(X"(t))det(X"(s))/X(t) = =, X'(t) = 0, X'(s) = 0]x
52 u

px (/X' (t) = 0,X'(s) = 0)px:(t),x(s)(0,0)de.

Then, noting e = ﬁ, we can prove that, for S5; with sufficiently small diameter:

o pxi(e)x0(s)(0,0) = (2m)~N|s — t]|7 (det var(X' (t), X" (t)e)) ~/*(1 + o(1))
with det var(X'(¢), X" (t)e) > n > 0 uniformly in s and ¢.

exp(—z*/(2Var(X (t)/X'(t), X" (t)e) (1 + o(1))))

o px(p)(x/X'(t) = 0,X'(s) = 0) = V2r(Var(X(t)/ X/ (t), X" (t)e))/2 (1 + o(1))

with 0 < n < Var(X(¢)/X’(t), X" (t)e) <1 — ¢ < 1 uniformly in s and ¢.
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e There exists an integer Ny such that:

Eldet(X"(t))det(X"(5))/X (t) = x, X'(t) = 0, X"(s) = 0] < ||s — t|| K[1 + «™].

The conclusion that E[MX (S;)(M2X(S;) — 1)] = oc(p(u)) as u — +oo follows from the integrability of

|s —t||~N*t on S; x S;.

3.3 Main results

This section presents the main results of the paper. The first theorem gives an asymptotic expansion for
the expectation of MX(S). It generalizes Hasofer’s result (1976) and Theorem 6.3.1 of Adler (1981) to a
more general and accurate form.

Théoréme 3.1 If X is a Gaussian centered field with unit variance on S that satisfies H1 a, b and ¢

then,
v/
BIMX(S)] = > kajtba;(u) + oc(p(u)) as u— +oo, (3.6)
j=0
with:
1 T (No1—ajyje
Vo (u) = W/ﬁ T e Tdu.

2

a. When X'(t) and X" (t) are independent ¥t € S, we define A = VarX'(t) that does not depend on t and

we have:

:  (24)!
kaj = M(S) (=1 [AIM2CY %

b. In the general case:

I, KeF3;(N)
where:
A(t) = Var(X'(2)),
J
PYI,K(t) = Z 6(]7) Z HVa(Zq—1),poa(2q—1),0(2q),p00(2q)a
PESa; 0EQR; q=1
where:

Q; 15 a subset of the symmetric group of permutations Sa; that allows to partition 2j elements

into j different pairs: (o0(2k +1),0(2k +2)); k= 0,7 — L(#Q; = (?é)!)~

Jj27
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Vasme = ElXiars ()X (6)/X (1), X'(2)]
I = (il,...,izj) ; K= (k’l,...,k’zj)
We take the convention that vpo (t) = 1.

Remark: For the link between Theorem 3.1 and the expectation of the DT characteristic of the excursion
set Ay (X, S) = {t € S: X(t) > u} and other related results, see Adler (2000).

Theorem 3.1 is also the first step in the derivation of the next theorems.

Fields “without boundary”
Suppose that we know that the maximum cannot be attained on the boundary of S. In that case Theorem
3.1 gives the asymptotic behaviour of G'(u). This is the case, for example, if the field can be viewed, after

reparametrization, as a field on a manifold without boundary. This is the object of Theorem 3.2.
Théoréme 3.2 Assume that:

o {Y(t);t €U} is a Gaussian field defined on U a compact smooth manifold of dimension N without

boundary.
e Y is centered with unit variance and differentiable sample paths.

o There exists a unique (for simplicity) mapping W: U — S C RN, S is supposed relatively compact

with zero Lebesque’s measure boundary.

o The field X : =Y oW~ can be extended by continuity to S and satisfies H1 b and H2 b and the

following H2 a’ hypothesis:
(X (W (u)), X(U(u)), X' (¥(u)), X (), X" (¥(u)), X" (¥(«))) is non-degenerate Yu # v’ € U?.

Then,

E[MX(S)] + oc (0 (u))
[N/2]
= Z kojiba;(u) + oc(p(u)) as u — 400,

PIM(S) > u]

where ko; and 19;(u) are the same as those given in Theorem 3.1.
Remarks:

e S cannot be supposed to be compact because even in the simplest case where U is the circle, there

exists no compact parametrization.
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e Examples of such processes are processes defined on spheres (Sun (1991)).

e The mapping ¥~! : S — U can be defined by the Karhunen-Logve expansion X (t) = > 2, \I!l_l(t)&
(see Adler (1990) and Sun (1993)).

Théoréme 3.3 Assume that S is conver and compact with a smooth boundary 0S. Assume that X s a
Gaussian centered field with unit variance on S that satisfies H2 b and ¢ and such that X'(t) and X" (¢)
are independent for allt in S. Then, denoting X the restriction of X to 0S, as u — +oo:

PIM(S) > u] = EIMF(S)]+ %E[Mf(ﬁs)] +o(uN "2 %)
= uN_le_uziw N—2e—”2—2 1

u . /244 o
= S L I ot o),

where A = Var[X'(t)] and TI4(A) is the projection of A on the space tangent to 3S at point t € JS.

Theorem 3.4 below is a refinement of Theorem 3.3 to the particular case where N = 2 and S is the unit

sphere.

Théoréme 3.4 Under the assumptions and the notations of Theorem 3.3, when N = 2 and S is the unit

sphere, we have as u — +0co:

27

PIM(S) > ] 22 [A]2
Ul = ue” 2 +
()2 227

where A = Var[X'(t)] and vT (8) = (—sin 8, cos 0).

b (u 2n 1/2
T(0)Av(0)d6 + q;(ﬂ)/o vaAv(a) d0 + oc((u))

N
Théoréme 3.5 Assume that S s a product of finite closed intervals S = H[ai,bi]. Assume that X

i=1
is a Gaussian centered field with unit variance on S that satisfies H2 b and ¢ and such that X'(t)
and X" (t) are independent for allt in S. Let I C {1, ..., N} then, denoting X1 the restriction of X to

H[ai, b;] x H{ai} (the choice of {a;} instead of {b;} is arbitrary), as u — +oo:
i€l iel

N

PRMS) > = Y0 >0 B ([Tla b x [JHah)] + @(w) + oc(p(u))
n=1IeF,(N) i€l iel
N [n/2]

I
(]
M

Yo ki |+ R(w) +oc(p(w),

n=1 j=0 I€F,(N)

where:

n 1 oo n—1-25)/2, -z
i (u) = 721_”71_(”_'_1)/2/ xl D26~ dg,

u?

2
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: (24)!
= ([T - ah-1yalfaes 20
iel ’

with A = Var[X'(t)].
As a consequence of Theorem 3.5, when S is the rectangle [a1, b1] X [az, ba] we obtain that:

PIM(S) > u] =

6_% |b1 — a1||b2 — a2||A|1/2 N 6_%[“)1 — a1|\/A11 + |b2 — Cl2|\/A22
(2m)3/2 2m

U

]+ @(u) + oc(p(u)).

3.4 Proofs

3.4.1 Proof of Theorem 3.1

Lemme 3.1 Let Y1,Y5,....Y, a set of real centered random variables with a joint Gaussian distribution.

Then for m integer:

E[Y1Y2...Y2m+1] == 0

E[Y1Y2...Y2m] = Z E[Ya(l)YU(Z)] X ... X E[Yo(Zm—l)Ya(Zm)]
TEQm

where @y, has been defined wn the statement of Theorem 3.1.

The proof of this lemma can be found for example in Adler (1981) p. 108.

Définition 3.1 Let us set A an N x N matriz. A random N x N matriz T' is said to belong to the class

e ' is a Gaussian matriz,

o 3 (Sijri)ige symmetric in i, j, k, 1 (that is to say Sijni = Sp(i)p(j)p(k)p(t) VP permutation of i, j, k,1)
such that:
ETi;Twrt] = Sijir — AijAnt,

where A = (A\ij)i<ij<n-
Lemme 3.2 For T € M(A) and m an integer:

1) B'TB € M(BTAB), VB a fired N x N matriz.
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2) E[Ars(T)] =0 when #I = #J =2m + 1.
(=1)™(2m)!

ml2m

Proof: 1) Since T is a Gaussian matrix in M(A), BTT B is Gaussian with E[BTTB] = 0 and

3) ElAr ()] = Ap g(A) when #1=#J = 2m.

E[(BTFB)” (BTFB)M] = Z (bmibsksmnspbnjbpl - bmibsk/\mn/\spbnjbpl)

m,n,s,p

= gijsi — (BTAB);;(BYAB)y,

where g;;xi is symmetric in 4, j, k,{. Thus B'TB € M(BTAB).
2) The result 2) is an immediate consequence of the previous lemma.

3) Set My =Ty, with T = {i1, s, ..., ¢} and J = {j1, jo, ..., jom . Then:

A[J(F) = Z E(p)Ml,p(l) X ... X MZm,p(Zm)~
PES2m

Using the previous lemma:

EY1Ys. Yom] = Y E[Ve)Ya)] % oo X EYo(zm-1)Yo(2m)):
TEQm

we obtain:

E[AIJ(F)] = Z 6(]7) Z E[Ma(l),poa(l)Ma(Z),poa(Z)] X ..o X E[Ma(Zm—l),poa(Zm—l)Ma(Zm),poa(Zm)]~
PES2m TEQm

But we have:

def

ElMasM,e] = Si — Aijsrinie = Noapne— Laplne.

ajﬂi'ljﬁ
Thus:

E[AIJ(F)] = Z Z €(p)(]Vcr(1),poa(l),cr(z),pocr(z) - Lo‘(l)ypoo‘(l)[/o'(z)ypoo-(z)) X ... X
PES2m 0EQm

(No(Zm—1),poa(2m—1),0(2m),p00(2m) - La(2m—1),poa(2m—I)LU(Zm),poa(Zm))~

Reverse the sums and consider a term of the product enclosing, for example:

No(2g+41),po0(2g+1),0(2q+2),po0 (24+2) -

We write the sum for p € Sap, as the sum for ¢ € Asy, and p = ¢q,q0 (0(2¢ + 1), 0(2¢ + 2)) to see that it

vanishes. Thus only terms in L remains:

E[Ap;(T)] = Z Z e(P)(=1)" Lo (1) poo(1) Lo (2),poo(2) X - X Lo(2m),poo(2m)
TEQm PES2m
(=1)"(2m)!

ml2m

Arz(A),
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because the product above doesn’t depend on o.

The following lemma is trivial.

Lemme 3.3 Let A € P, T € M and ||.|| any norm on M. Then there exists a constant ¢ (depending
only on N and A) such that for z > 0:

D)l < % = (D~ zA) €N,

Lemme 3.4 Let E and L be two N x N matrices, then:
det(F + L) Z > elone(o) A (L)Ar 5 (E).
p=01,JeF,(N)
Proof: By definition we have:
N
det(E + L) Z H e]p y F Lip )
PESN Jj=1

Thus:
det(F + L) = det(F) + Zdet(el,...,ej_l,lj,ejH,...,eN)

+ E det(el,...,6j1_1,lj1,6j1+1,...,6j2_1,lj2,6j2+1,...,eN)
1<j1<j28N
+

+det(L).
And since for an N x N matrix D:
det(D) = Z e(or)e(or)Ar(D)Ar (D)
IeF,(N)
for any J € F,(N) fixed, we obtain:

det(E+ L) =det(E) + > e(or)e(os)Ars(L)Af 5(E)
I,JeF1(N)

4 Z e(or)e(os)Ar s (L)Af 7(E)
I,JeF(N)
_|_

+det(L)

Taking the convention that 62(0'{17,“7]\7}) = e?(0p) = 1 and that Ag (D) =1 for any N x N matrix D,

we obtain the lemma.
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Now we can prove Theorem 3.1 a). Since the Gaussian field X is with unit variance on S and since X' (t)

and X" (t) are independent V¢ € S, the expression of E[Mj((S)] given in Proposition 3.1 becomes:

E[Mj((S)] = /Sdt /00 Sﬁ(l‘)PX'(t)(O)/N | det x”|pX//(t)(x”/X(t) = z)dz"dx.

Let us set A =VarX'(t) and 7 1:1(¢,t) = E[X;;(¢) Xri(2)]. Since X'(¢) and X" (¢) are independent V¢ € S,
(rij ki(t,1)); j.i=1 N are symmetric in ¢, j, &,/ in the sense defined in Definition 3.1. X" (#)/X(t) = = is
Gaussian with mean —zA. Let us set T' = X”(¢) + zA. Conditionally to X (¢) = #, I' is Gaussian centered
with variance Var(X"(¢)/X(t)) and E[T;;Tr/X (t) = 2] = 75 1i(t, ) — AijAe. Thus:

/ |det & [pxn) (2" /X (t) = 2)de” = / (- det (e )pxn) (2" /X (t) = z)dz"
N N
= [ 1Y detty — eApe(o/X(0) = 21,
Do
where D, is the subset of M where v — xA is negative definite. Let us set S(%) the sphere of M
with radius £. By Lemma 3.3 we know that for sufficiently large ¢, S(£) C D,. Thus writing A(y) =
(=) det(y — zA)pr(yv/X(t) = =) we have:

[ Ao = [ A< [ Ao (37)

x

c

Now for M € M |det(M)] < N!||M]|]Y <(const)||M||. Thus:

| det(y — 2A)| < (const) ||y — #A[[3" < (const) (||l + z[|A]]2) Y.

By compacity for t € S, detVar(X”(t)/X(t)) is uniformly minorized by say detmin > 0 and the greater
eigenvalue of Var(X"(¢)/X(t)) is uniformly majorized by say Amaz > 0. Therefore:

TN

pr(y/X () =) < (const)(detnu'n)_l/2 exp( o

Integrating by sphere, we get that the right hand member of (3.7) is majorized by:

1)2

(const) / N (v + | [A]]2)N (detmin) T exp(— Ydv.

2 max

Thus we easily check that:

[t [ et [ 1AG)kd = ocfeln).

8e(2)

And by (3.7):

/D A(y)dy = /M A(Y)dy + oc(p(u)) = (—1)Y E[det(I' — 2A)/ X (t) = 2] + 0c(p(u)).
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We conclude the proof of Theorem 3.1 a) by evaluating E[det(T'—xA)/X (t) = #]. Let B be an orthogonal
matrix that diagonalizes A: BTAB = A.

det(T' — zA) = det(BTFB —zA).

By Lemma 3.4 this expression becomes:

=

det(l —zA) = > Au(B'TB)Arr(—zA)

IeF;(N)

Y
I
=)

l
.MZ

(—2)¥= > Au(B'TB)A(A).
0 I€F;(N)

J

By Lemma 3.2 we conclude that:

I
] =

Eldet(I' — zA)/X(t) = «] (=¥ eN= 3" E[A(BTTB)/X (1) = 2]Am(A)
0 IEF;(N)
- ()N N BA(BTTB)/X(t) = 2]Am(A)
I€F3;(N)

.
I

=

=
E I
=

_ N N9, i (1) (29)!
= (=D (CNTMU

.
I
=)

Direct calculations lead to Theorem 3.1 a).
Now we are going to prove Theorem 3.1 b). Since the Gaussian field X is with unit variance on S, the

expression of E[M.X(S)] given by Proposition 3.1 becomes:

] = [ [ o) [ 1deta oo " X (0 = .5 (0) = 0)ds"d.
Let us set:
A(t) = VarX' (1) Tt t) = E[XG; () Xui (1)) (3.8)
gl t) = EIXG(0Xn ()] roa(ts) = ELX0 ()X (0) (3.9)
X"(1)/X (1) = #, X'(1) = 0 is Gaussian with mean —zA(f). Let us set T = X" () + zA(1). Conditionally

to X(t) = x and X'(t) = 0, " is Gaussian centered with variance Var(X"(¢)/ X (t), X' (¢)) and:

E[Fiijl/X(t) =, X/(t) = O] = Tijykl(t,t) - Z rij,m(t,t)A;ﬁn (t)?“nykl(t,t) - /\ij(t)/\kl(t)~ (310)

m,n

By the same arguments as those previously used and adding compacity arguments on S we obtain that:

D] = [ de [ el 00) (1) Be(r = A(0)/X(0) = 2, X'(0) = 0ldz + oc ().
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Let us evaluate E[det(T' — xA(¢))/ X (t) = #, X'(t) = 0]. By Lemma 3.4 this expectation equals

N
Y dondor) (=) NI EA K (D)X (1) = 2. X(1) = 00A7 (A(D).
J=01 KeF;(N)
Unfortunately E[T';; T /X (t) = «, X'(t) = 0] is not of the form Sjjr — Aij Awr with (Sijri)s jk,t sSymmetric
in i,7,k,1. Lemma 3.2 can’t enable us to reduce F[Arg(T)/X(t) = z, X'(t) = 0] as previously. Anyway
using the proof of Lemma 3.2: E[A;x(T)/X () =2, X'(t) = 0] =
0 when j = 2m+ 1,
Zpeszm e(p) ZUEQm H;nzl Vo(2q-1),po0(2q—1),0(2q),poo(2q) ~ When j = 2m,
where @, is the same as in Lemma 3.1 and with (3.8), (3.9) and (3.10):
Vagine = Elliok;Tigre /X (1) = 2, X(t) = 0] = E[Xi 5, Xi,k, /X (1), X' (1)].

Then direct calculations lead to Theorem 3.1 b).

3.4.2 Proof of Theorem 3.2

Before proceeding to the proof of Theorem 3.2 we shall recall the following proposition whose proof

can be found in Adler (1981).

Proposition 3.5 Let X a Gaussian centered field on S satisfy H1 a and b and let S be relatively compact
with zero measure boundary. Then, with probability one, there exists no point belonging to 0S such that
X'(t) = 0.

To prove Theorem 3.2 consider a realization such that the maximum of Y on ¥ is greater than u. Since
¥ is one-to-one the maximum of Y on f is equal to the maximum of X on S and is attained at a point
that we denote to € U. Consider t5 = ¥(fy). Assume that 5 € 95 then since Y'(#5) = 0 we would have
X'(to) = 0 which has been excluded by Proposition 3.5. Thus ¢, € S and tg is the global maximum. We
have proved that:

P[M(S) > u] < P[MX(S) > 0].

The reverse is trivial. Therefore P[M(S) > u] = P[MX(S) > 0]. Then Theorem 3.2 will be a direct

consequence of relation (3.1) as soon as we prove that:
EIMX (S)(MX(S) = 1)] = oc(p(u)) as u — +o0. (3.11)

The proof of this last point is identical to that of Proposition 3.3 except that the compacity argument to
prove (3.5) must be conducted on the manifold & using hypothesis H2 a’.
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3.4.3 Proof of Theorem 3.3

Let X be the restriction of X to 5. Let n(t) be the unit normal vector to 95 at point t € 95 pointing
outward S. Define:

RX(0S) = #{t € 85 : X(t) > u,n(t) - X'(t) > 0,t is a local maximum for X},
then we have:
PIM(S) > = PUMI(S) 2 DRI (@S) 2 )]
= PIMF(9) > 1]+ P[RY(9S) > 1] - P[M(S) R} (5) > 1].

We are going to evaluate each of these terms separately:

Evaluation of P[MX(5) > 1]

Assumptions on X imply that it satisfies the conditions of Proposition 3.3. Thus:

E[MX(S)(MX(S) —1)] = oc(p(u)) as u — +oo.

u

Then using the inequality (3.1) and Theorem 3.1 we get that:

[V/2]
PIMZE(S) > 1] = ) kajtboj(u) + oc(e(u))
7=0
2 1/2 2
_ . N-1 _u A(S)[A N-2 _u
= e v ol T exp(=5)
Evaluation of P[RUX@S) > 1]
We partition S into cubes of size € with disjoint interiors: Hy, ..., H,,. Since S is compact this number
m is finite for all €. Let n be the number of these cubes intersecting 05 and set V1, ..., V}, the corresponding

0SNH 408N H; . Fori=1,.. nchoose a point ¢; € V; and define ¢; as the projection of V; onto

il g ..
the tangent space T3, at {;. By compacity € can be chosen sufficiently small in order to ¢; being one-to-
one with inverse ¢; C* (as a function from T3, to ]RN) on the union of V; with all other adjacent V;’s

(dist(V;, V;)=0). Define Wi = ¢;(Vi); Yi(f) = X (¢4(1)), T € W;.
Applying Proposition 3.5 to the process Y; we know that, with probability one:

RE(05) = 30 RE (V)
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Thus the inequality (3.1) becomes:

n . 1 n . . 1 . .
S BIRE (V)] — 5 30 BIRE (V)(RE (V) — 1] - 3 3 FIRE (V)RS (1)
i=1 i=1 i#£j
< P[RY(2S) 2 1] < Y B[R (V).
i=1
Step 1: We prove that the extra-terms appearing in the lower-bound are negligible.
e Suppose that dist(V;, V;) > 0 then

B[R (Vi) Ry (V)] < BIMGE (Vi) My (V)] = BIM, (Wi) My (W),
On account of the non degeneracy condition H2 ¢, for all § # ¢, 5 € W;, { € Wj, the vector

(Vi (5), Y5 (D), Y7 (5), Y7 (1), /" (5), V' (£))

K3

is non-degenerated and using (3.4) and (3.5) we have:

E[M (W) M7 (W;)] < / dgdf// dedypy, ) v,(0),v:(5),v15) (,9,0,0)
Wi xW; (u,400(?

Efdet(¥7/(8))det (V] () /Yi(3) = 2, Y;() = .Y/ (8) = 0,¥/(]) = 0] = o (o(w)).

e Consider now E[RUX(VZ)(RUX(VZ) —1)] < EIMY{ (W) (MY (W;) — 1)] = 0e(e(u)) by the result of Propo-
sition 3.3.

o Consider now the case dist(V;, V;) = 0, then

E[RG (Vi) Ry (V)] < EIMY (i (Vi U Vi) (M (i (Vi U Vi) = 1)] = oc(sp(u)),

by the same argument than for the preceding case.
n

Step 2: We turn now to the evaluation of Z E[RUX(VZ)]
i=1

B[Ry (V)] = B[R (Wi)).
Using the same arguments as those involved in the proof of Proposition 3.1, we get:

+o0 +oo
PRV = [ i [*ay [T d [ et oy o v, 2.0 00204

where 7Z;(t) = n(¢; (1)) - X' (¢:(t)). Forgetting the subscript ¢ for short, we get:

+oo +o0
E[RY (W)] :/ dt/ go(y)dy/ deY'(f),Z(f)(Oaz)/N|dety”|><
w 2 0
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Py "/ Y (1) =y, Y'() = 0,Z(1) = 2)dy".
Y (#) and (Y'(f), Z(t)) are independent since X (¢) and X’(t) are. Thus,
BY'()/Y (1) =y, Y'(1) = 0,2(1) = 2] = BEIY"(1)/Y () = y] + E[Y"({)/Y'(1) = 0, Z(}) = 2].

The derivative ¢/ () of ¢ at t can be viewed as an N x (N — 1) matrix and the second derivative ¢ ({)

as a bilinear function RNV~ x RVN-1 5 BN Put ¢ = 1/)(1?), then combination of derivation implies that:
Y'(t) = ('@®)X(@)
Y1) = @'@)TX" (O (D) + A,

where A is the bilinear function (h, k) — (" (£)(h, k))T X'(t). Since X'(t) and Y () = X (t) are inde-
pendent:

E[Y"(1)/Y(#) = y] = B[(' )" X" ()¢ (1)/X(1) = y] = —(¢' (1)) A’ @)y
In conclusion, we have proved that conditionally to (Y (t) = y,Y'(f) = 0, Z(f) = z), the expectation of
Y7 (1) is
—(¢'(6)" A D)y + 20,
with a = E[Y"()/Y'(1) = 0,Z(t) = 1]. Put ['({) = Y"(¢) + (¥'(1))" AY/(f)y — za. Under the condition
(Y#) =y, Y'(1) =0,2(1) = z), E[RY (W)] can be written:

/ dt/+oo / " pri,09(0,9) /M det(y — y(¥/' (D) A’ () + za)pp(p) (7)dydzdy.
Set y = uj:
u! = Ndet(y — y(8/ (D)7 AW (D) + za) = det(L — (v’ ()T A (1) + —2) “2E
g det (91 (1) T AV (1))

Thus by a dominated convergence argument, as u — +o0o and since:

+oo
| rvas0.0i = = P2 > 0/Y' ()=

+o0 o
PRI = [ a [T e e @) A @)dit1 + o)

Y exp(= ) s [ (0@ A @)1 + o)

I
<
=}

T
|

2
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In conclusion we have proved that as u — 4o00:

n

P[RX(98) > 1] = uN_zeXp(—UQ 2@ /W \/det )T AYL(E))dE(1 + o(1)). (3.12)

Step 3: We look for a better expression for the term:

n_z/ Vet (w1 (D)7 AL (D) di

appearing in formula (3.12).

Let t € Wi, t = (tN) and recall that ¢; € V; is the point defining the tangent space T, and the projection
®;. Then 1/)’(t~) is the projection T;, — T} orthogonal to T}, viewed as a function W — R, Since 95 is
regular, the normal vector n(t) to dS at point t € dS is a continuous function of ¢. Thus taking arbitrary

small sets V; we can impose:

[\ /et (@ (D)7 A () — yJdet (! ()7 A (6)] < e

Then we get that T,,, for sufficiently small set 1}, is arbitrary close to

= 3yt ((¥/ ()T A () A1 (W),
=1
Note that (¢/(2;))T Av’(;) is the projection TI;,(A) of A on the tangent space T;,. We get
= > Vet (A)) Av—1 (W,
i=1

which is a Riemann-type sum associated to the integral

/a . /et (T, (A))do (1)

Since T}, does not depend on n and on the choice of V7, ..., V,,, we get:
T, = / Vdet(IT; (A))do (2)
a5

Proof that P[RX(S)MZX (S) > 1] = o.(¢(u)).

Step 1: As in step 2 of the evaluation of P[RX(ﬁS) > 1] we define Hy,...,H, and Vi = 1,...,n
Vi ti, i, i, Wi, Yi(t). For t € W; we define Z;(f) by X' (; (1)) - n(v:(t)). With probability one we have:

> RY (Vi) and M ZMX
i=1
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Thus:

PR (08)MX ($) > 1] < B[R (05) M ($)] = S E[RX (Vi) MX (H;)).

By the same arguments as those used in the proof of Proposition 3.2:

E[RY (Vi) MY (H;)]

< dtdtN// da:dy/ p N ox e ~(x,y,0,0, 2
//}IXW S . Pxevi,x (0),Y/(0),7:(5) )

BJdet(X" (1)) det (Y (1)) /X (1) = 2, Yild) = 3, X () = 0,/ () = 0, Z(]) = =1d=

<// dtdt/ dl‘/ pX ), X! (¢t (t)yzl(g)(x,0,0,z)
H;xW;

E[det (X" (1))det (Y (1)) /X (1) = &, X' (1) = 0,Y!(]) = 0, Z;(1) = 2)dz

d:ef// AL, Bydedi (3.13)
HjXW,

Step 2: Suppose that dist(H;, Vi) > 0. As in the preceding section and using the argument by Piterbarg

we get:

BIMY (H)RE (V)] = oc(p(u)) as u = +oc.

u U

Suppose now that dist(H;,V;) = 0 but that V; is distinct from H; N 9S. Define Hj as the union of H;
with adjacent H;’s (I = 1,...,m) and V; as H; N 3S. Then:

E[MX (H))RE (Vi)] < EIMX (H;)RE(

)]

[

Thus this case can be included into the next one.
Step 3: We suppose now that V; = H; N 95 and, for short, we forget the subscripts 1 and j. Define:
1/)(t) —t "
e, i=¢€e= , R, ;= R=Var[X"(to)e].
b o) =t "
We divide the integral (3.13) into two domains:

// A(t, t)dtdt < // A(t, t)dtdt + // A(t, 1)dtdt,
HxW Dy D»
where Dy and s are the two compact domains defined by:

Di={te HitecW/e' AR 'n(to) > ¢}

Dy ={t€ HieW/e'AR 'n(to) < ¢},
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with € > 0 that will be fixed below. We will use the following relations the proof of which is given in step
4. These relations are valid for ¢t € H, { € W and H being small enough.

1) There exists constants Ny and N3 such that:

s
[l () — ]
E[|det X" (t)||det Y (1)|/ X (t) = =, X'(t) = 0,Y’({) = 0] < (const)[1 + z™].

Ef| det X" (0] det Y7 (B)|/X (1) = 2, X'(t) = 0,Y"(F) = 0, Z(i) = 2] < (const) ™" + ( Yo 4 1),

2) There exists a constant K, 0 < K < 400 such that:

Var(Z(0)/X' (1), Y'(0)) < Kl(d) - >

3) There exists a strictly positive constant such that:

det var(X (t), X' (t),Y'(%), Z(1)) (const) || (f) — t]*N.

v

det var(X (¢), X'(t),Y' (1))

\Y

(const) [ [44() — ¢]]2V=.

4) There exists a constant K/, 0 < K’ < 400 such that:
Var(X (¢)/X'(t),Y'(t), Z(1)) < K' < 1.
5) On Dy: E[X(t)/X'(t) =0,Y'({) =0,Z(f) = 1] < 0.

6) On Ds: There exists a constant K, 0 < K < 1 such that Var(X(¢)/X'(t),Y'()) < K" < 1.

On D, write:

Px(6),x(6),v (0,25 (€, 0,0, 2) = px (o) (2 /X (t) = 0,Y'(1) = 0, Z(T) = 2)px16),v1(5),2(5)(0, 0, 2)

xZ 2

< (const)(det var(X (¢), X' (t), Y’ (1), Z(t)))_l/2 exp(— SR )exp(— 2Var(Z(t~)/ZX’(t), V(@) )
by relations 4) and 5). Thus by relations 1), 2) and 3): A(¢,7) <
(const) /+Oo dz/+oo(xN1 ()N )| (@) — 1] exp(— v )exp(_#)dx.
0 u |[e(t) — 1] 2K 2K ([ (t) — t]]?
. . ~ z .
Using the change of variable z = m yields:
A(t,1) < (const) /"‘00 dz /+00(le + 2V 4 D (t) — t||1_Nexp(— v )exp(—i)dl‘.
= ; ; 2K 2K
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The conclusion that

//D A(L, D)dtdi = o ((u))

follows directly from the integrability of ||v(f) —¢||*= on H x W.
On D- write:

At 1) < /Oo depx (o) xo(0y (i) (2,0, 0) E[det( X" (t))det (Y (1)) /X (1) = 2, X'(1) = 0,Y"(I) = 0].

Relations 1), 3) and 6) imply that:

l,Z

orcr) 1

Foo ~
At < (const) [ (14 8)(d) — | exp(-

The integrability of |[¢(f) —t||*= on H x W imply that:

//D AL, Dydtdi = oo (p(w)),

which concludes the proof of Theorem 3.

Step 4: Proofs of the relations given in step 3 above.

Since the H; are of arbitrary small size, by a compacity argument it is sufficient to prove all the relations
for (tn, 1/)(t~n)) tending to (to,t0), with ¢t € V; and for the point of projection t; tending to ¢y also. In the
following, the Landau symbol o refers to such an asymptotic framework. One key point is that since ¢ is
the projection on the tangent space, Y'() is arbitrary close to the projection II,, (X' (¥(1))) of X'(x(t))
on the space tangent to ¢g.

V(1) = I, (X' (1 (3))) + o(1).

The second key point 1s that the transformation
(My i) (X (@), Z2(@)" = X' (0 (@)

i1s unitary thus with determinant 1.
e Relation 1). Put:
C={X(ty)=2,X'(t,) =0,Y'(t,) =0, Z(t,) = z}.
We have:
(3.14)

z
tndn 7N 1 |
[[¥(tn) — tall

nx—l—é e

z
—_ 3.15
[ (En) — tall (319

=
<

—~3
o~
3

=

~

2
I
e

I

3

5
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Our aim is to prove that functions A, ;. B, ; , Atn,fn and Btn,fn are bounded as (t,,¥(%,)) tends to

it

(to,t0). We give the proof for Ay i, and By ;. The proof for the two other cases is similar.

A, i, = E[X"(tn)/C1]

ntn

with:

X/(1/)({n)) _X/(tn) _
) =t~

= {X{o)+o(1) = l,X/(to) +0(1) =0 X”(to) toin T o(1) = 0}.

Ci = {X(@tn)=1X(ty) =0,

Since the limit distribution of (X (to), X(t0), X" (t0)e,, 7, ) is uniformly non-degenerate,
E[X"(tn)/C1] = BEIX"(tn)/ X (to) = 1, X'(to) = 0, X" (to)e,, 7, = 0]+ o(1)

which gives the result.

In the same way:

E[X"(tn)/ X (to) + o(1) = 0, X" (t0) 4 o(1) = 0, X"(to)e;, 7, + o(1) = n(to)]

Btn,fn

= E[X"(t2)/X(to) = 0, X'(to) = 0, X" (to) = n(te)] + o(1).

Now det(X"(¢)) for example can be written as the sum of N! products of N terms. Thus |det(X"(¢))]
is bounded by the sum of the absolute value of these N! terms. The same kind of relation is true for
det(Y(t)). Thus |det(X"(¢)) det(Y"(t))| is bounded by the sum of the absolute value of NI(N — 1)!
products of 2N — 1 Gaussian variables with bounded variance and expectation bounded by (const)(z +

Thus writing each variable as the sum of its expectation and a centered variable, making the

|I¢() tll)
product and then using Lemma 3.1 gives the result with in fact Ny = Ny = 2N — 1.

In the same way we prove that:
B[ det X" (t,)||det Y (1) |/ X (tn) = 2, X' (tn) = 0,Y"({,) = 0] < (const)(1 + ™).

e Relation 2).
VarZ(0,)/ X' (1), V()] = SR T
det var[X'(t,), V; (X /(1/)(~~)) X'(tn))]
det var[ X' (t,,), ¥ ({n) (X' (¥ (1n)) — X' (t))]
16(0) — tall?¥ (det var[X'(10), X" (to)e,, 7] + (1)
T6(8) — ]P0 D et var ¥/ (to), T, X to)e, 7.1+ o{1)
, detvar[X"(to)e, : ]+ o(1)
() =1l det Var[HtDX”(to)etmgn] +0(1)
[ (En) = talIP(1 + o(1))
nT (to)[Var[X” (to)e,, 7 1]7'n(to) + o(1)’
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where V; is the N x N matrix such that V;(X'(¥(%))) = (Y'(£)T, Z({))T. Since n(to) and €, 7, are unit
vectors and Var(X"(tg)e, 7 ) is non-degenerate uniformly in ¢, and i, relation 2) is proved.

e Relation 3). By the same arguments:
det var[X (ba), X' (ba), Y (), Z(0)) = 16F0) — ta ™Y (det var(X (to), X (to), X" (to)e 7,) + o(1).

Since det var(X (o), X'(t0), X" (to)etmgn) is non-degenerate uniformly in ¢, and {,, relation 3) is establi-
shed.

In the same way we prove that:
det var[X (tn), X'(ta), Y/ (E)] 2 (const) [i() = tal 2V,

e Relation 4).

Var(X (tn) /X' (tn), Y (1), Z(1n)) = Var[X(to)/X"(to)e;, 7,1+ 0(1)

= 1- etTn ; A(Var[X”(to)etmgn])_lAetmgn + o(1).

tn

Var[X”(to)e, 7 ] is non-degenerate uniformly in ¢, and #, and |[Ae,, 7, || is uniformly strictly positive
thus relation 4) is valid.

e Relation 5). Tt is easy to see that the condition
Cy ={X'(tn) = 0,Y'(t,) =0, 7' (1,) = 1}

can be written:

X'(W(tn)) = X'(tn) _ n(@(fn)) +o(1)
||1/)(tn) _tn” ||1/)(tn) —in

= {X'(to) +0(1) = 0, X" (to)e,, 7, +o(1) =

Cy = {X'(tn) =0,

Thus:
E[X(to)/Ca] = [0 (En) — tal| ™ [—¢]
and relation b) is valid for any value of e.
e Relation 6).
Var[X (tn) /X' (tn), Y'(En)] = Var[X(to) /I, X" (to)e,, 7,1+ o(1)
= 1— (M, Aeq, 7)) Var(Il, X" (to)e,, 7)1 (e, Aey, 7,) 4 o(1)(3.16)
Since TT;, X"’ (to)etmgn is non-degenerated uniformly in ¢, and £, Var[X (t,)/ X' (tn), Y’(fn)] may tend to

zero only if:

HtDAetmfn —0
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which implies that there exists constants o, 7 such that:
Aetn,fn = O‘tn,t”nn(tO) +o(1)
= a7, n(W(l)) +o(1).

Since S is convex el : n(¥(t,)) > 0. Therefore there exists a strictly positive constant ag such that

tn,tn

o, ¢, > ap. Thus:

el AR_ln(to) = o ~nT(t0)R_1n(t0)—|—o(1)

nitn

v

aon” (to) R~ n(te) + o(1). (3.17)

For each value ¢, this 1s not possible on D4 for sufficiently small subset s. Thus we conclude that relation

6) is valid.

3.4.4 Proof of Theorem 3.4

The proof of Theorem 3.4 is just a refinement of the proof of Theorem 3.3. From this proof we known

that:

u? (A2
P[M(S) > u] = uexp(——) Al

+ E[RX (99)] + oc(¢(u)).

27 9\/2r
We use the parametrization Y (6) = X (cos f,sin #). We have:
) ) —sind )
Y'(0) = (—sinf,cosf)X’ (cosb,sinf) =< , X'(cos f,sin 0) >
cos @
Y'(0) = —(cosf,sinf)X'(cosd,sinb) + (—sind,cos 0) X" (cos §,sin 0)(—sin 0, cos 0)7 .
o cos f )
Let Z(6) be the normal derivative: Z(0) =< , X'(cos 0, sin ) >. We have:
sin 6

E[R.([0,27])] = /OZW do x

[e%) [e%) 0]
/ dygo(y)/ dzpy(9),2(6)(0, z)/ |y”|pyu(9)(y”/Y(9) =y, Y'(0) =0,72(0) = z)dy".
[ 0]

Since
EY"(0)/Y(0) =y, Y'(0) =0,7(0) = 2] = —y[Ans sin2 0 — 2A 5 cos O sin 6 + Ass cos® 6] — =z

which is bounded above by zero, it is easy to see using previous method that:

B[R, ([0,27])] = / "o /wdmy) / " depy o), 20)(0,2) / (3 — T (O)A(0) — 2)pr(7)dy

Jiid

i . B 2n 1/2
eXP(_?)ﬁ/o vT(G)Av(@)d@—I—@(U)%/O A%'wdf”
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where T' is a Gaussian random variable centered with variance Var(Y"(8)/Y (6),Y"(0), Z(6)) and v(f) is
defined in the statement of Theorem 3.4. Thus Theorem 3.4 is established.

3.4.5 Proof of Theorem 3.5
A face of S can be indexed by:

e aset [ of coordinates that are free in the face. This set defines a class of parallel faces. We denote

V1 the vector space generated by these faces,
e anumber i, i € {1, ..., 2N_|I|} = K7 that indexes the various faces in the preceding class.

So a face will be denoted by Sr;, I € F(N),i=1,.., 2=l When considering a unique face Srt,i, we will
choose an orthonormal base ey, ...,en with e1,...,e, (n = |I|) parallel to Sr; and en4q, ..., en pointing
outward S. Though this base depends on the considered face, to save notations it will always be denoted
by the same symbol. We denote by X{(¢),..., X}(¢) the coordinates of the gradient X'(¢) in this base,
Xi(t) = Oy, (X' (t)) and X7 (t) the restriction of X (¢) to V7. Let )N(M be the restriction of X to such a

face, we define:
RE1(Sy) = #{t € St - X(1) > u, X}(t) = 0, X4(t) > 0,Yj > |1|, X} (1) € N'}
Note, for example, that if I = @, Sy ; = {t;} for some point ;.
RY® (S0.0) = T{x (0> 1)505)
and if 7 ={1,..., N}, RUXI(SI) = MX(S). We have:

P[M(S) > u] Pl U ®F (S > 1))

IeF(N)ieK;

P[U Ap]

N N
with d = Z 2N=1 5 C% and A, = {RUX"”(SHVZ') > 1}. We use the Bonferroni inequality:

n=0

d d
> PAn] =) PlARA] < PIM(S) > u] < > PAy]

m=1 m<l m=1

Relation (3.1) and Proposition 3.3 imply that as u — +oo:

S PN = > ST BRI (S10)] + oc(p(w).

m=1 IeF(N)i€K;
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Step 1: Evaluation of Z RXI #(Sr4)].
ieKy

e When [ = ©:

E[RF1(S1.)] = PIX(t:) > w, X}(t;) > 0].

Since the distribution of (X (¢;), X' (¢;)) is N(0, 1) x N(0, A), it does not depend on i. Let Oy, ...,

2N orthants.

S E[RE (1)) = ZP 0] = ®(u).

ieKy

e When I = {1,..., N}, it is clear that E[RX (S;)] = E[MX (5)].

e When @ C T C{l,...,N},since X'(t) and X”(t) are independent:

X ~ - ! ty(0,..,0, 20, ., BN -
B[Ry (S1:)] :/ dt/ dxl,,,/ de_npxl(t)vwXN(t)( 1 N-n)
Srio /0 0 px: ), x:(t)(0, ..., 0)

/ da:/ |detx”|px}z(t)yx(t)yx}(t)(a:”,J:,O)dx”
U D

By Theorem 3.1 we have that, as u — 4o00:

[n/2]
1
/ /|detx Ipxy ) xi(t)(z", x,0)de" = : Zkgj\lfgj(u)—l—oe(go(u)).
A(S1,) =
Thus:
2N—n
> R (S1) Zkf W00 + oc ().
i=1

Finally as u — +oc0:

[n/2]

~

(> Ky ) + 0c(p(u)).

Ie}' N)

m=1

IIM

Step 2: We now prove that as u — +oc0o:

PlAnAl] = oc(p(u)).

When A,, and A; involve two faces at positive distance relation (3.18) is easy.

61

02N the

(3.18)

In the other case when A, involves a face Sy ; (Sr for short) of dimension n > 1 and A; involves a face

St i of dimension n, 0 < n’ < n, we choose a basis (e, ez, ..., en) such that:
o (e1,...,em) span ViV,

® €mil,..., €ns are pointing outward S at Sp and span Vi with (eq, ..., ep),
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® €pit1, .o, Enipn_m are pointing outward S at Sp and span Vi with (eq, ..., ;).

Then:

XII XII,’LI
U U

P[AnAl] = PR (ST Ry (Sp) > 1] < E[RX"(S1) (Sr)].

By the same arguments as those involved in the proofs of Proposition 3.1 and Proposition 3.2 we obtain:

P[AmA,]g// dtds/ da:/ / dzm+1...dzn// / dyn'+1dYni4n—m
SrxSt u 0 0 0 0

P(2,0, .50, Zimgt, s 205 0y oy 0, Uiy ooy Yt — ) E[det (X7 (8))det (X7 (s)))/ X (t) = 2, X}(t) = 0,
Xr/n+1(t) = Zm+1, ""XT/ll(t) = Zﬂ’aX}’(S) = O’XT/ll+1(8) = Yn'41, "'aXr/L’+n—m(5) = yn’+n—m],

where p is the density of (X (t), X;(t), X} 11(t), .., XJu(8), X7 (t), X0 1 (8)s s X)ip o1 (8)). The right-
hand term above will be denoted by:

// A(t, s)dtds. (3.19)
S] XSI/
N

and Ae = Zakek. Since there exists some «p > 0 such that for all s and ¢
k=1

|Is — 2]
< e,Ae >> ag and since:

Put e, = ¢ =

- <e e ><L0form<k<n
- <eep>>0forn’ <k<n+n-m
- <eeg>=0forn’"+n—m< k<N

we can majorize the integral in (3.19) by the sum of n + n’ — 2m 4 1 integrals, namely:

n+n'—m
PlAn A < // tsdtds—i—Z// A(t, s)dtds,
Do Dy

with:
Do =1{(t,s) €51 x Sp 1 Y ap < e, e >> e},
D ={(t,s) €St xSp:ar < —ety m<k<n,
Dy ={(t,s) € St x Spr 1 ap > e}, n<k<n+4+n —m,
where the positive values eq, ..., €y 4n/'—m are such that:
n+n'—m

€0 + Z € < Qg.
k=m
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It is clear that if (¢, s) would not belong to Dy nor to Dy, ..., Dngniem:

<e,Ae >< ag.

n+n'—m
Thus Dy U U Dy is a covering of S; x Spr.

k=m

— Let us prove that ffDo A(t, s)dtds = oc(p(u)) as u — +o0.
//D At s)dtds < //D dtds/uoo dl‘PX(t),X}(t),X;,(s)(l‘,0,0)
E[det( XY (t))det(X7(s))/ X (t) = 2, X4(t) = 0, X}, (s) = 0].
By the same arguments as those used in step 4 of the proof of Proposition 3.3 we have:

Var[X (0)/ X4 (1), X5(5)] < Var[X(1)/XL(t), X4(s) Yk = 1, ..., m)]

< K <1on Dy

det var[X (t), X7 (), X}.(s))] > (const)]||s — ¢||*™

E[det( XY (t))det (X1 (s))/ X (t) = 2, X}(t) = 0, X} (s) = 0] < (const)[1 4+ #™1]
The conclusion that ffDo A(t, s)dtds = o.(p(u)) as u — 400 follows from the integrability of ||s — ¢||~™

on S[ X S[/.

— Now we prove that fka A(t, s)dtds = o.(p(u)) as u = +oo for k=m+1,...,n'.

// A(t,s)dtdsg// dtds/ da:/ dz
Dy Dy U 0

(det var[ X (t), X7(t), X5 (1), X7/ (5)])—1/2 X (const) exp(—%

E[det (XY (1))det (X7, (5))/X (1) = 2, X() = 0, X} (t) = 2%, X](s) = 0]

)exp(—T)x

where:
o= EIX()/XL0) = 2, Xp(s) = 0]
o? = Var[X(t)/ X} (t), X]:(s)]

¥ = Var[Xp(1)/ X7 (s)]-
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By the same arguments as those used in step 4 of the proof of Proposition 3.3 we have:

H S 0 on Dka
02 < K <1 on Dy,
det var[X (t), X7(t), X],(t), X}/ (s)] > (const)||s — t||2(m+1),

2 < K||s — t||? with 0 < K < o0,

B[] det(X (6)) | det (X7 ()) /X (1) = 2, X}(t) = 0, X4(t) = =,

X ) = 0] < (const)fe + () + 1.

The conclusion that fka A(t, s)dtds = o.(p(u)) as u — +oo for k = m+1, ..., n follows from the change

2
TE

of variables z = and the integrability of ||s —¢||™™ on S; x Spr.
— The proof that fka A(t, s)dtds = o.(p(u)) as u = oo for k=n'+1,...,n+n" — m follows

the same lines as previously replacing X} (¢) by X} (s), zx by yx and inverting X}(¢) and X4, (s).
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Chapitre 4

Implémentation Splus des méthodes

de Rice

4.1 Introduction

Soit X = {X(t);t € S} un champ aléatoire gaussien sur S un sous-ensemble compact de R¥. L’évaluation

de la queue de probabilité:

P[rtnaSXX(t) > u] ou P[rtnaSX|X(t)| > u] pour u fixé dans R, (4.1)
€ €

est un point crucial dans de nombreux problémes statistiques. Pour quelques exemples on pourra consul-
ter, en Statistique Paramétrique, Davies (1977, 1987) et Dacunha-Castelle et Gassiat (1997, 1999); en
Statistique Non Paramétrique, Sun (1991), Chaudhuri and Sengupta (1993), Piterbarg and Tyurin (1993),
Park and Sun (1998) et Chaudhuri and Marron (1999, 2000); en traitement de I'image, Worsley and al.
(1992) et Adler (2000); en génétique, Cierco (1998) et Cierco and Azais (2000). Dans la plupart des cas
la queue de probabilité (4.1) apparait dans des problémes de tests. Deux principales méthodes classiques

peuvent étre utilisées pour évaluer (4.1):

(M1) Lorsque le processus est suffisamment régulier on peut travailler avec la borne de Davies lorsque
N =1 (voir Davies (1977, 1987)) ou bien avec I’équivalent asymptotique donné dans Adler (1981)
et initialement du & Belyaev et Piterbarg (1972) lorsque N > 1. Cet équivalent asymptotique est le
premier terme du développement asymptotique de (4.1) quand 4 — +o00. La borne de Davies donne

une borne majorante & (4.1) formée de deux termes d’approximation. Lorsque N = 1 le premier
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terme d’approximation de la borne de Davies est le premier terme du développement asymptotique
de (4.1) quand u = +o00. Lorsque le processus n’est pas suffisamment régulier, il faut travailler avec

les résultats discutés dans le chapitre d’Introduction.

(M2) Des méthodes de type Monte-Carlo peuvent également étre utilisées pour évaluer (4.1) par simula-
tions successives. Les trajectoires du champ aléatoire X peuvent étre simulées selon des méthodes

classiques décrites par exemple dans Azais (1990) ou Dietrich and Newsam (1997).

Le Tableau 1 donne des résultats obtenus par ces méthodes dans le cadre d’un probléeme de détection
de génes influencant un trait quantitatif mais de maniére trop faible pour étre détecté qualitativemnent.
De tels genes sont appelés QTL. Plus précisemment le probleme d’intéret est de tester ’hypothése nulle
Ho, 11 n’y a pas de QTL sur le chromosome de longueur 7', contre 'alternative #q, il y a un QTL a la
position ¢y sur le chromosome de longueur 7" ayant un effet égal a % (n étant le nombre d’observations
indépendantes du chromosome sur différents individus). Un tel probleme a d’abord été introduit et étudié
par Lander et Boststein (1989) puis généralisé par Feingold, Brown et Siegmund (1993), Cierco (1998) et
Cierco et Azais (2000). Cierco (1998) a montré que le processus du test de détection converge en loi vers
un processus d’Ornstein-Ulhenbeck sous Hg et vers le méme processus d’Ornstein-Ulhenbeck décentré par
une fonction moyenne sous H;. L’étude détaillée de Cierco et Azais (2000) propose de travailler avec la

version lissée du processus de test de détection dont la limite en loi est le processus d’Ornstein-Ulhenbeck

lissé X € centré sous Hg et décentré sous H; par la fonction moyenne:

ty — 22 — ¢ to—+ 22 — ¢

) _
me(t) = §{exp[2(—t0 + e 4+ 1)]D( ) +exp[2(to + €% — t)]q)(f)}
Sa fonction de covariance ¢ est donnée par:
. 9 t—4¢? 9 _t44e?

Ils proposent également une valeur optimale pour le parameétre de lissage €. La loi asymptotique de la
statistique de test est alors sup,ep 77|X“(¢)]. La Tableau 1 résume quelques résultats (valeur seuil et
puissance asymptotiques au niveau «) obtenus par (M1) et (M2) pour ce probléme de test. Le Tableau 1
donne également quelques résultats obtenus par (M1) et (M2) pour I’évaluation de la queue de probabilité
(4.1) lorsque X est un processus gaussien stationnaire centré sur [0, 7] avec une fonction de covariance
donnée par exp(—t2/2) et lorsque X est champ aléatoire gaussien centré sur [0,7]? dont la fonction de
covariance est donnée par :

r(s,1) = exp(=5||s — t][3).
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Valeur absolue du processus d’Ornstein-Ulhenbeck lissé avec T'= 1

Valeurs critiques a 5% Puissance a 5%
2=10-2 | (ML) <2.2912 (M2) 0.7137+0.0088
(Prog-S) 2.2813-2.2870 (Prog-S) 0.6983-0.7125
2=10-3 | (ML) <2.6444 (M2) 0.7253-0.0087
(Prog-S)  2.5989-2.6366 | (Prog-S) 0.6906-0.8213

Processus gaussien stationnaire sur [0, 7] de fonction de covariance exp(—t%/2)

Plmaxyepo ) X(t) < 1] Plmaxyepo ) X () < 2]

T=1 (M1) >0.7448 (M1) >0.9557
(Prog-S) 0.7459 (< 10=%) | (Prog-S) 0.9558 (< 107%)

T=4 (M1) >0.4552 (M1) >0.8911
(Prog-S) 0.5085 (2.6 10~%) | (Prog-S) 0.8933 (< 1074

Champ gaussien stationnaire sur [0, 7% de fonction de covariance exp(—5||s — ¢||3)

Plmaxepo e X(t) < 2] Plmaxeefo 2 X(t) < 3]
T=1 (M1) 0.8281 (M1) 0.9788
(Prog-S) 0.6692 (Prog-S) 0.9663
T=2 (M1) 0.3126 (M1) 0.9154
(Prog-S) 0.0174 (Prog-S) 0.8916

Tableau 1: Comparaison des méthodes classiques (M1) et (M2) avec les méthodes de Rice déerites dans
ce chapitre (Prog-S). Dans le premier cas les valeurs critiques ont d’abord élé recherchées par la mé-
thode de Davies (M1). Les puissances onl ensuite été calculées & partir de la borne inférieure obtenue
par le programme Splus pour la valeur critique. Elles ont été calculées, pour § = 6 et to = 0.4, par une
méthode de Monte-Carlo en simulant 10* trajectoires du processus d’Ornstein-Ulhenbeck puis en les lis-
sant par des méthodes classiques (cf. Cierco (1996) et Azais et Cierco (2001)). L’intervalle de confiance
correspondant a 95% est donné. Les résultats obtenus par le programme S-plus sont également donnés.
1ls permettent d’avoir un calcul de erreur commise. Dans le second cas nous nous sommes spécialement
intéressé a un calcul de la fonction de répartition tout d’abord par une méthode de Davies puis par nos
méthodes de Rice pour lesquelles nous avons noté entre parenthéses le calcul de ’erreur commise sur
le résultat. Dans le cas du champ gaussien stationnaire notre programme donne a priori un calcul plus
précis de la fonction de répartition que U'équivalent asymptotique initialement donné par Adler (M1)
puisqu’tl prend en compte les trois premiers termes du développement asymptotique et non pas seulement

le premuer. On remarque que dans le cas du champ gaussien il est absolument nécessaire d’avoir un déve-
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loppement asymptotique suffisamment long pour espérer obtenir suffisamment de précision sur le résultat.

Les exemples développés dans le Tableau 1 illustrent un inconvénient majeur dans ’utilisation pratique
des approximations classiques (M1) et (M2) pour (4.1): leur manque de précision et ’absence d’une
estimation précise de ’erreur. Dans ce chapitre nous proposons un programme S-plus qui présente trois
avantages importants. Premiérement, nous proposons et implémentons une méthode plus précise que
les méthodes classiques avec un cout en temps de calcul tout a fait raisonnable. Deuxiémement, notre
programme donne une estimation précise de ’erreur commise sur le résultat. Troisiemement, méme des
utilisateurs non spécialistes des champs aléatoires peuvent se servir de notre programme pour obtenir
des résultats précis dans I’approximation de la queue de probabilité (4.1) ou dans "approximation de
valeurs seuils relatives & (4.1). Notre approche est la méthode de Rice qui est généralement plus précise
que les autres méthodes pour évaluer (4.1). Elle a été introduite et étudiée spécialement par Kac (1943),
Rice (1944-1945), Cramer and Leadbetter (1967), Wschebor (1985), Azais et Wschebor (1997) et Azals
and al. (1999) pour les processus aléatoires et étendue aux champs aléatoires par Brillinger (1972), Adler
(1981), Piterbarg (1996), Delmas (1998) et Azais et Delmas (2000). Pour construire notre programme
dans un cadre assez général, nous avons généralisé les méthodes et les résultats donnés dans Azais and
al. (1999) pour un processus gaussien stationnaire au cas non stationnaire et au cas de la valeur absolue
d’un processus gaussien. Nous obtenons, pour 'approximation de (4.1) et Iestimation de Perreur, des
formules précises relativement bien adaptées au calcul numérique mais qui sont soit impossibles soit trop
difficiles a calculer sans implémentation informatique. Une analyse plus détaillée de notre méthode est
donnée dans la section 2. Dans la section 3 notre programme S-plus est développé. Le principal objectif
est d’étudier des statistiques de test basées sur les variables aléatoires

rtnEaSXX(t) ou max | X (4)].

Notre programme donne donc une approximation pour la queue de probabilité (4.1) pour tout u > 0 et
pour la valeur seuil relative & (4.1) & tout niveau souhaité. Dans chaque cas une estimation de l'erreur
commise sur le résultat est donnée. Notons que notre programme nécessite uniquement la donnée de la
moyenne et de la fonction de covariance du processus (ou du champ) pour fonctionner et obtenir des
résultats. Dans le Tableau 1 nous donnons également quelques résultats obtenus par notre programme
S-plus pour les trois exemples explicités précédemment. Ces exemples démontrent la performance de notre

programme S-plus.
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4.2 Méthode de Rice

Soit X un processus gaussien sur [0,7] & trajectoires p.s. de classe C. Notons :

UX[o,T] #{t€0,T): X(t) =u, X'(t) > 0}

DX [0,T] #{€[0,T]: X(t) = —u, X'(t) < 0}.

Nous avons:

Plsup X(1)>u] = PLX(0)>u]+ PIUF0, T {x(0)<u) > 1]
t€[0,7T]

Plowp 1X()1> ) = PIXO)]> ul + PIUF0. T+ DX, 0 T xorsa 2 1)

De plus si £ est une variable aléatoire positive alors:

Ble) ~ Bl — 1) < Ple > 1) < Ble).

Notons E[¢[4]] le deuxiéme moment factoriel E[¢(¢ — 1)] de €. En remarquant que:

2
EIUS0, T )<y < ELUX[0, 7]
BIUXI0,T)+ DX, [0, TN g <uy] < EUUX[0, 7]+ DX, [0, 7)),

nous obtenons :
PIX(0) > u] + EUX[0, T x (0y<uy] —  E[UX[0, T]]
< P[SuPte[o,T] X(t) > u] <
PIX(0) > u] + E[UZ[0, TTx (0)<u}] -
Et:
PX(0)] > u] + E[(UX[0, 7]+ DX, 0, TDIix o)1 <ut] = ELUX [0, 7]+ DX, [0, T])P]

< Plsupiepory [X ()] > ] <

PIX(0)] > u] + E[(UX]0, T+ DX, [0, TDT{jx (0)<u}]-

71

(4.5)

De plus, sous certaines conditions, Azals et Wschebor (1997) ont montré la convergence de la série de

Rice:

P[ sup X(t) > u] = P[X(O) > u] + Z(_l)m-HL
te[0,1]
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et la propriété enveloppante de cette série pour n > 0; connues depuis les travaux de Rice (1944-1945):

Son < P[ sup X(t) > U] < SZn—l,

t€[0,7T]
ot S, = P[X(0) > ul+> » _ (—=1)™*! MJ,’—Tl et U (u, T') est le m-igme moment factoriel E[UX [0, T]HF{H;(](O)gu}]'

En utilisant cette derniére propriété pour X (resp. |X|) on en déduit une majoration de I’erreur commise
lorsque 'on approche P[sup;epo )X (1) > u] (vesp. Plsupsepo 7| X(t)] > u]) par le terme minorant de
I'inégalité (4.4) (resp. (4.5)):

1
|P[ sup X(t) > u] — P[X(0) > u] — E[UX[0, T]{x(0)<u}] + 5E[Uj‘[o,T][zm
t€[0,7T]

E[UX[0, T]PT

(4.6)
Et:

|P[teSEépT] | X(t)] > u]-P[X(0) > U]—E[(Uf[O,T]+Dfu[0,T])H{|X<o>|3u}]+%E[(U§[0,T]+Dfu[0,T])[2]]|

BLUZ0,T]+ DX, [0, T 5] | X0, 71+ DX, [0, 1))

< 5 - (4.7)

4.2.1 Cas stationnaire

Soit X un processus gaussien stationnaire centré de variance un a trajectoires p.s. de classe C! sur [0, 7]
tel que:
(X(t), X(s), X' (t), X'(s)) est non dégénéré Vt # s, (t,s) € [0, T]*.

Azals et al. (1999) ont établi une expression trés simple et bien adaptée au calcul numérique pour
E[UX0, T x (0)<uy] et E[UZ [0, T)P1). Nous reprenons leur méthode et leurs démonstrations pour obtenir
des résultats analogues pour E[Ug [0, 71l x(0)<uy] €t E[UX[0, T)DX [0, T]]. Puisque X et (—X) ont

meme loi,

E[DX,[0, Tl xoy<ut) = EUZ0, T1x(0)<u)]
EDX 0,717 = E[UX [0, 7).

Nous obtenons alors, dans le cas stationnaire, les trois premiers termes d’approximation du développement

asymptotique de P[SuPte[o,T] | X (t)| > u] quand v — +o00. Ces trois premier termes présentent ’avantage
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d’étre trés simples et par conséquent tres bien adaptés au calcul numérique. Nous donnons maintenant les
expressions obtenues et rappelons celles obtenues dans Azais et al. (1999). Soit r la fonction de covariance

du processus. Nous adoptons les notations suivantes :
r=r);r =7 ({t); A2 = VarX'(t) = —r"(0) et pour z > 0, ¥(x fo y)dy = ()—%
o? = Var[X'(1)/ X (0), X ()] = Ay — {5z p = corr[ X' (1), X'(0)/X (1), X(0)] = %
k= i’—z. Pour b > 0, o2J11(b, p) = T1(b, p, 0%) + Ta(b, p, 0?) + T5(b, p, o?) avec:
Ti(b,p,0?) = c2\/1 = pPp(b)p(kb); To(b, p, 0?) = (62 p — ¢2b?)[ L arctan(k 2f0 U (kx)dz);

Ts5(b, p, 0?) = 202U (kb)p(b).

Alors:

Cas stationnaire
E[UX0, TN x(0y>u}] F(rr') =
T 2 U -7 r -\ b ur’
e(u) fo \\?;CI)[E\//\2 e+ ﬁ@(“\/ﬁ)@[ STyt

E[UZ0, T x (0))<u)]

9 9
r ' P (A=)
E[UX[0, 7] 2/ T — )02 Iy (= —— VAET gt
[ u[ ] ] 0 ( )U 11( 0'(1—1—7“) p) m
r'u @ ( 1u_r)

T
E[UX[0, T1DX,[0,T]] 2/ (T —t)UZJH(—U(

Programmation informatique

Des instabilités numériques apparaissent dans les expressions données dans le tableau précédent lorsque
t | 0 dans les intégrands I;(t), Io(t), I3(t) et I,(t) relatifs & F(r '), F(—r, —1"), E[UX[0,T]] et
E[UX[0,T1DX,[0,7]]. Des développements limités autour de 0 de ces intégrands montrent que leur équi-

valent est nul. Nous avons adopté une méthode de Simpson pour calculer ces expressions.

4.2.2 Cas non stationnaire
Soit X un processus gaussien non stationnaire a trajectoires p.s. de classe C* sur [0, 7] tel que:
(X(t), X(s), X' (t), X'(s)) est non dégénéré Vt # s, (t,s) € [0, T]*. (4.8)

Nous généralisons ici les méthodes et les démonstrations du cas stationnaire au cas non stationnaire

afin d’obtenir dans ce cas la également les trois premier termes du développement asymptotique de
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Plsupyepor X(t) > u] et Plsupyepo rp|X(¢)| > u] quand w — +oo sous une forme adaptée au calcul
numérique. Nous distinguons trois cas: le cas non stationnaire centré de variance un, le cas non station-
naire décentré de variance un, le cas non stationnaire général. Alors que dans le cas non stationnaire
centré, X et (—X) ont méme loi et E[DX [0, Ty x(0)1<u}] = EUX0, T1L{1x(0y<uy] et E[DX, [0, 1R =
E[UX[0, ], ceci n’est plus vrai lorsque X est décentré. Soit r la fonction de covariance du processus
et m sa fonction moyenne. Nous adoptons les notations suivantes :

T )

0
rolts) = gor(@d)| s rall) = goagrd)

(t,5)
r=7r(s,t); ror = r(0,t); v = r(t,t); et my = m(t); ¥t €[0,7].
—rr? o (t,0) + 2 t,t t,0) — ror? 4(t,t
v = Var[X(1)/X(0), X ()] = r1a(t, 1) + 00 F 2roernolt, Driolt, 0) = rorto(t, 1)

2
0Tt — Toy

t,t)rg — r10(t,0)roe

r1,0(t,0)re — 71 0(t, ) o

(t) = et (1) = 7101

rore — T2, rore — T2,
t,t r2 (¢t
M (m(t),m’ (1)) = m/ (1) + ’”“J?fi’)(u —m(t)) et V(t) = ry1(t 1) — 17070( )
t t
_ — —a+ pb - —a+ pb - —b+ pa
Ji1(a,b,p) = (p+ab)Joo +1—p gp(b)go(m)—l—ago(b)q)[ 1_p2]+b§0(a)q)[ 1_p2]a
: : . . L op
avec pour (X,Y’) couple de variables aléatoires gaussiennes centrées de variance
p
1 -1 1 -1
b+ pd d
Joo = PIX>a,Y >0 :/ @[Lgy)]dy:/ @[M]d@/
®(—a) V1i=p ®(—b) V31—p
p 1 (a? + b% — 2zab)
= D(a)P(b —1—/ exp|— z
@O+ | o= P ey )
Laretan( [722) — [ (aplan)b LL2 ) 4 (o £ L2
= —arctan(y/—) — ap(av)P[———— 0) P ——])dv.
m L—=p 0 v V1= p? i V1-—p?
Notons que:
1 1
— arctan( 11_—2) = g + 3 arcsin p = g — 5 arccos p
Pts) = VarlX'(0)/X(0), X(s)]
B r1,0(t,t)(rsrio(t,t) — rro(t, ) + 710t ) (=77 0(t, ) + 7er1 0(2, 8))
= lel(t,t) — 3 .
Ty — T
p = CorrX'(1), X'(5)/X (1), X(s)]

r1,1(t, 5) 3 r1,0(t,t)(rsr10(s,t) — rro(s, s)) + 710(t, s)(—rr1,0(s, ) + 7er1 0(s, 8))
o(t,s)o(s,t) a(t,s)o(s,t)(rers — r?) .
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beos) = ;nt(i)) (e ) rsr;((; (’ts, )t()r:rw_ligt) s) ¥ (u—my) rtr;(ot(’lts,)s()rt—rsrr_l,;j 51; t)
Vi) = 2O g P 0ll) el )
i) = Jell+ ) P g

o) = =2~ 0 m) PRSI o) P S

On donne trois expressions différentes pour Jyp. La premiére s’obtient de maniére évidente. La seconde
a été établie par Cramer et Leadbetter (1967) et la troisieme s’obtient aisément & partir des travaux
de Azais, Cierco et Croquette (1999). Notons que les expressions précédentes se simplifient lorsque le
processus est de variance un (r(¢,t) =1 et 7 o(¢,¢) = 0 Vt € [0,7]) et centré (m(t) =0 ¥t € [0,7]). On

donne dans les tableaux suivants les résultats obtenus.

Cas non stationnaire centré de variance un

F(r(0,2),71,0(,0))

\/rlltt 1—7r(0,%)
/ Gy/raltd 5 r(0,1)]

r1,0(t,0) 1—r(0,t), - wrio(t,0)
WT«J,M(“ 00 51 e, )
T 2
EIUZ0, T x (0y<uy] Wcﬁexp( 2) F(r(0,t), 71 0(t,0))
T 2
B T onen) | 200 )dtexp< ) = P (0,0, r1.0(t,0)) = F(=r(0,0), =r1,0(1,0))
B [0, 7] / / o(t,5)o(5, )71 (61,9, b(5, 1), p) £~ “/1\{1r;r(zfj;t)))dsdt

E[UX[0, T1DX,,[0,T]]

/o / olt.5)o (s, 1) 11 (my (¢, ), ma (5,1). =)

P/ G0)

1 —r2(s,1)
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Cas non stationnaire décentré de variance un

E[U[0,T]]

G(m(t), m'(t)) =
m' (1) m' (1)

/(JSD(“—m(t))[m/(t)q)[ r1,1(t,t)]+ ralh Ol ria(t,t)

F(r(0,2),71,0(t, 0), m(0), m(t), m'(¢)) =
/ /71, 1 t t U — n (t) )
1 1(t t)
it Ol =m(0) = r{u - ( ))] + ' (t)r1o(t, 0)

v\/l —r2(0,1) \/7°1,1 (t,1)

[ At i LD )

;1) + 710t 0)[u—m(0) — 7(0,)(u — m(?))]
(1= r2(0,0)) Jat

+ [ (= mio)x

Jdt

0
/1 q)(m’(t) 1_r2(0,t)—|—r170(t,0)<1>_1(y))d
a( —m(0)—r(0,£)( —m(t))) v

L vy/1 —r2(0,1)

E[U0, T x (o) <u)]

G(m(t),m'(t)) — F(r(0,t),r1,0(t,0), m(0), m(t), m'(t))
—F(=r(0,t),—71,0(t,0), —m(0), m(t), m'(t))

E[DX 10, 1 x (0] <u}]

G(=m(t), —m’(t)) — F(=r(0,1), =r1,0(t, 0), m(0), =m(t), —m' (t))
—F(r(0,2),11,0(t, 0), =m(0), —m(t), —m'(1))

E[UX[0, 7]

/OT/ o(t, s)o(s,8)J11 (b(t, 5), b(s, 1), p)

o(u —m(s))p((u —m(t) — r(u m( )))/(M)) dsdt
V1—r2

E[DX [0, T

// o(t,s)o(s, t)Ji (=b' (¢, s), =b'(s,1), p)

o+ m(s))p((u A m(t) = r(u+m(s))/ (VI =)
N

dsdt

E[UX[0,7)DX,[0,17]

/0 /0 o(t,s)o(s,t)J11(ma(t, s), ma(s,t), —p)
p(u+ m(s))p((u —m(t) + r(utm(s))/ (V1= r?))

1 —7r2(s,1)

dsdt
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Cas non stationnaire général

E[UX[0,T]]

G(m(t), m'(t)) =
T @(“Qﬂ;ﬁ)
o VTt

F(ror, y1(8), m(0), m(t), m’(t)) =
t

/T SD(U_m(t)){\/rtm a(t,t) =i ot )@(¢1_ i (t)(rore — r,)

NG 7 reria () — i ot t)
R )@M .
Tot (rore — rg)n (1)
(w=mo = 2 lu=mo) + o - 7 o(t1)
(= ma)(32(6) 431 (0) +m (1))
# DOV = e g — 2= )
><<I>( m/ () + 71 () (w = mo) + 7o (1) (u —mt))+
[7(8) + (= ) (2(0) + 2 (1)

oy,
ﬁ o o (a2 wmm)
q)[m/(t) o (@ (2)y/ T (0 — ) 9 () + T (¢ )]]dzdt}

v

EUX0, T1 1 x (0)1<u}]

G(m(t), m'(t)) = F(ror, y1(t), m(0), m(t), m’(t))
—F(=ro;, =71 (t), =m(0), m(t), m'(1))

E[D

X0, T x 0y <]

G(=m(t), =m'(1)) = F(=ror, = (1), m(0), =m(t), —=m' (1))
—F(ror, 71 (t), =m(0), —m(t), —m'(1))

E[UX10, 7]

// o(t, )o(s, 1) 11 (b(t, 5),b(s,1), p)

ol e (1 = o — (= m,))

N dsdt
E[DX [0, T / / o(t,s)a(s,t)Ji (=b'(t,s), =b'(s,t), p)
(2o [ <u+mt——<u+m5>>>d8dt
e
E[UX[0, 71D, [0,T]] ] O'(t s)o(s,t)J11(ma(t, s), ma(s, 1), —p)
P2 o [ (0= e+ 2k my)))
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Programmation informatique

Des instabilités numériques apparaissent dans le calcul des intégrands relatifs & E[Ug [0, 711 x(0)>u}];
EUX0, TV x (0)>u}) €t E[DX,[0, T]I{ 1 x(0))>u}] lorsque ¢ | 0. Des développements limités de ces inté-
grands en 0 montrent que leur équivalent est nul. Dans le cas non stationnaire décentré de variance un et
le cas non stationnaire général, le calcul de ces intégrands nécessite le calcul d’une intégrale simple dont
la borne inférieure dépend de ¢ et la borne supérieure est 1. Par un changement de variables évident on
se rameéne & une intégrale sur (0, 1) et on vectorise le calcul de I'intégrand en ¢ en utilisant la méthode de
Simpson pour le calcul de I'intégrale. L’intégration de cet intégrand sur (0,7") se fait également par la mé-
thode de Simpson. Le calcul des moments d’ordre 2 E[UX [0, T)?], E[DX [0, T|P) et E[UX [0, T]DX,[0,T]]
nécessite le calcul d’une intégrale double sur [0,7]? d’un intégrand fonction de (¢,s) € [0,7]%. Cet in-
tégrand est fonction de Jy1(a(t,s),b(t,s), p) qu’il s’agit de calculer pour différents couples (¢, s). Pour
cela il faut calculer une intégrale simple. Ici encore on choisit I'expression de Ji1(a(t, s), b(¢, s), p) pour
laquelle les bornes de cette intégrale sont fixes et ne dépendent de (¢,s). On vectorise alors le calcul de
I'intégrale en (¢, s) (ceci nous évite d’avoir & calculer une intégrale & I'intérieur d’une boucle sur (¢, s)).
Le calcul de cette intégrale se fait par la méthode de Simpson. Des développements limités autour de la
diagonale montrent que I'intégrand est nul sur la diagonale. De plus pour E[UX[0,T]DX,[0,T]] dans le
cas non stationnaire centré de variance un et pour E[UX[0, T)®] et E[DX,[0, 7)) dans les trois cas, les
intégrands sont symétriques en (¢,s). On les calcule donc uniquement pour ¢ < s et on les intégre sur
[0,T]? par une méthode de Simpson en dimension 2 qui prend en compte la symétrie et la nullité sur la
diagonale (cette méthode est appelée Simpson-sym). Les autres intégrands (pour E[UX[0,T]1DX,[0,T]]
dans les cas non stationnaire décentré de variance un et non stationnaire général) ne présentent pas cette
propriété de symétrie. On les calcule de la méme fagon pour ¢ < s puis pour s > ¢. On les additionne

puis on les intégre sur [0, 7]? par la méthode Simpson-sym. Le résultat est ensuite divisé par deux.

4.2.3 Estimation de ’erreur

Les résultats présentés dans les deux paragraphes précédents pour des processus gaussiens stationnaires
et non stationnaires nous permettent d’obtenir un encadrement pour la queue de probabilité (4.1). Cet
encadrement nous permet d’avoir un controle sur ’erreur commise dans I’approximation de (4.1). Cepen-
dant on peut penser que la borne inférieure de cet encadrement obtenue & partir des moments factoriels

d’ordre un et d’ordre deux de UX[0, 7] et DX, [0, T] est plus précise que la borne supérieure qui ne prend
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en compte que les moments d’ordre un. En effet on sait par exemple que dans le cas stationnaire,

E[UX [0, )] 2

30> 0 tel que —mr g = ole” ) quand u — oo,

Par conséquent I’erreur commise en utilisant ’approximation basée uniquement sur le moment d’ordre
un est exponentiellement faible par rapport & ce moment. Si les ordres de grandeur asymptotiques des
moments factoriels décroissent ainsi lorsque leur ordre augmente, les erreurs commises dans ’approxima-
tion de (4.1) seront d’autant plus faibles que cette approximation sera basée sur un plus grand nombre de
moments factoriels. Afin de conforter de telles conjectures une étude est actuellement en cours sur 'ordre
de grandeur relative des différents moments factoriels entre eux. Ainsi, afin d’améliorer la précision de
nos résultats, nous voudrions pouvoir obtenir une estimation des bornes majorantes données dans (4.6)
et (4.7). Dans le cas d’un processus gaussien stationnaire des résultats numériques sont obtenus pour
la borne majorante de (4.6). Une étude analogue & celle menée dans Azais, Cierco et Croquette (1999)

montre que dans ce cas: E[UX[0, T]H?)]((O»u}] =

T T 9 1
o(t,s)o(s,t) u /
exp|— J11(b(t, s, 2(2),u),b(s,t,x(2),u), p)dzdsdt,
/0 /0 21 — 72 ol 1—|—r] a[u=mlu] 11(b( (2), ), b (2),u), p)

r=r(s—1t); detT =1 —7r? —rt)? + 2rr(t)r(s) — r(s)*;
()21 —r?) =20 () (s = ) (r(t)r — r(s)) + /(s — 1)*(1 — r(t)?)
det T ’
po(t,s)o(s,t) = —r"(s — t)—

[ ()" (s)(1 = 7?) + /()1 (s = D) (r(s)r = (1)) = ' (s)7"(s = ) (r(B)r = 7(5)) = 1'(s = O)* (r(V)r(s) = 7)]

bl

0'2(15, 5) = —r"(0) —

det T
b(t,s,x(z),u) =
el (1) () (= D] —E Doty () () 4 u(L—r (1) 4 r()r(s) )]
o(t,s)detT o(t,s)detT ’
o = < 0 =2 o)
m(u) = w et 2(2) = y®(2) + m(u).

e

La programmation informatique de E[UX[0, T {X(0)>u}] se fait de maniére analogue a celles décrites dans
les deux paragraphes précédents. Une étude du troisitme moment E[UX[0, T)]] a été faite notamment

dans Azais et Wschebor (2001). Elle est basée sur une méthode de Monte-Carlo et d’Tmportance Sampling
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bien adaptée au cas ot T est petit. En effet on peut montrer (cf. Azais et Wschebor (2000b)) que:

T T T
/ / / A(t2_t1)y(t3_tl)(u,U,U)dtldthtg
0 0 0

T T
= 6/ / (T — s)Ap < (u,u,u)dpds pour p < s,
o Jo

E[UX[0, T

ot A, s(u,u,u) = (Const)p*s*(s — p)* pour T dans un voisinage de 0. On choisit donc d’adopter une
méthode d’Importance Sampling avec une densité proprtionnelle & p*s*(s —p)*(T —s). Par le changement
de variables , (p, s) = (r = £, s), on peut montrer que cette densité est en fait le produit d’une loi Beta(5,5)

avec une loi S = TZ ol 7 suit une Beta(14,2). L’expression du troisitme moment devient donc:

Arzrrz(u,u, u)
7RI - R)A |’

EUX[0, TIB) = 613K 'E

oll K1 = 1.323 x 10°. Des résultats numériques sont donnés dans le Tableau 1 de I'Introduction.

4.3 Développement du programme

L’objectif de notre programme est d’obtenir des valeurs numériques et des estimations d’erreur dans le
cadre du calcul de valeurs seuils et de puissances relatives a (4.1). Il intégre les résultats obtenus et discu-
tés dans la section précédente. On notera que la gestion des cas ou la fonction de covariance stationnaire
définie sur )0, 7] admet une limite continue en 0 est également assurée. Il inclut également la possibilité de
travailler avec un champ gaussien stationnaire sur un sous-ensemble compact de RN, N > 1. Le premier
terme du développement asymptotique du théoréme 3.5 établi dans le chapitre 3 a été programmé. Dans
le cadre des processus gaussiens non stationnaires l'utilisateur a également la possibilité de travailler
avec les processus qui apparaissent dans ’étude des tests de mélanges de distributions gaussiennes (cf.
chapitre 5 suivant). Ces processus ne sont pas toujours & trajectoires p.s. de classe C! sur leur ensemble
de définition. Ils peuvent présenter un point de discontinuité ¢y tel que X (t7) = —X(¢7) p.s.. lls méritent
donc une attention particuliére comme nous le verrons dans le chapitre 5 suivant.

Notre programme a été développé sous S-plus. Il est composé d’un ensemble de fonctions dont une fonc-
tion principale. Cette fonction principale fait le lien entre les différentes fonctions. Plus précisemment elle
permet, grace a un systéme de menus, de guider I'utilisateur en fonction de ses choix et de faire appel aux
fonctions désirées. En particulier elle demande & ’'utilisateur de saisir au clavier les différents parameétres
extérieurs du processus gaussien étudié dont notamment sa fonction de covariance et sa fonction moyenne.
Un dérivateur automatique a été utilisé de facon a ce que notre programme sache calculer les dérivées

successives, de la fonction de covariance et de la moyenne, nécessaires aux calculs.
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Afin d’illustrer plus clairement le fonctionnement et les possibilités actuelles de notre programme, nous
allons traiter et commenter un exemple.
Supposons que 'on veuille étudier le maximum sur [0, 7] du processus gaussien stationnaire centré dont

la fonction de covariance est donnée par :
I(t) = (V3t)"sin(V3t).

Notons que par stationnarité on peut toujours se ramener & un intervalle de la forme [0, T]. Le processus
ainsi défini est & trajectoires p.s. de classe C! et satisfait I’hypothese (4.8). On peut donc lui appliquer nos
résultats. Avant de lancer le programme principal, il est nécessaire de saisir I’expression de la fonction de
covariance dans ’objet “fdcsb” lorsqu’il s’agit d’un processus gaussien stationnaire, “fdens2” dans le cas
d’un processus gaussien non stationnaire et “fdccs2” dans le cas d’un champ gaussien stationnaire. Le
cas d’un champ gaussien non stationnaire n’a pas encore été traité. Dans le cas d’un processus gaussien
stationnaire la fonction de covariance dépend d’une seule variable que ’on note ¢1; pour un processus
gaussien non stationnaire elle dépend de deux variables notées ¢1 et ¢2 et pour un champ gaussien sta-
tionnaire elle dépend d’une seule variable multidimensionnelle dont les coordonnées sont notées t1, 2,

etc..., TN (et ce VN < 10).

"fdcsb" <- expression((sin(sqrt(3)*t))/(sqrt(3)*t))

Lorsqu’on lance le programme principal par la commande nummpcg(), un message d’accueil présentant

brievement le programme est affiché a ’écran. Il est alors demandé a 1'utilisateur s’il désire continuer.

Bienvenue dans NUM-M-P-C-G !

Calculs numeriques pour le maximum de
processus et de champs gaussiens.
Programme realise par
Alain Croquette, Christine Cierco et Celine Delmas.

Date de derniere modification : 31 Mai 2000.

Voulez-vous continuer (oui : o / non : n)?
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Un message d’erreur est affiché lorsque 'utilisateur saisit une valeur qui n’est pas cohérente (dans ce cas
une réponse différente de o ou n). Il lui est alors demandé de saisir & nouveau cette valeur tant que celle-ci
n’est pas cohérente. Cette gestion de la cohérence des réponses données par 'utilisateur est assurée tout
au long du programme. Lorsqu’il s’agira de saisir la valeur de 7’| le programme n’acceptera qu’un réel
positif; lors de la saisie du nombre de valeurs u pour lesquelles 'utilisateur désire calculer la fonction de

répartition, il n’acceptera qu’un entier etc...

Voulez-vous continuer (oui : o / non : n)? : ghj
Attention : NUM-M-P-C-G n’accepte pas votre choix !
Voulez-vous continuer (oui : o / non : n)? : n

Malheureusement vous quittez NUM-M-P-C-G !

Si l'utilisateur désire quitter le programme un message de fin est affiché. Par la suite cette possibi-
lité de quitter le programme sera donné a l’utilisateur & chaque affichage de menu. Lorsque la réponse
est o un deuxiéme menu est affiché a I’écran pour demander de saisir le type de processus ou de champ

gaussien a étudier.

VOUS VOULEZ TRAVAILLER AVEC UN :

Al1-Processus gaussien stationnaire. Bi-Champ gaussien stationnaire.
A2-Processus gaussien non-stationnaire. B2-Champ gaussien non-stationnaire.
Q-Quitter.

Votre choix :

Dans notre cas il s’agit d’un processus gaussien stationnaire. Un troisiéme menu s’affiche alors afin de

choisir la fonction de covariance du processus gaussien stationnaire que ’on veut étudier.

PROCESSUS GAUSSIEN STATIONNAIRE

SAISTE DE LA FONCTION DE COVARIANCE

1. r(t)= exp( - t/2)

2. r(t)= 1/cosh(t)

3. r(t)= (sin(sqrt(3) * t))/(sqrt(3) * t)
4

. Ornteisn-Ullenbeck lisse.
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5. Autre (Objet fdcsb5).
6. Quitter.

Votre choix :

Si la fonction de covariance a étudier ne fait pas partie de la liste affichée, 1'utilisateur sélectionne la
réponse 5 (il aura di s’assurer au préalable, comme nous I’avons fait, que sa fonction de covariance est
bien connue par Splus comme étant |’objet £dcs5). Si la fonction de covariance est dans la liste affichée,
il est conseillé de sélectionner le numéro correspondant afin d’avoir & répondre 4 moins de questions par
la suite. Nous choisissons 'option 5 de facon a rester le plus général possible. Il convient maintenant de
savoir si notre dérivateur automatique pourra calculer les dérivées successives de la fonction de covariance
en tout point de 'intervalle [0, T]. Pour cela le programme gére le cas des fonctions de covariance d’ex-

pressions analytiques courantes qui ne sont pas définies en 0.

r(t), r’(t) ou r"(t) doivent-elles etre prolongees par continuite en 0 7 (oui : o / non

i n)

Dans notre cas la fonction de covariance n’est pas définie en 0. Il est alors demandé & 1’utilisateur

de saisir les valeurs en 0 de la fonction de covariance, de sa dérivée et de sa dérivée seconde.

Entrer la valeur de r(t) en 0 : 1
Entrer la valeur de r’(t) en 0 : 0O

Entrer la valeur de r"(t) en 0 : -1

Il convient également de savoir si 1’utilisateur veut ou non travailler avec la valeur absolue du processus

gaussien considéré.

PROCESSUS GAUSSIEN STATIONNAIRE
r(t) = (sin(sqrt(3) * t))/(sqrt(3) * t)
Voulez-vous travailler avec la valeur absolue du processus gaussien stationnaire 7 (oui

o/ non : n) :n

Un quatrieme menu s’affiche alors pour choisir le type de calculs que 1’on veut effectuer.
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1. Calcul de la fonction de répartition en certains points u.
2. Estimation de 1l’erreur.

3. Détermination d’un quantile.

4. Quitter.

Votre choix :

Pour le calcul de la fonction de répartition en certains points ou bien pour la détermination d’un quantile
(choix 1 ou 3 du Menu 4), un cinquiéme Menu s’affiche afin de choisir le type d’approximation que ’on

veut utiliser pour faire les calculs.

CHOIX DE LA BORNE

1. Borne de Davies.

2. Terme 1 de la serie de Rice.
3. Terme 2 de la serie de Rice.
4. Quitter

Votre choix : 3

Ces méthodes ont été discutées en début de chapitre. Dans le cas de la détermination d’un quantile,
il convient alors de demander le niveau souhaité et la valeur de T', longueur de 'intervalle [0, T sur lequel

on étudie le processus :

DETERMINATION D’UN QUANTILE
SAISIE DES DONNEES
Entrer la valeur du niveau alpha : 0.01

Entrer la valeur de T : 1

Apres quelques secondes de calculs le résultat s’affiche récapitulant les choix de I'utilisateur et don-

nant la durée du calcul :

AFFICHAGE DU RESULTAT
PROCESSUS GAUSSIEN STATIONNAIRE
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r(t) = (sin(sqrt(3) * t))/(sqrt(3) * t)
Valeur seuil au niveau 0.01 : 2.6028595

Duree du calcul: O h Omn 7 s

Une méthode par dichotomie a été programmée pour la recherche d’un valeur seuil. Il est clair que
ce point 1a peut étre amélioré.

Dans le cas du choix d’un calcul de la fonction de répartition en certains points dans le Menu 4 et apres
avoir sélectionné le type d’approximation dans le Menu 5, le programme demande a 'utilisateur le nombre

de points de calcul :

CALCUL DE LA FONCTION DE REPARTITION EN CERTAINS POINTS U
SAISIE DES DONNEES

Nombre de valeurs de u : 3

Il est alors demander de saisir les différentes valeurs de u et la valeur de 7', longueur de l'intervalle

[0, T] sur lequel on étudie le processus :

Entrer une valeur de u : 2
Entrer une valeur de u : 3
Entrer une valeur de u : 1

Entrer la valeur de T : 1

Aprés quelques secondes de calculs les résultats s’affichent, récapitulant les différents choix de 1'utili-

sateur et affichant la durée du calcul.

AFFICHAGE DU RESULTAT

PROCESSUS GAUSSIEN STATIONNAIRE

r(t) = (sin(sqrt(3) * t))/(sqrt(3) * t)
u 1 2 3

Borne2 0.7450131 0.9557127 0.9968821

Duree du calcul: O h Omn 1 s
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Dans le cas du choix de l'estimation de 'erreur dans le Menu 4 la borne supérieure de (4.6) est cal-
culée. L’utilisateur doit saisir une valeur de u et de 7' de maniére analogue au cas précédent. Le résultat
g’affiche alors aprés une longue attente car dans ce cas les calculs sont trés longs (de 'ordre de I’heure).
L’exemple que nous avons traité nous a permis de parcourir ’ensemble des possibilités de notre pro-
gramme dans le cas d’un processus gaussien stationnaire (choix A du Menu 2). Une gestion analogue
est assurée pour les processus gaussiens non stationnaires (choix B du Menu 2) et les champs gaussiens
stationnaires (choix C du Menu 2). Notons que dans le cas d’un processus gaussien non stationnaire,
notre programme distingue trois cas différents: le cas non stationnaire centré de variance un, le cas non
stationnaire décentré de variance un et le cas non stationnaire général. Lorsque le processus gaussien que
I’on veut étudier n’est pas centré, il est nécessaire, avant de lancer le programme principal, de saisir en

meéme temps que sa fonction de covariance, sa fonction moyenne dans 1’objet Splus “mns2” :

"fdcns2" <- expression(exp(-5*t1%t2)

"mns2" <- expression(exp(-t1/2))

Nous complétons et améliorons notre programme en fonction des résultats que nous obtenons dans I’étude
des processus et des champs gaussiens. Des sorties graphiques, pour obtenir par exemple des courbes de
puissance ou des fonctions de répartition, ne sont pas encore disponibles a partir de ce programme. Une

premiére version de ce programme est disponible & PURL suivant : http://www.lsp.ups-tlse.fr/Cdelmas/

4.4 Discussion et directions de recherche

Dans ce chapitre, nous avons dans un premier temps donné des formules relativement bien adaptées
au calcul numérique pour les moments d’ordre 1 et d’ordre 2 qui apparaissent dans les relations (4.6)
et (4.7). Les travaux d’Azais et Wschebor (2000b, 2001) nous proposent une méthode de Monte-Carlo
et d’Importance Sampling pour le calcul numérique du moment d’ordre 3. Ces méthodes déterministe
et aléatoire nous paraissent bien adaptées au calcul numérique. Cependant d’autres études pourraient
permettre de les améliorer que ce soit en temps de calcul ou en précision du résultat obtenu. Ainsi par
exemple la méthode d’Importance Sampling utilisée pourrait étre largement améliorée dans les cas ou
Iintervalle [0, T n’est pas petit. Les méthodes proposées dans le cadre de I’estimation de ’erreur ont été
établies et programmeées uniquement dans le cadre stationnaire. L’extension au cas non stationnaire et

au cas de la valeur absolue du processus reste a faire.
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Dans ce chapitre on souléve également la question de ’étude des ordres de grandeur des différents mo-
ments factoriels entre eux. On pourrait en effet penser que de maniére générale le moment d’ordre (j+1)

est exponentiellement faible par rapport au moment d’ordre j quand u — 4o00.

Enfin on propose dans ce chapitre une implémentation Splus des méthodes développées, en premiére
partie de ce chapitre, dans le chapitre 3 et dans le chapitre 5 qui suit, pour le calcul de queues de proba-
bilités et de valeurs critiques relatives & (4.1). Nous avons illustré par un exemple le fonctionnement de

notre programme. Ce dernier est en constante évolution. La gestion des sorties graphiques reste & faire.
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Chapitre 5

Applications aux tests de mélanges

de distributions

5.1 Introduction

La lo1 d’une variable aléatoire ne peut pas toujours étre correctement modélisée par une loi classique
(loi normale, loi gamma, etc...). Il s’avere souvent nécessaire de rechercher des modéles plus complexes.
Deux approches sont alors possibles: la modélisation non-paramétrique ou des modeles paramétriques
plus complexes comme des modeéles de mélange de lois. Ainsi, par exemple, en génétique, un caractére
quantitatif peut étre modélisé par un mélange de trois populations gaussiennes de méme variance et de
moyennes différentes sous I’hypothese de 'existence d’un géne majeur sans effet de dominance codant
pour ce caractere. Le modéle devient un mélange de deux populations gaussiennes sous ’hypotheése de
I’existence d’un géne majeur avec effet de dominance et il se réduit a une seule population gaussienne
sous I’hypotheése d’absence de géne majeur. Des tests de mélanges de distributions peuvent alors étre
mis en oeuvre pour détecter un géne majeur dans une population (cf. Goffinet et al. (1992) et Loisel et
al. (1994)). On peut citer d’autres exemples d’application ol le mélange fini de lois apparait également
comme modele. C’est le cas en reconnaissance de caractere ou il est utilisé pour modéliser chaque com-

posante principale d’un caractére donné de ’alphabet (cf. Robert (1996) et Stuchlik et al. (1994)).

Par la suite on s’intéressera toujours a des modeéles de mélange identifiables au sens faible.

Définition 5.1 Soit F = (fy)yer une famille de densités de probabilité avec T' un sous-ensemble compact
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de R*, k entier. Le modéle général des p-mélanges est :

p p
gp = {gﬂ',oc = Zﬂ-if’yl = (ﬂ-la "'aﬂ-p)aa = (Pyla "'aPYp) et Vi = 1a Dy Y S Faﬂ-i € [0’ 1]’Z7Ti = 1}

i=1 i=1

La famalle G, est identifiable au sens faible si pour tous gr o et gr' o dans G, on a:

P P
_ R _ /
Irn,a0 = Grn' o’ = E 772(571 = E 71'2»(57:.
=1 =1

Teicher (1965) ou Yakowitz et Spragins (1968) donnent des conditions suffisantes pour une telle identi-

fiabilité au sens faible. Elle a lieu par exemple pour des mélanges finis de lois normale ou de lois gamma.

Remarquons que 'estimateur & noyau usuel d’une densité est de la forme:

ile) = %ZZZ;K <x2x)

Il 8’écrit donc comme un mélange particulier de densités K avec différents parametres de position et un

meéme parameétre d’échelle. Le nombre de composants du mélange est égal au nombre d’observations. De
meéme pour I'estimateur spline et ’estimateur par ondelettes. Pourquoi donc choisir un modeéle de mélange
fini plutot qu’un modéle non-paramétrique ? Plusieurs arguments peuvent étre avancés (cf. Robert (1996)).
Notamment, il existe de nombreux problemes ou chaque composant du modéle de mélange fini possede sa
signification propre contrairement aux modéles non-paramétriques. De plus le modéle de mélange fini est
souvent plus simple et ses parametres sont plus faciles a estimer que dans le modeéle non-paramétrique.
Ainsi une fois que l'on a décidé de modéliser la loi d’une variable aléatoire par un modéle de mélange
fini, deux questions majeures se posent: Comment estimer le nombre de composants du mélange et
comment en estimer ses parametres? Une littérature particulierement riche existe pour répondre a ces
deux questions. On retiendra dans chacun des deux problémes trois approches majeures: ’approche par la
méthode des moments, 'approche par maximum de vraisemblance et ’approche bayésienne. Dans le cas
de I’estimation des parametres, lorsque le nombre de composants p du mélange est fixé, la méthode la plus
ancienne est la méthode des moments qui a été introduite par Pearson (1894). Malheureusement cette
méthode s’avere trés peu performante et a été abandonnée. La méthode la plus souvent utilisée consiste
a résoudre les équations de vraisemblance. Dans le cas d’un modéle paramétrique suffisamment régulier,
Pestimateur du maximum de vraisemblance (EMV) posséde des propriétés d’optimalité asymptotiques
qui justifient sa tres courante utilisation. Il est en effet consistant et asymptotiquement efficace. Les
démonstrations classiques de ces deux principales propriétés sont dues & Cramer (1946), Wald (1949)

et Wolfowitz (1949). Ces résultats peuvent également se redémontrer par des méthodes d’entropie (cf.
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Pollard (1984)). Dans le cas particulier o1 la vraie valeur du paramétre est sur la frontiére de I’espace des
parameétres (cas qui n’est pas inclus dans les hypothéses des théorémes classiques), on peut noter que Self
and Liang (1987) prouvent un résultat de consistance et de convergence faible pour 'EMV. Dans le cas
d’un modeéle paramétrique ou il existe des paramétres non identifiables (par exemple le modéle général
des p-mélanges G, ), les hypothéses des théorémes classiques ne sont pas non plus vérifiées. Redner (1981)
apporte une premiére solution a ce probléme en montrant que dans ce cas la et lorsque ’espace des
parameétres T' est compact, 'EMV est consistant dans ’espace quotient relatif & T' (en quotientant par
rapport aux classes identifiables). Mais il n’obtient pas de résultat de convergence faible pour 'EMV.
Une solution plus compléte & ce probléme est apportée par Dacunha-Castelle et Gassiat (1997-1999).
Ils proposent de reparamétrer le modéle sous la forme (6, 3) ol # est un parametre identifiable et 5 un
parametre non identifiable. Ils prouvent la consistance de PTEMYV de 8 uniformément en 3 et obtiennent un
résultat de convergence faible uniforme en 5 pour ’'EMYV de 8. Ce dernier est asymptotiquement efficace
uniformément en S. Les algorithmes les plus efficaces pour résoudre les équations de vraisemblance sont des
algorithmes itératifs de type E.M. et S.E.M. (cf. Dempster, Laird and Rubin (1977); Celeux and Diebolt
(1984, 1986)). D’autres procédures d’estimation trés compétitives utilisent des méthodes bayésiennes
(cf. Robert (1995, 1996)). Pour une étude plus compléte des méthodes d’estimation dans les modéles
de mélange on pourra consulter Titterington et al. (1985), Lindsay (1995) et McLachlan (2000). Dans
le cadre de D’estimation du nombre de composants d’un mélange et en paralléle avec la méthode des
moments, des méthodes performantes, basées sur les propriétés des matrices de Hankel de mesures de
probabilité discrétes, ont été développées par Lindsay (1989) et Dacunha-Castelle et Gassiat (1997). Un
test basé sur une approche bayésienne a été proposé par Mergensen and Robert (1995) et Robert (1995).
L’approche par maximum de vraisemblance consiste & étudier de maniére séquentielle (ou en complément
par exemple de la méthode de type moments développée par Lindsay (1989) et Dacunha-Castelle et
Gassiat (1997)) le test du rapport des maximums de vraisemblance (TRMV) de ¢ populations contre
p. Malheureusement la lo1 asymptotique de la statistique A du TRMYV est difficile & établir dans le cas
des modeéles de mélange. En effet les hypotheses classiques de régularité ne sont pas vérifiées pour que
—21n A soit asymptotiquement distribué sous I’hypothése nulle comme un x? dont le nombre de degrés de
liberté correspond & la différence du nombre de parameétres dans les deux hypothéses. Ainsi Gosh and Sen
(1985) ont donné la loi asymptotique de la statistique du TRMV, dans le cas de une population contre
deux, sous une condition de séparation des paramétres du mélange. Hartigan (1985) a montré que la
statisque du TRMYV, dans le cas du mélange simple gaussien & parameétre non borné, tend vers I'infini en

probabilité sous ’hypothese nulle; Bickel and Chernoff (1993) en donne le comportement asymptotique



CHAPITRE 5. APPLICATIONS AUX TESTS DE MELANGES DE DISTRIBUTIONS 91

précis. De nombreuses études numériques ont été réalisées afin d’approcher la distribution de la statistique
du TRMV (cf. Wolfe (1971), Everitt (1981), McLachlan (1987), Thode and al. (1988), Mendell and al.
(1991, 1993), Soromenho (1994)). Récemment Dacunha-Castelle et Gassiat (1997, 1999) ont proposé
une solution compléte au probléme général de test d’hypotheéses par la statistique du TRMYV dans les
modeles non identifiables. Son application au probléme du test de une population gaussienne contre deux
révele que la statistique du TRMYV se comporte asymptotiquement comme le maximum d’un processus
gaussien de variance un. Le probléme de détermination de valeurs seuil et d’étude de la puissance de
tels tests reste irrésolu. C’est ’objet principal de ce chapitre. Plus précisément, dans ce chapitre, nous
adaptons la méthode de Rice décrite dans le chapitre 4 précédent pour des processus a trajectoires p.s.
de classe C! sur [0,7] au cas de processus X sur [—T%;T}] & trajectoires p.s. de classe C! sur [—75;0[ et
sur ]0; 73] et tels que X(07) = —X(07) p.s.. Ceci nous permet d’obtenir des Tables et des résultats de
puissance pour le TRMYV de une population gaussienne contre deux. Trois cas majeurs sont distingués:
le test de mélange simple, le test de une population contre deux homoscédastiques de variance connue et
le test de une population contre deux homoscédastiques de variance inconnue. Nos résultats présentent
I’énorme avantage de se présenter sous forme d’encadrement; ce qui nous permet d’avoir une estimation
déterministe de I’erreur commise sur le résultat. Dans la plupart des cas on appréciera la précision de nos
méthodes par rapport a celles trouvées dans la littérature. Nos résultats nous permettent de comparer le
TRMYV avec certains tests de moments tout a fait classiques. Nous mettons ainsi en évidence plusieurs
cas ot le TRMYV présente un manque flagrant de puissance par rapport a ces tests de moments. Cette
étude des tests de mélange de distributions nous permet également de soulever plusieurs questions sur

lesquelles nous travaillons actuellement.

5.2 Résultats obtenus

5.2.1 Test de mélange simple gaussien

Considérons le probleme de mélange de distributions suivant :
7‘[0 . N(O, 1)
Hi: (1= po)N(0,1) + poN (70, 1)
ol pg €]0,1[ et vo # 0, y0 € T' = [T, T]. La théorie établie par D. Dacunha-Castelle et E. Gassiat (1997-

1999) montre que la statistique du TRMV converge en loi vers %supver XZ(W)H{X(W)ZO} sous Ho et vers

%supveF(X('y) +mgz= (7, 70))2H{X(7)+m52(%%)20} sous I’hypothese alternative H; avec 6 = pg\/e% — 1 =
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c

ﬁa

¢ > 0 et v fixé dans I'. X est un processus gaussien centré de variance un dont la fonction de

covariance est donnée par :

(67172 _ 1)

r(m) = Ver —1ved -1

La fonction moyenne mg: (., yo) est donnée par:

ol 62 est tel que pg = T Intéressons-nous donc au probleme de test de Hy contre Hy avec py = =

( ) c(erre — 1) §2(evre —1)
ms2 s = = s
PO = e T e =1 Ve 1

&2 52

NG

et yg fixé dans T' = [T, T]. Un programme S-plus a été mis en oeuvre afin d’obtenir numériquement un

encadrement pour la valeur critique au niveau « souhaité. Il permet également de calculer un encadrement

pour la puissance du test en fonction de §2 et vy souhaités. Les méthodes utilisées pour mettre en oeuvre

un tel programme seront exposées dans la section suivante. Les Tables 1 et 2 suivantes donnent un exemple

des résultats que ’on obtient.

Remarques:

1) La Proposition 5.1 qui suit nous permet de minorer la valeur critique asymptotique au niveau « du

TRMYV par celle obtenue en remplacant X par Y dans la statistique de test asymptotique; ou Y
est un processus gaussien stationnaire centré de fonction de covariance exp(—%). Par la suite nous
n’utiliserons pas ce résultat car nos méthodes s’aveérent bien plus précises. Par exemple on constate
numériquement que ce résultat fournit une approximation de la valeur seuil avec une erreur absolue
inférieure & 0.4 lorsque 7' = 1. En effet il donne les minorations suivantes pour les valeurs critiques
aux niveaux 1%, 5% et 10% et pour T = 1: 3.5795; 2.0555; 1.4197 (& comparer avec les résultats
donnés dans les Tables 1 et 2).

Proposition 5.1

Plsup X (y) < u] < PlsupY () < u] Yu € R,
~el ~el

o I', X et Y sont donnés ci-dessus.

Preuve: Cette Proposition est une conséquence immédiate du lemme de Slepian. Pour la démontrer,
il suffit de prouver que Vy1 et v2 € T, E[X(71)X (72)] < E[Y (7)Y (32)]. Or en posant ®(z) =

exp(§) — exp(—%), nous avons:

(2= 2

(exp(130) = D exp( 22522 xp((52) — exp(— %) ol
Vexp(r?) — 1y/exp(v3) — 1 \/exp(g)_exp(_g)\/exp(g)_exp( 2y VOO Ve

T2
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=~

~

Dans le cas ol y; > 0 et 2 > 0, on pose y; = exp(5

) y2 = eXp(%Q) et H(z) = exp(esz(x)) _

exp(—%ﬂ). Alors,
P(v172) — H(%) .
VeOiVe(3)  VHO)VH()

Il faut donc montrer que Y+{ et v réels,

/ /
1
tn (2 — Sl (o4) + In H(35)] < 0.

Par une simple étude de fonction de la dérivée seconde de In H(x), on montre que la fonction
z — In H(x) est convexe, ce qui prouve la relation précédente.
Dans le cas ol 172 < 0, exp(y172) < 1 donc r(y1,7v2) < 0 donc r(y1,y2) < exp(—@). Les

études des autres cas se font de maniere évidente.

2) Les résultats de puissance donnés dans Dacunha-Castelle et Gassiat (1997, 1999) ne permettent
d’étudier qu'un certain type d’alternatives. Ainsi dans notre probleme de test nous pouvons uni-
quement étudier le probleme de la détection de valeurs aberrantes c’est & dire le cas ol p tend vers
0 quand n tend vers +oco avec g fixé dans I'. L’extension des résultats donnés p.291 de Dacunha-
Castelle et Gassiat (1997) & des alternatives plus générales se fait sans probléme particulier. Ainsi
pour le probléme de la détection de deux groupes c’est & dire lorsque ’alternative considérée H;
est telle que vy = % et pg est fixé dans ]0; 1, la statistique du TRMV converge en loi vers:

1
) sup(X (7) + ms (7, 20))*Li X (+)4ms(v,00) >0}
Yer

ot X est donné ci-dessus et mg(y,po) est donnée par:

ma(,po) =~
s\Y,Po) = exp(»ﬂ)— 1

Dans ce qui suit nous n’avons pas étudié plus en profondeur ce probléme de la détection de deux
groupes. Nous nous sommes principalement intéréssés au probléme de la détection de valeurs aber-

rantes.

Légende pour les Tables 1 et 2: Quelques résultats obtenus par notre programme Splus pour le
TRMYV de Uhypothése Mo, les X; sont iid N(0,1), conire Uhypothése alternative My, les X; sont iid
(1—po)N(0,1) + poN (70,1) avec pg = \5/—% et vo fizé dans T = [-T;T]. La Table 2 donne des exemples de
valeurs seuils asymptotiques obtenues auxr niveaur 1%, 5% et 10% pour différentes valeurs de T'. La Table
1 donne des résultats de puissances asymptotiques aur niveaur 1%, 5% et 10% pour différentes valeurs

de T et différentes alternatives c’est d dire différentes valeurs pour vy et 62. En ligne nous lisons des
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résultats de puissance pour o qui varie (yo = 0.25,...) et en colonne pour §? qui varie (62 =1 ou 3). Nos
résultats se présentent sous forme d’encadrement ce qui nous permet d’avoir une estimation de l'erreur
commise sur le résultat. Lorsqu’une seule valeur apparait c¢’est que la borne supérieure et inféricure de
Uencadrement sont les mémes. On notera que les méthodes de Rice que l'on utilisent ici donnent des
résultats relativement précis. Ces derniers sont d’autant plus précis que Uerreur de premiére espéce est
faible et que T est petit. Ceci est tout a fait naturel car dans ces cas la les moments d’ordre deux qui

apparaissent dans les formules de Rice sont plus petits.

Niveau 1% Niveau 5% Niveau 10%
T=0.5 | Val.seuil 3.6368 2.1743 1.5710
~o 82 1 3 1 3 1 3
Puis. | 0.25 1.25 3.50 5.79 11.84 11.18 19.67
0.5 2.12 15.74 8.31 34.89 14.86 47.17
T=1 | Val.seuil 3.9015 2.3984 1.7707-1.7713
~o 82 1 3 1 3 1 3
0.25 1.25 3.34 5.79 11.48 11.20-11.21 | 19.24-19.26
Puis. | 0.5 2.13 15.51 8.40 34.59 15.06-15.08 | 46.93-46.96
1 9.01 88.81 23.73-23.74 | 96.62-96.63 | 34.94-34.99 | 98.39-98.43
T=2 | Val.seuil 4.3432-4.3438 2.7908-2.7942 2.13-2.1378
~o 82 1 3 1 3 1 3
0.25 1.20 2.80 5.64-5.69 | 10.18-10.24 | 10.96-11.13 | 17.54-17.77
Puis. 1 8.50-8.51 | 87.35-87.39 | 22.93-23.09 | 95.99-96.19 | 34.11-34.65 | 98.04-98.42
2 100 100 100 100 100 100
T=3 | Val.seuil 4.6784-4.6798 3.1002-3.1075 2.4209-2.4350
~o 82 1 3 1 3 1 3
0.25 | 1.15-1.16 2.40-2.41 5.49-5.57 9.17-9.28 10.69-11 16.14-16.54
Puis. 1 7.17-7.19 | 84.86-84.98 | 20.21-20.50 | 94.76-95.17 | 30.77-31.61 | 97.30-97.95
1.5 | 51.70-51.85 100 74.04-75.02 100 83.09-85.18 100
3 100 100 100 100 100 100
T=5 | Val.seuil 5.1357-5.1384 3.5353-3.5478 2.839-2.8635
~o 82 1 3 1 3 1 3
0.25 | 1.10-1.11 1.99-2.00 5.31-5.44 8.02-8.20 | 10.36-10.88 | 14.47-15.12
Puis. 1 5.60-5.63 | 81.11-81.34 | 16.76-17.18 | 92.66-93.53 | 26.32-27.61 | 95.89-97.29
1.5 | 45.82-46.07 100 68.34-69.99 | 99.99-100 | 78.18-81.71 | 99.96-100
2.5 100 100 100 100 99.98-100 99.99-100

Table 1: Le test de mélange simple gaussien. Quelques résultats obtenus par

e programme Splus.
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Niveau 1% 5% 10%
T=0.5 3.6368 2.1743 1.5710

T=1 3.9015 2.3984 1.7707-1.7713
T=2 4.3432-4.3438 | 2.7908-2.7942 | 2.1300-2.1378
T=3 4.6784-4.6798 | 3.1002-3.1075 | 2.4209-2.4350
T=5 5.1357-5.1384 | 3.5353-3.5478 | 2.8390-2.8635
T=10 | 5.7903-5.7940 | 4.1736-4.1921 | 3.4641-3.5013
T=15 | 6.1837-6.1879 | 4.5621-4.5828 | 3.8480-3.8908
T=20 | 6.4657-6.4703 | 4.8414-4.8636 | 4.1253-4.1712
T=30 | 6.8658-6.8705 | 5.2392-5.2627 | 4.5212-4.5698
T=50 | 7.3725-7.3774 | 5.7443-5.7688 | 5.0245-5.0758

Table 2: Valeurs sewil pour le test de mélange simple gaussien.

Tout d’abord notons que puisque mg2(y,y0) = ms2(—7y, —=7vo) et r(y1,72) = r(—v1, —72), la statistique
asymptotique est la méme sous H; avec py = j—% et vg = & fixé que sous Hq avec pg = \5/—% et v = —¢&
fixé. La puissance du test est donc symétrique en vy autour de 0. Deuxiémement on remarque que la
valeur critique est d’autant plus grande que 7' est grand. Ceci est évident puisque lorsque la longueur de
I'intervalle T augmente la queue de probabilité Plmaxier X (¢) > u] augmente également. Une troisiéme
remarque est que le TRMV est asymptotiquement d’autant plus puissant pour pg = j—% que |yol| croit
et pour 7y fixé que 82 croit. Ceci semble également naturel puisque dans chacun des cas la “distance”
entre la densité gaussienne standard et la densité du mélange (1 — po) N (0, 1) + poN (70, 1) croit. Dans le
premier cas les deux composants du mélange sont plus séparés et dans le second cas la contamination est
plus grande; la puissance asymptotique est donc naturellement plus grande.

Nous allons maintenant nous attarder un peu plus longuement sur deux points particulierement intéres-

sants :

e La comparaison asymptotique du TRMYV avec deux tests de moments classiques.
e Le comportement asymptotique quand 7' — +oo de la statistique asymptotique du TRMYV sous Hg
et sous l'alternative: comportement des valeurs critiques et de la puissance.
Comparaison du TRMYV avec deux tests de moments classiques

Nous comparons ici la puissance du TRMYV avec celle de deux tests de moments classiques :
e Le test du X,,. Considérons X,, = % Yo, Xi. Sous 'hypothése nulle d’homogénéité,

VnX, A N(0,1) quand n — +oo.
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Sous ’hypothese alternative H1 avec ppvyo = \/&E’
VnX, A N(a, 1) quand n — +oo.

o Le test du S2. Considérons S2 = %Z?ﬂ(Xi — X,,)%. Sous I’hypothése nulle d’homogénéité,

S2_1
NG

A N(0,1) quand n — +oo.

NG

Sous I’hypothése alternative H; avec po(1 — po)ys = 5—% et 32 — % quand n — +oo,
S2 -1 E
Vn=L i/\/(ﬁ 1) quand n = +oo.

ﬁ’

Les tests effectués sont bilatéral pour X,, et unilatéral pour S2.

V2

01 T T T T T T T T T 1 T T T T T T T T : 1 T T T T —

Power at level 0.01 for T=2 and®’
~
Power at level 0.01 for T=3 and®’

Power at level 0.01 for T=5 anda®~1
Power at level 0.01 for T=3 anda®=1
Power at level 0.01 for T=5 and&®=1

04 05 06
Y, 01
Figure 1: Résultats de puissance au niveau o = 0.01 pour 62 = 1.

Légende pour les Figures 1, 2, 3 et 4 : Courbes de puissance asymptotique comparées pour le TRMV
(vert), le test du S2 (rouge) et le test du X,, (noir). L hypothése alternative H1 est ’hypothése de mé-
lange (1—po)N(0,1) +poN(v0,1) avec pg = j—% et vo fixé dans T = [T, T]. Le programme S-plus réalisé

pour calculer la puissance asymptotique du TRMYV donne un encadrement pour cette puissance. La borne



CHAPITRE 5. APPLICATIONS AUX TESTS DE MELANGES DE DISTRIBUTIONS 97

supérieure de cet encadrement est représentée en pointillés et la borne inférieure en trait plein. Lorsque la
précision de 'encadrement obtenu est supérieure a la précision des graphes donnés dans les Figures 1, 2,

3 et 4, les deux courbes en powntillés et en trait plein se confondent, c’est le cas par exemple sur la Figure 1.
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Figure 2: Idem Figure 1 sauf a = 0.05.
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Figure 3: Idem Figure 2 sauf §2 = 3.

On remarque que lorsque T est petit (7' = 1 par exemple), le TRMV est le test uniformément le plus

puissant parmi les trois tests étudiés. On peut donc penser que dans ce cas il présente certaines propriétés
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d’optimalité. Malheureusement la puissance de ce test, bien que supérieure a celle des deux autres, reste
faible. Dans la pratique il faudra donc rester vigilant lorsqu’il s’agira de conclure que les données sont
issues d’un mélange (1—pg )N (0, 1)+poN (v0, 1) avec py = j—% et yo € [—1;1]. Lorsque T' > 2, on remarque
que le TRMYV n’est plus uniformément le plus puissant méme parmi les tests sans biais puisqu’il existe
des alternatives pour lesquelles le test du X,, est plus puissant. Cependant ces alternatives sont obtenues
pour 7y proche de 0. Lorsque 7 est assez éloigné de 0 et assez proche de T', le TRMV a une puissance
bien meilleure que celle des deux autres tests. On remarque également que lorsque vy se rapproche de 0
et lorsque % augmente, (on se rapproche alors du probléeme de la détection de deux groupes), le test du

X, devient le plus puissant des trois tests.

Comportement asymptotique quand 7" — 40

Contrairement aux deux tests classiques du X,, et du S? étudiés précedemment, le TRMV dépend de
Pintervalle T' = [T, T] sur lequel sont supposées se trouver les moyennes des composants du mélange.
Il semblerait, par les résultats donnés dans les Tables 1 et 2, que la puissance asymptotique de ce test

diminue lorsque T augmente. Les Figures 4.1 et 4.2 illustrent un peu mieux ce phénomene.

Power at level 0.05 for T=2, T=5 and T-10 and&®=1

Power at level 0.05 for T=2, T=5 and T-10 and&®=3
Power at level 0.01 for T=2, T=5 and T=10 anda’=1
~

Figure 4.1: (cf. Légende Figure 1). Variation de la puissance en fonction de vo. Les courbes de puissances sont
représentées en noir pour le test du Xn, en rouge pour le test du Si et en vert pour le TRMYV. De haut en bas, pour le

TRMYV les bornes pour la puissance sont données pour T = 2, 5 et 10.
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Figure 4.2: Idem Figure 4.1 sauf que la puissance est représentée en fonction de T.

De maniére un peu plus générale on constate qu’il existe une fonction f, (qui est la racine carrée de deux
fois la valeur seuil) croissante en 7" et une fonction L, 52 (la puissance pour 7' — +00) croissante en vy
telles que :

P[We?l?fT]X (v) > fu(1)] = «,

et

TETOO P[We?l?fT](X('y) + ms2(7,70)) > fa(T)] 4 Lo s2(70)-

On constate numériquement (cf. Figure 5.1) que fo(T) peut étre correctement approchée, lorsque T' est

grand, par:

27

(fol \/rl,l(t,t)dt)

1) = o(1) = /Ao + AL ¢ o

Par contre il s’avere plus difficile d’approcher L, 52(y0). Un calcul numérique de P[maxy¢i_7p r1(X(y) +
ms2(y,70)) > fo(T)] pour T = 100, § = 1 et o = 0.01 donne la courbe représentée Figure 5.2. On est
donc amené & penser que le théoréme 5.1 suivant, initialement di & Cramer (1965) en dimension un
puis généralisé par Piterbarg (1972), Bickel and Rosenblatt (1973), Leadbetter and al. (1983), peut se

reformuler pour des champs aléatoires gaussien plus généraux.

Théoréme 5.1 Soit X un champ aléatoire gaussien centré stationnaire sur RY dont la fonction de
covariance satisfait 1) et 2).

1) 3 ¥ matrice symétrique définie positive et C, Ca strictement positifs tels que:

r(t) =1ttt 4 o(||t]]),
1—r(t)

et pour € suffisammant petit C7 < RS < Cy pour |[t]] < e.

2)
lim  r(t)log(t) = 0 ou / () |2dt < oo.

[1t]| =0 RN
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Alors:

ou

et

< u] = exp[—exp(—u)],

M(S(T)) = max X(t) avec S(T) = [0, TN, A(T) = (2N log T)~1/?

1
B(T) = (2N logT)'/? + 2

teS(T)

Thresholds at level 0.01 and g(T)

0 5 60
TO[1,100]

Figure 5.1 :

(2N log T)1/?

(¥ — 1)(loglog T) + log[JA|'/2(N/m) ("= D/2(2m)~ 1}

100

La fonction fo est représentée en trait plein et la fonction g en pointillés.

08

Rl
%002

L
12

Figure 5.2

L
14

Une question se pose donc maintenant naturellement: les résultats obtenus dans Dacunha-Castelle et

Gassiat (1997, 1999) pour le test de Hg, les X; sont iid (0, 1), contre H1, les X; sont iid (1—pg) N (0, 1)+

poN (70, 1) avec pg = j—% et yo € [-T';T], peuvent-ils s’étendre au cas ol yp € R n’est plus borné? Pour

cela 1l faudrait montrer des résultats d’uniformité sur une classe de fonctions indexées par un parameétre

réel qui n’est pas borné; ce qui est loin d’étre évident.

5.2.2 Test de une population contre deux (cas homoscédastique de variance

connue)

Considérons le probleme de test de mélanges de distributions suivant :

7‘[0:
7‘[1:

N(v, 1)
(1= po)N(71,1) + poN (72, 1)

oupg €]0, 1,y € T =[0,T] et 41 # 2 € I'. Notons 7 la vraie valeur de v sous Hg. Selon Dacunha-Castelle

and Gassiat (1997, 1999), la statistique du TRMV converge en loi vers %supver szu (MNx,, (v)>0} sous
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I’hypothése nulle H et vers % SUP, e (Xag (7) + 1m0, 62 (7, 7270))2H{X70(’Y)+m70,52(7772;0)20} sous 1’hypothese

52 o

alternative Hy avec pg = NG et y1—v0 = NG et y2 = v20 # m fixé dans T' = [0, T]. X, est un processus

gaussien centré de variance un dont la fonction de covariance est donnée par:

6(7_70)(’71_70) — 1 - (P}/ — P}/O)(P}// — P}/O)
e(v=v0)? — 1 = ('y — 70)2\/6(71_70)2 —1 - (Py’ — 70)2.

0 (7,7") = R((v = 70), (7' —0)) = 7

La fonction moyenne m., 5> est donnée par:

62(6(70—72,0)(%—7) — 1= (70 — 7270)(70 - ’y)) .
\/6(70—7)2 — 1= (70 —7)?

Remarque: Il serait également intéressant d’étudier le TRMYV sous la méme alternative que pré-

My 52 (7, v2,0) = Msz((¥ = 70), (Y20 — %)) =

cédemment mais avec y1 —yg = 7%3 avec 0 < [ # %; ou bien sous 'alternative H; avec pg fixé dans
10,1, v1 = 70 et 2 =50 = 75, 0 > 0 (probléme de la détection de deux groupes). C’est un point

sur lequel nous travaillons actuellement et qui n’apparait pas dans la suite.

Intéressons-nous donc au probléme de la détection de valeurs aberrantes c’est a dire au test de Hy contre
H1 avec pg = j—%, Y1 = 7o et y2 = Y20 # Yo fixé dans ' = [0,7]. Un programme Splus a été mis en

oeuvre afin d’obtenir un encadrement numérique pour la valeur critique au niveau souhaité avec vy fixé.

Niveau 1% 5% 10%
T=1 Y0=0.5 3.1524 1.6925 1.0991
¥0=0.25 3.1561 1.6956 1.1018
Yo=0 3.1676 1.7049 1.1097
T=2 ~Yo=1 3.4921-3.4924 | 1.9779-1.9782 | 1.3487-1.3490
Y0=0.5 | 3.5137-3.5139 | 1.9967-1.9970 | 1.3658-1.3661
~o=0 3.5712 2.0475-2.0477 | 1.4120-1.4121
T=4 Yo=2 4.0424-4.0439 | 2.4733-2.4772 | 1.8048-1.8106
~Yo=1 4.0904-4.0915 | 2.5189-2.5220 | 1.8486-1.8532
~o=0 4.1876-4.1884 | 2.6108-2.6141 | 1.9362-1.9420
T=6 Yo=3 4.4663-4.4688 | 2.8738-2.8826 | 2.1869-2.2018
Yo=1.5 | 4.4863-4.4882 | 2.8934-2.9009 | 2.2059-2.2194
Yo=0 4.5756-4.5776 | 2.9797-2.9879 | 2.2897-2.3048
T=10 Yo=H 5.0092-5.0126 | 3.3994-3.4137 | 2.6975-2.7252
Yo=2.5 | 5.0100-5.0132 | 3.4001-3.4142 | 2.6981-2.7254
Yo=0 5.0746-5.0778 | 3.4636-3.4779 | 2.7608-2.7886

Table 3: Valeurs seuils pour le test de une population contre deuzr ayant méme variance

égale a un.
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Notons tout d’abord que les processus X%_A(.) et X%_A(T— J=Y()avec0 <A< % ont le méme maxi-

mum sur I' =[0,7]. Or Y et Xz, sont égaux en loi. Donc maxyefo,r] Xz _ (7) et maxy [0, X%_I_)\('y)
~ . . . . . .. . T

ont méme loi. Ainsi les valeurs seuils, fonction de v € [0, 77, sont symétriques par rapport & 4o = 5. On

remarque numériquement (cf. Table 3 et Figure 6) que les valeurs seuils semblent étre fonction décrois-

T

sante de o sur [0, 5

Al, Ay € [0,%]

]. Ceci suppose donc que pour u fixé dans R (ou du moins pour u grand) et VA; > A,

P X >u] < P X > ul. 5.1
[WIEH[(?,);] M () > ] < [72%3)%] () > 4] (5.1)

Malheureusement le lemme de Slepian ne permet pas de démontrer cette remarque. Il existe en effet
AL > A2, AL, A €0, %] et v1, y2 € [0, 7] (par exemple pour T'=2, Ay =1, A2 =0, v, = 0.1 et v, = 0.5)

tels que E[Xx, (71) X, (72)] < E[Xx,(71) X, (72)]; ce qui contredit les hypothéses du lemme de Slepian.
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Figure 6: Valeurs seuils fonctions de o € [0; %] pour le test de une population contre deuxr ayant méme variance égale a

un.

Le TRMYV décrit précédemment dépend de la vraie valeur vy de 4 sous ’hypothése nulle qui est inconnue
en pratique. Ainsi, pour mettre ce test en pratique, nous avons besoin d’un encadrement [vy, vy] pour
la valeur seuil de sorte que quel que soit vy la valeur seuil correspondante se trouve toujours dans cet
intervalle. On conclura au rejet de ’hypothése nulle lorsque la statistique du TRMYV se trouvera au dela
de v3. On ne saura pas conclure lorsque cette statistique sera dans l'intervalle [v1, v2] et on acceptera
I’hypothese nulle lorsqu’elle sera en deca de vy. L’erreur de premiére espece effective du test sera donc
toujours inférieure au niveau fixé initialement. La puissance se calcule a partir de vy. Malheureusement
elle dépend également de +y. Nous faisons donc varier vy sur U'intervalle [0, T — A] avec A = |20 — 7o et
calculons les puissances correspondantes pour v25 = yo + A. La plus petite et la plus grande puissance
sont alors conservées. Elles nous donnent un encadrement effectif de la puissance de ce test. Notons que

cet encadrement de la puissance reste le méme lorsque 1'on veut tester v, 0 = 7o — A car dans ce cas 7o
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varie sur Vintervalle [\: T] et R((y=70), (+/=70)) = R(=(3=70), =(5'=70)) et My ((y=70), (32.0—70)) =
Mgz (—(y —0), —(¥2,0 — 70))- Il dépend donc uniquement de |y2 0 — 0| (et bien entendu de §?). Nous
donnons dans la Table 4 quelques résultats obtenus. Remarquons que notre programme ne nous donne
pas les vraies valeurs de vy, vy et de la puissance a -y fixé mais uniquement des encadrements. Ces
encadrements nous permettent d’avoir une estimation de ’erreur commise sur le résultat. Dans notre
probléme ils s’averent étre tres précis; ce qui signifie que les moments d’ordre deux apparaissant dans la

méthode de Rice utilisée sont faibles.

Niveau 1%
T=1 Val.seuil 3.1524; 3.1676
72,0 — 0| 62 1 3
0.25 1.10; 1.12 1.38; 1.40
0.5 1.55; 1.60 3.55; 3.73
T=4 Val.seuil 4.0424-4.0439 ; 4.1876-4.1884
72,0 = 70| &° 1 3
0.25 0.94; 1.06 1.12-1.13; 1.20
0.5 1.22-1.23; 1.31 2.22-2.23; 2.58
1 3.69-3.71; 4.49-4.50 40.73-40.89 ; 44.45-44.52
1.5 39.01-39.17; 42.73-42.79 100
T=10 Val.seuil 5.0092-5.0126 ; 5.0746-5.0778
72,0 — 0| 62 1 3
0.25 0.97-0.98 ; 1.02-1.03 1.06-1.07; 1.09
0.5 1.10-1.11; 1.14 1.58-1.59; 1.78-1.80
1 2.36-2.38; 2.81-2.84 30.02-30.30; 33.22-33.50
1.5 28.51-28.78 ; 31.65-31.92 100
S2 Val.seuil 2.3263
72,0 = 70l 8 1 3
0.25 1.12 1.41
0.5 1.58 3.62
1 5.27 41.88
1.5 23.11 99.28

Table 4 : Quelques résultats obtenus par le programme S-plus pour le TRMV. Comparaison avec le test du SZ.

Comparaison du TRMYV avec un test de moment

La Table 4 précédente et la Figure 7 suivante donnent une comparaison des résultats de puissance que

nous obtenons pour le TRMV avec ceux donnés par le test du S2 déja présenté précédemment dans
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le cadre du test de mélange simple. Tout d’abord nous remarquons que la dépendance du TRMV par
rapport & g est vraiment faible (les encadrements obtenus pour les puissances asymptotiques s’avérent
étre trés précis). Nous remarquons ensuite, comme dans le cas du test de mélange simple, que lorsque T'
est petit, le TRMV semble avoir de meilleures propriétés que celui du S2; mais dans ces cas les puissances
restent vraiment faibles ce qui remet en question 'utilisation de ces tests pour la détection d’un mélange.
Lorsque 7" est grand (7' > 4), pour des alternatives obtenues pour |y g — vg| proches de 0, le test du S2
est plus puissant que le TRMV mais les puissances restent faibles; la tendance s’inverse lorsque |2 0 — 7o |
grandit et alors le TRMV g’avére étre le test vraiment le plus intéressant (les puissances sont grandes
et la différence avec le test du S2 est importante). Lorsque 62 croit et que |y2 o — 79| se rapproche de 0
(on se rapproche alors du cas de la détection de deux groupes), le test du S? devient le plus puissant des
deux tests méme pour des puissances importantes (autour de 40% par exemple). Le TRMV et le test du

S2 ne peuvent-ils pas présenter, chacun dans leur domaine, des propriétés d’optimalité?
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Figure 7

Légende pour les Figures 7 et 8: Courbes de puissance asymptotique comparées pour le TRMV
(vert) et le test du S2 (rouge). L’hypothése nulle est Uhypothése d’homogénéité N'(vy,1) avec v € [0,T].
L’hypothése alternative est Uhypothése de mélange (1 — po)N (v1,1) + poN (72, 1) avec py = j—%, Y1 = Yo
(vo est la vraie valeur de v sous Uhypothése nulle) et vy = ~20 fivé dans [0,T]. Le programme S-plus



CHAPITRE 5. APPLICATIONS AUX TESTS DE MELANGES DE DISTRIBUTIONS 105

réalisé fournit un encadrement pour la puissance asymptotique du TRMYV dont les bornes supérieure et
inférieure ne sont pas données eractement mais également sous forme d’encadrement : [[i1,1s], [s1, s2]].
On a représenté les bornes extérieures i1 et sy de cet encadrement en trait plein et les bornes intérieures
19 et s1 en pointillés. Dans de nombreur cas la précision des encadrements obtenus est supérieure a la
précision des graphes donnés et les courbes en trait plein et en pointillés se confondent. Parfois méme
les deuz courbes en trait plein se confondent. Notons que sur la Figure 8, U'encadrement pour le TRMV
obtenu pour T = 4 majore celut pour T = 10 qui majore celut pour T = 15. La borne inférieure de
Uencadrement pour T' = 10 se confond sur la Figure 8 avec la borne supérieure de ’encadrement pour

T =15.

Comportement asymptotique quand 7" — 40

Comme dans le cas du TRMYV pour le probléeme de mélange simple gaussien, le TRMV pour le probléme
de mélange de une population gaussienne contre deux de méme variance connue, dépend de l'intervalle
[0, T] sur lequel sont supposées se trouver les moyennes des composants du mélange. Nous constatons
également numériquement que la puissance asymptotique de ce test diminue lorsque 7" augmente: cf.

Table 4, Figures 7 et 8.
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ower at level 0.01 for%=1, T=4, T=10 and T=15

ower at level 0.01 for8%=3, T=4, T=10 and T=15
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A

Figure 8
De maniere générale on constate qu’il existe une fonction f., . croissante en 7', telle que:

P X > (T)] = a.
[7161%3);] 'YD(P)/) —f’YDy ( )] «@

On remarque numériquement que cette fonction peut étre correctement approchée, lorsque 7" est grand,

par:

Jo A/ri5(t,t)dt

tro,0(T) = V/210g(T) + e _j;)b;g?g[T].
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Ce qui suppose donc que:

1. P X > ocT = . 52
Plim [fﬁ% ¥ () 2 Gro,a(T)] = a (5-2)

On remarque également qu’il existe une fonction L%%ﬁzya('yzyo) telle que :

lim P X ) > 0 ATV = Ly vt 52 0 . 5.3
Pim [fel%%]( o (V) + Mg 52 (7, 72,0)) 2 fog,0(T)] = Lag 41 52 a(72,0) (5.3)

Hélas de tels résultats limites (5.2) et (5.3) ne sont établis que dans le cadre de champs aléatoires gaussiens
stationnaires (théoréme 5.1). Il serait donc intéressant de pouvoir les élargir & des cas plus généraux
afin de pouvoir prouver un résultat de type (5.2) et de type (5.3) et obtenir ainsi une expression pour
L%%ﬁzya('yzyo) (qui serait la puissance asymptotique quand 7' — 400). Ceci serait une premiére réponse
a la question de ’extension du TRMYV de une population gaussienne contre deux de méme variance

connue au cas de parametres non bornés.

5.2.3 Test de une population contre deux (cas homoscédastique de variance

inconnue)

Considérons a présent le probleme de test de mélanges de distributions plus général :

Ho : N(v,0?)
Hi: (1= po)N(71,07) + poN(v2,07)

avec pg €]0,1[, v € T = [T1,Ty], 02 € [S1,S52] avec 0 < S} < S < +oo et v1 # 72 € I'. Notons 7o et

03 les vraies valeurs de v et o2 sous Hg. Selon Dacunha-Castelle et Gassiat (1997-1999), la statistique

du TRMV converge en loi vers %supver X(Zvo 02)(7)}1{)( ,.(v)»0} sous I’hypothése nulle Hq et vers

(vo,98)
%supveF(X(wygg)('y) + m(wygg,y)(%’m,o))zﬂ{x >0} sous I’hypothése alternative

H1 avec pg = j—%, Y1 — Yo = \/&E’ o? — O'g = % et y2 = 72,0 # Yo fixé dans I'. X(Wygg) est un processus

(vo,02) (’Y)-l—m(m)c,g)gz)(%’qu)

gaussien centré de variance un dont la fonction de covariance est donnée par:

n((5)-(5))

=70 =v0)
Z _ 1 - =300 =) (r=v0)2(y = v0)?
o2 202
0 0

r=v0)? ' =v)? '
_ 2 _ 4 r_ 2 r_ 4
¢e o2 _1— =) (y=w) ¢e 7 - =30 (=)

"(v0,02) (P% 7/)
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La fonction moyenne My, o2 g2) €st donnée par:

((52) (22)

(v=7v0)(v2,0—70)

Myo,02,52) (75 72,0)

(52[6 g — 1= (W—WD)(UW;,D—%) . (7—70)22(;3,0—%)2]
— 2 i
a (r=v0)2
P N R T T G S
o2 208

Remarque: Notons qu’une étude est actuellement en cours pour tester la méme alternative que

précédemment mais avec y; —yo = ;o7 et o2 — 0'3 = n%, ey et e strictement positifs différents de %

N Ry, g

et pour tester I'alternative 1 avec pp fixé dans 10, 1[,v1 = y0,v2—70 = - 5= seg,e1eten

strictement positifs; ces cas n’étant pas inclus dans les résultats donnés p.291 de Dacunha-Castelle
et Gassiat.

Intéressons-nous donc au probleme de test de Hy contre Hy avec py = \6/—25, Y1 = 70, 0% = O'g et v =

Y2,0 # 7o fixé dans T' = [T1,T3]. Il est évident que cette étude peut se ramener sur ' = [TIU;D%, TQU_—D%] en

considérant le processus gaussien centré X 1) dont la fonction de covariance est

7
1 ’ 7272
A R 0

!
7”(0,1)(%’7 ) = \/ )

2 2 _ 7 ’2 9 _ o
eV =1l —y = eV =1 -2 — 5=
et qui, sous 'alternative Hq, est décéntré par la fonction moyenne:
t , Palt tive Hq, est d t la fonct

2
52[6772,0 —1= VY20 — M]
m(0,1,52)(7a72,0) = S 5
2
\/6” — 1= =%

%’g—_%. Nous donnons dans la Table 5 qui suit quelques

oll v2,0 désigne maintenant par abus de notations
résultats obtenus par notre programme S-plus. La méthode utilisée pour implémenter notre programme
sera décrite dans la section suivante. Notons que les résultats numériques que nous donnons par la suite

sont obtenus uniquement a partir des moments d’ordre un de la méthode de Rice utlisée.
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Niveau 1% 5% 10%
I=[2;2] | <4.1533 | < 2.6209 | < 1.9755
[=[-5:5] | < 5.0390 | < 3.4514 | < 2.7688

I=[8;8] | <5.5168 | < 3.9183 | < 3.2296

IN

IN

IN

r=[-1:3] | <4.2076
I'=[-2.5;7.5] | < 5.0413
I=[4:12] | <5.5168

IN

2.6687 | < 2.0180
3.4532 | < 2.7707
3.9183 | < 3.2296

IN

IN

I=[0:4] | <4.3092 | < 2.7594 | < 2.1002
I=[0;10] | < 5.1242 | < 3.5330 | < 2.8477
I'=[0;16] | < 5.5708 | < 3.9714 | < 3.2814

Table 5: Valeurs seuils pour le test de une population contre deuxr ayant méme variance inconnue.

IN

La Table 5 se découpe en trois sous-tableaux. Chacun correspond a une position particuliére de vy a
Iintérieur de lintervalle [T} ; T»]. Le premier correspond & o centré dans [T7; T3]. Le second & o positionné
au quart de D'intervalle et le dernier a 7y tendant vers le bord de I'intervalle. Les trois lignes de chacun
de ces sous-tableaux correspondent & des valeurs différentes de og. (Les résultats numériques donnés ici
correspondent par exemple aux cas ol [T1;7T5] = [5;15], 00 = 5/2, 1, 5/8 et v = 10, 7.5 et 5. Notons
que les valeurs seuils, pour une longueur d’intervalle donnée et une valeur de oy fixée (par exemple ligne 1
des sous-tableaux), sont fonction uniquement de vg. Il est immédiat qu’elles sont symétriques par rapport

3 T,4+T
Ay = 1-52

. (On ne donne donc pas les résultats numériques pour =y positionné au trois-quart de
I'intervalle puisque ce sont les mémes que ceux pour vy au quart de Iintervalle). On remarque, comme
dans le probléeme de mélange de une population gaussienne contre deux ayant méme variance connue,
que les valeurs seuils sont fonction décroissante de vy. Dans ce cas également cette remarque ne peut pas
s’expliquer par le lemme de Slepian dont les hypotheéses ne sont pas satisfaites. Lorsque 1’on fixe ¢ et que
I’on fait varier oy, les valeurs seuils sont fonction décroissante de 0. Ceci est évident puisque lorsque o
croit, la longueur de I'intervalle I' diminue et donc les queues de probabilité diminuent de méme que les
valeurs seuils. Dans ce cas également le TRMV n’est pas libre des vraies valeurs des parameétres v et og
sous ’hypothése nulle. Pour mettre ce test en pratique, nous avons donc besoin d’un encadrement [vy; vs)
pour la valeur seuil de sorte que Vyq € [T}; %] et Vo2 € [S1;.55] la valeur seuil correspondante se trouve
toujours dans cet intervalle. Ici encore on conclura au rejet de I’hypothése nulle lorsque la statistique du
TRMV se trouvera au dela de ve. On ne saura pas conclure lorsqu’elle se trouvera dans [vi;vs] et on

acceptera ’hypothése nulle lorsqu’elle sera en deca de vy. Le test ainsi construit est uniformément de
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niveau «. La puissance se calcule a partir de vy. Elle va dépendre de vy et o, vraies valeurs inconnues
des parametres v et o sous 'hypothése nulle. Pour éliminer cette dépendance nous faisons varier vy sur
[T1; Ty — A2og] avec A2 = W et of sur [Si;5] et calculons les puissances correspondantes pour
Y20 = Yo + A%09. La plus petite et la plus grande puissance obtenue sont alors conservées. Elles nous

fournissent un encadrement de la puissance de ce test. Notons que cet encadrement reste le méme lorsqu’il

— [v2,0="0] et

s’agit de tester y20 = o — A oq. Le test ainsi construit dépendra donc uniquement de A2 o

de §%2. Nous donnons dans la Table 6 qui suit quelques exemples de résultats de puissance obtenus par

notre programime.

|2
1 1.25 1.5 1.75
0.75 0.9 1 1.25
TRMYV a 1% 0.42-1.14 1.44-2.70 9.71-12.30 | 61.59-65.24
1.40-1.94 3.86-5.18 18.77-21.99 75.91-78.59
0.48-1.44 | 1.37-2.64 3.47-5.19 | 39.39-43.29
Test de moments & 1% 1.69 3.38 9.8 34.02
1.65 2.71 4.33 20.29
TRMYV 4 5% 1.93-6.22 | 5.02-10.19 | 22.20-29.18 | 79.49-84.63
2.16-6.56 | 4.84-9.99 | 10.03-15.98 | 60.17-66.33
Test de moments & 5% 7.48 12.58 27.04 60.63
7.34 10.69 15.09 44.05
TRMYV a 10% 3.75-12.02 | 8.58-18.01 | 30.90-41.77 | 86.19-92.82
4.13-12.57 | 8.831-17.68 | 15.61-25.75 | 69.91-77.55
Test de moments & 10% 14.06 21.68 40.20 73.66
13.83 18.95 25.17 58.45

Table 6 : Quelques résultats de puissance obtenus par notre programme pour le test de une population gaussienne contre

deux de méme variance inconnue.

Légende pour la Table 6 : Quelques résultats de puissance obtenus. En caractéres droits on trouve les

résultats pour §2 = 1 et en italique les résultats pour 82 = 3. Les puissances obtenues pour oq variant

5 » 5
degag,

et donc calculées a partir de vy =3.3379; 2.8183; 2.5618 pour les résultats aur niveaur 1%,
5% et 10%, sont en caractére de taille normale. En petits caractéres nous avons donné les résultats de
puissance pour oy = g fixré. Notons que puisque les résultats sont obtenus uniquement en utilisant les

moments d’ordre un de la méthode de Rice, la borne inférieure des encadrements de puissances donnés
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est légérement supérieure a la vraie valeur de cette borne inférieure.

Comparaison du TRMYV avec un test de moments

Comme la variance 02 des composants du mélange est ici inconnue, nous ne pouvons plus utiliser le test

du S2. Ce test est construit & partir de 1’équation de la variance :
Var(X) = o +po(1 = po)(v2 = 1)?,

olt 0 est la variance intra classes et po(1— po)(y2 —71)? est la variance inter classes. S2 = %Z?ﬂ(Xi —
Xn)z est un estimateur consistant de Var(X) et donc, lorsque 2 est connu et supposé égal a un, 5% — 1
est un estimateur consistant de la variance inter classes po(1 — po)(y2 — 71)2. Cette variance inter classes
est nulle sous I’hypothése nulle Hq (les X; suivent une loi N'(vg,02) avec og > 0) et strictement positive
sous lalternative H1 (les X; suivent une loi (1—po)N (71, 03) +poN (2, 03) avec g > 0). Pour construire
un test analogue dans le cas oli 0% est inconnue, nous avons besoin d’un estimateur (consistant) o2 de
o?. Pour cela, et puisque nous voulons détecter des valeurs aberrantes (c’est & dire tester I’alternative H;
avec pp qui tend vers 0 quand n — +00), nous pouvons considérer que ’échantillon est issu d’un modéle
N (71, 0%) contaminé par des valeurs aberrantes et estimer o? par un estimateur robuste de la variance.

Pour cela nous pouvons utiliser les L-statistiques et prendre par exemple comme estimateur :

1 n—[an]
Xy — 11n)”
n — 2[an] (Xngiy = 1),
i=[an]+1
ou bien :
1 n—[an]
— | [on](Xnany) — M )? + (Xn(i) — ma)” + [an](Xn(n—[an]4+1) — 10)? |
i=[an]+1

ol Xy (1), Xn(n) sont les statistiques d’ordre du n-échantillon Xj,..., X, et m, est un estimateur robuste

de la moyenne que I’on peut par exemple prendre égal a:

n—[an]
1
X .
_ 2[an] n(i)s
i=[an]+1
ol bien a:
1 n—[an]
- [an]Xn([om]) + Z Koy + [Om]Xn(n—[om]H)
i=[an]+1

Les propriétés asymptotiques des L-statistiques peuvent étre trouvées par exemple dans Shorack et Well-

ner (1986) ou dans van der Vaart (1999). Des tests peuvent donc étre réalisés a partir de ces statistiques.
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A coté des L-statistiques, il existe des estimateurs robustes plus simples & utiliser (cf. Gnanadesikan
et Kettenring (1972), Huber (1985), Caussinus et Ruiz (1990; 1992, 1994)) que nous allons considérer
maintenant. Notons X,, = %Z?:l X, V= %Z?ﬂ(Xi — Xn)z, K une fonction strictement positive et
décroissante et § un parametre dont nous discuterons dans la suite. Soit :
S (X = XK (- 2

Siny K(-HRgty

Considérons la statistique suivante introduite par Caussinus et Hakkam (2001):

No(B) = v/ ((ﬁ+‘1/l;§n(ﬁ) _ 1) .

Sn (6) =

Sn(B) est un estimateur robuste de la variance ¢ pour un échantillon issu d’un modeéle N (v1, %) conta-
miné par des valeurs aberrantes. Ainsi la statistique A, (3) peut étre interprétée, dans notre probleme de
test de mélange gaussien, comme une généralisation au cas oil la variance 2 est inconnue de la statistique
\/ﬁsi—l

NG

est invariante par translation et par changement d’échelle. Sa loi asymptotique sous I’hypothése nulle

o? était connue. Cette statistique de test N, (3)

Ho (les X; suivent une loi AN'(yg,03) avec og > 0) ne dépendra donc pas de 4o ni og. De plus sa loi

asymptotique sous I’hypothése alternative #; (les X; suivent une loi (1 —pg) N (v1, 02) +poN (72, 0f) avec

oo > 0) dépendra uniquement de po et de [2="1]. Prenons K (z) = exp(—=x/2) et renormalisons N, (8)

de fagon & ce que sa variance asymptotique soit égale & un. Considérons donc:

N,
ValB) = (ﬁ+1)(352+4/(£)2)
2
VO I

Des développements limités classiques permettent de montrer que sous l’hypothése nulle Ho Vi (5)
converge en loi vers une A/(0,1) et sous ’hypothése alternative H; avec pg = \/—, | =1 71| A2,V (6)

converge en loi vers une N'(f(3,A\%,4%),1) avec:
62<A2>2<exp<—%> - 1)

gﬁ+1)3g3ﬁ2+4ﬁ+2)
(25+1)572

F(B.A2,6%) =

2 2\4
Une étude de la fonction f(., A%, %) montre que cette fonction est croissante et que f(0, A?,§?) = —%L.
Ainsi le test proposé sera le plus puissant pour 5 — 0. L’équivalent de la statistique de test V,,(5) en 0

est :

(AL St )
0= VA )

Cette statistique est une estimation du coefficient v, de Pearson appelé “kurtosis” qui mesure ’aplatis-

sement d’une loi. Nous comparerons le TRMYV au test basé sur cette statistique. Ce dernier peut étre
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amélioré en utilisant comme estimateur de la moyenne non plus X,, mais un estimateur robuste comme

la médiane, les L-statistiques ou bien :

no g Xi—X,)?
22:1[*(_[3 V2 )X

Ha(B) = SN

Des estimateurs robustes construits de maniére itérative & partir de ’expression de S, (3) dans laquelle

on remplace X,, et V.2 par p,,(8) et S,(3) peuvent également étre envisagés (cf. Ruiz (1996) et Fekri et
Ruiz (2000)). Dans le cas de la détection de deux groupes c’est & dire lorsque alternative #; considérée

est un mélange de deux distributions gaussiennes dont les deux composants ont un certain poids et se

1

rapprochent 1'une de I'autre & une vitesse proportionnelle & —+, avec a > 0, on préferera utiliser 7, ()

au lieu de S, (5).

n—1n - Xi—X,)*
_ 2im1 Zj:i+1h(_ﬁ V2 )(Xi = X;)?

T (3) —
SIS i K (-2
. .. )
i=1 j=i+1 V2
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Figure 9: Comparaison du TRMYV (vert) avec le test de moments bas€ sur vn(0) (rouge) pour le probléme de test de une

population gaussienne contre deux de méme variance inconnue. Pour le TRMV nous obtenons un encadrement de la

puissance dont la borne supéricure est représentée en pointillés et la borne inféricure en trait plein. Comme nous [’avons
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déja remarqué la borne inférieure est légérement supérieure a sa vrais valeur puisque nous 'avons calculée uniquement a

partir des moments d’ordre un de la méthode de Rice.

Le principal inconvénient du TRMYV est qu’il dépend des vraies valeurs =y et oy des parameétres sous
I’hypothese nulle. Nous avons mis en oeuvre un test uniformément de niveau « et de ce fait la puissance

[v2,0="0]
o

peut étre inférieure au niveau pour de petites valeurs de . Dans ces cas la il est évident qu’il est

croit la puissance du TRMYV croit

préférable d’utiliser un test de moments. Par contre lorsque W

et devient supérieure a celle du test de moments. De plus sa dépendance vis-a-vis de vy et oy diminue. Il
apparait donc comme étant le test le plus intéressant.

Notons que le test de moments considéré pourrait étre amélioré par des arguments discutés ci-dessus.

5.3 Méthode

La méthode de Rice décrite dans le chapitre précédent pour des processus & trajectoires p.s. de classe C*
sur [0, T] peut étre adaptée et employée dans le cas d’un processus X sur [—T3,7T1] & trajectoires p.s. de

classe C1 sur [—T5, 0] et sur ]0, 73] et tel que X(0T) = —X(07) p.s. . Pour cela il suffit de remarquer que:

P[ Sup ]X(t) > u] = P[|X(0)| > u] + P[(UZ[0, 1] + D [=T5, 0D x (o)) <))
te[-T2,T1

Par le méme raisonnement que dans le chapitre précédent nous obtenons alors:
1
P[IX(0)] > o] + E[UF[0, T1] + D [=T2, 0Dy x (0y)<u}] — §E[(U§[0,T1] + DY [T, 0))]
<P[ sup X(t)2ul<
te[—T1;T:]

PIIX(0)| > u] + E[(UX[0,T1] + Dy [=T5, 0) L1 x (0)1<u)]-

5.3.1 Test de mélange simple gaussien
Le processus gaussien X considéré est & trajectoires p.s. de classe C' sur [-T,0[ et ]0,7] et X(0F) =

—X(07) ps..

Sous I’hypothése nulle

L’intervalle [—7, T étant symétrique autour de 0 et X(.) et X(—.) ayant méme loi on en déduit que:

E[DX =T, 0]L{1x 0y <u}] = EIUZ0, T x (0)) <u}]
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E[DY [-1,0) = E[U[0, 711,

Leurs expressions sont les mémes que celles obtenues dans le chapitre précédent pour le cas non station-

naire centré de variance un. L’expression du moment croisé E[UX[0, T)DX [T, 0]] devient :

T 0 SDZ[ 1+1j'(s,t)

E[UX[0, T)DX [T, 0]] :/ dt/ dsa(t,s)a(s,t)Jn(b(t,S),_b(sat)a—P(taS))m
by o]
/ dt/ dso(t, —s)o(—s, t)JH(b(t,—5),—b(—8,t),—P(t,—8))m.

Une difficulté numérique apparait dans le calcul de I'intégrand relatif & E[UX[0, T]DX[~T, 0]] lorsque s et
t tendent vers 0. Un développement limité autour de ce point montre que 'intégrand tend vers 0 lorsque
s et t tendent vers 0. Une méthode de Simpson en dimension deux est utilisée pour calculer I'intégrale

double sur [0, 772

Sous I’hypothése alternative

Les expressions de E[UX[0, T x(0)<u}] €t E[UF [0, T)]) sont les mémes que celles obtenues dans le
chapitre précédent pour le cas non stationnaire décentré de variance un. Pour les autres termes nous
obtenons (en utilisant les mémes notations que dans le cas non stationnaire décentré de variance un du

chapitre précédent) :

Mélange simple gaussien sous ’alternative
E[D[-T,0]] G(m(=t), —m' (1))
E[DF =T, 0]l x o)<uy] | Gm(=t), —m'(=t)) = F[r(07, =), =r1,0(=,07),m(07), m(—t),
—F[=r(07, =), 71,0(=1,07), =m(07), m(—t), —m/(=1)]

—m'(=1)]

E[DX[-T, 0]] [T [T dtdso(—t, —s)o(—s, —t)Ji1 (=b(—t, —s), —b(—s, —1), p(~t, —5))
plu=m(=3)) _cu=—m(=t)=r(t,s)(u=m(=s))
\/1 r2(t,s) SD( \/1 2(t,s) )
E[UX[0, TIDX[=T,0]] fo fo dtdso(t, —s)o(—s,t)J11[b(t, —s), =b(—s,1), —p(t, —5)]
plu=m(=s)) m(t)r(t.—s)(u-m(=s)))

\/1 r2(t,—s) SD( \/1—r2(t,—s)

Les difficultés numériques et les remarques pour le calcul de E[Dy [=T, 0]L{x (0y<uy] et E[Dyy [-T, 0]t]]
sont les mémes que dans le chapitre précédent. Pour E[UX[0, T|DX[-T,0]], la seule difficulté est lorsque
s et t tendent vers 0 dans 'intégrand. Un développement limité montre que cet équivalent est nul. Les
calculs peuvent donc se faire. Une méthode de Simpson en dimension deux est utilisée pour calculer

I'intégrale double sur [0, 7]%.
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5.3.2 Test de une population contre deux (cas homoscédastique de variance
connue)
Le processus gaussien X considéré est a trajectoires p.s. de classe C! sur [0, 7]. La méthode employée dans

ce cas la est donc exactement celle décrite dans le chapitre précédent dans le cas non stationnaire centré

de variance un sous ’hypothése nulle et le cas non stationnaire décentré de variance un sous ’alternative.

5.3.3 Test de une population contre deux (cas homoscédastique de variance

inconnue)

Le processus gaussien X considéré est  trajectoires p.s. de classe C! sur [—75;0[ et ]0; 73] et X(0F) =
—X(07) p.s.. Les modifications & apporter aux formules obtenues dans le cas du test de mélange simple
gaussien pour obtenir celles qui nous intéressent ici sont immédiates. Les intégrales doubles sur [0, T3] x

[0, T>] sont calculées par une méthode de Simpson en dimension deux.
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Chapitre 6

Conclusion générale et perspectives

Dans cette thése, nous avons commencé par motiver I’étude du maximum d’un processus aléatoire par
la donnée de plusieurs exemples d’applications issus de domaines trés divers (Médecine, Astrophysique,
etc...) faisant appel aux Statistiques et Probabilités. Nous avons ensuite rappelé les principaux résultats
généraux existants dans 1’étude du maximum d’un processus aléatoire. Ces résultats valables pour une
tres large classe de processus sont établis pour ’essentiel par des méthodes d’entropie. Face au manque de
précision évident de ces résultats tres élégants et trés puissants lorsqu’il s’agit de les utiliser en pratique,
nous nous sommes plus particulierement intéréssés a des méthodes permettant d’obtenir des résultats tres
précis au prix de conditions plus fortes sur le processus. Ces méthodes sont des méthodes de Rice. Elles
demandent au processus d’étre suffisamment régulier. Cette régularité est trés souvent satisfaite dans les
exemples pratiques. Lorsqu’elle ne I’est pas, on préfére en général modifier un peu la démarche scientifique
pour 8’y ramener et bénéficier de résultats précis. Apreés avoir fait un tour d’horizon des résultats déja
existants dans ce domaine, nous avons rappelé certains éléments de Probabilités indispensables, donnant
des conditions suffisantes faciles a vérifier pour satisfaire les hypothéses des théoréemes établis et déja
existants.

Notre principale contribution dans ce domaine a été de proposer une méthode permettant de généraliser
les méthodes de Rice pour des processus gaussiens en dimension un au cas de champs aléatoires gaussiens
sur des sous-ensembles compacts de R, N > 1. Notre méthode est basée d’une part sur I'utilisation
du nombre de maxima locaux au-dessus d’un niveau du champ aléatoire gaussien et d’autre part sur un
raisonnement sur les dérivées premieres et secondes de ce champ aléatoire permettant d’en modifier cor-

rectement son nombre de maxima locaux au-dessus d’un niveau sur les différents bords du sous-ensemble
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compact de RY. Notre méthode nous permet de redémontrer les principaux résultats existants dans ce
domaine (souvent obtenus par des méthodes trés diverses), d’en améliorer certains et d’en obtenir de
nouveaux.

Dans la deuxiéme partie de cette thése (chapitres 4 et 5) nous nous sommes principalement intéréssés 4 un
aspect plus appliqué des méthodes de Rice. Dans un premier temps nous avons fait une implémentation
Splus des différentes méthodes et formules de Rice étudiées et établies dans cette thése. Pour cela, en
généralisant les résultats donnés dans Azais, Cierco et Croquette (1999), nous avons établi des formules
relativement bien adaptées au calcul numérique pour les moments d’ordre un et d’ordre deux intervenant
lors de I’étude des queues de probabilités de type (4.1). L’application et I’adaptation de nos méthodes
aux tests de mélanges de distributions (Gosh et Sen (1985), Dacunha-Castelle et Gassiat (1997b, 1999))
fait I'objet du dernier chapitre. Des Tables et des résultats de puissances sont donnés pour les tests du
rapport des maximums de vraisemblance asymptotiques de une population gaussienne contre deux. Cela
nous permet de comparer ces tests a des tests de moments classiques. Des conclusions sont alors tirées

quant a 'optimalité de ces tests.

Cette theése a soulevé de nombreuses questions a la fois au niveau théorique et appliqué.

En ce qui concerne ’étude des tests de mélange de distributions, il serait intéréssant de réecrire les théo-
rémes relatifs a la puissance des tests du rapport des maximums de vraisemblance donnés p.291 dans
Dacunha-Castelle et Gassiat (1997) de maniére plus générale c’est & dire pour des alternatives générales
pouvant correspondre & la fois au probléme de la détection de valeurs aberrantes et a la fois au probleme
de la détection de plusieurs groupes. En effet les théoréemes tels qu’ils sont écrits actuellement permettent
de traiter uniquement le probleme de la détection de valeurs aberrantes. A la suite de notre étude il
semblerait également que le test du rapport des maximums de vraisemblance et le test du X, ou du S?2
pourraient présenter certaines propriétés d’optimalité. L’estimation robuste de la variance semble égale-
ment étre une voie prometteuse pour obtenir des tests vraiment intéréssants pour la détection de mélange
de distributions (H. Caussinus, A. Ruiz et S. Hakkam en autres travaillent dans ce domaine).

En ce qui concerne I’étude du maximum d’un champ aléatoire, dans un premier temps il est évident, vu les
démonstrations, que les résultats établis dans le chapitre 3 sous ’hypothése d’indépendance des dérivées
premieéres et secondes du champ aléatoire gaussien peuvent se réecrire en éliminant cette hypotheése; ce
qui nous permet alors d’étre dans un cadre non stationnaire plus général. Dans un deuxiéme temps il
serait intéréssant de regarder un peu plus en détails les applications relatives aux résultats que nous ob-

tenons pour les champs aléatoires gaussiens sur des variétés sans bord. Dans un troisiéme temps on peut
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regarder ce que donnent nos méthodes sur des sous-ensembles compacts de RY autres que le rectangle et
le compact convexe dont la frontiere est une variété de classe C*°. On peut également essayer d’améliorer
la précision de nos résultats en regardant peut-étre ce que donnent a la fois les moments d’ordre un et
d’ordre deux. Dans la deuxiéme partie de cette thése nous avons également soulevé la question de I’étude
de l'ordre de grandeur des différents moments factoriels entre eux. Nous remarquons également que les
hypotheéses du lemme de Slepian semblent un peu fortes puisqu’il existe des processus gaussiens centrés
qui satisfont la conclusion de ce lemme sans en satisfaire les hypothéses. Une autre question de recherche
trés intéressante a été soulevée lors de 1’étude des tests de mélange de distributions & savoir ’étude de
théorémes limites pour la variable aléatoire sup,cq X (t) lorsque 7' — +00 et que X n’est plus station-
naire. Ceci consisterait a généraliser au cas non stationnaire le théoréeme 5.1, discuté dans le chapitre 5,
initialement da & Cramer (1965) et dont la démonstration repose fortement sur le théoréme de Volkonski
et Rozanov (1961). Ce dernier théoréme traduit le comportement poissonien du nombre de upcrossings
au-dessus d’un niveau u d’un processus gaussien stationnaire sur un intervalle dont la longueur croit avec
u. Il a été généralisé en dimension supérieure par Piterbarg (1972). L’extension au cas non stationnaire
et au cas du nombre de maxima locaux reste a faire. Dans ce méme cadre des théorémes limites, un
autre point intéressant que nous n’avons pas étudié dans cette thése mais qui mérite d’étre commenté est
I’étude de théoréemes centraux limites et centraux limites uniformes pour le nombre de maxima locaux
au-dessus d’un niveau d’un champ aléatoire gaussien. En dimension un il existe des résultats de normalité
asymptotique pour
NX(r) - BINX ()]
VT VT

ot MX([0,T7V) est le nombre de maxima locaux au-dessus du niveau u et NX (7T') est le nombre de up-

M ([0, T1) — E[MZ ([0, T])]

U

quand T — +o0,

crossings du niveau u d’un processus gaussien stationnaire X sur [0; 7] (cf. Cuzik (1976), Malevich(1969),
Kratz et Leén (1998, 2000)). Des questions intéressantes se posent encore & ce niveau la & savoir I’existence
de théorémes centraux limites en dimension supérieure pour :

M ([0, T]N) — BIMZ ([0, T]V)]
flu, T, N)

quand T — +o0,

ot f(u, T, N) est une fonction de normalistation; I’existence de théorémes centraux limites uniformes

pour:

M0, T]Y) — EME ([0, T]V)]
uE[Ull;)UQ] flu, T, N)

et ’extension de ces théorémes au cas non stationnaire.

quand T" = +o0,

Tout au long de cette these nous avons raisonné pour des champs aléatoires gaussiens. L’extension aux
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champs aléatoires y? (qui sont assez proches des champs aléatoires gaussiens) aurait également de nom-

breuses applications (cf. Adler (1981), Worsley(1994), Cao(2000)).
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Annexe A

Note aux C.R.A.S. (Delmas C.
(1998))

An asymptotic expansion for the distribution of the maximum of a class of Gaussian fields!

Céline DELMAS : Laboratoire de Statistique et Probabilités,
Université Paul-Sabatier, 31062 Toulouse, France.

E-mail: cdelmas@cict.fr

Tél: 05 61 55 77 13 - Fax: 05 61 55 60 89

Abstract- We give an asymptotic expansion for the distribution of the marzimum of a class of Gaussian

fields. Our method 1s based on the number of local mazima of a field above a level.

Un développement asymptotique pour la distribution du maximum d’une classe de champs

gaussiens.
Résumé- Nous donnons un développement asymptotique pour la distribution du mazrimum d’une classe
de champs gaussiens. Notre méthode est basée sur le nombre de marima locaur d’un champ au-dessus

d’un niveau.

Version Frangaise abrégée.

1. Probabilités: Note présentée par Jean-Pierre Kahane.
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Soit X = {X(t) : t € S C RY} un champ gaussien, centré, a parametre N-dimensionnel et & valeurs
réelles; ot S est un compact de RY. Posons M(S) = max{X(t) : ¢ € S}. De nombreux problémes

statistiques conduisent au calcul de la fonction :

On ne connait ’expression exacte de G(u) que pour un nombre trés réduit de processus gaussiens (voir
introduction de [4]). Dans tous les autres cas on ne sait obtenir que des résultats approchés de G(u), c’est-
a-dire des bornes supérieures ou inférieures ou des approximations asymptotiques quand u — +oco. Adler
[1] donne un terme d’approximation & G(u) quand 4 — +oo pour des champs gaussiens stationnaires.
Mais ce premier terme d’approximation est souvent trés imprécis (notamment quand N est grand) et
d’autres termes sont nécessaires si I’on veut obtenir suffisamment de précision. Sun [10] s’appuie sur des
éléments de géométrie différentielle pour donner deux termes d’approximation & G(u) quand u = 400
pour une classe de champs gaussiens & variance constante et “périodiques” (dans le sens on ils admettent
un développement de Karhunen-Loéve qui engendre une variété sans bord).

Dans cette Note nous améliorons la précision de I’approximation de G/(u). Nous donnons un déve-
loppement asymptotique précis de G(u), formé de [N/2] 4+ 1 termes ([N/2] désigne la partie entiére de
N/2), au lieu de deux uniquement dans la méthode de Sun, et ceci pour une classe analogue de champs
gaussiens a variance constante et “périodiques”. Plus précisément, nous montrons que si le champ gaus-

sien X, de variance constante o2 sur S, est suffisamment régulier, & trajectoires p.s. de classe C?, si son

développement de Karhunen-Loéve X (t) = Zfl ()& (ol les & sont des v.a. ii.d. N(0,1)) est tel que
=1
F ={f(t) :t € S} est une variété différentielle sans bord, alors P[M(S) > u] s’écrit :

[v/2] _ 2
PIM(S) > ul= Y kojWaj(u) 40| ] ¥a>o.
7=0

Les expressions de ka; et Wy, (u) sont données dans la proposition 3 de la section 2. Notre méthode
est basée sur le nombre de maxima locaux d’un champ au-dessus d’un niveau.
Introduction

Let X = {X(t):t €S CRY} be a Gaussian field, centered, with N-dimensional parameter and real
values; where S is a compact subset of RY. Let us set M(S) = max{X(t) : t € S}. Various statistical

problems can be reduced to calculating the function :

There are only a very reduced number of Gaussian processes for which exact expressions for G(u) are

known (see introduction in [4]). For other cases we can only obtain approximate results for G/(u) that is
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to say upper or lower bounds or asymptotic approximations when 4 — 4oco. Adler [1] gives a one-term
approximation for G(u) when u — 400 for homogeneous Gaussian fields. But this one-term approximation
is frequently inaccurate (especially when N is large) and more terms are needed if we want to get sufficient
accuracy. Sun [10] uses differential geometry results to give a two-term approximation for G'(u) when
u — 4oo for a class of “periodic” Gaussian fields with constant variance (we say “periodic” Gaussian
fields in the sense that they admit a Karhunen-Loéve expansion that generates a manifold without
boundary).

In this paper we improve the accuracy of the approximation of G/(u). We give an accurate asymptotic
expansion for G(u), made up of [N/2] 4+ 1 terms ([N/2] stands for the entire part of N/2), instead of
two only with the Sun’s method, and that for a similar class of “periodic” Gaussian fields with constant

variance. Our method is based on the number of local maxima of a field above a level.

In the following, S is a compact subset of RY whose boundary has zero Lebesgue measure; V is an
open neighbourhood of S; X is a Gaussian field on V, centered, with constant variance ¢?, with a.s. C?
paths on V' thus with covariance function of class C*; X;(¢) and X;;(t) for ¢,j = 1, N are the first and the
second order partial derivatives of X (t). Let us set X'(t) = (X1(¢), -, Xn(t)) and X" (t) = (Xi;(t),5 >
i, i,j = 1, N). We write M.X(S) for the number of local maxima of X above the level u in S

Mj((S) =card{t € S: X'(t) = 0; X(t) > u; (X;;(t))ij=1,n is negative definite}.

Results

Let X(t) = Zfl (t)é be the Karhunen-Loéve expansion of X, where & are N(0,1) iid. rv.; X is
=1
said to satisfy H1, H2, H2', H3, H3' or H4 when it satisfies respectively :

H1 F ={f(t) :t € S} is a smooth manifold without boundary;

H2 the joint distribution of (X (¢), X'(¢), X”(¢)) is non-degenerate, ¥Vt € V;

H2' ¥t # s € V, the vector (X(s), X'(s), X" (s), X (t), X' (t), X"(t)) is non-degenerate;
‘H3 the moduli of continuity w;; of the X;; on S satisfy:

Ve >0 Plmaxw;;(h) > ¢] = o(h"Y) when h | 0;

i,
M3’ there exits a and L > 0:Vt,s €V, Vi,j =1, N, E(X;;(t) — Xi;(s))* < LIt — s]|*%

H4 X;(t) and Xp(t) are independant Vi, k,[ =1, N, Vit € S.
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Remark: Sufficient conditions for H3 to be satisfied can be found, for example, in [1]. Note that H3’
implies H3.
Proposition 1 If X satisfies H1 then :

Proof:

Let YV be defined from F to R by Y(f) =< f,& >= X(t). Let M(F) denote max{Y(f) : f € F}.
Then M(S) = M(F). We write MY (F) for the number of local maxima of Y above the level u in F. We
can show that (MX(S) > 0) & (M) (F) > 0). So we can write :

P[M(S) > u] = P[M(F)>u] = P[M)Y (F) > 0] = P[MX(S) > 0]. (6.1)

And we easily check that:

E[ME(S) (M (S) = 1)]

B (S)) - -

Using (1) we obtain the result given in Proposition 1.

Proposition 2 [If X satisfies H2 and H3, then :

E[Mj((S)] :/Sdt/ /D|det 2" |W(x,0, 2" )dz" dx

D is the region in RNWNTU/2 4n which & is negative definite and W, (x, 2’ x") is the joint density of

(X(t), X'(¢), X"(t)) (we consider &' also as an N x N matriz).

Proposition 2 is an easy generalization to the non-homogeneous case of Theorem 6.1.1 p.123 of [1].
It gives an exact expression for E[MX (S)]. We have to give an approximation for E[M* (S)] in order to
have a result well adapted to numerical calculation. Hasofer [6] and Adler [1] give a one-term approxi-
mation for F[M2(5)] when u — +oo for homogeneous Gaussian fields. In Proposition 3, we give a more

accurate asymptotic expansion for E[M2X (5)] for a wider class of Gaussian fields.

Let A be an N x N matrix, let T and J be subsets of {1, N} with card(I)=card(J)=r. We write Ay j(A)
for the determinant of the » x r sub-matrix Ay ; of A. Let us set I = {1, N}/IT and J = {1, N}/J. Let
Fp(N) denote the set of the parts of size p of {1, N}. If I € F,(N) and p € {1, N — 1}, oy is the
permutation of (1,---, N) such that 0'1|{17p} (and 0'1|{p+17N}) is a growing bijection from {1,p} to I
(and from {p+1,N} to I).
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Let r(s,t) be the covariance function of X. Let us set :

gr(t, s)
Ot;

d%r(t, s)
atiﬁt]’

3r(t, s)
ikl ) = ——————— tc.
’ rzy,k( ’ ) 8ti3tj38k t:s’ cte

, rijolt,t) =

t=s

7“2'70(15, t) =

t=s

Proposition 3 If X satisfies H2 and H3, then :

[N/2] w2
EIME(S)] = D kajWaj(u) + 0 6ua . Va >0,
=0
with :
o Uyi(u) = _ - o N=1=2)/2 —v 1,
DA T 9 D2 e ;
1 —
o hy= oo Y dondon) [ MO A ROk (0
I,K€Fa;(N) 5

o |A(t)] is the determinant of A(t) = Var(X'(1)).

hd PVIVK(t) = ZE(])) Z Vilkli2k2 XX Vi2j—1k2j—1i2jk2j7 with
Q

P
Vij = Var(X" ()| X (), X' (1))
N
_ i (D) A (t)

= rijur(t,t) — Zl rigs (AT L (O p(t 1) — ]T

27)!
Q 1s the set of the (']23 ways of grouping (1,---,2j) into pairs without regard to order. p is

!
a permutation of (ki,-- -, koj).

e ¢(q) is the signature of the permutation q. We take the convention that €*(cp) = €* (o1 ny) = 1
and Agyg(A) = ’)/g’g(t) =1.

JAPZ o (2!

Remark: If 74 is satisfied, ko; = A(S)(—1) N ON S
o J!

where A(S) is the Lebesgue measure of S.
The main idea of the proof of Proposition 3 is to show that :

EMX(S)] = / dt/ / (=) Ndet(x")¥, (2,0, 2")dz" dx + o — , Va > 0.
S u RN(N+1)/2 U

Proposition 4 (Piterbarg [8]) If X satisfies H2' and M3’ then :

u?

e 202

E(MX(S)(MZ(S)—1))=o Vo > 0.

uOé
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As a consequence of the previous results, we give the main result of this paper:

Theorem 1 If X satisfies H1, H2' and H3' then :

[v/2]
P(M(S) 2 u)= > kaoj¥si(u)+o
7=0

where ko; and Uy;(u) are the same as those in proposition 3.

Remarks:

e When #4 is satisfied, the expression of ks; is simpler (see the previous remark). This hypothesis

is weaker than the hypothesis of homogeneity for X. It means that r;;x(¢,t) = 0, Vi, j,k = 1, N,

V¢ € S. So it implies that the covariance matrix of X'(t) doesn’t depend on t and especially that

ri;..1(t, 1) is a symmetric function of ¢, j, &, [.

e In the very special case of a finite Karhunen-Loéve expansion for X, the Sun’s method cited in

introduction gives a ([N/2]41)-term approximation for G(u) (cf. [10]). However, even in this special

case, our asymptotic expansion is more accurate then the Sun’s method because our remainder is

smaller.

e H1 is the most important hypothesis in Theorem 1. Some examples, where this hypothesis is

satisfied, can be found in [9] and [10].
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Annexe B

Principales fonctions Splus

Nous donnons ici les principales fonctions Splus de base utilisées pour obtenir les résultats donnés dans
la theése. D’autres fonctions peuvent aisément se construire a partir de ces fonctions de base. Ainsi par
exemple lorsqu’une fonction calcule une valeur seuil a4 un niveau ALPHA donné, la sous fonction REPAR-
TITION correspondante permet de calculer la fonction de répartition associée en un point.

On trouvera également sur les listings suivants les développements limités utilisés pour effectuer les cal-

culs numériques notamment dans les problémes de tests de mélange de populations.

Fonctions utilisées pour la dérivation automatique

“D” pi
“deriv3” pi
“deriv3.default” pi
“deriv3.formula” | p.ii
“derivformel.txt” | p.ii

Fonctions utilisées pour des processus ou champs gaussiens réguliers

Processus gaussien stationnaire

cseuill | p.ai

veseull | p.v
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Processus gaussien non stationnaire centré de variance un

pseuilnscvu p.viil

vpseuilnscvu p.X

Processus gaussien non stationnaire décentré de variance un

pseuilnsdvu p.xiii

vpseuilnsdvu | p.xv

Processus gaussien non stationnaire général

pseuilns p.xviil

vpseuilns p.xx1

Champ gaussien stationnaire

scgsgseuil | p.xxiv

Fonctions utilisées dans le cadre du test de mélange simple

pseuil p.XXV
pseuilb P.XXIX
pseuilts14 P.XXX

pseuilts14b | p.xxxvii

ppuissance | p.Xxxix

Fonctions utilisées dans le cadre du test d’une population gaussienne contre
deux de variance connue

pop2seuill p.xlv

pop2seuillb p.l

popnsdvu p.hi
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Fonctions utilisées dans le cadre du test d’une population gaussienne contre
deux de variance inconnue

pop3seuillbdef | p.lix

dercourbl p.Ixi
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