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R�esum�e

De nombreux exemples d'applications issus de domaines tr�es divers (M�edecine, Astrophysique, Statistique, etc...)

motivent particuli�erement l'�etude de la distribution du maximum d'un processus al�eatoire. Apr�es avoir rappel�e les

principaux r�esultats existants sur la distribution du maximum de processus al�eatoires tr�es g�en�eraux et face �a leur

manque �evident de pr�ecision lorsqu'il s'agit de les utiliser en pratique, nous nous sommes plus particuli�erement

int�er�ess�es �a des m�ethodes permettant d'obtenir des r�esultats tr�es pr�ecis au prix de conditions plus fortes sur

le processus. Ces m�ethodes sont des m�ethodes de Rice. Les conditions qu'elles imposent sur le processus sont

tr�es souvent satisfaites dans les exemples pratiques. Lorsqu'elles ne le sont pas, on pr�ef�ere en g�en�eral modi�er

un peu la d�emarche scienti�que pour s'y ramener et b�en�e�cier de r�esultats pr�ecis. Apr�es avoir fait un tour

d'horizon des r�esultats existants dans ce domaine, nous proposons une m�ethode permettant de g�en�eraliser les

m�ethodes de Rice pour des processus gaussiens en dimension un au cas de champs al�eatoires gaussiens sur des

sous-ensembles compacts de R

N

, N > 1. Notre m�ethode est bas�ee d'une part sur l'utilisation du nombre de

maxima locaux au-dessus d'un niveau du champ al�eatoire gaussien et d'autre part sur une modi�cation de cette

variable al�eatoire sur les di��erents bords du sous-ensemble compact. Notre m�ethode nous permet de red�emontrer

les principaux r�esultats existants dans ce domaine (souvent obtenus par des m�ethodes tr�es diverses), d'en am�eliorer

certains et d'en �etablir de nouveaux. Dans la deuxi�eme partie de cette th�ese (chapitres 4 et 5) nous nous sommes

principalement int�er�ess�es �a un aspect plus appliqu�e des m�ethodes de Rice. Dans un premier temps nous avons

fait une impl�ementation Splus des principales m�ethodes de Rice �etudi�ees et �etablies. Pour cela, en g�en�eralisant

au cas non stationnaire et au cas de la valeur absolue d'un processus gaussien les r�esultats donn�es dans Aza��s,

Cierco et Croquette (1999), nous avons notamment �etabli des formules relativement bien adapt�ees au calcul

num�erique pour l'�evaluation des moments factoriels d'ordre un et d'ordre deux apparaissant lors de l'�etude de

P [max

t2[0;T ]

X(t) � u] et P [max

t2[0;T ]

jX(t)j � u] avec u �x�e et X un processus gaussien r�eel v�eri�ant certaines

conditions de r�egularit�e. Dans un deuxi�eme temps, nous avons adapt�e les formules pr�ec�edentes aux processus

gaussiens particuliers intervenant lors de l'�etude asymptotique des tests du rapport des maxima de vraisemblance

d'une population gaussienne contre deux (Gosh et Sen (1985), Dacunha-Castelle et Gassiat (1997, 1999)). Nous

obtenons alors pour ces probl�emes des tables et des r�esultats de puissances. Cela nous permet de comparer ces

tests �a des tests de moments classiques. Des remarques et des conclusions sont alors tir�ees quant �a l'optimalit�e

de ces tests. En conclusion nous donnons plusieurs perspectives particuli�erement int�eressantes d�egag�ees par ce

travail.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Mod�elisation par des champs al�eatoires gaussiens

Pourquoi �etudier les champs al�eatoires gaussiens et la distribution G de leur maximum? Tout d'abord

parce que certaines donn�ees spatialement corr�el�ees peuvent être correctement mod�elis�ees par des champs

al�eatoires gaussiens. Des tests statistiques peuvent ensuite être mis en oeuvre pour d�etecter des change-

ments locaux dans ces donn�ees. Ainsi par exemple les images 3-dimensionnelles issues de la tomographie

par �emission de positron (PET) ou de l'imagerie par r�esonnance magn�etique fonctionnelle (fMRI) sont

souvent mod�elis�ees par des champs al�eatoires gaussiens (cf. Worsley et al. (1992), Friston et al. (1991),

Friston et al. (1994), Worsley et Friston (1995)). Ces images sont observ�ees sur un ensemble S � R

N

,

en g�en�eral le cerveau humain. La r�eponse du cerveau �a un stimulus est nulle dans une grande partie du

cerveau sauf dans certaines zones o�u le signal s'accrô�t. Cependant ces accroissements sont tr�es faibles et

ne sont pas d�etectables �a l'oeil nu. Par cons�equent un test statistique doit être mis en oeuvre pour les

d�etecter. Une image est construite �a partir de la di��erence entre les images obtenues sur les individus,

d'une part non soumis au stimulus, puis ensuite soumis au stimulus. Cette image est la statistique de

test. Elle peut être mod�elis�ee, sous l'hypoth�ese nulle d'absence de r�eaction au stimulus, par un champ

gaussien X centr�e de variance un (cf. Worsley et al. (1992)). La connaissance de la fonction G permet

ensuite de d�eterminer la valeur seuil u du test au niveau � voulu. Les zones de l'image o�u la r�eponse est

sup�erieure �a cette valeur critique u sont alors d�eclar�ees signi�cativement r�eactives au stimulus.

On peut noter que des �etudes analogues ont �et�e men�ees sur des images obtenues par les astrophysiciens

pour d�etecter les zones de l'univers �a forte densit�e de mati�ere (cf. Hamilton et al. (1986)). De même dans
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le but d'obtenir des r�esultats sur l'anisotropie de la surface de la mer, Ochi (1998) mod�elise celle-ci par

un champ al�eatoire gaussien.

On vient de voir que certains jeux de donn�ees peuvent être directement mod�elis�es par des champs al�ea-

toires gaussiens. Il arrive �egalement que la mod�elisation de certains probl�emes ne fasse en rien intervenir

les champs al�eatoires gaussiens mais que ces derniers apparaissent en aval de la mod�elisation, dans la

r�esolution du probl�eme d�ej�a pos�e en termes math�ematiques. C'est le cas par exemple dans les probl�emes

de tests de m�elanges de populations qui font l'objet du chapitre 5. La loi des donn�ees observ�ees peut être

mod�elis�ee par un m�elange de distributions. Des tests du rapport des maxima de vraisemblance peuvent

être construits pour estimer le nombre de composants du m�elange. Les statistiques de test obtenues

suivent une loi qui, asymptotiquement, est celle du maximum d'un champ al�eatoire gaussien de variance

un (cf. Gosh et Sen (1985) puis Dacunha-Castelle et Gassiat (1997b, 1999)). Un autre exemple peut être

trouv�e dans la mise en oeuvre d'un test de normalit�e de donn�ees multidimensionnelles, �etabli �a partir

de r�esultats obtenus dans l'�etude de la technique de "Projection Pursuit" (cf. Friedman (1987) et Sun

(1991)). La technique de \Projection Pursuit" est une proc�edure automatique de s�election des projections

des donn�ees qui pr�esentent le plus de structure c'est-�a-dire des projections o�u les donn�ees ont une densit�e

qui s'�eloigne le plus de la densit�e d'une loi normale (on consid�ere que des donn�ees distribu�ees normale-

ment sont des donn�ees distribu�ees au hasard qui ne pr�esentent aucune structure particuli�ere). Pour cela

la technique de "Projection Pursuit" s�electionne les projections qui maximisent un index d'int�erêt dont

une expression a �et�e �etablie par Friedman (1987). Cet index est une sorte de distance L

2

entre la densit�e

des donn�ees projet�ees et la densit�e de la loi normale. Ainsi la direction qui r�ealise le maximumde l'index

d'int�erêt est la direction la plus int�eressante (qui pr�esente le plus de structure). Le maximum sur toutes

les directions de l'index d'int�erêt peut alors être utilis�e comme statistique de test dans le test de normalit�e

des donn�ees. Sun (1991) a montr�e que sa loi, sous l'hypoth�ese de normalit�e des donn�ees, pouvait être

approch�ee par la loi du maximum d'un champ al�eatoire gaussien centr�e de variance un sur le produit de

deux sph�eres unit�es dans R

k

�R

j

, avec k et j entiers.

Pour plus d'exemples et de r�ef�erences sur l'utilisation pratique des champs al�eatoires gaussiens on pourra

consulter, en statistique param�etrique, Davies (1977, 1987); en statistique non-param�etrique, Chaudhuri

et Sengupta (1993), Piterbarg et Tyurin (1993), Park et Sun (1998) et Chaudhuri et Marron (1999, 2000);

en g�en�etique, Cierco (1998) et Cierco et Aza��s (2000) (on parlera plus en d�etail de ces derniers travaux

dans le chapitre 4).
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Il n'existe pas, h�elas, de formule simple et explicite pour calculer G(u) dans le cas g�en�eral o�u X est

gaussien. Les techniques les plus g�en�erales utilisent les notions d'entropie m�etrique et de mesures ma-

jorantes. Elles donnent des bornes int�eressantes d'un point de vue th�eorique mais qui sont inutilisables

en pratique car elles se veulent trop g�en�erales et de ce fait manquent de pr�ecision. Nous faisons dans la

section qui suit une revue de ces principaux r�esultats que l'on peut quali�er de g�en�eraux. Par la suite

nous noterons ' la densit�e gaussienne standard et � sa fonction de r�epartition.

1.2 R�esultats g�en�eraux dans l'�etude des processus al�eatoires

D. Slepian a �etabli (cf. Slepian (1962)), en 1962, une premi�ere in�egalit�e pour une classe particuli�ere de

processus gaussiens. Son r�esultat, appel�e \in�egalit�e de Slepian", peut être formul�e de la fa�con suivante:

Th�eor�eme 1.1 Soient X

1

et X

2

deux processus gaussiens centr�es s�eparables tels que, 8 s et t 2 S, avec

S compact,

E(X

1

(s)X

1

(t)) � E(X

2

(s)X

2

(t)) et E(X

2

1

(t)) = E(X

2

2

(t)):

Alors pour tout u �x�e, u 2 R,

P (sup

S

X

1

(t) � u) � P (sup

S

X

2

(t) � u): (1.1)

La d�emonstration de ce r�esultat repose sur une inversion de Fourier. Ainsi, un processus qui est moins

corr�el�e qu'un autre a une probabilit�e plus forte de d�epasser un certain seuil �x�e. Par cons�equent, si

nous connaissons la distribution du supremum d'un processus gaussien particulier, nous pouvons utiliser

l'in�egalit�e (1.1) pour obtenir des informations analogues pour des processus gaussiens dont la fonction

de covariance est born�ee par celle du processus particulier. Un exemple de cette proc�edure peut être

trouv�ee dans Caba~na et Wschebor (1981). Int�eressons-nous maintenant �a un r�esultat de Landau et Shepp

(1970), X. Fernique (1970) et Marcus et Shepp (1971). Soit X une variable al�eatoire gaussienne centr�ee

de variance �

2

. Par int�egrations par parties on obtient pour u > 0:

(1�

�

2

u

2

)

�

u

p

2�

exp(�

u

2

2�

2

) � P [X � u] �

�

u

p

2�

exp(�

u

2

2�

2

): (1.2)

Ainsi :

lim

u!+1

u

�2

log(P [X � u]) = �(2�

2

)

�1

:

Or Landau et Shepp (1970), X. Fernique (1970) et Marcus et Shepp (1971) ont montr�e le r�esultat suivant :

Th�eor�eme 1.2 Soit X un processus gaussien centr�e s�eparable �a trajectoires p.s. born�ees, alors :

lim

u!+1

u

�2

log(P [sup

t2S

X(t) � u]) = �(2�

2

S

)

�1

; (1.3)
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o�u �

2

S

= sup

t2S

E(X(t)

2

).

Ainsi on remarque que sup

t2S

X(t) se comporte en un certain sens comme une simple variable al�eatoire

gaussienne centr�ee dont la variance est le supremum de V ar(X(t)) sur S. On peut �egalement v�eri�er que

toute expression de la forme u

�

exp[�

u

2

2�

2

S

] exp[Cu

�

] 8� et C r�eels et � < 2 satisfait bien la relation (1.3).

L'in�egalit�e qui suit est due �a Csirelson, Ibragimov et Sudakov (1975). Elle repose sur l'utilisation de la

formule d'Itô.

Th�eor�eme 1.3 Soit fX(t) : t 2 Sg un processus gaussien centr�e s�eparable. Soit X

?

= sup

t2S

X(t). Si

P (X

?

< +1) = 1 alors :

E(X

?

) < +1; et

8u > 0 P (X

?

�E(X

?

) > u) � exp

�

�

u

2

2�

2

S

�

; (1.4)

P (jX

?

�E(X

?

)j > u) � 2 exp

�

�

u

2

2�

2

S

�

; (1.5)

o�u �

2

S

= sup

t2S

�

2

(t) et �(t)

2

= E(X(t)

2

).

Borell (1975), et ind�ependamment Csirelson et Sudakov (1974), d�emontrent une in�egalit�e isop�erim�etrique

qui implique les r�esultats du th�eor�eme pr�ec�edent avec la m�ediane de X

?

en lieu et place de la moyenne.

Notons que sous les mêmes hypoth�eses, les travaux de Landau et Shepp (1970) et Fernique (1970, 1974)

donnent l'in�egalit�e suivante :

8� > 0; 9C

�

; 0 � C

�

< +1 : P (X

?

> u) � C

�

exp

�

�

u

2

2�

2

S

+ �

�

8u > 0: (1.6)

Ainsi, la queue de la loi de X

?

est major�ee, �a une constante multiplicative pr�es, par la queue d'une

loi normale centr�ee dont la variance peut être prise arbitrairement proche de �

2

S

. L'in�egalit�e (1.4) et

l'encadrement (1.2) permettent de d�eduire un encadrement pour P [sup

t2S

X(t) � u] :

� P [sup

t2S

X(t) � u] � exp

�

�

(u� E(sup

t2S

X(t)))

2

2�

2

S

�

: (1.7)

� P [sup

t2S

X(t) � u] � P [X(t

?

) � u] � (1 �

�

2

S

u

2

)

�

S

u

p

2�

exp(�

u

2

2�

2

S

);

o�u t

?

est le point o�uX atteint sa plus grande variance. On peut remarquer que l'encadrement obtenu v�eri�e

la relation (1.3). Supposons que l'on puisse obtenir une estimation ou bien une borne pour E(sup

t2S

X(t))

alors on obtiendrait pour la majoration (1.7) une borne int�eressante pour P [sup

t2S

X(t) � u]. C'est l'objet
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du th�eor�eme suivant dû �a Dudley (1967, 1973). On suppose dans les deux prochains th�eor�emes que S est

un espace m�etrique muni de la distance d telle que d(s; t) = [E((X

s

�X

t

)

2

)]

1=2

.

Th�eor�eme 1.4 Soit fX

t

; t 2 Sg un processus stochastique dans L

2

. Soit N

�

= N (S; d; �) le nombre

minimal de boules ferm�ees de rayon � avec lesquelles on peut recouvrir S. Supposons que E(X

t

) = 0 8t 2

S et

P (jX

t

�X

s

j > u) � 2 exp

�

�

u

2

2d

2

(s; t)

�

8s; t 2 S; 8u > 0:

Alors,

E(sup

S

X

t

) � K

Z

1

0

(logN

�

)

1=2

d�

o�u K est une constante connue.

Des r�esultats plus r�ecents bas�es sur les m�ethodes d'entropie permettent d'obtenir des bornes majorantes

beaucoup plus pr�ecises que celle donn�ee par (1.7). Plusieurs th�eor�emes ont �et�e �etablis donnant des bornes

di��erentes en fonction de la croissance du nombre d'entropie N

�

= N (S; d; �). Ainsi Samorodnitsky (1991)

et Talagrand (1994) obtiennent le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 1.5 Si pour un A > �

S

, un � > 0 et un �

0

2 [0; �

S

] on a :

N (S; d; �) � (A=�)

�

pour tout � < �

0

, alors pour u � �

2

S

[(1 +

p

�)=�

0

] on a :

P [sup

t2S

X(t) � u] �

�

KAu

p

��

2

S

�

�

�

�

�

u

�

S

�

;

o�u K est une constante connue ind�ependante de X et de S.

Pour d'autres r�ef�erences et d'autres th�eor�emes de ce genre avec d'autres formes du nombre d'entropie

N (S; d; �) on pourra consulter Adler (2000).

Ces r�esultats tr�es g�en�eraux sont tr�es �el�egants et sont parfois su�sants dans l'�etude de certains probl�emes.

Mais lorsqu'il s'agit de les utiliser en pratique ils manquent cruellement de pr�ecision. En e�et consid�erons

l'exemple du mouvement brownien sur [0; 1]. Nous savons que :

P [ sup

t2[0;1]

X(t) � u] = 2

�

�(u):

De plus E[sup

t2[0;1]

X(t)] =

q

2

�

et N ([0; 1]; d; �) = �

�2

. L'in�egalit�e (1.7) donne donc :

P [ sup

t2[0;1]

X(t) � u] �

p

2�'(u �

r

2

�

):
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Le th�eor�eme 1.5 donne une majoration de la forme:

P [ sup

t2[0;1]

X(t) � u] � (Const)u

2

�

�(u):

Les deux majorations que nous venons d'obtenir et que nous notons de mani�ere g�en�erique f(u) sont telles

que 2

�

�(u) = o(f(u)). Elles sont donc tr�es grossi�eres dans l'approximation de P [sup

t2[0;1]

X(t) � u].

1.3 M�ethodes plus sp�eci�ques au processus �etudi�e

Face au d�eveloppement des techniques vues dans la section pr�ec�edente et face �a leurs limites, des m�e-

thodes plus sp�eci�ques �a la nature du processus X consid�er�e sont �egalement �etudi�ees dans la litt�erature

a�n d'obtenir plus de pr�ecision dans l'approximation de G(u). Ainsi lorsque X est markovien plusieurs

solutions au probl�eme de l'approximation de G(u) existent (cf. Siegmund). Lorsque le processus X a

des trajectoires su�samment r�eguli�eres (p.s. de classe C

1

) sur un intervalle [0; T ] � R, un argument qui

remonte aux travaux pionniers de Rice (1944-1945) consiste �a utiliser le nombre de upcrossings du niveau

u par le processus X sur [0; T ],

U

X

u

[0; T ] = #ft 2 [0; T ] : X(t) = u;X

0

(t) > 0g;

de la fa�con suivante :

P [ max

t2[0;T ]

X(t) � u] = P [X(0) � u

[

U

X

u

[0; T ] � 1]

� P [X(0) � u] + P [U

X

u

[0; T ] � 1]

� P [X(0) � u] + E[U

X

u

[0; T ]]:

Lorsque le processus est gaussien centr�e, stationnaire, de variance un :

E[U

X

u

[0; T ]] =

T

p

�

2

2�

exp(�

u

2

2

);

o�u �

2

est le deuxi�eme moment spectral du processus X : �

2

= �r

00

(0); avec r la fonction de covariance de

X. La borne majorante devient alors

�

�(u) +

T

p

�

2

2�

exp(�

u

2

2

). Piterbarg (1981, 1982) montre que l'erreur

commise par cette approximation est asymptotiquement super-exponentiellement faible :

9� > 0; jP [ max

t2[0;T ]

X(t) � u]�

�

�(u) �

T

p

�

2

2�

exp(�

u

2

2

)j = o

�

exp(�

u

2

2

(1 + �))

�

quand u! +1: (1.8)

Comment faire pour d�evelopper, am�eliorer cette m�ethode, la g�en�eraliser �a des processus moins sp�eci�ques

et �a des champs al�eatoires gaussiens d�e�nis sur des sous-ensembles compact de R

N

, N > 1? Aza��s et
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Wschebor (1997) utilisent la relation :

P [ max

t2[0;T ]

X(t) � u] = P [X(0) � u] + P [U

X

u

[0; T ]I

fX(0)�ug

� 1]

et montrent, sous certaines conditions techniques et pour des processus �a trajectoires C

1

, la convergence

de la s�erie de Rice :

G(u) = P [ max

t2[0;T ]

X(t) � u] = P [X(0) � u] +

1

X

m=1

(�1)

m+1

~�

m

m!

; (1.9)

et la propri�et�e enveloppante de cette s�erie (bien connue depuis les travaux de Rice (1994-1945)):

P [X(0) � u] +

2n

X

m=1

(�1)

m+1

~�

m

m!

� G(u) � P [X(0) � u] +

2n�1

X

m=1

(�1)

m+1

~�

m

m!

; (1.10)

o�u n est un entier strictement positif et ~�

m

est le m-i�eme moment factoriel de U

X

u

[0; T ]I

fX(0)�ug

. Ils pro-

posent �egalement une m�ethode pour calculer G(u) dans le cas o�u le processus a seulement des trajectoires

continues. Cette m�ethode est bas�ee sur l'approximation de X par une famille de processus X

�

qui ont

des trajectoires C

1

. L'inconv�enient majeur de la relation (1.9) est que les moments factoriels ~�

m

sont

tr�es di�cilement calculables car leurs expressions sont complexes et sous forme d'int�egrales multiples (cf.

Aza��s et Wschebor (1997)). Dans le cas d'un processus gaussien stationnaire �a trajectoires p.s. de classe

C

1

, Aza��s, Cierco et Croquette (1999) obtiennent des expressions simpli��ees des deux premiers termes de

la s�erie de Rice (1.9) et en d�eduisent un encadrement de G(u) par la relation (1.10) en prenant n = 1.

Notons que des r�esultats extrêmement �ns sur la densit�e du maximum d'un processus gaussien station-

naire �a trajectoires p.s. de classe C

2

sur l'intervalle [0; T ] peuvent être obtenus en utilisant le nombre de

maxima locaux au-dessus d'un niveau u du processus :

M

X

u

[0; T ] = #ft 2 [0; T ] : X(t) � u;X

0

(t) = 0; X

00

(t) < 0g

au lieu de son nombre de upcrossings U

X

u

[0; T ] (cf. Aza��s et Wschebor (2000)). De même, comme nous le

verrons plus loin dans cette th�ese en tant que cas particulier d'un th�eor�eme plus g�en�eral, il est possible

de red�emontrer la relation (1.8) sans l'hypoth�ese de stationnarit�e, mais en supposant que le processus est

de variance un, en utilisant la variable al�eatoire M

X

u

[0; T ]. Pour cela il su�t de remarquer que :

P [ max

t2[0;T ]

X(t) � u] = P [M

X

u

[0; T ] � 1

[

(X(0) � u

\

X

0

(0) < 0)

[

(X(T ) � u

\

X

0

(T ) > 0)]

= P [A

1

[

A

2

[

A

3

];

L'in�egalit�e de Bonferroni nous permet ensuite d'obtenir l'encadrement suivant :

3

X

i=1

P [A

i

]�

X

i<j

P [A

i

A

j

] � P [ max

t2[0;T ]

X(t) � u] �

3

X

i=1

P [A

i

]:
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La relation (1.8) se d�eduit imm�ediatement de l'encadrement pr�ec�edent une fois que les quatre points

suivants sont d�emontr�es :

1) P [X(0) � u;X

0

(0) < 0] = P [X(T ) � u;X

0

(T ) > 0] =

1

2

�

�(u). (�evident).

2) 9� > 0 tel que P [M

X

u

[0; T ] � 1] = E[M

X

u

[0; T ]]+o

�

exp(�

u

2

2

(1 + �))

�

=

exp(�

u

2

2

)

2�

R

T

0

p

r

1;1

(t; t)dt+

o

�

exp(�

u

2

2

(1 + �))

�

quand u ! +1; o�u r est la fonction de covariance de X et r

1;1

(t; t) =

@

2

r(t;s)

@t@s

�

�

�

s=t

= V arX

0

(t).

3) 9� > 0 tel que P [X(0) � u;X(T ) � u;X

0

(0) < 0; X

0

(T ) > 0] = o

�

exp(�

u

2

2

(1 + �))

�

quand

u! +1. (�evident).

4) 9� > 0 tel que P [M

X

u

[0; T ] � 1; X(0) � u;X

0

(0) < 0] = o

�

exp(�

u

2

2

(1 + �))

�

quand u! +1.

Par un même raisonnement on obtient un r�esultat analogue pour P [M

X

u

[0; T ] � 1; X(T ) � u;X

0

(T ) >

0].

Les d�emonstrations des points 2 et 4 pourront être trouv�ees plus loin dans la th�ese ou bien dans Aza��s et

Delmas (2000). Elles sont bas�ees sur des �evaluations de formules de Rice dont les techniques ont d'abord

�et�e initi�ees par Adler (1981) puis Piterbarg (1996).

Ainsi on constate que l'�etude de la variable al�eatoire M

X

u

[0; T ] permet d'obtenir des r�esultats vraiment

tr�es int�eressants sur la loi du maximum d'un processus al�eatoire gaussien d�e�ni sur un intervalle [0; T ]

de R. Un autre avantage de cette variable al�eatoire est qu'elle permet de g�en�eraliser les raisonnements

et les m�ethodes de Rice, discut�es pr�ec�edemment et utilis�es pour les processus al�eatoires gaussiens, aux

champs al�eatoires gaussiens d�e�nis sur des sous-ensembles compacts S de R

N

, N > 1. Ceci est l'objet

principal de la premi�ere partie de cette th�ese (chapitres 2 et 3). Avant d'aller plus loin consid�erons les deux

approches majeures abord�ees par certains auteurs (principalement Sun, Adler et Worsley) pour g�en�eraliser

les m�ethodes de Rice utilis�ees en dimension un et obtenir des r�esultats pour la loi du maximum d'un

champ al�eatoire gaussien sur S compact de R

N

. Nous comparerons ensuite ces deux approches et notre

m�ethode. Une premi�ere approche consiste �a faire le lien entre le calcul de P [max

t2S

X(t) � u] lorsque X

est un champ al�eatoire gaussien centr�e de variance un qui admet un d�eveloppement de Karhunen Lo�eve

�ni d'ordre K et le calcul du volume d'un tube sur la surface de la sph�ere unit�e S

K�1

de R

K

. Ainsi

Sun (1993), utilisant la formule de Weyl (1939) pour le calcul du volume d'un tube sans bord sur S

K�1

,

obtient le r�esultat suivant :

Th�eor�eme 1.6 Soit X un champ al�eatoire gaussien centr�e de variance un sur un ensemble Bor�elien

S � R

N

admettant un d�eveloppement de Karhunen Lo�eve �ni d'ordre K : X(t) =

P

K

l=1

�

l




l

(t). Notons
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(t) = (


1

(t); :::; 


K

(t)). Si la vari�et�e engendr�ee par 
 est sans bord et si la fonction de covariance de X

est de classe C

3

alors,

P [sup

t2S

X(t) � u] =

[N=2]

X

j=0

k

2j

	

2j

(u) + o(	

2[N=2]

(u)) quand u! +1;

o�u

	

2j

(u) =

1

2

1+j

�

N+1

2

Z

1

u

2

2

x

N�2j�1

2

e

�x

dx:

et les k

2j

pour j = 0; :::; [N=2] sont les constantes qui apparaissent dans la formule de Weyl.

Notons que Sun (1993) a �egalement �etabli une expression pour k

0

et k

2

qui ne fait intervenir que la

fonction de covariance du champ al�eatoire X. Les consid�erations g�eom�etriques n�ecessaires pour le calcul

de k

0

et k

2

sont donc consid�erablement all�eg�ees. Les conditions les plus fortes pour l'utilisation pratique du

th�eor�eme pr�ec�edent sont l'hypoth�ese d'un d�eveloppement de Karhunen Lo�eve �ni et l'hypoth�ese d'absence

de bord pour la vari�et�e engendr�ee par 
. Pour pallier �a la premi�ere de ces di�cult�es Sun (1993) a �etabli

la majoration suivante :

P [sup

t2S

X(t) > u] � k

0

	

0

(u) + k

2

	

2

(u) + o(	

2

(u)) quand u! +1;

dans le cas d'un champ al�eatoire gaussien centr�e de variance un avec un d�eveloppement de Karhunen

Lo�eve in�ni et sous certaines conditions techniques. Une autre condition permet d'avoir l'�egalit�e au

lieu de la majoration. Malheureusement cette condition est rarement v�eri��ee (cf. Adler (2000), Sun

(1993)). Sun obtiendrait �egalement, selon Adler (2000), un d�ebut de d�eveloppement asymptotique pour

P [sup

t2S

X(t) > u] dans le cas o�u la vari�et�e engendr�ee par 
 n'est pas sans bord. Ce d�eveloppement

serait de la forme:

P [sup

t2S

X(t) > u] = k

0

	

0

(u) + k

1

^

	

1

(u) + (k

2

+C

1

+ k

11

)	

2

(u) + o(	

2

(u)); quand u! +1; (1.11)

o�u

^

	

1

(u) =

1

4�

N

2

Z

1

u

2

2

x

(N�2)=2

e

�x

dx

et k

1

, C

1

et k

11

sont des constantes connues. Ce r�esultat n'�etant pas publi�e, le meilleur moyen d'obtenir

plus d'information sur ses hypoth�eses, sa d�emonstration ou sur les constantes k

1

,C

1

et k

11

est de contacter

directement J. Sun.

La seconde approche a �et�e initi�ee par Adler (1981) puis Worsley dans les ann�ees 1990 et plus r�ecemment

Adler (2000). L'id�ee consiste �a g�en�eraliser la notion de upcrossings �a la base des m�ethodes de Rice en

dimension un par la caract�eristique d'Euler de l'ensemble d'excursion A

u

(X;S) = ft 2 S : X(t) � ug en



CHAPITRE 1. INTRODUCTION 13

dimension sup�erieure. Pourquoi choisissent-ils la caract�eristique d'Euler? Car on a besoin d'un compteur

du nombre de composantes connexes de A

u

(X;S) a�n de pouvoir d�eterminer G(u) donn�e par :

G(u) = P [max

t2S

X(t) � u] = P [Nombre de composantes connexes de A

u

(X;S) � 1]: (1.12)

Or le nombre de composantes connexes de A

u

(X;S) est un objet tr�es di�cile �a �etudier pour des dimensions

strictement sup�erieures �a un, contrairement �a la caract�eristique d'Euler de A

u

(X;S) qui est proche

du nombre de composantes connexes de A

u

(X;S) mais pour laquelle il existe de nombreux outils (cf.

Hadwiger (1957, 1959), Morse et Cairns (1969) ou Adler (1981, 2000)). En dimension un le nombre de

composantes connexes est �egal �a la caract�eristique d'Euler de A

u

(X; [0; T ]). Il est reli�e au nombre de

upcrossings par l'interm�ediaire de la variable al�eatoire X(0) de la fa�con suivante : Si X(0) < u alors

le nombre de upcrossings du niveau u et le nombre de composantes connexes de A

u

(X; [0; T ]) sont les

mêmes, si X(0) � u alors le nombre de upcrossings du niveau u est �egal au nombre de composantes

connexes de A

u

(X; [0; T ]) moins un. En dimension deux la caract�eristique d'Euler de A

u

(X;S), suppos�e

su�samment r�egulier, est le nombre de composantes connexes de A

u

(X;S) moins le nombre de trous. En

dimension sup�erieure la caract�eristique d'Euler d'un ensemble A

u

(X;S), su�samment r�egulier et inclus

dans R

N

, est un objet math�ematique plus di�cile �a visualiser qui se formalise comme �etant la seule

fonctionnelle v�eri�ant les deux propri�et�es suivantes :

� �(A) =

8

<

:

0 si A = �

1 si A est topologiquement �equivalent �a une N -sph�ere:

� �(A [B) = �(A) + �(B) � �(A \B).

Elle apparâ�t donc commeune alternative math�ematique possible au nombre de composantes connexes. De

plus si on regarde les arguments de Kac et Slepian (1959), Slepian (1963) et Lindgren (1972), on constate

qu'un processus su�samment r�egulier a un comportement parabolo��de au voisinage de ses hauts maxima

locaux. Ainsi on peut penser intuitivement que, pour un niveau u su�samment grand, chaque maximum

local au-dessus de u engendre un ensemble d'excursion ellipso��de dont la caract�eristique d'Euler vaut un.

La caract�eristique d'Euler de A

u

(X;S) correspond alors, �a des termes de bord pr�es, �a son nombre de

composantes connexes. On est ainsi intuitivement amen�e �a r�eecrire la relation (1.12), pour des processus

(ou champs) su�samment r�eguliers et lorsque u ! +1, en approchant le nombre de composantes

connexes de A

u

(X;S) par �(A

u

(X;S)) :

G(u) = P [max

t2S

X(t) � u] = P [Nombre de composantes connexes de A

u

(X;S) � 1]

� E[Nombre de composantes connexes de A

u

(X;S)]

� E[�(A

u

(X;S))]:
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Worsley (1995a, b) a �etabli une expression exacte pour E[�(A

u

(X;S))] lorsque X est un champ al�eatoire

gaussien centr�e stationnaire isotrope et S est un sous-ensemble compact de R

N

dont la fronti�ere est une

vari�et�e de classe C

2

. S'appuyant fortement sur le th�eor�eme de Hadwiger (1957), Adler (2000) g�en�eralise

cette expression de E[�(A

u

(X;S))] �a des sous-ensembles S plus g�en�eraux. Utilisant ensuite un r�esultat de

Piterbarg (1996) il d�eduit que l'erreur commise en approchant P [max

t2S

X(t) � u] par E[�(A

u

(X;S))]

est asymptotiquement super-exponentiellement faible (toujours dans le cas o�u X est gaussien centr�e

stationnaire et isotrope) :

9� > 0 tel que jP [max

t2S

X(t) � u]�E[�(A

u

(X;S))]j = o

�

exp(�

u

2

2

(1 + �))

�

quand u! +1:

Siegmund et Worsley (1995) puis Worsley (1998) obtiennent une expression exacte pour E[�(A

u

(X;S))]

lorsque X est un champ al�eatoire gaussien centr�e de variance un d�e�ni par :

X(x; t) = t

�N=2

Z

R

N

g

�

y � x

t

�

W (dy);

o�u x 2 C � R

N

(C relativement g�en�eral), t 2 [t

0

; t

1

] avec t

0

et t

1

r�eels strictement positifs, W est un

bruit blanc gaussien sur R

N

(tel que E[W (A)W (B)] = jA \ Bj pour A et B 2 R

N

) et g est un noyau

lisse tel que

R

g

2

(x)dx = 1. Ils utilisent ensuite les techniques introduites par Sun, que l'on a expos�ees

pr�ec�edemment, pour montrer que :

jP [max

s2S

X(s) � u]� E[�(A

u

(X;S))]j = o

 

e

�

u

2

2

u

!

;

o�u S = C � [t

0

; t

1

] et s = (x; t). Adler (2000) utilise le r�esultat de Sun (1.11) pour obtenir une expression

pour P [max

t2S

X(t) � u] dans le cas o�u X est gaussien stationnaire et S est le rectangle de R

2

. Il obtient

ensuite une expression pour E[�(A

u

(X;S))] et v�eri�e que :

jP [max

t2S

X(t) � u]�E[�(A

u

(X;S))]j = o

 

e

�

u

2

2

u

!

:

L'inconv�enient majeur de l'approximation de P [max

t2S

X(t) � u] par E[�(A

u

(X;S))] est qu'il n'existe

pas de lien direct entre ces deux objets. Dans les trois cas que nous venons de pr�esenter (qui sont pour

le moment les trois seuls cas trait�es dans la litt�erature), la d�emonstration doit se faire en deux �etapes

compl�etement di��erentes : tout d'abord �evaluer E[�(A

u

(X;S))] et ensuite �evaluer P [max

t2S

X(t) � u].

La comparaison des deux expressions permet alors de conclure sur la pertinence de l'approximation de

P [max

t2S

X(t) � u] par E[�(A

u

(X;S))]. De sorte que si a priori on ne sait pas calculer P [max

t2S

X(t) �

u], on peut toujours tenter de l'approcher par E[�(A

u

(X;S))], mais rien ne nous permet de conclure

sur l'erreur commise par cette approximation. Cette approche, �a l'�etat actuel des travaux de recherche,
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ne permet donc pas de r�esoudre de mani�ere correcte et rigoureuse le probl�eme de l'approximation de

P [max

t2S

X(t) � u].

On propose dans la premi�ere partie de cette th�ese (chapitres 2 et 3) de g�en�eraliser la notion de up-

crossings �a la base des m�ethodes de Rice en dimension un par le nombre de maxima locaux M

X

u

(S)

(d�e�ni pr�ec�edemment) en dimension sup�erieure. On propose de g�en�eraliser le raisonnement fait en di-

mension un de la mani�ere qui suit. Pour un champ al�eatoire X sur un sous-ensemble compact S de

R

N

compos�e de n bords di��erents su�samment r�eguliers, notons (@S)

i=1;:::;n

chacun de ces bords et

R

X

u

((@S)

i

) l'�ev�enement :

R

X

u

((@S)

i

) = (9t 2 (@S)

i

=X(t) � u;X

00

(t)j

(@S)

i

< 0; X

0

T

(t) = 0; X

0

N

(t) > 0);

o�u :

X

0

T

(t) est le vecteur des d�eriv�ees tangentielles au bord (@S)

i

,

X

0

N

(t) est le vecteur des d�eriv�ees normales au bord (@S)

i

dans les sens sortant �a S,

X

00

(t)j

(@S)

i

est la matrice des d�eriv�ees secondes de X restreinte au bord (@S)

i

.

Alors :

P [max

t2S

X(t) � u] = P [(M

X

u

(S) � 1)

[

n

[

i=1

R

X

u

((@S)

i

)]

= P [

(n+1)

[

i=1

A

i

]:

L'in�egalit�e de Bonferroni nous permet ensuite d'obtenir l'encadrement suivant :

(n+1)

X

i=1

P [A

i

]�

X

i<j

P [A

i

A

j

] � P [max

t2S

X(t) � u] �

(n+1)

X

i=1

P [A

i

]:

On estime alors

P

(n+1)

i=1

P [A

i

] en utilisant des formules de Rice et en les �evaluant. On majore ensuite

les termes P [A

i

A

j

] �egalement par des formules de Rice. On les �evalue ensuite pour montrer qu'elles

sont n�egligeables (dans la plupart des cas super-exponentiellement n�egligeables) par rapport aux termes

principaux

P

(n+1)

i=1

P [A

i

]. Les techniques utilis�ees pour �evaluer les formules de Rice que l'on obtient ont

d'abord �et�e initi�ees par Adler (1981) et Piterbarg (1996).

Notons que l'application de cette m�ethode en dimension un a �et�e pr�esent�ee pr�ec�edemment et permet de

red�emontrer la relation (1.8). L'avantage de cette m�ethode que l'on propose par rapport �a la m�ethode
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introduite par Adler et Worsley est qu'elle nous permet de relier directement M

X

u

(S) et R

X

u

((@S)

i

) avec

max

t2S

X(t) de sorte que l'�evaluation de P [M

X

u

(S) � 1], P [R

X

u

((@S)

i

)], P [(M

X

u

(S) � 1)\R

X

u

((@S)

i

)] et

P [R

X

u

((@S)

i

)\R

X

u

((@S)

j

)] pour i < j, i; j = 1; :::; n nous permet d'obtenir directement une �evaluation de

P [max

t2S

X(t) � u]. Notons que les r�esultats �etablis par Sun et ceux �etablis par Adler et Worsley sont

compl�ementaires : ils traitent chacun de cas di��erents. Ils ont �egalement �et�e obtenus par des m�ethodes

compl�etement di��erentes. Un autre avantage de notre m�ethode est qu'elle est relativement g�en�erale. Elle

nous permet ainsi de red�emontrer des r�esultats �etablis d'une part par Sun et d'autre part par Adler

et Worsley. Elle uni�e donc en une même m�ethode les m�ethodes de Sun et de Adler et Worsley. Elle

nous permet �egalement dans certains cas d'am�eliorer des r�esultats d�ej�a connus c'est-�a-dire d'obtenir des

d�eveloppements asymptotiques plus pr�ecis. Elle nous permet �egalement d'obtenir de nouveaux r�esultats

plus g�en�eraux sous des hypoth�eses moins restrictives.

Dans le chapitre 2, on commence par rappeler quelques �el�ements de probabilit�es indispensables, don-

nant des conditions su�santes faciles �a v�eri�er pour satisfaire les hypoth�eses de th�eor�emes d�ej�a existants

ou qui seront �etablis. On g�en�eralise ensuite au cas non stationnaire et au cas de la variable al�eatoire

M

X

u

(S) la d�emonstration de la formule de Rice donn�ee dans Adler (1981) (th�eor�eme 6.1.1 p.123). Nous

avons publi�e en 1998 le d�eveloppement asymptotique de la formule de Rice que nous obtenons dans une

Note aux C.R.A.S. que l'on reproduit en annexe A. Dans la troisi�eme partie de ce chapitre on s'int�eresse

au deuxi�eme moment factoriel E[M

X

u

(S)(M

X

u

(S) � 1)]. Nous exposons les d�emonstrations de la majo-

ration de ce deuxi�eme moment par une formule de Rice (cf. Wschebor). Nous en donnons ensuite un

d�eveloppement asymptotique (Piterbarg (1996b)). Ces r�esultats et leurs d�emonstrations seront utilis�es

(sans être repris) dans les chapitres suivants pour �etablir des formules de Rice avec leur d�eveloppe-

ment asymptotique pour des moments factoriels l�eg�erement di��erents. Ces r�esultats sont aussi �a la base

d'un th�eor�eme �egalement pr�esent�e dans la Note aux C.R.A.S.. Ce th�eor�eme porte sur l'�evaluation de

P [max

t2S

X(t) � u] lorsque X est un champ al�eatoire gaussien sans bord. Il sera repris dans le chapitre

3.

Dans le chapitre 3 nous �etablissons nos principaux r�esultats pour l'�evaluation de P [max

t2S

X(t) � u]

o�u X est un champ al�eatoire gaussien sur S sous-ensemble compact de R

N

. Les techniques utilis�ees sont

celles que nous avons bri�evement pr�esent�ees pr�ec�edemment. Ce chapitre est constitu�e de la reproduction

d'un article soumis �a une revue internationale.

Les deux derniers chapitres (chapitre 4 et 5) constituent la deuxi�eme partie de cette th�ese o�u nous
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nous sommes principalement int�eress�es �a un aspect plus appliqu�e des m�ethodes de Rice. Dans un premier

temps nous avons fait une impl�ementation Splus des principales m�ethodes de Rice �etudi�ees et �etablies

dans cette th�ese. Pour cela, en g�en�eralisant les r�esultats donn�ees dans Aza��s, Cierco et Croquette (1999),

nous avons �etabli des formules relativement bien adapt�ees au calcul num�erique pour l'�evaluation des

moments factoriels d'ordre un et d'ordre deux apparaissant lors de l'�etude de

P [ max

t2[0;T ]

X(t) � u] et P [ max

t2[0;T ]

jX(t)j � u];

o�u X est un processus al�eatoire gaussien r�eel �a trajectoires p.s. de classe C

1

sur [0;T] v�eri�ant la condition

de non d�eg�en�erescence du vecteur al�eatoire :

(X(t); X(s); X

0

(t); X

0

(s)) 8t 6= s 2 [0; T ]:

Le programme r�ealis�e est pr�esent�e dans le chapitre 4. Les principaux listings sont donn�es en annexe B.

Dans le chapitre 5 nous adaptons la m�ethode de Rice d�ecrite dans le chapitre 4 pour des processus �a tra-

jectoires p.s. de classe C

1

sur [0;T] au cas de processus X sur [�T

2

;T

1

] �a trajectoires p.s. de classe C

1

sur

[�T

2

; 0[ et ]0;T

1

] et tels que X(0

+

) = �X(0

�

) p.s.. L'application aux tests de m�elanges de distributions

(Gosh et Sen (1985), Dacunha-Castelle et Gassiat (1997b, 1999)) nous permet alors d'obtenir des tables

et des r�esultats de puissances pour les tests du rapport des maxima de vraisemblance asymptotiques

d'une population gaussienne contre deux. Cela nous permet de comparer ces tests �a des tests de moments

classiques. Des conclusions sont alors tir�ees quant �a l'optimalit�e de ces tests.

En conclusion de cette th�ese nous donnons plusieurs perspectives particuli�erement int�eressantes d�ega-

g�ees par ce travail.
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Chapitre 2

Formules de Rice

2.1 Introduction

Notons tout d'abord, pour commencer ce chapitre, qu'il existe des conditions su�santes, ais�ees �a v�eri�er,

pour qu'un processus (ou un champ) al�eatoire ait des trajectoires p.s. continues ou p.s. de classe C

1

. Pour

cela on pourra consulter Cram�er et Leadbetter (1967) et Adler (1981). Nous rappelons maintenant un

th�eor�eme donnant une condition su�sante pour que l'hypoth�ese (2.4) du th�eor�eme 2.6 soit satisfaite.

Th�eor�eme 2.1 (Adler (1981) p.60) Soit X(t), t 2 R

N

, un champ al�eatoire gaussien centr�e dont la

fonction de covariance est continue. Alors, si il existe 0 < C < +1 et � > 0 pour lesquels :

E[jX(s) �X(t)j

2

] �

C

j log jjs� tjjj

1+�

; 8s; t 2 [0; 1]

N

;

X a des trajectoires p.s. continues sur [0; 1]

N

. De plus 8� > 0,

�

�N

P [!

X

(�) > �]! 0 quand � ! 0;

o�u !

X

(�) est le module de continuit�e de X.

Ce th�eor�eme nous montre que cette hypoth�ese (2.4) n'est �nalement pas tr�es ch�ere �a satisfaire.

L'objectif principal de ce chapitre est d'exposer la d�emonstration de la formule de Rice pour E[M

X

u

(S)],

son d�eveloppement asymptotique, la majoration par une formule de Rice du second moment factoriel

E[M

X

u

(S)(M

X

u

(S)� 1)] et son d�eveloppement asymptotique. Le premier de ces quatre points consiste en

une g�en�eralisation ais�ee au cas non stationnaire et au cas de la variable al�eatoire M

X

u

(S) du th�eor�eme

6.1.1 p.123 de Adler (1981). Le second a fait l'objet d'une note aux C.R.A.S. que nous reproduisons en
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annexe A; la d�emonstration compl�ete pourra être trouv�ee dans le chapitre 3. Le troisi�eme et le quatri�eme

points sont dûs respectivement �a Wschebor et Piterbarg (1996b). Nous exposons ces d�emonstrations

car par la suite nous nous y ref�ereront souvent, sans les reprendre, pour obtenir de mani�ere analogue

d'autres formules de Rice et d�eveloppements asymptotiques. Notons que la formule de Rice exacte pour

le deuxi�eme moment factoriel E[M

X

u

(S)(M

X

u

(S) � 1)] a �et�e obtenue par V. Konakov dasn sa th�ese de

doctorat.

Par la suite nous noterons:

� X

i

(t) =

@X(t)

@t

i

, X

ij

(t) =

@

2

X(t)

@t

i

@t

j

� !

j

: module de continuit�e des X

j

, !

ij

: module de continuit�e des X

ij

.

2.2 Le premier moment

2.2.1 Formule de Rice

Soit V un voisinage ouvert de S sous-ensemble compact de R

N

dont la fronti�ere est de mesure de Lebesgue

nulle.

Th�eor�eme 2.2 Soit X un champ al�eatoire sur V . Supposons que, avec une probabilit�e �egale �a un :

� X(t); X

0

(t); X

00

(t) sont continues sur V .

� Il n'y a pas de points t 2 S : (X

0

(t) = 0 et X(t) = u) ou (X

0

(t) = 0 et detX

00

(t) = 0).

� Il n'y a pas de points t 2 @S : X

0

(t) = 0.

� Il n'y a qu'un nombre �ni de points t 2 S : X

0

(t) = 0.

Soit M

X

u

(S) = #ft 2 S : X(t) � u;X

0

(t) = 0; X

00

(t) < 0g. Soit A le sous-ensemble de R

K

, K =

N(N+1)

2

+ 1, o�u X(t) > u et X

00

(t) < 0. Alors, avec une probabilit�e �egale �a un :

M

X

u

(S) = lim

�!0

Z

S

�

�

(X

0

(t))1

A

(X(t); X

00

(t))j detX

00

(t)jdt;

o�u �

�

(x

0

) est une fonction sur R

N

d�e�nie comme �etant constante sur �(�) = fx

0

2 R

N

=jjx

0

jj < �g et nulle

ailleurs et normalis�ee de sorte que

R

�(�)

�

�

(x

0

)dx

0

= 1.

Preuve : La d�emonstration de ce th�eor�eme r�eside en l'utilisation du th�eor�eme d'inversion locale. On

choisit une r�ealisation de X qui satisfait les conditions du th�eor�eme. On consid�ere les points t 2 S pour
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lesquels X

0

(t) = 0, X(t) > u et X

00

(t) < 0. Comme il y en a un nombre �ni, not�e k, et qu'aucun ne se

trouve sur @S, chacun peut être entour�e d'une boule ouverte de rayon � de fa�con �a ce que ces boules soient

distinctes et n'aient pas d'intersection avec @S. De plus on choisit ces boules de rayon � su�samment petit

pour que �a l'int�erieur de chacune d'entre elles (X(t); X

00

(t)) appartienne �a A. Par le th�eor�eme d'inversion

locale, on sait qu'il existe k voisinages U

1

; U

2

; :::; U

k

de t

1

; t

2

; :::; t

k

dans S et k voisinages V

1

; V

2

; :::; V

k

de

0 dans l'espace image de X

0

tels que X

0

r�ealise une bijection de U

i

dans V

i

. Choisissons � su�samment

petit pour que �(�), la boule jjX

0

jj < � dans l'espace image de X

0

, soit contenue dans l'intersection des

k voisinages V

i

. On sait alors qu'il existe k autres voisinages U

0

1

; U

0

2

; :::; U

0

k

de t

1

; t

2

; :::; t

k

dans S tels que

X

0

r�ealise une bijection de U

0

i

dans �(�). Le jacobien de la bijection X

0

de U

0

i

dans �(�) �etant j detX

00

(t)j,

on en d�eduit que l'on peut choisir � su�samment petit pour que :

M

X

u

(S) =

Z

S

�

�

(X

0

(t))1

A

(X(t); X

00

(t))j detX

00

(t)jdt:

Et en passant �a la limite lorsque � tend vers 0 on obtient le th�eor�eme.

Th�eor�eme 2.3 Si X est un champ al�eatoire gaussien centr�e, de variance un, avec une fonction de

covariance de classe C

4

sur V et �a trajectoires p.s. de classe C

2

sur V ; et si de plus (X(t); X

0

(t); X

00

(t))

est non-d�eg�en�er�e 8t 2 V , alors avec une probabilit�e �egale �a un :

� Il n'y a pas de points t 2 S : (X

0

(t) = 0 et X(t) = u) ou (X

0

(t) = 0 et detX

00

(t) = 0).

� Il n'y a pas de points t 2 @S : X

0

(t) = 0.

� Il n'y a qu'un nombre �ni de points t 2 S : X

0

(t) = 0.

Et en utilisant les mêmes notations que celles du th�eor�eme pr�ec�edent :

M

X

u

(S) = lim

�!0

Z

S

�

�

(X

0

(t))1

A

(X(t); X

00

(t))j detX

00

(t)jdt:

Preuve : Sous les hypoth�eses du th�eor�eme 2.3 nous allons �etablir les lemmes 2.1, 2.2, 2.3, 2.4 et 2.5 qui

nous conduirons �a d�emontrer le th�eor�eme.

Lemme 2.1 Pour tout � > 0, il est possible de trouver une fonction continue !

�

(h), telle que !

�

(h)! 0

quand h! 0, et une constante �nie positive C

�

, telles que P [E

�

] > 1� �, o�u E

�

est l'�ev�enement :

fmax

i;j

sup

t2S

jX

ij

(t)j < C

�

; !

X

(h) � NhC

�

;max

j

!

j

(h) � NhC

�

;max

i;j

!

ij

(h) � !

�

(h) pour 0 < h � 1 g:

Preuve : Soit !

?

(h) = max

1�i;j�N

!

ij

(h). Comme les X

ij

sont p.s. continues, nous avons : lim

h!0

P (!

?

(h) <

c) = 1 8c > 0 �x�e. Soit fc

n

g une suite r�eelle, d�ecroissant strictement vers 0. Alors pour tout � > 0 on
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peut toujours trouver h

n

> 0 tels que :

P [!

?

(h

n

) < c

n

] > 1�

2

�n

�

6

:

Puisque !

?

(h) d�ecrô�t en h, on peut �ecrire :

P [!

?

(h) < c

n

, 0 < h � h

n

] > 1�

2

�n

�

6

:

On peut �egalement supposer que les h

n

forment une suite d�ecroissant vers 0 et alors :

P [!

?

(h) < c

n

, 0 < h � h

n

, n = 1; 2; :::] > 1�

1

X

n=1

2

�n

�

6

= 1�

�

6

:

Soit !

�

(h) = c

n

pour h

n+1

< h � h

n

, nous avons :

P [!

?

(h) < !

�

(h) , 0 < h � h

1

] > 1�

�

6

:

Si h

1

< 1 on pose simplement !

�

(h) = c

0

pour h

1

< h � 1, o�u c

0

est su�samment grand pour que :

P [!

?

(h) < c

0

, h

1

< h � 1] > 1�

�

6

:

On obtient donc que : P [ max

1�i;j�N

!

ij

(h) � !

�

(h)] > 1 �

�

3

. Nous pouvons �egalement dire qu'il existe une

constante �nie C

�

telle que :

P [max

i;j

sup

t2S

jX

ij

(t)j < C

�

] > 1�

�

3

:

En e�et si cette constante C

�

n'existait pas alors on aurait que :

P [max

i;j

sup

t2S

jX

ij

(t)j = +1] �

�

3

> 0;

ce qui contradirait la continuit�e p.s. des X

ij

sur le compact S. De plus, si nous avons : max

i;j

sup

t2S

jX

ij

(t)j <

C

�

, alors par N applications du th�eor�eme de la valeur moyenne, nous obtenons :

max

j

sup

jjt�sjj<h

jX

j

(t) �X

j

(s)j < NhC

�

, donc

P [max

i;j

sup

t2S

jX

ij

(t)j < C

�

;max

j

!

j

(h) < NhC

�

] > 1�

�

3

:

En appliquant les mêmes arguments aux X

j

et �a X, il s'ensuit que :

P [!

X

(h) < NhC

�

] > 1�

�

3

:

En combinant les in�egalit�es obtenues, on �etablit le lemme.

Lemme 2.2 Il n'y a pas, avec une probabilit�e �egale �a un, de points t 2 S tels que X

0

(t) = 0 et X(t) = u.
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Preuve : Soit m = 1; 2; :::. Soit une d�ecomposition de S en M �m

N

cubes (ou portions de cubes) S

mk

,

k = 1; 2; :::;Mm

N

, dont les côt�es sont de longueur m

�1

. Soit t

mk

le point milieu de S

mk

lorsque S

mk

est

un cube et un point quelconque �x�e dans S

mk

lorsque S

mk

est une portion de cube. Soit A

mk

l'�ev�enement

qu'il existe un point t 2 S

mk

pour lequel X(t) = u et X

0

(t) = 0. Soit A l'�ev�enement analogue pour t 2 S.

Nous voulons montrer que P (A) = 0. Puisque :

A =

Mm

N

[

k=1

A

mk

8m;

nous avons, pour � > 0 quelconque :

P (A) �

Mm

N

X

k=1

P (A

mk

\E

�

) + P (

�

E

�

)

o�u

�

E

�

est le compl�ementaire de E

�

d�e�ni dans le lemme pr�ec�edent. Supposons que A

mk

et E

�

aient lieu

en même temps. Alors pour un t 2 S

mk

:

X(t) � u = 0 et X

j

(t) = 0 8j = 1; 2; :::;N:

Alors les bornes sur !

X

et !

j

dans E

�

nous permettent de dire que il existe une constante � telle que :

jX(t

mk

)� uj � �Nm

�1

C

�

et

jX

j

(t

mk

)j � �Nm

�1

C

�

pour j = 1; 2; :::; N:

Et donc sous les conditions du th�eor�eme il existe une constante K telle que :

P (A

mk

\E

�

) � P [jX(t

mk

)� uj � �Nm

�1

C

�

; jX

j

(t

mk

)j � �Nm

�1

C

�

; j = 1; :::; N ]

� K�Nm

�1

C

�

(�Nm

�1

C

�

)

N

= K�

N+1

C

N+1

�

N

N+1

m

�(N+1)

:

En utilisant le fait que P [E

�

] > 1� �, nous obtenons :

P (A) � m

�1

(MK�

N+1

C

N+1

�

N

N+1

) + �:

En choisissant � su�samment petit et m su�samment grand, P (A) peut être rendue aussi petite que l'on

veut. Ceci �etablit le lemme.

Lemme 2.3 Il n'y a pas, avec une probabilit�e �egale �a un, de points t 2 S tels que X

0

(t) = 0 et detX

00

(t) =

0.
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Preuve : Nous utilisons les mêmes notations g�en�erales que dans la preuve du lemme pr�ec�edent. Soit

B

mk

l'�ev�enement qu'il existe un t 2 S

mk

pour lequel X

j

(t) = 0, j = 1; 2; :::;N et detX

00

(t) = 0. Soit B

l'�ev�enement analogue pour t 2 S. Nous devons donc montrer que P (B) = 0. Puisque :

B =

Mm

N

[

k=1

B

mk

8m;

nous avons :

P (B) �

Mm

N

X

k=1

P (B

mk

\E

�

) + P (

�

E

�

):

Soit t 2 S

mk

, X

ij

(t

mk

) s'�ecrit �egalement X

ij

(t

mk

) = X

ij

(t) + (X

ij

(t

mk

) � X

ij

(t)). En d�eveloppant

det(X

00

(t

mk

)) on obtient donc detX

00

(t) plus N !(2

N

� 1) extra-termes. Si l'�ev�enement E

�

a lieu, chacun

de ces extra-termes peut être major�e en valeur absolue par une expression de la forme : C

N�r

�

[!

�

(�m

�1

)]

r

pour un r compris entre 1 et N et � une constante �x�ee. Si B

mk

a �egalement lieu :

j detX

00

(t

mk

)j � N !(2

N

� 1)C

N�1

�

!

�

(�m

�1

) et

jX

j

(t

mk

)j � �Nm

�1

C

�

pour j = 1; 2; :::; N:

Ainsi :

P [B

mk

\E

�

] � P [jdetX

00

(tmk)j � N !(2

N

� 1)C

N�1

�

!

�

(�m

�1

); jX

j

(t

mk

)j � �Nm

�1

C

�

; j = 1; :::;N ]

=

Z

P [jdetX

00

(t

mk

)j � N !(2

N

� 1)C

N�1

�

!

�

(�m

�1

)=X

j

(t

mk

) = x

j

; j = 1; :::;N ]�

�

(X

j

(t

mk

))

j=1;:::;N

((x

j

)

j=1;:::;N

)dx

1

:::dx

N

;

o�u �

(X

j

(t

mk

))

j=1;:::;N

((x

j

)

j=1;:::;N

) est la densit�e jointe des X

j

(t

mk

) pour j = 1; :::; N au point (x

j

)

j=1;:::;N

.

L'int�egrale est sur (��Nm

�1

C

�

; �Nm

�1

C

�

) pour chacun desX

j

(t

mk

). Sous les conditions du th�eor�eme, la

densit�e jointe �

(X

j

(t

mk

))

j=1;:::;N

((x

j

)

j=1;:::;N

) est born�ee. De plus la probabilit�e conditionnelle est major�ee

par 1 et tend vers 0 quand m tend vers +1 pour tout (x

j

)

j=1;:::;N

. Il s'ensuit par le th�eor�eme de

convergence domin�ee que pour tout � > 0 et pour m su�samment grand, P [B

mk

\ E

�

] � �m

�N

. En

utilisant le fait que P [E

�

] > 1 � � on obtient que P (B) < � + �. Comme � et � peuvent être pris

arbitrairement petits, le lemme est �etabli.

Lemme 2.4 Il n'y a pas, avec une probabilit�e �egale �a un, de points t 2 @S tels que X

0

(t) = 0.

Preuve : Puisque @S est de mesure de Lebesgue nulle, on peut recouvrir @S par une collection de cubes

I

mk

ayant chacun des côt�es de longueurm

�1

. NotonsM (m) le nombre de ces cubes.M (m) peut être choisi

de sorte que M (m)m

�N

! 0 quand m ! +1. Soit @S

mk

l'intersection de I

mk

avec @S et t

mk

2 @S

mk
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un point �x�e dans @S

mk

. Soit C

mk

l'�ev�enement qu'il existe un t 2 @S

mk

pour lequel X

j

(t) = 0 pour

j = 1; 2; :::;N . Soit C l'�ev�enement analogue pour t 2 @S. Il nous faut montrer que P (C) = 0.

P (C) �

M(m)

X

k=1

P (C

mk

\E

�

) + P (

�

E

�

):

Par les mêmes arguments que ceux utilis�es dans le lemme 2.2 nous obtenons :

P [C

mk

\E

�

] � P [jX

j

(t

mk

)j � �Nm

�1

C

�

; j = 1; 2; :::;N ]:

En utilisant les conditions du th�eor�eme :

P (C) � K�

N

N

N

C

N

�

m

�N

M (m) + �:

En choisissant m su�samment grand et � su�samment petit on obtient le lemme.

Lemme 2.5 Il n'y a, avec une probabilit�e �egale �a un, qu'un nombre �ni de points t 2 S tels que X

0

(t) = 0.

Preuve : Supposons qu'il existe une in�nit�e de points t 2 S tels que X

0

(t) = 0. Alors on peut en

extraire une suite (t

n

)

n2N

tels que X

0

(t

n

) = 0. Or t

n

2 S compact 8n 2 N donc il existe un point

d'accumulation a 2 S tel que t

n

! a quand n ! +1. Par continuit�e on obtient que X

0

(a) = 0. Or on

sait que det(X

00

(a)) 6= 0 donc par le th�eor�eme d'inversion locale, il existe U un voisinage de a et V un

voisinage de 0 dans l'espace image de X

0

tel que X

0

r�ealise une bijection de U dans V . Or il existe n tel

que t

n

2 U et X

0

(t

n

) = 0 et t

n

6= a. On aboutit donc �a une contradiction. Ceci �etablit le lemme.

Th�eor�eme 2.4 Sous les mêmes hypoth�eses que celles du th�eor�eme 2.3 :

E[M

X

u

(S)] �

Z

S

Z

1

u

Z

D

j detx

00

j�

t

(x; 0; x

00

)dx

00

dxdt;

o�u D est la r�egion de R

K

, K =

N(N+1)

2

, o�u x

00

est d�e�nie n�egative. �

t

(x; x

0

; x

00

) la densit�e jointe de

(X(t); X

0

(t); X

00

(t)) au point (x; x

0

; x

00

).

Preuve : La preuve de ce th�eor�eme est bas�ee sur l'utilisation du lemme de Fatou. Soit :

M

X

u

(S)

�

=

Z

S

�

�

(X

0

(t))1

A

(X(t); X

00

(t))j detX

00

(t)jdt:

Nous avons pour tout � > 0 :

E[M

X

u

(S)

�

] =

Z

S

dt

Z

1

u

Z

D

Z

�

�

(x

0

)j detx

00

j�

t

(x; x

0

; x

00

)dx

0

dx

00

dx;
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o�u l'int�egrale la plus int�erieure est sur tous les x

1

; x

2

; :::; x

N

, D est la r�egion de de R

K

, K =

N(N+1)

2

, o�u

x

00

est d�e�nie n�egative. L'inversion de l'ordre d'int�egration est justi��ee par le th�eor�eme de Fubini. Par le

lemme de Fatou on peut �ecrire :

E[M

X

u

(S)] � lim

�!0

E[M

X

u

(S)

�

]:

De plus :

lim

�!0

Z

�

�

(x

0

)j detx

00

j�

t

(x; x

0

; x

00

)dx

0

= j detx

00

j�

t

(x; 0; x

00

):

On peut montrer que

Z

�

�

(x

0

)j detx

00

j�

t

(x; x

0

; x

00

)dx

0

est major�ee par une fonction int�egrable 8� > 0. En

appliquant le th�eor�eme de convergence domin�ee on obtient donc que :

E[M

X

u

(S)] �

Z

S

dt

Z

1

u

Z

D

j detx

00

j�

t

(x; 0; x

00

)dx

00

dx:

Ceci �etablit le th�eor�eme.

Th�eor�eme 2.5 Sous les mêmes hypoth�eses que celles du th�eor�eme pr�ec�edent et en supposant que les

modules de continuit�e des X

ij

sur S v�eri�ent :

8� > 0 P [max

i;j

!

ij

(h) > �] = o(h

N

) quand h # 0,

alors,

E[M

X

u

(S)] =

Z

S

Z

1

u

Z

D

j detx

00

j�

t

(x; 0; x

00

)dx

00

dxdt:

Preuve : Montrons tout d'abord que sous les hypoth�eses du th�eor�eme nous avons :

8� > 0 P [max[!

X

(h);max

i;j

!

ij

(h)] > �] = o(h

N

) quand h # 0.

Par N applications du th�eor�eme de la valeur moyenne, nous avons :

!

X

(h) � Nhmax

i

sup

t2S

jX

i

(t)j:

Donc si !

X

(h) > � alors max

i

sup

t2S

jX

i

(t)j >

�

Nh

. Ainsi :

h

�N

P [!

X

(h) > �] � h

�N

P [max

i

sup

t2S

jX

i

(t)j >

�

Nh

]

� h

�N

N

X

i=1

P [sup

t2S

jX

i

(t)j >

�

Nh

]

� h

�N

N

X

i=1

(P [sup

t2S

X

i

(t) >

�

Nh

] + P [sup

t2S

(�X

i

(t)) >

�

Nh

])



CHAPITRE 2. FORMULES DE RICE 26

Or X

i

est p.s. continue sur S compact de R

N

. Donc :

P [sup

t2S

X

i

(t) < +1] = 1 et P [sup

t2S

(�X

i

(t)) < +1] = 1:

Ainsi X

i

et (�X

i

) v�eri�ent les hypoth�eses du th�eor�eme de l'in�egalit�e de Borell et par cons�equent on

obtient ais�ement que :

h

�N

P [sup

t2S

X

i

(t) >

�

Nh

]

h#0

�! 0 et h

�N

P [sup

t2S

(�X

i

(t)) >

�

Nh

]

h#0

�! 0

Donc P [!

X

(h) > �] = o(h

N

) quand h # 0. Comme:

P [max[!

X

(h);max

i;j

!

ij

(h)] > �] � P [max

i;j

!

ij

(h) > �] + P [!

X

(h) > �];

il s'ensuit que P [max[!

X

(h);max

i;j

!

ij

(h)] > �] = o(h

N

) quand h # 0.

Montrons maintenant le th�eor�eme :

Soit, pour n � 1, L

n

= ft 2 R

N

: t

j

= i � 2

�n

; j = 1; :::; N; i= 0; 1;�1; 2;�2; :::g. Soient :

�

n

(t) = fs 2 R

N

: js

j

� t

j

j � 2

�(n+1)

; j = 1; :::; Ng et

�

�

n

(t) = fs 2 R

N

: js

j

� t

j

j � (1� �)2

�(n+1)

; j = 1; :::; Ng:

Soit t 2 L

n

et

I

nt

=

8

<

:

1 si M

X

u

(S \�

n

(t)) > 0

0 si M

X

u

(S \�

n

(t)) = 0

avec par convention M

X

u

(�) = 0. Soit M

X;n

u

(S) =

X

t2L

n

I

nt

une approximation de M

X

u

(S). D'apr�es le

th�eor�eme 2.2, on sait que P [M

X

u

(@(S \�

n

(t))) = 0] = 1 8n et t. Donc P [M

X

u

(

[

n

@(S \�

n

(t))) = 0] = 1.

Ainsi :

M

X;n

u

(S)

p:s:

! M

X

u

(S) quand n! +1:

M

X;n

u

(S) �etant croissant en n, par le th�eor�eme de convergence monotone :

E[M

X

u

(S)] = lim

n!+1

E[M

X;n

u

(S)]

� lim

n!+1

X

t2L

n

;�

n

(t)�S

P [M

X

u

(S \�

n

(t)) > 0]

Int�eressons-nous �a la minoration de P [M

X

u

(S \�

n

(t)) > 0]. Soient :

!

?

X

(n) = max[!

X

(2

�n

);max

i;j

!

ij

(2

�n

)] et
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M

X

= max

i;j

sup

t2S

jX

ij

(t)j:

Par hypoth�ese nous avons que 8� > 0, P [!

?

X

(n) > �] = o(2

�Nn

). Choisissons :

� =

��

2K

N�1

N !(2

N

� 1)

avec � > 0 assez petit et K > 0 assez grand.

Choisissons un n �x�e et un t 2 L

n

�x�e tel que �

n

(t) � S. On suppose que !

?

X

(n) � � et que l'�ev�enement

G

�K

a lieu; o�u :

G

�K

= fj detX

00

(t)j > �; (X(t) � u) > �;M

X

< K;X

00

(t) poss�ede N valeurs propres < 0g

Sur �

n

(t), on approche X

0

par l'hyperplan passant par X

0

(t) au point t et dont l'�equation est Y (x) =

X

0

(t) + (x� t)X

00

(t) pour x 2 V . Soit t

?

le point de V solution de Y (x) = 0. Nous avons alors :

X

0

(t) = (t � t

?

)X

00

(t): (2.1)

Nous allons montrer que si !

?

X

(n) < �, si G

�K

a lieu et si l'approximation Y de X

0

a son z�ero t

?

dans

�

�

n

(t) alors X

0

admet au moins un z�ero � dans �

n

(t) qui v�eri�e X

00

(� ) < 0 et X(� ) > u. Ainsi on aura :

P [M

X

u

(S \�

n

(t)) > 0] � P [G

�K

\ [t

?

2 �

�

n

(t)]]� o(2

�nN

): (2.2)

Soit � 2 �

n

(t) : X

00

(� ) = X

00

(t) + X

00

(� ) � X

00

(t). Par cons�equent detX

00

(� ) se r�eecrit sous la forme

detX

00

(t) plus N !(2

N

� 1) extra-termes. Chacun de ces extra-termes peut se majorer en module par

K

N�r

�

r

pour un r compris entre 1 et N . Ainsi :

j detX

00

(� ) � detX

00

(t)j � K

N�1

�N !(2

N

� 1) �

�

2

:

De même jX(� )�X(t)j �

�

2

. Par cons�equent (X(� )� u) reste sup�erieur ou �egal �a

�

2

sur �

n

(t), de même

j detX

00

(� )j reste sup�erieur ou �egal �a

�

2

sur �

n

(t) avec X

00

(� ) qui a N valeurs propres < 0. Supposons

que t

?

2 �

�

n

(t), alors d'apr�es (2.1) X

0

(t)X

00

�1

(t) 2 �

�

n

(0). De plus chaque terme de la matrice :

I + (X

00

(t)�X

00

(t

1

; :::; t

N

))X

00

�1

(t

1

; :::; t

N

)

est major�ee en module par 1 + �, 8(t

1

; :::; t

N

) 2 �

n

(t). Ainsi :

X

0

(t)X

00

�1

(t

1

; :::; t

N

) = [X

0

(t)X

00

�1

(t)][I + (X

00

(t)�X

00

(t

1

; :::; t

N

))X

00

�1

(t

1

; :::; t

N

)]

appartient �a �

n

(0) 8(t

1

; :::; t

N

) 2 �

n

(t). Soit � 2 �

n

(t). Par le th�eor�eme de la valeur moyenne il existe

(t

1

; :::; t

N

) 2 L(t; � ) o�u L(t; � ) = fs 2 �

n

(t) : s = �t + (1 � �)�; 0 < � < 1g tels que : X

0

(� ) � X

0

(t) =

(� � t)X

00

(t

1

; :::; t

N

) c'est-�a-dire :

X

0

(� )X

00

�1

(t

1

; :::; t

N

) = X

0

(t)X

00

�1

(t

1

; :::; t

N

) + (� � t): (2.3)
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D'apr�es ce qui pr�ec�ede t�X

0

(t)X

00

�1

(t

1

; :::; t

N

) 2 �

n

(t) 8(t

1

; :::; t

N

) 2 �

n

(t). Par cons�equent, d'apr�es le

th�eor�eme du point �xe de Brouwer, l'application continue de �

n

(t) dans �

n

(t) donn�ee par :

� ! t �X

0

(t)X

00

�1

(t

1

; :::; t

N

);

admet au moins un point �xe. Donc il existe au moins un point � 2 �

n

(t) tel que X

0

(� )X

00

�1

(t

1

; :::; t

N

) =

0 (d'apr�es l'�egalit�e (2.3)) c'est-�a-dire tel que X

0

(� ) = 0. L'in�egalit�e (2.2) est ainsi v�eri��ee. On obtient

alors :

P [M

X

u

(S \�

n

(t)) > 0] �

Z

G

�K

\ft

?

2�

�

n

(t)g

j detx

00

j�

t

(x; (t� t

?

)x

00

; x

00

)dt

?

dxdx

00

� o(2

�nN

);

o�u �

t

est la densit�e jointe de (X(t); X

0

(t); X

00

(t)). Ainsi :

X

t2L

n

=�

n

(t)�S

P [M

X

u

(S \�

n

(t)) > 0] �

X

t2L

n

=�

n

(t)�S

Z

G

�K

\ft

?

2�

�

n

(t)g

j detx

00

j�

t

(x; (t� t

?

)x

00

; x

00

)dt

?

dxdx

00

� o(2

�nN

):

Lorsque n tend vers +1, le second terme de l'in�egalit�e a la même limite que :

X

t2L

n

=�

n

(t)�S

2

�nN

(1� �)

N

Z

G

�K

j detx

00

j�

t

(x; 0; x

00

)dxdx

00

� o(2

�nN

);

qui est

R

S

�

R

G

�K

j detx

00

j�

t

(x; 0; x

00

)dxdx

00

dt. En faisant tendre � et � vers 0 et K vers +1 et en appliquant

le th�eor�eme de convergence monotone on obtient :

E[M

X

u

(S)] �

Z

S

Z

1

u

Z

D

j detx

00

j�

t

(x; 0; x

00

)dxdx

00

dt:

Le th�eor�eme est ainsi d�emontr�e.

Th�eor�eme 2.6 Si X est un champ al�eatoire gaussien centr�e, de variance 1, avec une fonction de co-

variance de classe C

4

sur V et �a trajectoires p.s. de classe C

2

sur V . Si de plus (X(t); X

0

(t); X

00

(t)) est

non-d�eg�en�er�e 8t 2 V et si les modules de continuit�e des X

ij

sur S v�eri�ent :

8� > 0 P [max

i;j

!

ij

(h) > �] = o(h

N

) quand h # 0; (2.4)

alors, en notant M

X

u

(S) = #ft 2 S : X(t) � u;X

0

(t) = 0; X

00

(t) < 0g,

E[M

X

u

(S)] =

Z

S

Z

1

u

Z

D

j detx

00

j�

t

(x; 0; x

00

)dxdx

00

dt;

o�u D est la r�egion de R

K

, K =

N(N+1)

2

, o�u x

00

est d�e�nie n�egative et �

t

(x; 0; x

00

) est la densit�e jointe de

(X(t); X

0

(t); X

00

(t)) au point (x; 0; x

00

).
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2.2.2 D�eveloppement asymptotique

On renvoie �a la Note aux C.R.A.S. donn�ee en annexe A et pour la d�emontration au chapitre 3 suivant.

2.3 Le deuxi�eme moment factoriel

2.3.1 Majoration par la formule de Rice

Soit V un voisinage ouvert de S sous-ensemble compact de R

N

dont la fronti�ere est de mesure de Lebesgue

nulle.

Th�eor�eme 2.7 Si X est un champ al�eatoire gaussien centr�e, de variance 1, avec une fonction de cova-

riance de classe C

4

sur V et �a trajectoires p.s. de classe C

2

sur V . Si de plus le vecteur :

(X(t); X(s); X

0

(t); X

0

(s); X

00

(t); X

00

(s))

est non-d�eg�en�er�e 8t 6= s, (t; s) 2 V

2

, alors, en notant M

X

u

(S) = #ft 2 S : X(t) � u;X

0

(t) = 0; X

00

(t) <

0g,

E[M

X

u

(S)(M

X

u

(S) � 1)] �

Z

S

Z

S

dtds

Z

1

u

Z

1

u

dxdy

E[

~

det(�X

00

(t))

~

det(�X

00

(s))=X(t) = x;X(s) = y;X

0

(t) = 0; X

0

(s) = 0]p

t;s

(x; y; 0; 0);

o�u p

t;s

(x; y; 0; 0) est la densit�e jointe de (X(t); X(s); X

0

(t); X

0

(s)) au point (x; y; 0; 0) et

~

det(�X

00

(t)) =

det(�X

00

(t))1

(�X

00

(t)>0)

.

Preuve : Soit C

X

u

(S) = ft 2 S : X(t) � u;X

0

(t) = 0; X

00

(t) < 0g, alors M

X

u

(S) = #C

X

u

(S). D�e�nissons

une mesure al�eatoire � sur les bor�eliens de S

2

. Pour tout bor�elien J de S

2

, �(J) = #(J \C

X

u

(S)

2

). Nous

avons donc :

M

X

u

(S)(M

X

u

(S) � 1) = �(S

2

=D

2

(S));

o�u D

2

(S) = f(t

1

; t

2

) 2 S

2

=t

1

= t

2

g:

On veut montrer que : E[�(S

2

=D

2

(S))] �

R

S

R

S

dtds

R

1

u

R

1

u

dxdy

E[

~

det(�X

00

(t))

~

det(�X

00

(s))=X(t) = x;X(s) = y;X

0

(t) = 0; X

0

(s) = 0]p

t;s

(x; y; 0; 0):

Pour cela consid�erons un rectangle compact J � S

2

=D

2

(S), J = J

1

� J

2

avec J

1

et J

2

deux rectangles

compacts inclus dans S et disjoints.

�(J) = �(J

1

� J

2

) = M

X

u

(J

1

)M

X

u

(J

2

)
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E[�(J)] = E[M

X

u

(J

1

)M

X

u

(J

2

)]:

En utilisant les r�esultats de la premi�ere partie : E[�(J)] = E[M

X

u

(J

1

)M

X

u

(J

2

)] =

E[ lim

�

1

!0;�

2

!0

Z

J

1

dt

Z

J

2

ds�

�

1

[X

0

(t)]�

�

2

[X

0

(s)]1

A

(X(t);X

00

(t))1

A

(X(s);X

00

(s))jdetX

00

(t)jjdetX

00

(s)j]:

En utilisant le lemme de Fatou on obtient que : E[�(J)] �

lim

�

1

!0;�

2

!0

E[

Z

J

1

dt

Z

J

2

ds�

�

1

[X

0

(t)]�

�

2

[X

0

(s)]1

A

(X(t);X

00

(t))1

A

(X(s);X

00

(s))jdetX

00

(t)jjdetX

00

(s)j]:

Par le th�eor�eme de Fubini et en notant p

t;s

(x

1

; x

2

; x

0

1

; x

0

2

; x

00

1

; x

00

2

) la densit�e jointe de:

(X(t); X(s); X

0

(t); X

0

(s); X

00

(t); X

00

(s))

au point (x

1

; x

2

; x

0

1

; x

0

2

; x

00

1

; x

00

2

):

E[�(J)] � lim

�

1

!0;�

2

!0

[

Z

J

1

dt

Z

J

2

ds

Z Z Z

�

�

1

[x

0

1

]�

�

2

[x

0

2

]1

A

(x

1

; x

00

1

)1

A

(x

2

; x

00

2

)

jdet x

00

1

jjdet x

00

2

jp

t;s

(x

1

; x

2

; x

0

1

; x

0

2

; x

00

1

; x

00

2

)dx

0

1

dx

0

2

dx

1

dx

2

dx

00

1

dx

00

2

:

Or :

lim

�

1

!0;�

2

!0

Z

�

�

1

[x

0

1

]�

�

2

[x

0

2

]1

A

(x

1

; x

00

1

)1

A

(x

2

; x

00

2

)j detx

00

1

jj detx

00

2

jp

t;s

(x

1

; x

2

; x

0

1

; x

0

2

; x

00

1

; x

00

2

)dx

0

1

dx

0

2

= 1

A

(x

1

; x

00

1

)1

A

(x

2

; x

00

2

)j det x

00

1

jj detx

00

2

jp

t;s

(x

1

; x

2

; 0; 0; x

00

1

; x

00

2

):

De plus on peut montrer que cette int�egrale dont on a obtenu la limite est major�ee par une fonction

int�egrable 8�

1

> 0; �

2

> 0. Donc par application du th�eor�eme de convergence domin�ee on obtient que :

E[�(J)] �

Z

J

1

dt

Z

J

2

ds

Z

1

u

dx

Z

1

u

dy

E[

~

det(�X

00

(t))

~

det(�X

00

(s))=X(t) = x;X(s) = y;X

0

(t) = 0; X

0

(s) = 0]p

t;s

(x; y; 0; 0):

Un argument de convergence monotone nous permet alors de passer de J = J

1

� J

2

�a S

2

=D

2

(S).

2.3.2 D�eveloppement asymptotique

Soit X un champ gaussien centr�e, de variance 1, �a trajectoires p.s. de classe C

3

et donc admettant une

fonction de covariance de classe C

6

, d�e�ni sur S un sous-ensemble compact de R

N

dont la fronti�ere est

de mesure de Lebesgue nulle. On notera M

X

u

(S) le nombre de maxima locaux de X au-dessus du niveau

u dans S.

M

X

u

(S) = #ft 2 S : X(t) � u;X

0

(t) = 0; X

00

(t) < 0g:
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Th�eor�eme 2.8 Supposons que la loi jointe de (X(t); X(s); X

0

(t); X

0

(s); X

00

(t); X

00

(s)) est non-d�eg�en�er�ee

8t 6= s, (t; s) 2 S � S, alors il existe � > 0 tel que :

E[M

X

u

(S)(M

X

u

(S) � 1)] = o(e

�

u

2

2

(1+�)

):

Preuve : On peut recouvrir S par un nombre �ni de cubes ou de portions de cubes S

i

= K

i

\S d'int�erieurs

disjoints et de diam�etre su�samment petit. Ainsi,

E[M

X

u

(S)(M

X

u

(S) � 1)] = E[

X

i

M

X

u

(S

i

)(

X

i

M

X

u

(S

i

) � 1)]

= E[

X

i

M

X

u

(S

i

)

2

+

X

i 6=j

M

X

u

(S

i

)M

X

u

(S

j

) �

X

i

M

X

u

(S

i

)]

=

X

i

E[M

X

u

(S

i

)(M

X

u

(S

i

)� 1)] +

X

i 6=j

E[M

X

u

(S

i

)M

X

u

(S

j

)]:

1. Consid�erons E[M

X

u

(S

i

)M

X

u

(S

j

)].

a. Supposons que S

i

et S

j

sont voisins.

E[(M

X

u

(S

i

) +M

X

u

(S

j

))(M

X

u

(S

i

) +M

X

u

(S

j

)� 1)] =

E[M

X

u

(S

i

)(M

X

u

(S

i

) � 1)] +E[M

X

u

(S

j

)(M

X

u

(S

j

)� 1)] + 2E[M

X

u

(S

i

)M

X

u

(S

j

)]:

Ainsi si S

i

et S

j

sont de diam�etre su�samment petit pour que la r�eunion de S

i

et S

j

(qui sont voisins)

soit de diam�etre su�samment petit, on conclura que 9� > 0=E[M

X

u

(S

i

)M

X

u

(S

j

)] = o(e

�

u

2

2

(1+�)

) �a partir

du moment o�u on aura montr�e que 9� > 0=E[M

X

u

(S

i

)(M

X

u

(S

i

)� 1)] = o(e

�

u

2

2

(1+�)

) pour S

i

de diam�etre

su�samment petit.

b. Supposons que S

i

et S

j

sont disjoints.

Sous les conditions du th�eor�eme nous pouvons �ecrire :

E[M

X

u

(S

i

)M

X

u

(S

j

)] �

Z

S

i

Z

S

j

dtds

Z

1

u

dx

Z

1

u

dy

E[

~

det(�X

00

(t))

~

det(�X

00

(s))=X(t) = x;X(s) = y;X

0

(t) = 0; X

0

(s) = 0]p

t;s

(x; y; 0; 0)

�

Z

S

i

Z

S

j

dtds

Z

1

u

dx

Z

1

u

dy

E[j detX

00

(t)jj detX

00

(s)j=X(t) = x;X(s) = y;X

0

(t) = 0; X

0

(s) = 0]p

t;s

(0; 0=x; y)p

t;s

(x; y):
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Or sous l'hypoth�ese du th�eor�eme, les lois qui apparaissent dans cette expression sont uniform�ement non-

d�eg�en�er�ees. On en conclut ais�ement que 9� > 0=

E[M

X

u

(S

i

)M

X

u

(S

j

)] = o(e

�

u

2

2

(1+�)

):

2. Consid�erons E[M

X

u

(S

i

)(M

X

u

(S

i

)� 1)].

Sous les conditions du th�eor�eme, nous pouvons �ecrire :

E[M

X

u

(S

i

)(M

X

u

(S

i

) � 1)] �

Z

S

i

Z

S

i

dtds

Z

1

u

dx

E[

~

det(�X

00

(t))

~

det(�X

00

(s))=X(t) = x;X

0

(t) = 0; X

0

(s) = 0]p

t;s

(x=0; 0)p

t;s

(0; 0):

a. p

t;s

(0; 0) =

1

(2�)

N

p

det var(X

0

(t);X

0

(s))

. Or det var(X

0

(t); X

0

(s)) = det var(X

0

(t); X

0

(s) �X

0

(t)). Par un

d�eveloppement de Taylor-Lagrange avec reste int�egral on obtient :

det var(X

0

(t); X

0

(s)) = jjs� tjj

2N

�

det var(X

0

(t);X

00

(t)

(s� t)

jjs� tjj

+

Z

jjt�sjj

0

(jjt� sjj � u)

jjt� sjj

N

X

j;k=1

(s� t)

j

jjs� tjj

(s� t)

k

jjs� tjj

X

ijk

(t+

(s� t)

jjs� tjj

u)du):

Et donc lorsque s et t tendent vers t

0

:

det var(X

0

(t); X

0

(s)) = jjs� tjj

2N

det var(X

0

(t); X

00

(t)

(s � t)

jjs� tjj

)(1 + o(1)):

Ainsi :

p

t;s

(0; 0) =

1

(2�)

N

q

det var(X

0

(t); X

00

(t)

(s�t)

jjs�tjj

)

(1 + o(1))

jjs� tjj

N

:

De plus 9� > 0= det var(X

0

(t); X

00

(t)

(s�t)

jjs�tjj

) � � uniform�ement en t et s.

b. De la même fa�con que pr�ec�edemment, nous obtenons :

V ar(X(t)=X

0

(t); X

0

(s)) =

det var(X(t); X

0

(t); X

0

(s))

det var(X

0

(t); X

0

(s))

=

det var(X(t); X

0

(t); X

0

(s) �X

0

(t))

det var(X

0

(t); X

0

(s) �X

0

(t))

:

Et donc lorsque s et t tendent vers t

0

:

V ar(X(t)=X

0

(t); X

0

(s)) =

jjs� tjj

2N

det var(X(t); X

0

(t); X

00

(t)

(s�t)

jjs�tjj

)(1 + o(1))

jjs� tjj

2N

det var(X

0

(t); X

00

(t)

(s�t)

jjs�tjj

)(1 + o(1))

:

= V ar(X(t)=X

0

(t); X

00

(t)

(s � t)

jjs� tjj

)(1 + o(1)):
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Donc :

p

t;s

(x=0; 0) =

exp(�

x

2

2V ar(X(t)=X

0

(t);X

00

(t)

(s�t)

jjs�tjj

)(1+o(1))

)

p

2�

q

V ar(X(t)=X

0

(t); X

00

(t)

(s�t)

jjs�tjj

)(1 + o(1))

:

De plus 9� > 0=V ar(X(t)=X

0

(t); X

00

(t)

(s�t)

jjs�tjj

) � � uniform�ement en t et s

et 9� > 0=V ar(X(t)=X

0

(t); X

00

(t)

(s�t)

jjs�tjj

) � 1� � uniform�ement en t et s.

c. Puisque pour A matrice N � N sym�etrique d�e�nie positive et u = (u

1

; :::; u

N

) base orthonorm�ee

de R

N

nous avons :

det(A) � (u

t

1

Au

1

) det(Aj

u

?

1

);

en posant e =

(s�t)

jjs�tjj

, nous obtenons que :

E[

~

det(�X

00

(t))

~

det(�X

00

(s))=X(t) = x;X

0

(t) = 0; X

0

(s) = 0] �

E[jX

00

e;e

(t)jj det(X

00

(t)j

e

?)jj detX

00

(s)j=X(t) = x;X

0

(t) = 0; X

0

(s) = 0]:

Par un d�eveloppement de Taylor-Lagrange avec reste int�egral, sachant que X

0

e

(s) = X

0

e

(t) = 0, nous

obtenons :

X

00

e;e

(t) = �

Z

jjt�sjj

0

(jjt� sjj � u)

jjt� sjj

X

e;e;e

(t+

(s � t)

jjs� tjj

u)du:

Et l'expression pr�ec�edente se majore par :

jjs� tjjE[

1

jjs� tjj

j

Z

jjs�tjj

0

(jjs� tjj � u)

jjs� tjj

X

e;e;e

(t +

(s � t)

jjs� tjj

u)duj�

j det(X

00

(t)j

e

?)jj detX

00

(s)j=X(t) = x;X

0

(t) = 0; X

0

(s) = 0]:

Par un autre d�eveloppement de Taylor-Lagrange avec reste int�egral, cette expression se r�eecrit :

jjs� tjjE[

1

jjs� tjj

j

Z

jjs�tjj

0

(jjs� tjj � u)

jjs� tjj

X

e;e;e

(t +

(s � t)

jjs� tjj

u)duj�

j det(X

00

(t)j

e

?)jj detX

00

(s)j=X(t) = x;X

0

(t) = 0; X

00

(t)

(s � t)

jjs� tjj

+

Z

jjt�sjj

0

(jjt� sjj � u)

jjt� sjj

N

X

j;k=1

(s� t)

j

jjt� sjj

(s� t)

k

jjt� sjj

X

ijk

(t +

(s � t)

jjt� sjj

u)du = 0]:

Par cons�equent:

E[

~

det(�X

00

(t))

~

det(�X

00

(s))=X(t) = x;X

0

(t) = 0; X

0

(s) = 0] � (const)jjt� sjjP (x)

o�u P (x) d�esigne un polynôme en x. L'int�egrabilit�e de

1

jjt�sjj

N�1

sur S

i

� S

i

permet alors de conclure.
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Chapitre 3

Sur la distribution du maximum

d'un champ gaussien

Asymptotic expansions for the distribution

of the maximum of Gaussian random �elds.
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Some asymptotic results are proved for the distribution of the maximum of a Gaussian random �eld centered with unit

variance on a compact subset S of R

N

. They are obtained by a Rice method and the evaluation of some moments of the

number of local maxima of the Gaussian �eld above an high level inside S and on the border @S. Depending on the geometry

of the border we give up to N + 1 terms of the expansion with sometimes exponentially small remainder.

AMS classi�cation (2000): 60G15 Gaussian processes, 60G70 Extreme value theory; extremal processes,

60E99 Distribution theory

Keywords: Asymptotic expansions, Gaussian �elds, Maxima of random �elds, Rice method.

Short title: On the distribution of the maximum of Gaussian �elds.
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3.1 Introduction

Let X = fX(t); t 2 S � R

N

g with S compact, be a Gaussian random �eld, centered with unit variance.

Set M (S) = maxfX(t) : t 2 Sg and G(u) = P [M (S) � u]. Many statistical problems can be reduced

to the evaluation of G(u) as u ! +1. It has, for example, direct applications to image processing (see

Worsley and al. (1992) and Adler (2000) for more references). It also occurs in the calculation of the limit

distribution of test statistics (see for examples Davies (1977), Sun (1991), Piterbarg and Tyurin (1993),

Park and Sun (1998), Dacunha-Castelle and Gassiat (1997, 1999)).

When N = 1 there exists only a few cases of Gaussian processes for which the distribution G(u) is known

(see Aza��s and Wschebor (2000) for references and a formula based on the Rice series that converges for

some processes). For the other cases, only approximate results are available.

In the present paper we are interested in random �elds (N > 1). For this case no exact result is

known. Since the initiating work of Brillinger (1972), Belyaev and Piterbarg (1972a, 1972b) and Ad-

ler (1981), the �rst term of the expansion of G(u) as u! +1 is known for smooth �elds satisfying some

conditions. A rather longer expansion is known only in some particular cases (Piterbarg (1996a), Sun

(1993), Siegmund and Worsley (1995)). Lot of work has been devoted to the evaluation of the expec-

tation of the di�erential topology (DT) characteristic and the Euler characteristic of the excursion set

A

u

(X;S) = ft 2 S : X(t) � ug (see Worsley (1994, 1995, 1997) for Gaussian and more general �elds).

A general conjecture is that the expectation of the Euler characteristic gives the behaviour of G(u) but

this is proved only in some particular cases. See the general Adler (2000) for a detailed review of this

subject. In the present paper we give expansions for G(u) with several terms depending on N and on the

geometry of @S, in a rather general setting, in particular for non-homogeneous �elds. Our method is the

Rice method that will be described below. It has been introduced and studied especially by Kac (1943),

Rice (1944-1945), Cramer and Leadbetter (1967), Wschebor (1985) and Aza��s and Wschebor (1997) for

random processes and extended to random �elds by Brillinger (1972), Adler (1981) and Piterbarg (1996b).

Whereas Sun's results are obtained by some di�erential geometry arguments, those given by Piterbarg

(1996b) and Adler (1981) are essentially based upon a Rice method. We propose in this paper to give

further terms of the expansion of G(u) through the evaluation of some moments of the number of local

maxima of X above a level on some border of the set S. Our results demand su�cient di�erentiability of

the �eld X and they depend on the geometry of the boundary of S.

The organization of the paper is as follows. In Section 2 we describe the Rice method and the gene-
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ral framework of our results. In Section 3 we give our results. First we give, in Theorem 1, an asymptotic

expansion for the expectation of the number of local maxima of a Gaussian random �eld above an high

level. This result extends Hasofer's one (1976) and Theorem 6.3.1 of Adler (1981) to a much more ac-

curate form. It was presented in Delmas (1998) without its proof. We give this proof in Section 4. This

result has an intrinsic interest (See, for example, Adler (2000) for the link with the expectation of the

DT characteristic of the excursion set A

u

(X;S) and other related results), but it is also the �rst step in

the derivation of our other results. In Theorem 2 we give an asymptotic expansion for G(u) when the

Gaussian �eld X is \without boundary". In our point of view it extends the result by Sun (1993) though

the hypothesis are not exactly comparable. Then we give some asymptotic results for G(u) when S is with

regular boundary (Theorem 3 and Theorem 4) and when S is a product of intervals (Theorem 5). Our

Theorem 4 is in fact a re�nement of our Theorem 3 to the particular case when N = 2 and S is the unit

disc ofR

2

. These results are based on some analogous arguments as those used by Adler (1981) and Piter-

barg (1996b) for the evaluation of some Rice formulae. In Section 4 we give the proofs of our main results.

Notations:

� � is the Lebesgue measure on R

N

, �

d

the Lebesgue measure on R

d

, d < N , and � is the surfacic

measure on some manifold embedded in R

N

.

� M is the set of N �N symmetric matrices, N �M (resp. P) is the set of negative (resp. positive)

de�nite matrices. For A 2 M,

~

det(A) will denote j det(A)jI

fA2Ng

.

� ' is the standard Gaussian density and � its distribution function. p

(X

1

;:::;X

n

)

(x

1

; :::; x

n

) denotes,

when it exists, the density of the random variables (X

1

; :::; X

n

). In the same way p

X

1

(x

1

=X

2

=

x

2

; :::; X

n

= x

n

) is the density of X

1

conditionally to X

2

= x

2

; :::; X

n

= x

n

.

� The notation (const) means some constant that is not needed to be denoted by a precise symbol.

Its value may vary from one occurrence to another.

� The relation f(u) �(const)�g(u) exp(��u

2

) for � > 0 and u su�ciently large will be denoted:

f(u) = o

e

(g(u)).

� We will note Var for the covariance matrix and M

T

for the transpose of the matrixM .

� F

p

(N ) is the set of the parts of f1; 2; :::; Ng of size p and F(N ) the set of all the parts of f1; 2; :::; Ng.

Let I and J 2 F

p

(N ) and M an N � N matrix, we denote �

I;J

(M ) for det(M

I;J

) and jM j for

det(M ).

�

I = f1; :::; NgnI and

�

J = f1; :::; NgnJ . �

I

is the permutation of (1; 2; :::; N ) such that
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�

I

j

(1;2;:::;p)

(resp. �

I

j

(p+1;:::;N)

) is an increasing one-to-one mapping from (1; 2; :::; p) on I (resp.

from (p+ 1; :::; N ) on

�

I). We note �(p) the signature of a permutation p of (1; 2; :::; N ). We use the

convention �

2

(�

�

) = �

2

(�

f1;2;:::;Ng

) = 1 and �

�;�

(M ) = 1.

� We will write X

i

(t) for

@X(t)

@t

i

and X

ij

(t) for

@

2

X(t)

@t

i

@t

j

.

� In the sequel, except when mentioned, S is a subset of R

N

relatively compact with zero Lebesgue

measure boundary.

_

S denotes the interior of S and

�

S its closure. When it exists, the number of

local maxima of a Gaussian �eld X above the level u in S: M

X

u

(S) is de�ned by M

X

u

(S) = #ft 2

S : X(t) � u;X

0

(t) = 0; X

00

(t) 2 Ng.

3.2 The Rice method

The Rice pioneer works with his famous formula for the intensity of level upcrossings by a trajectory of

a random process (Rice (1944-1945)) are at the origin of the so-called Rice method. To de�ne the Rice

method we could say that it consists in the derivation of some information on the distribution of the

maximum of a random �eld on a set S thanks to some moments of random variables that are number of

solutions of systems of random equations in a set A. Thus, for example, when S = [0; L], accurate results

for the evaluation of the function G(u) can be obtained thanks to the factorial moments of the random

variable U

X

u

([0; L]) (that is the number of upcrossings of the level u on [0; L] by the Gaussian random

process X): U

X

u

([0; L]) = #ft 2 [0; L] : X(t) = u;X

0

(t) > 0g (see Aza��s and Wschebor (1997)). Generally

speaking we note that the Rice method is quite more accurate than other methods for the evaluation of

the function G(u). Now we shall describe roughly the Rice method used in the next sections to derive

our results.

Assume that X is a Gaussian �eld that satis�es the H1 a hypothesis:

H1 a. The paths of X are, with probability one, of class C

2

on

�

S.

Suppose, to simplify, that we know that the maximum of X is not attained on the boundary of S then:

P [M (S) � u] = P [M

X

u

(

_

S) � 1]:

Now the following inequality is easy:

E[M

X

u

(

_

S)]�

E[M

X

u

(

_

S)(M

X

u

(

_

S) � 1)]

2

� P [M

X

u

(

_

S) � 1] � E[M

X

u

(

_

S)]: (3.1)
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Thus we will work towards three directions. In a �rst step we evaluate E[M

X

u

(

_

S)] by a so-called Rice

formula (see Proposition 3.1). We next study the asymptotic behaviour of E[M

X

u

(

_

S)] as u! +1. This

is the subject of Theorem 3.1. In a second step, we evaluate E[M

X

u

(

_

S)(M

X

u

(

_

S) � 1)] also by a so-called

Rice formula (see Proposition 3.2) and show that it is negligible (see Proposition 3.3). In a third step we

eventually have to study the �eld on the boundary @S, see Theorems 3.3, 3.4, 3.5.

Proposition 3.1 Assume that X is a Gaussian centered �eld on

�

S that satis�es H1 a and the following

H1 b and c hypothesis:

H1 b. The distribution of (X(t); X

0

(t); X

00

(t)) is non-degenerate 8t 2

�

S.

H1 c. The moduli of continuity !

ij

of the X

ij

on

�

S satisfy:

8� > 0 P [max

i;j

!

ij

(h) > �] = o(h

N

) when h # 0:

Then:

E[M

X

u

(

_

S)] =

Z

S

Z

+1

u

Z

N

j detx

00

jp

X(t);X

0

(t);X

00

(t)

(x; 0; x

00

)dx

00

dxdt:

Remarks:

� The H1 c hypothesis is met, for example, as soon as the paths of X

ij

are locally H�older with

probability one for all i; j = 1; N .

� Under the hypothesis of Proposition 3.1 we have E[M

X

u

(

_

S)] = E[M

X

u

(S)] = E[M

X

u

(

�

S)].

Proposition 3.2 Assume that X is a Gaussian centered �eld on

�

S that satis�es H1 a and b and the

following H2 a hypothesis:

H2 a. 8t 6= s 2

_

S; (X(s); X(t); X

0

(s); X

0

(t); X

00

(s); X

00

(t)) has a non-degenerate distribution.

Then:

E[M

X

u

(

_

S)(M

X

u

(

_

S)� 1)] �

Z Z

S

2

dsdt

Z Z

(u;+1(

2

dxdyp

X(s);X(t);X

0

(s);X

0

(t)

(x; y; 0; 0)�

E[

~

det(X

00

(s))

~

det(X

00

(t))=X(s) = x;X(t) = y;X

0

(s) = 0; X

0

(t) = 0]: (3.2)
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Proposition 3.3 below gives the asymptotic behaviour of E[M

X

u

(

_

S)(M

X

u

(

_

S) � 1)] as u! +1.

Proposition 3.3 Assume that X is a Gaussian centered �eld with unit variance on

�

S that satis�es the

following H2 b and c hypothesis:

H2 b. X has almost surely C

3

sample paths on

�

S.

H2 c. 8t 6= s 2

�

S

2

(X(s); X(t); X

0

(s); X

0

(t); X

00

(s); X

00

(t)) has a non-degenerate distribution.

Then as u! +1:

E[M

X

u

(

_

S)(M

X

u

(

_

S)� 1)] = o

e

('(u)): (3.3)

Proposition 3.3 implies that E[M

X

u

(

_

S)(M

X

u

(

_

S) � 1)] is negligible as u ! +1. As a consequence the

expansion of E[M

X

u

(

_

S)] gives the expansion of P [M (S) � u].

Proofs of the propositions above: They are based upon the following proposition that gives us a

tool to count the number of local maxima of a Gaussian random �eld above a level u in

_

S .

Proposition 3.4 Assume that X is a Gaussian centered �eld on

�

S that satis�es H1 a and b. Denote

by A the subset ft 2 S : X(t) > u;X

00

(t) 2 Ng then with probability one:

M

X

u

(

_

S) = lim

�!0

Z

S

�

�

(X

0

(t))I

A

(X(t); X

00

(t))j detX

00

(t)jdt;

where �

�

(x) =

1

�(�

�

)

I

�

�

(x) with �

�

the sphere with radius �.

Remark: Under the hypothesis of Proposition 3.4 we have with probability one thatM

X

u

(

_

S) =M

X

u

(S) =

M

X

u

(

�

S).

Proposition 3.4 is an easy consequence of Theorem 5.1.1 of Adler (1981), Proposition 3.1 is a slight re-

�nement of Theorem 6.1.1 of Adler (1981) and Proposition 3.2 is a consequence of Fatou's Lemma and

Proposition 3.4.

Proposition 3.3 is an immediate consequence of a Piterbarg's result (Piterbarg (1996b)). Since it is a key

point in the proofs of the next sections we give here the sketch of its proof:

�

S can be covered by a �nite number of cubes or parts of cubes S

i

= K

i

\ S with disjoint interiors

and with su�ciently small diameter. Thus:

E[M

X

u

(

�

S)(M

X

u

(

�

S)� 1)] = E[

X

i

M

X

u

(S

i

)(

X

i

M

X

u

(S

i

) � 1)]

=

X

i

E[M

X

u

(S

i

)(M

X

u

(S

i

)� 1)] +

X

i 6=j

E[M

X

u

(S

i

)M

X

u

(S

j

)]:
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Assume that S

i

and S

j

are at positive distance then by a proof analogous to that of Proposition 3.2:

E[M

X

u

(S

i

)M

X

u

(S

j

)] �

Z Z

S

i

�S

j

dsdt

Z Z

[u;+1)

2

p

X

0

(s);X

0

(t)

(0; 0=X(s) = x;X(t) = y)p

X(s);X(t)

(x; y)

E[

~

det(X

00

(s))

~

det(X

00

(t))=X(s) = x;X(t) = y;X

0

(s) = 0; X

0

(t) = 0]dxdy: (3.4)

By the non-degeneracy condition H2 c we easily check that p

X

0

(s);X

0

(t)

(0; 0=X(s) = x;X(t) = y) is

bounded and that there exists two integers N

1

and N

2

such that:

E[

~

det(X

00

(s))

~

det(X

00

(t))=X(s) = x;X(t) = y;X

0

(s) = 0; X

0

(t) = 0] � (const)[1 + x

N

1

+ y

N

2

]:

Since S

i

and S

j

are at positive distance, there exists � > 0 such that jE[X(s)X(t)]j � 1� � uniformly in

s and t. Thus direct arguments lead to:

E[M

X

u

(S

i

)M

X

u

(S

j

)] = o

e

('(u)) as u! +1: (3.5)

Assume that S

i

and S

j

are neighboring then since:

E[(M

X

u

(S

i

) +M

X

u

(S

j

))(M

X

u

(S

i

) +M

X

u

(S

j

)� 1)] =

E[M

X

u

(S

i

)(M

X

u

(S

i

) � 1)] +E[M

X

u

(S

j

)(M

X

u

(S

j

)� 1)] + 2E[M

X

u

(S

i

)M

X

u

(S

j

)];

we will conclude that E[M

X

u

(S

i

)M

X

u

(S

j

)] = o

e

('(u)) when u! +1 as soon as we show that

E[M

X

u

(S

i

)(M

X

u

(S

i

)� 1)] = o

e

('(u)) when u! +1;

for S

i

with su�ciently small diameter. To prove that we �rst remark, by Proposition 3.2, that:

E[M

X

u

(S

i

)(M

X

u

(S

i

)� 1)] �

Z Z

S

2

i

dsdt

Z

+1

u

E[

~

det(X

00

(t))

~

det(X

00

(s))=X(t) = x;X

0

(t) = 0; X

0

(s) = 0]�

p

X(t)

(x=X

0

(t) = 0; X

0

(s) = 0)p

X

0

(t);X

0

(s)

(0; 0)dx:

Then, noting e =

s�t

jjs�tjj

, we can prove that, for S

i

with su�ciently small diameter:

� p

X

0

(t);X

0

(s)

(0; 0) = (2�)

�N

jjs� tjj

�N

(det var(X

0

(t); X

00

(t)e))

�1=2

(1 + o(1))

with det var(X

0

(t); X

00

(t)e) � � > 0 uniformly in s and t.

� p

X(t)

(x=X

0

(t) = 0; X

0

(s) = 0) =

exp(�x

2

=(2Var(X(t)=X

0

(t); X

00

(t)e)(1 + o(1))))

p

2�(Var(X(t)=X

0

(t); X

00

(t)e))

1=2

(1 + o(1))

with 0 < � � Var(X(t)=X

0

(t); X

00

(t)e) � 1� � < 1 uniformly in s and t.
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� There exists an integer N

1

such that:

E[

~

det(X

00

(t))

~

det(X

00

(s))=X(t) = x;X

0

(t) = 0; X

0

(s) = 0] � jjs� tjjK[1 + x

N

1

]:

The conclusion that E[M

X

u

(S

i

)(M

X

u

(S

i

) � 1)] = o

e

('(u)) as u ! +1 follows from the integrability of

jjs� tjj

�N+1

on S

i

� S

i

.

3.3 Main results

This section presents the main results of the paper. The �rst theorem gives an asymptotic expansion for

the expectation of M

X

u

(

_

S). It generalizes Hasofer's result (1976) and Theorem 6.3.1 of Adler (1981) to a

more general and accurate form.

Th�eor�eme 3.1 If X is a Gaussian centered �eld with unit variance on

�

S that satis�es H1 a, b and c

then,

E[M

X

u

(

_

S)] =

[N=2]

X

j=0

k

2j

 

2j

(u) + o

e

('(u)) as u! +1; (3.6)

with:

 

2j

(u) =

1

2

1+j

�

(N+1)=2

Z

+1

u

2

2

x

(N�1�2j)=2

e

�x

dx:

a. When X

0

(t) and X

00

(t) are independent 8t 2

�

S, we de�ne � = VarX

0

(t) that does not depend on t and

we have:

k

2j

= �(S)(�1)

j

j�j

1=2

C

2j

N

(2j)!

2

j

j!

:

b. In the general case:

k

2j

=

X

I;K2F

2j

(N)

�(�

I

)�(�

K

)

Z

S

j�(t)j

�1=2

�

�

I
;

�

K

(�(t))


I;K

(t)dt;

where:

�(t) = Var(X

0

(t));




I;K

(t) =

X

p2S

2j

�(p)

X

�2Q

j

j

Y

q=1

V

�(2q�1);p��(2q�1);�(2q);p��(2q)

;

where:

Q

j

is a subset of the symmetric group of permutations S

2j

that allows to partition 2j elements

into j di�erent pairs: (�(2k + 1); �(2k + 2)); k = 0; j � 1:(#Q

j

=

(2j)!

j!2

j

):



CHAPITRE 3. SUR LA DISTRIBUTION DU MAXIMUM D'UN CHAMP GAUSSIEN 42

V

�;�;�;�

= E[X

i

�

k

�

(t)X

i

�

k

�

(t)=X(t); X

0

(t)]

I = (i

1

; :::; i

2j

) ; K = (k

1

; :::; k

2j

)

We take the convention that 


��

(t) = 1.

Remark : For the link between Theorem 3.1 and the expectation of the DT characteristic of the excursion

set A

u

(X;S) = ft 2 S : X(t) � ug and other related results, see Adler (2000).

Theorem 3.1 is also the �rst step in the derivation of the next theorems.

Fields \without boundary"

Suppose that we know that the maximumcannot be attained on the boundary of S. In that case Theorem

3.1 gives the asymptotic behaviour of G(u). This is the case, for example, if the �eld can be viewed, after

reparametrization, as a �eld on a manifold without boundary. This is the object of Theorem 3.2.

Th�eor�eme 3.2 Assume that:

� fY (t); t 2 Ug is a Gaussian �eld de�ned on U a compact smooth manifold of dimension N without

boundary.

� Y is centered with unit variance and di�erentiable sample paths.

� There exists a unique (for simplicity) mapping 	: U ! S � R

N

, S is supposed relatively compact

with zero Lebesgue's measure boundary.

� The �eld X : = Y �	

�1

can be extended by continuity to

�

S and satis�es H1 b and H2 b and the

following H2 a' hypothesis:

(X(	(u)); X(	(u

0

)); X

0

(	(u)); X

0

(	(u

0

)); X

00

(	(u)); X

00

(	(u

0

))) is non-degenerate 8u 6= u

0

2 U

2

:

Then,

P [M (S) � u] = E[M

X

u

(

_

S)] + o

e

('(u))

=

[N=2]

X

j=0

k

2j

 

2j

(u) + o

e

('(u)) as u! +1;

where k

2j

and  

2j

(u) are the same as those given in Theorem 3.1.

Remarks :

� S cannot be supposed to be compact because even in the simplest case where U is the circle, there

exists no compact parametrization.
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� Examples of such processes are processes de�ned on spheres (Sun (1991)).

� The mapping 	

�1

: S ! U can be de�ned by the Karhunen-Lo�eve expansion X(t) =

P

1

l=1

	

�1

l

(t)�

l

(see Adler (1990) and Sun (1993)).

Th�eor�eme 3.3 Assume that S is convex and compact with a smooth boundary @S. Assume that X is a

Gaussian centered �eld with unit variance on S that satis�es H2 b and c and such that X

0

(t) and X

00

(t)

are independent for all t in S. Then, denoting

~

X the restriction of X to @S, as u! +1:

P [M (S) � u] = E[M

X

u

(S)] +

1

2

E[M

~

X

u

(@S)] + o(u

N�2

e

�

u

2

2

)

= u

N�1

e

�

u

2

2

�(S)j�j

1=2

(2�)

N+1

2

+ u

N�2

e

�

u

2

2

1

2(2�)

N

2

Z

@S

j�

t

(�)j

1=2

d�(t)(1 + o(1));

where � = V ar[X

0

(t)] and �

t

(�) is the projection of � on the space tangent to @S at point t 2 @S.

Theorem 3.4 below is a re�nement of Theorem 3.3 to the particular case where N = 2 and S is the unit

sphere.

Th�eor�eme 3.4 Under the assumptions and the notations of Theorem 3.3, when N = 2 and S is the unit

sphere, we have as u! +1:

P [M (S) � u] = ue

�

u

2

2

j�j

1=2

2

p

2�

+

e

�

u

2

2

4�

Z

2�

0

q

v

T

(�)�v(�)d� +

�

�(u)

2�

Z

2�

0

j�j

1=2

v

T

(�)�v(�)

d� + o

e

('(u))

where � = V ar[X

0

(t)] and v

T

(�) = (� sin �; cos �).

Th�eor�eme 3.5 Assume that S is a product of �nite closed intervals S =

N

Y

i=1

[a

i

; b

i

]. Assume that X

is a Gaussian centered �eld with unit variance on S that satis�es H2 b and c and such that X

0

(t)

and X

00

(t) are independent for all t in S. Let I � f1; :::; Ng then, denoting

~

X

I

the restriction of X to

Y

i2I

[a

i

; b

i

]�

Y

i2

�

I

fa

i

g (the choice of fa

i

g instead of fb

i

g is arbitrary), as u! +1:

P [M (S) � u] =

N

X

n=1

X

I2F

n

(N)

E[M

~

X

I

u

(

Y

i2I

[a

i

; b

i

]�

Y

i2

�

I

fa

i

g)] +

�

�(u) + o

e

('(u))

=

N

X

n=1

[n=2]

X

j=0

 

n

2j

(u)

0

@

X

I2F

n

(N)

k

I

2j

1

A

+

�

�(u) + o

e

('(u));

where:

 

n

2j

(u) =

1

2

1+j

�

(n+1)=2

Z

+1

u

2

2

x

(n�1�2j)=2

e

�x

dx;
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k

I

2j

= (

Y

i2I

jb

i

� a

i

j)(�1)

j

�

1=2

I;I

(�)C

2j

n

(2j)!

2

j

j!

;

with � = V ar[X

0

(t)].

As a consequence of Theorem 3.5, when S is the rectangle [a

1

; b

1

]� [a

2

; b

2

] we obtain that:

P [M (S) � u] =

ue

�

u

2

2

jb

1

� a

1

jjb

2

� a

2

jj�j

1=2

(2�)

3=2

+ e

�

u

2

2

[

jb

1

� a

1

j

p

�

11

+ jb

2

� a

2

j

p

�

22

2�

] +

�

�(u) + o

e

('(u)):

3.4 Proofs

3.4.1 Proof of Theorem 3.1

Lemme 3.1 Let Y

1

; Y

2

; :::; Y

n

a set of real centered random variables with a joint Gaussian distribution.

Then for m integer:

E[Y

1

Y

2

:::Y

2m+1

] = 0

E[Y

1

Y

2

:::Y

2m

] =

X

�2Q

m

E[Y

�(1)

Y

�(2)

]� :::�E[Y

�(2m�1)

Y

�(2m)

]

where Q

m

has been de�ned in the statement of Theorem 3.1.

The proof of this lemma can be found for example in Adler (1981) p. 108.

D�e�nition 3.1 Let us set � an N �N matrix. A random N �N matrix � is said to belong to the class

M (�) if:

� � is a Gaussian matrix,

� E[�] = 0,

� 9 (S

ijkl

)

i;j;k;l

symmetric in i; j; k; l (that is to say S

ijkl

= S

p(i)p(j)p(k)p(l)

8p permutation of i; j; k; l)

such that:

E[�

ij

�

kl

] = S

ijkl

� �

ij

�

kl

;

where � = (�

ij

)

1�i;j�N

.

Lemme 3.2 For � 2M (�) and m an integer:

1) B

T

�B 2M (B

T

�B), 8B a �xed N �N matrix.
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2) E[�

I;J

(�)] = 0 when #I = #J = 2m + 1.

3) E[�

I;J

(�)] =

(�1)

m

(2m)!

m!2

m

�

I;J

(�) when #I = #J = 2m.

Proof: 1) Since � is a Gaussian matrix in M (�), B

T

�B is Gaussian with E[B

T

�B] = 0 and

E[(B

T

�B)

ij

(B

T

�B)

kl

] =

X

m;n;s;p

(b

mi

b

sk

S

mnsp

b

nj

b

pl

� b

mi

b

sk

�

mn

�

sp

b

nj

b

pl

)

= g

ijkl

� (B

T

�B)

ij

(B

T

�B)

kl

;

where g

ijkl

is symmetric in i; j; k; l. Thus B

T

�B 2M (B

T

�B).

2) The result 2) is an immediate consequence of the previous lemma.

3) Set M

k;l

= �

i

k

j

l

with I = fi

1

; i

2

; :::; i

2m

g and J = fj

1

; j

2

; :::; j

2m

g. Then:

�

IJ

(�) =

X

p2S

2m

�(p)M

1;p(1)

� :::�M

2m;p(2m)

:

Using the previous lemma:

E[Y

1

Y

2

:::Y

2m

] =

X

�2Q

m

E[Y

�(1)

Y

�(2)

]� :::� E[Y

�(2m�1)

Y

�(2m)

];

we obtain:

E[�

IJ

(�)] =

X

p2S

2m

�(p)

X

�2Q

m

E[M

�(1);p��(1)

M

�(2);p��(2)

]� :::�E[M

�(2m�1);p��(2m�1)

M

�(2m);p��(2m)

]:

But we have:

E[M

�;�

M

�;�

] = S

i

�

j

�

i

�

j

�

� �

i

�

j

�

�

i

�

j

�

def

= N

�;�;�;�

� L

�;�

L

�;�

:

Thus:

E[�

IJ

(�)] =

X

p2S

2m

X

�2Q

m

�(p)(N

�(1);p��(1);�(2);p��(2)

� L

�(1);p��(1)

L

�(2);p��(2)

)� :::�

(N

�(2m�1);p��(2m�1);�(2m);p��(2m)

� L

�(2m�1);p��(2m�1)

L

�(2m);p��(2m)

):

Reverse the sums and consider a term of the product enclosing, for example:

N

�(2q+1);p��(2q+1);�(2q+2);p��(2q+2)

:

We write the sum for p 2 S

2m

as the sum for q 2 A

2m

and p = q; q � (�(2q + 1); �(2q + 2)) to see that it

vanishes. Thus only terms in L remains:

E[�

IJ

(�)] =

X

�2Q

m

X

p2S

2m

�(p)(�1)

m

L

�(1);p��(1)

L

�(2);p��(2)

� :::� L

�(2m);p��(2m)

=

(�1)

m

(2m)!

m!2

m

�

IJ

(�);
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because the product above doesn't depend on �.

The following lemma is trivial.

Lemme 3.3 Let � 2 P, � 2 M and jj:jj any norm on M. Then there exists a constant c (depending

only on N and �) such that for x > 0:

jj�jj <

x

c

) (�� x�) 2 N :

Lemme 3.4 Let E and L be two N � N matrices, then:

det(E + L) =

N

X

p=0

X

I;J2F

p

(N)

�(�

I

)�(�

J

)�

I;J

(L)�

�

I
;

�

J

(E):

Proof: By de�nition we have:

det(E + L) =

X

p2S

N

�(p)

N

Y

j=1

(e

jp(j)

+ l

jp(j)

):

Thus:

det(E + L) = det(E) +

N

X

j=1

det(e

1

; :::; e

j�1

; l

j

; e

j+1

; :::; e

N

)

+

X

1�j

1

<j

2

�N

det(e

1

; :::; e

j

1

�1

; l

j

1

; e

j

1

+1

; :::; e

j

2

�1

; l

j

2

; e

j

2

+1

; :::; e

N

)

+ :::

+det(L):

And since for an N � N matrix D:

det(D) =

X

I2F

p

(N)

�(�

I

)�(�

J

)�

I;J

(D)�

�

I;

�

J

(D)

for any J 2 F

p

(N ) �xed, we obtain:

det(E + L) = det(E) +

X

I;J2F

1

(N)

�(�

I

)�(�

J

)�

I;J

(L)�

�

I;

�

J

(E)

+

X

I;J2F

2

(N)

�(�

I

)�(�

J

)�

I;J

(L)�

�

I
;

�

J

(E)

+ :::

+det(L)

Taking the convention that �

2

(�

f1;:::;Ng

) = �

2

(�

�

) = 1 and that �

�;�

(D) = 1 for any N � N matrix D,

we obtain the lemma.
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Now we can prove Theorem 3.1 a). Since the Gaussian �eld X is with unit variance on

�

S and since X

0

(t)

and X

00

(t) are independent 8t 2

�

S, the expression of E[M

X

u

(

_

S)] given in Proposition 3.1 becomes:

E[M

X

u

(

_

S)] =

Z

S

dt

Z

1

u

'(x)p

X

0

(t)

(0)

Z

N

j detx

00

jp

X

00

(t)

(x

00

=X(t) = x)dx

00

dx:

Let us set � =VarX

0

(t) and r

ij;kl

(t; t) = E[X

ij

(t)X

kl

(t)]. Since X

0

(t) and X

00

(t) are independent 8t 2

�

S,

(r

ij;kl

(t; t))

i;j;k;l=1;N

are symmetric in i; j; k; l in the sense de�ned in De�nition 3.1. X

00

(t)=X(t) = x is

Gaussian with mean �x�. Let us set � = X

00

(t)+x�. Conditionally to X(t) = x, � is Gaussian centered

with variance Var(X

00

(t)=X(t)) and E[�

ij

�

kl

=X(t) = x] = r

ij;kl

(t; t)� �

ij

�

kl

. Thus:

Z

N

j detx

00

jp

X

00

(t)

(x

00

=X(t) = x)dx

00

=

Z

N

(�1)

N

det(x

00

)p

X

00

(t)

(x

00

=X(t) = x)dx

00

=

Z

D

x

(�1)

N

det(
 � x�)p

�

(
=X(t) = x)d
;

where D

x

is the subset of M where 
 � x� is negative de�nite. Let us set S(

x

c

) the sphere of M

with radius

x

c

. By Lemma 3.3 we know that for su�ciently large c, S(

x

c

) � D

x

. Thus writing A(
) =

(�1)

N

det(
 � x�)p

�

(
=X(t) = x) we have:

j

Z

M

A(
)d
 �

Z

D

x

A(
)d
j �

Z

S

c

(

x

c

)

jA(
)jd
: (3.7)

Now for M 2 M j det(M )j � N !jjM jj

N

1

�(const)jjM jj

N

. Thus:

j det(
 � x�)j � (const)jj
 � x�jj

N

2

� (const)(jj
jj

2

+ xjj�jj

2

)

N

:

By compacity for t 2

�

S, detVar(X

00

(t)=X(t)) is uniformly minorized by say detmin > 0 and the greater

eigenvalue of Var(X

00

(t)=X(t)) is uniformly majorized by say �max > 0. Therefore:

p

�

(
=X(t) = x) � (const)(detmin)

�1=2

exp(�

jj
jj

2

2

2�max

):

Integrating by sphere, we get that the right hand member of (3.7) is majorized by:

(const)

Z

1

x

c

v

N�1

(v + xjj�jj

2

)

N

(detmin)

�1=2

exp(�

v

2

2�max

)dv:

Thus we easily check that:

Z

S

dt

Z

1

u

'(x)p

X

0

(t)

(0)

Z

S

c

(

x

c

)

jA(
)jd
dx = o

e

('(u)):

And by (3.7):

Z

D

x

A(
)d
 =

Z

M

A(
)d
 + o

e

('(u)) = (�1)

N

E[det(� � x�)=X(t) = x] + o

e

('(u)):
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We conclude the proof of Theorem 3.1 a) by evaluating E[det(��x�)=X(t) = x]. Let B be an orthogonal

matrix that diagonalizes �: B

T

�B = �.

det(� � x�) = det(B

T

�B � x�):

By Lemma 3.4 this expression becomes:

det(� � x�) =

N

X

j=0

X

I2F

j

(N)

�

II

(B

T

�B)�

�

I

�

I

(�x�)

=

N

X

j=0

(�x)

N�j

X

I2F

j

(N)

�

II

(B

T

�B)�

�

I

�

I

(�):

By Lemma 3.2 we conclude that:

E[det(�� x�)=X(t) = x] =

N

X

j=0

(�1)

N+j

x

N�j

X

I2F

j

(N)

E[�

II

(B

T

�B)=X(t) = x]�

�

I

�

I

(�)

=

[N=2]

X

j=0

(�1)

N

x

N�2j

X

I2F

2j

(N)

E[�

II

(B

T

�B)=X(t) = x]�

�

I

�

I

(�)

=

[N=2]

X

j=0

(�1)

N

x

N�2j

(C

2j

N

(�1)

j

(2j)!

j!2

j

j�j):

Direct calculations lead to Theorem 3.1 a).

Now we are going to prove Theorem 3.1 b). Since the Gaussian �eld X is with unit variance on

�

S, the

expression of E[M

X

u

(

_

S)] given by Proposition 3.1 becomes:

E[M

X

u

(

_

S)] =

Z

S

dt

Z

1

u

'(x)p

0

X

(t)(0)

Z

N

j detx

00

jp

X

00

(t)

(x

00

=X(t) = x;X

0

(t) = 0)dx

00

dx:

Let us set:

�(t) = VarX

0

(t) r

ij;kl

(t; t) = E[X

ij

(t)X

kl

(t)] (3.8)

r

ij;m

(t; t) = E[X

ij

(t)X

m

(t)] r

n;kl

(t; t) = E[X

n

(t)X

kl

(t)] (3.9)

X

00

(t)=X(t) = x;X

0

(t) = 0 is Gaussian with mean �x�(t). Let us set � = X

00

(t) + x�(t). Conditionally

to X(t) = x and X

0

(t) = 0, � is Gaussian centered with variance Var(X

00

(t)=X(t); X

0

(t)) and:

E[�

ij

�

kl

=X(t) = x;X

0

(t) = 0] = r

ij;kl

(t; t)�

X

m;n

r

ij;m

(t; t)�

�1

m;n

(t)r

n;kl

(t; t)� �

ij

(t)�

kl

(t): (3.10)

By the same arguments as those previously used and adding compacity arguments on

�

S we obtain that:

E[M

X

u

(

_

S)] =

Z

S

dt

Z

1

u

'(x)p

0

X

(t)(0)(�1)

N

E[det(� � x�(t))=X(t) = x;X

0

(t) = 0]dx+ o

e

('(u)):
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Let us evaluate E[det(� � x�(t))=X(t) = x;X

0

(t) = 0]. By Lemma 3.4 this expectation equals

N

X

j=0

X

I;K2F

j

(N)

�(�

I

)�(�

K

)(�1)

N+j

x

N�j

E[�

IK

(�)=X(t) = x;X

0

(t) = 0]�

�

I

�

K

(�(t)):

Unfortunately E[�

ij

�

kl

=X(t) = x;X

0

(t) = 0] is not of the form S

ijkl

��

ij

�

kl

with (S

ijkl

)

i;j;k;l

symmetric

in i; j; k; l. Lemma 3.2 can't enable us to reduce E[�

IK

(�)=X(t) = x;X

0

(t) = 0] as previously. Anyway

using the proof of Lemma 3.2: E[�

IK

(�)=X(t) = x;X

0

(t) = 0] =

0 when j = 2m+ 1;

P

p2S

2m

�(p)

P

�2Q

m

Q

m

q=1

V

�(2q�1);p��(2q�1);�(2q);p��(2q)

when j = 2m;

where Q

m

is the same as in Lemma 3.1 and with (3.8), (3.9) and (3.10):

V

�;�;�;�

= E[�

i

�

k

�

�

i

�

k

�

=X(t) = x;X

0

(t) = 0] = E[X

i

�

k

�

X

i

�

k

�

=X(t); X

0

(t)]:

Then direct calculations lead to Theorem 3.1 b).

3.4.2 Proof of Theorem 3.2

Before proceeding to the proof of Theorem 3.2 we shall recall the following proposition whose proof

can be found in Adler (1981).

Proposition 3.5 Let X a Gaussian centered �eld on

�

S satisfyH1 a and b and let S be relatively compact

with zero measure boundary. Then, with probability one, there exists no point belonging to @S such that

X

0

(t) = 0.

To prove Theorem 3.2 consider a realization such that the maximum of Y on U is greater than u. Since

	 is one-to-one the maximum of Y on U is equal to the maximum of X on

�

S and is attained at a point

that we denote

~

t

0

2 U . Consider t

0

= 	(

~

t

0

). Assume that t

0

2 @S then since Y

0

(

~

t

0

) = 0 we would have

X

0

(t

0

) = 0 which has been excluded by Proposition 3.5. Thus t

0

2

_

S and t

0

is the global maximum. We

have proved that:

P [M (S) > u] � P [M

X

u

(

_

S) > 0]:

The reverse is trivial. Therefore P [M (S) > u] = P [M

X

u

(

_

S) > 0]. Then Theorem 3.2 will be a direct

consequence of relation (3.1) as soon as we prove that:

E[M

X

u

(

_

S)(M

X

u

(

_

S) � 1)] = o

e

('(u)) as u! +1: (3.11)

The proof of this last point is identical to that of Proposition 3.3 except that the compacity argument to

prove (3.5) must be conducted on the manifold U using hypothesis H2 a'.
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3.4.3 Proof of Theorem 3.3

Let

~

X be the restriction of X to @S. Let n(t) be the unit normal vector to @S at point t 2 @S pointing

outward S. De�ne:

R

~

X

u

(@S) = #ft 2 @S : X(t) > u; n(t) �X

0

(t) � 0; t is a local maximum for

~

Xg;

then we have:

P [M (S) > u] = P [(M

X

u

(

_

S) � 1)

[

(R

~

X

u

(@S) � 1)]

= P [M

X

u

(

_

S) � 1] + P [R

~

X

u

(@S) � 1]� P [M

X

u

(

_

S)R

~

X

u

(@S) � 1]:

We are going to evaluate each of these terms separately:

Evaluation of P [M

X

u

(

_

S) � 1]

Assumptions on X imply that it satis�es the conditions of Proposition 3.3. Thus:

E[M

X

u

(

_

S)(M

X

u

(

_

S) � 1)] = o

e

('(u)) as u! +1:

Then using the inequality (3.1) and Theorem 3.1 we get that:

P [M

X

u

(

_

S) � 1] =

[N=2]

X

j=0

k

2j

 

2j

(u) + o

e

('(u))

= u

N�1

exp(�

u

2

2

)

�(S)j�j

1=2

(2�)

(N+1)=2

+ o(u

N�2

exp(�

u

2

2

)):

Evaluation of P [R

~

X

u

(@S) � 1]

We partition S into cubes of size � with disjoint interiors: H

1

; :::;H

m

. Since S is compact this number

m is �nite for all �. Let n be the number of these cubes intersecting @S and set V

1

; :::; V

n

the corresponding

@S \H

i

1

; :::; @S \H

i

n

. For i = 1; :::; n choose a point t

i

2 V

i

and de�ne '

i

as the projection of V

i

onto

the tangent space T

t

i

at t

i

. By compacity � can be chosen su�ciently small in order to '

i

being one-to-

one with inverse  

i

C

1

(as a function from T

t

i

to R

N

) on the union of V

i

with all other adjacent V

j

's

(dist(V

i

; V

j

)=0). De�ne W

i

= '

i

(V

i

); Y

i

(

~

t) =

~

X( 

i

(

~

t)),

~

t 2 W

i

.

Applying Proposition 3.5 to the process Y

i

we know that, with probability one:

R

~

X

u

(@S) =

n

X

i=1

R

~

X

u

(V

i

):
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Thus the inequality (3.1) becomes:

n

X

i=1

E[R

~

X

u

(V

i

)]�

1

2

n

X

i=1

E[R

~

X

u

(V

i

)(R

~

X

u

(V

i

)� 1)]�

1

2

X

i 6=j

E[R

~

X

u

(V

i

)R

~

X

u

(V

j

)]

� P [R

~

X

u

(@S) � 1] �

n

X

i=1

E[R

~

X

u

(V

i

)]:

Step 1: We prove that the extra-terms appearing in the lower-bound are negligible.

� Suppose that dist(V

i

; V

j

) > 0 then

E[R

~

X

u

(V

i

)R

~

X

u

(V

j

)] � E[M

~

X

u

(V

i

)M

~

X

u

(V

j

)] = E[M

Y

i

u

(W

i

)M

Y

j

u

(W

j

)]:

On account of the non degeneracy condition H2 c, for all ~s 6=

~

t, ~s 2

�

W

i

,

~

t 2

�

W

j

, the vector

(Y

i

(~s); Y

j

(

~

t); Y

0

i

(~s); Y

0

j

(

~

t); Y

00

i

(~s); Y

00

j

(

~

t))

is non-degenerated and using (3.4) and (3.5) we have:

E[M

Y

i

u

(W

i

)M

Y

j

u

(W

j

)] �

Z Z

W

i

�W

j

d~sd

~

t

Z Z

(u;+1(

2

dxdyp

Y

i

(~s);Y

j

(

~

t);Y

0

i

(~s);Y

0

j

(

~

t)

(x; y; 0; 0)�

E[

~

det(Y

00

i

(~s))

~

det(Y

00

j

(

~

t))=Y

i

(~s) = x; Y

j

(

~

t) = y; Y

0

i

(~s) = 0; Y

0

j

(

~

t) = 0] = o

e

('(u)):

� Consider now E[R

~

X

u

(V

i

)(R

~

X

u

(V

i

)� 1)] � E[M

Y

i

u

(W

i

)(M

Y

i

u

(W

i

)� 1)] = o

e

('(u)) by the result of Propo-

sition 3.3.

� Consider now the case dist(V

i

; V

j

) = 0, then

E[R

~

X

u

(V

i

)R

~

X

u

(V

j

)] � E[M

Y

i

u

('

i

(V

i

[ V

j

))(M

Y

i

u

('

i

(V

i

[ V

j

)) � 1)] = o

e

('(u));

by the same argument than for the preceding case.

Step 2: We turn now to the evaluation of

n

X

i=1

E[R

~

X

u

(V

i

)].

E[R

~

X

u

(V

i

)] = E[R

Y

i

u

(W

i

)]:

Using the same arguments as those involved in the proof of Proposition 3.1, we get:

E[R

Y

i

u

(W

i

)] =

Z

W

i

d

~

t

Z

+1

u

dy

Z

+1

0

dz

Z

N

j det y

00

jp

Y

00

i

(

~

t);Y

i

(

~

t);Y

0

i

(

~

t);Z

i

(

~

t)

(y

00

; y; 0; z)dy

00

;

where Z

i

(

~

t) = n( 

i

(

~

t)) �X

0

( 

i

(

~

t)). Forgetting the subscript i for short, we get:

E[R

Y

u

(W )] =

Z

W

d

~

t

Z

+1

u

'(y)dy

Z

+1

0

dzp

Y

0

(

~

t);Z(

~

t)

(0; z)

Z

N

j det y

00

j�
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p

Y

00

(

~

t)

(y

00

=Y (

~

t) = y; Y

0

(

~

t) = 0; Z(

~

t) = z)dy

00

:

Y (

~

t) and (Y

0

(

~

t); Z(

~

t)) are independent since X(t) and X

0

(t) are. Thus,

E[Y

00

(

~

t)=Y (

~

t) = y; Y

0

(

~

t) = 0; Z(

~

t) = z] = E[Y

00

(

~

t)=Y (

~

t) = y] + E[Y

00

(

~

t)=Y

0

(

~

t) = 0; Z(

~

t) = z]:

The derivative  

0

(

~

t) of  at

~

t can be viewed as an N � (N � 1) matrix and the second derivative  

00

(

~

t)

as a bilinear function R

N�1

�R

N�1

! R

N

. Put t =  (

~

t), then combination of derivation implies that:

Y

0

(

~

t) = ( 

0

(

~

t))

T

X

0

(t)

Y

00

(

~

t) = ( 

0

(

~

t))

T

X

00

(t)( 

0

(

~

t)) +A;

where A is the bilinear function (h; k) ! ( 

00

(

~

t)(h; k))

T

X

0

(t). Since X

0

(t) and Y (

~

t) = X(t) are inde-

pendent:

E[Y

00

(

~

t)=Y (

~

t) = y] = E[( 

0

(

~

t))

T

X

00

(t) 

0

(

~

t)=X(t) = y] = �( 

0

(

~

t))

T

� 

0

(

~

t)y:

In conclusion, we have proved that conditionally to (Y (

~

t) = y; Y

0

(

~

t) = 0; Z(

~

t) = z), the expectation of

Y

00

(

~

t) is:

�( 

0

(

~

t))

T

� 

0

(

~

t)y + z�;

with � = E[Y

00

(

~

t)=Y

0

(

~

t) = 0; Z(

~

t) = 1]. Put �(

~

t) = Y

00

(

~

t) + ( 

0

(

~

t))

T

� 

0

(

~

t)y � z�. Under the condition

(Y (

~

t) = y; Y

0

(

~

t) = 0; Z(

~

t) = z), E[R

Y

u

(W )] can be written:

Z

W

d

~

t

Z

+1

u

'(y)

Z

+1

0

p

Y

0

(

~

t);Z(

~

t)

(0; z)

Z

M

~

det(
 � y( 

0

(

~

t))

T

� 

0

(

~

t) + z�)p

�(

~

t)

(
)d
dzdy:

Set y = u~y:

u

1�N

~

det(
 � y( 

0

(

~

t))

T

� 

0

(

~

t) + z�) =

~

det(




u

� ~y( 

0

(

~

t))

T

� 

0

(

~

t) +

�

u

z)

u!+1

�!

~y

N�1

det(( 

0

(

~

t))

T

� 

0

(

~

t))

Thus by a dominated convergence argument, as u! +1 and since:

Z

+1

0

p

Y

0

(

~

t);Z(

~

t)

(0; z)dz =

(2�)

1�N

2

p

det(( 

0

(

~

t))

T

� 

0

(

~

t))

P [Z(

~

t) > 0=Y

0

(

~

t) = 0]

=

(2�)

1�N

2

2

p

det(( 

0

(

~

t))

T

� 

0

(

~

t))

;

E[R

Y

u

(W )] =

Z

W

d

~

t

Z

+1

1

~y

N�1

u

N

'(u~y)

(2�)

1�N

2

2

q

det(( 

0

(

~

t))

T

� 

0

(

~

t))d~y(1 + o(1))

= u

N�2

exp(�

u

2

2

)

1

2(2�)

N

2

Z

W

q

det(( 

0

(

~

t))

T

� 

0

(

~

t))d

~

t(1 + o(1)):
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In conclusion we have proved that as u! +1:

P [R

~

X

u

(@S) � 1] = u

N�2

exp(�

u

2

2

)

1

2(2�)

N

2

n

X

i=1

Z

W

i

q

det(( 

0

i

(

~

t))

T

� 

0

i

(

~

t))d

~

t(1 + o(1)): (3.12)

Step 3: We look for a better expression for the term:

T

n

=

n

X

i=1

Z

W

i

q

det(( 

0

i

(

~

t))

T

� 

0

i

(

~

t))d

~

t

appearing in formula (3.12).

Let

~

t 2W

i

, t =  

i

(

~

t) and recall that t

i

2 V

i

is the point de�ning the tangent space T

t

i

and the projection

'

i

. Then  

0

(

~

t) is the projection T

t

i

! T

t

orthogonal to T

t

i

viewed as a function W ! R

N

. Since @S is

regular, the normal vector n(t) to @S at point t 2 @S is a continuous function of t. Thus taking arbitrary

small sets V

i

we can impose:

j

q

det(( 

0

(

~

t))

T

� 

0

(

~

t))�

q

det(( 

0

(

~

t

i

))

T

� 

0

(

~

t

i

))j � �:

Then we get that T

n

, for su�ciently small set V

i

, is arbitrary close to

T

0

n

=

n

X

i=1

q

det(( 

0

(

~

t

i

))

T

� 

0

(

~

t

i

))�

N�1

(W

i

):

Note that ( 

0

(

~

t

i

))

T

� 

0

(

~

t

i

) is the projection �

t

i

(�) of � on the tangent space T

t

i

. We get

T

0

n

=

n

X

i=1

p

det(�

t

i

(�))�

N�1

(W

i

);

which is a Riemann-type sum associated to the integral

Z

@S

p

det(�

t

(�))d�(t):

Since T

n

does not depend on n and on the choice of V

1

; :::; V

n

, we get:

T

n

=

Z

@S

p

det(�

t

(�))d�(t):

Proof that P [R

~

X

u

(@S)M

X

u

(

_

S) � 1] = o

e

('(u)):

Step 1: As in step 2 of the evaluation of P [R

~

X

u

(@S) � 1] we de�ne H

1

; :::;H

m

and 8i = 1; :::; n,

V

i

; t

i

; '

i

;  

i

;W

i

; Y

i

(t). For

~

t 2W

i

we de�ne Z

i

(

~

t) by X

0

( 

i

(

~

t)) � n( 

i

(

~

t)). With probability one we have:

R

~

X

u

(@S) =

n

X

i=1

R

~

X

u

(V

i

) and M

X

u

(

_

S) =

m

X

i=1

M

X

u

(H

i

):
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Thus:

P [R

~

X

u

(@S)M

X

u

(

_

S) � 1] � E[R

~

X

u

(@S)M

X

u

(

_

S)] =

X

i=1;:::;n ; j=1;:::;m

E[R

~

X

u

(V

i

)M

X

u

(H

j

)]:

By the same arguments as those used in the proof of Proposition 3.2:

E[R

~

X

u

(V

i

)M

X

u

(H

j

)]

�

Z Z

H

j

�W

i

dtd

~

t

Z Z

[u;+1)

2

dxdy

Z

1

0

p

X(t);Y

i

(

~

t);X

0

(t);Y

0

i

(

~

t);Z

i

(

~

t)

(x; y; 0; 0; z)

E[

~

det(X

00

(t))

~

det(Y

00

i

(

~

t))=X(t) = x; Y

i

(

~

t) = y;X

0

(t) = 0; Y

0

i

(

~

t) = 0; Z

i

(

~

t) = z]dz

�

Z Z

H

j

�W

i

dtd

~

t

Z

1

u

dx

Z

1

0

p

X(t);X

0

(t);Y

0

i

(

~

t);Z

i

(

~

t)

(x; 0; 0; z)

E[

~

det(X

00

(t))

~

det(Y

00

i

(

~

t))=X(t) = x;X

0

(t) = 0; Y

0

i

(

~

t) = 0; Z

i

(

~

t) = z]dz

def

=

Z Z

H

j

�W

i

A(t;

~

t)dtd

~

t (3.13)

Step 2: Suppose that dist(H

j

; V

i

) > 0. As in the preceding section and using the argument by Piterbarg

we get:

E[M

X

u

(H

j

)R

~

X

u

(V

i

)] = o

e

('(u)) as u! +1:

Suppose now that dist(H

j

; V

i

) = 0 but that V

i

is distinct from H

j

\ @S. De�ne

�

H

j

as the union of H

j

with adjacent H

l

's (l = 1; :::;m) and

�

V

j

as

�

H

j

\ @S. Then:

E[M

X

u

(H

j

)R

~

X

u

(V

i

)] � E[M

X

u

(

�

H

j

)R

~

X

u

(

�

V

j

)]:

Thus this case can be included into the next one.

Step 3: We suppose now that V

i

= H

j

\ @S and, for short, we forget the subscripts i and j. De�ne:

e

t;

~

t

= e =

 (

~

t) � t

jj (

~

t) � tjj

, R

t;

~

t

= R = Var[X

00

(t

0

)e]:

We divide the integral (3.13) into two domains:

Z Z

H�W

A(t;

~

t)dtd

~

t �

Z Z

D

1

A(t;

~

t)dtd

~

t+

Z Z

D

2

A(t;

~

t)dtd

~

t;

where D

1

and D

2

are the two compact domains de�ned by:

D

1

= ft 2 H;

~

t 2W=e

T

�R

�1

n(t

0

) � �g

D

2

= ft 2 H;

~

t 2 W=e

T

�R

�1

n(t

0

) � �g;
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with � > 0 that will be �xed below. We will use the following relations the proof of which is given in step

4. These relations are valid for t 2 H,

~

t 2W and H being small enough.

1) There exists constants N

1

and N

2

such that:

E[j detX

00

(t)jj detY

00

(

~

t)j=X(t) = x;X

0

(t) = 0; Y

0

(

~

t) = 0; Z(

~

t) = z] � (const)[x

N

1

+ (

z

jj (

~

t) � tjj

)

N

2

+ 1]:

E[j detX

00

(t)jj detY

00

(

~

t)j=X(t) = x;X

0

(t) = 0; Y

0

(

~

t) = 0] � (const)[1 + x

N

1

]:

2) There exists a constant K, 0 < K < +1 such that:

Var(Z(

~

t)=X

0

(t); Y

0

(

~

t)) � Kjj (

~

t) � tjj

2

:

3) There exists a strictly positive constant such that:

det var(X(t); X

0

(t); Y

0

(

~

t); Z(

~

t)) � (const)jj (

~

t) � tjj

2N

:

det var(X(t); X

0

(t); Y

0

(

~

t)) � (const)jj (

~

t) � tjj

2(N�1)

:

4) There exists a constant K

0

, 0 < K

0

< +1 such that:

Var(X(t)=X

0

(t); Y

0

(

~

t); Z(

~

t)) � K

0

< 1:

5) On D

1

: E[X(t)=X

0

(t) = 0; Y

0

(

~

t) = 0; Z(

~

t) = 1] � 0.

6) On D

2

: There exists a constant K

00

, 0 < K

00

< 1 such that Var(X(t)=X

0

(t); Y

0

(

~

t)) � K

00

< 1.

On D

1

write:

p

X(t);X

0

(t);Y

0

(

~

t);Z(

~

t)

(x; 0; 0; z) = p

X(t)

(x=X

0

(t) = 0; Y

0

(

~

t) = 0; Z(

~

t) = z)p

X

0

(t);Y

0

(

~

t);Z(

~

t)

(0; 0; z)

� (const)(det var(X(t); X

0

(t); Y

0

(

~

t); Z(

~

t)))

�1=2

exp(�

x

2

2K

0

) exp(�

z

2

2Var(Z(

~

t)=X

0

(t); Y

0

(

~

t))

)

by relations 4) and 5). Thus by relations 1), 2) and 3): A(t;

~

t) �

(const)

Z

+1

0

dz

Z

+1

u

(x

N

1

+ (

z

jj (

~

t)� tjj

)

N

2

+ 1)jj (

~

t)� tjj

�N

exp(�

x

2

2K

0

) exp(�

z

2

2Kjj (

~

t) � tjj

2

)dx:

Using the change of variable ~z =

z

jj (

~

t)� tjj

yields:

A(t;

~

t) � (const)

Z

+1

0

dz

Z

+1

u

(x

N

1

+ z

N

2

+ 1)jj (

~

t)� tjj

1�N

exp(�

x

2

2K

0

) exp(�

z

2

2K

)dx:
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The conclusion that

Z Z

D

1

A(t;

~

t)dtd

~

t = o

e

('(u))

follows directly from the integrability of jj (

~

t) � tjj

1�N

on H �W .

On D

2

write:

A(t;

~

t) �

Z

1

u

dxp

X(t);X

0

(t);Y

0

(

~

t)

(x; 0; 0)E[

~

det(X

00

(t))

~

det(Y

00

(

~

t))=X(t) = x;X

0

(t) = 0; Y

0

(

~

t) = 0]:

Relations 1), 3) and 6) imply that:

A(t;

~

t) � (const)

Z

+1

u

(1 + x

N

1

)jj (

~

t)� tjj

�N+1

exp(�

x

2

2K

00

)dx:

The integrability of jj (

~

t)� tjj

1�N

on H �W imply that:

Z Z

D

2

A(t;

~

t)dtd

~

t = o

e

('(u));

which concludes the proof of Theorem 3.

Step 4: Proofs of the relations given in step 3 above.

Since the H

i

are of arbitrary small size, by a compacity argument it is su�cient to prove all the relations

for (t

n

;  (

~

t

n

)) tending to (t

0

; t

0

), with t

0

2 V

i

and for the point of projection t

i

tending to t

0

also. In the

following, the Landau symbol o refers to such an asymptotic framework. One key point is that since ' is

the projection on the tangent space, Y

0

(

~

t) is arbitrary close to the projection �

t

0

(X

0

( (

~

t))) of X

0

( (

~

t))

on the space tangent to t

0

.

Y

0

(

~

t) = �

t

0

(X

0

( (

~

t))) + o(1):

The second key point is that the transformation

(�

 (

~

t)

(X

0

( (

~

t)))

T

; Z(

~

t))

T

! X

0

( (

~

t))

is unitary thus with determinant 1.

� Relation 1). Put:

C = fX(t

n

) = x;X

0

(t

n

) = 0; Y

0

(

~

t

n

) = 0; Z(

~

t

n

) = zg:

We have:

E[X

00

(t

n

)=C] = A

t

n

;

~

t

n

x+B

t

n

;

~

t

n

z

jj (

~

t

n

)� t

n

jj

(3.14)

E[Y

00

(t

n

)=C] =

~

A

t

n

;

~

t

n

x+

~

B

t

n

;

~

t

n

z

jj (

~

t

n

) � t

n

jj

: (3.15)
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Our aim is to prove that functions A

t

n

;

~

t

n

, B

t

n

;

~

t

n

,

~

A

t

n

;

~

t

n

and

~

B

t

n

;

~

t

n

are bounded as (t

n

;  (

~

t

n

)) tends to

(t

0

; t

0

). We give the proof for A

t

n

;

~

t

n

and B

t

n

;

~

t

n

. The proof for the two other cases is similar.

A

t

n

;

~

t

n

= E[X

00

(t

n

)=C

1

]

with:

C

1

= fX(t

n

) = 1; X

0

(t

n

) = 0;

X

0

( (

~

t

n

))�X

0

(t

n

)

jj (

~

t

n

)� t

n

jj

= 0g

= fX(t

0

) + o(1) = 1; X

0

(t

0

) + o(1) = 0; X

00

(t

0

)e

t

n

;

~

t

n

+ o(1) = 0g:

Since the limit distribution of (X(t

0

); X

0

(t

0

); X

00

(t

0

)e

t

n

;

~

t

n

) is uniformly non-degenerate,

E[X

00

(t

n

)=C

1

] = E[X

00

(t

n

)=X(t

0

) = 1; X

0

(t

0

) = 0; X

00

(t

0

)e

t

n

;

~

t

n

= 0] + o(1)

which gives the result.

In the same way:

B

t

n

;

~

t

n

= E[X

00

(t

n

)=X(t

0

) + o(1) = 0; X

0

(t

0

) + o(1) = 0; X

00

(t

0

)e

t

n

;

~

t

n

+ o(1) = n(t

0

)]

= E[X

00

(t

n

)=X(t

0

) = 0; X

0

(t

0

) = 0; X

00

(t

0

) = n(t

0

)] + o(1):

Now det(X

00

(t)) for example can be written as the sum of N ! products of N terms. Thus j det(X

00

(t))j

is bounded by the sum of the absolute value of these N ! terms. The same kind of relation is true for

det(Y

00

(t)). Thus j det(X

00

(t)) det(Y

00

(t))j is bounded by the sum of the absolute value of N !(N � 1)!

products of 2N � 1 Gaussian variables with bounded variance and expectation bounded by (const)(x +

z

jj (

~

t)�tjj

). Thus writing each variable as the sum of its expectation and a centered variable, making the

product and then using Lemma 3.1 gives the result with in fact N

1

= N

2

= 2N � 1.

In the same way we prove that:

E[j detX

00

(t

n

)jj detY

00

(

~

t

n

)j=X(t

n

) = x;X

0

(t

n

) = 0; Y

0

(

~

t

n

) = 0] � (const)(1 + x

N

1

):

� Relation 2).

Var[Z(

~

t

n

)=X

0

(t

n

); Y

0

(

~

t

n

)] =

det var[X

0

(t

n

); Y

0

(

~

t

n

); Z(

~

t

n

)]

det var[X

0

(t

n

); Y

0

(

~

t

n

)]

=

det var[X

0

(t

n

); V

~

t

n

(X

0

( (

~

t

n

))�X

0

(t

n

))]

det var[X

0

(t

n

);  

0

(

~

t

n

)(X

0

( (

~

t

n

)) �X

0

(t

n

))]

=

jj (

~

t

n

)� t

n

jj

2N

(det var[X

0

(t

0

); X

00

(t

0

)e

t

n

;

~

t

n

] + o(1)

jj (

~

t

n

) � t

n

jj

2(N�1)

(det var[X

0

(t

0

);�

t

0

X

00

(t

0

)e

t

n

;

~

t

n

] + o(1)

= jj (

~

t)� tjj

2

det var[X

00

(t

0

)e

t

n

;

~

t

n

] + o(1)

det var[�

t

0

X

00

(t

0

)e

t

n

;

~

t

n

] + o(1)

=

jj (

~

t

n

)� t

n

jj

2

(1 + o(1))

n

T

(t

0

)[Var[X

00

(t

0

)e

t

n

;

~

t

n

]]

�1

n(t

0

) + o(1)

;
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where V

~

t

is the N � N matrix such that V

~

t

(X

0

( (

~

t))) = (Y

0

(

~

t)

T

; Z(

~

t))

T

. Since n(t

0

) and e

t

n

;

~

t

n

are unit

vectors and Var(X

00

(t

0

)e

t

n

;

~

t

n

) is non-degenerate uniformly in t

n

and

~

t

n

, relation 2) is proved.

� Relation 3). By the same arguments:

det var[X(t

n

); X

0

(t

n

); Y

0

(

~

t

n

); Z(

~

t

n

)] = jj (

~

t

n

) � t

n

jj

2N

(det var(X(t

0

); X

0

(t

0

); X

00

(t

0

)e

t

n

;

~

t

n

) + o(1)):

Since det var(X(t

0

); X

0

(t

0

); X

00

(t

0

)e

t

n

;

~

t

n

) is non-degenerate uniformly in t

n

and

~

t

n

, relation 3) is establi-

shed.

In the same way we prove that:

det var[X(t

n

); X

0

(t

n

); Y

0

(

~

t

n

)] � (const)jj (

~

t

n

)� t

n

jj

2(N�1)

:

� Relation 4).

Var(X(t

n

)=X

0

(t

n

); Y

0

(

~

t

n

); Z(

~

t

n

)) = Var[X(t

0

)=X

00

(t

0

)e

t

n

;

~

t

n

] + o(1)

= 1� e

T

t

n

;

~

t

n

�(Var[X

00

(t

0

)e

t

n

;

~

t

n

])

�1

�e

t

n

;

~

t

n

+ o(1):

Var[X

00

(t

0

)e

t

n

~

t

n

] is non-degenerate uniformly in t

n

and

~

t

n

and jj�e

t

n

;

~

t

n

;

jj is uniformly strictly positive

thus relation 4) is valid.

� Relation 5). It is easy to see that the condition

C

2

= fX

0

(t

n

) = 0; Y

0

(

~

t

n

) = 0; Z

0

(

~

t

n

) = 1g

can be written:

C

2

= fX

0

(t

n

) = 0;

X

0

( (

~

t

n

)) �X

0

(t

n

)

jj (

~

t

n

) � t

n

jj

=

n( (

~

t

n

)) + o(1)

jj (

~

t

n

) � t

n

jj

g

= fX

0

(t

0

) + o(1) = 0; X

00

(t

0

)e

t

n

;

~

t

n

+ o(1) =

n( (

~

t

n

)) + o(1)

jj (

~

t

n

) � t

n

jj

g:

Thus:

E[X(t

0

)=C

2

] = jj (

~

t

n

) � t

n

jj

�1

[�e

T

t

n

;

~

t

n

�R

�1

n(t

0

) + o(1)]

and relation 5) is valid for any value of �.

� Relation 6).

Var[X(t

n

)=X

0

(t

n

); Y

0

(

~

t

n

)] = Var[X(t

0

)=�

t

0

X

00

(t

0

)e

t

n

;

~

t

n

] + o(1)

= 1� (�

t

0

�e

t

n

;

~

t

n

)

T

[Var(�

t

0

X

00

(t

0

)e

t

n

;

~

t

n

)]

�1

(�

t

0

�e

t

n

;

~

t

n

) + o(1):(3.16)

Since �

t

0

X

00

(t

0

)e

t

n

;

~

t

n

is non-degenerated uniformly in t

n

and

~

t

n

, Var[X(t

n

)=X

0

(t

n

); Y

0

(

~

t

n

)] may tend to

zero only if:

�

t

0

�e

t

n

;

~

t

n

! 0
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which implies that there exists constants �

t

n

;

~

t

n

such that:

�e

t

n

;

~

t

n

= �

t

n

;

~

t

n

n(t

0

) + o(1)

= �

t

n

;

~

t

n

n( (

~

t

n

)) + o(1):

Since S is convex e

T

t

n

;

~

t

n

n( (

~

t

n

)) � 0. Therefore there exists a strictly positive constant �

0

such that

�

t

n

;

~

t

n

� �

0

. Thus:

e

T

t

n

;

~

t

n

�R

�1

n(t

0

) = �

t

n

;

~

t

n

n

T

(t

0

)R

�1

n(t

0

) + o(1)

� �

0

n

T

(t

0

)R

�1

n(t

0

) + o(1): (3.17)

For each value �, this is not possible on D

2

for su�ciently small subset s. Thus we conclude that relation

6) is valid.

3.4.4 Proof of Theorem 3.4

The proof of Theorem 3.4 is just a re�nement of the proof of Theorem 3.3. From this proof we known

that:

P [M (S) > u] = u exp(�

u

2

2

)

j�j

1=2

2

p

2�

+E[R

~

X

u

(@S)] + o

e

('(u)):

We use the parametrization Y (�) = X(cos �; sin �). We have:

Y

0

(�) = (� sin �; cos �)X

0

(cos �; sin �) =<

0

@

� sin �

cos �

1

A

; X

0

(cos �; sin �) >

Y

00

(�) = �(cos �; sin �)X

0

(cos �; sin �) + (� sin �; cos �)X

00

(cos �; sin �)(� sin �; cos �)

T

:

Let Z(�) be the normal derivative: Z(�) =<

0

@

cos �

sin �

1

A

; X

0

(cos �; sin �) >. We have:

E[

~

R

u

([0; 2�[)] =

Z

2�

0

d� �

Z

1

u

dy'(y)

Z

1

0

dzp

Y

0

(�);Z(�)

(0; z)

Z

0

�1

jy

00

jp

Y

00

(�)

(y

00

=Y (�) = y; Y

0

(�) = 0; Z(�) = z)dy

00

:

Since

E[Y

00

(�)=Y (�) = y; Y

0

(�) = 0; Z(�) = z] = �y[�

11

sin

2

� � 2�

12

cos � sin � +�

22

cos

2

�] � z

which is bounded above by zero, it is easy to see using previous method that:

E[

~

R

u

([0; 2�[)] =

Z

2�

0

d�

Z

1

u

dy'(y)

Z

1

0

dzp

Y

0

(�);Z(�)

(0; z)

Z

R

�(
 � yv

T

(�)�v(�) � z)p

�

(
)d


= exp(�

u

2

2

)

1

4�

Z

2�

0

q

v

T

(�)�v(�)d� +

�

�(u)

1

2�

Z

2�

0

j�j

1=2

v

T

(�)�v(�)

d�;
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where � is a Gaussian random variable centered with variance Var(Y

00

(�)=Y (�); Y

0

(�); Z(�)) and v(�) is

de�ned in the statement of Theorem 3.4. Thus Theorem 3.4 is established.

3.4.5 Proof of Theorem 3.5

A face of S can be indexed by:

� a set I of coordinates that are free in the face. This set de�nes a class of parallel faces. We denote

V

I

the vector space generated by these faces,

� a number i, i 2 f1; :::; 2

N�jIj

g = K

I

that indexes the various faces in the preceding class.

So a face will be denoted by S

I;i

, I 2 F(N ), i = 1; :::; 2

N�jIj

. When considering a unique face S

I;i

, we will

choose an orthonormal base e

1

; :::; e

N

with e

1

; :::; e

n

(n = jIj) parallel to S

I;i

and e

n+1

; :::; e

N

pointing

outward S. Though this base depends on the considered face, to save notations it will always be denoted

by the same symbol. We denote by X

0

1

(t); :::; X

0

N

(t) the coordinates of the gradient X

0

(t) in this base,

X

0

I

(t) = �

V

I

(X

0

(t)) and X

00

I

(t) the restriction of X

00

(t) to V

I

. Let

~

X

I;i

be the restriction of X to such a

face, we de�ne:

R

~

X

I;i

u

(S

I;i

) = #ft 2 S

I;i

: X(t) � u;X

0

I

(t) = 0; X

0

j

(t) > 0; 8j > jIj; X

00

I

(t) 2 Ng

Note, for example, that if I = �, S

�;i

= ft

i

g for some point t

i

.

R

~

X

0;i

u

(S

0;i

) = I

fX(t

i

)>u;X

0

j

(t

i

)>0;8jg

and if I = f1; :::; Ng, R

~

X

I

u

(S

I

) = M

X

u

(S). We have:

P [M (S) � u] = P [

[

I2F(N)

[

i2K

I

(R

~

X

I;i

u

(S

I;i

) � 1)]

= P [

d

[

m=1

A

m

]

with d =

N

X

n=0

2

N�n

�C

n

N

and A

m

= fR

~

X

n;i

u

(S

n;i

) � 1g. We use the Bonferroni inequality:

d

X

m=1

P [A

m

]�

X

m<l

P [A

m

A

l

] � P [M (S) � u] �

d

X

m=1

P [A

m

]:

Relation (3.1) and Proposition 3.3 imply that as u! +1:

d

X

m=1

P [A

m

] =

X

I2F(N)

X

i2K

I

E[R

~

X

I;i

u

(S

I;i

)] + o

e

('(u)):
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Step 1: Evaluation of

X

i2K

I

E[R

~

X

I;i

u

(S

I;i

)].

� When I = �:

E[R

~

X

I;i

u

(S

I;i

)] = P [X(t

i

) � u;X

0

j

(t

i

) > 0]:

Since the distribution of (X(t

i

); X

0

(t

i

)) is N (0; 1)�N (0;�), it does not depend on i. Let O

1

; :::; O

2

N the

2

N

orthants.

X

i2K

I

E[R

~

X

I;i

u

(S

I;i

)] =

�

�(u)

2

N

X

i=1

P [X

0

(t

i

) 2 O

i

] =

�

�(u):

� When I = f1; :::; Ng, it is clear that E[R

~

X

u

(S

I

)] = E[M

X

u

(S)].

� When � � I � f1; :::; Ng, since X

0

(t) and X

00

(t) are independent:

E[R

~

X

I;i

u

(S

I;i

)] =

Z

S

I;i

dt

Z

1

0

dx

1

:::

Z

1

0

dx

N�n

p

X

0

1

(t);:::;X

0

N

(t)

(0; :::; 0; x

1

; :::; x

N�n

)

p

X

0

1

(t);:::;X

0

n

(t)

(0; :::; 0)

Z

1

u

dx

Z

D

j detx

00

jp

X

00

I

(t);X(t);X

0

I

(t)

(x

00

; x; 0)dx

00

:

By Theorem 3.1 we have that, as u! +1:

Z

1

u

Z

D

j detx

00

jp

X

00

I

(t);X(t);X

0

I

(t)

(x

00

; x; 0)dx

00

=

1

�(S

I;i

)

[n=2]

X

j=0

k

I

2j

	

n

2j

(u) + o

e

('(u)):

Thus:

2

N�n

X

i=1

E[R

~

X

I;i

u

(S

I;i

)] =

[n=2]

X

j=0

k

I

2j

	

n

2j

(u) + o

e

('(u)):

Finally as u! +1:

d

X

m=1

P [A

m

] =

N

X

n=1

[n=2]

X

j=0

	

n

2j

(u)(

X

I2F

n

(N)

k

I

2j

) +

�

�(u) + o

e

('(u)):

Step 2: We now prove that as u! +1:

P [A

m

A

l

] = o

e

('(u)): (3.18)

When A

m

and A

l

involve two faces at positive distance relation (3.18) is easy.

In the other case when A

m

involves a face S

I;i

(S

I

for short) of dimension n � 1 and A

l

involves a face

S

I

0

;i

0

of dimension n

0

, 0 � n

0

� n, we choose a basis (e

1

; e

2

; :::; e

N

) such that:

� (e

1

; :::; e

m

) span V

I

T

V

I

0

,

� e

m+1

; :::; e

n

0

are pointing outward S at S

I

and span V

I

0

with (e

1

; :::; e

m

),
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� e

n

0

+1

; :::; e

n

0

+n�m

are pointing outward S at S

I

0

and span V

I

with (e

1

; :::; e

m

).

Then:

P [A

m

A

l

] = P [R

~

X

I;i

u

(S

I

)R

~

X

I

0

;j

u

(S

I

0

) � 1] � E[R

~

X

I;i

u

(S

I

)R

~

X

I

0

;i

0

u

(S

I

0

)]:

By the same arguments as those involved in the proofs of Proposition 3.1 and Proposition 3.2 we obtain:

P [A

m

A

l

] �

Z Z

S

I

�S

0

I

dtds

Z

1

u

dx

Z

1

0

:::

Z

1

0

dz

m+1

:::dz

n

0

Z

1

0

:::

Z

1

0

dy

n

0

+1

dy

n

0

+n�m

p(x; 0; :::;0; z

m+1

; :::; z

n

0

; 0; :::; 0; y

n

0

+1

; :::; y

n

0

+n�m

)E[

~

det(X

00

I

(t))

~

det(X

00

I

0

(s)))=X(t) = x;X

0

I

(t) = 0;

X

0

m+1

(t) = z

m+1

; :::; X

0

n

0

(t) = z

n

0

; X

0

I

0

(s) = 0; X

0

n

0

+1

(s) = y

n

0

+1

; :::; X

0

n

0

+n�m

(s) = y

n

0

+n�m

];

where p is the density of (X(t); X

0

I

(t); X

0

n+1

(t); :::; X

0

n

0

(t); X

0

I

0

(t); X

0

n

0

+1

(s); :::; X

0

n

0

+n�m

(s)). The right-

hand term above will be denoted by:

Z Z

S

I

�S

I

0

A(t; s)dtds: (3.19)

Put e

t;s

= e =

s � t

jjs� tjj

and �e =

N

X

k=1

�

k

e

k

. Since there exists some �

0

> 0 such that for all s and t

< e;�e >� �

0

and since:

{ < e; e

k

>� 0 for m < k � n

0

{ < e; e

k

>� 0 for n

0

< k � n

0

+ n �m

{ < e; e

k

>= 0 for n

0

+ n�m < k � N

we can majorize the integral in (3.19) by the sum of n+ n

0

� 2m + 1 integrals, namely:

P [A

m

A

l

] �

Z Z

D

0

A(t; s)dtds +

n+n

0

�m

X

k=m

Z Z

D

k

A(t; s)dtds;

with:

D

0

= f(t; s) 2 S

I

� S

I

0

:

P

�

k

< e; e

k

>� �

0

g;

D

k

= f(t; s) 2 S

I

� S

I

0

: �

k

� ��

k

g; m < k � n

0

;

D

k

= f(t; s) 2 S

I

� S

I

0

: �

k

� �

k

g; n

0

< k � n + n

0

�m;

where the positive values �

0

; :::; �

n+n

0

�m

are such that:

�

0

+

n+n

0

�m

X

k=m

�

k

< �

0

:
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It is clear that if (t; s) would not belong to D

0

nor to D

m

; :::;D

n+n

0

�m

:

< e;�e >< �

0

:

Thus D

0

[

n+n

0

�m

[

k=m

D

k

is a covering of S

I

� S

I

0

.

{ Let us prove that

R R

D

0

A(t; s)dtds = o

e

('(u)) as u! +1.

Z Z

D

0

A(t; s)dtds �

Z Z

D

0

dtds

Z

1

u

dxp

X(t);X

0

I

(t);X

0

I

0

(s)

(x; 0; 0)

E[

~

det(X

00

I

(t))

~

det(X

00

I

0

(s))=X(t) = x;X

0

I

(t) = 0; X

0

I

0

(s) = 0]:

By the same arguments as those used in step 4 of the proof of Proposition 3.3 we have:

Var[X(t)=X

0

I

(t); X

0

I

0

(s)] � Var[X(t)=X

0

k

(t); X

0

k

(s) 8k = 1; :::;m]

� K < 1 on D

0

det var[X(t); X

0

I

(t); X

0

I

0

(s))] � (const)jjs� tjj

2m

E[

~

det(X

00

I

(t))

~

det(X

00

I

0

(s))=X(t) = x;X

0

I

(t) = 0; X

0

I

0

(s) = 0] � (const)[1 + x

N

1

]

The conclusion that

R R

D

0

A(t; s)dtds = o

e

('(u)) as u! +1 follows from the integrability of jjs� tjj

�m

on S

I

� S

I

0

.

{ Now we prove that

R R

D

k

A(t; s)dtds = o

e

('(u)) as u! +1 for k = m + 1; :::; n

0

.

Z Z

D

k

A(t; s)dtds �

Z Z

D

k

dtds

Z

1

u

dx

Z

1

0

dz

k

(det var[X(t); X

0

I

(t); X

0

k

(t); X

0

I

0

(s)])

�1=2

� (const) exp(�

(x � �)

2

2�

2

) exp(�

z

2

k

2


2

)�

E[

~

det(X

00

I

(t))

~

det(X

00

I

0

(s))=X(t) = x;X

0

I

(t) = 0; X

0

k

(t) = z

k

; X

0

I

0

(s) = 0];

where:

� = E[X(t)=X

0

k

(t) = z

k

; X

0

I

0

(s) = 0]

�

2

= Var[X(t)=X

0

k

(t); X

0

I

0

(s)]




2

= Var[X

0

k

(t)=X

0

I

0

(s)]:
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By the same arguments as those used in step 4 of the proof of Proposition 3.3 we have:

� � 0 on D

k

;

�

2

� K < 1 on D

k

;

det var[X(t); X

0

I

(t); X

0

k

(t); X

0

I

0

(s)] � (const)jjs� tjj

2(m+1)

;




2

� Kjjs� tjj

2

with 0 < K < +1;

E[j det(X

00

I

(t))jj det(X

00

I

0

(s))=X(t) = x;X

0

I

(t) = 0; X

0

k

(t) = z

k

;

X

0

I

0

(s) = 0] � (const)[x

N

1

+ (

z

k

jjs�tjj

)

N

2

+ 1]:

The conclusion that

R R

D

k

A(t; s)dtds = o

e

('(u)) as u! +1 for k = m+1; :::; n

0

follows from the change

of variables z =

z

k

jjs�tjj

and the integrability of jjs� tjj

�m

on S

I

� S

I

0

.

{ The proof that

R R

D

k

A(t; s)dtds = o

e

('(u)) as u! +1 for k = n

0

+ 1; :::; n+ n

0

�m follows

the same lines as previously replacing X

0

k

(t) by X

0

k

(s), z

k

by y

k

and inverting X

0

I

(t) and X

0

I

0

(s).
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Chapitre 4

Impl�ementation Splus des m�ethodes

de Rice

4.1 Introduction

Soit X = fX(t); t 2 Sg un champ al�eatoire gaussien sur S un sous-ensemble compact de R

N

. L'�evaluation

de la queue de probabilit�e :

P [max

t2S

X(t) � u] ou P [max

t2S

jX(t)j � u] pour u �x�e dans R; (4.1)

est un point crucial dans de nombreux probl�emes statistiques. Pour quelques exemples on pourra consul-

ter, en Statistique Param�etrique, Davies (1977, 1987) et Dacunha-Castelle et Gassiat (1997, 1999); en

Statistique Non Param�etrique, Sun (1991), Chaudhuri and Sengupta (1993), Piterbarg and Tyurin (1993),

Park and Sun (1998) et Chaudhuri and Marron (1999, 2000); en traitement de l'image, Worsley and al.

(1992) et Adler (2000); en g�en�etique, Cierco (1998) et Cierco and Aza��s (2000). Dans la plupart des cas

la queue de probabilit�e (4.1) apparâ�t dans des probl�emes de tests. Deux principales m�ethodes classiques

peuvent être utilis�ees pour �evaluer (4.1) :

(M1) Lorsque le processus est su�samment r�egulier on peut travailler avec la borne de Davies lorsque

N = 1 (voir Davies (1977, 1987)) ou bien avec l'�equivalent asymptotique donn�e dans Adler (1981)

et initialement dû �a Belyaev et Piterbarg (1972) lorsque N > 1. Cet �equivalent asymptotique est le

premier terme du d�eveloppement asymptotique de (4.1) quand u! +1. La borne de Davies donne

une borne majorante �a (4.1) form�ee de deux termes d'approximation. Lorsque N = 1 le premier
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terme d'approximation de la borne de Davies est le premier terme du d�eveloppement asymptotique

de (4.1) quand u! +1. Lorsque le processus n'est pas su�samment r�egulier, il faut travailler avec

les r�esultats discut�es dans le chapitre d'Introduction.

(M2) Des m�ethodes de type Monte-Carlo peuvent �egalement être utilis�ees pour �evaluer (4.1) par simula-

tions successives. Les trajectoires du champ al�eatoire X peuvent être simul�ees selon des m�ethodes

classiques d�ecrites par exemple dans Aza��s (1990) ou Dietrich and Newsam (1997).

Le Tableau 1 donne des r�esultats obtenus par ces m�ethodes dans le cadre d'un probl�eme de d�etection

de g�enes in
uen�cant un trait quantitatif mais de mani�ere trop faible pour être d�etect�e qualitativement.

De tels g�enes sont appel�es QTL. Plus pr�ecisemment le probl�eme d'int�erêt est de tester l'hypoth�ese nulle

H

0

, il n'y a pas de QTL sur le chromosome de longueur T , contre l'alternative H

1

, il y a un QTL �a la

position t

0

sur le chromosome de longueur T ayant un e�et �egal �a

�

p

n

(n �etant le nombre d'observations

ind�ependantes du chromosome sur di��erents individus). Un tel probl�eme a d'abord �et�e introduit et �etudi�e

par Lander et Boststein (1989) puis g�en�eralis�e par Feingold, Brown et Siegmund (1993), Cierco (1998) et

Cierco et Aza��s (2000). Cierco (1998) a montr�e que le processus du test de d�etection converge en loi vers

un processus d'Ornstein-Ulhenbeck sous H

0

et vers le même processus d'Ornstein-Ulhenbeck d�ecentr�e par

une fonction moyenne sous H

1

. L'�etude d�etaill�ee de Cierco et Aza��s (2000) propose de travailler avec la

version liss�ee du processus de test de d�etection dont la limite en loi est le processus d'Ornstein-Ulhenbeck

liss�e X

�

centr�e sous H

0

et d�ecentr�e sous H

1

par la fonction moyenne :

m

�

(t) =

�

2

fexp[2(�t

0

+ �

2

+ t)]�(

t

0

� 2�

2

� t

�

) + exp[2(t

0

+ �

2

� t)]

�

�(

t

0

+ 2�

2

� t

�

)g:

Sa fonction de covariance r

�

est donn�ee par :

r

�

(t) = exp(2(2�

2

� t))�(

t� 4�

2

(2�

2

)

1=2

) + exp(2(2�

2

+ t))

�

�(

t+ 4�

2

(2�

2

)

1=2

):

Ils proposent �egalement une valeur optimale pour le param�etre de lissage �. La loi asymptotique de la

statistique de test est alors sup

t2[0;T ]

jX

�

(t)j. La Tableau 1 r�esume quelques r�esultats (valeur seuil et

puissance asymptotiques au niveau �) obtenus par (M1) et (M2) pour ce probl�eme de test. Le Tableau 1

donne �egalement quelques r�esultats obtenus par (M1) et (M2) pour l'�evaluation de la queue de probabilit�e

(4.1) lorsque X est un processus gaussien stationnaire centr�e sur [0; T ] avec une fonction de covariance

donn�ee par exp(�t

2

=2) et lorsque X est champ al�eatoire gaussien centr�e sur [0; T ]

2

dont la fonction de

covariance est donn�ee par :

r(s; t) = exp(�5jjs� tjj

2

2

):
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Valeur absolue du processus d'Ornstein-Ulhenbeck liss�e avec T = 1

Valeurs critiques �a 5% Puissance �a 5%

�

2

= 10

�2

(M1) �2.2912 (M2) 0.7137�0.0088

(Prog-S) 2.2813-2.2870 (Prog-S) 0.6983-0.7125

�

2

= 10

�3

(M1) �2.6444 (M2) 0.7253�0.0087

(Prog-S) 2.5989-2.6366 (Prog-S) 0.6906-0.8213

Processus gaussien stationnaire sur [0; T ] de fonction de covariance exp(�t

2

=2)

P [max

t2[0;T ]

X(t) � 1] P [max

t2[0;T ]

X(t) � 2]

T=1 (M1) �0.7448 (M1) �0.9557

(Prog-S) 0.7459 (� 10

�4

) (Prog-S) 0.9558 (� 10

�4

)

T=4 (M1) �0.4552 (M1) �0.8911

(Prog-S) 0.5085 (2:6 10

�4

) (Prog-S) 0.8933 (� 10

�4

)

Champ gaussien stationnaire sur [0; T ]

2

de fonction de covariance exp(�5jjs� tjj

2

2

)

P [max

t2[0;T ]

2
X(t) � 2] P [max

t2[0;T ]

2
X(t) � 3]

T=1 (M1) 0.8281 (M1) 0.9788

(Prog-S) 0.6692 (Prog-S) 0.9663

T=2 (M1) 0.3126 (M1) 0.9154

(Prog-S) 0.0174 (Prog-S) 0.8916

Tableau 1 : Comparaison des m�ethodes classiques (M1) et (M2) avec les m�ethodes de Rice d�ecrites dans

ce chapitre (Prog-S). Dans le premier cas les valeurs critiques ont d'abord �et�e recherch�ees par la m�e-

thode de Davies (M1). Les puissances ont ensuite �et�e calcul�ees �a partir de la borne inf�erieure obtenue

par le programme Splus pour la valeur critique. Elles ont �et�e calcul�ees, pour � = 6 et t

0

= 0:4, par une

m�ethode de Monte-Carlo en simulant 10

4

trajectoires du processus d'Ornstein-Ulhenbeck puis en les lis-

sant par des m�ethodes classiques (cf. Cierco (1996) et Aza��s et Cierco (2001)). L'intervalle de con�ance

correspondant �a 95% est donn�e. Les r�esultats obtenus par le programme S-plus sont �egalement donn�es.

Ils permettent d'avoir un calcul de l'erreur commise. Dans le second cas nous nous sommes sp�ecialement

int�eress�e �a un calcul de la fonction de r�epartition tout d'abord par une m�ethode de Davies puis par nos

m�ethodes de Rice pour lesquelles nous avons not�e entre parenth�eses le calcul de l'erreur commise sur

le r�esultat. Dans le cas du champ gaussien stationnaire notre programme donne �a priori un calcul plus

pr�ecis de la fonction de r�epartition que l'�equivalent asymptotique initialement donn�e par Adler (M1)

puisqu'il prend en compte les trois premiers termes du d�eveloppement asymptotique et non pas seulement

le premier. On remarque que dans le cas du champ gaussien il est absolument n�ecessaire d'avoir un d�eve-
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loppement asymptotique su�samment long pour esp�erer obtenir su�samment de pr�ecision sur le r�esultat.

Les exemples d�evelopp�es dans le Tableau 1 illustrent un inconv�enient majeur dans l'utilisation pratique

des approximations classiques (M1) et (M2) pour (4.1) : leur manque de pr�ecision et l'absence d'une

estimation pr�ecise de l'erreur. Dans ce chapitre nous proposons un programme S-plus qui pr�esente trois

avantages importants. Premi�erement, nous proposons et impl�ementons une m�ethode plus pr�ecise que

les m�ethodes classiques avec un coût en temps de calcul tout �a fait raisonnable. Deuxi�emement, notre

programme donne une estimation pr�ecise de l'erreur commise sur le r�esultat. Troisi�emement, même des

utilisateurs non sp�ecialistes des champs al�eatoires peuvent se servir de notre programme pour obtenir

des r�esultats pr�ecis dans l'approximation de la queue de probabilit�e (4.1) ou dans l'approximation de

valeurs seuils relatives �a (4.1). Notre approche est la m�ethode de Rice qui est g�en�eralement plus pr�ecise

que les autres m�ethodes pour �evaluer (4.1). Elle a �et�e introduite et �etudi�ee sp�ecialement par Kac (1943),

Rice (1944-1945), Cramer and Leadbetter (1967), Wschebor (1985), Aza��s et Wschebor (1997) et Aza��s

and al. (1999) pour les processus al�eatoires et �etendue aux champs al�eatoires par Brillinger (1972), Adler

(1981), Piterbarg (1996), Delmas (1998) et Aza��s et Delmas (2000). Pour construire notre programme

dans un cadre assez g�en�eral, nous avons g�en�eralis�e les m�ethodes et les r�esultats donn�es dans Aza��s and

al. (1999) pour un processus gaussien stationnaire au cas non stationnaire et au cas de la valeur absolue

d'un processus gaussien. Nous obtenons, pour l'approximation de (4.1) et l'estimation de l'erreur, des

formules pr�ecises relativement bien adapt�ees au calcul num�erique mais qui sont soit impossibles soit trop

di�ciles �a calculer sans impl�ementation informatique. Une analyse plus d�etaill�ee de notre m�ethode est

donn�ee dans la section 2. Dans la section 3 notre programme S-plus est d�evelopp�e. Le principal objectif

est d'�etudier des statistiques de test bas�ees sur les variables al�eatoires

max

t2S

X(t) ou max

t2S

jX(t)j:

Notre programme donne donc une approximation pour la queue de probabilit�e (4.1) pour tout u > 0 et

pour la valeur seuil relative �a (4.1) �a tout niveau souhait�e. Dans chaque cas une estimation de l'erreur

commise sur le r�esultat est donn�ee. Notons que notre programme n�ecessite uniquement la donn�ee de la

moyenne et de la fonction de covariance du processus (ou du champ) pour fonctionner et obtenir des

r�esultats. Dans le Tableau 1 nous donnons �egalement quelques r�esultats obtenus par notre programme

S-plus pour les trois exemples explicit�es pr�ec�edemment. Ces exemples d�emontrent la performance de notre

programme S-plus.
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4.2 M�ethode de Rice

Soit X un processus gaussien sur [0; T ] �a trajectoires p.s. de classe C

1

. Notons :

U

X

u

[0; T ] = #ft 2 [0; T ] : X(t) = u;X

0

(t) > 0g

D

X

�u

[0; T ] = #ft 2 [0; T ] : X(t) = �u;X

0

(t) < 0g:

Nous avons :

P [ sup

t2[0;T ]

X(t) > u] = P [X(0) > u] + P [U

X

u

[0; T ]I

fX(0)�ug

� 1] (4.2)

P [ sup

t2[0;T ]

jX(t)j > u] = P [jX(0)j > u] + P [(U

X

u

[0; T ] +D

X

�u

[0; T ])I

fjX(0)j�ug

� 1] (4.3)

De plus si � est une variable al�eatoire positive alors :

E[�]�

1

2

E[�(� � 1)] � P [� � 1] � E[�]:

Notons E[�

[2]

] le deuxi�eme moment factoriel E[�(� � 1)] de �. En remarquant que :

E[U

X

u

[0; T ]I

[2]

fX(0)�ug

] � E[U

X

u

[0; T ]

[2]

]

E[(U

X

u

[0; T ] +D

X

�u

[0; T ])I

[2]

fjX(0)j�ug

] � E[(U

X

u

[0; T ] +D

X

�u

[0; T ])

[2]

];

nous obtenons :

P [X(0) > u] + E[U

X

u

[0; T ]I

fX(0)�ug

]�

1

2

E[U

X

u

[0; T ]

[2]

]

� P [sup

t2[0;T ]

X(t) > u] � (4.4)

P [X(0) > u] + E[U

X

u

[0; T ]I

fX(0)�ug

]:

Et :

P [jX(0)j > u] +E[(U

X

u

[0; T ] +D

X

�u

[0; T ])I

fjX(0)j�ug

]�

1

2

E[(U

X

u

[0; T ] +D

X

�u

[0; T ])

[2]

]

� P [sup

t2[0;T ]

jX(t)j > u] � (4.5)

P [jX(0)j > u] + E[(U

X

u

[0; T ] +D

X

�u

[0; T ])I

fjX(0)j�ug

]:

De plus, sous certaines conditions, Aza��s et Wschebor (1997) ont montr�e la convergence de la s�erie de

Rice :

P [ sup

t2[0;T ]

X(t) > u] = P [X(0) > u] +

1

X

m=1

(�1)

m+1

~�

m

(u; T )

m!

;
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et la propri�et�e enveloppante de cette s�erie pour n > 0; connues depuis les travaux de Rice (1944-1945) :

S

2n

� P [ sup

t2[0;T ]

X(t) > u] � S

2n�1

;

o�u S

n

= P [X(0) > u]+

P

n

m=1

(�1)

m+1

~�

m

(u;T )

m!

et ~�

m

(u; T ) est lem-i�eme moment factorielE[U

X

u

[0; T ]I

[m]

fX(0)�ug

].

En utilisant cette derni�ere propri�et�e pour X (resp. jXj) on en d�eduit une majoration de l'erreur commise

lorsque l'on approche P [sup

t2[0;T ]

X(t) > u] (resp. P [sup

t2[0;T ]

jX(t)j > u]) par le terme minorant de

l'in�egalit�e (4.4) (resp. (4.5)) :

jP [ sup

t2[0;T ]

X(t) > u]� P [X(0) > u]�E[U

X

u

[0; T ]I

fX(0)�ug

] +

1

2

E[U

X

u

[0; T ]

[2]

]j

�

E[U

X

u

[0; T ]I

[2]

fX(0)>ug

]

2

+

E[U

X

u

[0; T ]

[3]

]

6

: (4.6)

Et :

jP [ sup

t2[0;T ]

jX(t)j > u]�P [X(0) > u]�E[(U

X

u

[0; T ]+D

X

�u

[0; T ])I

fjX(0)j�ug

]+

1

2

E[(U

X

u

[0; T ]+D

X

�u

[0; T ])

[2]

]j

�

E[(U

X

u

[0; T ] +D

X

�u

[0; T ])I

[2]

fjX(0)j>ug

]

2

+

E[(U

X

u

[0; T ] +D

X

�u

[0; T ])

[3]

]

6

: (4.7)

4.2.1 Cas stationnaire

Soit X un processus gaussien stationnaire centr�e de variance un �a trajectoires p.s. de classe C

1

sur [0; T ]

tel que :

(X(t); X(s); X

0

(t); X

0

(s)) est non d�eg�en�er�e 8t 6= s; (t; s) 2 [0; T ]

2

:

Aza��s et al. (1999) ont �etabli une expression tr�es simple et bien adapt�ee au calcul num�erique pour

E[U

X

u

[0; T ]I

fX(0)�ug

] et E[U

X

u

[0; T ]

[2]

]. Nous reprenons leur m�ethode et leurs d�emonstrations pour obtenir

des r�esultats analogues pour E[U

X

u

[0; T ]I

fjX(0)j�ug

] et E[U

X

u

[0; T ]D

X

�u

[0; T ]]. Puisque X et (�X) ont

même loi,

E[D

X

�u

[0; T ]I

fjX(0)j�ug

] = E[U

X

u

[0; T ]I

fjX(0)j�ug

]

E[D

X

�u

[0; T ]

[2]

] = E[U

X

u

[0; T ]

[2]

]:

Nous obtenons alors, dans le cas stationnaire, les trois premiers termes d'approximation du d�eveloppement

asymptotique de P [sup

t2[0;T ]

jX(t)j � u] quand u! +1. Ces trois premier termes pr�esentent l'avantage
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d'être tr�es simples et par cons�equent tr�es bien adapt�es au calcul num�erique. Nous donnons maintenant les

expressions obtenues et rappelons celles obtenues dans Aza��s et al. (1999). Soit r la fonction de covariance

du processus. Nous adoptons les notations suivantes :

r = r(t) ; r

0

= r

0

(t) ; �

2

= VarX

0

(t) = �r

00

(0) et pour x � 0; 	(x) =

R

x

0

'(y)dy = �(x) �

1

2

:

�

2

= Var[X

0

(t)=X(0); X(t)] = �

2

�

r

0

2

1�r

2

; � = corr[X

0

(t); X

0

(0)=X(t); X(0)] =

�r

00

(t)(1�r

2

)�rr

0

2

�

2

(1�r

2

)�r

0

2

;

k =

q

1+�

1��

: Pour b � 0; �

2

J

11

(b; �) = T

1

(b; �; �

2

) + T

2

(b; �; �

2

) + T

3

(b; �; �

2

) avec :

T

1

(b; �; �

2

) = �

2

p

1� �

2

'(b)'(kb);T

2

(b; �; �

2

) = (�

2

� � �

2

b

2

)[

1

�

arctan(k)� 2

R

b

0

'(x)	(kx)dx];

T

3

(b; �; �

2

) = 2b�

2

	(kb)'(b):

Alors :

Cas stationnaire

E[U

X

u

[0; T ]I

fX(0)>ug

] F (r; r

0

) =

'(u)

R

T

0

p

�

2

p

2�

�

�[

u

�

p

�

2

q

1�r

1+r

] +

r

0

p

1�r

2

'(u

q

1�r

1+r

)

�

�[�

ur

0

�(1+r)

]dt

E[U

X

u

[0; T ]I

fX(0)�ug

]

T

p

�

2

2�

exp(�

u

2

2

)� F (r; r

0

)

E[U

X

u

[0; T ]I

fjX(0)j�ug

]

T

p

�

2

2�

exp(�

u

2

2

)� F (r; r

0

)� F (�r;�r

0

)

E[U

X

u

[0; T ]

[2]

] 2

Z

T

0

(T � t)�

2

J

11

(�

r

0

u

�(1 + r)

; �)

'

2

(

u

p

1+r

)

p

1� r

2

dt

E[U

X

u

[0; T ]D

X

�u

[0; T ]] 2

Z

T

0

(T � t)�

2

J

11

(�

r

0

u

�(1� r)

;��)

'

2

(

u

p

1�r

)

p

1� r

2

dt

Programmation informatique

Des instabilit�es num�eriques apparâ�ssent dans les expressions donn�ees dans le tableau pr�ec�edent lorsque

t # 0 dans les int�egrands I

1

(t), I

2

(t), I

3

(t) et I

4

(t) relatifs �a F (r; r

0

), F (�r;�r

0

), E[U

X

u

[0; T ]

[2]

] et

E[U

X

u

[0; T ]D

X

�u

[0; T ]]. Des d�eveloppements limit�es autour de 0 de ces int�egrands montrent que leur �equi-

valent est nul. Nous avons adopt�e une m�ethode de Simpson pour calculer ces expressions.

4.2.2 Cas non stationnaire

Soit X un processus gaussien non stationnaire �a trajectoires p.s. de classe C

1

sur [0; T ] tel que :

(X(t); X(s); X

0

(t); X

0

(s)) est non d�eg�en�er�e 8t 6= s; (t; s) 2 [0; T ]

2

: (4.8)

Nous g�en�eralisons ici les m�ethodes et les d�emonstrations du cas stationnaire au cas non stationnaire

a�n d'obtenir dans ce cas l�a �egalement les trois premier termes du d�eveloppement asymptotique de
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P [sup

t2[0;T ]

X(t) � u] et P [sup

t2[0;T ]

jX(t)j � u] quand u ! +1 sous une forme adapt�ee au calcul

num�erique. Nous distinguons trois cas : le cas non stationnaire centr�e de variance un, le cas non station-

naire d�ecentr�e de variance un, le cas non stationnaire g�en�eral. Alors que dans le cas non stationnaire

centr�e, X et (�X) ont même loi et E[D

X

�u

[0; T ]I

fjX(0)j�ug

] = E[U

X

u

[0; T ]I

fjX(0)j�ug

] et E[D

X

�u

[0; T ]

[2]

] =

E[U

X

u

[0; T ]

[2]

], ceci n'est plus vrai lorsque X est d�ecentr�e. Soit r la fonction de covariance du processus

et m sa fonction moyenne. Nous adoptons les notations suivantes :

r

1;0

(t; s) =

@

@�

r(�; �)

�

�

�

�

(t;s)

; r

1;1

(t; s) =

@

2

@�@�

r(�; �)

�

�

�

�

(t;s)

r = r(s; t); r

0t

= r(0; t); r

t

= r(t; t); et m

t

= m(t); 8t 2 [0; T ]:

v

2

= V ar[X

0

(t)=X(0); X(t)] = r

1;1

(t; t) +

�r

t

r

2

1;0

(t; 0) + 2r

0t

r

1;0

(t; t)r

1;0

(t; 0)� r

0

r

2

1;0

(t; t)

r

0

r

t

� r

2

0t

:




1

(t) =

r

1;0

(t; 0)r

t

� r

1;0

(t; t)r

0t

r

0

r

t

� r

2

0t

et 


2

(t) =

r

1;0

(t; t)r

0

� r

1;0

(t; 0)r

0t

r

0

r

t

� r

2

0t

:

M (m(t);m

0

(t)) = m

0

(t) +

r

1;0

(t; t)

r

t

(u�m(t)) et V (t) = r

1;1

(t; t)�

r

2

1;0

(t; t)

r

t

:

J

11

(a; b; �) = (� + ab)J

00

+

p

1� �

2

'(b)'(

�a + �b

p

1� �

2

) + a'(b)

�

�[

�a+ �b

p

1� �

2

] + b'(a)

�

�[

�b+ �a

p

1� �

2

];

avec pour (X;Y ) couple de variables al�eatoires gaussiennes centr�ees de variance

0

@

1 �

� 1

1

A

:

J

00

= P [X > a; Y > b] =

Z

1

�(�a)

�[

b+ ��

�1

(y)

p

1� �

2

]dy =

Z

1

�(�b)

�[

a+ ��

�1

(y)

p

1� �

2

]dy

= �(a)�(b) +

Z

�

0

1

2�

p

1� z

2

exp[�

(a

2

+ b

2

� 2zab)

2(1� z

2

)

]dz

=

1

�

arctan(

r

1 + �

1� �

) �

Z

1

0

(a'(av)

�

�[

b� �av

p

1� �

2

] + b'(bv)

�

�[

a � �bv

p

1� �

2

])dv:

Notons que:

1

�

arctan(

r

1 + �

1� �

) =

�

4

+

1

2

arcsin � =

�

2

�

1

2

arccos �

�

2

(t; s) = V ar[X

0

(t)=X(t); X(s)]

= r

1;1

(t; t)�

r

1;0

(t; t)(r

s

r

1;0

(t; t)� rr

1;0

(t; s)) + r

1;0

(t; s)(�rr

1;0

(t; t) + r

t

r

1;0

(t; s))

r

t

r

s

� r

2

:

� = Corr[X

0

(t); X

0

(s)=X(t); X(s)]

=

r

1;1

(t; s)

�(t; s)�(s; t)

�

r

1;0

(t; t)(r

s

r

1;0

(s; t)� rr

1;0

(s; s)) + r

1;0

(t; s)(�rr

1;0

(s; t) + r

t

r

1;0

(s; s))

�(t; s)�(s; t)(r

t

r

s

� r

2

)

:
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b(t; s) =

m

0

(t)

�(t; s)

+ (u�m

t

)

r

s

r

1;0

(t; t)� rr

1;0

(t; s)

�(t; s)(r

t

r

s

� r

2

)

+ (u�m

s

)

r

t

r

1;0

(t; s) � rr

1;0

(t; t)

�(t; s)(r

t

r

s

� r

2

)

:

b

0

(t; s) =

m

0

(t)

�(t; s)

� (u+m

t

)

r

s

r

1;0

(t; t)� rr

1;0

(t; s)

�(t; s)(r

t

r

s

� r

2

)

� (u+m

s

)

r

t

r

1;0

(t; s)� rr

1;0

(t; t)

�(t; s)(r

t

r

s

� r

2

)

:

m

1

(t; s) =

m

0

(t)

�(t; s)

+ (u�m

t

)

r

s

r

1;0

(t; t)� rr

1;0

(t; s)

�(t; s)(r

t

r

s

� r

2

)

� (u+m

s

)

r

t

r

1;0

(t; s)� rr

1;0

(t; t)

�(t; s)(r

t

r

s

� r

2

)

:

m

2

(s; t) = �

m

0

(s)

�(s; t)

� (u�m

t

)

r

s

r

1;0

(s; t)� rr

1;0

(s; s)

�(s; t)(r

t

r

s

� r

2

)

+ (u+m

s

)

r

t

r

1;0

(s; s) � rr

1;0

(s; t)

�(s; t)(r

t

r

s

� r

2

)

:

On donne trois expressions di��erentes pour J

00

. La premi�ere s'obtient de mani�ere �evidente. La seconde

a �et�e �etablie par Cramer et Leadbetter (1967) et la troisi�eme s'obtient ais�ement �a partir des travaux

de Aza��s, Cierco et Croquette (1999). Notons que les expressions pr�ec�edentes se simpli�ent lorsque le

processus est de variance un (r(t; t) = 1 et r

1;0

(t; t) = 0 8t 2 [0; T ]) et centr�e (m(t) = 0 8t 2 [0; T ]). On

donne dans les tableaux suivants les r�esultats obtenus.

Cas non stationnaire centr�e de variance un

E[U

X

u

[0; T ]I

fX(0)>ug

] F (r(0; t); r

1;0

(t; 0)) =

'(u)

Z

T

0

p

r

1;1

(t; t)

p

2�

�

�[

u

v

q

r

1;1

(t; t)

s

1� r(0; t)

1 + r(0; t)

]

+

r

1;0

(t; 0)

p

1� r

2

(0; t)

'(u

s

1� r(0; t)

1 + r(0; t)

)

�

�[�

ur

1;0

(t; 0)

v(1 + r(0; t))

]dt

E[U

X

u

[0; T ]I

fX(0)�ug

]

R

T

0

p

r

1;1

(t; t)

2�

dt exp(�

u

2

2

)� F (r(0; t); r

1;0

(t; 0))

E[U

X

u

[0; T ]I

fjX(0)j�ug

]

R

T

0

p

r

1;1

(t; t)

2�

dt exp(�

u

2

2

) � F (r(0; t); r

1;0

(t; 0))� F (�r(0; t);�r

1;0

(t; 0))

E[U

X

u

[0; T ]

[2]

]

Z

T

0

Z

T

0

�(t; s)�(s; t)J

11

(b(t; s); b(s; t); �)

'

2

(u=(

p

1 + r(s; t)))

p

1� r

2

(s; t)

dsdt

E[U

X

u

[0; T ]D

X

�u

[0; T ]]

Z

T

0

Z

T

0

�(t; s)�(s; t)J
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(m

1

(t; s);m

1

(s; t);��)

'

2

(u=(

p

1� r(s; t)))

p

1� r

2

(s; t)

dt
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Cas non stationnaire d�ecentr�e de variance un

E[U

X

u

[0; T ]] G(m(t);m

0

(t)) =

Z

T

0

'(u�m(t))[m

0

(t)�[

m

0

(t)

p

r

1;1

(t; t)

] +

q

r

1;1

(t; t)'(

m

0

(t)

p

r

1;1

(t; t)
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F (r(0; t); r

1;0

(t; 0);m(0);m(t);m

0
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Z

T

0

q

r

1;1

(t; t)'(u �m(t))'(

m

0

(t)

p

r

1;1

(t; t)

)

�
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r

1;1

(t; t)[u�m(0) � r(u�m(t))] +m

0

(t)r
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v

p

1� r

2
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p

r

1;1
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X

u

[0; T ]I
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Z

T

0

r
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p
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2

(0; t)
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p

1� r

2
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)
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m

0

(t)(1� r

2
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v(1 � r

2

(0; t))
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+

Z

T

0

m

0

(t)'(u �m(t))�

Z

1
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p
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m
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p
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v

p
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2
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X

u
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0

(t)) � F (r(0; t); r
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0
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0
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X

�u

[0; T ]I
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0
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u
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[2]

]

Z

T
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T

0
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Cas non stationnaire g�en�eral
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0
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Programmation informatique

Des instabilit�es num�eriques apparâ�ssent dans le calcul des int�egrands relatifs �a E[U

X

u

[0; T ]I

fX(0)>ug

],

E[U

X

u

[0; T ]I

fjX(0)j>ug

] et E[D

X

�u

[0; T ]I

fjX(0)j>ug

] lorsque t # 0. Des d�eveloppements limit�es de ces int�e-

grands en 0 montrent que leur �equivalent est nul. Dans le cas non stationnaire d�ecentr�e de variance un et

le cas non stationnaire g�en�eral, le calcul de ces int�egrands n�ecessite le calcul d'une int�egrale simple dont

la borne inf�erieure d�epend de t et la borne sup�erieure est 1. Par un changement de variables �evident on

se ram�ene �a une int�egrale sur (0; 1) et on vectorise le calcul de l'int�egrand en t en utilisant la m�ethode de

Simpson pour le calcul de l'int�egrale. L'int�egration de cet int�egrand sur (0; T ) se fait �egalement par la m�e-

thode de Simpson. Le calcul des moments d'ordre 2E[U

X

u

[0; T ]

[2]

],E[D

X

�u

[0; T ]

[2]

] et E[U

X

u

[0; T ]D

X

�u

[0; T ]]

n�ecessite le calcul d'une int�egrale double sur [0; T ]

2

d'un int�egrand fonction de (t; s) 2 [0; T ]

2

. Cet in-

t�egrand est fonction de J

11

(a(t; s); b(t; s); �) qu'il s'agit de calculer pour di��erents couples (t; s). Pour

cela il faut calculer une int�egrale simple. Ici encore on choisit l'expression de J

11

(a(t; s); b(t; s); �) pour

laquelle les bornes de cette int�egrale sont �xes et ne d�ependent de (t; s). On vectorise alors le calcul de

l'int�egrale en (t; s) (ceci nous �evite d'avoir �a calculer une int�egrale �a l'int�erieur d'une boucle sur (t; s)).

Le calcul de cette int�egrale se fait par la m�ethode de Simpson. Des d�eveloppements limit�es autour de la

diagonale montrent que l'int�egrand est nul sur la diagonale. De plus pour E[U

X

u

[0; T ]D

X

�u

[0; T ]] dans le

cas non stationnaire centr�e de variance un et pour E[U

X

u

[0; T ]

[2]

] et E[D

X

�u

[0; T ]

[2]

] dans les trois cas, les

int�egrands sont sym�etriques en (t; s). On les calcule donc uniquement pour t < s et on les int�egre sur

[0; T ]

2

par une m�ethode de Simpson en dimension 2 qui prend en compte la sym�etrie et la nullit�e sur la

diagonale (cette m�ethode est appel�ee Simpson-sym). Les autres int�egrands (pour E[U

X

u

[0; T ]D

X

�u

[0; T ]]

dans les cas non stationnaire d�ecentr�e de variance un et non stationnaire g�en�eral) ne pr�esentent pas cette

propri�et�e de sym�etrie. On les calcule de la même fa�con pour t < s puis pour s > t. On les additionne

puis on les int�egre sur [0; T ]

2

par la m�ethode Simpson-sym. Le r�esultat est ensuite divis�e par deux.

4.2.3 Estimation de l'erreur

Les r�esultats pr�esent�es dans les deux paragraphes pr�ec�edents pour des processus gaussiens stationnaires

et non stationnaires nous permettent d'obtenir un encadrement pour la queue de probabilit�e (4.1). Cet

encadrement nous permet d'avoir un controle sur l'erreur commise dans l'approximation de (4.1). Cepen-

dant on peut penser que la borne inf�erieure de cet encadrement obtenue �a partir des moments factoriels

d'ordre un et d'ordre deux de U

X

u

[0; T ] et D

X

�u

[0; T ] est plus pr�ecise que la borne sup�erieure qui ne prend
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en compte que les moments d'ordre un. En e�et on sait par exemple que dans le cas stationnaire,

9� > 0 tel que

E[U

X

u

[0; T ]

[2]

]

E[U

X

u

[0; T ]]

= o(e

�

u

2

2

�

) quand u! +1:

Par cons�equent l'erreur commise en utilisant l'approximation bas�ee uniquement sur le moment d'ordre

un est exponentiellement faible par rapport �a ce moment. Si les ordres de grandeur asymptotiques des

moments factoriels d�ecroissent ainsi lorsque leur ordre augmente, les erreurs commises dans l'approxima-

tion de (4.1) seront d'autant plus faibles que cette approximation sera bas�ee sur un plus grand nombre de

moments factoriels. A�n de conforter de telles conjectures une �etude est actuellement en cours sur l'ordre

de grandeur relative des di��erents moments factoriels entre eux. Ainsi, a�n d'am�eliorer la pr�ecision de

nos r�esultats, nous voudrions pouvoir obtenir une estimation des bornes majorantes donn�ees dans (4.6)

et (4.7). Dans le cas d'un processus gaussien stationnaire des r�esultats num�eriques sont obtenus pour

la borne majorante de (4.6). Une �etude analogue �a celle men�ee dans Aza��s, Cierco et Croquette (1999)

montre que dans ce cas : E[U

X

u

[0; T ]I

[2]

fX(0)�ug

] =

Z

T

0

Z

T

0

�(t; s)�(s; t)

2�

p

1� r

2

exp[�

u

2

1 + r

]

Z

1

�[

u�m(u)




]

J

11

(b(t; s; x(z); u); b(s; t; x(z); u); �)dzdsdt;

o�u

r = r(s � t) ; det � = 1� r

2

� r(t)

2

+ 2rr(t)r(s) � r(s)

2

;

�

2

(t; s) = �r

00

(0) �

r

0

(t)

2

(1� r

2

)� 2r

0

(t)r

0

(s� t)(r(t)r � r(s)) + r

0

(s � t)

2

(1� r(t)

2

)

det �

;

��(t; s)�(s; t) = �r

00

(s � t)�

[r

0

(t)r

0

(s)(1 � r

2

) + r

0

(t)r

0

(s � t)(r(s)r � r(t)) � r

0

(s)r

0

(s � t)(r(t)r � r(s))� r

0

(s� t)

2

(r(t)r(s) � r)]

det �

;

b(t; s; x(z); u) =

r

0

(t)

�(t; s) det �

[(1�r

2

)x(z)+u(r(t)+r(s))(r�1)]�

r

0

(s � t)

�(t; s) det �

[(r(t)r�r(s))x(z)+u(1�r(t)

2

+r(t)r(s)�r)];




2

= 1�

[r(t)

2

� 2rr(t)r(s) + r(s)

2

]

1� r

2

;

m(u) =

u(r(t) + r(s))

1 + r

et x(z) = 
�

�1

(z) +m(u):

La programmation informatique de E[U

X

u

[0; T ]I

[2]

fX(0)�ug

] se fait de mani�ere analogue �a celles d�ecrites dans

les deux paragraphes pr�ec�edents. Une �etude du troisi�eme moment E[U

X

u

[0; T ]

[3]

] a �et�e faite notamment

dans Aza��s et Wschebor (2001). Elle est bas�ee sur une m�ethode de Monte-Carlo et d'Importance Sampling
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bien adapt�ee au cas o�u T est petit. En e�et on peut montrer (cf. Aza��s et Wschebor (2000b)) que :

E[U

X

u

[0; T ]

[3]

] =

Z

T

0

Z

T

0

Z

T

0

A

(t

2

�t

1

);(t

3

�t

1

)

(u; u; u)dt

1

dt

2

dt

3

= 6

Z

T

0

Z

T

0

(T � s)A

p;s

(u; u; u)dpds pour p < s;

o�u A

p;s

(u; u; u) � (Const)p

4

s

4

(s � p)

4

pour T dans un voisinage de 0. On choisit donc d'adopter une

m�ethode d'Importance Sampling avec une densit�e proprtionnelle �a p

4

s

4

(s�p)

4

(T �s). Par le changement

de variables , (p; s)! (r =

p

s

; s), on peut montrer que cette densit�e est en fait le produit d'une loi Beta(5,5)

avec une loi S = TZ o�u Z suit une Beta(14,2). L'expression du troisi�eme moment devient donc :

E[U

X

u

[0; T ]

[3]

] = 6T

3

K

�1

1

E

�

A

TZR;TZ

(u; u; u)

Z

12

R

4

(1� R)

4

�

;

o�u K

1

= 1:323� 10

5

. Des r�esultats num�eriques sont donn�es dans le Tableau 1 de l'Introduction.

4.3 D�eveloppement du programme

L'objectif de notre programme est d'obtenir des valeurs num�eriques et des estimations d'erreur dans le

cadre du calcul de valeurs seuils et de puissances relatives �a (4.1). Il int�egre les r�esultats obtenus et discu-

t�es dans la section pr�ec�edente. On notera que la gestion des cas o�u la fonction de covariance stationnaire

d�e�nie sur ]0; T ] admet une limite continue en 0 est �egalement assur�ee. Il inclut �egalement la possibilit�e de

travailler avec un champ gaussien stationnaire sur un sous-ensemble compact de R

N

, N > 1. Le premier

terme du d�eveloppement asymptotique du th�eor�eme 3.5 �etabli dans le chapitre 3 a �et�e programm�e. Dans

le cadre des processus gaussiens non stationnaires l'utilisateur a �egalement la possibilit�e de travailler

avec les processus qui apparâ�ssent dans l'�etude des tests de m�elanges de distributions gaussiennes (cf.

chapitre 5 suivant). Ces processus ne sont pas toujours �a trajectoires p.s. de classe C

1

sur leur ensemble

de d�e�nition. Ils peuvent pr�esenter un point de discontinuit�e t

0

tel que X(t

+

0

) = �X(t

�

0

) p.s.. Ils m�eritent

donc une attention particuli�ere comme nous le verrons dans le chapitre 5 suivant.

Notre programme a �et�e d�evelopp�e sous S-plus. Il est compos�e d'un ensemble de fonctions dont une fonc-

tion principale. Cette fonction principale fait le lien entre les di��erentes fonctions. Plus pr�ecisemment elle

permet, grâce �a un syst�eme de menus, de guider l'utilisateur en fonction de ses choix et de faire appel aux

fonctions d�esir�ees. En particulier elle demande �a l'utilisateur de saisir au clavier les di��erents param�etres

ext�erieurs du processus gaussien �etudi�e dont notamment sa fonction de covariance et sa fonction moyenne.

Un d�erivateur automatique a �et�e utilis�e de fa�con �a ce que notre programme sache calculer les d�eriv�ees

successives, de la fonction de covariance et de la moyenne, n�ecessaires aux calculs.
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A�n d'illustrer plus clairement le fonctionnement et les possibilit�es actuelles de notre programme, nous

allons traiter et commenter un exemple.

Supposons que l'on veuille �etudier le maximum sur [0; T ] du processus gaussien stationnaire centr�e dont

la fonction de covariance est donn�ee par :

�(t) = (

p

3t)

�1

sin(

p

3t):

Notons que par stationnarit�e on peut toujours se ramener �a un intervalle de la forme [0; T ]. Le processus

ainsi d�e�ni est �a trajectoires p.s. de classe C

1

et satisfait l'hypoth�ese (4.8). On peut donc lui appliquer nos

r�esultats. Avant de lancer le programme principal, il est n�ecessaire de saisir l'expression de la fonction de

covariance dans l'objet \fdcs5" lorsqu'il s'agit d'un processus gaussien stationnaire, \fdcns2" dans le cas

d'un processus gaussien non stationnaire et \fdccs2" dans le cas d'un champ gaussien stationnaire. Le

cas d'un champ gaussien non stationnaire n'a pas encore �et�e trait�e. Dans le cas d'un processus gaussien

stationnaire la fonction de covariance d�epend d'une seule variable que l'on note t1; pour un processus

gaussien non stationnaire elle d�epend de deux variables not�ees t1 et t2 et pour un champ gaussien sta-

tionnaire elle d�epend d'une seule variable multidimensionnelle dont les coordonn�ees sont not�ees t1, t2,

etc..., TN (et ce 8N � 10).

"fdcs5" <- expression((sin(sqrt(3)*t))/(sqrt(3)*t))

Lorsqu'on lance le programme principal par la commande nummpcg(), un message d'accueil pr�esentant

bri�evement le programme est a�ch�e �a l'�ecran. Il est alors demand�e �a l'utilisateur s'il d�esire continuer.

Bienvenue dans NUM-M-P-C-G !

Calculs numeriques pour le maximum de

processus et de champs gaussiens.

Programme realise par

Alain Croquette, Christine Cierco et Celine Delmas.

---------------------------------------------

Date de derniere modification : 31 Mai 2000.

---------------------------------------------

Voulez-vous continuer (oui : o / non : n)? :
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Un message d'erreur est a�ch�e lorsque l'utilisateur saisit une valeur qui n'est pas coh�erente (dans ce cas

une r�eponse di��erente de o ou n). Il lui est alors demand�e de saisir �a nouveau cette valeur tant que celle-ci

n'est pas coh�erente. Cette gestion de la coh�erence des r�eponses donn�ees par l'utilisateur est assur�ee tout

au long du programme. Lorsqu'il s'agira de saisir la valeur de T , le programme n'acceptera qu'un r�eel

positif; lors de la saisie du nombre de valeurs u pour lesquelles l'utilisateur d�esire calculer la fonction de

r�epartition, il n'acceptera qu'un entier etc...

Voulez-vous continuer (oui : o / non : n)? : ghj

Attention : NUM-M-P-C-G n'accepte pas votre choix !

Voulez-vous continuer (oui : o / non : n)? : n

Malheureusement vous quittez NUM-M-P-C-G !

Si l'utilisateur d�esire quitter le programme un message de �n est a�ch�e. Par la suite cette possibi-

lit�e de quitter le programme sera donn�e �a l'utilisateur �a chaque a�chage de menu. Lorsque la r�eponse

est o un deuxi�eme menu est a�ch�e �a l'�ecran pour demander de saisir le type de processus ou de champ

gaussien �a �etudier.

VOUS VOULEZ TRAVAILLER AVEC UN :

A1-Processus gaussien stationnaire. B1-Champ gaussien stationnaire.

A2-Processus gaussien non-stationnaire. B2-Champ gaussien non-stationnaire.

Q-Quitter.

Votre choix :

Dans notre cas il s'agit d'un processus gaussien stationnaire. Un troisi�eme menu s'a�che alors a�n de

choisir la fonction de covariance du processus gaussien stationnaire que l'on veut �etudier.

PROCESSUS GAUSSIEN STATIONNAIRE

SAISIE DE LA FONCTION DE COVARIANCE

1. r(t)= exp( - t/2) .

2. r(t)= 1/cosh(t) .

3. r(t)= (sin(sqrt(3) * t))/(sqrt(3) * t) .

4. Ornteisn-Ullenbeck lisse.
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5. Autre (Objet fdcs5).

6. Quitter.

Votre choix :

Si la fonction de covariance �a �etudier ne fait pas partie de la liste a�ch�ee, l'utilisateur s�electionne la

r�eponse 5 (il aura dû s'assurer au pr�ealable, comme nous l'avons fait, que sa fonction de covariance est

bien connue par Splus comme �etant l'objet fdcs5). Si la fonction de covariance est dans la liste a�ch�ee,

il est conseill�e de s�electionner le num�ero correspondant a�n d'avoir �a r�epondre �a moins de questions par

la suite. Nous choisissons l'option 5 de fa�con �a rester le plus g�en�eral possible. Il convient maintenant de

savoir si notre d�erivateur automatique pourra calculer les d�eriv�ees successives de la fonction de covariance

en tout point de l'intervalle [0; T ]. Pour cela le programme g�ere le cas des fonctions de covariance d'ex-

pressions analytiques courantes qui ne sont pas d�e�nies en 0.

r(t), r'(t) ou r"(t) doivent-elles etre prolongees par continuite en 0 ? (oui : o / non

: n) :

Dans notre cas la fonction de covariance n'est pas d�e�nie en 0. Il est alors demand�e �a l'utilisateur

de saisir les valeurs en 0 de la fonction de covariance, de sa d�eriv�ee et de sa d�eriv�ee seconde.

Entrer la valeur de r(t) en 0 : 1

Entrer la valeur de r'(t) en 0 : 0

Entrer la valeur de r"(t) en 0 : -1

Il convient �egalement de savoir si l'utilisateur veut ou non travailler avec la valeur absolue du processus

gaussien consid�er�e.

PROCESSUS GAUSSIEN STATIONNAIRE

r(t) = (sin(sqrt(3) * t))/(sqrt(3) * t)

Voulez-vous travailler avec la valeur absolue du processus gaussien stationnaire ? (oui

: o / non : n) : n

Un quatri�eme menu s'a�che alors pour choisir le type de calculs que l'on veut e�ectuer.
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1. Calcul de la fonction de r�epartition en certains points u.

2. Estimation de l'erreur.

3. D�etermination d'un quantile.

4. Quitter.

Votre choix :

Pour le calcul de la fonction de r�epartition en certains points ou bien pour la d�etermination d'un quantile

(choix 1 ou 3 du Menu 4), un cinqui�eme Menu s'a�che a�n de choisir le type d'approximation que l'on

veut utiliser pour faire les calculs.

CHOIX DE LA BORNE

1. Borne de Davies.

2. Terme 1 de la serie de Rice.

3. Terme 2 de la serie de Rice.

4. Quitter

Votre choix : 3

Ces m�ethodes ont �et�e discut�ees en d�ebut de chapitre. Dans le cas de la d�etermination d'un quantile,

il convient alors de demander le niveau souhait�e et la valeur de T , longueur de l'intervalle [0; T ] sur lequel

on �etudie le processus :

DETERMINATION D'UN QUANTILE

SAISIE DES DONNEES

Entrer la valeur du niveau alpha : 0.01

Entrer la valeur de T : 1

Apr�es quelques secondes de calculs le r�esultat s'a�che r�ecapitulant les choix de l'utilisateur et don-

nant la dur�ee du calcul :

AFFICHAGE DU RESULTAT

PROCESSUS GAUSSIEN STATIONNAIRE
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r(t) = (sin(sqrt(3) * t))/(sqrt(3) * t)

Valeur seuil au niveau 0.01 : 2.6028595

Duree du calcul: 0 h 0 mn 7 s

Une m�ethode par dichotomie a �et�e programm�ee pour la recherche d'un valeur seuil. Il est clair que

ce point l�a peut être am�elior�e.

Dans le cas du choix d'un calcul de la fonction de r�epartition en certains points dans le Menu 4 et apr�es

avoir s�electionn�e le type d'approximation dans le Menu 5, le programme demande �a l'utilisateur le nombre

de points de calcul :

CALCUL DE LA FONCTION DE REPARTITION EN CERTAINS POINTS U

SAISIE DES DONNEES

Nombre de valeurs de u : 3

Il est alors demander de saisir les di��erentes valeurs de u et la valeur de T , longueur de l'intervalle

[0; T ] sur lequel on �etudie le processus :

Entrer une valeur de u : 2

Entrer une valeur de u : 3

Entrer une valeur de u : 1

Entrer la valeur de T : 1

Apr�es quelques secondes de calculs les r�esultats s'a�chent, r�ecapitulant les di��erents choix de l'utili-

sateur et a�chant la dur�ee du calcul.

AFFICHAGE DU RESULTAT

PROCESSUS GAUSSIEN STATIONNAIRE

r(t) = (sin(sqrt(3) * t))/(sqrt(3) * t)

u 1 2 3

Borne2 0.7450131 0.9557127 0.9968821

Duree du calcul: 0 h 0 mn 1 s
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Dans le cas du choix de l'estimation de l'erreur dans le Menu 4 la borne sup�erieure de (4.6) est cal-

cul�ee. L'utilisateur doit saisir une valeur de u et de T de mani�ere analogue au cas pr�ec�edent. Le r�esultat

s'a�che alors apr�es une longue attente car dans ce cas les calculs sont tr�es longs (de l'ordre de l'heure).

L'exemple que nous avons trait�e nous a permis de parcourir l'ensemble des possibilit�es de notre pro-

gramme dans le cas d'un processus gaussien stationnaire (choix A du Menu 2). Une gestion analogue

est assur�ee pour les processus gaussiens non stationnaires (choix B du Menu 2) et les champs gaussiens

stationnaires (choix C du Menu 2). Notons que dans le cas d'un processus gaussien non stationnaire,

notre programme distingue trois cas di��erents: le cas non stationnaire centr�e de variance un, le cas non

stationnaire d�ecentr�e de variance un et le cas non stationnaire g�en�eral. Lorsque le processus gaussien que

l'on veut �etudier n'est pas centr�e, il est n�ecessaire, avant de lancer le programme principal, de saisir en

même temps que sa fonction de covariance, sa fonction moyenne dans l'objet Splus \mns2" :

"fdcns2" <- expression(exp(-5*t1*t2)

"mns2" <- expression(exp(-t1/2))

Nous compl�etons et am�eliorons notre programme en fonction des r�esultats que nous obtenons dans l'�etude

des processus et des champs gaussiens. Des sorties graphiques, pour obtenir par exemple des courbes de

puissance ou des fonctions de r�epartition, ne sont pas encore disponibles �a partir de ce programme. Une

premi�ere version de ce programme est disponible �a l'URL suivant : http://www.lsp.ups-tlse.fr/Cdelmas/

4.4 Discussion et directions de recherche

Dans ce chapitre, nous avons dans un premier temps donn�e des formules relativement bien adapt�ees

au calcul num�erique pour les moments d'ordre 1 et d'ordre 2 qui apparâ�ssent dans les relations (4.6)

et (4.7). Les travaux d'Aza��s et Wschebor (2000b, 2001) nous proposent une m�ethode de Monte-Carlo

et d'Importance Sampling pour le calcul num�erique du moment d'ordre 3. Ces m�ethodes d�eterministe

et al�eatoire nous parâ�ssent bien adapt�ees au calcul num�erique. Cependant d'autres �etudes pourraient

permettre de les am�eliorer que ce soit en temps de calcul ou en pr�ecision du r�esultat obtenu. Ainsi par

exemple la m�ethode d'Importance Sampling utilis�ee pourrait être largement am�elior�ee dans les cas o�u

l'intervalle [0; T ] n'est pas petit. Les m�ethodes propos�ees dans le cadre de l'estimation de l'erreur ont �et�e

�etablies et programm�ees uniquement dans le cadre stationnaire. L'extension au cas non stationnaire et

au cas de la valeur absolue du processus reste �a faire.
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Dans ce chapitre on soul�eve �egalement la question de l'�etude des ordres de grandeur des di��erents mo-

ments factoriels entre eux. On pourrait en e�et penser que de mani�ere g�en�erale le moment d'ordre (j+1)

est exponentiellement faible par rapport au moment d'ordre j quand u! +1.

En�n on propose dans ce chapitre une impl�ementation Splus des m�ethodes d�evelopp�ees, en premi�ere

partie de ce chapitre, dans le chapitre 3 et dans le chapitre 5 qui suit, pour le calcul de queues de proba-

bilit�es et de valeurs critiques relatives �a (4.1). Nous avons illustr�e par un exemple le fonctionnement de

notre programme. Ce dernier est en constante �evolution. La gestion des sorties graphiques reste �a faire.
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Chapitre 5

Applications aux tests de m�elanges

de distributions

5.1 Introduction

La loi d'une variable al�eatoire ne peut pas toujours être correctement mod�elis�ee par une loi classique

(loi normale, loi gamma, etc...). Il s'av�ere souvent n�ecessaire de rechercher des mod�eles plus complexes.

Deux approches sont alors possibles : la mod�elisation non-param�etrique ou des mod�eles param�etriques

plus complexes comme des mod�eles de m�elange de lois. Ainsi, par exemple, en g�en�etique, un caract�ere

quantitatif peut être mod�elis�e par un m�elange de trois populations gaussiennes de même variance et de

moyennes di��erentes sous l'hypoth�ese de l'existence d'un g�ene majeur sans e�et de dominance codant

pour ce caract�ere. Le mod�ele devient un m�elange de deux populations gaussiennes sous l'hypoth�ese de

l'existence d'un g�ene majeur avec e�et de dominance et il se r�eduit �a une seule population gaussienne

sous l'hypoth�ese d'absence de g�ene majeur. Des tests de m�elanges de distributions peuvent alors être

mis en oeuvre pour d�etecter un g�ene majeur dans une population (cf. Go�net et al. (1992) et Loisel et

al. (1994)). On peut citer d'autres exemples d'application o�u le m�elange �ni de lois apparâ�t �egalement

comme mod�ele. C'est le cas en reconnaissance de caract�ere o�u il est utilis�e pour mod�eliser chaque com-

posante principale d'un caract�ere donn�e de l'alphabet (cf. Robert (1996) et Stuchlik et al. (1994)).

Par la suite on s'int�eressera toujours �a des mod�eles de m�elange identi�ables au sens faible.

D�e�nition 5.1 Soit F = (f




)


2�

une famille de densit�es de probabilit�e avec � un sous-ensemble compact
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de R

k

, k entier. Le mod�ele g�en�eral des p-m�elanges est :

G

p

= fg

�;�

=

p

X

i=1

�

i

f




i

: � = (�

1

; :::; �

p

); � = (


1

; :::; 


p

) et 8i = 1; :::; p; 


i

2 �; �

i

2 [0; 1];

p

X

i=1

�

i

= 1g:

La famille G

p

est identi�able au sens faible si pour tous g

�;�

et g

�

0

;�

0

dans G

p

on a :

g

�;�

= g

�

0

;�

0

,

p

X

i=1

�

i

�




i

=

p

X

i=1

�

0

i

�




0

i

:

Teicher (1965) ou Yakowitz et Spragins (1968) donnent des conditions su�santes pour une telle identi-

�abilit�e au sens faible. Elle a lieu par exemple pour des m�elanges �nis de lois normale ou de lois gamma.

Remarquons que l'estimateur �a noyau usuel d'une densit�e est de la forme:

ĝ(x) =

1

nh

n

X

i=1

K

�

x� x

i

h

�

:

Il s'�ecrit donc comme un m�elange particulier de densit�es K avec di��erents param�etres de position et un

même param�etre d'�echelle. Le nombre de composants du m�elange est �egal au nombre d'observations. De

même pour l'estimateur spline et l'estimateur par ondelettes. Pourquoi donc choisir un mod�ele de m�elange

�ni plutôt qu'un mod�ele non-param�etrique? Plusieurs arguments peuvent être avanc�es (cf. Robert (1996)).

Notamment, il existe de nombreux probl�emes o�u chaque composant du mod�ele de m�elange �ni poss�ede sa

signi�cation propre contrairement aux mod�eles non-param�etriques. De plus le mod�ele de m�elange �ni est

souvent plus simple et ses param�etres sont plus faciles �a estimer que dans le mod�ele non-param�etrique.

Ainsi une fois que l'on a d�ecid�e de mod�eliser la loi d'une variable al�eatoire par un mod�ele de m�elange

�ni, deux questions majeures se posent : Comment estimer le nombre de composants du m�elange et

comment en estimer ses param�etres? Une litt�erature particuli�erement riche existe pour r�epondre �a ces

deux questions. On retiendra dans chacun des deux probl�emes trois approches majeures : l'approche par la

m�ethode des moments, l'approche par maximum de vraisemblance et l'approche bay�esienne. Dans le cas

de l'estimation des param�etres, lorsque le nombre de composants p du m�elange est �x�e, la m�ethode la plus

ancienne est la m�ethode des moments qui a �et�e introduite par Pearson (1894). Malheureusement cette

m�ethode s'av�ere tr�es peu performante et a �et�e abandonn�ee. La m�ethode la plus souvent utilis�ee consiste

�a r�esoudre les �equations de vraisemblance. Dans le cas d'un mod�ele param�etrique su�samment r�egulier,

l'estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) poss�ede des propri�et�es d'optimalit�e asymptotiques

qui justi�ent sa tr�es courante utilisation. Il est en e�et consistant et asymptotiquement e�cace. Les

d�emonstrations classiques de ces deux principales propri�et�es sont dues �a Cramer (1946), Wald (1949)

et Wolfowitz (1949). Ces r�esultats peuvent �egalement se red�emontrer par des m�ethodes d'entropie (cf.
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Pollard (1984)). Dans le cas particulier o�u la vraie valeur du param�etre est sur la fronti�ere de l'espace des

param�etres (cas qui n'est pas inclus dans les hypoth�eses des th�eor�emes classiques), on peut noter que Self

and Liang (1987) prouvent un r�esultat de consistance et de convergence faible pour l'EMV. Dans le cas

d'un mod�ele param�etrique o�u il existe des param�etres non identi�ables (par exemple le mod�ele g�en�eral

des p-m�elanges G

p

), les hypoth�eses des th�eor�emes classiques ne sont pas non plus v�eri��ees. Redner (1981)

apporte une premi�ere solution �a ce probl�eme en montrant que dans ce cas l�a et lorsque l'espace des

param�etres � est compact, l'EMV est consistant dans l'espace quotient relatif �a � (en quotientant par

rapport aux classes identi�ables). Mais il n'obtient pas de r�esultat de convergence faible pour l'EMV.

Une solution plus compl�ete �a ce probl�eme est apport�ee par Dacunha-Castelle et Gassiat (1997-1999).

Ils proposent de reparam�etrer le mod�ele sous la forme (�; �) o�u � est un param�etre identi�able et � un

param�etre non identi�able. Ils prouvent la consistance de l'EMV de � uniform�ement en � et obtiennent un

r�esultat de convergence faible uniforme en � pour l'EMV de �. Ce dernier est asymptotiquement e�cace

uniform�ement en �. Les algorithmes les plus e�caces pour r�esoudre les �equations de vraisemblance sont des

algorithmes it�eratifs de type E.M. et S.E.M. (cf. Dempster, Laird and Rubin (1977); Celeux and Diebolt

(1984, 1986)). D'autres proc�edures d'estimation tr�es comp�etitives utilisent des m�ethodes bay�esiennes

(cf. Robert (1995, 1996)). Pour une �etude plus compl�ete des m�ethodes d'estimation dans les mod�eles

de m�elange on pourra consulter Titterington et al. (1985), Lindsay (1995) et McLachlan (2000). Dans

le cadre de l'estimation du nombre de composants d'un m�elange et en parall�ele avec la m�ethode des

moments, des m�ethodes performantes, bas�ees sur les propri�et�es des matrices de Hankel de mesures de

probabilit�e discr�etes, ont �et�e d�evelopp�ees par Lindsay (1989) et Dacunha-Castelle et Gassiat (1997). Un

test bas�e sur une approche bay�esienne a �et�e propos�e par Mergensen and Robert (1995) et Robert (1995).

L'approche par maximumde vraisemblance consiste �a �etudier de mani�ere s�equentielle (ou en compl�ement

par exemple de la m�ethode de type moments d�evelopp�ee par Lindsay (1989) et Dacunha-Castelle et

Gassiat (1997)) le test du rapport des maximums de vraisemblance (TRMV) de q populations contre

p. Malheureusement la loi asymptotique de la statistique � du TRMV est di�cile �a �etablir dans le cas

des mod�eles de m�elange. En e�et les hypoth�eses classiques de r�egularit�e ne sont pas v�eri��ees pour que

�2 ln� soit asymptotiquement distribu�e sous l'hypoth�ese nulle comme un �

2

dont le nombre de degr�es de

libert�e correspond �a la di��erence du nombre de param�etres dans les deux hypoth�eses. Ainsi Gosh and Sen

(1985) ont donn�e la loi asymptotique de la statistique du TRMV, dans le cas de une population contre

deux, sous une condition de s�eparation des param�etres du m�elange. Hartigan (1985) a montr�e que la

statisque du TRMV, dans le cas du m�elange simple gaussien �a param�etre non born�e, tend vers l'in�ni en

probabilit�e sous l'hypoth�ese nulle; Bickel and Cherno� (1993) en donne le comportement asymptotique
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pr�ecis. De nombreuses �etudes num�eriques ont �et�e r�ealis�ees a�n d'approcher la distribution de la statistique

du TRMV (cf. Wolfe (1971), Everitt (1981), McLachlan (1987), Thode and al. (1988), Mendell and al.

(1991, 1993), Soromenho (1994)). R�ecemment Dacunha-Castelle et Gassiat (1997, 1999) ont propos�e

une solution compl�ete au probl�eme g�en�eral de test d'hypoth�eses par la statistique du TRMV dans les

mod�eles non identi�ables. Son application au probl�eme du test de une population gaussienne contre deux

r�ev�ele que la statistique du TRMV se comporte asymptotiquement comme le maximum d'un processus

gaussien de variance un. Le probl�eme de d�etermination de valeurs seuil et d'�etude de la puissance de

tels tests reste irr�esolu. C'est l'objet principal de ce chapitre. Plus pr�ecis�ement, dans ce chapitre, nous

adaptons la m�ethode de Rice d�ecrite dans le chapitre 4 pr�ec�edent pour des processus �a trajectoires p.s.

de classe C

1

sur [0; T ] au cas de processus X sur [�T

2

;T

1

] �a trajectoires p.s. de classe C

1

sur [�T

2

; 0[ et

sur ]0;T

1

] et tels que X(0

+

) = �X(0

�

) p.s.. Ceci nous permet d'obtenir des Tables et des r�esultats de

puissance pour le TRMV de une population gaussienne contre deux. Trois cas majeurs sont distingu�es :

le test de m�elange simple, le test de une population contre deux homosc�edastiques de variance connue et

le test de une population contre deux homosc�edastiques de variance inconnue. Nos r�esultats pr�esentent

l'�enorme avantage de se pr�esenter sous forme d'encadrement; ce qui nous permet d'avoir une estimation

d�eterministe de l'erreur commise sur le r�esultat. Dans la plupart des cas on appr�eciera la pr�ecision de nos

m�ethodes par rapport �a celles trouv�ees dans la litt�erature. Nos r�esultats nous permettent de comparer le

TRMV avec certains tests de moments tout �a fait classiques. Nous mettons ainsi en �evidence plusieurs

cas o�u le TRMV pr�esente un manque 
agrant de puissance par rapport �a ces tests de moments. Cette

�etude des tests de m�elange de distributions nous permet �egalement de soulever plusieurs questions sur

lesquelles nous travaillons actuellement.

5.2 R�esultats obtenus

5.2.1 Test de m�elange simple gaussien

Consid�erons le probl�eme de m�elange de distributions suivant :

8

<

:

H

0

: N (0; 1)

H

1

: (1� p

0

)N (0; 1) + p

0

N (


0

; 1)

o�u p

0

2]0; 1[ et 


0

6= 0, 


0

2 � = [�T; T ]. La th�eorie �etablie par D. Dacunha-Castelle et E. Gassiat (1997-

1999) montre que la statistique du TRMV converge en loi vers

1

2

sup


2�

X

2

(
)I

fX(
)�0g

sous H

0

et vers

1

2

sup


2�

(X(
)+m

�

2 (
; 


0

))

2

I

fX(
)+m

�

2

(
;


0

)�0g

sous l'hypoth�ese alternative H

1

avec � = p

0

p

e




2

0

� 1 =
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c

p

n

, c > 0 et 


0

�x�e dans �. X est un processus gaussien centr�e de variance un dont la fonction de

covariance est donn�ee par :

r(


1

; 


2

) =

(e




1




2

� 1)

p

e




2

1

� 1

p

e




2

2

� 1

:

La fonction moyenne m

�

2
(:; 


0

) est donn�ee par :

m

�

2
(
; 


0

) =

c(e





0

� 1)

p

e




2

� 1

p

e




2

0

� 1

=

�

2

(e





0

� 1)

p

e




2

� 1

;

o�u �

2

est tel que p

0

=

�

2

p

n

. Int�eressons-nous donc au probl�eme de test de H

0

contre H

1

avec p

0

=

�

2

p

n

et 


0

�x�e dans � = [�T; T ]. Un programme S-plus a �et�e mis en oeuvre a�n d'obtenir num�eriquement un

encadrement pour la valeur critique au niveau � souhait�e. Il permet �egalement de calculer un encadrement

pour la puissance du test en fonction de �

2

et 


0

souhait�es. Les m�ethodes utilis�ees pour mettre en oeuvre

un tel programme seront expos�ees dans la section suivante. Les Tables 1 et 2 suivantes donnent un exemple

des r�esultats que l'on obtient.

Remarques :

1) La Proposition 5.1 qui suit nous permet de minorer la valeur critique asymptotique au niveau � du

TRMV par celle obtenue en rempla�cant X par Y dans la statistique de test asymptotique; o�u Y

est un processus gaussien stationnaire centr�e de fonction de covariance exp(�




2

4

). Par la suite nous

n'utiliserons pas ce r�esultat car nos m�ethodes s'av�erent bien plus pr�ecises. Par exemple on constate

num�eriquement que ce r�esultat fournit une approximation de la valeur seuil avec une erreur absolue

inf�erieure �a 0.4 lorsque T = 1. En e�et il donne les minorations suivantes pour les valeurs critiques

aux niveaux 1%, 5% et 10% et pour T = 1 : 3.5795; 2.0555; 1.4197 (�a comparer avec les r�esultats

donn�es dans les Tables 1 et 2).

Proposition 5.1

P [sup


2�

X(
) � u] � P [sup


2�

Y (
) � u] 8u 2 R;

o�u �, X et Y sont donn�es ci-dessus.

Preuve : Cette Proposition est une cons�equence imm�ediate du lemmede Slepian. Pour la d�emontrer,

il su�t de prouver que 8


1
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2

2 �, E[X(


1

)X(


2

)] � E[Y (


1

)Y (


2

)]. Or en posant �(x) =

exp(

x

2

)� exp(�

x

2

), nous avons :
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:
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Dans le cas o�u 


1

> 0 et 


2

> 0, on pose 


1

= exp(




0

1

2

), 


2

= exp(




0

2

2

) et H(x) = exp(

exp(x)

2

) �

exp(�

exp(x)

2

). Alors,
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p
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p
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0
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p
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)

:

Il faut donc montrer que 8


0

1

et 


0

2

r�eels,

lnH(




0

1
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0

2

2

)�

1

2

[lnH(


0

1

) + lnH(


0

2

)] � 0:

Par une simple �etude de fonction de la d�eriv�ee seconde de lnH(x), on montre que la fonction

x! lnH(x) est convexe, ce qui prouve la relation pr�ec�edente.

Dans le cas o�u 


1




2

< 0, exp(


1




2

) < 1 donc r(


1

; 


2

) < 0 donc r(


1

; 


2

) � exp(�

(


2

�


1

)

2

4

). Les

�etudes des autres cas se font de mani�ere �evidente.

2) Les r�esultats de puissance donn�es dans Dacunha-Castelle et Gassiat (1997, 1999) ne permettent

d'�etudier qu'un certain type d'alternatives. Ainsi dans notre probl�eme de test nous pouvons uni-

quement �etudier le probl�eme de la d�etection de valeurs aberrantes c'est �a dire le cas o�u p tend vers

0 quand n tend vers +1 avec 


0

�x�e dans �. L'extension des r�esultats donn�es p.291 de Dacunha-

Castelle et Gassiat (1997) �a des alternatives plus g�en�erales se fait sans probl�eme particulier. Ainsi

pour le probl�eme de la d�etection de deux groupes c'est �a dire lorsque l'alternative consid�er�ee H

1

est telle que 


0

=

�

p

n

et p

0

est �x�e dans ]0; 1[, la statistique du TRMV converge en loi vers :

1
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o�u X est donn�e ci-dessus et m

�

(
; p

0

) est donn�ee par :

m

�

(
; p

0

) =

p

0


�

p

exp(


2

)� 1

:

Dans ce qui suit nous n'avons pas �etudi�e plus en profondeur ce probl�eme de la d�etection de deux

groupes. Nous nous sommes principalement int�er�ess�es au probl�eme de la d�etection de valeurs aber-

rantes.

L�egende pour les Tables 1 et 2 : Quelques r�esultats obtenus par notre programme Splus pour le

TRMV de l'hypoth�ese H

0

, les X

i

sont iid N (0; 1), contre l'hypoth�ese alternative H

1

, les X

i

sont iid

(1�p

0

)N (0; 1)+p

0

N (


0

; 1) avec p

0

=

�

2

p

n

et 


0

�x�e dans � = [�T ;T ]. La Table 2 donne des exemples de

valeurs seuils asymptotiques obtenues aux niveaux 1%, 5% et 10% pour di��erentes valeurs de T . La Table

1 donne des r�esultats de puissances asymptotiques aux niveaux 1%, 5% et 10% pour di��erentes valeurs

de T et di��erentes alternatives c'est �a dire di��erentes valeurs pour 


0

et �

2

. En ligne nous lisons des
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r�esultats de puissance pour 


0

qui varie (


0

= 0:25,...) et en colonne pour �

2

qui varie (�

2

= 1 ou 3). Nos

r�esultats se pr�esentent sous forme d'encadrement ce qui nous permet d'avoir une estimation de l'erreur

commise sur le r�esultat. Lorsqu'une seule valeur apparâ�t c'est que la borne sup�erieure et inf�erieure de

l'encadrement sont les mêmes. On notera que les m�ethodes de Rice que l'on utilisent ici donnent des

r�esultats relativement pr�ecis. Ces derniers sont d'autant plus pr�ecis que l'erreur de premi�ere esp�ece est

faible et que T est petit. Ceci est tout �a fait naturel car dans ces cas l�a les moments d'ordre deux qui

apparâ�ssent dans les formules de Rice sont plus petits.

Niveau 1% Niveau 5% Niveau 10%

T=0.5 Val.seuil 3.6368 2.1743 1.5710




0

�

2

1 3 1 3 1 3

Puis. 0.25 1.25 3.50 5.79 11.84 11.18 19.67

0.5 2.12 15.74 8.31 34.89 14.86 47.17

T=1 Val.seuil 3.9015 2.3984 1.7707-1.7713




0

�

2

1 3 1 3 1 3

0.25 1.25 3.34 5.79 11.48 11.20-11.21 19.24-19.26

Puis. 0.5 2.13 15.51 8.40 34.59 15.06-15.08 46.93-46.96

1 9.01 88.81 23.73-23.74 96.62-96.63 34.94-34.99 98.39-98.43

T=2 Val.seuil 4.3432-4.3438 2.7908-2.7942 2.13-2.1378




0

�

2

1 3 1 3 1 3

0.25 1.20 2.80 5.64-5.69 10.18-10.24 10.96-11.13 17.54-17.77

Puis. 1 8.50-8.51 87.35-87.39 22.93-23.09 95.99-96.19 34.11-34.65 98.04-98.42

2 100 100 100 100 100 100

T=3 Val.seuil 4.6784-4.6798 3.1002-3.1075 2.4209-2.4350




0

�

2

1 3 1 3 1 3

0.25 1.15-1.16 2.40-2.41 5.49-5.57 9.17-9.28 10.69-11 16.14-16.54

Puis. 1 7.17-7.19 84.86-84.98 20.21-20.50 94.76-95.17 30.77-31.61 97.30-97.95

1.5 51.70-51.85 100 74.04-75.02 100 83.09-85.18 100

3 100 100 100 100 100 100

T=5 Val.seuil 5.1357-5.1384 3.5353-3.5478 2.839-2.8635




0

�

2

1 3 1 3 1 3

0.25 1.10-1.11 1.99-2.00 5.31-5.44 8.02-8.20 10.36-10.88 14.47-15.12

Puis. 1 5.60-5.63 81.11-81.34 16.76-17.18 92.66-93.53 26.32-27.61 95.89-97.29

1.5 45.82-46.07 100 68.34-69.99 99.99-100 78.18-81.71 99.96-100

2.5 100 100 100 100 99.98-100 99.99-100

Table 1 : Le test de m�elange simple gaussien. Quelques r�esultats obtenus par le programme Splus.
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Niveau 1% 5% 10%

T=0.5 3.6368 2.1743 1.5710

T=1 3.9015 2.3984 1.7707-1.7713

T=2 4.3432-4.3438 2.7908-2.7942 2.1300-2.1378

T=3 4.6784-4.6798 3.1002-3.1075 2.4209-2.4350

T=5 5.1357-5.1384 3.5353-3.5478 2.8390-2.8635

T=10 5.7903-5.7940 4.1736-4.1921 3.4641-3.5013

T=15 6.1837-6.1879 4.5621-4.5828 3.8480-3.8908

T=20 6.4657-6.4703 4.8414-4.8636 4.1253-4.1712

T=30 6.8658-6.8705 5.2392-5.2627 4.5212-4.5698

T=50 7.3725-7.3774 5.7443-5.7688 5.0245-5.0758

Table 2 : Valeurs seuil pour le test de m�elange simple gaussien.

Tout d'abord notons que puisque m

�

2
(
; 


0

) = m

�

2
(�
;�


0

) et r(


1

; 


2

) = r(�


1

;�


2

), la statistique

asymptotique est la même sous H

1

avec p

0

=

�

2

p

n

et 


0

= � �x�e que sous H

1

avec p

0

=

�

2

p

n

et 


0

= ��

�x�e. La puissance du test est donc sym�etrique en 


0

autour de 0. Deuxi�emement on remarque que la

valeur critique est d'autant plus grande que T est grand. Ceci est �evident puisque lorsque la longueur de

l'intervalle � augmente la queue de probabilit�e P [max

t2�

X(t) � u] augmente �egalement. Une troisi�eme

remarque est que le TRMV est asymptotiquement d'autant plus puissant pour p

0

=

�

2

p

n

que j


0

j crô�t

et pour 


0

�x�e que �

2

crô�t. Ceci semble �egalement naturel puisque dans chacun des cas la \distance"

entre la densit�e gaussienne standard et la densit�e du m�elange (1� p

0

)N (0; 1)+ p

0

N (


0

; 1) crô�t. Dans le

premier cas les deux composants du m�elange sont plus s�epar�es et dans le second cas la contamination est

plus grande; la puissance asymptotique est donc naturellement plus grande.

Nous allons maintenant nous attarder un peu plus longuement sur deux points particuli�erement int�eres-

sants :

� La comparaison asymptotique du TRMV avec deux tests de moments classiques.

� Le comportement asymptotique quand T ! +1 de la statistique asymptotique du TRMV sous H

0

et sous l'alternative : comportement des valeurs critiques et de la puissance.

Comparaison du TRMV avec deux tests de moments classiques

Nous comparons ici la puissance du TRMV avec celle de deux tests de moments classiques :

� Le test du

�

X

n

. Consid�erons

�

X

n

=

1

n

P

n

i=1

X

i

. Sous l'hypoth�ese nulle d'homog�en�eit�e,

p

n

�

X

n

L

!N (0; 1) quand n! +1:
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Sous l'hypoth�ese alternative H

1

avec p

0




0

=

�

p

n

,

p

n

�

X

n

L

!N (�; 1) quand n! +1:

� Le test du S

2

n

. Consid�erons S

2

n

=

1

n

P

n

i=1

(X

i

�

�

X

n

)

2

. Sous l'hypoth�ese nulle d'homog�en�eit�e,

p

n

S

2

n

� 1

p

2

L

!N (0; 1) quand n! +1:

Sous l'hypoth�ese alternative H

1

avec p

0

(1� p

0

)


2

0

=

�

2

n

p

n

et �

2

n

! �

2

quand n! +1,

p

n

S

2

n

� 1

p

2

L

!N (

�

2

p

2

; 1) quand n! +1:

Les tests e�ectu�es sont bilat�eral pour

�

X

n

et unilat�eral pour S

2

n

.
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Figure 1 : R�esultats de puissance au niveau � = 0:01 pour �

2

= 1.

L�egende pour les Figures 1, 2, 3 et 4 : Courbes de puissance asymptotique compar�ees pour le TRMV

(vert), le test du S

2

n

(rouge) et le test du

�

X

n

(noir). L'hypoth�ese alternative H1 est l'hypoth�ese de m�e-

lange (1�p

0

)N (0; 1)+p

0

N (


0

; 1) avec p

0

=

�

2

p

n

et 


0

�x�e dans � = [�T; T ]. Le programme S-plus r�ealis�e

pour calculer la puissance asymptotique du TRMV donne un encadrement pour cette puissance. La borne
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sup�erieure de cet encadrement est repr�esent�ee en pointill�es et la borne inf�erieure en trait plein. Lorsque la

pr�ecision de l'encadrement obtenu est sup�erieure �a la pr�ecision des graphes donn�es dans les Figures 1, 2,

3 et 4, les deux courbes en pointill�es et en trait plein se confondent, c'est le cas par exemple sur la Figure 1.
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Figure 2 : Idem Figure 1 sauf � = 0:05.
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Figure 3 : Idem Figure 2 sauf �

2

= 3.

On remarque que lorsque T est petit (T = 1 par exemple), le TRMV est le test uniform�ement le plus

puissant parmi les trois tests �etudi�es. On peut donc penser que dans ce cas il pr�esente certaines propri�et�es
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d'optimalit�e. Malheureusement la puissance de ce test, bien que sup�erieure �a celle des deux autres, reste

faible. Dans la pratique il faudra donc rester vigilant lorsqu'il s'agira de conclure que les donn�ees sont

issues d'un m�elange (1�p

0

)N (0; 1)+p

0

N (


0

; 1) avec p

0

=

�

2

p

n

et 


0

2 [�1; 1]. Lorsque T � 2, on remarque

que le TRMV n'est plus uniform�ement le plus puissant même parmi les tests sans biais puisqu'il existe

des alternatives pour lesquelles le test du

�

X

n

est plus puissant. Cependant ces alternatives sont obtenues

pour 


0

proche de 0. Lorsque 


0

est assez �eloign�e de 0 et assez proche de T , le TRMV a une puissance

bien meilleure que celle des deux autres tests. On remarque �egalement que lorsque 


0

se rapproche de 0

et lorsque �

2

augmente, (on se rapproche alors du probl�eme de la d�etection de deux groupes), le test du

�

X

n

devient le plus puissant des trois tests.

Comportement asymptotique quand T ! +1

Contrairement aux deux tests classiques du

�

X

n

et du S

2

n

�etudi�es pr�ecedemment, le TRMV d�epend de

l'intervalle � = [�T; T ] sur lequel sont suppos�ees se trouver les moyennes des composants du m�elange.

Il semblerait, par les r�esultats donn�es dans les Tables 1 et 2, que la puissance asymptotique de ce test

diminue lorsque T augmente. Les Figures 4.1 et 4.2 illustrent un peu mieux ce ph�enom�ene.
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Figure 4.1 : (cf. L�egende Figure 1). Variation de la puissance en fonction de 


0

. Les courbes de puissances sont

repr�esent�ees en noir pour le test du

�

X

n

, en rouge pour le test du S

2

n

et en vert pour le TRMV. De haut en bas, pour le

TRMV les bornes pour la puissance sont donn�ees pour T = 2, 5 et 10.
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Figure 4.2 : Idem Figure 4.1 sauf que la puissance est repr�esent�ee en fonction de T .

De mani�ere un peu plus g�en�erale on constate qu'il existe une fonction f

�

(qui est la racine carr�ee de deux

fois la valeur seuil) croissante en T et une fonction L

�;�

2
(la puissance pour T ! +1) croissante en 


0

telles que :

P [ max


2[�T;T ]

X(
) � f

�

(T )] = �;

et

lim

T!+1

P [ max


2[�T;T ]

(X(
) +m

�

2
(
; 


0

)) � f

�

(T )] # L

�;�

2
(


0

):

On constate num�eriquement (cf. Figure 5.1) que f

�

(T ) peut être correctement approch�ee, lorsque T est

grand, par :

f

�

(T ) � g(T ) =

p

2 log(2T ) +

� log(� log(1� �)) + log(

R

1

0

p

r

1;1

(t;t)dt

2�

)

p

2 log(2T )

:

Par contre il s'av�ere plus di�cile d'approcher L

�;�

2
(


0

). Un calcul num�erique de P [max


2[�T;T ]

(X(
) +

m

�

2
(
; 


0

)) � f

�

(T )] pour T = 100, � = 1 et � = 0:01 donne la courbe repr�esent�ee Figure 5.2. On est

donc amen�e �a penser que le th�eor�eme 5.1 suivant, initialement dû �a Cramer (1965) en dimension un

puis g�en�eralis�e par Piterbarg (1972), Bickel and Rosenblatt (1973), Leadbetter and al. (1983), peut se

reformuler pour des champs al�eatoires gaussien plus g�en�eraux.

Th�eor�eme 5.1 Soit X un champ al�eatoire gaussien centr�e stationnaire sur R

N

dont la fonction de

covariance satisfait 1) et 2).

1) 9 � matrice sym�etrique d�e�nie positive et C

1

, C

2

strictement positifs tels que :

r(t) = 1� t�t

T

+ o(jjtjj

2

);

et pour � su�sammant petit C

1

�

1� r(t)

jjtjj

2

� C

2

pour jjtjj< �:

2)

lim

jjtjj!+1

r(t) log(t) = 0 ou

Z

R

N

jr(t)j

2

dt <1:
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Alors :

lim

T!+1

P [

M (S(T ))� B(T )

A(T )

� u] = exp[� exp(�u)];

o�u

M (S(T )) = max

t2S(T )

X(t) avec S(T ) = [0; T ]

N

; A(T ) = (2N logT )

�1=2

et

B(T ) = (2N logT )

1=2

+

1

2

(N � 1)(log logT ) + log[j�j

1=2

(N=�)

(N�1)=2

(2�)

�1

]

(2N logT )

1=2

:
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Figure 5.1 : Figure 5.2

La fonction f

�

est repr�esent�ee en trait plein et la fonction g en pointill�es.

Une question se pose donc maintenant naturellement : les r�esultats obtenus dans Dacunha-Castelle et

Gassiat (1997, 1999) pour le test de H

0

, les X

i

sont iidN (0; 1), contre H

1

, les X

i

sont iid (1�p

0

)N (0; 1)+

p

0

N (


0

; 1) avec p

0

=

�

2

p

n

et 


0

2 [�T ;T ], peuvent-ils s'�etendre au cas o�u 


0

2 R n'est plus born�e? Pour

cela il faudrait montrer des r�esultats d'uniformit�e sur une classe de fonctions index�ees par un param�etre

r�eel qui n'est pas born�e; ce qui est loin d'être �evident.

5.2.2 Test de une population contre deux (cas homosc�edastique de variance

connue)

Consid�erons le probl�eme de test de m�elanges de distributions suivant :

8

<

:

H

0

: N (
; 1)

H

1

: (1� p

0

)N (


1

; 1) + p

0

N (


2

; 1)

o�u p

0

2]0; 1[,
 2 � = [0; T ] et 


1

6= 


2

2 �. Notons 


0

la vraie valeur de 
 sousH

0

. Selon Dacunha-Castelle

and Gassiat (1997, 1999), la statistique du TRMV converge en loi vers

1

2

sup


2�

X

2
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(
)I

fX




0

(
)�0g
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l'hypoth�ese nulle H
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�x�e dans � = [0; T ].X




0

est un processus

gaussien centr�e de variance un dont la fonction de covariance est donn�ee par :

r




0

(
; 


0

) = R((
 � 


0

); (


0

� 


0

)) =

e

(
�


0

)(


0

�


0

)

� 1� (
 � 


0

)(


0

� 


0

)

p

e

(
�


0

)

2

� 1� (
 � 


0

)

2

p

e

(


0

�


0

)

2

� 1� (


0

� 


0

)

2

:

La fonction moyenne m




0

;�

2
est donn�ee par :

m




0

;�

2
(
; 


2;0

) =M

�

2
((
 � 


0

); (


2;0

� 


0

)) =

�

2

(e

(


0

�


2;0

)(


0

�
)

� 1� (


0

� 


2;0

)(


0

� 
))

p

e

(


0

�
)

2

� 1� (


0

� 
)

2

:

Remarque : Il serait �egalement int�eressant d'�etudier le TRMV sous la même alternative que pr�e-

c�edemment mais avec 


1

� 


0

=

�

n

�

avec 0 < � 6=

1

2

; ou bien sous l'alternative H

1

avec p

0

�x�e dans

]0; 1[, 


1

= 


0

et 


2

� 


0

=

�

n

�

, � > 0 (probl�eme de la d�etection de deux groupes). C'est un point

sur lequel nous travaillons actuellement et qui n'apparâ�t pas dans la suite.

Int�eressons-nous donc au probl�eme de la d�etection de valeurs aberrantes c'est �a dire au test de H

0

contre

H

1

avec p

0

=

�

2

p

n

, 


1

= 


0

et 


2

= 


2;0

6= 


0

�x�e dans � = [0; T ]. Un programme Splus a �et�e mis en

oeuvre a�n d'obtenir un encadrement num�erique pour la valeur critique au niveau souhait�e avec 


0

�x�e.

Niveau 1% 5% 10%

T=1 


0

=0.5 3.1524 1.6925 1.0991




0

=0.25 3.1561 1.6956 1.1018




0

=0 3.1676 1.7049 1.1097

T=2 


0

=1 3.4921-3.4924 1.9779-1.9782 1.3487-1.3490




0

=0.5 3.5137-3.5139 1.9967-1.9970 1.3658-1.3661




0

=0 3.5712 2.0475-2.0477 1.4120-1.4121

T=4 


0

=2 4.0424-4.0439 2.4733-2.4772 1.8048-1.8106




0

=1 4.0904-4.0915 2.5189-2.5220 1.8486-1.8532




0

=0 4.1876-4.1884 2.6108-2.6141 1.9362-1.9420

T=6 


0

=3 4.4663-4.4688 2.8738-2.8826 2.1869-2.2018




0

=1.5 4.4863-4.4882 2.8934-2.9009 2.2059-2.2194




0

=0 4.5756-4.5776 2.9797-2.9879 2.2897-2.3048

T=10 


0

=5 5.0092-5.0126 3.3994-3.4137 2.6975-2.7252




0

=2.5 5.0100-5.0132 3.4001-3.4142 2.6981-2.7254




0

=0 5.0746-5.0778 3.4636-3.4779 2.7608-2.7886

Table 3 : Valeurs seuils pour le test de une population contre deux ayant même variance �egale �a un.
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Notons tout d'abord que les processus XT

2

��

(:) et XT

2

��

(T �:) = Y (:) avec 0 � � �

T

2

ont le même maxi-

mum sur � = [0; T ]. Or Y et XT

2

+�

sont �egaux en loi. Donc max


2[0;T ]

XT

2

��

(
) et max


2[0;T ]

XT

2

+�

(
)

ont même loi. Ainsi les valeurs seuils, fonction de 


0

2 [0; T ], sont sym�etriques par rapport �a 


0

=

T

2

. On

remarque num�eriquement (cf. Table 3 et Figure 6) que les valeurs seuils semblent être fonction d�ecrois-

sante de 


0

sur [0;

T

2

]. Ceci suppose donc que pour u �x�e dans R (ou du moins pour u grand) et 8�

1

� �

2

,

�

1

, �

2

2 [0;

T

2

] :

P [ max


2[0;T ]

X

�

1

(
) � u] � P [ max


2[0;T ]

X

�

2

(
) � u]: (5.1)

Malheureusement le lemme de Slepian ne permet pas de d�emontrer cette remarque. Il existe en e�et

�

1

� �

2

, �

1

, �

2

2 [0;

T

2

] et 


1

, 


2

2 [0; T ] (par exemple pour T = 2, �

1

= 1, �

2

= 0, 


1

= 0:1 et 


2

= 0:5)

tels que E[X

�

1

(


1

)X

�

1

(


2

)] � E[X

�

2

(


1

)X

�

2

(


2

)]; ce qui contredit les hypoth�eses du lemme de Slepian.
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Figure 6 : Valeurs seuils fonctions de 


0

2 [0;

T

2

] pour le test de une population contre deux ayant même variance �egale �a

un.

Le TRMV d�ecrit pr�ec�edemment d�epend de la vraie valeur 


0

de 
 sous l'hypoth�ese nulle qui est inconnue

en pratique. Ainsi, pour mettre ce test en pratique, nous avons besoin d'un encadrement [v

1

; v

2

] pour

la valeur seuil de sorte que quel que soit 


0

la valeur seuil correspondante se trouve toujours dans cet

intervalle. On conclura au rejet de l'hypoth�ese nulle lorsque la statistique du TRMV se trouvera au dela

de v

2

. On ne saura pas conclure lorsque cette statistique sera dans l'intervalle [v

1

; v

2

] et on acceptera

l'hypoth�ese nulle lorsqu'elle sera en de�ca de v

1

. L'erreur de premi�ere esp�ece e�ective du test sera donc

toujours inf�erieure au niveau �x�e initialement. La puissance se calcule �a partir de v

2

. Malheureusement

elle d�epend �egalement de 


0

. Nous faisons donc varier 


0

sur l'intervalle [0; T � �] avec � = j


2;0

� 


0

j et

calculons les puissances correspondantes pour 


2;0

= 


0

+ �. La plus petite et la plus grande puissance

sont alors conserv�ees. Elles nous donnent un encadrement e�ectif de la puissance de ce test. Notons que

cet encadrement de la puissance reste le même lorsque l'on veut tester 


2;0

= 


0

� � car dans ce cas 


0
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varie sur l'intervalle [�;T ] et R((
�


0

); (


0

�


0

)) = R(�(
�


0

);�(


0

�


0

)) etM

�

2
((
�


0

); (


2;0

�


0

)) =

M

�

2
(�(
 � 


0

);�(


2;0

� 


0

)). Il d�epend donc uniquement de j


2;0

� 


0

j (et bien entendu de �

2

). Nous

donnons dans la Table 4 quelques r�esultats obtenus. Remarquons que notre programme ne nous donne

pas les vraies valeurs de v

1

, v

2

et de la puissance �a 


0

�x�e mais uniquement des encadrements. Ces

encadrements nous permettent d'avoir une estimation de l'erreur commise sur le r�esultat. Dans notre

probl�eme ils s'av�erent être tr�es pr�ecis; ce qui signi�e que les moments d'ordre deux apparâ�ssant dans la

m�ethode de Rice utilis�ee sont faibles.

Niveau 1%

T=1 Val.seuil 3.1524 ; 3.1676

j


2;0

� 


0

j �

2

1 3

Puis. 0.25 1.10 ; 1.12 1.38 ; 1.40

0.5 1.55 ; 1.60 3.55 ; 3.73

T=4 Val.seuil 4.0424-4.0439 ; 4.1876-4.1884

j


2;0

� 


0

j �

2

1 3

0.25 0.94 ; 1.06 1.12-1.13 ; 1.20

Puis. 0.5 1.22-1.23 ; 1.31 2.22-2.23 ; 2.58

1 3.69-3.71 ; 4.49-4.50 40.73-40.89 ; 44.45-44.52

1.5 39.01-39.17 ; 42.73-42.79 100

T=10 Val.seuil 5.0092-5.0126 ; 5.0746-5.0778

j


2;0

� 


0

j �

2

1 3

0.25 0.97-0.98 ; 1.02-1.03 1.06-1.07 ; 1.09

Puis. 0.5 1.10-1.11 ; 1.14 1.58-1.59 ; 1.78-1.80

1 2.36-2.38 ; 2.81-2.84 30.02-30.30 ; 33.22-33.50

1.5 28.51-28.78 ; 31.65-31.92 100

S

2

n

Val.seuil 2.3263

j


2;0

� 


0

j �

2

1 3

0.25 1.12 1.41

Puis. 0.5 1.58 3.62

1 5.27 41.88

1.5 23.11 99.28

Table 4 : Quelques r�esultats obtenus par le programme S-plus pour le TRMV. Comparaison avec le test du S

2

n

.

Comparaison du TRMV avec un test de moment

La Table 4 pr�ec�edente et la Figure 7 suivante donnent une comparaison des r�esultats de puissance que

nous obtenons pour le TRMV avec ceux donn�es par le test du S

2

n

d�ej�a pr�esent�e pr�ec�edemment dans
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le cadre du test de m�elange simple. Tout d'abord nous remarquons que la d�ependance du TRMV par

rapport �a 


0

est vraiment faible (les encadrements obtenus pour les puissances asymptotiques s'av�erent

être tr�es pr�ecis). Nous remarquons ensuite, comme dans le cas du test de m�elange simple, que lorsque T

est petit, le TRMV semble avoir de meilleures propri�et�es que celui du S

2

n

; mais dans ces cas les puissances

restent vraiment faibles ce qui remet en question l'utilisation de ces tests pour la d�etection d'un m�elange.

Lorsque T est grand (T � 4), pour des alternatives obtenues pour j


2;0

� 


0

j proches de 0, le test du S

2

n

est plus puissant que le TRMV mais les puissances restent faibles; la tendance s'inverse lorsque j


2;0

�


0

j

grandit et alors le TRMV s'av�ere être le test vraiment le plus int�eressant (les puissances sont grandes

et la di��erence avec le test du S

2

n

est importante). Lorsque �

2

crô�t et que j


2;0

� 


0

j se rapproche de 0

(on se rapproche alors du cas de la d�etection de deux groupes), le test du S

2

n

devient le plus puissant des

deux tests même pour des puissances importantes (autour de 40% par exemple). Le TRMV et le test du

S

2

n

ne peuvent-ils pas pr�esenter, chacun dans leur domaine, des propri�et�es d'optimalit�e?
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Figure 7

L�egende pour les Figures 7 et 8 : Courbes de puissance asymptotique compar�ees pour le TRMV

(vert) et le test du S

2

n

(rouge). L'hypoth�ese nulle est l'hypoth�ese d'homog�en�eit�e N (
; 1) avec 
 2 [0; T ].

L'hypoth�ese alternative est l'hypoth�ese de m�elange (1 � p

0

)N (


1

; 1) + p

0

N (


2

; 1) avec p

0

=

�

2

p

n

, 


1

= 


0

(


0

est la vraie valeur de 
 sous l'hypoth�ese nulle) et 


2

= 


2;0

�x�e dans [0; T ]. Le programme S-plus
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r�ealis�e fournit un encadrement pour la puissance asymptotique du TRMV dont les bornes sup�erieure et

inf�erieure ne sont pas donn�ees exactement mais �egalement sous forme d'encadrement : [[i

1

; i

2

]; [s

1

; s

2

]].

On a repr�esent�e les bornes ext�erieures i

1

et s

2

de cet encadrement en trait plein et les bornes int�erieures

i

2

et s

1

en pointill�es. Dans de nombreux cas la pr�ecision des encadrements obtenus est sup�erieure �a la

pr�ecision des graphes donn�es et les courbes en trait plein et en pointill�es se confondent. Parfois même

les deux courbes en trait plein se confondent. Notons que sur la Figure 8, l'encadrement pour le TRMV

obtenu pour T = 4 majore celui pour T = 10 qui majore celui pour T = 15. La borne inf�erieure de

l'encadrement pour T = 10 se confond sur la Figure 8 avec la borne sup�erieure de l'encadrement pour

T = 15.

Comportement asymptotique quand T ! +1

Comme dans le cas du TRMV pour le probl�eme de m�elange simple gaussien, le TRMV pour le probl�eme

de m�elange de une population gaussienne contre deux de même variance connue, d�epend de l'intervalle

[0; T ] sur lequel sont suppos�ees se trouver les moyennes des composants du m�elange. Nous constatons

�egalement num�eriquement que la puissance asymptotique de ce test diminue lorsque T augmente : cf.

Table 4, Figures 7 et 8.
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Figure 8

De mani�ere g�en�erale on constate qu'il existe une fonction f




0

;�

croissante en T , telle que :

P [ max


2[0;T ]

X




0

(
) � f




0

;�

(T )] = �:

On remarque num�eriquement que cette fonction peut être correctement approch�ee, lorsque T est grand,

par :

g




0

;�

(T ) =

p

2 log(T ) +

� log(� log(1� �)) + log[

R

1

0

p

r




0

1;1

(t;t)dt

2�

]

p

2 logT

:
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Ce qui suppose donc que :

lim

T!+1

P [ max


2[0;T ]

X




0

(
) � g




0

;�

(T )] = �: (5.2)

On remarque �egalement qu'il existe une fonction L




0

;


0

0

;�

2

;�

(


2;0

) telle que :

lim

T!+1

P [ max


2[0;T ]

(X




0

(
) +m




0

;�

2
(
; 


2;0

)) � f




0

0

;�

(T )] = L




0

;


0

0

;�

2

;�

(


2;0

): (5.3)

H�elas de tels r�esultats limites (5.2) et (5.3) ne sont �etablis que dans le cadre de champs al�eatoires gaussiens

stationnaires (th�eor�eme 5.1). Il serait donc int�eressant de pouvoir les �elargir �a des cas plus g�en�eraux

a�n de pouvoir prouver un r�esultat de type (5.2) et de type (5.3) et obtenir ainsi une expression pour

L




0

;


0

0

;�

2

;�

(


2;0

) (qui serait la puissance asymptotique quand T ! +1). Ceci serait une premi�ere r�eponse

�a la question de l'extension du TRMV de une population gaussienne contre deux de même variance

connue au cas de param�etres non born�es.

5.2.3 Test de une population contre deux (cas homosc�edastique de variance

inconnue)

Consid�erons �a pr�esent le probl�eme de test de m�elanges de distributions plus g�en�eral :

8

<

:

H

0

: N (
; �

2

)

H

1

: (1� p

0

)N (


1

; �

2

) + p

0

N (


2

; �

2

)

avec p

0

2]0; 1[, 
 2 � = [T

1

; T

2

], �

2

2 [S

1

; S

2

] avec 0 < S

1

< S

2

< +1 et 


1

6= 


2

2 �. Notons 


0

et

�

2

0

les vraies valeurs de 
 et �

2

sous H

0

. Selon Dacunha-Castelle et Gassiat (1997-1999), la statistique

du TRMV converge en loi vers

1

2

sup


2�

X

2

(


0

;�

2

0

)

(
)I

fX

(


0

;�

2

0

)

(
)�0g

sous l'hypoth�ese nulle H

0

et vers

1

2

sup


2�

(X

(


0

;�

2

0

)

(
) + m

(


0

;�

2

0

;�

2

)

(
; 


2;0

))

2

I

fX

(


0

;�

2

0

)

(
)+m

(


0

;�

2

0

;�

2

)

(
;


2;0

)�0g

sous l'hypoth�ese alternative

H

1

avec p

0

=

�

2

p

n

, 


1

� 


0

=

�

p

n

, �

2

� �

2

0

=

�

p

n

et 


2

= 


2;0

6= 


0

�x�e dans �. X

(


0

;�

2

0

)

est un processus

gaussien centr�e de variance un dont la fonction de covariance est donn�ee par :

r

(


0

;�

2

0

)

(
; 


0

) = R

��


 � 


0

�

0

�

;

�




0

� 


0

�

0

��

=

e

(
�


0

)(


0

�


0

)

�

2

0

� 1�

(
�


0

)(


0

�


0

)

�

2

0

�

(
�


0

)

2

(


0

�


0

)

2

2�

4

0

r

e

(
�


0

)

2

�

2

0

� 1�

(
�


0

)

2

�

2

0

�

(
�


0

)

4

2�

4

0

r

e

(


0

�


0

)

2

�

2

0

� 1�

(


0

�


0

)

2

�

2

0

�

(


0

�


0

)

4

2�

4

0

:
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La fonction moyenne m

(


0

;�

2

0

;�

2

)

est donn�ee par :

m

(


0

;�

2

0

;�

2

)

(
; 


2;0

) = M

�

2

��


 � 


0

�

0

�

;

�




2;0

� 


0

�

0

��

=

�

2

[e

(
�


0

)(


2;0

�


0

)

�

2

0

� 1�

(
�


0

)(


2;0

�


0

)

�

2

0

�

(
�


0

)

2

(


2;0

�


0

)

2

2�

4

0

]

r

e

(
�


0

)

2

�

2

0

� 1�

(
�


0

)

2

�

2

0

�

(
�


0

)

4

2�

4

0

:

Remarque : Notons qu'une �etude est actuellement en cours pour tester la même alternative que

pr�ec�edemment mais avec 


1

�


0

=

�

n

e

1

et �

2

��

2

0

=

�

n

e

2

, e

1

et e

2

strictement positifs di��erents de

1

2

et pour tester l'alternativeH

1

avec p

0

�x�e dans ]0; 1[, 


1

= 


0

, 


2

�


0

=

�

n

e

1

et �

2

��

2

0

=

�

n

e

2

, e

1

et e

2

strictement positifs; ces cas n'�etant pas inclus dans les r�esultats donn�es p.291 de Dacunha-Castelle

et Gassiat.

Int�eressons-nous donc au probl�eme de test de H

0

contre H

1

avec p

0

=

�

2

p

n

, 


1

= 


0

, �

2

= �

2

0

et 


2

=




2;0

6= 


0

�x�e dans � = [T

1

; T

2

]. Il est �evident que cette �etude peut se ramener sur � = [

T

1

�


0

�

0

;

T

2

�


0

�

0

] en

consid�erant le processus gaussien centr�e X

(0;1)

dont la fonction de covariance est

r

(0;1)

(
; 


0

) =

e





0

� 1� 



0

�




2




0

2

2

q

e




2

� 1� 


2

�




4

2

q

e




0

2

� 1� 


0

2

�




0

4

2

;

et qui, sous l'alternative H

1

, est d�ec�entr�e par la fonction moyenne :

m

(0;1;�

2

)

(
; 


2;0

) =

�

2

[e





2;0

� 1� 



2;0

�




2




2

2;0

2

]

q

e




2

� 1� 


2

�




4

2

;

o�u 


2;0

d�esigne maintenant par abus de notations




2;0

�


0

�

0

. Nous donnons dans la Table 5 qui suit quelques

r�esultats obtenus par notre programme S-plus. La m�ethode utilis�ee pour impl�ementer notre programme

sera d�ecrite dans la section suivante. Notons que les r�esultats num�eriques que nous donnons par la suite

sont obtenus uniquement �a partir des moments d'ordre un de la m�ethode de Rice utlis�ee.
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Niveau 1% 5% 10%

�=[-2;2] � 4.1533 � 2.6209 � 1.9755

�=[-5;5] � 5.0390 � 3.4514 � 2.7688

�=[-8;8] � 5.5168 � 3.9183 � 3.2296

�=[-1;3] � 4.2076 � 2.6687 � 2.0180

�=[-2.5;7.5] � 5.0413 � 3.4532 � 2.7707

�=[-4;12] � 5.5168 � 3.9183 � 3.2296

�=[0;4] � 4.3092 � 2.7594 � 2.1002

�=[0;10] � 5.1242 � 3.5330 � 2.8477

�=[0;16] � 5.5708 � 3.9714 � 3.2814

Table 5 : Valeurs seuils pour le test de une population contre deux ayant même variance inconnue.

La Table 5 se d�ecoupe en trois sous-tableaux. Chacun correspond �a une position particuli�ere de 


0

�a

l'int�erieur de l'intervalle [T

1

;T

2

]. Le premier correspond �a 


0

centr�e dans [T

1

;T

2

]. Le second �a 


0

positionn�e

au quart de l'intervalle et le dernier �a 


0

tendant vers le bord de l'intervalle. Les trois lignes de chacun

de ces sous-tableaux correspondent �a des valeurs di��erentes de �

0

. (Les r�esultats num�eriques donn�es ici

correspondent par exemple aux cas o�u [T

1

;T

2

] = [5; 15], �

0

= 5=2, 1, 5=8 et 


0

= 10, 7:5 et 5

+

. Notons

que les valeurs seuils, pour une longueur d'intervalle donn�ee et une valeur de �

0

�x�ee (par exemple ligne 1

des sous-tableaux), sont fonction uniquement de 


0

. Il est imm�ediat qu'elles sont sym�etriques par rapport

�a 


0

=

T

1

+T

2

2

. (On ne donne donc pas les r�esultats num�eriques pour 


0

positionn�e au trois-quart de

l'intervalle puisque ce sont les mêmes que ceux pour 


0

au quart de l'intervalle). On remarque, comme

dans le probl�eme de m�elange de une population gaussienne contre deux ayant même variance connue,

que les valeurs seuils sont fonction d�ecroissante de 


0

. Dans ce cas �egalement cette remarque ne peut pas

s'expliquer par le lemme de Slepian dont les hypoth�eses ne sont pas satisfaites. Lorsque l'on �xe 


0

et que

l'on fait varier �

0

, les valeurs seuils sont fonction d�ecroissante de �

0

. Ceci est �evident puisque lorsque �

0

crô�t, la longueur de l'intervalle � diminue et donc les queues de probabilit�e diminuent de même que les

valeurs seuils. Dans ce cas �egalement le TRMV n'est pas libre des vraies valeurs des param�etres 


0

et �

0

sous l'hypoth�ese nulle. Pour mettre ce test en pratique, nous avons donc besoin d'un encadrement [v

1

; v

2

]

pour la valeur seuil de sorte que 8


0

2 [T

1

;

T

1

+T

2

2

] et 8�

2

0

2 [S

1

;S

2

] la valeur seuil correspondante se trouve

toujours dans cet intervalle. Ici encore on conclura au rejet de l'hypoth�ese nulle lorsque la statistique du

TRMV se trouvera au del�a de v

2

. On ne saura pas conclure lorsqu'elle se trouvera dans [v

1

; v

2

] et on

acceptera l'hypoth�ese nulle lorsqu'elle sera en de�ca de v

1

. Le test ainsi construit est uniform�ement de
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niveau �. La puissance se calcule �a partir de v

2

. Elle va d�ependre de 


0

et �

0

, vraies valeurs inconnues

des param�etres 
 et � sous l'hypoth�ese nulle. Pour �eliminer cette d�ependance nous faisons varier 


0

sur

[T

1

;T

2

� �

2

�

0

] avec �

2

=

j


2;0

�


0

j

�

0

et �

2

0

sur [S

1

;S

2

] et calculons les puissances correspondantes pour




2;0

= 


0

+ �

2

�

0

. La plus petite et la plus grande puissance obtenue sont alors conserv�ees. Elles nous

fournissent un encadrement de la puissance de ce test. Notons que cet encadrement reste le même lorsqu'il

s'agit de tester 


2;0

= 


0

� �

2

�

0

. Le test ainsi construit d�ependra donc uniquement de �

2

=

j


2;0

�


0

j

�

0

et

de �

2

. Nous donnons dans la Table 6 qui suit quelques exemples de r�esultats de puissance obtenus par

notre programme.

j




2;0

�


0

�

0

j

1 1.25 1.5 1.75

0.75 0.9 1 1.25

TRMV �a 1% 0.42-1.14 1.44-2.70 9.71-12.30 61.59-65.24

1.40-1.94 3.86-5.18 18.77-21.99 75.91-78.59

0.48-1.44 1.37-2.64 3.47-5.19 39.39-43.29

Test de moments �a 1% 1.69 3.38 9.8 34.02

1.65 2.71 4.33 20.29

TRMV �a 5% 1.93-6.22 5.02-10.19 22.20-29.18 79.49-84.63

2.16-6.56 4.84-9.99 10.03-15.98 60.17-66.33

Test de moments �a 5% 7.48 12.58 27.04 60.63

7.34 10.69 15.09 44.05

TRMV �a 10% 3.75-12.02 8.58-18.01 30.90-41.77 86.19-92.82

4.13-12.57 8.31-17.68 15.61-25.75 69.91-77.55

Test de moments �a 10% 14.06 21.68 40.20 73.66

13.83 18.95 25.17 58.45

Table 6 : Quelques r�esultats de puissance obtenus par notre programme pour le test de une population gaussienne contre

deux de même variance inconnue.

L�egende pour la Table 6 : Quelques r�esultats de puissance obtenus. En caract�eres droits on trouve les

r�esultats pour �

2

= 1 et en italique les r�esultats pour �

2

= 3. Les puissances obtenues pour �

0

variant

de

5

8

�a

5

2

, et donc calcul�ees �a partir de v

2

=3.3379; 2.8183; 2.5618 pour les r�esultats aux niveaux 1%,

5% et 10%, sont en caract�ere de taille normale. En petits caract�eres nous avons donn�e les r�esultats de

puissance pour �

0

=

5

2

�x�e. Notons que puisque les r�esultats sont obtenus uniquement en utilisant les

moments d'ordre un de la m�ethode de Rice, la borne inf�erieure des encadrements de puissances donn�es
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est l�eg�erement sup�erieure �a la vraie valeur de cette borne inf�erieure.

Comparaison du TRMV avec un test de moments

Comme la variance �

2

des composants du m�elange est ici inconnue, nous ne pouvons plus utiliser le test

du S

2

n

. Ce test est construit �a partir de l'�equation de la variance :

V ar(X) = �

2

+ p

0

(1� p

0

)(


2

� 


1

)

2

;

o�u �

2

est la variance intra classes et p

0

(1� p

0

)(


2

� 


1

)

2

est la variance inter classes. S

2

n

=

1

n

P

n

i=1

(X

i

�

�

X

n

)

2

est un estimateur consistant de V ar(X) et donc, lorsque �

2

est connu et suppos�e �egal �a un, S

2

n

� 1

est un estimateur consistant de la variance inter classes p

0

(1� p

0

)(


2

� 


1

)

2

. Cette variance inter classes

est nulle sous l'hypoth�ese nulle H

0

(les X

i

suivent une loi N (


0

; �

2

0

) avec �

0

> 0) et strictement positive

sous l'alternative H

1

(les X

i

suivent une loi (1�p

0

)N (


1

; �

2

0

)+p

0

N (


2

; �

2

0

) avec �

0

> 0). Pour construire

un test analogue dans le cas o�u �

2

est inconnue, nous avons besoin d'un estimateur (consistant) �̂

2

de

�

2

. Pour cela, et puisque nous voulons d�etecter des valeurs aberrantes (c'est �a dire tester l'alternative H

1

avec p

0

qui tend vers 0 quand n! +1), nous pouvons consid�erer que l'�echantillon est issu d'un mod�ele

N (


1

; �

2

) contamin�e par des valeurs aberrantes et estimer �

2

par un estimateur robuste de la variance.

Pour cela nous pouvons utiliser les L-statistiques et prendre par exemple comme estimateur :

1

n� 2[�n]

n�[�n]

X

i=[�n]+1

(X

n(i)

� m̂

n

)

2

;

ou bien :

1

n

2

4

[�n](X

n([�n])

� m̂

n

)

2

+

n�[�n]

X

i=[�n]+1

(X

n(i)

� m̂

n

)

2

+ [�n](X

n(n�[�n]+1)

� m̂

n

)

2

3

5

;

o�u X

n(1)

,...,X

n(n)

sont les statistiques d'ordre du n-�echantillon X

1

,...,X

n

et m̂

n

est un estimateur robuste

de la moyenne que l'on peut par exemple prendre �egal �a :

1

n� 2[�n]

n�[�n]

X

i=[�n]+1

X

n(i)

;

o�u bien �a :

1

n

2

4

[�n]X

n([�n])

+

n�[�n]

X

i=[�n]+1

X

n(i)

+ [�n]X

n(n�[�n]+1)

3

5

:

Les propri�et�es asymptotiques des L-statistiques peuvent être trouv�ees par exemple dans Shorack et Well-

ner (1986) ou dans van der Vaart (1999). Des tests peuvent donc être r�ealis�es �a partir de ces statistiques.



CHAPITRE 5. APPLICATIONS AUX TESTS DE M

�

ELANGES DE DISTRIBUTIONS 111

A côt�e des L-statistiques, il existe des estimateurs robustes plus simples �a utiliser (cf. Gnanadesikan

et Kettenring (1972), Huber (1985), Caussinus et Ruiz (1990; 1992, 1994)) que nous allons consid�erer

maintenant. Notons

�

X

n

=

1

n

P

n

i=1

X

i

, V

2

n

=

1

n

P

n

i=1

(X

i

�

�

X

n

)

2

, K une fonction strictement positive et

d�ecroissante et � un param�etre dont nous discuterons dans la suite. Soit :

S

n

(�) =

P

n

i=1

(X

i

�

�

X

n

)

2

K(�

�(X

i

�

�

X

n

)

2

V

2

n

)

P

n

i=1

K(�

�(X

i

�

�

X

n

)

2

V

2

n

)

:

Consid�erons la statistique suivante introduite par Caussinus et Hakkam (2001) :

N

n

(�) =

p

n

�

(� + 1)S

n

(�)

V

2

n

� 1

�

:

S

n

(�) est un estimateur robuste de la variance �

2

pour un �echantillon issu d'un mod�ele N (


1

; �

2

) conta-

min�e par des valeurs aberrantes. Ainsi la statistique N

n

(�) peut être interpr�et�ee, dans notre probl�eme de

test de m�elange gaussien, comme une g�en�eralisation au cas o�u la variance �

2

est inconnue de la statistique

p

n

S

2

n

�1

p

2

discut�ee dans les sections pr�ec�edentes lorsque �

2

�etait connue. Cette statistique de test N

n

(�)

est invariante par translation et par changement d'�echelle. Sa loi asymptotique sous l'hypoth�ese nulle

H

0

(les X

i

suivent une loi N (


0

; �

2

0

) avec �

0

> 0) ne d�ependra donc pas de 


0

ni �

0

. De plus sa loi

asymptotique sous l'hypoth�ese alternative H

1

(les X

i

suivent une loi (1�p

0

)N (


1

; �

2

0

)+p

0

N (


2

; �

2

0

) avec

�

0

> 0) d�ependra uniquement de p

0

et de j




2

�


1

�

0

j. Prenons K(x) = exp(�x=2) et renormalisons N

n

(�)

de fa�con �a ce que sa variance asymptotique soit �egale �a un. Consid�erons donc :

V

n

(�) =

N

n

(�)

q

(�+1)(3�

2

+4�+2)

(2�+1)

5=2

�

2

(�+1)

2

:

Des d�eveloppements limit�es classiques permettent de montrer que sous l'hypoth�ese nulle H

0

V

n

(�)

converge en loi vers une N (0; 1) et sous l'hypoth�ese alternative H

1

avec p

0

=

�

2

p

n

, j




2

�


1

�

0

j = �

2

, V

n

(�)

converge en loi vers une N (f(�; �

2

; �

2

); 1) avec :

f(�; �

2

; �

2

) =

�

2

(�

2

)

2

(exp(�

�(�

2

)

2

2(1+�)

)� 1)

q

(�+1)

3

(3�

2

+4�+2)

(2�+1)

5=2

� 2

:

Une �etude de la fonction f(:; �

2

; �

2

) montre que cette fonction est croissante et que f(0; �

2

; �

2

) = �

�

2

(�

2

)

4

2

p

6

.

Ainsi le test propos�e sera le plus puissant pour � ! 0. L'�equivalent de la statistique de test V

n

(�) en 0

est :

V

n

(0) =

p

n

�

�

1

n

P

n

i=1

(X

i

�

�

X

n

)

4

+ 3(V

2

n

)

2

2

p

6(V

2

n

)

2

�

:

Cette statistique est une estimation du coe�cient 


2

de Pearson appel�e \kurtosis" qui mesure l'aplatis-

sement d'une loi. Nous comparerons le TRMV au test bas�e sur cette statistique. Ce dernier peut être
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am�elior�e en utilisant comme estimateur de la moyenne non plus

�

X

n

mais un estimateur robuste comme

la m�ediane, les L-statistiques ou bien :

�

n

(�) =

P

n

i=1

K(�

�(X

i

�

�

X

n

)

2

V

2

n

)X

i

P

n

i=1

K(�

�(X

i

�

�

X

n

)

2

V

2

n

)

:

Des estimateurs robustes construits de mani�ere it�erative �a partir de l'expression de S

n

(�) dans laquelle

on remplace

�

X

n

et V

2

n

par �

n

(�) et S

n

(�) peuvent �egalement être envisag�es (cf. Ruiz (1996) et Fekri et

Ruiz (2000)). Dans le cas de la d�etection de deux groupes c'est �a dire lorsque l'alternative H

1

consid�er�ee

est un m�elange de deux distributions gaussiennes dont les deux composants ont un certain poids et se

rapprochent l'une de l'autre �a une vitesse proportionnelle �a

1

n

�

, avec � > 0, on pr�ef�erera utiliser T

n

(�)

au lieu de S

n

(�).

T

n

(�) =

P

n�1

i=1

P

n

j=i+1

K(�

�(X

i

�

�

X

n

)

2

V

2

n

)(X

i

�X

j

)

2

P

n�1

i=1

P

n

j=i+1

K(�

�(X

i

�

�

X

n

)

2

V

2

n

)

:

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

|γ
2,0

−γ
0
|  /  σ

0

P
o
w

e
r 

a
t 
le

v
e
l 
0
.0

1
 f
o
r 
δ2

=
1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

|γ
2,0

−γ
0
|  /  σ

0

P
o
w

e
r 

a
t 
le

v
e
l 
0
.0

5
 f
o
r 
δ2

=
1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

|γ
2,0

−γ
0
|  /  σ

0

P
o
w

e
r 

a
t 
le

v
e
l 
0
.1

 f
o
r 
δ2

=
1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

|γ
2,0

−γ
0
|  /  σ

0

P
o
w

e
r 

a
t 
le

v
e
l 
0
.0

1
 f
o
r 
δ2

=
3

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

|γ
2,0

−γ
0
|  /  σ

0

P
o
w

e
r 

a
t 
le

v
e
l 
0
.0

5
 f
o
r 
δ2

=
3

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

|γ
2,0

−γ
0
|  /  σ

0

P
o
w

e
r 

a
t 
le

v
e
l 
0
.1

 f
o
r 
δ2

=
3

Figure 9 : Comparaison du TRMV (vert) avec le test de moments bas�e sur �

n

(0) (rouge) pour le probl�eme de test de une

population gaussienne contre deux de même variance inconnue. Pour le TRMV nous obtenons un encadrement de la

puissance dont la borne sup�erieure est repr�esent�ee en pointill�es et la borne inf�erieure en trait plein. Comme nous l'avons
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d�ej�a remarqu�e la borne inf�erieure est l�eg�erement sup�erieure �a sa vrais valeur puisque nous l'avons calcul�ee uniquement �a

partir des moments d'ordre un de la m�ethode de Rice.

Le principal inconv�enient du TRMV est qu'il d�epend des vraies valeurs 


0

et �

0

des param�etres sous

l'hypoth�ese nulle. Nous avons mis en oeuvre un test uniform�ement de niveau � et de ce fait la puissance

peut être inf�erieure au niveau pour de petites valeurs de

j


2;0

�


0

j

�

0

. Dans ces cas l�a il est �evident qu'il est

pr�ef�erable d'utiliser un test de moments. Par contre lorsque

j


2;0

�


0

j

�

0

crô�t la puissance du TRMV crô�t

et devient sup�erieure �a celle du test de moments. De plus sa d�ependance vis-�a-vis de 


0

et �

0

diminue. Il

apparâ�t donc comme �etant le test le plus int�eressant.

Notons que le test de moments consid�er�e pourrait être am�elior�e par des arguments discut�es ci-dessus.

5.3 M�ethode

La m�ethode de Rice d�ecrite dans le chapitre pr�ec�edent pour des processus �a trajectoires p.s. de classe C

1

sur [0; T ] peut être adapt�ee et employ�ee dans le cas d'un processus X sur [�T

2

; T

1

] �a trajectoires p.s. de

classe C

1

sur [�T

2

; 0[ et sur ]0; T

1

] et tel que X(0

+

) = �X(0

�

) p.s. . Pour cela il su�t de remarquer que :

P [ sup

t2[�T

2

;T

1

]

X(t) � u] = P [jX(0)j � u] + P [(U

X

u

[0; T

1

] +D

X

u

[�T

2

; 0])I

fjX(0)j<ug

]:

Par le même raisonnement que dans le chapitre pr�ec�edent nous obtenons alors :

P [jX(0)j � u] +E[(U

X

u

[0; T

1

] +D

X

u

[�T

2

; 0])I

fjX(0)j<ug

]�

1

2

E[(U

X

u

[0; T

1

] +D

X

u

[�T

2

; 0])

[2]

]

� P [ sup

t2[�T

1

;T

2

]

X(t) � u] �

P [jX(0)j � u] +E[(U

X

u

[0; T

1

] +D

X

u

[�T

2

; 0])I

fjX(0)j<ug

]:

5.3.1 Test de m�elange simple gaussien

Le processus gaussien X consid�er�e est �a trajectoires p.s. de classe C

1

sur [�T; 0[ et ]0; T ] et X(0

+

) =

�X(0

�

) p.s. .

Sous l'hypoth�ese nulle

L'intervalle [�T; T ] �etant sym�etrique autour de 0 et X(:) et X(�:) ayant même loi on en d�eduit que :

E[D

X

u

[�T; 0]I

fjX(0)j<ug

] = E[U

X

u

[0; T ]I

fjX(0)j<ug

]
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E[D

X

u

[�T; 0]

[2]

] = E[U

X

u

[0; T ]

[2]

]:

Leurs expressions sont les mêmes que celles obtenues dans le chapitre pr�ec�edent pour le cas non station-

naire centr�e de variance un. L'expression du moment crois�e E[U

X

u

[0; T ]D

X

u

[�T; 0]] devient :

E[U

X

u

[0; T ]D

X

u

[�T; 0]] =

Z

T

0

dt

Z

0

�T

ds�(t; s)�(s; t)J

11

(b(t; s);�b(s; t);��(t; s))

'

2

[

u

p

1+r(s;t)

]

p

1� r

2

(s; t)

=

Z

T

0

dt

Z

T

0

ds�(t;�s)�(�s; t)J

11

(b(t;�s);�b(�s; t);��(t;�s))

'

2

[

u

p

1+r(�s;t)

]

p

1� r

2

(�s; t)

:

Une di�cult�e num�erique apparâ�t dans le calcul de l'int�egrand relatif �a E[U

X

u

[0; T ]D

X

u

[�T; 0]] lorsque s et

t tendent vers 0. Un d�eveloppement limit�e autour de ce point montre que l'int�egrand tend vers 0 lorsque

s et t tendent vers 0. Une m�ethode de Simpson en dimension deux est utilis�ee pour calculer l'int�egrale

double sur [0; T ]

2

.

Sous l'hypoth�ese alternative

Les expressions de E[U

X

u

[0; T ]I

fjX(0)j<ug

] et E[U

X

u

[0; T ]

[2]

] sont les mêmes que celles obtenues dans le

chapitre pr�ec�edent pour le cas non stationnaire d�ecentr�e de variance un. Pour les autres termes nous

obtenons (en utilisant les mêmes notations que dans le cas non stationnaire d�ecentr�e de variance un du

chapitre pr�ec�edent) :

M�elange simple gaussien sous l'alternative

E[D

X

u

[�T; 0]] G(m(�t);�m

0

(�t))

E[D

X

u

[�T; 0]I

fjX(0)j<ug

] G(m(�t);�m

0

(�t)) � F [r(0

�

;�t);�r

1;0

(�t; 0

�

);m(0

�

);m(�t);�m

0

(�t)]

�F [�r(0

�

;�t); r

1;0

(�t; 0

�

);�m(0

�

);m(�t);�m

0

(�t)]

E[D

X

u

[�T; 0]

[2]

]

R

T

0

R

T

0

dtds�(�t;�s)�(�s;�t)J

11

(�b(�t;�s);�b(�s;�t); �(�t;�s))

'(u�m(�s))

p

1�r

2

(t;s)

'(

u�m(�t)�r(t;s)(u�m(�s))

p

1�r

2

(t;s)

)

E[U

X

u

[0; T ]D

X

u

[�T; 0]]

R

T

0

R

T

0

dtds�(t;�s)�(�s; t)J

11

[b(t;�s);�b(�s; t);��(t;�s)]

'(u�m(�s))

p

1�r

2

(t;�s)

'(

u�m(t)�r(t;�s)(u�m(�s))

p

1�r

2

(t;�s)

)

Les di�cult�es num�eriques et les remarques pour le calcul de E[D

X

u

[�T; 0]I

fjX(0)j<ug

] et E[D

X

u

[�T; 0]

[2]

]

sont les mêmes que dans le chapitre pr�ec�edent. Pour E[U

X

u

[0; T ]D

X

u

[�T; 0]], la seule di�cult�e est lorsque

s et t tendent vers 0 dans l'int�egrand. Un d�eveloppement limit�e montre que cet �equivalent est nul. Les

calculs peuvent donc se faire. Une m�ethode de Simpson en dimension deux est utilis�ee pour calculer

l'int�egrale double sur [0; T ]

2

.
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5.3.2 Test de une population contre deux (cas homosc�edastique de variance

connue)

Le processus gaussien X consid�er�e est �a trajectoires p.s. de classe C

1

sur [0; T ]. La m�ethode employ�ee dans

ce cas l�a est donc exactement celle d�ecrite dans le chapitre pr�ec�edent dans le cas non stationnaire centr�e

de variance un sous l'hypoth�ese nulle et le cas non stationnaire d�ecentr�e de variance un sous l'alternative.

5.3.3 Test de une population contre deux (cas homosc�edastique de variance

inconnue)

Le processus gaussien X consid�er�e est �a trajectoires p.s. de classe C

1

sur [�T

2

; 0[ et ]0;T

1

] et X(0

+

) =

�X(0

�

) p.s.. Les modi�cations �a apporter aux formules obtenues dans le cas du test de m�elange simple

gaussien pour obtenir celles qui nous int�eressent ici sont imm�ediates. Les int�egrales doubles sur [0; T

1

]�

[0; T

2

] sont calcul�ees par une m�ethode de Simpson en dimension deux.
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Chapitre 6

Conclusion g�en�erale et perspectives

Dans cette th�ese, nous avons commenc�e par motiver l'�etude du maximum d'un processus al�eatoire par

la donn�ee de plusieurs exemples d'applications issus de domaines tr�es divers (M�edecine, Astrophysique,

etc...) faisant appel aux Statistiques et Probabilit�es. Nous avons ensuite rappel�e les principaux r�esultats

g�en�eraux existants dans l'�etude du maximum d'un processus al�eatoire. Ces r�esultats valables pour une

tr�es large classe de processus sont �etablis pour l'essentiel par des m�ethodes d'entropie. Face au manque de

pr�ecision �evident de ces r�esultats tr�es �el�egants et tr�es puissants lorsqu'il s'agit de les utiliser en pratique,

nous nous sommes plus particuli�erement int�er�ess�es �a des m�ethodes permettant d'obtenir des r�esultats tr�es

pr�ecis au prix de conditions plus fortes sur le processus. Ces m�ethodes sont des m�ethodes de Rice. Elles

demandent au processus d'être su�samment r�egulier. Cette r�egularit�e est tr�es souvent satisfaite dans les

exemples pratiques. Lorsqu'elle ne l'est pas, on pr�ef�ere en g�en�eral modi�er un peu la d�emarche scienti�que

pour s'y ramener et b�en�e�cier de r�esultats pr�ecis. Apr�es avoir fait un tour d'horizon des r�esultats d�ej�a

existants dans ce domaine, nous avons rappel�e certains �el�ements de Probabilit�es indispensables, donnant

des conditions su�santes faciles �a v�eri�er pour satisfaire les hypoth�eses des th�eor�emes �etablis et d�ej�a

existants.

Notre principale contribution dans ce domaine a �et�e de proposer une m�ethode permettant de g�en�eraliser

les m�ethodes de Rice pour des processus gaussiens en dimension un au cas de champs al�eatoires gaussiens

sur des sous-ensembles compacts de R

N

, N > 1. Notre m�ethode est bas�ee d'une part sur l'utilisation

du nombre de maxima locaux au-dessus d'un niveau du champ al�eatoire gaussien et d'autre part sur un

raisonnement sur les d�eriv�ees premi�eres et secondes de ce champ al�eatoire permettant d'en modi�er cor-

rectement son nombre de maxima locaux au-dessus d'un niveau sur les di��erents bords du sous-ensemble
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compact de R

N

. Notre m�ethode nous permet de red�emontrer les principaux r�esultats existants dans ce

domaine (souvent obtenus par des m�ethodes tr�es diverses), d'en am�eliorer certains et d'en obtenir de

nouveaux.

Dans la deuxi�eme partie de cette th�ese (chapitres 4 et 5) nous nous sommes principalement int�er�ess�es �a un

aspect plus appliqu�e des m�ethodes de Rice. Dans un premier temps nous avons fait une impl�ementation

Splus des di��erentes m�ethodes et formules de Rice �etudi�ees et �etablies dans cette th�ese. Pour cela, en

g�en�eralisant les r�esultats donn�es dans Aza��s, Cierco et Croquette (1999), nous avons �etabli des formules

relativement bien adapt�ees au calcul num�erique pour les moments d'ordre un et d'ordre deux intervenant

lors de l'�etude des queues de probabilit�es de type (4.1). L'application et l'adaptation de nos m�ethodes

aux tests de m�elanges de distributions (Gosh et Sen (1985), Dacunha-Castelle et Gassiat (1997b, 1999))

fait l'objet du dernier chapitre. Des Tables et des r�esultats de puissances sont donn�es pour les tests du

rapport des maximums de vraisemblance asymptotiques de une population gaussienne contre deux. Cela

nous permet de comparer ces tests �a des tests de moments classiques. Des conclusions sont alors tir�ees

quant �a l'optimalit�e de ces tests.

Cette th�ese a soulev�e de nombreuses questions �a la fois au niveau th�eorique et appliqu�e.

En ce qui concerne l'�etude des tests de m�elange de distributions, il serait int�er�essant de r�eecrire les th�eo-

r�emes relatifs �a la puissance des tests du rapport des maximums de vraisemblance donn�es p.291 dans

Dacunha-Castelle et Gassiat (1997) de mani�ere plus g�en�erale c'est �a dire pour des alternatives g�en�erales

pouvant correspondre �a la fois au probl�eme de la d�etection de valeurs aberrantes et �a la fois au probl�eme

de la d�etection de plusieurs groupes. En e�et les th�eor�emes tels qu'ils sont �ecrits actuellement permettent

de traiter uniquement le probl�eme de la d�etection de valeurs aberrantes. A la suite de notre �etude il

semblerait �egalement que le test du rapport des maximums de vraisemblance et le test du

�

X

n

ou du S

2

n

pourraient pr�esenter certaines propri�et�es d'optimalit�e. L'estimation robuste de la variance semble �egale-

ment être une voie prometteuse pour obtenir des tests vraiment int�er�essants pour la d�etection de m�elange

de distributions (H. Caussinus, A. Ruiz et S. Hakkam en autres travaillent dans ce domaine).

En ce qui concerne l'�etude du maximumd'un champ al�eatoire, dans un premier temps il est �evident, vu les

d�emonstrations, que les r�esultats �etablis dans le chapitre 3 sous l'hypoth�ese d'ind�ependance des d�eriv�ees

premi�eres et secondes du champ al�eatoire gaussien peuvent se r�eecrire en �eliminant cette hypoth�ese; ce

qui nous permet alors d'être dans un cadre non stationnaire plus g�en�eral. Dans un deuxi�eme temps il

serait int�er�essant de regarder un peu plus en d�etails les applications relatives aux r�esultats que nous ob-

tenons pour les champs al�eatoires gaussiens sur des vari�et�es sans bord. Dans un troisi�eme temps on peut
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regarder ce que donnent nos m�ethodes sur des sous-ensembles compacts de R

N

autres que le rectangle et

le compact convexe dont la fronti�ere est une vari�et�e de classe C

1

. On peut �egalement essayer d'am�eliorer

la pr�ecision de nos r�esultats en regardant peut-être ce que donnent �a la fois les moments d'ordre un et

d'ordre deux. Dans la deuxi�eme partie de cette th�ese nous avons �egalement soulev�e la question de l'�etude

de l'ordre de grandeur des di��erents moments factoriels entre eux. Nous remarquons �egalement que les

hypoth�eses du lemme de Slepian semblent un peu fortes puisqu'il existe des processus gaussiens centr�es

qui satisfont la conclusion de ce lemme sans en satisfaire les hypoth�eses. Une autre question de recherche

tr�es int�eressante a �et�e soulev�ee lors de l'�etude des tests de m�elange de distributions �a savoir l'�etude de

th�eor�emes limites pour la variable al�eatoire sup

t2S

X(t) lorsque T ! +1 et que X n'est plus station-

naire. Ceci consisterait �a g�en�eraliser au cas non stationnaire le th�eor�eme 5.1, discut�e dans le chapitre 5,

initialement dû �a Cramer (1965) et dont la d�emonstration repose fortement sur le th�eor�eme de Volkonski

et Rozanov (1961). Ce dernier th�eor�eme traduit le comportement poissonien du nombre de upcrossings

au-dessus d'un niveau u d'un processus gaussien stationnaire sur un intervalle dont la longueur crô�t avec

u. Il a �et�e g�en�eralis�e en dimension sup�erieure par Piterbarg (1972). L'extension au cas non stationnaire

et au cas du nombre de maxima locaux reste �a faire. Dans ce même cadre des th�eor�emes limites, un

autre point int�eressant que nous n'avons pas �etudi�e dans cette th�ese mais qui m�erite d'être comment�e est

l'�etude de th�eor�emes centraux limites et centraux limites uniformes pour le nombre de maxima locaux

au-dessus d'un niveau d'un champ al�eatoire gaussien. En dimension un il existe des r�esultats de normalit�e

asymptotique pour

N

X

u

(T ) �E[N

X

u

(T )]

p

T

et

M

X

u

([0; T ])� E[M

X

u

([0; T ])]

p

T

quand T ! +1;

o�u M

X

u

([0; T ]

N

) est le nombre de maxima locaux au-dessus du niveau u et N

X

u

(T ) est le nombre de up-

crossings du niveau u d'un processus gaussien stationnaire X sur [0;T ] (cf. Cuzik (1976), Malevich(1969),

Kratz et Le�on (1998, 2000)). Des questions int�eressantes se posent encore �a ce niveau l�a �a savoir l'existence

de th�eor�emes centraux limites en dimension sup�erieure pour :

M

X

u

([0; T ]

N

)�E[M

X

u

([0; T ]

N

)]

f(u; T;N )

quand T ! +1;

o�u f(u; T;N ) est une fonction de normalistation; l'existence de th�eor�emes centraux limites uniformes

pour :

sup

u2[U

1

;U

2

]

M

X

u

([0; T ]

N

)� E[M

X

u

([0; T ]

N

)]

f(u; T;N )

quand T ! +1;

et l'extension de ces th�eor�emes au cas non stationnaire.

Tout au long de cette th�ese nous avons raisonn�e pour des champs al�eatoires gaussiens. L'extension aux
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champs al�eatoires �

2

(qui sont assez proches des champs al�eatoires gaussiens) aurait �egalement de nom-

breuses applications (cf. Adler (1981), Worsley(1994), Cao(2000)).
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Annexe A

Note aux C.R.A.S. (Delmas C.

(1998))

An asymptotic expansion for the distribution of the maximum of a class of Gaussian �elds

1

C�eline DELMAS : Laboratoire de Statistique et Probabilit�es,

Universit�e Paul-Sabatier, 31062 Toulouse, France.

E-mail: cdelmas@cict.fr

T�el : 05 61 55 77 13 - Fax : 05 61 55 60 89

Abstract- We give an asymptotic expansion for the distribution of the maximum of a class of Gaussian

�elds. Our method is based on the number of local maxima of a �eld above a level.

Un d�eveloppement asymptotique pour la distribution du maximum d'une classe de champs

gaussiens.

R�esum�e- Nous donnons un d�eveloppement asymptotique pour la distribution du maximum d'une classe

de champs gaussiens. Notre m�ethode est bas�ee sur le nombre de maxima locaux d'un champ au-dessus

d'un niveau.

Version Fran�caise abr�eg�ee.

1.Probabilit�es : Note pr�esent�ee par Jean-Pierre Kahane.
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Soit X = fX(t) : t 2 S � R

N

g un champ gaussien, centr�e, �a param�etre N -dimensionnel et �a valeurs

r�eelles; o�u S est un compact de R

N

. Posons M (S) = maxfX(t) : t 2 Sg. De nombreux probl�emes

statistiques conduisent au calcul de la fonction :

G(u) = P [M (S) � u]:

On ne connâ�t l'expression exacte de G(u) que pour un nombre tr�es r�eduit de processus gaussiens (voir

introduction de [4]). Dans tous les autres cas on ne sait obtenir que des r�esultats approch�es de G(u), c'est-

�a-dire des bornes sup�erieures ou inf�erieures ou des approximations asymptotiques quand u! +1. Adler

[1] donne un terme d'approximation �a G(u) quand u ! +1 pour des champs gaussiens stationnaires.

Mais ce premier terme d'approximation est souvent tr�es impr�ecis (notamment quand N est grand) et

d'autres termes sont n�ecessaires si l'on veut obtenir su�samment de pr�ecision. Sun [10] s'appuie sur des

�el�ements de g�eom�etrie di��erentielle pour donner deux termes d'approximation �a G(u) quand u ! +1

pour une classe de champs gaussiens �a variance constante et \p�eriodiques" (dans le sens o�u ils admettent

un d�eveloppement de Karhunen-Lo�eve qui engendre une vari�et�e sans bord).

Dans cette Note nous am�eliorons la pr�ecision de l'approximation de G(u). Nous donnons un d�eve-

loppement asymptotique pr�ecis de G(u), form�e de [N=2] + 1 termes ([N=2] d�esigne la partie enti�ere de

N=2), au lieu de deux uniquement dans la m�ethode de Sun, et ceci pour une classe analogue de champs

gaussiens �a variance constante et \p�eriodiques". Plus pr�ecis�ement, nous montrons que si le champ gaus-

sien X, de variance constante �

2

sur S, est su�samment r�egulier, �a trajectoires p.s. de classe C

2

, si son

d�eveloppement de Karhunen-Lo�eve X(t) =

1

X

l=1

f

l

(t)�

l

(o�u les �

l

sont des v.a. i.i.d. N (0; 1)) est tel que

F = ff(t) : t 2 Sg est une vari�et�e di��erentielle sans bord, alors P [M (S) � u] s'�ecrit :

P [M (S) � u] =

[N=2]

X

j=0

k

2j

	

2j

(u) + o

0

@

e

�

u

2

2�

2

u

�

1

A

; 8� > 0:

Les expressions de k

2j

et 	

2j

(u) sont donn�ees dans la proposition 3 de la section 2. Notre m�ethode

est bas�ee sur le nombre de maxima locaux d'un champ au-dessus d'un niveau.

Introduction

Let X = fX(t) : t 2 S � R

N

g be a Gaussian �eld, centered, with N -dimensional parameter and real

values; where S is a compact subset of R

N

. Let us set M (S) = maxfX(t) : t 2 Sg. Various statistical

problems can be reduced to calculating the function :

G(u) = P [M (S) � u]:

There are only a very reduced number of Gaussian processes for which exact expressions for G(u) are

known (see introduction in [4]). For other cases we can only obtain approximate results for G(u) that is
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to say upper or lower bounds or asymptotic approximations when u ! +1. Adler [1] gives a one-term

approximation for G(u) when u! +1 for homogeneous Gaussian �elds. But this one-term approximation

is frequently inaccurate (especially when N is large) and more terms are needed if we want to get su�cient

accuracy. Sun [10] uses di�erential geometry results to give a two-term approximation for G(u) when

u ! +1 for a class of \periodic" Gaussian �elds with constant variance (we say \periodic" Gaussian

�elds in the sense that they admit a Karhunen-Lo�eve expansion that generates a manifold without

boundary).

In this paper we improve the accuracy of the approximation of G(u). We give an accurate asymptotic

expansion for G(u), made up of [N=2] + 1 terms ([N=2] stands for the entire part of N=2), instead of

two only with the Sun's method, and that for a similar class of \periodic" Gaussian �elds with constant

variance. Our method is based on the number of local maxima of a �eld above a level.

In the following, S is a compact subset of R

N

whose boundary has zero Lebesgue measure; V is an

open neighbourhood of S; X is a Gaussian �eld on V , centered, with constant variance �

2

, with a.s. C

2

paths on V thus with covariance function of class C

4

; X

i

(t) and X

ij

(t) for i; j = 1; N are the �rst and the

second order partial derivatives of X(t). Let us set X

0

(t) = (X

1

(t); � � � ; X

N

(t)) and X

00

(t) = (X

ij

(t); j �

i; i; j = 1; N ). We write M

X

u

(S) for the number of local maxima of X above the level u in S :

M

X

u

(S) = cardft 2 S : X

0

(t) = 0; X(t) � u; (X

ij

(t))

i;j=1;N

is negative de�niteg:

Results

Let X(t) =

1

X

l=1

f

l

(t)�

l

be the Karhunen-Lo�eve expansion of X, where �

l

are N (0; 1) i.i.d. r.v.; X is

said to satisfy H1, H2, H2

0

, H3, H3

0

or H4 when it satis�es respectively :

H1 F = ff(t) : t 2 Sg is a smooth manifold without boundary;

H2 the joint distribution of (X(t); X

0

(t); X

00

(t)) is non-degenerate, 8t 2 V ;

H2

0

8t 6= s 2 V , the vector (X(s); X

0

(s); X

00

(s); X(t); X

0

(t); X

00

(t)) is non-degenerate;

H3 the moduli of continuity !

ij

of the X

ij

on S satisfy :

8� > 0 P [max

i;j

!

ij

(h) > �] = o(h

N

) when h # 0;

H3

0

there exits � and L > 0 : 8t; s 2 V; 8i; j = 1; N; E(X

ij

(t)�X

ij

(s))

2

� Ljjt� sjj

2�

;

H4 X

i

(t) and X

kl

(t) are independant 8i; k; l = 1; N; 8t 2 S.
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Remark : Su�cient conditions for H3 to be satis�ed can be found, for example, in [1]. Note that H3

0

implies H3.

Proposition 1 If X satis�es H1 then :

E[M

X

u

(S)]�

E[M

X

u

(S)(M

X

u

(S) � 1)]

2

� P [M (S) � u] � E[M

X

u

(S)]:

Proof :

Let Y be de�ned from F to R by Y (f) =< f; � >= X(t). Let M (F ) denote maxfY (f) : f 2 Fg.

Then M (S) = M (F ). We write M

Y

u

(F ) for the number of local maxima of Y above the level u in F . We

can show that (M

X

u

(S) > 0), (M

Y

u

(F ) > 0). So we can write :

P [M (S) � u] = P [M (F ) � u] = P [M

Y

u

(F ) > 0] = P [M

X

u

(S) > 0]: (6.1)

And we easily check that :

E[M

X

u

(S)] �

E[M

X

u

(S)(M

X

u

(S) � 1)]

2

� P [M

X

u

(S) > 0] � E[M

X

u

(S)]:

Using (1) we obtain the result given in Proposition 1.

Proposition 2 If X satis�es H2 and H3, then :

E[M

X

u

(S)] =

Z

S

dt

Z

1

u

Z

D

jdet x

00

j	

t

(x; 0; x

00

)dx

00

dx

D is the region in R

N(N+1)=2

in which x

00

is negative de�nite and 	

t

(x; x

0

; x

00

) is the joint density of

(X(t); X

0

(t); X

00

(t)) (we consider x

00

also as an N � N matrix).

Proposition 2 is an easy generalization to the non-homogeneous case of Theorem 6.1.1 p.123 of [1].

It gives an exact expression for E[M

X

u

(S)]. We have to give an approximation for E[M

X

u

(S)] in order to

have a result well adapted to numerical calculation. Hasofer [6] and Adler [1] give a one-term approxi-

mation for E[M

X

u

(S)] when u! +1 for homogeneous Gaussian �elds. In Proposition 3, we give a more

accurate asymptotic expansion for E[M

X

u

(S)] for a wider class of Gaussian �elds.

Let A be anN�N matrix, let I and J be subsets of f1; Ngwith card(I)=card(J)=r. We write �

I;J

(A)

for the determinant of the r � r sub-matrix A

I;J

of A. Let us set I = f1; Ng=I and J = f1; Ng=J . Let

F

p

(N ) denote the set of the parts of size p of f1; Ng. If I 2 F

p

(N ) and p 2 f1; N � 1g, �

I

is the

permutation of (1; � � � ; N ) such that �

I

j

f1;pg

(and �

I

j

fp+1;Ng

) is a growing bijection from f1; pg to I

(and from fp+ 1; Ng to I).
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Let r(s; t) be the covariance function of X. Let us set :

r

i;0

(t; t) =

@r(t; s)

@t

i

�

�

�

�

t=s

; r

ij;0

(t; t) =

@

2

r(t; s)

@t

i

@t

j

�

�

�

�

t=s

; r

ij;k

(t; t) =

@

3

r(t; s)

@t

i

@t

j

@s

k

�

�

�

�

t=s

; etc:

Proposition 3 If X satis�es H2 and H3, then :

E[M

X

u

(S)] =

[N=2]

X

j=0

k

2j

	

2j

(u) + o

0

@

e

�

u

2

2�

2

u

�

1

A

; 8� > 0;

with :

� 	

2j

(u) =

1

2

1+j

�

(N+1)=2

Z

+1

u

2

2�

2

v

(N�1�2j)=2

e

�v

dv,

� k

2j

=

1

�

N�2j

X

I;K2F

2j

(N)

�(�

I

)�(�

K

)

Z

S

j�(t)j

�1=2

�

I;K

(�(t))


I;K

(t)dt.

� j�(t)j is the determinant of �(t) = Var(X

0

(t)).

� 


I;K

(t) =

X

p

�(p)

X

Q

V

i

1

k

1

i

2

k

2

� � � � � V

i

2j�1

k

2j�1

i

2j

k

2j

, with :

V

ijkl

= V ar(X

00

(t)jX(t); X

0

(t))

= r

ij;kl

(t; t)�

N

X

s;n=1

r

ij;s

(t; t)�

�1

s;n

(t)r

n;kl

(t; t)�

�

ij

(t)�

kl

(t)

�

2

:

Q is the set of the

(2j)!

j!2

j

ways of grouping (1; � � � ; 2j) into pairs without regard to order. p is

a permutation of (k

1

; � � � ; k

2j

).

� �(q) is the signature of the permutation q. We take the convention that �

2

(�

?

) = �

2

(�

f1;Ng

) = 1

and �

?;?

(�) = 


?;?

(t) = 1.

Remark : If H4 is satis�ed, k

2j

= �(S)(�1)

j

j�j

1=2

�

N

C

2j

N

(2j)!

2

j

j!

, where �(S) is the Lebesgue measure of S.

The main idea of the proof of Proposition 3 is to show that :

E[M

X

u

(S)] =

Z

S

dt

Z

1

u

Z

R

N(N+1)=2

(�1)

N

det(x

00

)	

t

(x; 0; x

00

)dx

00

dx+ o

0

@

e

�

u

2

2�

2

u

�

1

A

; 8� > 0:

Proposition 4 (Piterbarg [8]) If X satis�es H2

0

and H3

0

then :

E(M

X

u

(S)(M

X

u

(S) � 1)) = o

0

@

e

�

u

2

2�

2

u

�

1

A

8� > 0:
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As a consequence of the previous results, we give the main result of this paper :

Theorem 1 If X satis�es H1, H2

0

and H3

0

then :

P (M (S) � u) =

[N=2]

X

j=0

k

2j

	

2j

(u) + o

0

@

e

�

u

2

2�

2

u

�

1

A

; 8� > 0:

where k

2j

and 	

2j

(u) are the same as those in proposition 3.

Remarks :

� When H4 is satis�ed, the expression of k

2j

is simpler (see the previous remark). This hypothesis

is weaker than the hypothesis of homogeneity for X. It means that r

ij;k

(t; t) = 0, 8i; j; k = 1; N ,

8t 2 S. So it implies that the covariance matrix of X

0

(t) doesn't depend on t and especially that

r

ij;kl

(t; t) is a symmetric function of i; j; k; l.

� In the very special case of a �nite Karhunen-Lo�eve expansion for X, the Sun's method cited in

introduction gives a ([N=2]+1)-term approximation for G(u) (cf. [10]). However, even in this special

case, our asymptotic expansion is more accurate then the Sun's method because our remainder is

smaller.

� H1 is the most important hypothesis in Theorem 1. Some examples, where this hypothesis is

satis�ed, can be found in [9] and [10].
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Annexe B

Principales fonctions Splus

Nous donnons ici les principales fonctions Splus de base utilis�ees pour obtenir les r�esultats donn�es dans

la th�ese. D'autres fonctions peuvent ais�ement se construire �a partir de ces fonctions de base. Ainsi par

exemple lorsqu'une fonction calcule une valeur seuil �a un niveau alpha donn�e, la sous fonction repar-

tition correspondante permet de calculer la fonction de r�epartition associ�ee en un point.

On trouvera �egalement sur les listings suivants les d�eveloppements limit�es utilis�es pour e�ectuer les cal-

culs num�eriques notamment dans les probl�emes de tests de m�elange de populations.

Fonctions utilis�ees pour la d�erivation automatique

\D" p.i

\deriv3" p.i

\deriv3.default" p.i

\deriv3.formula" p.ii

\derivforme1.txt" p.ii

Fonctions utilis�ees pour des processus ou champs gaussiens r�eguliers

Processus gaussien stationnaire

cseuil p.ii

vcseuil p.v
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Processus gaussien non stationnaire centr�e de variance un

pseuilnscvu p.viii

vpseuilnscvu p.x

Processus gaussien non stationnaire d�ecentr�e de variance un

pseuilnsdvu p.xiii

vpseuilnsdvu p.xv

Processus gaussien non stationnaire g�en�eral

pseuilns p.xviii

vpseuilns p.xxi

Champ gaussien stationnaire

scgsgseuil p.xxiv

Fonctions utilis�ees dans le cadre du test de m�elange simple

pseuil p.xxv

pseuilb p.xxix

pseuilts14 p.xxx

pseuilts14b p.xxxvii

ppuissance p.xxxix

Fonctions utilis�ees dans le cadre du test d'une population gaussienne contre

deux de variance connue

pop2seuil1 p.xlv

pop2seuil1b p.l

popnsdvu p.lii
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Fonctions utilis�ees dans le cadre du test d'une population gaussienne contre

deux de variance inconnue

pop3seuil1bdef p.lix

dercourb1 p.lxi

136


