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OPTIMISATION ET PRÉDICTION DE LA PRODUCTION ALGALE EN

POLYCULTURES

APPROCHES EXPÉRIMENTALES ET MODÉLISATION MATHÉMATIQUE

Résumé

Dans le contexte de l’utilisation des microalgues pour la bioremédiation d’effluents et la production de biomasse
d’intérêt industriel, la stabilité et les performances des systèmes de production sont des enjeux majeurs. Une
des voies de recherche privilégiées est la mise à profit de la diversité des microalgues en assemblages (poly-
cultures) pour l’amélioration des performances de la production. Néanmoins, l’exploitation de ces assemblages
complexes en système ouvert extérieur est sujette à divers stress biotiques (microalgues indésirables ou bacté-
ries compétitrices) et abiotiques (limitation des ressources, notamment l’azote et la lumière) qui influencent les
interactions au sein des assemblages, rendant difficiles la prédiction et l’optimisation de la production. L’objec-
tif de la présente thèse est de proposer des méthodes et des outils permettant de comprendre, prédire et optimiser
la production de biomasse d’un assemblage algal (consortium microbien naturel ou artificiellement composé)
sous la fluctuation des ressources et des conditions de culture. Plus particulièrement, nous avons développé des
modèles mathématiques basés sur des systèmes dynamiques, qui peuvent être confrontés à des expériences en
laboratoire et à l’échelle-pilote. Les premiers travaux de cette thèse ont consisté à choisir une méthode expéri-
mentale pour la caractérisation de la vitesse de croissance spécifique des microorganismes photosynthétiques
en fonction de la ressource limitante. Par ailleurs, une nouvelle méthode d’estimation fonctionnelle est pro-
posée produisant deux courbes de croissance qui encadrent les données de vitesse de croissance et permettant
ainsi des estimations dynamiques des variables d’état par intervalles garantis. Dans un deuxième temps, la na-
ture des interactions entre deux microalgues Chlorella sorokiniana et Scenedesmus pectinatus, qui se succèdent
classiquement dans les bassins extérieurs utilisés pour le traitement des eaux usées urbaines, a été caractérisée
en fonction de la fluctuation des différentes formes de l’azote (NH+

4 /NH3) et ensuite de la lumière disponible.
Les modèles mathématiques associés aux expérimentations menées au cours de cette thèse ont permis de dé-
montrer que le développement initial d’une espèce microalgale de type opportuniste, plus résistante aux fortes
teneurs en NH+

4 /NH3 était nécessaire pour que puisse s’établir ensuite une espèce microalgale plus efficace
vis-à-vis de la faible lumière disponible dans ces procédés très turbides. Dans un troisième temps, nous avons
exploré les interactions paradoxales qui existent entre les microalgues et les bactéries hétérotrophes. En effet,
les microalgues stimulent, à travers l’exsudation du carbone, leurs compétiteurs pour une ressource commune :
l’azote ou le phosphore. Nous avons étudié l’influence de ce phénomène en proposant un modèle dynamique
en dimension quatre. L’analyse mathématique a révélé l’unicité de l’équilibre de coexistence et la robustesse
de l’installation des bactéries, car il a été démontré que l’équilibre en absence de bactéries est répulsif. Nous
montrons que lorsque la concentration de la ressource minérale alimentant en continu le bioréacteur est suffi-
samment grande, il existe des valeurs du taux de renouvellement du réacteur pour lesquelles il y a coexistence,
alors que les bactéries ne pourraient pas se développer en l’absence de microalgues dans ces mêmes conditions
opératoires. Enfin, il a été montré à l’aide de simulations que lors de la coexistence, leur biomasse respectives
peut osciller.
Ces résultats témoignent de la complexité des interactions biotiques, fournissent des méthodes applicables à
d’autres organismes modèles permettant de les étudier, et soulèvent des possibilités d’application prometteuses
pour l’optimisation et le contrôle des systèmes dynamiques de procédés pour les travaux futurs.

Mots-clés : microalgues, modélisation dynamique, biomasse, fluctuations des ressources, azote, bactéries,
lumière, estimation par intervalles, interactions, polycultures.





OPTIMIZATION AND PREDICTION OF ALGAL PRODUCTION IN OUTDOOR

POLYCULTURES

EXPERIMENTAL APPROACHES AND MATHEMATICAL MODELING

Abstract

The stability and the performances of microalgae production systems are challenging issues, particularly in
the context of the use of microalgae for the bioremediation of effluents and the production of biomass of
industrial interest. One of the challenging axes of research is to take advantage of the diversity of microalgae
through the use of assemblages (polycultures) for improving the overall production performances. However, the
exploitation of these complex assemblages in an open system is subject to various stresses : biotic (undesirable
microalgae or competing bacteria) and abiotic (limitation of resources, especially nitrogen and light). These
stressing factors could influence interactions within assemblages, making thereby difficult the prediction and
the optimization of the overall production. The objective of this thesis is to propose methods and tools for
understanding, predicting, and optimizing the biomass production of an algal assemblage (natural or artificially
designed microbial consortium) under the fluctuation of resources and culture conditions. More specifically,
we have developed mathematical models based on dynamical systems that can be compared to laboratory and
pilot-scale experiments. Firstly, an experimental method was defined for characterizing the specific growth rate
of photosynthetic microorganisms, according to the limiting resource. Furthermore, a new functional estimation
method is proposed. This method provides two growth curves that envelop scattering growth rate data and thus
allow dynamic estimates of the state variables with guaranteed intervals. Secondly, the type of the interactions
between two microalgae Chlorella sorokiniana and Scenedesmus pectinatus, which typically have successional
trends in the outdoor ponds used for the treatment of urban wastewater, has been characterized ; first according
to the fluctuation of the different forms of nitrogen (NH+

4 /NH3), and secondly to the light availability. The
mathematical models associated with the experiments carried out during this thesis demonstrate that the initial
development of an opportunistic microalgal species, which is more resistant to high levels of NH+

4 /NH3 was
required for the subsequent development of a more efficient microalgal species under low light availability
in these turbid processes. Third, we explored the paradoxical interactions occurring between microalgae and
heterotrophic bacteria. Through the exudation of carbon, microalgae stimulate its competitors for common
resources : nitrogen or phosphorus. We have thus studied the influence of this phenomenon by proposing a
four-dimensional model. The mathematical analysis revealed that the equilibrium of coexistence is unique, and
the installation of bacteria is robust, as it has been shown that the equilibrium without bacteria is unstable. We
show that when the concentration of the mineral resource that continuously feeds the bioreactor is large enough,
there are renewal rate values for which there is coexistence, while bacteria could not grow in the absence of
microalgae under these same operating conditions. Finally, it has been shown, using simulations, that during
coexistence their biomasses can oscillate.
These results demonstrate the complexity of biotic interactions, provide methods applicable to other model
organisms, and raise promising application possibilities for the optimization and the control of bioprocess
dynamical systems for future work.

Keywords : microalgae, dynamical modeling, biomass, resource fluctuations, nitrogen, bacteria, light,
interval estimation, interactions, polycultures.
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INTRODUCTION GÉNÉRALE :
CONTEXTE, OBJECTIFS ET MÉTHODES





Introduction

LA richesse et la complexité du vivant et de son environnement est une source d’inspiration sans
limite. L’inspiration de l’Homme des principes et stratégies élaborés par les organismes vivants

(animaux, végétaux, micro-organismes, etc.) et des écosystèmes (l’ensemble de ces êtres vivants et
leur environnement en interaction), a permis l’éclosion de plusieurs inventions respectueuses de l’en-
vironnement aussi appliquées dans le monde contemporain. Inspirées des écosystèmes naturels, les
microalgues sont à l’aube des biotechnologies comparables à celles développées avec les plantes ter-
restres et les bactéries. Ces microorganismes photo-synthétiques colonisent des habitats très variés,
aussi bien aquatiques que terrestres [13]. Cette adaptabilité à des conditions environnementales di-
verses permet la production de multiples molécules à haute valeur ajoutée comme les vitamines, les
antioxydants, les sucres, les protéines et les lipides [14], ce qui explique la valorisation de leur bio-
masse dans de nombreux domaines.

Une des techniques de dépollution qui commence à émerger et à faire ses preuves est la dépollu-
tion par les microalgues [15, 16]. Ces microorganismes photosynthétiques ont démontré qu’ils sont
de bons candidats pour la bioremédiation des milieux contaminés en plus de leur potentiel impor-
tant pour la production de la biomasse d’intérêt industriel [17, 18]. Un tel procédé permet de limiter
la contamination croissante, d’origine principalement anthropique. Il se réfère à la capacité des es-
pèces de micro-algues d’assimiler des nutriments essentiels à leur croissance, en particulier l’azote
et le phosphore présents en fortes teneurs dans les eaux polluées, et sur le potentiel énergétique de
la biomasse produite. Un enjeux majeur de ce procédé est la stabilité de production [16]. Une limite
économique est également posée, avec des coûts élevés d’investissement et de production, freinant
le développement à l’échelle industrielle. L’innovation en assainissement est actuellement peu dyna-
mique. Une nouvelle filière, exploitant l’énergie solaire (photosynthèse) et consommant au plus juste
l’énergie et les réactifs pour fournir un système d’assainissement de qualité, serait de toute évidence
une opportunité.
Pour rester économiquement viable, la production algale doit pouvoir utiliser les intrants (lumière,
CO2, azote, phosphore) issues de sources renouvelables et durables tels que la lumière naturelle, et
les produits de recyclage ou de déchets (eaux usées, fumées industrielles) dans la mesure du possible
[19]. Le choix de la culture qui maintiendrait ces fonctions est aussi crucial. Bien que l’utilisation
de cultures monospécifiques en réacteurs fermés et bien contrôlés soit largement répandue pour la
production de la biomasse valorisable, elle s’avère très sensible aux variations climatiques et notam-
ment aux contaminations chimiques et biologiques, notamment si on la transporte en milieu extérieur
ouvert ou si on l’alimente par des effluents non contrôlés.
La mono-culture de microalgue est donc un paradigme dominant pour la production à grande échelle.
En outre, contrairement à ce principe de culture, l’utilisation des polycultures (i.e. cultures mixtes,
culture d’assemblage d’espèces) serait avantageuse pour les applications biotechnologiques. En ef-
fet, comme pour la permaculture où les systèmes agricoles sont développés en synergie sur la base
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de la diversité des cultures, leur résilience et leur productivité naturelle ; les cultures mixtes de mi-
croorganismes semblent être une voie prometteuse pour garantir un procédé plus résilient, productif
et durable à grande échelle [24, 25]. Une nouvelle méthode de culture algale consistera ainsi à mettre
en place de manière efficace des assemblages d’espèces stables et productives à travers l’approche de
l’écologie synthétique [20, 21]. Cette approche offre le potentiel de sélectionner artificiellement des
microorganismes en assemblage favorisant la croissance des espèces algales souhaitées [20, 22, 23].

Des études récentes ont souligné l’importance de la diversité sur la productivité et la stabilité des
systèmes de lagunage à haut rendement algal LHRA [84, 85, 6]. Il a été suggéré qu’une grande diver-
sité au sein de la communauté de microalgues se développant naturellement dans un LHRA, joue un
role important dans le maintien de la communauté contre les pressions climatiques ou encore préda-
trices [85]. L’interet de l’association de microalgues et de bactéries a été aussi soulevé dans plusieurs
études [83, 133]. Ce type d’association permet aussi d’améliorer la résistance aux changement de
température, de pH et de milieu [77].

L’inspiration des symbioses naturelles au sein des communautés présente donc une voie de recherche
privilégiée. Une alternative à la culture algale monospécifique, serait donc l’utilisation d’assemblages
constitués de microalgues locales issues du milieu naturel, adaptées aux conditions environnemen-
tales imposées par le lieu de production et cultivées en milieu extérieur. Cependant, les interactions
au sein d’un écosystème (naturel ou artificiel) sont complexes et peuvent résulter d’un ensemble d’in-
teractions positives (échanges d’azote, de vitamines, d’O2 et de CO2), négatives (compétition pour
les nutriments, production de molécules allélopathiques comme des antibiotiques ou des toxines) ou
neutres [20]. Ces interactions sont multivariables et dépendent des paramètres environnementaux tels
que la disponibilité en nutriments, la température, la lumière et le pH [368]. Elles sont encore mal
connues et peu d’études ont été réalisées sur la sélection et l’optimisation de co-cultures à vocation
industrielle [26].

En vue d’étendre l’exploitation de la diversité des microalgues sur des systèmes intensifs de produc-
tion et mettre en place des procédés efficaces pour une dépollution durable, une meilleure compré-
hension des interactions au sein de ces écosystèmes est primordiale. Une bonne compréhension des
interactions, aussi bien positives que négatives, et comment elles peuvent influencer le fonctionne-
ment des écosystèmes sous la variation des conditions environnantes, est cruciale. Les interactions
positives seront particulièrement intéressantes pour faire évoluer ou créer de nouvelles stratégies de
production plus fiables et à moindre coût.

Pour comprendre, optimiser et prédire l’impact des variations des facteurs abiotiques (conditions de
culture) et biotiques (diversité spécifique) sur la performance des polycultures, une modélisation ma-
thématique permet d’éprouver les différentes hypothèses de mécanismes sous-jacents sur l’écologie
des populations (compétition, complémentarité, effets refuges, densité dépendance, etc.) [27, 7, 28].
Cette modélisation doit être dynamique pour tenir compte à la fois de la variation des ressources
(lumière, nutriments) et de la diversité des différentes espèces mises en jeu.
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L’objectif principal de cette thèse est de fournir des outils de prédictions et d’optimisation de la pro-
duction de biomasse des assemblages naturels ou artificiellement composés en milieux fluctuants.
Le manuscrit est organisé en deux parties : la première est introdutive (Chapitres 1 et 2) ; et la
deuxième porte sur quatre articles scientifiques (Chapitres 3, 4, 5 et 6).

Le chapitre 1 : présente le contexte scientifique général lié aux enjeux de cette thèse à partir d’un état
de l’art qui vise à énoncer les questionnements à soulever et les hypothèses de travail.

Le chapitre 2 donne un aperçu sur les méthodes utilisées pour répondre aux objectifs de la thèse.

Le chapitre 3 : démontre par des approches expérimentales et de modélisation une interaction de
type facilitation entre deux espèces de microalgues en succession dans les bassins extérieurs ouverts
alimentés par des eaux usées, à travers la fluctuation de la ressource azotée ;

Le chapitre 4 : décrit la croissance algale sous l’effet de la disponibilité de la ressource lumineuse
à travers une nouvelle expression cinétique qui intègre à la fois les effets lumineux d’inhibition et
de limitation. Les paramètres de cette fonction permettent de caractériser les sensibilités de diffé-
rentes espèces à ces phénomènes. Le modèle prédit l’exclusion compétitive ou la coexistence sous
des conditions de lumière périodique.

Le chapitre 5 : propose un modèle en dimension 4 permettant d’étudier l’association des microalgues
et des bactéries à travers le phénomène d’exsudation et la consommation d’une ressource commune.
Les simulations numériques montrent la possibilité d’une coexistence dans un chémostat s’accom-
pagnant de régimes oscillants sur toutes les variables d’état. L’analyse du modèle a montré l’unicité
de l’équilibre de coexistence et la robustesse de l’installation des bactéries. Une facilitation s’opère
lorsque les bactéries ne peuvent pas croitre seules, et les conditions pour lesquelles l’ajout de mi-
croalgues leur permet de s’installer sont définies.

Le chapitre 6 : propose une nouvelle méthode d’encadrement des vitesses de croissance à partir de
données expérimentales permettant d’obtenir des bornes fonctionnelles, utiles pour réaliser des pré-
dictions dynamiques à l’aide d’observateurs à intervalles garantis.

Le manuscrit est clôturé avec des conclusions générales sur les différents travaux réalisés en ouvrant
des perspectives, autant d’un point de vue fondamental qu’appliqué.
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1
État de l’art

1.1 Utilisation des microalgues pour le traitement des eaux usées
et la production de biomasse d’intérêt industriel

1.1.1 Généralités sur les microalgues et ses applications
1.1.1.1 Définition et caractéristiques

Le terme microalgue est un terme générique qui désigne les algues microscopiques, au sens strict
(eucaryotes1) et les cyanobactéries (procaryotes2). Unicellulaires ou pluricellulaires indifférenciés, ce
sont des micro-organismes photosynthétiques extrêmement diversifiés et hétérogènes des points de
vue évolutif et écologique. Les microalgues sont des constituants majeurs du phytoplancton et contri-
buent à la moitié de la production primaire globale de carbone. Le nombre total d’espèces d’algues
est estimé entre 1 et 10 millions, dont la majorité est microscopique [29] ; les estimations de la ri-
chesse globale en espèces de microalgues restent vague [30]. Environ 6000 espèces de microalgues
sont identifiées dans le milieu marin, et plus de 14000 en eau douce [31], et bien plus restent à décou-
vrir. Ces espèces sont caractérisées par une variété de morphologies (sphérique, ellipsoïde, fusiforme,
cylindrique, spirale, etc.) et peuvent se présenter sous différentes formes de cellules (cellule unique,
en chaînes ou en groupes de cellules), mobiles ou sessiles. Leur taille peut varier de quelques microns
à plusieurs centaines de microns (de 0.5 à 104 microns, [32]). Si leur taille réduite ne permet leur
observation qu’au microscope, leur présence en grand nombre est parfois détectable par la couleur de
l’eau (verte, brune, bleu, etc., selon l’espèce en question) grâce à la présence de pigments à l’inté-
rieur des cellules dont la fonction est d’assurer la photosynthèse. Par leurs couleurs et leur structure,
les microalgues se répartissent en plusieurs groupes différenciés : algues bleues (i.e. cyanobactéries),
diatomées, coccolithes, chrysophycées, dinoflagellés et chlorophycées [31]. La reproduction préfé-
rentielle des microalgues est une duplication asexuée par mitose car elles colonisent leur milieu par
division cellulaire si les conditions physicochimiques et nutritives sont favorables.

1organismes unis ou pluricellulaires qui présentent une structure complexe contenant un noyau entouré d’une mem-
brane ainsi que plusieurs organites intracellulaires (noyau, chloroplaste, mitochondrie, etc.).

2organismes unicellulaires qui sont dépourvus de noyau et ne présentent que très rarement des organites cellulaires.
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1.1.1.2 Métabolisme et efficacité photosynthétique

Moyennant une capacité d’adaptation qui est à l’origine des métabolismes variés, les microalgues
peuvent croitre dans différentes conditions autres qu’autotrophes3 ; elles peuvent être hétérotrophes4

ou mixotrophes5 au besoin. Le principe de la culture des micro-organismes photosynthétiques repose
sur l’optimisation de leurs besoins pour favoriser la photosynthèse et la productivité de biomasse.
La photosynthèse est le processus qui confère aux microalgues leur autotrophie. Grâce à la pho-
tosynthèse elles sont capables de transformer l’énergie lumineuse en énergie chimique. En effet, ce
processus leur permet de capturer le dioxyde de carbone CO2 (puits de carbone) en présence de l’éner-
gie lumineuse et de l’eau H2O et d’élaborer des composés organiques (CH2O)n (amidon, fructose et
saccharose) nécessaires à leur métabolisme et à leur croissance ; l’eau est quant à elle photo-oxydée
en oxygène O2 selon la réaction globale suivante : CO2 +H2O → (CH2O)n +O2.
Cette réaction est divisée en deux phases : la phase lumineuse (photochimique) et la phase obscure
(non photochimique) (voir Figure 1.1). Dans la phase photochimique, la chlorophylle utilise l’énergie
lumineuse pour scinder la molécule d’eau (photolyse) ; il y a libération d’oxygène et production d’hy-
drogène et d’énergie chimique transitoire (stockée dans les intermédiaires NADPH6 et ATP7). Cette
réaction est particulièrement rapide. Dans la phase non photochimique, l’hydrogène et cette énergie
chimique vont permettre par le cycle de Calvin (ensemble de réactions biochimiques) la consomma-
tion du CO2 (fixé par l’enzyme Rubisco) et la production de molécules glucidiques, puis de protides
et de lipides ultérieurement (biomasse valorisable). Cette étape est significativement plus lente que la
précédente.

FIGURE 1.1 : Schéma des phases lumineuses et obscures de la réaction de photosynthèse d’après [1].

Une des caractéristiques principales des microalgues est leur rendement photosynthétique qui se défi-
nit comme la fraction de l’énergie solaire convertie en énergie chimique par ces organismes photosyn-
thétiques. Il se trouve que les microalgues ont un rendement photosynthétique très important comparé
à celui des plantes terrestres (10% vs. 5% [33]). Leur rendement important se traduit par un taux de

3un organisme est dit autotrophe s’il est capable de se développer uniquement à partir d’éléments minéraux.
4un organisme est dit hétérotrophe s’il ne peut pas élaborer sa propre matière organique autrement qu’à partir de

matières organiques déjà élaborées par d’autres organismes.
5un organisme est dit mixotrophe s’il est capable de se nourrir par autotrophie (via la photosynthèse) aussi bien que

par hétérotrophie (aux dépens de constituants organiques préexistants voire la consommation d’organismes en entier).
6Nicotinamide adénine dinucléotide phosphate.
7adénine triphosphate (vecteur d’énergie chimique).
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croissance très élevé, c’est-à-dire un court temps de doublement de la population (de quelques heures
chez certaines espèces), ce qui permet leur culture dans le cadre de production industrielle à grande
échelle. Cependant, différents phénomènes lumineux comme la photorespiration, la photosaturation
et la photoinhibition peuvent limiter l’efficacité de la photosynthèse en fonction des espèces et des
conditions de culture considérées. Le phénomène de photorespiration permet de tamponner la concen-
tration en O2 lorsque celle-ci est en excès. Il peut conduire à une dégradation de matière organique et
donc au relargage du CO2 fixé lors de la photosynthèse. Pour limiter ce phénomène, il est important
d’évacuer régulièrement l’O2 produit par la photosynthèse.
On parle de saturation par la lumière lorsque l’énergie lumineuse captée par les pigments ne peut pas
être utilisée entièrement, ce qui fait qu’une partie est dissipée par fluorescence ou sous forme de cha-
leur. La plupart des algues sont saturées de lumière à environ 20 % de l’intensité de la lumière solaire
[34, 35, 36] alors qu’un fort éclairement peut ralentir, inhiber la croissance des microalgues voire
conduire, à terme, à la destruction des photosystèmes entraînant la mort cellulaire. Ce phénomène est
connu sous le nom de photoinhibition et souvent accompagné d’une diminution de la productivité de
biomasse [37, 36, 38].

La croissance des microalgues et donc la production de biomasse, dépendra de la quantité de lumière
perçue par les cellules ; l’efficacité de la photosynthèse est l’un des facteurs contrôlant la productivité.

1.1.1.3 Croissance et principaux métabolismes d’adaptation

La croissance algale peut être caractérisée par différentes phases reflétant les changements de la bio-
masse et de son environnement au cours du temps. La réponse typique de la croissance algale (i.e. taux
de croissance spécifique) au fil du temps par rapport à la teneur en éléments nutritifs peut être sché-
matisée en 5 étapes, comme le montre la Figure 1.2, d’après [2]. Une première phase, dite de latence,
correspond à un taux de croissance sous maximal qui peut être observé. Le retard de croissance lors
de cette phase pourrait s’expliquer par l’ajustement physiologique des cellules (i.e. adaptation cellu-
laire) aux changements des conditions de nutriments ou de culture (e.g. température, lumière). Cette
phase peut être évitée lorsque les cellules utilisées au début de l’expérience en mode batch8 sont pré-
adaptées aux conditions de culture ou sont préalablement cultivées en mode continu9 et maintenues à
l’équilibre. La deuxième phase, dite exponentielle, est caractérisée par une croissance accélérée puis
exponentielle (ou logarithmique) tant que les ressources essentielles pour la croissance sont en abon-
dance. La troisième phase de croissance est linéaire et suivie d’une phase stationnaire qui se produit
à partir d’une certaine concentration cellulaire où la biomasse commence à s’accumuler à une vitesse
constante jusqu’à ce qu’un substrat dans le milieu de culture (ou des inhibiteurs : des bactéries, des
champignons et des virus) devienne le facteur limitant la croissance. La dernière phase de déclin cor-
respond ainsi à une multiplication ralentie due à une insuffisance de ressources, la mort cellulaire ou

8un mode de culture où les micro-organismes croissent sur des nutriments qui sont initialement présents dans le milieu ;
aucun ajout ne se produit au cours des temps.

9un mode de culture où les micro-organismes sont conditionnés par la vitesse d’apport des nutriments qui est généra-
lement égale à la vitesse de soutirage.
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encore la dominance d’autres espèces entraînant finalement un effondrement total de la culture.

FIGURE 1.2 : Schéma d’une courbe de croissance dans une culture batch (trait plein) d’après [2].
Les différentes phases de croissance sont représentées par des chiffres : 1 phase de latence ; 2 phase
exponentielle représentant le taux de croissance maximal dans les conditions spécifiques ; 3 phase de
croissance linéaire, 4 phase de croissance stationnaire ; et 5 phase de déclin phase de mort cellulaire.
Les nutriments (ligne pointillée) suivent le schéma opposé indiquant l’épuisement des nutriments.

Les facteurs reconnus pour impacter la vitesse de croissance des microalgues et leur prolifération sont
de plusieurs natures. Les microalgues sont sensibles à la disponibilité des nutriments (notamment le
carbone C, l’azote N et le phosphore P), de la ressource lumineuse et à la variation d’autres facteurs
abiotiques comme la température et le pH du milieu. Les microalgues s’adaptent aux conditions de
leurs environnements pour récupérer les ressources, que ce soit par le biais de changements struc-
turels, d’un stockage ou d’une utilisation plus efficace des ressources. Les ajustements internes im-
pliquent une acclimatation biochimique et physiologique, tandis qu’à l’extérieur, ils peuvent excréter
une variété de composés pour, entre autres, rendre les nutriments disponibles ou limiter la croissance
des concurrents.

Du point de vue de la structure, le carbone est le composant principal, après l’hydrogène et l’oxygène.
Mais l’azote et le phosphore peuvent limiter la croissance des microalgues et conditionner leur proli-
fération. C’est à partir des substances minérales dissoutes dans l’eau que les microalgues synthétisent
leurs propres substances organiques et se multiplient. La quantité et la qualité de la biomasse produite
à partir des microalgues sont sensibles à la variation des nutriments présents (fluctuation des intrants
notamment l’azote et le phosphore) ou encore du pH pouvant jouer un rôle déterminant sur la prolifé-
ration des microalgues. Les teneurs en réserve de carbone stocké (notamment le stockage de lipides)
dans les microalgues peuvent varier notamment par la carence en phosphore ou en azote [39, 40],
car elles résultent d’un déséquilibre transitoire entre le flux de carbone issu de la photosynthèse et le
flux de ces nutriments essentiels. Par exemple, lorsque le milieu de culture est carencé en azote, les
microalgues se développent à des taux plus faibles, mais accumulent des glucides et/ou des lipides
[41, 42, 43]. La cellule carencée n’interrompt pas immédiatement l’acquisition du CO2 nécessaire à la
photosynthèse, alors qu’elle ne peut pas l’utiliser pour construire des protéines (puisque, par exemple,
l’azote est manquant). Elle doit donc stocker ce flux ; chez certaines espèces, ce stockage a lieu prin-
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cipalement sous forme de lipides pouvant représenter jusqu’à 60% de leur poids sec [13, 44, 45].
Une addition de phosphore sous des conditions de limitation en azote a été proposée comme stratégie
pour améliorer la production de biomasse de microalgues en monoculture [40, 46], l’augmentation
de l’accumulation et de la productivité en lipides [47, 46, 48]. Par ailleurs, la gestion du rapport N :P
des ressources disponibles constitue un moyen de maîtriser l’équilibre entre les populations dans les
écosystèmes phytoplanctoniques complexes [49].

Certaines microalgues peuvent ajuster à long terme la production et le stockage de l’énergie en ré-
ponse à une carence en nutriments, ou encore à une forte exposition à la lumière [50] via des mé-
canismes d’adaptation pouvant se traduire, entre autre, par l’expression spécifique de certains gènes
[51]. Par exemple, une carence en azote peut réduire la productivité des microalgues en modifiant la
morphologie cellulaire en raison de l’accumulation de composants biochimiques (glucides, protéines
et lipides) qui augmentent les volumes cellulaires, et l’épaississement de la paroi [52]. De plus, des
cellules photoadaptées (i.e. photoacclimatées) peuvent changer leurs pigmentations, macro-molécules
(e.g. les enzymes associées à la photosynthèse et à la respiration) ou encore leur morphologie (e.g.
volume de cellule, transparence, etc.) [53, 54, 55].

Un autre mécanisme d’adaptation qui peut survenir en raison du manque de ressources nutritives, est
l’excrétion d’exsudats [56].
Ce phénomène consiste en une libération de composés organiques dissous à l’extérieur de la cellule
afin de maintenir son intégrité lorsqu’elle n’est pas en mesure de métaboliser ces composés [57]. Ce
phénomène peut jouer un rôle important sur les flux de nutriments qui régissent les équilibres entre les
microalgues qui cohabitent avec d’autres micro-organismes (e.g. des bactéries) dans l’environnement
naturel ou artificiel (culture en bassins).

L’adaptation des microalgues aux variations de leur environnement est généralement difficile à prédire
à l’échelle de la cellule. Tenir compte de tous les effets et les phénomènes possibles nécessite des
modèles mécanistes plus ou moins sophistiqués, dont le degré de complexité est défini en fonction de
l’étude ainsi que l’échelle et les fins de leur application.

1.1.1.4 Nombreuses applications des microalgues

Les micro-algues sont au centre de beaucoup d’attention et intéressent les industriels dans de nom-
breux domaines très variés (alimentation et nutrition, cosmétiques et santé, énergie, chimie verte...).
Ces micro-organismes se présentent aujourd’hui comme une solution durable et prometteuse pour
faire face aux problématiques environnementales, alimentaires ou encore énergétiques [58, 59, 60,
61, 62]. Avec plusieurs milliers d’espèces potentiellement utilisables, la biomasse des microalgues
constitue un réservoir majeur de bioressources pouvant contenir de multiples molécules comme les
vitamines, les antioxydants, les sucres, les protéines, et les lipides, qui présentent un potentiel d’ap-
plication énorme et un grand intérêt pour les industriels, mais aussi pour les scientifiques [63, 64].
Déjà utilisées comme intrants pour l’agriculture, compléments pour l’alimentation humaine et ani-
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male, composants pour le cosmétique et molécules pour l’industrie pharmaceutique [65, 66] ; les mi-
croalgues sont encours de développement pour la dépollution de l’air et de l’eau et pour la production
de bioénergies (biodiesels, biohydrogène, biogaz) [14, 67, 1, 45].

Au vu de la diversité de compositions biochimiques et la plasticité métabolique des microalgues et
la multiplicité des applications, leur potentiel et intérêt sont évidents ; elles représentent aujourd’hui
une grande voie de recherche à approfondir. L’expansion croissante de la biotechnologie microal-
gale nécessite l’amélioration et l’optimisation continues des systèmes de production microalgaux. La
question posée est celle de l’extrapolation des procédés pour permettre la production de masse des
microalgues notamment devant les performances de croissance limitée dans les cultures industrielles,
particulièrement en systèmes ouverts [68]. La caractérisation de ces systèmes de culture est nécessaire
et comprend principalement l’établissement des conditions de croissance optimales (lumière, niveaux
de nutriments, pH, etc.), la caractérisation de la croissance (taux de croissance et densité de culture
finale) et l’analyse de l’accumulation de métabolites (e.g. composition et accumulation des lipides).

1.1.2 Bioremédiation et production de biomasse en systèmes ouverts
1.1.2.1 Avantages et limites de la culture des microalgues sur des eaux usées

Les microalgues sont cultivées soit en systèmes fermés (photobioréacteurs), ou en systèmes ouverts,
appelés bassins ouverts (open ponds). Le choix du système de production dépend du degré de contrôle
nécessaire à la biomasse produite et de sa valeur [69]. Les photobioréacteurs offrent un certain nombre
d’avantages par rapport aux systèmes ouverts. Ils présentent un environnement de culture clos (proté-
geant la culture des contaminations directes et limitant les pertes) permettant un meilleur rendement
de fixation du CO2 par les microalgues, un meilleur contrôle du procédé et une meilleure productivité.
Cependant, les coûts d’investissement et d’exploitation (construction et consommation en énergie) de
ces systèmes sont très élevés, contrairement aux bassins ouverts. Ces derniers continuent d’être utili-
sés pour la culture industrielle et sont mieux adaptés pour la culture de microalgues à grande échelle
[70, 71, 72].

Pour atténuer les inconvénients des bassins ouverts, notamment le problème de faible productivité
(0.05 à 0.1 g L−1 j−1 vs. une productivité supérieure à 0.8 à 1.3 g L−1 j−1 en photobioréacteurs [68]),
un focus particulier doit être mis sur la phase de production. Certaines études ont montré que l’uti-
lisation des microalgues mixotrophes pour la bioremédiation des effluents liquides ou gazeux peut
augmenter leur productivité. Les molécules organiques dans les eaux usées peuvent servir de substrat
pour les cultures mixotrophes et hétérotrophes, ce qui peut considérablement augmenter la produc-
tivité par rapport aux conditions photoautotrophes [73, 33]. Les eaux urbaines et industrielles sont
riches en matière organique, en azote, phosphore et d’autres microéléments qui peuvent subvenir aux
besoins des microalgues pour leur croissance. Leur métabolisme rapide et efficace leur permet de
consommer ces composés, ce qui en fait des micro-organismes intéressants et potentiellement per-
formants pour la bioremédiation. Les recherches sur l’utilisation des microalgues pour le traitement
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tertiaire des eaux municipales ont débuté dès les années 1970 en-vue de réduire le potentiel eutro-
phisant de ces eaux. Il s’est avéré ensuite que les microalgues présentaient un potentiel de traitement
leur permettant une application dans les processus de traitement secondaire [74] grâce à leur capacité
de retirer de nombreux nutriments des eaux avec une efficacité supérieure aux boues activées. Cette
efficacité a ouvert la voie à de nombreuses recherches sur la croissance de différentes espèces de
microalgues dans des eaux usées spécifiques avec des compositions différentes [15, 75]. Néanmoins,
l’expansion de cette technologie est, à ce jour, limitée et se heurte à la variabilité de l’efficacité de
l’assainissement liée aux conditions climatiques, à la nature même des eaux à traiter et à la présence
de prédateurs.
L’utilisation des eaux usées pour la culture des microalgues permet aussi de réduire les coûts liés
à l’apport d’eau et de fertilisants chimiques et minéraux, pouvant représenter jusqu’à 50 % du coût
total de production de biomasse [76, 77, 78]. Le traitement biologique des eaux usées peut améliorer
la durabilité économique et environnementale grâce au recyclage des nutriments et à l’extraction de
la biomasse algale à valeur ajoutée tout en réduisant l’impact des polluants sur l’environnement.

L’intégration du processus microalgal aux processus industriels tels que le traitement des effluents
liquides riches en nutriments ou riches en gaz carbonique CO2, associée à une valorisation des sous-
produits de la biomasse générée [16], pourrait rendre la culture ouverte à l’échelle industrielle moins
polluante, moins consommatrice d’énergie et à moindre coût. Mais, cela ne serait pas possible sans
la maitrise et l’optimisation des conditions de culture et des espèces microalgales d’intérêt. En ef-
fet, une culture en extérieur sur des eaux usées présente plusieurs inconvénients. Elle est sujette non
seulement à la variation des paramètres environnementaux et opérationnels (lumière et température,
temps de séjour hydraulique, etc.), mais aussi à la variété des contaminations chimiques (pH, nu-
triments, métaux, etc.) et biologiques (bactéries, champignons, etc.) des effluents. D’un côté, des
problèmes potentiels peuvent découler de la forte concentration en substances toxiques ou encore la
réduction de la pénétration de la lumière dans la culture à cause des matières en suspension contenues
dans les eaux usées. Un autre problème possible est la limitation en azote, notamment dans des eaux
usées urbaines. Ces eaux contiennent des concentrations qui peuvent varier entre 10 et 100 mg.L−1

et rapport N :P de la ressource proche de 3, plus petit que le rapport typiquement nécessaire pour
la croissance des microalgues (autour de 15). Cela signifie que l’azote sera entièrement consommé
avant le phosphore ; il en résulte un manque d’azote et une accumulation de phosphore. Avant de
devenir limitantes, ces teneurs en azote peuvent supporter une production de biomasse de 0.1 à 1
g.L−1 [33]. D’un autre côté, les monocultures de microalgues sont extrêmement difficiles à maintenir
en système ouvert alimenté avec des eaux usées, car elles sont rapidement contaminées par la colo-
nisation d’autres micro-organismes contenus dans les eaux usées ou dans l’air [79]. La présence de
contaminants biologiques (e.g. agents pathogènes, prédateurs, compétiteurs) peut réduire fortement
la productivité [80, 81]. Toutefois dans certains cas des relations positives (e.g. entre les microalgues
et les bactéries) sont aussi possibles et se sont avérées capables de protéger les microalgues contre les
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composés toxiques voire améliorer l’élimination des contaminants [82, 83]. Quelques études récentes
ont aussi souligné l’importance de la présence des microalgues dans les eaux usées sur la diversité
de la communauté microalgale [84], sa productivité, ainsi que sa résistance contre les conditions cli-
matiques et les pressions prédatrices [85, 6]. L’étude de ces interactions est ainsi nécessaire afin de
pouvoir contrôler leur influence sur la performance du système.

Comme déjà souligné plus haut, l’optimisation des conditions de cultures des systèmes extérieurs
à grande échelle est nécessaire afin d’éviter les phénomènes d’inhibition et de limitation par les
ressources (niveaux de nutriment et contaminant, disponibilité de la lumière) pouvant empêcher la
culture de maintenir ses fonctions essentielles (production de biomasse et abattement de la pollution
des effluents). En parallèle, la compréhension des interactions au niveau des assemblages d’espèces
sous les conditions extérieures fluctuantes est primordiale pour pouvoir contrôler et extrapoler ce que
fait la nature ; éventuellement en proposant de nouvelles stratégies de culture tenant en compte des
interactions biologiques et la possibilité de les orienter par l’optimisation et le contrôle des conditions
dont elles dépendent (e.g. l’apport des ressources). Ces interactions peuvent être complexes, en par-
ticulier sous l’environnement fluctuant des cultures extérieures. Ainsi, elles doivent être identifiées et
optimisées en milieu extérieur et au laboratoire dans le but d’être déployées à l’échelle industrielle.

1.1.2.2 Example d’un lagunage naturel en lagunage à haut rendement algal : projet PHYCO-
VER

Le projet PHYCOVER10 a débuté en décembre 2014, avec un financement de 774 341 euros de
l’agence nationale de la recherche et est labellisé par les pôles Mer Bretagne atlantique et méditerra-
née, ainsi que par le pôle Trimatec. L’objectif du projet PHYCOVER est de concevoir une évolution
de la filière épuration des effluents issus des activités anthropiques, notamment des effluents urbains.
Autrement dit, le but est d’identifier un procédé modulaire intégré de traitement des effluents d’ori-
gine urbaine permettant la production de biogaz, tout en déterminant les possibilités de valorisation
optimale de la matière résiduelle, appelée digestat. Le procédé retenu (Figure 1.3), traite les effluents
urbains dans une lagune à haut rendement en mobilisant une communauté microbienne complexe
(microalgues et bactéries) diversifiée qui assure l’assimilation des éléments comme le carbone (C),
l’azote (N), le phosphore (P), l’assimilation/adsorption des métaux lourds, l’adsorption / dégradation
des composés traces organiques et la réduction des organismes pathogènes.

SAUR a mis à disposition du projet Phycover deux bassins de Lagunage à Haut Rendement Algal
(LHRA) sur deux sites : au Sud et au Nord de la France (1 bassin à Nîmes et un autre bassin dans le
Calvados). L’alimentation se fait par pompage et le rejet s’effectue par surverse. Le bassin est agité
par une pompe centrifuge externe avec une buse d’agitation (voir Figure 1.4).

Parmi les défis de ce projet, nous citons : i) l’identification des paramètres saisonniers influant sur
la productivité et la capacité épuratoire d’une unité de culture de microalgues sur la globalité d’une

10Projet PHYCOVER ANR-14-CE04-0011 (2014-2018)
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FIGURE 1.3 : Schéma du procédé intégré PHYCOVER composé d’une lagune algale à haut rende-
ment à vocation épuratoire des eaux usées urbaines, d’un fermenteur anaérobie co-digérant la bio-
masse produite de manière à réduire les contaminants produisant un vecteur énergétique d’interêt, et
d’un module valorisant le digestat vers les filières agricoles (engrais) et des cultures de microalgues
vers la chimie verte (d’après [3]).

FIGURE 1.4 : Procédé pilote de culture de microalgues alimenté en continu avec des eaux usées et
mis en place dans le Calvados par la direction R&D SAUR (société d’aménagement urbain et rural)
dans le cadre du projet PHYCOVER [3]

année, ii) la sélection de communautés microbiennes diverses à forte capacité épuratoire, résilientes
aux variabilités temporelles et productives à proximité de sites industriels et iii) la proposition de
stratégies à mettre en œuvre pour dépasser les limites de la technologie à base de microalgues pour le
traitement des eaux résiduaires urbaines.

Dans le cadre de ce projet collaboratif, les travaux de cette thèse ont contribué à i) tester les per-
formances des consortia algue-algue algues-bactéries isolés du bassin LHRA [86] ii) comprendre le
phénomène de démarrage du LHRA; et iii) affiner la modélisation des phénomènes.
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1.2 Importance des interactions au sein des systèmes de produc-
tion de microalgues

1.2.1 Biodiversité et fonctionnement des écosystèmes microbiens
La prolifération algale (algal bloom) dans les bassins ouverts extérieurs se produit souvent naturel-
lement comme dans tout environnement aquatique (eaux douces ou salées) présentant les conditions
favorables à un assemblage d’espèces ou à un taxon unique. Même si les proliférations algales dans
les milieux naturels sont souvent considérées comme étant dominées par une espèce algale, il est
important de tenir compte de la dynamique de succession des différentes espèces algales durant une
même prolifération, chacune étant successivement capable de devenir dominante sur un certain laps
de temps [87]. Ces dynamiques impliquent des conditions très hétérogènes et en constante évolution,
nécessitant la compréhension des mécanismes d’interaction entre les différents composants de l’éco-
système.
En milieu naturel, la distribution et l’abondance des microalgues sont généralement déterminées par
leur capacité physiologique à s’adapter à l’environnement physique et chimique [88, 89, 90, 91].
L’établissement et la persistance d’individus en succession dans les milieux nouveaux ou perturbés
dépendent de leur capacité à résister aux pressions environnementales et à survivre dans les conditions
abiotiques dominantes [92, 93]. La succession des espèces phytoplanctoniques est souvent expliquée
par la différence au niveau de leurs constantes écophysiologiques spécifiques. La croissance instan-
tanée dépend, quant à elle, des variables externes comme l’intensité lumineuse, la photopériode, la
température, le pH, les concentrations en CO2 et en O2, la matière organique pour certaines espèces,
les nutriments et l’état physiologique des cellules.
Les algues vivent en interaction avec de nombreux micro-organismes (e.g. les virus, les bactéries,..).
Les mécanismes mis en jeu sont souvent difficiles à isoler et à comprendre.

1.2.1.1 Grands types d’interactions biotiques

Les interactions conflictuelles : Les micro-organismes naturellement présents ou ajoutés dans un
milieu de croissance de microalgues d’intérêt peuvent affecter leur croissance à travers des interac-
tions négatives, appelées aussi antagonistes, comme le parasitisme, la prédation [80], l’amensalisme,
ou encore la compétition [94] (Voir Figure 1.5). Ces interactions sont négatives pour au moins un des
deux associés.

Le parasitisme est une relation (positive/négative) entre deux espèces (parasite et hôte qui coexistent
en association) dont l’existence de l’une est tributaire de celle de l’autre. Le parasite vit aux dépens
de l’hôte qui est habituellement lésé. Cela peut comprendre un prélèvement de nourriture sur l’hôte,
et/ou l’installation physique dans ou sur l’hôte. Selon l’équilibre établi entre les deux organismes,
leur coexistence peut varier et passer d’une relation parasite stable à une relation pathogène qui peut
être considérée comme une prédation [4].
La prédation peut se définir comme une relation (positive/négative) dans laquelle un individu, le pré-
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FIGURE 1.5 : Résumé des interactions écologiques possible entre membres d’espèces différentes
d’après [4]. La représentation sous forme de roue a été introduite par [5] et a été adaptée pour résumer
toutes les interactions possibles par paires. Pour chaque partenaire, il existe 3 résultats possibles :
positif (+), négatif (−) et neutre (0).
Par exemple, pour le parasitisme, le parasite tire profit de la relation (+) tandis que l’hôte est lésé (−),
cette interaction est représentée ainsi par les symboles (+/−).

dateur, se nourrit d’autres individus, les proies (ainsi bénéfique pour le prédateur et négative pour la
proie).
L’amensalisme est une relation (négative/neutre) dans laquelle un partenaire est lésé, sans qu’aucun
avantage ne profite à l’autre. Il s’agit d’un processus unidirectionnel, basé sur la production, par un
organisme, d’un composé spécifique qui agit négativement sur un autre organisme.
La compétition interspécifique quant à elle, est une relation (négative/négative) qui représente la ri-
valité entre membres d’espèces différentes pour l’accès aux mêmes ressources limitées du milieu.
L’espèce la plus efficace, ayant la meilleure affinité pour cette ressource, finira par éliminer l’autre
selon le principe de l’exclusion compétitive valable dans un environnement constant [95].
Il existe aussi une interaction (neutre/neutre) appelée neutralisme où les deux espèces interagissent,
mais sans aucun effet l’une sur l’autre. Cette dernière est souvent omise ou non développée car elle est
quasiment indémontrable en pratique ; cependant elle sert de point de repère pour graduer les autres
interactions qui s’en rapprochent plus ou moins.

Les interactions bénéfiques : En plus des interactions négatives, il existe des interactions mutua-
listes (ou positives) bénéfiques pour au moins un des deux partenaires : mutualisme et commensalisme
(voir la Figure 1.5). Si chacun des micro-organismes tire des bénéfices, l’interaction est dite de type
mutualisme (positive/positive), tandis que, si l’association est profitable pour l’un d’eux, il s’agit de
commensalisme (positive/neutre). Cette interaction est souvent rencontrée dans le cas de biodégra-
dation, dans laquelle l’organisme commensal se nourrit de composés qui sont produits par d’autres
membres de la communauté. Ainsi l’interaction est bénéfique pour une des deux espèces tandis que
l’autre n’en tire aucun avantage mais aucun inconvénient non plus. La facilitation comprend des in-
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teractions mutualistes, commensales et antagonistes [96]

1.2.1.2 Diversité, productivité et stabilité : relations et mécanismes

Dans un milieu ouvert de production de microalgues, certaines espèces indésirables vont inévitable-
ment être introduites avec le temps et envahir le système de culture. Ces contaminants biologiques
peuvent affecter significativement l’efficacité d’utilisation des nutriments, la production de la bio-
masse algale dans le système [97] ainsi que sa stabilité [98].
La stabilité écologique, telle que décrite dans la littérature, est définie comme étant (i) la capacité de
rester inchangé (i.e. la constance ou persistance sur de longues périodes) ou ii) la capacité de revenir
à l’état de référence après une perturbation (i.e. résilience) [99].
Les cultures extérieures sont confrontées à un compromis entre une productivité maximale et une
stabilité production de biomasse algale [98]. Elles représentent un écosystème complexe composé
d’assemblages d’espèces qui interagissent entre elles par le parasitisme, prédation, la compétitionn,
la facilitation, etc. Le parasitisme par les virus est bien connu pour jouer un rôle crucial dans le
contrôle de la prolifération des microalgues [100, 101]. La prédation peut réduire la concentration
des microalgues jusqu’à 90 % en 2 à 5 jours [102, 97]. Une contamination avec un groupe de pré-
dateurs (rotifères) peut nuire à la croissance jusqu’à anéantir les cultures, tandis que l’installation
de microalgues étrangères ou de bactéries compétitrices sur la ressource est extrêmement difficile
à éradiquer [103] et peut réduire le rendement des microalgues jusqu’à 10 fois [104]. De plus, la
compétition pour les nutriments et l’allélopathie11 peuvent altérer considérablement la quantité et la
qualité de la biomasse produite [105].

La théorie suggère que les relations positives entre la biodiversité et le fonctionnement des écosys-
tèmes (e.g. stabilité, productivité) [106, 25, 107]. Théoriquement, ces relations peuvent découler de
deux mécanismes principaux : la facilitation ou la complémentarité de niches écologiques différentes ;
il est souvent difficile de savoir quel mécanisme prévaut [107].

La facilitation désigne toute interaction où l’action d’un individu a un effet bénéfique sur un autre.
Cela inclut donc les interactions mutualistes, commensales et antagonistes [96]. Une interaction dite
de type facilitation si la présence d’une espèce bénéficie, via la création de conditions favorables, à
l’installation, la vie ou la survie d’autres espèces. Celles-ci, étant plus exigeantes, ne sont pas ca-
pables de s’installer directement ou se développer correctement, sans ces modifications. Une facilita-
tion écologique peut être accomplie à travers des espèces facilitatrices pouvant être caractérisées par
un effet refuge/abri contre le stress (environnement, prédation, concurrence), une disponibilité accrue
des ressources, ou bien des effets atténuateurs ou stabilisateurs face aux perturbations ou stress envi-
ronnementaux [108, 109, 96].

11un phénomène biologique qui représente l’ensemble des interactions biochimiques pouvant s’établir entre deux ou
plusieurs organismes.
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La complémentarité des niches se produit lorsque les espèces diffèrent dans leurs modes d’utilisa-
tion des ressources et peuvent augmenter leur vitesse de croissance et d’assimilation des nutriments.
Avoir des espèces qui diffèrent dans leurs besoins en ressources, entraîne une compétition interspéci-
fique plus faible pouvant conduire à l’utilisation des ressources par des communautés plus spécifiques
[110]. Deux microalgues avec des niches écologiques différentes n’auront pas les mêmes besoins nu-
tritionnels, les mêmes sensibilités ou les mêmes localisations dans la colonne d’eau, ce qui peut fa-
voriser leur coexistence. Les changements dus à l’hétérogénéité spatiale et temporelle des ressources
peuvent créer de multiples niches pour les espèces présentant différentes conditions optimales. Il est
important de noter que les conditions environnementales peuvent influencer cette complémentarité et
aussi la structuration des communautés.

La stabilité des écosystèmes peut être améliorée avec la fluctuation de l’environnement si les espèces
présentes peuvent réagir différemment vis-à-vis de cet environnement (grâce à des tolérances diffé-
rentes) [106, 25]. Autrement dit, le fait d’avoir une gamme d’espèces qui réagissent différemment
aux différentes perturbations environnementales peut stabiliser la productivité en réponse aux pertur-
bations et aux variations des conditions abiotiques. Les caractéristiques fonctionnelles des espèces
influencent fortement les propriétés des écosystèmes. Les espèces présentes et le rôle qu’elles jouent
dans l’écosystème sont donc importants pour déterminer à la fois la stabilité et la productivité de l’éco-
système [111, 112, 113]. Ainsi, l’identification de quelles espèces et combien d’espèces agissent de
manière complémentaire dans des communautés complexes présentes en systèmes extérieurs ouverts
de production algale serait nécessaire pour assurer le fonctionnement d’un tel écosystème.

1.2.2 Potentiel des associations entre espèces microalgales dans les cultures
intensives

L’importance de la facilitation et de la complémentarité des niches sur les relations diversité–
productivité dans les communautés de microalgues, déjà documentées dans les écosystèmes naturels
[114, 107], suggère que ces mêmes mécanismes pourraient expliquer le développement de commu-
nautés algales plus productives et stables, efficaces pour éliminer des contaminants et résistance aux
pressions prédatrices lorsqu’elles seront cultivées en milieu extérieur.

Des études récentes ont montré des relations positives entre la diversité des microalgues et leur effica-
cité dans l’utilisation de la ressource (phosphate, nitrate) pour des communautés d’eau douce et sau-
mâtre [114, 115]. La grande variété des modes de nutrition des microalgues leur permettant d’acquérir
différentes sources de carbone ou de substances minérales, les aide à augmenter les opportunités de
niche dans des environnements fluctuants [115, 76]. Selon l’espèce, leur physiologie, leur taille et les
conditions biotiques et abiotiques de croissance, les microalgues peuvent utiliser des formes diverses
d’azote voire même des substances organiques particulaires pour leur croissance [116, 117].
Des polycultures qui combinent efficacement des espèces avec des capacités métaboliques différentes
(e.g. incorporation de différentes formes d’azote, de carbone, dégradation des contaminants), pour-
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raient améliorer la capacité globale de dépollution lorsqu’elles sont nourries avec des ressources mul-
tiples (cf. [16]). Une étude a montré que l’efficacité d’élimination du cadmium toxique augmentait
avec la richesse spécifique des communautés algales (chlorophycées) [118]. En outre, des assem-
blages d’espèces algales (assemblage d’espèces mixotrophes [119], de cyanobactéries [120], ou de
diatomées et chlorophycées [121, 122], nourries avec des eaux contaminées, ont été cultivées avec
succès ; ces assemblages ont permis d’éliminer la quasi-totalité des contaminants, produire des li-
pides utilisables comme biodiesel, et encore résister aux pressions environnementales et prédatrices
[123, 85]. Ces polycultures montraient une meilleure efficacité de production et de dépollution que
celle issue de culture monospécifique [124, 125, 126, 127, 128].
De la même manière, l’utilisation de microalgues appartenant à différents groupes (i.e. algues vertes,
cyanobactéries et diatomées) augmentait non seulement l’efficacité d’utilisation de la lumière [113,
129], mais également le rendement en lipides [130]. Étant donné que la disponibilité spatiale et tem-
porelle de la lumière peut être assez hétérogène, même dans des systèmes ouverts homogènes [131],
la variété de pigments photosynthétiques chez les communautés de microalgues pourrait exploiter
plus efficacement l’apport de lumière disponible à différentes longueurs d’onde [132] voire résister à
une forte photoinhibition [129].

L’efficacité d’utilisation des ressources nutritives ou lumineuses peut donc jouer un rôle moteur et
promouvoir des interactions positives de type facilitation entre des espèces algales différentes. Bien
que les microalgues soient en compétition pour les nutriments et la lumière, ces études indiquent que
la complémentarité de l’utilisation de ces ressources est un mécanisme clé des relations positives au
sein d’espèces algales. Lorsque plusieurs espèces sont en compétition pour une de ces ressources, une
espèce qui ne peut pas s’établir en raison de la photoinhibition ou la toxicité de certains polluants (e.g.
le cadmium, l’azote ammoniacal ou autre toxique), pourrait être facilitée par d’autres espèces moins
sensibles aux facteurs de stress.

1.2.3 Interactions entre microalgues et bactéries : multiples, complexes et dif-
ficiles à élucider

Les assemblages entre microalgues et bactéries que l’on croyait nuisibles à la croissance des mi-
croalgues, ont fait l’objet de nombreuses recherches (voir les revues [83, 133]). Plusieurs études
montrent que les bactéries hétérotrophes, consommateurs majoritaires de ce carbone organique, jouent
un rôle omniprésent dans la croissance des micro-algues par des mécanismes de communications
complexes et d’échanges de nutriments ; réciproquement les microalgues influencent également la
croissance des bactéries.

Une amélioration de la croissance des microalgues est possible via l’échange de métabolites ou de
macronutriments (vitamine, carbone, azote, phosphore, etc.) [134, 135, 136, 137, 84, 138], la réduc-
tion de stress [139], ou encore via l’exclusion d’agents compétiteurs ou pathogènes opportunistes
potentiels [140, 141].
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Un exemple typique d’une relation mutualiste entre les microalgues et les bactéries serait de considé-
rer que les microalgues utilisent le CO2 par la photosynthèse pour générer de l’O2, qui pourrait être
utilisé par les bactéries hétérotrophes pour assimiler et dégrader le carbone, l’azote et le phosphore à
l’état organique. En outre, le CO2, l’azote inorganique et le phosphore libérés après le métabolisme
aérobie des bactéries pourraient être utilisés comme nutriments par les microalgues pour la photosyn-
thèse ultérieure [82, 83]. Un autre exemple de mutualisme est possible quand le carbone fixé par la
photosynthèse est fourni par les microalgues par exsudation pour subvenir aux besoins des bactéries
qui, à leur tour, produisent de la vitamine (B12)12 [23, 142, 20, 143], ou encore des sidérophores13

[144].
Les interactions microalgues-bactéries sont généralement classées comme des interactions de type
mutulalisme/commensalisme (e.g. [141, 137]) ou encore de type facilitation (e.g. [145, 139]). Par
ailleurs, il peut s’établir également des relations négatives ; la présence d’espèces bactériennes peut
inhiber ou ralentir la croissance des micro-algues et impacter grandement la production algale [146].

La plupart des interactions sont difficiles à identifier et étudier en raison de la forte association entre
certains micro-organismes. Les deux partenaires peuvent être naturellement liés l’un à l’autre ce qui
rend difficile la mise en oeuvre de leur dissociation [83]. De plus, il n’est pas toujours possible de ca-
tégoriser de façon stricte les interactions en pratique au sein de polycultures naturelles ou synthétiques
en raison de leur complexité, multiplicité et dépendance vis-à-vis des variations du milieu et des para-
mètres environnementaux [147, 83]. Par exemple, les relations de compétition peuvent s’établir entre
les bactéries et les microalgues vis-à-vis des éléments nutritifs communs présents dans leur environ-
nement [148, 149], notamment dans les milieux pauvres en nutriments. Dans les mêmes conditions,
les interactions peuvent évoluer au cours du temps. L’hypothèse d’exsudation algale de matières orga-
niques sous des conditions de stress nutritifs (e.g. milieu carencé en C, N et P), conduit à une situation
paradoxale où les micro-organismes photosynthétiques stimulent leurs compétiteurs hétérotrophes sur
les ressources minérales [150, 151, 56, 152]. Sous cette situation, l’interaction est considérée comme
commensalisme [151] ; mais elle peut aussi basculer en mutualisme [153, 154] ou en parasitisme. Se
trouvant en association étroite avec les microalgues ce qui implique le partage d’éléments essentiels
tels que l’azote ou le phosphore, les bactéries peuvent jouer un rôle important sur la production algale.
Par exemple, des microalgues limitées en phosphore perdent leur pouvoir compétitif vis-à-vis de cette
ressource, ce qui permet aux bactéries commensales d’être plus nombreuses et de prendre le dessus
sur les microalgues [83].

La compréhension des interactions algue–bactérie est nécessaire pour le contrôle de la production
algale et la proposition de bonnes pratiques de culture pour éliminer les contaminations inévitables
en culture ouverte [102]. L’interaction des bactéries avec les microalgues peut être plus importante
dans des milieux limités en matière organique ou lorsque les bactéries ont des préférences pour les

12un cofacteur de croissance pour certaines microalgues.
13des petites molécules qui se lient avec beaucoup d’efficacité aux atomes de fer et permettent au microalgues de les

capturer.
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exsudats des microalgues s’ils sont plus faciles à dégrader par rapport à d’autres molécules plus com-
plexes présentes dans leurs milieux. Les microalgues peuvent favoriser les bactéries à leur détriment
ou générer des associations écologiques stables à travers des relations positives.
La disponibilité des ressources peut donc promouvoir des interactions négatives ou positives entre
ces deux communautés et impacter les équilibres entre les deux populations dans les écosystèmes
naturels aussi bien qu’en milieu artificiel (cultures en bassins). Bien que les microalgues soient en
compétition avec les bactéries sur les ressources minérales, et favorisent ses compétiteurs via l’exsu-
dation de la matière organique, il existerait des conditions sur la vitesse d’apport en nutriments qui
pourraient expliquer leur coexistence classiquement observée dans des bassins extérieurs et dans le
milieu naturel.

1.2.4 Interactions possibles entre les consortia microbiens naturels dans la la-
gune expérimentale du projet PHYCOVER

L’observation des variations microbiologiques (comme les communautés algales et bactériennes, les
prédateurs) qui se développent dans des dispositifs expérimentaux en milieu extérieur (expériences
in situ) permet de proposer des hypothèses quant aux interactions mises en jeu entre ces organismes
en fonction de la variation des conditions environnementales (comme la lumière, la température, les
nutriments).

Nous rappelons que dans le cadre du projet PHYCOVER, la prolifération des microalgues dans les
bassins expérimentaux LHRA s’est produite naturellement sans aucune inoculation. La figure 1.6
montre les dynamiques microbiologiques observées dans le bassin LHRA d’Argences (Calvados).
Ces résultats rapportés dans une étude récente [6] montrent une succession de deux espèces domi-
nantes de chlorophycées classiquement observées dans des bassins utilisés pour le traitement des
eaux usées, avec un développement initial de Chlorella sp. puis de Scenedesmus sp.. Cette succession
observée pourrait s’expliquer par une facilitation écologique vis-à-vis de la fluctuation des ressources
nutritives ou la disponibilité de la lumière. La variation de ces ressources essentielles peut favoriser de
manière différente la croissance de ces deux espèces. En effet, il semblerait, d’après une comparaison
de ces dynamiques par rapport aux teneurs en azote dans le bassin (présent principalement sous la
forme ammonium), que Chlorella sp assimilerait les fortes concentrations en ammonium du milieu
rendant possible la croissance de Scenedesmus sp. plus efficace pour les faibles concentrations en
ammonium. La même hypothèse pourrait également être reformulée en fonction de l’évolution de la
lumière disponible dans le bassin.
La modélisation mathématique est un outil important pour la compréhension et la prédiction. Les
modèles sont utilisés pour définir des stratégies de production optimales de biomasse ou de molé-
cules à haute valeur ajoutée [155]. Par exemple, la stratégie de bio-cotrole par bio-augmentation14 a
été proposée dans [7] et peut se traduire par une facilitation écologique entre deux espèces qui ont

14introduction de plus de cultures bactériennes pour améliorer la dégradation des contaminants.
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FIGURE 1.6 : Biomasse en carbone des bactéries et des microalgues Chlorella sp. et Scenedesmus sp.
dans le bassin LHRA du nord (Argences) au cours de la période d’étude d’après [6].

des cinétiques de croissance différentes vis-à-vis de la ressource commune utilisée (voir Figure 1.7
de gauche). Ce type d’interaction, jouant un rôle très important en écologie, confère à une espèce
d’intérêt (micro-organisme 2) la possibilité de s’installer dans un système à environnement fortement
contraint à sa croissance (comme dans le cas de présence d’un substrat inhibant) et ce grâce à la
présence d’une autre espèce (micro-organisme 1) (voir la Figure 1.7 de droite). Ce principe de faci-
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litation a été démontré de façon purement théorique dans [7] par extension du principe d’exclusion
compétitive, mais n’a jamais été validé expérimentalement auparavant. Il semblerait, que ce modèle
de compétition permettrait de reproduire qualitativement les comportements observés en bassins ou-
verts où la dynamique de Chlorella sp. est comparable au micro-organisme 1 et Scenedesmus sp. au
micro-oranisme 2 (voir Figure 1.6 et Figure 1.7 de droite).

Par ailleurs, la présence d’un consortia bactérien a également été observée dans les bassins [6]. La
Figure 1.6 montre une relation de coexistence entre les microalgues et les bactéries. Ces communautés
bactério-planctoniques sont supposées être en interaction avec les micro-algues présentes à travers des
relations de mutualisme (ex : production de composés vitaux, dégradation de substances toxiques),
de commensalisme (à travers les exsudats des algues utilisés par les bactéries) ou de compétition
(notamment pour la ressource minérale limitante).

Toutes ces questions auront des conséquences importantes sur la performance du procédé d’épuration
et la proposition de stratégie pour remédier à l’instabilité du système. Pour y répondre, il est nécessaire
d’isoler les micro-organismes présents pour tester leur performance sous différentes conditions et
évaluer le rôle de chacun à l’aide des approches expérimentales. L’approche de modélisation, quant
à elle, représente un atout pour prototyper efficacement des expériences, valider les mécanismes mis
en jeu et déterminer les conditions expérimentales optimales. Les modèles développés pour des co-
cultures permettent également d’identifier les associations les plus prometteuses [156] et de définir
des stratégies de production optimales de biomasse ou de molécules à haute valeur ajoutée [155].

1.3 Modèles et concepts sur les procédés de production algale
1.3.1 Modélisation prédictive, optimisation et contrôle : étapes clés à intérêt

théorique et applicatif
La modélisation, l’analyse, la simulation, l’optimisation et la commande sont cinq étapes, qui sont
aussi riches en contenu mathématique qu’en applications. L’utilisation de la modélisation mathéma-
tique en écologie théorique s’est montrée très utile pour comprendre et prédire l’évolution du phyto-
plancton en milieu naturel, mais aussi les processus clés du fonctionnement des écosystèmes naturels
[157, 158]. Dans un contexte industriel, les approches de modélisation offrent des moyens intéressants
pour maitriser le processus algal, selon les leviers d’action disponibles (débits, éclairage, composition
en entrée des bioréacteurs...) [159], ce qui est d’une grande importance dans l’industrialisation de la
production microalgale.

La modélisation consiste en la construction d’une « représentation mathématique » décrivant la dyna-
mique du phénomène auquel on s’intéresse. La nature des termes mathématiques représente un choix
de modélisation. La représentation mathématique du phénomène biologique observé (i.e. modèle) et
l’étude de ses propriétés (i.e. l’ analyse du modèle) permettent d’appréhender le phénomène, ainsi
que confronter les résultats mathématiques avec l’expérience et identifier les limites de la modélisa-
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tion. Cette représentation est synthétique et souvent partielle car un modèle ne reflète qu’une partie
de la réalité mais permet, en réduisant sa complexité, de mieux l’appréhender et de rechercher com-
ment l’optimiser. La pertinence et la validité d’un modèle, seront ainsi assurées par des allers-retours
entre la modélisation et l’expérimentation. Autrement dit, à travers la confrontation du modèle avec
des données réelles obtenues avec des outils d’expérimentation qui sont plus à même d’être utilisées
pour valider le modèle explicatif. L’élaboration d’un modèle mathématique est donc une opération
délicate, car elle se heurte au principe de rationalité limitée. Pour parvenir à un ensemble complet de
connaissances et logiquement consistantes, le modèle doit synthétiser et résumer les caractéristiques
les plus appropriées des phénomènes tout en satisfaisant l’exactitude et la clarté d’exposition en limi-
tant la complexité mathématique afin de pouvoir l’analyser. Malgré le caractère réducteur du modèle
mathématique, l’apport scientifique qu’il procure est considérable ; non seulement il permet d’établir
un cadre théorique (essentiel à toute démarche scientifique) mais également d’explorer des configura-
tions qui, en pratique, pourraient s’avérer difficiles à étudier. En effet, certaines de ces configurations
peuvent être impossibles à recréer expérimentalement. Devant les limites de l’expérimentation qui
pourrait s’avérer coûteuse en matière de moyens et de temps compte tenu de l’impossibilité de tester
toutes les combinaisons de conditions possibles, la possibilité de « résoudre/simuler » les modèles
mathématiques avec des méthodes adaptées (i.e. simulation numérique) offre un outil intéressant de
prédiction, aussi nécessaire pour l’estimation, l’optimisation et le contrôle des cultures sous diffé-
rentes conditions.
La théorie de commande des systèmes dynamiques, quant à elle, consiste en la prise en main du
phénomène par l’étude de la possibilité de contrôler le système pour l’amener, de son état actuel,
vers un autre état « désiré ». Elle permet de proposer des chemins d’exploitation et des stratégies
de régulation robustes des systèmes de production qui peuvent également maximiser (ou minimiser)
un certain critère associé au modèle (e.g. la maximisation de la biomasse ou la minimisation de la
concentration des contaminants). On parle de commande optimale dans le cas où la commande est
recherchée pour optimiser un certain critère.

Cette thèse se situe dans la modélisation, un peu dans l’analyse et la simulation. Nous aurons affaire à
des modèles mathématiques issus de systèmes de cultures biologiques « bioréacteurs» , décrits par des
équations différentielles ordinaires. Ces outils mathématiques permettent de comprendre la structure
et le comportement de tels systèmes ainsi et d’explorer leurs caractéristiques.

1.3.2 Modélisation d’un système biologique

1.3.2.1 Trois modes de fonctionnement

La culture des microalgues présente des similarités avec celle d’autres micro-organismes tels que
les bactéries ; leurs cultures se font dans des réacteurs biologiques. La particularité de la culture de
microalgues réside dans leur besoin en énergie lumineuse suffisante pour assurer l’activité photosyn-
thétique. Les microalgues sont majoritairement cultivées dans deux types de systèmes : les systèmes
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fermés appelés photobioréacteurs et les systèmes ouverts. Un réacteur biologique ou photobioréac-
teur (si exposé à une source de lumière), consiste en une enceinte dans laquelle on met en contact des
micro-organismes avec les ressources nécessaires à leur croissance et où on maintient les conditions
appropriées pour leur croissance.
Le fonctionnement d’un réacteur biologique est caractérisé par les débits d’entrée et de sortie, les
paramètres physiques de fonctionnement du réacteur, son ensemencement, les caractéristiques de
l’alimentation et le degré de mélange. En ce qui concerne les débits d’entrée et sortie (Qin, Qout), ils
permettent de définir les trois types les plus courants de réacteurs qui sont : le réacteur en mode «
Batch » (Qout(t) = Qin(t) = 0), le réacteur en mode semi-continu ou « Fed-Batch » (Qout(t) = 0 et
Qin(t) 6= 0), et le réacteur à flux continu appelé aussi Chémostat ou « CSTR » (Continuous Stirred
Tank Reactor) ( Qin(t) = Qout(t) 6= 0) comme illustré sur la Figure 1.8.

FIGURE 1.8 : Schéma de classification des réacteurs homogènes par les débits d’entrée et de sortie

Le mode batch est le plus simple à mettre en place. La culture dans ce type de réacteur consiste en
l’ajout de nutriments lors de l’inoculation des micro-organismes. Les nutriments sont consommés et
la lumière s’atténue progressivement alors que la biomasse s’accumule dans le milieu. Du point de
vue industriel, une culture fermée limite les risques de la contamination. Cependant, un apport initial
d’une grande quantité de substrat peut inhiber la croissance des micro-organismes, ce qui peut limiter
rapidement la durée du processus et la performance du système.

Le Fed-batch est moins utilisé pour décrire la croissance des micro-organismes. Ce mode de culture
permet d’optimiser la productivité de biomasse et d’éviter les effets de limitation et d’inhibition par
les nutriments mais sa modélisation nécessite de tenir compte de la variable supplémentaire sur le
volume qui est variable au cours du temps puisque le réacteur est rempli progressivement. À par-
tir d’un volume initial préalablement ensemencé, le réacteur est alimenté par un débit contrôlé en
boucle fermée. De plus, c’est ce dernier point qui limite fortement l’utilisation du fedbatch à l’échelle
industrielle. Enfin, ce mode de fonctionnement, tout comme le précédent, est plus particulièrement
recommandé lorsque la récupération des produits est effectuée à intervalles ou lorsqu’il est dangereux
de libérer des matières toxiques résiduelles (ce qui peut se produire en mode continu).

Le mode continu (Chémostat) est plus précis pour la caractérisation de la croissance car conçu pour
fonctionner en régime d’équilibre constant, mais il est plus difficile à opérer. Ce type de bioréacteur
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permet également d’ajuster facilement les paramètres de culture tels que la température, le pH et
la concentration du substrat et les étudier à des taux de croissance spécifique choisit. Les cultures en
mode continu sont caractérisées par un volume constant (la vitesse du flux entrant est égale à la vitesse
du flux sortant). Le flux traversant le réacteur est caractérisé par le taux de dilution qui est équivalent
à l’inverse du temps de séjour hydraulique. À l’état stationnaire (i.e. équilibre), les micro-organismes
présents se développent à une vitesse égale au taux de dilution (pour des conditions d’alimentation
fixe), ce qui correspond à une production constante en biomasse dans la phase exponentielle de la
croissance cellulaire. Ainsi, il est possible de fixer le taux de croissance spécifique d’une culture
à plusieurs valeurs, en ajustant le taux de dilution de la culture. De plus, il représente le mode de
fonctionnement le plus riche d’un point de vue dynamique, car il permet d’étudier des phénomènes
transitoires sur de longues périodes de croissance. C’est également le mode le plus utilisé dans le
domaine du traitement biologique de l’eau car il nécessite des volumes plus petits que les bacs de
décantation, et donc des temps de séjour plus courts.

Les systèmes ouverts (ou bassins ouverts) peuvent être considérés comme des réacteurs biologiques
qui subissent des contraintes extérieures liées aux conditions climatiques et des contaminations bio-
logiques. Les bassins ouverts peu profonds (i.e. lagunage à haut rendement algal LHRA) favorisent la
prolifération des microalgues notamment en présence des facteurs favorables à leur croissance. Ces
systèmes de culture bénéficient de l’énergie solaire, du gaz carbonique CO2 et des nutriments qui
peuvent provenir de ressources locales disponibles (comme les eaux usées, fumées industrielles) pour
une production en masse. Ces systèmes de culture ont été développés pour la première fois à la fin des
années 1950 pour le traitement des eaux usées et la récupération des ressources [160]. Leur utilisa-
tion a gagné en importance au cours de ces décennies car ils se sont généralement bien comportés en
matière de traitement des eaux usées et présentent aussi l’avantage supplémentaire d’abattre les élé-
ments nutritifs des eaux usées tout en favorisant le développement d’une biomasse algale/bactérienne
valorisable pour divers usages industriels. Ces systèmes peuvent fonctionner en mode batch, continus
(chémostat) ou encore Fed-batch avec une récolte de la biomasse (par flottation ou par filtration) et
un renouvellement du milieu de culture.

Les systèmes LHRA représentent un excellent système-modèle pour comprendre les dynamiques au
sein des communautés et décrire les processus écologiques des assemblages microbiens [85].
Le suivi de ces systèmes constitue un outil intéressant pour isoler des souches naturelles de mi-
croalgues d’intérêt industriel. Ces souches peuvent présenter de meilleures performances et robustesse
en matière de coût, de productivité et de durabilité comparées aux souches modifiées par manipula-
tion génétique [161, 162] ou autres espèces introduites qui se révèlent être plus sensibles au climat et
aux espèces locales contaminantes [163, 164, 161].
Pour tester et valider des hypothèses quant au fonctionnement de ces systèmes biologiques complexe
et de même que pour étudier la dynamique des micro-organismes présents, la culture en laboratoire
(sous des conditions contrôlées) de souches isolées de ces systèmes s’avère nécessaire. Des expé-
riences dans les réacteurs en mode batch et notamment en mode continu « chémostat » se révèlent
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deux outils complémentaires d’investigation de la croissance sous différents facteurs, et la robustesse
des souches lorsequ’elles sont cultivées seules ou en assemblage.

1.3.2.2 Modèle mathématique du chémostat : quelques notions et principes

Toutes les configurations, présentées plus haut, peuvent être décrites par des équations différentielles
ordinaires sous l’hypothèse de milieux homogènes (cf. [165]). Ces modèles sont généralement cali-
brés à l’aide d’expériences à l’échelle du laboratoire et parfois à plus grande échelle pour des appli-
cations biotechnologiques [166, 167, 168].

Nous donnons ici l’exemple du modèle du chémostat qui a été inventé indépendamment par Jacques
Monod [169] et par Aaron Novick et Leo Szilard [170] dans les années 50. La formulation générale
de ce modèle est obtenue en faisant le bilan des termes faisant varier chacune des grandeurs d’intérêt
au cours du temps pour tenir compte de la variation des concentrations en substrat s (nutriment) et en
biomasse x (micro-organismes). La formulation est formée d’un ensemble d’équations différentielles
non linéaires qui sont obtenues à partir des équations dynamiques du bilan de matière sur le biréacteur
entre les instants t et t+ dt des composés substrat de concentration s(t) et biomasse de concentration
x(t) à l’instant t. Elle est donnée par le système suivant

 ẋ = µ(·)x− Qin
V
x

ṡ = −µ(·)
Y
x+ Qin

V
(Sin − s)

(1.1)

où ẋ et ṡ désignent les dérivées au cours du temps, Sin est la concentration du substrat à l’entrée, Y
est le rendement de conversion et µ(·) est le taux de croissance spécifique des micro-organismes. On
introduit couramment le changement de variable D = Qin

V
, où D est le taux de dilution. Il est à noter

que D = 1
D

est homogène à un temps : c’est le « temps de séjour hydraulique » qui définit le temps
moyen de résidence d’une molécule dans le réacteur.

L’équation ẋ dans (1.1) est commune à tout modèle de cultures bien mélangée. Des équations diffé-
rentielles supplémentaires peuvent être couplées à ẋ (e.g. ṡ dans le cas du chémostat limité par un
substrat) en fonction des facteurs déterminant le taux de croissance.

En général, le modèle du chémostat constitue le point de départ pour tester différentes hypothèses
de mécanismes sous-jacents sur l’écologie des populations (compétition, symbiose, complémentarité,
effet refuge, densité ou ratio dépendance) (cf. [27, 7, 28]), donnant lieu à des modèles biologiques
plus réalistes. Lorsque plusieurs espèces sont présentes dans un chémostat, elles sont généralement en
compétition pour une ressource limitante nécessaire à leur croissance. Si le milieu est homogène, et
alimenté avec un débit constant apportant la ressource, la théorie mathématique affirme le paradigme
du principe d’exclusion compétitive, et que c’est l’espèce ayant la meilleure affinité pour cette res-
source qui l’emportera [95, 171, 172]. Toutefois, ce principe n’est pas toujours vérifié dans la nature.
Un certain nombre d’hypothèsesa été avancé en proposant des mécanismes permettant d’expliquer la

28



coexistence des espèces comme la variation temporelle ou la périodicité de la vitesse de l’apport de la
ressource limitante ou de sa concentration/intensité [173, 174, 173, 175], la densité-dépendance de la
vitesse de croissance [176, 28], la considération de plusieurs ressources limitantes [177], etc.). Il est
important de noter que les résultats théoriques d’exclusion ou de coexistence peuvent dépendre des
propriétés de la fonction de croissance suivie par les micro-organismes pour se multiplier dans leur
milieu [176, 28]. Il est à noter que les possibilités offertes par la théorie sont rarement confrontées aux
données réelles ou appliquées sur des espèces identifiées, ce qui soulève plusieurs questionnements
notamment lors du choix d’un modèle.

1.3.2.3 Enjeux de la caractérisation mathématique de la croissance microbienne et du choix
du degré de complexité d’un modèle

L’étude des interactions d’une population avec son environnement est l’objet d’intenses recherches
depuis de nombreuses années aussi bien en écologie théorique qu’en microbiologie. La description
de ce processus soulève plusieurs questions notamment sur la dépendance de la vitesse de croissance
des organismes [178], utilisée dans les modèles mathématiques. De même, un des enjeux de la modé-
lisation des bioprocédés est la caractérisation du taux de croissance des micro-organismes. En effet,
les processus biologiques sont connus par leur complexité impliquant des organismes vivants dont les
caractéristiques sont très difficiles à appréhender. Nous nous plaçons dans cette thèse à l’échelle des
populations de micro-organismes, et non à l’échelle des individus microbiens, qui peut présenter plus
de variabilité. Cependant, même à cette échelle macroscopique, la modélisation de ces systèmes se
heurte à plusieurs difficultés comme l’imprécision des mesures, le problème de reproductibilité des
expériences et l’adaptation des organismes à long terme et le choix et la validation de la structure du
modèle à considérer. La caractérisation de la vitesse de croissance est importante à la fois pour l’esti-
mation et l’optimisation des paramètres de production et pour le contrôle des conditions du processus.
Du point de vue de la commande, ces outils de prédiction présentent une base pour le développement
d’ observateurs (permettant de reconstruire au cours du temps les variables non mesurées) et la mise
en place de stratégies de commande de bioprocédés ( [179, 180]).

La plupart des études considèrent un suivi de la croissance microbienne dans des réacteurs parfai-
tement mélangés qui sont décrits par des équations différentielles ordinaires faisant intervenir les
fonctions de croissance µ(·) (comme dans (1.1)). Souvent, les lois mettent en évidence deux grandes
classes de taux de croissance bactérienne selon qu’elles font intervenir uniquement la densité de sub-
strat (e.g. [181]) ou qu’elles font intervenir non seulement cette densité mais également la densité de
la biomasse (e.g. [182]). Dans une revue précédente, les propriétés de ces deux catégories de modèles
ont été étudiés dans le cadre du modèle classique du chémostat [183]. La théorie du chémostat pré-
dit notamment qu’en cas de croissance substrat dépendante, la concentration en substrat à l’équilibre
ne dépend que du taux de dilution alors qu’en cas de densité dépendance, le rapport des densités
de substrat et de biomasse à l’équilibre devrait rester constant. La modélisation des données expé-
rimentales provenant d’un écosystème microbien complexe, couplée à une analyse fine des mesures
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réalisées dans le cadre des suivis des dispositifs expérimentaux ont permis de conclure que lorsque la
concentration en substrat est faible et que la structure des communautés bactériennes est simple, les
bactéries ne se gênent pas et c’est une relation substrat dépendante qui est plus à même d’expliquer les
données. En revanche, lorsque la concentration de la biomasse est suffisamment élevée ou qu’elle se
structure en flocs, la croissance densité-dépendante permet une meilleure interprétation des données.
Une nouvelle famille paramétrée de fonctions de croissance a été proposée à cet effet et réconcilie à
la fois les modèles de Monod et de Contois avec un seul paramètre supplémentaire dans la fonction
de croissance permettant de mesurer la force de la densité-dépendance dans chaque cas d’expérience
(voir l’Annexe A pour plus de détails sur l’étude).
Les mêmes effets vis-à-vis du substrat ou de la densité peuvent se retrouver chez les microalgues qui
peuvent aussi subir la limitation de ressources (lumière ou nutriments), s’agréger sous forme de flocs
au cours de leur croissance, ou encore dépendre des effets d’auto-ombrage à fortes densités cellu-
laires.
La modélisation d’un système de culture de microalgues repose généralement sur des lois de crois-
sance empiriques développées pour les microorganismes microbiens de manière générale ou pour
les microalgues de manière plus spécifique. Ces fonctions permettent généralement de tenir compte
des réactions au sein de la population algale avec les éléments chimiques présents dans leur milieu
de culture (dioxyde de carbone, azote, phosphore, etc.) et de l’influence des conditions environne-
mentales (lumière, température, etc.). Dans la littérature, on trouve un grand nombre de structures
d’expression de cinétiques plus ou moins complexes qui ont été proposées pour décrire la vitesse de
croissance µ(·) en fonction des paramètres biologiques et physico-chimiques du système, souvent ca-
librés dans des réacteurs biologiques parfaitement mélangés. Dans ce qui suit, nous passons en revue
les différents facteurs et modèles mathématiques proposés dans la littérature pour µ(·).

1.3.3 Facteurs et cinétiques de la croissance algale
1.3.3.1 Limitation par les nutriments

Rappel de la notion de limitation : Un facteur est dit limitant s’il est strictement nécessaire à la
croissance des micro-organismes ; sa densité dans le milieu est influencée par la consommation qu’en
font les espèces. C’est en jouant sur l’un des facteurs limitants (les autres étant fournis en quantité
suffisante (pour les nutriments) ou maintenus à des niveaux constants (comme pour le pH, la tempé-
rature,...)) qu’il sera possible de quantifier l’effet de ce facteur sur la croissance d’une espèce dans un
bioréacteur.

Besoins nutritionnels : Les différents modes nutritionnels des microalgues (l’autotrophie, l’hété-
rotrophie ou la mixotrophie) sont adaptés chez certaines espèces en fonction de la disponibilité des
ressources essentielles (la lumière et les nutriments contribuent à la croissance et la production de
biomasse). La biomasse algale est composée principalement de les glucides, les protéines et les li-
pides. Le carbone (C), l’azote (N), le phosphore (P) et la silice dans certains cas, sont des éléments
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indispensables au développement des cellules algales et doivent être présents dans l’environnement
de croissance. Ces éléments sous forme nutritive sont dits macroéléments présentant des minéraux
majeurs nécessaires en grande quantité à la croissance et le développement de la matière organique
cellulaire. Outre ces macroéléments, des microéléments comprenant les éléments-traces (B, Ba, Ca,
Co, Cu, Fe, K, Mg, Mn, Mo, Na, Ni, Zn) et les vitamines (B12, B1, B7) sont également nécessaires
et déterminantes dans l’activité métabolique de certaines espèces de microalgues ([184, 185, 186]).

Les besoins nutritionnels moyens pour la croissance algale peuvent être déduits sur la base du ratio
molaire des quantités des trois éléments 106 C : 16 N : 1 P, qui se trouve relativement constant en
milieu naturel d’après les travaux de Redfield [187]. Le rapport molaire N :P est un facteur crucial pour
la croissance des microalgues et le rapport optimal appliqué globalement est de 11 :1. La présence
de ces nutriments, à des concentrations limitées peut entraîner des taux de croissance réduits et des
productivités faibles de biomasse.

Le carbone est l’élément majeur qui constitue les cellules des microalgues. Il représente jusqu’à 35%
du poids sec [188] de la biomasse algale. Les microalgues nécessitent une source de carbone inorga-
nique, essentielle à la photosynthèse et donc à la croissance et à la reproduction algale, généralement
apportée sous forme de sels (bicarbonate) ou par enrichissement de l’air par injection de CO2. Le car-
bone fixé par les microalgues peut aboutir à trois destinations ; il sera soit utilisé : pour la respiration ;
en tant que source d’énergie ; ou en tant que matière première pour la formation de nouvelles cellules
[189]. Il participe à la synthèse des acides nucléiques et des métabolites organiques primaires tels
que les glucides, les lipides et les protéines. L’allocation du carbone aux compartiments biochimiques
peut fluctuer en fonction des facteurs abiotiques (température, intensité lumineuse, composition du
milieu et pH) pouvant modifier l’activité de certaines voies métaboliques et donc le fonctionnement
cellulaire de tout l’organisme.

En condition d’autotrophie, le CO2 doit préalablement être transféré dans la phase liquide sous forme
de carbone inorganique dissous pour être biofixé. La dissolution du CO2 est étroitement liée au pH et
à la physico-chimie du milieu de culture en général. Le carbone dissous dans l’eau peut ainsi prendre
plusieurs formes (CO2, acide carbonique H2CO3, ions bicarbonates HCO−3 et carbonates CO2−

3 ) en
fonction des conditions de pH, de température et de la teneur en éléments nutritifs dans la phase
liquide : CO2 +H2 ↔ H2CO3 ↔ H+ +HCO−3 ↔ 2H+ + CO2−

3 .

Une préférence de l’espèce algale peut être distinguée vis-à-vis de l’une des formes du carbone (CO2

ou HCO−3 ) selon le mécanisme biologique de concentration du CO2 (CCM) [190, 191]). Ce méca-
nisme représente une série de voies complexes d’accumulation du CO2 dans la cellule. Il intervient
lorsque le transport passif du CO2 (absorbé par diffusion au travers de la membrane cellulaire et tra-
versant plusieurs compartiments intracellulaires) se trouve insuffisant pour approvisionner l’enzyme
« Rubisco » 15 Un processus de la CCM repose sur le transport actif de HCO−3 , permettant aux mi-

15enzyme clef de la photosynthèse et indispensable à la fixation du CO2.
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croalgues d’accumuler le carbone inorganique sous la forme de HCO−3 [192]. Celui-ci nécessite en
partie l’intervention d’une une seconde enzyme « l’anhydrase carbonique », pouvant être aussi bien
extracellulaire qu’intracellulaire, qui déshydrate le HCO−3 pour le convertir en CO2 accumulé au ni-
veau cellulaire. Ce carbone accumulé subit une biotransformation par « Rubisco » selon le cycle de
Calvin pour être utilisés par la suite pour la synthèse de matières organiques.

La consommation du CO2 entraîne une augmentation progressive du pH dans le milieu durant la pho-
tosynthèse. Une augmentation significative de pH (au-delà de 9) limite la disponibilité du CO2 dans
le milieu qui se transforme en HCO−3 (forme la plus courante de carbone inorganique présent en
solution, voir Figure 1.11 A plus loin). Dans ces conditions, les microalgues ne peuvent pas assimiler
efficacement le carbone et requièrent un apport élevé en carbonates pour maintenir l’activité photo-
synthétique [193].
Dans le cas où il y a de fortes concentrations de CO2 dissous dans le milieu de culture (après in-
jection de CO2 en excès), l’acidification du milieu (chute de pH) qui en résulte peut conduire à une
inactivation l’enzyme « Rubisco ».

Dans des conditions alternatives à l’autotrophie, certaines espèces de microalgues sont aptes à absor-
ber directement le carbone organique dissous, on parle alors d’hétérotrophie et de mixotrophie. Les
substrats organiques « simples » préférentiels sont le glucose et l’acétate. Dans la voie hétérotrophe,
l’incorporation du carbone dans la cellule est plus coûteuse d’un point de vue énergétique et entraîne
des taux de croissance plus faibles, alors que dans la voie mixotrophe le taux de croissance spéci-
fique global sera sensiblement égal à la moyenne des taux de croissance obtenu dans les deux types
trophiques (autotrophe et hétérotrophe)[1].

L’azote est un élément indispensable pour la croissance algale et représente un constituant essentiel
de toutes les protéines structurelles et fonctionnelles dans les cellules des algues[194]. Sa teneur
compte pour 1 à 10 % du poids sec des cellules [195].

En milieux aqueux, l’azote se trouve sous forme inorganique ou organique, à l’état dissous ou particu-
laire. La disponibilité de cette source dans le milieu affecte fortement la productivité et la composition
biochimique des microalgues. Dans des cultures en autotrophie et hétérotrophie, les sources d’azote
utilisable par la plupart des microalgues sont principalement minérales (ammonium NH+

4 , nitrates
NO−3 et nitrites NO−2 ), néanmoins, certaines espèces peuvent aussi se développer sur des sources or-
ganiques azotées telles que l’urée et les acides aminés [196]. L’utilisation de ces différents éléments
azotés peut être scindée artificiellement selon les étapes suivantes i) l’absorption, ii) la conversion en
ammonium étant la seule forme directement assimilable, iii) l’assimilation qui consiste en la conver-
sion de l’ammonium sous forme de métabolites organiques (essentiellement en acides aminés) et iv)
incorporation de ces métabolites au sein des macromolécules (protéines, pigments et acide nucléique)
[197].

Les microalgues eucaryotes sont capables d’assimiler les différentes formes minérales d’azote fixé
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[198] ; cela requiert que l’azote soit réduit au niveau intracellulaire en ammonium pour qu’il soit
assimilé. L’assimilation du nitrate dans les cellules se fait en deux étapes catalysées par les enzymes
nitrate–réductase et nitrite–réductase, assurant une réduction en NO−2 , puis en NH4, respectivement
[199, 200]. L’ammonium, étant réduit directement, est assimilé facilement par les microalgues.

Les cyanobactéries, capables d’assimiler l’azote atmosphérique, utilisent préférentiellement l’ammo-
nium et les nitrates [201]. Les rendements de croissance avec les composés azotés organiques sont
généralement comparables à ceux obtenus avec les nitrates ou l’ammonium, bien que les taux de crois-
sance varient considérablement, en fonction de la source d’azote organique, de la source de carbone
et de la souche ([202]).

D’après les données disponibles sur le métabolisme de l’azote dans des conditions hétérotrophes,
l’ordre d’utilisation d’une source d’azote par la plupart des espèces de microalgues est, par ordre
décroissant : ammonium> nitrate> nitrite> urée ([195]).

Il a été démontré qu’une forte concentration d’ammonium peut inhiber la croissance et entrainer des
effets négatifs sur la croissance et la physiologie des microalgues selon la classe et l’espèce (voir
[203]). La toxicité peut être aussi liée à l’une des formes dominantes NH+

4 ou l’ammoniac NH3 dont
les teneurs sont des fonctions de la température et du pH. Un transport excessif d’ammonium au sein
des cellules peut empêcher la formation d’ATP provoquant une inhibition de la photosynthèse [204].

Le contrôle des apports azotés constitue le mode de régulation de la synthèse et du stockage des
composés organiques des réserves dans la cellule. D’une part, une augmentation de la concentration
d’azote, jusqu’à une certaine valeur-limite, peut entraîner une amélioration de la productivité cellu-
laire et protéique et la synthèse de chlorophylle. D’autre part, la carence de cet élément peut induire
une limitation de l’activité photosynthétique et cellulaire et une accumulation importante de réserve
lipidique (polysaccharides et acides gras poly–insaturés), même au détriment des protéines et des
pigments [41].

Le phosphore est un élément extrêmement important dans le métabolisme des microalgues et repré-
sente environ 1 % du poids sec de la cellule ([205]). Il intervient pour l’essentiel dans le transfert
d’énergie, la synthèse des acides nucléiques et la formation de la membrane cellulaire [206]. Les
microalgues sont capables d’utiliser les formes inorganiques du phosphore (phosphate PO3−

4 , dihy-
drogénophosphate H2PO

−
4 et l’hydrogénophosphate HPO2−

4 ) ainsi que ses formes organiques via
d’hydrolyse. L’utilisation de ces différents éléments phosphorés se fait par une transformation en ion
phosphate (PO3−

4 ) par l’action de diverses enzymes phosphatases qui peuvent être intracellulaires,
extracellulaires ou fixées sur la paroi cellulaire. L’activité de ces enzymes est affectée par divers fac-
teurs environnementaux, tels que le pH, la température, la lumière et la présence de métaux ou d’autres
inhibiteurs [117]. Les phosphates sont stockés dans les cellules algales sous forme de granules po-
lyphosphates. Cette réserve de phosphore peut être utilisée comme source de phosphore lorsque le
phosphate s’épuise dans le milieu environnant. Ce comportement est connu sous le nom d’absorption
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de luxe et est observé chez les microalgues ainsi que les cyanobactéries.

La présence du phosphore dans le milieu peut être influencée par les conditions environnementales
telles que le pH et la concentration en oxygène dissous. Par exemple, lorsque le pH du milieu de
culture dépasse 8,0 et que la concentration en oxygène est élevée, une précipitation de phosphore
peut survenir [124, 207] et rapidement sa disponibilité [117].

Comme pour l’azote, la régulation des apports en phosphore est aussi un moyen de contrôler le sto-
ckage du carbone organique intracellulaire. La carence en phosphore induit une augmentation de
l’accumulation des réserves en lipides dans les cellules[208, 39].

Pour tester des hypothèses sur l’effet de la fluctuation des ressources nutritives sur la croissance des
microalgues, il faut varier les teneurs de ces nutriments dans un milieu nutritif de base adapté aux
souches étudiées.

Modèles mathématiques pour décrire la limitation en nutriments : Pour décrire mathématique-
ment une croissance limitée par l’un des nutriments cités ci-dessus, il existe deux grandes approches
de modèles qui sont classiquement utilisés : Droop [209] et Monod [181].

Le modèle de Droop [209] est un modèle à rendement variable. Cette variabilité est liée au quota
cellulaire du nutriment. La croissance dans ce modèle est dictée par la quantité de réserve en nutriment
limitant se trouvant à l’intérieur de la cellule par unité de biomasse (quota cellulaire) notée q selon la
relation suivante :

µ(q) = µ̄

(
1− Q0

q

)
avec µ̄ le taux de croissance hypothétique pour un quota infini, Q0 le quota minimum de survie qui

représente la valeur de q pour laquelle µ = 0. Le quota cellulaire diminue avec la croissance algale et
augmente avec l’absorption du nutriment qui se fait à la vitesse ρ(s) avec

ρ(s) = ρm
s

s+Ks

où Ks est la constante de demi-saturation pour l’absorption du substrat, associée au taux maximum
d’absorption ρm.

Ainsi le quota cellulaire sera donné par une variable supplémentaire (par rapport au modèle de Monod,
décrit plus loin). Ce modèle a été initialement proposé pour étudier l’effet du facteur limitant de
croissance, la vitamine B12, sur une microalgue dans une culture en chémostat et permettait une
meilleure représentation des données expérimentales que le modèle de Monod [209]. Le modèle de
Droop prédit que même si le substrat est complètement épuisé dans le milieu d’une culture batch, les
cellules algales continuent à croitre quelques jours sur les réserves intracellulaires stockées [210]. Ce
modèle a été également appliqué pour tenir compte des limitations par l’azote et le phosphore [211,
212, 213, 214]. Il a été aussi considéré que le quota cellulaire est compris entre un quota minimum
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Q0 et un quota maximum (correspondant à une vitesse de croissance maximale), définis comme des
limites physiologiques [215, 194]. Un grand nombre d’extensions a été établi à partir de cette structure
afin de tenir compte de l’influence d’autres nutriments dans le milieu de culture ou même de facteurs
environnementaux tels que la lumière, le pH, etc.

Le modèle de Monod [181] ou modèle à rendement constant, a été initialement proposé sur des
cultures bactériennes, mais il a été aussi appliqué sur des cultures algales [216, 217, 218]. En cas
de limitation par un seul nutriment (i.e. substrat) de concentration s, le modèle classique de Monod,
montre que le taux de croissance spécifique µ est lié directement à s selon une fonction monotone et
bornée (sa borne supérieure est µmax)

µ(s) = µmax
s

s+Ks

où µmax (temps−1) est le taux de croissance spécifique maximal et Ks (masse·volume−1) est la
constante de demi-saturation. La valeur de µmax est intrinsèque au microorganisme mis en culture.
Elle peut être déterminée pendant la phase exponentielle de croissance lorsque le substrat est abondant
à une concentration largement supérieure à la valeur de Ks. Le paramètre Ks correspond à la concen-
tration du substrat pour laquelle la vitesse de croissance est égale à la moitié de sa valeur maximale
(µmax

2
), d’où son appellation (constante de demi–saturation). Sa valeur permet de donner une idée

sur l’affinité du microorganisme en question par rapport à s. Une espèce qui présente une meilleure
affinité à un substrat est celle qui possède la plus petite valeur de Ks pour ce même substrat.

Le modèle de Monod est bien adapté pour modéliser la culture algale pendant la phase exponentielle
dans le cas d’une culture en batch et pendant la phase stationnaire dans le cas d’une culture en continu.
Il a été appliqué pour tenir compte des limitations en CO2 [219, 220, 221], azote et phosphore [222,
217]. Comme pour le modèle de Droop, on trouve plusieurs extensions de l’expression de Monod,
utilisée pour tenir compte de l’influence d’autres nutriments dans le milieu de culture, voire d’autres
facteurs environnementaux comme la lumière, le pH, etc.

Le modèle d’Andrews–Haldane [223] est complémentaire de celui de Monod, dans le sens où il per-
met de tenir compte des effets de limitation et d’inhibition qui s’opère pour les fortes concentrations
de substrat. Son expression est donnée par

µ(s) = µm
s

Ks + s+ s2

Ki

où Ki (masse·volume−1) est la constante d’inhibition.
Ce modèle a été appliqué sur la croissance algale en fonction du CO2 [224, 225].

Le modèle Aiba-Edward [226] est également utilisé pour représenté l’effet d’inhibition par un sub-
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strat
µ(s) = µm

s

Ks + s
e−

s
Ki

Le modèle de Contois [182] permet de mettre en évidence l’effet simultané de la limitation par le
substrat s et de l’impact de la concentration cellulaire x sur la cinétique de croissance. En effet, cette
loi admet une éventuelle limitation suite à l’augmentation de la concentration cellulaire qui pourrait
ralentir les phénomènes de transfert massique et ainsi limiter la disponibilité des éléments nutritifs. La
vitesse de croissance est inversement proportionnelle à la concentration cellulaire [227]. L’expression
mathématique de cette loi est la suivante

µ(s, x) = µm
s

s+Kx

D’autres formes alternatives à celle de Monod ont été proposées et listées dans la revue [180].

La mise en équations de cinétiques dépendant de la ressource nutritive nécessite donc de déterminer
si le substrat, suivant sa concentration dans le milieu réactionnel, inhibe, active ou limite la réaction
et dans quelle proportion.
Contrairement aux modèles avec quota de type–Droop, les modèles simples de type–Monod et Andrews–
Haldane ne permettent pas de tenir compte des évolutions physiologiques et cellulaires des mi-
croalgues, mais uniquement de l’évolution de la concentration des nutriments dans le milieu de
culture. Cependant, ils apportent des solutions plus simples aux problèmes activation/inhibition par
le substrat avec moins de paramètres à identifier.

1.3.3.2 Limitation par la disponibilité de la lumière

La lumière est la source d’énergie de base pour les microalgues phototrophes, étant indispensable
au métabolisme photosynthétique. L’énergie lumineuse ne s’accumule pas, et c’est pour cela que la
lumière doit être fournie en permanence et doit être considérée comme un substrat [228]. L’apport de
l’énergie lumineuse peut se produire de manière naturelle grâce à l’énergie solaire ou bien artificiel-
lement à des intensités et des longueurs d’onde bien spécifiques (dans le cas de cultures contrôlées).

L’activité photosynthétique des microalgues est influencée par l’intensité lumineuse (voir Figure 1.9)
et diffère entre espèces. L’efficacité maximale du transport d’électrons photosynthétiques peut être
mesurée par la pente initiale α de la courbe de réponse du taux de photosynthèse à la lumière incidente
(Figure 1.9) qui correspond à la phase de limitation en lumière. Cette phase est suivie d’une phase
de saturation qui a lieu pour des intensités lumineuses optimales. La lumière de saturation, Ek peut
être déterminée par l’intersection entre le taux photosynthétique maximum (Pmax) et α cf. Figure
1.9). Lorsque la photosynthèse atteint son maximum, le surplus d’énergie au-dessus de la valeur de
Ek est dissipé. Mais, pour des intensités très fortes, la vitesse de photosynthèse décline, à cause du
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phénomène de photoinhibition.

FIGURE 1.9 : Représentation schématique de la courbe de réponse photosynthétique à la lumière , [8]

Plusieurs modèles dans la littérature ont été développés pour décrire la courbe de réponse photo-
synthétique à la lumière (voir les revues [166, 180]). Dans ces modèles, la photosynthèse peut être
exprimée soit par le taux de transfert d’électrons, le dégagement d’O2 ou la consommation du CO2,
soit remplacée par un taux de croissance spécifique noté µ ; toutes ces considérations aboutissent à la
même forme de courbe. Parmi les modèles les plus marquants, citons
i) les équations de type–Monod où le substrat est remplacé par l’intensité lumineuse I . Cette rela-
tion a été utilisée dans plusieurs études (e.g. [229, 230, 231]) pour tenir compte des phénomènes de
saturation et de limitation par la lumière

µ(I) = µmax
I

KI + I

avec µmax est le taux de croissance spécifique maximum, KI est la constante de demi-saturation ;
ii) les expressions de type–Andrews/Haldane ou de Steele permettant de tenir compte à la fois les
phénomènes de limitation et de photoinhibition pour les fortes intensités :
- Andrews–Haldane sous la forme classique [232, 233]

µ(I) = µm
I

KsI + I + I2

KiI

avec µm le taux de croissance spécifique maximal, KsI est la constante de demi-saturation et KiI est
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la constante d’inhibition ; ou encore sous la forme [9]

µ(I) = µmax
I

I + µmax
α

(
I
I∗
− 1
)2

avec α la pente initiale à la coube de µ ; et
- Steele [234]

µ(I) = µmax
I

I∗
e(1−

I
I∗ )

avec I∗ est l’intensité lumineuse pour laquelle µ atteint sa valeur maximale.

Il faut noter qu’il existe des études dans lesquelles ces modèles ont été exprimés en fonction de la
lumière incidente (e.g. [232]), alors que dans d’autres études le taux de croissance a été exprimé en
fonction d’une intensité lumineuse moyenne pour tenir compte des effets de la concentration cellulaire
et de la géométrie du réacteur, et notamment la profondeur (e.g. [235, 236]).

Les antennes collectrices de lumière des cellules algales sont extrêmement efficaces et absorbent
toute la lumière qui y parvient même si elles ne peuvent pas toutes être utilisées pour la photosyn-
thèse. Ainsi, à des concentrations élevées de cellules algales, presque toute la lumière disponible est
absorbée accentuant le phénomène d’auto-ombrage qui fait que certaines cellules restent dans l’obs-
curité [237, 238, 36]. Ce phénomène d’atténuation de la lumière est courant dans les cultures denses
de microalgues où l’intensité lumineuse diminue progressivement dans le milieu de culture en raison
de l’absorption et diffusion [131]. Pour tenir compte de ces effets sur le taux de croissance, il existe
plusieurs approches plus au moins complexes qui ont été proposées dans la littérature (voir revue
[166]). Dans la plupart des études, l’effet d’atténuation de la lumière à travers un photobioréacteur
(ou un bassin) bien mélangé et éclairé par une source lumineuse d’intensité Iin, traversant une colonne
de hauteur L, est souvent décrit par la loi de Beer–Lambert [166, 180]

I(z) = Iine
−ξz, z ∈ [0, L]

où le coefficient d’atténuation de la lumière ξ dépend linéairement de la biomasse [131, 239]. Cette
loi suppose que la distribution de l’intensité lumineuse diminue de façon exponentielle avec la pro-
fondeur.
Malgré sa popularité, la loi de Beer-Lambert présente certaines limites car elle ne tient pas compte des
effets de diffusion, ce qui augmente l’imprécision notamment dans les cultures denses [232, 240, 241,
242]. La disponibilité locale de la lumière peut être calculée à l’aide d’équations plus sophistiquées
tenant compte de l’absorption et de la diffusion de la lumière dans le réacteur [230]. Cependant, cela
implique des paramètres d’entrée supplémentaires dont la détermination peut être difficile.

Pour déterminer la quantité de lumière qu’une cellule peut absorber et à partir de laquelle le taux de
croissance peut être calculé, une des approches suppose que la vitesse de croissance algale dépend
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de toutes les intensités lumineuses rencontrées par les cellules dans le milieu de culture. Ceci revient
à considérer plusieurs taux de croissance locaux dont la sommation permet d’obtenir un taux de
croissance moyen sur la profondeur [240] donné par

µ =
1

L

∫ L

0

µ(I(z))dz

Une autre approche plus simple, suppose qu’un taux de croissance moyen peut être donné en fonc-
tion de l’intensité lumineuse moyenne Iav ou moyenne absorbée. Cette approche considère que la
régénération du photosystème peut avoir lieu quelle que soit la position des cellules dans une culture
bien mélangée en visitant les deux zones très éclairée et sombre avec une même vitesse moyenne
[235, 236].
Les problèmes de photoinhibition (en face de la source) et de saturation lumineuse (au fond de la
culture) affectant très significativement la productivité, peuvent être surmontés i) en réduisant la pro-
fondeur du système de culture pour augmenter la pénétration de la lumière et en augmentant la densité
cellulaire jusqu’à un point auquel l’autombrage minimise la photo-inhibition des cellules d’algues, ou
encore ii) par un mélange approprié qui garantit que les cellules individuelles ne sont pas placées ex-
clusivement dans les zones sombres ou claires de la culture [36].

D’autres effets lumineux ont été considérés, comme la photoacclimatation des cellules (i.e. adaptation
cellulaire de la teneur en pigments en fonction de la lumière disponible) dont la modélisation nécessite
de considérer des variables supplémentaires [243, 244].

Étant la source d’énergie de base pour les miroalgues phototrophes, la disponibilité de la lumière est
l’un des paramètres clés affectant les cultures d’algues sous des conditions de non limitation en nutri-
ments. Pour prédire macroscopiquement l’influence des effets lumineux sur la croissance algale sous
ces conditions, un « bon » modèle de croissance serait, à la fois, capable de i) tenir compte des phé-
nomènes lumineux clés impactant la croissance à l’aide d’une approche simple pouvant s’appliquer
sur des photobioréacteurs à différentes échelles, ii) surpasser les biais importants de l’utilisation loi
de Beer–Lambert en milieux denses, iii) inclure peu de paramètres avec une signification biologique
claire facilitant sa calibration et interprétation, iv) être facilement extrapolé à la culture d’un assem-
blage d’espèces et v) permettre de contrôler et optimiser la croissance algale à travers l’ajustement de
la lumière incidente ou de la concentration de la culture.

1.3.3.3 Limitation par d’autres facteurs abiotiques

La température affecte les réactions biochimiques impliquées dans la croissance des microalgues et
peut provoquer des changements de la structure cellulaire, et notamment de son volume [205]. Géné-
ralement, l’augmentation de la température entraîne une augmentation exponentielle de la croissance
jusqu’à ce qu’un niveau optimal soit atteint et au-delà duquel une chute de croissance est observée
(voir Figure 1.10).
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FIGURE 1.10 : Effet de la température sur le taux croissance de Asterionella formosa, d’après [9]

Les microalgues tolèrent en général une gamme de températures comprise entre 15 et 30◦ C [245, 14].
En revanche, des températures extrêmes, supérieures à 35°C, peuvent causer la mort de certaines es-
pèces d’algues [246]. Chaque espèce est caractérisée par une température optimale. Un développe-
ment optimal des microalgues se trouve en général entre 20 et 25◦ C pour des espèces mésophiles,
mais peut aller jusqu’à 40◦ C pour des espèces thermophiles ou baisser en dessous de 17◦ C pour
des espèces psychrophiles. Certaines espèces comme Chlorella sp. supportent une grande gamme de
températures entre 26 et 36◦ C [247]. Scenedesmus sp. peut aussi assurer une croissance à des tem-
pératures allant de 4 à 35◦ C [248, 42] avec une température de croissance optimale à 35◦ C [249].
Ces microalgues mésophiles colonisent plusieurs milieux naturels et sont supposées mieux suppor-
ter les changements de température ce qui suggère leur importance dans les systèmes extérieurs de
production algale. C’est principalement à cause de ces optimums que Canovas et al. (1996) [250] ont
observé des changements d’espèces en extérieur entre l’hiver et le printemps sur des bassins à haut
rendement algal.

L’effet de la température sur le taux de croissance a été principalement représenté par de simples lois
croissantes, comme la loi d’Arrhenius dérivée de l’équation thermodynamique de Van’t Hoff pour
l’équilibre chimique [251, 219]. Ces modèles permettent de prédire uniquement l’augmentation de la
croissance algale avec la température. D’autres modèles ont été donc proposés pour tenir compte des
effets sur toute la plage cinétique, y compris la réduction du taux de croissance pour les températures
élevées [9]. Ils ont été inspirés des modèles [252] initialement proposés pour prédire la croissance
bactérienne sous des conditions de non limitation en nutriments. Les prédictions du modèle [9] sont
illustrées sur la Figure 1.10.

Le pH est l’un des facteurs les plus importants dans la croissance microbienne car il agit sur la
forme et la disponibilité des nutriments. Par exemple, les mécanismes d’assimilation du carbone que
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l’on retrouve chez les microalgues dépendent considérablement du pH, car ce paramètre détermine
la solubilité du (CO2) dans le milieu de culture. Le pH détermine aussi la prédominance de certaines
entités chimiques comme par exemple l’ammonium NH+

4 et l’ammoniac NH3 (voir Figure 1.11).

FIGURE 1.11 : Diagrammes de Prédominance (DP)
Figure A : DP de l’acide carbonique avec les formes H2CO3 (bleu), HCO−3 (rose) et CO2−

3 (jaune) ;
Figure B : DP de l’ammonium NH+

4 (bleu) et l’ammoniac NH3 (rose).

De plus, un pH élevé peut induire la précipitation des phosphates sous forme de phosphates de calcium
[124, 207] et peut aussi entraîner la floculation des algues, réduisant ainsi l’absorption des nutriments
et la croissance.

Le pH est aussi un paramètre délicat, bien qu’il soit assez facilement ajustable avec l’ajout du CO2.
Dans ce cas, il est conseillé d’injecter le dioxyde de carbone à un pH de 8.3-8.5 (voir Figure 1.11 A),
de façon à ce que les ions hydrogénocarbonates soient la forme prédominante du carbone inorganique
(en rose). Les différentes espèces algales ont différents niveaux de pH optimaux. Le pH doit, en
général, être supérieur à 6 pour permettre un développement correct des microalgues [217]. Le pH
gouverne la spéciation NH3/NH+

4 . Si le pH est supérieur à 8.5-9, l’azote devient principalement sous
la forme NH3 (voir Figure 1.11 B) qui est toxique selon l’espèce [203]. De plus, la croissance algale
peut faire varier le pH de deux façons : en l’augmentant, lors de la photosynthèse à cause de la
consommation de CO2 [253] ; en le diminuant, lors de l’utilisation des ions ammonium. En effet
lorsque les algues assimilent NH+

4 elles libèrent des ions H+ qui font diminuer le pH aussi bas que 3.
En revanche, l’assimilation d’ions de nitrate augmente le pH car il y a libération des ions OH−[117].
Pour éviter les problèmes de chute de pH rencontrés avec l’utilisation d’un milieu de culture où l’azote
est présent sous une seule forme ammonium, l’ajout d’un tampon (e.g. HEPES) et d’un élément
alcalinisant (carbonate qui permet aussi de soutenir la croissance algale), s’avèrent nécessaires.

La plupart des modèles qui tiennent compte les effets du pH dans leur expression ont été proposés
pour représenter son effet combiné à la variation du carbone dans le milieu de croissance. Ces modèles
dépendent des concentrations de [H+] (pouvant être calculées à partir du pH ([H+] = 10−pH)) et
permettent de tenir compte soit de l’effet unique de la variation du CO2 [254], soit de l’effet de
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différentes formes CO2, HCO−3 et CO2−
3 [255].

Une autre approche de modélisation a été proposée dans [256, 10], équivalente à celle utilisée pour
la température qui consiste à considérer des seuils de pH (minimum et maximum) sur la croissance
(voir Figure 1.12).

FIGURE 1.12 : Effet du pH sur le taux de photosynthèse normalisé d’Isochrysis galbana d’après [10].

1.3.3.4 Conclusion

La croissance des microalgues et son expression cinétique peuvent être décrites en utilisant de nom-
breux types d’équations mathématiques, à savoir l’équation de Monod, l’équation d’Haldane, l’équa-
tion de Steele, l’équation de Droop, etc. Ces modèles ont été initialement développés en observant
le comportement des micro-organismes par rapport à un seul facteur (e.g. azote, carbone, phosphore,
intensité lumineuse) [222, 220]. Toutefois, il existe des modèles dynamiques plus compliqués qui
prennent en compte les limitations de plusieurs substrats couplées aux facteurs physiques (e.g. limita-
tion par l’azote ou le carbone, affectée simultanément par la température et/ou l’intensité lumineuse)
suivant une structure selon la cinétique de Droop ou celle de Monod [71, 210, 168].
En général, la combinaison de plusieurs facteurs nutritifs essentiels pour la croissance est le plus
souvent exprimée sur les cinétiques soit selon une loi du minimum (Liebig), soit selon la loi multi-
plicative (cf. revue [180]). La loi du minimum considère que la vitesse de croissance sera dictée par
l’élément le plus limitant relatif au besoin de la cellule, alors que la loi multiplicative suppose que les
concentrations de tous les nutriments essentiels peuvent exercer une influence simultanée sur la vi-
tesse de la croissance. Cependant, l’utilisation de l’une ou de l’autre n’est généralement pas justifiée
théoriquement dans la plupart des études, et dépend de la nature des ressources (solution aqueuse,
gaz, énergie, etc.).

Pour caractériser la croissance, il faut sélectionner les facteurs physico-chimiques et biologiques qui
influencent la cinétique. Ces facteurs doivent être alors capables de représenter l’influence des diffé-
rents constituants du système sur la vitesse de croissance. Une connaissance des phénomènes liés au
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procédé permettra aussi de déterminer précisément la possible activation ou inhibition de la vitesse
de croissance par les variables du système. Parfois, il peut arriver qu’une variable soit activatrice mais
qu’elle devienne inhibitrice à forte concentration (e.g. Monod vs Haldane).
La conception des expériences sous des conditions maitrisées en utilisant une approche d’optimisation
basée sur un modèle pour estimer les paramètres est une étape délicate, nécessitant des allers–retours
entre les expérimentations et le modèle. Les données recueillies des expérimentations doivent être
analysées car elles peuvent présenter des problèmes lors de l’identification des paramètres, dus essen-
tiellement au manque de reproductibilité caractéristique des procédés biotechnologiques et parfois, au
manque d’information au niveau des données expérimentales. L’expérimentation et la modélisation
sont donc complémentaires, et pourtant les études couplant les deux approches restent limitées et sont
présentes à des échelles de complexité différentes.

La modélisation des interactions dans les environnements naturels ou synthétiques est une étape dif-
ficile à cause de la variabilité et la complexité de ces écosystèmes. L’étude des cocultures augmente
le degré de complexité des modèles du fait du nombre d’éléments liés au niveau de diversités consi-
dérées dans le modèle. Cette complexité est perceptible notamment lors de l’analyse mathématique
du modèle. Un des enjeux de la modélisation réside donc dans le choix du degré de complexité du
modèle sur les éléments dynamiques à considérer ainsi que sur la caractérisation µ(·) des micro-
organismes. Dans la littérature, les types de modèles existants sont aussi nombreux que les objectifs
fondamentaux pour lesquels ils ont été développés. L’échelle de complexité des modèles de cocultures
à proposer doit être choisie en fonction des questions spécifiques posées en intégrant les aspects dy-
namiques : comme par exemple l’évolution des conditions du milieu en relation avec le consortium,
l’évolution de la prédominance au sein du consortium, la production de biomasse ou de certaines
molécules spécifiques à haute valeur ajoutée, etc. Les modèles de structure simple peuvent ne pas
avoir la précision des modèles détaillés en matière de formulation de ce qui se passe à l’intérieur
d’une cellule, mais ils peuvent être mieux adaptés pour les populations à grande échelle et pour les
cultures à long terme de microalgues où certains phénomènes tels que l’adaptation (qui sont difficiles
à modéliser dans une modélisation à court terme) peuvent être considérés comme négligeables [180].
Réduire la complexité des modèles permet aussi de simplifier l’étude du système et réduire le nombre
de paramètres à identifier. Une première approche de simplification pour l’étude de la performance
globale d’un modèle serait de supposer que les conditions comme le pH ou la température, voire la
lumière, soient plus ou moins similaires la plupart des jours, avec seulement de légers changements
dus aux conditions météorologiques. Cette approche permet de construire des modèles avec un plus
petit nombre de paramètres et réduire les difficultés de leurs applications et validation en systèmes
ouverts extérieurs [180].

43



1.4 Estimations dynamiques par intervalles pour borner les in-
certitudes

1.4.1 Principe et intérêt de l’approche des observateurs par intervalles
Les progrès récents dans l’analyse dynamique et le contrôle de rétroaction des bioréacteurs et des
photobioréacteurs, la conception d’observateurs efficaces et de capteurs logiciels pour estimer les va-
riables pertinentes, ainsi que de nouvelles techniques en ligne pour mesurer et agir sur la culture,
offrent la possibilité de s’améliorer au-delà pratiques industrielles actuelles. La modélisation, l’es-
timation et le contrôle des processus biotechnologiques, comme le traitement des eaux usées et la
biorestauration, l’estimation des variables pertinentes et le contrôle de rétroaction des bioprocédés
ont reçu beaucoup d’attention ces dernières années. Cependant, l’estimation des variables pertinentes
et le contrôle de rétroaction des bioprocédés, en particulier dans les environnements industriels, est
difficile en raison de certaines caractéristiques des processus à contrôler : i) manque de connaissances
sur les variables clés du système représentant l’état physiologique de la culture, ii) complexité élevée
de la dynamique de processus non linéaire à plusieurs composantes, iii) des conditions non homo-
gènes, et iv) une grande variabilité et des perturbations opératoires dont les statistiques ne sont pas
toujours disponibles, notamment dans les transitoires. Les observateurs permettent l’estimation de
variables décrivant l’état d’un système qui ne sont pas directement mesurables (inaccessibles) tout
en prenant en compte la richesse dynamique. Un capteur logiciel peut être décrit comme étant l’as-
sociation d’un capteur physique à un algorithme (appelé observateur) permettant de délivrer, à partir
des mesures fournies par le capteur physique et des entrées appliquées au système, des estimations en
ligne des différentes variables d’état. La construction d’un observateur, afin d’estimer ces variables,
s’appuie sur un modèle mathématique représentant le comportement du système dynamique (1.2).
Une modélisation possible de l’incertain consiste à isoler au niveau du modèle les termes mal connus,
par exemple à l’aide d’un système dynamique de la forme :{

ẋ = f(t, x, u, w(t)),

y(t) = h(t, x, u, w(t))
(1.2)

où l’application t 7→ w(t) représente les incertitudes,

x(t) représente le vecteur d’état, u(t) est l’entrée du système, et y(t) représente la sortie du système
(ensemble des informations disponibles sur l’état du système grâce aux capteurs). Les fonctions f et
h sont généralement non linéaires.

Ainsi, un observateur est un système ayant pour entrées la commande (s’il y a lieu) du système u(t),
sa sortie y(t), et les incertitudes w(t) et ayant pour sortie le vecteur d’état estimé x̂(t) :

{
ż = κ(t, z, u, y, w(t)),

y(t) = ρ(t, z, u, y, w(t))
(1.3)

44



où z représente le vecteur d’état interne à l’observateur, et tel que l’erreur d’estimation d’état e(t) =

x̂(t)− x(t) tend asymptotiquement vers zéro.

Dans un contexte applicatif, cela supposerait des mesures parfaites alors qu’en pratique, les capteurs
disponibles ne renseignent que partiellement sur l’état du système et fournissent le plus souvent des
informations perturbées et bruitées.

L’approche par intervalles « garantis en tout temps », qui consiste à borner les incertitudes par des in-
tervalles (voir Figure 1.13), a été introduite dans [257, 258] pour les systèmes dynamiques en biologie
ou en écologie selon la philosophie suivante :

intervalles garantis sur les entrées inconnues =⇒ intervalles garantis sur les variables de sortie

temps temps

observateur par 
intervalles

système non observable lorsque 
les paramètres sont incertains:

système réel système réel

techniques univaluées techniques ensemblistes

système observable
avec paramètres connus:

observateur

FIGURE 1.13 : Schéma illustratif de la technique ensembliste avec des intervalles garantis.

Plus concrètement, soit un modèle de la forme (1.2) avec des vecteurs d’observations y−(.), y+(.) tels
que

h(t, x(t), u(t), w(t)) ∈ [y−(t), y+(t)], ∀t ≥ t0,

pour une certaine fonction d’observation h(.), nous considérons deux estimateurs x−(.), x+(.) cou-
plés : {

ẋ− = f−(t, x−, x+, y−(t), y+(t))

ẋ+ = f+(t, x−, x+, y−(t), y+(t))
(1.4)

de telle sorte que pour tout encadrement borné des entrées inconnues w(.) et de la condition initiale
inconnue x0, on sait initialiser le système (1.4) pour garantir l’encadrement en tout temps16 :

x−(t) ≤ x(t) ≤ x+(t), ∀t ≥ t0, (1.5)

sans exiger la convergence des estimateurs x−(.), x+(.) (les inégalités vectorielles (1.5) sont à inter-

16ces propriétés d’encadrement garanti sont basées sur la coopérativité des systèmes dynamiques.
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préter composante par composante).

1.4.2 Théorème de Muller

1.4.3 Exemple illustratif sur le chémostat
Nous expliquons dans ce paragraphe comment on peut avoir les estimations dynamiques « par in-
tervalles » connues des incertitudes sur les variables d’état à estimer du modèle du chémostat (2.1)
(présenté plus haut, point 1.3.2.2), comme illustré sur la Figure 1.14.

 ẋ = µ(s)x−Dx

ṡ = −µ(s)
Y
x+D(Sin − s)

(1.6)
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FIGURE 1.14 : Cinétique de croissance avec une borne inférieure d’Haldane et une borne supérieure
de Monod (à gauche) et les qui y sont simulations associées sur le substrat et la biomasse (à droite).

On suppose que le coefficient de rendement Y , le taux de dilution D (qui peut éventuellement être
variable dans le temps) et la condition initiale (x0, s0) soient connus. Nous supposons que la fonction
de croissance µ(s) est caractérisée par deux fonctions inférieure et supérieure tel que

µ−(s) ≤ µ(s) ≤ µ+(s), s ≥ 0 (1.7)

Montrons comment on peut utiliser la fonctions inférieure µ−(·) et la fonctions supérieure µ+(·) pour
obtenir des prédictions garanties de x(·) et s(·).

Nous pouvons facilement vérifier que la variable z(t) = x(t) + Y s(t) est une solution de
ż = D(Y Sin − z). Par conséquent, on a

z(t) = Y Sin + (x0 + Y s0 − Y Sin)e−Dt, t ≥ 0. (1.8)
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On va maintenant distinguer les prédictions de x(t) et s(t).

1. Les prédictions de x(t). De s(t) = 1
Y

(z(t) − x(t)), on obtient que x(·) est une solution de
l’équation différentielle scalaire (non-autonome) :

ẋ = µ
(
1
Y

(z(t)− x)
)
x−Dx

Ensuite, en utilisant les résultats de comparaisons des solutions d’équations différentielles [259]
(voir Annexe E), l’encadrement x−(t) ≤ x(t) ≤ x+(t) est obtenu pour tout t ≥ 0 quand x−(·)
et x+(·) sont des solutions de

 ẋ− = µ−
(
1
Y

(z(t)− x−)
)
x− −Dx−, x−(0) = x0

ẋ+ = µ+
(
max

(
1
Y

(z(t)− x+), 0
))
x+ −Dx+, x+(0) = x0

(1.9)

2. Les prédictions de s(t). De la même façon, on a x(t) = z(t)− Y s(t) et s(·) est une solution de
la dynamique scalaire

ṡ = − 1
Y
µ(s)(z(t)− Y s(t)) +D(Sin − s)

Ce qui donne l’encadrement s−(t) ≤ s(t) ≤ s+(t) où s−(·) et s+(·) sont des solutions de ṡ− = − 1
Y
µ+(s−)(z(t)− Y s−) +D(Sin − s−), s−(0) = s0

ṡ+ = − 1
Y
µ−(s+) max (z(t)− Y s+, 0) +D(Sin − s+), s−(0) = s0

(1.10)

On remarque les incertitudes sur la condition initiale (x0, s0) ∈ [x−0 , x
+
0 ]× [s−0 , s

+
0 ] peuvent également

être incorporées dans le cadrage, en considérant

z−(t) = Y Sin + (x−0 + Y s−0 − Y Sin)e−Dt, z+(t) = Y Sin + (x+0 + Y s+0 − Y Sin)e−Dt

au lieu de z(t) dans les systèmes (1.9)-(1.10) avec les conditions initiales x−(0) = x−0 , x+(0) = x+0 ,
s−(0) = s−0 , s+(0) = s+0 .

Dans les modèles de bilan de matière pour les bioprocédés [159, 165], l’incertitude la plus critique
se trouve principalement sur les fonctions de croissance spécifiques des micro-organismes, souvent
désignées par µ(·). Par exemple, dans le modèle du chémostat, plusieurs études ont considéré que
les fonctions de croissance effective µ(·) des fonctions de la concentration s dont les caractéristiques
varient au cours du temps de façon inconnue, mais peuvent être bornées par deux fonctions connues
µ−(·), µ+(·) vérifiant :

µ−(s) ≤ µ(t, s) ≤ µ+(s), s ≥ 0 (1.11)
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au cours du temps t et quelles que soient les valeurs de s. Des estimations dynamiques par intervalles
« garantis en tout temps » peuvent donc être dérivées de µ−(·) et µ+(·) (au lieu de µ(·)) comme illustré
dans [260, 261, 12]. Cependant, on peut se demander comment obtenir ces bornes fonctionnelles à
partir de données expérimentales sachant qu’il est particulièrement important de faire un bon choix
des fonctions µ−, µ+ qui a un impact sur la largeur de l’encadrement durant les phases transitoires(1.5)
pouvant s’avérer assez conservateur.

1.5 Concluion du chapitre : objectifs de l’étude et hypothèses de
recherche

Tel que mentionné précédemment, le développement de la biotechnologie algale, malgré les nom-
breuses recherches démontrant le potentiel énorme de la biomasse des microalgues, reste, à ce jour,
insuffisamment approfondi et peu applicable à grande échelle principalement à cause des contraintes
relatives à la stabilisation des cultures en milieux extérieurs sujets à divers stress biotiques et abio-
tiques et la difficulté d’augmenter leur productivité. Étant donnée leur importance écologique et la
possibilité d’améliorer la productivité, la résilience ou la stabilité des écosystèmes, de plus en plus
d’études s’intéressent aux polycultures. L’utilisation des assemblages multi-espèces sur des eaux pol-
luées a été suggérée pour rendre les cultures industrielles de microalgues plus efficaces, résilientes
et résistantes que les monocultures face aux perturbations extérieures ; et pour remplir une double
fonction : la production de biomasse valorisable et la dépollution. Quoique la théorie et les études
réalisées semblent encourageantes, la diversité ne garantit pas toujours une productivité importante
ou une stabilité de production en milieu extérieur ouvert principalement à cause de la complexité de
ces écosystèmes, la variabilité et la limitation potentielle des ressources essentielles comme l’azote et
la lumière. Avoir une polyculture stable, résistante, contrôlable et à forte productivité sous ces condi-
tions changeantes, reste un défi majeur de la culture algale et nécessite plus d’investigation.
Comprendre les interactions au sein des polycultures extérieures : assemblages d’espèces de mi-
croalgues (algue–algue) ou de microalgues-bactéries (algue–bactérie) et leur réponse à l’environne-
ment (i.e. la manière dont les communautés vivantes évoluent sous les conditions réelles des bassins
ouverts extérieurs) ; et leur influence sur la production de la biomasse, est une nécessité pour faire
face aux problèmes qui entravent l’expansion de l’exploitation algales à grande échelle.

La recherche des interactions clés au sein d’assemblages d’espèces locales issues de ces écosystèmes
complexes (milieu naturel, bassins extérieurs) qui permettent un meilleur rendement, une meilleure
efficacité d’élimination des nutriments, la facilitation ou la complémentarité des niches peut simplifier
l’identification des souches intéressantes et des environnements stables et plus productifs.
Identifier les traits qui régissent la coexistence et la dynamique des espèces en assemblage est la pre-
mière étape vers l’application des principes écologiques en vue de générer des techniques stables et
productives. Une étape importante à cet effet est la modélisation mathématique permettant d’éprou-
ver les différentes hypothèses sur les interactions à différentes échelles en intégrant les aspects dy-
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namiques. Les approches expérimentales et de modélisation sont complémentaires. Et pourtant, la
majorité des modèles développés dans la littérature nécessitent une validation expérimentale encore
rare, notamment à grande échelle et à long terme en bassins extérieurs.

Pour tester et réaliser facilement des assemblages artificiellement composés d’espèces ayant le po-
tentiel d’atteindre des productivités de biomasse plus élevées qu’en monocultures, il sera nécessaire
de développer un modèle de croissance de la biomasse avec des paramètres d’entrée physiologiques
déterminés expérimentalement pour toutes les espèces en question. Ce modèle pourrait être utilisé
pour identifier les meilleures conditions de croissance des polycultures y compris les conditions opé-
rationnelles du réacteur (e.g. le taux de dilution, consigne sur le pH, etc.) permettant une production
maximale de la biomasse et des concentrations minimales de polluants.
Avoir des modèles prédictifs des interactions communautaires est nécessaire aussi pour proposer des
chemins optimaux d’exploitation et des stratégies de régulation robustes des systèmes de production
(possibilité d’actions sur les conditions de culture comme la vitesse d’apport des nutriments ou en-
core sur la diversité par ajout d’espèces d’intérêt pour la culture (i.e. bioaugmentation) durant la phase
d’exploitation des polycultures à l’échelle industrielle.
Enfin, les techniques d’observateurs par intervalles offrent la possibilité d’avoir des estimations «
garantis en tout temps » sur les variables du modèle dynamique (e.g. évolution de la production en
biomasse ou de l’abattement des nutriments au cours du temps). Le modèle étant dépendant des vi-
tesses de croissance spécifiques (source majeure d’incertitude), il est nécessaire que la cinétique des
micro-organismes mis en jeu soit bien bornée pour permettre des prédictions par intervalles garantis.

L’objectif principal de cette thèse s’inscrit dans la volonté de
(i) contribuer à une meilleure compréhension des dynamiques de croissance des microalgues en mé-
lange (naturel ou synthétique) avec d’autres micro-organismes (autres microalgues ou des bactéries)
sous l’effet de la variation des facteurs biotiques (diversité spécifique) et abiotiques (condition de
culture) ;
(ii) fournir des outils et des méthodes, nécessaires pour pouvoir prédire et optimiser la production des
systèmes extérieurs ouverts.

Bien qu’il soit difficile de prédire et élucider le comportement de différentes espèces de microalgues et
de bactéries dans les systèmes extérieurs complexes soumis à un environnement variable et stressant
(e.g. système alimenté en continu par des eaux usées urbaines [6]), on peut envisager que les succes-
sions de dominance de différentes espèces dans ces systèmes seront analogues à celles observées en
milieux naturels, généralement expliquées par la différence de leur capacité spécifique vis-à-vis des
variations environnantes externes ; et que la fluctuation des ressources nutritives et lumineuses affecte
grandement la production de biomasse et la composition spécifique des communautés présentes (e.g.
espèces algales, bactéries). Nous supposons également que le mécanisme sous-jacent des successions
de micro-organismes et de stabilisation de bassins extérieurs de production de biomasse algale, conte-
nant des communautés diversifiées, est lié à la complémentarité des ressources ou à la facilitation pour
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contrer un stress biotique ou abiotique (e.g. [129, 118, 85]). Si des facilitateurs sont absents, les voi-
sins ne peuvent pas s’établir bien qu’ils soient en compétition pour les mêmes ressources.
Nous avons donc étudié dans un premier temps les hypothèses suivantes

Hypothèse 1 La succession de deux espèces de microalgues dominantes (e.g. deux chlorophycées
observées en succession dans [6] : Chlorella sp. puis Scenedesmus sp.) peut s’expliquer par une faci-
litation écologique vis-à-vis de la fluctuation de l’azote ammoniacal, représentant un facteur limitant
la croissance algale sur des eaux usées [33] et inhibant pour certaines espèces [203, 262] ;

Hypothèse 2 La succession des espèces algales [6] peut aussi s’expliquer par une facilitation écolo-
gique vis-à-vis de la fluctuation de la lumière [129], représentant un facteur limitant dans ces procédés
turbides et inhibant pour certaines espèces ;

Hypothèse 3 La coexistance des algues et des bactéries dans des bassins extérieurs [6], limités par
du carbone labile, peut etre expliquée par des interactions paradoxales difficiles à élucider [151] de
type commensalisme (via le phénomène d’exsudation algale) et compétition (via la consommation de
ressource minérale commune).

Dans un deuxième temps, nous admettons que la formulation des cinétiques de réaction n’est qu’ap-
proximative étant donné la complexité de réactions biologiques et la difficulté d’identifier avec préci-
sion les fonctions des cinétiques de croissance (à cause des fluctuations des conditions de croissance)
ce qui peut entrainer des imprécisions sur les dynamiques (pouvant être toutes encadrées à l’aide
d’intervalles garantis en tout temps [257, 258]). Nous avons étudié l’hypothèse suivante

Hypothèse 4 à partir de données de cinétique suffisamment riches (i.e. ayant rencontré différentes
fluctuations possibles lors de la réalisation de plusieurs expérimentations au laboratoire), une méthode
qui permet de construire deux fonctions qui encadrent géométriquement ces données, permettra leur
utilisation en vue d’obtenir des estimations dynamiques par intervalles garantis en tout temps.

Les travaux de cette thèse se situent donc à la jonction de l’écologie microbienne et de la modéli-
sation mathématique. Les différentes hypothèses énoncées ci-dessus ont été testées à l’aide de deux
approches expérimentales et de modélisation mathématique, et peuvent être traduites sous formes de
questions :

[1] Peut-on mettre en évidence une interaction de type facilitation entre espèces de microalgues
dominantes en bassins extérieurs vis-à-vis de la fluctuation de l’azote ammoniacal ? Cette inter-
action permet-elle d’expliquer leurs dynamiques de succession? Si oui, dans quelle mesure, et
sous quelles conditions?

[2] Peut-on mettre en évidence les mêmes interactions (positives) vis-à-vis de la fluctuation de la
disponibilité de la lumière? Comment caractériser la croissance des microalgues et prédire la
production de biomasse de l’assemblage en fonction de la lumière disponible?
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[3] Peut-on mettre en évidence des interactions (positives) entre des assemblages algue–bactérie ?
Est-ce que le phénomène d’exsudation peut régir un équilibre de coexistence entre les mi-
croalgues et ses compétiteurs bactériens? Si oui, dans quelle mesure, et sous quelles condi-
tions?

[4] Comment obtenir des bornes fonctionnelles sur la cinétique des micro-organismes pour inclure
la variabilité des conditions de culture sur données expérimentales de croissance et pouvoir
prédire des dynamiques avec des intervalles garantis ?
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2
Méthodologie de travail

Afin de fournir des outils de prédiction robustes et contribuer à une meilleure compréhension des
interactions algue–algue (à travers l’hypothèse de la facilitation écologique) et algue–bactérie (à tra-
vers l’hypothèse d’interactions paradoxales de type commensalisme et compétition), deux approches
principales ont été utilisées : l’expérimentation et la modélisation.
Dans ce chapitre nous donnons un aperçu sur les différents outils utilisés pour répondre à nos objec-
tifs de recherche (détaillés dans le chapitre 1, point 1.5). Ces outils comportent principalement : des
expérimentations à différentes échelles, la modélisation, l’analyse mathématique et des simulations
numériques. Nous expliquons à la fin de ce chapitre, comment nous avons procédé dans les quatre
articles scientifiques (présentés dans les chapitres 3, 4, 5 et 6) selon une méthodologie qui repose sur
la jonction de deux ou plusieurs de ces outils.

2.1 Méthodes, techniques et outils de recherche
2.1.1 Approches expérimentales et dispositifs expérimentaux
L’observation des dynamiques des communautés algales qui se développent dans des dispositifs ex-
périmentaux en milieu extérieur (expériences in situ) permet de proposer des hypothèses quant aux
interactions mises en jeu entre ces organismes et les facteurs qui les influencent. Les expérimenta-
tions au laboratoire permettent de tester ces hypothèses sous des conditions contrôlées en utilisant des
dispositifs appropriés.

2.1.1.1 Expérimentations in situ et microalgues isolées

Dans cette thèse, nous avons utilisé des données préexistantes de suivi des phénomènes microbiolo-
giques et physico-chimiques d’un bassin LHRA de 1.9 m3 de volume, alimenté en continu par des
eaux usées urbaines avec un temps de séjour hydraulique de 6 jours. Le suivi de ce bassin a été réalisé
dans le cadre du projet PHYCOVER présenté au Chapitre 1, point 1.1.2.2, Figure 1.4). Ce bassin a été
exploité du 28/04/2015 au 30/11/2017. Le suivi physico-chimique a été assuré par l’enregistrement de
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mesures réalisées par des sondes d’une part, et d’analyses par micro-méthodes avec prélèvements ré-
guliers (quotidien, hebdomadaire ou mensuel en fonction de la période et du paramètre) de l’eau brute
(eaux résiduaires urbaines) et de l’eau traitée (bassin) d’autre part. L’eau brute était particulièrement
chargée en matière en suspension (366 mg L−1) au moment du remplissage du bassin. L’ammonium
est la principale forme d’azote, et forme avec le phosphate un rapport (mol :mol) de 36 [3].

Une collecte d’échantillons dans le bassins a permis l’isolement des micro-algues dominantes à partir
d’un milieu de culture. L’isolement a été réalisé par une dilution successive en microplaque (milieu
liquide), et par une technique d’étalement sur boite de Pétri (milieu solidifié). Elles ont été maintenues
sur le milieu de culture par repiquage successif toutes les 3 semaines [3].

Ces souches ont été isolées et maintenues sur milieu synthétique (Z8-NH+
4 , cf. Annexe B) au labora-

toire avant le début de la thèse. La composition chimique du milieu est donnée dans l’Annexe B. Ce
milieu a été supplémenté par l’ajout de carbonates pour éviter la limitation en carbone [232].

Les espèces isolées appartiennent aux genres Chlorella et Scenedesmus (voir Figure 2.1). Ces deux

FIGURE 2.1 : (a) Scenedesmus sp. et (b) Chlorella sp., [11]

microalgues étaient dominantes ; l’ensemble représentant plus de 70 % de l’abondance des micro-
algues du bassin. Ces dernières ont démontré des caractéristiques intéressantes pour le traitement des
eaux usées. Elles ont été cités dans de nombreuses études portant sur la bioremédiation des eaux
usées, ce qui a établi l’intérêt pour cette recherche. En effet, ces deux microalgues ont démontré
une capacité à éliminer l’azote, le phosphore et diminuer la demande chimique en oxygène (DCO)
[222, 263, 264, 75, 18] et des métaux lourds des eaux usées ([265, 266]. Elles sont aussi connues
pour leur contenu important en lipides [14, 267, 40, 47] et leur potentiels pour la production de
biodiesels. La microalgue Scenedesmus est particulièrement intéressante car elle est connue pour sa
résistance aux prédateurs [268] qui sont une des causes majeures de chute de production algale en
bassins ouverts. Ces deux microalgues unicellulaires vertes d’eau douce et appartenant à la division
des chlorophycées, ont servi de microalgues-modèles dans nos travaux.

L’analyse des dynamiques issues du suivi microbiologique réalisé sur le bassin extérieur (voir Figure
1.6), a permis d’émettre certaines hypothèses. D’un côté, la colonisation du bassin qui s’opère par
une succession des deux espèces de microalgales majoritaires (Chlorella sp. et ensuite Scenedesmus
sp.) pourrait s’expliquer par une facilitation écologique à travers la variation des facteurs susceptibles
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de limiter la croissance algale en bassin alimenté par des eaux usées : l’azote et la lumière dispo-
nible. D’un autre côté, la synchronisation des pics des bactéries avec ceux des microalgues pendant la
période de forte prolifération algale pourrait s’expliquer par des interactions de type mutualisme ou
commensalisme (voir Chapitre 1, point , Figure 1.6)).

2.1.1.2 Expérimentations au laboratoire et dispositifs expérimentaux

Dans le but de comprendre la colonisation naturelle du dispositif expérimental en extérieur (LHRA
du projet PHYCOVER) par les microalgues dominantes (Chlorella et Scenedesmus), nous avons ca-
ractérisé la croissance de ces microalgues, en fonction des facteurs : azote (cf. Chapitre 3) et lumière
(cf. Chapitre 4) au laboratoire. Les noms des deux espèces ont été confirmés dans un deuxième temps,
par séquençage. Il s’agissait de Chlorella sorokiniana et Scenedesmus pectinatus.

Différents photobioréacteurs ont été mis en place (voir les Figures 2.2 et 2.3) pour tester les hypo-
thèses émises sur les interactions entre C. sorokiniana et S. pectinatus et sur les modèles initialement
proposés pour expliquer leurs dynamiques en bassin extérieur. Les conditions de culture et de fonc-
tionnement de ces bioréacteurs sont donnés en détail dans les chapitres correspondants des études
d’interaction entre espèces microalgales (cf. Chapitre 3 et Chapitre 4).
Pour résumer, les photobioréacteurs en mode batch ont été utilisés pour caractériser la croissance des
espèces en monoculture vis-à-vis des ressources (azote puis lumière) (voir Figure 2.2) ou encore pour
tester l’effet d’autres facteurs comme le pH.

FIGURE 2.2 : Différents photobioréacteurs en mode batch utilisés pour le suivi de croissance des
espèces étudiées – Schéma du batch

Contrairement à la simplicité de mise en place des réacteurs en mode batch, la culture continue «ché-
mostat » a nécessité beaucoup de temps pour la mise en place et les ajustements techniques ; ce dispo-
sitif expérimental étant nouveau pour les opérations de routine dans le laboratoire (pas de précédentes
installations) (voir Figure 2.3). Ces réacteurs ont été initialement conçus pour i) suivre la croissance
des souches cultivées individuellement et ensuite en mélange jusqu’à leur stabilisation, ii) calculer
les taux de consommation sur les nutriments (azote et phosphore) en régime stationnaire (équilibre)
et iii) produire de la biomasse à la phase exponentielle de croissance cellulaire (étant à l’équilibre)
pour l’utiliser comme inoculum de départ pour les expériences en batch (Figure 2.2) afin d’éviter les
phases de latence.
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Les données du suivi des espèces seules ou en assemblage jusqu’à leur stabilisation dans ces réacteurs,
étant obtenues sous des conditions de limitation en lumière et de non limitation en nutriments, ont été
utilisées pour l’étude des interactions algue–algue sous l’effet de la lumière disponible (Chapitre 4).

FIGURE 2.3 : Deux chemostats (photobioréacteurs en mode continu) mis en place au laboratoire pour
le suivi de croissance des espèces étudiées – Schéma du chemostat

Dans le but de mettre en évidence des interactions entre les microalgues isolées et les bactéries qui
leur sont associées au laboratoire, une élimination sélective de la croissance algale a été assurée par
l’utilisation d’un inhibiteur de la biosynthèse des protéines (cycloheximide) chez les deux espèces C.
sorokiniana et S. pectinatus. Ces expériences ont été réalisées en monoculture en mode batch.

Le suivi des photobioréacteurs (Figures 2.2 et 2.3) a nécessité l’utilisation d’outils de détection des
densités de cellules (comptages par microscopie, mesures de densité optique, analyse du carbone
organique particulaire), et la mesure de la consommation des éléments nutritifs présents dans le milieu
de culture (principalement ammonium et phosphate) ainsi que d’autres mesures comme la lumière, le
pH, etc. Les différentes techniques utilisées sont décrites dans les chapitres correspondants des études
d’interaction entre les espèces algales étudiées (cf. Chapitres 3 et 4).

La possibilité de mener des expériences sur des cultures à l’échelle du laboratoire et en bassins ou-
verts extérieurs à l’échelle-pilote représente une opportunité unique pour caractériser la performance
de croissance des microalgues-modèles et proposer des outils de prédiction et d’optimisation de la
production algale des polycultures algales en milieu ouvert.

2.1.2 Approches de modélisation mathématique
Les approches de modélisation ont été utilisées afin d’élaborer des modèles de compréhension des
interactions entre différents microorganismes, de prédiction et d’optimisation de la production de
biomasse algale. La modélisation proposée couple la diversité et la ressource variable, basée sur les
bilans de matière. L’analyse mathématique et numérique servent à comprendre et prédire le compor-
tement des éléments définis dans les modèles développés. La confrontation des modèles aux mesures
expérimentales acquises sert à valider les modèles les mieux adaptés pour prédire et optimiser la ro-
bustesse des cultures mixtes d’espèces algales. Plus précisément, les travaux de la thèse reposent sur
l’analyse et surtout sur la modélisation et la simulation des modèles à base d’équations différentielles.
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2.1.2.1 Développement des modèles mathématiques

Nous décrivons dans ce paragraphe les éléments de modélisation nécessaires pour la compréhension
et l’élaboration des modèles dynamiques présentés dans les travaux de cette thèse (cf. 3, 4 et 5). Nous
rappelons le modèle du chémostat dans le cas le plus simple (2.1) comme un exemple de base qui
tient compte de la variation des concentrations en substrat s (nutriment) et en biomasse x (micro-
organismes)  ẋ = µ(s)x−Dx

ṡ = −µ(s)
Y
x+D(Sin − s)

(2.1)

où ẋ et ṡ désignent les dérivées au cours du temps, Sin est la concentration du substrat à l’entrée, D =
Q
V

est le taux de dilution, Y est le rendement de conversion et µ(s) est le taux de croissance spécifique
des microorganismes. Sous l’hypothèse d’une limitation de croissance des microorganismes par un
substrat s, d’après Monod [181],

µ(s) = µmax
s

s+Ks

(2.2)

où µmax (temps−1) est le taux de croissance spécifique maximal et Ks (masse·volume−1) est la
constante de demi–saturation.

Le modèle (2.1) est formé d’un ensemble d’équations différentielles non linéaires qui sont obtenues à
partir des équations dynamiques du bilan de matière sur le bioréacteur entre les instants t et t+dt des
composés substrat de concentration s(t) et biomasse de concentration x(t) à l’instant t. Un bilan de
matière définit la variation de la quantité d’un composé comme étant la somme de ce qui est apporté
ou produit, diminué de ce qui est soutiré ou consommé (on suppose ici un réacteur parfaitement
mélangé de telle sorte que les concentrations sont spatialement uniformes à l’intérieur du réacteur).
Dans l’écriture du bilan de chaque composé, nous distinguons deux parties : la partie biologique qui
décrit les processus biologiques ayant lieu à l’intérieur du chémostat ; et la partie physique qui décrit
les flux de matières dus à la circulation du liquide dans le chémostat.

La partie physique : Cette partie est indépendante du modèle que l’on construit et ne nécessite pas
d’hypothèses particulières. La variation par unité de temps d’un composé présent dans le chémostat
(dans (2.1), une seule biomasse x ; un seul substrat s), est la différence entre la quantité pénétrant dans
le réacteur au taux D, à une concentration connue à l’entrée (dans (2.1), 0 pour biomasse ; Sin pour
substrat) et la quantité sortant au même taux, à la concentration de ce composant (dans (2.1), x pour
biomasse ; s pour substrat). Ainsi, nous aurons les quantités −Dx et DSin − Ds respectivement sur
ẋ et ṡ.

La partie biologique : Contrairement à la partie physique, son écriture n’est pas unique car elle
dépend de l’expression de la cinétique µ(·). Elle nécessite de faire des choix sur i) la considération de
concentration cellulaire en nombre ou en masse de cellules et ii) son degré de complexité qui est fonc-
tion des connaissances phénoménologiques disponibles et de la précision que l’on souhaite obtenir.
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Chaque réaction biologique est caractérisée par les concentrations des composés (substrat, biomasse,
produits), la cinétique de réaction et les taux de conversion Y (i.e. rendement). Le taux de conversion
Y représente la quantité théorique de produit formé à partir d’une quantité donnée de réactif. Généra-
lement, il représente la conversion du substrat en biomasse (comme dans (2.1)). La valeur de Y peut
être déterminée par une expérimentation en mode batch (quand D = 0) : on laisse évoluer librement
les composés de la réaction étudiée dans un réacteur fermé sans ajout ni soutirage. Le taux est alors
déterminé par la quantité de produits formés (biomasse produite) divisés par la quantité de réactifs
consommés (substrats) une fois le substrat entièrement consommé. Il peut être également déterminé
à l’équilibre du chémostat.
Pour chaque réaction biologique, les vitesses de consommation et de production des composés im-
pliqués sont précédés respectivement du signe – et du signe + dans le bilan de matière. Pour une
cinétique de réaction de type Monod, nous notons µ(·) = µ(s) la croissance spécifique des mi-
croorganismes sur le substrat limitant s. Ainsi, dans (2.1), nous avons +µ(s)x pour la production de
biomasse et −µ(s)

Y
x pour la consommation équivalente en substrat, respectivement sur ẋ et ṡ. Nous

notons également que dans la partie biologique peuvent apparaitre des facteurs de perte liée à la main-
tenance1 (sur ṡ) ou la mortalité cellulaire2 (sur ẋ). L’écriture d’un bilan pour chacune des variables
d’état (les composés intervenant dans les réactions biologiques) en sommant les parties, physique et
biologique, aboutit à la proposition d’un modèle global du procédé (ici (2.1)). Pour que le système ait
un sens biologique et soit bien posé, les conditions initiales doivent être strictement positives x0 > 0

et s0 ≥ 0.

2.1.2.2 Outils mathématiques pour l’analyse d’un modèle dynamique

Grâce à l’analyse mathématique et numérique des modèles élaborés, nous pouvons étudier les dyna-
miques des nutriments et de la biomasse dans les écosystèmes étudiés. Ainsi, la détermination des
états d’équilibre et les conditions conduisant à un changement d’état d’un écosystème à un autre
fournissent des informations précieuses pour mieux comprendre et prédire le comportement de l’éco-
système.

Nous rappelons dans ce paragraphe les étapes nécessaires pour étudier le comportement d’un modèle
dynamique (voir [269] pour plus de détails). Nous illustrons ces étapes sur l’exemple du modèle
classique du chémostat dans le cas le plus simple ((2.1) avec un coefficient de rendement Y = 1). Ces
étapes seront suivies plus loin pour analyser un modèle proposé pendant la thèse, mais dans un cas
plus compliqué (modèle en dimension quatre cf. Chapitre 5).

Une première étape consiste à étudier qualitativement des solutions. Cette étude commence par la
recherche des points d’équilibre (encore appelés singularités, points stationnaires, points fixes, ou
simplement équilibres) de l’équation différentielle. En un point d’équilibre, la vitesse s’annule, les

1énergie requise par un organisme pour vivre, en excluant les processus de croissance, de reproduction et développe-
ment.

2dégénérescence des fonctions vitales
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entrées étant maintenues constantes. Les équilibres sont alors des solutions constantes du système
différentiel.

Exemple
Pour le système 2.1, les points d’équilibre sont solutions de{

ṡ = 0

ẋ = 0
(2.3)

Ainsi, il existe deux équilibres : l’équilibre de lessivage (sin, 0) et l’équilibre strictement positif
(s?, x?) tel que

µ(s?) = D et x? = Sin − s?.

Le nombre des équilibres positifs et leur stabilité sont liés au type de la fonction de croissance µ.
Lorsque µ est de type Monod et lorsque la valeur de D est inférieure strictement à µ(sin), il existe un
seul équilibre strictement positif.

Une deuxième étape consiste à déterminer si un point d’équilibre est localement exponentiellement
stable. Pour cela, il faut linéariser le système en faisant une approximation du premier ordre au voisi-
nage du point d’équilibre. La matrice Jacobienne en un point d’équilibre donné s’obtient en écrivant
le modèle linéaire en forme matricielle. On dit qu’un équilibre est localement stable si et seulement si
toutes les valeurs propres de cette matrice sont à partie réelle strictement négative. Cela veut dire que
toute trajectoire issue d’une condition initiale prise dans le voisinage du point d’équilibre va retourner
au point d’équilibre avec une vitesse exponentielle.

Exemple
Dans l’exemple précédent, le nombre des équilibres positifs et leur stabilité sont liés au type de la
fonction de croissance µ. Lorsque µ est de type Monod et lorsque la valeur de D est inférieure stric-
tement à µ(Sin), il existe un seul équilibre strictement positif. La matrice jacobienne en cet équilibre
est

J(s?, x?) =

[
−D − µ′(s?)x? −µ(s?)

µ′(s?)x? µ(s?)−D

]
(2.4)

Pour cet équilibre on a µ(s) = D. les valeurs propres sont alors −D et −µ′(s)x. Puisque les valeurs
propres de cette matrice sont à partie réelle strictement négative alors cet équilibre est localement
stable.

Il faut préciser que la linéarisation au voisinage d’un point d’équilibre ne permet pas de conclure
en général la stabilité globale de cet équilibre. Pour connaître la dynamique globale, il faut utiliser
d’autres méthodes, plus globales, tenant compte des termes non linéaires dans les équations. La fonc-
tion de Lyapunov est parmi ces outils permettant de déterminer la stabilité d’un point d’équilibre d’un
point de vue global et non seulement local. Lorsque le système présente des solutions périodiques ou
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des cycles limites non réduits à des équilibres, il faut utiliser d’autres méthodes comme les théorèmes
de Poincaré-Bendixon ou de Dulac, malheureusement valables uniquement en dimension deux.

2.1.2.3 Ajustement des données aux modèles, identification des paramètres, validation et pré-
diction

Comme nous l’avons précisé dans les approches expérimentales (paragraphe 2.1.1.2), la caractérisa-
tion des vitesses de croissance au laboratoire a été réalisée dans les réacteurs en mode batch décrit par
le modèle suivant 

ẋ = µ(·)x

ṡ = −µ(·)
Y

x
(2.5)

Le modèle de Monod (2.2), connu pour sa capacité à reproduire macroscopiquement la dynamique de
la biomasse se produisant dans une culture limitée en substrat a été initialement considéré µ(·) = µ(s).
Une difficulté rencontrée en utilisant le mode de culture batch, en particulier avec des bioréacteurs
de faible volume initial, est l’impossibilité de suivre les concentrations de substrat sur de longues
périodes de temps à cause des volumes importants nécessaires pour l’échantillonnage. L’hypothèse
du rendement constant dans le modèle de Monod est une condition qui rend possible l’identification
de ses paramètres même lorsque seule la mesure de la biomasse est disponible. En effet, la valeur de
la concentration du substrat à un instant donné, peut être déduite des équations (2.5) et exprimée en
fonction de la biomasse comme suit

ṡ = − 1

Y
ẋ (2.6)

Considérons que seule la concentration de biomasse est suivie dans le temps après avoir fixé les
conditions initiales à des concentrations connues de biomasse (x0) et de substrat (s0). L’absorption du
substrat étant liée à la formation de la biomasse par le biais du coefficient de rendement Y; ce dernier
est défini par le rapport entre l’augmentation de la biomasse microbienne et la quantité de substrat
consommée

Y =
x− x0
s0 − s

(2.7)

D’un côté, nous avons d’après le modèle (2.5), x(t) + Y s(t) = Xf pour tout t, où Xf désigne
limτ→+∞ x(τ). La concentration du substrat peut alors être donnée pour tout t de la mesure de la
biomasse par

s(t) =
Xf − x(t)

Y
(2.8)

En pratique, Xf est estimée lorsque x(·) est sur le point d’être stationnaire. D’un autre côté, le taux
de croissance correspondant entre deux mesures de x peut être défini selon les équations suivantes

µ(s) =
1

x

dx

dt
=
d ln(x)

dt
(2.9)
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• Ces relations conduisent à deux méthodes possibles pour identifier les paramètres de la fonction
de croissance (2.2).

[1] Méthode 1 : reconstruction de la courbe de croissance sous sa forme non-linéaire
Cette méthode consiste à ajuster la fonction (2.2) aux taux de croissance estimés à partir de
l’équation (2.9), tracé contre s données par (2.8) ; µmax et Ks étant trouvé comme des para-
mètres de régression non-linéaire avec la méthode des moindres carrés.

[2] Méthode 2 : linéarisation de la courbe de croissance
Une transformation linéaire de la fonction de croissance (2.2) est donnée sous la forme suivante

1

µ(s)
=

1

µmax
+

Ks

µmax

1

s
(2.10)

Cette transformation conduit à ajuster un modèle de régression linéaire sur les données expéri-
mentales estimées à partir de l’inverse de (2.9) (i.e. 1

µ(s)
), tracées contre l’inverse de (2.8) (i.e.

1
s

= Y
Xf−x

). Les paramètres µmax et Ks peuvent être déduits de la pente A et de l’ordonnée à
l’origine B comme suit

µmax =
1

B
, KS =

A

B
(2.11)

• Deux autres méthodes, plus généralistes (pouvant s’appliquer aux cinétiques autres que Mo-
nod), peuvent être aussi appliquées aux données de suivi de la biomasse au cours du temps et
nécessitent des conditions initiales connues. La méthode [3] rejoint le principe des deux mé-
thodes précédentes ([1] et [2]), s’applique directement sur des données de cinétiques estimées,
alors que la méthode [4] est indirecte (repose sur l’intégration des équations différentielles or-
dinaires).

[3] Méthode 3 : détermination de la pente initiale sur la courbe de croissance de la biomasse
Le principe de cette méthode consiste à estimer le taux de croissance en utilisant que les pre-
mières mesures de la variation de la biomasse sur la phase exponentielle de croissance pour dif-
férentes concentrations initiales de substrat s0. Ainsi, pour chaque concentration initiale connue
de s0, le taux de croissance spécifique correspondant µ(s0) peut être estimé entre le temps de
départ t0 et un temps intermédiaire t1 (proche de t0) à partir de (2.9). En d’autres termes, d’après
l’intégration de ẋ = µ(·)x on a

ln(x) = µt+ c (2.12)

Si l’on porte graphiquement ln(x) en fonction du temps, la phase exponentielle sera représentée
par une droite dont la pente sera égale à la vitesse de croissance µ. Nous considérons que cette
approximation est représentative de l’influence de la condition initiale de la ressource testée. Par
conséquent, cette méthode peut être utilisée pour vérifier si les données de taux de croissance
calculées pour une large gamme de la ressource testée suit une fonction croissante comme dans
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la cinétique Monod. Si tel est le cas, les estimations de µ tracées contre les différentes conditions
initiales de la ressource, peuvent être ajustées à (2.2) ; les paramètres µmax et Ks sont donnés à
l’aide d’une régression non linéaire avec la méthode des moindres carrés. Cette méthode est dite
généraliste car elle permet de déterminer les phénomènes possibles d’activation ou d’inhibition
de la vitesse de croissance par une ressource supposée limitante. Il peut arriver qu’une ressource
soit activatrice et qu’elle devienne inhibitrice à des niveaux élevés (e.g. cinétique d’Haldane).

[4] Méthode 4 : intégration de l’équation différentielle
L’estimation des paramètres du modèle batch peut se faire par intégration numérique des équa-
tions différentielles du substrat et de la biomasse (2.5) selon un critère d’optimisation ; les me-
sures initiales du substrat et de biomasse sont supposés connues. En d’autres termes, à partir de
ces conditions initiales utilisées pour intégrer le système, les trajectoires de s et de x peuvent
être obtenues numériquement par un solveur d’équation différentielle ordinaire (ODE) et sont
comparées aux données expérimentales disponibles à l’aide des algorithmes sophistiqués d’op-
timisation. L’optimisation d’un critère caractérisant l’écart entre les valeurs expérimentales aux
instants de mesure et les valeurs calculées en résolvant le système avec ODE (moindres carrés,
par exemple) permettra d’obtenir les meilleures valeurs des paramètres. La capacité à obte-
nir un ensemble unique de paramètres optimaux compte tenu de la structure du modèle et de
l’ensemble des données peut être évalué en comparant les résultats obtenus pour différentes
conditions initiales des paramètres inconnus à déterminer (Y , µmax et Ks). Pour garantir la te-
nue des propriétés qualitatives du modèle (c’est-à-dire la monotonie de la fonction de taux de
croissance), les paramètres doivent être contraints à être positifs.
Cette méthode est dite généraliste car elle permet une application sur toute fonction de crois-
sance et tout système dynamique.

Chaque méthode a ses avantages et ses limites. Les avantages et inconvénients, dans le cadre du
modèle de Monod, sont résumés dans l’Annexe C. Notons que la combinaison de plusieurs méthodes
peut améliorer les résultats d’identification et de validation. Une combinaison des méthodes [3] et [4]
est utilisé dans les travaux portant sur les interactions entre les espèces algales étudiées (cf. Chapitres
3 et 4).

Notons que les calibrations des paramètres des différents modèles considérés dans les travaux de
cette thèse ont été réalisées avec la méthode des moindres carrés qui consiste à minimiser le critère J
correspondant à la somme quadratique des déviations des mesures aux prédictions de f(x; p) données
par le modèle

J(p) :=
n∑
i=1

(
yi − f(xi, p)

)2 (2.13)

L’identifiabilité pratique du modèle a été testée avec une approche fondée sur la simulation intensive,
qui consiste à lancer les programmes d’optimisation pour un grand nombre de conditions initiales. Si,
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quelles que soient les conditions initiales des paramètres à identifier, l’algorithme converge vers les
mêmes valeurs optimales de paramètres, on conclura alors à l’identifiabilité pratique du modèle. Si,
par contre, plusieurs jeux de paramètres permettent d’obtenir une valeur proche du critère d’optimi-
sation, on conclura alors que le modèle n’est pas identifiable. On pourra quand même retenir un jeu «
optimal » de paramètres utilisables à des fins de simulation du système mais en gardant à l’esprit que
ce jeu n’est pas unique. Cette approche a été implémentée sous Matlab où les données obtenues par
les simulations sont comparées aux valeurs expérimentales disponibles à l’aide des fonctions d’opti-
misation de Matlab. L’appel de la fonction ‘fmincon’ permet de chercher les valeurs des paramètres
en cherchant un minimum à partir d’une valeur de départ dans un espace à n dimensions par un ajuste-
ment des paramètres à optimiser selon le critère d’ajustement des moindres carrés qui est couramment
utilisé. Plus la valeur renvoyée par ce critère est faible, plus le modèle permet de rendre compte des
données expérimentales.

Après l’identification des paramètres, la validation constitue une étape essentielle qui se fait sur un jeu
de données non utilisées pour cette identification. Cette étape est la plus importante du processus de
modélisation car elle donne un sens à tout ce qui a été fait auparavant. C’est une tâche sans laquelle
on ne peut pas garantir que le modèle prédît les phénomènes considérés et les comportements en
photobioréacteur.

2.2 Mise en pratique des outils et étapes de la démarche de re-
cherche

Cette thèse a mobilisé des approches expérimentales et des approches de modélisation mathématique
pour appréhender au mieux les interactions au sein d’un assemblage algue–algue (C. sorokiniana et
S. pectinatus isolées du milieu extérieur) et au sein d’assemblages algue–bactérie.

Grâce à l’observation du comportement qualitatif des deux espèces algales et la tendance de leurs pics
comparés à ceux des bactéries en milieu extérieur, il a été possible de proposer des hypothèses sur les
interactions entre i) algue–algues : facilitation ou compétition vis-à-vis de l’azote et de lumière dis-
ponible, ii) algue–bactérie : mutualisme ou commensalisme vis-à-vis des nutriments dans le milieu.
Des expériences guidées par ces hypothèses permettant des analyses variées et complémentaires lors
du suivi des bioréacteurs (azote, pH, DO, carbone particulaire, lumière, etc.), sont nécessaires pour
caractériser la croissance des microalgues et conclure sur les interactions au sein des différentes co-
cultures. De plus, une modélisation basée sur des hypothèses supplémentaires, comme par exemple
les interactions paradoxales entre algue–bactérie à travers le phénomène d’exsudation, et appuyée par
une analyse mathématiques du modèle a été également nécessaire pour comprendre le comportement
de l’assemblage en fonction de la disponibilité des ressources (minérale et organique pour ce même
exemple).

L’analyse des données de croissance recueillie des différentes expérimentations en mode batch a
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suscité des réflexions sur les quatre méthodes ([1], [2], [3] et [4]) qui ont été proposées pour la carac-
térisation de la vitesse de croissance spécifique et sur leur application (cf. Paragraphe 2.1.2.3) pour
choisir celles qui sont les mieux adaptées aux microalgues. À l’aide des approches de modélisation
mathématique et de simulations numériques couplées à une confrontation aux données synthétiques,
nous avons pu faire des comparaisons entre ces méthodes dans le cas d’une cinétique de type Monod
(cf. Annexe C). En outre, ces réflexions ont conduit au choix d’une démarche qui a été appliquée dans
les Chapitres 3 et 4. Cette démarche consiste, dans un premier temps, à utiliser la méthode [3] pour
caractériser les cinétiques des espèces algales car elle est plus généraliste, rapide et efficace pour dé-
tecter les phénomènes d’inhibition par le substrat ou par la lumière. Ainsi, elle permet de proposer des
expressions de croissance qui peuvent représenter les vitesses de croissance des espèces étudiées plus
finement que ne le permet le Modèle de Monod. De plus, elle donne facilement plusieurs réplicats de
taux de croissance une fois appliquée sur un suivi de croissance en microplaques.
Dans un second temps, les fonctions proposées pour décrire la vitesse de croissance spécifique des
espèces en question sous les conditions des ressources testées sont validées en utilisant la méthode
[4]. Cette dernière, étant plus flexible pour la calibration des modèles, permet aussi l’identification
d’autres paramètres biologiques comme la mortalité et les rendements de conversion (le réajustement
des valeurs de ces paramètres s’est avéré nécessaire pour approcher au mieux les données expérimen-
tales obtenues en bassin extérieur cf. Chapitre 3).
La proposition de modèles et leurs confrontations aux mesures expérimentales récoltées du labora-
toire ou avec un retour sur les données observées in situ (avec un couplage des méthodes [3] et [4]),
ont permis de mettre en évidence les interactions au sein de l’assemblage algal, et de déterminer par
simulations numériques les conditions théoriques qui optimisent la production de biomasse à l’échelle
du laboratoire ou à l’échelle pilote (cf. Chapitres 3 et 4).
Une analyse comparative des méthodes de caractérisation de la croissance microbienne sera plus am-
plement développée en vue d’une publication sur les approches méthodiques liées à la croissance des
microorganismes en bioréacteurs limités par une ressource.
Enfin, l’analyse et l’exploitation des nombreuses mesures de croissance entachées d’erreurs ont sus-
cité un grand intérêt pour trouver comment tenir compte des fluctuations possibles rencontrées au
cours des expérimentations (e.g. variations des conditions de cultures comme pH, température) (i.e.
vérifiant (1.7)) pour permettre une prédiction dynamique par intervalles garantis (cf.Chapitre 1, point
1.4.1, Figure 1.14) qui englobent l’ensemble des situations similaires pouvant se reproduire à divers
moments lors des expériences futures sur les mêmes microorganismes.

2.3 Répartition des activités de la thèse
Les temps consacrés aux différentes tâches réalisées au cours de la thèse (entre Montpellier et Sète)
sont récapitulés (en pourcentage) dans le tableau 2.1 suivant
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1ère année 2ème année 3ème année
et au delà

étude bibliographique 40% 30% 30%
(Montpellier & Sète)

montage et suivi d’expériences 50% 40% 10%
(Sète)

modélisation et 30% 40% 30%
analyse des modèles

(Montpellier)
analyse des données d’expérience 30% 30% 40%

et confrontation aux modèles
(Montpellier)

simulations numériques 30% 35% 35%
(Montpellier)

rédaction et dissémination 5% 20% 75%
des résultats
(Montpellier)

TABLE 2.1 : Répartitions des diverses activités durant la préparation de la thèse

65





ARTICLES PUBLIÉS, SOUMIS OU EN
PRÉPARATION :

RÉSULTATS ET DISCUSSIONS





3
Demonstration of facilitation

between microalgae
to face environmental stress

Ce chapitre a été publié dans Scientific Reports en 2019.

Emna Krichen1,2,3, Alain Rapaport2, Émilie Le Floc’h1 et Éric Fouilland1

1 : UMR MARBEC, Univ. Montpellier, CNRS, IFREMER, IRD, Sète, France

2 : UMR MISTEA, Univ. Montpellier, INRAE, SupAgro, Montpellier, France

3 : Agence de l’environnement et de la Maîtrise de l’Energie, Angers, France

69



Résumé

Les interactions positives comme la facilitation jouent un rôle important pendant la colonisation biolo-
gique et la succession des espèces dans les environnements contraints ou changeant. Cependant, des
preuves directes d’une telle interaction écologique dans les communautés microbiennes demeurent
rares. En utilisant des microalgues d’eau douce isolées à partir d’un bassin d’algues à haut rendement
algal traitant des eaux usées, nous avons étudié, avec des approches expérimentales et de modélisa-
tion, la facilitation directe entre deux souches de microalgues pendant la phase de colonisation. Nos
résultats ont démontré que, sous des conditions chimiques extrêmes, une première colonisation par
des microalgues est due à la croissance rapide d’espèces pionnières comme Chlorella sorokiniana, qui
facilite la colonisation ultérieure des espèces spécialistes moins rapides comme Scenedesmus pecti-
natus. Les espèces pionnières ont rapidement épuisé l’azote ammoniacal total disponible, ce qui a
favorisé les espèces spécialistes initialement inhibées par la toxicité de l’ammoniac. Cette dernière
espèce a finalement dominé la communauté d’algues suivant le principe d’exclusion compétitive dans
des conditions de faible teneur en éléments nutritifs. Nous montrons que les successions microbiennes
ne sont pas seulement régulées par les conditions climatiques mais aussi par les interactions entre es-
pèces en fonction de leur capacité à modifier leurs conditions de croissance. Nous suggérons qu’au
sein des communautés microbiennes aquatiques, la facilitation est une interaction écologique qui peut
être généralisée sous diverses situations de stress environnementaux.
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Abstract

Positive interactions such as facilitation play an important role during the biological colonization and
species succession in harsh or changing environments. However, the direct evidence of such ecologi-
cal interaction in microbial communities remains rare. Using common freshwater microalgae isolated
from a High Rate Algal Pond HRAP treating wastewaters, we investigated with both experimental and
modeling approaches the direct facilitation between two algal strains during the colonization phase.
Our results demonstrate that the first colonization by microalgae under a severe chemical condi-
tion arose from the rapid growth of pioneer species such as Chlorella sorokiniana, which facilitated
the subsequent colonization of low growth specialists such as Scenedesmus pectinatus. The pioneer
species rapidly depleted the total available ammonia nitrogen favoring the specialist species initially
inhibited by free ammonia toxicity. This latter species ultimately dominated the algal community
through competitive exclusion under low nutrient conditions. We show that microbial successions
are not only regulated by climatic conditions but also by interactions between species based on the
ability to modify their growth conditions. We suggest that facilitation within the aquatic microbial
communities is a widespread ecological interaction under a vast range of environmental stress.
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3.1 Introduction
One of the major challenges in microbial ecology is to understand the dynamics of communities of
interacting species. Understanding the biological interactions and the time scales over which they
occur is necessary to interpret the results of the directional succession process of communities’ de-
velopment in the natural environment and artificial ecosystems. In aquatic systems, microalgae are
present in natural waters such as oceans, lakes, rivers, and ponds and play a prominent role in the
marine and fresh-water ecosystems where they drive major ecosystem processes. Strong similarities
exist between marine and freshwater phytoplankton ecology [88] when they face similar changes in
growth conditions leading to temporal species succession. Abiotic forcing and biotic interactions can
both result in successional trends in phytoplankton. The scientific discussion around the phytoplank-
ton growth periodicity and succession has been dominated by the role of the environmental drivers in-
cluding global climatic change (e.g. light, temperature, wind) [89, 270, 90, 271, 91] local hydrological
variations [272, 273] biological disturbances such as species invasion [274], and chemical effects such
as toxic pollutants, nutrient enrichment, or change in pH (see references [272, 275, 276, 91, 277]).
On the other hand, the conditions governing phytoplankton growth over the seasonal change in plank-
ton communities have mostly been discussed in the context of exploitative competition (e.g. [94]) or
algae-grazer interactions (e.g. [80]).
The competition for limiting nutrients is an important factor explaining phytoplankton species tempo-
ral successions. In marine ecosystems, small-cell diatoms usually grow rapidly in the first stage after
a strong nutrient enrichment because of their higher growth rates and are then followed by larger-cell
diatoms and dinoflagellates, which are more likely to occur when nutrients are depleted [278, 279].
Similarly, the seasonal patterns of succession in freshwater ecosystems might be explained by the first
occurrence of invasive small-sized species [280], which can be expected to continue to expand until
they either run out of nutrient or light energy or are controlled by zooplankton grazing [281, 280].
These pioneer invasive species can be replaced by other phytoplankton species more prone to grow
under nutrient depletion because of mixotrophy ability or mobility allowing them to exploit patches
of nutrients not available to other microalgae [280].

The ability to colonize a specific habitat usually explains the dominance and succession under changes
in environmental conditions. For instance, changes in the algal assemblage in natural biofilm commu-
nities have been reported in the context of ecological succession that may be related to the population’s
tolerance to the physical architecture of the developing mat or the resource limitations within the mat
occurring as the biofilm develops [282].
Positive interactions (i.e. facilitation) between organisms can occur when one organism makes the
local environment more favorable for another either directly (such as by reducing thermal, water or
nutrient stress via shading or through nutritional symbioses) or indirectly (such as by removing com-
petitors or deterring predators) [109]. Positive feedbacks are the main driving biotic mechanism in
plant community succession, particularly under harsh environmental conditions including physical
or biotic stresses [108] and are potentially important in aquatic systems influencing the dynamics of
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populations and communities [282, 109]. However, fewer studies have discussed the role of posi-
tive interactions in aquatic microbial communities’ organizations. During the biofilm development,
it was suggested that early stages of diatoms succession follow the "facilitation" model outlined by
Connell and Slatyer [283] when the extracellular mucilage production modified the physical biofilm
characteristics and then enhanced the probability of successful immigration of some species more
than others [284]. Similarly, it was suggested that algal mucilage and stalks within the biofilm facil-
itate periphyton development by encouraging cell surface adhesion and providing increased sites for
colonization [285].

Phytoplankton can substantially change its surrounding conditions of growth by increasing pH due to
the uptake of inorganic carbon during photosynthesis [253], decreasing transparency with the increase
of biomass concentration [129] or depleting key nutrients. Hence, we suggest that this phytoplankton-
driven environmental modification can provoke shifts in assemblages of species, thus leading to suc-
cessions. We suppose that under highly polluted conditions, similar to strongly anthropized ecosys-
tems, an assemblage of typical pioneer species will first develop because of their potential for rapid
dispersal and growth. We hypothesize that species showing the fastest growth rates and the strongest
stress tolerance to harsh environments will be able to grow under such conditions, making the ecosys-
tem more favorable for species that are more competitive in stable growth conditions through ecolog-
ical facilitation.

Previous results from a study investigating the biological succession within HRAPs used for wastew-
ater treatment showed the growth of the rapid-growing species Chlorella sp. followed by the slow-
growing and grazing-resilient species Scenedesmus sp. [6]. Similar successions have been observed
in other studies using HRAPs as well [250, 85]. The successional trends of typical microalgal species
growing in HRAPs have generally been interpreted as responses to predation and/or seasonal fac-
tors [286, 250]. Based on the previous observations of dominant species dynamics [6], we tested in
this study the hypothesis that during the colonization phase of HRAPs supplemented with wastew-
aters, Chlorella sp. can modify its habitat and facilitate the growth conditions for Scenedesmus sp.
by reducing the nutrient stress modulated by ammonia toxicity [287]. We suggest that microbial suc-
cessions might not be regulated by climatic conditions only, but also through positive interactions
between species facing external chemical stress. We conducted sets of laboratory experiments us-
ing the species molecularly identified as C. sorokiniana and S. pectinatus on isolates taken from the
HRAP located in northern France during its colonization by Chlorella sp. and Scenedesmus sp. being
both previously identified by microscopy [6]. The objectives of these experiments were to determine
the inhibiting factor among ammonium ion NH+

4 , pH and free ammonia NH3 and to determine their
respective effects on the growth rates of each species. Then, we used a modeling approach to test
the magnitude of facilitation/competition on the two microalgae and, further, to explain the observed
patterns in HRAP continuously supplemented with wastewater [6]. We also studied the resilience
and succession times, providing informative proxies on the efficiency of the ecological facilitation
and the successional trends depending on the initial populations’ densities. Our results supported the

73



theoretical considerations of ecological facilitation between one tolerant and one sensitive organism
to a gradient of resource toxicity/bioavailability.

3.2 Results and Discussion
Three sets of experiments (denoted SE1, SE2 and SE3) were performed i) to isolate the inhibitory
effects of possible external factors such as high nitrogen concentrations or pH and ii) to demonstrate
a facilitation interaction between two species. We then show how to exploit the experimental data
using a mathematical modeling approach, providing new insights on the facilitation phenomenon.

3.2.1 No direct toxic effect of high NH+
4 and pH on microalgae growth rates.

Chemical factors such as Total Ammonia Nitrogen TAN and pH can affect the rate and efficiency
of photosynthesis of microalgae [288, 289, 290]. Negative effects of TAN (referring to nitrogen in
two distinct forms: NH+

4 and NH3 on algal growth and physiology might occur and vary significantly
within classes of microalgae and within species (see [203]). The photosynthesis of different species of
marine diatoms was severely inhibited at TAN concentrations in the range of 0.5 to 11 mgN.L−1(see
[291, 292]). At low pH values (< 8), toxicity is likely associated with NH+

4 , while at alkaline pH
values (> 8), cell growth inhibition is rather due to NH3. During the first set of experiments SE1, the
potential toxicity of high NH+

4 was investigated for the two isolated algal species (molecularly identi-
fied as C. sorokiniana and S. pectinatus) when pH values were adjusted to 7.5 at 25 ◦ C. Hence, under
such conditions, we ensure that 98% of TAN (ranging from 10 to 110 mgN.L−1) was present as NH+

4

form (see the relative proportion of NH3 and NH+
4 as a function of pH at 25 ◦ C [293]). Under this

range of concentrations, no significant difference in the growth rates of S. pectinatus or C. sorokini-
ana was measured (p > 0.05, ANOVA from ANOCOVA test results for four observations; see Figure
3.1(a)). Therefore, the NH+

4 form at such concentrations, typically found in wastewaters, did not
affect the growth rates of both microalgae. Similarly, it was reported that species such as Chlorella
are very tolerant to high TAN concentrations (max. 140 and 250 mgN.L−1 stated respectively in
Collos and Harrison (2014) [203] and Tam and Wong (1996) [294]). However, Przytocka-Jusiak et
al. (1977) [295] reported that cell division of C. vulgaris was inhibited at greater TAN concentra-
tions (> 300 mgN.L−1). Studies performed on S. acuminatus showed that cell growth was inhibited
only when NH+

4 concentrations were higher than 200 mg.L−1 (see reference [296]). Interestingly, it
has been previously reported that algal photosynthesis of S. obliquus was inhibited at TAN above 28

mgN.L−1 if the culture pH exceeded 8.0 (see reference [288]).
Because pH can vary during algal growth in ecosystems due to the rapid and large CO2 consumption
of microalgae, this might directly or indirectly affect algal growth rates. The optimal pH of many
freshwater algae is about 8 (see reference [193]). The growth of many algal species is inhibited in
waters at pH greater than 8 (reduction of productivity of Chaetoceros sp. and Chlorella sp. by 22 %

when pH was raised from 8 to 9), while other species can grow well above pH 8 (e.g. Amphora sp.
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and Ankistrodesmus sp. at pH 9 and 10, respectively) [297]. High pH conditions limit the availability
of CO2 while HCO−3 dominates, and then algae cannot efficiently accumulate carbon and require a
high supply of carbonates for maintaining photosynthetic activity [193] or reducing the affinity to free
CO2 [298, 299]. During the second set of experiments SE2, the direct effect of pH was tested using pH
values ranging from 6 to 9 on algal growth under low initial TAN concentration of about 1 mgN.L−1.
As shown in Figure 3.1(b), the tested pH conditions had no significant effect on the growth rates mea-
sured for both species, S. pectinatus and C. sorokiniana (p > 0.05, ANOVA from ANOCOVA test
results for three replicates and three observations). Then, similar to high values of NH+

4 , the results
did not support the hypothesis of a negative effect of high pH values on the growth rates of both stud-
ied species when cultured in medium containing 1 mgN.L−1 of TAN concentrations. Similarly, Azov
and Goldman (1982) [298] suggested that pH did not play a role in the magnitude of inhibition but
the degree of dissociation of nontoxic NH+

4 to toxic NH3. In other words, the dissociation of TAN as
a function of pH is the main determinant of how much NH3 is available to inhibit photosynthesis. We
suggest that NH3 concentrations in SE1 and SE2 were likely too low (< 2 mg.L−1) to exhibit algal
growth inhibition. Therefore, the effect of a broader range of NH3 concentrations was then tested on
both species in the third set of experiments.

3.2.2 Evidence of species-dependent ammonia effect

NH3 is considered the TAN’s most toxic form for aquatic organisms [300]. The third set of ex-
periments SE3 was then performed on the same algal isolates (C. sorokiniana and S. pectinatus)
to test their growth under NH3 concentrations ranging from 0.56 to 29.42 mgN.L−1. The results
for the growth rates of both isolates (represented in Figure 3.1(c)) showed that the growth rates of
C. sorokiniana measured under the different NH3 concentrations were similar (p > 0.05, ANOVA
from ANOCOVA test results for three replicates and three observations). However, the growth rates
of S. pectinatus were significantly different (p < 0.05, ANOVA from ANOCOVA test results for three
replicates and three observations) with an important reduction in growth rates when NH3 exceeded
8.7 mg.L−1. Similarly, early works reported that NH3 at concentrations greater than 15 mgN.L−1 and
at pH values over 8 inhibited the photosynthesis and growth of S. obliquus [287, 298]. The resistance
of C. sorokiniana to very high NH3 concentrations (362 mg.L−1) was previously reported [301],
suggesting that species can also adapt their metabolism and becoming more tolerant to high NH3

environments over time [295, 287].

In HRAPs initially supplemented with high TAN concentrations, NH3 toxicity is therefore expected
to be associated with elevated pH due to intense photosynthetic activity [287] and could cause the de-
pletion of microalgae culture or promote replacement with other tolerant species to face the prevailing
stress. This feature should be magnified considerably during the summer as the conversion between
NH+

4 and NH3 is also temperature dependent [302].
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Figure 3.1: Growth rates from multiple comparisons on growth rate values estimated based on
ANOCOVA analyses for C. sorokiniana (in red) and S. pectinatus (in blue) at different levels of
(a) TAN concentrations,
(b) pH conditions,
(c) NH3 concentrations.

3.2.3 Evidence of facilitation interaction through a modeling approach

A modeling approach was used to identify the growth characteristics of both studied species to pre-
dict their dynamics when they are growing together. Based on nutrient dynamics monitored in the
HRAP [6], we assumed that TAN was the sole limiting substrate driving the algal growth. Moreover,
we considered that NH3 would have a direct inhibitory effect on cell growth, whose fraction is given
by the following expression:

f(pH, T ) =
1

1 + 10pKa(T )−pH

with pKa(T ) = 0.09018 + 2727.92
T+273.15

(established within the temperature range of 0 ◦ C − 50 ◦ C and
a pH range of 6.0 to 10.0 (see [302]).

As a first step, species growth rates were related to external TAN concentrations to calibrate one
kinetic model, which could represent satisfactorily most of the data points of the previous test ex-
periments obtained in both SE2 and SE3. The proposed model was inspired from Aiba-Edward’s
model [226] describing the substrate inhibition at high concentrations and consisting of a modified
version of the Monod equation [181], but here it has a slightly different mathematical expression as
explained below. While Monod kinetics assumed that only one nutrient limits the growth of cells, the
model we propose here includes that a by-product of this limiting nutrient (free ammonia nitrogen
NH3–N) negatively affects cells growth as given by the following expression:

µ(TAN, pH, T ) = µ̂
TAN

k + TAN
e−

TANf(pH,T )
ki (3.1)

where µ̂ is the maximum growth rate (d−1), k is the affinity to substrate (mg.L−1), ki is the inhibi-
tion constant of NH3–N (mg.L−1) and f(pH, T ) is defined above. This growth function provided
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a good fit to experimental data describing the growth kinetics of the two species (see Figure 3.2).
The identified kinetic parameters are given in Table 3. From the fit of this kinetic model to data, the
species S. pectinatus showed a strong affinity for nitrogen with a greater µ̂

k
ratio than that obtained

for C. sorokiniana (see also the comparison of the two species kinetics with a particular focus on
low TAN concentrations in Figure 3.2(b)). In contrast, this latter species has a maximum growth rate
(1.10 d−1) much higher than that of S. pectinatus (0.63 d−1). Consequently, C. sorokiniana would
grow well at high TAN concentrations and would also tolerate high NH3 concentrations as reported
by its highest inhibition constant (ki = 79.82 mgNH3–N.L−1), while S. pectinatus would grow best at
low TAN concentrations but would show a much faster decline in growth because of its high sensitiv-
ity to NH3 toxicity represented by a low ki (2.25 mgNH3–N.L−1). Our results are in accordance with
older chemostat experiments comparing S. acutus and C. minutissima under P-limited growth [303].
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Figure 3.2: SE2 and SE3 data sets (full points) compared to the proposed kinetic model for
C. sorokiniana (continuous red line) and S. pectinatus (continuous blue line) in (a), with a focus
on low TAN concentrations in (b) (Data points are the mean of 3 replicate measurements of growth
rate).

Parameter C. sorokiniana S. pectinatus
µ̂ (d−1) 1.10 0.63
k (mgN.L−1) 0.68 0.22
ki (mgNH3–N.L−1) 79.82 2.25
µ̂
k

1.62 2.85
J (least squares criterion) 0.08 0.04

Table 3.1: Calibration results on SE2 and SE3 growth data obtained in batch cultures.

The ecological succession of species presenting Monod- and Haldane- [223] kind growth functions
have already been shown theoretically [7] but not yet experimentally. The Monod and Haldane kinet-
ics were fitted to our data (results not shown). Their graphs closely resemble those given by (3.1), but
with a higher least squares criterion J .

Knowing the growth performances of each species in the laboratory (Figure 3.3(a)), we proposed a
predictive model to explore how the assemblage of the two species might react under a fixed pH (8.6)
and temperature (25 ◦ C) in continuous culture to check if the hypothesis of ecological facilitation
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is verified. We used the initial conditions of substrate and biomass and the operational conditions
(dilution rate and input substrate concentration) encountered in the previous study on HRAPs [6]. The
results of our simulations are summarized in Figure 3.3. These simulations revealed that S. pectinatus
is unable to grow and is washed out because of the NH3 toxicity when cultivated alone under high TAN
and pH conditions (see Figure 3.3(b)). However, when both microalgae are introduced together under
these latter conditions, C. sorokiniana grows rapidly first while the growth of S. pectinatus is inhibited
because of high NH3. The rapid consumption of the nitrogen resource by C. sorkiniana induces
low NH3 and less nitrogen availability, favoring the growth of the competitive S. pectinatus but not
C. sorokiniana (see Figure 3.3(c)). Therefore, the ecological facilitation between C. sorokiniana
and S. pectinatus would be induced by NH3 toxicity and would explain their succession. These
results also support the empirical evidence in plant communities that the balance between facilitation
and competition can shift along an environmental gradient, with facilitation being successively more
important in harsh environments [109].

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

TAN (mgL
-1

)

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

µ
 (

d
-1

)

(a)

0 50 100 150 200 250 300

t (d)

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

110

T
A

N
 &

 N
-N

H
3
 (

m
g
N

.L
-1

)

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

B
io

m
a
s
s
 (

m
g
C

.L
-1

)

(b)

0 50 100 150 200 250 300

t (d)

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

110

T
A

N
 &

 N
-N

H
3
 (

m
g

N
.L

-1
)

0

50

100

150

200

250

300

350

400

B
io

m
a

s
s
 (

m
g

C
.L

-1
)

(c)

Figure 3.3: Simulation results obtained under a continuous supply with a high TAN concentration
(dotted line in (b) & (c)) at a fixed dilution rate (dotted line in (a)).
(a) growth functions previously identified for C. sorokiniana (in solid red line) and S. pectinatus (in
solid blue line),
(b) dynamics when S. pectinatus is cultivated alone,
(c) dynamics when S. pectinatus and C. sorokiniana are cultivated together.
In (b) and (c), the biomass variations over time are presented in blue for Scenedesmus sp. and in red
for Chlorella sp. while the substrate variations are in solid black lines for TAN and in black dashed
lines for NH3.

3.2.4 Importance of the initial populations densities on the degree of facilita-
tion in simulated HRAP

Using the mathematical approach, we explored the influence of the initial densities of the studied
species on some indicators of facilitation degree, which might be useful to further explore the opti-
mization strategies for algal biomass production under high levels of ammonia stress in HRAP. There
are different advantages to having a Scenedesmus dominance in an HRAP supplemented with wastew-
aters, as this species possesses a high affinity to nitrogen, is strongly resilient to predators [268], and
its biomass can be easily harvested [304] and used for different purposes (e.g. lipid production [305]).
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For these reasons, we proposed to study theoretically some proxies of the facilitation efficiency such
as resilience and succession times to provide information on the time required for the development of
S. pectinatus in the HRAP under the previously stated operating conditions.

We defined the resilience time as the duration for S. pectinatus to reach its initial biomass value under
the presence of the toxic NH3 concentrations. Moreover, because the succession of the two microal-
gae is required for maintaining S. pectinatus under high nutrient toxic levels, we also defined the
succession time as the time for which the two species reach twice the same density level owing to
the predominance of S. pectinatus. We plotted the iso-values of the resilience and succession times
in the (A1,A2) plane, where A1, A2 are the initial densities of each species (see Figure 3.4). These
diagrams allow to see easily for which pairs of initial densities (A1, A2) one may expect low or high
resilience or succession time (the shortest time is in blue, and the longest one is red). The diagram in
Figure 3.4(a) shows that the resilience time is more affected by the initial biomass concentrations of
C. sorokiniana than that of S. pectinatus. This contrasts with the succession time (in Figure 3.4(b))
which is more sensitive to the initial concentrations of S. pectinatus, especially when C. sorokiniana
is initiated at concentrations values higher than 1 mgC.L−1. Such simulation would be of interest
in further control of the diversity within an HRAP supplemented with wastewaters, especially for
managing the periods of dysfunction (e. g. sudden algal crash, variations in wastewaters inflow). For
example, it could be suggested to increase the initial concentration of C. sorokiniana (at a concentra-
tion higher than 6 mg.L−1) through bioaugmentation to ensure a rapid reduction of NH3 toxicity and
rapid development of S. pectinatus in a minimum of 25 days. On the other hand, the time needed for
S. pectinatus predominance over C. sorokiniana will depend on the initial concentration of S. pecti-
natus and the higher the S. pectinatus’s initial concentration would be (> 12 mg.L−1) the faster the
succession would occur (minimum of 80 days). Consequently, our theoretical results depicted with
iso-value diagrams showed that the algal resilience and succession times within an intensive algal
ecosystem are strongly dependent on the initial populations’ densities that may be used to control
algal production processes in HRAPs.

3.2.5 Validation of the ecological facilitation in real HRAP
The dynamics of the biomass of Chlorella sp. and Scenedesmus sp. and the TAN concentrations
measured in HRAP operating from 28 April 2015 to 8 September 2015 in Northern France [6] were
compared to model simulations (see Figure 5) using the growth functions parameters of C. sorokini-
ana and S. pectinatus represented in Table 3. We made few changes to the initial model by adding
mortality terms and considering different yields parameters values from those determined experimen-
tally (all regarded as unknown constants) thus, still keeping the set of equations as simple as possible.
The mortality terms were added to take into account the grazing effect on each algal species in an in-
direct way given the presence of predators in the HRAP. Changes in yield coefficients was requested
knowing that heterotrophic bacteria were also growing in the pond and consuming nitrogen. The
estimated parameters of yield and mortality coefficients obtained from the comparison of the model

79



2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

A
2
 (mgCL -1)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10
A

1
 (

m
g
C

L
-1

)

25

30

35

40

45

50

(a)

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

A
2
 (mgCL -1)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

A
1
 (

m
g
C

L
-1

)

80

100

120

140

160

180

200

(b)

Figure 3.4: Isovalue diagrams: resilience time (a) and succession time (b) (in days) depending on
the initial biomass densities of C. sorokiniana (A1) and S. pectinatus (A2) (in mgC.L−1) under a
continuous supply of a high nitrogen concentration.

dynamics with data from HRAP are presented in Table 4. Assuming that higher predation pressure
corresponds to a higher mortality coefficient, our results suggest that Chlorella sp. was likely more
sensitive to grazing than Scenedesmus sp. known to produce a grazer-morphological defense accord-
ing to a previous study [268]. However, the washout of Chlorella sp. at the system steady-state
is probably not due to high pressure by a high mortality coefficient but rather to competition with
Scenedesmus sp. when the environment becomes depleted of the nitrogen resource, as demonstrated
through the previous simulation results in Figure 3.3(c).

We noted that the estimated yields coefficients in laboratory chemostat experiments after three days
at steady-state (i.e. 5.9 ± 0.7 gC/gN and 5.0 ± 0.6 gC/gN for C. sorokiniana and S. pectinatus,
respectively) were higher than those identified in the HRAP (see Table 4), which may be explained
by the presence of denitrifying bacteria producing N2 subsequently lost through degassings [6].

In the HRAP, the first bloom of Chlorella sp. happened at high concentrations of NH3 and has been
replaced later by the bloom of Scenedesmus sp. (data in Figure 3.5(a)). The distribution of these
species was consistent with our experimental and modeling results on the species C. sorokiniana
and S. pectinatus (see Figure 3.3). This validates the importance of facilitation during the biological
colonization of the HRAP under toxic levels of NH3. These results confirmed our initial hypothesis
that the colonization of hypertrophic ecosystems by the stress-tolerant Chlorella sp. is a prerequisite
for the development of the sensitive Scenedesmus sp. to NH3 toxicity. Chlorella is usually considered
as an invasive phytoplankton or pioneer species because it maintains fast growth rates and assimilates
resources with short generation times, and can dominate over slower-growing species [306, 307].
In contrast, Scenedesmus is considered an affinity specialist [303], and it can dominate in HRAPs
over Chlorella and colonize the HRAP [6] at low and nontoxic nutrient levels. Therefore, based on
the model confrontation to real data in HRAP, pioneer organisms (here Chlorella) can modify their
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chemical environment by reducing ammonia toxicity, which can increase the fitness of the growth of
sensitive and specialist organisms (here Scenedesmus).

Our study sheds a light on an ecological interaction within aquatic microbial communities that is
rarely discussed in the literature, although it may explain ecological successions that occur with-
out any visible external variations of growth conditions or mortality. Similarly to various types for
macro-organisms [108], the ability of aquatic microorganisms to drastically modify their immediate
environment would impact the growth of neighbors. Because microalgae can change their light en-
vironment when growing (i.e. light attenuation by algal biomass), the growth of photoinhibited algal
species can be facilitated by the biomass of other algal species less sensitive to photoinhibition [129].
In a similar way, under toxic metal stress, it has been suggested that the growth of Cd–sensitive mi-
croalgal species may be promoted by Cd–tolerant microalgal species reducing Cd in the media to low
levels [118]. Therefore facilitation within the aquatic microbial communities through the reduction
of inhibiting factors is likely to be a widespread interaction applied for a large range of environmental
stress.
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Figure 3.5: HRAP data points compared to the model prediction (in continuous lines) under a contin-
uous supply of wastewater containing fluctuating concentrations of TAN (dotted black line).
(a) biomass variations over time of Chlorella sp. (in red) & Scenedesmus sp. (in blue),
(b) substrate variations over time of TAN (in black) & NH3 (in magenta).

Parameter C. sorokiniana S. pectinatus
y? (gC/gN) 2.81 0.30
m? (d−1) 0.58 0.02
J (least squares criterion) 96.72

Table 3.2: Calibration results on HRAP data.
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3.3 Materials and Methods

3.3.1 HRAP experiment

The pre-existing data used in this study were obtained in HRAP of 1.9 m3 working volume, contin-
uously fed by pre-treated wastewaters (after screening and removing grit, sand, and grease) with a
constant retention time of 6 days (see [6]). Algal blooms occurred naturally in the open pond without
any algal inoculation. The period covered by this study was from 28 April 2015 to 8 September 2015.
For the present study, we used the data obtained through analytical monitoring that was performed
on the influent wastewater and on samples taken from the HRAP. They included water temperature,
chemical analyses (TAN and pH), and the algal biomass of the two dominant algal species (Chlorella
sp. and Scenedesmus sp., which were identified by microscopy) estimated using cell count from flow
cytometry and converted into carbon units.

3.3.2 Microalgae strains, cultivation conditions, and laboratory experiments

One Strain of freshwater microalgae Chlorella sp. and Scenedesmus sp. was isolated from the HRAP
samples taken in October 2015. Individual strains were isolated in Z8 media [308]. The Z8 media
was modified to Z8NH4 by replacing all nitrogen forms with ammonium salt (NH4Cl) as the sole
source of nitrogen in the growth medium and by adding the HEPES buffer at 20 mM. The two species
were maintained and cultivated under continuous light (100µE m−2s−1) and temperature (25 ◦ C). We
performed three sets of experiments (SE1, SE2, and SE3) in batch reactors with a working volume of
40 mL. Each set was preceded by a pre-incubation phase in which the two species are preadapted to
the fixed cultivation conditions in each set of experiments and providing sufficient fresh volumes for
inoculations. The pre-incubations were performed either in continuous mode (in 2 L photobioreactors
stirred at 300 rpm, one-sided illumined at 130µE m−2s−1, before SE1) or in batch mode (in a shaken
flask at 150 rpm of 200 mL, before SE2 and SE3). All batch experiments (in pre-incubation or in the
three-test sets) were performed in laboratory incubators under a temperature set at 25 ◦ C ± 2 ◦ C, an
orbital agitation at 150 rpm speed and an incident light intensity set at 50µE m−2s−1 in SE2 and SE3.

The first pre-incubation in continuous photobioreactors were performed to determine the yield con-
stants and provide sufficient fresh volumes for later inoculation in batch culture. Thus, each strain
was growing for about 15 days until the biomass stabilization, under a constant temperature of 25 ◦

C and a continuous supply of sterilized medium (C : N : P ratio at about 1 : 34 : 1) at a fixed pH
value of 7.5 and a fixed dilution rate (0.25 d−1). After that, the growth of the two species was assessed
in batch cultures (as described above) under different initial TAN concentrations ranging from 10 to
110 mg.L−1 keeping constant the concentrations of all other medium components. The pH value was
maintained at 7.5 in all batch reactors of SE1.

In the second set of experiments SE2, prior to the experiment, the two species were pre-incubated in
batch cultures for about 6 days in a sterilized medium of modified Z8NH4 with a C : N : P ratio

82



at about 88 : 2 : 1 and a pH set at 7.5. Then, SE2 experiments were performed (as described above)
under different pH conditions initially adjusted to 6.0, 6.5, 7.0, 7.5, 8.0, 8.4, 8.7, and 9.0 with NaOH
or HCl while using a similar initial concentration of NH4Cl of 2 mg.L−1 that was supposed to be
nontoxic for both microalgae strains.

Prior SE3, the 6-days pre-incubation of two species was performed in a sterilized medium of mod-
ified Z8NH4 with a C : N : P ratio at about 88 : 8 : 1 and a fixed pH value initially set at 8.6

(corresponding to the average value of pH measured in HRAP). Finally, in SE3, the growth of the two
species was assessed in batch cultures under a large range of initial NH4Cl from 1.2 to 187.7 mg.L−1

keeping the pH at 8.6.

3.3.3 DNA isolation, PCR, and sequencing
Genomic DNA was extracted from a 10 mL sample filtered onto a 0.2 µ m membrane
(PALL Supor 200 PES), using the standard phenol/chloroform method [309]. The 18S
and ITS rDNA were amplified in PCR reactions using the Pfu polymerase (Promega) with
the primers EAF3 (5’-TCGACAATCTGGTTGATCCTGCCAG-3’) and ITS055R (5’-CTCCTT
GGTCCGTGTTTCAAGACGGG-3’) [310]. The PCR products were purified using the QI-
Aquick Gel Extraction Kit (Qiagen) and sequenced using two primers (V4 Forward: 5’-
AATTCCAGCTCCAATAGCGTATAT-3’ and ITS Forward: 5’-CCTTTGTACACACCGCCCGTCG-
3’) to target specifically the variable V4 region of the 18S rDNA and the ITS region. Sanger sequenc-
ing was performed at Eurofins Genomics (GATC services).

3.3.4 Sample analyses
The pH in each culture solution was determined daily (pH meter Symphony SP70P, VWR). For algal
biomass estimation, samples were shaken to bring all the cells into suspension and subsamples were
daily taken to measure absorbance. In SE1, the growth of algae was measured using optical density
OD of the culture with a microplate reader (FLUOSTAR, BMG Labtech) at 650 nm. In SE2 and SE3,
cell mass was measured by fluorescence (EX 450 nm, EM 680 nm) and OD at 650 nm, 730 nm, and
680 nm using a microplate reader (CHAMELEON, Hidex). Two different readers have been used due
to a technical problem in CHAMELEON after the SE1 period.

In SE2 and SE3, subsamples were collected at the beginning and at the end of each experiment, for nu-
trient and biomass analysis. Samples were then filtered using i) 0.2 µm Sartorius filters for measuring
nutrients in filtrates and ii) pre-combusted AE filters for measuring carbon biomass onto filters. Am-
monia nitrogen was measured with a spectrophotometric test kit (SpectroQuant, Merck Millipore) and
orthophosphate phosphorus according to an optimized molybdenum blue method [311]. After drying
the filters (24 h, 60 ◦ C), the particulate organic carbon representing mainly algal carbon biomass was
analysed using an ANCA mass spectrometer (Europa Scientific).
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3.3.5 Data Analysis

We performed the covariance analysis using the "aoctool" function of Matlab to compare significant
differences in growth rates µ of algae after 48 h exposure at each tested condition. The technique
required the grouped data of logarithm of the biomass ln(x) measured at time t (during the time
period 0 to 48 h) for all tested condition. We modelled ln(x) as a linear function of t to determine
whether the slope of the line, which represents an estimate of µ, varies among groups. Based on
the model fit of the separate-lines model, the stats output structure from "aoctool" served as input to
the multi-compare test "multcompare" function of Matlab, which allows for testing either slopes or
intercepts.

3.3.6 Modeling procedures

The first identifications of the growth function parameters for the two species were performed by
fitting the proposed kinetic model (3.1) to the assessed values of specific growth rate data obtained
in SE2 and SE3 for which cultivation conditions are either identical or different but would not be
disruptive of the growth rates except for the initial TAN concentration. The optimal growth parameters
were calibrated by the "fmincon" function of Matlab optimization toolbox used in minimizing a mean
square criterion J =

∑n
i=1(µiexp − µisim)2, where µiexp and µisim are the normalized experimentally

estimated and model generated values of growth rates at the ith experimental condition, and n is the
total number of estimated growth rates corresponding to the total number of tested conditions TAN
concentrations in SE2 and SE3.

Secondly, we used the identified growth functions on (3.1) to simulate the following system (3.2) in
order to explore the species dynamics under a fixed pH (8.6) and temperature (25 ◦ C) in a homoge-
neous continuous reactor.

Ȧ1 = (µ1(N)−D)A1

Ȧ2 = (µ2(N)−D)A2

Ṅ = − 1
y1
µ1(N)A1 − 1

y2
µ2(N)A2 +D(Nin −N)

(3.2)

This set of equations gives the variations over the time of both algal biomass of C. sorokiniana and
S. pectinatus (in mgC.L−1) and substrate concentrations (TAN = NH3 + NH+

4 ) (in mgN.L−1), de-
noted A1(t), A2(t) and N(t), respectively. The growth functions µ1(N) and µ2(N) depend only on
TAN (when T = 25 ◦ C and pH = 8.6, according to (3.1) and the parameters presented in Table 2),
as the sole source of nitrogen supplied continuously at the fixed dilution rate D = 0.16 d−1 and the
constant concentration Nin = 62.54 mgN.L−1 of wastewater encountered in the studied HRAP. The
yield coefficients were taken equal to y1 = 5.93 gC/gN and y2 = 4.98 gC/gN for C. sorokiniana and
S. pectinatus, respectively. These values were theoretically calculated from continuous photobioreac-
tors experiments performed at pre-incubation for SE1 and given by yi =

A?i
Nin−N?

i
, where A? and N?
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are respectively the algal biomass and nitrogen concentrations at steady-state). The system (3.2) was
solved using "ode23t" differential equation solver using the following initial conditions of substrate
and biomass: N0 = 104.50 mgN.L−1, A10 = 0.0123 mgC.L−1 and A20 = 0.2698 mgC.L−1.

Under the same conditions as mentioned above, we theoretically studied the algal resilience and suc-
cession times as proxies of the facilitation efficiency for different initial biomass concentrations (in
mgC.L−1) ranging between [0.0123, 10] and [0.05, 20] for C. sorokiniana and S. pectinatus, respec-
tively. The iso-value diagrams were obtained using the "contourf" plot of Matlab.

Third, we validated the hypothesis of ecological facilitation on real dynamics in HRAP. We used the
whole dynamics simulated over the time from the given initial condition until the system was at a
quasi steady-stat and we compared data to the following model equations (3.3) including terms of
mortality m?

1 and m?
2 on A1 and A2, respectively:

Ȧ1 = (µ1(N, pH, T )−D −m?
1)A1

Ȧ2 = (µ2(N, pH, T )−D −m?
2)A2

Ṅ = − 1
y?1
µ1(N, pH, T )A1 − 1

y?2
µ2(N, pH, T )A2 +D(Nin −N)

(3.3)

In this new set of equations (3.3), we considered the variations over the time of Nin, pH, and T

implemented into the model with interpolations performed between the real data points measured over
time within the HRAP. We identified the unknown parameters (m?

1, m
?
2, y?1 , and y?2) of the dynamic

model using “fmincon” function of Matlab optimization toolbox. The optimal parameters assuring
the best fit to data were constrained to be positive and defined in predefined intervals of boundary
values after 100 consecutive estimations. Mortality constants were estimated within the interval [0, 1]

(d−1), while yields coefficients were supposed to be ranged between i) minimal values theoretically
calculated during the period of the dominance of each species in the HRAP (i.e. 1.3 ± 0.1 gC/gN
and 0.5 ± 0.2 gC/gN for Chlorella sp. and Scenedesmus sp., respectively) and ii) maximal values
identified in our laboratory chemostat experiments after three days at steady-state (i.e. 5.93 ± 0.66

gC/gN and 4.98±0.58 gC/gN for C. sorokiniana and S. pectinatus, respectively). The mean squared
error was used as the criterion function for the model parameters estimation and was calculated as
the square root of the variance of the observations (of A1, A2, and N ) and divided by the number of
measurements.
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3.4 Principales contributions et perspectives sur les interactions
algue–algue vis-à-vis de la ressource azotée

Ce travail avait pour but, outre l’étude des interactions algue–algue d’une manière globale, de com-
prendre une succession écologique observée dans un LHRA expérimental entre deux espèces de mi-
croalgales qui se développent classiquement dans des bassins utilisés pour le traitement des eaux usées
urbaines en milieu extérieur. Une hypothèse de facilitation écologique entre les deux microalgues C.
sorokiniana et S. pectinatus a été avancée vis-à-vis de la fluctuation de l’azote pour expliquer leur
succession en bassin. Ce travail a associé des expérimentations et de la modélisation mathématique
pour mettre en évidence le comportement des espèces en testant les hypothèses de facilitation via i) la
réduction d’une inhibition due à toxicité de l’ammonium [203] ou ii) la toxicité de l’ammoniac [298].
Des cinétiques de croissance spécifiques a été établie et comparée entre les espèces. Une expression
de cinétique, inspirée de [226], a été proposée pour décrire les données de taux de croissance, et iden-
tifier paramètres cinétiques appropriés pour chaque espèce. Cette expression a permis de tenir compte
de la toxicité d’un sous-produit du substrat azoté, qui est l’ammoniac NH3, dont la teneur dépend de
la température et du pH du milieu. Avec des paramètres différents en fonction de l’espèce, elle permet
de représenter des cinétiques de type « Monod - Haldane » obtenues respectivement pour C. soroki-
niana et S. pectinatus en fonction de l’azote. Ces résultats ont montré que l’espèce C. sorokiniana est
plus résistante et rapide que S. pectinatus sous de fortes concentrations d’azote ammoniacal et pour
des valeurs de pH>8 (ce qui correspond à des concentrations en NH3 > de 8.7 mgL−1). Sous ces
mêmes conditions, la croissance de S. pectinatus est inhibée. Cependant, elle présente une meilleure
affinité pour l’azote.

La calibration du modèle de compétition de type « Monod - Haldane » [7] sur l’azote et sa validation
sur des données du bassin en extérieur ont permis de démontrer une facilitation écologique qui se
traduit par une « succession » de dominance permettant d’expliquer que S. pectinatus est plus perfor-
mante pour abattre l’azote contenu dans les eaux usées, mais doit être aidée par C. sorokiniana pour
s’installer et permettre de bonnes performances de dépollution.

S. pectinatus a démontré de meilleures performances pour consommer l’azote et le phosphore d’après
nos résultats obtenus en photobioréacteurs opérés en mode continu. De plus, sa capacité à résister
aux pressions prédatrices et de sa biomasse intéressante pour la production de lipides [268, 305, 304],
rend encore plus opportune sa présence et stabilisation dans le bassin.
Des stratégies d’optimisation et de contrôle ont été explorées en utilisant le modèle calibré au labora-
toire à l’aide de simulations numériques pour tester les conditions qui permettent de garder l’espèce
(S. pectinatus) dans le système de production. Nou avons montré que les temps de résilience et de suc-
cession au sein du consortium (cultivé dans les conditions du bassin extérieur c’est-à-dire à la même
vitesse et concentration d’apport en nutriments) dépendent des concentrations initiales des deux es-
pèces algales. Le temps de résilience est défini comme étant le temps mis par S. pectinatus pour
atteindre sa concentration initialement introduite, étant donné qu’elle décroît au début à cause de la
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toxicité du milieu ; quant au temps de succession est défini comme le temps mis pour que les deux es-
pèces aient la même concentration, ce qui en résulte une prédominance de S. pectinatus. Les résultats
de prédictions ont été présentés sous forme de diagrammes donnant une idée sur le temps de facilita-
tion nécessaire en fonction du couple de concentration des deux espèces initialement introduites dans
le bassin.

Pour conclure, cette étude a démontré qu’une première colonisation s’opère grâce à une espèce pion-
nière, opportuniste et résistante (C. sorokiniana) qui présente une croissance rapide tout en réduisant
la toxicité (fortes teneurs en ammoniac NH3) des eaux à traiter. Dans ces nouvelles conditions, une
autre espèce plus efficace peut se développer (car initialement inhibée par les fortes concentrations
de NH3) par facilitation écologique et finalement gagner la compétition (pour les faibles teneurs en
azote résiduelles). Ce résultat montre que les successions observées lors de la colonisation naturelle
d’un environnement initialement défavorable riche en ammoniac dans les bassins extérieurs à haut
rendement algal ne sont pas régulées uniquement par les variations climatiques, mais aussi par les
interactions entre les espèces présentes, à travers leur capacité de modifier leurs conditions de crois-
sance. Une modélisation dynamique de ce phénomène écologique d’interaction positive observé dans
le bassin extérieur étudié, a permis de prédire qu’il serait impossible de faire pousser S. pectinatus
sous les mêmes conditions imposées par l’effluent (concentration et taux de dilution) si l’espèce C.
sorokiniana n’est pas ajoutée initialement même en petite quantité (lors de l’inoculation du bassin).
Sous ces conditions, il a été aussi possible de prédire le temps nécessaire pour qu’une facilitation
s’opère sous la présence du stress chimique en fonction des concentrations initiales des deux es-
pèces et de suggérer la possibilité de contrôler le système de production par bioaugmentation. Le
principe de facilitation démontré dans cette étude peut être appliqué à d’autres espèces permettant à
des microalgues de se développer dans un environnement initialement défavorable à leur croissance
(e.g. riche en composés toxiques, turbide car riche en matière organique ou trop fortement exposé à
la lumière). Ce même principe mérite donc d’être testé vis-à-vis de la disponibilité de la ressource
lumineuse.

Les perspectives de ces travaux seraient de valider le modèle proposé sur un assemblage des deux
espèces au laboratoire et en bassin extérieur afin de pouvoir contrôler la biomasse totale produite.
Ce contrôle peut être couplé avec l’approche des observateurs « par intervalles » (cf. 1.4). Compte
tenu des possibilités de contrôle sur les paramètres durant les phases transitoires, notamment quand
les conditions deviennent défavorables à la croissance de S. pectinatus (e.g. apport soudain d’am-
monium pouvant entrainer une chute de production), l’ajout de l’espèce facilitatrice devrait aider la
culture à repartir plus vite. L’application d’un taux de dilution périodique pourrait aussi favoriser la
coexistence des deux espèces, pouvant également protéger la culture. Une autre action possible serait
d’installer un système de régulation du pH par injection du CO2 permettant de maintenir l’ammoniac
à des teneurs basses pour éviter l’inhibition. Dans ce cas, il est possible que le modèle nécessite un
réajustement pour tenir compte des effets supplémentaires du CO2 si ces derniers s’avèrent concluants
au laboratoire.
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Résumé

La lumière est un facteur clé pour la croissance des microalgues dont l’optimisation est essentielle
dans les systèmes de production à haut rendement algal. Plus la densité de la population de mi-
croalgues est élevée, plus la disponibilité de la lumière est réduite, entrainant une diminution de la
vitesse de croissance à cause de l’effet d’auto-ombrage, tandis que la photoinhibition, pourrait s’avé-
rer particulièrement plus importante lorsque la densité de la population est faible. Plusieurs modèles
de la littérature ont été développés pour décrire ces phénomènes lumineux et prédire la croissance
des microalgues, notamment en monoculture. À l’aide d’une expression simple utilisée pour décrire
l’atténuation de la lumière, nous avons proposé et justifié une nouvelle fonction de croissance, qui
tient compte à la fois des effets de photoinhibition et de photolimitation. Cette nouvelle expression,
comparée avec les données expérimentales, permet de décrire la réponse des microalgues à une large
gamme d’intensités lumineuses disponibles (insuffisantes ou fortes) pour les microalgues et dépend
explicitement de l’intensité lumineuse incidente et de la concentration en biomasse algale. Cette ex-
pression est aussi simple que pratique pour des applications en photobioréacteurs de différentes tailles
et géométries sous des conditions de non-limitation en nutriments. Elle s’étend naturellement aux cas
de croissance multi-espèces et donne un modèle dynamique qui peut simuler des expériences en mo-
noculture ainsi qu’en polycultures. L’étude du modèle de compétition pour la lumière a prédit une
exclusion compétitive, qui a été aussi démontrée expérimentalement. Ce modèle ouvre de nouvelles
perspectives pour le contrôle et l’optimisation des cultures mixtes de microalgues.
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Abstract

Light is a key environmental factor for the growth of micro-algae, and optimizing the capture of light
is critical for high efficiency production systems. As the density of the population of micro-algae
increases, the availability of light decreases, leading to a reduction in the growth rate because of
mutual shading, while other effects, such as photo-inhibition, might be especially frequent when the
population density is low. Several models in the literature have been developed to take into account
light phenomena and predict micro-algal growth, particularly in a mono-culture. With the help of
a simple expression for the attenuation of the light, we propose and justify a new growth function
that incorporates both photo-inhibition and photo-limitation. In agreement with the experimental
data, this new formulation describes the micro-algal response to a wide range of situations of exces-
sive or insufficient light intensities through an explicit dependence on both the incident light and the
biomass concentration. While simple, the proposed expression can be satisfactorily applied to practi-
cal cases under nutrient replete conditions in photo-bioreactors with different sizes and geometries. It
extends naturally to the growth of different species, providing a dynamic model which can simulate
experiments in a mono-culture as well as in poly-cultures. The investigation of the competition for
light-limited growth shows that the model predicts competitive exclusion, which has also been ex-
perimentally demonstrated. This leads to new perspectives for the control and optimization of mixed
micro-algal cultures.
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4.1 Introduction

The study of different aspects related to the behaviour of a micro-algae culture growing in an inten-
sive culture system has gained renewed interest because of the wide fields of application of these
photosynthetic microorganisms. Micro-algae are viable sources of biological compounds and con-
stitute a renewable and environmental-friendly feed-stock [312]. Their intensive cultivation is used
for the production of high-value bio-products and bio-fuels and also for the treatment of polluted
waters. The selection of the appropriate micro-algae species and appropriate methods of culture is
essential to guarantee the economic feasibility of the intensive production of micro-algae. Chlorella
and Scenedesmus have been considered promising candidates for wastewater treatment ([313, 125])
and bio-fuel production ([313, 314, 315]), thanks to their maximum growth rates, biomass yields, and
lipid and carbohydrate contents, which can reach high levels.

In a controlled culture system, the growth of micro-algae may be affected by a combination of envi-
ronmental parameters, such as light intensity, photo-period, temperature, pH, and composition of
the nutrients of the culture system. When nutrients are provided in sufficient quantities and the
pH is maintained at its optimal value, the efficient use of light is essential to optimize and control
the growth of an algal culture to ensure the success of industrial production processes, since the
light regime and photo-period are critical components that directly affect the production of biomass
([316, 317, 318, 319]).

Several studies on the effects of light on the growth of micro-algae have been carried out based on
experimental as well as theoretical approaches, using fundamental concepts for understanding the
dynamic behaviour of light-limited cultures in photo-bioreactors or outdoor raceways. The proposed
mathematical models of micro-algae share, in general, the common objective of having a growth rate
as a function of the light irradiance received by micro-algae. According to the typical photosynthesis-
irradiance curve (P–I curve), describing the response of the rate of photosynthesis to changes in the
intensity of the light, three distinct light regimes are depicted. At low intensities, the photosynthesis
rate of the algal cells is initially affected by photo-limitation and is usually proportional to the intensity
of the light until reaching a saturation point at which the growth rate is at its maximum attainable
value and the algae has become light saturated. Beyond this point, the growth rate is negatively
affected due to photo-inhibition ([37, 36, 38]), defined as the degradation of key proteins at high light
intensities, which causes a loss of photosynthetic yield and productivity. While photo-inhibition may
appear on a short time scale under high irradiance, the response to changes in the long term average
irradiance is usually referred to as photo-acclimation [320, 210]). This phenomenon is linked to the
ability of cells to maximize their light absorption capacity under low light and to minimize energy
flow under high light by various changes in pigmentation, macro-molecules (e.g. enzymes associated
with photosynthesis and respiration), and cell morphology (e.g. cell volume, thylakoids stacking, and
transparency) [53, 54, 55]. These two phenomena may affect the P–I curve dramatically [321, 322,
323]. The mathematical formulations of the effects of different light phenomena on photosynthesis
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require more or less complex mechanistic models, depending on the study and the model’s application
scale.

In most of the studies, incident light is coming from above the algal culture growing in photo-
bioreactors. For low-dense cultures it is often assumed that all micro-algae receive the same light
intensity. Traditionally, the specific growth rate as a function of the light intensity (P-I curve) is as-
sumed to follow a Monod-like function [181, 230, 324] or some other non-monotonic expression that
accounts for photo-inhibition, such as a Haldane-like function [223, 325, 326] or the Steele func-
tion [234, 228]. However, modeling micro-algae growth in mass culture must consider the response
of micro-algae to light intensity and the distribution of the light intensity in the medium. Because
the biomass and other light-absorbing substances generate a light gradient in photo-bioreactors, the
light intensity that micro-algae can face becomes a function of the depth and biomass concentration
within the culture. Thus only micro-algae near the surface receive the light intensity at which the cul-
ture is illuminated, while micro-algae located in the darkest zone of the reactor may not receive any
light. Light attenuation conditions are affected by biological and physical parameters such as biomass
concentration and incident light flux. The light attenuation phenomenon is usually described by the
Beer–Lambert law of light absorption [166, 180], according to which the light penetration decreases
exponentially with increasing biomass concentrations. Despite the fact that most photo-bioreactor
models rely on the Beer– Lambert law, which is based on the assumption that the light is not scattered
in the medium, its use increases the inaccuracy in high-density cultures where multiple scattering
events occur ([232, 240, 241, 242]). The local light availability can be calculated using complicated
equations accounting for light absorption and scattering in the reactor. However, it is important to
note that with more complications (in the expressions of the light distribution or in modeling growth
at the cell level), they involve additional input parameters whose determination can be difficult, ex-
pensive, or time consuming. Moreover, a large number of parameters can lead to over-fitting, resulting
in the model’s being poor at predicting the actual trends. In practice, the biomass concentration and
the instantaneous light intensity available in the culture medium can be easily monitored, allowing
following the light attenuated throughout the cell cultivation period.

When accounting for the impact of light gradients, the average specific micro-algae growth rate can
be expressed by summing the local growth rates determined through a biological model, depending
on the local light intensities faced by micro-algae cells. This approach can be described using, for
example, a Monod-like function coupled with the Beer–Lambert law for the light distribution [240].
Another approach is to describe the average growth rate through a biological model (for instance,
the Monod function) that depends on the average light intensity received by the micro-algae (which
can be described using the Beer–Lambert law) [228]. This approach assumes that the micro-algae
in a well-mixed culture are, on average, exposed to the same light intensity and, therefore, have
the same average growth rate [166]. Given that light use by micro-algae is closely related to light
attenuation conditions in the bulk of cultivation systems, we evaluate in the present study the accuracy
of modeling the algal growth rate as a function of the average attenuated light by cell density. We
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used two species C. sorokiniana and S. pectinatus, as candidates for the biological model, growing in
one-sided illuminated photo-bioreactors under nutrient replete conditions and constant temperature.
The light attenuation inside the culture is assumed to be non-emitting and non-fluorescing, depending
on two independent phenomena: (i) absorption by the pigments and (ii) scattering by the whole-
cell mass [230]. This light phenomenon was approximated by the summation of the light intensity
altered/shaped by the biomass through a simple equation of the form of Michaelis–Menten kinetics (as
suggested by [327]), and the incident light intensity (measured perpendicularly to the light source on
the boundary of the reactor) modified by the photo-bioreactor and its liquid content. This relationship
was validated regardless of the value of the initial light intensity and was an adequate approach, able
to cover a wide range of cell concentrations. We then develop a simple growth function explaining
the experimental results of the response of the process-rate of the micro-algae to a broad range of
incident light intensities and biomass concentrations. This new formulation can be considered one of
the simplest modeling approaches to describe the behaviour of micro-algal cells in response to light
phenomena.

This paper is organized as follows. The influence of the intensity of the incident light and the biomass
density on the specific growth rates of the two micr-oalgae candidates (growing in batch cultures)
is discussed in Sections 4.3.1 and 4.3.2, respectively, through comparisons of the data with classic
kinetic models. The light attenuation equation is validated in Section 4.3.3 and then incorporated
in a new growth formulation in Section 4.3.4, allowing the description of the experimental data sets
obtained from the batch cultures. In Section 4.3.5, the validation of the new kinetic function is pre-
sented for the case of continuous light-limited photo-bioreactors using dynamic data for the biomass
obtained in mono-cultures and poly-cultures. Finally, in Section 4.3.6, some cases of the outcome
of competition for light are investigated through simulations of the validated multi-species dynamic
model under different operating conditions of removal rates and periodic light supply, in continuous
mode photo-bioreactors.

4.2 Materials and methods

4.2.1 micro-algae strains and pre-culture medium
The micro-algae were isolated in October 2015 from samples from the high rate algal pond (HRAP)
located in the north of France and operated for processing urban wastewater [6, 328]. The isolated
species were identified as C. sorokiniana and S. pectinatus by the Sanger sequencing method [328].
The species were systematically sub-cultured (sub-culturing of 10% of the inoculum at each cycle) in
flasks separately in fresh medium Z8NH4 (Z8 media [308] buffered with HEPES at 20 mM, enriched
with ammonium salt (NH4Cl) as the sole nitrogen source, and complemented with sodium carbonate
(Na2CO3) to reach a C:N:P ratio of about 88:8:1), and maintained in laboratory incubators under
continuous light (100 µE m−2s−1) and temperature 25◦C.
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4.2.2 Experimental procedure and cultivation conditions

For testing the effects of light on the growth of the biomass for each species, pre-incubations were
carried on for 5-day batch cultures under a continuous light intensity of 100 µE m−2s−1 in a 100 mL
flask. Then, each species was diluted (by 2%, 3%, 7%, 10%, 13%, 20%, 27%, 33%, 40%, 47%, 53%,
60% in 40 mL flasks) with the relevant culture medium where the pH was maintained constant (at a
value of 7.5) in order to test the influence of different biomass concentrations. The incubation of these
cultures were carried on for 3-day batch culture in a type 96 microwell plate (Greiner CELLSTAR®
96 well plates), filled with the 12 different dilutions with 8 replicates (with a working volume of 250
µL per well) for each dilution. Nine identical microwell plates were prepared for each algal species,
and then each of them was placed at a fixed position under nine fixed light intensities (from 0 to 900
µE m−2s−1) in four identical laboratory incubators (Panasonic MIR-154-PE) where the temperature
was set at 25◦C. The incident light intensities (from cool white Luxeon Rebel LEDs, Lumileds) were
measured above and below each microwell plate filled with the culture medium using the scalar PAR
sensor ULM 500 Walz.

Thus, a total of 108 combinations of transmitted light intensity and population density were used,
including the 12 initial dilutions (equivalent to the diluted initial biomass) and 9 light intensities. The
algal growth in the microwell plates was evaluated for each species by fluorescence measurements
after 48 h of exposure to each different condition of both light and biomass concentration outlined
above. The specific growth rates µ (d−1) were determined on a total of three biomass measurements
(at t = 0 h, t = 24 h and t = 48 h) using linear least-squares curve fitting on the supplied set of the
logarithm of the biomass ln(x) and time t. These growth rates were used for identifying the growth
model.

To visualize the changes in the shape of the light attenuation curves according to the cell densities of
each species when exposed to several incident light intensities, we selected 9 batch cultures at different
stages of growth (non-diluted cultures with different biomass concentrations). Each 40 mL flask
reactor was placed under 8 light levels from cool white LEDs (Luxeon Rebel, Lumileds) delivered
from the laboratory incubators (Panasonic MIR-154-PE). The light was measured at the centres of the
flasks in a water solution with and without cells using the scalar PAR sensor ULM 500 Walz, while
the biomass concentrations of each species were determined by optical density (OD650) and were then
converted to carbon units. Then, for each value of the biomass concentration, the light attenuated by
the micro-algal cells can be found as the difference between the two measurements of the light (with
and without cells).

Continuous culturing was carried out in two photo-bioreactors to follow the biomass of the strains over
time (in mono-culture or poly-culture) under the same light condition provided by one-sided lighting
(using several white fluorescent lamps) at Iin = 165 µE m−2s−1, and under different initial biomass
conditions. These experiments were used to identify the growth model and for the biomass estimation.
Each bioreactor consisted of an Erlenmeyer glass vessel of 2 L with double walls. Between these walls
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was flowing water thermostatically controlled at 25◦C (using Thermo Scientifc and VWR circulating
bath) allowing maintaining the inoculum temperature constant. The mineral substrate at non/limiting
concentrations (10 L of sterilized and buffered Z8NH4 culture medium) was introduced continually
into the glass vessel at a constant flow by a dual Channel Precision Peristaltic Pump (Ismatec), while
the excess of bioreactor liquid was collected in a glass bottle using the same pump, thus keeping
the culture volume constant. The reactors were operated at a hydraulic retention time of 4 days
(corresponding to a dilution rate of D = 0.25 d−1) maintained constant throughout the experiments.
To ensure a perfect mixing within the bioreactor, each reactor was agitated at 300 rpm by means of a
magnetic system. In addition, a bubbling aeration system was designed as follows: the air is sent into
a bottle of water to trap the air particles, an aquarium pump system sends the moisture-saturated air
into the culture medium, and then passes through a cannula connected to a transmitting filter of 0.2
µm to avoid over-pressure and to limit air contamination. The reactor also has a sampling cannula
connected with a non-return valve to minimize the risk of contamination.

4.2.3 Analytical procedures
Batch cultures In the 3-day batch cultures, monitoring the growth of C. sorokiniana and S. pecti-
natus in the microwell plates was carried out daily by fluorescence measurements (EX 450 nm,
EM 680 nm) and optical density OD at 650 nm, 730 nm, and 680 nm using a micro-plate reader
(CHAMELEON, Hidex).

Continuous cultures In chemostat cultures, samples were collected for cell counts and dissolved
nutrient analysis. The cell counts were performed in triplicate using an upright microscope (MOTIC
BA310). The algal biomass was also monitored by OD at 650 nm using a micro-plate reader (FLU-
OSTAR, BMG Labtech) at 650 nm through 48 well plates filled daily with 1 mL of culture sample.

Carbon conversion The carbon content was determined as follows: 5-mL samples were filtered
onto pre-combusted AE filters and stored at 80◦C until the analysis. The filters were dried at 60◦C
for 24 h, pelleted, and analysed using an ANCA mass spectrometer (Europa Scientific).

Referring to batch experiments on the same studied species for different stages of growth with a
working volume of 40 mL under different concentrations of ammonia, a continual light intensity (100
µE m−2s−1) and a fixed temperature (25◦C) [328], the OD at 650 nm (measured with CHAMELEON,
Hidex) was found to be the best correlated with the Particulate Organic Carbon (POC) content of the
cells determined for both species (POC= 496.14 OD650, R2 = 0.89).

For the continuous cultures, several samples were collected from both the mono-culture and the poly-
culture during chemostat monitoring. The obtained values of the POC allowed establishing a linear
correlation between POC and OD650 (measured with FLUOSTAR, BMG Labtech) (POC= 208.42

OD650, R2 =0.88).
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4.2.4 Model identification methods

First of all, we explored a range of nonlinear models that might be useful for characterizing the growth
rate µ of the studied species according to some classical kinetic functions (µ(.)) from the literature
depending on the following variables: the incident light Iin or the biomass x. Then we proposed a
new kinetic function depending on both these two variables.

The optimal parameters of the growth functions used to explain the characteristics of the growth rates
of the algal species (determined in microwell plates) were calibrated using the "fitnlm" function of
Matlab, which estimates model parameters and delivers statistics.

To readjust the parameters of the proposed growth function using the data of the biomass of both
species in mono-culture (in chemostat), we used the function "fmincon" of Matlab to minimize the
least squares criterion:∑k

i=1

∑n
j=1

(Xexpij−Xsimij)2
n

where k =2 and n is the number of observations of Xexp, and Xsim

results from the numerical integration of the model (describing the time evolution of the biomass in
continuous mode photo-bioreactors) by the "ode45" function of Matlab.

4.2.5 Statistical tests

Statistical results on the identified model parameters were delivered by the "fitnlm" function of Matlab
(used to fit nonlinear regression models) and are given as param. ±SE with an associated p-value p
for the significance of each regression parameter for n observations. The comparison between the
parameters among species for the same growth model was ensured by the same function using the
vector of all observations on µ (for both species) as a response variable, and the matrix of the model
variable along with a dummy variable (which takes only the value 0 or 1 according to the species,
thus indicating the absence or presence of some categorical effect that may be expected to shift the
outcome of the parameter identification) as predictor variables [329]. This involved the need to add
to each required parameter a coefficient multiplied by the dummy variable, thus constituting the new
model formulation (used in the "fitnlm" function). Then, one can determine the significant differences
between the parameters, according to the p-value p of these coefficients for 2n observations. The
"anova1" function of Matlab (performing one-way analysis of variance) was used once to test the
difference between the two species according to their efficiency to attenuate the light in flask reactors
experiments (comparison on Khsx parameter among the two species).
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4.3 Results and discussion

4.3.1 Effects of the incident light on the specific growth rate of C. sorokiniana
and S. pectinatus in batch monoculture

At very low levels of biomass, the average light intensity received by the culture is close to that reach-
ing the reactor surface (i.e. incident light Iin), particularly for reactors with a small light path. Under
these experimental conditions, one can ensure that all cells are exposed to the same light intensity Iin.
In order to describe accurately the relationship, for each species, of the growth rate µ with Iin, we will
use the results obtained experimentally in microwell plates from the lowest concentration of biomass
(1.1± 0.1 mgC L−1). We also considered close initial biomass (1.20 mgC L−1 and 1.04 mgC L−1 for
C. sorokiniana and S. pectinatus, respectively) to compare the growth–light relationships of the two
species.

The relationship between µ and Iin was first compared using a Monod-like kinetics, which assumes
that only light limits the growth of the cells. Then we tested the Haldane- and Steele-like models,
in which the light inhibition effect at high light intensities is included as well (see Figure 4.1). The
expressions and parameters of the three kinetic functions obtained from comparison with the data are
all summarized in Table 4.1.

Model µ(I) Param. C. S. Stat.
comp.

Monod µm (d−1) 1.47∗±0.07 1.24∗±0.06 ∗∗

µmI
KsI+I

KsI (µE m−2s−1) 74∗±15 95∗±18 ns
Andrews–
Haldane

µm (d−1) 3.15∗±0.90 1.56∗±0.32 ns

µmI

KsI+I+
I2

KiI

KsI (µE m−2s−1) 318∗±136 151∗±60 ns

KiI (µE m−2s−1) 726±382 2834± 2660 ns
Steele µm (d−1) 1.44∗±0.03 1.13∗±0.03 ∗∗

µm( I
Im
e(1−

I
Im

)) Im (µE m−2s−1) 489∗±20 489∗±27 ns

Table 4.1: Summary and comparison of the kinetic parameters, estimated from growth data collected
during microplate incubations for C. sorokiniana and S. pectinatus, using Monod, Haldane, and Steele
kinetics. The results are represented as param. ±SE, n = 64; the statistical comparison was assessed
on 2n observations.
∗ significant regression parameter at p < 0.05 (n = 128),
∗∗ significant difference between the parameters of the two species at p < 0.05 (n = 128),
ns non-significant difference between the parameters of the two species at p > 0.05 (n = 128).

The results show that, over the tested range of incident light intensities, the Monod-like model seems
to fit the data of S. pectinatus far better than those of C. sorokiniana, whose growth appears to be
inhibited at high light levels (root mean squared error RMSE= 0.159 for S. pectinatus < 0.195 for
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C. sorokiniana). The determined values of the parameters when using the Monod function to explain
the growth rate data of S. pectinatus are in line with the results of experiments in previous work
performed on the species Scenedesmus caribeanus, which was found to reach a maximum growth
rate µm of 1.44 d−1 and a half-saturation constant KsI of 68 µE m−2s−1 [330] (µm =1.2±0.1 d−1 and
KsI =95±18 µE m−2s−1 in this study).

The reduction in the growth rates of C. sorokiniana observed for Iin > 450 µE m−2s−1 suggests its
sensitivity to photo-inhibition. This is confirmed by the smaller RMSE obtained when comparing
its experimental and simulated data using either the Haldane (RMSE = 0.173) or Steele (RMSE =
0.183) models, both of which have non-monotonic curves which can describe the photo-inhibition
phenomenon. The decline in the growth rate of C. sorokiniana due to photo-inhibition at high light
intensities was also reported in previous studies (at a light intensity of about 250 µE m−2s−1 and for
temperatures ≥ 22◦C) [167].

According to the Steele model, both species reach their maximum specific growth rates around an
average intensity of 489 µE m−2s−1, which is supposed to be the optimal light condition under the
stated conditions of biomass concentration and temperature.

From Table 4.1, C. sorokiniana showed the higher maximum specific growth rates compared to those
obtained with S. pectinatus using either the Monod or Steele kinetics. However, no significant differ-
ence was observed between the two species in terms of their affinity to light intensities. This implies
that the species’ affinities may be similar, or the experimental protocols in this study did not allow
determining any difference.

The Haldane-like model provided the lowest RMSE (RMSE = 0.173 for C. sorokiniana and RMSE =
0.158 for S. pectinatus) compared with the other two models, thus making it more suitable to represent
the data despite the sensitivity of its inhibition constant KiI .

According to the model predictions, it appears that C. sorokiniana was able to grow more rapidly than
S. pectinatus when incident light intensities ranged between 100 and 1000 µE m−2s−1 (see Figure
4.1). Under the stated experimental conditions, S. pectinatus was more resistant than C. sorokiniana
to photo-inhibition. This is in agreement with previous experiments, showing S. quadricauda with
lower photo-inhibition sensitivity than C. sorokiniana under light intensities of about 1000 µE m−2s−1

[331]. Then, it is expected that the growth rate of S. pectinatus will exceed that of C. sorokiniana
under light intensities higher than 1000 µE m−2s−1.

From all these observations, it can be seen that the intensity of the incident light can have different
effects on the growth of different species of micro-algae. When one species is cultivated under high
light intensities and at a low biomass concentration or a reduced light path, photo-inhibition is likely
to occur ([332]). In the case of significant photo-damage, the specific growth rate can be reduced
drastically, as shown by several studies ([332, 333]). In poly-culture, the light intensity can favor or
disadvantage the growth of one algal species compared to another, depending on its sensitivity to light.
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Our results suggest that in a mixed culture of the two studied species, C. sorokiniana may out-compete
S. pectinatus under moderate light intensities, but may itself be out-competed by S. pectinatus under
high light conditions. However, the interactions between these two species may change according
to the dynamics of their respective biomass during the algal cultivation. Therefore, the interaction
between the incident light and the population density was further investigated.
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Figure 4.1: The growth–light relationship for C. sorokiniana and S. pectinatus obtained by the com-
parison of the growth data, collected from microplate incubations, with the kinetic functions of
Monod, Haldane, and Steele. The data of growth rates are reported as means with standard devi-
ations of 8 replicate measurements obtained at an initial biomass concentrations around 1.1 ± 0.1
mgC L−1 for both species.

.

4.3.2 Effects of the density of the biomass on the growth rates of C. sorokiniana
and S. pectinatus in batch mono-culture

The influence of different biomass levels on the growth of C. sorokiniana and S. pectinatus was
studied. A set of batch tests was performed in micro-well plates exposed to 12 initial biomass con-
centrations between 0.5 and 35 mgC L−1. We here show the data obtained under a fixed incident light
(467 µE m−2s−1 and 439 µE m−2s−1 for the cultures of C. sorokiniana and S. pectinatus, respectively)
for which both species showed maximal growth rates, as described in Section 4.3.1.
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Model µ(x) Param. C. S. Stat.
comp.

Exponential de-
clining shape

a 1.52∗±0.03 1.02∗±0.009 ∗∗

ae(−bx) b 0.06∗±0.002 0.036∗±0.001 ∗∗

Contois [182] A = µm 1.75∗±0.03 1.1∗±0.01 ∗∗

A
1+Bx

B = K/I 0.14∗±0.01 0.07∗±0.002 ∗∗

Table 4.2: Summary and comparison of the kinetic parameters, estimated from growth data collected
during microplate incubations for C. sorokiniana and S. pectinatus, depending on biomass density.
The results are represented as param. ±SE, n = 96; the statistical comparison was assessed on 2n
observations.
∗ significant regression parameter at p < 0.05,
∗∗ significant difference between the parameters of the two species at p < 0.05.

Two classic models were adjusted to the experimental data: a generic model of an exponential declin-
ing shape and a model inspired by the density-dependent growth kinetic of Contois, both depending
on the biomass density, affecting negatively species specific growth rates. The models’ expressions
and parameters are summarized in Table 4.2.

Figure 4.2 shows the kinetic data of C. sorokiniana against those of S. pectinatus as functions of the
initial biomass concentrations. We recall that all the biomass concentrations (in carbon units) were
determined using the same conversion factor. This factor was obtained by the linear correlations be-
tween OD and POC measurements at different time courses using the data both for mono-culture and
for poly-culture of C. sorokiniana and S. pectinatus (cf. Section 4.2.3). Having the same correlation
factor suggests an equivalent total pigment content per biomass unit and a similar absorption capacity
per biomass unit regardless of the species. This may be explained by the fact that the green algae
Chlorella and Scenedesmus have similar light absorption spectra [334], and have experienced simi-
lar environmental conditions. We assume that for a given level of biomass concentration, one may
compare the kinetic of a particular species with others of equivalent absorbing proprieties and have a
priori predictions of the outcome of competition based on mono-culture information. However, this
will not be systematically possible in case of significant differences in species characteristics, which
may lead to more complex spectral aspects that can substantially affect the outcomes of competition
for light. As shown in Figure 2, the growth rates of the two studied cultures decreased sharply with
increasing biomass levels in microplates. The maximal growth rate was obtained for low biomass
concentrations. Under this condition, cell sedimentation and subsequent areas of strong light absorp-
tion were likely to be reduced, leading to optimal light absorption in the culture system. The decrease
of growth rates with increasing biomass densities is likely to be related to light attenuation and cell
distribution in the culture volume. Without excluding it, a growth limitation by CO2 is unlikely be-
cause the culture medium was supplemented with high HCO−3 and the growth rates were determined
within the first 48h of incubation, thus excluding any substrate limitation. A similar trend in declining

101



growth in dense algal culture has been reported for Scenedesmus sp. and Chlorella sp. due to attenu-
ation of the light [330]. Moreover, previous studies reported that the growth of micro-algae Chlorella
sp. was low under insufficient or excessive light intensities ([335], [336]), which is also confirmed by
our results. Table 4.2 shows that there is a significant difference between the species’ specific growth
rates, as stated in Section 4.3.1.

The change in the species’ growth performances with the culture density suggests that at non-inhibiting
incident light intensities, C. sorokiniana growth is more efficient than S. pectinatus at low biomass
levels (< 5mg.L−1). At intermediate levels of biomass (between 5 and 30 mg.L−1), the growth of
both species was similar. However, under higher biomass densities, S. pectinatus grew more rapidly
than C. sorokiniana (as shown in Figure 4.2).

Assuming that the competing species for light have similar behavior in light absorption, their specific
growth rates may depend on the light absorbed by the sum of their biomass independent of its com-
position and in the same way as in monoculture (this hypothesis was further tested by modelling and
confrontation with the experimental data). This suggests that in the case of poly-culture, S. pectinatus
may perform well at high biomass densities despite the relatively low growth rates usually observed,
because this species can out-compete light-limited species under low light. However, C. sorokiniana
may perform better under clear waters and compete more effectively at moderate light conditions but
may lose its advantage as the culture density increases over time. Consequently, the biomass level
within a culture is a key factor that can explain the predominance of one species over another when
growing together under non-inhibiting light conditions.
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Figure 4.2: The growth–biomass density relationship for C. sorokiniana and S. pectinatus obtained
from microplate incubations. The data of growth rates are reported as means with standard deviations
of 8 replicate measurements obtained under a continuous incident light intensity of 467 µE m−2s−1

for C. sorokiniana and 439 µE m−2s−1 for S. pectinatus.
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4.3.3 Modeling the light attenuation within cultures

Light attenuation had significant effects on micro-algae growth. For a one-sided illuminated photo-
bioreactor with a fixed light intensity Iin, the photo-synthetically active light is a maximum near
the liquid boundary in front of the light supply and decreases on passing through the water column.
In addition to the effect of the depth, and the reflection and refraction at the interfaces boundaries,
the absorption of the biomass when it is at high concentrations can induce light limitation within a
well-mixed photo-bioreactor. Because of the high pigment content of micro-algae, light is stronly
absorbed as it penetrates the culture depth. Under well-mixed conditions, we assumed that i) the
individual cells are not stationed exclusively in the light or dark zones of the culture but exposed, on
average, to the same light condition in the culture with respect to the instantaneous cell concentration
x ii) the average micro-algal growth rate is closely related to light attenuation conditions in a given
bulk of cultivation system. iii) the light attenuation by micro-algal species Iattx is defined as the light
dissipated by the summation of both absorption and scattering and given as a function of the biomass
concentration

Iattx(Iin, x) = αIin
x

x+Khsx

(4.1)

where α (%) is the percentage of the maximum effective light available for the growth of the micro-
algae and Khsx (biomass unit) is the half-saturation constant of the biomass concentration x (biomass
unit).
The parameter α indicates the part of the light that remains inaccessible for growth (due to non-
micro-algal components such as reactor walls and its liquid content). The parameter Khsx reflects the
interplay between the effects of absorption and scattering by the micro-algal species, closely linked
to both size and distribution of the cells in a given culture volume.
The expression (4.1) was validated in well-mixed batch reactors (flasks of 40 mL) illuminated at
several initial light intensities Iin for both studied strains using cultures at different stages of growth
(corresponding to different biomass concentration obtained at different incubation times tf ). The
light irradiance profiles were determined by plotting the light attenuation (It0 − Itf ) measured at the
centres of the flask reactors (It0 without biomass and Itf with biomass at tf) against the biomass
concentrations (measured by OD650 and then converted to mgC L−1).
As shown in Figure 4.3, the higher is Iin, the greater is Iattx. The light curve tends towards the
irradiance value αIin measured at the centre of the reactor when filled with only the culture medium.
The shape of the obtained graphs appears to be similar to that of the Monod function and was then
used to describe the light attenuation phenomenon.

We defined the total light attenuation Iatt within a photo-bioreactor as the summation of the light
attenuation by biomass Iattx (including both absorption and scattering) and the light modified by the
reactor and its liquid content Iatt0 = Iin(1− α), as summarized in the following expression:
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Figure 4.3: Simulation of the attenuated light model Iattx compared to data obtained in monocultures
of C. sorokiniana and S. pectinatus growing in flasks at different stages of growth and biomass con-
centrations.

Iatt(Iin, x) = Iatt0 + Iattx = Iin

(
1− α

(
1− x

x+Khsx

))
(4.2)

The parameter α can be interpreted as a characteristic of the photo-bioreactor. This parameter may
be estimated with an experimental test carried out with the culture device filled with the culture
medium before inoculation. Consequently, the contribution of the reactor and its liquid content to
the attenuation of Iin can be given by the absorbed light Iin − Iout (both measured perpendicularly
to the light source on either side of the reactor) divided by Iin. Then, β = 1 − α represents the
percentage of the light unavailable for algal growth, and depends on the wall and depth of the reactor,
the transparency of the culture medium, and also the geometry and material of the reactor (such as the
reflection and refraction of the light through the walls and at the interface with the medium, which
may differ).

For all tested values of Iin, the model (4.1) fits well the measured data for both strains (Figure 4.3) with
different values of Khsx (ANOVA test p < 0.05; Khsx=155± 25 mgC L−1 for C. sorokiniania and
Khsx= 201±33 mgC L−1 for S. pectinatus; (param.±SE, n: [8 8])). This suggests that C. sorokiniania
can attenuate light more effectively than S. pectinatus. These differences between the observed values
of Khsx among the species is probably due to light scattering, which is size-and shape-dependent [?].
At equal biomass concentration, a small number of voluminous cells (such as Scenedesmus growing
in four celled colonies of 20 µm length) would attenuate less light than small cells at a much larger
number (as is the case for the spherical microalgae Chlorella, with a cell diameter between 2 and 3
µm). Therefore, The Khsx parameter reflects the interplay between both absorption and scattering of
the light and may also be related to metabolic processes that are probably size- and species-dependent
[?].
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4.3.4 Coupling the photo-inhibition and photo-limitation effects in micro-algal
growth kinetics

Based on the previous results, we suppose that the micro-algae growth is affected by both photo-
inhibition and photo-limitation, suggesting that a good kinetic model would depend on Iin and x.
Thus we looked for one model which can represent all the experimental data, by trying to find a
function that could relate µ to Iatt. Although the curve shapes of the growth rates plotted against
Iatt resemble the classical Monod-, Haldane-, or Steele-type functions (see the experimental data for
µ in Figures 4.4 and 4.5 for C. sorokiniana and S. pectinatus, respectively), there were no unique
sets of parameters that could explain all the experimental data sets. However, one can compute the
correlations between the individual parameters identified from one experiment to another. The most
remarkable correlation observed for any tested type of kinetics was between µm and the tested x

condition, when taking µm as a decreasing function of x. Thus, we propose the following expression:

µm(x) = µ̄α

(
1− x

x+Khsx

)
= µ̄

(
α− Iattx

Iin

)
(4.3)

where µ̄ is the maximal value of the species’ specific growth rate.

We built the following kinetic model using (4.2) and (4.3)

µ(Iin, x) = µm(x)
Iatt(Iin, x)

KsIatt + Iatt(Iin, x)

(
1− Iatt(Iin, x)

I0

)
(4.4)

with KsIatt the half-saturation constant of attenuated light (µE m−2s−1) and I0 the light intensity (µE
m−2s−1) for which µ takes the value of 0 for any large enough value of x.

With this model we implicitly consider that the inequality

I0 > (1− α)Iin (4.5)

is fulfilled (otherwise no growth is possible). Then, we consider the number

x̄ :=

Khsx
I0−(1−α)Iin

Iin−I0 if (1− α)Iin < I0 < Iin

+∞ if I0 ≥ Iin

which defines a threshold on the biomass level under which growth is possible. Finally, the model
writes

µ(Iin, x) =

µm(x) Iatt(Iin,x)
KsIatt+Iatt(Iin,x)

(
1− Iatt(Iin,x)

I0

)
, x < x̄

0, x ≥ x̄
(4.6)

under Hypothesis (4.5).
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The Appendix gives the mathematical analysis of the monotonicity of expression (4.4) with respect
to x. We show that, over the interval (0; x̄), the function µ is either decreasing, or increasing and then
decreasing with respect to x (see µ as a function of x in Figures 4.4 and 4.5 where Iin is fixed with
Iin ≤ I0).

As shown in Figures 4.4 and 4.5, the highest growth rates are obtained with the lowest biomass con-
centration related to lower light attenuation conditions, which induces a higher light amount received
per cell. The effect of light on growth rates was less pronounced at high biomass concentrations than
at low concentrations. Interestingly, the greater is the initial biomass concentrations, the higher is
the light photo-inhibition despite the high light attenuation by the cells. This suggests that at initial
high biomass concentrations, algal cells are responding to high incident light as low light-adapted
cells [?]. Therefore, the proposed growth function can indirectly describe algal-cells adaptation to
rapidly changing lighting conditions. The model (4.6) allows describing both the light inhibition ef-
fect and the light attenuation effect, and applies to a broad range of incident light intensities (0–1000
µE m−2s−1) and biomass densities (0–35 mgC L−1). The model parameters were identified for each
species and are presented in Table 4.3.

Param. C. S. Stat. comp.
α 0.75∗±0.03 0.81∗±0.03 ns
µ̄ (d−1) 3.25∗±0.20 1.75∗±0.08 ∗∗

KsIatt (µE m−2s−1) 52∗±6 26∗±3 ∗∗

Khsx (mgC L−1) 9.89∗±0.31 17.07∗±0.53 ∗∗

I0 (µE m−2s−1) 1068∗±41 1836∗±168 ∗∗

Table 4.3: Summary and comparison of the new model parameters used in the modeling of
C. sorokiniana and S. pectinatus growth depending on both incident light intensity and biomass
density (in microwell plates). The results are represented as param.±SE, n = 864; the statistical
comparison was assessed on 2n observations.
∗ significant regression parameter at p < 0.05,
∗∗ significant difference between the parameters of the two species at p < 0.05,
ns non-significant difference between the parameters of the two species at p > 0.05.

All the estimated parameters show that there are significant differences between the species, except
for α. We recall that α is a characteristic parameter of the reactor that reflects the contribution of the
culture device in the attenuation of Iin. Then, it is suggested that this parameter is probably the same
in the microwell plates and the maximum effective light available for micro-algae growth always
equals αIin. For the maximal value of the species’ specific growth rate, the greater µ̄, estimated
for C. sorokiniana, shows its ability to grow faster than S. pectinatus when growing conditions are
favorable, as suggested in Sections 4.3.1 and 4.3.2 in microwell plates experiments. Moreover, the
greater I0, found for S. pectinatus, demonstrates its strongest resistance to high light intensities, which
supports our previous results in Section 4.3.1. We note that the half-saturation constants KsIatt for the
two species were also different. Similarly, the significant difference of Khsx between the two species
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reflects different responses to the attenuation effect, as stated above (see Section 4.3.3). However,
we notice that the value of Khsx identified for microwell plate cultures was not of the same order
of magnitude as that for flask cultures (cf. Section 4.3.3). This may be explained by the spatial
heterogeneity effect related to mixing. In fact, the cells initially suspended in the small volume of
few micro-litres (250 µL) in the microwell plates tend to accumulate at the bottom of the well, which
is not the case for the instantaneous measurement of the light in a perfectly mixed flasks (40 mL).
This may result in a significant density inhibitory effect on µm (following equation (4.3)) caused by
the high spatial heterogeneity, thereby explaining the small value obtained for Khsx in micro-plates.
Then, Khsx will increase with the degree of mixing when the same culture device is considered. In
addition, we observed higher values of Khsx for S. pectinatus compared to C. sorokiniana, whether in
microplate or flasks. This is probably due to the differences in shapes and sizes of the cells between
the two species. Having the same biomass concentration, a small number of voluminous cells (such
as S. pectinatus) would attenuate less light than small cells at a much larger number (as is the case for
C. sorokiniana). Therefore, Khsx would be related to both the species’ bio-volumes and the mixing.

We note that different trends are found when comparing the microalgal growth rates using the relevant
values of Khsx previously identified for each culturing device (microplates and flasks). The model
predicts a drastic reduction of microalgal growth in microwell plates leading to a division of the
highest growth rate by a factor of 5 for C. sorokiniana and 3 for S. pectinatus, at a density of 35
mgC L−1 and Iin = 450 µE m−2s−1 (cf. Figures 4.2, 4.4, and 4.5). However, the decline becomes
insignificant (division factor of only 1.25 and 1.1 for C. sorokiniana and S. pectinatus, respectively)
in flasks under the same conditions (taking the same growth parameters of Table 4.3 except for Khsx).
These outcomes support that the lack of mixing and the subsequent heterogeneous cell settlement at
the bottom of microwell plates may explain such discrepancies.

The new kinetic function (4.6) highlights the interactions between the incident light and the population
density. It reflects the effect of the availability of light, and describes different phenomena that may
occur during algal cultivation, such as photo-inhibition (following exposure to high light intensities
at low biomass concentrations) and photo-limitation (under insufficient light conditions), or, more
likely, other mechanisms such as cell distribution within water volume. This model requires a limited
number of strain-specific parameters and allows comparisons of species growth performances and
optimization of the operational parameters of algal cultures. Its simplicity makes it a valuable tool
that can be integrated into any type of photo-bioreactor geometry and can apply to a microwell plate
(as shown here) or to Erlenmeyer photo-bioreactor (as shown below). Such a growth function also
offers a tool for simulating and predicting the potential production rate in poly-culture of different
species in algal mass culture systems under light fluctuations (as further explored).
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Figure 4.4: The effect of incident light intensities Iin (µEm−2s−1) and the biomass densities x (mgC
L−1) on the growth of C. sorokiniana in microwell plates. The data of growth rates are reported as
means with standard deviations of 8 replicate measurements.
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Figure 4.5: The effect of incident light intensities Iin (µEm−2s−1) and the biomass densities x (mgC
L−1) on the growth of S. pectinatus in microwell plates. The data of growth rates are reported as
means with standard deviations of 8 replicate measurements.

4.3.5 Model calibration and extension for poly-culture predictions in contin-
uous mode photo-bioreactors

We considered the data of species growing in mono-culture (in an Erlenmeyer photo-bioreactor ex-
posed to continual Iin) to compare them to the data generated by the growth kinetics derived by the

109



proposed growth function (4.6) for growth limited by light. We first need the usual mass balanced
model to describe the time evolution of the biomass concentration [172] using the proposed kinetic
function µ(·) from (4.6) for a fixed intensity of incident light Iin.

ẋ =
(
µ(Iin, x)−D

)
x (4.7)

In any case, when D is such 0 < D < µ(Iin, 0), the system admits an unique positive equilibrium x?

which belongs to (0, x̄), and that is globally symptomatically stable (see Appendix).

The simulations of this model for each species grown in mono-culture are presented in Figure 4.6
against the data of biomass (from OD650 measurements being converted to mgC L−1) obtained under
continuous mode cultures, using the same kinetic parameters represented in Table 4.3 except for α
and Khsx. These two parameters are likely to vary considerably depending on the operating condi-
tions. Then, they were both re-identified for model calibration, depending on the culture device being
used. α which depends on the culture device, was found to be equal to 0.44, while Khsx, apparently
sensitive with regard to mixing, was equal to 14 and 52 mgC L−1 for C. sorokiniana and S. pectinatus,
respectively. The parameters µ̄, KsIatt and I0, considered as characteristic parameters of the species,
were held the same (as given in Table 4.3).
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Figure 4.6: Simulation of chemostat model using the new kinetic function compared to biomass data
(means with standard deviations of 3 replicate measurements of OD650 and cell count converted to
mgC L−1) tracked in mono-cultures of C. sorokiniana and S. pectinatus under similar conditions of
incident light intensity Iin = 165±5 µE m−2s−1 and dilution rateD = 0.25±0.02 d−1(in Erlenmeyer
photo-bioreactors).

In the second step, we sought to validate our growth function (4.6) on another data set. So, we used the
experimental data of biomass (from cell count measurements being converted to mgC L−1) tracked
over time in the same Erlenmeyer photo-bioreactor but inoculated with a culture of a mixture of the
species. This required an extension of the model to multi-species growths.

Let us recall that the model initially proposed to study the effect of light attenuation on the growth
of a monoculture is based on a density-dependence relationship where the biomass concentration
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x is given by a measure of OD. We assume that the two studied species have similar absorption
capacities per unit of biomass, whether in monoculture or polyculture, based on the ’average’ linear
correlation between OD and the carbon content of the cells (cf. Section 4.2.3). This proposal has
been justified by the fact that the species in this study belong to the same family and have experienced
similar environmental conditions. Thus, we implicitly suppose that the effect of light attenuation on
the species’ specific growth rate depends on the incident light Iin and the total biomass, whatever
the composition of this biomass. In other words, this hypothesis means that for a value y measured
by OD, specific growth rate ẋi/xi (when the species i is present) would be identical for all pairs of
non-zero values (x1, x2) such as x1 +x2 = y (with xi representing the values that would be measured
by the same OD device in the species’s mono-cultures). Consequently, under these assumptions, an
extension of the model to multi-species growths could be given by the following system of differential
equations, which depend on the same parameters applied in mono-cultures

{
ẋ1 = (µ1(Iin, x1 + x2)−D)x1

ẋ2 = (µ2(Iin, x1 + x2)−D)x2
(4.8)

Let us underline that these kinetics are coupled here (but differently than the usual interaction terms,
such as in the generalized Lotka–Volterra models), and taking into account the nonlinear functions
µi.

The system (4.8) was used to test the assumptions made in the case of a poly-culture on experimental
data by considering the same kinetic parameters obtained in mono-culture to simulate and see what
the results will be. The superposition of the data on the predictions of model (4.8) in Figure 4.7 allows
a satisfactory description of the dynamics of the different concentrations of the two species. However,
it takes a long time to see S. pectinatus stabilizing and C. sorokiniana washed out.

The experiments in continuous photo-bioreactors appear to be satisfactorily explained by the pro-
posed kinetic function when applied in monoculture and polyculture, but more experiments would be
necessary for a further validation of the model.

Let us note that the assumptions leading to establishing (4.8) might be questionable when considering
species with significantly different characteristics (such as the type of pigments that they contain) or
in case of using other types of measurement of biomass (such as dry matter). Both situations will
require the re-identification of parameters, and the system (4.8) can be generalized by considering a
weighting into the calculation of the effect of the presence of another species, leading to the following
system

{
ẋ1 = (µ1(Iin, x1 + γ2/1x2)−D)x1

ẋ2 = (µ2(Iin, γ1/2x1 + x2)−D)x2
(4.9)
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where γj/i and γi/j are the equivalence parameters between species according to their biomass char-
acteristics. However, this approach needs to be validated on new experimental data that could be the
matter of future work.
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Figure 4.7: Validation of the chemostat model using the new kinetic function on biomass data (3 repli-
cate measurements of cell count converted to mgC L−1) tracked in species assemblage of C. sorokini-
ana and S. pectinatus under a fixed incident light intensity Iin = 165±5 µE m−2s−1 and a piece-wise
constant dilution rate D = 0.11 d−1 for t < 2.74; then D = 0.25 ± 0.02 d−1 (in Erlenmeyer photo-
bioreactors).

4.3.6 Prediction of the possible outcomes of the competition for light availabil-
ity in continuous mode photo-bioreactors under periodic light conditions

While competitive exclusion is more likely to occur at the laboratory scale [337], the coexistence of
species is observed in both natural and artificial ecosystems and may play an important role in the
resilience of cultivation systems or even in reducing the risk of extinction under particular conditions
[338, 339]. In this section, we discuss three possible outcomes of the multi-species model, includ-
ing the possibility of species coexistence, through theoretical prediction under periodic light, as a
more realistic growth condition. The different situations were corroborated by some simulations (pre-
sented in Figure 4.8) obtained using the growth characteristics previously validated for C. sorokiniana
(species 1) and S. pectinatus (species 2) in an Erlenmeyer photo-bioreactor (see Section 4.3.5), but
under different operating conditions (as stated in Table 4.4).

We recall that the specific growth rate of each species in the multi-species model (4.8) is influenced
by the total biomass density of both species contributing together to attenuate the available light
within the photo-bioreactor. Thus, the expressions for µ1 and µ2 in the assemblage depend on the
total biomass x1 + x2 instead of xi only, leading to the model (4.8) that couples the growth of each
species. However, for constant incident light Iin, one can easily see that coexistence at steady state
is generically impossible, because it would need to have very particular values of D such that the
graphs of µ1 and µ2 intersect with a common value exactly equal toD. Indeed, this model satisfies the
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Competitive Exclusion Principle in a very similar way to the classical multi-species chemostat model,
for which the common resource is a limiting substrate [172] (to be replaced here by the total biomass).
Considering the biomass at steady state in monoculture, denoted by x?i , which satisfies the equation
µi(x

?
i ) = D (recall from the Appendix that in any case, for any D such that 0 < D < µ(Iin, 0),

the dynamics (4.7) admits an unique positive equilibrium, that is globally attractive and stable on the
positive domain), the winner of the competition is the species with the largest x?i . This competitive
exclusion was observed experimentally under constant light in Section 4.3.5 (see Figure 4.7). We note
that S. pectinatus won the competition, reaching a value at steady state x∗2 which verifies µ(x?2) = D,
as predicted by the competitive exclusion principle.

Let us now consider a periodic Iin(.) as a time-varying function. The competitive exclusion principle
no longer applies. When the input nutrient fluctuates with time (with variable input concentration
or variable input flow rate), it is known that species coexistence is possible [173, 340, 341]. Let
us see that a similar phenomenon can occur when the incident light is fluctuating (even though the
dependency in Iin is non-linear, unlike D).

We consider first mono-cultures under periodic light:

ẋi =
(
µi(Iin(t), xi)−D

)
xi, i = 1, 2 (4.10)

It is easy to see that when the condition

Ci :=

∫ t+T

t

(
µi(Iin(τ), 0)−D

)
dτ > 0

is fulfilled, the washout solution xi = 0 is repelling, and that the scalar dynamics (4.10) admits an
unique positive periodic solution x̃i(·) (see, for example, the simulations in Figures 4.8(A), 4.8(C),
4.8(E) and 4.8G, corresponding to mono-cultures obtained under different operating conditions given
in Table 4.4), which is asymptotically attractive for any initial condition with xi(0) > 0 (as µi is
decreasing with respect to xi).

Now, consider the co-culture under periodic light:{
ẋ1 = (µ1(Iin(t), x1 + x2)−D)x1

ẋ2 = (µ2(Iin(t), x1 + x2)−D)x2
(4.11)

the asymptotic solutions with the absence of one species, which are (x̃1(·), 0) and (0, x̃2(·)), are both
repelling for the dynamics (4.11) when conditions

C21 :=

∫ t+T

t

(
µ2(Iin(τ), x̃1(τ))−D

)
dτ > 0 (4.12)
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C12 :=

∫ t+T

t

(
µ1(Iin(τ), x̃2(τ))−D

)
dτ > 0 (4.13)

are both fulfilled. This argumentation that demonstrates the coexistence of species is often used in the
mathematical theory of the chemostat, see for instance [340, 341]. Let us give some insight into these
quantities. When a single species i settles, its concentrations converge with time towards an unique
periodic solution x̃i(·) as previously recalled. When this periodic solution is reached (or almost
reached), consider at time t an invasion by the other species j 6= i with a small concentration xj(t).
From equations (4.11), one can see that the time derivative ẋj is small when xj is small. Therefore,
if the invasion is such that xj(t) is sufficiently small, xj remains small during the time period T ,
and consequently, the concentration xi is very little impacted while xj remains small. Then, one can
assume that xi(·) remains close to the periodic solution x̃i(·) on the time interval [t, t + T ], and the
dynamics of xj can be approximated by

ẋj(τ) = (µj(Iin(τ), x̃i(τ))−D)xj(τ), τ ∈ [t, t+ T ]

whose solution is given by the expression

xj(t+ T ) = xj(t) exp

(∫ t+T

t

(µj(Iin(τ), x̃i(τ))−D)dτ

)
= xj(t) exp(Cji)

If Cji < 0, one has thus xj(t + T ) < xj(t) and one can iterate this calculation on the next time
interval [t + T, t + 2T ] and so on. We conclude that the species j cannot grow. In contrast, when
Cji > 0, species j grows, and its concentration cannot remains close to 0. We conclude that species
j settles in the ecosystem. If the symmetric condition Cij > 0 is fulfilled for species i, we conclude
that neither concentration xi, xj can approach 0. Then, there is necessarily the coexistence of species.
This case was illustrated by the example E1 in Table 4.4 and the corresponding simulation presented
in Figure 4.8 (B). By testing multiple values of operating conditions, simulation results show that
coexistence is possible, although not systematic. The values of C21 and C12 can be interpreted as the
‘specific invasion speed over one period’ and their sign reflects the ability of one species to invade the
ecosystem (with small initial density) when the other species is already settled in the periodic regime.
Moreover, the magnitudes of C12 and C21 provide information about the reactivity of the ecosystem
to an invasion: the more positive Cji is, the faster is the invasion by the species j, and conversely the
more negative Cji is, the faster species j is eradicated by the system.

Let us underline the necessity to have the growth functions µi alternating its dominance depending
on the light to have these two conditions verified. If not, one has for instance µ1(Iin(t) − x) >

µ2(Iin(t)− x) for any t and any x > 0, which implies∫ t+T

t

(
µ1(Iin(τ), x̃1(τ))−D

)
dτ = 0 >

∫ t+T

t

(
µ2(Iin(τ), x̃1(τ)) = C21
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Ex. Parameter Test condition Outcome Fig.
T D Imin Imax C1 C2 C21 C12

(d) (d−1) (µE m−2s−1)
E1 8 0.427 340 1510 0.68 0.16 0.001 0.02 coexist. 4.8(A,B)
E2 12 0.45 52 280 2.43 0.13 -0.62 1.97 1 wins 4.8(C,D)
E3 10 0.25 400 900 4.57 2.60 0.89 -1.05 2 wins 4.8(E,F)
E4 1 0.16 0 700 0.19 0.09 0.03 -0.05 2 wins 4.8(G,H)

Table 4.4: Some illustrative examples of the possible outcomes of the multispecies model using
different operational conditions of dilution rate D and periodic illumination (taking Imin and Imax
over the period T ). The test conditions C1 and C2 are computed on species 1 (C. sorokiniana) and
species 2 (S. pectinatus) in monoculture, while C12 and C21 are given for assemblages. The other
parameters are taken to be: α = 0.4; For species 1 : µ̄ = 3.25 d−1, KsIatt = 52 µE m−2s−1,
Khsx = 52 mgC L−1, and I0 = 1068 µE m−2s−1 ; For species 2 : µ̄ = 1.75 d−1, KsIatt = 26 µE
m−2s−1, Khsx = 26 mgC L−1, and I0 = 1836 µE m−2s−1.

and then C21 > 0 cannot be fulfilled and species 2 cannot invade the system when species 1 is present
(see exampleE2 in Table 4.4 and the corresponding simulation in Figure 4.8 (D)). Conversely, species
1 cannot invade a culture with species 2 when C12 < 0 (see examples E3 and E4 in Table 4.4 and the
corresponding simulations for the assemblages in Figures 4.8 (F) and 4.8 (H)). These results show
that the coexistence or exclusion of one species or the other are possible depending on the operating
conditions Iin(·) and D.

We note that the chosen values of the parameters in examples E1, E2 and E3 in Table 4.4 are easy to
implement at the laboratory scale for operating indoor photo-biorectors. We propose that the model
can also apply to outdoor cultures. For such a case, we considered in E4 (in Table 4.4) more appro-
priate conditions for the light for simulating the light–dark cycles, which may be given with an illu-
mination fluctuating between Imin = 0 and an average value Imax (at about 700 µE m−2s−1 [6, 162])
over a period T of one day. Under these latter conditions, the model (4.11) theoretically predicted
a competitive exclusion in favor of S. pectinatus, as shown in Figure 4.8(H). The predominance of
Scenedesmus predicted by the simulation reproduces the experimental observations of several studies
[342, 85, 6, 328, 162].

One can notice in Figure 4.8 that during the transients, the densities of both species increase (or de-
crease) simultaneously before one of them reaches a stage from which it declines. This is qualitatively
different from the transients of the exclusion obtained with the classical model of competition on an
abiotic resource (such as limited substrate) described by the usual growth functions [341, 172, 328].
This feature could be a matter for future research to discriminate which kind of exclusion (due to light
or substrate) is dominant, and when.
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Figure 4.8: Some illustrative simulations obtained in continuous mode photo-bioreactors exposed to
periodic illumination in mono-culture (first column A, C, E and G) and in assemblage (second column
B, D, F and H) for species 1 (C. sorokiniana) (in red) and species 2 (S. pectinatus) (in blue) according
to the examples of operational conditions stated in Table 4.4.
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4.4 Conclusion
Light inhibition and attenuation appear to have significant effects on the growth of micro-algae. The
presented results show that the reduction of species growth rates was mainly attributed to high cell
densities, which reduce the penetration of light into the culture, but may protect cells from photo-
inhibition when exposed to high light levels. S. pectinatus demonstrated better performances than
C. sorokiniana at insufficient or excessive light availability, while C. sorokiniana was able to achieve
faster growth under non-inhibiting light levels in clearer waters. We have shown that the newly
developed kinetic model, depending on both the incident light and the biomass densities through the
attenuated light model, can describe the simultaneous effects of photo-inhibition and photo-limitation
and predict the biomass production in mono-culture and species assemblage. The use of modeling and
experimental approaches allows the characterization of the species and the proper model identification
for estimating the biomass production under different operating conditions and assessing the optimal
operational parameters, which is of great benefit for the evaluation of a small or large scale algal mass
culture, particularly in poly-culture systems.

This new model offers various possible future applications, such as its use for automatic monitoring
of the instantaneous biomass concentration through light measurements within the reactor, or even the
effective optimization of the incident light intensities, in addition to possible control (playing with the
light availability in indoor cultures or shadowing in outdoor culture). The control of the incident light,
the dilution rate, and the choice of initial biomass for the optimization of productivity in poly-culture
will need further investigation.

Appendix: study of the behavior of the function µ
We study the monotonicity of the function µ with respect to x, for a fixed given value of Iin > 0. For
this purpose, let us posit

X := Iatt(Iin, x) = Iin

(
1− α

(
1− x

x+Khsx

))
(where α ∈ (0, 1) and Khsx > 0). One can straightforwardly see that X is an increasing function of
x ≥ 0, that takes values in [Iin(1− α), Iin]. Then, the function µ can be expressed as a function of X
as follows

µ(Iin, x) = µ̃(X) := A(X)B(X) (4.14)

with

A(X) = µ̄

(
1− X

Iin

)(
1− X

I0

)
, B(X) =

X

KsIatt +X

(where I0 > 0 and KsIatt > 0). Remind that one has (1 − α) < I0 < Iin in the model. The validity
domain of the expression (4.14) is for X such that µ(X) ≥ 0, that is for X ∈ D := [Iin(1 − α), I0],

117



or equivalently for x such that

x ≤ x̄ := Khsx
I0 − (1− α)Iin

Iin − I0

(for value of x above x̄, we consider that µ is equal to 0). Note that the function A is convex quadratic
and decreasing non-negative onD, and that B is a concave increasing function. Furthermore, one can
easily check that the function B satisfies B′′′ > 0. By Leibniz rule, one get

µ̃′′′(X) = 3A′′(X)B′(X) + 3A′(X)B′′(X) + A(X)B′′(X) > 0, X ∈ D

Therefore, µ̃ can change its concavity on D only from concave to convex. If µ̃ is convex on D, it has
to be decreasing on D because I0 is the first zero. Otherwise, it is concave at Iin(1 − α). Then, it is
decreasing on D or there exists X̄ ∈ (Iin(1− α), I0) such that µ̃ is increasing on (Iin(1− α), X̄) and
decreasing on (X̄, I0).

In any case, for any D such that 0 < D < µ̃(Iin(1− α)) = µ(Iin, 0), the dynamics

ẋ = (µ(Iin, x)−D)x

admits an unique positive equilibrium, that is globally attractive and stable on the positive domain.

Aknowledgements
We thank Patrick Raimbault for carbon content analyses, Tatiana Linhart for cell count, and Axelle
Menard for giving a helping hand to experiments monitoring. We would also like to thank Bénédicte
Fontez for assistance with statistical analyses.

This work was supported by the ADEME French Agency and the LabEx NUMEV incorporated into
the I-Site MUSE funded by the French Research Agency (ANR) that have both funded the Ph.D. grant
of the first author. This study was also supported by the PHYCOVER project, which was funded by
the French National Agency for Research (ANR-14-CE04-0011).

Statement of informed consent, human/animal rights
No conflicts, informed consent, human or animal rights applicable.

118



4.5 Principales contributions et perspectives sur les interactions
algue–algue vis-à-vis de la ressource lumineuse

Parmi les paramètres environnementaux pouvant influencer et contrôler grandement la production au
sein des cocultures algales, la lumière est l’un des plus importants et des plus complexes à contrôler
à l’intérieur d’un photobioréacteur car il est soumis aux effets d’auto-ombrage (réduisant la disponi-
bilité de la lumière) et de photoinhibition.
Afin de mieux comprendre les interactions au sein du consortium algal étudié vis-à-vis de la varia-
tion de la lumière, nous avons associé des expérimentations menées au laboratoire et la modélisation
mathématique pour étudier l’influence de la fluctuation de la lumière disponible dans la culture sur
la croissance des espèces–modèles C. sorokiniana et S. pectinatus en conditions d’autotrophie. Une
nouvelle fonction de croissance synthétique, qui permet de décrire la sensibilité des microalgues aux
phénomènes d’inhibition et d’atténuation par la lumière, a été proposée. Cette expression mathéma-
tique relativement simple dépendant à la fois de la lumière incidente Iin et de la biomasse de la
population algale x. Sa formulation repose sur la lumière atténuée Iatt dont l’expression a été inspirée
de [327]. Elle permet de prédire avec précision la diversité des données acquises séparément pour
les deux espèces en faisant intervenir cinq paramètres biologiques qui sont faciles à interpréter et à
déterminer au laboratoire.

Appliqué sur des photobioréacteur éclairés d’un seul côté et basé sur des mesures de la lumière
moyenne atténuée Iatt qui permet d’englober lumière directe, réfléchie, diffusée à l’extérieur et dans
la culture, le modèle proposé dans cette étude pourrait éviter des biais importants pouvant être ren-
contrés avec une application de la loi de Beer–Lambert dans des milieux denses. L’application de
ce modèle sur des photobioréacteurs (en modes batch et continu) de différentes tailles et géométries
a permis de montrer une certaine flexibilité d’application, comme l’ont démontré les expériences en
laboratoire. Cette souplesse lui donne la possibilité d’application dans des bioréacteurs bien mélangés
en milieu extérieur. Ce modèle permettra aussi de suivre la biomasse via la mesure de la lumière dans
le réacteur.

A l’aide d’une approche simple, l’application de ce modèle a permis de décrire les phénomènes lu-
mineux clés impactant la croissance des deux espèces algales cultivées en monoculture. L’espèce
S. pectinatus s’est montrée plus performante que C. sorokiniana sous les conditions lumineuses ex-
trêmes, ce qui peut expliquer sa présence en bassin sous des conditions de faible lumière disponible
dans les milieux très turbides comme les eaux usées. Ces résultats rejoignent ceux de plusieurs autres
études [330, 125, 335, 336].

Ce nouveau modèle pourrait avoir un champ d’application plus large et être utilisé lorsqu’il y a plu-
sieurs espèces de microalgues en culture. Nous avons présenté dans cette étude le cas de deux espèces
soumises à des conditions de lumière incidente périodique Iin(t) (cf. au modèle (4.11)). Ce modèle
dynamique de coculture algale a été validé au laboratoire pour une valeur de Iin constante et non
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inhibante (cf. 4.7). Il a permis de prédire la production de biomasse (en monoculture ainsi qu’en po-
lyculture) et l’exclusion compétitive entre les deux espèces algales. Toutefois, nous avons montré à
l’aide de simulations numériques que la coexistence des deux espèces est possible avec une lumière
périodique.
Sous les conditions opératoires du bassin extérieur (taux de dilution constant) et des conditions de
lumière plus réalistes (lumière incidente périodique (T = 1j) variant entre deux valeurs Imin = 0

(nuit) et une valeur moyenne Imax = 700 µE m−2s−1 calculée pendant la période diurne de la jour-
née sur les cinq premiers mois de fonctionnement du bassin), le modèle (4.11) prédit théoriquement
une exclusion compétitive, en faveur de l’espèce S. pectinatus (voir Figures (G), (H) sur 4.8). Une
comparaison qualitative de ces dynamiques avec celles obtenues par simulation du modèle de com-
pétition sur l’azote (proposé dans le Chapitre 3), montre que bien que les deux modèles soient basés
sur des ressources limitantes différentes, leurs résultats qualitatifs sont asymptotiquement similaires.
Cependant, ce n’est pas le cas pour les phases transitoires qui sont singulièrement différentes. Dans le
premier cas d’exclusion compétitive par le substrat, la biomasse de l’espèce inhibée décroît, tandis que
celle de l’autre espèce augmente, puis se reproduit plus tard lorsque son concurrent s’approche du les-
sivage (cf. Chapitre 3). Cependant, dans le second cas de compétition pour la lumière, les biomasses
respectives des deux espèces augmentent ensemble au début en profitant de la lumière disponible jus-
qu’à ce qu’une espèce devienne plus favorisée avec la diminution de la disponibilité de la lumière,
et l’autre perd sa capacité de compétition et finit par être lessivée. Cesobservations confirment que
la ressource limitante pourrait façonner le déroulement de la compétition et suggèrent que la pro-
priété qualitative de chaque modèle (sur la phase transitoire) permettrait théoriquement de distinguer
la cause d’exclusion dans le cas des bassins extérieurs (par l’azote ou bien par la lumière).

Par ailleur, le modèle de compétition pour la lumière disponible n’a pas révèlé les mêmes interactions
démontrées par un effet positif de C. sorokiniana sur la croissance de S. pectinatus. Cependant,
en matière d’amélioration de la production algale totale, il a été constaté, à l’aide de simulations
(résultats non présentés), que la polyculture peut être plus ou moins avantageuse que la monoculture
en fonction de la valeur de Imax et du moment final de l’intégration du système (4.11) à deux espèces.
Par exemple, en utilisant la même quantité initiale de biomasse, la production totale de l’assemblage
a été plus élevée par rapport aux monocultures pour Imax = 700 µE m−2s−1 pendant un temps de
culture de 150 jours. Un autre exemple, obtenu avec Imax = 400 µE m−2s−1, a montré que la coculture
devient particulièrement avantageuse par rapport à S. pectinatus, par contre C. sorokiniana cultivée
seule, permet une meilleure production dans les mêmes conditions.

Quoique les campagnes expérimentales en photo bioréacteurs continus semblent expliquées par le
modèle de compétition pour la lumière, de nouvelles expériences seraient nécessaires pour le valider.
Une perspective de ce travail serait de valider le modèle en bassin extérieur sur une coculture de C.
sorokiniana et de S. pectinatus (espèce efficace et adaptée aux conditions extrêmes de lumière avec
une meilleure capacité épuratoire et résistance aux prédateurs), et contrôler sa biomasse au cours du
temps avec un ajustement du taux de dilution sous des conditions où la turbidité de l’alimentation
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serait maintenue à une valeur constante. Dans ce cas, il serait possible de coupler les effets de lumière
et ceux de l’azote évoqués dans le premier chapitre. Cette hypothèse sera intéressante pour revisiter
les données du bassin extérieur en couplant les deux modèles proposés (azote et lumière) dans le but
d’avoir un modèle mieux adapté aux conditions de cultures extérieures.
Les modèles proposés dans cette thèse demeurent essentiellement exploratoires des interactions entre
deux espèces algales et demandent à être complétés et généralisés. Une validation exhaustive d’un
modèle applicable aux cultures intensives nécessiterait des études sur d’autres interactions inévitables
en bassins ouverts comme la prédation ou le parasitisme, suggérant d’intégrer d’autres compartiments
biologiques aux modèles que nous avons proposé. Ce qui nécessite donc d’étudier à quelle mesure
ces nouvelles interactions (négatives) impacteront la facilitation entre les deux espèces algales et la
production en biomasse totale pour pouvoir prédire ces effets et proposer des stratégies de régulation
robustes des systèmes plus complexes. Une autre extension possible du modèle serait d’incorporer
l’effet de la température [9] et d’étudier les interactions en fonction de la variation de ce facteur
connu pour impacter grandement la croissance algale, en vue de tester le potentiel de la coculture à
améliorer la résistance aux fluctuations brutales de ce facteur environnemental comme suggéré dans
[76, 135, 147].
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Résumé

Dans les écosystèmes naturels et les systèmes de production industrielle, les microalgues vivent avec
les communautés bactériennes en établissant des relations écologiques à travers l’exsudation algale
de matière organique dissoute, essentielle à la production bactérienne dans des conditions dépourvues
en carbone. Une situation paradoxale se manifeste lorsque les microalgues stimulent leurs compéti-
teurs bactériens pour les nutriments inorganiques, en particulier dans le cas où la matière organique
dissoute libérée par les microalgues est pauvre en éléments essentiels tels que l’azote ou le phosphore.
Nous supposons que, les dynamiques des deux espèces sont contrôlées par la compétition pour les nu-
triments limitant leur croissance respectives. Nous supposons qu’en présence du carbone organique
dissous (COD), la consommation bactérienne du nutriment minéral peut affecter la biomasse algale
et sa dynamique. Nous étudions i) le comportement dynamique de ces microorganismes en interac-
tion et à quelle mesure l’apport du carbone supplémentaire par exsudation algale peut générer des
associations écologiques stables ii) à quel point les facteurs abiotiques, comme la vitesse d’apport en
nutriments, peuvent affecter leurs interactions. Nous proposons un modèle de microalgues et de bac-
téries en croissance dans un chémostat où les nutriments minéraux (N ou P) et le COD sont fournis
à un taux de dilution constant. Nous supposons que la croissance des microalgues est limitée unique-
ment par la ressource nutritive minérale, alors que la croissance bactérienne dépendra à la fois des
ressources minérale et organique. Compte tenu de l’effet de l’excrétion de microalgues du COD et de
la capacité compétitrice pour les éléments minéraux essentiels, nous montrons la possibilité d’avoir
une coexistence stable avec des transitoires oscillants.
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Abstract

In natural ecosystems or industrial production systems, microalgae live together with bacterial com-
munities and establish ecological relationships through microalgae exudation of dissolved organic
matter, which is an essential source supporting bacterial production, particularly when carbon is lack-
ing. The paradoxical situation in which microalgae stimulate their bacterial competitors for inorganic
nutrients is promoted when the dissolved organic matter released by microalgae is lacking essential
nutrients such as nitrogen or phosphorus. We assume that the dynamics are controlled by the competi-
tion for the nutrients, limiting their growth. We suppose that the consumption of the limiting inorganic
nutrient (ammonium nitrogen (N) or phosphorus (P)) by bacteria when the dissolved organic carbon
(DOC) is available may affect the biomass and the dynamics of microalgae. We thus investigate i)
the possible behavior of the dynamics of these interacting microorganisms and whether the additional
consideration for extracellular carbon released by microalgae can generate stable ecological associ-
ations, and ii) to which points the abiotic pressures, such as the rate of nutrients supply, will affect
their interactions. We propose a chemostat-type microalgae-bacterial model in which the mineral nu-
trients (N or P) and DOC are supplied at a constant dilution rate. We assume that microalgae growth
is limited only by the mineral nutrient, while bacterial growth depends on both mineral and organic
nutrients. Considering the effect of microalgae excretion of DOC and bacterial ability to compete
for essential mineral nutrients, we show the possibility of having stable coexistence with oscillating
transients.
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5.1 Introduction

Nutrient availability is among factors influencing ecological interactions between microorganisms
and is the main responsible factor for populations diversity and structure in aquatic systems. Nitro-
gen (N) and phosphorus (P) are essential nutrients for the growth of primary producers (micro-algae)
and heterotrophic decomposers (bacteria), which are both controlling nutrient cycling in aquatic sys-
tems. The production of organic materials in aquatic systems plays an important role in forging some
communities under particular conditions of the surrounding environment or growth stage and may be
provoked by typical processes such as sloppy feeding by predators, cell death, lytic viral infections,
recycling of material or micro-algae exudation. The process of extracellular release of dissolved or-
ganic carbon matter (i.e. exudates) by micro-algae in an ecosystem has been recognized as a major
provider of essential carbon resource for bacterial energy supply in addition to inorganic nutrients
(N and P) whose scarcity might restrain their growth [150], [343], [344] [345], [346]. When primary
productions are the main carbon source, heterotrophic bacteria largely depend on the release of photo-
synthetically fixed organic carbon that is overproduced during micro-algae growth[150] and are good
competitors for the inorganic nutrients that are also required for micro-algae proliferation. The forma-
tion of this organic carbon matter is often modeled proportionally to the build-up of micro-algae nitro-
gen or phosphorus biomass. The simple formulation assumes the extracellular release as a proportion
of primary production [347], while other formulations consider various means for linking the release
to biomass and nutrient status [348]. More complex formulations combine more than one processes.
For instance, [349] represent a loss to the dissolved organic matter pool by two excretion functions: an
active excretion of a fixed proportion of uptake and a nutrient-stress-related excretion, while in [350]
the model combines micro-algae acclimation to nitrogen stress, carbon over-consumption, exudation
and coagulation of dissolved organic carbon. Models simulations using sophisticated formulations
for the exudation process are not usually so different from simplified models in terms of prediction
and fit [351], but make the system more difficult to analyze mathematically and grasp the underly-
ing mechanisms. In laboratory experiments as well as in natural ecosystems, interactions between
algae and bacteria might shift from net commensalism or mutualism to net competition depending
on environmental conditions including nutrient availability and shifting of nutrient limitation or dif-
ferential inputs of nutrients [352]. The hypothesis of carbon overflow during limitation by one or
more essential nutrients leads to the suggested paradoxical situation in which micro-algae stimulate
their bacterial competitors for inorganic nutrients [150], [151], [56], [152]. In this case, the relation-
ship was considered as commensalism [151]. Nonetheless, the possibility of mutualism involving
reciprocal benefits to micro-algae and DOC-associated bacteria through inorganic phosphorus was
also described in [154] when micro-algae was limited by phosphorus and light. From laboratory ex-
periments, [153] assume that this paradox did not apply to N deficiency and that at such situation
both algae and bacteria can benefit from each other thanks to higher bacteria remineralization rates
for ammonium than for phosphorus. We investigate theoretically the magnitude of the impact of the
micro-algae exudates on both heterotrophic bacteria and micro-algae dynamics and the influence of
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changing nutrient inputs (N or P and DOC) supply on interactions. The model consists of four differ-
ential equations of interacting components consisting of micro-algae, bacteria, inorganic nutrient, and
a dissolved organic carbon resulting from a functional micro-algae exudation. We consider ammo-
nium nitrogen (or phosphorus) as the common limiting nutrient for micro-algae and bacteria, while
the dissolved organic carbon is limiting only the bacterial growth. Both essential nutrients reach the
chemostat at a constant dilution rate.

The paper is organized as follows. Section 5.2 presents the model and its hypotheses. Section 5.3
studies the existence of the equilibriums, while section 5.4 analyses their stability. Then, Section 5.5
discusses the results and Section 5.6 shows numerical simulations. All the proofs are given in the
Appendix.

5.2 Model description and hypotheses
For investigating ecological interactions, continuous cultures (i.e. chemostat) are used as an ide-
alization of natural ecosystem (such as water columns in oceans or temperate lakes) and artificial
ecosystem (such as in intensive algal system production), particularly under measurable parameters,
and tractable mathematics. As the ability to understand the link between reasonable assumptions
and model outputs decreases rapidly with model complexity, we propose here a simplistic model to
check its ability to give explanations for alternatives of observable behavior and to drive fundamental
proprieties from a minimum set of assumptions.

The model represents the dynamics of one algal strain and bacterial community in a chemostat. It
consists in four functional differential equations of interacting components consisting of algae (a),
bacteria (b), inorganic nutrient (n), and labile dissolved organic carbon (c) as given by the following
system:


ȧ = (µa(n)− e(n)−D)a

ḃ = (µb(c, n)−D)b

ċ = (Cin − c)D +Ke(n)a− Y c
b µb(c, n)b

ṅ = (Nin − n)D − Y n
a µa(n)a− Y n

b µb(c, n)b

(5.1)

where D, Nin and Cin are the dilution rate, the inlet inorganic nutrient (ammonium or phospho-
rus), and the inlet labile organic carbon concentration, respectively. The parameters Y n

a and Y n
b are

conversion constants for the inorganic nutrient, respectively for algae and bacteria while Y c
b is the con-

version yield for carbon consumption by bacteria. Let us underline that this model is different from
the classical resources-consumers models of the literature with two resources and two consumers
(see [353, 354]), because here the first consumer (the algae) produces the resource c essential for the
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growth of the second consumer (the bacteria).

The functions µa and µb are the specific growth rates of algae and bacteria, respectively. The algal
growth is assumed to be limited by the inorganic nutrient n according to a function µa,while the
bacterial growth is assumed to limited by both organic substrate and inorganic nutrient according to
a function µb of the prevailing concentrations of inorganic nutrient n and dissolved organic carbon c.
moreover, we assume that there is no inhibition effect in the growths under large concentrations of
the resources (or at least for the range of values of c and n that we consider). This leads to consider
the following hypotheses on the functions µa and µb.

Hypothesis H1. The function µa is monotonic increasing with respect to n with µa(0) = 0.

A typical instance of such function often found in the literature is the Monod function:

µa(n) = µmaxa

n

Kn
a + n

(5.2)

in which µmaxa is the maximum specific growth rate of algae, Kn
a is the half-saturation constant (at

which µa equals µmaxa /2).

Hypothesis H2. The function µb is monotonic increasing with respect to each variable c and n when
both of them are not null, and is null if c or n is equal to zero.

It is often expressed as the product of two Monod-type expressions:

µb(c, n) = µmaxb

c

Kc
b + c

n

Kn
b + n

(5.3)

in which µmaxb is the maximum specific growth rate of bacteria while Kn
b and Kc

b are half-saturation
constants for inorganic nutrient and the dissolved carbon, respectively.

We model the dissolved organic matter as a dynamic flux depending on the nutritional status and
the growth rate of micro-algae rather than a constant fraction of algal biomass. We admit that the
surplus of the organic material produced by micro-algae is excreted mainly in carbon form. Following
[151],[355], we propose that the excretion rate of organic material is proportional to the difference
between nutrient-saturated and nutrient-limited growth rate by considering the maximum specific
algal rate µmaxa and the current value of the growth rate µa(n(t)) as approximations of the maximum
carbon assimilated during the photosynthesis and the carbon used in growth, respectively.

Hypothesis H3. The specific release rate of exudate is formulated as

e(n) = α(µmaxa − µa(n)) (5.4)

where α ∈ [0, 1] is a parameter which reflects the ability of algae to produce exudates instead of
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growth.

This assumption results in a higher rate of exudation under inorganic nutrient deficiency. We consider
that the extracellular organic matter is proportional to e and micro-algae biomass and that the rejection
flux of this released matter fed directly the labile dissolved organic carbon pool c [356]. We also
suppose that this organic matter is composed of a passive portion and an active one, that will be given
by the quantity Ke(n), (with K is a coefficient between 0 and 1). This quantity is the only fraction
that can be consumed exclusively by heterotrophic bacteria.

5.3 Study of steady-states
We analyze the possible equilibria (a?, b?, c?, n?) of the system (5.1) for general growth function µa,
µb and then give explicit expressions for the functions (5.2) and (5.3). All the proofs are given in the
Appendix.

One can first notice that the washout steady state

E0 = (0, 0, Cin, Nin) (5.5)

always exists. Let us characterize now the steady-states where only algae or bacteria is present.

Proposition 1. IfD < µb(Cin, Nin), then there exists an unique equilibrium with bacteria persistence
and micro-algae leaching

Eb = (0, b?, c?b , n
?
b) (5.6)

where b? > 0 is the unique solution of

µb(Cin − Y c
b b,Nin − Y n

b b) = D (5.7)

and c?b = Cin − Y c
b b

? > 0, n?b = Nin − Y n
b b

? > 0. If D ≥ µb(Cin, Nin), there is no equilibrium with
a? = 0 and b? > 0.

Corollary 1. For the specific expression (5.3) of the function µb, b? can be expressed as a root of the
second order polynomial Ab2 +Bb+ C = 0 with

A = (µmaxb −D)Y c
b Y

n
b

B = D(Y c
b K

n
b + Y n

b K
c
b ) + (D − µmaxb )(Y c

b Nin + Y n
b Cin)

C = µmaxb CinNin −D(Kc
b + Cin)(Kn

b +Nin)

Under the condition D < µb(Cin, Nin), we know from Proposition 1 that there exists an unique root
on (0, b). Moreover, one has A > 0 and C > 0. The polynomial Ab2 + Bb + C = 0 admits thus
two positive roots and b? is necessarily the smallest one, otherwise there would exist another one on
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(0, b).

Proposition 2. If D < (1 + α)µa(Nin)− αµmaxa , then there exists an unique equilibrium with micro-
algae persistence and bacteria leaching

Ea = (a?, 0, c?a, n
?
a) (5.8)

where n?a > 0 is the unique solution of

µa(n) =
D + αµmaxa

1 + α
(5.9)

with
a? =

(1 + α)D

Y n
a (D + αµmaxa )

(Nin − n?a) > 0

and
c?a = Cin +

Kα(µmaxa −D)

Y n
a (D + αµmaxa )

(Nin − n?a) ≥ Cin (5.10)

If D ≥ (1 + α)µa(Nin)− αµmaxa , there is no equilibrium with a? > 0 and b? = 0.

Corollary 2. For the specific expression (5.2) of the function µa, one gets the expression

n?a = Kn
a

αµmaxa +D

µmaxa −D

Proposition 3. If D < (1 + α)µa(Nin) − αµmaxa , let n?a > 0 be the unique solution of (5.9). If D
satisfies moreover the condition

µb

(
min

(
Cin −

Y c
b

Y n
b

(Nin − n?a), 0
)
, n?a

)
< D < µb (c?a, n

?
a) (5.11)

where c?a is given in (5.10), then there exists an equilibrium with coexistence of micro-algae and
bacteria

Eab = (a?b , b
?
a, c

?
ab, n

?
a) (5.12)

where c?ab > 0 is the unique solution of

µb(c, n
?
a) = D (5.13)

and a?b > 0, b?a > 0 are given by

a?b =
D(1 + α) (Y c

b (Nin − n?a)− Y n
b (Cin − c?ab))

KαY n
b (µmaxa −D) + Y n

a Y
c
b (αµmaxa +D)

,

b?a =
Kα(µmaxa −D)(Nin − n?a) + Y n

a (αµmaxa +D)(Cin − c?ab)
KαY n

b (µmaxa −D) + Y n
a Y

c
b (αµmaxa +D)
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If D ≥ (1 + α)µa(Nin) − αµmaxa or if the condition (5.11) is not fulfilled, there does not exist any
equilibrium with coexistence of micro-algae and bacteria.

Corollary 3. With the specific expressions (5.2), (5.3) of the functions µa and µb, one gets the expres-
sions

n?a = Kn
a

αµmaxa +D

µmaxa −D
,

c?ab =
Kc
bD

µmaxb
n?

Kn
b +n

? −D
=

DKc
b (Kn

b (µmaxa −D) +Kn
a (αµma ax+D))

Kn
a (αµmaxa +D)(µmaxb −D)−DKn

b (µmaxa −D)

and condition (5.11) amounts to check that parameters of the model are such that

Cin −
Y c
b

Y n
b

(
Nin −Kn

a

αµmaxa +D

µmaxa −D

)
<

DKc
b (Kn

b (µmaxa −D) +Kn
a (αµma ax+D))

Kn
a (αµmaxa +D)(µmaxb −D)−DKn

b (µmaxa −D)

< Cin +
Kα(µmaxa −D)

Y n
a (αµmaxa +D)

(
Nin −Kn

a

αµmaxa +D

µmaxa −D

)

5.4 Stability analysis
Under the conditions of existence of the various equilibriums given in Section 5.3, we study here their
stability. All the proofs are given in the Appendix. We begin to show that solutions of system (5.1)
are bounded.

Lemma 1. The non-negative domain R4
+ is invariant by any forward solution of system (5.1), which

moreover converges exponentially to the sub-set

H :=

{
(a, b, c, n) ∈ R4

+, a+

(
Y c
b

K
+
Y n
b

Y n
a

)
b+

c

K
+

n

Y n
a

= z?
}

where
z? :=

Cin
K

+
Nin

Y n
a

.

Let us first study the stability of the wash-out steady-state.

Proposition 4. When D < max ((1 + α)µa(Nin)− αµmaxa , µb(Cin, Nin)) the wash-out equilibrium
E0 is a saddle, and its stable manifold is

• {0} × {0} × R2 if D < min ((1 + α)µa(Nin)− αµmaxa , µb(Cin, Nin))

• {0} × R3 if D > µb(Cin, Nin)

• R× {0} × R2 if D > (1 + α)µa(Nin)− αµmaxa
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When D > max ((1 + α)µa(Nin)− αµmaxa , µb(Cin, Nin)), E0 is a stable node.

We focus now on the stability of equilibrium with micro-algae or bacteria alone.

Proposition 5. Assume that the inequality D < µb(Cin, Nin) is fulfilled. Then the equilibrium Eb

with bacteria persistence and micro-algae leaching given by Proposition 1 is

1. locally exponentially stable if D > µa(n
?
b)− e(n?b),

2. a saddle when D < µa(n
?
b)− e(n?b), with a stable manifold S(Eb) of dimension 3.

Proposition 6. Assume that the inequality D < (1 + α)µa(Nin) − αµmaxa is fulfilled. Then the
steady-state Ea with micro-algae persistence and bacteria leaching given by Proposition 2 is

1. a locally exponentially stable equilibrium if D > µb(c
?
a, n

?
a),

2. a saddle equilibrium when D < µb(c
?
a, n

?
a), with a stable manifold S(Ea) of dimension 3.

The analytical study of stability of the coexistence equilibrium appears to be quite complicated be-
cause of the expression of the Jacobian matrix in dimension 4. However, playing with the particular
structure of this matrix (see the proof of Proposition 7 in Appendix), we can provide sufficient condi-
tions for the stability of this equilibrium.

Proposition 7. Assume that Eab exists for α = 0. Then, for any α > 0 sufficiently small, the four
equilibria E0, Ea, Eb, Eab exist with E0, Ea unstable and Eab locally exponentially stable.

Note that under these conditions of Proposition 7, the equilibrium Eb could be stable or unstable.
However, its stability is not changed when α is modified (see Proposition 5).

Remark 1. The proof of Proposition 7 shows that the eigenvalues of the Jacobian matrix at the
equilibrium Eab are −D and the ones of the polynomial λ3 + p2λ

2 + p1λ + p0, where p0, p1, p2 are
defined in (5.19). From the Cardan formulas, this polynomial has roots with imaginary parts exactly
when the condition 4P 3 + 27Q2 > 0 is verified, where P = p1 − p32

3
, Q =

2p32
27
− p1p2

3
+ p0. Therefore,

when the equilibrium Eab exists and is exponentially stable, trajectories converging to Eab present
oscillations under this condition.

5.5 Discussion
Results of Sections 5.3 and 5.4 allow to draw the following conclusions.

• When D is large enough, the wash-out E0 is the unique equilibrium, which is then globally
exponentially stable (see Propositions 1, 2, 3 and 4).

• When D is not too large, both equilibria Ea, Eb exist (cf Propositions 1 and 2), but not neces-
sarily Eab if Cin is large and D small (cf condition (5.11) of Proposition 3).
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• When Eab exists (cf conditions of Proposition 3), then Ea exists and is necessarily unstable
(by Propositions 2 and 6). However Eb does not necessarily exists, because condition (5.11) of
Proposition 3 could be satisfied and not the one of Proposition 1 when c?a defined in (5.10) is
larger than Cin.

• When Nin is large enough and D not too large, then condition (5.11) is verified and four equi-
libria exist (cf Propositions 1, 2 and 3).

5.6 Numerical simulations
We investigate through numerical simulations the magnitude of the impact of the micro-algae exu-
dates on both heterotrophic bacteria and micro-algae dynamics and the influence of changing nutrient
inputs supply on interactions. Such conditions can be encountered in natural ecosystems impacted by
anthropogenic inputs or in more productive systems where inorganic nutrient limitation is becoming
increasingly important.

We selected from literature two sets of parameters as detailed in Table 5.1 for the inorganic nutrients
nitrogen (N -NH+

4 ) and phosphorus (P -PO4).
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Figure 5.1: Simulation under nitrogen limitation for Tf = 60, D = 0.15, Cin = 0, Nin = 10,
A0 = 0.05, B0 = 9.20, C0 = Cin, N0 = Nin, K = 0.8, and α = 1.
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Figure 5.2: Simulation under phosphorus limitation for Tf = 100, D = 0.15, Cin = 0, Nin = 10,
A0 = 0.05, B0 = 9.20, C0 = Cin, N0 = Nin, and α = 1.
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Table 5.1: Summary of the model parameters employed in two cases of inorganic nutrient limitation
(N or P)

State
variables

N
lim

itation
P

lim
itation

U
nit

a
algalbiom

ass
m
g
L
−
1

b
bacterialbiom

ass
m
g
L
−
1

c
am

bientdissolved
organic

carbon
m
g
L
−
1

n
am

bientconcentration
of

inorganic
nutrient

m
g
L
−
1

A
lgalparam

eters
µ
m
a
x

a
m

axim
um

specific
grow

th
rate

1.6320
[357]

1.26
[358]

d
−
1

K
na

half-saturation
constant

for
inor-

ganic
nutrientassim

ilation
0.3607

[357]
0.005

[359]
m
g
L
−
1

Y
na

conversion
yield

for
inorganic

nu-
trient

0.1764
[360]

0.0630
[361]

g
.g
−
1

B
acterialparam

eters
µ
m
a
x

b
m

axim
um

specific
grow

th
rate

1.5520
[357]

4.45
[358]

d
−
1

K
cb

half-saturation
constantofD

O
C

0.2500
[362]

0.4024
[358]

m
g
L
−
1

K
nb

half-saturation
constant

for
inor-

ganic
nutrientassim

ilation
0.0896

[357]
0.0004

[358]
m
g
L
−
1

Y
cb

conversion
yield

forcarbon
1.4149

[360]
1.4149

[360]
g
.g
−
1

Y
nb

conversion
yield

for
inorganic

nu-
trient

0.2331
[360]

0.1622
[363,
364]

g
.g
−
1

O
therparam

eters
K

percentage
oflabile

D
O

C
0-1

0-1
O

perational
condi-

tions
D

dilution
rate

d
−
1

C
in

inletD
O

C
concentration

m
g
L
−
1

N
in

inlet
inorganic

nutrient
concentra-

tion
m
g
L
−
1

A
0

initialalgalbiom
ass

m
g
L
−
1

B
0

initialbacterialbiom
ass

m
g
L
−
1

C
0

initialD
O

C
concentration

m
g
L
−
1

N
0

initialinorganic
nutrientconcentra-

tion
m
g
L
−
1
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Appendix
To lighten the writing, we shall denote µ′bc and µ′bn for the partial derivative of µb with respect to c and
n respectively.

Proof of Proposition 1
We consider the sub-system of (5.1) with a = 0:

ḃ = (µb(c, n)−D)b

ċ = (Cin − c)D − Y c
b µb(c, n)b

ṅ = (Nin − n)D − Y n
b µb(c, n)b

(5.14)

from which one observes the property

d

dt
(Y c

b b+ c) = D(Cin − (Y c
b b+ c)),

d

dt
(Y c

n b+ n) = D(Nin − (Y n
b b+ n))

Therefore, any equilibrium of (5.14) satisfies Y c
b b

? + c? = Cin and Y n
b b

? + n? = Nin. Then, from the
first equation in (5.14), one obtains that an equilibrium b? > 0 has to verify µb(c?, n?) = D, that is
F (b?) = D, with

F (b) := µb(Cin − Y c
b b,Nin − Y n

b b)

Clearly, F is a decreasing function on (0, b) with F (0) = µb(Cin, Nin) > F (b) = 0 and b :=

min(Cin/Y
c
b , Nin/Y

n
b ). Therefore there exists an equilibrium with b? > 0 exactly when F (0) > D

and it is then unique. Moreover one has b? < b, which implies c? = Cin − Y c
b b

? > 0 and n? =

Nin − Y n
b b

? > 0, the pair (c?, n?) being thus uniquely defined.

Proof of Proposition 2
We consider the sub-system of (5.1) with b = 0:

ȧ = (µa(n)− e(n)−D)a

ċ = (Cin − c)D +Ke(n)a

ṅ = (Nin − n)D − Y n
a µa(n)a

(5.15)

From the first equation of (5.15), one obtains that an equilibrium with a? > 0 imposes to have
µa(n

?)− e(n?) = D that is G(n?) = D with G(n) := (1 +α)µa(n)−αµmaxa . From the last equation,
one obtains that an equilibrium with a? > 0 imposes to have n? < Nin. G being an increasing
function with G(0) < 0 one concludes that a solution of G(n) = D with n < Nin exists exactly when
D < G(Nin) and is then unique. The value of a at steady state is then uniquely defined by the linear
equation D(Nin − n?)− Y n

a
D+αµmaxa

1+α
a? = 0.
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Finally, from the second equation of (5.15) one has

c? = Cin +
Ke(n?)a?

D
= Cin +

Kα(µmaxa −D)

D(1 + α)
a?

and replacing a? by its expression, one obtains c? as a function of n?.

Proof of Proposition 3

Consider an equilibrium of system (5.1) with a? > 0 and b? > 0. From the first equation of (5.1),
one gets that n? is a positive solution of (5.9), and it verifies n? < Nin from the last equation of (5.1).
There exists a such solution exactly when D < (1 + α)µa(Nin)− αµmaxa , and it is then unique.

From the second equation of (5.1), c? has to be a positive solution of the equation µb(c, n?) = D. If it
exists, then it is unique.

With the two last equations of (5.1) at steady-state, one obtains that (a?, b?) has to be a solution if the
linear system of equations −Kαµmaxa −D

1+α
DY c

b

Y n
a
αµmaxa +D

1+α
DY n

b


︸ ︷︷ ︸

M

[
a

b

]
=

[
D(Cin − c?)
D(Nin − n?)

]
(5.16)

where the matrix M is such that

det(M) = −D
(
KαY n

b

µmaxa −D
1 + α

+ Y n
a Y

c
b

αµmaxa +D

1 + α

)
is negative under the condition D < (1 + α)µa(Nin) − αµmaxa . Therefore, there exits an unique
solution to the system (5.16) given by the expressions

a? = − D2

det(M)
(Y c

b (Nin − n?)− Y n
b (Cin − c?))

b? = − D

det(M)

(
Kα

µmaxa −D
1 + α

(Nin − n?) + Y n
a

αµmaxa +D

1 + α
(Cin − c?)

)
which are both positive when c? fulfills the following inequalities

Cin −
Y c
b

Y n
b

(Nin − n?) < c? < Cin +
Kα(µmaxa −D)

Y n
a (αµmaxa +D)

(Nin − n?) (5.17)

Note that the conditionD < (1+α)µa(Nin)−αµmaxa impliesD < µmaxa , so that inequalities in (5.17)
are compatible. Then, the right inequality in (5.11) guarantees exactly the existence of c? solution of
µb(c, n

?) = D that satisfies the right inequality in (5.17). Finally, condition (5.17) is equivalent to
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condition (5.11), and one obtains the expressions of a? and b? stated in the proposition.

Proof of Lemma 1

To prove that the positive orthant R4
+ is forward invariant, we show that each face xi = 0 (i ∈

{1 · · · 4}) cannot be crossed from the positive orthant, that is

{xi = 0, xj ≥ 0, j 6= i} ⇒ ẋi ≥ 0, i = 1 · · · 4

where x = (a, b, c, n)>:

• a = 0⇒ ȧ = 0

• b = 0⇒ ḃ = 0

• c = 0⇒ ċ = CinD +K(e(n)a > 0

• n = 0⇒ ṅ = NinD > 0

Consider now the variable

z(t) = a(t) +

(
Y c
b

K
+
Y n
b

Y n
a

)
b(t) +

c(t)

K
+
n(t)

Y n
a

(5.18)

From equations (5.1), one obtains its dynamics as

ż = D(z? − z)

whose solutions converge exponentially to z?. This amounts to have any solution (a(t), b(t), c(t), n(t))

converging exponentially to H when t tends to +∞.

Proof of Proposition 4

Let us write the Jacobian matrix J0 of the dynamics at E0

J0 =


µa(Nin)− e(Nin)−D 0 0 0

0 µb(Cin, Nin)−D 0 0

Ke(Nin) −Y c
b µb(Cin, Nin) −D 0

−Y n
a µa(Nin) −Y n

b µb(Cin, Nin) 0 −D


Its eigenvalues are µa(Nin)− e(Nin)−D, µb(Cin, Nin)−D, −D, −D. When at least one of them is
positive, E0 is a saddle with a stable manifold S(E0) of dimension 2 or 3.
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The hyperplane Hab = {0} × {0} × R2 is invariant and the dynamics of (5.1) on Hab is ċ = (Cin − c)D

ṅ = (Nin − n)D

whose solutions converge asymptotically to (Cin, Nin). When D < µa(Nin) − e(Nin) and D <

µb(Cin, Nin), the stable manifold S(E0) is of dimension 2 and is thus Hab.

The hyperplane Ha = {0} × R3 is invariant and the dynamics of (5.1) on Ha is given by
ḃ = (µb(c, n)−D)b

ċ = (Cin − c)D − Y c
b µb(c, n)b

ṅ = (Nin − n)D − Y n
b µb(c, n)b

From the two last equations, one obtains that the sub-domain {c ≤ Cin, n ≤ Nin} is attractive and
on this one one has ḃ ≤ (µb(Cin, Nin)−D)b. Therefore, when D > µb(Cin, Nin) any solution of the
dynamics on Ha converges asymptotically to (0, Cin, Nin). When moreover D < µa(Nin)− e(Nin),
S(E0) is of dimension 3 and is thus Ha.

The hyperplane Hb = R× {0} × R2 is invariant and the dynamics of (5.1) on Hb is given by
ȧ = (µa(n)− e(n)−D)a

ċ = (Cin − c)D +Ke(n)a

ṅ = (Nin − n)D − Y n
a µa(n)a

From the last equation, one gets that any solution on Hb converges to the sub-domain {n ≤ Nin} but
on this last one one has ȧ ≤ (µa(Nin)−e(Nin)−D)a and therefore whenD > µa(Nin)−e(Nin), any
solution on Hb converges asymptotically to (0, Cin, Nin). When moreover D < µb(Cin, Nin), S(E0)

is of dimension 3 and is thus Hb.

Proof of Proposition 5

Following the proof of Lemma 1, one can write the system (5.1) in coordinates (z, a, c, n), where z is
defined in(5.18), which presents the cascade structure

dz
dt

= D (z? − z)

d
dt

 a

c

n

 = Fb(z, a, c, n)
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Consequently, the eigenvalues of Eb are −D and the ones of the Jacobian matrix Jb of the map
Gb(a, c, n) := Fb(z

?, a, c, n) at (0, c?, n?). Let us define for convenience the number

γ :=

(
Y c
b

K
+
Y n
b

Y n
a

)−1
.

A straightforward computation, where the variable b has been replaced by γ
(
Cin−c
K

+ Nin−n
Y na
− a
)

in
the (a, c, n)-dynamics, gives a Jacobian matrix Jb of the form

Jb =


µa(n

?)− e(n?)−D 0 0

?
M

?


with the following elements of the 2× 2 sub-matrix M :

M11 = −D + Y c
b

(
γ
K
µb(c

?, n?)− µ′bc(c?, n?)b?
)

M12 = Y c
b

(
γ
Y na
µb(c

?, n?)− µ′bn(c?, n?)b?
)

M21 = Y n
b

(
γ
K
µb(c

?, n?)− µ′bc(c?, n?)b?
)

M22 = −D + Y n
b

(
γ
Y na
µb(c

?, n?)− µ′bn(c?, n?)b?
)

The eigenvalues of the matrix Jb are µa(n?)− e(n?)−D and the ones of the matrix M , whose trace
and determinant are as follows.

tr = −D + µb(c
?, n?)γ

(
Y cb
K

+
Y nb
Y na

)
− (Y c

b µ
′
bc(c

?, n?) + Y n
b µ
′
bn(c?, n?)) b?

det = D2 +D
(

(Y c
b µ
′
bc(c

?, n?) + Y n
b µ
′
bn(c?, n?)) b? − µb(c?, n?)γ

(
Y cb
K

+
Y nb
Y na

))
+Y c

b Y
n
b

(
γ
K
µb(b

?, n?)− µ′bc(c?, n?)b?
)(

γ
Y na
µb(c

?, n?)− µ′bn(c?, n?)b?
)

Taking into consideration that one has µb(c?, n?) = D at steady state Eb and the expression of γ, one
obtains

tr = − (Y c
b µ
′
bc(c

?, n?) + Y n
b µ
′
bn(c?, n?)) b? < 0

det = D (Y c
b µ
′
bc(c

?, n?) + Y n
b µ
′
bn(c?, n?)) b?

−D
Y cb µ

′
bc(c

?,n?)
Y nb
Y na

+Y nb µ
′
bn(c

?,n?)
Y cb
K

Y c
b
K

+
Y n
b
Y na

b?

+Y c
b Y

n
b

(
γ2

Y na K
D2 + µ′bc(c

?, n?)µ′bn(c?, n?)b?2
)
> 0

The 2 × 2 sub-matrix is thus Hurwitz. Finally, the equilibrium Eb has −D and µa(n?) − e(n?) −D
as eigenvalues, and the other ones have negative real part. Therefore, the sign of µa(n?)− e(n?)−D
determines the nature of the equilibrium Eb.
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Proof of Proposition 6

We proceed in a similar way to the proof of Proposition 5. Here, we write the system (5.1) in coordi-
nates (z, b, c, n), where z is defined in(5.18), which presents the cascade structure

ż = D (z? − z)

d
dt

 b

c

n

 = Ga(z, b, c, n)

The eigenvalues of Ea are thus −D and the ones of the Jacobian matrix Ja of the map Fa(b, c, n) =

Ga(z
?, b, c, n) at (0, c?, n?). A straightforward computation, where a has been replaced by the quantity

a = Cin−c
K

+ Nin−n
Y na
−
(
Y cb
K

+
Y nb
Y na

)
b in the (b, c, n)-dynamics, gives a matrix of the form

Ja =


µb(c

?, n?)−D 0 0

? −D − e(n?) Ke′(n?)a? − K
Y na
e(n?)

? Y na
K
µa(n

?) −D − Y n
a µ
′
a(n

?)a? + µa(n
?)


The eigenvalues of the matrix Ja are µb(c?, n?)−D and the ones of the lower-right 2× 2 sub-matrix
M . Using the property µa(n?)− e(n?)−D = 0 that is satisfied at steady state E?

a , one obtains

tr(M) = −D − Y n
a µ
′
a(n

?)a? < 0

det(M) = (D + e(n?))(Y n
a µ
′
a(n

?)a? − e(n?))− µa(n?)(Y n
a e
′(n?)a? − e(n?))

= Y n
a µa(n

?)a?(µ′a(n
?)− e′(n?)) > 0

We conclude that −D and µb(c?, n?) − D are eigenvalues of Ea and all the other eigenvalues have
negative real part. This ends the proof.

Proof of Proposition 7
Let us write the Jacobian matrix Jab at steady state Eab (when it exists)


0 0 0 (µ′a(n

?
a)− e′(n?a))a?b

0 0 µ′bc(c
?
ab, n

?
a)b

?
a µ′bn(c

?
ab, n

?
a)b

?
a

Ke(n?a) −Y cb D −D − Y cb µ
′
bc(c

?
ab, n

?
a)b

?
a Ke′(n?a)a

?
b − Y

c
b µ
′
bn(c

?
ab, n

?
a)b

?
a

−Y na µa(n?a) −Y nb D −Y nb µ
′
bc(c

?
ab, n

?
a)b

?
a −D − Y na µ′a(n?a)a?b − Y

n
b µ
′
bn(c

?
ab, n

?
a)b

?
a



Replacing the first column L1 by L1 + Ke(n?a)/(Y
c
b D)L2 where L2 is the second column of Jab,

one obtains an anti-triangular matrix of same rank, whose determinant is given by the product of the
main anti-diagonal entries, which are all non-null (the function µa − e is increasing and therefore
its derivative is non null). Therefore the matrix Jab has no null eigenvalue. Note that this matrix
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possesses a particular structure

Jab =

[
0 T

A B

]
where T , A, B are 2 × 2 matrices. Therefore, any (non-null) eigenvalue λ of Jab and associated
eigenvector X = (X1, X2)

>, where X1, X2 are in R2, satisfy

TX2 = λX1, (AT + λB − λ2I2)X2 = 0

where I2 denotes the identity matrix if dimension 2. We deduce that the eigenvalues λ of Jab are
exactly the solutions of

det(AT + λB − λ2I2) = 0

One obtains easily the expression of the entries of the matrix M(λ) = AT + λB − λ2I2 as follows

M11(λ) = −Y c
b Dµ

′
bc(c

?
ab, n

?
a)b

?
a − λ(D + Y c

b µ
′
bc(c

?
ab, n

?
a)b

?
a)− λ2

M12(λ) = Ke(n?a)(µ
′
a(n

?
a)− e′(n?a))a?b − Y c

b Dµ
′
bn(c?ab, n

?
a)b

?
a

+λ(Ke′(n?a)a
?
b − Y c

b µ
′
bn(c?ab, n

?
a)b

?
a)

M21(λ) = −Y n
b Dµ

′
bc(c

?
ab, n

?
a)b

?
a − λY n

b µ
′
bc(c

?
ab, n

?
a)b

?
a

M22(λ) = −Y n
a µa(n

?
a)(µ

′
a(n

?
a)− e′(n?a))a?b − Y n

b Dµ
′
bn(c?ab, n

?
a)b

?
a

−λ(D + Y n
a µ
′
a(n

?
a)a

?
b + Y n

b µ
′
bn(c?ab, n

?
a)b

?
a)− λ2

One can see that (D + λ) can be factorized in M11 and M21, that is on the first column of M(λ).
Therefore −D is an eigenvalue of J and the other eigenvalues λ are solutions of det(N(λ)) = 0

where N(λ) = M(λ)diag(λ + D, 1)−1 (when diag(d1, d2) denotes the diagonal matrix with entries
d1, d2 in the main diagonal). One has then

N11(λ) = −λ− Y c
b Dµ

′
bc(c

?
ab, n

?
a)b

?
a

N12(λ) = Ke(n?a)(µ
′
a(n

?
a)− e′(n?a))a?b − Y c

b Dµ
′
bn(c?ab, n

?
a)b

?
a

+λ(Ke′(n?a)a
?
b − Y c

b µ
′
bn(c?ab, n

?
a)b

?
a)

N21(λ) = −Y n
b Dµ

′
bc(c

?
ab, n

?
a)b

?
a

N22(λ) = −Y n
a µa(n

?
a)(µ

′
a(n

?
a)− e′(n?a))a?b − Y n

b Dµ
′
bn(c?ab, n

?
a)b

?
a

−λ(D + Y n
a µ
′
a(n

?
a)a

?
b + Y n

b µ
′
bn(c?ab, n

?
a)b

?
a)− λ2
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and obtains finally det(N(λ)) = λ3 + p2λ
2 + p1λ+ p0 with

p0 = Dµ′bc(c
?
ab, n

?
a)b

?
a(µ
′
a(n

?
a)− e′(n?a))a?b(Y c

b Y
n
a µa(n

?
a) + Y n

b Ke(n
?
a))

p1 = Y n
a µa(n

?
a)(µ

′
a(n

?
a)− e′(n?a))a?b + Y n

b Dµ
′
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?
a)b

?
a
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?
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?
a)b

?
a

(
Y c
b D + (Y c

b Y
n
a µ
′
a(n

?
a) + Y n

b Ke
′(n?a))a

?
b

)
p2 = D + Y n

a µ
′
a(n

?
a)a

?
b + Y n

b µ
′
bn(c?ab, n

?
a)b

?
a + Y c

b Dµ
′
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?
ab, n

?
a)b

?
a

(5.19)

One has p0 > 0 and p2 > 0 (remind that µa − e is an increasing function). From the Routh-Hurwitz
criterion, the roots λ are all with negative real parts exactly when the condition p1p2 > p0 is satisfied.

Let us now consider the particular case α = 0, for which the function e is identically null, and assume
that equilibrium Eab exists (i.e. conditions of Proposition 3 are satisfied for α = 0). Then, one has{

p1 > Dµ′bc(c
?
ab, n

?
a)b

?
aY

c
b Y

n
a µ
′
a(n

?
a)a

?
b

p2 > D = µa(n
?
a)

⇒ p1p2 > Dµ′bc(c
?
ab, n

?
a)b

?
aY

c
b Y

n
a µ
′
a(n

?
a)a

?
bµa(n

?
a) = p0

Equilibrium Eab is thus stable. Note that when α = 0, condition (5.11) implies the existence of the
equilibrium Eb, according to Proposition 1 (because one has c?a = Cin from (5.10)). Moreover, the
condition of Proposition 3 implies also the existence of the equilibrium Ea, according to Proposition
2. Finally, condition (5.11) implies that Ea is unstable by Proposition 6. We conclude by continuity
of the various expressions with respect to α.
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5.7 Principales contributions et perspectives sur la modélisation
de l’effet des exsudats des microalgues sur les interactions
algue–bactérie

L’observation du bassin expérimental en extérieur aux périodes de forte production algale a montré
une synchronisation des pics de bactéries avec les pics de microalgues [6], ce qui a suggéré la possibi-
lité d’interactions de type mutualisme ou commensalisme entre les deux communautés. Afin de mieux
comprendre la nature des relations interspécifiques entre les espèces algales isolées du bassin et leur
consortia bactérien respectifs, des expérimentations ont été réalisées au cours d’un stage [365]. Une
élimination sélective de la croissance algale a été assurée par l’utilisation d’un inhibiteur de la bio-
synthèse des protéines (cycloheximide) chez les deux espèces algales C. sorokiniana et S. pectinatus
cultivées en monoculture dans des cultures batch avec les bactéries qui leur sont associées. Le suivi
journalier de l’abondance des cellules algales a montré une décroissance algale à une certaine concen-
tration de l’inhibiteur (25 mgL−1) alors que la croissance de la communauté bactérienne associée à
chaque microalgue a été favorisée par cette inhibition. Par rapport au témoin (sans ajout d’inhibi-
teur), la plus forte croissance bactérienne observée dans les conditions d’arrêt de la croissance des
micro-algues peut être expliquée par la consommation de la matière organique résultante de la forte
inhibition ou de la mortalité des cellules algales, étant la seule ressource carbonée disponible pour
les bactéries dans le milieu de culture. Ainsi, ces expériences n’ont pas permis de mettre en évidence
une interaction de type mutualisme entre les micro-algues isolées et la communauté bactérienne. Au
contraire, les bactéries semblent se développer plus rapidement lors de l’inhibition ou de la mort des
microalgues, suggérant une interaction de type antagoniste ou saprophyte.

Toutefois, il existe de nombreuses études (e.g. [366, 367]) qui montrent que l’exsudation algale est fa-
vorisée en condition de stress. La littérature suggère que le stress induit par une carence en nutriments
stimule les microalgues à libérer des composés organiques dissous à l’extérieur de la cellule afin de
maintenir son intégrité. Ces exsudats peuvent servir comme ressource nutritive pour les bactéries qui
leur sont associées, et notamment comme médiateur dans la compétition algues-bactéries sur la res-
source minérale commune pouvant limiter leur croissance dans les procédés de traitement des eaux.
Afin de mieux comprendre les interactions commensalisme vs compétition entre micro-algues et bac-
téries qui mènent à la situation paradoxale où les microalgues favorisent ses compétiteurs, nous avons
proposé d’étudier le comportement de l’assemblage algue–bactérie sous ces hypothèses à l’aide d’un
modèle mathématique relativement simple (5.1). Ce modèle représente une interaction indirecte entre
algue–bactérie à travers le nutriment inorganique n commun (azote ou phosphore). Le modèle (??)
tient compte d’une variable supplémentaire c pour représenter le carbone organique dans le milieu
de culture. Elle inclut les exsudats libérés par les micro-algues. L’exudation du carbone organique
est supposée etre proportionnelle à l’écart entre le taux de croissance maximum et le taux de crois-
sance effectivement réalisé par la microalgue. Il s’agit d’une approximation respective du carbone
maximum assimilé lors de la photosynthèse et du carbone utilisé pour la croissance. La vitesse d’ex-
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sudation serait donc conditionnée par l’état nutritionnel et la vitesse de croissance en admettant que le
surplus de matière organique produite par les microalgues lors de la photosynthèse sera excrété. Nous
supposons que la croissance algale est décrite par une fonction de Monod sur le nutriment minéral n
considéré et que la croissance bactérienne est donnée par le produit de deux fonctions de Monod sur
deux ressources : organique c et minérale n.

Une première étude du modèle dynamique a été réalisé au cours de la thèse prenant en compte ce
phénomène a montré la possibilité d’oscillations des densités des populations algales et bactériennes
au cours du temps, endogènes au modèle (pour des valeurs des paramètres du modèle cohérentes
avec les données de la littérature sur l’azote (cf. Figure 5.1) et sur le phosphore (Figure 5.2)). Ceci
représente une possible explication des phénomènes oscillatoires observés expérimentalement et non
dus aux variations temporelles de lumière. Ces résultats ont motivé l’étude théorique de ce modèle.
L’étude des équilibres du modèle (??) et les analyses de stabilité ont permis de conclure que si D est
assez grand, l’équilibre de lessivage E0 = (0, 0, Cin, Nin) (i.e. sans biomasse) est alors un équilibre
unique. De plus, E0 est globalement exponentiellement stable. Lorsque D n’est pas assez grand, les
deux équilibres Ea = (a?, 0, c?a, n

?
a) (i.e. sans bactéries) et Eb = (0, b?, c?b , n

?
b) (i.e. sans microalgues)

existent. Par contre, si Cin est grand et D est petit, l’équilibre Eab de coexistence des microalgues
avec les bactéries n’existe pas forcément. En outre, si Eab existe, alors Ea existe également et il est
nécessairement instable, ce qui montre la robustesse de l’installation des bactéries. Cependant, Eb
n’existe pas forcément. En effet, une certaine condition bien définie sur D et qui peut-être satisfaite,
mais pas la condition sur l’existence de Eb lorsque c?a (à une valeur bien définie) est plus grand que
Cin. Ceci montre que les bactéries ne peuvent pas croitre en l’absence des microalgues. Enfin, si Nin

est assez grand et D n’est pas assez grand alors la condition de coexistence est vérifiée et les quartes
équilibres existent.

Ce travail a permis de montrer que les microalgues peuvent coexister avec des bactéries, voire faciliter
leur croissance étant donné que sous une certaine condition bien définie sur le taux de dilution, les
bactéries ne peuvent pas se développer en l’absence des microalgues. De plus, il est possible d’avoir
des oscillations des densités des populations algales et bactériennes au cours du temps endogène au
modèle pour des valeurs de paramètres cohérents avec la littérature.

Une perspective de ce travail serait de considérer l’effet de la reminéralisation des composés orga-
niques par les bactéries sur les exsudats ou débris cellulaires en considérant des termes de mortalité
sur les compartiments biologiques, et réinjecter de la ressource minérale qui devient biodisponible
dans le système et utilisable par les microalgues (cf. [368]) ou encore ajouter des termes de mainte-
nance et réétudier de nouveau le système.

Une autre perspective de ce travail serait de valider le modèle avec des données réelles au laboratoire.
Pour ce faire, nous avons réfléchi à un dispositif de culture alimenté en continu : chémostat équipé
d’une membrane pour séparer les microalgues des bactéries. La réflexion théorique est décrite dans
l’Annexe D.
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Résumé

Nous avons abordé ici le problème de la détermination d’un encadrement fonctionnel d’un ensemble
de points de données expérimentaux en vue de réaliser des prédictions robustes qui varient au cours du
temps, ce qui est d’une importance cruciale pour la surveillance des bioprocédés. Nous avons proposé
une méthode qui fournit des limites fonctionnelles garanties, au lieu d’un ensemble de valeurs de
paramètres pour des fonctions de croissance comme les fonctions classiques de Monod ou d’Haldane
qui sont couramment utilisées dans la modélisation de la croissance microbienne. Nous avons illustré
l’application de la méthode d’encadrement avec des simulations de bioréacteurs en mode batch et
continu sur des données de croissance générées artificiellement ainsi que sur des données réelles.
Nous avons présenté également deux extensions de la méthode en ajoutant de la flexibilité dans son
application et en discutant de son efficacité à fournir des estimations d’état garanties.
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Abstract

We address the problem of determining functional framing from experimental data points in view of
robust time-varying predictions, which is of crucial importance in bioprocess monitoring. We propose
a method that provides guaranteed functional bounds, instead of sets of parameters values for growth
functions such as the classical Monod or Haldane functions commonly used in bioprocess modeling.
We illustrate the applicability of the method with bioreactor simulations in batch and continuous
mode, as well as on real data. We also present two extensions of the method adding flexibility in its
application, and discuss its efficiency in providing guaranteed state estimations.
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6.1 Introduction and motivations

Interval analysis has recently gained a lot of popularity for the robust estimation of state variables in
dynamical models. Bioprocesses are typically subject to various kind of variations or disturbances
which are not always easy to model [159, 369]. The idea to determine or compute bounds for uncer-
tain systems is not new [370, 371, 372], but a recent renewed focus has been brought to estimate with
intervals state variables or parameters from real-time observations, despite uncertainties on the dy-
namics [373, 374, 375, 376, 377]. In situations for which the usual random representations (based on
probability measures, Gaussian processes, white noise...) are not appropriate or cannot be justified for
modeling the perturbations, interval observers give a simple and attractive alternative [258]. Instead
of (non-robust) single-valued observers or stochastic filters which both provide single estimates ex-
pected to represent average values (provided that hypotheses on the randomness are satisfied), interval
observers give a set of plausible trajectories and/or parameters [258, 378, 379, 380, 381]. Typically,
for a given deterministic model

dX

dt
= F (t,X), X ∈ Rn, (6.1)

where some terms of the map F are badly known or subject to fluctuations, and an observation vector

Y (t) = G(t,X(t)) ∈ Rp (6.2)

that is assumed to be available at any time t, the interval approach consists in designing two estimators,
a “lower” and a “upper” ones, of the form

dX−

dt
= F−(t,X−, Y (t)),

dX+

dt
= F+(t,X+, Y (t)), (6.3)

when the dynamics F is monotone [341, 382], or in a coupled form

dX−

dt
= F−(t,X−, X+, Y (t)),

dX+

dt
= F+(t,X−, X+, Y (t)) (6.4)

when F is non monotone (applying Muller’s Theorem, see [370, 259, 378]). In this formulation,
X−, X+ are vectors in Rn which provide a guaranteed framing of the solutions X(·) of (6.1) in the
following sense {

X−i (0) ≤ Xi(0) ≤ X+
i (0), (i = 1 · · ·n)

}
=⇒

{
X−i (t) ≤ Xi(t) ≤ X+

i (t), (i = 1 · · ·n)
}
, t > 0

(6.5)

This approach is well suited to “slow” processes or dynamics with long transients, such as biopro-
cesses, because it guarantees bounds during the transients. It has been successfully applied to several
models of bioprocesses [258, 383, 384, 12, 385, 386, 387, 388, 389, 390]. A possible drawback
of this approach is that it could provide quite conservative bounds that could be then uninforma-
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tive for practitioners. However, in recent years, much progress has been made to improve the width
of the guaranteed intervals, playing with different structures of the systems [391, 392, 393, 394]
(there exist also several results for the class of linear dynamics), changes of coordinates [395, 380],
considerations of bundles of observers [396, 397] or with the help of purely numerical methods
[398, 376, 375, 386, 378, 399] based on interval analysis [400, 374].

In mass balance models for bioprocesses [159, 165], the most critical uncertainty is primarily found
on the specific growth functions of the micro-organisms, often denoted by µ(·). Consider for instance
the classical chemostat model [172]

dX

dt
= F (t,X) :=

 µ(t,X)X1 −D(t)X1

−1
r
µ(t,X)X1 +D(t)(X in

2 −X2)

 (6.6)

where X1, X2 denote the concentrations of biomass and substrate, respectively. The dilution rate
D(·), the input substrate concentration X in

2 and the yield factor r, are supposed to be known. Several
contributions among the ones cited previously have considered that the effective growth functions µ(·)
depends on time and on the substrate concentration s = X2 in an unknown manner, but are bounded
by two “extreme” functions µ−(·), µ+(·) so that the inequalities

µ−(s) ≤ µ(t, s) ≤ µ+(s), s ≥ 0 (6.7)

are fulfilled at time t, whatever could be the values of the variable s. Robust state estimations can then
be derived from the knowledge of µ−(·) and µ+(·) (instead of µ(·)), designing the maps F−, F+ in
(6.3)-(6.4), as illustrated in [260, 261, 12]. However, one may wonder how to obtain these functional
bounds from experimental data. Let us underline that it is particularly relevant to make a good choice
of the functions µ−, µ+ as it impacts on the width of the frame (6.5). Take as an example the class of
Monod growth functions

µ(s) =
µmaxs

Ks + s
(6.8)

for which uncertainty is typically on the parameters µmax and Ks. In the context of state or parameter
estimation, several studies have focused on developing techniques to improve the computational ef-
ficiency when fitting models to measurement data, assuming arbitrary but bounded error distribution
[401, 402, 403, 404, 405, 406]. Central of these approaches is overcoming convergence to local op-
tima and inferring joint confidence intervals or regions [401, 407, 405]. It consists then in obtaining
either parameter intervals [µ−max, µ

+
max], [K−s , K

+
s ] in R+ or a region of R+ × R+.

Differently from these techniques of guaranteed parameters estimations, the approach we propose
here revolves around a functional framing. In fact, it is no longer a matter of looking for a set of pa-
rameters, but rather ensuring that there would exist functions µ(·) (depending on time in an unknown
way) that guarantee that experimental data can be generated by a functional frame. This amounts
to look for functional intervals [µ−(·), µ+(·)] within a given class of functions. Although we shall
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consider classes of functions described by parameters, such as µmax and Ks for the Monod functions,
we shall simply look for two functions µ−(·), µ+(·) belonging to this class. Each of them will be
characterized by a pair of parameters (µ−max, K

−
s ), (µ+

max, K
+
s ), but this does not mean that we shall

consider that the unknown µ(·) is a Monod function with unkwnown parameters (µmax, Ks) belonging
to a particular subset. We rather state that the unknown growth function is any function µ(·) verifying
the condition (6.7). In particular µ(·) is not necessarily a Monod function. Moreover, let us underline
that one does not have to impose µ+

max > µ−max, K+
s < K−s to obtain inequalities (6.7) for a given

interval of plausible values of s (see also Remark 6.2.1 below). To our knowledge, the question of
determining functional intervals from experimental data in this way has not been yet addressed in the
literature. Functional bounds rather than a parameter set appears to be well suited to the method of
interval estimators in the context of bioprocesses.

The purpose of the present work is to propose a generic method to fit two models (an “upper” and
a “lower” one) that wrap data within lower and upper functions µ−(·) and µ+(·) instead of a single
average µ(·). To avoid too conservative bounds, we also introduce some flexibility in the application
of the method for choosing the framing quality, either considering different upper and lower classes of
growth functions, or forcing to have tightened bounds across the data sets, or both. We illustrate our
framing method on synthetic data generated by random Monod [169] or Haldane [223] growth func-
tions, this latter one including the effect of substrate inhibition. Then, we compute time-varying pre-
dictions through numerical simulations of batch and continuous operating mode, providing bounded
state estimations. As recalled previously, we mainly target situations for which the usual statistical
hypotheses (reproducibility, uniform distribution of samples, unbiased noise...) are not necessarily
met to justify the usual identification methods (least-squares, coefficient of determination, confidence
intervals, maximum likelihood... see for instance [408, 409]). The approach we propose is purely
geometrical and does not rely on any statistical property, even though there are some similitude with
least-square methods in the choice of the fitting criterion.

The paper is organized as follows. In Section 6.2, we present the method in a general framework and
its theoretical justification (Propositions 6.2.1 and 6.2.2). In Section 6.3, we provide two extensions of
the method. Then, Section 6.4 is dedicated to the application of the method to the framing of growth
curves and its use for robust state predictions. Finally, we illustrate and discuss the approach using
numerical data and simulations for two types of growth processes (batch and continuous modes)
in Section 6.5 with an application on real data in Section 6.6. We end by a conclusion and some
perspectives.
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6.2 Presentation of the method

We describe here the method in a general setting of an unknown scalar function f : x 7→ y = f(x),
to be bounded by two functions f−, f+, given a set of n experimental measurements

S := {(xi, yi)}i∈{1,··· ,n}.

We consider a class C of functions (also denoted by f for convenience) parameterized by a vector of
parameters p ∈ P , where P is a subset of Rm:

C :=
⋃
p∈P

{f(·, p) : R 7→ R} (6.9)

and require the following regularity conditions.

Assumption 1. The set P is a compact subset of Rm. The map f is continuous with respect to (x, p)

in R× P .

Most of the time, the set P of parameters is simply a cartesian product of intervals.

A frame of S by functions in C is determined by a pair (p−, p+) ∈ P 2 that satisfies the constraints

f(xi, p
−) ≤ yi ≤ f(xi, p

+) , i = 1 · · ·n. (6.10)

Remark 6.2.1. In bounded error estimation problems (see for instance [401, 402]), one usually looks
for a subset P̂ ⊂ P of parameters such that one has

|f(xi, p)− yi| ≤ e, i = 1 · · ·n, p ∈ P̂ ,

where e > 0 is some tolerance. Then, for a sufficiently large e, the set

{(x, f(x, p)) ; p ∈ P̂ , x ∈ R}

may contain all the data points (xi, yi). Notice that the subset P̂ has no reason to be a product of
intervals. Take for instance the Monod functions (6.8) and assume that data points are contained
exactly between the graphs of µ−(s) = s

1+s
and µ+(s) = 2s

2+s
. Then, the set of parameters (µmax, Ks)

such that one has µ−(s) ≤ µ(s) ≤ µ+(s) for any s > 0 is not of the form [µ−max, µ
+
max] × [K−s , K

+
s ]

but is a line segment: {(µmax, Ks) ; µmax ∈ [1, 2], Ks = µmax}. However, the determination of P̂
can be quite difficult when the monotony of f with respect to a parameter changes with x: consider
for instance the class of Hill or Moser functions as an extension of the Monod functions [410]:

µ(s) =
µmaxs

α

Ks + sα
, µmax > 0, α ≥ 1,
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and data exactly framed by µ−(s) = s2

1+s2
and µ+(s) = 2s

1+s
. Here, we do not look for a subset P̂ , but

only to two functions f−, f+ in the set C such that the frame (6.10) is fulfilled.

Our objective is to propose a fast and reliable method to obtain tight frames, taking into consideration
that n could be large. Typically, one may face data from experiments conducted in different condi-
tions, each of them with triplicates or more. This could easily lead to hundreds of measurements,
as it is the case with microwell plate batch cultures which are quite popular in microbiology. How-
ever, we do not impose any restriction of considering small n. One may look for the tightest frames,
considering a measure of the frames as

D(p−, p+) :=
n∑
i=1

(
f(xi, p

+)− f(xi, p
−)
)2 (6.11)

and the optimization problem

min{D(p−, p+) ; (p−, p+) ∈ P 2 satisfying (6.10)}. (6.12)

This is a non-linear optimization problem with 2n non-linear constraints. Such problems are classi-
cally addressed considering 2n Karush-Kuhn-Tucker multipliers λ−i ≥ 0, λ+i ≥ 0 (i = 1 · · ·n) and
the objective function

D(p−, p+) +
n∑
i=1

λ−i (f(xi, p
−)− yi) +

n∑
i=1

λ+i (yi − f(xi, p
+))

(see for instance [411]). When n is large, the determination of 2n multipliers could be computation-
ally heavy. This why we propose here another approach.

For each p ∈ P , we define the non-negative functions

L(p) =
n∑
i=1

min(yi − f(xi, p), 0)2, U(p) =
n∑
i=1

max(yi − f(xi, p), 0)2 . (6.13)

Note that L(p) = 0 amounts to say that the graph of the function f(·, p) is below S. Similarly
U(p) = 0 amounts to say that the graph of the function f(·, p) is above S. For a pair (p−, p+), the
sum L(p−) + U(p+) measures the quality of the framing of the set S by the graphs of the functions
f(·, p−) and f(·, p+), in the following sense. If a pair (p−, p+) satisfies

L(p−) + U(p+) ≤ ε2 (6.14)

with ε ≥ 0, then one has

f(xi, p
−)− ε ≤ yi ≤ f(xi, p

+) + ε , i = 1 · · ·n (6.15)
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For ε = 0, the constraint (6.10) is satisfied and we shall say that the frame is exact. For ε > 0,
we shall say that the frame is ε-approximate. In practice, one may be satisfied by an ε-approximate
frame, provided that ε is small enough. For a given ε > 0, one looks for the best ε-approximate frames
minimizing the function D, given by pairs (p?−, p?+) ∈ P 2 such that D(p?−, p?+) = D?

ε where

D?
ε := min{D(p−, p+) ; L(p−) + U(p+) ≤ ε2 , ; (p−, p+) ∈ P 2}. (6.16)

This is again a non-linear constrained optimization problem, that can be addressed with a penalty
method, or with Karush-Kuhn-Tucker multipliers [411] (for this non-linear constraint, one may have
also to deal with constraints qualification even when the set P is described by a set of independent
inequality constraints). Due to the particular structure of the problem, we propose a slightly different
approach considering a multiplicative parameter of the cost and not of the constraint, as it is usually
made. This brings some properties, as it will be shown in next Lemma 6.2.1 and Proposition 6.2.1,
on which our method relies. Indeed, this approach brings also some flexibility in his application, that
will be seen later in Section 6.3 and illustrated in Section 6.5. For a given positive number γ, we then
consider the criterion

J(p−, p+, γ) := L(p−) + U(p+) + γD(p−, p+) (6.17)

and associate the optimization problem

(Pγ) : J?(γ) := min{J(p−, p+, γ) ; (p−, p+) ∈ P 2}. (6.18)

Note that Pγ is an unconstrained problem, simpler to solve than problem (6.16), and we shall consider
it for different values of γ > 0. As the function J is continuous w.r.t. (p−, p+) and P is a compact
set, the minimum in J?(γ) exists for any γ.

We consider now assumptions guaranteeing the existence of non trivial frames of the data by functions
in C. First, we assume that the class C is rich enough to wrap all the data.

Assumption 2. There exists (p−, p+) ∈ P 2 such that (6.15) is fulfilled for ε = 0.

We shall consider cases for which all the data do not belong exactly to the graph of single function in
C (otherwise the classical least-square method would do the job, providing best pairs with p?− = p?+).

Assumption 3. There does not exist p ∈ P such that one has yi = f(xi, p) for any i ∈ {1, · · · , n}.

Let us first show that the optimization problem (6.18) generalizes the classical least-square method in
the following way. Denote the classical least-square criterion by

JLS(p) :=
n∑
i=1

(
yi − f(xi, p)

)2
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and define the number
J?LS := min{JLS(p) ; p ∈ P}.

Lemma 6.2.1. Under Assumptions (1)-(2)-(3), one has

lim
γ→+∞

J?(γ) = J?LS . (6.19)

Proof. Notice that γ 7→ J?(γ) is non decreasing, as the family of functions (J(·, ·, γ)) is non-
decreasing w.r.t. γ, and is bounded from above by J?LS . Therefore the limit of J?(γ) when γ tends to
+∞ exists.

Consider a sequence of optimal pairs (p?−n , p?+n ) for γ = n. As P is compact, the sequence converges
when n → +∞, up to a sub-sequence, to a certain (p?−∞ , p

?+
∞ ) ∈ P 2 such that J(p?−∞ , p

?+
∞ ,∞) =

limγ→+∞ J
?(γ). This implies that one has necessarilyD(p?−∞ , p

?+
∞ ) = 0, that is f(xi, p

?−
∞ ) = f(xi, p

?+
∞ )

for any i = 1 · · ·n. Consequently, one has J(p?−∞ , p
?+
∞ ,∞) ≥ J?LS and we obtain that equality (6.19)

is verified.

Remark 6.2.2. It may happen that the data set S is too poor or that the class C is over-parameterized.
We shall say that S is rich enough for C when the property

{f(xi, pa) = f(xi, pb) ; i = 1 · · ·n} ⇒ pa = pb (6.20)

is fulfilled (which amounts to require the model {y = f(x, p); p ∈ P} to be identifiable). Under this
last condition, any converging sequence of optimal pairs (p?−n , p?+n ) for γn satisfies p?−∞ = p?+∞ , i.e. the
optimal frames converge when γ → +∞ to single curves, solutions of the least-square optimization.

We give now properties on which the method we propose to obtain functional framing is based.

Proposition 6.2.1. Under Assumptions 1-2-3, consider for any ε > 0 the set

Γε := {γ ≥ 0 ; Qε 6= ∅} (6.21)

where
Qε(γ) :=

{
(p−, p+) ∈ P 2 ; J?(γ) = J(p−, p+, γ) , L(p−) + U(p+) ≤ ε2

}
. (6.22)

Then, the following properties are satisfied for any ε > 0.

1. Γε is a closed interval [0, γ?ε ] with 0 < γ?ε < +∞.

2. For any pair (p?−, p?+) in Qε(γ
?
ε ), one has

D(p?−, p?+) ≤ D(p−, p+), ∀(p−, p+) ∈ Qε(γ), ∀γ < γ?ε .
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3. For any pair (p?−, p?+) in Qε(γ
?
ε ), one has the estimate

D(p?−, p?+)−D?
ε ≤

ε2 − L(p?−)− U(p?+)

γ?ε
. (6.23)

Moreover, if there exists an unique pair (p?−, p?+) realizing the minimum of J(p−, p+, γ) among
(p−, p+) in P 2, then one has necessarily D(p?−, p?+) = D?

ε with L(p?−) + U(p?+) = ε2.

Proof. Let γ1, γ2 be two positive numbers with γ1 < γ2. Consider pairs (p−1 , p
+
1 ), (p−2 , p

+
2 ) such that

J?(γ1) = J(p−1 , p
+
1 , γ1) and J?(γ2) = J(p−2 , p

+
2 , γ2). One can write

J?(γ2) = J(p−2 , p
+
2 , γ2) ≤ J(p−1 , p

+
1 , γ2)

= J?(γ1) + (γ2 − γ1)D(p−1 , p
+
1 )

≤ J(p−2 , p
+
2 , γ1) + (γ2 − γ1)D(p−1 , p

+
1 )

from which one obtains

J(p−2 , p
+
2 , γ2)− J(p−2 , p

+
2 , γ1) ≤ (γ2 − γ1)D(p−1 , p

+
1 )

or equivalently
(γ2 − γ1)D(p−2 , p

+
2 ) ≤ (γ2 − γ1)D(p−1 , p

+
1 ).

This shows the following property

γ1 < γ2

J?(γ1) = J(p−1 , p
+
1 , γ1)

J?(γ2) = J(p−2 , p
+
2 , γ2)

⇒ D(p−1 , p
+
1 ) ≥ D(p−2 , p

+
2 ) (6.24)

that shall be useful in the following.

For convenience, let us define the sub-sets

Qε := {(p−, p+) ∈ P 2 ; L(p−) + U(p+) ≤ ε2}.

Thanks to Assumptions 1 and 2, Qε is a non-empty compact set for any non-negative ε (including 0).
Then the numbers

D?
ε := min{D(p−, p+) ; (p−, p+) ∈ Qε}

are well defined. Moreover, by Assumption 3, D?
ε is positive for any ε ≥ 0.

1. We begin by showing that for any ε > 0, the set Γε contains at least one positive element. For any
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ε > 0, consider γ = ε2/D?
0 and (p−0 , p

+
0 ) ∈ Q0 (i.e. such that D(p−0 , p

+
0 ) = D?

0). One has

J?(γ) ≤ J(p−0 , p
+
0 , γ) = γD?

0 = ε2

and any pair (p−, p+) realizing J?(γ) verifies then

L(p−) + U(p+) + γD(p−, p+) ≤ ε ⇒ L(p−) + U(p+) ≤ ε2

that is (p−, p+) ∈ Qε(γ), from which we deduce that γ belongs to Γε.

We show now that Γε is an interval containing 0. Let γ > 0 belonging to Γε and (p−, p+) a pair
realizing J?(γ) with L(p−) + U(p+) ≤ ε2. Take γ′ ∈ [0, γ) and let (p′−, p′+) be a pair realizing
J?(γ′). One can write

J?(γ′) = L(p′−) + U(p′+) + γ′D(p′−, p′+) ≤ L(p−) + U(p+) + γ′D(p−, p+)

≤ ε2 + γ′D(p−, p+)

or equivalently
L(p′−) + U(p′+) ≤ ε2 + γ′(D(p−, p+)−D(p′−, p′+)).

From property (6.24), we have D(p−, p+) ≤ D(p−′, p+′), which demonstrates that the pair (p−′, p+′)

belongs to Qε(γ
′), that is γ′ belongs to Γε.

Now we show that the upper bound γ?ε = sup Γε belongs to Γε. Let γn be an increasing sequence
converging to γ?ε and (p−n , p

+
n ) a sequence of pairs in Qε realizing J∗(γn). For any (p−, p+) ∈ P 2, one

has
J(p−n , p

+
n , γn) ≤ J(p−, p+, γn), ∀n.

As Qε is a compact set, there exists a sub-sequence, also noted (p−n , p
+
n ), which converges to a certain

(p?−, p?+) in Qε. By continuity of the function J , one obtains that the inequality

J(p?−, p?+, γ?ε ) ≤ J(p−, p+, γ?ε )

is fulfilled for any (p−, p+) ∈ P 2, which shows that the pair (p?−, p?+) realizes J(γ?ε ), and thus γ?ε
belongs to Γε. This proves the point 1.

2. The point 2. is a direct consequence of the property (6.24).
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3. Consider a pair (p−ε , p
+
ε ) in P 2 such that D(p−ε , p

+
ε ) = D?

ε . One has then

J?(γ?ε ) ≤ J(p−ε , p
+
ε , γ

?
ε ) = ε2 + γ?εD

?
ε

Therefore, any pair (p?−, p?+) in Qε(γ
?
ε ) verifies

L(p?−) + U(p?+) + γ?εD(p?−, p?+) ≤ ε2 + γ?εD
?
ε

or equivalently the inequality (6.23).

Take a decreasing sequence γn converging to γ?ε , and pairs (p−n , p
+
n ) in P 2 such that J?(γn) =

J(p−n , p
+
n , γn) for any n. One has necessarily L(p−n ) + U(p+n ) > ε and can write

J?(γn) = L(p−n ) + U(p+n ) + γnD(p−n , p
+
n ) ≤ J(p−ε , p

+
ε , γn) ≤ ε2 + γnD

?
ε

or equivalently
γn(D(p−n , p

+
n )−D?

ε ) ≤ ε2 − (L(p−n ) + U(p+n )) < 0.

Therefore, one has D(p−n , p
+
n ) < D?

ε for any n. Consider a sub-sequence of (p−n , p
+
n ) converging to a

certain (p?−, p?+). It necessarily satisfies L(p?−)+U(p?−) ≥ ε2 and D(p?−, p?+) ≤ D?
ε by continuity

of the functions L, U and D. As previously, one can show that (p?−, p?+) is a maximizer of J?(γ?ε ).
As we know that there exists a maximizer of J?(γ?ε ) in Qε, we deduce that when the maximizer of
J?(γ?ε ) is unique, it has to verify L(p?−) + U(p?−) = ε2 and by property (6.23), its has also to realize
D(p?−, p?+) = D?

ε .

The properties of the set Γε given in Proposition (6.2.1) leads to the following method for the search
of tight ε-approximate frames.

Proposition 6.2.2. Consider that Assumptions 1-2-3 are fulfilled. Take ε > 0 such that ε < J?LS√
nM

),
where M := maxi=1···n maxp∈P |yi − f(p, xi)|, and define the number

γ̄ε =
1

2

J?LS
J?LS −

√
nMε

(6.25)

Then the procedure of a dichotomy search
provides an estimation of γ?ε ∈ [γ−, γ+] with γ+ − γ− < 2−nγ̄ε.

Proof. Let us show that γ̄ε is an upper bound of the number γ?ε given by Proposition (6.2.1). Remark
first that having p− = p+ = p gives J(p, p, γ) = JLS(p) whatever is γ. Let p̃ be a solution of the
least-square fitting, that is p̃ satisfying JLS(p̃) = J?LS . As S does not belong to the graph of a single
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Algorithm 1 Estimation of γ?ε
Require: n > 1

1: γ− ← 0, γ+ ← γ̄ε
2: for k = 1 · · ·n do
3: γ ← γ−+γ+

2

4: let p−, p+ be such that J(p−, p+, γ) = J?(γ)
5: if L(p−) + U(p+) > ε2 then
6: γ+ ← γ
7: else
8: γ− ← γ
9: end if

10: end for
11: return γ−, γ+

function in C (Assumption 3), one has J?LS > 0. Let γ ∈ Γε and (p−, p+) ∈ Qε(γ). One can write

J?LS = J(p̃, p̃, γ) ≥ J?(γ) = J(p−, p+, γ)

≥ γD(p−, p+)

= γ
n∑
i=1

( (
f(xi, p

+)− yi
)

+
(
yi − f(xi, p

−)
) )2

= γ
n∑
i=1

(
yi − f(xi, p

+)
)2

+
(
yi − f(xi, p

−)
)2

+2
(
f(xi, p

+)− yi
) (
yi − f(xi, p

−)
)

and thus
J?LS ≥ γ

(
JLS(p−) + JLS(p+)

)
+2γ

n∑
i=1

(
f(xi, p

+)− yi
) (
yi − f(xi, p

−)
)

≥ 2γ
(
J?LS +

n∑
i=1

(
f(xi, p

+)− yi
) (
yi − f(xi, p

−)
) )
.

In this last summation, consider the subset I of indices i for which(
f(xi, p

+)− yi
) (
yi − f(xi, p

−)
)
< 0.

For i ∈ I , let ηi = max(yi − f(xi, p
+), 0) + max(f(xi, p

−)− yi, 0) and one has then(
f(xi, p

+)− yi
) (
yi − f(xi, p

−)
)
> −Mηi
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where the numbers ηi satisfy
∑

i∈I η
2
i ≤ ε2. One obtains then the lower bound

n∑
i=1

(
f(xi, p

+)− yi
) (
yi − f(xi, p

−)
)
≥ −M

∑
i∈I

ηi ≥ −M
√
nε

from which one deduces that the number γ has to satisfy the inequality

J?LS ≥ 2γ(J?LS −
√
nMε)

or equivalently γ ≤ γ̄ε.

Finally, due to the property of Γε being an interval [0, γ?ε ] (cf Proposition 6.2.1), the dichotomous
algorithm 1 converges to γ?ε with a guaranteed lower bound at any iteration step.

Our method consists then in an iteration of the unconstrained problem Pγ for different positive values
of γ to obtain an approximation of γ?ε , accordingly to Proposition 6.2.2. Note that Proposition 6.2.1
guarantees the positivity of γ?ε only when ε is positive. Our method is thus fundamentally based
on ε-approximate frames (for ε = 0, one may have γ?0 = 0 and all frames realize J?(0) = 0).
In practice, for a small positive value of ε, the algorithm starts with an upper bound γ̄ε close to
1/2 and a few iterations are enough to obtain an accurate approximation of the value of γ?ε for a
reasonably small value of ε. For this approximate value of γ?ε , one then gets from the optimization
problem Pγ?ε a maximizer (p?−, p?+). If L(p?−) + U(p?+) = ε2, then the frame is optimal (i.e.
D(p?−, p?+) = D?

ε ), accordingly to Proposition 6.2.1. If the optimal solution of Pγ?ε is not unique, one
may have L(p?−)+U(p?+) < ε2 but expression (6.23) of Proposition 6.2.1 gives then an estimation of
its sub-optimality. Note that the method is robust with respect to the performances of the optimization
technique used to solve the problem Pγ or the choice of the number of iterations in the algorithm. If
it provides a sub-optimal solution (for the value of D(·)), it always generate an ε-approximate frame.
We shall see on concrete cases in Section 6.5 that this method turns out to be fast and efficient, with
a simple implementation.

Remark 6.2.3. For any pair (p−, p+) in Qε(γ
?
ε ), we can also measure the width of the frame by the

area delimited by the graphs of the functions f(·, p+) and f(·, p−):

A(p−, p+) :=

∫ maxi xi

mini xi

(
f(x, p+)− f(x, p−)

)
dx. (6.26)

This allows one to associate to the class of functions C an "adequacy" value

Vε(C) := min
{
A(p−, p+) ; (p−, p+) ∈ Qε(γ

?
ε )
}

and to compare the adequacy of each class. For two classes C1, C2 of functions, we shall say that C1
gives a better ε-approximate framing of the set S than the class C2 when one has Vε(C1) < Vε(C2).
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This will be illustrated in Section 6.5.

6.3 Extensions of the method
The extensions we present here bring some additional flexibility to the method, in terms of choice
of the class of functions and width of frames. For simplicity of the presentation, we have not in-
corporated them in the presentation of the overall method. Both extensions are illustrated in Section
6.5.

6.3.1 Framing with different upper and lower classes
There is no a priori reason to impose that upper and lower functions in the frame (6.10) are sought
among the same class of functions. Typically, one may face growth inhibition or not, depending on
the experiments. One can then choose a family of uninhibited growth models for the upper class,
and inhibited ones for the lower class (this is illustrated in Section 6.5 with Monod and Haldane
functions). Therefore, we can consider without loss of generality two classes

C− :=
⋃
p∈P−
{f−(·, p) : R 7→ R} , C+ :=

⋃
p∈P+

{f+(·, p) : R 7→ R}

instead of the single class C considered in (6.9). Here, P− and P+ are two subsets of Rm− and Rm+ ,
such that Assumption 1 is fulfilled for P−, f−, and P+, f+. The dimension m− is not necessarily
equal to m+. In Section 6.5, we shall see that this allows one to consider less parameters altogether.

In short, we do not give here the corresponding assumptions and statement, as it simply consists in
replacing P ×P by P−×P+ in Assumption 2 and Propositions 6.2.1, 6.2.2 of Section 6.2. We shall
also consider that Assumption 3 is verified for both P− and P+.

6.3.2 Relaxing with one or more points out of the frame
In practice, the frames provided by Proposition 6.2.1 might be too conservative as it considers all the
experimental data. Practitioners might want to have tightened bounds, allowing to have one or several
points unwrapped. They could of course choose themselves which point(s) to be withdrawn and
relaunch the method on a smaller data set. We show here how to extend in a simple way the method
to have this done in a systematic way, i.e. as an automatic method choosing which data point(s) can be
forgotten to obtain tightened bounds, depending on the maximal number of points that one accepts to
be unwrapped. The idea of relaxing with one or more points out of the frame has been also considered
in algorithms such as GOMNE [412] (see also Section 6.3.3 in [374]).

Let j ∈ {1, · · · , n − 1} and denote by Ijn the set of subsets I ⊂ {1, · · · , n} with card I ≤ j. As
an extension of the optimization problem (6.16) considered in Section 6.2, we consider the family of
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problems for j = 1 · · ·n− 1

D?j
ε := min

{
DI(p−, p+) ; LI(p−) + U I(p+) ≤ ε2 , (p−, p+) ∈ P 2 , I ∈ Ijn

}
where

DI(p−, p+) :=
∑
i/∈I

(
f(xi, p

+)− f(xi, p
−)
)2

and
LI(p) :=

∑
i/∈I

min(yi − f(xi, p), 0)2, U I(p) :=
∑
i/∈I

max(yi − f(xi, p), 0)2.

When n is large, these are computationally heavy problems, due to the combinatorics of Ijn. Instead,
we propose to simply relax the constraint (6.14) by

∃I ∈ Ijn , LI(p−) + U I(p+) ≤ ε2 (6.27)

while keeping the same criterion (6.18) defined with all i ∈ {1 · · ·n}. We then look for the largest γ
such that a solution (p−j , p

+
j ) of problem Pγ satisfies the constraint (6.27) for a given j > 0. Of course,

this optimization problem does not guarantee that the pair (p−j , p
+
j ) provides the minimal value ofD?j

ε ,
differently to what is proved in Proposition 6.2.1 for the set Qε(γ

?
ε ). However, we shall see that this is

a simple and effective method to obtain tight frames excluding j data points (although non-optimal).
This leads to the Algorithm 2 below (simply adding the step 5 below).

Algorithm 2 Estimation of γ?ε with j unwrapped points
Require: n > 1

1: γ− ← 0, γ+ ← γ̄ε
2: for k = 1 · · ·n do
3: γ ← γ−+γ+

2

4: let p−, p+ be such that J(p−, p+, γ) = J?(γ)
5: remove the j largest terms in the summation L(p−) + U(p+)
6: if L(p−) + U(p+) > ε2 then
7: γ+ ← γ
8: else
9: γ− ← γ

10: end if
11: end for
12: return γ−, γ+

Then pairs (p−j , p
+
j ) obtained with j unwrapped points provide then a sensitivity of the framing with

respect to the number of unwrapped points. Typically, one may choose the number j of unwrapped
points depending on the gain on the value D(p−j , p

+
j ) which measures the frame width. This will be

illustrated in Section 6.5.
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6.4 Application to the framing of growth curves

The knowledge of the growth functions is very useful in microbiology to predict the evolution of
micro-organisms and the performances of the bioprocesses, with models such as (6.6): ẋ = µ(s)x−Dx

ṡ = −1
r
µ(s)x+D(sin − s)

(6.28)

where x and s stand here for the biomass and substrate concentrations, respectively. Typically, exper-
iments to determine the unknown growth function µ(·) are drawn as follows.

- either in batch culture i.e. with D = 0. Experiments consist in choosing different values si
of initial substrate concentration s(0) = si and computing the value µi = d

dt
ln(x(t))|t=0,

measuring the time variation of x(·). Data points (si, µi) are then expected to belong to the
graph of the unknown function µ(·).

- either in continuous culture i.e. with D > 0 (assumed to be constant or slowly varying). Exper-
iments consist in choosing different values Di of D and wait the system to be at a quasi-steady
state (x?, s?). Then, the data point (si, µi) = (s?, Di) is expected to belong to the graph of the
unknown function µ(·).

While the chemostat experiments are quite time-consuming (but various experiments conducted in
the past under different conditions can be collected together, which is in the spirit of the present
approach), batch cultures can be easily performed in microwell plate with automatic measurements,
so that a reasonably rich data set can be acquired. With the set of data points (si, µi), one usually
conducts a non-linear regression to adjust the parameters of a growth model with least-square criterion
[411], such as for instance the Monod growth function (6.8), or the Haldane one

µ(s) =
µ̂s

K + s+ s2/Ki

. (6.29)

describing the effect of growth inhibition for large concentrations of substrate. However, it has been
underlined that the usual R-squared determination coefficient is not appropriate to measure the qual-
ity of the adjustment in this non-linearity context [413]. More importantly, reproducibility and en-
vironmental fluctuations (such as pH, temperature, light...) from one experiment to another one are
common issues in microbiology.

Here, we shall consider that the experiments have been sufficiently numerous to have faced the various
possible kinds of fluctuations, so that future utilization of the micro-organisms might be subject to
similar fluctuations or combinations of them occurring at various unknown times (this hypothesis is
important to justify the framing approach, that we illustrate on synthetic data in the next section).

Let us now show how one can use the lower and upper functions µ−(·), µ+(·) to obtain guaranteed
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predictions of x(·) and s(·). Assume that yield coefficient r, dilution rate D (possibly time-varying)
and initial condition (x0, s0) of model (6.28) are known. Then, one can easily show that the variable
z(t) = x(t) + rs(t) is solution of ż = D(rsin − z). Therefore, one has

z(t) = rsin + (x0 + rs0 − rsin)e−Dt, t ≥ 0. (6.30)

We distinguish now the predictions of x(t) and s(t).

1. Prediction of x(t). From s(t) = 1
r
(z(t) − x(t)), one obtains that x(·) is solution of the (non-

autonomous) scalar differential equation:

ẋ = µ
(
1
r
(z(t)− x)

)
x−Dx

Then, following [259, Th. VIII, p. 95], a frame x−(t) ≤ x(t) ≤ x+(t) is obtained for any
t ≥ 0 when x−(·), x+(·) are solutions of ẋ− = µ−

(
1
r
(z(t)− x−)

)
x− −Dx−, x−(0) = x0

ẋ+ = µ+
(
max

(
1
r
(z(t)− x+), 0

))
x+ −Dx+, x+(0) = x0

(6.31)

2. Prediction of s(t). Similarly, one has x(t) = z(t)−rs(t) and s(·) solution of the scalar dynamics

ṡ = −1
r
µ(s)(z(t)− rs(t)) +D(sin − s)

which gives a frame s−(t) ≤ s(t) ≤ s+(t) where s−(·), s+(·) are solutions of ṡ− = −1
r
µ+(s−)(z(t)− rs−) +D(sin − s−), s−(0) = s0

ṡ+ = −1
r
µ−(s+) max (z(t)− rs+, 0) +D(sin − s+), s−(0) = s0

(6.32)

Remark that uncertainties on the initial condition (x0, s0) ∈ [x−0 , x
+
0 ] × [s−0 , s

+
0 ] can be also incorpo-

rated in the framing, considering

z−(t) = rsin + (x−0 + rs−0 − rsin)e−Dt, z+(t) = rsin + (x+0 + rs+0 − rsin)e−Dt

instead of z(t) in systems (6.31)-(6.32) and initialization x−(0) = x−0 , x+(0) = x+0 , s−(0) = s−0 ,
s+(0) = s+0 .

6.5 Numerical illustrations
In this section, we test the framing method on numerical data and illustrate on synthetic data (for
which the fluctuating trajectories are known) how the method provides state estimation with guaran-
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teed intervals. We proceed as follows.

1. We first generate a set of growth curves µ, by random sampling in the class of Monod (6.8)
or Haldane (6.29) functions, accordingly to uniform distributions of their parameters on given
intervals. This provides a random set R of parameters. Each curve represents the growth in a
plausible environment.

2. For each growth curve µ, we generate a sequence of points (si, µi)i where (si)i is a random
increasing sequence (with given bounds between two consecutive elements), and µi is the value
µ(si) corrupted by a bounded uniform noise. The sequence (si, µi)i represents a plausible set of
measurements of an experiment in a fixed environment. Besides, we have added a small number
of outliers that could represent measurement errors as this can happens punctually in biology.
Outliers have been generated by uniform drawing outside the amplitude of considered noises.
Gathering the sequences of points for all the generated curves provides a set S of "synthetic"
data.

3. We apply our framing method to the data set S for determining the best lower and upper func-
tions µ−(·), µ+(·) for a given ε accuracy (cf Proposition 6.2.1), with ε small.

4. We use the functions µ−(·), µ+(·) to compute time varying intervals [x−(·), x+(·)],
[s−(·), s+(·)] for the concentrations x(·), s(·), as solutions of equations (6.30)-(6.31)-(6.32).

5. We simulate the dynamical model (6.28) where the function µ(·) changes at random times
following an exponential distribution. At each of these times, the function µ is drawn uniformly
among functions (6.8) or (6.29) with parameters within R. This represents plausible changes
in environments with time. We then compare (in the transients) the solution x(·), s(·) with the
lower and upper estimates provided in the previous step.

We have also computed the average growth function (provided by the classical least squares method)
and its corresponding trajectory to appreciate its position within the intervals. The optimization prob-
lem Pγ has been solved numerically with the fmincon function of Matlab software (without con-
straint). The bounds for the search of pairs (p−, p+) have been chosen

- for the Monod expression: with µmax ∈ [0.2, 2], Ks ∈ [0, 0.2], while the generated curves have
been drawn within µmax ∈ [0.1, 1.8] and Ks ∈ [0.1, 0.2],

- for the Haldane expression: with µ̄ ∈ [0.2, 2], K ∈ [0, 0.2], Ki ∈ [0, 6], while the generated
curves have been drawn within µ̄ ∈ [0.1, 1.8], Ks ∈ [0.1, 0.2] and Ki ∈ [0, 10].

The maximal amplitude of noise has been chosen to be equal to 10% of the measurement value,
and outliers have been generated within an interval three times larger. Ouliers represent 10% of the
data. For the simulations of random times of changes of the growth function, the rate parameter
of the exponential distribution has been chosen to be 10 times the time horizon. The algorithm of
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Proposition 6.2.2 has been performed for ε = 10−3, starting with an upper bound γ+ = 1/2. Twenty
iterations were more than enough to obtain a tight framing (ε = 10−6 with 40 iterations have tested
and have given very similar results).

6.5.1 Example of a batch process
We have generated randomly ten growth curves (see Fig. 6.1, left) and one hundred data corrupted
with noise (see Fig. 6.1-right).
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Figure 6.1: Growth curves randomly generated (left) and random data points (si, µi) corrupted with
noise (right).

We have wrapped all the data points among the class of Monod functions, using the method exposed in
Section 6.2, which gives the functions µ−, µ+ whose graphs are depicted on Fig. 6.2-left. In addition,
the graph of the growth curve µ̄ determined by the usual least-square method is plotted in dashed
line. To show the convergence of the method, Fig. 6.3 depicts the frames obtained for γ+ at each
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Figure 6.2: Wrapping of the data (left) and dynamical simulation (right).

iteration of Algorithm 1 of Proposition 6.2.2 (remind that γ+ represents an "inner" estimation of the
frame). One can see that the frame obtained at the first iteration is close to the least-square solution (in
accordance with Lemma 6.2.1), and the frames are almost identical after only 12 iterations. Indeed,
we found that it is enough to stop the algorithm when the upper estimate γ+ gives a solution (p−, p+)

of problem Pγ+ with D(p−, p+) close to ε2.
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Figure 6.3: Convergence of the method. Functions µ−k , µ+
k are obtained with pairs (p−k , p

+
k ) solutions

of problem Pγ+ at the k-th iteration of Algorithm 1.

We have then simulated a trajectory of the model (6.28) in batch mode (i.e. for D = 0) with a growth
µ(·) changing randomly with time, along with the solutions of the frame dynamics (6.31)-(6.32) (see
Fig. 6.2-right). The value of the yield coefficient r has been kept equal to 0.1. One can notice that the
trajectory provided by the average growth µ̄ (in dashed line) is not centered in the trajectories frame.
This is due to the non-linearity of the dynamics. This shows the interest of the information provided
by the guaranteed interval approach, differently to confidence intervals of the least-square method
that are centered on the trajectory generated by the average growth.

One may want to relax the growth frame considering that some data points are potentially outliers. For
this purpose, we have applied the extension of the method presented in Section 6.3 for different values
of j, the number of unwrapped points. On Fig. 6.4, one can observe the reduction obtained on the
value ofD(p?−j , p?+j ) with the pair (p?−j , p?+j ) provided by Algorithm 2 for j unwrapped points (remind
that D(p?−j , p?+j ) is a measure of the frame width). This gives insights on the geometrical distribution
of the data points. For this data set, it can be seen that withdrawing only three points (among one
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Figure 6.4: Sensitivity of D(p?−j , p?+j ) (where (p?−j , p?+j ) is given by Algorithm 2) with respect of the
number j of data points allowed to be unwrapped.

hundred) reduces significantly the frame width. Indeed, the algorithm gave the same sequence of
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frames as shown in Fig. 6.3 up to the ninth iteration, which provides a frame that excludes exactly
three data points, represented in Fig. 6.5-left. In Fig. 6.5-right one can appreciate the shrinking of the
trajectories frame in the transients.
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Figure 6.5: Data wrapping (left) and corresponding simulation (right) allowing three data points to be
out of the frame.

Guaranteed estimations of transients are of primer importance in industrial applications. In the batch
process, the asymptotic value of the biomass x is known, equal to x∞ = x0 + rs0 according to (6.30),
but guaranteed intervals allow to estimate the time necessary to reach a given level of production
xl < x∞.

We have also tested the method on a data set with a limited number of experimental points. On
Fig. 6.6-left, data has been generated from three possible curves with a total of ten measurements.
The wrapping obtained with all data is depicted in red, and in green when excluding one data point.
On Fig. 6.6-right, one can see a dynamical simulation of the system, with the frames obtained with
the two different wrappings. Although the green wrapping is quite close to the red one, the true
trajectory of the system does not belong to the frame generated by the green wrapping. Indeed, when
there are few points, it is more likely to obtain a growth curve that lies on the boundary of the set of
experimental points, and then the frame is less robust to the relaxation with unwrapped points. Notice
that in this case, the least-square estimation is quite far from the true trajectory (and also far from the
center of the intervals). This example shows the possible limitations of the method with small data
sets: the frame obtained with all the data does always contain the true trajectory but could be quite
conservative, and relaxed ones could be unsatisfactory.

6.5.2 Example of a continuous process
We have generated another set of random growth curves and random data (see Fig. 6.7).

As previously, we have wrapped all the data points in between the graphs of two functions µ−, µ+

among the class of Monod growth functions, depicted on Fig. 6.8-left (the average growth determined
by the least-square criterion is plotted in dashed line). We have then considered the model (6.28)
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Figure 6.6: Data wrapping (left) and simulation (right) with only ten experimental data points (in red:
with all the data; in green: with exclusion of one point.
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Figure 6.7: Growth curves randomly generated (left) and random data points (si, µi) corrupted with
noise (right).

in continuous mode for the input parameters D = 0.7 and sin = 4 (with the same yield coefficient
r = 0.1). Fig. 6.8-right shows a trajectory for a growth µ(·) changing randomly with time, lying
inside the guaranteed time-varying intervals computed with the functions µ−, µ+.
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Figure 6.8: Wrapping with Monod growth functions (left) and associated dynamical simulation (right)

To illustrate the flexibility of the method presented in Section 6.3, we have also looked for lower
functions µ− in the class of Haldane functions (6.29), allowing thus non-monotonic growth curves
(see Fig. 6.9). The area criterion (6.26) gives an improvement of the fitting (2.66 instead of 3.01).
However, this does not reduce too much the trajectories frame as this concerns only small values of
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Figure 6.9: Convergence of the method. Functions µ−k , µ+
k are obtained with pairs (p−k , p

+
k ) solutions

of problem Pγ+ at the k-th iteration of Algorithm 1.
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Figure 6.10: Wrapping with Monod and Haldane growth functions (left) and associated simulation
(right)

s (see Fig. 6.10-right). Also, we have applied the extension of the method (Algorithm 2) allowing
some data points to be unwrapped. Fig. 6.11 gives insights on the data and shows how many points
need to be withdrawn to obtain tighter frames. For height unwrapped data points, one can observe a
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Figure 6.11: Sensitivity of D(p?−j , p?+j ) (where (p?−j , p?+j ) is given by Algorithm 2) with respect of
the number j of data points allowed to be unwrapped.

significant shrinking of the growth frame (see Fig. 6.12-left) as well as the trajectories frame in the
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transients (see Fig. 6.12-right).

Figure 6.12: Data wrapping (left) and corresponding simulation (right) allowing height data points to
be out of the frame.

Here also, one can see that the framing method is a relevant tool to obtain safe transients estimates,
while the use of the least-square method is more questionable in the context of unpredictable varia-
tions.

Of course, better trajectories frames could be obtained when on-line measurements are available,
using "interval observers" as recalled in the introduction.

To illustrate the use of the growth framing in such a context, we have considered a situation where
the substrate concentration alone is measured in the output flow rate of the reactor and the initial
biomass is unknown (assuming that a rough interval could be provided). Fig. 6.13 shows simulations
of the interval observer proposed in [12] with the same trajectory as previously simulated, with and
without measurement noise. This shows the interest of having dynamic measurements, in particular,
to estimate with accuracy the final biomass production.
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Figure 6.13: Bounds on the biomass concentration obtained with the observer proposed in [12] with
gains G1 = 1, G2 = −10 without measurement noise (left) and with a 10% uniform noise (right).

6.6 Illustration on real data
In this section, we apply our method on real data obtained from laboratory experiments. The experi-
ments were conducted in batch microalgae cultures of 40ml working volume at fixed initial conditions
of substrate s0 and biomass x0, under a fixed temperature of 25◦C and under different pH conditions
(from 6 to 9). The biomass was tracked daily, either by optical density (at 650nm) or by fluores-
cence (EX 450nm, EM 680nm), and then converted into carbon unit, while the substrate TAN (Total
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Ammonia Nitrogen) concentrations were measured with a spectro-photometric test kit. This experi-
mental procedure allowed to test a significant number of growth rates depending on the chosen initial
condition of s(0) = si (for a set of values si) while x0 was kept constant. The growth rates have
been estimated by the determination of the slopes of t log x(t) at initial time, from the measure of the
variation of x(.) during the time period 0 to 48h. The data set comprises 88 data points obtained by
aggregating the results of different series of experiments carried out on the same microalgae species
(Chlorella sorokiniana) under different ranges of TAN [328], with replicates. The yield factor r was
determined from the available data of both substrate and biomass concentrations (sf , xf ) measured
at the end of growth with a few experiments, by the expression xf−x0

s0−sf
, providing a total of 37 data

points.

From the data analysis, we found that uncertainties appear to be within both growth rates and yield
factors, along the range of environmental conditions and tested substrate concentrations. Thus, we
propose a double application of our framing method for the two data sets before exploiting the model
with intervals simulations in batch culture. For the micro-algae growth rates data set, the fluctuations
in measurements can be due to the different pH or to measurement errors. We choose to apply
our framing method using the class of Monod functions (6.8) for the upper and lower bounds µ−

and µ+. For yields data set, uncertainties faced were common to low concentrations, which may
be explained by the presence of dissolved organic nitrogen (not measured in these experiments) that
can be consumed by micro-algae when the mineral nitrogen s0 is depleted. From a quick glance
at the data, we found the following class of functions to be appropriate to wrap yield data: r(s) =

−A ln(s) + B (with parameters A and B such that r is positive on the domain of considered s) and
provide the upper and lower functions r− and r+.

To obtain guaranteed predictions of x(.) and s(.), we consider the model (6.28) with the parameter
D = 0 and with a variable yield r = r(s), that is

ẋ = µ(s)x

ṡ = −µ(s)x

r(s)

(6.33)

From equations (6.33), one has ẋ + r(s)ṡ = 0. Thus, we can write ẋ = −r(s)ṡ = d
dt
R(s(t)), where

the function R is defined as follows:

R(s) =

∫ s

0

r(σ)dσ.

Note that R is an increasing function as long as r is positive. Therefore, the frame r−(·) ≤ r(·) ≤
r+(·) gives R−(s) ≤ R(s) ≤ R+(s).
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Let z = R(s) + x, then one has ż = 0 and the parameter z is framed by

z− := R−(s0) + x0 ≤ z ≤ z+ := R+(s0) + x0 (6.34)

Applying Muller’s Theorem [370] on system (6.33), taking into consideration that the frame on the
function R(·) gives also the inequalities

z− −R+(s) ≤ x(t) ≤ z+ −R−(s),

leads to the following dynamics

ẋ− = µ−(s−)x−, x−(0) = x0

ẋ+ = µ+(s+)x+, x+(0) = x0

ṡ− = −µ
+(s−)

r−(s−)
min

(
x+, z+ −R−(s−)

)
, s−(0) = s0

ṡ+ = −µ
−(s+)

r+(s+)
max

(
x−, z− −R+(s+)

)
, s+(0) = s0

(6.35)

which ensures that the frames of s−(t) ≤ s(t) ≤ s+(t) and x−(t) ≤ x(t) ≤ x+(t) are fulfilled.

Figure 6.14 shows the results when wrapping all the data. Due to the double uncertainty on µ and
r, the dynamical bounds are quite conservative. However, allowing the method to select 70 % of the
data shows a significant reduction of the frame width in Fig. 6.15-down, compared to Fig. 6.14-down
where 100 % of data points are wrapped. Tables 6.1 and 6.2 gather all the corresponding parameters
estimates of the growth and yield functions respectively, where µ̂ and r̂ were obtained using the least
square method and µ−, µ+ and r−, r+ by applying our framing method. Finally, we have noticed that
the dynamical data can break the simulated boundaries when the method excludes more than 50 % of
the data points.

parameters µmax (d−1) Ks (mgN.L−1) wrapped data points (%)
interval search [0, 5] [0, 10]

µ̂ 0.90 0.34 100
µ− 0.65 5.55 100
µ+ 1.23 0.46 100
µ− 0.78 0.35 70
µ+ 1.11 0.46 70

Table 6.1: Parameters estimates for the growth function
.
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Figure 6.14: Wrapping 100% of data of micro-algae growth rates (left up) and 100% yields data (right
up) and associated dynamical simulation in batch culture, along with data points (down)

.

parameters A B wrapped data points (%)
interval search [0, 100] [0, 200]

r̂ 5.14 26.71 100
r− 2.22 12.21 100
r+ 6.23 36.23 100
r− 3.26 17.03 70
r+ 6.30 34.29 70

Table 6.2: Parameters estimates for the yield function
.

6.7 Conclusion and perspectives
We have proposed a geometrical method for the construction of functional frames from experimental
data points and applied it to microbial growths, which are often the major source of variability in
bioprocesses for robust predictions. Our approach consists in computing a sequence of simple un-
constrained optimization problems, allowing flexibility in the choice of upper and lower classes of
functions and the number of data points that could be unwrapped. Let us underline that it does not
consist in determining a set (or intervals) of parameters values in a class of functions, but rather in
wrapping the data in between the graphs of two functions without requiring any particular shape of
the unknown growth function (that could moreover change with time). However, the growth func-
tions may depend on other variables, such as biomass concentration in the Contois model, or could
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Figure 6.15: Wrapping 70% of data of micro-algae growth rates (left up) and 70% yields data (right
up) and associated dynamical simulation in batch culture, along with data points (down)

.

be multi-valued, such as in the Droop model where the nutrient uptake function ρ(·) has to be identi-
fied concomitantly to the growth rate function µ(·). Extensions of the method for these multi-valued
contexts might be the matter of a future work.
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6.8 Principales contributions et perspectives sur l’utilisation d’une
collection de données de croissance spécifique pour obtenir
des prédictions robustes « par intervalles » en bioréacteurs

La cinétique biologique dans les modèles de croissance n’est généralement pas connue avec précision,
étant donné la complexité des réactions biologiques. Les variabilités entre expériences et les fluctua-
tions non contrôlées pouvant survenir dans les expériences (comme une légère variation de pH ou de
température), ne permettent pas en général de valider les hypothèses sous-jacentes de la statistique
traditionnelle (donnant lieu à l’utilisation du R2, d’intervalles de confiance, etc.).
Un recul sur la masse de données expérimentales de taux de croissance spécifique et sur l’incertitude
entachée aux ajustements a conduit à l’idée de proposer une méthode l’identification robuste des pa-
ramètres de croissance à l’aide d’un encadrement compatible avec les données. Cette idée consiste
à délimiter l’incertitude sur la fonction de croissance µ(·) à l’aide d’une méthode qui génère deux
bornes fonctionnelles pour encadrer les données de croissance. Cette approche se base sur l’encadre-
ment des solutions des systèmes différentiels, principalement utilisées dans le cadre des observateurs
« par intervalles ».
Notre méthode génère deux courbes de croissance (µ− et µ+) au lieu d’une courbe « moyenne » et
d’une variance, dont la justification ne peut pas toujours être obtenue rigoureusement. Notons qu’il ne
s’agit pas de déterminer un ensemble (ou des intervalles) de valeurs de paramètres dans une classe de
fonctions, mais plutôt à envelopper les données géométriquement entre deux fonctions sans nécessiter
de forme particulière de la fonction de croissance inconnue (qui pourrait d’ailleurs changer avec le
temps). Le principe de la méthode, les hypothèses et les propriétés permettant d’obtenir un cadrage
fonctionnel des données ont été présentés dans ce travail. Nous avons démontré que la stratégie pro-
posée est une généralisation de la méthode des moindres carrés. Un algorithme a été mis au point
pour permettre de trouver le bon cadrage et les paramètres des fonctions (supérieure et inférieure)
recherchées en s’appuyant sur différents jeux de données.

La méthode a été développée et appliquée sur des données synthétiques de vitesse de croissance
bruitées, dans un premier temps. Ces données ont été générées à partir d’un ensemble aléatoire de
paramètres des fonctions de croissance de type Monod/Haldane en supposant que les expériences
ont été suffisamment nombreuses pour avoir fait face aux divers types de fluctuations possibles, de
sorte qu’une utilisation future des mêmes micro-organismes pourrait être soumise à des fluctuations
similaires se produisant à divers moments de manière inconnue. La méthode a été ensuite utilisée
pour produire des estimations « par intervalles » (e.g. évolution de la population au cours du temps),
à l’aide des techniques d’observateurs à intervalles garantis. Les estimations obtenues en utilisant
la méthode sur l’ensemble des points de mesures des diverses expériences (dont certains pourraient
être aberrants ou entachés d’erreurs de mesure) peuvent s’avérer très conservatrices. Nous montrons
que la méthode présente une certaine souplesse dans le choix des classes supérieures et inférieures
des fonctions enveloppe, ainsi que sur le nombre de points aberrants qui pourraient être écartés si

175



l’encadrement donné se trouve très conservateur.

Dans un deuxième temps, la méthode a été illustrée sur des données réelles obtenues en batch avec
l’espèce C. sorokiniana en croissance sur l’azote (voir Chapitre 6). Les données expérimentales ont
nécessité une double application de la méthode sur les ensembles de données de taux de croissance et
de coefficient de conversion (i.e. rendement).

Cette étude a permis de proposer une méthode d’encadrement géométrique des points expérimen-
taux par des bornes fonctionnelles, qui a été appliquée sur des données de croissance des microor-
ganismes ; leur cinétique étant souvent la principale source de variabilité des bioprocédés. Notre ap-
proche consiste à calculer des problèmes d’optimisation simples et sans contrainte, permettant une
flexibilité dans le choix des classes de fonctions (inférieure et supérieure) choisies ainsi que sur
nombre de données pouvant être encadrées. Sachant que la fonction de croissance peut varier au
cours du temps et revisiter de manière aléatoire les situations déjà rencontrées expérimentalement,
l’utilisation de la méthode permet d’obtenir des estimations par intervalles « garantis en tout temps »
sur les variables d’état du système dynamique considéré. Une perspective de ces travaux serait donc
d’appliquer cette approche pour avoir des prédictions garanties en cocultures.
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Conclusion générale

Rappel de la problématique
Le développement et la mise en œuvre de procédés de culture algale permettant à la fois la biore-
médiation d’effluents (liquides ou gazeux) et une production de biomasse stable et économiquement
viable présentent plusieurs verrous à lever, notamment en culture ouverte à grande échelle sujette à la
variation des facteurs environnants. Remplir ces deux fonctions représente un des objectifs majeurs
pour la mobilisation et la valorisation de la bioressource algale pour sa conversion en produits chi-
miques (chimie verte), en matériaux et en bioénergie et pour garantir une économie circulaire avec
moins de pression sur l’environnement.

Nous avons introduit dans cette thèse l’importance de l’inspiration des symbioses au sein des éco-
systèmes naturels pour adopter une stratégie de développement durable à l’échelle industrielle ; la
nature des interactions entre les microorganismes est un sujet de recherche actuellement dynamique
et prometteur pour l’amélioration des performances de la production algale à grande échelle. Si la
complexité et l’importance des interactions au sein des polycultures sont aujourd’hui reconnues par la
communauté de l’écologie microbienne, l’approche de cultures basées sur des assemblages d’espèces
a encore fait l’objet de peu de travaux et nécessite d’être renforcée par des outils de modélisation per-
mettant de prédire comment les espèces réagiront face aux fluctuations des conditions environnantes
afin de pouvoir sélectionner les assemblages d’espèces les plus adaptées en fonction des conditions
imposées par le lieu de production. La modélisation mathématique des microorganismes a fait l’objet
de nombreux travaux. Cependant, les modèles proposés sont à des échelles de complexité différentes
et sont rarement validés sur des assemblages d’espèces d’intérêt. Nous avons montré dans notre état
de l’art la diversité des relations (négatives et positives) au sein d’un écosystème ainsi que le poten-
tiel des interactions entre algue–algue et algue–bactérie à influer sur la productivité et la stabilité des
systèmes de production, dont la compréhension est souvent limitée par la complexité et la sensibi-
lité accrue de ces interactions aux fluctuations de l’environnement, rendant difficiles la prédiction,
l’optimisation et le contrôle de procédés de bioremédiation et de production algale en milieu ouvert
extérieur.

Spécificité de notre démarche
Pour mieux comprendre les interactions au sein de la communauté microbienne complexe diversi-
fiée qui assure principalement l’assimilation des éléments nutritifs comme le carbone, l’azote et le
phosphore dans les bassins ouverts alimentés par des eaux usées, notre démarche a consisté à s’ins-
pirer d’observations de leurs dynamiques en bassins pour tenter de répondre à la question suivante :
peut-on mettre en évidence des interactions positives entre algue–algue ou algue–bactérie en fonction
de la fluctuation des ressources qui pourraient améliorer les performances des systèmes de produc-
tion? Pour pouvoir prédire et optimiser les fonctions attendues (production de biomasse et épuration)
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des polycultures en milieu extérieur ouvert sujettes aux variations des conditions climatiques, nous
avons cherché à appréhender à la fois la complexité des situations pouvant être observées dans des
écosystèmes artificiels soumis aux fluctuations environnementales réelles, mais aussi la diversité des
modèles mathématiques sur l’écologie des populations. Ainsi, nos travaux se sont inspirés à la fois
des hypothèses écologiques issues d’observations sur des dynamiques d’espèces dominantes d’un
bassin extérieur de lagunage à haut rendement algal LHRA alimenté par des eaux usées et soumis aux
conditions réelles fluctuantes, et de l’étude du comportement qualitatif de différents modèles mathé-
matiques.
Les approches expérimentales en bassins alimentés par des eaux usées à l’échelle-pilote ont représenté
un outil d’exploration des phénomènes qui s’opèrent naturellement dans un milieu nouveau, difficile
et fluctuant, impliquant des espèces d’intérêt qui sont généralement bien adaptées aux conditions lo-
cales spécifiques. Le principe de notre démarche de recherche a consisté à proposer des modèles,
mener des expériences pour répondre aux hypothèses (observation bassin vs simulations de modèles)
et faire des allers-retours entre les deux jusqu’à trouver les modèles les mieux adaptés et les va-
lider. Ces modèles devraient permettre par la suite de déterminer les conditions biotiques (espèces
opportunistes vs espèces spécialistes) et abiotiques (qualité et vitesse de l’apport des nutriments) qui
optimisent la production algale et la robustesse de différents microorganismes en assemblage et per-
mettent le contrôle des systèmes de production par la proposition de stratégies de régulation robustes.

La démarche suivie dans les Chapitres 3 et 4 visant à explorer les interactions algue–algue se dis-
tingue des approches purement expérimentales ou théoriques. Les expérimentations à l’échelle du
laboratoire sur les espèces locales isolées (C. sorokiniana et S. pectinatus) ont permis de tester les
hypothèses spécifiques sur la facilitation écologique entre algue–algue en fonction de la fluctuation
des facteurs principaux qui pourraient limiter leur croissance en bassin (azote et lumière). Des ré-
ponses sur l’influence des facteurs testés sur la croissance des espèces isolées ont été ainsi apportées
grâce à la mise en place et le suivi de dispositifs expérimentaux complémentaires en mode batch et
continu. Ces expériences spécifiques ont permis la caractérisation de chacune des espèces étudiées en
fonction de la ressource limitante testée et la compréhension de leurs dynamiques au cours du temps
lorsqu’elles sont cultivées seules ou en assemblage. En matière de statistiques et de modélisation, des
résultats de différences significatives ont été obtenus sur les constantes des cinétiques choisies ou pro-
posées pour décrire les données expérimentales acquises sur la phase exponentielle des monocultures
sous différentes conditions expérimentales en mode batch, ce qui a permis de caractériser les espèces.
L’intégration de ces cinétiques dans les modèles dynamiques a permis ensuite de calibrer voire vali-
der des modèles en monoculture et en coculture de ces espèces en mode batch ou continu, à l’échelle
du laboratoire ou pilote à travers des confrontations des modèles aux données expérimentales dispo-
nibles. Des modèles relativement simples ont été proposés et ont permis de déterminer par simulation
numérique certaines conditions théoriques qui permettent d’optimiser la production algale.

Bien qu’il soit délicat de répondre avec précision à la question de recherche posée sur les interactions
algue–bactérie, i) à cause de la complexité et la diversité des communautés bactériennes présentes et
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la variabilité des conditions environnementales en bassins extérieurs et, dans un deuxième temps, ii) à
cause des résultats expérimentaux non concluants en laboratoire (tests d’inhibition sélective visant à
mettre en évidence la nature des interactions entre les algues et leur consortia bactériens), la démarche
théorique suivie dans le Chapitre 5 s’est avérée pertinente. Même si nous n’avons pas réalisé un re-
tour sur les expériences, les simulations numériques et l’analyse mathématique, basées sur un modèle
simplifié par rapport aux modèles existants (e.g. [414]), ont permis de dégager des hypothèses plus ro-
bustes sur les comportements possibles et testables en laboratoire entre les populations algue–bactérie
ainsi que les conditions théoriques qui les régissent en chémostat.

Enfin, admettant que des estimations dynamiques par intervalles dans les modèles de bilan de matière
pour les bioprocédés sont intéressantes pour garantir en tout temps l’encadrement des variables, mais
nécessitent de connaitre les caractéristiques de croissance des microorganismes (source d’incertitude
la plus critique) pouvant être bornées par deux fonctions connues, nous avons cherché à savoir com-
ment obtenir des bornes fonctionnelles à partir de données expérimentales?
Le Chapitre 6 s’est appuyé sur les travaux de [257, 258] (techniques d’« observateurs par intervalles
») et sur des réflexions menées autour des aspects méthodologiques d’identification des fonctions de
croissance et notamment sur l’incertitude entachée aux ajustements qui ont conduit à la proposition
d’une méthode pouvant être naturellement utilisés pour produire des estimations garanties.

Peut-on mettre en évidence des interactions positives entre algue–algue ou algue–
bactérie en fonction de la disponibilité des ressources qui pourraient améliorer
les performances des systèmes de production?
Facilitation pour contrer un stress chimique et forte compétition pour la lumière disponible.
Notre étude s’est basée sur les données préexistantes issues du suivi microbiologique d’une coloni-
sation algale qui s’est opérée naturellement par une succession de deux micro-algues (C. sorokiniana
et S. pectinatus) en bassin extérieur LHRA alimenté en mode continu par des eaux usées urbaines.
Nous avons montré que C. sorokiniana (espèce opportuniste) est dotée d’une vitesse spécifique maxi-
male de croissance plus importante que celle de S. pectinatus et d’une meilleure résistance aux fortes
concentrations d’ammoniac (toxique), pouvant ainsi expliquer sa croissance rapide en bassin malgré
la présence de ce stress chimique. La forte sensibilité de S. pectinatus aux teneurs élevées de l’am-
moniac, ne lui permettait pas de pousser initialement dans le bassin extérieur. Nous avons également
montré que cette espèce (spécialiste) possède une meilleure affinité pour l’azote à des concentrations
non toxiques de son sous-produit (ammoniac) ainsi qu’une capacité d’adaptation qui lui permet de
croitre sous des conditions de faibles lumières disponibles comme dans le cas des procédés des eaux
usées turbides. Ceci explique qu’elle se trouve nettement favorisée dans le bassin extérieur au dé-
triment de C. sorokiniana qui a facilité son installation en réduisant la toxicité du milieu, mais en
perdant ensuite son pouvoir compétitif et en finissant par être lessivée.

Deux modèles ont été proposés pour expliquer les interactions possibles entre ces deux espèces algales
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vis-à-vis du substrat et ensuite de la lumière disponible.
Dans le Chapitre 3, nous avons proposé un modèle de compétition de type Monod-Haldane basé sur
les travaux de [7]. Ce modèle a été réajusté pour caractériser plus finement l’effet d’inhibition par
les teneurs en ammoniac comme un sous-produit toxique du substrat (azote ammoniacal) et pour
s’approcher au mieux des conditions extérieures, et a permis de démonter une facilitation écologique
en reproduisant les dynamiques des deux espèces telles qu’observées en bassin extérieur. Des résultats
théoriques ont été proposés à l’aide de simulations numériques du modèle calibré au laboratoire, sur le
temps nécessaire pour la prédominance de l’espèce (spécialiste) la plus performante via la facilitation
sous des conditions initiales qui inhibent sa croissance, en fonction de sa concentration initiale et de
celle de l’espèce facilitatrice.

Dans le Chapitre 4, notre démarche a permis de proposer un nouveau modèle de compétition pour
la lumière qui tient compte des effets des phénomènes d’inhibition et d’auto-ombrage rencontrés
pendant la culture en photobioréacteur au laboratoire. Ce nouveau modèle repose sur une nouvelle
fonction de cinétique relativement simple dont les paramètres sont faciles à interpréter et à déterminer
au laboratoire. Le modèle, validé au laboratoire sur une coculture des espèces algales en question, a
permis de prédire la production en biomasse algale en fonction de la densité totale et de l’intensité
lumineuse incidente sous des conditions de non limitation en nutriments. Une exploration du com-
portement théorique du modèle à l’aide de simulations numériques, a montré qu’il vérifie le principe
d’exclusion compétitive, sous une lumière continue, en faveur de l’espèce qui peut atteindre la plus
grande valeur de biomasse à l’équilibre, contrôlée par le taux de dilution. De plus, une coexistence
des espèces est possible lorsque l’intensité lumineuse est apportée avec un régime périodique sous
certaines conditions de lumière et du taux de renouvellement.

Contrairement au premier modèle proposé sur la ressource nutritive, les simulations numériques du
modèle de compétition pour la lumière n’ont pas permis de montrer une facilitation entre ces deux
vis-à-vis des fluctuations lumineuses ; les deux espèces peuvent se développer indépendamment l’une
de l’autre (aucune espèce n’a été favorisée en la présence de l’autre).

Toutefois, il a été possible de reproduire des dynamiques de succession des deux espèces lorsque
l’une d’elles élimine l’autre à plus ou moins brève échéance, en suivant un comportement qualitatif
singulièrement différent de celui observé avec le modèle de compétition (de type Monod-Haldane)
sur le substrat. Le modèle de compétition pour la lumière peut donc être employé pour expliquer une
partie de l’interaction algue–algue en bassin, sachant qu’il n’a pas été possible de le calibrer sur les
mêmes données (du bassin extérieur) qui ont été utilisées pour calibrer le modèle de compétition pour
l’azote. Il est possible de l’implémenter dans le premier modèle de compétition sur l’azote afin d’avoir
un modèle mieux adapté aux cultures extérieures.

Facilitation écologique au service de la bioremédiation par les microalgues. Notre démarche a
démontré l’importance du suivi des proliférations algales dans un milieu naturel ou artificiel anthro-
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pisé, pour isoler des assemblages d’espèces performantes et évaluer leur potentiel sous différentes
conditions au laboratoire pour proposer des outils de prédiction et des chemins d’exploitation et de
régulation possibles lors d’une culture ultérieure de ces assemblages dans des bassins extérieurs (cf.
Chapitre 3).

Cette démarche peut donc être appliquée pour sélectionner d’autres consortia d’espèces et identifier
leur capacité à réagir face aux fluctuations extérieures les plus critiques à travers des outils de prédic-
tion adéquats. Notre étude suggère que l’utilisation d’un assemblage constitué de microalgues locales
issues d’un bassin ouvert, adaptées aux conditions des milieux extérieurs, peut présenter une résilience
vis-à-vis de la variabilité de la qualité et la quantité de la ressource nutritive et que les dynamiques
d’une culture extérieure ne sont pas régulées uniquement par les fluctuations climatiques, mais aussi
par des interactions entre les espèces présentes. Nous avons donc mis en lumière les interactions éco-
logiques au sein des communautés microbiennes aquatiques qui sont rarement abordées dans la litté-
rature, même si elles peuvent expliquer des successions écologiques qui se produisent sans variations
externes visibles des conditions de croissance ou de mortalité. Comme pour divers types de macro-
organismes [108], la capacité des microorganismes aquatiques à modifier leur environnement aurait
un impact sur la croissance des voisins. Comme les microalgues sont capables de modifier considéra-
blement leurs conditions de croissance environnante au cours du temps en augmentant le pH pendant
la photosynthèse [253], en consommant des nutriments ou en réduisant la concentration d’un toxique
[118] ou encore en diminuant la transparence de l’eau avec l’augmentation de la concentration de
biomasse [129] ; de nouvelles conditions peuvent s’offrir pour d’autres espèces algales plus perfor-
mantes pouvant devenir plus favorisées. En outre, certains micro-organismes (bactéries nitrifiantes
et dénitrifiantes, microalgues de type colonisateurs) peuvent se développer rapidement dans les eaux
très riches en matières organiques, cation métallique, pesticides, ammoniac, etc. tout en réduisant
l’effet toxique de ces composés. Ils permettent ainsi à des microalgues, moins tolérantes vis-à-vis de
ces composés, mais plus résilientes vis-à-vis des prédateurs, de se développer [6]. Par conséquent, la
facilitation au sein des communautés microbiennes aquatiques peut être généralisée et s’appliquer sur
un spectre étendu d’effets de stress environnementaux. Ce phénomène écologique dynamique d’in-
teraction positive qui peut s’opérer naturellement entre espèces ou des communautés présentes sous
un environnement stressant, est ainsi prometteur pour proposer des stratégies permettant de protéger
les cultures contre des contaminants chimiques ou biologiques indésirables des effluents industriels.
Ce nouveau mode d’association se présente comme une alternative à la culture algale monospécifique
plus sensible aux pressions extérieures (inhibition, prédation). Il en résulterait une culture plus fiable
qui assure une production algale plus résiliente et plus stable, ce qui est aujourd’hui le verrou majeur
au développement industriel de la filière algale.
Ce principe peut également être appliqué en écologie des sols pour la mise en œuvre de pratiques
agroécologiques dans une perspective d’amélioration de l’efficience d’utilisation des éléments miné-
raux (production améliorée et pertes réduites) [415, 416].
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Coexistence et facilitation possibles dans l’assemblage algue–bactérie. Dans le chapitre 5, un
modèle de dimension quatre a été élaboré pour étudier l’association des microalgues et des bacté-
ries hétérotrophes à travers le phénomène d’exsudation et la consommation d’une ressource minérale
commune. Les simulations numériques ont montré la possibilité d’une coexistence dans un chémostat
s’accompagnant de régimes oscillants sur toutes les variables d’états non dus aux variations tempo-
relles de lumière ou de la vitesse d’apport des nutriments, ce qui a motivé l’analyse mathématique du
modèle. Ce modèle a décrit une interaction indirecte entre algue–bactérie à travers un substrat inorga-
nique commun (azote ou phosphore) en tenant compte d’une variable supplémentaire sur le carbone
labile provenant des exsudats de l’algue (excrétée au cours de la croissance) et pouvant être apporté
avec la ressource minérale au système par l’alimentation maintenue à un taux constant. L’étude théo-
rique de ce modèle plus simple que le modèle proposé dans [414], s’est avérée pertinente et a permis
d’étudier et définir les situations dans lesquelles le système donne différents équilibres et d’analyser
leur stabilité. Ces analyses ont montré l’unicité de l’équilibre de coexistence et la robustesse de l’ins-
tallation des bactéries ; l’équilibre sans bactéries étant instable. Une facilitation s’opère lorsque, sous
des conditions qui font que les bactéries ne peuvent pas croitre seules, l’ajout de microalgues leur
permet de s’installer.

Conclusions et perspectives sur les modèles proposés pour décrire les interactions. Bien qu’il
soit difficile en toute généralité de prédire les interactions face à la complexité et la variabilité des
systèmes de cultures extérieurs, les modèles proposés dans les Chapitres 3, 4 et 5 ont permis de
mieux appréhender certaines interactions observées dans le milieu extérieur ou au laboratoire. Ces
modèles ont permis de donner une réponse à la manière dont différentes populations peuvent réagir
face à la fluctuation des ressources qui sont des facteurs clés affectant la production et la composition
spécifique des polycultures. Toutefois, les relations étudiées au sein des assemblages algue–algue
et algue–bactérie doivent être validées au laboratoire et en bassin extérieur. En particulier, les in-
teractions entre algue–bactérie nécessitent d’être explorées plus finement avec la mise en place de
dispositifs expérimentaux plus appropriés (réacteurs à membrane en mode continu).

Les modèles proposés dans cette thèse sont prometteurs pour répondre à des problèmes d’optimisa-
tion et de contrôle des cocultures algales compte tenu des possibilités d’actions sur les conditions
de culture et sur la diversité. Nous avons notamment proposé d’étudier des stratégies permettant de
contrôler la facilitation et le temps de succession entre deux espèces algales en fonction de leurs
concentrations dans l’inoculum initial (cf. Chapitre 3). Ceci suggère l’importance d’une bioaugmen-
tation pour éviter la chute de la production à cause d’apports soudains de l’azote à fortes concertations.
Sachant que l’espèce facilitatrice finit par être lessivée sous des conditions d’alimentation continue,
une perspective serait d’étudier la possibilité de maintenir cette espèce à un niveau bas pour qu’elle
puisse réagir face à un apport soudain d’azote à forte concentration, en appliquant un taux de di-
lution périodique, pouvant favoriser la coexistence de différentes populations [417, 418, 419]. Une
autre perspective serait de contrôler la biomasse algale en ajustant le pH (étant un facteur important
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pour déterminer la toxicité de l’azote) par une injection du CO2 d’origine industrielle, ce qui pourrait
soutenir la croissance algale et la bioremédiation.

Sous des conditions de non limitation et non inhibition des ressources, le contrôle de la biomasse
algale avec le modèle proposé dans le Chapitre 4, serait possible par l’ajustement de l’intensité lu-
mineuse, la période ou le taux de dilution. En milieu extérieur, la production peut-être contrôlée en
ajustant le taux de dilution en fonction de l’intensité lumineuse naturelle [242].

Une autre manière possible d’améliorer les performances des polycultures, serait d’étudier leur crois-
sance dans bioréacteurs inter-connectés. Par exemple, une configuration en série peut favoriser la
coexistence [420]. Ainsi, les modèles de compétition proposés pourraient être étudiés dans le cadre
de plusieurs chémostats interconnectés (en parallèle ou en série) dans le but d’améliorer les perfor-
mances de tels systèmes, selon le type de configuration choisi.

Les modèles proposés dans cette thèse représentent des outils de compréhension et de prédiction des
mécanismes clés au sein des polycultures complexes, pouvant être exploités pour stabiliser la produc-
tion algale en milieu extérieur et ouvrant par ailleurs de nombreuses perspectives d’amélioration et
d’extension.
Les modèles proposés dans les Chapitres 3 et 5, se sont basés sur des hypothèses simples (modèles de
type-Monod). La simplicité des modèles est requise car elle permet de limiter le nombre de paramètres
à identifier et de simplifier l’analyse mathématique. Toutefois, ces travaux peuvent être revisités avec
une croissance algale de type–Droop en ajoutant une variable supplémentaire sur le quota cellulaire
[209] et voir son effet sur les interactions et les dynamiques, notamment durant les phases transitoires.
Sur la base des connaissances acquises de la présente étude, les outils proposés sont prometteurs pour
gérer la complexité des milieux extérieurs, cependant ils doivent être validés en bassin extérieur et
réajustés si nécessaire. Nous pensons que ces modèles constituent des briques de base, dans la me-
sure où les mécanismes décrits par ces modèles permettent de contrôler les fonctions recherchées
(épuration et production de biomasse), pour l’élaboration de nouveaux modèles de polycultures plus
généralistes et plus complexes. Ceux-ci peuvent intégrer l’effet de plusieurs facteurs sur la crois-
sance algale (comme l’azote, la lumière, la température et le CO2) ou comporter des compartiments
biologiques supplémentaires (comme les prédateurs), en fonction de leur degré d’importance sur les
procédés. Ces nouveaux modèles demanderont une compréhension globale des interactions positives
et négatives ainsi qu’une validation exhaustive. Une perspective serait de comparer les performances
d’épuration/production par différentes communautés présentes y compris des microalgues avec dif-
férentes capacités de résistance aux faibles températures, à la prédation ou autres facteurs de stress,
dans le but de proposer des stratégies de contrôle en fonction des contraintes extérieures imposées
(e.g. baisse de température, forte prédation, stress chimique). Le contrôle par l’ajout de consortium
d’espèces algale convenable devrait permettre des performances épuratoire et de production de bio-
masse sur l’année.
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Peut-on utiliser des données de cinétique de croissance pour générer des bornes
fonctionnelles, utilisables dans les estimations ensemblistes par intervalles ga-
rantis?
Nous avons proposé dans le Chapitre 6 une nouvelle méthode d’estimation fonctionnelle « par in-
tervalles » à partir des données produisant deux courbes de croissance (au lieu d’une seule courbe «
moyenne » et d’une variance, dont la justification ne peut pas toujours être obtenue rigoureusement).
Cette méthode s’appuie sur un encadrement géométrique des données, sans hypothèse statistique avec
un « réglage » permettant de détecter et oublier des points aberrants. Nous avons montré que ces in-
tervalles peuvent être alors naturellement utilisés pour produire des estimations « par intervalles » de
l’évolution de populations au cours du temps. L’application de cette nouvelle méthode d’encadrement
sur des données de vitesse de croissance recueillies de différentes expériences a permis des prédictions
dynamiques (en monocultures) par intervalles garantis dont la largeur dépend du choix des fonctions
de croissances et du nombre de points qu’elles encadrent. Cette méthode peut s’appliquer également
en polycultures, mais les encadrements dynamiques peuvent s’avérer assez conservateurs. Une pers-
pective de ce travail serait donc d’appliquer la méthode sur les modèles de compétition à deux espèces
algales (cf. Chapitre 3 et Chapitre 4) et prédire en fonction de l’amplitude des intervalles, la robustesse
de reproduction des plages possibles de coexistence ou de dominance sur les phases transitoires. Les
modèles proposés (sur l’azote ou sur la lumière) pourraient être combinés avec certaines mesures phy-
siques au sein d’un algorithme d’observation d’état pour permettre d’élaborer un capteur logiciel qui
fournit une bonne estimation des états du système et particulièrement de ceux qui ne sont pas mesurés
par des capteurs physiquement installés sur le dispositif expérimental ou obtenus à l’issue de longues
et coûteuses analyses. Par exemple, il peut s’agir de l’estimation de la concentration en biomasse de
chacune des espèces qui ne sont obtenues que par des mesures hors ligne et à faible fréquence de me-
sure, ce qui est incompatible avec la mise au point d’un système de commande et de régulation de ces
deux variables. La validation du capteur logiciel pourrait se faire en utilisant des données des capteurs
(e.g. O2 dissous, pH, intensité lumineuse, densité optique) permettant l’obtention d’un maximum de
mesures en temps réel. Ceci permettra la proposition de démarches pour la commande de la culture
de microalgues en milieu extérieur et une prédiction garantie sur l’évolution des deux espèces ainsi
que le substrat à l’aide des techniques d’observateurs par intervalles. Une loi de commande pourrait
être mise au point et devrait être validée expérimentalement en milieu extérieur.
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Annexe A

High biomass density promotes density-dependent
microbial growth rate

Cet annexe comporte un article finalisé et publié au cours de la thèse dont les travaux ont été valorisés à
l’issue d’un stage qui a eu lieu au LBE de Narbonne en 2014. Ce stage, à caractère assez fondamental,
avait pour but de concevoir, monter, suivre un réacteur biologique continu (chémostat) et d’analyser
les données recueillies (incluant non seulement des paramètres classiques de suivi de bioréacteurs
mais également des données moléculaires) pour la caractérisation de la structure du taux de croissance
des microorganismes. Ces travaux ont permis aussi de proposer des modèles alternatifs susceptibles
d’expliquer de manière satisfaisante les données observées par le biais de la modélisation des données
générées. L’hypothèse de départ était qu’une forte concentration de biomasse entraînait l’apparition
d’une densité-dépendance, c’est-à-dire une décroissance de la vitesse spécifique de croissance. Ce
papier a été publié dans Biochemical Engineering Journal en 2018.

Emna Krichen2,3, Jérôme Harmand1, Michel Torrijos1, Jean Jaques Godon1, Nicolas Bernet1, Alain
Rapaport2

1 : LBE, Univ Montpellier, INRA, 11100 Narbonne, France

2 : UMR MISTEA, Univ. Montpellier, INRAE, SupAgro, Montpellier, France

3 : UMR MARBEC, Univ. Montpellier, CNRS, IFREMER, IRD, Sète, France
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Résumé

Décrire les interactions entre une population et ses ressources qu’elle utilise est un sujet de recherche
en microbiologie et en écologie des populations. Quand il y a peu de ressources disponibles pour
des individus d’une population nombreuse, l’encombrements peut entraîner un effet dépendant de la
densité qui peut se traduire par un feed-back négatif de la densité de l’organisme sur le processus
de consommation des ressources. Dans cet article, nous étudions la vitesse de croissance des écosys-
tèmes microbiens aérobies par deux séries d’expériences réalisées dans des cultures bien mélangées
en mode continu. En utilisant un taux de dilution constant, mais des concentrations de substrat d’en-
trées différentes dans chaque expérience, la biomasse et la concentration du substrat ont été mesurées
à l’état d’équilibre afin de confronter leur valeur avec celles obtenues théoriquement par le modèle
mathématique classique du chémostat en utilisant soit l’approche de dépendance de la vitesse spé-
cifique de croissance en substrat ou en densité. Les structures des communautés microbiennes et
des flocs ont été contrôlées afin d’interpréter les résultats obtenus. Les expériences confirment que
la densité-dépendance de la vitesse de croissance peut résulter soit d’une concentration élevée de
biomasse, soit de la structuration de cette biomasse en flocs, et nous avons montré qu’une nouvelle
famille de fonctions de croissance paramétrée, proposée dans cet article, convient mieux aux données
expérimentales que les fonctions de croissance de Monod ou de Contois.
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ABSTRACT 

Describing the interactions between a population and its resources is a research topic in both 

microbiology and population ecology. When there are fewer resources for the individuals in a large 

population, the overcrowding can lead to a density-dependent effect which is reflected by a negative 

feedback of' the organism density on the consumption process. In this paper, we investigate the 

growth rate of an aerobic microbial ecosystem by two series of experiments performed in 

continuous agitated cultures. Using a constant dilution rate, but different input substrate 

concentrations in each experiment, the biomass and substrate concentration were measured at 

steady state to confront their values with those obtained theoretically from the well-known 

mathematical model of the chemostat using either resource or density-dependent kinetics. The 

structures of both flocs and microbial communities were monitored in order to interpret the results. 

The experiments confirm that density-dependent growth-rate can result either from a high 

concentration of biomass or from the structuration of this biomass into flocs and we have shown 

that a new parametrized family of growth functions, that we proposed in this paper, suits better the 

experimental data than Monod or Contois growth functions. 

Keywords 

Density-dependent growth rate, microbial ecosystem, mass balance models, flocculation, microbial 

ecosystem structure 

Nomenclature 

µmax  maximum specific growth rate, (/day) 
CSTR  Continuous Stirred Tank Reactor  

D dilution rate, (/day) 

COD chemical oxygen demand, (gO2L
-1)  

FSD floc size distribution 

HRT hydraulic residence time, (day) 

J mean square criterion 

Ks half-saturation constant, (g/L)  

PCR Polymerase Chain Reaction  



Qin input flow rate, (l/day) 

Qout output flow rate, (l/day)  
RPM rotation per minute 

s* substrate concentration at steady state, (g/L)  

SE1 first series 

SE2 second series 

Sin input substrate concentration, (g/L) 

SS suspended solids, (g/L) 

SSCP Single Strand Conformation Polymorphism  

V reactor volume, (L)  

x* biomass concentration at steady state, (g/L) 

Y Yield, (%) 

1. INTRODUCTION 

The study of predator-prey interactions has been the object of intense researches for several years. 

As in many subfields of ecology, the science behind predator-prey investigations has been driven by 

theory, including important advances in mathematical models as tools for understanding and 

predicting the functioning of ecosystems (cf. Wade et al., 2016). Predator-prey models have been 

studied mathematically since the publication of the Lotka-Volterra equations in 1920 and 1926 

based on the hypothesis of resource (prey)-dependence where the functional response of the 

predator (i.e. number of prey captured per predator per unit of time) is a function of the  absolute 

prey density noted g(N). This hypothesis was questioned by R. Aridity and L. Ginzburg in the 

1990s (see Arditi and Ginzburg, 1990 or their recent book on density-dependence, Aridity and 

Ginzburg, 2012), who proposed a specific case of density-dependence, named ratio-dependence, 

where the prey capture rate is a function of the ratio of the prey density over predator density noted 

g(N/P).  

In microbiology, researchers have often faced similar problems in describing the growth-rate of 

microorganisms growing on substrates or in the study of competition through resource depletion. 

The modelling of the functional response, also named the microbial specific growth rate or the 

reaction kinetics was lifted at the same time in theoretical ecology and in microbial ecology. It is 

particularly interesting to notice that several models, developed in these two disciplines 

independently, and thus bearing different names, propose in fact the same growth rate expressions 

(Jost, 2000). In other words, the same mathematical functions are used to describe micro as well as 

macro-organisms growth. The latter being more difficult to handle than microbes, the microbiology 

has appeared since a few years as a field, particularly suited to study questions of general ecology 

(Jessup and Kassen, 2004). If we exclude complex mechanisms such as inhibition, functions 

describing the growth rate of microorganisms can be classified into two main classes, depending 

whether they involve only the resource (substrate or nutrient) concentration in the medium 



containing the culture, as in the case of the Monod model (Monod, 1950) or both substrate and 

biomass (or predator) densities as in the case of the Contois model (Contois, 1959). In fact, what is 

of relative importance with respect to a pure culture (both models have very similar predictions for 

pure cultures) becomes very important for complex ecosystems in the sense Monod-like models 

predict extinction of all species in competition on a single substrate, but one (this well-known 

property is called the competitive exclusion principle and has been studied in ecology from the 

1950s, cf. for instance Hardin, 1960) while Contois-like models allow coexistence of several species 

(cf. for instance Lobry and Harmand, 2006).  

If we consider Monod functions, for a constant feed rate, the chemostat theory predicts that the 

equilibrium should only depend on the dilution rate D and be independent of the input substrate 

concentration Sin (on the condition that this latter one is large enough to supply enough resource for 

the micro-organisms to grow). This prediction was tested by varying dilution rates and influent 

substrate concentration and letting the chemostat reaching its steady state while measuring the 

effluent substrate concentration s* (Jost, 2000). However, it was only verified for pure cultures. 

When working with mixed cultures (such as in wastewater treatment or fermentation processes) or 

using a multicomponent substrate, it is well known that the effluent concentration do not depend 

only on the dilution rate, but also on the concentration of substrate Sin in the influent (Grady et al. 

1972, Grady and Williams 1975, Elmaleh and Ben Aim 1976, Daigger and Grady 1977).             

The independence of the growth rate at steady state with respect to Sin in the chemostat has been 

questioned, following experimental observations since 1959 by Contois, Yoshinori (1963) by 

including the ratio s/x in the expression of the growth rate instead of the absolute value of available 

substrate and thus emerging an effect of density-dependence. On the latter, the question of the 

mechanisms at the origin of this phenomenon can be questioned. 

In the present work, we investigate whether a high density of biomass can generate density-

dependent growth rate as proposed in Harmand and Godon (2007), and formalized in Lobry and 

Harmand, (2006). We therefore propose experiments in a chemostat or CSTR (Continuous Stirred 

Tank Reactor) followed by a macroscopic modelling approach and a study of the proposed models 

to determine what type of growth rate is the most appropriate to explain the experimental data.          

The novelty with respect to the literature lies in the fact we have followed not only substrate and 

biomass densities but also monitored microbiology of the complex ecosystem used together with 

the structure of the biomass. Our results show that density-dependent kinetics may emerge not only 

from a high density, but also from the structuration of the biomass in flocs.  

The paper is organized as follows. We first describe the experiments we performed in chemostat 

with the different parameters we monitored, we recall the qualitative predictions that can be done 



from the assumptions on the microbial growth rate at the scale of the whole biomass and we 

describe the method of the models identification. Then, we show and analyse the results at the light 

of the monitored parameters and of the modelling approach before some conclusions and 

perspectives are drawn. 

2. MATERIAL AND METHODS 

2.1. Experimental setup and experiment  

The experimental work is divided into two consecutive series of experiments applied in a chemostat 

device: a first series, named SE1, with increasing substrate step-loads and a second series SE2 

where these loads were applied decreasingly. A hydraulic retention time of 24 h was maintained 

constant throughout the experiments. 

 

 

Figure1: Experimental setup 

All experiments were carried out in the same continuous biological reactor (Fig. 1). The reactor 

consisted of a glass vessel (noted [1] on Figure 1) inoculated with constant total volume of 6.8 L of 

biomass x obtained from a return sludge pump of the activated sludge of the treatment plant of 

Narbonne (handling approximately 60000 EH). The substrate s used to feed the reactor is red wine 

(Bag-In-Box of 5L, Winery: Club des Sommeliers, Grapes: Cabernet Sauvignon, Wine Region: 

Pays d'Oc, France) whose initial pH (potential of hydrogen) and CODt (total chemical oxygen 

demand)  are 3.82 and 250.3 gO2L-1 respectively. The choice of this substrate is based on the fact 

that wine is a highly biodegradable substrate. The input substrate concentration Sin is daily prepared 

(7 L), stored in a feed tank [2a] except during weekends where it is stored in a larger tank of 21 L. 

The reactor was fed continuously and the Sin step changes were done by diluting the red wine with 



water. The COD/N/P ratio was adjusted with NH4H2PO4 and NH4Cl in order to equal 200/5/1. The 

organic loading rate was changed each time the equilibrium was established for a given 

concentration Sin. 

The substrate was introduced into the glass vessel by a 16mm diameter pipe and a pump                 

(5 RPM, type Master flex) [2b] with an input flow rate Qin = 4.6 ml/min. Moreover, the excess of 

bioreactor liquid was collected in a can [3a], using another pump Qout [3b]. During experiments 

SE1, a continuous pump was used to maintain the useful volume V constant in the reactor, which 

implied Qout to equal the input flow rate. Following technical problems (the tendency of biomass to 

accumulate in the reactor and the corking of the withdrawal cannula), this pump has been replaced 

by a programmable pump (type Master flex L / S model 77200-60), early in the second series of 

experiments. This pump operated in discontinuous mode at the maximum withdrawal rate of 

280ml/min. It was scheduled for a 3 minutes period for 2.5 hours. The withdraw of excess liquid 

occurred rapidly through a larger diameter pipe. 

The reactor was equipped with an aeration system (a series of air diffusers for aquarium [4a] and 

two vacuum pumps Millivac [4b]) used to send air into the culture medium and to ensure a perfect 

mixing within the bioreactor. For the series of experiments SE2, the bioreactor was also equipped 

with a pH control system (a pump [5a] allowed a NaOH solution [5b] with a concentration of 5% to 

circulate in the system, a pH probe [5c] was immersed in the reactor and was connected to a pH 

controller [5b]). Finally, oxygen and temperature were followed along the experiments using 

sensors ([6a] & [6b]) allowing on-line measurements. All the measured variables were stored in a 

computer [7] thanks to the Odin-Silex acquisition and control system1. Specific conditions for all 

experiments are reported in Table 1. 

Table 1: Experimental conditions and reactor monitoring 

 SE1 SE2 

Reactor Continuous Continuous 

Substrate concentration Sin 1, 2 and 4 g/L 8, 6, 4, 2 and 1 g/L 

Initial biomass concentration and 

dilution 

Low concentration (2.58 g/L)  

obtained after a four-fold dilution 

with water 

High concentration (11.93 g/L),  

obtained without any dilution after 

elimination of supernatant 

Sludge characteristics Bad settling Good settling 

HRT 24 h 24 h 

Sampling place Outlet of the reactor Directly in the reactor 

Adding of NaHCO3 in Sin - Only for high loads: Sin = 8, 6  

and 4 g/L pH control system  - 

Other measurements Microbial fingerprinting 

Microscopic observation 

Microbial fingerprinting 

Granulometry monitoring 

                         
1https://team.inria.fr/biocore/fr/software/odin/ 



2.2. Analytic monitoring 

Various variables were measured daily (excepting the weekends) during the experiments. The pH 

was measured with a pH-meter (brand of probe: Mettler Toledo transmitter 2100e + probe 405 

DPAS-SC-K8S/225). After centrifugation of samples (15 min at 15000 RPM), the supernatant 

samples were collected and the COD measured (micro-method: (kits Hach) spectrophotometer 

AQUA LYTIC). Biomass samples were collected and the concentrations of suspended solids SS and 

volatile suspended solids VSS were determined according to standard methods. In the present study, 

it is estimated that SS are equivalent to VSS. In other words, we assumed that the mineral fraction 

was negligible in such a way SS is considered to measure biomass. COD was chosen to quantify the 

substrate concentration. For SE1, microscopic observations were carried out by a microscope 

OLYMPUS DP 80. For SE2, LS200 laser granularity was used to determine the floc size 

distribution FSD of the biomass material in the reactor and in the outlet. 

For all experiments, a sample from the reactor was put into two screw microtubules of 2ml which 

were then centrifuged for 10 minutes at full speed using a benchtop centrifuge. The supernatant was 

then removed and the pellet was stored at - 20 °C. For each experiment at a constant Sin, at least         

3 samples were selected for molecular biology analyses: one at the starting of experiment, an 

intermediate or more (according to the duration of the experience) while the system was not yet 

stabilized and one at the end when the equilibrium is established in the system. To perform a 

molecular analysis, samples were processed as follows: passing the Cell Lysis and removal of 

inhibitors, purification (rapid method), DNA extraction (using the QIAamp DNA Mini Kit) and 

verification with Nano Quant (Micro-plate Reader I-MET-0078 V1), DNA PCR amplification of 

the V3 region of the 16S rRNA gene (cf. Gévaudan et al., 2011) and, finally the analysis of 

diversity by Single Strand Conformation Polymorphism SSCP using the analyzer (3130 Genetic 

analyzer). To interpret the SSCP results, in addition to the SSCP profiles obtained for different 

samples selected, the Simpson indices were computed. These indices were calculated by an 

algorithm implemented in the software Statfingerprint. 

2.3. Equilibrium for Monod- and Contois-type kinetics in classical chemostat model 

The classical chemostat model is a deterministic set of differential equations allowing to simulate 

the variations over the time of both substrate and biomass concentrations (denoted s(t) and x(t), 

respectively) in a homogeneous continuous reactor from initial conditions s(0), x(0) (cf. Harmand   

et al., 2017). Together with the corresponding experimental setup, a mathematical model has been 

proposed by both Monod and Novick and Szilard in the fifties (cf. Monod, 1950 or Novick and 

Szilard, 1950) and consists in the following set of equations: 



{

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= (𝜇(∙) − 𝐷)𝑥                      

  
𝑑𝑠

𝑑𝑡
= −

𝜇(∙)

𝑌
𝑥 + (𝑆𝑖𝑛 − 𝑠)𝐷       

                      (1) 

It should be noticed that this model does not include mortality terms. If mortality may play an 

important role in microbial dynamics when grown in batch mode as in Al-Qodah et al. (2007), it 

can often be neglected when working in continuous mode as long as D is large enough. Indeed, at 

most, mortality is usually considered to be less than 10% of maximum growth in complex 

environmental microbial ecosystems. Here, since the hydraulic retention time if very short (24h), 

mortality was neglected. 

Depending on the expression of the function µ(∙), the predictions of this model with respect to the 

steady state of the chemostat considerably vary (cf. Harmand et al., 2017). In particular, if 𝜇(∙) 

depends only on the substrate concentration s, i.e. if 𝜇(∙) = 𝜇(𝑠), the equilibrium of the system (1) 

is defined as the solution of the following set of equations: 

{

0 = (𝜇(𝑠∗) − 𝐷)𝑥∗                    

0 = −
𝜇(𝑠∗)

𝑌
𝑥∗ + (𝑆𝑖𝑛 − 𝑠∗)𝐷

  (2) 

The Monod equation cf. Monod, 1950 is a substrate-dependent kinetic where the equation relating µ 

and s as is known as follows: 

𝜇(𝑠) = 𝜇𝑚𝑎𝑥

𝑠

𝑠 + 𝐾𝑠
  (3) 

where 𝜇𝑚𝑎𝑥 is the maximum specific growth rate and 𝐾𝑠 is the half-saturation constant. 

Under the assumption that 𝜇 is a monotonously increasing function of s, such that  𝜇(0) = 0 (as, for 

instance, in the well-known Monod function), and excluding the trivial solution 𝑥∗ = 0  which 

corresponds to the washout of the reactor, we recall two important qualitative results (in the sense 

they do not depend on model parameters) about the equilibrium of the system (1).  

The substrate concentration value at steady state 𝑠∗ depends only on D (providing D < 𝜇(𝑆𝑖𝑛)).               

In particular, since μ is a monotonous function, the steady state 𝑠∗ can be determined uniquely from 

the equation 𝑠∗ = 𝜇−1(𝐷), when this quantity is well defined (i.e. D < 𝜇𝑚𝑎𝑥) and is less that Sin 

(otherwise the washout is the only equilibrium of the system). 

From (2), we have then  𝑥∗ = 𝑌(𝑆𝑖𝑛 − 𝑠∗) = 𝑌(𝑆𝑖𝑛 − 𝜇−1(𝐷)). 

Now, consider that 𝜇(∙) depends not only on s, but also on x (i.e. it is density-dependent): it is then 

written as 𝜇(∙) = 𝜇(𝑠, 𝑥). In addition, a very common assumption is that 𝜇(𝑠, 𝑥) is increasing with 

s, but decreasing with x (cf. for instance Lobry and Harmand, 2006). An example of such kinetics is 



the well-known Contois function (cf. Contois, 1959) where the µ equation can be written in the 

following form: 

𝜇(𝑠, 𝑥) = 𝜇𝑚𝑎𝑥

𝑠

𝑠 +  𝐾𝑠 𝑥
  (4) 

The computation of the steady state of the system (1) then necessitates solving the following system 

where the two equations of the system (1) are explicitly coupled by 𝜇 through its dependence on 

both state variables: 

{

0 = (𝜇(𝑠∗, 𝑥∗) − 𝐷)𝑥∗                    

0 = −
𝜇(𝑠∗, 𝑥∗)

𝑌
𝑥∗ + (𝑆𝑖𝑛 − 𝑠∗)𝐷

  (5) 

The following qualitative results can then be established: 

• The steady state value of both substrate and biomass concentrations now depends on both 

the dilution rate D and the input substrate concentration Sin.  

• Since 𝜇(𝑠, 𝑥)  is an increasing function of 𝑠∗  but a decreasing function of x, a simple 

reasoning allows one to establish that both 𝑠∗ and 𝑥∗ are increasing functions of Sin : 

If we consider the Contois-type kinetic (4), 𝑥∗ will be an increasing function of Sin (recall D is 

fixed). At steady state, we have  𝑧∗ =
𝑥∗

𝑌
+ 𝑠∗ = 𝑆𝑖𝑛. If Sin increases, the asymptotic value of 𝑧∗ 

also increases. At any steady state, one has 𝜇(𝑠∗, 𝑥∗) =  𝜇(𝑠∗, 𝑌(𝑆𝑖𝑛 − 𝑠∗)) = 𝐷.  

Differentiating with respect to Sin, one obtains:  
𝜕𝜇

𝜕𝑠

𝜕𝑠∗

𝜕𝑆𝑖𝑛
+ 𝑌 

𝜕𝜇

𝜕𝑥
−  𝑌

𝜕𝜇

𝜕𝑥

𝜕𝑠∗

𝜕𝑆𝑖𝑛
= 0. 

As 
𝜕𝜇

𝜕𝑠
− 𝑌

𝜕𝜇

𝜕𝑥
 is a positive number, one can write: 

𝜕𝑠∗

𝜕𝑆𝑖𝑛
=  

−𝑌 
𝜕𝜇

𝜕𝑥
𝜕𝜇

𝜕𝑠
 − 𝑌

𝜕𝜇

𝜕𝑥

> 0. Thus, when Sin increases, 

either 𝑥∗ or 𝑠∗  – or both values – increase and higher Sin, higher 𝑥∗and 𝑠∗. 

These qualitative properties of the model (1) with respect to its steady state are summarized in 

Table 2 depending on the mathematical properties of 𝜇(∙). 

Table 2: Dependence of the equilibrium with respect to D and Sin for Monod- and Contois-type kinetics 

Kinetics 𝜕𝜇

𝜕𝑠
 

𝜕𝜇

𝜕𝑥
 

Dependence of 𝑠∗ Dependence of 𝑥∗ 

Monod-type2 + NC D Sin 

Contois-type3 + - D and Sin D and Sin 

These simple qualitative results are at the origin of the present work. As already suggested in the 

literature, we propose to investigate whether density-dependent growth rate can emerge from high 
                         
2The term “Monod- type kinetics” defines any kinetics which is increasing with respect to s (s being its only argument) 
3The term “Contois-type kinetics” defines any kinetics which is increasing with respect to s but which decreases with x      

(s and x being its only arguments) 

 



biomass density. This hypothesis originate from the fact that it would rather be the ratio s/x which 

conditions growth rate instead of the absolute value of available resource only (i.e. s), cf. Arditi and 

Ginzburg, 2012.  

Working with a continuous system operating at equilibrium, we proposed here to perform steady-

state experiments at different increasing input substrate concentrations as described above in 2.1. 

The reasoning is based on the fact that - for a Contois-like growth rate - the equilibria in x and s 

depend both on Sin and D while - in the case of a Monod-like growth rate - the equilibria in x is only 

affected by Sin and the equilibria in s is only affected by D (cf. Table 2). In the actual paper, we 

propose to vary Sin while keeping D constant. Thus, whatever the growth rate is, we will observe 

increasing values for x*. In other words, higher is Sin, the higher is x*. If the same equilibrium is 

observed for s* for both low and high Sin, i.e. for low as well as for high biomass concentrations, we 

will conclude that high biomass densities are not the origin of density-dependent growth rates. On 

the converse, i.e. if Sin has a significant influence on s*, it will be concluded that density-

dependence may emerge from high biomass densities. 

2.4. Model Identification methods 

For the data sets that will be obtained from our experiments, ideally, a single model should be 

searched for in such a way its predictions at equilibrium with the different substrate concentrations 

tested are in accordance with all experiments. However, with such an approach, our attempts were 

not successful. As discussed in next sections, Sin had a very important influence on the structure of 

the microbial ecosystem. As a consequence, it was rather decided to develop one model with its 

specific parameters for each experiment (i.e. as many models as experimental sets). 

For the parameter optimization, the function “fmincon” of the MATLAB©software was used in 

minimizing a mean square criterion J. Finally, the value of the criterion, normalized by the number 

of measurement points, was used to evaluate the quality of each model. In a first attempt, initial 

conditions (i.e. the initial values of biomass and substrate concentrations at the beginning of each 

experiment) were considered as unknowns. However, proceeding that way the number of 

parameters to be identified was increased, leading to very high uncertainties in the identified 

parameters. It was thus decided to consider the first measurements of each experiment as known 

initial conditions, reducing thus the number of parameters to be identified. In total, five 

optimizations were performed corresponding to the five series of data points. For each optimization, 

the practical identifiability of models (capacity of obtaining a unique set of optimized parameters 

given the structure of the model and the data set) was assessed by comparing the results obtained 



for different sets of initial conditions for the parameters. In addition, to guarantee the qualitative 

properties of candidate models to hold (i.e. the monotony of growth rate functions), the parameters 

were constrained to be positive. 

3. RESULTS AND DISCUSSION 

3.1. Raw data analysis and yield determination 

The data sets SE1 and SE2 are plotted in Figures 2 & 3 and the equilibrium values for each set of 

experiment and for each Sin are presented in Table 3. 

 

Figure 2: SE1 data sets compared to the model prediction (continuous blue line), (*) is the mean of ( ) duplicate 

measurements of substrate (COD in g/L) and biomass (SS in g/L) in the culture medium under substrate limitation conditions 



 

 

Figure 3: SE2 data sets compared to the model prediction (continuous blue line), (*) is the mean of ( ) duplicate 

measurements of substrate (COD in g/L) and biomass (SS in g/L) in the culture medium under substrate limitation conditions 

Table 3: Equilibrium values for SE1 and SE2 

 SE1 SE2 

Sin (g/L) 0.92 1.95 3.93 2.00 0.95 

𝑥∗  (g/L) 0.27 0.61 1.71 0.84 0.35 

𝑠∗  (g/L O2) 0.06 0.08 0.10 0.06 0.02 

|∆𝑠∗| (g/L) 0.03 0.04 0.04 

𝑠∗/𝑥∗ 0.20 0.13 0.06 0.07 0.06 

|∆(𝑠∗/𝑥∗)| 0.07 0.01 0.02 

 



We observe from Table 3 that equilibrium values for the substrate are different for all experiments. 

In addition, all 𝑠∗ / 𝑥∗  ratios at equilibrium are also different. In other words, following the 

theoretical qualitative results recalled in the Material & Methods section, neither a pure Monod-type 

nor a pure Contois-type kinetics can explain the data. However, one may also notice that the 

differences between substrate equilibrium are smaller within SE1 conditions than within SE2 (0.025 

compared to 0.040 or 0.042). Differences between equilibrium ratios 𝑠∗/𝑥∗ are more important for 

SE1 than for SE2 supporting the fact that kinetics followed by the ecosystem during SE1 is closer 

from a resource-dependent kinetics while it is closer from a density-dependent kinetics during SE2. 

Conversion yields can be computed from Table 3 data and are reported in Table 4. A first 

observation is that the yield is smaller for SE1 than for SE2. A second observation is that it is 

correlated to Sin: higher Sin higher the yield.  

Table 4: Conversion yields 

Data set SE1 SE2 

Sin (g/L) 0.92 1.95 7.56 3.93 2.00 0.95 

Y* (g/g) 0.32 0.33 0.46 0.46 0.43 0.38 

Y** by series (g/g) 0.32 0.43 

* equal to x*/(Sin – s*). 

** equal the slope of the plot between x* versus (Sin – s*). 

It is usually considered that 0.6 is the maximum yield for aerobic processes. For wastewater 

treatment processes, a net yield (including mortality) of 0.3 to 0.5 are commonly used (Grady, 

1999). Obviously, the values for the yield identified here are within this range.   

3.2. Microscopic observations 

Microscopic observations were realized for SE1 with increasing substrate step-loads. After the 

dilution of sludge and before beginning feeding, dense, well enough structured and broken flocs are 

observed. These flocs of bacteria are associated with several filamentous with few free bacteria 

found in a clear and clean interstitial liquid (cf. Figure 4, MO-1). After 3 days of continuous feeding 

with the solution of wine at input concentration Sin = 1 g/L, flocs became denser and are associated 

to some filaments (cf. Figure 4, MO-2). By increasing the feeding concentration to 2 g/L, the 

observed flocs are denser and denser and we note the presence of several free bacteria which soak in 

the dark interstitial liquid (cf. Figure 4, MO-3). According to those observations, we notice that 

higher Sin, denser the flocs.  



   

(MO-1) Diluted sludge before feeding (MO-2) After 3 days of feeding with        

Sin = 1 g /l 

(MO-3) At the equilibrium state of  

Sin = 2 g/L 

Figure 4 : Microscopic observations 

3.3. Floc size distribution 

The analyses of the grading distribution of the biomass were realized only for SE2 with decreasing 

substrate step-loads. Successive FSD 1, 2, 3 and 4 (cf. Figure 5) represent the results of the size 

grading in the reactor (in continuous lines) and at the outlet (dashed lines) for the different loads       

Sin = 8, 4, 2 and 1g/L, respectively. For all the loads, the FSD in the reactor and in its outlet were 

very similar. A very small proportion of free bacteria of lower size than 10µm is present with Sin = 8 

g/L and 4 g/L. For Sin = 8 g/L, besides the small percentage in volume of bacteria (0.2 %), small 

flocs of 40 µm (3.7 %) and bigger flocs with sizes between 100 and 200 µm (3.4 %) are present. 

The FSD shows that there is a spatial heterogeneity in the reactor. From SE2 data available at Sin = 

4, 2 and 1 g/L, only big flocs are present in the reactor. The observed peak of the FSD is more and 

more “moved towards the right” by reducing the feed concentration Sin (for Sin = 2 and 1g/L, the 

mean size of the flocs is greater than 2000 µm). This means that the flocculation is more and more 

important by lowering the load.  

 

(FSD-1) FSD at the equilibrium state obtained at Sin = 8 g/L 



 

(FSD-2) FSD at the equilibrium state obtained at Sin = 4 g/L 

 

(FSD-3) FSD at the equilibrium state obtained at Sin = 2 g/L 

 

(FSD-4) FSD at the equilibrium state obtained at Sin = 1 g/L 

Figure 5: Floc size distribution 

  



3.4. Microbial communities’ structure and diversity 

The result of the molecular biology obtained by SSCP allows us to monitor the microbial structural 

evolution of the ecosystem. The question of interest here is: does this structure depend on the levels 

of the input substrate concentration?  

Table 5 shows that Simpson indices are similar for all samples except for points P01 and P02 

(corresponding to initial ecosystems for SE1 and SE2, respectively) that are themselves very similar 

(cf. Figure 6). The number of peaks visible in Figure 6 for P01 and P02 is important, which 

highlights a high complexity of the initial ecosystems (recall the inoculums is sludge of a 

wastewater treatment plant). 

 

Figure 6: Profiles SSCP of starting points P01 & P02 samples 

  

P0 (S1) 14/04/2014

P0 (S2) 02/06/2014



Table 5: Simpson diversity indices ’SIMPS’ and number of the SSCP peaks estimated by Statfingerprint 

software for position points: P0 (at the starting), inter (before the system stabilization) and end (at the equilibrium) 

 Sin Position Sample 
Number of Peaks 

of the SSCP 
- log(SIMPS) 1 - SIMPS 

SE1 

 P0 14-04-14 32 5.03 0.99 

1 g/L inter 20-04-14 11 2.74 0.94 
 

end/P0 28-04-14 19 3.40 0.97 
 

2 g/L inter 06-05-14 28 4.48 0.99 
 

end/P0 16-05-14 9 1.97 0.86 
 

4 g/L inter 22-05-14 17 3.60 0.97 
 end/P0 28-05-14 20 3.44 0.97 

SE2 

 P0 02-06-14 38 6.04 1.00 

8 g/L inter 06-06-14 16 3.35 0.96 
 

end/P0 16-06-14 16 3.16 0.96 
 

6 g/L inter 20-06-14 10 2.34 0.90 
 end 26-06-14 17 2.24 0.89 
 P0 27-06-14 16 2.33 0.90 

4 g/L 

inter 30-06-14 21 3.18 0.96 

inter 04-07-14 20 2.97 0.95 

inter 11-07-14 21 2.01 0.87 

inter 17-07-14 7 1.92 0.85 
 

end/P0 23-07-14 16 2.10 0.88 
 

2 g/L inter 28-07-14 16 2.98 0.95 
 

end/P0 31-07-14 23 3.32 0.96 
 

1 g/L 

inter 02-08-14 18 2.03 0.87 

inter 06-08-14 34 3.85 0.98 

inter 11-08-14 25 3.64 0.97 

  end 13-08-14 38 4.03 0.98 

The Simpson indices of these two initial points (cf. Table 5) are greater than all the others. Thus we 

observe a reduction of the diversity, what is in compliance with what can be expected in a 

chemostat in which the slowest species should be washed out if they evolve freely in the system. 

Observing the SSCP profiles, we notice that the transitions are quite fast after input concentration 

changes. It is why we concentrate on large trends and only variations between initial and final 

points are analysed for each input substrate concentration. 

If we suppose that each peak of an SSCP profile represents one species, the most important peaks 

represent corresponding dominant species. It is noticed that major operational taxonomic units 

(OTU) are never the same at the beginning and at the end of an experiment. Although the initial 



points P01 and P02 are very similar (cf. Figure 6), we notice also that dominant species for identical 

input substrate concentrations Sin (Sin = 1, 2, 4 g/L), whether it is by increasing or by decreasing the 

load, are different (cf. Figure 7). In other words, community structures are not resilient. Each input 

substrate concentration seems to select a different microbial community. The structure of 

communities in the chemostat was dynamic. This can be explained by the fact that we work in open 

conditions. Since the reactor is not sterile, it is permanently inoculated and possibly invaded by 

bacterial communities present in the liquid feed and/or in the aeration. Furthermore, the presence of 

predators and virus in the system, even if abiotic and biotic parameters are constant, can also 

explain dynamics in the ecosystem. The quite high diversity which maintains in the reactor can be 

explained by the structuration of the microbial community into flocs that become larger and larger 

over the time as shown by FSD. 

 

 

Figure 7: SSCP of the final points for all the experiments  

By analyzing the results of molecular biology, several questions arise in terms of modelling. It is 

useful to know i) if populations that are different for each input substrate concentration can be 

compared and ii) if it is necessary to look for a global model for aerobic microbial ecosystems that 

have the same history but do not have the same behaviour at a given input concentration. In a first 

attempt, we tried to model, predict and compare what models can explain the experimental data. 

These trials led to results that are confirmed by molecular biology analyses: the concentration of Sin 

strongly affects the structure of the population at all loads. In particular, a very limited number of 

SE1

Fin/P0 (8-6g/l) 16/06/2014

Fin/P0 (6-4g/l) 26/06/2014

fin/P0 (4-2g/l) 23/07/2014

Fin (1g/l) 11/08/2014

SE2



species seems to take over but these are never the same. In other terms, the microbial ecosystem 

obtained over a given load is very different than that obtained for another load. This result fully 

justifies modelling experiments separately one from each other. In other words, a different model is 

used for each Sin concentration. Since species are not the same at each load, a single model for all 

data is insufficient. The fact that communities change according to each input substrate 

concentration, justifies the fact that the parameters of the models must be re-identified. This is the 

approach we have adopted to get the identification results for both SE1 and SE2 and the results of 

which are presented in the next section. 

3.5. Modelling results - confrontation to data 

To formalize our argument, a classical modelling approach was followed. It consisted in identifying 

the parameters of a number of resource- and density-dependent kinetics models using the data 

generated by the experiments performed in a continuous biological reactor. From a mathematical 

point of view, the candidate growth rate function in the model was increasing with respect to the 

substrate concentration and decreasing with respect to the biomass. Since we worked with a highly 

biodegradable substrate, the measured substrate concentrations were very low. In such a situation, it 

is well known that the parameters of the Monod model (3) are not identifiable (only the rate at the 

origin, that is the ratio of 𝜇𝑚𝑎𝑥  over Ks Monod parameters, can be identified (cf. for instance 

Dochain and Vanrolleghem, 2001)). Thus, we propose to modify the expressions of the candidate 

growth rates model, introducing a new growth function parameterized as follows: 

𝜇(𝑠, 𝑥) = 𝜇0

𝑠

𝑥𝛼
 

 (6) 

where α, is a positive parameter that “measures” the density dependence, and in particular, s does 

not appear anymore at the denominator. From now on, we will refer to this model as model (6). 

Notice that the idea followed here was not to precisely identify the parameters of a given growth 

rate, but rather to establish qualitatively the resource or the density-dependent character of the 

kinetics. It also means that the identified values cannot be easily interpreted: it is the reason why we 

did not name the parameters max nor Ks but rather used the notations 0 and  The model with         

 = 0 can be seen as the approximation of the Monod model (3) with 0 = max/ Ks as long as the 

concentration of substrate is low (typically lower than Ks), and with α = 1 as an approximation of 

the Contois model (4). Therefore, this new model tries to reconcile both model choices in a single 

model. 

As already said, the model variables are COD for s and SS for x. For simplicity, the temperature was 

considered as constant while the oxygen concentration was supposed to be non-limiting. 



To identify the model parameters, we can proceed as follows: solving the system (5) (section 2.3.) 

and according to model (6) at the steady state, one has 

𝜇0

𝑆𝑖𝑛 − 𝑥/𝑌

𝑥𝛼
= 𝐷  

𝜇0

𝑌𝛼

𝑠

(𝑆𝑖𝑛 − 𝑠)𝛼
= 𝐷

 

which implies 𝑙𝑜𝑔 𝑠 = 𝛼(𝑙𝑜𝑔 𝑥 − 𝑙𝑜𝑔(𝑆𝑖𝑛 − 𝑠)) − 𝛼𝑙𝑜𝑔𝑌. 

Therefore, if one plots, 𝑙𝑜𝑔(𝑆𝑖𝑛 − 𝑥/𝑌)) − 𝑙𝑜𝑔 𝑠 as a function of  𝑙𝑜𝑔 𝑥 − 𝑙𝑜𝑔(𝑆𝑖𝑛 − 𝑠), a simple 

linear regression provides the coefficient 𝛼. Unfortunately, within these experiments, we got too 

few data (5 steady states only) to use this approach. 

Based on the identification procedure detailed in section 2.4, the whole dynamics over the time was 

used (from a given initial condition until the end of the experiment, i.e. when the system is 

supposed to have reached almost a steady state). The estimated parameters of model (6) are given in 

Table 6 and 7 for SE1 and SE2, respectively. The simulations of the proposed models are compared 

to the experimental data of SE1 and SE2 in Figures 2 and 3, respectively.  

Table 6: Identification results for SE1 

Sin (g/L) Parameters/Criterion Model  (6) Standard deviation  

1 

𝜇0 10.47 ± 1.59 

 0.41 ± 0.13 

J 0.18 - 

2 

𝜇0 10.46 ± 2.37 

 0 ± 0.42 

J 0.05 - 

Table 7: Identification results for SE2 

Sin (g/L) Parameters/Criterion Model  (6) Standard deviation  

1 

𝜇0 1.42 ±0.29 

 3.92 ±0.25 

J 0.03 - 

2 

𝜇0 11.75 ±0.67 

 1.54 ±0.35 

J 0.25 - 

4 

𝜇0 29.90 ±15.79 

 2.35 ±0.98 

J 0.36 - 

3.6. Discussion of modelling results 

We first observe that except for Sin = 2 g/L of SE1, all models exhibit a - more or less - strong 

density-dependence. This can be correlated with the complexity of biomass instead of its density. 

Indeed, for SE1, recall that we performed experiments in series: the final state of the experiment 



realized with Sin = 1 g/L is the initial conditions for the experiment realized with Sin = 2 g/L. Clearly, 

the structure of the community between the beginning of the first experiment (characterized by a 

quite high density of filamentous bacteria) and the end of the second experiment has simplified very 

much. This result could be summarized as follows: as long as the biomass concentration is low, 

simpler the structure of the community, more important the resource-dependency. For SE2, recall 

that these results have been obtained sequentially in realizing the experiments with decreasing 

values of Sin from 4 g/L to 1 g/L, the first observation is that we obtained increasing values for . 

In addition, models for all loads exhibit density-dependence.  The differences observed on the 

values of 𝜇
0
 can again be explained by the structure of the ecosystem which is significantly simpler 

and less structured (with smaller flocs) at Sin=1 g/L than at Sin=4 g/L which actually supports our 

claim about density-dependence (refer to the monitoring of granulometry during experiments 

presented in floc size distribution section. The second important point to be underlined is that, 

except for SE1 when Sin=2 g/L, α is never null even if we subtract the corresponding standard 

deviation (cf. Table 7). This fact confirms the density-dependent character of the growth rate as 

soon as the biomass is structured into flocs or its density becomes high enough. 

4. CONCLUSION AND PERSPECTIVES 

In this paper, we analyzed the results of experiments realized in a chemostat to study the growth 

rate properties of a complex microbial ecosystem. To do so, we relied on experimental data of two 

series of experiments named SE1 and SE2. The main characteristics of the chemostat were 

monitored over the experiments, including variables such as the biomass and substrate density, 

microscopic observations, the structure of the bacterial community and the granulometry of flocs. In 

addition, a modeling approach was used considering separate identifications for data obtained at the 

different input substrate concentrations considered. The analysis of steady-state raw data allowed us 

to show that biomasses growth rates were not following neither pure Monod nor Contois laws. The 

new model we propose presents a parameter  that measures the strength of density dependency. 

The growth kinetics obtained for SE1 data sets presented a weak density dependent effect (low α ≤ 

0.41 < 1) both at low substrate concentration and in the presence of flocs and filaments. Then for Sin 

= 2 g/L, being simpler in structure and low in biomass concentration, the effect that emerged is 

rather resource-dependent (α = 0). This fact was confirmed under conditions where biomasses are 

mainly formed by a lot of free bacteria and some small flocs. It is suspected that the substrate-

dependent relationship that was expected to appear with applying low substrate concentration in 

SE2 as in SE1 has been hidden by a high structuration of the biomass into flocs. SE2 data sets 

characterized also with greater biomass concentrations conditions than in SE1, was best fitted by 



models with density-effect (α > 1) emphasizing high density dependence relations and confirmed by 

flocculation of biomass. This finding is based on the idea discussed in the literature that spatial 

structuration of biomass (here via flocculation) justifies the consideration of density-dependent 

growth model in the chemostat, as it was introduced in the field of mathematical ecology (Arditi et 

Ginzburg, 2012) or engineering of wastewater treatment processes (Harmand and Godon 2007, 

Lobry and Harmand, 2006). 
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Annexe B

Composition du milieu de croissance Z8 de référence

Nous donnons un extrait contenant une description du milieu de culture Z8 [308]. Nous notons que
la composition de ce milieu a été réajustée selon les expériences réalisées dans les travaux de cette
thèse. Pour plus de détail voir les Chapitres 3 et 4. Toutefois, dans toutes les études réalisées, seule
la forme ammonium NH+

4 a été considérée. Les autres formes ont été supprimées de la préparation et
remplacées avec du NH4Cl pour avoir le milieu Z8-NH+

4 .
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Annexe C

Comparaison de méthodes d’identification des paramètres
de la fonction de croissance de Monod

Introduction
Nous présentons ici une synthèse sur la comparaison entre quatre méthodes dédiées à l’identification
des paramètres de la cinétique de Monod (voir Figure 16) sur des données expérimentales de suivi
de la biomasse au cours du temps dans les réacteurs en mode batch. Nous rappelons qu’une première

FIGURE 16 : Monod-type growth curve

méthode [1] proposée consiste à reconstruite, à l’aide des données de biomasse, l’état s et µ(s) et
d’identifier les paramètres avec une méthode de régression non-linéaire. Une deuxième méthode [2]
proposée est basée sur une transformation linéaire de la fonction de Monod qui permet de s’appuyer
sur les outils performants de la régression linéaire pour identifier les paramètres. Le principe de la
troisième méthode [3] est basée sur le calcul de la pente en 0 sur la courbe de la biomasse (x(t))
pour différentes conditions initiales de la gamme de ressources qu’on souhaite tester alors que la
quatrième méthode [4] repose sur l’intégration du système des équations différentielles (du batch)
avec des conditions initiales connues du substrat et de la biomasse.
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Des méthodes d’identification ont été appliquées sur des séries de données, qui correspondent à dif-
férentes valeurs de substrat en considérant à la fois des plages de concentrations faibles et élevées de
s lorsque s < Ks et s > Ks, respectivement (voir Figure 16).
Nous discutons ci-dessous les avantages et les inconvénients des quatre méthodes.

Avantages et inconvénients de la méthode [1]
Cette méthode est relativement lente pour générer les paramètres de croissance car elle nécessite de
déterminer à l’avance la valeur finale de la biomasse Xf , ce qui peut prendre du temps. En outre, il a
été constaté que cette méthode est sensible aux nombre de points par expérience et à la fréquence de
mesure.
La sensibilité de la méthode dans le cas de mélange de données provenant de plusieurs expériences à
s0 différents est donnée dans le tableau 3.

condition sur s0 qualité de l’estimation des paramètres
mélange de deux gammes de s0 -
s0 forts s0 >> Ks +
s0 faibles s0 << Ks -

TABLE 3 : Résultats de la qualité des estimations de paramètres obtenues à l’aide de la première
méthode ([1]) sur différentes combinaisons de données expérimentales.

Avantages et inconvénients de la méthode [2]
Comme pour la première méthode, la détermination des paramètres de croissance peut prendre du
temps car il faut attendre la fin de l’expérience pour obtenir la valeur de Xf . En outre, cette mé-
thode nécessite un filtre sur les valeurs de biomasse x qui correspondent à la phase stationnaire de
croissance. Cette méthode ne peut s’appliquer qu’avec la fonction Monod. Malgré ses limites, cette
méthode repose sur l’utilisation d’outils de régression linéaire pour l’estimation des paramètres per-
mettant des interprétations statistiques plus robustes. Par rapport à la première méthode [1], la ré-
partition des points de mesure n’est plus nécessairement uniforme en appliquant la transformation.
Cependant, elle nécessite une fréquence de mesure constante.
La sensibilité de la méthode dans le cas de mélange de données provenant de plusieurs expériences à
s0 différents est donnée dans le tableau 4.

condition sur s0 qualité de l’estimation des paramètres
mélange de deux gammes de s0 +-
s0 forts s0 >> Ks -
s0 faibles s0 << Ks +

TABLE 4 : Résultats de la qualité des estimations de paramètres obtenues à l’aide de la deuxième
méthode ([2]) sur différentes combinaisons de données expérimentales.
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Avantages et inconvénients de la méthode [3]
Cette méthode est considérablement plus rapide que les deux méthodes précédentes, car la croissance
est contrôlée sur quelques jours de croissance (il n’est pas nécessaire d’attendre que le substrat soit
complètement épuisé). En outre, l’identification des paramètres de croissance ne dépend pas de Y .
Cette méthode est simple et facile à automatiser. En outre, elle peut être appliquée à des cinétiques
autres que celle de Monod. Cependant, elle nécessite plusieurs expériences avec une large gamme de
concentrations de substrat et peut être limitée soit par la concentration particulièrement faible de s0,
soit par la sensibilité de certains micro-organismes aux conditions de croissance pouvant impliquer
une longue phase de latence. Elle nécessite également une bonne qualité de mesures de la biomasse
dans un intervalle de temps relativement court pour avoir une bonne estimation de la pente initiale.

Avantages et inconvénients de la méthode [4]
Cette méthode n’est pas influencée par la gamme des concentrations de substrat (contrairement aux
deux premières méthodes). Toutefois, elle est sensible aux nombres de variables à identifier et surtout
aux conditions initiales (l’erreur initiale se propage).

Conclusion
Le choix de la meilleure méthode dépend de la situation et/ou de la nature des données acquises.
Les méthodes présentées peuvent être considérées comme des outils utiles pour l’expérimentateur lui
permettant de guider et de choisir ses expériences (a priori), ou d’exploiter au mieux ses données de
croissance.
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Annexe D

Dispositif expérimental pour étudier le couplage entre
microalgues et bactéries

De manière à tester expérimentalement les différentes interactions possibles entre les micro-algues et
les bactéries, une réflexion a été menée durant la thèse sur le montage d’un nouveau type de réacteur
avec une membrane permettant théoriquement de séparer les bactéries des micro-algues (voire séparer
deux espèces de micro-algues) en profitant du même environnement abiotique (Figure 17)

On considère un chémostat avec une membrane qui sépare le volume total V en deux sous-volumes
V1, V2, un débit d’entrée Q et deux sorties, de part et d’autre de la membrane, de débits Q1 et Q2 avec
Q = Q1 +Q2.

On suppose que la membrane laisse passer substrat et bactéries et retient les micro-algues. Le réacteur
est inoculé avec des micro-algues uniquement en amont de la membrane (cf. Figure 17).

On note S1, A et B1 les concentrations en substrat, algues et bactéries dans le premier volume et S2,
B2 en substrat et bactéries dans le deuxième volume.

On mesure en sortie les concentrations en substrat S1, S2 et en biomasse totale, c’est à dire X1 =

A+B1 et B2.

On suppose les volumes V1, V2 et les débits Q1, Q2 connus. L’objectif est de voir si ce dispositif
permet, en théorie, de connaître les concentrations A et B1 et leurs contributions à la consom-
mation de substrat, en ne mesurant que la biomasse totale X1. On cherche également à savoir
si la vitesse de reproduction des bactéries peut être considérée identique selon qu’elles sont en
présence des algues ou pas.

215



FIGURE 17 : Réacteur à membrane séparatrice : les micro-algues ne se reproduisent que dans le
compartiment de gauche, alors que les bactéries peuvent se développer dans les deux compartiments.

Pour cela, on considère le modèle suivant, pour le premier volume :

Ṡ1 = −µA(S1, A)A− µB(S1)B1 +
Q

V1
(Sin − S1)

Ȧ = µA(S1, A)A− Q1

V1
A

Ḃ1 = µB(S1)B1 −
Q

V1
B1

et pour le second 
Ṡ2 = −µB(S2)B2 +

Q2

V2
(S1 − S2)

Ḃ2 = µB(S2)B2 +
Q2

V2
(B1 −B2)

où µA(·) désigne la fonction de croissance spécifique des algues, que nous supposons être densité
dépendant pour tenir compte des effets dus à l’atténuation de la lumière par la densité des algues.
Typiquement, cette fonction peut être de la forme

µA(S,A) =
µmax,AS

KA + S
.

I0e
−kA

KI + I0e−kA

où I0 est l’intensité lumineuse en entrée. La fonction de croissance pour les bactéries peut être choisie
de la forme classique de Monod :

µB(S) =
µmax,BS

KB + S
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A l’équilibre, on voit en écrivant Ḃ1 = 0 que la concentration en substrat S?1 est imposée par la
présence des bactéries :

µB(S?1) =
Q

V1

Ainsi pour différentes valeurs deQ, on peut connaître des points de la courbe S 7→ µB(S) et identifier
les paramètres µmax,B et KB. Pour les algues, on a de même

µA(A?, S?1) =
Q1

V1

mais ne mesurant pas A on ne peut pas reconstruire directement la fonction µA. Néanmoins, on
écrivant Ṡ1 = 0, on obtient

Q1
A?

YA
+Q

B?
1

YB
= Q(Sin − S?1)

Ainsi en mesurant X1 et S1, on peut théoriquement connaître les valeurs de A et B1 à l’équilibre[
A?

B?
1

]
=

(
Q1 Q

1 1

)−1
.

[
Q(Sin − S?1)

X?
1

]

carQ1 est différent deQ Ceci est donc possible car les algues sont soumis à un taux de dilutionQ1/V1

différent de celui des bactéries, égal à Q/V1. C’est l’intérêt du dispositif.

D’autre part, les sorties du deuxième volume sont intéressantes car elles permettent de connaître la
fonction de croissance des bactéries en absence des algues. En écrivant Ṡ2 = 0, il vient :

µB(S?2) =
Q2

V2
.
S?1 − S?2
B?

2

et ont peut vérifier si elle suit la même courbe de croissance µB(·) identifiée dans le premier volume
(ce qui exige de tester des valeurs plus faibles de Q pour que S?2 visite des valeurs de l’ordre de celles
qui ont été explorées dans le premier volume).

Conclusion
On a montré théoriquement que le dispositif expérimental proposé (sous l’hypothèse d’une filtration
parfaite sans encrassement) permet, avec différentes valeurs deQ et deQ1, et en mesurant la biomasse
totale dans le premier compartiment X1 = A+B1 et le substrat S1, de connaître :

• la courbe de croissance des bactéries µB

• la courbe de croissance des micro-algues µA et d’identifier leurs paramètres.

La mesure des sorties du deuxième compartiment : substrat S1, et biomasse B1 permet de :

• connaître la fonction de croissance des bactéries en absence des algues
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Ce dispositif expérimental est très prometteur bien qu’il reste probablement difficile à mettre en place
en pratique car il nécessite des essais au laboratoire.
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Annexe E

Comparaison de solution d’équations différentielles

Nous rappelons ici le théorème de Muller [421, 370] dont un énoncé peut se trouver dans le livre
[422], voir l’extrait suivant :
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Extrait du livre de  W. Walter Ordinary Differential Equations, Springer 1998. 
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