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RésuméCe mémoire est organisé en trois parties de longueurs inégales. La première, omposée dessetions 2 à 4 sont onsarées aux données de type géostatistique, en suivant une progressionallant des appliations les plus diretes de la géostatistique pour la télédétetion (setion 2) àla détetion de motifs (i.e. zones de hangement abrupt, lassi�ation non supervisée, arbre derégression) dans les hamps aléatoires gaussiens (setion 3), puis à l'exploration d'une nouvellelasse de hamps aléatoires dissymétriques (setion 4).La seonde partie, onstituée d'une setion unique porte sur les reherhes e�etuées pourles proessus de points spatiaux, en abordant suessivement (i) la lassi�ation non superviséed'un mélange de proessus de points, (ii) les tests loaux d'indépendane entre proessus depoints et (iii) l'utilisation de la déformation de l'espae pour rendre stationnaire un proessusnon stationnaire.La dernière setion brosse à grands traits mon programme de reherhe pour les prohainesannées, qui se feront essentiellement dans le prolongement des reherhes passées : détetion destrutures (zones de hangement abrupt pour données non gaussiennes, détetion d'agrégats,lassi�ation), hamps aléaoires gaussiens-dissymétriques, réation d'un générateur limatiquestohastique. AbstratThis doument is organized in three parts of unequal length. The �rst part deals with geo-statistial data, from rather diret appliations of geostatisial tools for remote sensing datain Setion 2, to the detetion of patterns in spatial data (zones of abrupt hange, lustering,regression trees) in Setion 3, to spatial skew-normal random �eld models in Setion 4.The seond part has a unique setion and presents the developpements arried out for theanalysis of spatial point proesses : (i) unsupervised lustering in spatial point proesses, (ii)testing loal independane between point proesses and (iii) using a spae deformation in orderto stationarize a non stationary point proess.The last setion is devoted to a brief desription of my researh program for the next years :pattern detetion (zones of abrupt hange for non gaussian data, luster detetion, spatial las-si�ation) skew-normal random �elds, and random limate generator.
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Il règne au sein de l'unité d'Avignon un je-ne-sais-quoi d'unique, fait d'esprit de ollaboration(plut�t que de ompétition), de haleur et de fraternité. Sans une base arrière solide, le risqueexiste d'être en di�ulté lors des petits aidents de la vie. L'unité sut jouer le r�le d'amortisseurlorsque ela fut néessaire, et j'en remerie olletivement l'ensemble de mes ollègues, ave unemention spéiale pour mes voisins Montfavetains.La reherhe se nourrit de renontres et d'éhanges, don de ollaborations hors de son unitéd'origine. Je dois à Jean-Noël Baro de m'avoir intéressé au Wombling, un bien beau sujet quinous a donné du �l à retordre. Je me souviens d'une démonstration que nous avions tenté determiner dans un halet d'altitude à Rohebrune, entre un blind-test des vins de Savoie organisépar Eri Parent et un atelier sur la sous-estimation des inertitudes hez les experts. Il va sansdire que la démonstration ne fut trouvée qu'une fois de retour dans l'unité.Philippe Naveau est à l'origine de mon investissement sur les skew-normal distribution. Lespremières équations furent jetées sur la table d'un afé de Barelone mais nos prinipales avanéesfurent réalisées lors de deux séjours à Boulder, Colorado.Il est parfois utile de réer des lieux de renontres et d'éhanges sienti�ques nouveaux. C'estainsi que, onstatant qu'il n'existait pas de forum pour parler de statistiques pour l'environ-nement, nous avons réé en 2001 ave Eri Parent, Liliane Bel, Philippe Naveau et d'autresomparses le groupe �Environnement� de la Soiété Française de Statistique. Ce groupe organiserégulièrement des renontres autour de thèmes iblés.Je tiens également à mentionner et à remerier Edith Garbiel, Sébastien Garrigues et plusréemment Cédri Fleher, les étudiants que j'ai eu la hane et le bonheur d'enadrer, sans quiune grande partie des travaux exposés dans e mémoire n'existeraient pas.Mar Genton, des universités de Genève et Texas A&M, travaille depuis de nombreusesannées sur des thèmes prohes des miens, en partiulier sur les skew-normal distribution. Ilm'a fait l'honneur de onsarer du temps et de l'énergie pour e rituel de passage typiquementfrançais, et je lui en suis très reonnaissant.Gilles Celeux, de l'INRIA, �toie depuis de nombreuses années le département MIA et enpartiulier l'unité d'Avignon. J'ai toujours appréié la pertinene de ses points de vue. Je leremerie haleureusement de ontinuer à aompagner les statistiques à l'INRA en rapportantmes travaux.Christian Lavergne, de l'université de Montpellier III, est le rapporteur le plus prohe géo-graphiquement. A travers les enseignements en Master et l'aeuil des dotorants d'I2S, l'unitéappartient bien à l'aire bio-statistique de Montpellier. Je suis très heureux qu'il ait aepté derapporter mes travaux.C'est un privilège pour moi de pouvoir soutenir mon Habilitation devant Xavier Guyon,spéialiste reonnu des statistiques spatiales, qui a de tout temps aordé intérêt et soutien aux8



travaux issus de l'unité d'Avignon. Le fait qu'il ait été membre du jury qui m'a reruté à l'INRAme touhe partiulièrement.Jean-Mar Azaïs est un anien ollègue de l'INRA ; il onnaît bien la maison. Il avait déjàaepté d'être membre du omité de pilotage puis rapporteur de la thèse de mon anienne étu-diante, Edith Gabriel, r�le qu'il avait aompli ave beauoup de pertinene et de gentillesse. Jeme suis permis de le solliiter une fois de plus, et je le remerie haleureusement d'avoir aepté.Jean-Noël Baro est un vieux omplie resté jeune, habitué des trajets Paris-Avignon, puisMontpellier-Avignon (et retour). Depuis longtemps il m'enourageait à soutenir mon Habilitation.Aujourd'hui il me fait l'amitié de partiiper à e jury et je l'en remerie tout partiulièrement.J'espère qu'à l'avenir nous aurons de nouvelles oasions de ollaborer ensemble.
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1 IntrodutionLes reherhes présentées dans e mémoire ont été réalisées dans l'unité de reherhe Bio-statistique et Proessus Spatiaux (aniennement Biométrie) du département Mathématiques etInformatique Appliquées de l'INRA. Ces reherhes sont entrées autour des statistiques spa-tiales. L'INRA est un organisme de reherhe �nalisé dont les objets de reherhe appartiennentau triptyque agriulture-alimentation-environnement ; la reherhe en statistique y est don auservie de es objets �nalisés. Elle s'organise le plus souvent omme une série d'allers-retours entredes préoupations préises, voire opérationnelles, posées par les biologistes (terme entendu ausens large), et des reherhes plus génériques qui partiipent aux avanées méthodologiques enstatistiques spatiales. Ces reherhes méthodologiques sont tant�t issues des questions posées parles appliations traitées, tant�t issues de préoupations endogènes au hamp de la statistique.Elles ont voation à soutenir les reherhes dans les domaines �nalisés de l'INRA, mais trouventparfois, lorsque les développements statistiques sont su�samment génériques, des appliationsdans des domaines non prévus au départ. Lors de la phase de retour vers le biologiste, es mé-thodes lui permettent de réinterroger ses données, ses hypothèses et parfois même sa façon deformaliser ses questions.La formation à et par la reherhe �gure expliitement dans les missions de l'INRA. À e titreles herheurs de l'INRA partiipent pleinement à l'enadrement de thèses. Dans un départementde Mathématiques et Informatique Appliquées appartenant à un institut omme l'INRA, on ydistingue généralement deux types de dotorants, et don deux types de thèses. Il y a d'une partles étudiants ayant une reçu une formation en mathématiques qui se spéialisent dans le domainede la statistique, et d'autre part eux ayant reçu une formation en biologie ou en agronomie, quiviennent aquérir, dans leur disipline d'origine, une formation omplémentaire en statistique,faisant d'eux des sienti�ques maîtrisant l'utilisation des méthodes statistiques les plus réentes.J'ai eu la hane d'enadrer une thèse dans haune de es atégories.Les herheurs en statistique à l'INRA sont don soumis à la double exigene de produire dela reherhe en statistique à la fois reonnue dans leur disipline propre, et don publiée dans lesjournaux de statistique, et à la fois utile à la reherhe sienti�que dans les domaines de l'INRA,et don publiée dans les revues des di�érents domaines d'appliation. Ma liste de publiationsre�ète e positionnement. Son analyse détaillée fait apparaître une absene de publiations enrevues de 2001 à 2005, suivie d'une aumulation en 2006 et 2007. Cela est dû à une onjontionde fateurs qui ont agi de façon simultanée : hoix de supports di�érents (hapitres de livres,onférenes ave séletion et proeedings), des délais de publiation parfois exagérés, mais aussiet surtout la mise en route de nouvelles questions de reherhes liées au oenadrement des deuxthèses qui ont démarré en 2001.J'ai hoisi de présenter mes travaux en les organisant par grands thèmes de reherhe a�n d'endégager les grandes lignes. Cette organisation ne respete par ontre ni l'ordre hronologique ni11



leur importane, tant au plan de la reherhe en statistique, que pour les appliations onsidérées.On lasse habituellement les statistiques spatiales en trois grands domaines, qui orrespondentà des types de données distints. Lorsque les données peuvent être mesurées en tout point d'undomaine ontinu (p. ex. les teneurs en matière organique dans une parelle agriole) on utilisele formalisme des hamps aléatoires ontinus ; 'est le domaine habituel de la géostatistique.Lorsque, par leur nature même, les données sont liées à un réseau (pour des images ou des donnéesréoltées sur des entités administratives, et.), il est ertes possible d'utiliser le formalisme de lagéostatistique, mais elui des hamps de Markov est souvent plus adapté. En�n, lorsque esont les oordonnées qui portent l'information prinipale (positions des arbres dans une forêt,des points d'impat la foudre, et.), on parle de proessus de points.Bien entendu, les frontières entre es trois domaines ne sont pas étanhes. Ainsi, par exemple,je montre dans la setion 2 que le formalisme géostatistique apporte des outils pertinents pourl'analyse et la modélisation de l'hétérogénéité spatiale sur des images issues de la télédétetion. Àla setion 3.2 nous verrons omment les formalismes des hamps markoviens et de la géostatistiquese omparent pour la lassi�ation non supervisée de données géostatistiques ('est-à-dire nondiretement liées à un lattie).Le plan général de e mémoire s'appuie sur ette typologie. Les setions 2 à 4 sont onsaréesaux données de type géostatistique, en suivant une progression allant des appliations les plusdiretes de la géostatistique pour la télédétetion (setion 2) à l'exploration d'une nouvelle lassede hamps aléatoires dissymétriques (setion 4) en passant par la détetion de motifs (zones dehangement abrupt, lassi�ation non supervisée, arbre de régression) dans les hamps aléatoiresgaussiens (setion 3). La setion 5 porte ensuite sur les reherhes e�etuées pour les proessusde points spatiaux. En�n, la dernière setion brosse à grands traits mon programme de reherhepour les prohaines années.Conernant les itations et les référenes, j'ai adopté la onvention suivante. Les artiles dontje suis o-auteur sont référenés par un numéro d'ordre [X℄ qui renvoie à ma liste de publiations,lassées des plus réentes aux plus aniennes. Les référenes à d'autres auteurs sont indiquéespar les noms des auteurs suivis de l'année de publiation. Par exemple, Proust (1927).
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2 Géostatistique pour la télédétetionLes travaux présentés dans e hapitre sont pour l'essentiel des appliations assez diretesde onepts géostatistiques onnus, tels qu'ils sont exposés dans Chilès & Del�ner (1999) parexemple. En télédétetion, la géostatistique est essentiellement utilisée à des �ns desriptivesmais reste très peu utilisée dans es aspets de modélisation. Les travaux présentés i-dessousonstituent un apport de la modélisation par les hamps aléatoires au domaine de l'imageriesatellite. Ils sont tous issus de la thèse de Sébastien Garrigues [T3℄, o-enadrée ave F. Baret(INRA, CSE, Avignon), qui portait sur l'étude de l'hétérogénéité intra-pixel pour les apteurs àfaible résolution spatiale (pixels de 500 à 1000 m de �té).Pour es résolutions spatiales se posent plusieurs questions, dont par exemple : quelles sontles relations entre les aratéristiques statistiques des ré�etanes mesurées par de tels apteurset elles mesurées par des apteurs haute résolution, type SPOT? Quelle est l'in�uene de l'hété-rogénéité spatiale sur le alul des paramètres biophysiques habituels (NDVI, LAI,...), en termede biais notamment ? Comment utiliser la haute résolution temporelle fournie par e type deapteurs ?En posant le adre méthodologique approprié, il s'agissait de débouher sur des oneptsutilisables en imagerie satellite pour traiter ertains aspets des questions posées i-dessus. Sansaller jusqu'à la mise au point d'outils opérationnels, l'exigene était d'en fournir les prinipesméthodologiques. Du point de vue du statistiien (ou plut�t du géostatistiien, dans e aspréis), il s'agissait d'organiser le transfert d'outils méthodologiques en privilégiant robustesseet opérationalité. Les publiations [8℄, [7℄, [3℄, [2℄ et [17℄ sont issues de ette thèse.2.1 Modélisation par le variogrammeUne étude bibliographique [8℄ a montré que la modélisation par les hamps aléatoires duseond ordre que propose la géostatistique est l'outil le plus pertinent pour étudier les sènesstationnaires, pour les objetifs �xés dans le adre de la thèse. On rappelle brièvement quelquesnotions onernant les hamps aléatoires. Un hamp aléatoire, Z(·), dé�ni sur un domaine D, estdit stationnaire au seond ordre si les deux premiers moments (espérane et ovariane) existentet sont invariants par translation :
E[Z(s)] = µ, E[{Z(s) − µ}{Z(s+ h) − µ}] = C(h)pour tout s et tout s+ h appartenant à D. Le variogramme assoié à Z est la fontion

γ(h) =
1

2
E
[
{Z(s) − Z(s+ h)}2

]
, h ∈ D.Sous les hypothèses stationnaires d'ordre 2, on a la relation γ(h) = σ2 −C(h), ave σ2 = C(0) =

lim|h|→∞ γ(h). 13



Bien souvent les ré�etanes, mesurées dans le rouge (R) et dans le prohe infra-rouge (PIR),sont résumées par un indie univarié, le NDVI, dé�ni par NDVI=(PIR-R)/(PIR+R). Le NDVIest diretement relié à la apaité photsynthétique de la plante (Myneni et al., 1995). Dans eadre univarié on a montré, sur la banque d'images SPOT de 3 × 3 km du projet VALERI(www.avignon.inra.fr/valeri), que la modélisation par le variogramme permet de proposerune typologie des sènes étudiées en utilisant deux paramètres seulement [8℄ : la variane, σ2, etun paramètre d'éhelle, Dc =
√
A, ave

A =
1

σ2

∫

R2
C(h) dh.On peut montrer par un théorème ergodique sur les hamps aléatoires (Lantuéjoul, 2002) quela variane de la moyenne spatiale Z̄V d'une variable Z sur un domaine V de surfae |V | vautapproximativement Var(Z̄V ) = Var( 1

|V |

∫

V
Z(x) dx

)
≃ σ2A

|V |lorsque |V | >> A. Le paramètre A est homogène en unité à |V |, et représente la surfae d'in-�uene d'une donnée indépendante dans V . On pose que la stationnarité peut être admise surune sène I si la variane de Z̄I est faible par rapport à σ2, 'est-à-dire si la portée intégraleest inférieure à 5% de la surfae de I. Sur une image SPOT de 3 × 3 km, ela orrespond àposer Dc ≤ 670m. La plupart des sites agrioles sont aratérisés par une variane élevée, et unfateur d'éhelle Dc inférieur au seuil en raison du parellaire ; une exeption notable dans la baseVALERI est le site de Fundulea (Roumanie), dont les parelles sont de très grandes dimensions(f. setion 2.4). Les sites forestiers sont plut�t aratérisés par des varianes faibles. Les fateursd'éhelle peuvent être très variables, mais dans le as où elui-i est très élevé, ela s'aompagnegénéralement d'une variane très faible.Une approhe similaire a été proposée pour un ontexte multivarié [2℄ pour lequel les va-riogrammes des variables PIR et R sont modélisés simultanément en utilisant le modèle deorégionalisation linéaire (Wakernagel, 2003).2.2 Modéliser l'hétérogénéité pour le hangement d'éhelleModèle univariéLa modélisation par le variogramme permet également de quanti�er la perte de variabilitéassoiée à une perte de résolution des apteurs. Cette perte de variabilité entraîne un biaislorsqu'on applique une transformation non linéaire à la variable d'étude. Dans [7℄, on quanti�ee biais pour les hamps aléatoires stationnaires d'ordre 2, e qui permet de proposer une méthodepour orriger les produits biophysiques onstruits à partir des apteurs à moyenne résolution. Soit
zi une variable régionalisée mesurée en tout pixel si d'une image I. On note zv = 1/n

∑
i∈v zi la14



valeur moyenne de z sur un domaine v de I. Ii, v sera l'équivalent d'un pixel moyenne résolution.On s'intéresse à la transformée y = f(z), p. ex.
y = LAI =

−1

KNDV I
ln

(
z − z∞
z0 − z∞

)
,où z représente le NDVI, et z∞, z0 et KNDV I sont des onstantes alibrées. Sur un domaine v,la valeur exate yv = 1/n

∑
i∈v f(zi) est approhée par ỹv = f(zv). En supposant zi − zv petit,l'erreur ommise peut être approhée au seond ordre :

ev = f(zv) − yv =
1

n

∑

i∈v

f ′(zv)(zi − zv) −
1

n

∑

i∈v

f ′′(zv)

2
(zi − zv)

2 +R.Le premier terme s'annule, et le seond fait intervenir la variane de dispersion dans le volume
v :

s2(· | v) =
1

n

∑

i∈v

(zi − zv)
2.En négligeant le reste R, l'erreur devient don

ev ≃ −f
′′(zv)

2
s2(· | v).Dans le formalisme des fontions aléatoires, la variane de dispersion et l'erreur sont des variablesaléatoires. L'espérane de l'erreur est le biais

bv = E[ev ] = −f
′′(zv)

2
E
[
s2(· | v)

]
= −f

′′(zv)

2
γ̄(v, v)où

γ̄(v, v) =
1

|v|2
∫

v

∫

v
γ(h− h′) dh dh′

γ(h) étant le variogramme de Z(s).Au seond ordre, le biais ne dépend que de deux quantités qui interviennent de façon multi-pliative :1. f ′′(zv), qui représente la non linéarité de la fontion de transfert f au point zv ; ettequantité est faile à déterminer, soit analytiquement, soit numériquement.2. La variabilité de la fontion aléatoire dans le domaine v, mesurée par la variane de dis-persion théorique γ̄(v, v). Celle-i ne dépend que du variogramme, supposé onnu.Modèle bivariéEn réalité, le NDVI n'est lui-même qu'un indie synthétique obtenu en ombinant les ré�e-tanes mesurées dans deux longueurs d'onde, le rouge, noté r(s), et le prohe infra-rouge, noté15



p(s) : z(s) = {p(s) − r(s)}/{p(s) + r(s)}. En remplaçant ette expression dans l'équation liantle LAI au NDVI on obtient :
y = g(p(s), r(s)) =

−1

KNDV I
ln




p(s)−r(s)
p(s)+r(s) − z∞

z0 − z∞



 .On suppose bien sûr que les valeurs des onstantes z∞, z0 etKNDV I sont telles que l'expression i-dessus existe toujours. Ave un raisonnement similaire à elui du paragraphe préédent, l'erreurommise est ev = g(pv, rv) −
∑

i∈v g(pi, ri) qui, grâe à un développement au seond ordre,s'approhe par
ev = −1

2
tr {Hg(pv, rv)C(· | v)}où Hg(pv, rv) est la matrie hessienne de g alulée en (pv, rv) et C(· | v) est la matrie devariane-ovariane de dispersion alulée de façon similaire à s2(· | v) dans le as univarié.Lorsqu'on onsidère que le veteur de variables (p(s), r(s)) est la réalisation d'un hampaléatoire bivarié et que l'on onsidère l'espérane de l'erreur, on obtient le biais de l'erreur :

Bv = E[ev] = −1

2
tr {Hg(pv, rv)E[C(· | v)]}

= −1

2
tr {Hg(pv, rv)Γ̄(v, v)

}où
Γ̄(v, v) =

(
γ̄p,p(v, v) γ̄p,r(v, v)

γ̄r,p(v, v) γ̄r,r(v, v)

)est la matrie de variane-ovariane de dispersion alulée à partir de l'ajustement des vario-grammes simples γp,p(·) et γr,r(·) et du variogramme roisé,
γp,r(h) =

1

2
E[{P (s) − P (s+ h)}{R(s) −R(s+ h)}],réalisé par exemple par le modèle de orégionalisation linéaire (Wakernagel, 2003).L'expression du biais est plus ompliquée dans le adre bivarié que dans le as univarié ;notamment son signe dépend du produit des matries Hg(pv, rv) et Γ̄(v, v).Dans [7℄, on montre que orriger le biais (univarié) de f(zv) permet de diminuer l'erreurquadratique ommise sur f(zv) de 20% à 80% sur 11 sites étudiés sur 12. Le site sur lequel laorretion dégrade l'estimation est un site très partiulier omposé d'un petit nombre de trèsgrandes parelles, dont les tailles sont du même ordre de grandeur que les pixels moyennes ré-solutions. Utiliser un modèle stationnaire d'ordre 2 dans e as n'a que peu de sens. Corrigerle biais bivarié de yv = g(pv , rv) a moins de suès. En e�et, d'une part l'estimation des vario-grammes bivariés est plus di�ile, et d'autre part l'erreur due à la non-linéarité entre (pv, rv) et

NDV I = zv ompense en partie l'erreur due à la non-linéarité entre zv et LAI = yv = f(zv).16



Une di�ulté subsiste pour pouvoir orriger le biais de façon opérationnelle selon ette mé-thode : il est néessaire de onnaître la valeur de γ̄(v, v) ou de Γ̄(v, v). Pour l'instant ela né-essite d'avoir une image haute résolution pour estimer un modèle de variogramme puis alulerla variane de dispersion, mais dans e as on peut s'interroger sur l'utilité des images bassesrésolutions... Nous présenterons à la setion 2.4 une modélisation spatio-temporelle du NDVI,qui permet une estimation de la quantité γ̄(v, v) à une date non éhantillonnée par image hauterésolution.2.3 Modélisation par le variogramme d'ordre 1Plusieurs modèles de hamps aléatoires peuvent partager la même fontion de ovariane etle même histogramme théorique (voir p. ex. Chilès & Del�ner, 1999). En partiulier, la mosaïquedé�nie par un réseau de droites poissoniennes d'intensité am, dont les valeurs dans les ellules sontdes variables aléatoires i.i.d., dé�nit un hamp aléatoire Zm(s; am) qui possède une ovarianeexponentielle Cm(h) = σ2 exp(−|h|/am), où σ2 est la variane des variables aléatoires. Mais il estévidemment aussi possible de onstruire un hamp gaussien, Zg(s; ag), possédant ette fontionde ovariane, et pour lequel on peut hoisir ag = am. Le variogramme habituel (variogrammed'ordre 2) ne permet don pas de disriminer entre es deux lasses de hamps aléatoires.Le variogramme d'ordre 1, dé�ni par
γ1(h) =

1

2
E [|Z(s) − Z(s+ h)|] ,est un outil omplémentaire au variogramme habituel d'ordre 2. En e�et, lorsque la v.a. rem-plissant les ellules de la mosaïque est une gaussienne entrée et réduite, on peut montrer que levariogramme d'ordre 1 de Zm(s; am) est γ1,m(h; am) = γm(h; am)/

√
π. Pour un hamp aléatoiregaussien entré normé, on a en revanhe γ1,g(h; ag) =

√
γ2,g(h; ag)/

√
π. En d'autres termes, larelation qui lie les variogrammes d'ordre 1 et 2 est linéaire pour le hamp aléatoire mosaïquetandis qu'elle est quadratique pour un hamp aléatoire gaussien. Ainsi, on voit que onsidérerles variogrammes d'ordre 1 et 2 simultanément permet de disriminer entre es deux lasses dehamps aléatoires.Pour les hypothèses i-dessus, on onsidère dans [3℄ que la variable mesurée (le NDVI, parexemple) est issue d'un hamp aléatoire qui est la somme pondérée des deux hamps dé�nisi-dessus :

Zω(s) = µ+ σ2
{
ωZg(s; ag) + (1 − ω2)1/2Zm(s; am)

}
, 0 ≤ ω ≤ 1. (1)Le paramètre ω2 est le poids relatif des variations modélisées par un hamp gaussien, tandis que

1 − ω2 est le poids relatif des variations modélisées par un hamp mosaïque.
Zω(s) est un hamp aléatoire dont la loi marginale est une N(µ, σ2) et dont le variogrammed'ordre 2 est

γω(h) = σ2ω2[1 − exp(−|h|/ag)] + σ2(1 − ω2)[1 − exp(−|h|/am)].17



Notons que si ag = am = a, on a γω(h) = σ2[1 − exp(−|h|/a)] pour tout ω ∈ [0, 1]. On montreque pour les hamps Zω i-dessus, le variogramme d'ordre 1 s'érit
γ1(h) =

σ√
π

{
ω(1 − γm(h; am))

√
γg(h; ag) + γm(h; am)

√
ω2γg(h; ag) + (1 − ω2)

} (2)Dans [3℄, es modèles théoriques ont été utilisés sur des images simulées selon le modèle (1)et sur des sènes de la base VALERI. Les paramètres struturaux (ω, ag, am) sont estimés parune méthode de moindres arrés. Sur les images simulées selon le modèle, la réestimation desparamètres est bonne ou très bonne. Pour appliquer ette approhe sur les images de la baseVALERI, on fait l'hypothèse que l'indie de végétation peut se déomposer en deux variables,dont l'une varie ontinûment sur le domaine selon un hamp aléatoire gaussien, et dont l'autre estdistribuée spatialement omme une mosaïque poissonienne. Ces hypothèses reviennent à supposerque le NDVI est distribué selon un modèle aléatoire, ave un e�et aléatoire orrespondant auxparelles et un résidu aléatoire auto-orrélé. En outre, on fait l'hypothèse (assez hasardeuse) queles parelles sont réparties selon une mosaïque aléatoire.Pour tous les sites de ulture on observe que ω̂2 ≤ 0.5 tandis que pour les sites de végétationplus ontinue (forêts, prairies naturelles, et...) ω̂2 est toujours très prohe de zéro. Ces résultatsmontrent que la omposante mosaïque propre aux parellaires est malgré tout orretementdétetée.Considérer des modèles de paysages plus réalistes et pour lesquels on peut aluler la fontionde ovariane apporterait probablement une amélioration notable.2.4 Modéliser l'évolution temporelle des sènesLes apteurs hautes résolutions spatiales (famille SPOT p. ex.) ont un temps de retour aunadir2 d'une sène de plusieurs semaines, e qui est trop peu fréquent pour les suivis de végétationen zones de ultures. A l'inverse, les apteurs basses ou moyennes résolutions ont un temps deretour de l'ordre de la journée.Il faut don ombiner la haute résolution spatiale des uns ave la haute fréquene temporelledes autres. Une façon de parvenir à e résultat est de proposer une modélisation spatio-temporelledes sènes. Dans [17℄ on propose une modélisation spatio-temporelle parimonieuse pour unesène aquise à 21 dates di�érentes dans une zone de grande ulture en Roumanie (Fundulea). Onfait les hypothèses suivantes : i) le parellaire est dérit selon le proessus de droites poissoniennesdérit dans la setion 2.3 ; ii) à haque parelle orrespond une ulture d'hiver (probabilité p) ouune ulture de printemps (probabilité q = 1 − p) ; iii) le NDVI moyen pour es deux types deultures est onnu et représenté par les ourbes W (t) et S(t).2Point ou ensemble de points de la surfae du globe, situés diretement sous un apteur à mesure que elui-ise déplae le long de son orbite. 18



On modélise le NDVI observé par
Z(s, t) = Y (s) +

{
W (t) si s appartient à une ulture d'hiver
S(t) si s appartient à une ulture de printemps,où Y (s) est un hamp aléatoire stationnaire d'ordre 2, d'espérane nulle et de variogramme

γY (h). On en déduit le variogramme de Z(s, t) à la date t :
γ(h; t) = γY (h) + pq{W (t) − S(t)}2γm(h),

γm(h) est le variogramme de la mosaïque poissonnienne introduit dans la setion 2.3.Au temps t, la variane de Z(s, t), notée σ2
Z(t), est don liée à la variane de Y (s), notée

σ2
Y , par σ2

Z = σ2
Y + pq(W (t)−S(t))2. Cette équation permet une estimation par moindres arrésde pq et de σ2

Y , et par suite, une estimation des variogrammes γm(h) et γY (h) à partir desvariogrammes spatiaux alulés sur les di�érentes images aux temps t1, . . . , tn. Des essais réaliséssur la suession d'images de Funduela ont montré que 5 images seulement su�sent pour pouvoirestimer les varianes de dispersion de Z(·) à une date t, notée γ̄(v, v; t), pour les 16 autres dateséhantillonnées ave une erreur inférieure à 20%. On dispose ainsi des valeurs γ̄(v, v; t) néessairesà la orretion du biais présentée à la setion 2.2 à des dates non éhantillonnées.2.5 ConlusionD'une façon générale, es travaux ont montré l'utilité de l'outil géostatistique en télédétetionpour dérire, modéliser et prédire les grandeurs biophysiques d'intérêt. Ils ouvrent également deuxpistes de reherhe ?1. La onstrution de modèles stohastiques de paysages plus réalistes que la mosaïque poisso-niennes, pour lequel l'estimation des paramètres soit possible ; un tel modèle doit présenterune organisation hiérarhique de la tesselation (les limites de parelles aboutissent à deshemins, qui eux-mêmes aboutissent à des routes, et.) ainsi que la possibilité de dé�nirdes orientations privilégiées.2. L'estimation pour des modèles statistiques spatio-temporels de l'évolution du NDVI danses paysages. Ces modèles doivent être apables de prendre en ompte de façon plus om-plète les éarts phénologiques entre parelles, p. ex. les éarts liés à des variétés ou datesde semis di�érentes.
19





3 Détetion de strutures dans les hamps aléatoiresUne des hypothèses les plus simples pour les hamps aléatoires présentant des dépendanesspatiales est l'hypothèse de stationnarité d'ordre 2, qui peut aisément être enrihie en ajoutantun modèle de régression spatiale à oe�ients inonnus sur des ovariables spatialisées. Dans eas l'hypothèse de stationnarité porte sur les résidus du modèle de régression. Ce modèle enrihiest non stationnaire, et toute la non-stationnarité est portée par le terme d'espérane sous laforme d'un modèle de régression.Mais la non-stationnarité est bien souvent plus omplexe que elle dérite i-dessus. Sous leterme générique de strutures nous appelons ii une non-stationnarité du hamp aléatoire ou duhamp de résidu qui ne se résume pas à un modèle de régression à �ltrer. Nous nous intéresseronsplus partiulièrement à deux types de strutures : les hangements abrupts et la lassi�ationspatialisée.3.1 Détetion de zones de hangement abruptCe travail a été le sujet de la thèse d'Edith Gabriel [T2℄ soutenue en déembre 20043. Lespubliations [4℄, [29℄, [26℄, [21℄ et [1℄ sont issues de sa thèse.Problématique généralePour de nombreuses études en sienes de l'environnement ou en éologie il est intéressantde pouvoir déteter les zones où les variables présentent des hangements abrupts. L'exemplehistorique est elui traité dans Womble (1951) qui s'intéresse aux hangements abrupts pourdes fréquenes d'allèles a�n de les mettre en relation ave des frontières environnementales entrepopulations. Cette approhe a ensuite été généralisée dans Barbujani et al. (1989) et Boquet-Appel & Baro (1994). Ces méthodes sont purement numériques. En partiulier les algorithmesde Wombling détetent toujours des frontières, sans pouvoir évaluer leur signi�ativité. Dans[31℄, un test basé sur une tehnique par permutation a été proposé. Cependant elui-i est d'unintérêt limité ar il repose sur une hypothèse nulle d'absene de dépendane spatiale.Banerjee, Gelfand & Sirmans (2003) propose de déteter si le gradient en un point du do-maine est signi�ativement di�érent de 0. Banerjee & Gelfand (2006) généralise ette approheà la moyenne du gradient le long d'une ourbe et propose un algorithme pour onstruire uneourbe le long de laquelle le gradient est signi�ativement non nul. Cette approhe présente deuxinonvénients prinipaux. D'une part, l'algorithme néessite un point de départ, fourni par l'uti-lisateur, pour lequel le gradient doit être signi�ativement non nul. D'autre part, leur méthodeonsiste à réaliser des tests loaux en tous points d'une grille, pour un seuil qui ne tient pasompte du problème des tests multiples (le seuil hoisi est α = 0.05 dans leurs travaux), pro-blème rendu très omplexes par la présene des orrélations spatiales. Cela onduit à déteter3Edith Gabriel a obtenu le prix Marie-Jeanne Laurent-Duhamel 2006 de la SFdS pour son travail de thèse.21



des points ou des ourbes signi�atives pour des hamps simulés sous l'hypothèse stationnaired'ordre 2.L'apport de notre travail a onsisté : a) à poser une formalisation du problème qui permetde faire la distintion entre les variations ompatibles ave une hypothèse stationnaire d'ordre2 et les variations brusques, qui rejettent ette hypothèse ; b) à proposer une proédure de testpermettant de déteter es dernières variations.La méthode a été validée par une étude systématique sur des données simulées en absene et enprésene de zones de hangement abrupt puis par l'analyse de données de référene. Les donnéestraitées spéi�quement dans le adre de la thèse d'E. Gabriel orrespondaient à des variables desol mesurées sur une parelle agriole : teneur en sable, argile, alaire (variables permanentes) ;teneur en azote minéral et en humidité (variables non permanentes). Sur es données, on a pumontrer que les zones de hangement abrupt détetées orrespondent aux transitions entre typede sol di�érents [1℄, [21℄.Prinipe général de la méthodeLe problème est formalisé de la façon suivante. La variable d'étude, Z(·), éhantillonnée auxpoints (s1, . . . , sn) d'un hamp d'étude D est modélisée sous l'hypothèse nulle d'absene de zonesde hangement abrupt omme un hamp gaussien stationnaire à l'ordre 2. L'hypothèse alternativeest que l'espérane de Z(·) présente quelque part sur D des hangements abrupts. Il s'agit donde tester, à l'éhelle du domaine étudié, l'existene de hangements abrupts de l'espérane duhamp Z(·), et dans le as où l'hypothèse nulle est rejetée de artographier es lieux, que nousappellerons les Zones de Changement Abrupts (ZCAs).La méthode est dérite de façon omplète dans [T2℄, Gabriel (2007) et Allard, Gabriel &Baro (soumis à publiation). On fait les hypothèses suivantes : H1 : le hamp Z(·) est gaussien ;
H2 : la fontion de ovariane C(s, s′) de Z(·) est onnue ; H3 : la fontion de ovariane eststationnaire, C(s, s′) = C(s − s′), s, s′ ∈ D ; et H4 : C(h) est indé�niment di�érentiable pourtout h tel que ‖h‖ > 0. La première et troisième hypothèses sont usuelles ; la quatrième estvéri�ée par un grand nombre de fontions de ovariane, omme la fontion exponentielle, ouplus généralement par la famille de Matern. Sous es hypothèses, le préditeur linéaire optimal(krigeage ordinaire) onstruit à partir de l'éhantillon (Z(s1), . . . , Z(sn)), est

Z∗(s) = C ′(s)C−1Z + (1 − C ′(s)C−11)
1′C−1

1′C−11
Z, (3)où 1 est le veteur de longueur n d'élément 1, C(s) est le veteur de ovariane entre s et lespoints de données et C est la matrie de ovariane entre les données. Notons que le hamp

Z∗(·) est non stationnaire. Par ailleurs, Z∗(·) est indé�niment di�érentiable presque sûrement eten moyenne quadratique pour tout s ∈ D, sauf éventuellement aux points d'éhantillonnage. Le22



gradient W (·) de Z∗(·) existe don : W (s) = (W1(s),W2(s))
′ = (∂1Z

∗(s), ∂2Z
∗(s))′, ave

∂iZ
∗(s) = ∂iC(s)′

(

C−1 +
C−111′C−1

1′C−11

)

Z = ∂iC(s)′K−1Z,

∂i désignant la dérivée partielle le long de la ième oordonnée, i ∈ {1, 2}.Notons Σ(s) la matrie de ovariane du hamp interpolé W (s), Σ(s) = E [W (s)W ′(s)] =

∂C(s)′K−1∂C(s), où ∂C(s) est la n × 2 matrie (∂1C(s), ∂2C(s)). Comme Z(s) est un hampgaussien, W (s) est un veteur gaussien et Σ(s)−1 est sa matrie de préision. Nous dé�nissons
T (s) par :

T (s) = W (s)′Σ(s)−1W (s).Sous l'hypothèse de stationnarité d'ordre 2, T (s) a pour distribution une loi du χ2 à deuxdegrés de liberté. En revanhe, le hamp T (·) n'est pas un hamp de χ2 standard, ar il n'est nistationnaire, ni la somme du arré de hamps gaussiens indépendants.Nous pouvons onstruire un test loal, au point s, pour tester la présene d'un hangementabrupt en s. Les hypothèses loales sont H0(s) : E [Z(s′)] = m, pour tout s′ dans un voisinage de
s etH1(s) : le hamp E[Z(·)] varie brusquement en s. L'hypothèse loale nulle sera rejetée lorsque
T (s) sera supérieur au quantile d'ordre 1−α de la distribution d'une loi du χ2 à deux degrés deliberté, que nous noterons t1−α. Nous dé�nissons les ZCAs potentielles omme étant l'ensembled'exursion de la statistique de test loal au-dessus du niveau t1−α : At1−α

= {s : T (s) > t1−α}.Si l'on souhaite réaliser non plus un test loal en s, mais un test global sur l'ensemble dudomaine D, il faut agréger les tests loaux. Ceux-i sont basés sur une statistique de test T (s)qui est un hamp présentant de fortes dépendanes spatiales. On ne peut don pas utiliserles tehniques de tests multiples, développées dans le adre de tests indépendants. Il est plusadapté de développer une approhe omparable à elle développée en Imagerie par RésonaneMagnétique fontionnelle (Worsley, 2001). En e�et, si H0 est rejetée, les points s où H0(s) estrejetée seront organisés en ensembles onnexes de grande surfae, en tout as de surfae plusgrande que sous H0. Dès lors, on peut baser un test global sur les surfaes des omposantesonnexes de At1−α
. Notons Ct1−α

l'une d'elles et St1−α
sa surfae.Dans le adre de la théorie des ensembles d'exursion de hamps aléatoires (Adler, 2000 ; Cao,1999), nous avons établi le théorème suivant sur la distribution asymptotique de St1−α

pour unseuil élevé.Théorème 1 On se plae sous les hypoyhèses H1 à H4. Alors, onditionnellement à l'évènement�T (s0) est un maximum en s0 de hauteur T0 > t1−α�, on a :
t1−αSt1−α

L→ π det (Λ(s0))
−1/2E(2), quand t1−α → ∞, (4)où E(2) est une variable aléatoire exponentielle d'espérane 2 indépendante de T (·) et Λ(s0) estune matrie assoiée à la ourbure du hamp T (·) autour de son maximum dans Ct1−α

.23



Sous H0, lorsque le niveau 1 − α → 1, la probabilité pour qu'il y ait plus d'une omposanteonnexe tend très vite vers zéro. Dès lors, un test global au niveau 1−η revient à tester au mêmeniveau haque omposante onnexe. Le test global onsiste don à déterminer la signi�ativitéde haque omposante onnexe de At1−α
, indépendamment les unes des autres, en utilisant laloi (4). La démonstration de e théorème est longue et tehnique. Elle �gure dans [T2℄ et dansAllard, Gabriel & Baro (soumis).Mise en ÷uvre et résultatsLe théorème 1 est vrai sur une partie D du plan R2. En pratique, toutefois, la méthodedoit s'appliquer sur une grille. Le passage de la version ontinue à une version disrète soulèveun problème : il faut trouver d'une part le degré de disrétisation néessaire et le niveau 1 − αadéquat orrespondant à e niveau de disrétisation pour le shéma d'éhantillonnage onsidéré.Ce dernier est déterminé par bootstrap paramétrique d'éhantillons gaussiens simulés pour lemême shéma d'éhantillonnage et pour la fontion de ovariane estimée. On retient le niveau

1 − α qui est tel qu'une fration η des simulations présentent des ZCA signi�atives.L'hypothèses H2 du théorème 1 suppose la fontion de ovariane onnue, alors qu'en pra-tique elle-i doit être estimée. Dans sa thèse, Edith Gabriel a montré sur des simulations queremplaer la fontion ovariane par son estimation n'altérait pas le niveau du test sous H0. Defaçon lassique don, on estime les paramètres de la fontion de ovariane en passant par le vario-gramme et on remplae dans les équations la ovariane par son estimation paramétrique. Sousl'alternative ependant, le variogramme expérimental est biaisé par rapport au variogrammethéorique, en raison des variations de E[Z(·)]. La di�ulté est ontournée par une proédureitérative dans laquelle nous estimons à haque itération alternativement les paramètres du vario-gramme et les ZCAs. Dans un premier temps nous estimons le variogramme global en utilisanttous les ouples de points. En présene de ZCAs, le variogramme est ré-estimé en éliminant tousles ouples de données {Z(sα), Z(sβ)} tels que le segment [sα, sβ] intersete une ZCA. Si lesparamètres du variogramme hangent, le niveau 1 − α doit être realulé. Les ZCAs sont alorsréestimées à l'aide des nouveaux paramètres. La proédure est réitérée jusqu'à e que les ZCAssoient identiques pour deux itérations suessives. Malgré l'absene de preuve de la onvergenede ette proédure, son appliation aussi bien sur des simulations que sur des données réelles amontré que la onvergene était toujours atteinte en moins de 5 itérations. Cela s'explique parle fait que la plupart des ouples de points éartés lors de la réestimation du variogramme sontéliminés dès la première itération. Les paramètres de la fontion de ovariane varient ensuiteassez peu lors des itérations suivantes.L'analyse de données de sol [1℄, [21℄ a montré que ette méthode parvient à déteter lestransitions entre types de sols qui orrespondent à des variations rapides des variables étudiées.
24



Puissane loaleLa puissane du test loal au point s0 est la probabilité de rejeter l'hypothèse nulle H0(s0)lorsque l'hypothèse alternative est véri�ée en e point. Pour aluler ette puissane il faut spé-i�er un modèle pour l'hypothèse alternative. Les variations brusques de E[Z(·)] sont modéliséespar des disontinuités sur un ensemble de ourbes Γ. Loalement, l'hypothèse alternative devient
H1(s0) : s0 ∈ Γ. Plus spéi�quement, on utilise une fontion notée f(s) qui a les propriétéssuivantes : elle est lisse, sauf le long d'une disontinuité, ave ∫R2 f(s) ds = 0 et f(s) → 0 lorsquel'on s'éloigne de la disontinuité. On utilise une fontion gaussienne signée pour modéliser lafontion perturbation :

f(s) = a

√
π

2

L

4
sign {sin (φ(s) − θ)} g(4||s − s0||/L), (5)où L est le paramètre d'éhelle de la disontinuité, g est la densité gaussienne, φ(s) est l'angle dela droite (s, s0) et sign est la fontion signe. Cette fontion présente une disontinuité d'amplitude

a perpendiulairement à une droite ∆s0
d'angle θ passant par s0. L'hypothèse alternative loaleest alors dé�nie par l'existene d'une fontion f(·; s0, a, θ, L). On peut ainsi approher une largelasse de ourbes Γ par une suession de fontions de perturbation de e type.Une fois un modèle d'alternative spéi�é, on peut aluler la puissane loale. En e�et, notons

1 − β(s0) la puissane du test loal en s0. En l'absene d'information sur l'orientation de ladisontinuité, on pose que la puissane en s0 est l'intégrale sur toutes les orientations θ possiblesde la disontinuité, 1 − β(s0) = 1
π

∫ π
0 {1 − β(s0; θ)} dθ, où 1 − β(s0; θ) est la puissane loalelorsque l'orientation de la disontinuité est θ. En pratique ette intégrale est disrétisée en unesomme sur quelques orientations.Sous H1(s0; θ) le gradient estimé en s s'érit :

W (s; θ) = ∂C ′(s)K−1Z + ∂C ′(s)K−1A(s0; θ) = WH0
(s) + ka(s; θ), (6)où A(s0; θ) est un veteur de longueur n, d'éléments f(si; s0, a, θ, L), i = 1, . . . , n. Le premierterme orrespond au gradient sous H0 et le seond terme orrespond à la ontribution au gradientloal de la fontion de perturbation ajoutée en s0. Il est alors possible d'évaluer la puissane loale,pour une fontion de perturbation �xée. Les détails de es aluls ont été publiés dans [4℄. Enalulant la puissane pour tous les points d'une grille, on peut artographier la puissane loale.Une telle arte permet notamment de visualiser aisément les zones où la densité d'éhantillonnagen'est pas su�sante pour déteter les zones de hangement abrupt.PerspetivesNous avons proposé une formalisation de la notion de hangement abrupt dans le plan, quiest la généralisation aux dimensions supérieures ou égales à 2 de la notion de rupture pour lesséries temporelles. Dans e adre, nous avons proposé une méthode pour la détetion des zones de25



hangement abrupt et montré qu'il est possible de aluler une arte de la puissane loale lorsquel'hypothèse alternative est dérite par des ourbes qui portent une disontinuité. Ces résultatsont été établis dans le adre des hypothèsesH1 àH4. Nous avons montré que les hypothèsesH3 et
H4 peuvent être a�aiblies : la stationnarité intrinsèque est su�sante et il su�t que la fontion deonvariane soit de lasse C3 lorsque ||h|| > 0. Par ailleurs, remplaer la fontion de ovarianesupposée onnue (hypothèse H2) par son estimation ne nuit pas trop aux performanes de laméthode [19℄. En revanhe, nous n'avons jamais remis l'hypothèse gaussienne (H1) en question.Il est néessaire maintenant de travailler sur le prolongement de ette approhe dans un adrenon gaussien : variables ontinues qui se ramènent au as gaussien par transformation (p. ex.données dissymétriques), variables disrètes (p. ex. données génétiques) et variables qualitatives(p. ex. présene/absene).3.2 Classi�ation non supervisée pour données géostatistiquesLa problématiqueLa lassi�ation en ontexte spatialisé a essentiellement été étudiée pour les modèles hiérar-hiques dans lesquels i) un hamp ahé, notée Z, est un hamp de Markov à nombre d'états�nis, K, dé�ni sur un graphe onstruit à partir des lieux des éhantillons et ii) un hamp observé,notée Y, est une dégradation du hamp ahé tel que, onditionnellement à Z, les valeurs Yi sonti.i.d. C'est le modèle utilisé dans Besag (1986, 1991), Ambroise & Govaert (1998) et d'autresenore.L'hypothèse d'absene de dépendanes spatiales à l'intérieur d'une lasse k ∈ {1, . . . ,K} don-née n'est ependant pas adaptée aux données environnementales. En e�et, dans de nombreusesappliations environnementales et/ou éologiques, les données, géoréférenées par des oordon-nées (s1, . . . , sn) dans un domaine D, proviennent le plus souvent de variables présentant desorrélations spatiales. Il faut don onsidérer qu'à l'intérieur de haque lasse k, le veteur Yprésente des dépendanes spatiales.Le problème de la lassi�ation pour e type de modèle a été abordé dans [14℄ et [32℄ enproposant un ritère de variane prenant en ompte les dépendanes spatiales. On y montrequ'introduire les orrélations spatiales dans les estimateurs de la moyenne et de la variane desgroupes mène à des lassi�ations parfois fort di�érentes de elles obtenues en ne modélisant pases dépendanes. On y propose un algorithme itératif pour estimer les orrélations spatiales enmême temps que la lassi�ation. Dans le sujet de Master [M2℄ o-enadré ave N. Peyrard, ona proposé une autre approhe, dont la résolution relève de l'algorithme EM.Le modèle est le suivant. On onsidère qu'il existe une partition du domaine D en K sous-domaines inonnus Dk, qui orrespond à K lasses pour Z : Zik = 1 lorsque si ∈ Dk et Zik = 0sinon, ave P (Zik = 1) = πk, ∀i = 1, . . . , n. Pour des sites si et sj dans Dk, on note Y (si) = Yi26



et
E[Yi] = µk, Cov(Yi, Yj) = σ2

kρk(si − sj ; bk),où ρk(h; bk) est une fontion de orrélation dont l'ensemble des paramètres est noté bk. Lorsque
si et sj sont dans deux domaines di�érents, on onsidère que Cov(Yi, Yj) = 0. Les modèles dehamps de Markov ahés (HMRF) supposent en général que f(Y | Z) =

∏
i f(Yi | Zi). Ii, nousavons

f(Y | Z) =
∏

k

gnk
(Yk,µk,Σk),où Yk est la restrition de Y aux nk sites situés Dk et gm est la densité gaussienne de dimension

m. En outre µk est le veteur µk = (µk, . . . , µk), de longueur nk, et Σk est la matrie deovariane de dimension nk × nk, dont les éléments Σk[i, j] = σ2
kρk(si − sj; bk).En e qui onerne Z, on pose le modèle très simple d'indépendane entre sites : P (Z) =

∏
i P (Zi), ave Zi = (Zi1, . . . , ZiK). Il s'agit don d'un modèle de mélange gaussien spatialisédont la dépendane spatiale est modélisée sur Y et non sur Z, omme ela est le as dans lesmodèles HMRF.L'intérêt de onsidérer e modèle simpli�é est double : il est plus simple à mettre en ÷uvrequ'un modèle omplet dans lequel Z serait par exemple modélisé par un modèle auto-régressifonditionnel ; d'autre part, il permet une omparaison entre les deux hypothèses d'indépendane :elle de Y | Z faite dans les HMRF, et elle sur Z que nous onsidérons ii.L'algorithme initialConnaissant K, le problème de lassi�ation onsiste à assigner à haque point si une desvaleurs k = 1, . . . ,K, onnaissant les observations Y et en tenant ompte des orrélations spa-tiales. Pour e faire, on note tik = P (Zik = 1 | Y,Z−i) la probabilité que le site si soit dans Dksahant Y et les valeurs de Z sauf au site si, et t la matrie de dimension n×K orrespondante.Pour e modèle, l'algorithme EM ne peut pas être mis en ÷uvre diretement ar ontrairementau mélange gaussien non spatialisé, l'étape E n'aboutit pas à des expressions analytiques simples.Pour résoudre ette di�ulté, l'idée est d'utiliser les équations de mises à jour utilisées dans le asdes mélanges gaussiens indépendants, et de les adapter au as spatialisé. Notons aq la valeur d'unparamètre a à l'itération q. Pour le alul de tq+1

ik , on remplae la densité gaussienne marginale
f(yi | µq

k, σ
2,q
k ) par la densité gaussienne onditionnelle g(yi | Zik,Z−i = t

q
−i; θ

q), où θq désignel'ensemble des paramètres estimés à l'itération q lors de l'étape M :
tq+1
ik =

πq
kg(yi | y−i, Zik = 1,Z−i = t

q
−i; θ

q)
∑K

l=1 π
q
l g(yi | y−i, Zil = 1,Z−i = t

q
−i; θ

q)
.Dans l'étape M, les paramètres sont estimés selon un prinipe mixte ; les paramètres bq+1

kde la fontion de orrélation sont estimés par une méthode des moindres arrés, réputée plusrobuste que le maximum de vraisemblane (Cressie, 1993 ; Chilès & Del�ner, 1999), tandis que27



les paramètres µq+1
k , σ2,q+1

k et πq+1
k sont estimés par maximum de vraisemblane. En�n πq+1

k =
∑n

i=1 t
q+1
ik /n.AméliorationsLa mise à jour de tqik est très oûteuse ar il faut inverser K×n matries de taille n×n. Unemodi�ation mineure de l'algorithme permet de ne réaliser qu'une seule inversion en remplaçant

Zik = 1 par son estimation tqik dans le onditionnement des densités. De la sorte, on ne onsidèrequ'une seule matrie tq, et en utilisant l'ériture Gibbsienne, il en résulte que l'ensemble des n×Klois onditionnelles s'obtiennent en une seule inversion. Par ailleurs, pour éviter la sur-estimationdes varianes, on estime σ2,q
k par

σ2,q
k =

∑n
i=1 t

q
ik(yi − ηq

i )
2

∑n
i=1 t

q
ik

ave ηq
i =

K∑

k=1

tqikµ
q
k.Nous appellerons et algorithme Geo-EM.RésultatsLes tests sur simulations rapportés dans [M2℄ montrent que l'algorithme Geo-EM présentede bonnes performanes omparé à d'autres algorithmes. Il présente des taux de mauvaise lassi-�ation plus faible que l'ICM de Besag et que la méthode par hamp moyen simulé (algorithmeSF-EM, Celeux, Peyrard & Forbes, 2003) pour le modèle de mélange de gaussiennes spatialiséesonsidéré i-dessus. De façon plus inattendue peut-être, il est également meilleur pour le modèleomplet dans lequel Z est un modèle de Potts à K ouleurs et Y | Z présente des orrélationsspatiales. Ainsi par exemple pour un modèle de Potts à 2 ouleurs, on observe un taux de mau-vaise lassi�ation de 7.1% à 18.4% (selon les paramètres hoisis) pour Geo-EM, et un taux de10.4% à 26.2 % pour SF-EM.L'algorithme a également été testé sur des données de teneur en métaux lourds éhantillonnéesdans une région du Jura Suisse (Atteia, Dubois & Webster, 1994). Sur e jeu de données, le sous-sol est onnu et lassé en 5 types. Des analyses antérieures ont montré que le fateur sous-sol estsigni�atif. L'algorithme Geo-EM parvient à retrouver la distintion prinipale entre la ouheargovienne et les autres ouhes. L'absene de dépendane dans la ouhe ahée entraîne quel'algorithme Geo-EM fournit des artes aux frontières moins régulières que l'algorithme SF-EM.PerspetivesCe travail a montré l'intérêt qu'il y avait à renverser la logique habituelle onernant lamodélisation des dépendanes spatiales, notamment pour le modèle omplet dans lequel Z estdistribué selon un modèle de Potts. En e�et, nous avons montré sur des simulations que pour emodèle et dans un objetif de restauration du hamp ahé, il est plus e�ae de modéliser lesdépendanes spatiales sur Y | Z plut�t que sur Z. Il reste maintenant à poursuivre e travail28



d'une part en herhant des situations pour lesquelles l'inverse se produirait et d'autre part enproposant un algorithme pour le modèle omplet, qui tienne ompte des orrélations à la fois sur
Z et sur Y | Z.3.3 Arbres de régressionPrésentation du problèmeCe travail fait l'objet d'une ollaboration ave Liliane Bel (Université d'Orsay, puis INA-PG)et d'Avner Bar-Hen (INAPG), sur des données de paléo-éologie de l'Institut des Sienes del'Evolution (CNRS, Montpellier) dérites dans Laurent et. al. (2004). On notera X1, . . . ,Xp lesvariables expliatives et Y la variable dépendante. Un arbre de régression ou de lassi�ation(en anglais, Classi�ation And Regression Tree, CART (Breiman et al., 1984)) est un modèle,noté T , qui se onstruit à partir de données (Y,X1, . . . ,Xp) de la façon suivante : un sous-ensemble des données, noté t, que l'on appellera une feuille de l'arbre T est divisé en deuxsous-ensembles (deux sous-feuilles) qui minimisent un ritère d'hétérogénéité alulé sur les sous-feuilles. Chaque division est basée sur une seule variable et un seul seuil ; ainsi par exemple leseuil xi

t sépare la feuille t en deux sous-feuilles, l'une orrespondant à Xi ≤ xi
t et l'autre àl'ensemble omplémentaire. Nous ne onsidérons ii que le as où Y est une variable atégorielleou ordinale. Dans e as, notons pt(j) la proportion de la lasse j de la variable Y dans la feuille

t. Les deux indies d'hétérogénéité les plus fréquemment utilisés sont l'indie de Gini, Gt =
∑

j

∑
k 6=j pt(j)pt(k) = 1 −∑j p

2
t (j) et l'indie d'entropie, Et =

∑
j pt(j) ln pt(j), (ave x lnx = 0lorsque x = 0). Les deux indies sont égaux à 0 lorsqu'il n'y a qu'une seule lasse dans une feuille tet sont maximums lorsque toutes les lasses sont présentes en proportions égales. L'indie de Ginipouvant s'interpréter en termes de variane, il sera préféré à l'indie d'entropie qui ne sera plusonsidéré par la suite. Le prinipe de la division d'une feuille t en deux sous-feuilles t− et t+ estde reherher le seuil xi

t de la variable Xi tel que Gt − (nt
−

Gt
−

+nt+Gt+) est positif et maximal.La proédure est ensuite répétée jusqu'à e qu'on ne puisse plus diviser de feuilles. Chaque feuille
t est ensuite a�etée à la lasse modale de Y dans t. En règle générale, ette première étape mèneà un arbre surparamétré dont l'erreur de prédition R(T ) = P{T (X1, . . . ,Xp) 6= Y } est élevée.L'arbre est don dans un deuxième temps élagué pour aboutir à un sous-arbre T ′ dont l'erreurde prédition est inférieure à elle de T . L'algorithme d'élagage ((Breiman et al., 1984) fait appelà la validation roisée pour reherher et arbre T ′. Tout au long de la proédure, il faut donestimer les proportions, pt(j), l'indie de Gini, Gt, et l'erreur de prédition R(T ).Les données sont habituellement onsidérées omme indépendantes dans l'algorithme CART.Dans e as, les grandeurs i-dessus sont estimées par les fréquenes empiriques : p̂t(j) = ntj/nt,où nt est le nombre de données dans la feuille t et ntj le nombre de elles-i dans la lasse j ; le29



ritère à minimiser est Ĝt − (nt
−

Ĝt
−

+nt+Ĝt+) ave Ĝt = 1−∑j p̂
2
t (j) et le risque empirique est

R̂(T ) =
1

n

n∑

α=1

I{T (X1
α, . . . ,X

p
α) 6= Yα}.Cependant, de même qu'à la setion préédente, les données environnementales et/ou éolo-giques � géoréférenées en des points (s1, . . . , sn) d'un domaine D � présentent le plus souventdes orrélations spatiales. Il faut don onsidérer que les données sont issues de hamps aléatoiresdont les dépendanes doivent être modélisées et proposer un algorithme qui prenne en ompte defaçon impliite ou expliite l'aspet spatialisé des données. Nous verrons également à la setion3.4 omment un arbre de régression issu de CART peut servir à améliorer l'interpolation parkrigeage.Méthodes ave pondérationCette méthode onsiste à a�eter à haque donnée (X1

α, . . . ,X
p
α) loalisée en sα un poids wα,

α = 1, . . . , n, de manière à e que les données spatialement groupées aient des poids plus faiblesque les données isolées [24℄. L'idée générale est en e�et que des données spatialement prohes sontpartiellement redondantes en raison des orrélations spatiales. Au lieu des estimateurs empiriqueshabituels i-dessus, on onstruira don les estimateurs pondérés
p̂(i | t) =

∑

α:sα∈t

wαI{Y (sα) = i}/wt et R̂(T ) =
n∑

α=1

wαI[T{X1(sα), . . . ,Xp(sα)} 6= Y (sα)]/wt,(7)ave wt =
∑

α:sα∈twα et la ondition ∑αwα = 1. Trois pondérations ont été envisagées :1. La première onsiste à utiliser la tesselation de Voronoï dé�nie par les lieux des éhantillons.On rappelle que la ellule de Voronoï autour du point sα est l'ensemble des points de Dplus prohe de sα que de tout autre point d'éhantillonnage. A des données fortementgroupées seront assoiées de petites ellules, tandis que des données isolées auront desellules assoiées de plus grande taille. On pose que les poids wα sont proportionnels à lasurfae de la ellule de Voronoï assoiée. Cette approhe est intuitivement simple, faileà implémenter, mais présente l'inonvénient d'avoir des e�ets de bords di�iles à gérer,les ellules extérieures ayant des surfaes dépendant très fortement de la façon dont sontdé�nies les limites du domaine. Comme nous le verrons à la setion 5.2, l'approhe parellule de Voronoï a également été utilisée dans [15℄ puis poursuivie dans Magnussen, [9℄pour faire de la lassi�ation non supervisée de proessus pontuels.2. Pour la seonde pondération, une grille est superposée sur le domaine d'étude et les poids
wα sont inversement proportionnels au nombre de données dans la même maille de la grilleque wα. Ii aussi, une densité loalement élevée de points d'éhantillonnage entraîne despoids faibles. 30



3. À l'inverse des deux premières pondérations qui sont totalement non paramétriques, latroisième se propose d'utiliser les orrélations spatiales existant dans les données a�n dedéterminer des poids � optimaux �. Ceux-i sont les poids wα du krigeage de la moyennerégionale de Y (lorsque Y est une variable ordinale) sur le domaine D. L'intérêt de etteapprohe est double. D'une part les poids ne dépendent pas seulement de la géométrie del'éhantillonnage mais également de la fontion de ovariane de la variable onsidérée.D'autre part, les poids wα ont un aratère d'optimalité pour un ritère (l'erreur d'estima-tion de la moyenne de Y sur D) qui est assez prohe des ritères utilisés dans CART. Nousverrons au paragraphe suivant omment la logique de ette approhe peut être généraliséepour proposer un algorithme CART spatialisé. Dans ertaines ironstanes, les poids dekrigeage peuvent être négatifs. Or, on ne peut pas utiliser de poids négatifs dans l'algo-rithme CART, e qui nous a amené à utiliser les poids du système de krigeage ontraint :
min
W

var(W TY − YD), ave 1TW = 1 et wα ≥ 0,où Y = (Y1, . . . , Yn)T .Estimation spatialiséeLa seonde approhe, présentée dans [24℄, onsiste à généraliser la logique de l'estimationspatiale pour toutes les grandeurs intervenant dans l'algorithme. Pour ela il est néessaire depréiser un modèle pour les dépendanes spatiales dans le adre d'une approhe populationelledes arbres de régression (Ripley, 1996, hap. 7). Le modèle général adopté est qu'il existe unefontion R, atégorielle ou ordinale, telle que
Y (s) = R(β1(s), . . . , βp(s)).

R est le modèle de régression que l'on herhe à retrouver. On observe les fontions Xi(s) =

βi(s) + ǫi(s). Les fontions βi(s) sont des fontions déterministes et les ǫi(s) sont des résidusgaussiens orrélés. Dans e adre, un arbre T est une estimation de R.Soit t une feuille. La proportion théorique pt(j) est estimée par krigeage ordinaire de lamoyenne de l'indiatrie Itj(s) = I{Y (sα) = j | sα ∈ t} dans le domaine Dt orrespondant à lafeuille t. On a don
p̂(j | t) =

∑

α∈t

λαItj(sα)où (λα) est la solution du système à nt équations pour les éhantillons α dans la feuille t :
∑

β∈t

λβCj(sα, sβ) =
1

|Dt|

∫

Dt

Cj(sα, s) ds, (8)
31



sous la ontrainte ∑α λα = 1. Dans les équations i-dessus, Cj(s, s
′) est la fontion de ovarianede l'indiatrie Itj(s), et Dt est le domaine de D orrespondant à t. L'estimateur de l'indie deGini est ensuite alulé par :

Ĝt = 1 −
∑

i

p̂(i | t)2. (9)Dans e adre, on peut montrer que sous des onditions assez lassiques, Ĝ→ G lorsque D → R2(si la densité d'éhantillonnage reste �nie lorsqueD → R2). On estime de la même façon le ritèred'hétérogénéité et le risque empirique.RésultatsLes di�érentes approhes ont été testées par simulation. Il en ressort que lorsque les donnéessont spatialement orrélées et que les éhantillons sont très irrégulièrement plaés (en partiu-lier, en présene de lusters d'éhantillons), il est toujours préférable de herher à tenir omptedes orrélations spatiales que de les ignorer. En e�et, en l'absene de orrélation spatiale ouen présene d'un éhantillonnage très régulier on ne dégrade que très peu les performanes deCART en utilisant une des méthodes présentées i-dessus ; par ontre, on améliore toujours lesperformanes dans le as ontraire, et parfois de façon très importante. Les méthodes ave pon-dération sont plus rapides et plus robustes (il n'est pas néessaire de réestimer les variogrammeset les poids dans haque feuille). Les méthodes par ellule de Voronoï et par krigeage de lamoyenne donnent systématiquement des poids plus élevés pour les éhantillons situés au bord dudomaine que la méthode par grille régulière. Celle-i est par ontre assez sensible à la taille desmailles et à l'emplaement de l'origine. Aussi il est judiieux de faire varier es deux paramètrespuis de onsidérer la moyenne des poids obtenus. Lors de l'exploration des données, il peut serévéler intéressant d'appliquer CART ave les di�érentes méthodes de spatialisation et de om-parer les résultats obtenus. Une ompréhension supplémentaire des données peut naître de etteomparaison.3.4 Interpolation et lassi�ationLe krigeage ave dérive externe de lassesLa prédition d'une variable régionalisée en un point non éhantillonné (le krigeage) peutêtre sensiblement améliorée si l'on dispose d'une lassi�ation du domaine d'étude en K sous-domaines. Cette approhe a fait l'objet du stage de DEA de I. Navarro-Sanhez (M9) et dustage de �n d'études de l'Eole des Mines de Paris de C. Royer (M7) que j'ai enadrés. Elleest dérite dans [14℄ pour l'analyse de données de pluviométrie en Suisse, puis dans [33℄ et[10℄ pour l'interpolation loale de la température servant de variables d'entrée pour les modèlesagronomiques de plantes.Dans [14℄, on utilise une lassi�ation non supervisée des données, telle que dérite à la setion3.2. Dans [33℄, on utilise une lassi�ation obtenue par un algorithme CART non spatialisé à32



partir des fréquenes d'oupation des sols dérites dans la base CORINE (IFEN, 1996). Dans[10℄, on quanti�e omment le gain de préision sur l'interpolation loale de la température seréperute sur les variables agronomiques de sortie du modèle de plante onsidéré.La moyenne loale m(s) est modélisée par des e�ets �xes ek, k = 1, . . . ,K orrespondantaux K lasses. Les valeurs ek sont inonnues et doivent être estimées. En un point s, on a
m(s) =

∑
k ek1k(s), où 1k(s) est la fontion indiatrie de la lasse k en s, valant 1 si s est dansla lasse k, et 0 sinon. La variable Z(s) s'érit

Z(s) =
K∑

k=1

ek1k(s) + ǫ(s) (10)où ǫ(s) est un résidu d'espérane nulle. Le krigeage ave dérive externe de lasse (KDEC) en s0sera alors le préditeur linéaire, optimal, sans biais, orrespondant au modèle (10) : Z∗(s0) =
∑

i λiZ(si), i étant un indie parourant les données. On montre failement que les pondérateurs
(λi)i sont solutions du systèmes à (n+K) équations et (n+K) inonnues






∑n
j=1 λjC(si − sj) −

∑p
k=1 µk1k(si) = C(sj − s0) pour i = 1, . . . , n

∑n
i=1 λi1k(si) = 1k(s0) pour k = 1, . . . ,K

(11)Il y aK ontraintes de non-biais qui doivent être simultanément véri�ées. Notons que la ontrainteglobale ∑i λi = 1 est automatiquement véri�ée. Lorsque les lasses sont onnues aux pointsde mesure, e qui est le as ii, une estimation non biaisée de la fontion de ovariane sefait en n'utilisant que les ouples de points appartenant à la même lasse. Lorsque les lassessont onstruites par une lassi�ation spatiale des données (voir setion 3.2), les fontions deovariane sont estimées simultanément à la lassi�ation.Sur des données de températures (maximum journalier sur 116 stations météorologiques duSud-Est de la Frane), on a pu montrer ([33℄, [10℄) que l'approhe par KDEC orrigeait le biaisdans les 4 lasses (sur 6) pour lesquelles le KO ordinaire était fortement biaisé (de 0.54◦C à
2.57◦C), sans introduire de biais dans les deux lasses restantes ni réer de biais global. Entermes agronomiques, un biais systématique de 1◦C pour tous les jours de la saison se traduitpar un éart de rendement de l'ordre de 1.5 à 2 t/ha et et par une date de moisson déalée de12 jours environ.Lorsque les lasses ne sont pas onnues, mais seulement prédites, on onstruit un préditeurau point s0 intégrant la probabilité pk(s) d'appartenir à haque lasse k, [14℄, [22℄ :

Z∗(s0) =
∑

k

Zk,∗(s0)pk(s0)où Zk,∗(s0) est l'estimateur de krigeage en s0 dans la lasse k. Notons 0 et 1 des veteurs de 0 etde 1 de longueur appropriée, λk le veteur des poids des éléments dans la lasse k, Ckl la matrie33



de ovariane onstruite à partir des points des lasses k et l et C0k le veteur des ovarianesentre le point s0 et les points dans la lasse k. Les poids sont solution du système :




C11 · · · C1K 1 · · · 0... ... ... ...
CK1 · · · CKK 0 · · · 1

1t · · · 0t 0 · · · 0... ... ... ...
0t · · · 1t 0 · · · 0









λ1...
λK

−µ1...
−µK





=





C01...
C0K

p1...
pK





, (12)
Le système (11) est une restrition de (12) dans le as où pk ∈ {0, 1}. A�n de mettre en ÷uvre(12), il faut une estimation de pk(s) pour tout s, e qui peut se faire par plusieurs tehniques. Surun jeu de données de pluviométrie en Suisse, on montre dans [22℄ par validation roisée qu'unelassi�ation en probabilité mène à des préditeurs ave un éart quadratique moyen plus faibleque par une prédition ne prenant pas en ompte la lassi�ation.Pistes de travailIl y a plusieurs manières de prendre en ompte une arte thématique dans le but d'améliorerla prédiition spatiale. Le modèle (10) n'est qu'un modèle possible parmi d'autres. Il y auraitdon un travail de séletion de modèles à réaliser. Des pistes basées sur le variogramme avaientété explorées dans le travail de �n d'étude [M6℄. Ce travail n'a pas été repris ensuite par manquede temps, et pare qu'il était moins prioritaire que d'autres travaux.Cette thématique resurgit ependant dans le adre des ZCAs. En e�et, nous avons vu à lasetion 3.1 qu'en présene de ZCA il est néessaire de réaliser l'estimation du variogramme enexluant les ouples de points situés de part et d'autres d'une ZCA. La même remarque pourraits'appliquer pour la prédition spatiale : lorsqu'on réalise l'interpolation en un point situé àproximité d'une ZCA, il pourrait s'avérer plus performant d'exlure du voisinage onsidéré pourla prédition spatiale les points de mesure situé de l'autre �té d'une ZCA. Cette idée reste àtester.
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4 Champs aléatoires gaussiens dissymétriquesProblématique généraleL'hypothèse gaussienne pour les hamps aléatoires se omprend pour de multiples raisons :la densité multivariée gaussienne est entièrement aratérisée par ses deux premiers moments ;elle est stable pour l'addition, les transformations linéaires et le onditionnement ; l'espéraneonditionnelle est linéaire, et.Cependant, pour un grand nombre d'appliations environnementales les variables étudiées(teneur, umul de pluie, vitesse du vent...) présentent une distribution dissymétrique. C'est leas notamment des variables positives mentionnées i-dessus, néessairement bornées inférieu-rement, dont l'histogramme présente des valeurs élevées plus fréquentes que sous l'hypothèsegaussienne. L'approhe lassique pour modéliser e type de distribution onsiste à e�etuer unetransformation des variables. Celle-i peut être paramétrique (transformation de Box-Cox) ounon paramétrique (voir par exemple Wakernagel, 2003, Chapitre 33).Une autre approhe onsiste à reherher des modèles de hamps aléatoires dont la distribu-tion est par onstrution dissymétrique. C'est l'approhe suivie en ollaboration ave PhilippeNaveau (LSCE, CNRS Gif-sur-Yvette). Dans [28℄ et [5℄, nous proposons une nouvelle lasse dehamps gaussiens dissymétriques, les Skew-Normal Random Fields, (SNRF).Cette lasse est issue des distributions skew-normal multivariées généralisées (les CSN), quisont elles-mêmes une extension des distributions normales. Elles sont dé�nies omme le produitd'une densité gaussienne par une fontion de répartition gaussienne. Elles sont don aratériséespar des paramètres de moyenne et de variane-ovariane ainsi que par un paramètre supplémen-taire qui porte l'essentiel de la aratérisation de l'asymétrie. Les distributions CSN présententune asymétrie tout en onservant les propriétés les plus intéressantes des distributions gaus-siennes (Azzalini, 2005 ; Genton, 2004) : stabilité pour l'addition, les ombinaisons linéaires et leonditionnement.Les hamps aléatoires SNRFLa densité de probabilité d'un n-veteur CSN Y, notée CSNn,m(µ,Σ,D,ν,∆), est :
cm φn(y;µ,Σ) Φm(Dt(y − µ);ν,∆), ave c−1

m = Φm(0;ν,∆ + DtΣD), (13)où µ ∈ Rn, ν ∈ Rm, Σ ∈ Rn×n et ∆ ∈ Rm×m sont deux matries de ovariane, D ∈ Rn×m,
φn(y;µ,Σ) et Φn(y;µ,Σ) sont respetivement la densité et la fontion de répartition de ladistribution normale d'espérane µ et de matrie de ovariane Σ, et où Dt est la transposéede la matrie D. Si D = 0, la densité (13) se réduit à la densité normale multivariée. Lorsque
m = 1, on retrouve la densité Skew-Normal d'Azzalini (2005) : la variable Y suit une distributionCSNn,1(µ,Σ,α, 0, 1) où α est un veteur de longueur n. Cette dé�nition o�re une vaste possibilitéde modèles, selon les hoix que l'on fait pour µ, ν, ∆, Σ et D.35



La distribution CSNn,m(µ,Σ,D,ν,∆) peut se onstruire de la façon suivante : soit U unveteur gaussien de dimension m et soit le veteur gaussien augmenté (Ut,Zt)t tel que
(

U

Z

)
d
= Nm+n

((
ν

0

)

,

(
∆ + DtΣD −DtΣ

−ΣD Σ

))

, (14)où d
= désigne l'égalité en distribution. Alors, on peut montrer que onditionnellement à U ≤ 0,le veteur µ + [Z|U ≤ 0] est distribué selon une CSNn,m(µ,Σ,D,ν,∆), où U ≤ 0 signi�e que

Ui ≤ 0, pour tout i = 1, . . . ,m. Cette propriété entraîne qu'il est aisé de onstruire un algorithmepour simuler un veteur CSN.Nous dé�nissons un hamp SNRF {Y (s)} par
Y (s)

d
= µ+ [Z(s) | U ≤ 0].Ainsi, pour tout n et tout veteur Z = (Z(s1), . . . , Z(sn))t de Z(·), on a

Y
d
= µ + [Z | U ≤ 0], (15)où µt = µ (1, . . . , 1)t ave µ ∈ R, U
d
= Nm(0,∆ + DtΣD) et Z est distribué selon (14). Enpratique, on observe uniquement un éhantillon (Y (s1), ..., Y (sn))t, mais on n'observe ni U ni Z.Le veteur Y peut aussi s'exprimer omme la somme de deux proessus indépendants. Ene�et, soit (

U

V

)
d
= Nm+n

((
0

0

)

,

(
∆ + DtΣD 0

0 In

))

,où In est la matrie identité de taille n. Alors on a Z = −FU + G1/2V ave F = ΣD(∆ +

DtΣD)−1 et G = Σ−ΣD(∆+DtΣD)−1DtΣ. Le veteur U est un veteur gaussien d'espéranenulle et de matrie de ovariane Σ et le ouple bivariable (Ut,Zt)t véri�e (14). En onséquene,(15) et l'indépendane de U et V nous permettent d'érire
Y

d
= µ − F[U | U ≤ 0] + G1/2V. (16)Cette déomposition, partiulièrement utile pour aluler le seond moment de Y (·), fait appa-raître qu'un hamp SNRF est la somme d'un hamp gaussien et d'un hamp gaussien tronquéindépendant.A�n de réduire le nombre de paramètres des hamps SNRF, on pose que D = δA, où δ ∈ Rest un paramètre unique ontr�lant l'asymétrie et A est une matrie non nulle dont les élémentssont supposés onnus et indépendants de δ. A modélise le lien entre les oordonnées de Y et de

(U,V). Lorsque δ = 0, Y est indépendant de U, i.e. Y est un veteur gaussien d'espérane µ etde matrie de ovariane Σ. Lorsque δ2 tend vers l'in�ni, la matrie qui multiplie V tend vers lamatrie nulle et Y tend vers un veteur gaussien tronqué.36



Lorsque m = 1, on a montré dans [28℄ que l'asymétrie introduite par [U | U ≤ 0] se répartitsur toutes les oordonnées du veteur Z pour un poids total égal à 1, les deux situations extrêmesétant que toutes les oordonnées présentent une asymétrie de poids 1/n haune, ou que toutel'asymétrie soit onentrée sur une seule oordonnée.Le modèle proposé dans [5℄ onsiste à poser m = n, µ = µ1,∆ = Σ et A = In. La matrie
Σ est une matrie de ovariane onstruite à partir d'une fontion de ovariane c(h) et despoints (s1, . . . , sn) de D. Ces hoix permettent de réduire les paramètres tout en onservant unestruture spatiale forte et un degré d'asymétrie important. Ave es hoix, le modèle devient

Y
d
= µ +

δ√
1 + δ2

[U | U ≥ 0] +
1√

1 + δ2
Σ1/2V. (17)Notons que le �té de l'asymétrie est déterminé par le signe de δ.Estimation de la fontion de ovarianeIl est possible de aluler les deux premiers moments de e modèle :

E[Yi] = µ+
δ∗σ√
2π

n∑

k=1

Rik
Φn−1(0;0,Rk)

Φn(0;0,R)
, (18)ave δ∗ = δ(1+δ2)−1/2 et où R est la matrie de orrélation orrespondante à Σ. Les probabilités

Φn(0;0,R) sont alulées à l'aide du pakage mvtnorm de R (Genz, 1992).La fontion de ovariane c(h) est estimée par le variogramme expérimental :
γ̂Y (h) =

1

2N(h)

∑

{(i,j):|si−sj |≈|h|}

{Y (si) − Y (sj)}2 (19)où N(h) est le nombre de paires {si, sj} telles que la distane |si − sj| est approximativementégale à |h|. En notant γij = σ2(1 −Rij), on montre alors que
E[γ̂Y (h)] =



 1

N(h)

∑

{(i,j):|si−sj |≈|h|}

γij



+
δ∗2σ2

2π
Γ(h), (20)ave

Γ(h) =
1

2N(h)

∑

{(i,j):|si−sj |≈|h|}

(Ψii + Ψjj − 2Ψij), (21)et
Ψij =

n∑

k=1

Rik

∑

l 6=k

Rjl −RklRjk√
1 −R2

kl

Φn−2(0;0,Rkl)

Φn(0;0,R)
, (22)où Rkl est la matrie de orrélation onditionnelle lorsque les variables aléatoires sont �xées en

sk et sl. Ces équations permettent de proposer un algorithme basé sur la méthode des momentspour estimer les paramètres du hamp SNG. 37



1. Caluler le variogramme expérimental γ̂Y (h) à partir des données brutes.2. Estimer le paramètre de porté, â, en ajustant un modèle de variogramme paramétrique,p. ex. le modèle exponentiel b(1 − exp{−|h|/a}), à γ̂Y (h). Il faut noter que bien que leparamètre b soit également estimé, son estimation ne sera pas utilisée dans la suite. Onnote γ(h; â) = 1 − exp{−|h|/â} et ρ(h; â) = exp{−|h|/â}.3. Caluler la matrie de orrélation R à l'aide du modèle ρ(h; â). Caluler ensuite Ψij et
Γ(h) en utilisant (21) et (22).4. Estimer le ouple (σ̂2, δ̂∗2) qui ajuste σ2{1 − ρ(h; â) + δ∗2Γ̂(h)/(2π)} au variogramme ex-périmental γ̂Y (h).5. Déterminer le signe de δ̂∗ et aluler

µ̂ = Ȳ − sign{δ̂∗} σ̂|δ̂∗|√
2π

n∑

k=1

Rik
Φn−1(0;0,Rk)

Φn(0;0,R)
.Cet algorithme a été testé et validé sur des données synthétiques dans [5℄, mais e modèleprésente un inonvénient majeur. Les probabilités de type Φn(0;0,R) ne peuvent pas être al-ulées analytiquement. On doit reourir à des approximations par intégration de Monte-Carlo.Cela entraîne d'une part des aluls assez longs, et d'autre part des résultats approximatifs. C'estpourquoi on privilégiera à l'avenir une modélisation alternative.Nouvelle modélisationL'objetif est de trouver une paramétrisation qui soit à la fois su�samment rihe pour mo-déliser les dépendanes spatiales et bien hoisie de façon à éviter le alul de la fontion derépartition d'un veteur gaussien de grande dimension. Ce travail en ours fait partie de la thèsede Cédri Fléher o-enadrée ave Philippe Naveau [T1℄. On a démontré dans [M1℄ que toutmodèle de la forme

Y
d
= µ + P[U | U ≥ 0] + QV, (23)est un veteur CSN. Dans (23), U est un veteur gaussien de matrie de ovariane Γ, V est unveteur de même dimension que U de V.A. gaussiennes N(0, 1) indépendantes, P et Q sont desmatries quelonques.Nos hoix se dirigent vers Γ = In, P = σP Σ1/2 et Q = σQΣ1/2, où Σ est une matrie deovariane issue d'une fontion de ovariane c(h). Choisir Γ = In simpli�e onsidérablement lesaluls, puisque dans e as, Φn(0;0, In) = 2−n. Des résultats préliminaires ont montré que ehoix permet à la fois une modélisation pertinente des orrélations spatiales et l'estimation de lafontion de ovariane c(h). 38



PerspetivesNous avons exhibé une lasse de hamps aléatoires skew-normal pour lesquels l'inférenestatistique des paramètres semble possible. Il reste maintenant à mettre omplètement en ÷uvree modèle, 'est-à-dire (i) onstruire des estimateurs e�aes et établir leurs propriétés ; (ii)établir les équations pour la prédition spatiale ; (iii) proposer, pour ette lasse de modèles, untest permettant de tester δ = 0 ontre δ 6= 0.Sur un plan plus appliqué, l'objetif de la thèse [T1℄ onsiste à utiliser le modèle (23) pourmodéliser des séries temporelles de données limatiques a�n de proposer des générateurs de sériesmétéorologiques. Plus de détails sur e projet de thèse �gurent en Setion 6.
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5 Proessus de points dans le plan5.1 IntrodutionPrésentation des questions de reherheAlors que dans les premiers hapitres les points de mesure étaient �xés et n'étaient que dessupports neutres de l'information, on onsidère ii que 'est l'ensemble des positions des pointsqui porte l'essentiel de l'information. On parle de proessus de points, ou de proessus pontuels.Lorsque le sienti�que ou le statistiien analyse des données qui se présentent sous la formed'un proessus pontuel, l'une des premières questions que elui-i se pose est de tester l'hy-pothèse d'une répartition obéissant au hasard omplet, dans laquelle auun struture spatialen'apparaît, ontre des alternatives plus agrégées ou au ontraire plus régulières. Les outils pourréaliser ette analyse, les fontions K de Ripley par exemple, existent depuis une trentaine d'an-née. La proédure de test proprement dite repose sur des tehniques de Monte-Carlo, voir p. ex.Diggle (1983) pour un exposé détaillé de es tehniques. Ces analyses se font le plus souvent àl'éhelle du domaine d'étude et néessitent don une hypothèse de stationnarité, rarement véri-�ée. Il onvient don de proposer des outils statistiques permettant ou bien de aratériser ettenon-stationnarité, ou bien de s'en a�ranhir en travaillant loalement, 'est-à-dire en faisant unehypothèse plus faible de stationnarité loale.Les trois paragraphes de ette setion s'insrivent dans ette démarhe. La setion 5.2 onsi-dère une modélisation très partiulière de la non-stationnarité. On suppose que le proessus depoints observé provient de la superposition de deux proessus de points, dont l'un se manifestesur un support ontenu dans le premier. Il s'agit alors de proposer une méthode permettantd'estimer e support.La setion 5.3 propose ensuite de tester l'indépendane entre deux proessus de points obser-vés dans un même domaine en �ltrant les orrélations à grande éhelle provenant de dépendanesommunes à des ovariables externes.En�n la setion 5.4 étudie les onditions que doit véri�er un proessus de points pour pouvoirêtre transformé en un proessus stationnaire à l'ordre 2. Ce travail ouvre la voie aux tehniquesde tranformation non paramétrique des oordonnées de l'espae a�n de se ramener à proessusde points stationnaire dans le nouvel espae. Cette transformation permet alors d'utiliser toutl'arsenal des méthodes développées dans le adre stationnaire sur l'espae transformé.Dé�nitions et notationsOn onsidérera un domaine D, en général dans R2, bien que les di�érents travaux présentési-dessous s'étendent sans di�ulté aux dimensions supérieures. Un proessus de points de R2,noté x ou y, peut être vu omme une olletion de points {x1, x2, x3, ...}, ou omme une mesurealéatoire x =
∑

i δxi
où δx est la mesure de Dira en x. Pour une fontion mesurable φ, on notera

φx =
∫
φ(s)x(ds) =

∑
i φ(xi). Lorsque φ = 1B est la fontion indiatrie d'un borélien de R2,41



on notera Nx = 1B,x la mesure de omptage assoiée. Nx(B) sera don le nombre de points de
x dans B. Souvent, on notera s un point ourant de D, ave s 6∈ x.5.2 Classi�ation non supervisée d'un mélange de proessus de pointsProblématique généraleDe façon très générale, le problème onsidéré ii peut s'énoner de la façon suivante. Onobserve sur une portion de plan un proessus de points, par exemple la position de arbres dansune forêt, et on herhe à déteter des agrégats de points. Un agrégat sera une région du planoù la densité de points est signi�ativement supérieure au reste du plan. On notera K le nombred'agrégats. Il peut y avoir un seul agrégat (dans e as, K = 1), ou plusieurs (K > 1). On peutonnaître le nombre d'agrégats à l'avane, ou au ontraire K peut faire partie des grandeurs àestimer.Approhe direteUne approhe par maximum de vraisemblane non paramétrique est proposée dans [15℄ pouraborder e problème. Le modèle est le suivant : on fait l'hypothèse que le proessus de point xobservé dans D est issu du mélange de deux proessus de points uniformes : un proessus (UD),uniforme dans D, ave une probabilité p, et un proessus (UA) uniforme dans A ⊂ D ave laprobabilité omplémentaire 1−p. Le proessus UA est le proessus d'intérêt. Dans le ontexte dedétetion d'agrégats, il orrespond aux K agrégats reherhés ; dans un ontexte de segmentationen présene de bruit, il orrespond au signal, qui peut être onstitué de plusieurs omposantesonnexes. Le proessus UD est un proessus de nuisane orrespondant au bruit de fond. Danse modèle, la vraisemblane s'érit :

L(A, p;x) =

(
p

|A| +
1 − p

|D|

)Nx(A)

(1 − p)N−Nx(A) (24)où N = Nx(D) et |A| est l'aire de A. Supposons que A soit onnu ; dans e as, l'estimateur demaximum de vraisemblane de p est
p̂ =

Nx(A)|D| −N |A|
N(|D| − |A|) , (25)et la vraisemblane partielle de A, obtenue en remplaçant p par p̂ dans (24), est

L(A;x) ∝
(
Nx(A)

|A|

)Nx(A) (N −Nx(A)

|D| − |A|

)N−Nx(A)

. (26)L'estimation de A est par ontre impossible en l'absene d'informations supplémentaires sure que peut onstituer le domaine A. On pose que A s'érit omme la réunion des ellules deVoronoï onstruites à partir de x. La méthode onsiste à reherher les ellules de Voronoï42



(dont l'union forme le domaine A) qui maximise (26). En l'absene de ontrainte, on montrefailement que la solution reherhée est la réunion des M plus petites ellules, pour un nombre
M à trouver. Cette solution mène en général à un ensemble A très peu régulier. Aussi est-il préférable d'imposer des ontraintes de régularité sur A. On imposera que A est onnexe(nombre de omposantes onnexes égal à 1) et que la frontière de A doit être régulière au sensoù A est stable par rapport aux opérations de �ltrage de la morphologie mathématique. Dans[15℄, plusieurs algorithmes sont proposés et testés sur des séries de simulation. Un algorithmequi donne de bonnes performanes onsiste à reherher séquentiellement des solutions sous-optimales en partant des solutions optimales à m éléments, m = 1, . . . ,N , puis en utilisant desalgorithmes de morphologie mathématique sur le graphe de Delaunay assoié à la partition deVoronoï. On garde �nalement la solution transformée qui maximise (26). Il faut noter toutefoisque et algorithme perd beauoup en e�aité si on autorise plusieurs omposantes onnexes.Des exeries de simulation ont montré que ette approhe donne d'exellentes performanesen termes d'erreur de lassi�ation ; en partiulier, elle donne des erreurs de lassi�ation plusfaibles que de nombreuses méthodes paramétriques telles que elles proposées dans Das Gupta& Raftery (1998) (voir également Fraley & Raftery, 2002).Dans la présentation initiale [15℄, on impose que A est onnexe. Dans [9℄, on relâhe etteontrainte, et on reherhe le nombre de omposantes onnexes de A, noté K, optimal pour unritère BIC où le nombre de paramètres est K + 1 (une densité par omposante onnexe) :BIC(K) = 2 lnL(Â;x) − (K + 1) ln(N).Des exeries de simulations présentés dans [9℄ ont montré que e ritère hoisit le nombre deomposantes onnexes orret dans la très grande majorité des as.Approhe indireteComme nous l'avons déjà vu à la setion 3.3, l'inverse de l'aire d'une ellule de Voronoï estun estimateur sans biais de la densité loale de points. La distribution de la surfae des ellulesde Voronoï onstruites à partir de x peut être modélisée omme un mélange de deux densitésgamma (Hinde & Miles, 1980), g(θ) et gA(θA) dont on estime les paramètres par l'algorithmeEM.L'approhe indirete développée dans [9℄ est de onstruire de nouvelles partitions de Voronoïà partir d'un proessus poissonien indépendant générant une partition en M ellules. Chaunede es M ellules est ensuite lassée omme appartenant à A ou non. La répétition sur un grandnombre, J , de réalisations du proessus poissonien permet d'attribuer à haque point s de D uneprobabilité d'appartenir à A. Notons (T j

1 , . . . , T
j
M ) la jième partition en M ellules disjointes.Notons λj

m = Ns(T
j
m)/|T j

m| la densité loale de points de x dans la ellule T j
m. Alors, pour un43



point si appartenant à une grille de disrétisation, on alule
πA

ij =
P (si ∈ A | si ∈ T j

m)

P (si ∈ A | si ∈ T j
m) + P (si ∈ K\A | si ∈ T j

m)
=

gA((λj
m)−1; θ̂A)

(gA(λj
m)−1; θ̂A) + g((λj

m)−1; θ̂)
. (27)Finalement, on alule πA

i = 1/J
∑J

j=1 π
A
ij , e qui nous permet de artographier la probabilitéd'appartenir à A. Une segmentation peut s'obtenir en seuillant au-dessus de 0.5.Par onstrution, ette méthode ne néessite pas de �xer K à l'avane ; ii K est plut�t lerésultat de l'algorithme. Des simulations ont montré que ette approhe tend à trouver le mêmenombre de omposantes onnexes que l'approhe direte, situées globalement aux mêmes lieux,mais qu'elles sont plut�t plus petites et plus régulières. L'approhe indirete est une alternativeintéressante à la méthode direte dès que K est élevé.Dans [9℄, ette méthode a été appliquée à des données forestières pour lesquelles il a étépossible de segmenter le domaine d'étude en zones de fortes et de faibles densités. La méthodedirete ne pouvait pas être utilisée en raison du nombre trop élevé de omposantes onnexes. Lasegmentation obtenue était onforme aux attentes des gestionnaires de la forêt.5.3 Tests loaux d'indépendaneLe problèmeBien souvent, des variables sont attahées aux points d'un proessus de points. C'est le aspar exemple dans les inventaires forestiers, dans lesquels on assoie à haque arbre sa variété,son diamètre à 1 m, ou toute autre variable quantitative. Plus généralement en éologie, les jeuxde données sont par essene multivariés ar les questions étudiées onernent prinipalementles peuplements, et don les interations et les dynamiques entre les di�érentes espèes quionstituent e peuplement.Une modélisation multivariée à l'ordre deux d'un proessus pontuel ave p types de pointsnéessite l'estimation et la modélisation des p(p − 1)/2 fontions d'interation. A�n de réduireette étape aux seules interations signi�atives, il est néessaire de disposer d'une méthode rapideet e�ae permettant de tester, à l'éhelle du domaine d'étude, l'indépendane entre proessus depoints. Toutefois, même si deux proessus de points peuvent être onsidérés omme indépendantsà petite éhelle, il peuvent présenter des orrélations signi�atives à grande éhelle, par exemples'ils sont sous la dépendane ommune de ovariables externes (altitude, variables de sol, ...). Dansle jeu de données traité dans [11℄, deux espèes végétales du Burkina-Faso sont étudiées. Ellesprésentent des alternanes de densité pseudo-périodiques appelés � brousse tigrée �. Un test globalde o-ourrene des deux espèes rejettera don l'hypothèse d'indépendane. A l'éhelle loaleependant, es espèes semblent indépendantes. Il est don néessaire de proposer une démarhefaite de l'agrégation, à l'éhelle globale, d'une multitude de tests loaux. Ceux-i permettent parailleurs de artographier le niveau d'assoiation loale entre les proessus de points étudiés. C'est44



e qui a été proposé pour les proessus de points dans [11℄ et pour des proessus d'objets (�bresou disques dans le plan) dans [13℄.Tester l'indépendane loale entre deux proessus de pointsNotons x et y deux proessus de points observés dans un domaine D. Notons xs,δ et ys,δleur restrition dans une boule Bs,δ entrée en s de rayon δ et notons Dδ = {s ∈ D : Bs,δ ⊂ D}.A�n de mesurer le degré d'assoiation entre x et y, on dé�nit la notion d'indépendane loaleapproximative. Cette notion orrespond à l'idée intuitive que deux proessus de points sontindépendants dans une petite région, sahant que tout le reste est onnu (par exemple, desovariables).Dé�nition 1 Les proessus x et y sont loalement approximativement indépendants (l.a.ind.)si, pour tout δ > 0 et tout s ∈ Dδ, il existe deux olletions d'événements Us,δ et Vs,δ, tels quepour tout A,B ⊂ Bs,δ,
P (Nxs,δ

(A) = n,Nys,δ
(B) = m | Us,δ, Vs,δ)

= P (Nxs,δ
(A) = n | Us,δ)P (Nys,δ

(B) = m | Vs,δ)(1 +O(δ)).On peut de la même manière dé�nir la notion d'isotropie loale approximative. Cette notionorrespond à l'idée intuitive que dans une petite région, après rotation aléatoire, le proessus depoints est distribué de façon identique au proessus initial. Notons φs,δ(x) une rotation aléatoirede xs,δ autour de s, indépendante de x et de y.Dé�nition 2 Le proessus x est loalement approximativement isotropique (l.a.is) si, pour tout
δ > 0 et tout s ∈ Dδ, il existe une olletion d'événements Us,δ, telle que pour tout A ⊂ Bs,δ,

P (Nφs,δ(xs,δ)(A) = n | Us,δ) = P (Nxs,δ
(A) = n | Us,δ)(1 +O(δ)).On peut failement montrer que les deux omposantes d'un proessus de Cox bivarié sont l.a.ind.Elles sont également l.a.is sous des hypothèses de régularité sur les intensités. On peut égalementmontrer que les omposantes d'un proessus de points markoviens sont l.a.ind. ssi la fontiond'interation de paire roisée, notée hx,y(s, s′), tend vers 1 lorsque |s − s′| tend vers 0. Ellessont également l.a.is si toutes les fontions d'interation de paires hx,x(s, s′) et hy,y(s, s′) sontontinues. Les preuves de es propositions sont dans [11℄.Lorsque les omposantes d'un proessus de points bivariable sont à la fois l.a.ind et l.a.is,la distribution du ouple (φs,δ(xs,δ),ys,δ) est approximativement identique à elle du ouple

((xs,δ),ys,δ). En d'autres termes,
P (Nφs,δ(xs,δ)(A) = n,Nys,δ

(B) = m) = P (Nxs,δ
(A) = n)P (Nys,δ

(B) = m)(1 +O(δ)).45



Les tests loaux d'indépendane peuvent don être basés sur des rotations loales d'un proessusde points par rapport à l'autre.La statistique de test utilisée est une distane symétrique entre les plus prohes voisins desproessus x et y dans la boules Bs,δ :
ds,δ(x,y) =

1

Nxs,δ

∑

xi∈xs,δ

min
yj∈ys,δ

|xi − yj | +
1

Nys,δ

∑

yj∈ys,δ

min
xj∈xs,δ

|xi − yj |. (28)Des valeurs faibles ou élevées de ette statistique indiquent une interation loale, au point s,entre les proessus x et y dans la boule de rayon δ entrée en s. Dorénavant, on se �xe dans uneboule Bs,δ, et, pour alléger les notations, on n'indique plus la référene à s et δ.A�n de réaliser un test loal, la statistique (28) est omparée à la statistique alulée pourdes rotations aléatoires d'un proessus par rapport à l'autre. On peut montrer que sous les hypo-thèses l.a.ind et l.a.is, les statistiques d(x,y) et d(φ(x),y) sont approximativement identiquementdistribuées. Alors les grandeurs
r = P (d(φ(x),y) ≥ d(x,y) | x,y)et

t = P ([d(φ(x),y) − µd]
2 ≥ [d(x,y) − µd]

2 | x,y)sont respetivement les p-valeurs de d(x,y) et [d(x,y)−µd]
2 sous les hypothèses l.a.ind et l.a.is.Les tests sont onstruits en alulant les p-valeurs approhées r̂s et t̂s à partir de K rotationsuniformes et indépendantes. Une petite valeur de t̂s indique que la distane d(x,y) s'éarte de lamoyenne au point s, e qu'on interprète omme un éart en s aux hypothèses l.a.ind et l.a.is. Lastatistique r̂s indique omment les proessus sont assoiés : une grande valeur de r̂s indique quela distane d(x,y) est plus faible que la distane randomisée. C'est don une indiation d'uneassoiation positive (attration). A l'inverse, une petite valeur de r̂s indique une assoiationnégative (répulsion).A partir du alul des statistiques alulées aux M points d'une grille, on peut onstruire untest global (agrégé) d'assoiation entre les proessus de points.Cette approhe a été validée sur un très grand nombre de simulations, pour des proessuspoissoniens non stationnaires (qui véri�ent les hypothèses l.a.ind et l.a.is) et pour des proessusmarkoviens non stationnaires (qui ne les véri�ent pas) ainsi que des versions perturbées par unbruit indépendant permettant d'estimer la puissane. Ces simulations montrent de bons résultatsen terme de puissane. En l'absene de bruit, les hypothèses l.a.ind et l.a.is sont toujours rejetéespour les proessus markoviens dès que le nombre de points est su�sant pour faire apparaîtrel'interation entre proessus (en pratique quelques dizaines de points, mais ela dépend de ladistane d'interation).Des données d'une végétation de type � brousse tigrée � ont été analysées selon ette ap-prohe. Les positions de deux espèes végétales ont été relevées dans un domaine d'environ 10ha :46



793 points pour la première espèe et 308 pour la seonde. La répartition est fortement non sta-tionnaire, montrant des alternanes pseudo-périodiques de régions à forte densité et de régionsà très faible densité. L'analyse a permis de mettre en évidene une interation positive entre lesdeux espèes que des analyses utilisant des outils lassiques n'avaient pas pu déeler en raisonde la non-stationnarité des données.Une adaptation de ette méthode a permis d'analyser des relevés de deux espèes de mauvaisesherbes dans une parelle agriole [13℄. Les mauvaises herbes étaient exhaustivement relevéesdans 48 retangles de 20 m × 30 m, régulièrement répartis dans la parelle. Il a don falluadapter le type de déplaement à e ontexte pour tenir ompte de la struture partiulière del'éhantillonnage et de la diretion privilégiée induite par le labour de la parelle. Les rotationsont don été remplaées par des translations parallèles au labour. Sur es données, l'hypothèsed'indépendane loale n'est pas rejetée. Cela étant, l'adaptation de notre méthode à e typepartiulier d'éhantillonnage entraîne une perte importante de puissane, qui ne nous permetpas de onlure de façon ferme.Tester l'indépendane loale entre strutures spatialesIl est possible d'étendre ette approhe à des proessus de �bres ou à des proessus boo-léens. Dans [13℄, on montre l'assoiation négative entre la présene de raines et la densité dusol, on�rmant par là l'hypothèse que les réseaux rainaires se développent préférentiellementdans les zones de faible densité. Les déplaements employés dans et exemple ne sont pas desrotations aléatoires, mais des translations aléatoires, l'idée générale étant que si la densité et leproessus de raines sont indépendants, la densité moyenne du sol observée à une distane d desraines doit avoir une densité identique quel que soit d. Le test de ette hypothèse se fait endéplaçant aléatoirement un proessus par rapport à l'autre. Les objets oupent une fration, p,non négligeable du domaine d'étude (13 % dans l'exemple i-dessus). Aussi, il existe une pro-babilité p qu'un point servant au alul de la densité soit reouvert par une raine après unetranslation aléatoire. Si on utilise n translations, la probabilité de non-reouvrement déroît trèsvite, en (1 − p)n, e qui a�ete fortement la puissane de la méthode. Il faut don tenir omptede e problème de ensure. Notons Z(x) la variable densité, modélisée par un hamp aléatoirestationnaire à l'ordre 2 et isotropique, et B(s) le proessus d'objet, modélisé omme un proes-sus booléen (Lantuéjoul, 1999), observé dans un domaine irulaire D entré en 0. On onsidèreomme statistique d'intérêt la valeur moyenne de Z alulée à une distane d de B. On note Tune translation, et T (B) le proessus B translaté de T : T (B) = B ⊕ T .A�n de tenir ompte de la ensure générée par une translation aléatoire T , on note Zd(B)la moyenne des valeurs de Z(s) lorsque s est à une distane d de B, et n'est ni dans B ni dans
T (B) ; on note Zd(T (B)) la moyenne des valeurs de Z(s) lorsque s est à une distane d de T (B),et n'est ni dans B ni dans T (B). On utilise omme statistique d'intérêt la di�érene HT (d) =

Zd(B)−Zd(T (B)). Sous l'hypothèse H0 d'indépendane entre Z et B, l'espérane de HT (d) est47



nulle. Si on proède à n translations aléatoires indépendantes, T1, . . . , Tn, les statistiques HTi
(d)sont indépendantes et sous H0, on a P (0 ≤ infi{HTi

(d)}) = 1/(n+1) et P (0 ≥ supi{HTi
(d)}) =

1/(n + 1). On obtient don un intervalle de on�ane au niveau 1/(n + 1) en représentant lesenveloppes inférieures et supérieures de HTi
(d) en fontion de d.PerspetivesOn pourra noter que la problématique de l'agrégation globale de tests loaux est ommuneave elle renontrée lors de la détetion de Zones de Changement Abrupt présentée à la Setion3.1. Pour autant, la méthode mise en ÷uvre di�ère sensiblement, ar ii nous ne onnaissons pasles propriétés mathématiques du hamp des p-valeurs loales. Une piste de reherhe intéressanteonsisterait à établir ertaines propriétés de la loi du hamp de p-valeurs sous H0.5.4 Déformation de l'espaeDans la setion 5.3, j'ai présenté omment on pouvait en quelque sorte �ltrer le problème del'éventuelle non-stationnarité des proessus pontuels dans la reherhe d'un test d'assoiation entravaillant sur les p-valeurs d'un ensemble de tests loaux. Une autre façon de proéder onsisteà faire une transformation des oordonnées dans un nouvel espae dans lequel le proessus depoints transformé serait stationnaire. Cette approhe, onnue et utilisée depuis longtemps pourles proessus de points indiés dans le temps, est plus di�ile à mettre en ÷uvre dans l'espae,ar les transformations y sont plus omplexes. Transformer (ou déformer) l'espae a�n de rendreun proessus stationnaire est un thème de reherhe anien dans l'unité, mais les reherhes ontplut�t onerné les hamps aléatoires ontinus (Meiring et al. , 1997 ; Perrin & Senoussi, 2000) queles proessus de points. Il existe pourtant une unité mathématique profonde puisqu'ils peuventtous deux s'érire sous la forme de mesure aléatoire. Le travail dans [12℄ étudie les onditions quedoit véri�er une transformation Φ pour transformer un proessus de points x en un proessus x̃stationnaire à l'ordre 1 et/ou à l'ordre 2.Il est néessaire d'introduire quelques notations supplémentaires. On noteMx(ds) = E[Nx(ds)]la mesure du premier moment de x. Si ette mesure est absolument ontinue (e que nous sup-poserons toujours), alors Mx(ds) = mx(s)ds. On note Rx la mesure d'un des seonds momentsde x, par exemple la mesure ovariane :

Rx(ds, ds′) = E[Nx(ds)Nx(ds′)] −Mx(ds)Mx(ds′).Si la densité assoiée existe (e que nous supposons également), on a : Rx(ds, ds′) = rx(s, s′)dsds′.Un proessus de points x est stationnaire à l'ordre 2 si le premier moment est invariant partranslation et si le seond moment ne dépend que (s−s′), i.e. mx(s) = m et rx(s, s′) = rx(s−s′)pour tout s et s′ de D. 48



Dé�nition 3 Un proessus de points x est dit rédutible à la stationnarité d'ordre 2 s'il existeun di�éomorphisme Φ : D → U, U ∈ Rd, pour lequel x̃ dé�ni par ψx̃ = (ψ◦Φ)x est stationnaired'ordre 2 sur U .Il est alors aisé de montrer que l'homogénéisation à l'ordre 1 implique qu'il existe uneonstante µ telle que
mx(s) = µ|JΦ(s)|, (29)où JΦ est le Jaobien de la transformation J , et |JΦ(s)| son déterminant alulé au point s ∈ D.L'homogénéisation à l'ordre 2 est véri�ée s'il existe une fontion rx̃ telle que

rx(s, s′)
√
rx(s, s)rx(s′, s′)

=
rx̃(Φ(s) − Φ(s′))

rx̃(0)
. (30)Cette seonde équation est identique à elle obtenue dans Perrin et Senoussi (2000) pour leshamps gaussiens. Il faut noter qu'un proessus n'est homogénéisable à l'ordre 1 et 2 simulta-nément que si la ondition de ompatibilité rx(s, s) ∝ m2

x(s) est véri�ée. Pour les proessus depoints poissoniens inhomogènes, une homogénéisation au premier ordre est toujours su�sante,puisque la mesure de seond ordre est nulle en dehors de la diagonale.Sous des onditions de régularité assez légères, trouver les solutions de l'équation d'homogé-néisation du seond ordre (30) est un problème d'analyse di�érentielle qui possède une solutionunique, voir [12℄ pour les détails de ette solution. A l'inverse, l'homogénéisation au premier ordrene possède pas toujours une solution unique : il existe plusieurs façons � d'étaler � une densitéa�n de la rendre onstante. Cei peut par exemple se faire en � étalant � selon haque oordon-née suessivement, mais aussi en � étalant � de façon radiale à partir d'un entre, lorsque ledomaine est en forme étoilée (star shaped).Les résultats établis dans [12℄ ouvrent la voie à une estimation non paramétrique de latransformation des oordonnées de l'espae. Gay, Barnouin & Senoussi (2006) homogénéisent aupremier ordre la densité des fermes étudiées dans le adre d'une étude épidémiologique onernantl'infetion de troupeaux bovins par la mammite. Cette homogénisation étant faite, l'analyse del'agrégation de sores d'infetion peut alors se faire dans un adre où la densité de fermes eststationnaire.
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6 Reherhes en ours et futuresReherhes méthodologiquesD'un point de vue méthodologique, mes reherhes se feront essentiellement dans le prolon-gement de mes reherhes les plus réentes, ave un intérêt fort pour la modélisation spatio-temporelle des données limatiques et environnementales. Elles s'organisent essentiellement au-tour de deux axes :1. La poursuite des reherhes onernant la détetion de strutures pour les données spa-tiales : zones de hangement abrupt, lassi�ation supervisée et non supervisée, détetiond'agrégats. Appartiennent à e thème la détetion de ZCA pour des données de omptagesur des petits e�etifs, ave des appliations à la génétique des populations ; détetion deruptures, à l'intérieur de parelles agrioles, sur des séquenes temporelles d'images satel-lites.Bien que semblant réunir des thèmes dispersés, et axe regroupe des questions statistiquesommunes présentes dans e mémoire, ave entre autres :� la question de l'agrégation de tests loaux en un test global unique. Cette question étaitapparue pour la détetion de ZCA et pour le test de la dépendane entre proessuspontuels. Dans le premier as la réponse avait été apportée à partir de la géométried'un hamp de χ2, alors que dans le seond as une approhe utilisant une approxima-tion utilisant la notion de porté intégrale (Lantuéjoul, 2002) avait été utilisée, faute deonnaître les propriétés du hamp de p-valeurs onsidéré. Or l'approhe géométrique estgénéralisable à un grand nombre de hamps aléatoires, omme le laisse envisager unelittérature réente à e sujet (Taylor and Worsley, 2007). Il y a là une piste de reherhetout à fait intéressante.� la question de l'utilisation des strutures détetées pour améliorer la prédition spa-tiale. Cet aspet des hoses, beauoup plus appliqué, est d'un intérêt immédiat pour lespratiiens.2. Utilisation des gaussiennes dissymétriques pour les séries temporelles et pour les hampsaléatoires (SNRF, f. setion 4 et les publiations [5℄ et [28℄). Les prinipales questions dereherhe dans e domaine sont : l'étude du modèle proposé dans le mémoire [M2℄ y om-pris la prédition spatiale, l'inférene statistique dans e adre et l'étude du hangementde support pour es modèles en ayant en vue la question de la désagrégation des variables.Cet axe de travail est en partie lié à la thèse de Cédri Fléher [T1℄ en ollaboration avePhilippe Naveau (LSCE, CNRS) et servira au projet CLIMATOR (voir i-dessous).Reherhes �naliséesD'un point de vue �nalisé maintenant, les reherhes des trois prohaines années se ferontdans le adre d'un ertain nombre de projets de reherhe dont voii les prinipaux.51



1. Le projet CLIMATOR, �nané dans le adre du prgramme ANR/vulnérabilité, explorela vulnérabilité des pratiques agrioles à l'horizon 2035-2065 dans le adre de l'étude del'impat du hangement limatique sur le territoire de la Frane. Ce projet regroupe un totalde 18 partenaires spéialistes de modèles agronomiques et de modèles de sol. Il s'agit, dansl'état atuel des onnaissanes, d'explorer les réponses d'un ertain nombre de modèles desol, de prairies et de plantes à des forçages limatiques simulant les onditions limatiqueset météorologiques à l'horizon onsidéré.Cette étude néessite la mise au point de générateurs de séries météorologiques au pasde temps horaire et à l'éhelle de la parelle pour les prinipales variables de forçage desmodèles agronomiques : température, T , préipitation, P , rayonnement, R, humidité, H.Ces séries temporelles multivariées doivent être physiquement ohérentes ; elles doivent res-peter l'auto-orrélation temporelle observée sur les séries atuelles et reproduire les om-portements en tendane prédits par les modèles limatiques (GCM ouplés ave ARPEGEsur la région européenne).Nous utiliserons pour ela une modélisation stohastique faisant appel aux veteurs aléa-toires Skew-Normal étudiés dans [5℄, en liaison ave la thèse en ours de Cédri Fléher[T1℄.2. Le projet SADMO est un projet européen regroupant des partenaires portugais, espagnols,italiens et gres ayant pour objet la dé�nition et l'étude d'indiateurs de déserti�ation surdeux zones d'études dans le Sud du Portugal et de l'Espagne. Notre r�le onsiste à faire uneanalyse spatio-temporelle de l'évolution d'un indiateur de végétation alulé sur des imagessatellites à haute résolution spatiale (LANDSAT) sur es deux zones d'étude, en investigantplus partiulièrement deux points : i) tester la stationnarité temporelle de et indiateurontre une hypothèse alternative de son aggravation ; ii) étudier le r�le de la résolutionà laquelle es données sont olletées et/ou étudiées ; en e�et à quantité de végétation�xée sur un ertain domaine, sa répartition spatiale plus ou moins hétérogène peut êtreonsidérée omme un indie de déserti�ation. Nous partirons des résultats obtenus dansla thèse de S. Garrigues ([8℄,[7℄, [3℄, [2℄, [17℄).3. Un projet ECOGER dans lequel on herhe à estimer les �ux de gènes entre les ompar-timents ultivés et sauvages des peupliers, en relation ave l'analyse génétique du parasitedu peuplier. Deux zones d'études ont été dé�nies. La première, le long de la Loire, vise àestimer la fontion de dispersion du pollen de peuplier sauvage (P. Nigra) ; la seonde, lelong de la vallée de la Durane, vise à omprendre la propagation du parasite du peuplier,des forêts de mélèzes dont il a besoin pour se reproduire, vers les peupleraies ultivées etsauvages situées dans la vallée de la Durane.4. Un projet d'épidémiologie végétale visant à omprendre la dynamique des populations deCarpoapses, qui est un ravageur des vergers de pommiers et de poiriers. Des larves dearpoapses ont été réoltées dans un domaine omportant une dizaine de vergers aux52



pratiques ulturales très diverses, durant trois saisons suessives. Les données génétiquesaquises sur es larves permettent d'estimer des liens de parenté entre individus et donles déplaements entre vergers.Sur es deux derniers projets, qui ne sont pas au ÷ur de ma thématique, j'interviens essen-tiellement en support méthodologique pour les équipes de biologistes onernées.
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