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Résumé

Ce mémoire est organisé en trois parties de longueurs inégales. La premiére, composée des
sections 2 & 4 sont consacrées aux données de type géostatistique, en suivant une progression
allant des applications les plus directes de la géostatistique pour la télédétection (section 2) a
la détection de motifs (i.e. zones de changement abrupt, classification non supervisée, arbre de
régression) dans les champs aléatoires gaussiens (section 3), puis a I'exploration d'une nouvelle
classe de champs aléatoires dissymétriques (section 4).

La seconde partie, constituée d'une section unique porte sur les recherches effectuées pour
les processus de points spatiaux, en abordant successivement (i) la classification non supervisée
d’un mélange de processus de points, (ii) les tests locaux d’indépendance entre processus de
points et (iii) V'utilisation de la déformation de l'espace pour rendre stationnaire un processus

non stationnaire.

La derniére section brosse a grands traits mon programme de recherche pour les prochaines
années, qui se feront essentiellement dans le prolongement des recherches passées : détection de
structures (zones de changement abrupt pour données non gaussiennes, détection d’agrégats,
classification), champs aléaoires gaussiens-dissymeétriques, création d'un générateur climatique

stochastique.

Abstract

This document is organized in three parts of unequal length. The first part deals with geo-
statistical data, from rather direct applications of geostatisical tools for remote sensing data
in Section 2, to the detection of patterns in spatial data (zones of abrupt change, clustering,

regression trees) in Section 3, to spatial skew-normal random field models in Section 4.

The second part has a unique section and presents the developpements carried out for the
analysis of spatial point processes : (i) unsupervised clustering in spatial point processes, (ii)
testing local independance between point processes and (iii) using a space deformation in order

to stationarize a non stationary point process.

The last section is devoted to a brief description of my research program for the next years :
pattern detection (zones of abrupt change for non gaussian data, cluster detection, spatial clas-

sification) skew-normal random fields, and random climate generator.
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1 Introduction

Les recherches présentées dans ce mémoire ont été réalisées dans 'unité de recherche Bio-
statistique et Processus Spatiaux (anciennement Biométrie) du département Mathématiques et
Informatique Appliquées de 'INRA. Ces recherches sont centrées autour des statistiques spa-
tiales. ’INRA est un organisme de recherche finalisé dont les objets de recherche appartiennent
au triptyque agriculture-alimentation-environnement ; la recherche en statistique y est donc au
service de ces objets finalisés. Elle s’organise le plus souvent comme une série d’allers-retours entre
des préoccupations précises, voire opérationnelles, posées par les biologistes (terme entendu au
sens large), et des recherches plus génériques qui participent aux avancées méthodologiques en
statistiques spatiales. Ces recherches méthodologiques sont tantot issues des questions posées par
les applications traitées, tantot issues de préoccupations endogénes au champ de la statistique.
Elles ont vocation & soutenir les recherches dans les domaines finalisés de 'INRA, mais trouvent
parfois, lorsque les développements statistiques sont suffisamment génériques, des applications
dans des domaines non prévus au départ. Lors de la phase de retour vers le biologiste, ces mé-
thodes lui permettent de réinterroger ses données, ses hypothéses et parfois méme sa fagon de
formaliser ses questions.

La formation a et par la recherche figure explicitement dans les missions de 'INRA. A ce titre
les chercheurs de 'INRA participent pleinement & I'encadrement de théses. Dans un département
de Mathématiques et Informatique Appliquées appartenant & un institut comme 'INRA, on y
distingue généralement deux types de doctorants, et donc deux types de théses. Il y a d'une part
les étudiants ayant une recu une formation en mathématiques qui se spécialisent dans le domaine
de la statistique, et d’autre part ceux ayant recu une formation en biologie ou en agronomie, qui
viennent acquérir, dans leur discipline d’origine, une formation complémentaire en statistique,
faisant d’eux des scientifiques maitrisant I'utilisation des méthodes statistiques les plus récentes.
J’ai eu la chance d’encadrer une thése dans chacune de ces catégories.

Les chercheurs en statistique & 'INRA sont donc soumis a la double exigence de produire de
la recherche en statistique a la fois reconnue dans leur discipline propre, et donc publiée dans les
journaux de statistique, et a la fois utile & la recherche scientifique dans les domaines de 'INRA,
et donc publiée dans les revues des différents domaines d’application. Ma liste de publications
refléete ce positionnement. Son analyse détaillée fait apparaitre une absence de publications en
revues de 2001 & 2005, suivie d'une accumulation en 2006 et 2007. Cela est dii & une conjonction
de facteurs qui ont agi de fagon simultanée : choix de supports différents (chapitres de livres,
conférences avec sélection et proceedings), des délais de publication parfois exagérés, mais aussi
et surtout la mise en route de nouvelles questions de recherches liées au coencadrement des deux
théses qui ont démarré en 2001.

J’ai choisi de présenter mes travaux en les organisant par grands théemes de recherche afin d’en

dégager les grandes lignes. Cette organisation ne respecte par contre ni 'ordre chronologique ni
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leur importance, tant au plan de la recherche en statistique, que pour les applications considérées.

On classe habituellement les statistiques spatiales en trois grands domaines, qui correspondent
a des types de données distincts. Lorsque les données peuvent étre mesurées en tout point d’un
domaine continu (p. ex. les teneurs en matiére organique dans une parcelle agricole) on utilise
le formalisme des champs aléatoires continus; c’est le domaine habituel de la géostatistique.
Lorsque, par leur nature méme, les données sont liées & un réseau (pour des images ou des données
récoltées sur des entités administratives, etc.), il est certes possible d'utiliser le formalisme de la
géostatistique, mais celui des champs de Markov est souvent plus adapté. Enfin, lorsque ce
sont les coordonnées qui portent l'information principale (positions des arbres dans une forét,
des points d’impact la foudre, etc.), on parle de processus de points.

Bien entendu, les frontiéres entre ces trois domaines ne sont pas étanches. Ainsi, par exemple,
je montre dans la section 2 que le formalisme géostatistique apporte des outils pertinents pour
I'analyse et la modélisation de ’hétérogénéité spatiale sur des images issues de la télédétection. A
la section 3.2 nous verrons comment les formalismes des champs markoviens et de la géostatistique
se comparent pour la classification non supervisée de données géostatistiques (c’est-a-dire non
directement liées a un lattice).

Le plan général de ce mémoire s’appuie sur cette typologie. Les sections 2 a 4 sont consacrées
aux données de type géostatistique, en suivant une progression allant des applications les plus
directes de la géostatistique pour la télédétection (section 2) a I’exploration d’une nouvelle classe
de champs aléatoires dissymétriques (section 4) en passant par la détection de motifs (zones de
changement abrupt, classification non supervisée, arbre de régression) dans les champs aléatoires
gaussiens (section 3). La section 5 porte ensuite sur les recherches effectuées pour les processus
de points spatiaux. Enfin, la derniére section brosse a grands traits mon programme de recherche
pour les prochaines années.

Concernant les citations et les références, j’ai adopté la convention suivante. Les articles dont
je suis co-auteur sont référencés par un numéro d’ordre [X| qui renvoie & ma liste de publications,
classées des plus récentes aux plus anciennes. Les références a d’autres auteurs sont indiquées

par les noms des auteurs suivis de ’année de publication. Par exemple, Proust (1927).
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2 (Géostatistique pour la télédétection

Les travaux présentés dans ce chapitre sont pour 'essentiel des applications assez directes
de concepts géostatistiques connus, tels qu'ils sont exposés dans Chileés & Delfiner (1999) par
exemple. En télédétection, la géostatistique est essentiellement utilisée & des fins descriptives
mais reste trés peu utilisée dans ces aspects de modélisation. Les travaux présentés ci-dessous
constituent un apport de la modélisation par les champs aléatoires au domaine de l'imagerie
satellite. Ils sont tous issus de la thése de Sébastien Garrigues |T3|, co-encadrée avec F. Baret
(INRA, CSE, Avignon), qui portait sur I’étude de 1'hétérogénéité intra-pixel pour les capteurs a
faible résolution spatiale (pixels de 500 a 1000 m de coté).

Pour ces résolutions spatiales se posent plusieurs questions, dont par exemple : quelles sont
les relations entre les caractéristiques statistiques des réflectances mesurées par de tels capteurs
et celles mesurées par des capteurs haute résolution, type SPOT ? Quelle est I'influence de I’hété-
rogénéité spatiale sur le calcul des parametres biophysiques habituels (NDVI, LAI,...), en terme
de biais notamment 7 Comment utiliser la haute résolution temporelle fournie par ce type de
capteurs ?

En posant le cadre méthodologique approprié, il s’agissait de déboucher sur des concepts
utilisables en imagerie satellite pour traiter certains aspects des questions posées ci-dessus. Sans
aller jusqu’a la mise au point d’outils opérationnels, 'exigence était d’en fournir les principes
méthodologiques. Du point de vue du statisticien (ou plutot du géostatisticien, dans ce cas
précis), il s’agissait d’organiser le transfert d’outils méthodologiques en privilégiant robustesse
et opérationalité. Les publications [8], [7], [3], [2] et [17] sont issues de cette thése.

2.1 Modélisation par le variogramme

Une étude bibliographique [8] a montré que la modélisation par les champs aléatoires du
second ordre que propose la géostatistique est 'outil le plus pertinent pour étudier les scénes
stationnaires, pour les objectifs fixés dans le cadre de la thése. On rappelle brievement quelques
notions concernant les champs aléatoires. Un champ aléatoire, Z(-), défini sur un domaine D, est
dit stationnaire au second ordre si les deux premiers moments (espérance et covariance) existent

et sont invariants par translation :
ElZ(s)] = p,  E{Z(s) —pH{Z(s+h) —p}] = C(h)
pour tout s et tout s + h appartenant a D. Le variogramme associé a Z est la fonction
~(h) = %E [(2(s) - 2+ )}?] . heD.

Sous les hypothéses stationnaires d’ordre 2, on a la relation v(h) = 0 — C(h), avec 02 = C(0) =
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Bien souvent les réflectances, mesurées dans le rouge (R) et dans le proche infra-rouge (PIR),
sont résumées par un indice univarié, le NDVI, défini par NDVI-—(PIR-R)/(PIR+R). Le NDVI
est directement relié a la capacité photsynthétique de la plante (Myneni et al., 1995). Dans ce
cadre univarié on a montré, sur la banque d’'images SPOT de 3 x 3 km du projet VALERI
(www.avignon.inra.fr/valeri), que la modélisation par le variogramme permet de proposer
une typologie des scénes étudiées en utilisant deux paramétres seulement [8] : la variance, o2, et
un parameétre d’échelle, D, = VA, avec

1
A:—/R2C(h)dh.

o2

On peut montrer par un théoréme ergodique sur les champs aléatoires (Lantuéjoul, 2002) que
la variance de la moyenne spatiale Zy d’une variable Z sur un domaine V' de surface |V| vaut
approximativement )
_ 1 oA
Var(Zy) = Var <W /V Z(x) dx) =
lorsque |V| >> A. Le paramétre A est homogeéne en unité a |V, et représente la surface d’in-
fluence d’une donnée indépendante dans V. On pose que la stationnarité peut étre admise sur

une scéne I si la variance de Zj est faible par rapport a o2

, C’est-a-dire si la portée intégrale
est inférieure a 5% de la surface de I. Sur une image SPOT de 3 x 3 km, cela correspond a
poser D, < 670m. La plupart des sites agricoles sont caractérisés par une variance élevée, et un
facteur d’échelle D, inférieur au seuil en raison du parcellaire ; une exception notable dans la base
VALERI est le site de Fundulea (Roumanie), dont les parcelles sont de trés grandes dimensions
(cf. section 2.4). Les sites forestiers sont plutot caractérisés par des variances faibles. Les facteurs
d’échelle peuvent étre trés variables, mais dans le cas ou celui-ci est trés élevé, cela s’accompagne
généralement d’une variance trés faible.

Une approche similaire a été proposée pour un contexte multivarié |2]| pour lequel les va-
riogrammes des variables PIR et R sont modélisés simultanément en utilisant le modeéle de

corégionalisation linéaire (Wackernagel, 2003).

2.2 Modéliser I’hétérogénéité pour le changement d’échelle
Modeéle univarié

La modélisation par le variogramme permet également de quantifier la perte de variabilité
associée a une perte de résolution des capteurs. Cette perte de variabilité entraine un biais
lorsqu’on applique une transformation non linéaire a la variable d’étude. Dans 7], on quantifie
ce biais pour les champs aléatoires stationnaires d’ordre 2, ce qui permet de proposer une méthode
pour corriger les produits biophysiques construits a partir des capteurs a moyenne résolution. Soit
z; la

z; une variable régionalisée mesurée en tout pixel s; d'une image I. On note z, = 1/n)_,c,
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valeur moyenne de z sur un domaine v de I. Ici, v sera I’équivalent d’un pixel moyenne résolution.

On s'intéresse a la transformée y = f(z), p. ex.

1 _
y = LAI = ln(z ZOO),
Knpvr 20 — Zoo

ot z représente le NDVI, et 2, 20 et Kypyr sont des constantes calibrées. Sur un domaine v,
la valeur exacte y, = 1/n>",c, f(2;) est approchée par ¢, = f(z,). En supposant z; — z, petit,

I'erreur commise peut étre approchée au second ordre :

f”(;‘}) (zi — 20)* + R.

1 1
ey = f(zv) — Yo = _Zf,(zv)(zi — 2p) — _Z
n 1€V n 1€V
Le premier terme s’annule, et le second fait intervenir la variance de dispersion dans le volume
v 1
2 10) == - ),

Sy
En négligeant le reste R, 'erreur devient donc
f"(z)

€y —TSQ(' | v).

Dans le formalisme des fonctions aléatoires, la variance de dispersion et 'erreur sont des variables
aléatoires. L’espérance de 'erreur est le biais
" 1
S (2v) J"(z0)

by, = Eley] = 5 E [52(. ‘ v)} = —T'y(v,v)

ol
1
(v, v) = —2//7@—}/) dh di
0|2 Sy Ju

v(h) étant le variogramme de Z(s).
Au second ordre, le biais ne dépend que de deux quantités qui interviennent de fagon multi-
plicative :

1. f"(2y), qui représente la non linéarité de la fonction de transfert f au point z,; cette

quantité est facile & déterminer, soit analytiquement, soit numériquement.

2. La variabilité de la fonction aléatoire dans le domaine v, mesurée par la variance de dis-

persion théorique (v, v). Celle-ci ne dépend que du variogramme, supposé connu.

Modeéle bivarié

En réalité, le NDVI n’est lui-méme qu’un indice synthétique obtenu en combinant les réflec-

tances mesurées dans deux longueurs d’onde, le rouge, noté r(s), et le proche infra-rouge, noté
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p(s) : z(s) = {p(s) —r(s)}/{p(s) + r(s)}. En remplacant cette expression dans I’équation liant
le LAT au NDVI on obtient :
p(s)=r(s) _
It S 17O O s
Knpvr 20 — Zoo

y = g(p(s),7(s))

On suppose bien str que les valeurs des constantes zo, zg et Ky py 1 sont telles que 'expression ci-
dessus existe toujours. Avec un raisonnement similaire a celui du paragraphe précédent, I’erreur
commise est e, = g(Py,Tv) — Dicy 9(Pi>Ti) qui, grace & un développement au second ordre,
s’approche par

e = =5t {Hy (0, 7)C( | )}

ott Hy(py,7,) est la matrice hessienne de g calculée en (p,,7,) et C(- | v) est la matrice de
variance-covariance de dispersion calculée de fagon similaire & s2(- | v) dans le cas univarié.
Lorsqu’on considére que le vecteur de variables (p(s),r(s)) est la réalisation d’'un champ

aléatoire bivarié et que 1’on considére 1’espérance de 'erreur, on obtient le biais de I'erreur :

B,=Ele] = — 5t {Hy(po,r) EIC( | o)}

1 _
= _§tr{Hg(pv’Tv)r(va)}
ou
D(v,v) = q:/p,p(v,v) ’:an"(”’U)
Yrp(v,0) Frr(v,0)
est la matrice de variance-covariance de dispersion calculée a partir de ’ajustement des vario-

grammes simples 7, ,(+) et 4, .(-) et du variogramme croisé,

Tpr(h) = %E[{P(S) — P(s+h){R(s) = R(s + h)}],

réalisé par exemple par le modeéle de corégionalisation linéaire (Wackernagel, 2003).

I’expression du biais est plus compliquée dans le cadre bivarié que dans le cas univarié;
notamment son signe dépend du produit des matrices Hy(py,7,) et T'(v,v).

Dans [7], on montre que corriger le biais (univarié¢) de f(z,) permet de diminuer lerreur
quadratique commise sur f(z,) de 20% a 80% sur 11 sites étudiés sur 12. Le site sur lequel la
correction dégrade l'estimation est un site trés particulier composé d’un petit nombre de tres
grandes parcelles, dont les tailles sont du méme ordre de grandeur que les pixels moyennes ré-
solutions. Utiliser un modéle stationnaire d’ordre 2 dans ce cas n’a que peu de sens. Corriger
le biais bivarié de y, = g(py, ) a moins de succes. En effet, d'une part I'estimation des vario-
grammes bivariés est plus difficile, et d’autre part I'erreur due a la non-linéarité entre (p,,7,) et
NDVI = z, compense en partie 'erreur due a la non-linéarité entre z, et LAI =y, = f(zy).
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Une difficulté subsiste pour pouvoir corriger le biais de facon opérationnelle selon cette mé-
thode : il est nécessaire de connaitre la valeur de 7(v,v) ou de T'(v,v). Pour I'instant cela né-
cessite d’avoir une image haute résolution pour estimer un modéle de variogramme puis calculer
la variance de dispersion, mais dans ce cas on peut s’interroger sur l'utilité des images basses
résolutions... Nous présenterons a la section 2.4 une modélisation spatio-temporelle du NDVI,
qui permet une estimation de la quantité 7(v,v) a une date non échantillonnée par image haute

résolution.

2.3 Modélisation par le variogramme d’ordre 1

Plusieurs modeéles de champs aléatoires peuvent partager la méme fonction de covariance et
le méme histogramme théorique (voir p. ex. Chilés & Delfiner, 1999). En particulier, la mosaique
définie par un réseau de droites poissoniennes d’intensité a,,, dont les valeurs dans les cellules sont
des variables aléatoires i.i.d., définit un champ aléatoire Z,,(s;a,,) qui posséde une covariance
exponentielle C,,,(h) = 02 exp(—|h|/am), ott 2 est la variance des variables aléatoires. Mais il est
évidemment aussi possible de construire un champ gaussien, Z,(s;aq), possédant cette fonction
de covariance, et pour lequel on peut choisir a; = a,,. Le variogramme habituel (variogramme
d’ordre 2) ne permet donc pas de discriminer entre ces deux classes de champs aléatoires.

Le variogramme d’ordre 1, défini par

(k) = 5B 1Z() ~ Z(s + W],

est un outil complémentaire au variogramme habituel d’ordre 2. En effet, lorsque la v.a. rem-
plissant les cellules de la mosaique est une gaussienne centrée et réduite, on peut montrer que le
variogramme d’ordre 1 de Z,,(s;apm) est y1 m(h; am) = ym(h; ap)//7. Pour un champ aléatoire
gaussien centré normé, on a en revanche vy 4(h;ag) = (/72,4(h;aqg)/+/7. En d’autres termes, la
relation qui lie les variogrammes d’ordre 1 et 2 est linéaire pour le champ aléatoire mosaique
tandis qu’elle est quadratique pour un champ aléatoire gaussien. Ainsi, on voit que considérer
les variogrammes d’ordre 1 et 2 simultanément permet de discriminer entre ces deux classes de
champs aléatoires.

Pour les hypothéses ci-dessus, on considére dans [3| que la variable mesurée (le NDVI, par
exemple) est issue d'un champ aléatoire qui est la somme pondérée des deux champs définis
ci-dessus :

Zy(s) = p+o? {ng(s; ag) + (1 — w27, (s am)} , 0<w<. (1)

Le paramétre w? est le poids relatif des variations modélisées par un champ gaussien, tandis que
1 — w? est le poids relatif des variations modélisées par un champ mosaique.

Z,(s) est un champ aléatoire dont la loi marginale est une N (u,0?) et dont le variogramme
d’ordre 2 est

Yo(h) = 0?w?[1 — exp(=|h|/ag)] + 0* (1 — w?)[1 — exp(~|h|/am)]-
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Notons que si ag = a;, = a, on a Y,(h) = 02[1 — exp(—|h|/a)] pour tout w € [0,1]. On montre

que pour les champs Z,, ci-dessus, le variogramme d’ordre 1 s’écrit

g

() = = {1 = s an))y g i) + (b o) oy i) + (1= | (2

Dans (3], ces modeéles théoriques ont été utilisés sur des images simulées selon le modele (1)
et sur des scénes de la base VALERI. Les paramétres structuraux (w,ag,a,,) sont estimés par
une méthode de moindres carrés. Sur les images simulées selon le modéle, la réestimation des
paramétres est bonne ou trés bonne. Pour appliquer cette approche sur les images de la base
VALERI, on fait 'hypothése que l'indice de végétation peut se décomposer en deux variables,
dont 1'une varie contintiment sur le domaine selon un champ aléatoire gaussien, et dont ’autre est
distribuée spatialement comme une mosaique poissonienne. Ces hypothéses reviennent a supposer
que le NDVI est distribué selon un modéle aléatoire, avec un effet aléatoire correspondant aux
parcelles et un résidu aléatoire auto-corrélé. En outre, on fait 'hypotheése (assez hasardeuse) que
les parcelles sont réparties selon une mosaique aléatoire.

Pour tous les sites de culture on observe que @? < 0.5 tandis que pour les sites de végétation
plus continue (foréts, prairies naturelles, etc...) &2 est toujours trés proche de zéro. Ces résultats
montrent que la composante mosaique propre aux parcellaires est malgré tout correctement
détecteée.

Considérer des modéles de paysages plus réalistes et pour lesquels on peut calculer la fonction
de covariance apporterait probablement une amélioration notable.

2.4 Modéliser I’évolution temporelle des scénes

Les capteurs hautes résolutions spatiales (famille SPOT p. ex.) ont un temps de retour au
nadir? d’une scéne de plusieurs semaines, ce qui est trop peu fréquent pour les suivis de végétation
en zones de cultures. A I'inverse, les capteurs basses ou moyennes résolutions ont un temps de
retour de l'ordre de la journée.

Il faut donc combiner la haute résolution spatiale des uns avec la haute fréquence temporelle
des autres. Une fagon de parvenir a ce résultat est de proposer une modélisation spatio-temporelle
des scénes. Dans [17] on propose une modélisation spatio-temporelle parcimonieuse pour une
scéne acquise a 21 dates différentes dans une zone de grande culture en Roumanie (Fundulea). On
fait les hypotheéses suivantes : i) le parcellaire est décrit selon le processus de droites poissoniennes
décrit dans la section 2.3; ii) a chaque parcelle correspond une culture d’hiver (probabilité p) ou
une culture de printemps (probabilité ¢ = 1 — p); iii) le NDVI moyen pour ces deux types de
cultures est connu et représenté par les courbes W (t) et S(t).

2Point ou ensemble de points de la surface du globe, situés directement sous un capteur a mesure que celui-ci
se déplace le long de son orbite.
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On modélise le NDVI observé par

W (t) sis appartient & une culture d’hiver

Z(s,t) =Y(s)+
(s,2) (s) { S(t) sis appartient & une culture de printemps,

ou Y (s) est un champ aléatoire stationnaire d’ordre 2, d’espérance nulle et de variogramme
vy (h). On en déduit le variogramme de Z(s,t) a la date ¢ :

Y(hit) = vy (h) + pa{W (t) — S(t)}*3m(h),

Ym (h) est le variogramme de la mosaique poissonnienne introduit dans la section 2.3.

Au temps t, la variance de Z(s,t), notée o%(t), est donc liée a la variance de Y (s), notée
o2, par 0% = o2 +pq(W (t) — S(t))2. Cette équation permet une estimation par moindres carrés
de pq et de 0%, et par suite, une estimation des variogrammes 7,,(h) et vy (h) a partir des
variogrammes spatiaux calculés sur les différentes images aux temps t1, ..., t,. Des essais réalisés
sur la succession d’images de Funduela ont montré que 5 images seulement suffisent pour pouvoir
estimer les variances de dispersion de Z(-) & une date t, notée y(v, v;t), pour les 16 autres dates
échantillonnées avec une erreur inférieure a 20%. On dispose ainsi des valeurs J(v, v; t) nécessaires

a la correction du biais présentée a la section 2.2 & des dates non échantillonnées.

2.5 Conclusion

D’une facon générale, ces travaux ont montré 1'utilité de 'outil géostatistique en télédétection
pour décrire, modéliser et prédire les grandeurs biophysiques d’intérét. Ils ouvrent également deux
pistes de recherche?

1. La construction de modéles stochastiques de paysages plus réalistes que la mosaique poisso-
niennes, pour lequel I’'estimation des paramétres soit possible ; un tel modéle doit présenter
une organisation hiérarchique de la tesselation (les limites de parcelles aboutissent a des
chemins, qui eux-mémes aboutissent & des routes, etc.) ainsi que la possibilité de définir

des orientations privilégiées.

2. L’estimation pour des modéles statistiques spatio-temporels de 1’évolution du NDVI dans
ces paysages. Ces modeéles doivent étre capables de prendre en compte de facon plus com-
pléte les écarts phénologiques entre parcelles, p. ex. les écarts liés & des variétés ou dates

de semis différentes.
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3 Deétection de structures dans les champs aléatoires

Une des hypotheéses les plus simples pour les champs aléatoires présentant des dépendances
spatiales est I’hypothése de stationnarité d’ordre 2, qui peut aisément étre enrichie en ajoutant
un modele de régression spatiale & coefficients inconnus sur des covariables spatialisées. Dans ce
cas I’hypothése de stationnarité porte sur les résidus du modeéle de régression. Ce modéle enrichi
est non stationnaire, et toute la non-stationnarité est portée par le terme d’espérance sous la
forme d’un modéle de régression.

Mais la non-stationnarité est bien souvent plus complexe que celle décrite ci-dessus. Sous le
terme générique de structures nous appelons ici une non-stationnarité du champ aléatoire ou du
champ de résidu qui ne se résume pas a un modeéle de régression a filtrer. Nous nous intéresserons
plus particulierement a deux types de structures : les changements abrupts et la classification

spatialisée.

3.1 Détection de zones de changement abrupt

Ce travail a été le sujet de la thése d'Edith Gabriel [T2] soutenue en décembre 2004%. Les
publications [4], [29], [26], [21] et [1] sont issues de sa thése.

Problématique générale

Pour de nombreuses études en sciences de I'environnement ou en écologie il est intéressant
de pouvoir détecter les zones ou les variables présentent des changements abrupts. L’exemple
historique est celui traité dans Womble (1951) qui s’intéresse aux changements abrupts pour
des fréquences d’alléles afin de les mettre en relation avec des frontiéres environnementales entre
populations. Cette approche a ensuite été généralisée dans Barbujani et al. (1989) et Bocquet-
Appel & Bacro (1994). Ces méthodes sont purement numériques. En particulier les algorithmes
de Wombling détectent toujours des frontiéres, sans pouvoir évaluer leur significativité. Dans
[31], un test basé sur une technique par permutation a été proposé. Cependant celui-ci est d’un
intérét limité car il repose sur une hypothése nulle d’absence de dépendance spatiale.

Banerjee, Gelfand & Sirmans (2003) propose de détecter si le gradient en un point du do-
maine est significativement différent de 0. Banerjee & Gelfand (2006) généralise cette approche
a la moyenne du gradient le long d’une courbe et propose un algorithme pour construire une
courbe le long de laquelle le gradient est significativement non nul. Cette approche présente deux
inconvénients principaux. D’'une part, I’algorithme nécessite un point de départ, fourni par 1'uti-
lisateur, pour lequel le gradient doit étre significativement non nul. D’autre part, leur méthode
consiste & réaliser des tests locaux en tous points d'une grille, pour un seuil qui ne tient pas
compte du probléme des tests multiples (le seuil choisi est & = 0.05 dans leurs travaux), pro-
bléeme rendu trés complexes par la présence des corrélations spatiales. Cela conduit & détecter

3Edith Gabriel a obtenu le prix Marie-Jeanne Laurent-Duhamel 2006 de la SFdS pour son travail de thése.
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des points ou des courbes significatives pour des champs simulés sous ’hypothése stationnaire
d’ordre 2.

L’apport de notre travail a consisté : a) a poser une formalisation du probléme qui permet
de faire la distinction entre les variations compatibles avec une hypothése stationnaire d’ordre
2 et les variations brusques, qui rejettent cette hypothése; b) a proposer une procédure de test
permettant de détecter ces derniéres variations.

La méthode a été validée par une étude systématique sur des données simulées en absence et en
présence de zones de changement abrupt puis par I’analyse de données de référence. Les données
traitées spécifiquement dans le cadre de la thése d’E. Gabriel correspondaient & des variables de
sol mesurées sur une parcelle agricole : teneur en sable, argile, calcaire (variables permanentes) ;
teneur en azote minéral et en humidité (variables non permanentes). Sur ces données, on a pu
montrer que les zones de changement abrupt détectées correspondent aux transitions entre type
de sol différents [1], [21].

Principe général de la méthode

Le probléme est formalisé de la fagon suivante. La variable d’étude, Z(-), échantillonnée aux
points (s1,...,$,) d'un champ d’étude D est modélisée sous I'hypotheése nulle d’absence de zones
de changement abrupt comme un champ gaussien stationnaire a I’ordre 2. L’hypothése alternative
est que l'espérance de Z(-) présente quelque part sur D des changements abrupts. Il s’agit donc
de tester, a ’échelle du domaine étudié, 'existence de changements abrupts de I'espérance du
champ Z(-), et dans le cas ot I'hypothése nulle est rejetée de cartographier ces lieux, que nous
appellerons les Zones de Changement Abrupts (ZCAs).

La méthode est décrite de fagon compléte dans [T2]|, Gabriel (2007) et Allard, Gabriel &
Bacro (soumis a publication). On fait les hypothéses suivantes : H; : le champ Z(-) est gaussien;;
Hy : la fonction de covariance C(s,s’) de Z(-) est connue; Hs : la fonction de covariance est
stationnaire, C(s,s’) = C(s — §'), s,8' € D; et Hy : C(h) est indéfiniment différentiable pour
tout h tel que ||h|| > 0. La premiére et troisiéme hypothéses sont usuelles; la quatriéme est
vérifiée par un grand nombre de fonctions de covariance, comme la fonction exponentielle, ou
plus généralement par la famille de Matern. Sous ces hypothéses, le prédicteur linéaire optimal
(krigeage ordinaire) construit a partir de I’échantillon (Z(s1),...,Z(s,)), est

1/C—1

Z*(s)=C'(s)C'Z+(1 - (J’(S)C*H)m

Z, (3)

ou 1 est le vecteur de longueur n d’élément 1, C(s) est le vecteur de covariance entre s et les
points de données et C est la matrice de covariance entre les données. Notons que le champ
Z*(-) est non stationnaire. Par ailleurs, Z*(-) est indéfiniment différentiable presque siirement et

en moyenne quadratique pour tout s € D, sauf éventuellement aux points d’échantillonnage. Le
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gradient W (-) de Z*(-) existe donc : W(s) = (Wi (s), Wa(s))' = (012*(s),02Z*(5))', avec

chir'c!

82'Z*(8) = aic(s)/ (Cl + 1/'C-11

) Z =0;,C(s)K'Z,
0; désignant la dérivée partielle le long de la iéme coordonnée, i € {1,2}.

Notons ¥(s) la matrice de covariance du champ interpolée W(s), X(s) = E [W(s)W'(s)] =
00 (s)K=19C(s), oit OC(s) est la n x 2 matrice (9,C(s),92C(s)). Comme Z(s) est un champ
gaussien, W (s) est un vecteur gaussien et 3(s)~! est sa matrice de précision. Nous définissons
T(s) par :

T(s) =W(s)Z(s) W (s).

Sous I'hypothése de stationnarité d’ordre 2, T'(s) a pour distribution une loi du x? & deux
degrés de liberté. En revanche, le champ T'(-) n’est pas un champ de x? standard, car il n’est ni
stationnaire, ni la somme du carré de champs gaussiens indépendants.

Nous pouvons construire un test local, au point s, pour tester la présence d'un changement
abrupt en s. Les hypotheéses locales sont Hy(s) : E [Z(s")] = m, pour tout s’ dans un voisinage de
set Hy(s) :le champ E[Z(-)] varie brusquement en s. L’hypothése locale nulle sera rejetée lorsque
T(s) sera supérieur au quantile d’ordre 1 — « de la distribution dune loi du x? & deux degrés de
liberté, que nous noterons t;_,. Nous définissons les ZCAs potentielles comme étant I’ensemble
d’excursion de la statistique de test local au-dessus du niveau t1_o : Ay, = {s : T(s) > t1-q}-

Si 'on souhaite réaliser non plus un test local en s, mais un test global sur 'ensemble du
domaine D, il faut agréger les tests locaux. Ceux-ci sont basés sur une statistique de test 7'(s)
qui est un champ présentant de fortes dépendances spatiales. On ne peut donc pas utiliser
les techniques de tests multiples, développées dans le cadre de tests indépendants. Il est plus
adapté de développer une approche comparable & celle développée en Imagerie par Résonance
Magnétique fonctionnelle (Worsley, 2001). En effet, si Hy est rejetée, les points s ou Hy(s) est
rejetée seront organisés en ensembles connexes de grande surface, en tout cas de surface plus
grande que sous Hy. Dés lors, on peut baser un test global sur les surfaces des composantes
connexes de Ay, . Notons Cy, _, I'une d’elles et Sy, sa surface.

Dans le cadre de la théorie des ensembles d’excursion de champs aléatoires (Adler, 2000 ; Cao,
1999), nous avons établi le théoréme suivant sur la distribution asymptotique de Sy, pour un

seuil élevé.

Théoréme 1 On se place sous les hypoyhéses Hi a Hy. Alors, conditionnellement a [’événement

«T'(s0) est un mazimum en sy de hauteur Ty > t1_o», on a :
c —1/2
t1—aSy_, — mdet (A(so)) E(2), quand ty_o — o0, (4)

ot E(2) est une variable aléatoire exponentielle d’espérance 2 indépendante de T(-) et A(sq) est

une matrice associée a la courbure du champ T'(-) autour de son mazimum dans Cy,_,.
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Sous Hy, lorsque le niveau 1 — a — 1, la probabilité pour qu’il y ait plus d’une composante
connexe tend trés vite vers zéro. Dés lors, un test global au niveau 1 —n revient a tester au méme
niveau chaque composante connexe. Le test global consiste donc & déterminer la significativité
de chaque composante connexe de A;, _, indépendamment les unes des autres, en utilisant la
loi (4). La démonstration de ce théoréme est longue et technique. Elle figure dans |T2| et dans
Allard, Gabriel & Bacro (soumis).

Mise en ceuvre et résultats

Le théoréme 1 est vrai sur une partie D du plan R?. En pratique, toutefois, la méthode
doit s’appliquer sur une grille. Le passage de la version continue & une version discréte souléve
un probléme : il faut trouver d’une part le degré de discrétisation nécessaire et le niveau 1 — «
adéquat correspondant a ce niveau de discrétisation pour le schéma d’échantillonnage considéré.
Ce dernier est déterminé par bootstrap paramétrique d’échantillons gaussiens simulés pour le
méme schéma d’échantillonnage et pour la fonction de covariance estimée. On retient le niveau
1 — « qui est tel qu'une fraction 7 des simulations présentent des ZCA significatives.

L’hypothéses Ho du théoréme 1 suppose la fonction de covariance connue, alors qu’en pra-
tique celle-ci doit étre estimée. Dans sa thése, Edith Gabriel a montré sur des simulations que
remplacer la fonction covariance par son estimation n’altérait pas le niveau du test sous Hy. De
fagon classique donc, on estime les paramétres de la fonction de covariance en passant par le vario-
gramme et on remplace dans les équations la covariance par son estimation paramétrique. Sous
I'alternative cependant, le variogramme expérimental est biaisé par rapport au variogramme
théorique, en raison des variations de E[Z(-)]. La difficulté est contournée par une procédure
itérative dans laquelle nous estimons a chaque itération alternativement les paramétres du vario-
gramme et les ZCAs. Dans un premier temps nous estimons le variogramme global en utilisant
tous les couples de points. En présence de ZCAs, le variogramme est ré-estimé en éliminant tous
les couples de données {Z(sq), Z(sg)} tels que le segment [sq,sg] intersecte une ZCA. Si les
parameétres du variogramme changent, le niveau 1 — « doit étre recalculé. Les ZCAs sont alors
réestimées & l'aide des nouveaux paramétres. La procédure est réitérée jusqu’'a ce que les ZCAs
soient identiques pour deux itérations successives. Malgré I'absence de preuve de la convergence
de cette procédure, son application aussi bien sur des simulations que sur des données réelles a
montré que la convergence était toujours atteinte en moins de 5 itérations. Cela s’explique par
le fait que la plupart des couples de points écartés lors de la réestimation du variogramme sont
éliminés dés la premiére itération. Les paramétres de la fonction de covariance varient ensuite
assez peu lors des itérations suivantes.

L’analyse de données de sol [1], [21] a montré que cette méthode parvient a détecter les

transitions entre types de sols qui correspondent & des variations rapides des variables étudiées.
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Puissance locale

La puissance du test local au point sy est la probabilité de rejeter 'hypothése nulle Hy(sg)
lorsque I’hypothése alternative est vérifiée en ce point. Pour calculer cette puissance il faut spé-
cifier un modele pour I'hypothése alternative. Les variations brusques de E[Z(+)] sont modélisées
par des discontinuités sur un ensemble de courbes I'. Localement, I'hypothése alternative devient
Hi(so) : sp € T'. Plus spécifiquement, on utilise une fonction notée f(s) qui a les propriétés
suivantes : elle est lisse, sauf le long d’une discontinuité, avec g2 f(s)ds =0 et f(s) — 0 lorsque
I'on s’éloigne de la discontinuité. On utilise une fonction gaussienne signée pour modéliser la

fonction perturbation :

(5) = ay 5 sign {sin (6(5) — 0)} o 4ls = soll/ ), )

ou L est le paramétre d’échelle de la discontinuité, g est la densité gaussienne, ¢(s) est I'angle de
la droite (s, sg) et sign est la fonction signe. Cette fonction présente une discontinuité d’amplitude
a perpendiculairement & une droite Ay, d’angle 6 passant par so. L’hypothese alternative locale
est alors définie par l'existence d’une fonction f(+; sg,a,6, L). On peut ainsi approcher une large
classe de courbes I' par une succession de fonctions de perturbation de ce type.

Une fois un modéle d’alternative spécifié, on peut calculer la puissance locale. En effet, notons
1 — B(sp) la puissance du test local en sg. En l'absence d’information sur l'orientation de la
discontinuité, on pose que la puissance en sg est 'intégrale sur toutes les orientations 6 possibles
de la discontinuité, 1 — [(sg) = %fgr{l — B(s0;0)} db, ou 1 — [(3(sp;0) est la puissance locale
lorsque l'orientation de la discontinuité est 6. En pratique cette intégrale est discrétisée en une
somme sur quelques orientations.

Sous Hj(sg; ) le gradient estimé en s s’écrit :
W (s;0) = 0C"(s)K ™' Z + 0C"(s)K™ " A(s0;0) = Wiy (s) + ka(s:0), (6)

ou A(sp;0) est un vecteur de longueur n, d’éléments f(s;;s0,a,0,L), i = 1,...,n. Le premier
terme correspond au gradient sous Hy et le second terme correspond & la contribution au gradient
local de la fonction de perturbation ajoutée en sqg. Il est alors possible d’évaluer la puissance locale,
pour une fonction de perturbation fixée. Les détails de ces calculs ont été publiés dans [4]. En
calculant la puissance pour tous les points d’une grille, on peut cartographier la puissance locale.
Une telle carte permet notamment de visualiser aisément les zones ot la densité d’échantillonnage

n’est pas suffisante pour détecter les zones de changement abrupt.

Perspectives

Nous avons proposé une formalisation de la notion de changement abrupt dans le plan, qui
est la généralisation aux dimensions supérieures ou égales & 2 de la notion de rupture pour les

séries temporelles. Dans ce cadre, nous avons proposé une méthode pour la détection des zones de
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changement abrupt et montré qu’il est possible de calculer une carte de la puissance locale lorsque
I’hypotheése alternative est décrite par des courbes qui portent une discontinuité. Ces résultats
ont été établis dans le cadre des hypothéses H; a Hy. Nous avons montré que les hypothéses Hs et
‘H4 peuvent étre affaiblies : la stationnarité intrinséque est suffisante et il suffit que la fonction de
convariance soit de classe C3 lorsque ||h|| > 0. Par ailleurs, remplacer la fonction de covariance
supposée connue (hypothése Hs) par son estimation ne nuit pas trop aux performances de la
méthode [19]. En revanche, nous n’avons jamais remis I'hypothése gaussienne (H;p) en question.
Il est nécessaire maintenant de travailler sur le prolongement de cette approche dans un cadre
non gaussien : variables continues qui se raménent au cas gaussien par transformation (p. ex.
données dissymétriques), variables discrétes (p. ex. données génétiques) et variables qualitatives

(p. ex. présence/absence).

3.2 Classification non supervisée pour données géostatistiques
La problématique

La classification en contexte spatialisé a essentiellement été étudiée pour les modéles hiérar-
chiques dans lesquels i) un champ caché, notée Z, est un champ de Markov & nombre d’états
finis, K, défini sur un graphe construit a partir des lieux des échantillons et ii) un champ observé,
notée Y, est une dégradation du champ caché tel que, conditionnellement & Z, les valeurs Y; sont
ii.d. C’est le modele utilisé dans Besag (1986, 1991), Ambroise & Govaert (1998) et d’autres
encore.

L’hypothése d’absence de dépendances spatiales a l'intérieur d’une classe k € {1,..., K} don-
née n’est cependant pas adaptée aux données environnementales. En effet, dans de nombreuses
applications environnementales et/ou écologiques, les données, géoréférencées par des coordon-
nées (s1,...,8,) dans un domaine D, proviennent le plus souvent de variables présentant des
corrélations spatiales. Il faut donc considérer qu’a Uintérieur de chaque classe k, le vecteur Y
présente des dépendances spatiales.

Le probléme de la classification pour ce type de modeéle a été abordé dans [14] et [32] en
proposant un critére de variance prenant en compte les dépendances spatiales. On y montre
qu’introduire les corrélations spatiales dans les estimateurs de la moyenne et de la variance des
groupes méne 4 des classifications parfois fort différentes de celles obtenues en ne modélisant pas
ces dépendances. On y propose un algorithme itératif pour estimer les corrélations spatiales en
méme temps que la classification. Dans le sujet de Master [M2] co-encadré avec N. Peyrard, on
a proposé une autre approche, dont la résolution releve de I'algorithme EM.

Le modeéle est le suivant. On considére qu’il existe une partition du domaine D en K sous-
domaines inconnus Dy, qui correspond & K classes pour Z : Z;;, = 1 lorsque s; € Dy et Zj; =0

sinon, avec P(Zy, = 1) = m, Vi =1,...,n. Pour des sites s; et s; dans Dy, on note Y (s;) =Y;
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et
E[Y;] = Kk, COV(ng ij) = szk(si — 843 bk)7

ol pi(h; by) est une fonction de corrélation dont l’ensemble des paramétres est noté by. Lorsque
s; et s; sont dans deux domaines différents, on considére que Cov(Y;,Y;) = 0. Les modeéles de
champs de Markov cachés (HMRF) supposent en général que f(Y | Z) =[], f(Yi | Z;). Ici, nous

avons

FOY 1 Z) =[] 9 (Y, i, Zi),
k

oll Yy, est la restriction de Y aux ny, sites situés Dy et g, est la densité gaussienne de dimension
m. En outre p, est le vecteur p, = (ug,...,ux), de longueur ng, et Xy est la matrice de
covariance de dimension ny X ny, dont les éléments Xy[i, j] = ofpr(si — 553 bi).

En ce qui concerne Z, on pose le modeéle trés simple d’indépendance entre sites : P(Z) =
IL; P(Z;), avec Z; = (Zn, ..., Zik). 1l s’agit donc d’un modéle de mélange gaussien spatialisé
dont la dépendance spatiale est modélisée sur Y et non sur Z, comme cela est le cas dans les
modeéles HMREF.

L’intérét de considérer ce modéle simplifié est double : il est plus simple & mettre en ceuvre
qu’un modeéle complet dans lequel Z serait par exemple modélisé par un modéle auto-régressif
conditionnel ; d’autre part, il permet une comparaison entre les deux hypothéses d’indépendance :

celle de Y | Z faite dans les HMRF, et celle sur Z que nous considérons ici.

L’algorithme initial

Connaissant K, le probléme de classification consiste a assigner & chaque point s; une des
valeurs k = 1,..., K, connaissant les observations Y et en tenant compte des corrélations spa-
tiales. Pour ce faire, on note t;; = P(Z;, = 1| Y,Z_;) la probabilité que le site s; soit dans Dy,
sachant Y et les valeurs de Z sauf au site s;, et t la matrice de dimension n x K correspondante.

Pour ce modele, I’algorithme EM ne peut pas étre mis en ceuvre directement car contrairement
au mélange gaussien non spatialisé, I’étape E n’aboutit pas & des expressions analytiques simples.
Pour résoudre cette difficulté, 'idée est d’utiliser les équations de mises & jour utilisées dans le cas
des mélanges gaussiens indépendants, et de les adapter au cas spatialisé. Notons a? la valeur d’un
parameétre a a l'itération g. Pour le calcul de t?,j_l, on remplace la densité gaussienne marginale
Iy | uz,ai’q) par la densité gaussienne conditionnelle g(y; | Zix, Z_; = t2,;67), on 69 désigne

I’ensemble des paramétres estimés a l'itération ¢ lors de I'étape M :

ot1 Wi ly—i, Zin = 1L,Z_; = t7 ;09
tik_Kq ) 7o =1.7_ . =t9.-09)
Zl:l m g(yz ‘ Y-isZip=1,2_; = t_Z‘7 )
Dans I'étape M, les paramétres sont estimés selon un principe mixte; les paramétres bzﬂ
de la fonction de corrélation sont estimés par une méthode des moindres carrés, réputée plus

robuste que le maximum de vraisemblance (Cressie, 1993 ; Chiles & Delfiner, 1999), tandis que
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les paramétres MZH: Ui’qﬂ

n q+1
i=1tig; /n.

1 A . . 1
et 7rZ+ sont estimés par maximum de vraisemblance. Enfin 7rZ+ =

Ameéliorations

La mise a jour de tgk est trés cotiteuse car il faut inverser K x n matrices de taille n x n. Une
modification mineure de l'algorithme permet de ne réaliser qu'une seule inversion en remplagant
Z;;. = 1 par son estimation t;]k dans le conditionnement des densités. De la sorte, on ne considére
qu’une seule matrice t9, et en utilisant I’écriture Gibbsienne, il en résulte que I'ensemble des n x K
lois conditionnelles s’obtiennent en une seule inversion. Par ailleurs, pour éviter la sur-estimation

2,9

des variances, on estime ;™" par

2
0q i ti (i —nl)
Gk - n tq

=1 “ik

K
avec nl =Y thpul.
k=1
Nous appellerons cet algorithme Geo-EM.

Résultats

Les tests sur simulations rapportés dans [M2] montrent que 'algorithme Geo-EM présente
de bonnes performances comparé a d’autres algorithmes. Il présente des taux de mauvaise classi-
fication plus faible que I'ICM de Besag et que la méthode par champ moyen simulé (algorithme
SF-EM, Celeux, Peyrard & Forbes, 2003) pour le modeéle de mélange de gaussiennes spatialisées
considéré ci-dessus. De fagon plus inattendue peut-étre, il est également meilleur pour le modéle
complet dans lequel Z est un modeéle de Potts & K couleurs et Y | Z présente des corrélations
spatiales. Ainsi par exemple pour un modele de Potts a 2 couleurs, on observe un taux de mau-
vaise classification de 7.1% a 18.4% (selon les paramétres choisis) pour Geo-EM, et un taux de
10.4% a 26.2 % pour SF-EM.

L’algorithme a également été testé sur des données de teneur en métaux lourds échantillonnées
dans une région du Jura Suisse (Atteia, Dubois & Webster, 1994). Sur ce jeu de données, le sous-
sol est connu et classé en 5 types. Des analyses antérieures ont montré que le facteur sous-sol est
significatif. L’algorithme Geo-EM parvient & retrouver la distinction principale entre la couche
argovienne et les autres couches. L’absence de dépendance dans la couche cachée entraine que

lalgorithme Geo-EM fournit des cartes aux frontiéres moins régulieres que l'algorithme SF-EM.

Perspectives

Ce travail a montré lintérét qu’il y avait & renverser la logique habituelle concernant la
modélisation des dépendances spatiales, notamment pour le modéle complet dans lequel Z est
distribué selon un modeéle de Potts. En effet, nous avons montré sur des simulations que pour ce
modeéle et dans un objectif de restauration du champ caché, il est plus efficace de modéliser les
dépendances spatiales sur Y | Z plutdt que sur Z. Il reste maintenant & poursuivre ce travail
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d’une part en cherchant des situations pour lesquelles 'inverse se produirait et d’autre part en

proposant un algorithme pour le modéle complet, qui tienne compte des corrélations a la fois sur
ZetsurY | Z.

3.3 Arbres de régression
Présentation du probléme

Ce travail fait objet d'une collaboration avec Liliane Bel (Université d’Orsay, puis INA-PG)
et d’Avner Bar-Hen (INAPG), sur des données de paléo-écologie de I'Institut des Sciences de
I'Evolution (CNRS, Montpellier) décrites dans Laurent et. al. (2004). On notera X! ... XP? les
variables explicatives et Y la variable dépendante. Un arbre de régression ou de classification
(en anglais, Classification And Regression Tree, CART (Breiman et al., 1984)) est un modéle,
noté T, qui se construit & partir de données (Y, X' ..., XP) de la facon suivante : un sous-
ensemble des données, noté t, que 'on appellera une feuille de 1'arbre T' est divisé en deux
sous-ensembles (deux sous-feuilles) qui minimisent un critére d’hétérogénéité calculé sur les sous-
feuilles. Chaque division est basée sur une seule variable et un seul seuil ; ainsi par exemple le
seuil z¢ sépare la feuille ¢+ en deux sous-feuilles, I'une correspondant & X* < ! et l'autre a
I’ensemble complémentaire. Nous ne considérons ici que le cas ou Y est une variable catégorielle
ou ordinale. Dans ce cas, notons py(j) la proportion de la classe j de la variable Y dans la feuille
t. Les deux indices d’hétérogénéité les plus fréquemment utilisés sont l'indice de Gini, Gy =
5 S peli)pe(k) = 1= X, p2(j) et Vindice d'entropie, By = 3, pi(j) Inpi(j), (avee zlnz = 0
lorsque x = 0). Les deux indices sont égaux a 0 lorsqu’il n’y a qu’une seule classe dans une feuille ¢
et sont maximums lorsque toutes les classes sont présentes en proportions égales. L'indice de Gini
pouvant s’interpréter en termes de variance, il sera préféré a I'indice d’entropie qui ne sera plus
considéré par la suite. Le principe de la division d’une feuille ¢ en deux sous-feuilles t_ et ¢4 est
de rechercher le seuil m% de la variable X? tel que Gy — (ny;_G_ +ny, Gy, ) est positif et maximal.
La procédure est ensuite répétée jusqu’a ce qu’on ne puisse plus diviser de feuilles. Chaque feuille
t est ensuite affectée a la classe modale de Y dans t. En régle générale, cette premiére étape méne
4 un arbre surparamétré dont l'erreur de prédiction R(T) = P{T(X",...,XP) # Y} est élevée.
L’arbre est donc dans un deuxiéme temps élagué pour aboutir & un sous-arbre 7" dont 'erreur
de prédiction est inférieure a celle de T'. L’algorithme d’élagage ((Breiman et al., 1984) fait appel
a la validation croisée pour rechercher cet arbre T”. Tout au long de la procédure, il faut donc
estimer les proportions, p'(j), l'indice de Gini, Gy, et Perreur de prédiction R(T).

Les données sont habituellement considérées comme indépendantes dans I’algorithme CART.
Dans ce cas, les grandeurs ci-dessus sont estimées par les fréquences empiriques : p;(j) = ng;/ne,

ot 1 est le nombre de données dans la feuille ¢ et n;; le nombre de celles-ci dans la classe j; le
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critére & minimiser est Gy — (n;_ Gy +ny, Gy, ) avec Gy =1 -3, P7(5) et le risque empirique est

R =2y Tt x) £ v,
a=1

Cependant, de méme qu’a la section précédente, les données environnementales et /ou écolo-
giques  géoréférencées en des points (sq,...,S,) d'un domaine D présentent le plus souvent
des corrélations spatiales. Il faut donc considérer que les données sont issues de champs aléatoires
dont les dépendances doivent étre modélisées et proposer un algorithme qui prenne en compte de
fagon implicite ou explicite I'aspect spatialisé des données. Nous verrons également a la section
3.4 comment un arbre de régression issu de CART peut servir & améliorer l'interpolation par

krigeage.

Meéthodes avec pondération

Cette méthode consiste a affecter a chaque donnée (X1, ..., XP?) localisée en s, un poids wq,
a=1,...,n, de maniére a ce que les données spatialement groupées aient des poids plus faibles
que les données isolées [24]. L’idée générale est en effet que des données spatialement proches sont
partiellement redondantes en raison des corrélations spatiales. Au lieu des estimateurs empiriques

habituels ci-dessus, on construira donc les estimateurs pondérés

pi]t) = E W I{Y (sq) =i} /wy et fi(T) = E waI[T{Xl(sa), ooy XP(s4)} # Y (sa)]/wy,
s €t a=1
(7)

avec Wy = Y .. ¢ Wo €t la condition ) w, = 1. Trois pondérations ont été envisagées :

1. La premiére consiste & utiliser la tesselation de Voronoi définie par les lieux des échantillons.
On rappelle que la cellule de Voronoi autour du point s, est ’ensemble des points de D
plus proche de s, que de tout autre point d’échantillonnage. A des données fortement
groupées seront associées de petites cellules, tandis que des données isolées auront des
cellules associées de plus grande taille. On pose que les poids w, sont proportionnels & la
surface de la cellule de Voronoi associée. Cette approche est intuitivement simple, facile
a implémenter, mais présente l'inconvénient d’avoir des effets de bords difficiles a gérer,
les cellules extérieures ayant des surfaces dépendant trés fortement de la fagon dont sont
définies les limites du domaine. Comme nous le verrons a la section 5.2, 'approche par
cellule de Voronoi a également été utilisée dans [15] puis poursuivie dans Magnussen, [9]

pour faire de la classification non supervisée de processus ponctuels.

2. Pour la seconde pondération, une grille est superposée sur le domaine d’étude et les poids
W, sont inversement proportionnels au nombre de données dans la méme maille de la grille
que wq. Ici aussi, une densité localement élevée de points d’échantillonnage entraine des
poids faibles.
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3. A linverse des deux premiéres pondérations qui sont totalement non paramétriques, la
troisieme se propose d’utiliser les corrélations spatiales existant dans les données afin de
déterminer des poids « optimaux ». Ceux-ci sont les poids w, du krigeage de la moyenne
régionale de Y (lorsque Y est une variable ordinale) sur le domaine D. L’intérét de cette
approche est double. D’une part les poids ne dépendent pas seulement de la géométrie de
I’échantillonnage mais également de la fonction de covariance de la variable considérée.
D’autre part, les poids w, ont un caractére d’optimalité pour un critére (I’erreur d’estima-
tion de la moyenne de Y sur D) qui est assez proche des critéres utilisés dans CART. Nous
verrons au paragraphe suivant comment la logique de cette approche peut étre généralisée
pour proposer un algorithme CART spatialisé. Dans certaines circonstances, les poids de
krigeage peuvent étre négatifs. Or, on ne peut pas utiliser de poids négatifs dans l'algo-

rithme CART, ce qui nous a amené a utiliser les poids du systéme de krigeage contraint :
mV[i/nvar(WTY —Yp), avec 1TW =1 et wy >0,

oY = (Y1,...,Y,)T.

Estimation spatialisée

La seconde approche, présentée dans [24], consiste a généraliser la logique de 'estimation
spatiale pour toutes les grandeurs intervenant dans 1’algorithme. Pour cela il est nécessaire de
préciser un modéle pour les dépendances spatiales dans le cadre d’une approche populationelle
des arbres de régression (Ripley, 1996, chap. 7). Le modele général adopté est qu’il existe une

fonction R, catégorielle ou ordinale, telle que

Y(s) = R(B(s),..., 0%(5))-

R est le modéle de régression que I'on cherche a retrouver. On observe les fonctions X*(s) =
B(s) + €'(s). Les fonctions (3‘(s) sont des fonctions déterministes et les €'(s) sont des résidus
gaussiens corrélés. Dans ce cadre, un arbre 7' est une estimation de R.

Soit ¢ une feuille. La proportion théorique p.(j) est estimée par krigeage ordinaire de la
moyenne de Uindicatrice I;j(s) = I{Y (sq) = j | 5o € t} dans le domaine D; correspondant a la

feuille ¢. On a donc

PG 1) =D Aalij(sa)

act

ol (Ay) est la solution du systéme a ny équations pour les échantillons o dans la feuille ¢ :

1
3" AsCylsar59) = 11 [ i) s ®
,Bet t Dt
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sous la contrainte Y, Ao = 1. Dans les équations ci-dessus, C;(s, ') est la fonction de covariance
de l'indicatrice I;;(s), et Dy est le domaine de D correspondant a ¢. L'estimateur de I'indice de

Gini est ensuite calculé par :

Gy = 1—213(2'\75)2' (9)

Dans ce cadre, on peut montrer que sous des conditions assez classiques, G — G lorsque D — R?
(sila densité d’échantillonnage reste finie lorsque D — R?). On estime de la méme facon le critére

d’hétérogénéité et le risque empirique.

Résultats

Les différentes approches ont été testées par simulation. Il en ressort que lorsque les données
sont spatialement corrélées et que les échantillons sont trés irréguliérement placés (en particu-
lier, en présence de clusters d’échantillons), il est toujours préférable de chercher a tenir compte
des corrélations spatiales que de les ignorer. En effet, en I'absence de corrélation spatiale ou
en présence d’un échantillonnage trés régulier on ne dégrade que trés peu les performances de
CART en utilisant une des méthodes présentées ci-dessus; par contre, on améliore toujours les
performances dans le cas contraire, et parfois de facon treés importante. Les méthodes avec pon-
dération sont plus rapides et plus robustes (il n’est pas nécessaire de réestimer les variogrammes
et les poids dans chaque feuille). Les méthodes par cellule de Voronoi et par krigeage de la
moyenne donnent systématiquement des poids plus élevés pour les échantillons situés au bord du
domaine que la méthode par grille réguliére. Celle-ci est par contre assez sensible a la taille des
mailles et & 'emplacement de ’origine. Aussi il est judicieux de faire varier ces deux parameétres
puis de considérer la moyenne des poids obtenus. Lors de I'exploration des données, il peut se
révéler intéressant d’appliquer CART avec les différentes méthodes de spatialisation et de com-
parer les résultats obtenus. Une compréhension supplémentaire des données peut naitre de cette

comparaison.

3.4 Interpolation et classification

Le krigeage avec dérive externe de classes

La prédiction d’une variable régionalisée en un point non échantillonné (le krigeage) peut
étre sensiblement améliorée si I'on dispose d’une classification du domaine d’étude en K sous-
domaines. Cette approche a fait 'objet du stage de DEA de I. Navarro-Sanchez (M9) et du
stage de fin d’études de I’Ecole des Mines de Paris de C. Royer (M7) que jai encadrés. Elle
est décrite dans [14| pour l'analyse de données de pluviométrie en Suisse, puis dans [33] et
[10] pour l'interpolation locale de la température servant de variables d’entrée pour les modéles
agronomiques de plantes.

Dans [14], on utilise une classification non supervisée des données, telle que décrite a la section
3.2. Dans [33], on utilise une classification obtenue par un algorithme CART non spatialisé a
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partir des fréquences d’occupation des sols décrites dans la base CORINE (IFEN, 1996). Dans
[10], on quantifie comment le gain de précision sur l'interpolation locale de la température se
répercute sur les variables agronomiques de sortie du modele de plante considéré.

La moyenne locale m(s) est modélisée par des effets fixes ey, k = 1,..., K correspondant
aux K classes. Les valeurs ep sont inconnues et doivent étre estimées. En un point s, on a
m(s) = > perli(s), ou 1x(s) est la fonction indicatrice de la classe k en s, valant 1 si s est dans
la classe k, et 0 sinon. La variable Z(s) s’écrit

K
Z(s) = exli(s) + e(s) (10)
k=1

ou €(s) est un résidu d’espérance nulle. Le krigeage avec dérive externe de classe (KDEC) en sy
sera alors le prédicteur linéaire, optimal, sans biais, correspondant au modeéle (10) : Z*(sg) =
> i AiZ(s;), i étant un indice parcourant les données. On montre facilement que les pondérateurs
(Ai)i sont solutions du systémes a (n + K) équations et (n + K) inconnues

;-7':1 )\jC(SZ‘ — Sj) — Zi:l Mklk(si) = C(Sj — 80) pour 1= 1, oy
(11)
>oim1 Ailg(si) = 1x(s0) pour k=1,..., K

Iy a K contraintes de non-biais qui doivent étre simultanément vérifiées. Notons que la contrainte
globale >°; A\; = 1 est automatiquement vérifiée. Lorsque les classes sont connues aux points
de mesure, ce qui est le cas ici, une estimation non biaisée de la fonction de covariance se
fait en n’utilisant que les couples de points appartenant & la méme classe. Lorsque les classes
sont construites par une classification spatiale des données (voir section 3.2), les fonctions de
covariance sont estimées simultanément a la classification.

Sur des données de températures (maximum journalier sur 116 stations météorologiques du
Sud-Est de la France), on a pu montrer (|33], [10]) que I'approche par KDEC corrigeait le biais
dans les 4 classes (sur 6) pour lesquelles le KO ordinaire était fortement biaisé (de 0.54°C a
2.57°C), sans introduire de biais dans les deux classes restantes ni créer de biais global. En
termes agronomiques, un biais systématique de 1°C pour tous les jours de la saison se traduit
par un écart de rendement de I'ordre de 1.5 & 2 t/ha et et par une date de moisson décalée de
12 jours environ.

Lorsque les classes ne sont pas connues, mais seulement prédites, on construit un prédicteur

au point s intégrant la probabilité py(s) d’appartenir a chaque classe k, [14], [22] :

Z*(s0) = Y ZF*(s0)pk(s0)

k

ol ZF*(s0) est I'estimateur de krigeage en sq dans la classe k. Notons 0 et 1 des vecteurs de 0 et

de 1 de longueur appropriée, A le vecteur des poids des éléments dans la classe k, Cy; la matrice
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de covariance construite a partir des points des classes k et [ et Cgg le vecteur des covariances

entre le point sg et les points dans la classe k. Les poids sont solution du systéme :

Cqh -+ Cig 1 --- 0 A1 Cot

Cxk1 -+ Cgrg 0 -+ 1 AK _ Cox (12)
1t ot 0O --- 0 — 1 P ’
ot ... 1! 0O --- 0 — K DK

Le systéme (11) est une restriction de (12) dans le cas ou pg € {0,1}. Afin de mettre en ceuvre
(12), il faut une estimation de pg(s) pour tout s, ce qui peut se faire par plusieurs techniques. Sur
un jeu de données de pluviométrie en Suisse, on montre dans [22| par validation croisée qu’une
classification en probabilité méne & des prédicteurs avec un écart quadratique moyen plus faible

que par une prédiction ne prenant pas en compte la classification.

Pistes de travail

Il y a plusieurs maniéres de prendre en compte une carte thématique dans le but d’améliorer
la prédicition spatiale. L.e modeéle (10) n’est qu'un modeéle possible parmi d’autres. Il y aurait
donc un travail de sélection de modeéles & réaliser. Des pistes basées sur le variogramme avaient
été explorées dans le travail de fin d’étude [M6]. Ce travail n’a pas été repris ensuite par manque
de temps, et parce qu’il était moins prioritaire que d’autres travaux.

Cette thématique resurgit cependant dans le cadre des ZCAs. En effet, nous avons vu a la
section 3.1 qu’en présence de ZCA il est nécessaire de réaliser 'estimation du variogramme en
excluant les couples de points situés de part et d’autres d’une ZCA. La méme remarque pourrait
s’appliquer pour la prédiction spatiale : lorsqu’on réalise l'interpolation en un point situé a
proximité d'une ZCA, il pourrait s’avérer plus performant d’exclure du voisinage considéré pour
la prédiction spatiale les points de mesure situé de 'autre coté d’'une ZCA. Cette idée reste a

tester.
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4 Champs aléatoires gaussiens dissymétriques

Problématique générale

L’hypothése gaussienne pour les champs aléatoires se comprend pour de multiples raisons :
la densité multivariée gaussienne est entiérement caractérisée par ses deux premiers moments ;
elle est stable pour l'addition, les transformations linéaires et le conditionnement ; 'espérance
conditionnelle est linéaire, etc.

Cependant, pour un grand nombre d’applications environnementales les variables étudiées
(teneur, cumul de pluie, vitesse du vent...) présentent une distribution dissymétrique. C’est le
cas notamment des variables positives mentionnées ci-dessus, nécessairement bornées inférieu-
rement, dont I'histogramme présente des valeurs élevées plus fréquentes que sous I'hypothése
gaussienne. L’approche classique pour modéliser ce type de distribution consiste a effectuer une
transformation des variables. Celle-ci peut étre paramétrique (transformation de Box-Cox) ou
non paramétrique (voir par exemple Wackernagel, 2003, Chapitre 33).

Une autre approche consiste & rechercher des modeles de champs aléatoires dont la distribu-
tion est par construction dissymétrique. C’est 'approche suivie en collaboration avec Philippe
Naveau (LSCE, CNRS Gif-sur-Yvette). Dans [28] et [5], nous proposons une nouvelle classe de
champs gaussiens dissymétriques, les Skew-Normal Random Fields, (SNRF).

Cette classe est issue des distributions skew-normal multivariées généralisées (les CSN), qui
sont elles-mémes une extension des distributions normales. Elles sont définies comme le produit
d’une densité gaussienne par une fonction de répartition gaussienne. Elles sont donc caractérisées
par des paramétres de moyenne et de variance-covariance ainsi que par un parameétre supplémen-
taire qui porte I’essentiel de la caractérisation de ’asymétrie. Les distributions CSN présentent
une asymeétrie tout en conservant les propriétés les plus intéressantes des distributions gaus-
siennes (Azzalini, 2005 ; Genton, 2004) : stabilité pour I’addition, les combinaisons linéaires et le

conditionnement.

Les champs aléatoires SNRF
La densité de probabilité d'un n-vecteur CSN Y, notée CSN,, . (p, X, D, v, A), est :

cm On(y; 1, ) @ (DY (y — p);v, A), avec ¢t = @,,(0;v, A + D'ED), (13)

ol p € R ve R X e R et A€ R™™ sont deux matrices de covariance, D € R™*™,
On(y; 1, X) et &, (y; p, X) sont respectivement la densité et la fonction de répartition de la
distribution normale d’espérance p et de matrice de covariance X, et ot D! est la transposée
de la matrice D. Si D = 0, la densité (13) se réduit a la densité normale multivariée. Lorsque
m = 1, on retrouve la densité Skew-Normal d’Azzalini (2005) : la variable Y suit une distribution
CSNp 1 (e, 2, @, 0,1) ot ax est un vecteur de longueur n. Cette définition offre une vaste possibilité
de modéles, selon les choix que 'on fait pour u, v, A, 3 et D.
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La distribution CSN,, ,, (@, 3, D, v, A) peut se construire de la facon suivante : soit U un

vecteur gaussien de dimension m et soit le vecteur gaussien augmenté (U?, Z!)! tel que

(U)gwm«<y»<A+DTD—DE>>’ (14)
y/ 0 -¥D )

on & désigne ’égalité en distribution. Alors, on peut montrer que conditionnellement & U < 0,
le vecteur p + [Z|U < 0] est distribué selon une CSN,, ,,,(p, X, D, v, A), out U < 0 signifie que
U; <0, pour tout ¢ = 1, ..., m. Cette propriété entraine qu'’il est aisé de construire un algorithme

pour simuler un vecteur CSN.

Nous définissons un champ SNRF {Y(s)} par
Y(s) L p+[2(s)| U0,
Ainsi, pour tout n et tout vecteur Z = (Z(s1),...,Z(s,))t de Z(-), on a
YEp+(Z|U<O, (15)

ot wt = p (1,..., 1)t avec p € R, U 4 N, (0, A + D!'YD) et Z est distribué selon (14). En
pratique, on observe uniquement un échantillon (Y'(s1), ..., Y (s,))!, mais on n’observe ni U ni Z.

Le vecteur Y peut aussi s’exprimer comme la somme de deux processus indépendants. En

(V)2 ((G)- (2757 2))

ou I, est la matrice identité de taille n. Alors on a Z = —FU 4+ G2V avec F = ¥D(A +
D!YD) et G = X -XD(A+D!ED) !'D!S. Le vecteur U est un vecteur gaussien d’espérance

nulle et de matrice de covariance X et le couple bivariable (Ut, Z!)! vérifie (14). En conséquence,

effet, soit

(15) et I'indépendance de U et V nous permettent d’écrire
YL Lu—F[U|U<O0 +G2V. (16)

Cette décomposition, particuliérement utile pour calculer le second moment de Y (-), fait appa-
raitre qu’un champ SNRF est la somme d’un champ gaussien et d’'un champ gaussien tronqué
indépendant.

Afin de réduire le nombre de paramétres des champs SNRF, on pose que D = 0A, ou §d € R
est un paramétre unique contrélant 'asymétrie et A est une matrice non nulle dont les éléments
sont supposés connus et indépendants de §. A modélise le lien entre les coordonnées de Y et de
(U, V). Lorsque § = 0, Y est indépendant de U, i.e. Y est un vecteur gaussien d’espérance p et
de matrice de covariance 3. Lorsque 62 tend vers l'infini, la matrice qui multiplie V tend vers la

matrice nulle et Y tend vers un vecteur gaussien tronqueé.
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Lorsque m = 1, on a montré dans [28] que asymeétrie introduite par [U | U < 0] se répartit
sur toutes les coordonnées du vecteur Z pour un poids total égal a 1, les deux situations extrémes
étant que toutes les coordonnées présentent une asymétrie de poids 1/n chacune, ou que toute
I"asymeétrie soit concentrée sur une seule coordonnée.

Le modele proposé dans [5]| consiste & poser m =n, p = pl,A = ¥ et A = I,,. La matrice
3 est une matrice de covariance construite a partir d’une fonction de covariance c(h) et des
points (s1,...,s,) de D. Ces choix permettent de réduire les paramétres tout en conservant une
structure spatiale forte et un degré d’asymeétrie important. Avec ces choix, le modeéle devient

d 5 1 1/2
Y=p+——[U|U>0]+ ——=%""V. 17
H \/1+52[ U =20] V1442 (a7)

Notons que le coté de I'asymeétrie est déterminé par le signe de 4.

Estimation de la fonction de covariance

Il est possible de calculer les deux premiers moments de ce modéle :

50 N ®,-1(0;0,Ry)
EY]=pu+—S Ry 22k 18

avec 6* = §(1462)71/2 et on R est la matrice de corrélation correspondante a X. Les probabilités
®,,(0;0,R) sont calculées a l'aide du package mvtnorm de R (Genz, 1992).

La fonction de covariance c(h) est estimée par le variogramme expérimental :

Wl =ongy 2 W) Y)Y (19)

{@@.4):1si—s;]=[hl}

ot N(h) est le nombre de paires {s;,s;} telles que la distance |s; — s;| est approximativement
¢gale a |h|. En notant v;; = 02(1 — R;;), on montre alors que

R 1 5*20.2
Eyy (h)] = W Z Yij | + o L'(h), (20)
{(@.5):1si—s;51=I[h|}
avec 1
F(h) = Z (\IJ“ + \Ifjj — 2\111']'), (21)
2N (h) {(@,9):[si—sjl=[h|}
et

n
Rji — Ry Rji, ©,-2(0;0,Ry;)
by = 3o o P Tl Basl010. )
=1 12k /1 — R ®,(0;0,R)

ou Ry; est la matrice de corrélation conditionnelle lorsque les variables aléatoires sont fixées en

(22)

sk et s;. Ces équations permettent de proposer un algorithme basé sur la méthode des moments
pour estimer les paramétres du champ SNG.

37



1. Calculer le variogramme expérimental 4y (h) & partir des données brutes.

2. Estimer le paramétre de porté, a, en ajustant un modéle de variogramme paramétrique,
p. ex. le modeéle exponentiel b(1 — exp{—|h|/a}), & Jy (h). Il faut noter que bien que le
parameétre b soit également estimé, son estimation ne sera pas utilisée dans la suite. On
note y(h;@) = 1 — exp{—|hl/a} et p(h;a) = exp{—|hl/a}.

3. Calculer la matrice de corrélation R a l'aide du modeéle p(h;a). Calculer ensuite W ; et
I'(h) en utilisant (21) et (22).

4. Estimer le couple (52,6*2) qui ajuste 02{1 — p(h;a) 4+ 6*2T'(h)/(27)} au variogramme ex-
périmental 4y (h).

5. Déterminer le signe de 6* et calculer

N 0(5* (0;0,R
i =Y —sign{d*}—= | ZRzknlO—OR)k)

Cet algorithme a été testé et validé sur des données synthétiques dans [5], mais ce modeéle
présente un inconvénient majeur. Les probabilités de type ®,(0;0,R) ne peuvent pas étre cal-
culées analytiquement. On doit recourir a des approximations par intégration de Monte-Carlo.
Cela entraine d’'une part des calculs assez longs, et d’autre part des résultats approximatifs. C’est

pourquoi on privilégiera a ’avenir une modélisation alternative.

Nouvelle modélisation

L’objectif est de trouver une paramétrisation qui soit & la fois suffisamment riche pour mo-
déliser les dépendances spatiales et bien choisie de facon a éviter le calcul de la fonction de
répartition d'un vecteur gaussien de grande dimension. Ce travail en cours fait partie de la thése
de Cédric Flécher co-encadrée avec Philippe Naveau |T1|. On a démontré dans [M1]| que tout
modele de la forme

YLu+PU|U>0+QV, (23)

est un vecteur CSN. Dans (23), U est un vecteur gaussien de matrice de covariance I', V est un
vecteur de méme dimension que U de V.A. gaussiennes N (0, 1) indépendantes, P et Q sont des
matrices quelconques.

Nos choix se dirigent vers I' = 1,,, P = opXl/? et Q = UQ21/2, ol 3 est une matrice de
covariance issue d’une fonction de covariance ¢(h). Choisir I' = I,, simplifie considérablement les
calculs, puisque dans ce cas, ©,(0;0,1,) = 27", Des résultats préliminaires ont montré que ce
choix permet a la fois une modélisation pertinente des corrélations spatiales et I’estimation de la
fonction de covariance c(h).
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Perspectives

Nous avons exhibé une classe de champs aléatoires skew-normal pour lesquels l'inférence
statistique des paramétres semble possible. Il reste maintenant & mettre complétement en ceuvre
ce modele, c’est-a-dire (i) construire des estimateurs efficaces et établir leurs propriétés; (ii)
établir les équations pour la prédiction spatiale; (iii) proposer, pour cette classe de modeéles, un
test permettant de tester § = 0 contre § # 0.

Sur un plan plus appliqué, 'objectif de la theése [T1] consiste a utiliser le modele (23) pour
modéliser des séries temporelles de données climatiques afin de proposer des générateurs de séries

météorologiques. Plus de détails sur ce projet de thése figurent en Section 6.
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5 Processus de points dans le plan

5.1 Introduction

Présentation des questions de recherche

Alors que dans les premiers chapitres les points de mesure étaient fixés et n’étaient que des
supports neutres de 'information, on considére ici que c¢’est I'ensemble des positions des points
qui porte I’essentiel de I'information. On parle de processus de points, ou de processus ponctuels.

Lorsque le scientifique ou le statisticien analyse des données qui se présentent sous la forme
d’un processus ponctuel, I'une des premiéres questions que celui-ci se pose est de tester I'hy-
pothése d'une répartition obéissant au hasard complet, dans laquelle aucun structure spatiale
n’apparait, contre des alternatives plus agrégées ou au contraire plus réguliéres. Les outils pour
réaliser cette analyse, les fonctions K de Ripley par exemple, existent depuis une trentaine d’an-
née. La procédure de test proprement dite repose sur des techniques de Monte-Carlo, voir p. ex.
Diggle (1983) pour un exposé détaillée de ces techniques. Ces analyses se font le plus souvent &
I’échelle du domaine d’étude et nécessitent donc une hypothése de stationnarité, rarement véri-
fice. Il convient donc de proposer des outils statistiques permettant ou bien de caractériser cette
non-stationnarité, ou bien de s’en affranchir en travaillant localement, c¢’est-a-dire en faisant une
hypothése plus faible de stationnarité locale.

Les trois paragraphes de cette section s’inscrivent dans cette démarche. La section 5.2 consi-
dére une modélisation trés particuliere de la non-stationnarité. On suppose que le processus de
points observé provient de la superposition de deux processus de points, dont I'un se manifeste
sur un support contenu dans le premier. Il s’agit alors de proposer une méthode permettant
d’estimer ce support.

La section 5.3 propose ensuite de tester I'indépendance entre deux processus de points obser-
vés dans un méme domaine en filtrant les corrélations a grande échelle provenant de dépendances
communes a des covariables externes.

Enfin la section 5.4 étudie les conditions que doit vérifier un processus de points pour pouvoir
étre transformé en un processus stationnaire a I'ordre 2. Ce travail ouvre la voie aux techniques
de tranformation non paramétrique des coordonnées de l'espace afin de se ramener & processus
de points stationnaire dans le nouvel espace. Cette transformation permet alors d’utiliser tout
I'arsenal des méthodes développées dans le cadre stationnaire sur ’espace transformé.

Définitions et notations

On considérera un domaine D, en général dans R?, bien que les différents travaux présentés
ci-dessous s’étendent sans difficulté aux dimensions supérieures. Un processus de points de R?,
noté x ou y, peut étre vu comme une collection de points {z1,z2,x3,...}, ou comme une mesure
aléatoire x = ), d,, oil J, est la mesure de Dirac en z. Pour une fonction mesurable ¢, on notera
bdx = [ (s)x(ds) = 3, ¢(x;). Lorsque ¢ = 1p est la fonction indicatrice d'un borélien de R?,
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on notera Ny = 1p x la mesure de comptage associée. Nx(B) sera donc le nombre de points de

x dans B. Souvent, on notera s un point courant de D, avec s ¢ x.

5.2 Classification non supervisée d’un mélange de processus de points
Problématique générale

De facon tres générale, le probléme considéré ici peut s’énoncer de la facon suivante. On
observe sur une portion de plan un processus de points, par exemple la position de arbres dans
une forét, et on cherche a détecter des agrégats de points. Un agrégat sera une région du plan
ot la densité de points est significativement supérieure au reste du plan. On notera K le nombre
d’agrégats. Il peut y avoir un seul agrégat (dans ce cas, K = 1), ou plusieurs (K > 1). On peut
connaitre le nombre d’agrégats a ’avance, ou au contraire K peut faire partie des grandeurs a

estimer.
Approche directe

Une approche par maximum de vraisemblance non paramétrique est proposée dans [15] pour
aborder ce probléme. Le modéle est le suivant : on fait I’hypothése que le processus de point x
observé dans D est issu du mélange de deux processus de points uniformes : un processus (Up),
uniforme dans D, avec une probabilité p, et un processus (U4) uniforme dans A C D avec la
probabilité complémentaire 1 — p. Le processus U4 est le processus d’intérét. Dans le contexte de
détection d’agrégats, il correspond aux K agrégats recherchés; dans un contexte de segmentation
en présence de bruit, il correspond au signal, qui peut étre constitué de plusieurs composantes
connexes. Le processus Up est un processus de nuisance correspondant au bruit de fond. Dans

ce modele, la vraisemblance s’écrit :

p , 1—p\MW -
L) = (dp+ 5 ) = (21)

ou N = Nx(D) et |A| est l'aire de A. Supposons que A soit connu; dans ce cas, estimateur de

maximum de vraisemblance de p est

Nx(A)|D| = N|A|

p= ; (25)
N(|D| - [A])
et la vraisemblance partielle de A, obtenue en remplagant p par p dans (24), est
N (AN A N N (A V()
L(A;x) < x( )) (7}(()) (26)
Al [D| = |A]

[’estimation de A est par contre impossible en 'absence d’informations supplémentaires sur
ce que peut constituer le domaine A. On pose que A s’écrit comme la réunion des cellules de

Voronoi construites a partir de x. La méthode consiste & rechercher les cellules de Voronoi
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(dont I'union forme le domaine A) qui maximise (26). En ’absence de contrainte, on montre
facilement que la solution recherchée est la réunion des M plus petites cellules, pour un nombre
M a trouver. Cette solution meéne en général & un ensemble A trés peu régulier. Aussi est-
il préférable d'imposer des contraintes de régularité sur A. On imposera que A est connexe
(nombre de composantes connexes égal a 1) et que la frontiere de A doit étre réguliére au sens
ou A est stable par rapport aux opérations de filtrage de la morphologie mathématique. Dans
[15], plusieurs algorithmes sont proposés et testés sur des séries de simulation. Un algorithme
qui donne de bonnes performances consiste a rechercher séquentiellement des solutions sous-
optimales en partant des solutions optimales & m éléments, m = 1,..., N, puis en utilisant des
algorithmes de morphologie mathématique sur le graphe de Delaunay associé a la partition de
Voronoi. On garde finalement la solution transformée qui maximise (26). Il faut noter toutefois
que cet algorithme perd beaucoup en efficacité si on autorise plusieurs composantes connexes.

Des exercices de simulation ont montré que cette approche donne d’excellentes performances
en termes d’erreur de classification; en particulier, elle donne des erreurs de classification plus
faibles que de nombreuses méthodes paramétriques telles que celles proposées dans Das Gupta
& Raftery (1998) (voir également Fraley & Raftery, 2002).

Dans la présentation initiale [15], on impose que A est connexe. Dans [9], on relache cette
contrainte, et on recherche le nombre de composantes connexes de A, noté K, optimal pour un
critére BIC ou le nombre de parameétres est K + 1 (une densité par composante connexe) :

BIC(K) = 2In L(A;x) — (K + 1) In(N).

Des exercices de simulations présentés dans [9] ont montré que ce critére choisit le nombre de

composantes connexes correct dans la trés grande majorité des cas.

Approche indirecte

Comme nous l'avons déja vu a la section 3.3, 'inverse de I'aire d'une cellule de Voronoi est
un estimateur sans biais de la densité locale de points. La distribution de la surface des cellules
de Voronoi construites a partir de x peut étre modélisée comme un mélange de deux densités
gamma (Hinde & Miles, 1980), ¢g(#) et ga(64) dont on estime les paramétres par l'algorithme
EM.

L’approche indirecte développée dans [9] est de construire de nouvelles partitions de Voronol
& partir d'un processus poissonien indépendant générant une partition en M cellules. Chacune
de ces M cellules est ensuite classée comme appartenant & A ou non. La répétition sur un grand
nombre, J, de réalisations du processus poissonien permet d’attribuer & chaque point s de D une
probabilité d’appartenir a A. Notons (le, . ,T]JQ) la jiéme partition en M cellules disjointes.
Notons M, = Ns(T%,)/|T4 | 1a densité locale de points de x dans la cellule Tj,. Alors, pour un
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point s; appartenant & une grille de discrétisation, on calcule

A P(s; € A|s; €T¥) _ ga((M)7104) 27
ij P(s;e Als;eTy)+P(s; € K\NA|s;€Tm)  (9a(Mn)"1504) + g(Mn)~1;0)

Finalement, on calcule 7T,LA =1/J 23-]:1 7r£-, ce qui nous permet de cartographier la probabilité
d’appartenir & A. Une segmentation peut s’obtenir en seuillant au-dessus de 0.5.

Par construction, cette méthode ne nécessite pas de fixer K & 'avance; ici K est plutot le
résultat de l'algorithme. Des simulations ont montré que cette approche tend a trouver le méme
nombre de composantes connexes que 'approche directe, situées globalement aux mémes lieux,
mais qu’elles sont plutdt plus petites et plus réguliéres. L’approche indirecte est une alternative
intéressante a la méthode directe dés que K est élevé.

Dans [9], cette méthode a été appliquée a des données forestiéres pour lesquelles il a été
possible de segmenter le domaine d’étude en zones de fortes et de faibles densités. La méthode
directe ne pouvait pas étre utilisée en raison du nombre trop élevé de composantes connexes. La

segmentation obtenue était conforme aux attentes des gestionnaires de la forét.

5.3 Tests locaux d’indépendance
Le probléeme

Bien souvent, des variables sont attachées aux points d’un processus de points. C’est le cas
par exemple dans les inventaires forestiers, dans lesquels on associe & chaque arbre sa variété,
son diamétre & 1 m, ou toute autre variable quantitative. Plus généralement en écologie, les jeux
de données sont par essence multivariés car les questions étudiées concernent principalement
les peuplements, et donc les interactions et les dynamiques entre les différentes espéces qui
constituent ce peuplement.

Une modélisation multivariée & l'ordre deux d'un processus ponctuel avec p types de points
nécessite l'estimation et la modélisation des p(p — 1)/2 fonctions d’interaction. Afin de réduire
cette étape aux seules interactions significatives, il est nécessaire de disposer d’'une méthode rapide
et efficace permettant de tester, & 1’échelle du domaine d’étude, I'indépendance entre processus de
points. Toutefois, méme si deux processus de points peuvent étre considérés comme indépendants
a petite échelle, il peuvent présenter des corrélations significatives a grande échelle, par exemple
s’ils sont sous la dépendance commune de covariables externes (altitude, variables de sol, ...). Dans
le jeu de données traité dans [11], deux espéces végétales du Burkina-Faso sont étudiées. Elles
présentent des alternances de densité pseudo-périodiques appelés « brousse tigrée ». Un test global
de co-occurrence des deux espéces rejettera donc 'hypothése d’indépendance. A I’échelle locale
cependant, ces espéces semblent indépendantes. Il est donc nécessaire de proposer une démarche
faite de I'agrégation, & ’échelle globale, d'une multitude de tests locaux. Ceux-ci permettent par
ailleurs de cartographier le niveau d’association locale entre les processus de points étudiés. C’est
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ce qui a été proposé pour les processus de points dans [11] et pour des processus d’objets (fibres

ou disques dans le plan) dans [13].

Tester 'indépendance locale entre deux processus de points

Notons x et y deux processus de points observés dans un domaine D. Notons x5 et yg5
leur restriction dans une boule B 5 centrée en s de rayon d et notons D% = {se D :Bs; C D}.
Afin de mesurer le degré d’association entre x et y, on définit la notion d’indépendance locale
approximative. Cette notion correspond a l'idée intuitive que deux processus de points sont
indépendants dans une petite région, sachant que tout le reste est connu (par exemple, des

covariables).

Définition 1 Les processus x et 'y sont localement approzimativement indépendants (l.a.ind.)
si, pour tout § > 0 et tout s € D?, il existe deuz collections d’événements Uss et Vi, tels que
pour tout A, B C B,

P(Nxs,a(A) = n7Nys,§ (B) =m | Us,éa ‘/;,6)
= P(Nx,;(A) =n|Uss)P(Ny,,;(B) =m | Vis)(1+ O(9)).

On peut de la méme maniére définir la notion d’isotropie locale approximative. Cette notion
correspond a l'idée intuitive que dans une petite région, aprés rotation aléatoire, le processus de
points est distribué de facon identique au processus initial. Notons ¢ 5(x) une rotation aléatoire

de x4 5 autour de s, indépendante de x et de y.

Définition 2 Le processus x est localement approzimativement isotropique (l.a.is) si, pour tout

§ > 0 et tout s € DY, il existe une collection d’événements Uss, telle que pour tout A C By s,
P(N¢s,5(xs,5)(A) =n | U575) = P(NX5,5 (A) =n | Us75)(1 + 0(5))

On peut facilement montrer que les deux composantes d'un processus de Cox bivarié sont l.a.ind.
Elles sont également l.a.is sous des hypothéses de régularité sur les intensités. On peut également
montrer que les composantes d'un processus de points markoviens sont l.a.ind. ssi la fonction
d’interaction de paire croisée, notée hxy(s,s’), tend vers 1 lorsque |s — s'| tend vers 0. Elles
sont également l.a.is si toutes les fonctions d’'interaction de paires hy x(s,s’) et hy y(s,s’) sont
continues. Les preuves de ces propositions sont dans [11].

Lorsque les composantes d’un processus de points bivariable sont a la fois l.a.ind et l.a.is,
la distribution du couple (¢ss5(xs5),¥s,5) est approximativement identique a celle du couple
((X5,6),¥s,6)- En d’autres termes,

P(Ng, 5(x,5)(A) =1, Ny, _;(B) =m) = P(Nx, ;(A) = n)P(Ny,,(B) =m)(1 + 0(5)).

Xs,8
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Les tests locaux d’indépendance peuvent donc étre basés sur des rotations locales d’un processus
de points par rapport a 'autre.
La statistique de test utilisée est une distance symétrique entre les plus proches voisins des

processus X et y dans la boules B s :

dss5(x,y) = ! > min |x; —yj|+ ! > min |x; —y;l (28)
Xs,0 X;€X4 5 Yi€Yss Nys!‘s Yi€Ys,s ) E€Xs,0

Des valeurs faibles ou élevées de cette statistique indiquent une interaction locale, au point s,
entre les processus x et y dans la boule de rayon § centrée en s. Dorénavant, on se fixe dans une

boule B 5, et, pour alléger les notations, on n’indique plus la référence a s et 4.
Afin de réaliser un test local, la statistique (28) est comparée a la statistique calculée pour
des rotations aléatoires d’un processus par rapport a I’autre. On peut montrer que sous les hypo-
théses La.ind et l.a.is, les statistiques d(x,y) et d(¢(x),y) sont approximativement identiquement

distribuées. Alors les grandeurs

r=P(d(6(x).y) 2 d(x.y) | x,¥)

et
t=P([d(¢(x),y) — pa)® > [d(x,y) — pal® | X,¥)

sont respectivement les p-valeurs de d(x,y) et [d(x,y) — uq]? sous les hypothéses La.ind et La.is.

Les tests sont construits en calculant les p-valeurs approchées 7 et ¢, a partir de K rotations
uniformes et indépendantes. Une petite valeur de £, indique que la distance d(x,y) s’écarte de la
moyenne au point s, ce qu’on interpréte comme un écart en s aux hypotheses l.a.ind et l.a.is. La
statistique 75 indique comment les processus sont associés : une grande valeur de 7 indique que
la distance d(x,y) est plus faible que la distance randomisée. C’est donc une indication d'une
association positive (attraction). A linverse, une petite valeur de 74 indique une association
négative (répulsion).

A partir du calcul des statistiques calculées aux M points d’une grille, on peut construire un
test global (agrégé) d’association entre les processus de points.

Cette approche a été validée sur un trés grand nombre de simulations, pour des processus
poissoniens non stationnaires (qui vérifient les hypothéses La.ind et l.a.is) et pour des processus
markoviens non stationnaires (qui ne les vérifient pas) ainsi que des versions perturbées par un
bruit indépendant permettant d’estimer la puissance. Ces simulations montrent de bons résultats
en terme de puissance. En 'absence de bruit, les hypothéses l.a.ind et l.a.is sont toujours rejetées
pour les processus markoviens dés que le nombre de points est suffisant pour faire apparaitre
I'interaction entre processus (en pratique quelques dizaines de points, mais cela dépend de la
distance d’interaction).

Des données d'une végétation de type « brousse tigrée » ont été analysées selon cette ap-
proche. Les positions de deux espéces végétales ont été relevées dans un domaine d’environ 10ha :
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793 points pour la premiére espéce et 308 pour la seconde. La répartition est fortement non sta-
tionnaire, montrant des alternances pseudo-périodiques de régions a forte densité et de régions
a tres faible densité. L’analyse a permis de mettre en évidence une interaction positive entre les
deux espéces que des analyses utilisant des outils classiques n’avaient pas pu déceler en raison
de la non-stationnarité des données.

Une adaptation de cette méthode a permis d’analyser des relevés de deux espéces de mauvaises
herbes dans une parcelle agricole [13]. Les mauvaises herbes étaient exhaustivement relevées
dans 48 rectangles de 20 cm x 30 cm, réguliérement répartis dans la parcelle. Il a donc fallu
adapter le type de déplacement & ce contexte pour tenir compte de la structure particuliére de
I’échantillonnage et de la direction privilégiée induite par le labour de la parcelle. Les rotations
ont donc été remplacées par des translations paralléles au labour. Sur ces données, I’hypotheése
d’indépendance locale n’est pas rejetée. Cela étant, I’adaptation de notre méthode a ce type
particulier d’échantillonnage entraine une perte importante de puissance, qui ne nous permet

pas de conclure de fagon ferme.

Tester 'indépendance locale entre structures spatiales

Il est possible d’étendre cette approche a des processus de fibres ou a des processus boo-
léens. Dans [13], on montre I'association négative entre la présence de racines et la densité du
sol, confirmant par la I’hypothése que les réseaux racinaires se développent préférentiellement
dans les zones de faible densité. Les déplacements employés dans cet exemple ne sont pas des
rotations aléatoires, mais des translations aléatoires, l'idée générale étant que si la densité et le
processus de racines sont indépendants, la densité moyenne du sol observée a une distance d des
racines doit avoir une densité identique quel que soit d. Le test de cette hypothése se fait en
déplacant aléatoirement un processus par rapport a l'autre. Les objets occupent une fraction, p,
non négligeable du domaine d’étude (13 % dans I’exemple ci-dessus). Aussi, il existe une pro-
babilité p qu’un point servant au calcul de la densité soit recouvert par une racine aprés une
translation aléatoire. Si on utilise n translations, la probabilité de non-recouvrement décroit trés
vite, en (1 —p)”, ce qui affecte fortement la puissance de la méthode. Il faut donc tenir compte
de ce probléme de censure. Notons Z(x) la variable densité, modélisée par un champ aléatoire
stationnaire a 'ordre 2 et isotropique, et B(s) le processus d’objet, modélisé comme un proces-
sus booléen (Lantuéjoul, 1999), observé dans un domaine circulaire D centré en 0. On considére
comme statistique d’intérét la valeur moyenne de Z calculée a une distance d de B. On note T’
une translation, et T'(B) le processus B translaté de T': T(B) = B& T.

Afin de tenir compte de la censure générée par une translation aléatoire T', on note Zy(B)
la moyenne des valeurs de Z(s) lorsque s est & une distance d de B, et n’est ni dans B ni dans
T(B); on note Zy(T(B)) la moyenne des valeurs de Z(s) lorsque s est & une distance d de T'(B),
et n’est ni dans B ni dans T'(B). On utilise comme statistique d’intérét la différence Hp(d) =
Z4(B) — Z4(T(B)). Sous 'hypotheése Hy d’indépendance entre Z et B, l'espérance de Hp(d) est
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nulle. Si on procéde a n translations aléatoires indépendantes, 11, ..., T, les statistiques Hr, (d)
sont indépendantes et sous Hy, on a P(0 < inf;{Hr,(d)}) =1/(n+1) et P(0 > sup;{Hr,(d)}) =
1/(n 4+ 1). On obtient donc un intervalle de confiance au niveau 1/(n + 1) en représentant les

enveloppes inférieures et supérieures de Hr,(d) en fonction de d.

Perspectives

On pourra noter que la problématique de I'agrégation globale de tests locaux est commune
avec celle rencontrée lors de la détection de Zones de Changement Abrupt présentée a la Section
3.1. Pour autant, la méthode mise en ceuvre différe sensiblement, car ici nous ne connaissons pas
les propriétés mathématiques du champ des p-valeurs locales. Une piste de recherche intéressante

consisterait a établir certaines propriétés de la loi du champ de p-valeurs sous Hy.

5.4 Déformation de ’espace

Dans la section 5.3, j'ai présenté comment on pouvait en quelque sorte filtrer le probléme de
I’éventuelle non-stationnarité des processus ponctuels dans la recherche d’un test d’association en
travaillant sur les p-valeurs d'un ensemble de tests locaux. Une autre facon de procéder consiste
a faire une transformation des coordonnées dans un nouvel espace dans lequel le processus de
points transformé serait stationnaire. Cette approche, connue et utilisée depuis longtemps pour
les processus de points indicés dans le temps, est plus difficile & mettre en ceuvre dans 1’espace,
car les transformations y sont plus complexes. Transformer (ou déformer) Pespace afin de rendre
un processus stationnaire est un théme de recherche ancien dans 'unité, mais les recherches ont
plutot concerné les champs aléatoires continus (Meiring et al. , 1997 ; Perrin & Senoussi, 2000) que
les processus de points. Il existe pourtant une unité mathématique profonde puisqu’ils peuvent
tous deux s’écrire sous la forme de mesure aléatoire. Le travail dans [12] étudie les conditions que
doit vérifier une transformation ® pour transformer un processus de points x en un processus x
stationnaire & I'ordre 1 et/ou a I'ordre 2.

11 est nécessaire d’introduire quelques notations supplémentaires. On note My (ds) = E[Nx(ds)]
la mesure du premier moment de x. Si cette mesure est absolument continue (ce que nous sup-
poserons toujours), alors Mx(ds) = mx(s)ds. On note Ry la mesure d’'un des seconds moments

de x, par exemple la mesure covariance :
Ry (ds,ds’) = E[Nx(ds)Nx(ds")] — Mx(ds)Mx(ds').

Si la densité associée existe (ce que nous supposons également), on a : Ry (ds, ds’) = r«(s, s')dsds’.
Un processus de points x est stationnaire a l'ordre 2 si le premier moment est invariant par
translation et si le second moment ne dépend que (s —s'), i.e. mx(s) = m et r«(s,8") = rx(s—5)

pour tout s et s’ de D.
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Définition 3 Un processus de points x est dit réductible a la stationnarité d’ordre 2 s’il existe
un difféomorphisme ® : D — U, U € R, pour lequel X défini par 1z = (1po®)y est stationnaire
d’ordre 2 sur U.

Il est alors aisé de montrer que I’homogénéisation a l'ordre 1 implique qu’il existe une
constante p telle que

mx(s) = plJe(s)], (29)

ou Jg est le Jacobien de la transformation J, et |Jo(s)| son déterminant calculé au point s € D.

L’homogénéisation a 'ordre 2 est vérifiée s’il existe une fonction rx telle que

(s ) rs(®(s) = B() 0

Vrx(s, 8)rx(s, s') r%(0)

Cette seconde équation est identique a celle obtenue dans Perrin et Senoussi (2000) pour les

champs gaussiens. Il faut noter qu'un processus n’est homogénéisable a 1’ordre 1 et 2 simulta-

2

2(s) est verifiée. Pour les processus de

nément que si la condition de compatibilité r¢(s,s) o< m
points poissoniens inhomogénes, une homogénéisation au premier ordre est toujours suffisante,
puisque la mesure de second ordre est nulle en dehors de la diagonale.

Sous des conditions de régularité assez légéres, trouver les solutions de I'équation d’homogé-
néisation du second ordre (30) est un probléeme d’analyse différentielle qui posséde une solution
unique, voir [12] pour les détails de cette solution. A I'inverse, 'homogénéisation au premier ordre
ne posséde pas toujours une solution unique : il existe plusieurs facons « d’étaler » une densité
afin de la rendre constante. Ceci peut par exemple se faire en « étalant » selon chaque coordon-
née successivement, mais aussi en « étalant » de facon radiale a partir d’'un centre, lorsque le
domaine est en forme étoilée (star shaped).

Les résultats établis dans [12] ouvrent la voie & une estimation non paramétrique de la
transformation des coordonnées de I'espace. Gay, Barnouin & Senoussi (2006) homogénéisent au
premier ordre la densité des fermes étudiées dans le cadre d’une étude épidémiologique concernant
Iinfection de troupeaux bovins par la mammite. Cette homogénisation étant faite, I’analyse de
I'agrégation de scores d’infection peut alors se faire dans un cadre ol la densité de fermes est

stationnaire.
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6 Recherches en cours et futures

Recherches méthodologiques

D’un point de vue méthodologique, mes recherches se feront essentiellement dans le prolon-
gement de mes recherches les plus récentes, avec un intérét fort pour la modélisation spatio-
temporelle des données climatiques et environnementales. Elles s’organisent essentiellement au-

tour de deux axes :

1. La poursuite des recherches concernant la détection de structures pour les données spa-
tiales : zones de changement abrupt, classification supervisée et non supervisée, détection
d’agrégats. Appartiennent a ce théme la détection de ZCA pour des données de comptage
sur des petits effectifs, avec des applications & la génétique des populations; détection de
ruptures, a l'intérieur de parcelles agricoles, sur des séquences temporelles d'images satel-
lites.

Bien que semblant réunir des thémes dispersés, cet axe regroupe des questions statistiques

communes présentes dans ce mémoire, avec entre autres :

— la question de 'agrégation de tests locaux en un test global unique. Cette question était
apparue pour la détection de ZCA et pour le test de la dépendance entre processus
ponctuels. Dans le premier cas la réponse avait été apportée a partir de la géomeétrie
d'un champ de x?2, alors que dans le second cas une approche utilisant une approxima-
tion utilisant la notion de porté intégrale (Lantuéjoul, 2002) avait été utilisée, faute de
connaitre les propriétés du champ de p-valeurs considéré. Or 'approche géométrique est
généralisable & un grand nombre de champs aléatoires, comme le laisse envisager une
littérature récente a ce sujet (Taylor and Worsley, 2007). Il y a la une piste de recherche
tout a fait intéressante.
la question de l'utilisation des structures détectées pour améliorer la prédiction spa-
tiale. Cet aspect des choses, beaucoup plus appliqué, est d’un intérét immédiat pour les

praticiens.

2. Utilisation des gaussiennes dissymétriques pour les séries temporelles et pour les champs
aleatoires (SNRF, cf. section 4 et les publications [5] et [28]). Les principales questions de
recherche dans ce domaine sont : I’étude du modeéle proposé dans le mémoire [M2| y com-
pris la prédiction spatiale, l'inférence statistique dans ce cadre et I'étude du changement
de support pour ces modéles en ayant en vue la question de la désagrégation des variables.
Cet axe de travail est en partie lié a la thése de Cédric Flécher [T1] en collaboration avec
Philippe Naveau (LSCE, CNRS) et servira au projet CLIMATOR (voir ci-dessous).

Recherches finalisées
D’un point de vue finalisé maintenant, les recherches des trois prochaines années se feront

dans le cadre d’un certain nombre de projets de recherche dont voici les principaux.
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1. Le projet CLIMATOR, financé dans le cadre du prgramme ANR/vulnérabilité, explore
la vulnérabilité des pratiques agricoles & I’horizon 2035-2065 dans le cadre de 1’étude de
I'impact du changement climatique sur le territoire de la France. Ce projet regroupe un total
de 18 partenaires spécialistes de modeéles agronomiques et de modéles de sol. Il s’agit, dans
I’état actuel des connaissances, d’explorer les réponses d’un certain nombre de modeéles de
sol, de prairies et de plantes & des forcages climatiques simulant les conditions climatiques
et météorologiques & ’horizon considéré.

Cette étude nécessite la mise au point de générateurs de séries météorologiques au pas
de temps horaire et a I’échelle de la parcelle pour les principales variables de forcage des
modéles agronomiques : température, 1', précipitation, P, rayonnement, R, humidité, H.
Ces séries temporelles multivariées doivent étre physiquement cohérentes ; elles doivent res-
pecter 'auto-corrélation temporelle observée sur les séries actuelles et reproduire les com-
portements en tendance prédits par les modeéles climatiques (GCM couplés avec ARPEGE
sur la région européenne).

Nous utiliserons pour cela une modélisation stochastique faisant appel aux vecteurs aléa-
toires Skew-Normal étudiés dans [5], en liaison avec la thése en cours de Ceédric Flécher
[T1].

2. Le projet SADMO est un projet européen regroupant des partenaires portugais, espagnols,
italiens et grecs ayant pour objet la définition et I’étude d’indicateurs de désertification sur
deux zones d’études dans le Sud du Portugal et de I'Espagne. Notre role consiste a faire une
analyse spatio-temporelle de I’évolution d'un indicateur de végétation calculé sur des images
satellites a haute résolution spatiale (LANDSAT) sur ces deux zones d’étude, en investigant
plus particuliérement deux points : i) tester la stationnarité temporelle de cet indicateur
contre une hypotheése alternative de son aggravation; ii) étudier le role de la résolution
a laquelle ces données sont collectées et/ou étudiées; en effet & quantité de végétation
fixée sur un certain domaine, sa répartition spatiale plus ou moins hétérogéne peut étre
considérée comme un indice de désertification. Nous partirons des résultats obtenus dans
la theése de S. Garrigues ([8],[7], [3], [2], [17]).

3. Un projet ECOGER dans lequel on cherche a estimer les flux de génes entre les compar-
timents cultivés et sauvages des peupliers, en relation avec I’analyse génétique du parasite
du peuplier. Deux zones d’études ont été définies. La premiére, le long de la Loire, vise a
estimer la fonction de dispersion du pollen de peuplier sauvage (P. Nigra) ; la seconde, le
long de la vallée de la Durance, vise & comprendre la propagation du parasite du peuplier,
des foréts de mélézes dont il a besoin pour se reproduire, vers les peupleraies cultivées et
sauvages situées dans la vallée de la Durance.

4. Un projet d’épidémiologie végétale visant a comprendre la dynamique des populations de
Carpocapses, qui est un ravageur des vergers de pommiers et de poiriers. Des larves de

carpocapses ont été récoltées dans un domaine comportant une dizaine de vergers aux
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pratiques culturales trés diverses, durant trois saisons successives. Les données génétiques
acquises sur ces larves permettent d’estimer des liens de parenté entre individus et donc

les déplacements entre vergers.

Sur ces deux derniers projets, qui ne sont pas au cceur de ma thématique, j’interviens essen-

tiellement en support méthodologique pour les équipes de biologistes concernées.
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7 Annexes : étudiants encadrés, publications et autres références

Etudiants encadrés et co-encadrés

Théses

[T1] FLECHER, C. (2006 — ) “Développement de méthodes statistiques pour la mise au point
d'un générateur de climat adapté a l'utilisation des scénarii de changement climatique”,
theése de I'Université de Montpellier II, ED SIBAGHE, (co-encadrement avec Ph. Naveau,
LSCE, CNRS, et N. Brisson CSE, INRA Avignon).

[T2] GABRIEL E. (2001 2004) “Détection de zones de changement abrupt dans des données
spatiales et application a l'agriculture de précision”, thése de I'Université de Montpellier
IT, ED ISS, option biostatistique (co-encadrement avec M. Guérif, CSE, INRA Avignon).

[T3] GARRIGUES, S. (2001 2004) “Hétérogeénéité spatiale des surfaces terrestres en télédé-
tection ; caractérisation et influence sur ’estimation des variables biophysiques”, thése de
I’ENSA-R (en co-encadrement avec F. Baret, CSE, INRA Avignon).

Etudiants encadrés en Master et DEA

[M1] SouLii, A. (2006) “Estimation et interpolation de lois dissymétriques”, rapport de Master
IT Recherche, option biostatistique, Université de Montpellier II.

[M2] ALLEMAND B. (2004) “Comparaison de deux modélisations probabilistes pour la classifica-
tion de données géostatistiques : construction et analyse des algorithmes d’estimation”; tra-
vail de fin d’étude, IUP Génie Mathématique et Informatique, Avignon (en co-encadrement
avec N. Peyrard, Biométrie, INRA Avignon).

[M3] BARAGNON G. (2003) “Analyse bayésienne rétrospective d’une rupture dans des séries
phénologiques”, rapport de DEA de Biostatistique, Université de Montpellier II.

[M4] GABRIEL E. (2001) “Détection de zones de changement abrupt pour un champ gaussien”,
rapport de DEA de Biostatistique, Université de Montpellier II.

[M5] pE BEAUFORT L. (2000) “Définition d'une méthode de cartographie d’indice foliaire des-
tinée a la validation de produits de capteurs satellites”, rapport de DAA Traitement de
UInformation Spatiale, ENSA-R.

[M6] RoYER C. (1999) “Krigeage avec carte thématique et classification spatiale”, rapport de
stage de 3éme année de I'Ecole des Mines de Paris, Note S-376, Centre de Géostatistique,

Fontainebleau.

[M7] NAVARRO SANCHEZ L. (1997), “Estimation de I'influence de I'environnement sur la tempé-
rature”, mémoire de DEA de biostatistique, Université de Montpellier II (en co-encadrement

avec P. Monestiez, Biométrie, INRA Avignon).
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